
EE728 (22Á004) - �ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á Èåùñßáò �ëçñïöïñßáò ÖõëëÜäéï 5Ä. ÔïõìðáêÜñçò 21 Máñ�ßïõ 2011EE728 (22Á004) - �ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á Èåùñßáò �ëçñïöïñßáò1ç ÓåéñÜ ÁóêÞóåùí(Åí�ñïðßá, Áìïéâáßá �ëçñïöïñßá, Áíéóü�ç�á Fano, AEP)�áñÜäïóç: ¸ùò 8/4/2011 5 ì.ì. { Ó�ï ãñáöåßï ìïõÄéåõêñßíéóç: Ç åðßëõóç �ùí áóêÞóåùí åßíáé ðñïáéñå�éêÞ. Óêïðüò �ïõò åßíáé íá ëåé�ïõñãÞóïõíóõìðëçñùìá�éêÜ ìå �éò äéáëÝîåéò.Åðé�ñÝðå�áé ç óõíåñãáóßá óå ìéêñÝò ïìÜäåò, áëëÜ ü÷é ç áí�éãñáöÞ.1. Åðåîåñãáóßá ÄåäïìÝíùí (Cover & Thomas 2.15)¸ó�ù ü�é ïé �.ì. X1 → X2 → X3 → : : : → Xn ó÷çìá�ßæïõí áëõóßäá Markov,äçëáäÞ p(x1; x2; : : : ; xn) = p(x1)p(x2|x1) : : : p(xn|xn−1). Âñåß�å �çí ðéï áðëÞ Ýêöñáóçðïõ ìðïñåß�å ãéá �çí I(X1;X2; X3; : : : ; Xn).2. Ìéá åíáëëáê�éêÞ áðüäåéîç �çò áíéóü�ç�áò D(p||q) ≥ 0 (Cover & Thomas 2.26)(á) Äåßî�å ü�é, ãéá 0 < x < ∞, ln x ≤ x− 1.(â) ÄéêáéïëïãÞó�å �á ðáñáêÜ�ù âÞìá�á
−D(p||q) = ∑x p(x) ln q(x)p(x)

(i)
≤

∑x p(x)(q(x)p(x) − 1

)

(ii)
≤ 0:(ã) �ü�å éó÷ýåé ç éóü�ç�á;3. Áíéóü�ç�á Fano (Cover & Thomas 2.32)¸ó�ù ç åîÞò áðü êïéíïý êá�áíïìÞ ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò ãéá �éò �.ì. (X; Y )Ya b 
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¸ó�ù, åðßóçò, X̂(Y ) åê�éìç�Þò ãéá �ç X ìå âÜóç �çí Y êáé Pe = Pr{X̂(Y ) 6= X}.(á) Âñåß�å �ï âÝë�éó�ï åê�éìç�Þ X̂(Y ), êáèþò êáé �çí Pe ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï âÝë�éó�ïåê�éìç�Þ.(â) Âñåß�å �ï öñÜãìá ãéá �çí Pe ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áíéóü�ç�á Fano êáé óõãêñßíå�å.4. ¼ñéï ãéíïìÝíïõ (Cover & Thomas 3.8)¸ó�ù ç áêïëïõèßá X1; X2; : : : ; Xn ç ïðïßá áðï�åëåß�áé áðü áíåîÜñ�ç�åò êáé ïìïßùòêá�áíåìçìÝíåò (i.i.d.) �.ì. ïé ïðïßåò áêïëïõèïýí �çí êá�áíïìÞXi = 





1 ìå ðéèáíü�ç�á 1
2

2 ìå ðéèáíü�ç�á 1
4

3 ìå ðéèáíü�ç�á 1
4Íá âñåèåß �ï limn→∞(X1 ·X2 ·X3 · · ·Xn−1 ·Xn)1=n.5. AEP êáé Ó÷å�éêÞ Åí�ñïðßá (Cover & Thomas 3.9)¸ó�ù áíåîÜñ�ç�åò êáé üìïéá êá�áíåìçìÝíåò (i.i.d) äéáêñé�Ýò �.ì. X1; X2; : : : ðïõ áêï-ëïõèïýí êá�áíïìÞ ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò p(x) êáé |X | < ∞. EðïìÝíùò, p(x1; x2; : : : ; xn) =

∏ni=1 p(xi). Åßäáìå ü�é − 1n log p(X1; X2; : : : ; Xn) → H(X) êá�Ü ðéèáíü�ç�á. ¸ó�ù,�þñá, ìéá Üëëç óõíÜñ�çóç ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò q(x) ïñéóìÝíç ó�ïí ßäéï äåéãìá�éêü ÷þñï
X ìå �çí p(x), êáé q(x1; x2; : : : ; xn) = ∏ni=1 q(xi).(á) Âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ïñßïõ − 1n log q(X1; X2; : : : ; Xn) åÜí ïé X1; X2; : : : åßíáé áíåîÜñ-�ç�åò êáé üìïéá êá�áíåìçìÝíåò (i.i.d) ìå êá�áíïìÞ p(x).(â) Âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ïñßïõ − 1n log q(X1;X2;:::;Xn)p(X1;X2;:::;Xn) (log-likelihood), üðïõ, êáé ðÜëé, ïéX1; X2; : : : åßíáé áíåîÜñ�ç�åò êáé üìïéá êá�áíåìçìÝíåò (i.i.d) ìå êá�áíïìÞ p(x).ÅðïìÝíùò, ç ðéèáíü�ç�á íá èåùñÞóïõìå ü�é ïé Xi áêïëïõèïýí êá�áíïìÞ q(x) (áí�ßãéá p(n)) åëá��þíå�áé åêèå�éêÜ ìå �ï n êáé ìå ñõèìü áíÜëïãï �çò D(p||q).6. AEP (ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóç Éïõíßïõ 2008)Èåùñïýìå �çí �.ì. X ìå �éìÝò ó�ï óýíïëï X = {0; 1; 2} êáé óõíÜñ�çóç ìÜæáò ðéèá-íü�ç�áò p(0) = 1=2, p(1) = p(2) = 1=4. �ïéåò áðü �éò ðáñáêÜ�ù áêïëïõèßåò åßíáé�õðéêÝò óýìöùíá ìå �ïí ïñéóìü �çò (áóèåíïýò) �õðéêü�ç�áò ðïõ äþóáìå ó�ï ìÜèçìá;ÈåùñÞó�å � = 0. ÄéêáéïëïãÞó�å åðáñêþò �çí áðÜí�çóÞ óáò.(á) (5 ìïíÜäåò)1 2 0 0 0 0 2 1(â) (5 ìïíÜäåò)0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2(ã) (5 ìïíÜäåò)0 1 2 0 0 2 0 0 2 0 2 2 2



7. Áðï�áìßåõóç (ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóç Éïõíßïõ 2009)¸íáò êá�áèÝ�çò áíïßãåé ëïãáñéáóìü ìå áñ÷éêü êåöÜëáéïX0 = 1000 êáé ìçíéáßï åðé�üêéï1%. Èåùñïýìå ü�é �ï åðé�üêéï áõ�ü åßíáé åããõçìÝíï ãéá üóï ðáñáìÝíåé áíïé÷�üò ïëïãáñéáóìüò, äçëáäÞ äå ìå�áâÜëëå�áé. Åðßóçò, èåùñïýìå ü�é ï �üêïò õðïëïãßæå�áé ó�ï�Ýëïò êÜèå ìÞíá. Ó�ï �Ýëïò êÜèå ìÞíá ï êá�áèÝ�çò Ý÷åé �çí åðéëïãÞ íá åéóðñÜîåé �ïí�üêï Þ íá �ïí áöÞóåé ó�ï ëïãáñéáóìü, ïðü�å áõ�üò ðñïó�ßèå�áé ó�ï õðÜñ÷ïí êåöÜëáéï.Èåùñïýìå, �Ýëïò, ü�é äåí åðé�ñÝðå�áé ó�ïí êá�áèÝ�ç íá åéóðñÜîåé ðïóü äéáöïñå�éêü áðü�ïí �üêï ó�ï �Ýëïò êÜèå ìÞíá (ïý�å ìåãáëý�åñï ïý�å ìéêñü�åñï). ÄçëáäÞ ï êá�áèÝ�çòðñÝðåé íá åéóðñÜîåé åß�å �ïí �üêï �ïõ ìÞíá Þ �ßðï�á.(á) EÜí óå óýíïëï N ìçíþí ï êá�áèÝ�çò Ý÷åé åéóðñÜîåé �ïí �üêï K öïñÝò, äþó�å ìéáÝêöñáóç ãéá �ï êåöÜëáéï, ×Í , ó�ï �Ýëïò �ïõ N−ïó�ïý ìÞíá. Èåùñïýìå ü�é ç XNéóïý�áé ìå �ï êåöÜëáéï ðïõ áðïìÝíåé ìå�Ü áðü �çí åßóðñáîç �ïõ �üêïõ, åöüóïíáõ�Þ ãßíåé. ÅÜí ï êá�áèÝ�çò äåí åéóðñÜîåé ðï�Ý �ïõò �üêïõò, ìå�Ü áðü ðüóïõòìÞíåò èá Ý÷åé äéðëáóéÜóåé �ï áñ÷éêü êåöÜëáéï; Äßíå�áé ü�é 1= log2(1:01) ≈ 69:66.(â) Èåùñïýìå, �þñá, ü�é ï êá�áèÝ�çò åíäÝ÷å�áé íá Ý÷åé áíÜãêç áðü �ïõò �üêïõò, ìåáðï�Ýëåóìá íá �ïõò åéóðñÜ��åé ó�ï �Ýëïò êÜèå ìÞíá ìå ðéèáíü�ç�á 1=4. Ç áðüöáóçáí èá åéóðñÜîåé �ïõò �üêïõò �ï ìÞíá i åßíáé áíåîÜñ�ç�ç áðü �çí áðüöáóÞ �ïõ �ïìÞíá j 6= i.Ìå �é éóïý�áé ç áðü êïéíïý åí�ñïðßá H(X0; X1; : : : ; XN);Ìå �é éóïý�áé ï ñõèìüò åí�ñïðßáò, H(X );Ìå �é éóïý�áé ç áðü êïéíïý åí�ñïðßá H(X0; X1; : : : ; Xj−1; Xj+1; : : : ; XN), ãéá êÜ-ðïéï 0 < j < N ;Äßíå�áé log2 3 ≈ 1:585.(ã) Äýï öïé�Þ�ñéåò ðñïóðáèïýí íá åê�éìÞóïõí ðüóïé ìÞíåò èá ÷ñåéáó�ïýí þó�å ïêá�áèÝ�çò íá êá�áöÝñåé íá ïê�áðëáóéÜóåé �ï áñ÷éêü �ïõ êåöÜëáéï. Ç åê�ßìçóç�çò ðñþ�çò åßíáé ü�é áõ�ü èá Ý÷åé óõìâåß ó÷åäüí óßãïõñá óå 209 ìÞíåò. Ç äåý�åñçéó÷õñßæå�áé ü�é ç åê�ßìçóç áõ�Þ åßíáé ðáñáêéíäõíåõìÝíç êáé õðïèÝ�åé ü�é èá ðñÝðåéíá ðåñéìÝíïõìå �ïõëÜ÷éó�ïí 279 ìÞíåò. �ïéá áðü �éò äýï åê�éìÞóåéò åßíáé ïñèü�åñç;ÄéêáéïëïãÞó�å åðáñêþò �çí áðÜí�çóÞ óáò. ¼ðùò êáé ó�ï ðñïçãïýìåíï åñþ�çìá,èåùñïýìå ü�é, ó�ï �Ýëïò êÜèå ìÞíá, ï êá�áèÝ�çò åéóðñÜ��åé �ïõò �üêïõò ìå ðéèá-íü�ç�á 1/4.(*ä) Äþó�å ìéá Ýêöñáóç ãéá �çí �éìÞ �çò H(XN) ãéá N → ∞.Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞó�å �ï êåí�ñéêü ïñéáêü èåþñçìá. Ç Ýêöñáóç ðïõ èáðñïêýøåé åßíáé óõíÜñ�çóç �ïõ N .
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