
EE728 (22Á004) - �ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á Èåùñßáò �ëçñïöïñßáò ÖõëëÜäéï 4Ä. ÔïõìðáêÜñçò 10 Máñ�ßïõ 2010EE728 (22Á004) - �ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á Èåùñßáò �ëçñïöïñßáò1ç ÓåéñÜ ÁóêÞóåùí(Åí�ñïðßá, Áìïéâáßá �ëçñïöïñßá, Áíéóü�ç�á Fano, AEP)�áñÜäïóç: ¸ùò 26/3/2010 5 ì.ì. { Ó�ï ãñáöåßï ìïõÄéåõêñßíéóç: Ç åðßëõóç �ùí áóêÞóåùí åßíáé ðñïáéñå�éêÞ. Óêïðüò �ïõò åßíáé íá ëåé�ïõñãÞóïõíóõìðëçñùìá�éêÜ ìå �éò äéáëÝîåéò. ÅÜí ëýóå�å üëåò �éò óåéñÝò áóêÞóåùí èá óáò äïèåß ìßá (1)ìïíÜäá åðéðëÝïí (åöüóïí ðÜñå�å �ïõëÜ÷éó�ïí 5 ó�ï �åëéêü äéáãþíéóìá).Åðé�ñÝðå�áé ç óõíåñãáóßá óå ìéêñÝò ïìÜäåò, áëëÜ ü÷é ç áí�éãñáöÞ.1. Ìéá åíáëëáê�éêÞ áðüäåéîç �çò áíéóü�ç�áò D(p||q) ≥ 0 (Cover 2.26)(á) Äåßî�å ü�é, ãéá 0 < x < ∞, ln x ≤ x− 1.(â) ÄéêáéïëïãÞó�å �á ðáñáêÜ�ù âÞìá�á
−D(p||q) = ∑x p(x) ln q(x)p(x)

(i)
≤

∑x p(x)(q(x)p(x) − 1

)

(ii)
≤ 0:(ã) �ü�å éó÷ýåé ç éóü�ç�á;2. Ó÷å�éêÞ Åí�ñïðßá (Cover 2.37)¸ó�ù 3 �.ì. X; Y; Z ìå áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò p(x; y; z). Ç ó÷å�éêÞåí�ñïðßá ìå�áîý �çò áðü êïéíïý êá�áíïìÞò êáé �ïõ ãéíïìÝíïõ �ùí ðåñéèþñéùí êá�áíïìþíïñßæå�áé ùò D(p(x; y; z)||p(x)p(y)p(z)) = E

[

log
p(x; y; z)p(x)p(y)p(z)] :(á) ÅêöñÜó�å �çí D(p(x; y; z)||p(x)p(y)p(z)) óõíáñ�Þóåé åí�ñïðéþí.(â) �ü�å ç D(p(x; y; z)||p(x)p(y)p(z)) éóïý�áé ìå 0;



3. ÌÞêïò Áêïëïõèßáò (Cover 2.48)Èåùñïýìå �õ÷áßá äéáäéêáóßá Bernoulli(1
2

)

{Xi}. Ó�áìá�Üìå �ç äéáäéêáóßá ü�áí åìöáíßæå�áé�ï ðñþ�ï \1". ¸ó�ù N �ï ìÞêïò �çò áêïëïõèßáò ü�áí ó�áìá�Üìå. ÅðïìÝíùò, çáêïëïõèßáXN åßíáé Ýíá ó�ïé÷åßï �ïõ óõíüëïõ üëùí �ùí äõáäéêþí áêïëïõèéþí ðåðåñáóìÝíïõìÞêïõò: {0; 1}∗ = {0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; : : :}.(á) Âñåß�å �çí I(N ;XN).(â) Âñåß�å �çí H(XN |N).(ã) Âñåß�å �çí H(XN).(ä) Âñåß�å �çí H(Í |XN).(å) Âñåß�å �çí H(Í).Õðüäåéîç: ÅíäÝ÷å�áé íá óáò öáíåß ÷ñÞóéìç ç ¢óêçóç 2.1 �ïõ Cover.ÁëëÜæïõìå, �þñá, �ïí �ñüðï ìå �ïí ïðïßï ó�áìá�Üìå �çí ðáñáãùãÞ �çò áêïëïõèßáò.ÈåùñÞó�å êáé ðÜëé ü�é Xi ∼Bernoulli(1
2

). Ìå ðéèáíü�ç�á 1
3
ó�áìá�Üìå ü�áí N = 6,áëëéþò ó�áìá�Üìå ü�áí N = 12. Åðßóçò, èåùñïýìå ü�é ç åðéëïãÞ �çò �éìÞò �ïõ N åßíáéáíåîÜñ�ç�ç �çò áêïëïõèßáò X1X2 : : : X12.(ó�) Âñåß�å �çí I(N ;XN).(æ) Âñåß�å �çí H(XN |N).(ç) Âñåß�å �çí H(XN).(è) Âñåß�å �çí H(Í |XN).(é) Âñåß�å �çí H(Í).4. Åðåîåñãáóßá ÄåäïìÝíùí¸ó�ù ü�é ïé �.ì. X1 → X2 → X3 → : : : → Xn ó÷çìá�ßæïõí áëõóßäá Markov,äçëáäÞ p(x1; x2; : : : ; xn) = p(x1)p(x2|x1) : : : p(xn|xn−1). Âñåß�å �çí ðéï áðëÞ Ýêöñáóçðïõ ìðïñåß�å ãéá �çí I(X1;X2; X3; : : : ; Xn).5. Áíéóü�ç�á Fano (Cover 2.32)¸ó�ù ç åîÞò áðü êïéíïý êá�áíïìÞ ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò ãéá �éò �.ì. (X; Y )Ya b 1 1
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6¸ó�ù, åðßóçò, X̂(Y ) åê�éìç�Þò ãéá �ç X ìå âÜóç �çí Y êáé Pe = Pr{X̂(Y ) 6= X}.2



(á) Âñåß�å �ï âÝë�éó�ï åê�éìç�Þ X̂(Y ), êáèþò êáé �çí Pe ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï âÝë�éó�ïåê�éìç�Þ.(â) Âñåß�å �ï öñÜãìá ãéá �çí Pe ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áíéóü�ç�á Fano êáé óõãêñßíå�å.6. ¼ñéï ãéíïìÝíïõ (Cover 3.8)¸ó�ù ç áêïëïõèßá X1; X2; : : : ; Xn ç ïðïßá áðï�åëåß�áé áðü áíåîÜñ�ç�åò êáé ïìïßùòêá�áíåìçìÝíåò (i.i.d.) �.ì. ïé ïðïßåò áêïëïõèïýí �çí êá�áíïìÞXi = 





1 ìå ðéèáíü�ç�á 1
2

2 ìå ðéèáíü�ç�á 1
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3 ìå ðéèáíü�ç�á 1
4Íá âñåèåß �ï limn→∞(X1 ·X2 ·X3 · · ·Xn−1 ·Xn)1=n.7. AEP êáé Ó÷å�éêÞ Åí�ñïðßá (Cover 3.9)¸ó�ù áíåîÜñ�ç�åò êáé üìïéá êá�áíåìçìÝíåò (i.i.d) äéáêñé�Ýò �.ì. X1; X2; : : : ðïõ áêïëïõèïýíêá�áíïìÞ ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò p(x) êáé |X | < ∞. EðïìÝíùò, p(x1; x2; : : : ; xn) = ∏ni=1 p(xi).Åßäáìå ü�é − 1n log p(X1; X2; : : : ; Xn) → H(X) êá�Ü ðéèáíü�ç�á. ¸ó�ù, �þñá, ìéá ÜëëçóõíÜñ�çóç ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò q(x) ïñéóìÝíç ó�ïí ßäéï äåéãìá�éêü ÷þñï X ìå �çí p(x),êáé q(x1; x2; : : : ; xn) = ∏ni=1 q(xi).(á) Âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ïñßïõ− 1n log q(X1; X2; : : : ; Xn) åÜí ïéX1; X2; : : : åßíáé áíåîÜñ�ç�åòêáé üìïéá êá�áíåìçìÝíåò (i.i.d) ìå êá�áíïìÞ p(x).(â) Âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ïñßïõ − 1n log q(X1;X2;:::;Xn)p(X1;X2;:::;Xn) (log-likelihood), üðïõ, êáé ðÜëé, ïéX1; X2; : : : åßíáé áíåîÜñ�ç�åò êáé üìïéá êá�áíåìçìÝíåò (i.i.d) ìå êá�áíïìÞ p(x).ÅðïìÝíùò, ç ðéèáíü�ç�á íá èåùñÞóïõìå ü�é ïé Xi áêïëïõèïýí êá�áíïìÞ q(x) (áí�ßãéá p(n)) åëá��þíå�áé åêèå�éêÜ ìå �ï n êáé ìå ñõèìü áíÜëïãï �çò D(p||q).
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