
EE728 (22Á004) - �ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á Èåùñßáò �ëçñïöïñßáò ÖõëëÜäéï 4Ä. ÔïõìðáêÜñçò 20 Máñ�ßïõ 2009EE728 (22Á004) - �ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á Èåùñßáò �ëçñïöïñßáò1ç ÓåéñÜ ÁóêÞóåùí(Åí�ñïðßá, Áìïéâáßá �ëçñïöïñßá, Áíéóü�ç�á Fano, AEP)Äéåõêñßíéóç: Ç åðßëõóç �ùí áóêÞóåùí åßíáé ðñïáéñå�éêÞ. Óêïðüò �ïõò åßíáé íá ëåé�ïõñãÞóïõíóõìðëçñùìá�éêÜ ìå �éò äéáëÝîåéò.1. Åðåîåñãáóßá ÄåäïìÝíùí¸ó�ù ü�é ïé �.ì. X1 → X2 → X3 → : : : → Xn ó÷çìá�ßæïõí áëõóßäá Markov,äçëáäÞ p(x1; x2; : : : ; xn) = p(x1)p(x2|x1) : : : p(xn|xn−1). Âñåß�å �çí ðéï áðëÞ Ýêöñáóçðïõ ìðïñåß�å ãéá �çí I(X1;X2; X3; : : : ; Xn).2. Åí�ñïðßá (Ôåëéêü äéáãþíéóìá, Éïýíéïò 2008)Èåùñïýìå ìéá äéáêñé�Þ �.ì. ðïõ ðáßñíåé �éìÝò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ó�ïé÷åßùí
X = {1; : : : ; |X |}. ¸ó�ù ü�é äßíå�áé ç p(1) = Pr{X = 1} ç ïðïßá äåí åßíáé äõíá�üí íáìå�áâëçèåß.(á) �ïéåò åßíáé ïé �éìÝò p(i), i = 2; : : : ; |X |, �çò êá�áíïìÞò ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çíåí�ñïðßá H(X) (ãéá äåäïìÝíç p(1));(â) Ìå �é éóïý�áé ç ìÝãéó�çH(X) ãéá äåäïìÝíç p(1); Äþó�å ìéá åñìçíåßá �çò Ýêöñáóçòãéá �çí Ç(X) ìå âÜóç �ïí êáíüíá áëõóßäáò ãéá �çí åí�ñïðßá.Õðüäåéîç: ×ùñßó�å �ï X óå äýï êá�Üëëçëá õðïóýíïëá.(ã) ÅÜí Ýíáò ðáßê�çò Á ìðïñåß íá ìå�áâÜëëåé �çí p(1) ìå óêïðü íá ìåéþíåé �çíåí�ñïðßá H(X) üóï ðåñéóóü�åñï ìðïñåß, åíþ Ýíáò ðáßê�çò Â ìðïñåß íá ìå�áâÜëëåéïðïéïäÞðï�å õðïóýíïëï �ùí õðüëïéðùí p(i) (áëëÜ ü÷é �çí p(1)) ìå óêïðü íááõîÜíåé �çí åí�ñïðßá üóï ìðïñåß, ðïéá �éìÞ ðñÝðåé íá åðéëÝîåé ï Á áí ðáßæåé ðñþ�ïò;�þò ðñÝðåé íá áðáí�Þóåé ï Â; ÁëëÜæåé ç áðÜí�çóÞ óáò åÜí ðñþ�ïò ðáßæåé ï Â;Èåùñïýìå ü�é ï �åëåõ�áßïò ðáßê�çò Ý÷åé �çí õðï÷ñÝùóç íá äéáëÝîåé �éìÝò ãéá �çíêá�áíïìÞ p þó�å ∑|X |i=1 p(i) = 1.3. Óýó�çìá ìå äýï åîüäïõò (Ôåëéêü äéáãþíéóìá \Èåùñßá �ëçñïöïñßáò",ÖåâñïõÜñéïò 2009)Èåùñïýìå �ï óýó�çìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 1. H ðçãÞ × äåí Ý÷åé ìíÞìç êáé ðáßñíåé �éìÝò −1Þ +1 ìå �çí ßäéá ðéèáíü�ç�á 1=2. Ïé ðïëëáðëáóéáó�éêïß èüñõâïé Z1 êáé Z2 ðáßñíïõí,



åðßóçò, �éìÝò ó�ï óýíïëï {−1; 1}, áëëÜ áêïëïõèïýí êá�áíïìÞ Bernoulli. ÄçëáäÞ,Zi =

{

+1 ìå ðéèáíü�ç�á pi
−1 ìå ðéèáíü�ç�á 1 − pi :Ïé �.ì. Z1 êáé Z2 åßíáé áíåîÜñ�ç�åò �çò X. Ùó�üóï, ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, äåí åßíáéáíåîÜñ�ç�åò ìå�áîý �ïõò.

Ó÷Þìá 1: Óýó�çìá ìå äýï åîüäïõò.(á) Âñåß�å �çí H(X) êáé �éò H(Zi) (óõíáñ�Þóåé �ùí pi).(â) �éá äåäïìÝíá p1 êáé p2, âñåß�å Ýíá Üíù öñÜãìá ãéá �çí H(Z1; Z2), êáèþò êáé�çí áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò p(z1; z2) ç ïðïßá åðé�õã÷Üíåé �ï ÜíùöñÜãìá.(ã) Âñåß�å �éò É(X;Y1) êáé I(X;Y2). �éá äåäïìÝíá p1 êáé p2 õðÜñ÷åé �ñüðïò íááõîÞóå�å �éò É(X;Y1) êáé I(X;Y2) áëëÜæïí�áò �çí êá�áíïìÞ �çò X; Åðé�ñÝðå�áéíá áëëÜîå�å ìüíï �éò ðéèáíü�ç�åò ìå �éò ïðïßåò X = 1 Þ −1. Äåí ìðïñåß�å íááõîÞóå�å �ï ðëÞèïò �éìþí, |X |, �çò ðçãÞò.(ä) Óõãêñßíå�å �çí É(X;Y1; Õ2) ìå �éò É(X;Yi). Åßíáé ìéêñü�åñç; Ìåãáëý�åñç; ºóç;�ïéá åßíáé ç ìåãáëý�åñç �éìÞ (óå bits) ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé ç I(X;Y1; Y2);Õðüäåéîç: Ó�ï åñþ�çìá áõ�ü ìðïñåß�å íá áðáí�Þóå�å ÷ùñßò íá âñåß�å �çí �éìÞ �çòI(X;Y1; Y2).(å) ÕðïèÝó�å, �þñá, ü�é ïé Z1 êáé Z2 åßíáé áíåîÜñ�ç�åò ìå�áîý �ïõò. Âñåß�å ìéáÝêöñáóç ãéá �çí É(X;Y1; Õ2) óõíáñ�Þóåé �ùí p1 êáé p2.Õðüäåéîç: ÅíäÝ÷å�áé íá óáò öáíåß ÷ñÞóéìç ç áí�éêá�Üó�áóç � , p1 + p2 − 2p1p2.4. Áíéóü�ç�á Fano¸ó�ù ç åîÞò áðü êïéíïý êá�áíïìÞ ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò ãéá �éò �.ì. (X; Y )Ya b 1 1
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¸ó�ù, åðßóçò, X̂(Y ) åê�éìç�Þò ãéá �ç X ìå âÜóç �çí Y êáé Pe = Pr{X̂(Y ) 6= X}.(á) Âñåß�å �ï âÝë�éó�ï åê�éìç�Þ X̂(Y ), êáèþò êáé �çí Pe ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï âÝë�éó�ïåê�éìç�Þ.(â) Âñåß�å �ï öñÜãìá ãéá �çí Pe ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áíéóü�ç�á Fano êáé óõãêñßíå�å.5. ¼ñéï ãéíïìÝíïõ¸ó�ù ç áêïëïõèßá X1; X2; : : : ; Xn ç ïðïßá áðï�åëåß�áé áðü áíåîÜñ�ç�åò êáé üìïéáêá�áíåìçìÝíåò (i.i.d.) �.ì. ïé ïðïßåò áêïëïõèïýí �çí êá�áíïìÞXi =







1 ìå ðéèáíü�ç�á 1
2

2 ìå ðéèáíü�ç�á 1
4

3 ìå ðéèáíü�ç�á 1
4Íá âñåèåß �ï limn→∞(X1 ·X2 ·X3 · · ·Xn−1 ·Xn)1=n.6. AEP êáé Ó÷å�éêÞ Åí�ñïðßá¸ó�ù áíåîÜñ�ç�åò êáé üìïéá êá�áíåìçìÝíåò (i.i.d) äéáêñé�Ýò �.ì. X1; X2; : : : ðïõ áêïëïõèïýíêá�áíïìÞ ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò p(x) êáé |X | < ∞. EðïìÝíùò, p(x1; x2; : : : ; xn) =

∏ni=1 p(xi).Åßäáìå ü�é − 1n log p(X1; X2; : : : ; Xn) → H(X) êá�Ü ðéèáíü�ç�á. ¸ó�ù, �þñá, ìéá ÜëëçóõíÜñ�çóç ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò q(x) ïñéóìÝíç ó�ïí ßäéï äåéãìá�éêü ÷þñï X ìå �çí p(x),êáé q(x1; x2; : : : ; xn) =
∏ni=1 q(xi).(á) Âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ïñßïõ− 1n log q(X1; X2; : : : ; Xn) åÜí ïéX1; X2; : : : åßíáé áíåîÜñ�ç�åòêáé üìïéá êá�áíåìçìÝíåò (i.i.d) ìå êá�áíïìÞ p(x).(â) Âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ïñßïõ − 1n log q(X1;X2;:::;Xn)p(X1;X2;:::;Xn)

(log-likelihood), üðïõ, êáé ðÜëé, ïéX1; X2; : : : åßíáé áíåîÜñ�ç�åò êáé üìïéá êá�áíåìçìÝíåò (i.i.d) ìå êá�áíïìÞ p(x).ÅðïìÝíùò, ç ðéèáíü�ç�á íá èåùñÞóïõìå ü�é ïé Xi áêïëïõèïýí êá�áíïìÞ q(x) (áí�ßãéá p(n)) åëá��þíå�áé åêèå�éêÜ ìå �ï n êáé ìå ñõèìü áíÜëïãï �çò D(p||q).
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