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Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού

Απόδειξη αντιστρόφου

Θα δείξουµε ότι, για οποιαδήποτε µέθοδο κωδικοποίησης (ακόµα και τυ-

χαία) Xn(V n) : Vn → X n και αποκωδικοποίησης g(Y n) : Yn → Vn , εάν

Pr{V̂ n 6= V n} → 0, τότε H(V) ≤ C.

Από την ανισότητα Fano,

H
(
V n|V̂ n

)
≤ 1+Pr

{
V̂ n 6= V n

}
log |Vn| = 1+n Pr

{
V̂ n 6= V n

}
log |V|.

Θα υπολογίσουµε άνω ϕράγµα για την H(V)

H(V)
(a)

≤ H(V1,V2, . . . ,Vn)

n
=

H(V n)

n
=

1
n

H(V n|V̂ n) +
1
n

I(V n; V̂ n)

(b)

≤ 1
n

(
1 + n Pr

{
V̂ n 6= V n

}
log |V|

)
+

1
n

I(V n; V̂ n)

(a) Ρυθµός εντροπίας για στάσιµες στοχαστικές διαδικασίες, (b) Ανισότη-

τα Fano
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Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού

Απόδειξη αντιστρόφου (συνέχεια)

H(V) ≤ 1
n

(
1 + n Pr

{
V̂ n 6= V n

}
log |V|

)
+

1
n

I(V n; V̂ n)

(a)

≤ 1
n

(
1 + n Pr

{
V̂ n 6= V n

}
log |V|

)
+

1
n

I(Xn; Y n)

(b)

≤ 1
n

+ Pr
{

V̂ n 6= V n
}

log |V|+ C.

(a) Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων, (b) το κανάλι δεν έχει

µνήµη.

Για n →∞, Pr
{

V̂ n 6= V n
}
→ 0 και, εποµένως,

H(V) ≤ C.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 9η διάλεξη 4/ 25



Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού (αντίστροφο)
Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία

AEP για συνεχείς τ.µ.

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες
Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία

1 Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού (αντίστροφο)

Απόδειξη αντιστρόφου

2 Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες

Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

3 AEP για συνεχείς τ.µ.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 9η διάλεξη 5/ 25



Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού (αντίστροφο)
Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία

AEP για συνεχείς τ.µ.

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες
Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

∆ιαφορική Εντροπία – Εισαγωγή

΄Εως τώρα ϑεωρούσαµε διακριτές τ.µ. µε τιµές µε πεπερασµένο

και διακριτό αλφάβητο.

Τα αποτελέσµατα της Θεωρίας Πληροφορίας εφαρµόζονται και

για συνεχείς τ.µ., µε κατάλληλες τροποποιήσεις και µε χρήση της

διαφορικής εντροπίας (differential entropy).

Γενικά, όσα ισχύουν για διακριτές τ.µ. ισχύουν (µε κατάλληλες τρο-

ποποιήσεις) και για συνεχείς τ.µ. Ωστόσο, η διαφορική εντροπία

είναι πιο ``προβληµατικό΄΄ µέγεθος σε σχέση µε την εντροπία και

υπάρχουν κάποιες διαφορές που ϑα πρέπει να προσεχτούν.

Θα αναφερθούµε στις συνεχείς τ.µ. πιο επιγραµµατικά,

ϕροντίζοντας, όµως, να επισηµαίνουµε τις διαφορές, όπου υπάρ-

χουν.
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∆ιαφορική Εντροπία – Ορισµός

� Ορισµός 9.1. Η ∆ιαφορική Εντροπία h(X) συνεχούς τ.µ X µε συ-

νάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f (x), εάν η f υπάρχει, ορίζεται

ως

h(X) = −
∫

S
f (x) log f (x)dx,

όπου S είναι το πεδίο ορισµού της τ.µ.

Υποθέτουµε ότι η f (x) log f (x) είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann.
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Παράδειγµα 9.1. – ∆εν ισχύει, κατ΄ ανάγκη, h(X) ≥ 0!

΄Εστω συνεχής τ.µ. X , οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο διάστηµα

[0,a].

h(X) = −
∫

S
f (x) log f (x)dx = −

∫ a

0

1
a

log
1
a

dx = log a.

Για a < 1, h(X) < 0.

Ωστόσο, η ποσότητα 2h(X) είναι πάντοτε µη αρνητική.

Η διαφορική εντροπία διακριτής τ.µ. ισούται µε −∞ (2−∞ = 0).
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Παράδειγµα 9.2. – Εντροπία Γκαουσιανής τ.µ.

΄Εστω συνεχής τ.µ. X η οποία ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή µε µέση

τιµή 0 και διασπορά σ2.

X ∼ 1√
2πσ

e−
x2

2σ2 .

Με χρήση του ορισµού της διαφορικής εντροπίας,

h(X) = −
∫

S
f (x) ln f (x)dx = −

∫ ∞
−∞

f (x) ln f (x)dx

= −
∫ ∞
−∞

1√
2πσ

e−
x2

2σ2

[
− x2

2σ2 − ln
(√

2πσ
)]

dx

=
EX2

2σ2 +
1
2

ln
(
2πσ2) =

1
2

+
1
2

ln
(
2πσ2) =

1
2

ln e +
1
2

ln
(
2πσ2)

=
1
2

ln
(
2πeσ2)

nats =
1
2

log
(
2πeσ2)

bits
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Παράδειγµα 9.3. – Εντροπία διακριτής αναπαράστασης

συνεχούς τ.µ.

΄Εστω συνεχής τ.µ. X µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f (x). Χω-

ϱίζουµε την f (X) σε διαστήµατα πλάτους ∆, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα.

Για κάθε διάστηµα πλάτους ∆ υπάρχει xi τέτοιο ώστε f (xi)∆ =
∫ (i+1)∆

i∆ f (x)dx.

Θεωρούµε τη διακριτή αναπαράσταση, X∆, της συνεχούς τ.µ. X :

X∆ = xi , όταν i∆ ≤ X < (i + 1)∆.
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Παράδειγµα 9.3. – Εντροπία διακριτής αναπαράστασης

συνεχούς τ.µ. (2)

pi , Pr
{

X∆ = xi
}

=
∫ (i+1)∆

i∆ f (x)dx = f (xi)∆.

Εποµένως, για την εντροπία της (διακριτής) X∆ ισχύει

H(X∆) = −
∞∑
−∞

pi log pi = −
∞∑
−∞

(f (xi)∆) log (f (xi)∆) =

= −
∞∑
−∞

f (xi)∆ log f (xi)−
∞∑
−∞

f (xi)∆ log ∆

= −
∞∑
−∞

f (xi)∆ log f (xi)− log ∆.
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Παράδειγµα 9.3. – Εντροπία διακριτής αναπαράστασης

συνεχούς τ.µ. (3)

H
(
X∆
)

= −
∞∑
−∞

f (xi)∆ log f (xi)− log ∆.

΄Οταν ∆ → 0, H
(
X∆
)
→ h(X) − log ∆, εάν η f (x) είναι ολο-

κληρώσιµη κατά Riemann.

Παρατηρούµε ότι η ποσότητα log ∆ είναι ανάλογη του αριθµού n
των bits που χρησιµοποιούνται για τη διακριτοποίηση (κβάντιση) της

συνεχούς τ.µ. X . Εποµένως, H
(
X∆
)
≈ h(X) + n.

Η ακριβής (µη κβαντισµένη) τιµή συνεχούς τ.µ. απαιτεί άπειρα bits

για την περιγραφή της (διαισθητικά λογικό).
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Από κοινού και υπό συνθήκη ∆ιαφορική Εντροπία

Οι ορισµοί είναι παρόµοιοι µε αυτούς για διακριτές τ.µ.

� Ορισµός 9.2. Από κοινού διαφορική εντροπία :

h(X1,X2, . . . ,Xn) = −
∫

f (xn) log f (xn)dxn (εάν υπάρχει),

όπου f (xn) = f (x1, x2, . . . , xn).

� Ορισµός 9.3. Υπό συνθήκη διαφορική εντροπία :

h(X |Y ) = −
∫

f (x, y) log f (x|y)dxdy (εάν υπάρχει).

΄Οπως και στην περίπτωση διακριτών τ.µ., εάν όλες οι ποσότητες

είναι πεπερασµένες,

h(X |Y ) = h(X ,Y )− h(Y ).
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Παράδειγµα 9.4. – ∆ιαφορική Εντροπία πολυµεταβλητής

Γκαουσιανής τ.µ.

΄Εστω τ.µ. που ακολουθεί πολυµεταβλητή Γκαουσιανή κατανοµή:

f (x) = f (x1, x2, . . . , xn) =
1(√

2π
)n |K|1/2

e−
1
2 (x−m)T K−1(x−m),

όπου (·)T υποδηλώνει αναστροφή (διανύσµατος ή πίνακα), K είναι ο

πίνακας συσχέτισης και |K| η ορίζουσα του K .

Αποδεικνύεται (µε χρήση του ορισµού και πράξεις – Cover & Thomas

Theorem 8.4.1) ότι

h(X1,X2, . . . ,Xn) = h (Nn(m,K)) =
1
2

log(2πe)n|K| bits.

Για πραγµατική τ.µ. X ∼ 1√
2πσ

e−
(x−m)2

2σ2 , h(X) = 1
2 log (2πeσ2) bits.
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Σχετική Εντροπία και Αµοιβαία Πληροφορία για συνεχείς τ.µ.

� Ορισµός 9.4. Σχετική Εντροπία (Απόσταση Kullback-Leibler):

D(f ||g) =
∫

f log f
g . Πεπερασµένη µόνο εφόσον το πεδίο ορι-

σµού της f περιέχεται στο πεδίο ορισµού της g.

� Ορισµός 9.5. Εάν ορίζεται από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πι-

ϑανότητας για τις τ.µ. X και Y , η Αµοιβαία Πληροφορία ορίζεται

ως

I(X ; Y ) = D(f (x, y)||f (x)f (y)) =

∫
f (x, y) log

f (x, y)

f (x)f (y)
dxdy.

΄Οπως και για τις διακριτές τ.µ., I(X ; Y ) = h(X) − h(X |Y ) =
h(Y )− h(Y |X) = h(X) + h(Y )− h(X ,Y ).
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Σχετική Εντροπία και Αµοιβαία Πληροφορία για συνεχείς τ.µ.

(2)

Εάν δεν ορίζεται f (x, y), µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο πλέον γενικός

ορισµός της Αµοιβαίας Πληροφορίας

I(X ; Y ) = sup
όλες οι P,Q

I ([X ]P ; [Y ]Q) ,

όπου P καιQ πεπερασµένες διαµερίσεις (partitions) των X και Y
και [X ]P , [Y ]Q οι κβαντίσεις των X και Y ως προς τις διαµερίσεις

P και Q, αντίστοιχα (περισσότερες λεπτοµέρειες στο ϐιβλίο των

Cover & Thomas).
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Ιδιότητες Σχετικής Εντροπίας και Αµοιβαίας Πληροφορίας για

συνεχείς τ.µ.

D(f ||g) ≥ 0, µε ισότητα όταν f = g σχεδόν παντού.

Απόδειξη : Εάν S είναι το πεδίο ορισµού της f ,

−D(f ||g) =

∫
S

f log
g

f

(a)

≤ log
∫

S
f

g

f
= log

∫
S

g
(b)

≤ log 1 = 0.

(a) γιατί; (b) S υποσύνολο του πεδίου ορισµού της g.

I(X ; Y ) ≥ 0 µε = εάν και µόνο εάν X και Y ανεξάρτητες. Γιατί;
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Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες
Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

Ιδιότητες Σχετικής Εντροπίας και Αµοιβαίας Πληροφορίας για

συνεχείς τ.µ. (2)

h(X |Y ) ≤ h(X) µε = εάν και µόνο εάν X και Y ανεξάρτητες.

Κανόνας αλυσίδας για τη ∆ιαφορική Εντροπία :

h(X1,X2, . . . ,Xn) =
∑n

i=1 h(Xi |X1,X2, . . . ,Xi−1). Αποδεικνύε-

ται εύκολα από τον ορισµό της Από Κοινού ∆ιαφορικής Εντροπίας.

h(X1,X2, . . . ,Xn) ≤
∑

h(Xi), µε = εάν και µόνο εάν οι

X1,X2, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες.
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Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες
Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

΄Αλλες Ιδιότητες ∆ιαφορικής Εντροπίας

h(X + c) = h(X). Προκύπτει απευθείας από τον ορισµό.

Η διαφορική εντροπία είναι αναλλοίωτη σε µετάθεση.

Αντίστοιχη ιδιότητα για διακριτές τ.µ.: η εντροπία διακριτών τ.µ. εξαρ-

τάται µόνο από την κατανοµή τους και όχι από τις τιµές τους.

h(aX) = h(X) + log |a|. Για την απόδειξη δείτε π.χ. Cover &

Thomas Theorem 8.6.4.

∆ιαισθητικά λογικό : Η τ.µ. παίρνει, πλέον, τιµές, σε διάστηµα διαφο-

ϱετικού µήκους.

h(AX) = h(X) + log |det(A)|, όπου det(A) η ορίζουσα του A.
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Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

Θεώρηµα 9.6. ΄Εστω τυχαίο διάνυσµα X ∈ Rn µε µέση τιµή m = 0
και πίνακα συσχέτισης K = E

[
XXT

]
(δηλαδή Kĳ = E [XiXj] , 1 ≤

i, j ≤ n).

Για τη διαφορική εντροπία της X ισχύει

h(X) ≤ 1
2 log(2πe)n|K|, µε = εάν και µόνο εάν X ∼ N (0,K).

Εποµένως, για δεδοµένο πίνακα συσχέτισης K , η συνεχής κατανο-

µή που µεγιστοποιεί την εντροπία είναι η Γκαουσιανή!

Θα µας χρησιµεύσει στον υπολογισµό της χωρητικότητας του Γκα-

ουσιανού Καναλιού.
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Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας (2)

Πόρισµα 9.7. Για ϐαθµωτή συνεχή τ.µ. X µε µέση τιµή m = 0
και διασπορά σ2, η κατανοµή που µεγιστοποιεί την h(X) είναι η

N (0, σ2).

∆εδοµένου ότι h(X + c) = h(X), µπορούµε να επεκτείνουµε το

αποτέλεσµα και σε τ.µ. µε µη µηδενική µέση τιµή.

Μεταξύ συνεχών τ.µ. µε την ίδια ισχύ (=
∑

i E|Xi |2 = E
[
XT X

]
=

tr{E
[
XXT

]
} = tr{K}), οι πιο ``αβέβαιες΄΄ είναι αυτές που ακολου-

ϑούν Γκαουσιανή κατανοµή N (m,K).
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Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας – Απόδειξη

΄Εστω g(x) οποιαδήποτε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που ικανο-

ποιεί τον περιορισµό συσχέτισης Eg(x)[XiXj] =
∫

g(x)xixjdx = Kĳ για

όλα τα i, j. ΄Εστω, επίσης φK(x) η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

διανύσµατος που ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή N (0,K):

φK(x) =
1(√

2π
)n |K|1/2

e−
1
2 xT K−1x ⇒ logφK(x) = A−1

2
log2 e·xT K−1x

Επίσης,
∫
φK(x)xixjdx = Kĳ . Εποµένως,

0 ≤ D(g||φK) =

∫
g log

(
g

φK

)
= −h(g)−

∫
g logφK

(a)
= −h(g)−

∫
φK logφK = −h(g) + h(φK).

(a) Προκύπτει από την παρατήρηση ότι η logφK(x) είναι τετραγωνική

µορφή (άθροισµα όρων της µορφής aĳxixj), και από την υπόθεση ότι∫
g(x)xixjdx =

∫
φK(x)xixjdx.
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AEP για συνεχείς τ.µ.

1 Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού (αντίστροφο)

Απόδειξη αντιστρόφου

2 Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες

Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

3 AEP για συνεχείς τ.µ.
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Για την περίπτωση συνεχών τ.µ. το AEP µπορεί να αποδειχτεί µε πα-

ϱόµοιο τρόπο όπως στην περίπτωση διακριτών τυχαίων µεταβλητών.

Πιο συγκεκριµένα,

1. Pr
{

A(n)
ε

}
> 1− ε για n > n0.

2. Vol

(
A(n)
ε

)
≤ 2n(h(X)+ε) για όλα τα n.

3. Vol

(
A(n)
ε

)
≥ (1− ε)2n(h(X)−ε) για n > n0.

Παρατηρήστε ότι, για συνεχείς τ.µ., η ποσότητα που αντιστοιχεί στον

αριθµό στοιχείων του τυπικού συνόλου |A(n)
ε | είναι ο όγκος Vol(A)

του συνόλου A:

Vol(A) =

∫
A

dx1dx2 . . .dxn.
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΄Οσο µικρότερη είναι η εντροπία µιας συνεχούς τ.µ., τόσο µικρότε-

ϱος είναι ο µέσος όγκος που καταλαµβάνει το σύνολο που περιέχει

σχεδόν όλη την πιθανότητα (για δεδοµένο n).

Για n σύµβολα (διαστάσεις), Vol

(
A(n)
ε

)
≈ 2nh(X). Εποµένως, ο

``χώρος΄΄ στον οποίο περιέχονται οι τυπικές ακολουθίες έχει πλευρά

µήκους ≈ 2h(X)
ανά διάσταση.
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