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Μεγιστοποίηση κοίλης συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας

Θεωρούµε συνάρτηση f (p) : Rn → R η οποία είναι κοίλη ∩ ως

προς p.

΄Εστω, επίσης, ότι το p είναι κατανοµή (διάνυσµα πιθανότητας), δη-

λαδή pi ≥ 0, i = 1, . . . ,n και
∑n

i=1 pi = 1T p = 1.

Τέλος, ϑεωρούµε ότι οι µερικές παράγωγοι ∂f (p)/∂pi ορίζονται

και ότι είναι συνεχείς µε µοναδική εξαίρεση το limpi→0 ∂f (p)/∂pi

που µπορεί να είναι και +∞.
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Μεγιστοποίηση κοίλης συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας

(συνέχεια)

Αποδεικνύεται ότι οι παρακάτω συνθήκες είναι ικανές και αναγκαίες

για να µεγιστοποιείται η f () στο σηµείο (κατανοµή) p.

∂f (p)
∂pi

= λ, για όλα τα i για τα οποία pi > 0

∂f (p)
∂pi

≤ λ, για όλα τα i για τα οποία pi = 0

για κάποια τιµή της παραµέτρου λ.

Για την απόδειξη δείτε π.χ. Gallager Theorem 4.4.1.
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Μεγιστοποίηση αµοιβαίας πληροφορίας

Με χρήση του προηγούµενου ϑεωρήµατος και του ότι η I(X ;Y ) ε-

ίναι κοίλη ∩ συνάρτηση της κατανοµής εισόδου p(x) για δεδοµένο

κανάλι p(y|x), αποδεικνύεται ότι οι παρακάτω δύο συνθήκες απο-

τελούν ικανή και αναγκαία συνθήκη για να επιτυγχάνει µια κατανοµή

p∗ τη χωρητικότητα.

I(X = xi ;Y ) = C, για όλα τα xi για τα οποία p∗(xi) > 0
I(X = xi ;Y ) ≤ C, για όλα τα xi για τα οποία p∗(xi) = 0

όπου I(X = xi ;Y ) =
∑

y∈|Y| p(y|xi) log p(y|xi)
p(y) η αµοιβαία πλη-

ϱοφορία µεταξύ X = xi και Y .
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Μεγιστοποίηση αµοιβαίας πληροφορίας (συνέχεια)

Το αποτέλεσµα αυτό έχει µια διαισθητική επεξήγηση : Εάν για xi 6=
xj I(X = xi ;Y ) > I(X = xj;Y ), µπορούµε να αυξήσουµε την

I(X ;Y ) =
∑

xk
p(xk)I(X = xk;Y ) χρησιµοποιώντας τη xi πιο

συχνά και τη xj λιγότερο συχνά (αλλάζοντας τις p(xi) και p(xj)).

Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να αλλάξει η p(y) =
∑

xk
p(xk)p(y|xk).

Τελικά, η διαδικασία αυτή ϑα ισορροπήσει σε σηµείο όπου όλες

οι I(X = xi ;Y ) εκτός, ίσως, από κάποιες που αντιστοιχούν σε

κακές εισόδους, ϑα ισούνται µεταξύ τους (και, εποµένως, και µε τη

χωρητικότητα, C).
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΄Αλλες ενδιαφέρουσες ιδιότητες και αποτελέσµατα

Αναφέρουµε, τέλος, 3 ενδιαφέροντα πορίσµατα. Για αποδείξεις δείτε

π.χ. Gallager Κεφ. 4.5.

� Πόρισµα 8.1. Για οποιαδήποτε κατανοµή εισόδου, p∗(x), που επιτυγχάνει

τη χωρητικότητα σε διακριτό κανάλι χωρίς µνήµη, όλες οι πιθανότητες συµ-

ϐόλων εξόδου, p(y), είναι αυστηρώς ϑετικές (αρκεί για κάθε έξοδο να

υπάρχει τουλάχιστον µία είσοδος που οδηγεί σε αυτήν).

� Πόρισµα 8.2. Η κατανοµή εξόδου, p∗(y), για την οποία I(X ;Y ) =
C είναι µοναδική. ΄Ολες οι κατανοµές εισόδου, p(x), για τις οποίες∑

x∈|X| p(x)p(y|x) = p∗(y) επιτυγχάνουν τη χωρητικότητα.

� Πόρισµα 8.3. ΄Εστω m ο ελάχιστος αριθµός συµβόλων εισόδου που µπο-

ϱούν να χρησιµοποιηθούν (µε µη µηδενική πιθανότητα) για να επιτευχθεί

µετάδοση µε τη χωρητικότητα. ΄Εστω A ένα τέτοιο σύνολο m συµβόλων

εισόδου. Ισχύει m ≤ |Y|. Επίσης, η κατανοµή p(x) στα στοιχεία του A
που επιτυγχάνει τη χωρητικότητα είναι µοναδική.
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Πώς υπολογίζουµε τη χωρητικότητα ;

Γενικά, ο υπολογισµός της χωρητικότητας δεν είναι εύκολη υπόθε-

ση.

Σε µερικές, ειδικές, περιπτώσεις µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε

ιδιότητες όπως, π.χ. στην περίπτωση συµµετρικών καναλιών.

΄Αλλες ϕορές µπορούµε να ``µαντέψουµε΄΄ την κατανοµή εισόδου

και να δείξουµε ότι επιτυγχάνει ένα άνω ϕράγµα για τη χωρητικότητα

(όπως κάναµε για το συµµετρικό κανάλι).

Στη γενική περίπτωση καταφεύγουµε σε αριθµητικές µεθόδους µε

χρήση υπολογιστή. Μια ευρέως χρησιµοποιούµενη µέθοδος είναι

των Blahut & Arimoto. Τα τελευταία χρόνια έχουν προταθεί ϐελτι-

ώσεις που συγκλίνουν πολύ πιο γρήγορα σε σχέση µε τον αρχικό

αλγόριθµο.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 8η διάλεξη 8/ 30



Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας και Εκθέτης Σφάλµατος

Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού

Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας

Εκθέτης Σφάλµατος

Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας και Εκθέτης

Σφάλµατος

1 Παρατηρήσεις και ϑεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

2 Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας και Εκθέτης Σφάλµατος

Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας

Εκθέτης Σφάλµατος

3 Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού

Εισαγωγή

Απόδειξη ευθέος

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 8η διάλεξη 9/ 30



Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας και Εκθέτης Σφάλµατος

Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού

Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας

Εκθέτης Σφάλµατος

Αποκωδικοποίηση Μέγιστης εκ των Υστέρων Πιθανότητας

(Maximum A Posteriori Probability - MAP)

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού υπο-

ϑέσαµε ότι η αποκωδικοποίηση ϐασίζεται στην Ιδιότητα Από Κοινού

Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP).

∆είξαµε ότι εάν η αποκωδικοποίηση ϐασίζεται στο Joint AEP µπο-

ϱούµε να µεταδώσουµε µε ϱυθµούς αυθαίρετα κοντά στη χωρητι-

κότητα µε αυθαίρετα µικρή πιθανότητα σφάλµατος.

Αποδείξαµε ότι δεν µπορούµε να υπερβούµε τη χωρητικότητα.

Εποµένως, η αποκωδικοποίηση µε χρήση από κοινού τυπικών ακο-

λουθιών είναι ασυµπτωτικώς ϐέλτιστη.
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Αποκωδικοποίηση Μέγιστης εκ των Υστέρων Πιθανότητας (2)

Εάν το κριτήριο είναι να ελαχιστοποιηθεί η πιθανότητα σφάλµατος

στο δέκτη, πρέπει να χρησιµοποιηθεί αποκωδικοποίηση Μέγιστης εκ

των Υστέρων Πιθανότητας (Maximum a Posteriori (MAP) probability

decoding).

Θεωρούµε την πιθανότητα p(yn|xn(m)) να ληφθεί η ακολουθία

yn στο δέκτη δεδοµένου ότι εστάλη ακολουθία xn(m) η οποία

αντιστοιχεί στο µήνυµα m (η κωδική λέξη του µηνύµατος m).

Από το Θεώρηµα Ολικής πιθανότητας, Pr{m̂ = m}(= 1−Pr{m̂ 6=
m}) =

∑|Y|n
yn=1 p(yn)Pr{m̂ = m|yn} =

∑|Y|n
yn=1 p(yn)Pr{x̂n =

xn|yn}.
Επειδή p(yn) ≥ 0, για να µεγιστοποιήσουµε την Pr{m̂ = m} αρκεί

να µεγιστοποιήσουµε κάθε όρο Pr{x̂n = xn|yn}.
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Αποκωδικοποίηση Μέγιστης εκ των Υστέρων Πιθανότητας (3)

Από τον κανόνα του Bayes,

p(m|yn) =
p(yn|xn(m))p(m)

p(yn)
,

όπου p(yn) =

|M|∑
m=1

p(m)p(yn|xn(m)).

Για να ελαχιστοποιηθεί η πιθανότητα σφάλµατος, πρέπει να επιλεγεί

το µήνυµα m το οποίο µεγιστοποιεί την εκ των υστέρων (a poste-

riori) πιθανότητα του m δεδοµένης της ληφθείσας ακολουθίας yn

(p(m|yn)).
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Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας
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Κανόνας αποκωδικοποίησης MAP

Κανόνας αποκωδικοποίησης MAP

m̂ = g(yn), τέτοιο ώστε

p(m̂|yn) ≥ p(m ′|yn), για όλα τα m ′ 6= m̂, m̂,m ′ ∈M

Εναλλακτική έκφραση

m̂ = g(yn) = arg max
m′

p(m ′|yn)
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Αποκωδικοποίηση Μέγιστης εκ των Υστέρων Πιθανότητας (4)

Με χρήση του κανόνα του Bayes,

p(m|yn) ≥ p(m′|yn)⇒
p(yn|xn(m))p(m)

p(yn)
≥ p(yn|xn(m′))p(m′)

p(yn)

Εποµένως, ο κανόνας MAP µπορεί να γραφτεί ως :

Κανόνας MAP

p(yn|xn(m))p(m) ≥ p(yn|xn(m′))p(m′)

Για κανάλι χωρίς µνήµη,

Κανόνας MAP για κανάλι χωρίς µνήµη

p(yn|xn(m)) =

n∏
i=1

p(yi |xi(m)).
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Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας

(Maximum Likelihood (ML) decoding)

Με ϐάση τον κανόνα MAP επιλέγεται το µήνυµα που ικανοποιεί τη σχέση

p(yn|xn(m))p(m) ≥ p(yn|xn(m′))p(m′) για όλα τα m′ 6= m.

Εάν όλα τα µηνύµατα εκπέµπονται µε την ίδια πιθανότητα (οµοιόµορφα),

ο αποκωδικοποιητής µπορεί να αποκωδικοποιήσει µε ϐάση τη σχέση

p(yn|xn(m)) ≥ p(yn|xn(m′)) για όλα τα m′ 6= m.

Η αποκωδικοποίηση µε ϐάση την παραπάνω σχέση ονοµάζεται µέγιστης

πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood - ML). Στη γενική περίπτωση (όπου

τα µηνύµατα δεν ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή) δε µεγιστοποιεί την

πιθανότητα να έχει µεταδοθεί το µήνυµα m δεδοµένης της ακολουθίας

yn .

Ωστόσο, µεγιστοποιείται η πιθανότητα να έχει ληφθεί η yn δεδοµένου του

m.
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Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας
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Γιατί ML και όχι MAP;

Στη γενική περίπτωση (όπου η κατανοµή των µηνυµάτων στην είσοδο του

καναλιού δεν είναι οµοιόµορφη) η αποκωδικοποίηση ML δεν είναι ϐέλτι-

στη.

Ωστόσο, στην πράξη, η αποκωδικοποίηση ML χρησιµοποιείται συχνότερα

από την αποκωδικοποίηση MAP. Κάποιοι από τους λόγους είναι οι εξής :

Πολύ συχνά, τα µηνύµατα που στέλνονται είναι ισοπίθανα (π.χ. όταν

έχει γίνει καλή συµπίεση πριν από τη µετάδοση), οπότε η αποκωδι-

κοποίηση ML είναι ϐέλτιστη.

Αποδεικνύεται (ϐλ. π.χ. Cioffi,

http://www.stanford.edu/group/cioffi/book/chap1.pdf) ότι, εάν η

κατανοµή των µηνυµάτων p(w) είναι άγνωστη, η αποκωδικοποίη-

ση ML ελαχιστοποιεί την πιθανότητα σφάλµατος για τη ``χειρότερη΄΄

κατανοµή εισόδου.

Πολλές ϕορές η αποκωδικοποίηση ML είναι πολύπλοκη, οπότε χρησιµο-

ποιούνται υποβέλτιστες µέθοδοι. Περισσότερα στα µαθήµατα Ψηφιακών

Επικοινωνιών.
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Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας

Εκθέτης Σφάλµατος

Εκθέτης Σφάλµατος (Error Exponent) (εισαγωγή)

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού, είναι δυνατόν

να µεταδώσουµε σε διακριτό κανάλι χωρίς µνήµη µε αυθαίρετα

µικρή πιθανότητα σφάλµατος, αρκεί ο ϱυθµός µετάδοσης να µην

υπερβαίνει τη χωρητικότητα.

Αντιστρόφως, δεν υπάρχει κώδικας µε αυθαίρετα µικρή πιθανότητα

σφάλµατος ο οποίος επιτυγχάνει µετάδοση µε ϱυθµό µεγαλύτερο

από τη χωρητικότητα καναλιού.

Αποδείξαµε το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού όταν ο δέκτης

αποκωδικοποιεί µε ϐάση την Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισο-

διαµέρισης. Το Θεώρηµα αποδεικνύεται και για αποκωδικοποίηση

µέγιστης πιθανοφάνειας (ML – ϐλ. π.χ. Gallager).
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Στην απόδειξη, για να επιτύχουµε αυθαίρετα µικρή πιθανότητα σφάλ-

µατος, αφήσαµε το n να τείνει στο άπειρο.

Τι συµβαίνει όταν το n είναι πεπερασµένο ; Πώς µεταβάλλεται η

πιθανότητα σφάλµατος ως συνάρτηση του n;

΄Ενας τρόπος να ποσοτικοποιηθεί η εξάρτηση της µέσης πιθανότη-

τας σφάλµατος από το n είναι ο εκθέτης σφάλµατος (error ex-

ponent) ο οποίος παρέχει ένα άνω ϕράγµα όταν χρησιµοποιειται

αποκωδικοποίηση µέγιστης πιθανοφάνειας.
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Εκθέτης Σφάλµατος (Error Exponent) (3)

Θεώρηµα 8.4. (Gallager 5.6.2 & Corollary 1): ΄Εστω διακριτό κανάλι χωρίς µνήµη µε

πίνακα µετάβασης p(yj|xk), j = 1, . . . , J και k = 1, . . . ,K . Για δεδοµένο n και

R ϑεωρούµε το σύνολο των κωδίκων (2nR, n) των οποίων τα σύµβολα επιλέγονται

ανεξάρτητα µε ϐάση κατανοµή p(x). Εάν ο δέκτης χρησιµοποιεί αποκωδικοποίηση

µέγιστης πιθανοφάνειας, για τη µέση τιµή σφάλµατος υπολογισµένη για όλους

τους τυχαίους κώδικες οι οποίοι παράγονται µε ϐάση κατανοµή p∗(x) και για όλα

τα πιθανά µηνύµατα, ισχύει

P(n)
e ≤ exp{−nEr(R)},

όπου Er(R) είναι ο εκθέτης τυχαίας κωδικοποίησης ή εκθέτης σφάλµατος (random

coding/error exponent)

Er(R) = max
0≤ρ≤1

max
p(x)
{E0(ρ, p(x))− ρR},

p∗(x) η κατανοµή που επιτυγχάνει τον Er(R) και

E0(ρ, p(x)) = − log
J∑

j=1

[
K∑

k=1

p(xk)p(yj|xk)
1/(1+ρ)

]1+ρ

.
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Παρόλο που η έκφραση για τον εκθέτη σφάλµατος είναι σχετικά πολύπλο-

κη, ϐασίζεται σε απλά ϐήµατα (ϐλ. Gallager 5.6).

Εάν µπορούµε να υπολογίσουµε τον Er(R) για δεδοµένο διακριτό κανάλι

χωρίς µνήµη, αποκτούµε ένα ϕράγµα για την πιθανότητα σφάλµατος για

δεδοµένο ϱυθµό µετάδοσης και δεδοµένο µήκος κώδικα n: P(n)
e ≤

exp{−nEr(R)}.

Αποδεικνύεται ότι, για 0 ≤ R < C, Er(R) > 0 και, εποµένως, µε κατάλλη-

λη κωδικοποίηση, η πιθανότητα σφάλµατος µπορεί να κρατηθεί αυθαίρετα

κοντά στο µηδέν µε χρήση κωδίκων κατάλληλου µήκους n.

΄Οπως και στην περίπτωση αποκωδικοποίησης µε χρήση από κοινού τυ-

πικότητας, το γεγονός ότι P(n)
e ≤ exp{−nEr(R)} δε συνεπάγεται ότι η

πιθανότητα σφάλµατος P(n)
e,m που αντιστοιχεί στην κωδική λέξη xn(m) ϑα

είναι ≤ exp{−nEr(R)}. Ωστόσο, αποδεικνύεται (Gallager 5.6 Corollary

2) ότι υπάρχει κώδικας (2nR,n) τέτοιος ώστε P(n)
e,m ≤ 4 exp{−nEr(R)}

για όλα τα m = 1,2, . . . ,2nR .
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Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού – Εισαγωγή

Γνωρίζουµε, πλέον, ότι για να συµπιέσουµε µια πηγή µε ϱυθµό

εντροπίας H(X ) χρειαζόµαστε R > H(X ) bits/σύµβολο.

Αντίστοιχα, για να µεταδώσουµε ένα από 2nR µηνύµατα/χρήση δια-

κριτού καναλιού χωρίς µνήµη πρέπει R < C.

΄Εστω ότι ϑέλουµε να µεταδώσουµε τα µηνύµατα πηγής µε ϱυθ-

µό εντροπίας H(X ) µε χρήση καναλιού χωρητικότητας C. Είναι η

συνθήκη H(X ) < C ικανή και αναγκαία για να µπορεί να γίνει

µετάδοση των µηνυµάτων της πηγής ;
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Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού – Εισαγωγή (2)

Ειδικότερα, είναι ϐέλτιστο να συµπιέσουµε την πηγή κοντά στο

ϱυθµό εντροπίας της και µετά να µεταδώσουµε τη συµπιεσµένη

ακολουθία στο κανάλι ή µήπως υπάρχει πιο αποδοτικός τρόπος µε-

τάδοσης (και, άρα, τρόπος να µεταδώσουµε µε µεγαλύτερο

ϱυθµο ;)

Θα αποδείξουµε ότι η µετάδοση µε συµπίεση της πηγής και, στη

συνέχεια, µε κωδικοποίηση καναλιού είναι το ίδιο αποδοτική µε

οποιαδήποτε άλλη µέθοδο. ∆ηλαδή, εάν H(X ) < C, µπορούµε

να συµπιέσουµε την πηγή και να µεταδώσουµε την πληροφορία που

παράγει µέσω του καναλιού. Αντιστρόφως, προκειµένου να είναι

εφικτό η πληροφορία µιας πηγής να µεταδοθεί µε αυθαίρετα µικρή

πιθανότητα σφάλµατος στο κανάλι, πρέπει να ισχύει H(X ) < C.
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Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού – Εισαγωγή (3)

Παρόλο που το Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού ϕαίνεται

προφανές, υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες δεν ισχύει ! (κανάλια

πολλών χρηστών).

Στις περιπτώσεις που το Θεώρηµα ισχύει, διευκολύνεται ο σχεδια-

σµός Συστηµάτων Επικοινωνιών, δεδοµένου ότι ο Κωδικοποιητής

Πηγής και ο Κωδικοποιητής Καναλιού µπορούν να σχεδιαστούν α-

νεξάρτητα. Για παράδειγµα, ο τρόπος µετάδοσης σε µια γραµµή

ADSL ή σε ένα δίκτυο WiFi είναι ο ίδιος, ανεξάρτητα από το εάν ο

χρήστης στέλνει µουσική ή εικόνες ή κείµενο.

Ωστόσο, το γεγονός ότι η µέθοδος δύο ϐηµάτων που συνίσταται στη

συµπίεση της πηγής ανεξάρτητα από το κανάλι και στη µετάδοση της

συµπιεσµένης ακολουθίας δε συνεπάγεται απώλειες, δε σηµαίνει,

κατ΄ ανάγκη, ότι είναι πάντοτε και η λιγότερο πολύπλοκη.
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Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού

Θεωρούµε πηγή V η οποία παράγει σύµβολα από πεπερασµένο

αλφάβητο V . Η πηγή ικανοποιεί τη (γενικευµένη) Ιδιότητα Ασυµπτω-

τικής Ισοδιαµέρισης αλλά δεν είναι, κατ΄ ανάγκη, χωρίς µνήµη. Στη

γενική περίπτωση είναι στάσιµη και εργοδική.

Ο ποµπός απεικονίζει την ακολουθία V n = V1,V2, . . . ,Vn της

πηγής σε κωδική λέξη Xn(V n) και τη µεταδίδει στο κανάλι.

Ο δέκτης παράγει εκτίµηση V̂ n της ακολουθίας της πηγής µε ϐάση

τη ληφθείσα ακολουθία Y n . ΄Οταν V̂ n 6= V n εµφανίζεται σφάλµα

στο δέκτη.
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Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού (συνέχεια)

Η πιθανότητα σφάλµατος ισούται µε

Pr{V n 6= V̂ n} =
∑
yn

∑
vn

p(vn)p(yn|xn(vn))I(g(yn) 6= vn),

όπου I η συνάρτηση-δείκτης και g(·) η συνάρτηση αποκωδικοποίησης.

Θεώρηµα 8.5. (∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού – ευθύ): ΄Εστω V1,V2, . . . ,Vn

στοχαστική διαδικασία µε πεπερασµένο αλφάβητο η οποία ικανοποιεί το

AEP, και για την οποία ισχύει H(V) < C, όπου C είναι η χωρητικότητα

του διακριτού καναλιού χωρίς µνήµη µέσω του οποίου γίνεται η µετάδοση.

Υπάρχει κώδικας πηγής-καναλιού µε πιθανότητα σφάλµατος Pr{V̂ n 6=
V n} → 0.

Αντιστρόφως, για κάθε στάσιµη και εργοδική στοχαστική διαδικασία, εάν

H(V) > C, η πιθανότητα σφάλµατος δεν µπορεί να περιοριστεί

αυθαίρετα κοντά στο 0 και, εµποµένως, δεν είναι δυνατή η µετάδοση

της στοχαστικής διαδικασίας µέσω του καναλιού µε αυθαίρετα µικρή πιθα-

νότητα σφάλµατος.
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Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού

Απόδειξη ευθέος

Θα χρησιµοποιήσουµε κωδικοποίηση δύο ϕάσεων :

1) Κωδικοποίηση πηγής (συµπίεση) και 2) Κωδικοποίηση καναλιού.
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Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Πηγής - Καναλιού

Απόδειξη ευθέος (2)

Από το AEP, για µεγάλο n το τυπικό σύνολο περιέχει ≤ 2n(H(V)+ε)

στοιχεία και σχεδόν όλη την πιθανότητα. Κωδικοποιούµε µόνο τις

τυπικές ακολουθίες και αγνοούµε τις υπόλοιπες. Σε κάθε τυπική

ακολουθία αντιστοιχίζουµε µία κωδική λέξη από το ϐιβλίο κωδίκων.

Εποµένως, χρειαζόµαστε το πολύ 2n(H(V)+ε) κωδικές λέξεις.

Προκειµένου να µεταδώσουµε µία από 2n(H(V)+ε) κωδικές λέξεις

στο κανάλι πρέπει να ισχύει

H(V) + ε = R < C.

Ο δέκτης αποκωδικοποιεί µε ϐάση την από κοινού τυπικότητα. Για

την πιθανότητα σφάλµατος ισχύει

Pr
{

V n 6= V̂ n
}
≤ Pr

{
V n /∈ A(n)

ε

}
+Pr

{
g(Y n) 6= V n|V n ∈ A(n)

ε

}
.
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Απόδειξη ευθέος (3)

Pr
{

V n 6= V̂ n
}
≤ Pr

{
V n /∈ A(n)

ε

}
+ Pr

{
g(Y n) 6= V n|V n ∈ A(n)

ε

}
.

Για αρκούντως µεγάλο n, από το AEP, Pr
{

V n /∈ A(n)
ε

}
≤ ε.

Οµοίως, από το Joint AEP, για αρκούντως µεγάλο n, και δεδοµένου

ότι H(V) + ε = R < C, Pr
{

g(Y n) 6= V n|V n ∈ A(n)
ε

}
≤ ε.

Συνεπώς, για οποιοδήποτε ε, και εφόσον H(V) + ε < C, υπάρχει

µήκος κωδικής λέξης n0 τέτοιο ώστε, για n > n0, Pr{V n 6= V̂ n} ≤
2ε.

Εποµένως, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο δύο ϐηµάτων (συµπίεση και

κωδικοποίηση καναλιού), µπορούµε να µεταδώσουµε µε αυθαίρετα

µικρή πιθανότητα σφάλµατος εάν H(V) < C.
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