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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Περιεχόµενα 6ης διάλεξης

1 Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)

Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

2 Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Από Κοινού Ισχυρώς Τυπικές Ακολουθίες

Οι ισχυρώς τυπικές ακολουθίες δύο τ.µ. ορίζονται µε αντίστοιχο

τρόπο όπως και οι ισχυρώς τυπικές ακολουθίες µίας τ.µ.

Ορισµός 6.1. ΄Εστω i.i.d. ακολουθία Ϲευγών τ.µ. που παίρνουν τιµές

σε πεπερασµένο σύνολο X ×Y . Στη γενική περίπτωση, οι τ.µ. που

αποτελούν το Ϲεύγος είναι εξαρτηµένες : (X ,Y ) ∼ p(x, y). Το

σύνολο T (n)
ε (X ,Y ) των από κοινού ισχυρώς1 ε−τυπικών ακολουθι-

ών (xn, yn) ορίζεται ως

T (n)
ε (X ,Y ) , {(xn, yn) : |π(x, y|xn, yn)− p(x, y)| ≤ εp(x, y)

για όλα τα (x, y) ∈ (X ,Y)} ,

όπου π(x, y|xn, yn) είναι ο από κοινού τύπος (η από κοινού εµπει-

ϱική πιθανότητα) του Ϲεύγους (x, y).

1
Υπενθυµίζεται ότι χρησιµοποιούµε σθεναρή τυπικότητα.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Ιδιότητες Ισχυρώς Τυπικών Ακολουθιών

΄Εστω p(xn, yn) ∼
∏n

i=1 pX ,Y (xi , yi). Εάν (xn, yn) ∈ T (n)
ε (X ,Y ),

1. xn ∈ T (n)
ε (X) και yn ∈ T (n)

ε (Y ).

2. p(xn, yn)
.
= 2−nH(X ,Y ). (an

.
= 2nb εάν υπάρχει δ(ε) τέτοιο ώστε

2n(b−δ(ε)) ≤ an ≤ 2n(b+δ(ε)))

3. p(xn)
.
= 2−nH(X) και p(yn)

.
= 2−nH(Y ).

4. p(xn|yn)
.
= 2−nH(X |Y ) και p(yn|xn)

.
= 2−nH(Y |X) (γιατί;)

Για αρκούντως µεγάλο n,

|T (n)
ε (X ,Y )| .= 2nH(X ,Y ).

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 6η διάλεξη 4/ 42



Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Ιδιότητες Ισχυρώς Τυπικών Ακολουθιών (2)

Ορισµός 6.2. Το σύνολο T (n)
ε (Y |xn) των ακολουθιών Y n που είναι

υπό συνθήκη ισχυρώς ε−τυπικές (conditionally ε-typical) µε την

ακολουθία xn ορίζεται ως

T (n)
ε (Y |xn) ,

{
yn : (xn, yn) ∈ T (n)

ε (X ,Y )
}
.

Αποδεικνύεται ότι για οποιαδήποτε ακολουθία xn (όχι κατ΄ ανάγκη

τυπική)

|T (n)
ε (Y |xn)| ≤ 2n(H(Y |X)+δ(ε)),

όπου δ(ε) = ε · H(Y |X).
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Conditional Typicality Lemma

Λήµµα 6.3. (υπό συνθήκη τυπικότητας )

Conditional Typicality Lemma

΄Εστω xn ∈ T (n)
ε′ (X) και Y n ∼

∏n
i=1 pY |X (yi |xi).

Για οποιοδήποτε ε > ε′,

Pr
{
(xn,Y n) ∈ T (n)

ε (X ,Y )
}
→ 1 για n →∞.

Για την απόδειξη δείτε El Gamal & Kim, Chapter 2.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Conditional Typicality Lemma (2)

Εποµένως, για όλες τις ακολουθίες xn ∈ T (n)
ε′ (X) µε ε′ < ε,

|T (n)
ε (Y |xn)| ≥ (1− ε)2n(H(Y |X)−δ(ε)),

για αρκούντως µεγάλο n.

Αποδεικνύεται, επίσης, ότι, για κάθε xn ∈ T (n)
ε (X) και για

αρκούντως µεγάλο n,

|T (n)
ε (Y |xn)| ≥ 2n(H(Y |X)−δ′(ε)),

για κάποιο δ′(ε)→ 0 καθώς ε→ 0.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Conditional Typicality Lemma (3)
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Γενίκευση για περισσότερες τ.µ.

΄Ολα τα παραπάνω γενικεύονται για περισσότερες τ.µ.

Θα αναφερθούµε µόνο στο Λήµµα Από Κοινού Τυπικότητας (Joint

Typicality Lemma).

Για περισσότερες λεπτοµέρειες δείτε, για παράδειγµα, A. El Gamal

& Y.-H. Kim, Network Information Theory.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Λήµµα Από Κοινού Τυπικότητας

Joint Typicality Lemma

Λήµµα 6.4. (Από Κοινού Τυπικότητας)

΄Εστω (X ,Y , Z) ∼ p(x, y, z). Υπάρχει δ(ε) → 0 καθώς ε → 0 τέτοιο

ώστε να ισχύουν τα παρακάτω :

1. Εάν (x̃n, ỹn) είναι Ϲεύγος ακολουθιών και η ακολουθία Z̃n ακολου-

ϑεί κατανοµή
∏n

i=1 pZ |X (z̃i |x̃i) (δηλαδή είναι ανεξάρτητη της ỹn

δεδοµένης της x̃n),

Pr
{
(x̃n, ỹn, Z̃n) ∈ T (n)

ε (X ,Y , Z)
}
≤ 2−n(I(Y ;Z |X)−δ(ε))

2. Εάν (xn, yn) ∈ T (n)
ε′ (X ,Y ), ε′ < ε και Z̃n ∼

∏n
i=1 pZ |X (z̃i |xi),

τότε, για αρκούντως µεγάλο n,

Pr
{
(xn, yn, Z̃n) ∈ T (n)

ε (X ,Y , Z)
}
≥ 2−n(I(Y ;Z |X)+δ(ε)).
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Λήµµα Από Κοινού Τυπικότητας – Απόδειξη

Για την 1η σχέση,

Pr
{(

x̃n, ỹn, Z̃n
)
∈ T (n)

ε (X ,Y , Z)
}

=
∑

z̃n∈T (n)
ε (Z |x̃n ,ỹn)

p(z̃n|x̃n)

(a)
≤
∣∣∣T (n)
ε (Z |x̃n, ỹn)

∣∣∣ · 2−n(H(Z |X)−εH(Z |X))

(b)
≤ 2n(H(Z |X ,Y )+εH(Z |X ,Y ))2−n(H(Z |X)−εH(Z |X))

≤ 2−n(I(Y ;Z |X)−δ(ε)).

(a), (b) από τις ιδιότητες των ισχυρώς τυπικών ακολουθιών

Παρατηρήστε ότι δεν απαιτείται τυπικότητα του Ϲεύγους (x̃n, ỹn).
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Λήµµα Από Κοινού Τυπικότητας – Απόδειξη (2)

Για τη 2η σχέση, για αρκούντως µεγάλο n,

Pr
{(

xn, yn, Z̃n
)
∈ T (n)

ε (X ,Y , Z)
}

=
∑

z̃n∈T (n)
ε (Z |xn ,yn)

p(z̃n|xn)

(a)
≥
∣∣∣T (n)
ε (Z |xn, yn)

∣∣∣ · 2−n(H(Z |X)+εH(Z |X))

(b)
≥ (1− ε)2n(H(Z |X ,Y )−εH(Z |X ,Y ))2−n(H(Z |X)+εH(Z |X))

(c)
≥ 2−n(I(Y ;Z |X)+δ(ε)).

(a), (b) από τις ιδιότητες των ισχυρώς τυπικών ακολουθιών. (c) γιατί;

Παρατηρήστε ότι για το (b) απαιτείται τυπικότητα του Ϲεύγους (xn, yn)
και για τα (b) και (c) απαιτείται αρκούντως µεγάλο n.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

Τυπικές ακολουθίες πολλών µεταβλητών

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να ορίσουµε τυπικές ακολουθίες πε-

ϱισσότερων από 3 τ.µ.

Οι ιδιότητες είναι παρόµοιες.

∆είτε π.χ. Cover & Thomas ή El Gamal & Kim.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

1 Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)

Ισχυρή Από Κοινού Τυπικότητα

2 Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού – εισαγωγή

Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (Channel Coding Theorem)

αποτελεί το πιο ϐασικό και το πιο διάσηµο αποτέλεσµα της Θεωρίας

Πληροφορίας.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού, είναι εφικτή

η µετάδοση σε κανάλια χωρίς µνήµη µε ϱυθµό αυθαίρετα κοντά

στη χωρητικότητα και µε αυθαίρετα µικρή πιθανότητα σφάλµατος.

Αντιστρόφως, δεν είναι εφικτή µετάδοση µε αυθαίρετα µικρή πιθα-

νότητα σφάλµατος εάν ο ϱυθµός µετάδοσης υπερβαίνει τη χωρητι-

κότητα του καναλιού.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού – εισαγωγή (2)

Στη συνέχεια, ϑα διατυπώσουµε µε την απαραίτητη λεπτοµέρεια και

ϑα αποδείξουµε το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού.

Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (ευθύ - achievability) µπο-

ϱεί να αποδειχτεί είτε µε χρήση αποκωδικοποίησης Μέγιστης Πιθα-

νοφάνειας (Maximum Likelihood decoding -- Gallager) ή µε χρήση

Από Κοινού Τυπικών ακολουθιών (Cover).

Στο µάθηµα ϑα εξετάσουµε την απόδειξη µε χρήση Από Κοινού

Τυπικότητας η οποία είναι µάλλον πιο απλή.

Επίσης, ο τρόπος αυτός απόδειξης έχει χρησιµοποιηθεί για να ϐρε-

ϑεί η χωρητικότητα άλλων καναλιών (π.χ. πολλών χρηστών).

Το (ασθενές) αντίστροφο του Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Κανα-

λιού ϑα αποδειχτεί µε χρήση της ανισότητας Fano.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού – εισαγωγή (3)

Το ϐασικό ερώτηµα (και, εκ πρώτης όψεως, παράδοξο) είναι το

εξής : Πώς είναι δυνατόν να µεταδώσουµε µε αυθαίρετα µικρή

πιθανότητα σφάλµατος σε ένα κανάλι που εισάγει σφάλµατα µε µη

µηδενική πιθανότητα και µε τυχαίο τρόπο ;

Για να απαντήσει στο ερώτηµα, ο Shannon χρησιµοποίησε ένα δια-

ϕορετικό τρόπο σκέψης :

∆εν προσπάθησε να εκµηδενίσει την πιθανότητα σφάλµατος, απλώς

να την περιορίσει σε αυθαίρετα µικρές τιµές.

Βασίστηκε σε πολλές διαδοχικές χρήσεις του καναλιού ώστε να

εκµεταλλευτεί το Νόµο των Μεγάλων Αριθµών.

Χρησιµοποίησε κώδικες οι οποίοι δηµιουργούνται τυχαία και υπολόγι-

σε τη µέση πιθανότητα σφάλµατος.

Αυτός ο τρόπος σκέψης διέπει τόσο την απόδειξη µε χρήση τυπι-

κότητας όσο και την απόδειξη µε αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθα-

νοφάνειας.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού – Ορισµοί

Ορισµός 6.5. ΄Ενας κώδικας (M ,n) για το ∆ιακριτό Κανάλι Χωρίς Μνήµη

(X , p(y|x),Y) αποτελείται από

1. ΄Ενα σύνολο δεικτών (µηνυµάτων) {1,2, . . . ,M}.

2. Μια συνάρτηση κωδικοποίησης xn : {1,2, . . . ,M} → X n η οποία

αντιστοιχίζει την κωδική λέξη (codeword) xn(m) στο µήνυµα m ∈
{1,2, . . . ,M}. Το σύνολο των κωδικών λέξεων ονοµάζεται ϐιβλίο

κωδίκων (codebook).

3. Μια συνάρτηση αποκωδικοποίησης g : Yn → {1,2, . . . ,M}∪{e},

η οποία αποτελεί ένα νοµοτελειακό κανόνα ο οποίος αντιστοιχίζει

ένα εκτιµώµενο δείκτη µεταδοθέντος µηνύµατος, m̂, ή το µήνυµα

σφάλµατος e, σε κάθε ληφθείσα ακολουθία yn .
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού – Ορισµοί (2)

� Υπό συνθήκη πιθανότητα σφάλµατος δεδοµένου ότι εστάλη το µήνυ-

µα µε δείκτη m:

λm = Pr {g(Y n) 6= m|Xn = xn(m)}

=
∑
yn

p(yn|xn(m))I(g(yn) 6= m),

όπου I(·) η συνάρτηση δείκτης (ισούται µε 1 όταν το όρισµά της

αληθεύει, αλλιώς µε 0).

� Η Μέγιστη Πιθανότητα Σφάλµατος λ(n) κώδικα (M ,n) ορίζεται ως

λ(n) = max
m∈{1,2,...,M}

λm .
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού – Ορισµοί (3)

� Η (αριθµητικώς) µέση πιθανότητα σφάλµατος P(n)
e κώδικα (M ,n)

ισούται µε

P(n)
e =

1
M

M∑
m=1

λm .

΄Οταν ο δείκτης µηνύµατος W ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή,

P(n)
e = Pr {W 6= g(Y n)}, όπου Y n η ακολουθία που λαµβάνε-

ται στην έξοδο καναλιού όπου έχει µεταδοθεί η ακολουθία Xn =
xn(W ).

Επίσης, P(n)
e ≤ λ(n).
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού – Ορισµοί (4)

� Ορισµός 6.6. Ο ϱυθµός (rate) R κώδικα (M ,n) ισούται µε

R =
log M

n
bits ανά µετάδοση.

� Ορισµός 6.7. ΄Ενας ϱυθµός R είναι εφικτός (achievable) όταν υ-

πάρχει ακολουθία κωδίκων
(
d2nRe,n

)
για την οποία η µέγιστη πιθα-

νότητα σφάλµατος λ(n) τείνει στο 0 καθώς το n τείνει στο άπειρο.2

� Ορισµός 6.8. Η χωρητικότητα λειτουργίας (operational capacity)

ενός καναλιού ισούται µε το µέγιστο ϱυθµό ο οποίος έιναι εφικτός.

Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής αποδεικνύει ότι η χωρητικότητα

λειτουργίας maxR εφικτός R ισούται µε την πληροφοριακή χωρητι-

κότητα maxp(x) I(X ;Y ).

2
Συχνά η επιτευξιµότητα ορίζεται µε χρήση της µέσης πιθανότητας σφάλµατος, P(n)

e .

Οι δύο ορισµοί δεν είναι ισοδύναµοι.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού – Εισαγωγή

Θα αναφερθούµε στην απόδειξη η οποία χρησιµοποιεί την Ιδιότητα Από

Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP).

Η ιδέα :

∆εδοµένου του µηνύµατος W , στέλνουµε στο κανάλι ακολουθία Xn =
xn(W ) µήκους n.

Στην έξοδο του καναλιού λαµβάνουµε ακολουθία Y n
η οποία εξαρτάται από

τη Xn
, καθώς και από τον πίνακα µετάβασης, p(y|x), του καναλιού.

Στο δέκτη αναζητούµε ακολουθία x̂n
η οποία ανήκει στο ϐιβλίο κωδίκων και

είναι από κοινού τυπική µε την Y n
. Εάν υπάρχει, ο δέκτης ϑεωρεί ότι η x̂n

είναι η ακολουθία που µετέδωσε ο ποµπός.

Από την Ιδιότητα από κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης, µε µεγάλη πιθα-

νότητα η ληφθείσα ακολουθία ϑα είναι από κοινού τυπική µε τη µεταδοθείσα.

Ωστόσο, υπάρχει η πιθανότητα η Y n
να µην είναι από κοινού τυπική µε

καµία από τις κωδικές λέξεις xn
ή να είναι από κοινού τυπική µε άλλη

ακολουθία από αυτή που µεταδόθηκε. Στην περίπτωση αυτή εµφανίζεται

σφάλµα µετάδοσης.

Θα αποδείξουµε ότι, εάν R < C, καθώς το n τείνει στο άπειρο, η πιθανότητα

σφάλµατος τείνει στο 0.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού

Θεώρηµα 6.9. (Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού)

Σε ένα ∆ιακριτό Κανάλι Χωρίς Μνήµη, όλοι οι ϱυθµοί οι οποίοι είναι

µικρότεροι από την πληροφοριακή χωρητικότητα είναι εφικτοί. ∆ηλα-

δή, για κάθε ϱυθµό R < C, υπάρχει ακολουθία κωδίκων (d2nRe,n)
µε µέγιστη πιθανότητα σφάλµατος λ(n) → 0.

Αντιστρόφως, για οποιαδήποτε ακολουθία από κώδικες (d2nRe,n)
µε λ(n) → 0 πρέπει να ισχύει R ≤ C.

Απόδειξη (ευθύ).

Για απλοποίηση και χωρίς απώλεια της γενικότητας υποθέτουµε ότι

ο αριθµός κωδικών λέξεων d2nRe είναι ακέραιος.

Ι. ∆ηµιουργία Τυχαίου Βιβλίου Κωδίκων : ∆ηµιουργούµε 2nR τυχαίες

και ανεξάρτητες ακολουθίες i.i.d. xn ∼
∏n

i=1 p∗X (xi), όπου p∗X (x)
η κατανοµή που µεγιστοποιεί την I(X ;Y ).
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (2)

Οι 2nR κωδικές λέξεις αποτελούν τις γραµµές του πίνακα

C =


x1(1) x2(1) . . . xn(1)
x1(2) x2(2) . . . xn(2)

...
...

. . .
...

x1(2nR) x2(2nR) . . . xn(2nR)


Η πιθανότητα να δηµιουργηθεί ένας συγκεκριµένος τυχαίος κώδι-

κας (πίνακας) C ισούται µε Pr(C) =
∏2nR

m=1
∏n

i=1 p(xi(m)).

Ο κώδικας ανακοινώνεται στον ποµπό και στο δέκτη. Επίσης, τόσο

ο ποµπός όσο και ο δέκτης γνωρίζουν τον πίνακα µετάβασης του

καναλιού, p(y|x).
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (3)

ΙΙ. Κωδικοποίηση : Προκειµένου να στείλει το µήνυµα

m ∈
{

1,2, . . . ,2nR
}

ο ποµπός µεταδίδει την κωδική λέξη xn(m) (τη

m−στή γραµµή του πίνακα C).

ΙΙΙ. ∆ιέλευση από το κανάλι : Ο δέκτης λαµβάνει ακολουθία yn µε υπό

συνθήκη κατανοµή p(yn|xn(m)) =
∏n

i=1 p(yi |xi(m)).

IV. Αποκωδικοποίηση : Ο δέκτης εκτιµά ποιο µήνυµα έχει σταλεί από τον

ποµπό. Ο ϐέλτιστος δέκτης χρησιµοποιεί ανίχνευση Μέγιστης

Πιθανοφάνειας (αν ϑεωρήσουµε οµοιόµορφη κατανοµή µηνυµάτων).

Ωστόσο, όπως αναφέρθηκε, για την απόδειξη ϑα ϑεωρήσουµε

ανίχνευση µε ϐάση την από κοινού τυπικότητα.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (4)

Παρόλο που η αποκωδικοποίηση µε χρήση από κοινού τυπικότητας δεν

είναι ϐέλτιστη, ϑα αποδείξουµε ότι, και σε αυτήν την περίπτωση,

λ(n) → 0 για n →∞ (ο δέκτης είναι ασυµπτωτικά ϐέλτιστος). Ο δέκτης

αποφασίζει (εκτιµά) ότι εστάλη το µήνυµαm̂ ∈ {1,2, . . . ,2nR} που

ικανοποιεί ταυτόχρονα τις εξής δύο συνθήκες :

1. Το Ϲεύγος ακολουθιών (xn(m̂), yn) είναι από κοινού τυπικό.

2. ∆εν υπάρχει άλλος δείκτης µηνύµατος m ′ 6= m̂ για τον οποίο να

ισχύει (xn(m ′), yn) ∈ A(n)
ε . ∆ηλαδή, δεν υπάρχει άλλη κωδική

λέξη εκτός από αυτή που έχει πραγµατικά σταλεί η οποία να είναι

από κοινού τυπική µε την yn .

Εάν m̂ 6= m, εµφανίζεται σφάλµα ανίχνευσης. ΄Εστω E το ενδεχόµενο

{m̂ 6= m}. Σε αυτό περιλαµβάνεται και το ενδεχόµενο m̂ = e.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (5)

Ανάλυση της πιθανότητας σφάλµατος – Εισαγωγή

V. Ανάλυση του Σφάλµατος Ανίχνευσης :

Η ιδέα : Αντί να υπολογίσουµε την πιθανότητα σφάλµατος για ένα

συγκεκριµένο κώδικα, ϑα υπολογίσουµε τη µέση πιθανότητα σφάλ-

µατος για τυχαία δηµιουργία κωδίκων και για όλους τους πιθανούς

κώδικες.

΄Οταν χρησιµοποιείται αποκωδικοποίηση µε χρήση από κοινού τυπι-

κότητας, υπάρχουν δύο πηγές σφάλµατος : Είτε η έξοδος yn δεν

είναι από κοινού τυπική µε την ακολουθία που εκπέµπει ο ποµπός

ή υπάρχει τουλάχιστον µια ακόµα κωδική λέξη η οποία είναι από

κοινού τυπική µε την yn .

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 6η διάλεξη 27/ 42



Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (6)

Ανάλυση της πιθανότητας σφάλµατος – Εισαγωγή

Από την Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης, η πιθα-

νότητα η ληφθείσα ακολουθία να είναι από κοινού τυπική µε την

εκπεµφθείσα τείνει στο 1 για n → ∞. Επίσης, η πιθανότητα η

ληφθείσα ακολουθία να είναι από κοινού τυπική µε ακολουθία δια-

ϕορετική από την εκπεµφθείσα ισούται περίπου µε 2−nI(X ;Y ). Επο-

µένως, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε περίπου 2nI(X ;Y ) κωδικές

λέξεις και, ταυτόχρονα, να διασφαλίσουµε µικρή πιθανότητα σφάλ-

µατος.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε τα παραπάνω και µε την απαραίτητη

µαθηµατική αυστηρότητα.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Αποκωδικοποίηση µε χρήση από κοινού τυπικότητας
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (7)

Υπολογισµός Πιθανότητας Σφάλµατος (I)

Θα υπολογίσουµε τη µέση πιθανότητα σφάλµατος για όλα τα πιθανά

ϐιβλία κωδίκων.

Pr{E} =
∑
C

Pr(C)P(n)
e (C) =

(a)
=
∑
C

Pr(C) 1
2nR

2nR∑
m=1

λm(C) =
1

2nR

2nR∑
m=1

∑
C

Pr(C)λm(C).

(a) από τον ορισµό της P(n)
e (C).
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (8)

Υπολογισµός Πιθανότητας Σφάλµατος (II)

∆εδοµένου ότι η αντιστοίχιση µηνυµάτων σε κωδικές λέξεις γίνεται

τυχαία και επειδή για όλους τους πιθανούς κώδικες το µήνυµα m ϑα

αντιστοιχίζεται κάθε ϕορά σε διαφορετική κωδική λέξη, η ποσότητα∑
C Pr(C)λm(C) είναι ανεξάρτητη του µηνύµατος m. Εποµένως,

µπορούµε να υποθέσουµε, χωρίς απώλεια της γενικότητας, ότι ε-

στάλη η κωδική λέξη µε δείκτη m = 1.

Συνεπώς, η Pr(E) ισούται µε

Pr{E} = 1
2nR

2nR∑
m=1

∑
C

Pr(C)λm(C)

=
∑
C

Pr(C)λ1(C) = Pr(E|M = 1).
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (9)

Υπολογισµός Πιθανότητας Σφάλµατος (III)

Ορίζουµε τα ενδεχόµενα Em =
{
(xn(m), yn) ∈ A(n)

ε

}
,

m ∈ {1,2, . . . ,2nR}, δηλαδή τα ενδεχόµενα η κωδική λέξη xn(m)
(που αντιστοιχεί στο µήνυµα m) να είναι από κοινού τυπική µε τη λη-

ϕθείσα ακολουθία yn η οποία προήλθε από µετάδοση της κωδικής

λέξης xn(1).

Συνεπώς,

Pr(E) = Pr(E|M = 1) = P(Ec
1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ . . . ∪ E2nR |M = 1)

(a)
≤ P(Ec

1|M = 1) +
2nR∑

m=2

P(Em |M = 1).

(a) από το ϕράγµα ένωσης ενδεχοµένων (union of events bound).
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (10)

Υπολογισµός Πιθανότητας Σφάλµατος (IV)

Pr(E) ≤ P(Ec
1|M = 1) +

2nR∑
m=2

P(Em |M = 1).

Από την ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης, η πιθα-

νότητα η yn να µην είναι από κοινού τυπική µε τη xn(1) τείνει στο

0 για n → ∞: Εποµένως, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 τέτοιο ώστε

P(Ec
1|M = 1) ≤ ε, για n > n0.

Επίσης, από τον τυχαίο τρόπο δηµιουργίας του κώδικα, οι κωδικές

λέξεις xn(1) και xn(m) είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους για m 6=
1, µε αποτέλεσµα η yn να είναι ανεξάρτητη από τις xn(m) για

m 6= 1. Από την Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης,

η πιθανότητα οι xn(m) και yn να είναι από κοινού τυπικές ενώ

επιλέχθηκαν ανεξάρτητα είναι ≤ 2−n(I(X ;Y )−3ε).

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 6η διάλεξη 33/ 42



Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (11)

Υπολογισµός Πιθανότητας Σφάλµατος (V)

Συνδυάζοντας όλα τα παραπάνω,

Pr(E) ≤ P(Ec
1|M = 1) +

2nR∑
m=2

P(Em |M = 1) ≤ ε+
2nR∑

m=2

2−n(I(X ;Y )−3ε)

= ε+
(
2nR − 1

)
2−n(I(X ;Y )−3ε) ≤ ε+ 2−n(I(X ;Y )−3ε−R) ≤ 2ε.

Η τελευταία ανισότητα ισχύει εφόσον n > n1 και R < I(X ;Y )− 3ε.

Εποµένως, εάν R < I(X ;Y ), µπορούµε να επιλέξουµε n τέτοιο ώστε η

µέση πιθανότητα σφάλµατος υπολογισµένη επάνω σε όλους τους πιθα-

νούς κώδικες και σε όλες τις πιθανές κωδικές λέξεις να µην υπερβαίνει

το 2ε, για οποιοδήποτε ε > 0.

Επειδή οι κωδικές λέξεις δηµιουργηθούν µε ϐάση την κατανοµή p∗(x) η

οποία µεγιστοποιεί την αµοιβαία πληροφορία, Ip∗(X ;Y ) = C και, επο-

µένως, µπορούµε να µεταδώσουµε µε R < C.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (12)

Επιλογή ϐιβλίου κωδίκων (I)

∆εν τελειώσαµε ακόµα... Πρέπει να δείξουµε ότι η µέγιστη πιθα-

νότητα σφάλµατος λ(n) → 0 και, επίσης, ότι υπάρχει τουλάχιστον

ένας κώδικας µε λ(n) → 0.

∆εδοµένου ότι η µέση πιθανότητα σφάλµατος για όλους τους

τυχαίους κώδικες δεν υπερβαίνει το 2ε, υπάρχει τουλάχιστον ένα ϐι-

ϐλίο κωδίκων (κώδικας) C∗ για το οποίο η µέση πιθανότητα σφάλµα-

τος δεν υπερβαίνει το 2ε: Pr(E|C∗) ≤ 2ε. Ο C∗ µπορεί να ϐρεθεί

µε αναζήτηση µέσα σε όλους τους 2nR κώδικες. Εποµένως,

Pr(E|C∗) ≤ 1
2nR

∑
λm(C∗) ≤ 2ε.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (13)

Επιλογή ϐιβλίου κωδίκων (II)

Το γεγονός ότι η µέση πιθανότητα σφάλµατος του κώδικα C∗ είναι

≤ 2ε, δεν εγγυάται ότι η πιθανότητα σφάλµατος που αντιστοιχεί στη

µετάδοση ενός συγκεκριµένου µηνύµατος m (και, εποµένως, µιας

συγκεκριµένης κωδικής λέξης xn(m)) ϑα είναι ≤ 2ε.

Εάν ϑέλουµε να διασφαλίσουµε µικρή πιθανότητα σφάλµατος για

κάθε κωδική λέξη (και, άρα, για κάθε µήνυµα) µπορούµε να αφαι-

ϱέσουµε τις µισές χειρότερες κωδικές λέξεις του κώδικα (δηλαδή

τις 2nR−1 κωδικές λέξεις µε τη µεγαλύτερη πιθανότητα σφάλµατος).

∆εδοµένου ότι η µέση πιθανότητα σφάλµατος είναι ≤ 2ε, η

µέγιστη πιθανότητα σφάλµατος των µισών ``καλύτερων΄΄ λέξεων που

αποµένουν δε ϑα υπερβαίνει το 4ε.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (14)

Επιλογή ϐιβλίου κωδίκων (III)

Ο νέος κώδικας έχει 2nR−1 κωδικές λέξεις και, άρα, ϱυθµό R′ =
R− 1

n . Για µεγάλα n, η απώλεια ϱυθµού µετάδοσης είναι αµελητέα.

Εποµένως, δείξαµε ότι µπορούµε να επιτύχουµε οποιοδήποτε

ϱυθµό µετάδοσης που δεν υπερβαίνει τη χωρητικότητα και, ταυ-

τόχρονα, η µέγιστη πιθανότητα σφάλµατος λ(n) ≤ 4ε.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (Ευθύ) – Ανακεφαλαίωση

Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

∆ηµιουργήσαµε όλους τους πιθανούς κώδικες (ϐιβλία κωδίκων) µε κωδι-

κές λέξεις µεγάλου µήκους n.

Η δηµιουργία των κωδικών λέξεων έγινε µε ϐάση την κατανοµή p∗(x) που

µεγιστοποιεί την I(X ;Y ).

Κρατήσαµε τον καλύτερο από τους τυχαίους κώδικες C∗ (τον κώδικα στον

οποίο αντιστοιχεί η µικρότερη µέση πιθανότητα σφάλµατος).

∆είξαµε ότι, για αρκούντως µεγάλα µήκη κωδικών λέξεων n, εάν R <
I(X ;Y ), η πιθανότητα η ακολουθία εξόδου να µην είναι τυπική µε τη

µεταδοθείσα κωδική λέξη ή να είναι τυπική µε κωδική λέξη διαφορετική

από αυτή που µεταδόθηκε τείνει στο 0. Εποµένως, η µέση πιθανότητα

σφάλµατος µπορεί να περιοριστεί αυθαίρετα κοντά στο 0.

Με τροποποίηση του κώδικα (και αυθαίρετα µικρή απώλεια ϱυθµού µε-

τάδοσης) δείξαµε ότι όχι µόνο η µέση, αλλά και η µέγιστη πιθανότητα

σφάλµατος µπορεί να περιοριστεί αυθαίρετα κοντά στο 0.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (Ευθύ) – Σχόλια

Η δηµιουργία τυχαίων κωδίκων οδηγεί µεν σε (µια) απόδειξη του

ευθέος του Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού, αλλά δεν απο-

τελεί πρακτικό τρόπο µετάδοσης.

Πρόκειται για µια απόδειξη ύπαρξης (existence proof). ∆εν είναι

κατασκευαστική απόδειξη (constructive proof).

Η δηµιουργία του κώδικα, αν και πολύπλοκη, µπορεί να γίνει µια

ϕορά υποθέτοντας ότι ο πίνακας µετάβασης του καναλιού p(y|x)
δεν αλλάζει.

Παρατηρήστε ότι ο ϐέλτιστος κώδικας µπορεί να ϐρεθεί από τον

ποµπό και από το δέκτη ανεξάρτητα, χωρίς συνεννόηση, εάν γνω-

ϱίζουν και οι δύο τον πίνακα µετάβασης καναλιού και αν δηµιουρ-

γήσουν όλους τους πιθανούς κώδικες (και κρατήσουν τον καλύτερο

από άποψη ελάχιστης πιθανότητας σφάλµατος).
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (Ευθύ) – Σχόλια (2)

Με χρήση της ανισότητας Markov µπορεί να αποδειχτεί κάτι ακόµα

πιο ισχυρό : Για επαρκώς µεγάλο n, ένας τυχαίος κώδικας που κα-

τασκευάζεται µε τον τρόπο που προαναφέραµε µπορεί να επιτύχει

αυθαίρετα µικρή πιθανότητα σφάλµατος σχεδόν ϐέβαια (δείτε, π.χ.

R. W. Yeung, A First Course in Information Theory).

∆ηλαδή, δε χρειάζεται να ϕτιάξουµε όλους τους κώδικες και να

διαλέξουµε έναν καλό. Αρκεί να κατασκευάσουµε τυχαία έναν

κώδικα (ϕυσικά το n ϑα πρέπει να είναι πολύ µεγάλο).

Χάρη στο νόµο των µεγάλων αριθµών, η επικάλυψη των υπό συν-

ϑήκη τυπικών ακολουθιών T (n)
ε (Y n|xn(m)) αρχίζει και γίνεται αµε-

λητέα καθώς το n αυξάνει.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (Ευθύ) – Σχόλια (3)

Παρατηρήστε ότι (σχεδόν όλες) οι κωδικές λέξεις xn(m) (τα σύµ-

ϐολα των οποίων ακολουθούν κατανοµή p∗(x)) είναι τυπικές.

Αυτός είναι ένας από τους λόγους για τους οποίους``απλοί΄΄ κώδικες

(όπως, για παράδειγµα, ο κώδικας επανάληψης) δεν είναι καλοί.

Παρατηρήστε, επίσης, ότι, για έναν εξωτερικό παρατηρητή που δε

γνωρίζει τα όρια των κωδικών λέξεων, τα σύµβολα που εισέρχονται

στο κανάλι ϕαίνονται i.i.d. µε κατανοµή p(x). Ωστόσο, για τον απο-

κωδικοποιητή που γνωρίζει τα όρια των λέξεων τα σύµβολα δεν είναι

τυχαία, γιατί ανήκουν σε µία από 2nR λέξεις του ϐιβλίου κωδίκων.
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Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)
Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Εισαγωγή και Ορισµοί
Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (Ευθύ) – Σχόλια (4)

Το σηµαντικότερο πρόβληµα ϐρίσκεται στην αποκωδικοποίηση, καθώς ο

αριθµός των κωδικών λέξεων των οποίων η από κοινού τυπικότητα µε την

yn ϑα πρέπει να ελεγχθεί αυξάνει εκθετικά µε το n.

Το πρόβληµα αυτό παραµένει ακόµα και όταν η αποκωδικοποίηση γίνεται

µε χρήση άλλων κριτηρίων (π.χ. ανίχνευση Μέγιστης Πιθανοφάνειας).

Η επίτευξη ϱυθµών µετάδοσης κοντά στη χωρητικότητα του καναλιού µε υ-

λοποιήσιµους τρόπους αποτελεί αντικείµενο της Θεωρίας Κωδικοποίησης.

Σήµερα, υπάρχουν περιπτώσεις καναλιών και απαιτήσεων σε πιθανότητα

σφάλµατος για τις οποίες η µετάδοση κοντά στη χωρητικότητα είναι εφι-

κτή µε πολυπλοκότητα που δεν είναι απαγορευτική για την υλοποίηση των

κωδικοποιητών και των αποκωδικοποιητών (π.χ. Turbo Codes/LDPC). ΄Ενας

λόγος χάρη στον οποίο είναι εφικτή η κωδικοποίηση/αποκωδικοποίηση

είναι ότι οι κώδικες που χρησιµοποιούνται είναι γραµµικοί.
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