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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων

� Οι X ,Y , Z σχηµατίζουν αλυσίδα Markov (X → Y → Z ) εάν

p(x, y, z) = p(x)p(y|x)p(z|y).

Ισοδύναµα, X → Y → Z εάν και µόνο εάν p(x, z|y) = p(x|y)p(z|y)
(δηλαδή, οι x και z είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητες δεδοµένης της

y).

Ισχύει πάντοτε ότι X → Y → g(Y ).

� Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων (Data Processing Inequality):

Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων

Εάν X → Y → Z , τότε I(X ;Y ) ≥ I(X ; Z).
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Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων (απόδειξη)

Από τον κανόνα αλυσίδας για την αµοιβαία πληροφορία,

I(X ;Y , Z) = I(X ; Z) + I(X ;Y |Z)
= I(X ;Y ) + I(X ; Z |Y ) = I(X ;Y ),

λόγω της υπό συνθήκη ανεξαρτησίας των X και Z δεδοµένης της

Y . Λαµβάνοντας, επίσης, υπόψη ότι I(X ;Y |Z) ≥ 0, προκύπτει η

ανισότητα.

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε, επίσης, να δείξουµε ότι I(X ;Y |Z) ≤
I(X ;Y ) (ϑυµηθείτε την παρατήρηση που έγινε την προηγούµενη

εβδοµάδα για τη σχέση µεταξύ I(X ;Y |Z) και I(X ;Y ) όταν X →
Y → Z ).

I(X ;Y ) ≥ I(X ; g(Y )). Συνεπώς, η πληροφορία για τη X που

περιέχεται στην Y δεν µπορεί να αυξηθεί µε επεξεργασία της Y
(αντίθετα, µάλιστα, ενδέχεται να µειωθεί). Ωστόσο, κατάλληλη επε-

ξεργασία της Y ενδέχεται να διευκολύνει την εξαγωγή της πληρο-

ϕορίας.
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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x) για δεδοµένη

p(y|x) – Εναλλακτική Απόδειξη (Gallager)

Με χρήση ανισότητας επεξεργασίας δεδοµένων.

΄Εστω κανάλι µε είσοδο X , πίνακα µετάβασης p(y|x) και εξόδους

Y .

΄Εστω αυθαίρετες κατανοµές p1 και p2 και I1 και I2 η αµοιβαία

πληροφορία µεταξύ των X και Y όταν η κατανοµή εισόδου είναι η

p1 και p2, αντίστοιχα. ΄Εστω τυχαία παράµετρος θ, µε 0 < θ < 1,

p = θp1 + (1− θ)p2 και I η αντίστοιχη αµοιβαία πληροφορία. Θα

δείξουµε ότι

θI1 + (1− θ)I2 ≤ I.
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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x) για δεδοµένη

p(y|x) – Εναλλακτική Απόδειξη (2)

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι οι p1 και p2 είναι υπό συνθήκη κα-

τανοµές που εξαρτώνται από µια δυαδική τ.µ. Z :

p1(x) = pX |Z (x|1), p2(x) = pX |Z (x|2)

Θέτουµε pZ (1) = θ και pZ (2) = 1− θ.
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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x) για δεδοµένη

p(y|x) – Εναλλακτική Απόδειξη (3)

Το πρόβληµα ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα.

Παρατηρούµε ότι Z → X → Y και p(y|x, z) = p(y|x).

Επίσης, θI1 + (1− θ)I2 = I(X ;Y |Z) και I = I(X ;Y ).
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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x) για δεδοµένη

p(y|x) – Εναλλακτική Απόδειξη (4)

∆εδοµένου ότι οι Z και Y είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητες δεδο-

µένης της X , I(Y ; Z |X) = 0.

Επίσης, όπως και στην απόδειξη της ανισότητας επεξεργασίας δε-

δοµένων,

I(Y ;X , Z) = I(Y ; Z) + I(Y ;X |Z) = I(Y ;X) + I(Y ; Z |X)⇒
I(Y ; Z) + I(Y ;X |Z) = I(Y ;X)⇒
I(Y ;X |Z) = I(X ;Y |Z) ≤ I(Y ;X).

Με παρόµοιο τρόπο µπορεί να αποδειχθεί ότι η I(X ;Y ) είναι κυρτή

(∪) συνάρτηση της p(y|x) για δεδοµένη p(x) (Gallager Theorem

4.4.3).
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Εκτίµηση τιµής τυχαίας µεταβλητής

Σκοπός της επικοινωνίας είναι ο δέκτης να λάβει την πληροφορία

που του στέλνει ο ποµπός µέσω ενός καναλιού.

΄Εστω ότι η τ.µ. Y περιέχει κάποια πληροφορία για τη X (οπότε οι X
και Y δεν είναι ανεξάρτητες και I(X ;Y ) > 0).

Εκτιµητής (estimator): Μια συνάρτηση της Y η οποία παράγει µια

εκτίµηση (estimate) για τη X : X̂ = g(Y ).

Ο εκτιµητής µπορεί να είναι ντετερµινιστικός (deterministic) ή στο-

χαστικός.

Θέλουµε να ϐρούµε ποια είναι η πιθανότητα η εκτίµηση X̂ να µην

ισούται µε την πραγµατική τιµή της τ.µ. X που µετέδωσε ο ποµπός.

Ορίζουµε την Πιθανότητα Σφάλµατος Pe , Pr{X̂ 6= X}.
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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Εκτίµηση τιµής τυχαίας µεταβλητής (συνέχεια)

Προφανώς, εάν H(X |Y ) = 0, υπάρχει εκτιµητής ο οποίος παράγει

εκτιµήσεις µε Pe = 0.

∆ιαισθητικά περιµένουµε ότι µικρές τιµές της H(X |Y ) ϑα οδηγούν

σε εκτιµήσεις µε µικρή Pe (εφόσον, ϐέβαια, χρησιµοποιηθεί καλός

εκτιµητής).

Η ανισότητα Fano δίνει ένα κάτω ϕράγµα για την Pe συναρτήσει της

H(X |Y ).
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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Ανισότητα Fano

Για κάθε εκτιµητή τέτοιο ώστε X → Y → X̂ ,

Ανισότητα Fano

H(Pe) + Pe log |X | ≥ H(X |X̂) ≥ H(X |Y ),

όπου H(Pe) = −Pe log Pe − (1− Pe) log(1− Pe).

Παρατηρήστε ότι ο εκτιµητής δεν είναι, κατ΄ ανάγκη, ντετερµινιστική

συνάρτηση της Y . Επίσης, Pe = 0⇒ H(X |Y ) = 0.
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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Ανισότητα Fano (συνέχεια)

Θέτοντας H(Pe) = maxp H(p) = 1 προκύπτει το λιγότερο ακρι-

ϐές κάτω ϕράγµα,

1 + Pe log |X | ≥ H(X |Y )⇒ Pe ≥
H(X |Y )− 1

log |X |
.

Θα χρησιµοποιήσουµε την ανισότητα Fano στην απόδειξη του Θε-

ωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (αντίστροφο).
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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Απόδειξη Ανισότητας Fano

(Cover & Thomas Theorem 2.10.1)

΄Εστω η τ.µ. E που υποδηλώνει εάν έχει εµφανιστεί σφάλµα ή όχι στην

εκτίµηση της X

E =

{
1 εάν X̂ 6= X ,
0 εάν X̂ = X .

Αναπτύσσουµε την H(E,X |X̂) µε χρήση του κανόνα αλυσίδας για την

εντροπία :

H(E,X |X̂) = H(X |X̂) + H(E|X , X̂)︸ ︷︷ ︸
=0

= H(E|X̂)︸ ︷︷ ︸
≤H(E)=H(Pe)

+H(X |E, X̂)︸ ︷︷ ︸
≤Pe log |X |

.

H(E|X , X̂) = 0 γιατί εάν ξέρουµε τις τιµές των X̂ και X γνωρίζουµε

εάν έχει εµφανιστεί σφάλµα εκτίµησης.
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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Απόδειξη Ανισότητας Fano (2)

H(E,X |X̂) = H(X |X̂) + H(E|X , X̂)︸ ︷︷ ︸
=0

= H(E|X̂)︸ ︷︷ ︸
≤H(E)=H(Pe)

+H(X |E, X̂)︸ ︷︷ ︸
≤Pe log |X |

.

H(E|X̂) ≤ H(E). ∆εδοµένου ότι η πιθανότητα σφάλµατος (E = 1)

ισούται µε Pe , η τ.µ. ακολουθεί κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο Pe

και H(E) = H(Pe).

H(X |E, X̂) = Pr(E = 0)H(X |X̂ ,E = 0)+Pr(E = 1)H(X |X̂ ,E =
1) ≤ (1−Pe)0+Pe log |X |, δεδοµένου ότι εάν δεν υπάρχει σφάλ-

µα εκτίµησης X = X̂ , ενώ η χειρότερη περίπτωση εάν έχει συµβεί

σφάλµα είναι η X να ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή.

Εποµένως, H(Pe) + Pe log |X | ≥ H(X |X̂).
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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Απόδειξη Ανισότητας Fano (3)

H(Pe) + Pe log |X | ≥ H(X |X̂).

∆εδοµένου ότι X → Y → X̂ ,

I(X ;Y ) ≥ I(X ; X̂) ⇒ H(X) − H(X |Y ) ≥ H(X) − H(X |X̂) ⇒
H(X |X̂) ≥ H(X |Y ).
Συνεπώς,

H(Pe) + Pe log |X | ≥ H(X |X̂) ≥ H(X |Y ).

Εάν απαιτήσουµε η εκτιµώµενη τιµή X̂ να ανήκει στο σύνολο X ,

H(X |E, X̂) ≤ Pe log(|X | − 1) και

H(Pe) + Pe log(|X | − 1) ≥ H(X |X̂) ≥ H(X |Y ).
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Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Επιτρεπτή περιοχή για Pe,H(X |Y )

c R. G. Gallager, Information Theory and Reliable Communication, 1968
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Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους και

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

1 Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων

Ανισότητα Fano

2 Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
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Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους

΄Εστω, ανεξάρτητες, οµοίως κατανεµηµένες (i.i.d) τ.µ. Xi ∼ p(x).

Θέλουµε να ϐρούµε αποδοτική περιγραφή ακολουθιών X1,X2, . . . ,Xn

των τ.µ.

Χωρίζουµε όλες τις |X |n πιθανές ακολουθίες σε 2 σύνολα : Το

τυπικό σύνολο A(n)
ε και το µη τυπικό σύνολο A(n)c

ε = X n − A(n)
ε .

Κατασκευή ϐιβλίου κωδίκων (codebook): ∆ιατάσσουµε όλες τις τυ-

πικές ακολουθίες (π.χ. µε αλφαβητική σειρά) και σε κάθε ακολουθία

αντιστοιχίζουµε µία κωδική λέξη µήκους L .

∆εδοµένου ότι το τυπικό σύνολο περιέχει το πολύ 2n(H+ε) ακο-

λουθίες (σύµφωνα µε την Ιδιότητα 3), χρειαζόµαστε το πολύ L =
n(H + ε) + 1 bits για να τις αναπαραστήσουµε (το επιπλέον 1

bit οφείλεται στο ότι ενδέχεται η ποσότητα n(H + ε) να µην είναι

ακέραιος).

΄Ολες οι κωδικές λέξεις έχουν το ίδιο µήκος L .
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους (2)

Σχηµατίζουµε ακολουθία µήκους n > n0 από τα σύµβολα Xi της

πηγής που ϑέλουµε να κωδικοποιήσουµε.

Κωδικοποίηση (encoding):

Εάν η ακολουθία είναι τυπική, την κωδικοποιούµε µε την κωδική λέξη

µήκους L του ϐιβλίου κωδίκων.

Εάν η ακολουθία δεν είναι τυπική, η κωδικοποίηση αποτυγχάνει.

Μπορούµε να ελαττώσουµε την πιθανότητα αποτυχίας, ε, όσο ϑέλου-

µε αυξάνοντας το µήκος, n, των ακολουθιών που κωδικοποιούµε.

Εποµένως, µπορούµε να κωδικοποιήσουµε µε χρήση L/n = (H +
ε)+1/n bits/σύµβολο πηγής και να διασφαλίσουµε ότι η πιθανότητα

αποτυχίας είναι µικρότερη του ε.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους (3)

Με µία µικρή αλλαγή στον τρόπο κωδικοποίησης µπορούµε να δια-

σφαλίσουµε ότι η πιθανότητα αποτυχίας κωδικοποίησης είναι ακρι-

ϐώς ίση µε 0.

Ωστόσο, στην περίπτωση αυτή, η κωδικοποίηση δεν είναι σταθερού

µήκους.

Παρατηρούµε ότι για να περιγράψουµε τις ακολουθίες του µη τυπι-

κού συνόλου χρειαζόµαστε το πολύ n log |X |+ 1 bits.

∆ιατηρούµε το ϐιβλίο κωδίκων των τυπικών ακολουθιών και προ-

σθέτουµε και ένα ϐιβλίο κωδίκων για τις µη τυπικές ακολουθίες.

Το ϐιβλίο κωδίκων για τις µη τυπικές ακολουθίες µπορεί να είναι

τετριµµένο, δηλαδή να µη συµπιέζουµε την ακολουθία.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους (4)

Κωδικοποίηση :

Σχηµατίζουµε ακολουθία µήκους n > n0 από τα σύµβολα Xi της

πηγής που ϑέλουµε να κωδικοποιήσουµε.

Εάν η ακολουθία είναι τυπική, χρησιµοποιούµε πρόθεµα 0 και το ϐι-

ϐλίο κωδίκων των τυπικών ακολουθιών (µήκους L). Εποµένως, χρεια-

Ϲόµαστε L + 1 = n(H(X) + ε) + 2 bits.

Αλλιώς, αν η ακολουθία είναι µη τυπική, χρησιµοποιούµε πρόθεµα 1

και, στη, συνέχεια, την ίδια την ακολουθία (χωρίς να τη συµπιέσουµε).

Εποµένως, χρειαζόµαστε n log |X |+ 2 bits.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους µε χρήση τυπικού συνόλου

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 3η διάλεξη 23/ 42



Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους (συνέχεια)

Το µέσο µήκος της κωδικής λέξης ισούται µε

E[l(Xn)] =
∑
xn

p(xn)l(xn) =
∑

xn∈A(n)
ε

p(xn)l(xn) +
∑

xn∈A(n)c
ε

p(xn)l(xn)

≤
∑

xn∈A(n)
ε

p(xn) ((nH + ε) + 2) +
∑

xn∈A(n)c
ε

p(xn)(n log |X |+ 2)

= Pr
{

A(n)
ε

}
[(nH + ε) + 2] + Pr

{
A(n)c

ε

}
[n log |X |+ 2]

≤ (nH + ε) + 2 + ε(n log |X |+ 2) = n(H + ε′).

Το ε′ = ε + ε log |X | + 2+ε
n µπορεί να γίνει αυθαίρετα µικρό επι-

λέγοντας κατάλληλη τιµή του n και του ε (το οποίο εξαρτάται από το

n).

Συνεπώς, E
[ 1

n l(Xn)
]
≤ H(X) + ε′ για n > n1.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Παρατηρήσεις

∆είξαµε ότι υπάρχει (τουλάχιστον ένας) τρόπος να συµπιέσουµε

µια ακολουθία µήκους n µε χρήση ∼ nH bits (αντί για n log |X |).

Η σηµαντική παρατήρηση είναι ότι, καθώς το µήκος της ακολουθίας

τείνει στο άπειρο, η πιθανότητα να εµφανιστεί µη τυπική ακολουθία

τείνει στο 0. Μάλιστα, η κωδικοποίηση των µη τυπικών ακολουθιών

έγινε χωρίς να ληφθεί πρόνοια να είναι όσο το δυνατόν αποδοτι-

κότερη (χρησιµοποιώντας, π.χ. n log
∣∣∣A(n)c

ε

∣∣∣ bits).

Παρατηρήστε ότι το τυπικό σύνολο ενδέχεται να περιέχει λίγα στοι-

χεία (το µέγεθός του είναι ∼ 2nH ). Ωστόσο, τα στοιχεία του περι-

έχουν (σχεδόν) όλη την πιθανότητα !
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Παρατηρήσεις (συνέχεια)

∆ε χάσαµε καθόλου πληροφορία µε την κωδικοποίηση, δεδοµένου

ότι σε κάθε ακολουθία αντιστοιχίσαµε µια µοναδική κωδική λέξη.

Ωστόσο, παρατηρούµε ότι, για να συµπιέσουµε αποδοτικά, χρεια-

Ϲόµαστε µεγάλα µήκη ακολουθιών και, εποµένως, δηµιουργούνται

µεγάλες απαιτήσεις σε καθυστέρηση και µνήµη.

Θα αποδείξουµε ότι δεν υπάρχει κώδικας χωρίς απώλειες που επι-

τυγχάνει συµπίεση µε λιγότερα bits ανά σύµβολο από την εντροπία

(Αντίστροφο Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Πηγής).
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

1 Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων

Ανισότητα Fano

2 Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Είδαµε ότι, για πηγή χωρίς µνήµη, µπορούµε να πετύχουµε

συµπίεση αυθαίρετα κοντά στην εντροπία αυξάνοντας το µήκος των

κωδικοποιούµενων ακολουθιών (εκµεταλλευόµενοι το AEP).

Στο µάθηµα ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄ είδαµε, επίσης, ότι, για ϐέλτι-

στους κώδικες µεταβλητού µήκους και πηγή χωρίς µνήµη, H(X) ≤
E[l∗] < H(X)+1⇒ H(XN) ≤ E[̃l∗] < H(XN)+1⇒ NH(X) ≤
E[̃l∗] < NH(X) + 1⇒ H(X) ≤ E[̃l∗]/N < H(X) + 1/N .

Εποµένως, υπάρχει και δεύτερος τρόπος να συµπιέσουµε κοντά

στην εντροπία, αυτή τη ϕορά µε κώδικα µεταβλητού µήκους.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής (2)

Οι δύο τρόποι κωδικοποίησης που προαναφέρθηκαν αποτελούν α-

ποδείξεις της επιτευξιµότητας (achievability) του Θεωρήµατος Κω-

δικοποίησης Πηγής για πηγές χωρίς µνήµη (το οποίο, επίσης, ονο-

µάζεται ευθύ µέρος του Θεωρήµατος).

Ωστόσο, για να αποδειχθεί το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

πρέπει, επίσης, να δείξουµε ότι δεν υπάρχει τρόπος να συµπιέσου-

µε περισσότερο τα σύµβολα της πηγής (αντίστροφο (converse) του

Θεωρήµατος).

΄Ενας άλλος τρόπος να το σκεφτούµε είναι ο εξής : Η επιτευξιµότη-

τα µας δίνει ένα άνω ϕράγµα για το µήκος της περιγραφής της

συµπιεσµένης ακολουθίας. Αν ϐρούµε ένα κάτω ϕράγµα το οποίο

ταυτίζεται µε το άνω ϕράγµα έχουµε αποδείξει το Θεώρηµα.

Θα αποδείξουµε ότι, εάν προσπαθήσουµε να συµπιέσουµε µε

µέσο µήκος µικρότερο από την εντροπία, η πιθανότητα αδυναµίας

αποκωδικοποίησης Pe → 1.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής (3)

΄Εστω ότι το µήκος της αρχικής (προς συµπίεση) ακολουθίας ισούται

µε N . Θεωρούµε δυαδικές ακολουθίες (αν και η απόδειξη γενι-

κεύεται εύκολα). ΄Εστω ότι η ακολουθία συµπιέζεται µε χρήση L
bits, όπου L < N [H(X) − ζ], ζ > 0 και ότι το ζ δε µεταβάλλεται

µε το n. Εποµένως, µπορούµε να ανακατασκευάσουµε το πολύ

M = 2N(H(X)−ζ) ακολουθίες στην έξοδο του αποκωδικοποιητή.

΄Εστω ότι αντιστοιχίζουµε κάποιες από τις M κωδικές λέξεις σε τυπι-

κές ακολουθίες και κάποιες σε µη τυπικές.

Το άθροισµα των µαζών πιθανότητας των τυπικών ακολουθιών που

µπορούµε να κωδικοποιήσουµε δεν µπορεί να υπερβαίνει την τιµή

2n[H(X)−ζ]2−n[H(x)−ε] = 2−n[ζ−ε].

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 3η διάλεξη 30/ 42



Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής (4)

Εποµένως, το άθροισµα των µαζών πιθανότητας όλων των M ακο-

λουθιών που µπορούµε να κωδικοποιήσουµε δεν µπορεί να υπερ-

ϐαίνει την τιµή

2N [H(X)−ζ]2−N [H(x)−ε] + Pr{XN
1 /∈ A(N)

ε }
= 2−N [ζ−ε] + Pr{XN

1 /∈ A(N)
ε }

(a)
< 2−N [ζ−ε] + ε.

(a) από το ΑΕΡ, για αρκούντως µεγάλο N .

Συνεπώς, για την πιθανότητα να µην έχουµε κατασκευάσει (δηλαδή

να µην υπάρχει διαθέσιµη) κωδική λέξη για µία ακολουθία ισχύει

P(N)
e > 1− 2−N [ζ−ε] − ε,

για αρκούντως µεγάλο N .
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής (5)

P(N)
e > 1− 2−N [ζ−ε] − ε,

για αρκούντως µεγάλο N , για οποιοδήποτε ε > 0.

΄Αρα, ισχύει και για ε < ζ .

Αλλά για οποιοδήποτε ε < ζ , Pe > 1− 2ε για αρκούντως µεγάλο

N .

Συνεπώς, P(N)
e → 1 για N →∞, αφού, για µεγάλο N , και ε→ 0.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής (6)

΄Ενα ερώτηµα που προκύπτει εδώ είναι το εξής : ∆είξαµε ότι P(N)
e →

1 για N → ∞. Θα µπορούσε κάποιος να ισχυριστεί ότι ίσως να

υπάρχει κάποιος τρόπος να κωδικοποιήσουµε µε κάποια πεπερα-

σµένη τιµή N και µε τον τρόπο αυτό να επιτύχουµε συµπίεση µε

µέσο µήκος µικρότερο από την εντροπία.

Μπορούµε να δείξουµε ότι κάτι τέτοιο δεν είναι δυνατό.

΄Εστω ότι υπάρχει τρόπος κωδικοποίησης µε κάποιο (σχετικά µικρό)

N για τον οποίο P(N)
e → 0.

΄Εστω, τώρα, ότι ϑέλουµε να κωδικοποιήσουµε µία ακολουθία µήκους

KN , K → ∞. ΄Ενας τρόπος να το επιτύχουµε είναι χωρίζοντάς

την σε ακολουθίες µήκους N και χρησιµοποιώντας τη µέθοδο που

επιτυγχάνει P(N)
e → 0.

Ωστόσο, αυτό σηµαίνει ότι ϐρήκαµε έναν τρόπο να κατασκευάσουµε

κώδικα µήκους KN για τον οποίο P(KN)
e → 0.

Αλλά αυτό είναι άτοπο γιατί δείξαµε ότι, για N →∞, P(N)
e → 1.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Ασθενές Αντίστροφο Θεώρηµατος Κωδικοποίησης Πηγής

Παρατηρήστε ότι αποδείξαµε όχι µόνο ότι δεν µπορούµε να συµ-

πιέσουµε µε ϱυθµό µικρότερο από την εντροπία, αλλά και ότι, αν

προσπαθήσουµε να συµπιέσουµε µε H(X) − ζ , ζ > 0, η πιθα-

νότητα αποτυχίας αποκωδικοποίησης τείνει στο 1.

Αυτό ονοµάζεται ισχυρό αντίστροφο (strong converse).

Θα αποδείξουµε, επίσης, το ασθενές αντίστροφο (weak converse)

ότι, δηλαδή, δεν υπάρχει κώδικας µε µέσο µήκος µικρότερο από

την εντροπία ο οποίος να επιτυγχάνει αυθαίρετα µικρή πιθανότητα

αποτυχίας κωδικοποίησης.

Το ασθενές αντίστροφο προκύπτει από το ισχυρό. Ο λόγος που ϑα

κάνουµε την απόδειξη είναι για να εξοικειωθούµε µε τη χρήση της

Ανισότητας Fano στην απόδειξη ασθενώς αντιστρόφων.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Ασθενές Αντίστροφο Θεώρηµατος Κωδικοποίησης Πηγής (2)

΄Εστω ότι κατασκευάζουµε έναν κώδικα συµπίεσης για M ακολου-

ϑίες πηγής µήκους n. Εποµένως, µπορούµε να γράψουµε M =
2nR όπου R ο µέσος αριθµός των bits ανά σύµβολο πηγής.

Παρατηρούµε ότι Xn
1 → M → X̂n

1 , όπου Xn
1 η ακολουθία που πα-

ϱάγει η πηγή, M ο δείκτης της κωδικής λέξης στο ϐιβλίο κωδίκων

του συµπιεστή (κωδικοποιητή πηγής) και X̂n
1 η αποσυµπιεσµένη α-

κολουθία στο δέκτη.

Εποµένως, από την Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων,

I(XN
1 ;M) ≥ I(XN

1 ; X̂n
1 )⇒

H(Xn
1 )− H(Xn

1 |M) ≥ H(Xn
1 )− H(Xn

1 |X̂n
1 )⇒

H(Xn
1 |M) ≤ H(Xn

1 |X̂n
1 ).
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Ασθενές Αντίστροφο Θεώρηµατος Κωδικοποίησης Πηγής (3)

Από την Ανισότητα Fano,

H(Xn
1 |M) ≤ H(Xn

1 |X̂n
1 ) ≤ nP(n)

e log |X |+ 1

= n

(
P(n)

e log |X |+ 1
n

)
, nεn.

Επειδή ϑέλουµε ο κώδικας να επιτυγχάνει P(n)
e → 0 για n → ∞,

εn → 0 για n →∞.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Ασθενές Αντίστροφο Θεώρηµατος Κωδικοποίησης Πηγής (4)

Εποµένως

nR
(a)
≥ H(M)

(b)
= H(M)− H(M |Xn

1 )

= I(M ;Xn
1 ) = H(Xn

1 )− H(Xn
1 |M)

(c)
≥ nH(X) + nεn.

(a) M = 2nR . (b) Ο δείκτης, M , της κωδικής λέξης είναι ντετερ-

µινιστική συνάρτηση της ακολουθίας Xn
1 της πηγής. (c) Από την

Ανισότητα Fano.

Συνεπώς, για n →∞, R ≥ H(X).

Η Ανισότητα Fano είναι ιδιαίτερα χρήσιµη στην απόδειξη του ασθε-

νούς αντιστρόφου. Θα την χρησιµοποιήσουµε ξανά στα κανάλια.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής (7)

Εποµένως, αποδείξαµε και το αντίστροφο του ϑεωρήµατος Κωδι-

κοποίησης Πηγής, ότι, δηλαδή, δεν µπορεί να επιτευχθεί συµπίεση

χωρίς απώλειες µε µέσο µήκος µικρότερο της εντροπίας.

Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής για κωδικοποίηση

µεταβλητού µήκους είναι πιο ``ισχυρό΄΄ από το Θεώρηµα Κωδικοπο-

ίησης Πηγής για κωδικοποίηση σταθερού µήκους, δεδοµένου ότι

στο όριο η συµπίεση µεταβλητού µήκους συµπίπτει µε τη συµπίεση

σταθερού µήκους.

Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής ισχύει και για διακριτές στάσι-

µες εργοδικές πηγές µε H(X) <∞: Μπορούµε να συµπιέσουµε

µε µέσο µήκος που τείνει στο ϱυθµό εντροπίας H(X ). Ωστόσο, η

απόδειξη είναι πιο πολύπλοκη (ϐλ. π.χ. Gallager 3.5.)

Στα επόµενα ϑα ϑεωρούµε ότι η µέγιστη συµπίεση χωρίς απώλειες

που µπορεί να επιτευχθεί ισούται µε το ϱυθµό εντροπίας (ο οποίος,

για πηγές χωρίς µνήµη, ταυτίζεται µε την εντροπία ανά σύµβολο).
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Αποδοτική Κωδικοποίηση Πηγής

΄Εστω ότι, µε χρήση κώδικα, η ακολουθία (X1,X2, . . . ,Xn) µίας πη-

γής κωδικοποιείται στη δυαδική ακολουθία (Y1,Y2, . . . ,Ym). Θεω-

ϱούµε ότι οι Xi είναι i.i.d. (όχι, απαραίτητα, δυαδικές), δηλαδή ότι η

πηγή δεν έχει µνήµη.

΄Εστω, επίσης, ότι το αλφάβητοX της πηγής είναι πεπερασµένο (για

απλοποίηση).

Από το ΑΕΡ, για n →∞, m ≈ nH(X).

Εάν X̂n
1 είναι η ανακατασκευασµένη (αποσυµπιεσµένη) ακολουθία,

η πιθανότητα εσφαλµένης αποκωδικοποίησης είναι

Pe = Pr{Xn
1 6= X̂n

1 }.

Θα δείξουµε ότι, εάν απαιτήσουµε Pe → 0 για n →∞, τα σύµβολα

Yi της ακολουθίας Y m
1 είναι (σχεδόν) i.i.d. Bern(1/2).
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Αποδοτική Κωδικοποίηση Πηγής (2)

Από την ανισότητα Fano,

H(Xn
1 |X̂n

1 ) ≤ 1 + Pe log |X |n = 1 + nPe log |X |.

Επειδή X̂n
1 = f (Y m

1 ), H(Y m
1 ) = H(Y m

1 , X̂
n
1 ) ≥ H(X̂n

1 ).

Εποµένως,

H(Y m
1 ) ≥ H(X̂n

1 ) ≥ H(X̂n
1 )− H(X̂n

1 |Xn
1 )

= I(Xn
1 ; X̂

n
1 ) = H(Xn

1 )− H(Xn
1 |X̂n

1 )

= nH(X)− H(Xn
1 |X̂n

1 )

(a)
≥ nH(X)− (1 + nPe log |X |)
= n(H(X)− Pe log |X |)− 1.

(a) Ανισότητα Fano.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Αποδοτική Κωδικοποίηση Πηγής (3)

H(Y m
1 ) ≥ n(H(X)− Pe log |X |)− 1.

Επίσης, από το ϕράγµα ανεξαρτησίας της εντροπίας,

H(Y m
1 ) ≤

m∑
i=1

H(Yi) ≤ m,

επειδή έχουµε υποθέσει ότι οι Yi είναι δυαδικές.

Συνεπώς,

n(H(X)− Pe log |X |)− 1 ≤ H(Y m
1 ) ≤ m.

Αλλά για Pe → 0 και n →∞, το κάτω ϕράγµα τείνει στο nH(X) ≈
m.
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Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano
Κωδικοποίηση ΣταθερούΜήκους και Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Κωδικοποίηση Σταθερού Μήκους
Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής

Αποδοτική Κωδικοποίηση Πηγής (4)

Εποµένως, H(Y m
1 ) ≈ m.

∆ηλαδή, η ακολουθία Y m
1 έχει τη µέγιστη δυνατή εντροπία (είναι

όσο πιο τυχαία γίνεται).

∆ιαισθητικά, αν η H(Y m
1 ) δεν ήταν εντελώς τυχαία, ϑα µπορούσαµε

να τη συµπιέσουµε περισσότερο, οπότε ο τρόπος που χρησιµοποι-

ήσαµε αρχικά δε ϑα ήταν ϐέλτιστος.
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