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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Περιεχόµενα 2ης διάλεξης

1 Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

2 Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των ϐασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Τυπικό Σύνολο (Typical Set) και ιδιότητες

� Ορισµός 2.1 Το (ασθενώς) τυπικό σύνολο (weakly typical set) A(n)
ε

που αντιστοιχεί στην κατανοµή p(x) αποτελείται από τις ακολουθίες

(x1, x2, . . . , xn) ∈ X n που ικανοποιούν τη σχέση

2−n(H(X)+ε) ≤ p(x1, x2, . . . , xn) ≤ 2−n(H(X)−ε).

Ιδιότητες A(n)
ε :

1. Εάν (x1, x2, . . . , xn) ∈ A(n)
ε ,

H(X)− ε ≤ − 1
n log p(x1, x2, . . . , xn) ≤ H(X) + ε.

2. Pr
{

A(n)
ε

}
> 1− ε για n µεγαλύτερο από κάποια τιµή n0.

3.

∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ ≤ 2n(H(X)+ε),

όπου
∣∣Aε(n)∣∣ ο αριθµός των στοιχείων του τυπικού συνόλου A(n)

ε .

4.

∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ ≥ (1− ε)2n(H(X)−ε), για n µεγαλύτερο από κάποια τιµή n0.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Τυπικό Σύνολο
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Αποδείξεις ιδιοτήτων Τυπικού Συνόλου

1. Εάν (x1, x2, . . . , xn) ∈ A(n)
ε ,

H(X)− ε ≤ − 1
n log p(x1, x2, . . . , xn) ≤ H(X) + ε.

Προκύπτει άµεσα από τον ορισµό του τυπικού συνόλου παίρνοντας

το λογάριθµο.

2. Pr
{

A(n)
ε

}
> 1− ε για n µεγαλύτερο από κάποια τιµή n0.

Προκύπτει άµεσα από το AEP δεδοµένου ότι η πιθανότητα µια ακο-

λουθία να είναι τυπική τείνει στο 1 καθώς το n τείνει στο άπειρο.

Εποµένως, για κάθε δ > 0, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε, για n ≥ n0,

Pr
{∣∣∣∣−1

n
log p(X1,X2, . . . ,Xn)− H(X)

∣∣∣∣ < ε

}
> 1− δ.

Θέτοντας δ = ε προκύπτει η ιδιότητα.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Αποδείξεις ιδιοτήτων Τυπικού Συνόλου (2)

3.

∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ ≤ 2n(H(X)+ε).

1 =
∑

x∈X n

p(x) ≥
∑

x∈A(n)
ε

p(x)
(a)
≥

∑
x∈A(n)

ε

2−n(H(X)+ε)

= 2−n(H(X)+ε)
∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ .
Στο (a) χρησιµοποιήθηκε ο ορισµός του τυπικού συνόλου.

4.

∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ ≥ (1− ε)2n(H(X)−ε), για n µεγαλύτερο από κάποια τιµή n0.

Από τη 2η ιδιότητα, για n ≥ n0,

1− ε < Pr
{

A(n)
ε

}
=
∑

x∈A(n)
ε

p(x) ≤
∑

x∈A(n)
ε

2−n(H(X)−ε)

= 2−n(H(X)−ε)
∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ .
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Αποδείξεις ιδιοτήτων Τυπικού Συνόλου (3)

Μπορεί, επίσης, να αποδειχτεί ότι υπάρχει ε′ τέτοιο ώστε, για n
µεγαλύτερο απο κάποια τιµή n′0,∣∣∣A(n)

ε

∣∣∣ ≥ 2n(H(X)−ε′).

∆είτε π.χ. El Gamal & Kim, Lecture Notes on Information Theory,

Ch. 2.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Παράδειγµα 2.1 (Cover & Thomas Problem 3.6)

΄Εστω οι ανεξάρτητες και οµοίως κατανεµηµένες τ.µ. X1,X2, . . . ,Xn

που ακολουθούν κατανοµή p(x). Να ϐρεθεί η τιµή του ορίου

lim
n→∞

{
p(X1,X2, . . . ,Xn)

1/n
}
.

Απάντηση :

lim
n→∞

{
log p(X1,X2, . . . ,Xn)

1/n
}
= lim

n→∞

{
1
n

log p(X1,X2, . . . ,Xn)

}
= −H(X)

⇒ lim
n→∞

{
p(X1,X2, . . . ,Xn)

1/n
}
= 2−H(X).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Σχέση τυπικού συνόλου µε σύνολα που περιέχουν σχεδόν

όλη την πιθανότητα

Είδαµε ότι (ιδιότητα 2), Pr
{

A(n)
ε

}
> 1 − ε για n µεγαλύτερο από

κάποια τιµή n0.

΄Ενα ερώτηµα που δεν έχει απαντηθεί ακόµη είναι το εξής : Μήπως

υπάρχει κάποιο σύνολο τέτοιο ώστε

Pr
{

B(n)
ε

}
> 1− ε και

∣∣∣B(n)
ε

∣∣∣ < ∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣;
Μήπως, δηλαδή, µπορούµε να ελαττώσουµε περαιτέρω τον αριθµό

ακολουθιών που κωδικοποιούµε ;

Αποδεικνύεται (δείτε π.χ. Cover & Thomas Theorem 3.3.1) ότι το

τυπικό σύνολο, A(n)
ε , έχει περίπου το ίδιο µέγεθος µε το µικρότερο

σύνολο, B(n)
ε , που περιέχει σχεδόν όλη την πιθανότητα.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα (Strong Typicality)

΄Εως τώρα ασχοληθήκαµε µε την ασθενή τυπικότητα.

Μια ακολουθία είναι ασθενώς τυπική όταν η εµπειρική της εντροπία

ϐρίσκεται κοντά στην πραγµατική εντροπία της πηγής που παράγει

την ακολουθία.

Για να είναι µια ακολουθία ισχυρώς τυπική πρέπει η σχετική συχνότη-

τα µε την οποία εµφανίζεται κάθε σύµβολο µέσα στην ακολουθία

να ϐρίσκεται κοντά στην κατανοµή της πηγής.

Για παράδειγµα, για πηγή Bern(1/2), η ακολουθία 0 0 0 1 0 0 0

είναι ασθενώς τυπική, αλλά όχι ισχυρώς τυπική. Η ακολουθία 0 0 0

1 1 0 1 1 είναι ισχυρώς και ασθενώς τυπική.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 2η διάλεξη 10/ 53



Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Ισχυρώς Τυπικό Σύνολο – ορισµός

Θεωρούµε πηγή χωρίς µνήµη µε κατανοµή p(x). ΄Εστω ότι SX ⊆ X
είναι το σύνολο στο οποίο p(x) > 0.

Το ισχυρώς τυπικό σύνολο T (n)
ε που αντιστοιχεί στην κατανοµή p(x)

αποτελείται από τις ακολουθίες Xn
1 ∈ X n για τις οποίες N(x;Xn

1 ) =
0 για x /∈ SX και ∑

x∈SX

∣∣∣∣1n N(x;Xn
1 )− p(x)

∣∣∣∣ ≤ ε,
όπου N(x;Xn

1 ) είναι ο αριθµός των εµφανίσεων του στοιχείου x
µέσα στην ακολουθία Xn

1 και ε είναι αυθαίρετα µικρός πραγµατικός

αριθµός.

Οι ακολουθίες που ανήκουν στο T (n)
ε ονοµάζονται ισχυρώς ε-

τυπικές.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα – σχόλια

Αποδεικνύεται ότι αν µια ακολουθία είναι ισχυρώς τυπική τότε είναι

και ασθενώς τυπική.

Το αντίστροφο δεν ισχύει, όπως είδαµε στο παράδειγµα πηγής

Bern(1/2) χωρίς µνήµη.

Η ισχυρή τυπικότητα είναι πιο ευέλικτη από την ασθενή. Ωστόσο,

µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο για τ.µ. µε πεπερασµένο αλφάβητο.

Μπορούµε να αποδείξουµε τις ίδιες ιδιότητες για τις ισχυρώς τυ-

πικές ακολουθίες όπως και για τις ασθενώς τυπικές µε παρόµοιο

τρόπο.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα – σχόλια (2)

Συχνά, το ισχυρώς τυπικό σύνολο ορίζεται ως το σύνολο των ακο-

λουθιών που ικανοποιούν τη σχέση

|π(x|Xn)− p(x)| ≤ ε · p(x),

για όλα τα x ∈ X , όπου π(x|Xn) , N(x;Xn)
n είναι ο τύπος (type) (ή

εµπειρική pmf) της ακολουθίας Xn .

Παρατηρήστε ότι∑
x∈SX

|π(x|Xn)− p(x)| ≤
∑

x∈SX

ε · p(x) = ε.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Επανάληψη Βασικών Ποσοτήτων Θεωρίας Πληροφορίας

1 Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

2 Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των ϐασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Τι εννοούµε µε τον όρο ``κωδικοποίηση΄΄;

Η αναπαράσταση ενός σήµατος/µηνύµατος από κάποιο άλλο.

Μια απεικόνιση από ένα σήµα/µήνυµα σε ένα άλλο.

Ενδέχεται να µην είναι αντιστρέψιµη (κωδικοποίηση µε απώλειες –

lossy compression).

Σε τι χρησιµεύει η κωδικοποίηση ;

1. Συµπίεση (Κωδικοποίηση πηγής)

2. Μετάδοση µέσω καναλιού (Κωδικοποίηση καναλιού)

3. Μετατροπή σήµατος/µηνύµατος σε µορφή την οποία µπορούµε να

επεξεργαστούµε. Παράδειγµα : Κβαντισµός συνεχούς σήµατος,

µετατροπή σήµατος σε δυαδική µορφή.

4. Προστασία δεδοµένων και πνευµατικής ιδιοκτησίας (Κρυπτογραφία,

Υδατογράφηση).

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 2η διάλεξη 15/ 53



Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία διακριτής τ.µ.

΄Εστω διακριτή τ.µ. X µε συνάρτηση µάζας πιθανότητας (pmf) p(x).

H(X) = Ep

[
log

1
p(X)

]
=
∑

x

p(x) log
1

p(x)
= −

∑
x

p(x) log p(x).

log 1
p(x) : Η πληροφορία που περιέχεται στο ενδεχόµενο X = x .

Η H(X) δεν εξαρτάται από τις τιµές της X , παρά µόνο από την

κατανοµή της.

H(X): Το όριο συµπίεσης.

Το µέσο µήκος της συντοµότερης περιγραφής της X
Η µέση πληροφορία που περιέχεται στη X .

Η µέση αβεβαιότητα που έχουµε για τη X (πριν µας αποκαλυφθεί η

τιµή της).

Μονάδα µέτρησης : bit (log→ log2). Σπανιότερα, nat (log→ ln).

Hb(X) = logb a · Ha(X).

Από εδώ και στο εξής log υπονοεί log2 (αν και δεν έχει ιδιαίτερη

σηµασία ποια µονάδα χρησιµοποιούµε).

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 2η διάλεξη 16/ 53



Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Από κοινού και υπό συνθήκη εντροπία

� Από κοινού (συνδυασµένη) εντροπία (joint entropy) 2 τ.µ. µε από κοινού

pmf p(x, y):

H(X ,Y ) = Ep

[
log

1
p(X ,Y )

]
=
∑

x

∑
y

p(x, y) log
1

p(x, y)
= −

∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x, y).

� ∆εσµευµένη εντροπία (conditional entropy) της τ.µ. X δεδοµένης της

τ.µ. Y :

H(X |Y ) = Ep

[
log

1
p(X |Y )

]
=
∑

x

∑
y

p(x, y) log
1

p(x|y)

= −
∑

x

∑
y

p(x, y) log p(x|y) = −
∑

x

∑
y

p(y)p(x|y) log p(x|y)

= −
∑

y

p(y)
∑

x

p(x|y) log p(x|y) =
∑

y

p(y)H(X |Y = y).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ιδιότητες Εντροπίας διακριτής τ.µ.

H(X) ≥ 0.

Η εντροπία είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της συνάρτησης µάζας πιθα-

νότητας p(x). Θα το αποδείξουµε.

H(X) ≤ log |X |, όπου |X | το µέγεθος του αλφαβήτου της X . Το

µέγιστο επιτυγχάνεται από την οµοιόµορφη κατανοµή: p(Xi) =
1
|X |

για όλα τα Xi ∈ X . Αποδείχθηκε στη ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄.

H(X ,Y ) = H(Y ,X) (εύκολο, π.χ. µε χρήση του ορισµού, δεδο-

µένου ότι p(x, y) = p(y, x)).

� Κανόνας αλυσίδας : H(X1,X2, . . . ,Xn) = H(X1) + H(X2|X1) +
. . . + H(Xn|X1,X2, . . . ,Xn−1). Απόδειξη µε χρήση ορισµού και

κανόνα Bayes.

Για ανεξάρτητες τ.µ., H(X1,X2, . . . ,Xn) =
∑n

i=1 H(Xi).

Επίσης, εάν οι τ.µ. X και Y είναι ανεξάρτητες, H(X |Y ) = H(X)
και H(Y |X) = H(Y ).

Γενικά, H(X |Y ) 6= H(Y |X).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ρυθµός Εντροπίας διακριτής πηγής

� Ρυθµός εντροπίας διακριτής πηγής (τυχαίας διαδικασίας):

H(X ) = lim
n→∞

1
n

H(X1,X2, . . . ,Xn) bits/σύµβολο,

εφόσον το όριο συγκλίνει.

Το όριο συγκλίνει πάντα όταν η πηγή είναι στάσιµη. Στην περίπτωση

αυτή, συγκλίνει και η ποσότητα

H ′(X ) = lim
n→∞

H(Xn|X1,X2, . . . ,Xn−1)

και H(X ) = H ′(X ).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ρυθµός Εντροπίας διακριτής πηγής (συνέχεια)

Εάν οι τ.µ. είναι ανεξάρτητες,

H(X ) = H ′(X ) = limn→∞
1
n

∑n
i=1 H(Xi).

Εάν, επιπλέον, οι τ.µ. είναι και οµοίως κατανεµηµένες,

H(X ) = H ′(X ) = limn→∞
1
n nH(Xi) = H(Xi) = H(X1).

Για στάσιµες πηγές, ο ϱυθµός εντροπίας ποσοτικοποιεί το µέσο πο-

σό νέας πληροφορίας κάθε ϕορά που παίρνουµε ένα νέο δείγµα

(το ποσό πληροφορίας των innovations για όσους έχουν ασχοληθεί

µε Θεωρία Εκτίµησης).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Παράδειγµα 2.2 (Cover & Thomas σελ. 74)

΄Εστω ακολουθία δυαδικών τ.µ. Bernoulli µε pi = Pr{Xi = 1} που

δεν είναι σταθερή, αλλά εξαρτάται από το i ως εξής :

pi =

{
0.5 εάν 2k < log log i ≤ 2k + 1
0 εάν 2k + 1 < log log i ≤ 2k + 2,

για k = 0,1,2, . . ..
Εποµένως, κοµµάτια όπου H(Xi) = 1 ακολουθούνται από εκθε-

τικώς αυξανόµενα κοµµάτια όπου H(Xi) = 0 κ.ο.κ. Συνεπώς, ο

µέσος όρος της H(Xi) µεταβάλλεται συνεχώς και δε συγκλίνει.

Στη συγκεκριµένη περίπτωση δεν είναι δυνατό να οριστεί ϱυθµός

εντροπίας H(X ).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Σχετική Εντροπία D(p||q)

� Η σχετική εντροπία (relative entropy) ή απόσταση Kullback-Leibler

µεταξύ δύο κατανοµών p και q που ορίζονται στο ίδιο αλφάβητο A
ισούται µε

D(p||q) =
∑

x

p(x) log
p(x)

q(x)
= Ep

[
log

p(X)

q(X)

]
.

Προσοχή: Η µέση τιµή είναι ως προς την κατανοµή p.

Από πού πηγάζει αυτός ο ορισµός ; ΄Οπως είδαµε στη ``Θεωρία

Πληροφορίας΄΄, η D(p||q) ποσοτικοποιεί τα επιπλέον bits που χρεια-

Ϲόµαστε για να συµπιέσουµε µια τ.µ. µε πραγµατική κατανοµή p
όταν για τη συµπίεση χρησιµοποιείται η κατανοµή q.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Σχετική Εντροπία D(p||q) (συνέχεια)

΄Οταν χρησιµοποιείται κώδικας Shannon, H(X)+D(p||q) ≤ E[l∗] <
H(X) + D(p||q) + 1, όπου E[l∗] είναι το µέσο µήκος του κώδικα

Shannon για την κατανοµή q, ενώ η πραγµατική κατανοµή της X
είναι η p.

D(p||q) ≥ 0. Αποδείχθηκε στη ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄ µε χρήση

της ανισότητας Jensen και του γεγονότος ότι η log είναι κοίλη (∩).

Θα επαναλάβουµε την απόδειξη στο µάθηµα.

Ωστόσο, η D(p||q) δεν είναι απόσταση κατά την αυστηρή έννοια :

D(p||q) 6= D(q||p).

Επίσης, δεν ισχύει η τριγωνική ανισότητα.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

∆εσµευµένη Σχετική Εντροπία και Κανόνας Αλυσίδας

� ∆εσµευµένη σχετική εντροπία (conditional relative entropy):

D(p(y|x)||q(y|x)) = Ep

[
log

p(Y |X)

q(Y |X)

]
=
∑

x

∑
y

p(x, y) log
p(y|x)
q(y|x)

.

Προσοχή: Μέση τιµή ως προς την p(x, y).

� Κανόνας αλυσίδας για τη σχετική εντροπία

D(p(x, y)||q(x, y)) = D(p(x)||q(x)) + D(p(y|x)||q(y|x)).

Απόδειξη : Απλή, µε χρήση ορισµού (Cover & Thomas Theorem

2.5.3).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Αµοιβαία Πληροφορία I(X ;Y )

΄Εστω µια τ.µ. X ∼ p(X). Εάν µας γνωστοποιηθεί η τιµή της τ.µ. Y , η

κατανοµή πιθανότητας της X αλλάζει σε p(X |Y ). Εποµένως, κατά

µέσο όρο, γνώση της Y αλλάζει την αβεβαιότητα που έχουµε για

τη X κατά Ep

[
p(X |Y )
p(X)

]
(η µέση τιµή υπολογίζεται για όλες τις τιµές

των X και Y ).

� Συνεπώς,

I(X ;Y ) , Ep

[
log

p(X |Y )

p(X)

]
=
∑

x

∑
y

p(x, y) log
p(x|y)
p(x)

=
∑

x

∑
y

p(x, y) log
p(x|y)p(y)
p(x)p(y)

=
∑

x

∑
y

p(x, y) log
p(x, y)

p(x)p(y)

= D(p(x, y)||p(x)p(y)) = Ep

[
log

p(X ,Y )

p(X)p(Y )

]
.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Αµοιβαία Πληροφορία I(X ;Y ) (2)

Προφανώς (από την προηγούµενη σχέση), I(X ;Y ) = I(Y ;X).

΄Αρα, αποκάλυψη της X οδηγεί στην ίδια µεταβολή της αβεβαιότητας

για την Y κατά µέσο όρο.

Η ποσότητα I(X ;Y ) ονοµάζεται αµοιβαία πληροφορία. ΄Εχουµε δει

(και ϑα το αποδείξουµε, και πάλι, αργότερα) ότι I(X ;Y ) ≥ 0.

Εποµένως, αποκάλυψη της τιµής της Y ελαττώνει την αβεβαιότητα

για τη X κατά µέσο όρο.

Προσοχή: Για κάποιες τιµές της Y , ενδέχεται I(X ;Y = y) < 0.

Ωστόσο, ισχύει πάντα I(X ;Y ) = EpY [I(X ;Y = y)] ≥ 0.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Αµοιβαία Πληροφορία I(X ;Y ) (3)

Μια διαφορετική ερµηνεία της αµοιβαίας πληροφορίας µε ϐάση τη

σχετική εντροπία : Η πληροφορία που ``χάνουµε΄΄ εάν ϑεωρήσουµε

ότι οι X και Y είναι ανεξάρτητες, ενώ, στην πραγµατικότητα, δεν

είναι.

I(X ;Y ) = H(X) − H(X |Y ) = H(Y ) − H(Y |X) = H(X) +
H(Y ) − H(X ,Y ). Προκύπτει από τον ορισµό (αποδείχτηκε στη

``Θεωρία Πληροφορίας΄΄).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Αµοιβαία Πληροφορία I(X ;Y ) (4)

I(X ;X) = H(X) − H(X |X) = H(X). Η X περιέχει όλη την

πληροφορία για τον εαυτό της.

� Κανόνας αλυσίδας για την αµοιβαία πληροφορία :

I(X1,X2, . . . ,Xn;Y ) =

n∑
i=1

I(Xi ;Y |X1,X2, . . . ,Xi−1).

Απόδειξη : Εύκολα, από κανόνα αλυσίδας εντροπίας και χρήση

I(X1,X2, . . . ,Xn;Y ) = H(X1,X2, . . . ,Xn)−H(X1,X2, . . . ,Xn|Y ).

Υπό συνθήκη αµοιβαία πληροφορία : I(X ;Y |Z) = H(X |Z)−H(X |Y , Z).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

∆ιάγραµµα Venn

Η σχέση µεταξύ εντροπίας, δεσµευµένης εντροπίας και αµοιβαίας

πληροφορίας µπορεί να αναπαρασταθεί και µε χρήση διαγράµµατος

Venn.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ιδιότητες των ϐασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

1 Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Ασθενής Τυπικότητα

Ισχυρή Τυπικότητα

2 Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των ϐασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Κυρτές (convex) και κοίλες (concave) συναρτήσεις

� Ορισµός 2.2. Μια συνάρτηση f (x) είναι κυρτή (∪) σε διάστηµα

(a, b) εάν, για κάθε x1, x2 ∈ (a, b) και 0 ≤ λ ≤ 1,

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2).

΄Εχουµε χρησιµοποιήσει εµµέσως το γεγονός ότι το διάστηµα (a, b)
είναι κυρτό : ∀x1, x2 ∈ (a, b), λx1 + (1 − λ)x2 ∈ (a, b) για

0 ≤ λ ≤ 1.

� Ορισµός 2.3. Μια συνάρτηση f (x) είναι αυστηρώς κυρτή (strictly

convex) εάν η ισότητα στην παραπάνω σχέση ισχύει µόνο για λ = 0
ή λ = 1.

Πρακτικά, µια συνάρτηση είναι κυρτή όταν µια χορδή που ενώνει δύο

οποιεσδήποτε τιµές της δε ϐρίσκεται ποτέ ``κάτω΄΄ από τη συνάρτηση.

Παραδείγµατα κυρτών συναρτήσεων : x2, |x|, ex , x log x (για x ≥
0).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Κυρτές (convex) και κοίλες (concave) συναρτήσεις

(συνέχεια)

� Ορισµός 2.4. Μια συνάρτηση f (x) είναι (αυστηρώς) κοίλη (∩) σε

διάστηµα (a, b) εάν η −f (x) είναι (αυστηρώς) κυρτή.

Παραδείγµατα κοίλων συναρτήσεων : log x ,
√

x (για x ≥ 0).

Η συνάρτηση ax + b (affine) είναι κυρτή και κοίλη.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Παραδείγµατα κυρτών και κοίλων συναρτήσεων
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

M. C. Escher, Convex and Concave, 1955
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

V. Vasarely, Gestalt 4, 1970
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ανισότητα Jensen

� Θεώρηµα 2.5. Μια διαφορίσιµη συνάρτηση είναι (αυστηρώς) κυρ-

τή (∪) σε ένα διάστηµα όταν έχει µη αρνητική (ϑετική) δεύτερη

παράγωγο στο διάστηµα αυτό.

Απόδειξη : Σε ϐιβλία ανάλυσης ή Cover & Thomas Theorem 2.6.1

� Θεώρηµα 2.6. (Ανισότητα Jensen): Εάν η συνάρτηση f είναι κυρτή

και η X είναι τυχαία µεταβλητή,

Ανισότητα Jensen

E [f (X)] ≥ f (E[X ])

Απόδειξη : µε επαγωγή (induction) για διακριτές τ.µ. (Cover &

Thomas)
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Απόδειξη ανισότητας Jensen

Για τ.µ. µε δύο ενδεχόµενα, από τον ορισµό της κυρτότητας,

p1f (x1) + p2f (x2) ≥ f (p1x1 + p2x2) (δεδοµένου ότι p2 = 1− p1).

΄Εστω ότι η σχέση ισχύει για τ.µ. µε k − 1 ενδεχόµενα.

Θέτουµε p′i =
pi

1−pk
, για i = 1,2, . . . , k − 1.

k∑
i=1

pi f (xi) = pkf (xk) + (1− pk)

k−1∑
i=1

p′i f (xi)

(a)
≥ pkf (xk) + (1− pk)f

(
k−1∑
i=1

p′i xi

)
(b)
≥ f

(
pkxk + (1− pk)

k−1∑
i=1

p′i xi

)
= f

(
k∑

i=1

pixi

)
,

όπου στο (a) χρησιµοποιήθηκε η παραδοχή ότι η ανισότητα Jensen ισχύει

για k−1, ενώ στο (b) χρησιµοποιήθηκε το γεγονός ότι η ανισότητα ισχύει

για k = 2.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ανισότητα πληροφορίας (ή Gibbs): D(p||q) ≥ 0

D(p||q) = 0⇔ p(x) = q(x) για κάθε x ∈ X .

Απόδειξη µε χρήση ορισµού και ανισότητας Jensen:

΄Εστω A = {x : p(x) > 0}.

−D(p||q) = −
∑
x∈A

p(x) log
p(x)

q(x)
=
∑
x∈A

p(x) log
q(x)

p(x)
=

(a)
≤ log

∑
x∈A

p(x)
q(x)

p(x)
= log

∑
x∈A

q(x)
(b)
≤ log

∑
x∈X

q(x) = log 1 = 0.

Στο (a) χρησιµοποιήθηκε το γεγονός ότι η log t είναι αυστηρώς κοίλη

συνάρτηση του t. (b) γιατί;

Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν q(x)/p(x) = c για όλα τα x , δηλα-

δή εάν q(x) = cp(x). Επίσης, πρέπει
∑

x∈A q(x) =
∑

x∈X q(x) =∑
x∈X cp(x) = c = 1. Συνεπώς, D(p||q) = 0 ⇔ p(x) = q(x) για όλα

τα x ∈ A.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Συνέπειες ανισότητας πληροφορίας

Η αµοιβαία πληροφορία είναι πάντοτε µη αρνητική: Για οποιεσδήπο-

τε τ.µ. X και Y , I(X ;Y ) ≥ 0 . Προκύπτει άµεσα από τον ορισµό

της I(X ;Y ) και από την ανισότητα πληροφορίας.

D(p(y|x)||q(y|x)) ≥ 0 (Γιατί; Πότε ισχύει η ισότητα ;)

I(X ;Y |Z) ≥ 0.

H(X |Y ) ≤ H(X).

∆εδοµένου ότι I(X ;Y ) ≥ 0⇒ H(X)− H(X |Y ) ≥ 0.

Προσοχή: ∆εν ισχύει πάντα H(X |Y = y) ≤ H(X)
(και, εποµένως, δεν ισχύει πάντα ότι I(X ;Y = y) ≥ 0).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Σχέση µεταξύ I(X ;Y ) και I(X ;Y |Z)

Σε αντίθεση µε την υπό συνθήκη εντροπία (για την οποία ισχύει

H(X |Z) ≤ H(X)), δεν υπάρχει κάποια γενική ανισότητα που συν-

δέει την I(X ;Y ) και την I(X ;Y |Z).

∆ύο σηµαντικές ειδικές περιπτώσεις

Εάν p(x, y, z) = p(x)p(z)p(y|x, z), I(X ;Y |Z) ≥ I(X ;Y ). Θα

το αποδείξουµε σύντοµα όταν ϑα µιλήσουµε για την κυρτότητα της

I(X ;Y ).

Εάν οι X , Y και Z σχηµατίζουν ακολουθία Markov (δηλαδή X →
Y → Z ), I(X ;Y |Z) ≤ I(X ;Y ). Θα το αποδείξουµε σύντοµα όταν

αναφερθούµε στην Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Φράγµα Ανεξαρτησίας (Independence Bound)

Από Κοινού Εντροπίας

H(X1,X2, . . . ,Xn) =

n∑
i=1

H(Xi |X1,X2, . . . ,Xi−1) ≤
n∑

i=1

H(Xi).

Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν οι Xi είναι ανεξάρτητες.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

΄Ανω ϕράγµα H(X)
δεδοµένου του πλήθους ενδεχοµένων |X |

� Θεώρηµα 2.7. H(X) ≤ log |X |, όπου |X | ο αριθµός των στοιχείων

(cardinality) του X . Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν η X είναι

οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο X .

Απόδειξη

΄Εστω u(x) = 1
|X | η (διακριτή) οµοιόµορφη κατανοµή µάζας πι-

ϑανότητας στο σύνολο X και p(x) η κατανοµή µάζας πιθανότη-

τας της X . Από τον ορισµό της σχετικής εντροπίας, D(p||u) =∑
p(x) log p(x)

u(x) = log |X | − H(X).

Από την ανισότητα πληροφορίας, 0 ≤ D(p||u) = log |X |−H(X)⇒
H(X) ≤ log |X |.
Η ισότητα ισχύει εάν D(p||u) = 0, δηλαδή εάν και µόνο εάν p(x) =
u(x).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ανισότητα log sum

� Ανισότητα log sum: Για µη αρνητικούς αριθµούς a1,a2, . . . ,an και

b1, b2, . . . , bn ,

n∑
i=1

ai log
ai

bi
≥

(
n∑

i=1

ai

)
log
∑n

i=1 ai∑n
i=1 bi

.

Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν
ai
bi

= c, όπου c σταθερά.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Απόδειξη ανισότητας log sum

Απόδειξη : ΄Εστω ότι ai > 0 και bi > 0 (αποδείξτε ως άσκηση την

περίπτωση που δεν υπάρχει i για το οποίο να ισχύει aibi > 0). Η

συνάρτηση t log t είναι αυστηρώς κυρτή (∪) ((t log t)′′ = 1
t log e >

0 για ϑετικό t). Από την ανισότητα Jensen,∑
λi f (ti) ≥ f

(∑
λi ti
)
,

για λi ≥ 0,
∑

i λi = 1. Θέτοντας λi =
bi∑n

j=1 bj
και tj =

ai
bi

,

∑ ai∑
bj

log
ai

bi
≥
∑ ai∑

bj
log
∑ ai∑

bj
⇒∑

ai log
ai

bi
≥
(∑

ai

)
log
∑

ai∑
bi
.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η D(p||q) είναι κυρτή (∪)

� Θεώρηµα 2.8. Η D(p||q) είναι κυρτή στο Ϲεύγος κατανοµών (p, q). ∆ηλα-

δή, εάν (p1, q1) και (p2, q2) είναι Ϲεύγη συναρτήσεων µάζας πιθανότη-

τας,

D(λp1+(1−λ)p2||λq1+(1−λ)q2) ≤ λD(p1||q1)+(1−λ)D(p2||q2),

για 0 ≤ λ ≤ 1.

Απόδειξη : Με χρήση της ανισότητας log sum. Για οποιοδήποτε ενδεχόµε-

νο x ,

(λp1(x) + (1− λ)p2(x)) log
λp1(x) + (1− λ)p2(x)

λq1(x) + (1− λ)q2(x)
≤

λp1(x) log
λp1(x)

λq1(x)
+ (1− λ)p2(x) log

(1− λ)p2(x)

(1− λ)q2(x)
.

Αθροίζοντας για όλα τα ενδεχόµενα x και µε χρήση του ορισµού της

σχετικής εντροπίας προκύπτει η κυρτότητα της D.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η εντροπία είναι κοίλη (∩)

Είδαµε ότι, εάν u(x) είναι η οµοιόµορφη διακριτή κατανοµή, D(p||u) =∑
p(x) log p(x)

u(x) = log |X |−H(X)⇒ H(X) = log |X |−D(p||u).

∆εδοµένου ότι η D(p||u) είναι κυρτή, η −D(p||u) (και, εποµένως,

και η εντροπία) είναι κοίλη.

� Θεώρηµα 2.9. Συνεπώς, για την εντροπία ισχύει

H(λp1 + (1− λ)p2) ≥ λH(p1) + (1− λ)H(p2).

Για εναλλακτική απόδειξη, χωρίς χρήση ανισότητας log sum δείτε

Cover & Thomas Theorem 2.7.3.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x)
για δεδοµένη p(y|x)

Απόδειξη :

I(X ;Y ) = H(Y )− H(Y |X) = H(Y )−
∑

x p(x)H(Y |X = x).

1ος όρος : p(y) =
∑

x p(y|x)p(x). Συνεπώς, για δεδοµένη

p(y|x), η p(y) είναι γραµµική συνάρτηση της p(x). Η H(Y ) είναι

κοίλη συνάρτηση της p(y) και, εποµένως, και της p(x).

2ος όρος : Γραµµική συνάρτηση της p(x).

Εποµένως, η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x) για δεδο-

µένη p(y|x).

Θυµηθείτε ότι, σε διακριτά κανάλια χωρίς µνήµη, η χωρητικότητα

ισούται µε τη µέγιστη τιµή της I(X ;Y ). Το γεγονός ότι η I(X ;Y )
είναι κοίλη για δεδοµένο κανάλι (p(y|x)) σηµαίνει ότι, εάν ϐρούµε

ένα τοπικό µέγιστο, τότε είναι και ολικό µέγιστο και η κατανοµή (ή

οι κατανοµές) πηγής p∗(x) που µεγιστοποιεί(ούν) την I(X ;Y ) είναι

αυτή(ές) η(οι) οποία(ες) επιτυγχάνει(ουν) τη χωρητικότητα.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κυρτή (∪) συνάρτηση της p(y|x)
για δεδοµένη p(x)

Απόδειξη :

΄Εστω δύο υπό συνθήκη κατανοµές µάζας πιθανότητας p1(y|x) και

p2(y|x). p1(x, y) = p(x)p1(y|x) και p2(x, y) = p(x)p2(y|x).

Επίσης, p1(y) =
∑

x p1(x, y) και p2(y) =
∑

x p2(x, y). Η περι-

ϑώρια κατανοµή των p1(x, y) και p2(x, y) ως προς x είναι η p(x).

΄Εστω, τώρα, η υπό συνθήκη κατανοµή που προκύπτει από την

``ανάµιξη΄΄ των p1(y|x) και p2(y|x):

pλ(y|x) = λp1(y|x) + (1− λ)p2(y|x), 0 ≤ λ ≤ 1.

Συνεπώς, ισχύει, επίσης,

pλ(x, y) = pλ(y|x)p(x) = λp1(y|x)p(x) + (1− λ)p2(y|x)p(x)
= λp1(x, y) + (1− λ)p2(x, y)

και

pλ(y) = λp1(y) + (1− λ)p2(y).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κυρτή (∪) συνάρτηση της p(y|x)
για δεδοµένη p(x) (2)

Απόδειξη (συνέχεια):

Ορίζουµε την κατανοµή qλ(x, y) ως το γινόµενο των περιθώριων

κατανοµών :

qλ(x, y) = p(x)pλ(y) = λq1(x, y) + (1− λ)q2(x, y).

Από τον ορισµό της αµοιβαίας πληροφορίας παρατηρούµε ότι

I(X ;Y ) = D(pλ(x, y)||pλ(x)pλ(y)) = D(pλ(x, y)||p(x)pλ(y))

= D(pλ(x, y)||qλ(x, y)).

Η D(p||q) είναι κυρτή συνάρτηση του Ϲεύγους (p, q). Εποµένως,

και η I(X ;Y ) είναι κυρτή συνάρτηση της p(y|x).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κυρτή (∪) συνάρτηση της p(y|x)
για δεδοµένη p(x) (3)

Συνεπώς, για δεδοµένη κατανοµή πηγής, υπάρχει κάποιο κανάλι το

οποίο ελαχιστοποιεί την πληροφορία που µπορούµε να µεταδώσου-

µε στο δέκτη.

Επίσης, για δεδοµένη κατανοµή εισόδου, p(x), η αµοιβαία πληρο-

ϕορία όταν χρησιµοποιούµε κανάλι που προκύπτει από το ``µέσο

όρο΄΄ δύο καναλιών δεν µπορεί να υπερβεί το µέσο όρο των αµοι-

ϐαίων πληροφοριών για κάθε κανάλι ξεχωριστά (που αντιστοιχούν

στην ίδια p(x)).

Αυτό έχει ως αποτέλεσµα η χωρητικότητα ενός καναλιού που µετα-

ϐάλλεται να είναι µεγαλύτερη όταν ο ποµπός γνωρίζει το κανάλι και

µπορεί να προσαρµόζει τις κωδικές λέξεις και το ϱυθµό µετάδοσης.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Παράδειγµα 2.3

Υποθέτουµε ότι p(x, y, z) = p(x)p(z)p(y|x, z).

Θα αποδείξουµε ότι I(X ;Y |Z) = I(X ;Y ).

Από τον ορισµό της I(X ;Y |Z),

I(X ;Y |Z) =
∑

x

∑
y

∑
z

p(x, y, z) log
p(x, y|z)

p(x|z)p(y|z)

=
∑

x

∑
y

∑
z

p(x)p(y|x, z)p(z) log
p(y|x, z)
p(y|z)

=
∑

z

p(z)
∑

x

∑
y

p(x)p(y|x, z) log
p(y|x, z)
p(y|z)
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Παράδειγµα 2.3 (2)

I(X ;Y |Z) =
∑

z

p(z)
∑

x

∑
y

p(x)p(y|x, z) log
p(y|x, z)
p(y|z)

.

Μπορούµε να δούµε τις p(y|x, z) ως µια οικογένεια κατανοµών

p(z)(y|x) µε δείκτη Z . ∆ηλαδή, σε κάθε τιµή z της Z αντιστοιχεί µία

κατανοµή p(z)(y|x) , p(y|x, z).

Αποδείξαµε, όµως, ότι, για δεδοµένη p(x), η I(X ;Y ) είναι κυρτή

(∪) συνάρτηση της p(y|x).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (συνέχεια)

Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Εντροπία, ∆εσµευµένη και Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Παράδειγµα 2.3 (3)

Εποµένως, από την Ανισότητα Jensen,

I(X ;Y |Z) =
∑

z

p(z)
∑

x

∑
y

p(x)p(y|x, z) log
p(y|x, z)
p(y|z)

≥
∑

x

∑
y

p(x)

{∑
z

p(z)p(y|x, z)

}
log
∑

z p(z)p(y|x, z)∑
z p(z)p(y|z)

=
∑

x

∑
y

p(x)p(y|x) log
p(y|x)
p(y)

= I(X ;Y ).

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 2η διάλεξη 53/ 53


	  µ µ ()
	 
	 

	    
	, µµ   , µß 
	  ß µ   


