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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Αντιστοιχία µε συγγράµµατα
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Gallager: ∆ιαφορετική απόδειξη του ευθέος (όχι µε τυπικότητα) στο

Κεφ. 5. Περισσότερα σε επόµενο µάθηµα. Ασθενές αντίστροφο :

4.3. ``Ισχυρό΄΄ αντίστροφο (αντίστροφο Wolfowitz): 5.8. Θεωρήµατα

σχετικά µε τη χωρητικότητα : 4.4, 4.5
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (7)

Υπολογισµός Πιθανότητας Σφάλµατος (I)

΄Εστω ότι το µήνυµα W που εκπέµπεται επιλέγεται µε οµοιόµορφη

κατανοµή από τα 2nR πιθανά µηνύµατα. E , {Ŵ (Y n) 6= W} είναι

το ενδεχόµενο σφάλµατος.

Θα υπολογίσουµε τη µέση πιθανότητα σφάλµατος για όλα τα πιθανά

ϐιβλία κωδίκων.

Pr{E} =
∑
C

Pr(C)P(n)
e (C) =

=
∑
C

Pr(C) 1
2nR

2nR∑
w=1

λw(C) =
1

2nR

2nR∑
w=1

∑
C

Pr(C)λw(C).
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (8)

Υπολογισµός Πιθανότητας Σφάλµατος (II)

∆εδοµένου ότι η αντιστοίχιση µηνυµάτων σε κωδικές λέξεις γίνεται

τυχαία και επειδή για όλους τους πιθανούς κώδικες το µήνυµα W ϑα

αντιστοιχίζεται κάθε ϕορά σε διαφορετική κωδική λέξη, η ποσότητα∑
C Pr(C)λw(C) είναι ανεξάρτητη του µηνύµατος w. Εποµένως,

µπορούµε να υποθέσουµε, χωρίς απώλεια της γενικότητας, ότι ε-

στάλη η κωδική λέξη µε δείκτη w = 1.

Εποµένως, η Pr(E) ισούται µε

Pr{E} = 1
2nR

2nR∑
w=1

∑
C

Pr(C)λw(C)

=
∑
C

Pr(C)λ1(C) = Pr(E|W = 1).
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (9)

Υπολογισµός Πιθανότητας Σφάλµατος (III)

Ορίζουµε τα ενδεχόµενα Ei = {(Xn(i),Y n) ∈ A(n)
ε },

i ∈ {1,2, . . . ,2nR}, δηλαδή τα ενδεχόµενα η κωδική λέξη Xn(i)
(που αντιστοιχεί στο µήνυµα i) να είναι από κοινού τυπική µε τη λη-

ϕθείσα ακολουθία Y n η οποία προήλθε από µετάδοση της κωδικής

λέξης Xn(1).

Συνεπώς,

Pr(E) = Pr(E|W = 1) = P(Ec
1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ . . . ∪ E2nR |W = 1)

≤ P(Ec
1|W = 1) +

2nR∑
i=2

P(Ei |W = 1).
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (10)

Υπολογισµός Πιθανότητας Σφάλµατος (IV)

Pr(E) ≤ P(Ec
1|W = 1) +

2nR∑
i=2

P(Ei |W = 1).

Από την ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης, η πιθα-

νότητα η Y n να µην είναι από κοινού τυπική µε τη Xn(1) τείνει στο

0 για n → ∞: Εποµένως, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 τέτοιο ώστε

P(Ec
1|W = 1) ≤ ε, για n > n0.

Επίσης, από τον τυχαίο τρόπο δηµιουργίας του κώδικα, οι κωδικές

λέξεις Xn(1) και Xn(i) είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους για i 6= 1,

µε αποτέλεσµα η Y n να είναι ανεξάρτητη από τις Xn(i) για i 6= 1.

Από την Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης, η πιθα-

νότητα οι Xn(i) και Y n να είναι από κοινού τυπικές ενώ επιλέχθηκαν

ανεξάρτητα είναι ≤ 2−n(I(X ;Y )−3ε).
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (11)

Υπολογισµός Πιθανότητας Σφάλµατος (V)

Συνδυάζοντας όλα τα παραπάνω,

Pr(E) ≤ P(Ec
1|W = 1) +

2nR∑
i=2

P(Ei |W = 1) ≤ ε+
2nR∑
i=2

2−n(I(X ;Y )−3ε)

= ε+
(
2nR − 1

)
2−n(I(X ;Y )−3ε) ≤ ε+ 2−n(I(X ;Y )−3ε−R) ≤ 2ε.

Η τελευταία ανισότητα ισχύει εφόσον n > n1 και R < I(X ;Y )− 3ε.

Εποµένως, εάν R < I(X ;Y ), µπορούµε να επιλέξουµε n τέτοιο ώστε η

µέση πιθανότητα σφάλµατος υπολογισµένη επάνω σε όλους τους πιθα-

νούς κώδικες και σε όλες τις πιθανές κωδικές λέξεις να µην υπερβαίνει

το 2ε, για οποιοδήποτε ε > 0.

∆εν τελειώσαµε ακόµα... Πρέπει να δείξουµε ότι η µέγιστη πιθανότητα

σφάλµατος λ(n) → 0 και, επίσης, ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας κώδικας

µε λ(n) → 0.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (12)

Επιλογή ϐιβλίου κωδίκων (I)

Εάν οι κώδικες δηµιουργηθούν µε ϐάση την κατανοµή p∗(x) η ο-

ποία µεγιστοποιεί την αµοιβαία πληροφορία, Ip∗(X ;Y ) = C και,

εποµένως, µπορούµε να µεταδώσουµε µε R < C.

∆εδοµένου ότι η µέση πιθανότητα σφάλµατος για όλους τους

τυχαίους κώδικες δεν υπερβαίνει το 2ε, υπάρχει τουλάχιστον ένα ϐι-

ϐλίο κωδίκων (κώδικας) C∗ για το οποίο η µέση πιθανότητα σφάλµα-

τος δεν υπερβαίνει το 2ε: Pr(E|C∗) ≤ 2ε. Ο C∗ µπορεί να ϐρεθεί

µε αναζήτηση µέσα σε όλους τους 2nR κώδικες. Εποµένως,

Pr(E|C∗) ≤ 1
2nR

∑
λi(C∗) ≤ 2ε.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (13)

Επιλογή ϐιβλίου κωδίκων (II)

Το γεγονός ότι η µέση πιθανότητα σφάλµατος του κώδικα C∗ είναι

≤ 2ε, δεν εγγυάται ότι η πιθανότητα σφάλµατος που αντιστοιχεί στη

µετάδοση ενός συγκεκριµένου µηνύµατος W (και, εποµένως, µιας

συγκεκριµένης κωδικής λέξης Xn(W )) ϑα είναι ≤ 2ε.

Εάν ϑέλουµε να διασφαλίσουµε µικρή πιθανότητα σφάλµατος για

κάθε κωδική λέξη (και, άρα, για κάθε µήνυµα) µπορούµε να αφαι-

ϱέσουµε τις µισές χειρότερες κωδικές λέξεις του κώδικα (δηλαδή

τις 2nR−1 κωδικές λέξεις µε τη µεγαλύτερη πιθανότητα σφάλµατος).

∆εδοµένου ότι η µέση πιθανότητα σφάλµατος είναι ≤ 2ε, η

µέγιστη πιθανότητα σφάλµατος των µισών ``καλύτερων΄΄ λέξεων που

αποµένουν δε ϑα υπερβαίνει το 4ε.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Απόδειξη Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (14)

Επιλογή ϐιβλίου κωδίκων (III)

Ο νέος κώδικας έχει 2nR−1 κωδικές λέξεις και, άρα, ϱυθµό R′ =
R− 1

n . Για µεγάλα n, η απώλεια ϱυθµού µετάδοσης είναι αµελητέα.

Εποµένως, δείξαµε ότι µπορούµε να επιτύχουµε οποιοδήποτε

ϱυθµό µετάδοσης που δεν υπερβαίνει τη χωρητικότητα και, ταυ-

τόχρονα, η µέγιστη πιθανότητα σφάλµατος λ(n) ≤ 4ε.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (Ευθύ) – Ανακεφαλαίωση

Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

∆ηµιουργήσαµε όλους τους πιθανούς κώδικες (ϐιβλία κωδίκων) µε κωδι-

κές λέξεις µεγάλου µήκους n.

Η δηµιουργία των κωδικών λέξεων έγινε µε ϐάση την κατανοµή p∗(x) που

επιτυγχάνει τη χωρητικότητα καναλιού.

Κρατήσαµε τον καλύτερο από τους τυχαίους κώδικες C∗ (τον κώδικα στον

οποίο αντιστοιχεί η µικρότερη µέση πιθανότητα σφάλµατος).

∆είξαµε ότι, για αρκούντως µεγάλα µήκη κωδικών λέξεων n, εφόσον

R < I(X ;Y ), η πιθανότητα η ακολουθία εξόδου να µην είναι τυπική µε τη

µεταδοθείσα κωδική λέξη ή να είναι τυπική µε κωδική λέξη διαφορετική

από αυτή που µεταδόθηκε τείνει στο 0. Εποµένως, η µέση πιθανότητα

σφάλµατος µπορεί να περιοριστεί αυθαίρετα κοντά στο 0.

Με τροποποίηση του κώδικα (και αυθαίρετα µικρή απώλεια ϱυθµού µε-

τάδοσης) δείξαµε ότι όχι µόνο η µέση, αλλά και η µέγιστη πιθανότητα

σφάλµατος µπορεί να περιοριστεί αυθαίρετα κοντά στο 0.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (Ευθύ) – Σχόλια

Η δηµιουργία τυχαίων κωδίκων οδηγεί µεν σε (µια) απόδειξη του

Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού, αλλά δεν αποτελεί πρακτι-

κό τρόπο µετάδοσης.

Η δηµιουργία του κώδικα, αν και πολύπλοκη, µπορεί να γίνει µια

ϕορά υποθέτοντας ότι ο πίνακας µετάβασης του καναλιού p(y|x)
δεν αλλάζει.

Παρατηρήστε ότι ο ϐέλτιστος κώδικας µπορεί να ϐρεθεί από τον

ποµπό και από το δέκτη ανεξάρτητα, χωρίς συνεννόηση, εάν γνω-

ϱίζουν και οι δύο τον πίνακα µετάβασης καναλιού και αν δηµιουρ-

γήσουν όλους τους πιθανούς κώδικες (και κρατήσουν τον καλύτερο

από άποψη ελάχιστης πιθανότητας σφάλµατος).
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (Ευθύ) – Σχόλια

(συνέχεια)

Το σηµαντικότερο πρόβληµα ϐρίσκεται στην αποκωδικοποίηση, κα-

ϑώς ο αριθµός των κωδικών λέξεων των οποίων η από κοινού τυ-

πικότητα µε την Y n ϑα πρέπει να ελεγχθεί αυξάνει εκθετικά µε το

n.

Το πρόβληµα αυτό παραµένει ακόµα και όταν η αποκωδικοποίηση

γίνεται µε χρήση άλλων κριτηρίων (π.χ. ανίχνευση Μέγιστης Πιθα-

νοφάνειας).

Η επίτευξη ϱυθµών µετάδοσης κοντά στη χωρητικότητα του κανα-

λιού µε υλοποιήσιµους τρόπους αποτελεί αντικείµενο της Θεωρίας

Κωδικοποίησης. Η µετάδοση κοντά στη χωρητικότητα είναι σήµε-

ϱα εφικτή µε πολυπλοκότητα που δεν είναι απαγορευτική για την

υλοποίηση των αποκωδικοποιητών.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Απόδειξη αντιστρόφου

1 Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

(συνέχεια)

Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

2 Παρατηρήσεις και ϑεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

I(Xn;Y n) ≤ nC
Θα αποδείξουµε, κατ΄ αρχάς, ότι, για ∆ιακριτά Κανάλια Χωρίς Μνήµη, η

πληροφοριακή χωρητικότητα ανά χρήση του καναλιού δεν αυξάνει εάν το

κανάλι χρησιµοποιηθεί πολλές ϕορές. ∆ηλαδή, I(Xn;Y n) ≤ nC για

οποιαδήποτε p(x), όπου C = maxp(x) I(X ;Y ).

I(Xn;Y n) = H(Y n)− H(Y n|Xn) = H(Y n)−
n∑

i=1

H(Yi |Y1, . . . ,Yi−1,X
n) =

(a)
= H(Y n)−

n∑
i=1

H(Yi |Xi)
(b)
≤

n∑
i=1

H(Yi)−
n∑

i=1

H(Yi |Xi)

=

n∑
i=1

I(Xi ;Yi) ≤ nC.

(a) Το κανάλι δεν έχει µνήµη, εποµένως η έξοδος τη χρονική στιγµή i

εξαρτάται µόνο από την είσοδο τη χρονική στιγµή i. Επίσης, δε χρησιµοποιείται

ανάδραση. (b) Η από κοινού εντροπία δεν υπερβαίνει το άθροισµα των

εντροπιών.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Ανισότητα Fano

Για την απόδειξη του αντιστρόφου του Θεωρήµατος Κωδικοποίησης

Καναλιού ϑα χρησιµοποιήσουµε την Ανισότητα Fano.

Είδαµε ότι, για κάθε εκτιµητή X̂ = g(Y ),

H(X |Y ) ≤ H(X |X̂) ≤ H(Pe)+Pe log |X | ⇒ H(X |X̂) ≤ 1+Pe log |X |,

όπου Pe = Pr{X̂ 6= X}.

Εάν ϑεωρήσουµε ∆ιακριτό Κανάλι Χωρίς Μνήµη µε ϐιβλίο κωδίκων

C και οµοιόµορφα κατανεµηµένα µηνύµατα W ,

H(W |Ŵ ) ≤ 1 + P(n)
e nR, όπου P(n)

e = Pr{W 6= Ŵ}.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού – Απόδειξη αντιστρόφου

Θα δείξουµε ότι, για κάθε κώδικα (2nR,n) µε λ(n) → 0, πρέπει

να ισχύει R ≤ C. ∆εδοµένου ότι λ(n) → 0 και η µέση πιθανότητα

σφάλµατος P(n)
e → 0.

΄Εστω ότι ο δέκτης αποφασίζει ποια ακολουθία µεταδόθηκε µε ϐάση

κάποια συνάρτηση αποκωδικοποίησης Ŵ = g(Y n). Ισχύει W →
Xn(W )→ Y n → Ŵ .

΄Εστω, επίσης, ότι το µήνυµα που στέλνεται στο κανάλι επιλέγεται µε

ϐάση οµοιόµορφη κατανοµή στο σύνολο των πιθανών µηνυµάτων

{1,2, . . . ,2nR}. Εποµένως, Pr{Ŵ 6= W} = P(n)
e = 1

2nR

∑
i λi .
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού – Απόδειξη αντιστρόφου

(2)

Συνεπώς,

nR
(a)
= H(W )

(b)
= H(W |Ŵ ) + I(W ; Ŵ )

(c)
≤ 1 + P(n)

e nR + I(W ; Ŵ )

(d)
≤ 1 + P(n)

e nR + I(Xn;Y n)
(e)
≤ 1 + P(n)

e nR + nC.

(a) W οµοιόµορφη τ.µ., (b) σχέση αµοιβαίας πληροφορίας –

εντροπίας, (c) ανισότητα Fano, (d) ανισότητα επεξεργασίας δεδο-

µένων, (e) I(Xn;Y n) ≤ nC.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Απόδειξη αντιστρόφου (3)

nR ≤ 1 + P(n)
e nR + nC ⇒ R ≤ P(n)

e R +
1
n
+ C.

Από την υπόθεση ότιλ(n) → 0, P(n)
e R → 0 για n →∞. Εποµένως,

για n →∞,

R ≤ C.

Λύνοντας ως προς P(n)
e , P(n)

e ≥ 1− C
R −

1
nR . Συνεπώς, εάν R > C,

P(n)
e > 0 για n →∞.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήσηΑπό Κοινού Τυπικότητας (συνέχεια)
Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού

Απόδειξη αντιστρόφου (4)

Το αποτέλεσµα αυτό ονοµάζεται ασθενές αντίστροφο του Θεω-

ϱήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού. Αποδεικνύεται (ισχυρό αντίστρο-

ϕο) ότι, εάν R > C, P(n)
e → 1 εκθετικά.

Συνεπώς, η χωρητικότητα καναλιού C αποτελεί µια πολύ σαφή δια-

χωριστική γραµµή: ΄Οταν R < C η πιθανότητα σφάλµατος τείνει

εκθετικά στο 0. Αντίθετα, όταν R > C, η πιθανότητα σφάλµατος

τείνει εκθετικά στο 1.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Παρατηρήσεις και ϑεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

1 Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)

Απόδειξη ευθέος (εφικτού) µε χρήση Από Κοινού Τυπικότητας

(συνέχεια)

Απόδειξη αντιστρόφου µε χρήση Ανισότητας Fano

2 Παρατηρήσεις και ϑεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Μεγιστοποίηση κοίλης συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας

Θεωρούµε συνάρτηση f (p) : Rn → R η οποία είναι κοίλη ∩ ως

προς p.

΄Εστω, επίσης, ότι το p είναι κατανοµή (διάνυσµα πιθανότητας), δη-

λαδή pi ≥ 0, i = 1, . . . ,n και
∑n

i=1 pi = 1T p = 1.

Τέλος, ϑεωρούµε ότι οι µερικές παράγωγοι ∂f (p)/∂pi ορίζονται

και ότι είναι συνεχείς µε µοναδική εξαίρεση το limpi→0 ∂f (p)/∂pi

που µπορεί να είναι και +∞.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Μεγιστοποίηση κοίλης συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας

(συνέχεια)

Αποδεικνύεται ότι οι παρακάτω συνθήκες είναι ικανές και αναγκαίες

για να µεγιστοποιείται η f () στο σηµείο (κατανοµή) p.

∂f (p)
∂pi

= λ, για όλα τα i για τα οποία pi > 0

∂f (p)
∂pi

≤ λ, για όλα τα i για τα οποία pi = 0

για κάποια τιµή της παραµέτρου λ.

Για την απόδειξη δείτε π.χ. Gallager Theorem 4.4.1.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Μεγιστοποίηση αµοιβαίας πληροφορίας

Με χρήση του προηγούµενου ϑεωρήµατος και του ότι η I(X ;Y ) ε-

ίναι κοίλη ∩ συνάρτηση της κατανοµής εισόδου p(x) για δεδοµένο

κανάλι p(y|x), αποδεικνύεται ότι οι παρακάτω δύο συνθήκες απο-

τελούν ικανή και αναγκαία συνθήκη για να επιτυγχάνει µια κατανοµή

p∗ τη χωρητικότητα.

I(X = xi ;Y ) = C, για όλα τα i για τα οποία p∗xi
> 0

I(X = xi ;Y ) ≤ C, για όλα τα i για τα οποία p∗xi
= 0

όπου I(X = xi ;Y ) =
∑

y∈|Y| p(y|xi) log p(y|xi)
p(y) η αµοιβαία πλη-

ϱοφορία µεταξύ X = xi και Y .
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Μεγιστοποίηση αµοιβαίας πληροφορίας (συνέχεια)

Το αποτέλεσµα αυτό έχει µια διαισθητική επεξήγηση : Εάν για xi 6=
xj I(X = xi ;Y ) > I(X = xj;Y ), µπορούµε να αυξήσουµε την

I(X ;Y ) =
∑

xk
p(xk)I(X = xk;Y ) χρησιµοποιώντας τη xi πιο

συχνά και τη xj λιγότερο συχνά (αλλάζοντας τις p(xi) και p(xj)).

Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να αλλάξει η p(y) =
∑

xk
p(xk)p(y|xk).

Τελικά, η διαδικασία αυτή ϑα ισορροπήσει σε σηµείο όπου όλες

οι I(X = xi ;Y ) εκτός, ίσως, από κάποιες που αντιστοιχούν σε

κακές εισόδους, ϑα ισούνται µεταξύ τους (και, εποµένως, και µε τη

χωρητικότητα, C).
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

΄Αλλες ενδιαφέρουσες ιδιότητες και αποτελέσµατα

Αναφέρουµε, τέλος, 3 ενδιαφέροντα πορίσµατα. Για αποδείξεις

δείτε π.χ. Gallager Κεφ. 4.5.

Πόρισµα 1 Για οποιαδήποτε κατανοµή εισόδου, p∗(x), που επιτυγχάνει τη χω-

ϱητικότητα σε διακριτό κανάλι χωρίς µνήµη, όλες οι πιθανότητες

συµβόλων εξόδου, p(y), είναι αυστηρώς ϑετικές (αρκεί για κάθε

έξοδο να υπάρχει τουλάχιστον µία είσοδος που οδηγεί σε αυτήν).

Πόρισµα 2 Η κατανοµή εξόδου, p∗(y), για την οποία I(X ;Y ) = C είναι µοναδική.

΄Ολες οι κατανοµές εισόδου, p(x), για τις οποίες
∑

x∈|X | p(x)p(y|x) =
p∗(y) επιτυγχάνουν τη χωρητικότητα.

Πόρισµα 3 ΄Εστω m ο ελάχιστος αριθµός συµβόλων εισόδου που µπορούν

να χρησιµοποιηθούν (µε µη µηδενική πιθανότητα) για να επιτευχθεί

µετάδοση µε τη χωρητικότητα. ΄Εστω A ένα τέτοιο σύνολο m συµ-

ϐόλων εισόδου. Ισχύει m ≤ |Y|. Επίσης, η κατανοµή p(x) στα

στοιχεία του A που επιτυγχάνει τη χωρητικότητα είναι µοναδική.
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Το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού (συνέχεια)
Παρατηρήσεις και θεωρήµατα σχετικά µε τη χωρητικότητα

Πώς υπολογίζουµε τη χωρητικότητα ;

Γενικά, ο υπολογισµός της χωρητικότητας δεν είναι εύκολη υπόθε-

ση.

Σε µερικές, ειδικές, περιπτώσεις µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε

ιδιότητες όπως, π.χ. στην περίπτωση συµµετρικών καναλιών.

΄Αλλες ϕορές µπορούµε να ``µαντέψουµε΄΄ την κατανοµή εισόδου

και να δείξουµε ότι επιτυγχάνει ένα άνω ϕράγµα για τη χωρητικότητα

(όπως κάναµε για το συµµετρικό κανάλι).

Στη γενική περίπτωση καταφεύγουµε σε αριθµητικές µεθόδους µε

χρήση υπολογιστή. Μια ευρέως χρησιµοποιούµενη µέθοδος είναι

των Blahut & Arimoto. Τα τελευταία χρόνια έχουν προταθεί ϐελτι-

ώσεις που συγκλίνουν πολύ πιο γρήγορα σε σχέση µε τον αρχικό

αλγόριθµο.
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