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Αντιστοιχία µε ϐιβλία Cover & Thomas και Gallager

Cover & Thomas: 2.3 – 2.7, 3.1, 3.2

Gallager: 2.2, 2.3
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Ρυθµός Εντροπίας διακριτής πηγής

Ορισµός Ρυθµός εντροπίας διακριτής πηγής (τυχαίας διαδικασίας):

H(X ) = lim
n→∞

1
n

H(X1,X2, . . . ,Xn) bits/σύµβολο,

εφόσον το όριο συγκλίνει.

Το όριο συγκλίνει πάντα όταν η πηγή είναι στάσιµη. Στην περίπτωση

αυτή, συγκλίνει και η ποσότητα

H ′(X ) = lim
n→∞

H(Xn|X1,X2, . . . ,Xn−1)

και H(X ) = H ′(X ).
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Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ρυθµός Εντροπίας διακριτής πηγής (συνέχεια)

Εάν οι τ.µ. είναι ανεξάρτητες,

H(X ) = H ′(X ) = limn→∞
1
n

∑n
i=1 H(Xi).

Εάν, επιπλέον, οι τ.µ. είναι και οµοίως κατανεµηµένες,

H(X ) = H ′(X ) = limn→∞
1
n nH(Xi) = H(Xi) = H(X1).

Για στάσιµες πηγές, ο ϱυθµός εντροπίας ποσοτικοποιεί το µέσο πο-

σό νέας πληροφορίας κάθε ϕορά που παίρνουµε ένα νέο δείγµα

(το ποσό πληροφορίας των innovations για όσους έχουν ασχοληθεί

µε Θεωρία Εκτίµησης).
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Παράδειγµα 2.1 (Cover σελ. 74)

΄Εστω ακολουθία δυαδικών τ.µ. Bernoulli µε pi = Pr{Xi = 1} που

δεν είναι σταθερή, αλλά εξαρτάται από το i ως εξής :

pi =

{
0.5 εάν 2k < log log i ≤ 2k + 1
0 εάν 2k + 1 < log log i ≤ 2k + 2,

για k = 0,1,2, . . ..
Εποµένως, κοµµάτια όπου H(Xi) = 1 ακολουθούνται από εκθε-

τικώς αυξανόµενα κοµµάτια όπου H(Xi) = 0 κ.ο.κ. Συνεπώς, ο

µέσος όρος της H(Xi) µεταβάλλεται συνεχώς και δε συγκλίνει.

Στη συγκεκριµένη περίπτωση δεν είναι δυνατό να οριστεί ϱυθµός

εντροπίας H(X ).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Σχετική Εντροπία D(p||q)

Ορισµός Η σχετική εντροπία (relative entropy) ή απόσταση Kullback-Leibler

µεταξύ δύο κατανοµών p και q που ορίζονται στο ίδιο αλφάβητο A
ισούται µε

D(p||q) =
∑

x

p(x) log
p(x)

q(x)
= Ep

[
log

p(X)

q(X)

]
.

Προσοχή: Η µέση τιµή είναι ως προς την κατανοµή p.

Από πού πηγάζει αυτός ο ορισµός ; ΄Οπως είδαµε στη ``Θεωρία

Πληροφορίας΄΄, η D(p||q) ποσοτικοποιεί τα επιπλέον bits που χρεια-

Ϲόµαστε για να συµπιέσουµε µια τ.µ. µε πραγµατική κατανοµή p
όταν για τη συµπίεση χρησιµοποιείται η κατανοµή q.
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Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Σχετική Εντροπία D(p||q) (συνέχεια)

H(X)+D(p||q) ≤ E[l∗] < H(X)+D(p||q)+1, όπου E[l∗] είναι

το µέσο µήκος του ϐέλτιστου κώδικα πηγής για την κατανοµή q, ενώ

η πραγµατική κατανοµή της X είναι η p.

D(p||q) ≥ 0. Αποδείχθηκε στη ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄ µε χρήση

της ανισότητας Jensen και του γεγονότος ότι η log είναι κοίλη (∩).

Θα επαναλάβουµε την απόδειξη στο µάθηµα.

Ωστόσο, η D(p||q) δεν είναι απόσταση κατά την αυστηρή έννοια :

D(p||q) 6= D(q||p).

Επίσης, δεν ισχύει η τριγωνική ανισότητα.
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Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

∆εσµευµένη Σχετική Εντροπία και Κανόνας Αλυσίδας

∆εσµευµένη σχετική εντροπία (conditional relative entropy):

D(p(y|x)||q(y|x)) = Ep

[
log

p(Y |X)

q(Y |X)

]
=
∑

x

∑
y

p(x, y) log
p(y|x)
q(y|x)

.

Προσοχή: Μέση τιµή ως προς την p(x, y).

Κανόνας αλυσίδας για τη σχετική εντροπία

D(p(x, y)||q(x, y)) = D(p(x)||q(x)) + D(p(y|x)||q(y|x)).

Απόδειξη : Απλή, µε χρήση ορισµού (Cover Theorem 2.5.3).
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Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Αµοιβαία Πληροφορία I(X ;Y )

΄Εστω µια τ.µ. X ∼ p(X). Εάν µας γνωστοποιηθεί η τιµή της τ.µ. Y , η

κατανοµή πιθανότητας της X αλλάζει σε p(X |Y ). Εποµένως, κατά

µέσο όρο, γνώση της Y αλλάζει την αβεβαιότητα που έχουµε για

τη X κατά Ep

[
p(X |Y )
p(X)

]
(η µέση τιµή υπολογίζεται για όλες τις τιµές

των X και Y ).

Ορισµός Συνεπώς,

I(X ;Y ) , Ep

[
log

p(X |Y )

p(X)

]
=
∑

x

∑
y

p(x, y) log
p(x|y)
p(x)

=
∑

x

∑
y

p(x, y) log
p(x|y)p(y)
p(x)p(y)

=
∑

x

∑
y

p(x, y) log
p(x, y)

p(x)p(y)

= D(p(x, y)||p(x)p(y)) = Ep

[
log

p(X ,Y )

p(X)p(Y )

]
.
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Αµοιβαία Πληροφορία I(X ;Y ) (2)

Προφανώς (από την προηγούµενη σχέση), I(X ;Y ) = I(Y ;X).

΄Αρα, αποκάλυψη της X οδηγεί στην ίδια µεταβολή της αβεβαιότητας

για την Y κατά µέσο όρο.

Η ποσότητα I(X ;Y ) ονοµάζεται αµοιβαία πληροφορία. ΄Εχουµε δει

(και ϑα το αποδείξουµε, και πάλι, αργότερα) ότι I(X ;Y ) ≥ 0.

Εποµένως, αποκάλυψη της τιµής της Y ελαττώνει την αβεβαιότητα

για τη X κατά µέσο όρο.

Προσοχή: Για κάποιες τιµές της Y , ενδέχεται I(X ;Y = y) < 0.

Ωστόσο, ισχύει πάντα I(X ;Y ) = Ep(Y )[I(X ;Y = y)] ≥ 0.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Αµοιβαία Πληροφορία I(X ;Y ) (3)

Μια διαφορετική ερµηνεία της αµοιβαίας πληροφορίας µε ϐάση τη

σχετική εντροπία : Η πληροφορία που ``χάνουµε΄΄ εάν ϑεωρήσουµε

ότι οι X και Y είναι ανεξάρτητες, ενώ, στην πραγµατικότητα, δεν

είναι.

I(X ;Y ) = H(X) − H(X |Y ) = H(Y ) − H(Y |X) = H(X) +
H(Y ) − H(X ,Y ). Προκύπτει από τον ορισµό (αποδείχθηκε στη

``Θεωρία Πληροφορίας΄΄).
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Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Αµοιβαία Πληροφορία I(X ;Y ) (4)

I(X ;X) = H(X) − H(X |X) = H(X). Η X περιέχει όλη την

πληροφορία για τον εαυτό της.

Κανόνας αλυσίδας για την αµοιβαία πληροφορία :

I(X1,X2, . . . ,Xn;Y ) =

n∑
i=1

I(Xi ;Y |X1,X2, . . . ,Xi−1).

Απόδειξη : Εύκολα, από κανόνα αλυσίδας εντροπίας και χρήση

I(X1,X2, . . . ,Xn;Y ) = H(X1,X2, . . . ,Xn)−H(X1,X2, . . . ,Xn|Y ).

Υπό συνθήκη αµοιβαία πληροφορία :

I(X ;Y |Z) = H(X |Z)− H(X |Y , Z).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

∆ιάγραµµα Venn

Η σχέση µεταξύ εντροπίας, δεσµευµένης εντροπίας και αµοιβαίας

πληροφορίας µπορεί να αναπαρασταθεί και µε χρήση διαγράµµατος

Venn.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Κυρτές (convex) και κοίλες (concave) συναρτήσεις

Ορισµός Μια συνάρτηση f (x) είναι κυρτή (∪) σε διάστηµα (a, b) εάν, για

κάθε x1, x2 ∈ (a, b) και 0 ≤ λ ≤ 1,

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2).

΄Εχουµε χρησιµοποιήσει εµµέσως το γεγονός ότι το διάστηµα (a, b)
είναι κυρτό : ∀x1, x2 ∈ (a, b), λx1 + (1 − λ)x2 ∈ (a, b) για

0 ≤ λ ≤ 1.

Ορισµός Μια συνάρτηση f (x) είναι αυστηρώς κυρτή (strictly convex) εάν η

ισότητα στην παραπάνω σχέση ισχύει µόνο για λ = 0 ή λ = 1.

Πρακτικά, µια συνάρτηση είναι κυρτή όταν µια χορδή που ενώνει δύο

οποιεσδήποτε τιµές της δε ϐρίσκεται ποτέ ``κάτω΄΄ από τη συνάρτηση.

Παραδείγµατα κυρτών συναρτήσεων : x2, |x|, ex , x log x (για x ≥
0).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Κυρτές (convex) και κοίλες (concave) συναρτήσεις

(συνέχεια)

Ορισµός Μια συνάρτηση f (x) είναι (αυστηρώς) κοίλη (∩) σε διάστηµα (a, b)
εάν η −f (x) είναι (αυστηρώς) κυρτή.

Παραδείγµατα κοίλων συναρτήσεων : log x ,
√

x (για x ≥ 0).

Η συνάρτηση ax + b (affine) είναι κυρτή και κοίλη.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Παραδείγµατα κυρτών και κοίλων συναρτήσεων
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

M. C. Escher, Convex and Concave, 1955
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

V. Vasarely, Gestalt 4, 1970
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ανισότητα Jensen

Θεώρηµα Μια διαφορίσιµη συνάρτηση είναι (αυστηρώς) κυρτή (∪) σε ένα

διάστηµα όταν έχει µη αρνητική (ϑετική) δεύτερη παράγωγο στο

διάστηµα αυτό.

Απόδειξη : Σε ϐιβλία ανάλυσης ή Cover Theorem 2.6.1

Θεώρηµα Ανισότητα Jensen: Εάν η συνάρτηση f είναι κυρτή και η X είναι

τυχαία µεταβλητή,

Ef (X) ≥ f (EX)

Απόδειξη µε επαγωγή (induction) για διακριτές τ.µ. (Cover)
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Απόδειξη ανισότητας Jensen

Για τ.µ. µε δύο ενδεχόµενα, από τον ορισµό της κυρτότητας,

p1f (x1) + p2f (x2) ≥ f (p1x1 + p2x2) (δεδοµένου ότι p2 = 1− p1).

΄Εστω ότι η σχέση ισχύει για τ.µ. µε k − 1 ενδεχόµενα.

Θέτουµε p′i =
pi

1−pk
, για i = 1,2, . . . , k − 1.

k∑
i=1

pi f (xi) = pkf (xk) + (1− pk)

k−1∑
i=1

p′i f (xi)

(a)
≥ pkf (xk) + (1− pk)f

(
k−1∑
i=1

p′i xi

)
(b)
≥ f

(
pkxk + (1− pk)

k−1∑
i=1

p′i xi

)
= f

(
k∑

i=1

pixi

)
,

όπου στο (a) χρησιµοποιήθηκε η παραδοχή ότι η ανισότητα Jensen ισχύει

για k−1, ενώ στο (b) χρησιµοποιήθηκε το γεγονός ότι η ανισότητα ισχύει

για k = 2.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ανισότητα πληροφορίας (ή Gibbs): D(p||q) ≥ 0

D(p||q) = 0⇔ p(x) = q(x) για κάθε x ∈ X .

Απόδειξη µε χρήση ορισµού και ανισότητας Jensen:

΄Εστω A = {x : p(x) > 0}.

−D(p||q) = −
∑
x∈A

p(x) log
p(x)

q(x)
=
∑
x∈A

p(x) log
q(x)

p(x)
=

(a)
≤ log

∑
x∈A

p(x)
q(x)

p(x)
= log

∑
x∈A

q(x)
(b)
≤ log

∑
x∈X

q(x) = log 1 = 0.

Στο (a) χρησιµοποιήθηκε το γεγονός ότι η log t είναι αυστηρώς κοίλη

συνάρτηση του t. (b) γιατί;

Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν q(x)/p(x) = c για όλα τα x , δηλα-

δή εάν q(x) = cp(x). Επίσης, πρέπει
∑

x∈A q(x) =
∑

x∈X q(x) =∑
x∈X cp(x) = c = 1. Συνεπώς, D(p||q) = 0 ⇔ p(x) = q(x) για όλα

τα x ∈ A.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Συνέπειες ανισότητας πληροφορίας

Η αµοιβαία πληροφορία είναι πάντοτε µη αρνητική: Για οποιεσδήπο-

τε τ.µ. X και Y , I(X ;Y ) ≥ 0 . Προκύπτει άµεσα από τον ορισµό

της I(X ;Y ) και από την ανισότητα πληροφορίας.

D(p(y|x)||q(y|x)) ≥ 0 (Γιατί; Πότε ισχύει η ισότητα ;)

I(X ;Y |Z) ≥ 0.

H(X |Y ) ≤ H(X).

∆εδοµένου ότι I(X ;Y ) ≥ 0⇒ H(X)− H(X |Y ) ≥ 0.

Προσοχή: ∆εν ισχύει πάντα H(X |Y = y) ≤ H(X)
(και, εποµένως, δεν ισχύει πάντα ότι I(X ;Y = y) ≥ 0).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Φράγµα Ανεξαρτησίας (Independence Bound)

Από Κοινού Εντροπίας

H(X1,X2, . . . ,Xn) =

n∑
i=1

H(Xi |X1,X2, . . . ,Xi−1) ≤
n∑

i=1

H(Xi).

Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν οι Xi είναι ανεξάρτητες.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

΄Ανω ϕράγµα H(X)
δεδοµένου του πλήθους ενδεχοµένων |X |

Θεώρηµα H(X) ≤ log |X |, όπου |X | ο αριθµός στοιχείων (cardinality) του

X . Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν η X είναι οµοιόµορφα κατα-

νεµηµένη στο X .

΄Εστω u(x) = 1
|X | η (διακριτή) οµοιόµορφη κατανοµή µάζας πι-

ϑανότητας στο σύνολο X και p(x) η κατανοµή µάζας πιθανότη-

τας της X . Από τον ορισµό της σχετικής εντροπίας, D(p||u) =∑
p(x) log p(x)

u(x) = log |X | − H(X).

Από την ανισότητα πληροφορίας, 0 ≤ D(p||u) = log |X |−H(X)⇒
H(X) ≤ log |X |.
Η ισότητα ισχύει εάν D(p||u) = 0, δηλαδή εάν και µόνο εάν

p(x) = u(x).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ανισότητα log sum

Ανισότητα log sum: Για µη αρνητικούς αριθµούς a1,a2, . . . ,an και

b1, b2, . . . , bn ,

n∑
i=1

ai log
ai

bi
≥

(
n∑

i=1

ai

)
log
∑n

i=1 ai∑n
i=1 bi

.

Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν
ai
bi

= c, όπου c σταθερά.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Απόδειξη ανισότητας log sum

Απόδειξη : ΄Εστω ότι ai > 0 και bi > 0 (αποδείξτε ως άσκηση την

περίπτωση που δεν υπάρχει i για το οποίο να ισχύει aibi > 0). Η

συνάρτηση t log t είναι αυστηρώς κυρτή (∪) ((t log t)′′ = 1
t log e >

0 για ϑετικό t). Από την ανισότητα Jensen,∑
λi f (ti) ≥ f

(∑
λi ti
)
,

για λi ≥ 0,
∑

i λi = 1. Θέτοντας λi =
bi∑n

j=1 bj
και tj =

ai
bi

,

∑ ai∑
bj

log
ai

bi
≥
∑ ai∑

bj
log
∑ ai∑

bj
⇒∑

ai log
ai

bi
≥
(∑

ai

)
log
∑

ai∑
bi
.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η D(p||q) είναι κυρτή (∪)

Θεώρηµα Η D(p||q) είναι κυρτή στο Ϲεύγος κατανοµών (p, q). ∆ηλαδή, εάν (p1, q1)
και (p2, q2) είναι Ϲεύγη συναρτήσεων µάζας πιθανότητας,

D(λp1+(1−λ)p2||λq1+(1−λ)q2) ≤ λD(p1||q1)+(1−λ)D(p2||q2),

για 0 ≤ λ ≤ 1.

Απόδειξη : Με χρήση της ανισότητας log sum. Για οποιοδήποτε ενδεχόµε-

νο x ,

(λp1(x) + (1− λ)p2(x)) log
λp1(x) + (1− λ)p2(x)

λq1(x) + (1− λ)q2(x)
≤

λp1(x) log
λp1(x)

λq1(x)
+ (1− λ)p2(x) log

(1− λ)p2(x)

(1− λ)q2(x)
.

Αθροίζοντας για όλα τα ενδεχόµενα x και µε χρήση του ορισµού της

σχετικής εντροπίας προκύπτει η κυρτότητα της D.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η εντροπία είναι κοίλη (∩)

Είδαµε ότι, εάν u(x) είναι η οµοιόµορφη διακριτή κατανοµή, D(p||u) =∑
p(x) log p(x)

u(x) = log |X |−H(X)⇒ H(X) = log |X |−D(p||u).

∆εδοµένου ότι η D(p||u) είναι κυρτή, η −D(p||u) (και, εποµένως,

και η εντροπία) είναι κοίλη.

Θεώρηµα Συνεπώς, για την εντροπία ισχύει

H(λp1 + (1− λ)p2) ≥ λH(p1) + (1− λ)H(p2).

Για εναλλακτική απόδειξη, χωρίς χρήση ανισότητας log sum δείτε

Cover Theorem 2.7.3.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x)
για δεδοµένη p(y|x)

Απόδειξη : I(X ;Y ) = H(Y )−H(Y |X) = H(Y )−
∑

x p(x)H(Y |X = x).

1ος όρος : p(y) =
∑

x p(y|x)p(x). Συνεπώς, για δεδοµένη p(y|x), η

p(y) είναι γραµµική συνάρτηση της p(x). Η H(Y ) είναι κοίλη συνάρτηση

της p(y) και, εποµένως, και της p(x).

2ος όρος : Γραµµική συνάρτηση της p(x).

Εποµένως, η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x) για δεδοµένη

p(y|x).

Θυµηθείτε ότι, σε διακριτά κανάλια χωρίς µνήµη, η χωρητικότητα ισούται

µε τη µέγιστη τιµή της I(X ;Y ). Το γεγονός ότι η I(X ;Y ) είναι κοίλη για

δεδοµένο κανάλι (p(y|x)) σηµαίνει ότι, εάν ϐρούµε ένα τοπικό µέγιστο,

τότε είναι και ολικό µέγιστο και η κατανοµή (ή οι κατανοµές) πηγής p∗(x)
που µεγιστοποιεί(ούν) την I(X ;Y ) είναι αυτή(ές) η(οι) οποία(ες) επιτυγ-

χάνει(ουν) τη χωρητικότητα.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κυρτή (∪) συνάρτηση της p(y|x)
για δεδοµένη p(x)

΄Εστω δύο υπό συνθήκη κατανοµές µάζας πιθανότητας p1(y|x) και p2(y|x).

p1(x, y) = p(x)p1(y|x) και p2(x, y) = p(x)p2(y|x). Επίσης, p1(y) =∑
x p1(x, y) και p2(y) =

∑
x p2(x, y). Η περιθώρια κατανοµή των

p1(x, y) και p2(x, y) ως προς x είναι η p(x).

΄Εστω, τώρα, η υπό συνθήκη κατανοµή που προκύπτει από την ``ανάµιξη΄΄

των p1(y|x) και p2(y|x):

pλ(y|x) = λp1(y|x) + (1− λ)p2(y|x), 0 ≤ λ ≤ 1.

Συνεπώς, ισχύει, επίσης,

pλ(x, y) = pλ(y|x)p(x) = λp1(y|x)p(x) + (1− λ)p2(y|x)p(x)
= λp1(x, y) + (1− λ)p2(x, y)

και

pλ(y) = λp1(y) + (1− λ)p2(y).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κυρτή (∪) συνάρτηση της p(y|x)
για δεδοµένη p(x) (2)

Ορίζουµε την κατανοµή qλ(x, y) ως το γινόµενο των περιθώριων

κατανοµών :

qλ(x, y) = p(x)pλ(y) = λq1(x, y) + (1− λ)q2(x, y).

Από τον ορισµό της αµοιβαίας πληροφορίας παρατηρούµε ότι

I(X ;Y ) = D(pλ(x, y)||pλ(x)pλ(y)) = D(pλ(x, y)||p(x)pλ(y))

= D(pλ(x, y)||qλ(x, y)).

Η D(p||q) είναι κυρτή συνάρτηση του Ϲεύγους (p, q). Εποµένως,

και η I(X ;Y ) είναι κυρτή συνάρτηση της p(y|x).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κυρτή (∪) συνάρτηση της p(y|x)
για δεδοµένη p(x) (3)

Συνεπώς, για δεδοµένη κατανοµή πηγής, υπάρχει κάποιο κανάλι το

οποίο ελαχιστοποιεί την πληροφορία που µπορούµε να µεταδώσου-

µε στο δέκτη.

Επίσης, για δεδοµένη κατανοµή εισόδου, p(x), η αµοιβαία πληρο-

ϕορία όταν χρησιµοποιούµε κανάλι που προκύπτει από το ``µέσο

όρο΄΄ δύο καναλιών δεν µπορεί να υπερβεί το µέσο όρο των αµοι-

ϐαίων πληροφοριών για κάθε κανάλι ξεχωριστά (που αντιστοιχούν

στην ίδια p(x)).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ασθενής Τυπικότητα

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

1 Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Ρυθµός Εντροπίας, Σχετική Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία

Ιδιότητες των ϐασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

2 Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ασθενής Τυπικότητα
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ασθενής Τυπικότητα

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP) – Εισαγωγή

Θεωρούµε µια ακολουθία ανεξάρτητων, οµοίως κατανεµηµένων

(i.i.d.) διακριτών τ.µ. Xi : Xn
1 = X1,X2, . . . ,Xn .

Η από κοινού συνάρτηση µάζας πιθανότητας των τ.µ. που αποτελούν

την ακολουθία ισούται µε p(X1,X2, . . . ,Xn) =
∏n

i=1 p(Xi).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ασθενής Τυπικότητα

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP) – Εισαγωγή (2)

Asymptotic Equipartition Property -- AEP:

Αυξάνοντας το µήκος της ακολουθίας,

−1
n

lim
n→∞

log p(X1,X2, . . . ,Xn) = − lim
n→∞

1
n

log
n∏

i=1

p(Xi)

= − lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

log p(Xi)

= −E[log p(X)] = H(X),

από τον Ασθενή Νόµο Μεγάλων Αριθµών (Weak Law of Large

Numbers).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ασθενής Τυπικότητα

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP) – Εισαγωγή (3)

Εποµένως, εάν σχηµατίσουµε µια ακολουθία πολύ µεγάλου µήκους,

η από κοινού συνάρτηση κατανοµής µάζας πιθανότητας ϑα συγ-

κλίνει κατά πιθανότητα στην τιµή 2−nH(X).

Θα αποδείξουµε ότι υπάρχουν περίπου 2nH(X) τέτοιες, τυπικές, α-

κολουθίες και ότι το άθροισµα των από κοινού συναρτήσεων µάζας

πιθανότητάς τους προσεγγίζει το 1.

Το άθροισµα των πιθανοτήτων των υπόλοιπων, µη τυπικών, ακολου-

ϑιών µήκους n τείνει στο 0.

Εποµένως, µπορούµε να κωδικοποιήσουµε µόνο τις τυπικές ακο-

λουθίες→ χρειαζόµαστε nH bits αντί για n.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ασθενής Τυπικότητα

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP) – Εισαγωγή (4)

Επειδή η πιθανότητα να εµφανιστεί µη τυπική ακολουθία τείνει στο 0,

η πιθανότητα να µην µπορούµε να κωδικοποιήσουµε την ακολουθία

Xn
1 µε χρήση nH bits τείνει στο 0 για n →∞.

Το AEP αποτελεί στυλοβάτη της Θεωρίας Πληροφορίας.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ασθενής Τυπικότητα

Είδη σύγκλισης (υπενθύµιση)

Μια ακολουθία τ.µ. X1,X2, . . . συγκλίνει σε µια τ.µ. X :

1. Κατά πιθανότητα (in probability) εάν, για κάθε ε > 0,

Pr{|Xn − X | > ε} → 0 για n →∞.

2. Κατά µέση τετραγωνική τιµή (mean square) εάν E(Xn − X)2 → 0.

3. Με πιθανότητα 1 (ή σχεδόν ϐέβαια) εάν

Pr{limn→∞ Xn = X} = 1.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ασθενής Τυπικότητα

Τυπικό Σύνολο (Typical Set) και ιδιότητες

Το (ασθενώς) τυπικό σύνολο A(n)
ε που αντιστοιχεί στην κατανοµή

p(x) αποτελείται από τις ακολουθίες (x1, x2, . . . , xn) ∈ X n που

ικανοποιούν τη σχέση

2−n(H(X)+ε) ≤ p(x1, x2, . . . , xn) ≤ 2−n(H(X)−ε).

Ιδιότητες A(n)
ε :

1. Εάν (x1, x2, . . . , xn) ∈ A(n)
ε ,

H(X)− ε ≤ − 1
n log p(x1, x2, . . . , xn) ≤ H(X) + ε.

2. Pr
{

A(n)
ε

}
> 1− ε για n µεγαλύτερο από κάποια τιµή n0.

3.

∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ ≤ 2n(H(X)+ε),

όπου
∣∣Aε(n)∣∣ ο αριθµός των στοιχείων του τυπικού συνόλου A(n)

ε .

4.

∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ ≥ (1− ε)2n(H(X)−ε), για n µεγαλύτερο από κάποια τιµή n0.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ασθενής Τυπικότητα

Τυπικό Σύνολο
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ασθενής Τυπικότητα

Αποδείξεις ιδιοτήτων Τυπικού Συνόλου

1. Εάν (x1, x2, . . . , xn) ∈ A(n)
ε ,

H(X)− ε ≤ − 1
n log p(x1, x2, . . . , xn) ≤ H(X) + ε.

Προκύπτει άµεσα από τον ορισµό του τυπικού συνόλου παίρνοντας

το λογάριθµο.

2. Pr
{

A(n)
ε

}
> 1− ε για n µεγαλύτερο από κάποια τιµή n0.

Προκύπτει άµεσα από το AEP δεδοµένου ότι η πιθανότητα µια ακο-

λουθία να είναι τυπική τείνει στο 1 καθώς το n τείνει στο άπειρο.

Εποµένως, για κάθε δ > 0, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε, για n ≥ n0,

Pr
{∣∣∣∣−1

n
log p(X1,X2, . . . ,Xn)− H(X)

∣∣∣∣ < ε

}
> 1− δ.

Θέτοντας δ = ε προκύπτει η ιδιότητα.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ασθενής Τυπικότητα

Αποδείξεις ιδιοτήτων Τυπικού Συνόλου (συνέχεια)

3.

∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ ≤ 2n(H(X)+ε).

1 =
∑

x∈X n

p(x) ≥
∑

x∈A(n)
ε

p(x)
(a)
≥

∑
x∈A(n)

ε

2−n(H(X)+ε)

= 2−n(H(X)+ε)
∣∣∣A(n)

ε

∣∣∣ .
Στο (a) χρησιµοποιήθηκε ο ορισµός του τυπικού συνόλου.

4.

∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ ≥ (1− ε)2n(H(X)−ε), για n µεγαλύτερο από κάποια τιµή n0.

Από τη 2η ιδιότητα, για n ≥ n0,

1− ε < Pr
{

A(n)
ε

}
=
∑

x∈A(n)
ε

p(x) ≤
∑

x∈A(n)
ε

2−n(H(X)−ε)

= 2−n(H(X)−ε)
∣∣∣A(n)

ε

∣∣∣ .
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