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Παραµόρφωση και ∆ιασυµβολική Παρεµβολή

Μέχρι τώρα υποθέταµε ότι το κανάλι h(t) έχει άπειρο εύρος Ϲώνης

και ότι η µόνη επίδρασή του επάνω στο σήµα είναι πολλαπλασια-

σµός µε σταθερά ή/και καθυστέρηση.

Στην πράξη τα κανάλια έχουν πεπερασµένο εύρος Ϲώνης. Επίσης,

στη γενική περίπτωση, η απόκρισή τους είναι συνάρτηση της συ-

χνότητας. Για τους λόγους αυτούς τα κανάλια παραµορφώνουν το

σήµα.

Η γραµµική παραµόρφωση µπορεί να αντιµετωπιστεί µε χρήση του

προσαρµοσµένου ϕίλτρου στο δέκτη. Υπάρχουν, ωστόσο, κάποιες

λεπτοµέρειες που πρέπει να προσεχτούν. Ενδέχεται, για παράδειγ-

µα, οι συναρτήσεις ϐάσης να µην είναι ορθογώνιες στην έξοδο

του καναλιού. Ακόµα χειρότερα, ενδέχεται κάποιες να είναι και

γραµµικώς εξαρτηµένες, µε αποτέλεσµα να ``χάνουµε΄΄ κάποιες

διαστάσεις (µη αντιστρέψιµος µετασχηµατισµός). Απαιτείται, επο-

µένως, προσεκτικός σχεδιασµός, ο οποίος εξαρτάται από το κανάλι.
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Παραµόρφωση και ∆ιασυµβολική Παρεµβολή (2)

Το πεπερασµένο εύρος Ϲώνης δηµιουργεί διασυµβολική παρεµβο-

λή (Inter-Symbol Interference -- ISI). Αυτό συµβαίνει επειδή το κανάλι

έχει µνήµη. ΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα, η έξοδος του καναλιού τη

χρονική στιγµή t εξαρτάται όχι µόνο από την είσοδο τη χρονική στιγµή

t, αλλά και από την προηγούµενη είσοδο.

Η αντιµετώπιση της διασυµβολικής παρεµβολής γίνεται µε διάφο-

ϱους τρόπους, µεταξύ των οποίων : Εξισωτές (ή Ισοσταθµιστές)

(equalizers), Ανίχνευση Μέγιστης Πιθανοφάνειας Ακολουθίας (MLSD),

διαµόρφωση DMT/ODFM.
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Παραµόρφωση και ∆ιασυµβολική Παρεµβολή (3)

Η διασυµβολική παρεµβολή εµφανίζεται σε πολλά συστήµατα

µετάδοσης και αποθήκευσης : modems ϕωνητικών συχνοτήτων και

συστήµατα DSL, κανάλια κινητών επικοινωνιών λόγω πολλαπλής

διόδευσης (multipath), συστήµατα µαγνητικής και οπτικής

αποθήκευσης, οπτικές ίνες (λόγω διασποράς τρόπων πόλωσης).

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε τα εξής ϑέµατα :

Πώς µοντελοποιείται η διασυµβολική παρεµβολή;

Ποια είναι η επίδρασή της σε ένα σύστηµα ;

Με ποιες µεθόδους αντιµετωπίζεται ;
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∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού

Μεταδιδόµενο σήµα (K διαδοχικές µεταδόσεις, ϱυθµός µετάδο-

σης
1
T ): x(t) =

∑K−1
k=0 xk(t−kT), όπου xk(t−kT) µία από τις M

κυµατοµορφές του αστερισµού η οποία µεταφέρει το (k +1)-οστό

µήνυµα.

Η έξοδος του καναλιού ισούται µε y(t) = (h ∗ x)(t) (για γραµµικό,

χρονικώς αµετάβλητο σύστηµα).

Εάν ο αστερισµός αποτελείται από M κυµατοµορφές, ο αριθµός

όλων των πιθανών κυµατοµορφών x(t) =
∑K−1

k=0 xk(t − kT) που

µπορεί να µεταδοθούν από τον ποµπό ισούται µε MK .

Επειδή έχουµε ϑεωρήσει το κανάλι h(t) είναι νοµοτελειακό

(deterministic), σε κάθε x(t) αντιστοιχεί µια µοναδική κυµατοµορφή

h(t) ∗ x(t).
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∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού (2)

Εποµένως, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ολόκληρη τη ληφθείσα

κυµατοµορφή y(t) = h(t)∗x(t)+n(t) για να ϐρούµε ποια από τις

MK πιθανές κυµατοµορφές x(t) µεταδόθηκε από τον ποµπό (π.χ.

µε ανιχνευτή MAP/ML).

Η πολυπλοκότητα αυξάνει εκθετικά ! Για παράδειγµα, για να εφαρ-

µόσουµε τις µεθόδους που έχουµε µάθει έως τώρα, ϑα χρειαζόµα-

σταν MK προσαρµοσµένα ϕίλτρα στο δέκτη.

Η πολυπλοκότητα γίνεται να µειωθεί µε χρήση ακολουθιακής ανίχνευσης

(sequence detection) π.χ. µε χρήση αλγορίθµου Viterbi.

΄Οπως ϑα δούµε, η χρήση ισοσταθµιστή είναι µια µη ϐέλτιστη (αλλά

σε αρκετές περιπτώσεις απλούστερη υπολογιστικά) λύση.
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∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού (3)

Με πολύ προσεκτικό (αλλά, συνήθως, και πολύ πολύπλοκο) σχεδια-

σµό µπορεί να επιτευχθεί ϐέλτιστη απόδοση µε χρήση ισοσταθµι-

στών τύπου Generalized Decision Feedback (GDFE) σε συνδυασµό

µε ϐελτιστοποίηση του εκπεµπόµενου σήµατος.

Μία άλλη τεχνική είναι η χρήση συστηµάτων Multi-Modal και Ve-

ctor Coding, µια ειδική περίπτωση των οποίων είναι τα συστήµα-

τα OFDM/DMT. Η ιδέα : ∆ιαχωρισµός του καναλιού σε ορθογώνια

υπο-κανάλια, το καθένα από τα οποία δεν υφίσταται διασυµβολική

παρεµβολή, και ``βλέπει΄΄ µόνο ένα επίπεδο (flat) κανάλι.

Περισσότερα περί OFDM στο τελευταίο µέρος του µαθήµατος.
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∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού -

Ορθογωνιότητα συναρτήσεων ϐάσης

΄Εως τώρα χρησιµοποιούσαµε συναρτήσεις οι οποίες ήταν ορθο-

γώνιες µεταξύ τους :
∫
φi(t)φ∗j (t)dt = δi,j.

Για διαδοχική χρήση καναλιού, το µεταδιδόµενο σήµα έχει τη µορφή

x(t) =
∑K−1

k=0
(∑N

n=1 xk,nφn(t − kT)
)

, όπου N η διάσταση του

αστερισµού.
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∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού -

Ορθογωνιότητα συναρτήσεων ϐάσης (2)

Το ότι
∫
φi(t)φ∗j (t)dt = δi,j δε σηµαίνει, κατ΄ ανάγκη, και ότι∫

φi(t − kT)φ∗j (t − lT)dt = δi,j για k 6= l.

Εποµένως, εάν επιχειρήσουµε να ανακτήσουµε την τιµή της συνιστώσας xp,m

ϑα έχουµε διασυµβολική παρεµβολή από άλλες χρονικές στιγµές :

yp,m =
∫

(x(t) + n(t))φ∗m(t − pT)dt =∫ (∑N
n=1 xp,nφn(t − pT) +

∑
k 6=p

∑N
n=1 xk,nφn(t − kT) + n(t)

)
φ∗m(t − pT)dt =

xp,m +
∑
k 6=p

N∑
n=1

∫
xk,nφn(t − kT)φ∗m(t − pT)dt︸ ︷︷ ︸

ISI

+

∫
n(t)φ∗m(t − pT)dt︸ ︷︷ ︸

Θόρυβος

.
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∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού -

Ορθογωνιότητα συναρτήσεων ϐάσης (3)

Στην περίπτωση που οι φm(t−kT) και φn(t− lT) είναι ορθογώνιες

για k 6= l σε κάποιο διάστηµα ολοκλήρωσης, δεν εµφανίζεται ISI

και το διανυσµατικό κανάλι που προκύπτει δεν έχει µνήµη.

Παράδειγµα : φ(t) = 1√
T

sinc
(

t
T

)
εάν η δειγµατοληψία γίνει τις

χρονικές στιγµές kT .

Ωστόσο, στη γενική περίπτωση, η ορθογωνιότητα χάνεται όταν οι

συναρτήσεις ϐάσης περάσουν µέσα από το κανάλι πεπερασµένου

εύρους Ϲώνης h(t), µε αποτέλεσµα να εµφανίζεται ISI.
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∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού -

Ορθογωνιότητα συναρτήσεων ϐάσης (4)

Μια λύση είναι να επιλεγούν κατάλληλες φ(t) των οποίων η συνέλι-

ξη µε το κανάλι παράγει ορθογώνιες συναρτήσεις.

Συνήθως οι φ(t) εξαρτώνται από το κανάλι. Ωστόσο, υπάρχουν

τρόποι διαµόρφωσης µε φ(t) οι οποίες είναι ανεξάρτητες του h(t)
(π.χ. OFDM).

Αυτό, όµως, συνεπάγεται κάποιο κόστος σε εύρος Ϲώνης και ενέρ-

γεια, όπως ϑα δούµε.

Αλλιώς, είτε εφαρµόζουµε ανίχνευση µέγιστης πιθανοφάνειας στο

δέκτη ή προσπαθούµε να δηµιουργήσουµε κανάλι χωρίς µνήµη στο

δέκτη κατά προσέγγιση µε χρήση ισοσταθµιστών.
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Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή

Στα επόµενα ϑα ϑεωρήσουµε ότι N = 1 διάσταση (για απλούστευση). Τα

αποτελέσµατα γενικεύονται εύκολα σε 2 διαστάσεις µε χρήση µιγαδικών

ποσοτήτων.

Επίσης, υπενθυµίζεται µια ϐασική υπόθεση που έχουµε κάνει έως τώρα

(και που ϑα συνεχίσουµε να κάνουµε σε αυτό το µάθηµα): Τα µεταδι-

δόµενα σήµατα xk είναι ανεξάρτητα και οµοίως κατανεµηµένα (i.i.d.).

Ορισµός Απόκριση Παλµού (pulse response) p(t) , φ(t) ∗ h(t), όπου φ(t) η

συνάρτηση ϐάσης που χρησιµοποιείται για τη µετάδοση.

Εποµένως, η έξοδος του καναλιού ισούται µε y(t) =
∑K−1

k=0 xkφ(t−kT)∗
h(t) + n(t) =

∑K−1
k=0 xkp(t−kT) + n(t) =

∑K−1
k=0 xk‖p‖φp(t−kT) +

n(t) =
∑K−1

k=0 xp,kφp(t − kT) + n(t), όπου φp(t) = p(t)/‖p‖ η κανονι-

κοποιηµένη απόκριση παλµού, xp,k = ‖p‖xk και ‖p‖2 = 〈p(t), p(t)〉 =∫∞
−∞ p(t)p∗(t)dt.

Η συνάρτηση φp(t) είναι κανονικοποιηµένη, αλλά όχι κατ΄ ανάγκη ορθο-

γώνια µε τις µετατοπίσεις της, φp(t − kT).
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Παράδειγµα (Cioffi 3.1.2)

Θεωρούµε διαµόρφωση µε χρήση της φ(t) = 1√
T

(u(t) − u(t − T))

(τετραγωνικός παλµός) και κανάλι µε h(t) = δ(t) + δ(t − T).

Η απόκριση παλµού ισούται µε p(t) = φ(t) ∗ h(t) = 1√
T

(u(t) − u(t −
T)) + 1√

T
(u(t − T)− u(t − 2T)) = 1√

T
(u(t)− u(t − 2T)).

φp(t) = p(t)
‖p‖ = 1√

2T
(u(t)− u(t − 2T)).

Παρόλο που οι φ(t) και φ(t−T) είναι ορθογώνιες, οι φp(t) και φp(t−T)
δεν είναι.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού
Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή
Κριτήρια Παραµόρφωσης και MFB

Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή (2)

΄Είδαµε ότι το λαµβανόµενο σήµα στο δέκτη ισούται µε

y(t) =
∑K−1

k=0 xp,kφp(t − kT) + n(t).

Στα επόµενα ϑεωρούµε ϑόρυβο AWGN (στην περίπτωση ϑορύβου ACGN

µπορούµε να τον µετατρέψουµε σε ισοδύναµο ϑόρυβο AWGN όπως

περιγράφηκε προηγουµένως).

Στο δέκτη χρησιµοποιούµε ανιχνευτή προσαρµοσµένου ϕίλτρου φ∗p(−t),

όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Υπενθύµιση : Η φp(t) εµπεριέχει και το κανάλι.

Αποδεικνύεται ότι τα δείγµατα yk περιέχουν όλη την πληροφορία του y(t)
που σχετίζεται µε την ανίχνευση των xk , αρκεί ‖p‖ <∞.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού
Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή
Κριτήρια Παραµόρφωσης και MFB

Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή (3)

y′(t) = y(t)∗φ∗p(−t) =
∑K−1

k=0 xp,kφp(t−kT)∗φ∗p(−t)+n(t)∗
φ∗p(−t) =

∑K−1
k=0 ‖p‖xkq(t − kT) + n′(t),

όπου q(t) , φp(t) ∗ φ∗p(−t) = p(t)∗p∗(−t)
‖p‖2 .

Αποδεικνύεται εύκολα ότι q∗(−t) = q(t) και q(0) = 1.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού
Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή
Κριτήρια Παραµόρφωσης και MFB

Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή (4)

΄Εστω yk , y(kT), qk , q(kT) και n′k , n′(kT).

Μοντέλο ISI διακριτού χρόνου (στην έξοδο του προσαρµοσµένου ϕίλτρου)

yk = ‖p‖xk︸ ︷︷ ︸
επιθυµητό σήµα (µε διαφορετικό πλάτος)

+ ‖p‖
∑
m 6=k

xmqk−m︸ ︷︷ ︸
ISI

+ n′k︸︷︷︸
ϑόρυβος
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού
Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή
Κριτήρια Παραµόρφωσης και MFB

Κριτήριο Μέγιστης Παραµόρφωσης

yk = ‖p‖xk + ‖p‖
∑
m 6=k

xmqk−m + n′k.

Κριτήριο Μέγιστης Παραµόρφωσης (Peak Distortion Criterion):

Dp , |x|max‖p‖
∑

m 6=0 |qm |.
Αντιστοιχεί στο χειρότερο σενάριο που µπορεί να συµβεί σε ένα

κανάλι ISI (όλα τα παρεµβαλλόµενα σύµβολα να έχουν το µέγιστο

δυνατό πλάτος).

Pe ≤ NeQ
(
‖p‖ dmin

2 −Dp

σ

)
(εάν 2Dp ≤ ‖p‖dmin).

Συνήθως η ακραία αυτή περίπτωση εµφανίζεται σπάνια µε αποτέλε-

σµα ο χαρακτηρισµός του ISI µε χρήση της Dp να οδηγεί σε πολύ

απαισιόδοξες εκτιµήσεις.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού
Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή
Κριτήρια Παραµόρφωσης και MFB

Μέση Τετραγωνική Παραµόρφωση

yk = ‖p‖xk + ‖p‖
∑
m 6=k

xmqk−m + n′k.

Εάν τα διαδοχικά σήµατα xk είναι ανεξάρτητα και οµοίως κατανε-

µηµένα (i.i.d.), η µέση τετραγωνική παραµόρφωση (Mean-Square

Distortion) ορίζεται ως

Dms , E
{∣∣∣∑m 6=k ‖p‖xmqk−m

∣∣∣2} = Ex‖p‖2
∑

m 6=0 |qm |2.
΄Οταν χρησιµοποιούµε τη µέση τετραγωνική παραµόρφωση για το

χαρακτηρισµό του ISI υποθέτουµε ότι η διασυµβολική παρεµβολή

ακολουθεί γκαουσιανή κατανοµή και ότι είναι ασυσχέτιστη µε το

ϑόρυβο n′k . Η προσέγγιση είναι πιο ακριβής σε συστήµατα µε

µεγάλους αστερισµούς και κωδικοποίηση.

Pe ≈ NeQ
(
‖p‖dmin

2
√
σ2+Dms

)
.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού
Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή
Κριτήρια Παραµόρφωσης και MFB

Φράγµα Προσαρµοσµένου Φίλτρου – Matched Filter Bound

Ορισµός ∆εδοµένης της απόκρισης παλµού, p(t), και του αστερισµού {xk},

ο λόγος σήµατος προς ϑόρυβο ϕράγµατος προσαρµοσµένου ϕίλ-

τρου SNRMFB ορίζεται ως SNRMFB =
Ēx‖p‖2
N0
2

, δηλαδή ως ο λόγος

σήµατος προς ϑόρυβο στο δέκτη όταν το κανάλι µε ISI

χρησιµοποιείται για τη µετάδοση ενός µόνο συµβόλου (µε αποτέλε-

σµα να µην εµφανίζεται ISI).

∆εδοµένου ότι η µετάδοση περισσότερων του ενός συµβόλων ϑα

δηµιουργήσει διασυµβολική παρεµβολή (εκτός εάν τα µεταδιδόµε-

να σύµβολα είναι συσχετισµένα και λαµβάνεται υπόψη το κανάλι),

ο SNRMFB είναι ο µέγιστος δυνατός SNR που µπορεί να εµφανιστεί

στο δέκτη όταν τα xk είναι i.i.d.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού
Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή
Κριτήρια Παραµόρφωσης και MFB

Φράγµα Προσαρµοσµένου Φίλτρου – Matched Filter Bound

(2)

Συχνά, η επίδοση των ισοσταθµιστών συγκρίνεται µε τον SNRMFB

ο οποίος αποτελεί άνω ϕράγµα (για i.i.d. xk). Ωστόσο αυτό δε

σηµαίνει ότι σε ένα κανάλι ISI µπορούµε πάντα να ϕτάσουµε τον

SNRMFB.

Ωστόσο, εάν ϐελτιστοποιήσουµε και το µεταδιδόµενο σήµα (transmit

optimization) µε αποτέλεσµα, στη γενική περίπτωση, τα xk να µην

είναι πλέον i.i.d., ενδέχεται να µπορούµε να υπερβούµε τον SNRMFB).
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)
Παλµοί Raised Cosine

Κριτήριο Nyquist

1 ∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή

Εισαγωγή

∆ιαδοχική χρήση καναλιού

Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή

Κριτήρια Παραµόρφωσης και MFB

2 Κριτήριο Nyquist

Παλµοί Raised Cosine

3 Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Ελάχιστου Μέσου Τετραγωνικού

Σφάλµατος - MMSE-LE

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 8η διάλεξη 23/ 37



∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)
Παλµοί Raised Cosine

Κριτήριο Nyquist

Είδαµε ότι yk = ‖p‖xk + ‖p‖
∑

m 6=k xmqk−m + n′k
= ‖p‖

∑
all m xmqk−m + n′k.

Κριτήριο Nyquist: Σε ένα κανάλι µε παλµική απόκριση p(t) δεν

εµφανίζεται ISI όταν qk = δk ή, ισοδύναµα, όταν

Q(e−jωT ) ,
∑∞

k=−∞ qke−jωkT = 1
T

∑∞
n=−∞ Q

(
ω + 2πn

T

)
= 1.

Q(ω) = F{q(t)}.

Οι συναρτήσεις που ικανοποιούν το κριτήριο Nyquist ονοµάζονται

παλµοί Nyquist.

Παράδειγµα : q(t) = sinc
(

t
T

)
→ φp(t) = 1√

T
sinc

(
t
T

)
q(t) = φp(t) ∗ φ∗p(−t) ⇒ Q(f ) = |Φp(f )|2 ⇒ |Φp(f )|2 =

F
{

sinc
(

t
T

)}
= TΠ(fT) ⇒ Φp(f ) =

√
TΠ(fT) ⇒ φp(t) =

1√
T

sinc
(

t
T

)
.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)
Παλµοί Raised Cosine

Κριτήριο Nyquist (2)

΄Οπως είδαµε, δεδοµένου ότι p(t) = φ(t) ∗ h(t), οι q(t) και φp(t)
εξαρτώνται από τη συνάρτηση ϐάσης φ(t) και από το κανάλι h(t).

Εποµένως η φ(t) πρέπει να επιλεγεί µε ϐάση το κανάλι h(t).

Πολλές ϕορές τα συστήµατα επικοινωνιών χρησιµοποιούν συναρ-

τήσεις Nyquist (ή σχεδόν Nyquist) ως συναρτήσεις ϐάσης φ(t).

Αυτό δε σηµαίνει, κατ΄ ανάγκη, ότι ικανοποιείται το κριτήριο Nyquist

στο δέκτη.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)
Παλµοί Raised Cosine

Παλµοί ανυψωµένου συνηµιτόνου – Raised Cosine Pulses

Ο παλµός sinc είναι ο παλµός µε το µικρότερο εύρος Ϲώνης ο

οποίος ικανοποιεί το κριτήριο Nyquist για ϱυθµό µετάδοσης
1
T .

Ωστόσο, το πλάτος του µειώνεται γραµµικά µε το χρόνο. Εάν η

δειγµατοληψία δε γίνει στις σωστές χρονικές στιγµές kT , το πλάτος

της διασυµβολικής παρεµβολής από γειτονικά σύµβολα ελαττώνεται

γραµµικά µε το χρόνο.

Για το λόγο αυτό σε πολλά συστήµατα επιλέγονται παλµοί Nyquist µε

µεγαλύτερο εύρος Ϲώνης των οποίων το πλάτος ελαττώνεται πιο α-

πότοµα µε αποτέλεσµα να µειώνεται και η διασυµβολική παρεµβολή

σε γειτονικά σύµβολα όταν υπάρχει σφάλµα στο χρόνο

δειγµατοληψίας.

Σε πολλά συστήµατα χρησιµοποιούνται παλµοί ανυψωµένου συνη-

µιτόνου (Raised Cosine Pulses).
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)
Παλµοί Raised Cosine

Παλµοί ανυψωµένου συνηµιτόνου – Raised Cosine Pulses (2)

q(t) = sinc
(

t
T

) [ cos(απt
T )

1−( 2αt
T )

2

]
, όπου 0 ≤ α ≤ 1 ισούται µε το

ποσοστό πλεονάζοντος εύρους Ϲώνης (percent excess bandwidth,

αλλιώς rolloff factor).

Ο παλµός raised cosine είναι µη µηδενικός στο διάστηµα |ω| ∈
[−(1 + α)πT , (1 + α)πT ]. Για α > 0, το πλάτος του ελαττώνεται

∼ 1
t3 .

φp(t) = 4α
π
√

T

cos([1+α]πt
T )+

T sin([1−α]πt
T )

4αt

1−( 4αt
T )

2 .

Για περισσότερες λεπτοµέρειες ϐλ. π.χ. Cioffi Ch. 3.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE
Γραµµικός Ισοσταθµιστής ΕλάχιστουΜέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος -MMSE-LE

Ισοστάθµιση (Equalization)

1 ∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή

Εισαγωγή

∆ιαδοχική χρήση καναλιού

Μοντέλο Καναλιού µε ∆ιασυµβολική Παρεµβολή

Κριτήρια Παραµόρφωσης και MFB

2 Κριτήριο Nyquist

Παλµοί Raised Cosine

3 Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Ελάχιστου Μέσου Τετραγωνικού

Σφάλµατος - MMSE-LE
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE
Γραµµικός Ισοσταθµιστής ΕλάχιστουΜέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος -MMSE-LE

Επικοινωνία δια µέσου καναλιού περιορισµένου εύρους

Ϲώνης µε χρήση ισοσταθµιστή

Ο ισοσταθµιστής (equalizer) επιχειρεί να µετατρέψει το κανάλι µε

µνήµη σε κανάλι χωρίς µνήµη, της µορφής zk = xk + n′k .

Εποµένως, ο ανιχνευτής SBS (Symbol-by-Symbol) σχεδιάζεται όπως

και στην περίπτωση του καναλιού AWGN που είδαµε στα

προηγούµενα µαθήµατα.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE
Γραµµικός Ισοσταθµιστής ΕλάχιστουΜέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος -MMSE-LE

Επικοινωνία δια µέσου καναλιού περιορισµένου εύρους

Ϲώνης µε χρήση ισοσταθµιστή (2)

Ο δέκτης µε ισοσταθµιστή και ανιχνευτή SBS δεν είναι ϐέλτιστος.

Χρησιµοποιείται για να απλοποιήσει το σχεδιασµό.

Ωστόσο, πολλές ϕορές η απώλεια απόδοσης σε σχέση µε το

ϐέλτιστο δέκτη είναι ικανοποιητική δεδοµένων των προδιαγραφών

του συστήµατος (BER, πολυπλοκότητα δέκτη κλπ.).

Υπό ορισµένες συνθήκες και µε ταυτόχρονη ϐελτιστοποίηση της

µεταδιδόµενης ακολουθίας xk (transmit optimization) είναι δυνατό

να επιτευχθεί η ϐέλτιστη απόδοση για δεδοµένο κανάλι.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE
Γραµµικός Ισοσταθµιστής ΕλάχιστουΜέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος -MMSE-LE

Υπενθύµιση : Τι αποπειράται να πετύχει ένας ισοσταθµιστής

Είδαµε ότι ένα κανάλι µε διασυµβολική παρεµβολή µπορεί να µο-

ντελοποιηθεί ως εξής : yk = ‖p‖xk ∗ qk + nk .

Το κανάλι δεν είναι πλέον AWGN· έχει µνήµη.

Ο ισοσταθµιστής είναι ένα ϕίλτρο (γραµµικό ή µη γραµµικό) το οποίο

επιχειρεί να µετατρέψει το κανάλι ISI σε κανάλι της µορφής

zk = xk + n′k (χωρίς µνήµη).

Αυτό δε σηµαίνει ότι κατά τη µετατροπή δεν έχουµε απώλεια στην

απόδοση του συστήµατος. Στη γενική περίπτωση, ο δέκτης µε ισο-

σταθµιστή δεν είναι ϐέλτιστος.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE
Γραµµικός Ισοσταθµιστής ΕλάχιστουΜέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος -MMSE-LE

Zero Forcing Linear Equalizer - ZF-LE

Ο πιο απλός ισοσταθµιστής, αλλά µε τις µεγαλύτερες απώλειες

(στη γενική περίπτωση).

yk = ‖p‖xk ∗ qk + nk ⇒ Y (z) = ‖p‖X(z)Q(z) + N(z).

Η ιδέα : Να αγνοήσουµε το ϑόρυβο και χρησιµοποιήσουµε ένα

γραµµικό, χρονικώς αµετάβλητο ϕίλτρο W (z) το οποίο αντιστρέφει

το κανάλι.

W (z)‖p‖X(z)Q(z) = X(z)⇒ W (z) =
1

Q(z)‖p‖
.

Ο ισοσταθµιστής W (z) προσπαθεί να µηδενίσει τη διασυµβολική

παρεµβολή και να προσεγγίσει το κριτήριο Nyquist στην έξοδό του

την οποία στέλνει στον ανιχνευτή. ``Επιβάλλει΄΄ µηδενισµούς σε όλα

τα qk εκτός από το q0.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE
Γραµµικός Ισοσταθµιστής ΕλάχιστουΜέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος -MMSE-LE

Zero Forcing Linear Equalizer - ZF-LE (2)

Μπορεί να αποδειχθεί ότι ο ϑόρυβος στην έξοδο του ZF-LE είναι γκαου-

σιανός (αλλά όχι, απαραίτητα, λευκός) µε PSD ανά διάσταση

R̄ZF-LE(z) =
N0

2
‖p‖2Q(z) .

Εποµένως, ο ϑόρυβος ενισχύεται σε συχνότητες όπου το µέτρο της Q(z)
είναι µικρό. Αυτό µπορεί να οδηγήσει σε µειωµένη απόδοση όταν η Q(z)
παίρνει µικρές τιµές σε κάποιες από τις συχνότητες που χρησιµοποιεί ένα

σύστηµα.

Μπορεί, επίσης, να αποδειχθεί ότι SNRMFB/SNRZF-LE = γZF-LE, όπου γZF-LE =
T

2π

∫ π
T

−πT
1

Q(e−jωT )dω = w0‖p‖ ≥ 1 και w0 ο κεντρικός συντελεστής του

ϕίλτρου W (z). γZF-LE = 1 όταν Q(z) = 1 (δηλαδή το κανάλι δεν έχει ISI).

Pe,ZF-LE ≈ NeQ
(

dmin
2σZF-LE

)
, όπου σZF-LE =

√
Ēx

SNRZF-LE
.

Στην πράξη ο ισοσταθµιστής ZF-LE υλοποιείται ως ϕίλτρο FIR. Η απόδοση

του ισοσταθµιστή σε σχέση µε το µέγιστο SNRZF-LE εξαρτάται από το µήκος

του ϕίλτρου.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE
Γραµµικός Ισοσταθµιστής ΕλάχιστουΜέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος -MMSE-LE

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Ελάχιστου Μέσου Τετραγωνικού

Σφάλµατος

Minimum Mean Square Error Linear Equalizer - MMSE-LE

Η απόδοση του ισοσταθµιστή ZF-LE επηρεάζεται σηµαντικά από πε-

ϱιοχές όπου η Q(z) ϐρίσκεται κοντά στο 0 λόγω της µεγάλης ε-

νίσχυσης του ϑορύβου στις περιοχές αυτές.

΄Εστω το σφάλµα ισοσταθµιστή ek = xk − zk = xk − wk ∗ yk

(χρησιµοποιούµε και πάλι γραµµικό ϕίλτρο).

Η ιδέα : Να ϐρεθεί ένα γραµµικό, χρονικώς αµετάβλητο ϕίλτρο W (z)
το οποίο να ελαχιστοποιεί το µέσο τετραγωνικό σφάλµα (MSE)

E[|ek|2] = E[|xk −wk ∗ yk|2].
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE
Γραµµικός Ισοσταθµιστής ΕλάχιστουΜέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος -MMSE-LE

Minimum Mean Square Error Linear Equalizer - MMSE-LE (2)

Αποδεικνύεται ότι το γραµµικό ϕίλτρο που ελαχιστοποιεί το MSE δίνεται

από τη σχέση

W (z) =
1

‖p‖
(

Q(z) + 1
SNRMFB

) .
Συγκρίνοντας µε το ZF-LE, έχει προστεθεί ο όρος

1
SNRMFB

στον παρονοµαστή,

µε αποτέλεσµα, όταν το µέτρο της Q(z) είναι πολύ µικρό, ο ϑόρυβος να

µην απειρίζεται. Για να γίνει αυτό πρέπει να ``περάσει΄΄ ένα µέρος του ISI

στην έξοδο (δεδοµένου ότι δεν αντιστρέφεται πλήρως το κανάλι).

Ο MMSE-LE επιτυγχάνει µια εξισορρόπηση ανάµεσα στην καταπολέµηση

του ISI και στην ισχύ του ϑορύβου που δηµιουργεί στην έξοδό του. ∆ηλα-

δή, χρησιµοποιεί το γεγονός ότι η µέση ενέργεια του αθροίσµατος του

εναποµείναντος ISI και του ϑορύβου όταν δε µηδενίζεται όλο το ISI είναι

µικρότερη από την ενέργεια του ϑορύβου εάν η απαίτηση είναι να µην

παραµείνει καθόλου ISI στην έξοδο του ισοσταθµιστή.
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∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
Κριτήριο Nyquist

Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE
Γραµµικός Ισοσταθµιστής ΕλάχιστουΜέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος -MMSE-LE

Minimum Mean Square Error Linear Equalizer -- MMSE-LE (3)

Ο ισοσταθµιστής MMSE-LE είναι πολωµένος (biased), δηλαδή

E[zk|xk] = αxk . Η πόλωση απαλείφεται µε πολλαπλασιασµό µε

1/α.

α =

(
1−

σ2
MMSE-LE
Ēx

)
, σ2

MMSE-LE
= w0

N0/2
‖p‖ ,

όπου w0 ο κεντρικός συντελεστής του ϕίλτρου W (z).

Αποδεικνύεται ότι SNRMFB/SNRMMSE-LE,U = γMMSE-LE, όπου SNRMMSE-LE,U

ο λόγος σήµατος προς ϑόρυβο µετά την απο-πόλωση. Επειδή ο

ισοσταθµιστής MMSE-LE είναι πολωµένος η έκφραση για το γMMSE-LE

είναι πιο πολύπλοκη από αυτή για το γZF-LE (ϐλ. π.χ. Cioffi Ch. 3).
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Ισοστάθµιση (Equalization)

Γραµµικός Ισοσταθµιστής Επιβολής Μηδενισµών - ZF-LE
Γραµµικός Ισοσταθµιστής ΕλάχιστουΜέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος -MMSE-LE

Minimum Mean Square Error Linear Equalizer -- MMSE-LE (4)

Αποδεικνύεται, επίσης, ότι SNRZF-LE ≤ SNRMMSE-LE, U ≤ SNRMFB. Επο-

µένως, ο ισοσταθµιστής MMSE-LE έχει καλύτερο SNR από το ZF-LE.

Αυτό ήταν αναµενόµενο δεδοµένου ότι, εξ ορισµού, ο MMSE-LE ε-

λαχιστοποιεί το µέσο τετραγωνικό σφάλµα (και άρα το ϑόρυβο στην

ανίχνευση του xk).

SNRZF-LE ≈ SNRMMSE-LE, U για µεγάλα SNR ή για κανάλια χωρίς ISI

(Q(z) = 1).

Pe,MMSE-LE ≈ NeQ (
√

kSNRMMSE-LE,U), αν και ο ϑόρυβος δεν είναι

γκαουσιανός (δεδοµένου ότι το σφάλµα περιέχει και συνιστώσα

που εξαρτάται από το µη γκαουσιανό xk).

∆εδοµένου ότι τόσο ο ZF-LE όσο και ο MMSE-LE είναι γραµµικά

ϕίλτρα τα οποία δε διαφέρουν στην πολυπλοκότητα παρά µόνο

στους συντελεστές, προτιµάται η χρήση του MMSE-LE.
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