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Το κανάλι AWGN

Ο {n(t)} είναι Λευκός Προσθετικός Γκαουσιανός Θόρυβος µε

Rn(τ) = N0
2 δ(τ) και E[n(t)] = 0. Τα δείγµατά του (µετά από ιδα-

νικό ϕίλτρο και δειγµατοληψία) ακολουθούν Γκαουσιανή κατανοµή

N (0, N0
2 ).

Εάν υποθέσουµε ότι η µετάδοση διαρκεί T s,

y(t) = x(t) + n(t), t ∈ [0, T ].

Υποθέτουµε, επίσης, ότι το µεταδιδόµενο σήµα x(t) ανήκει σε

υπόχωρο V του L2[0, T ] διάστασης N . ΄Αρα, µπορεί να εκφραστεί

µε χρήση των συναρτήσεων ϐάσης του V : x(t) =
∑N

i=1 xiφi(t).
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Το κανάλι AWGN (2)

Ο ϑόρυβος n(t) είναι, στη γενική περίπτωση, άπειρης διάστασης.

Εποµένως, οι N συναρτήσεις ϐάσης φi(t) δεν αρκούν για την πε-

ϱιγραφή του : n(t) =
∑N

i=1 niφi(t) + n′(t), όπου n′(t) ∈ V⊥.
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Το διανυσµατικό κανάλι AWGN µετά τον αποδιαµορφωτή

yi =
∫ T

0 y(τ)φ∗i (τ)dτ =
∫ T

0 (xm(τ) + n(τ))φ∗i (τ)dτ = xm,i + ni .
Το ίδιο αποτέλεσµα, προφανώς, προκύπτει εάν χρησιµοποιήσουµε

προσαρµοσµένα ϕίλτρα.
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Το διανυσµατικό κανάλι AWGN µετά τον αποδιαµορφωτή (2)

ni =
∫ T

0 n(τ)φ∗i (τ)dτ .

Η τ.µ. ni είναι Γκαουσιανή (ως γραµµικός συνδυασµός Γκαουσιανών

µεταβλητών) µε µέση τιµή 0.

Επίσης, όπως ήδη έχουµε δείξει, E[nin∗j ] = N0
2 δĳ = σ2δĳ (Στην

απόδειξη µεγιστοποίησης του SNR από το προσαρµοσµένο ϕίλτρο

ϑεωρήστε τετριµµένο ϕίλτρο µε h(t) = 1).

Εποµένως, οι συνιστώσες ni του διανύσµατος ϑορύβου n το οποίο

υπερτίθεται στο διάνυσµα xm είναι µεταξύ τους ασυσχέτιστες και,

εποµένως, ανεξάρτητες (γιατί;).

Σηµείωση : Στην περίπτωση µιγαδικού ϑορύβου (στην οποία δεν

έχουµε αναφερθεί ακόµη) για να είναι οι ni ανεξάρτητες πρέπει, ε-

πιπλέον, ο (µιγαδικός) ϑόρυβος n(t) να είναι κυκλικώς συµµετρικός

(circularly symmetric).

Παρατηρήστε ότι οι ni είναι Γκαουσιανές ανεξαρτήτως των συναρ-

τήσεων ϐάσης, φi(t), που χρησιµοποιούµε για τη διαµόρφωση !
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Το διανυσµατικό κανάλι AWGN µετά τον αποδιαµορφωτή (3)

Μπορούµε, εποµένως, να γράψουµε

p(y|xm) =

N∏
i=1

p(yi |xm,i) =

N∏
i=1

1√
2πσ

e−
(yi−xm,i )

2

2σ2

=
1

(2π)N/2σN
e−

∑N
i=1(yi−xm,i )

2

2σ2 .

Υπολογίσαµε, λοιπόν, την pY|X(y|x) για το διανυσµατικό µοντέλο

του καναλιού AWGN!

Το µοντέλο αυτό µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να περιγράψει το

κανάλι µεταξύ της εισόδου του διαµορφωτή και της εξόδου του

αποδιαµορφωτή για οποιεσδήποτε συναρτήσεις ϐάσης φi(t).
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Το διανυσµατικό κανάλι AWGN µετά τον αποδιαµορφωτή (4)

Εποµένως, αντί για το Γκαουσιανό κανάλι αριστερά µπορούµε, ι-

σοδύναµα, να χρησιµοποιούµε το διανυσµατικό Γκαουσιανό κανάλι

δεξιά, όπου το n είναι ένα τυχαίο Γκαουσιανό διάνυσµα N διαστάσε-

ων µε µηδενική µέση τιµή, ασυσχέτιστες µεταξύ τους συνιστώσες

ni και κατανοµή

pN(n) =
1

(πN0)N/2 e
−

∑N
i=1 |ni |2

N0 =
1

(πN0)N/2 e
− ‖n‖

2

N0

=
1

(2πσ2)N/2 e−
‖n‖2

2σ2 .

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 5η διάλεξη 9/ 43



Το κανάλι Προσθετικού Λευκού Γκαουσιανού Θορύβου (AWGN)
∆ιανυσµατικό µοντέλο καναλιού AWGN
Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι
Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

Irrelevance του n′(t)

∆εν έχουµε, ακόµα, απαντήσει στο εξής ερώτηµα : Η χρήση προ-

σαρµοσµένου ϕίλτρου και, στη συνέχεια, του διανυσµατικού

µοντέλου καναλιού για να εκτιµήσουµε το µεταδοθέν µήνυµα στο

κανάλι AWGN, είναι ισοδύναµη µε την εκτίµηση του m απευθείας

από την y(t) ή κατά τη µετατροπή έχει χαθεί κάποια πληροφορία ;

Μπορεί να αποδειχθεί ότι E[n′(t)yi ] = 0 (π.χ. Proakis Ch.5). Επο-

µένως, το n′(t) είναι ανεξάρτητο (γιατί;) των συνιστωσών του y και,

συνεπώς, δεν προσφέρει καµια πληροφορία για την εκτίµηση του

x.

Θυµηθείτε και το ϑεώρηµα προβολής : ∆εδοµένου ότι το σήµα xm

ανήκει στον υπόχωρο V διάστασης N , για να ελαχιστοποιήσου-

µε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα εκτίµησης πρέπει να ϐρούµε την

προβολή του y στον V . Αυτό ακριβώς κάνουν ο αποδιαµορφωτής

προσαρµοσµένων ϕίλτρων και ο αποδιαµορφωτής συσχέτισης.
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Irrelevance του n′(t) (συνέχεια)

΄Αρα, η χρήση προσαρµοσµένου ϕίλτρου (ή αποδιαµορφωτή συ-

σχέτισης) διατηρεί όλη την πληροφορία που σχετίζεται µε την α-

νίχνευση των xm,i .

Για την ολοκληρωµένη απόδειξη µε χρήση του ότι το n′(t) είναι

irrelevant ϐλ. Cioffi Ch. 1.
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Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι

Είδαµε ότι, για το Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι,

p(y|xi) =
1

(2π)N/2σN
e−
‖y−xi‖2

2σ2 .

Εποµένως, ο κανόνας ανίχνευσης MAP για το Γκαουσιανό κανάλι

µπορεί να γραφτεί ως εξής :

m̂ = mi εάν pY|X(y|xi)pX(xi) ≥ pY|X(y|xj)pX(xj) ∀ j 6= i

m̂ = mi εάν
1

(2π)N/2σN
e−
‖y−xi‖2

2σ2 pX(xi) ≥
1

(2π)N/2σN
e−
‖y−xj‖2

2σ2 pX(xj) ∀ j 6= i

m̂ = mi εάν e−
‖y−xi‖2

2σ2 pX(xi) ≥ e−
‖y−xj‖2

2σ2 pX(xj) ∀ j 6= i

m̂ = mi εάν ‖y− xi‖2 − 2σ2 ln{pX(xi)} ≤ ‖y− xj‖2 − 2σ2 ln{pX(xj)} ∀ j 6= i
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Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι (2)

Κανόνας MAP για το διανυσµατικό κανάλι AWGN

m̂ = mi εάν

‖y− xi‖2 − 2σ2 ln{pX(xi)} ≤ ‖y− xj‖2 − 2σ2 ln{pX(xj)} ∀ j 6= i

Κανόνας ML για το διανυσµατικό κανάλι AWGN (γιατί;)

m̂ = mi εάν ‖y− xi‖2 ≤ ‖y− xj‖2 ∀ j 6= i

΄Αρα, ο ανιχνευτής ML επιλέγει το διάνυσµα xi µε τη µικρότερη Ευ-

κλείδεια απόσταση από το διάνυσµα y στην έξοδο του αποδιαµορ-

ϕωτή προσαρµοσµένου ϕίλτρου. Ο ανιχνευτής MAP χρησιµοποιεί

την απόσταση σε συνδυασµό µε µια σταθερά που εξαρτάται από

την κατανοµή των xi .
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Log-Likelihood Ratio (LLR)

Είδαµε ότι ο κανόνας ML για το διανυσµατικό κανάλι AWGN έχει τη

µορφή

m̂ = mi εάν ‖y− xi‖2 ≤ ‖y− xj‖2 ∀ j 6= i

Στην ειδική περίπτωση όπου έχουµε µόνο 2 µηνύµατα, m1 και m2,

m̂ =

{
m1 εάν ‖y− x1‖2 ≤ ‖y− x2‖2
m2 εάν ‖y− x2‖2 ≤ ‖y− x1‖2

Εποµένως, µπορούµε να αποφασίσουµε ποιο µήνυµα µεταδόθηκε

από την τιµή του λόγου πιθανοφανειών (Likelihood ratio)

LR(y) ,
f (y|x1)

f (y|x2)
= exp

{
‖y− x2‖2 − ‖y− x1‖2

2σ2

}
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Log-Likelihood Ratio (LLR) (2)

Ισοδύναµα, µπορούµε να αποφασίσουµε χρησιµοποιώντας το πρόση-

µο του λογαρίθµου του λόγου πιθανοφανειών (Log-Likelihood Ratio

- LLR)

LLR(y) , ln LR(y) =
‖y− x2‖2 − ‖y− x1‖2

2σ2

Κανόνας ML στη δυαδική περίπτωση

m̂ =

{
m1 εάν LLR(y) ≥ 0
m2 εάν LLR(y) < 0
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Log-Likelihood Ratio (LLR) (3)

Ιδοδύναµα,

LLR(y) =
1

2σ2

(
‖y− x2‖2 − ‖y− x1‖2

)
=

1
σ2

(
〈y, x1 − x2〉+

‖x2‖2 − ‖x1‖2

2

)
=

1
σ2

(
〈y, x1 − x2〉 −

〈x1, x1 − x2〉+ 〈x2, x1 − x2〉
2

)

=
‖x1 − x2‖

σ2

〈y,
x1 − x2

‖x1 − x2‖

〉
−

〈
x1,

x1−x2
‖x1−x2‖

〉
+
〈
x2,

x1−x2
‖x1−x2‖

〉
2


=
‖x1 − x2‖

σ2

(
〈y, φ〉 − 〈x1, φ〉+ 〈x2, φ〉

2

)
,

όπου φ , x1−x2
‖x1−x2‖ το κανονικοποιηµένο διάνυσµα από το x2 στο

x1.
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Log-Likelihood Ratio (LLR) (4)

Εποµένως,

LLR(y) > 0⇔ 〈y, φ〉 > 〈x1, φ〉+ 〈x2, φ〉
2

Συνεπώς, για την ανίχνευση ML, αρκεί να ελέγξουµε πού ϐρίσκεται

η προβολή του ληφθέντος διανύσµατος y σε σχέση µε τη µεσο-

κάθετο των x1 και x2.

x1

x2

φ
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Log-Likelihood Ratio (LLR) (5)

Στην περίπτωση που τα µεταδιδόµενα σύµβολα δεν είναι ισοπίθανα,

αποδεικνύεται εύκολα ότι, για ανίνευση ΜΑΡ,

LLR(y) > 0⇔ 〈y, φ〉 > 〈x1, φ〉+ 〈x2, φ〉
2

+
σ2

‖x1 − x2‖
ln

pX(x2)

pX(x1)
.

Εποµένως, το όριο µεταξύ των δύο περιοχών απόφασης δεν ταυ-

τίζεται, πλέον, µε τη µεσοκάθετο, αλλά είναι πιο κοντά στο πιο πιθανό

(a priori) σύµβολο.

Παρατηρήστε ότι, όταν τα µεταδιδόµενα σύµβολα είναι ισοπίθανα,

ο κανόνας ML δεν επηρεάζεται από τη διασπορά του ϑορύβου, σ2.
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Το κανάλι Προσθετικού Λευκού Γκαουσιανού Θορύβου (AWGN)
∆ιανυσµατικό µοντέλο καναλιού AWGN
Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι
Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

Sufficient Statistics

Είδαµε ότι ένας τρόπος υλοποίησης του αποκωδικοποιητή ML όταν

έχουµε 2 πιθανά µεταδιδόµενα σύµβολα είναι µε προβολή στην

ευθεία που ενώνει τα δύο σύµβολα και σύγκριση µε ένα όριο.

Μπορούµε να δούµε εύκολα ότι, για περισσότερα σύµβολα

ποµπού, µπορούµε να επαναλάβουµε έως ότου ϐρούµε το σύµβο-

λο το οποίο ϐρίσκεται πιο κοντά στην προβολή του y.

Παρόλο που προβάλαµε το y σε συγκεκριµένες κατευθύνσεις µε

αποτέλεσµα να προκληθεί απώλεια πληροφορίας, δε χάσαµε τίπο-

τα όσον αφορά την ποιότητα εκτίµησης του x.

Σε περιπτώσεις όπως αυτή που εξετάσαµε, λέµε ότι ο µετασχηµα-

τισµός του ληφθέντος σήµατος, y, είναι ικανή στατιστική (sufficient

statistics) όσον αφορά την εκτίµηση του x.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 5η διάλεξη 19/ 43
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Sufficient Statistics (2)

Γενικώς, ο µετασχηµατισµός T(y) της y είναι ικανή στατιστική για την

εκτίµηση της x όταν για κάθε Ϲεύγος i 6= j υπάρχει νοµοτελειακή

συνάρτηση ζi,j() τέτοια ώστε να ισχύει

f (y|xi)

f (y|xj)
= ζi,j (T(y)) .

Πρακτικά, αυτό σηµαίνει ότι µε χρήση της ικανής στατιστικής T(y) και

των νοµοτελειακών συναρτήσεων ζi,j() προκύπτουν οι ίδιες τιµές

LLR µε την περίπωση που χρησιµοποιούµε απευθείας τις f (y|xi).

Εποµένως, δεν έχουµε καµία απώλεια στην ποιότητα της εκτίµησης.

Στα παραπάνω έχουµε παραλείψει πολλές λεπτοµέρειες σχετικά

µε το σωστό µαθηµατικό ορισµό της ικανής στατιστικής. Για περισ-

σότερες λεπτοµέρειες δείτε π.χ. Lapidoth Ch. 20 & 21 ή ϐιβλία

Hypothesis Testing.
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΄Ενα τελευταίο σχόλιο

Είδαµε ότι, για να αποφασίσουµε ανάµεσα σε δύο σύµβολα, αρκεί

να χρησιµοποιήσουµε την προβολή της y στην ευθεία που ενώνει

τα δύο σύµβολα

Αφού γνωρίζουµε ότι τα σήµατα ϐρίσκονται στον υπόχωρο διάστασης

1 που αναπτύσσεται από τη φ = x1−x2
‖x1−x2‖ , ο εκτιµητής του x που

ελαχιστοποιεί τη µέση τετραγωνική απόσταση από το πραγµατικό x
είναι η προβολή του y στην κατεύθυνση φ.

Ισοδύναµα,σύµφωνα µε την ανισότητα Cauchy-Schwarz, για να µε-

γιστοποιήσουµε τον SNR πρέπει να προβάλουµε το y = xiφ+n στο

διάνυσµα φ∗.

Ωστόσο, δεν πρέπει να ξεχνάµε ότι έχουµε υποθέσει AWGN.
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Ανίχνευση ML µε χρήση συσχέτισης (correlation)

Επιστρέφοντας και πάλι στην έκφραση του LLR,

LLR(y) =
1

2σ2

(
‖y− x2‖2 − ‖y− x1‖2

)
=

1
2σ2

({
−2<(y∗x2) + ‖x2‖2

}
−
{
−2<(y∗x1) + ‖x1‖2

})
Εποµένως, ένας τρόπος να κάνουµε ανίχνευση ML είναι

συγκρίνοντας τη συσχέτιση του y µε τα πιθανά σύµβολα πηγής xi .

Για τη σύγκριση απαιτείται και µια κανονικοποίηση ίση µε την ενέρ-

γεια του κάθε συµβόλου.

Εάν, επιπλέον, όλα τα xi έχουν την ίδια ενέργεια,

LLR(y) =
1
σ2 (<(y∗x1)−<(y∗x2))

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 5η διάλεξη 22/ 43
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Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

∆ιανυσµατικό Γκαουσιανό κανάλι : y = x + n.

Πιθανότητα σφάλµατος Pe =
∑M−1

m=0 Pe|mpm , όπου

Pe|m η πιθανότητα σφάλµατος δεδοµένου ότι µεταδόθηκε το σύµ-

ϐολο m του αστερισµού και

pm η πιθανότητα µετάδοσης του συµβόλου m

Pe = 1
M

∑M−1
m=0 Pe|m όταν όλα τα σύµβολα µεταδίδονται µε την ίδια

πιθανότητα.
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Περιστροφή και µετατόπιση αστερισµού στο Κανάλι AWGN

Περιστροφή αστερισµού: Εάν ο αστερισµός περιστραφεί στον Ευ-

κλείδειο χώρο (σε κανάλια AWGN) η Pe δεν αλλάζει, επειδή η

κατανοµή του ϑορύβου παραµένει η ίδια και οι ευκλείδειες απο-

στάσεις τις οποίες χρησιµοποιεί ο ανιχνευτής MAP (και ML) διατη-

ϱούνται.

Μετατόπιση αστερισµού: Η Pe παραµένει αµετάβλητη όταν ο αστε-

ϱισµός µετατοπίζεται στον Ευκλείδειο χώρο.

Για ένα δεδοµένο αστερισµό, για να ελαχιστοποιήσουµε τη µέση

ισχύ του, εάν E[x] 6= 0 τον µετατοπίζουµε ώστε E[x] = 0.

Για λεπτοµέρειες/αποδείξεις, ϐλ. π.χ. Cioffi Ch. 1.
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Pe για δυαδική µετάδοση

΄Εστω ένας αστερισµός στο N−διάστατο χώρο µε δύο σύµβολα και

κανάλι AWGN. Ο ανιχνευτής ML ϑα επιλέξει το xi µε τη µικρότερη

Ευκλείδεια απόσταση από το y. Ισοδύναµα, όπως είδαµε, µπορεί

να χρησιµοποιήσει την προβολή του y στην κατεύθυνση x2 − x1

Εάν προβάλουµε τον Γκαουσιανό ϑόρυβο επάνω στη διεύθυνση

x1 − x2 παραµένει Γκαουσιανός.

Εποµένως, δεδοµένου ότι µεταδόθηκε το x2, σφάλµα ϑα συµβεί

όταν 〈n,φ〉 > ‖x1−x2‖
2 , όπου φ το µοναδιαίο διάνυσµα στην

κατεύθυνση x1 − x2.
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Pe για δυαδική µετάδοση (2)

Εποµένως, εάν ‖x2 − x1‖ = d, Pe = Pr
{
〈n,φ〉 , ñ > d

2

}
.

Pe|x1 = Pe|x2 = Pe =
∫∞

d
2

fÑ(n)dn =
∫∞

d
2

1√
2πσ

e−
n2

2σ2 dn =∫∞
d

2σ

1√
2π

e−
u2
2 du ⇒ Pe = Q

( d

2σ

)
, όπου Q(x) = 1√

2π

∫∞
x e−

u2
2 du

η συνάρτηση Q.

Υπενθυµίζεται ότι η Q(x) = 1
2erfc

(
x√
2

)
δεν έχει αναλυτική έκ-

ϕραση, αλλά µπορεί να προσεγγιστεί µε ϕράγµατα (ϐλ. π.χ. Cioffi

Ch. 1 Appendix B, Lee & Messerschmitt Ch. 1).
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Pe για δυαδική µετάδοση (3)

Για τον υπολογισµό της Pe χρησιµοποιήσαµε Γκαουσιανό κανάλι µε

2 µεταδιδόµενα σήµατα : x1 και x2.

∆ιανυσµατικό Γκαουσιανό κανάλι : f (y|xi) = 1
(2π)N/2σN e−

‖y−xi‖2

2σ2 ,

i = 1 και 2.
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Pe για δυαδική µετάδοση (4)

Εάν εκτιµήσουµε το κανάλι µε κανόνα ML: p(x̂ = xi |xi) = 1 −
Pe = 1 − Q

(
d
2σ

)
. p(x̂ = x2|x1) = p(x̂ = x1|x2) = Pe ⇒

Το κανάλι από το x στο x̂ όταν χρησιµοποιείται δέκτης ML είναι το

δυαδικό συµµετρικό κανάλι (BSC) µε p = Pe!

Εποµένως, ένα σύστηµα µπορεί να περιγράφεται από διαφορετικά

µοντέλα αναλόγως µε την υλοποίηση και τα σήµατα που χρησιµο-

ποιούµε για τη µετάδοση.
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Ελάχιστη απόσταση αστερισµού

Η ελάχιστη απόσταση αστερισµού ορίζεται ως η ελάχιστη απόσταση

µεταξύ οποιωνδήποτε δύο συµβόλων του αστερισµού.

Ελάχιστη απόσταση αστερισµού (ορισµός)

dmin , min
i 6=j
‖xi − xj‖.

΄Οπως ϑα δούµε σύντοµα, η πιθανότητα σφάλµατος στο δέκτη

εξαρτάται σε µεγάλο ϐαθµό από την dmin του αστερισµού.
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Union Bound

Υποθέτουµε ότι έχει µεταδοθεί το x0. Εποµένως, η πιθανότητα

σφάλµατος ισούται µε

Pe|0
γιατί;
=

3∑
i=1

Pr{x̂ = xi |x = x0}
γιατί;
<

3∑
i=1

Q
(d0,i

2σ

)
γιατί;
<

3∑
i=1

Q
(dmin

2σ

)
= 3Q

(dmin

2σ

)
.
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Union Bound (2)

Οµοίως, για τα υπόλοιπα xi , Pe|i < 3Q
(

dmin
2σ

)
.

Union bound

Pe < (N − 1)Q
(dmin

2σ

)
,

όπου N ο αριθµός των σηµάτων του αστερισµού.

΄Ανω ϕράγµα, αλλά σπανίως ακριβές. Πολλές ϕορές απέχει πολύ

από την πραγµατική Pe .

Καλύτερο ϕράγµα : Nearest Neighbor Union Bound (NNUB).
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Nearest Neighbor Union Bound (NNUB)

Nearest Neighbor Union bound

Pe ≤ NeQ
(dmin

2σ

)
,

όπου Ne =
∑M−1

m=0 Nmpm , Nm ο αριθµός των συµβόλων του

αστερισµού των οποίων οι περιοχές απόφασης εφάπτονται µε αυτή του

xm .

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 5η διάλεξη 32/ 43



Το κανάλι Προσθετικού Λευκού Γκαουσιανού Θορύβου (AWGN)
∆ιανυσµατικό µοντέλο καναλιού AWGN
Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι
Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

Nearest Neighbor Union Bound (NNUB) (2)

Στο σχήµα, εάν ο ϑόρυβος διασχίσει την οριζόντια ή την κάθετη

γραµµή ϑα έχουµε σφάλµα µετάδοσης. Εποµένως,

Pe
γιατί;
< 2Q

(
dmin
2σ

)
. Παρατηρήστε ότι Ne = 2 (έχουµε υποθέσει ότι

τα µεταδιδόµενα σήµατα είναι ισοπίθανα).
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Nearest Neighbor Union Bound (NNUB) (3)

Συχνά, για τον υπολογισµό του µέσου αριθµού γειτόνων, Ne =∑M−1
m=0 Nmpm , χρησιµοποιούνται µόνο οι γείτονες κάθε συµβόλου

xm οι οποίοι απέχουν την ελάχιστη Ευκλείδεια απόσταση dmin.

Στην περίπτωση αυτή το προσεγγιστικό NNUB που προκύπτει ενδέχε-

ται να µην είναι άνω ϕράγµα της Pe .

Ωστόσο, στην πράξη, αποτελεί συνήθως καλή προσέγγιση της Pe

µε αποτέλεσµα πολλές ϕορές όταν σχεδιαστές αναφέρονται στο

NNUB να εννοούν το προσεγγιστικό NNUB.
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Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

P̄e: Πιθανότητα σφάλµατος ανά διάσταση

Η σύγκριση συστηµάτων µε ϐάση την Pe δεν είναι πάντα δίκαιη. Για

παράδειγµα, σε ένα κανάλι AWGN ένα σύστηµα QPSK υπόκειται

σε ϑόρυβο σε δύο διαστάσεις, ενώ ένα σύστηµα BPSK σε ϑόρυβο

σε µία διάσταση.

Επιπλέον, το σύστηµα BPSK µεταδίδει 1 ψηφίο ανά χρήση του κανα-

λιού, ενώ το σύστηµα QPSK 2 ψηφία ανά χρήση του καναλιού (άρα

1 ψηφίο ανά διάσταση).

Εποµένως, ένα πιο δίκαιο µέτρο σύγκρισης είναι η πιθανότητα σφάλ-

µατος ανά διάσταση : P̄e = Pe
N .

Εναλλακτικά, µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει την πιθανότητα σφάλ-

µατος ανά αριθµό µεταδιδόµενων ψηφίων :
Pe
b = Pe

log2 M .

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 5η διάλεξη 35/ 43



Το κανάλι Προσθετικού Λευκού Γκαουσιανού Θορύβου (AWGN)
∆ιανυσµατικό µοντέλο καναλιού AWGN
Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι
Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

Ρυθµός Σφάλµατος Ψηφίων (Bit Error Rate -- BER)

΄Οταν µας ενδιαφέρει η πιθανότητα εσφαλµένης µετάδοσης ψη-

ψίων (bits) η Pe δεν αρκεί πάντα από µόνη της για την περιγραφή

της απόδοσης ενός συστήµατος.

΄Εστω, για παράδειγµα, ένα σύστηµα το οποίο χρησιµοποιεί µόνο 2

σήµατα (π.χ. BPSK) και ένα άλλο το οποίο χρησιµοποιεί 64 πιθανά

σήµατα (π.χ. 64-QAM όπως ϑα δούµε αργότερα). Σε ένα σύστηµα

BPSK όταν συµβεί σφάλµα στο σήµα που αποκωδικοποιείται προ-

κύπτει αυτόµατα και σφάλµα στο ψηφίο. Ωστόσο, σε ένα καλά

σχεδιασµένο σύστηµα 64-QAM ακόµα και αν συµβεί σφάλµα στην

ανίχνευση του σήµατος στο δέκτη, κάποια από τα ψηφία ενδέχεται

να αποκωδικοποιηθούν σωστά.

Υπάρχουν διάφοροι παρόµοιοι ορισµοί για το BER. Εµείς ϑα χρη-

σιµοποιήσουµε BER = Pr{αντιστροφή ψηφίου στο δέκτη} (το οποίο

από κάποιους ονοµάζεται πιθανότητα σφάλµατος ψηφίου P̄b).
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Το κανάλι Προσθετικού Λευκού Γκαουσιανού Θορύβου (AWGN)
∆ιανυσµατικό µοντέλο καναλιού AWGN
Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι
Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

Παράδειγµα : VDSL2 ‘‘8-QAM’’

Στο σχήµα, dmin = 2. Ο αριθµός σε κάθε σήµα δηλώνει το αντίστοιχο

µήνυµα. Για παράδειγµα, το σήµα (+1,+3) αντιστοιχεί στο m5 ή στην

ακολουθία ψηφίων 1 0 1.
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Το κανάλι Προσθετικού Λευκού Γκαουσιανού Θορύβου (AWGN)
∆ιανυσµατικό µοντέλο καναλιού AWGN
Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι
Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

Παράδειγµα : VDSL2 ‘‘8-QAM’’ (2)

Μέση ενέργεια του αστερισµού : Ex =
∑

m ‖xm‖2pm

= 1
8

(
4d2

min
2 + 45d2

min
2

)
= 3

2d2
min = 6. Ēx = 3.

Εάν ο δέκτης χρησιµοποιεί προσαρµοσµένο ϕίλτρο :

SNR = Ex
σ2 = 3d2

min
2σ2 .
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Το κανάλι Προσθετικού Λευκού Γκαουσιανού Θορύβου (AWGN)
∆ιανυσµατικό µοντέλο καναλιού AWGN
Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι
Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

Παράδειγµα : VDSL2 ‘‘8-QAM’’ (3)

Union bound: Pe < 7Q(dmin/2σ)⇒ P̄e = Pe
2 = 3.5Q(dmin/2σ).

Nearest neighbors: ΄Ολα τα σήµατα έχουν 4 γείτονες.

Τα x0, x1, x2 και x3 έχουν 3 γείτονες σε απόσταση dmin = 2 και 1

γείτονα σε απόσταση 2
√

2.

Τα x4, x5, x6 και x7 έχουν 1 γείτονα σε απόσταση dmin = 2, 1

γείτονα σε απόσταση 2
√

2 και 2 γείτονες σε απόσταση 2
√

5.

NNUB: Pe < 4Q(dmin/2σ)⇒ P̄e < 2Q(dmin/2σ).

Εάν κρατήσουµε µόνο τους πιο κοντινούς γείτονες κάθε σήµατος :

Pe ≈
∑3

m=0
1
83Q(dmin/2σ)+

∑7
m=4

1
8 Q(dmin/2σ) = 2Q(dmin/2σ)⇒

P̄e ≈ Q(dmin/2σ).

Παρατηρούµε ότι τα εξωτερικά σήµατα του αστερισµού είναι λιγότε-

ϱο επιρρεπή σε σφάλµα µετάδοσης από τα εσωτερικά.
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Το κανάλι Προσθετικού Λευκού Γκαουσιανού Θορύβου (AWGN)
∆ιανυσµατικό µοντέλο καναλιού AWGN
Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι
Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

Παράδειγµα : VDSL2 ‘‘8-QAM’’ (4)

΄Εστω ότι µεταδόθηκε το x0. Θεωρούµε µόνο τους γείτονές του

σε απόσταση dmin. Εάν αντί για x0 ο δέκτης αποφασίσει x1 ή x2
ϑα εµφανιστεί σφάλµα (αναστροφή) σε 1 από τα 3 ψηφία. Εάν

αποφασίσει x5 ϑα εµφανιστεί σφάλµα σε 2 ψηφία. Εποµένως, ο

µέσος αριθµός εσφαλµένων ψηφίων όταν συµβεί σφάλµα κατά

την αποκωδικοποίηση του x0 ισούται προσεγγιστικά µε nb(0) ≈ 4
3 .

Παροµοίως, nb(1) = nb(2) = nb(3) ≈ 4
3 .

΄Εστω, τώρα, ότι µεταδίδεται το x5. Εάν αντί για x5 ο δέκτης αποφα-

σίσει x0 ϑα εµφανιστεί σφάλµα (αναστροφή) σε 2 από τα 3 ψηφία.

Συνεπώς, nb(5) = nb(6) = nb(7) = nb(8) ≈ 2.
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Το κανάλι Προσθετικού Λευκού Γκαουσιανού Θορύβου (AWGN)
∆ιανυσµατικό µοντέλο καναλιού AWGN
Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι
Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

Παράδειγµα : VDSL2 ‘‘8-QAM’’ (5)

Μέσος αριθµός εσφαλµένων ψηφίων δεδοµένου ότι συνέβη σφάλ-

µα : Nb ≈ 5
3 .

Μέσος αριθµός εσφαλµένων ψηφίων : Pb ≈ NbQ
(

dmin
2σ

)
≈ 5

3Q
(

dmin
2σ

)
(δεν είναι πιθανότητα – ενδέχεται να υπερβαίνει το 1).

BER = P̄b = Pb
b ≈

5
9Q
(

dmin
2σ

)
.

Συνήθως, η ποσότητα που καθορίζει την Pe και το BER είναι το όρισµα

της Q() η οποία ελαττώνεται (σχεδόν) εκθετικά. Ο αριθµός των

γειτόνων ή το Nb επιδρά σηµαντικά µόνο όταν έχει µεγάλη τιµή ή

σε χαµηλούς SNR.
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Το κανάλι Προσθετικού Λευκού Γκαουσιανού Θορύβου (AWGN)
∆ιανυσµατικό µοντέλο καναλιού AWGN
Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι
Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

Πώς συγκρίνουµε διαφορετικές διαµορφώσεις µεταξύ τους ;

Για να υλοποιήσουµε τις συναρτήσεις ϐάσης οι οποίες χρησιµο-

ποιούνται για τη διαµόρφωση χρησιµοποιούµε τους πόρους του

καναλιού : χρόνο, συχνότητα και χώρο (σε συστήµατα πολλαπλών

κεραιών). Κάθε µία από τις N διαστάσεις έχει κόστος γιατί απαιτεί

χρήση κάποιων από τους πόρους του συστήµατος.

Για παράδειγµα, ένα σύστηµα 2 διαστάσεων µπορεί να υλοποιείται

µε εναλλάξ µετάδοση στο χρόνο κάθε διάστασης ή µε χρήση δύο

περιοχών συχνοτήτων.
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Το κανάλι Προσθετικού Λευκού Γκαουσιανού Θορύβου (AWGN)
∆ιανυσµατικό µοντέλο καναλιού AWGN
Ανίχνευση MAP/ML στο Γκαουσιανό διανυσµατικό κανάλι
Πιθανότητα Σφάλµατος στο Κανάλι AWGN

Πώς συγκρίνουµε διαφορετικές διαµορφώσεις µεταξύ τους ;

(συνέχεια)

Για δίκαιη σύγκριση συστηµάτων, πρέπει να λαµβάνονται υπόψη

όλες οι παρακάτω ποσότητες :

1. Ο ϱυθµός µετάδοσης R.

2. Η χρησιµοποιούµενη ισχύς Px .

3. Το συνολικό εύρος Ϲώνης W που χρησιµοποιεί το σύστηµα.

4. Η περίοδος Ts που διαρκεί η µετάδοση κάθε συµβόλου.

5. Το BER ή η Pe .

Αν οι παραπάνω ποσότητες κανονικοποιηθούν κατάλληλα, 3 πο-

σότητες αρκούν για σύγκριση συστηµάτων :

1. Ο αριθµός ψηφίων ανά διάσταση b̄ = b
N ,

2. Η ενέργεια ανά διάσταση Ēx = Ex
N και

3. Η κανονικοποιηµένη πιθανότητα σφάλµατος P̄e = Pe
N .
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