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Γενικές Πληροφορίες

∆ιδάσκων : ∆ηµήτρης - Αλέξανδρος Τουµπακάρης.

dtouba@upatras.gr.

Σκοπός του µαθήµατος :

Να εµβαθύνει σε κάποια ϑέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών

Να συµβάλει στη ϐαθύτερη κατανόηση της Ψηφιακής Μετάδοσης.

Να ϐοηθήσει την έρευνά σας.

Θέµατα προς συζήτηση

Καθορισµός ωρών γραφείου κατά τις οποίες ϑα δίνεται προτεραι-

ότητα σε όσους έχουν δηλώσει το µάθηµα.

Καθορισµός τρόπου εξέτασης / αξιολόγησης.

Καθορισµός ώρας µαθήµατος.
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Σχετικά Βιβλία/Συγγράµµατα

Θα χρησιµοποιηθούν διαφάνειες. ∆ε ϑα δοθεί ϐιβλίο. Εάν Ϲητηθεί,

ϑα υποδειχθούν κεφάλαια από Ελληνόγλωσσα ϐιβλία.

Τα παρακάτω ϐιβλία/συγγράµµατα καλύπτουν ϑέµατα Ψηφιακών Ε-

πικοινωνιών. Θα είναι διαθέσιµα από το διδάσκοντα για δανεισµό

για λίγες ώρες.

J. R. Barry, E. A. Lee, and D. G. Messerschmitt, Digital Communica-

tion, 3rd ed.

Καλό ϐιβλίο, περισσότερο από την πλευρά της Επεξεργασίας Σήµα-

τος. Περιέχει και εισαγωγικά κεφάλαια. Η 3η έκδοση καλύπτει και

συστήµατα ΜΙΜΟ.

J. G. Proakis & M. Salehi, Digital Communications, 5th ed.

Κλασσικό ϐιβλίο Ψηφιακών Επικοινωνιών. Γενικά υπεισέρχεται σε

περισσότερες λεπτοµέρειες από τους Lee & Messerschmitt.
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Σχετικά Βιβλία/Συγγράµµατα (2)

John M. Cioffi, Digital Communication, Class Reader,

http://www.stanford.edu/group/cioffi/.

Καλύπτει ένα µεγάλο εύρος ϑεµάτων. Προϋποθέτει καλή γνώση

πιθανοτήτων, σηµάτων και συστηµάτων και στοχαστικών ανελίξεων.

Εκτενής αναφορά σε συστήµατα DMT, στη γενικευµένη ϑεωρία ισο-

σταθµιστών (GDFE) και σε συστήµατα πολλών χρηστών (multiuser).

R. G. Gallager, Information Theory and Reliable Communication.

Κλασικό ϐιβλίο Θεωρίας Πληροφορίας. Το 8ο κεφάλαιο περιέχει

εκτενή ανάλυση της µετάδοσης σε συνεχή κανάλια πεπερασµένου

εύρους Ϲώνης.

S. M. Kay, Fundamentals of Statistical Signal Processing - Volume 1,

Estimation Theory.

Επικεντρώνεται στη Θεωρία Εκτίµησης.
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Σχετικά Βιβλία/Συγγράµµατα (3)

A. Lapidoth, A Foundation in Digital Communication.

Καινούργιο ϐιβλίο. ∆ίνει µεγάλη σηµασία στη µαθηµατική αυστη-

ϱότητα και στη γεωµετρική ϑεώρηση των Ψηφιακών Επικοινωνιών.

D. Tse and P. Viswanath, Fundamentals of Wireless Communica-

tions.

Πολύ καλογραµµένο ϐιβλίο µε σύγχρονα ϑέµατα. ∆εν καλύπτει

λεπτοµέρειες σχεδίασης συστηµάτων. Αναλύει τα Ασύρµατα Συ-

στήµατα από τη σκοπιά της Επεξεργασίας Σήµατος και της Θεωρίας

Πληροφορίας.
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Σχετικά Βιβλία/Συγγράµµατα (4)

A. Papoulis, Probability, Random Variables, and Stochastic Proces-

ses, 3rd ed.

Κλασικό ϐιβλίο πιθανοτήτων και στοχαστικών ανελίξεων. Πολύ χρήσι-

µο ως αναφορά.

A. Leon-Garcia, Probability and Random Processes for Electrical

Engineering, 2nd ed.

΄Οπως ϕανερώνει και ο τίτλος του, είναι προσαρµοσµένο στις α-

νάγκες του Ηλεκτρολόγου Μηχανικού.
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΄Υλη Μαθήµατος

Η ακριβής ύλη ϑα καθοριστεί ύστερα από συζήτηση στο πρώτο µάθη-

µα.

Πιθανά ϑέµατα που µπορούν να συµπεριληφθούν στην ύλη

Επανάληψη ϐασικών αρχών Ψηφιακής Μετάδοσης : ∆ιανυσµατική Α-

ναπαράσταση Κυµατοµορφών, Κανάλι Γκαουσιανού Θορύβου, Βέλ-

τιστη Ανίχνευση, Πιθανότητα Σφάλµατος, Είδη Αστερισµών και ∆ια-

µόρφωσης, Ανάλυση ϐαθυπερατών συστηµάτων.

Ανάλυση Ϲωνοπερατών Ψηφιακών Συστηµάτων.

∆ιασυµβολική Παρεµβολή (ISI), Κριτήριο Nyquist, Ισοστάθµιση (Linear/DFE,

ZF/MMSE), Προκωδικοποιητής Tomlinson.

Στοχαστικές Ανελίξεις. Θόρυβος στις Ψηφιακές Επικοινωνίες και

Είδη Θορύβου.

Συγχρονισµός συστηµάτων. Εκτίµηση καναλιού.

Συστήµατα DMT/OFDM.

Ασύρµατα συστήµατα. Χωρητικότητα καναλιών και τρόποι µετάδο-

σης. Συστήµατα ΜΙΜΟ.
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Περιεχόµενα σηµερινού µαθήµατος

1 Ψηφιακή Μετάδοση

2 Βασικές έννοιες στοχαστικών ανελίξεων και σηµάτων και

συστηµάτων

Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων

Στοχαστικές Ανελίξεις

Συστήµατα
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Αντιστοιχία µε συγγράµµατα

Cioffi: –

Lee & Messerschmitt (3rd ed): Κεφ. 1, 2.1 – 2.3, 2-Α, 3.1, 3.2

Proakis 4th edition: Κεφ. 1, 2
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Ψηφιακή Μετάδοση

Σκοπός της Ψηφιακής Μετάδοσης είναι να στείλει µηνύµατα από

τον ποµπό στο δέκτη δια µεσου του καναλιού.

Τα µηνύµατα που στέλνονται ανήκουν σε ένα πεπερασµένο σύνολο.

Η αποστολή των µηνυµάτων γίνεται µε τη χρήση σηµάτων (κυµατο-

µορφών).

Εποµένως, σε επίπεδο ϕυσικού καναλιού, η Ψηφιακή Μετάδοση

είναι αναλογική.

Επίσης, η Ψηφιακή Μετάδοση είναι, στην ουσία, µετάδοση διακρι-

τών µηνυµάτων. Εάν τα µηνύµατα προέρχονται από ψηφία δια µέσου

κάποιας απεικόνισης ή εάν τα αναπαραστήσουµε µε ψηφία µπορο-

ύµε, ισοδύναµα, να ϑεωρήσουµε ότι στέλνουµε οµάδες ψηφίων.
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Ψηφιακή Μετάδοση (2)

Η µετάδοση είναι επιτυχής όταν ο δέκτης ανιχνεύσει το ίδιο µήνυµα

µε αυτό που έστειλε ο ποµπός.

Στην πράξη, η µετάδοση αποτυγχάνει µε κάποια πιθανότητα σφάλµατος

Pe λόγω

Θορύβου/µεταβολών του καναλιού/παραµόρφωσης, ϑορύβου στο

δέκτη

Ανεπαρκούς γνώσης του καναλιού

Μη ϐέλτιστης σχεδίασης του συστήµατος ώστε να µειωθεί η πολυ-

πλοκότητα και, εποµένως, το κόστος ή/και η κατανάλωση ισχύος.

Ακόµα και αν η σχεδίαση είναι η ϐέλτιστη υπάρχει κάποιο όριο

στο ϱυθµό µε τον οποίο µπορούµε να µεταδώσουµε δια µέσου

του καναλιού. Τα όρια στη µετάδοση µελετώνται από τη Θεωρία

Πληροφορίας.
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Ψηφιακή Μετάδοση (3)

Αρχικά, η πληροφορία που ϑέλουµε να στείλουµε στο δέκτη µετα-

τρέπεται σε κάποιο από τα µηνύµατα µε χρήση κωδικοποιητή.

Στη συνέχεια, τα µηνύµατα µετατρέπονται σε (αναλογικές) κυµατο-

µορφές/ηλεκτρικά σήµατα µε τη χρήση διαµορφωτή και στέλνονται

στο κανάλι για µετάδοση.

Το κανάλι παραµορφώνει τις µεταδιδόµενες κυµατοµορφές τόσο

µε γνωστό τρόπο (π.χ. απόσβεση, διασπορά) όσο και µε τυχαίο

(ϑόρυβος, διαλείψεις (fading)).

Στο δέκτη το σήµα αποδιαµορφώνεται, γίνεται ανίχνευση του µη-

νύµατος που µεταδόθηκε και, στη συνέχεια, αποκωδικοποίηση.
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Ψηφιακή Μετάδοση (4)

Τα µηνύµατα που στέλνει ο ποµπός είναι τυχαία από τη σκοπιά του

δέκτη (αλλιώς δε ϑα είχε νόηµα η µετάδοση).

Ο ϑόρυβος του καναλιού είναι ένα άγνωστο και, συνήθως, τυχαίο

σήµα.

Ακόµα και η παραµόρφωση καναλιού µπορεί να είναι τυχαία (για

παράδειγµα, στα ασύρµατα κανάλια που παρουσιάζουν διαλείψεις

και πολλαπλή όδευση – multipath).

Εποµένως, τόσο τα µεταδιδόµενα όσο και τα λαµβανόµενα σήµατα

και µηνύµατα είναι στοχαστικά.
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Ψηφιακή Μετάδοση (5)

Παρόλο που δε γνωρίζουµε εκ των προτέρων την τιµή των ση-

µάτων, γνωρίζουµε κάποιες ιδιότητές τους. Βασιζόµενοι σε αυτές

µπορούµε να κάνουµε υποθέσεις για τις τιµές τους. Η πιθανότη-

τα σφάλµατος εξαρτάται από την κατανοµή των εκπεµπόµενων και

των λαµβανόµενων σηµάτων και, ϕυσικά, από τους αλγορίθµους

ανίχνευσης που χρησιµοποιεί ο δέκτης.

Η κατανοµή των λαµβανόµενων σηµάτων εξαρτάται από την κατα-

νοµή των εκπεµπόµενων σηµάτων και από τον τρόπο που επιδρά

σε αυτά το κανάλι.
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Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων

Στοχαστικές Ανελίξεις

Συστήµατα

Βασικές έννοιες στοχαστικών ανελίξεων

και σηµάτων και συστηµάτων

1 Ψηφιακή Μετάδοση

2 Βασικές έννοιες στοχαστικών ανελίξεων και σηµάτων και

συστηµάτων

Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων

Στοχαστικές Ανελίξεις

Συστήµατα
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Συστήµατα

∆ιευκρίνιση

Η επισκόπηση των εννοιών Θεωρίας Πιθανοτήτων, Στοχαστικών

Ανελίξεων και Σηµάτων και Συστηµάτων στις επόµενες διαφάνειες

γίνεται εν είδει επανάληψης. Για το λόγο αυτό δίνεται προτεραιότητα

στη σηµασία και στην εφαρµογή των εννοιών στις Ψηφιακές

Επικοινωνίες σε ϐάρος της µαθηµατικής αυστηρότητας και πληρότητας.

Είναι, ωστόσο, σηµαντικό να ελέγχουµε εάν ισχύουν οι απαραίτητες

συνθήκες και υποθέσεις κάθε ϕορά που χρησιµοποιούµε κάποιο

µαθηµατικό εργαλείο για τους σκοπούς των Ψηφιακών Επικοινωνιών.
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Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων

Τυχαία Μεταβλητή (τ.µ.): Μια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το δειγ-

µατικό χώρο Ω. Οι τιµές της µπορεί να είναι πραγµατικές ή µιγαδι-

κές, συνεχείς ή διακριτές.

Παράδειγµα 1.1: A = Αποτέλεσµα του αγώνα Ολυµπιακός - Πανα-

ϑηναϊκός. Ω = {1,2,X}.

Παράδειγµα 1.2: B = Θερµοκρασία στην Πάτρα. Ω =?

Οι διακριτές τ.µ. περιγράφονται µε χρήση της συνάρτησης µάζας πι-

ϑανότητας (σ.µ.π.) pX (x) = Pr{X = x} (probability mass function

- pmf).
∑

a∈Ω pX (a) = 1.
FX (x) = Pr{X ≤ x} =

∑
a:a≤x pX (a). Συνάρτηση Κατανοµής

Πιθανότητας (cumulative distribution function -- cdf).

Παράδειγµα 1.3 (ΟΣΦΠ-ΠΑΟ): pA(a = 1) = 1, pA(a = X) =
pA(a = 2) = 0.
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Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων (συνέχεια)

Οι συνεχείς τ.µ. περιγράφονται µε χρήση της συνάρτησης πυ-

κνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) (probability density function - pdf)

fX (x) = d
dx FX (x).

∫
Ω fX (x)dx = 1.

Pr{X ∈ S} =
∫
S fX (x)dx .

fX (x) ≥ 0, αλλά όχι, απαραίτητα, ≤ 1.

Εναλλακτικά, αντί για pmf, µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει pdf µε

συναρτήσεις Dirac fX (x) =
∑

a∈Ω px(a)δ(x − a).
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Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων

Στοχαστικές Ανελίξεις

Συστήµατα

Κανονική (Γκαουσιανή) Κατανοµή

fX (x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 X ∼ N (µ, σ2).

Συνεχής κατανοµή. Θα τη χρησιµοποιήσουµε κατά κόρον στα ε-

πόµενα. Η χρήση της δικαιολογείται από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα

(Central Limit Theorem): Το άθροισµα N ανεξάρτητων και οµοίως

κατανεµηµένων (i.i.d.) τυχαίων µεταβλητών µε πεπερασµένη µέση

τιµή και διασπορά τείνει στην γκαουσιανή κατανοµή για N → ∞
ανεξάρτητα από την κατανοµή τους.

Μοντελοποιεί πολύ καλά το ϑερµικό ϑόρυβο στα ηλεκτρονικά κυ-

κλώµατα (περισσότερα σύντοµα).
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Η συνάρτηση Q

Q(x) = 1√
2π

∫∞
x e−

a2
2 da = 1

2erfc
(

x√
2

)
.

Εάν X ∼ N (µ, σ2), Pr{X > x} = Q
( x−µ

σ

)
. ∆ηλαδή, η Q() δίνει

το εµβαδόν της ``ουράς΄΄ της Γκαουσιανής καµπύλης.

Η συνάρτηση Q() δεν έχει αναλυτική έκφραση. Για µεγάλες τιµές

του x προσεγγίζεται πολύ καλά από την
1√
2πx

e−
x2
2 .

Χρησιµοποιείται ευρέως για τον υπολογισµό της πιθανότητας σφάλ-

µατος στα Ψηφιακά Συστήµατα.
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Σηµαντικές Ποσότητες

Μέση τιµή τ.µ. (mean value or expectation)

Ep[X ] =
∑

x∈Ω xpX (x) για διακριτές τ.µ.,

Ef [X ] =
∫

Ω xfX (x)dx για συνεχείς.

Μέση τιµή συνάρτησης g(·) τ.µ.

Ef [g(X)] =
∫

Ω g(x)fX (x)dx .

Αντίστοιχα για διακριτές τ.µ.

∆ιασπορά τ.µ. (variance)

σ2
X = E[(X − E[X ])2] = E[X2]− (E[X ])2.

Για µιγαδικές τ.µ. σ2
X = E[|(X−E[X ])|2] = E[XX∗]−(E[X ])(E[X ])∗.

Χαρακτηριστική Σύνάρτηση (Characteristic Function)

ΦX (s) = E[esX ] =
∫∞
−∞ esx fX (x)dx .
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Συναρτήσεις περισσότερων µεταβλητών

Από κοινού συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας (joint cdf)

δύο (συνεχών) τ.µ.

FX ,Y (x, y) = Pr{X ≤ x,Y ≤ y} =
∫ x
−∞

∫ y
−∞ fX ,Y (a, b)dadb.

fX ,Y (x, y): Από κοινού σ.π.π. (joint pdf).

Περιθώρια σ.π.π. (marginal pdf) fX (x) =
∫∞
−∞ fX ,Y (x, y)dy.

∆ύο τ.µ. είναι (στατιστικώς) ανεξάρτητες όταν για οποιαδήποτε δια-

στήµατα I και J , Pr{X ∈ I ∩ Y ∈ J} = Pr{X ∈ I}Pr{Y ∈ J}.

Ισοδύναµα, fX ,Y (x, y) = fX (x)fY (y) ή FX ,Y (x, y) = FX (x)FY (y)
ή E[XY ] = E[X ]E[Y ] (ασυσχέτιστες).

Ασυσχέτιστες τ.µ. δεν είναι απαραίτητα και ανεξάρτητες. Ωστόσο,

εάν οι τ.µ. είναι γκαουσιανές και ασυσχέτιστες, τότε είναι και ανε-

ξάρτητες.
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Από κοινού Γκαουσιανή Κατανοµή

∆ύο (πραγµατικών) µεταβλητών, µ = 0:

fX ,Y (x, y) =
1

2πσ2
√

1− ρ2
exp

[
−x2 − 2ρxy + y2

2σ2(1− ρ2)

]
,

όπου ρ = E[XY ]
σ2 ο συντελεστής συσχέτισης.

Γενική µορφή για M (πραγµατικές) µεταβλητές

fX(x) =
1

(2π)
M
2 |Kx|

1
2

exp
[
−1

2
(x−mx)T K−1

x (x−mx)

]
,

όπου Kx = E[(x−mx)(x−mx)T ] ο πίνακας συνδιασποράς

(covariance matrix) και mX = E[X].

Οι περιθώριες σ.π.π. είναι και αυτές γκαουσιανές.

Από γραµµικό µετασχηµατισµό από κοινού γκαουσιανών τ.µ. προ-

κύπτουν από κοινού γκαουσιανές τ.µ.
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∆εσµευµένες Πιθανότητες και Κανόνας του Bayes

fX |Y (x|y) =
fX,Y (x,y)

fY (y) για τις τιµές του y όπου fY (y) 6= 0.

Θεώρηµα ολικής πιθανότητας :

p(y) =
∑

x∈Ωx
pX ,Y (x, y) =

∑
x∈Ωx

pX (x)pY |X (y|x).

Κανόνας Bayes: fX |Y (x|y)fY (y) = fY |X (y|x)fX (x).

Θεώρηµα Bayes: fX |Y (x|y) =
fY |X (y|x)fX (x)∫

Ωx
fY |X (y|x)fX (x)dx

.

Για διακριτές τ.µ.: pX |Y (x|y) =
pY |X (y|x)pX (x)∑
Ωx

pY |X (y|x)pX (x) .
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Στοχαστικές Ανελίξεις (Random Processes)

Υπενθυµίζεται ότι ένας χώρος πιθανότητας (probability space) είναι

µια τριάδα (Ω,F , P), όπου Ω είναι το σύνολο των αποτελεσµάτων

των πειραµάτων, F είναι το σύνολο των ενδεχοµένων και P είναι

µια απεικόνιση που αντιστοιχίζει πιθανότητες σε ενδεχόµενα.

Μια τυχαία µεταβλητή X είναι µια απεικόνιση από το σύνολο Ω στο

R.

Ορισµός Μια στοχαστική ανέλιξη/στοχαστική διαδικασία/τυχαία διαδικασία/τυχαία

συνάρτηση (random process/stochastic process/random function)

συνεχούς χρόνου (X(t), t ∈ T ) είναι µια οικογένεια τ.µ. µε δείκτη

t που ορίζονται σε κοινό χώρο πιθανότητας (Ω,F , P).

Παρόλο που στις Ψηφιακές Επικοινωνίες ο δείκτης της στοχαστικής

ανέλιξης είναι ο χρόνος, σε άλλες περιπτώσεις µπορεί να είναι ο

χώρος (π.χ. η ϑερµοκρασία κατά µήκος της Εθνικής Οδού σε µια

δεδοµένη χρονική στιγµή).
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Στοχαστικές Ανελίξεις (2)

Μια στοχαστική ανέλιξη συνεχούς χρόνου είναι µια απεικόνιση

Ω× R→ R.

Σηµείωση : Θα περιοριστούµε, αρχικά, σε πραγµατικές στοχαστικές

ανελίξεις. Θα µιλήσουµε για µιγαδικές στοχαστικές ανελίξεις σε

επόµενα µαθήµατα.

Για δεδοµένο ενδεχόµενο ω ∈ Ω, η X(ω, t) : R → R είναι

νοµοτελειακή (deterministic) συνάρτηση του χρόνου t. Λέµε ότι η

X(ω, t) είναι µία συνάρτηση-δείγµα (sample path/trajectory/sample

function).

Για δεδοµένη χρονική στιγµή, t, η X(ω, t) : Ω→ R είναι (ϐαθµωτή)

τ.µ.

Εποµένως, µπορούµε να δούµε µια στοχαστική ανέλιξη ως µια ``τ.µ.΄΄

της οποίας η τιµή αντί για µια ϐαθµωτή ποσότητα είναι µια κυµα-

τοµορφή ή ως µια συνάρτηση η τιµή της οποίας σε κάθε χρονική

στιγµή είναι τ.µ.
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Στοχαστικές Ανελίξεις ∆ιακριτού Χρόνου

Στοχαστική ανέλιξη διακριτού χρόνου {Xk}: ΄Ενα σύνολο από ακο-

λουθίες (δειγµατικές συναρτήσεις διακριτού χρόνου), σε κάθε µία

από τις οποίες αντιστοιχεί µια µάζα πιθανότητας.

Γενικά, µπορούµε να σκεφτόµαστε τις στοχαστικές ανελίξεις δια-

κριτού χρόνου ως ακολουθίες τ.µ., αλλά απαιτείται προσοχή από τη

µαθηµατική σκοπιά, ειδικά όταν δεν είναι εργοδικές.

Οι τιµές µιας στοχαστικής ανέλιξης µπορεί να είναι διακριτές (π.χ.

αριθµός αυτοκινήτων που περνούν από τα διόδια από τις 10 έως τις

11 π.µ. κάθε ηµέρα) ή συνεχείς (π.χ. η ϑερµοκρασία στην Πάτρα).
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Στοχαστικές Ανελίξεις (3)

Παρόλο που οι στοχαστικές ανελίξεις είναι τυχαίες, γνωρίζουµε,

όπως και στην περίπτωση των τ.µ., κάποιες ιδιότητές τους.

Γενική Περιγραφή: µε χρήση από κοινού σ.π.π. (ή σ.µ.π.). Για

παράδειγµα, η πιθανότητα τα δείγµατα Xk, k = 1,2, . . . ,N της

στοχαστικής ανέλιξης {Xk} να ισούνται µε (x1, x2, . . . , xN) ισούται

µε p(x1, x2, . . . , xN).

Η στοχαστική ανέλιξη {X(t)} είναι γκαουσιανή εάν οποιοδήποτε

σύνολο δειγµάτων της είναι από κοινού γκαουσιανές τ.µ.

Μέση τιµή στοχαστικής ανέλιξης : mk = E[Xk], m(t) = E[X(t)]
(στη γενική περίπτωση εξαρτάται από τη χρονική στιγµή, k!).

Αυτοσυσχέτιση : RXX (k, l) = E[XkXl ], RXX (t1, t2) = E[X(t1)X(t2)].

Παράδειγµα 1.4: Στοχαστική ανέλιξη που περιγράφει διαδοχική ϱίψη

κέρµατος : ∆ύο οποιαδήποτε δείγµατα είναι ασυσχέτιστα.

Παράδειγµα 1.5: Στοχαστική ανέλιξη που περιγράφει τη ϑερµοκρα-

σία στην Πάτρα : Η αυτοσυσχέτιση είναι µη µηδενική.
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Στοχαστικές Ανελίξεις – Στασιµότητα

Ορισµός Μια στοχαστική ανέλιξη είναι Στάσιµη κατά την Αυστηρή ΄Εννοια

(Strict-Sense Stationary - SSS) όταν

f (xt1 , xt2 , . . . , xtk ) = f (xt1+t , xt2+t , . . . , xtk+t). ΄Οταν, δηλαδή,

η από κοινού σ.π.π. εξαρτάται µόνο από την απόσταση µεταξύ

των δειγµάτων και όχι από τις ακριβείς χρονικές στιγµές (παρόµοια

ορίζεται η SSS για στοχαστικές ανελίξεις διακριτού χρόνου).

Θεώρηµα Μια στοχαστική ανέλιξη διακριτού χρόνου είναι SSS εάν και µόνο εάν,

για κάθε l ∈ N, για όλα τα k και για οποιαδήποτε n1, . . . ,nl και

α1, . . . , αl ∈ R, οι τ.µ.
∑l

j=1 αjXnj και
∑l

j=1 αjXnj+k ακολουθούν

την ίδια κατανοµή.
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Στασιµότητα κατά την ευρεία έννοια

Ορισµός Μια στοχαστική ανέλιξη είναι Στάσιµη κατά την Ευρεία ΄Εννοια

(Wide-Sense Stationary - WSS) όταν

Οποιοδήποτε δείγµα της στο χρόνο έχει πεπερασµένη διασπορά :

Var[X(t)] <∞ ∀t.

m(t) = µ (σταθερή) και

RXX (t1, t2) = R(t1− t2) (εξαρτάται µόνο από την απόσταση µεταξύ

των δειγµάτων).

Θεώρηµα WSS⇒ Var[X(t)] = σ2 (σταθερή)

Θεώρηµα SSS & Var[X(t)] <∞ ∀t ⇒ WSS.

Θεώρηµα WSS + γκαουσιανή⇒ SSS.
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Στάσιµες Στοχαστικές Ανελίξεις – Αυτοδιασπορά

΄Εστω πραγµατική στοχαστική ανέλιξη WSS διακριτού χρόνου, {Xn}
Ορισµός Η Συνάρτηση Αυτοδιασποράς (Autocovariance function) KXX :

Z→ R στοχαστικής ανέλιξης WSS διακριτού χρόνου ορίζεται ως

KXX (k) , Cov[Xn+k,Xn], k ∈ Z.

Η KXX (k) δεν εξαρτάται από το n (λόγω στασιµότητας).

Επίσης, KXX (k) = E[Xn+kXn]− µ2.

Παρόµοιοι ορισµοί και συµπεράσµατα ισχύουν και για στοχαστικές

ανελίξεις συνεχούς χρόνου.
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Στάσιµες Στοχαστικές Ανελίξεις – Αυτοδιασπορά (2)

Θεώρηµα Η αυτοδιασπορά πραγµατικής στοχαστικής ανέλιξης WSS

διακριτού χρόνου είναι ϑετικώς ορισµένη συνάρτηση (positive de-

finite function). Ως ϑετικώς ορισµένη συνάρτηση έχει τις εξής

ιδιότητες :

Συµµετρία : KXX (−k) = KXX (k), ∀k ∈ Z.
Για κάθε α1, . . . , αn ∈ R,

∑n
k=1

∑n
l=1 αkαlKXX (k − l) ≥ 0.

Θεώρηµα Αντίστροφα, αποδεικνύεται ότι, αν µια συνάρτηση K : Z → R
ικανοποιεί τα παραπάνω, υπάρχει πραγµατική στοχαστική ανέλιξη

WSS διακριτού χρόνου η συνάρτηση αυτοδιασποράς της οποίας

είναι η KXX (k).
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Στάσιµες Στοχαστικές Ανελίξεις – Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος

Μια στάσιµη στοχαστική ανέλιξη έχει άπειρη ενέργεια (γιατί;).

Εποµένως, δεν είναι δυνατόν να οριστεί µετασχηµατισµός Fourier

µιας στάσιµης στοχαστικής ανέλιξης.

Για τη στατιστική περιγραφή στάσιµων στοχαστικών ανελίξεων στο

πεδίο της συχνότητας χρησιµοποιείται η Φασµατική Πυκνότητα Ι-

σχύος (ή Φάσµα Ισχύος) (Power Spectral Density - PSD).

΄Οπως ϑα δούµε, η Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος περιγράφει πόσο

γρήγορα ``απο-συσχετίζεται΄΄ ένα σήµα, σε αναλογία µε το Φάσµα

ενός νοµοτελειακού σήµατος το οποίο περιγράφει πόσο γρήγορα

µεταβάλλεται το σήµα.

Εποµένως, η Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος περιγράφει τη µέση κα-

τανοµή της ισχύος στο πεδίο της συχνότητας.
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Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος (2)

Ορισµός ΄Εστω πραγµατική στοχαστική ανέλιξη WSS διακριτού χρόνου. Η ϕα-

σµατική πυκνότητα ισχύος, SXX (θ), εάν υπάρχει, είναι µια ολοκλη-

ϱώσιµη απεικόνιση από το διάστηµα [−1/2,1/2) στο R για την

οποία ισχύει

KXX (k) =

∫ 1/2

−1/2
SXX (θ)e−j2πkθdθ, k ∈ Z.

Θεώρηµα Εάν
∑∞

k=−∞ |KXX (k)| < ∞, η S(θ) =
∑∞

k=−∞ KXX (k)ej2πkθ ,

θ ∈ [−1/2,1/2] είναι PSD της στοχαστικής ανέλιξης µε αυτοδια-

σπορά KXX (k).

Παρατηρήστε ότι SXX (θ) ∈ R (γιατί;).

΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, αυτό ισχύει και στην περίπτωση µιγαδι-

κών στοχαστικών ανελίξεων.
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Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος - ∆ιευκρίνιση

Για την PSD χρησιµοποιήσαµε τον ορισµό

KXX (k) =
∫ 1/2
−1/2 SXX (θ)e−j2πkθdθ, k ∈ Z, δηλαδή η SXX (θ) είναι ο

αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier της KXX (k). ∆ιαισθητικά, είναι

πιο σωστό η SXX (θ) να είναι ο µετασχηµατισµός Fourier της KXX (k) και

πολλές ϕορές αυτός είναι ο τρόπος που ορίζεται η SXX (θ). Ωστόσο,

επειδή η KXX (k) είναι συµµετρική, ο ευθύς και ο αντίστροφος

µετασχηµατισµός Fourier ταυτίζονται.
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Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος (3)

Ισχύς στάσιµης στοχαστικής ανέλιξης :

Var[X ] = Cov[Xn,Xn] = KXX (0) = E[|Xk|2]− µ2

⇒ E[|Xk|2] = KXX (0) + µ2

Οµοίως, για στοχαστικές ανελίξεις συνεχούς χρόνου,

E[|X(t)|2] = KXX (0) + µ2.

Με χρήση ιδιοτήτων µετασχηµατισµού Fourier,

KXX (0) =
∫ 1/2
−1/2 SXX (θ)dθ, KXX (0) =

∫∞
−∞ SXX (f )df .

Θεώρηµα Εάν η SXX (θ) είναι PSD πραγµατικής στοχαστικής ανέλιξης,

SXX (θ) ≥ 0 και

SXX (θ) = SXX (−θ).

Αντίστροφα, αν µια συνάρτηση S : [−1/2,1/2] → R είναι ολο-

κληρώσιµη, µη αρνητική και συµµετρική ως προς το 0, τότε υπάρχει

πραγµατική στοχαστική ανέλιξη WSS µε PSD S(θ).
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Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος (4)

Η PSD δεν ορίζεται για οποιαδήποτε KXX (θ).

Γενικά, ο χαρακτηρισµός των KXX (k) για τις οποίες υπάρχει PSD

δεν είναι εύκολος.

΄Οπως είδαµε, µια αναγκαία συνθήκη (αλλά όχι ικανή) είναι να ισχύει∑∞
k=−∞ |KXX (k)| <∞.

Στις περιπτώσεις που δεν υπάρχει PSD, η KXX (k) πρέπει να µπορεί

να εκφραστεί ως συνάρτηση τ.µ. Για περισσότερες λεπτοµέρειες

δείτε π.χ. Lapidoth.

∆ε ϑα ασχοληθούµε µε τις µαθηµατικές λεπτοµέρειες. Απλώς

γίνεται µια απλή αναφορά για όσους ενδιαφέρονται.
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Αυτοσυσχέτιση

Σε αναλογία µε την αυτοδιασπορά, η αυτοσυσχέτιση (autocorrelation)

πραγµατικής WSS στοχαστικής ανέλιξης ορίζεται ως

RXX (k) , E[Xn+kXn], k ∈ Z.

Συχνά, η PSD ορίζεται ϐάσει της RXX (k) αντί για την SXX (k).

Στην πράξη, δεν έχει ιδιαίτερη σηµασία ποια από τις δύο χρησιµο-

ποιούµε, δεδοµένου ότι, για WSS στοχαστικές ανελίξεις, KXX (k) =
RXX (k)− µ2.
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Ετεροσυσχέτιση, Από Κοινού Στασιµότητα

Ετεροσυσχέτιση (cross-correlation): RXY (t1, t2) = E[X(t1)Y ∗(t2)].

Οι {X(t)} και {Y (t)} είναι από κοινού στάσιµες κατά την ευρεία

έννοια (jointly WSS) εάν

η καθεµία τους είναι WSS και

RXY (t1, t2) = RXY (t1 − t2)
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Γραµµικά, Χρονικώς Αµετάβλητα Συστήµατα

Σύστηµα S: Μια απεικόνιση της εισόδου του στην έξοδο : y = s(x).

΄Ενα σύστηµα είναι γραµµικό όταν ισχύουν οι αρχές της οµοιο-

γένειας και της υπέρθεσης : s(
∑

i αixi) =
∑

i αis(xi).

΄Ενα σύστηµα είναι χρονικώς αµετάβλητο όταν έχει την ίδια έξοδο

για µια δεδοµένη είσοδο, ανεξάρτητα µε το πότε η είσοδος εφαρ-

µόζεται στο σύστηµα.

΄Ενα γραµµικό χρονικώς αµετάβλητο σύστηµα (Linear Time Invariant

- LTI) µπορεί να περιγραφεί

Στο χρόνο µε χρήση της κρουστικής απόκρισης (impulse response)

hi (h(t)).

Στη συχνότητα µε χρήση της συνάρτησης µεταφοράς (transfer fu-

nction) H(z) (H(s)) και της απόκρισης συχνότητας (frequency re-

sponse) H(θ) (H(f )).

Πώς µπορούµε να περιγράψουµε ένα Γραµµικό, Χρονικώς Μετα-

ϐαλλόµενο σύστηµα;
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Θεώρηµα ∆ειγµατοληψίας Shannon/Nyquist

΄Εστω συνεχές σήµα x(t) µε µετασχηµατισµό Fourier X(f ) το οποίο

δειγµατοληπτείται οµοιόµορφα µε περίοδο δειγµατοληψίας T .

Ο µετασχηµατισµός Fourier του διακριτού σήµατος xk = x(kT)
ισούται µε

X(θ) =
1
T

∞∑
k=−∞

Xc

(
θ − k

T

)
,

όπου Xc(f ) ο µετασχηµατισµός Fourier του x(t).
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Θεώρηµα ∆ειγµατοληψίας Shannon/Nyquist (2)
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Θεώρηµα ∆ειγµατοληψίας Shannon/Nyquist (3)

Εποµένως, η ανακατασκευή ενός συνεχούς σήµατος από τα

δείγµατά του είναι πάντοτε δυνατή εφόσον η δειγµατοληψία γίνει

µε ϱυθµό τουλάχιστον διπλάσιο της µεγαλύτερης συχνότητας του

σήµατος.

Ικανή, αλλά όχι αναγκαία συνθήκη (γιατί;)

Ανακατασκευή σήµατος. Με χρήση επίπεδου ιδανικού ϐαθυπερα-

τού ϕίλτρου. Στο πεδίο του χρόνου :

x(t) =

∞∑
k=−∞

xk

sin
[
π(t−kT)

T

]
π(t−kT)

T

=
∞∑

k=−∞
xksinc

(
t − kT

T

)
.
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Θεώρηµα ∆ειγµατοληψίας Shannon/Nyquist (4)

Το ιδανικό ϕίλτρο είναι υλοποιήσιµο; Η sinc;
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Συστήµατα και Στοχαστικές Ανελίξεις

΄Εστω µια WSS στοχαστική ανέλιξη {X(t)} ({Xk}) η οποία διέρχε-

ται από το LTI σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t). Μπορεί να

αποδειχθεί (µε πράξεις) ότι :

mY = mX H(0) (mY = mX H(z = 1))

RYY (τ) = h(τ)∗h∗(−τ)∗RXX (τ) (RYY (k) = hk ∗h∗−k ∗RXX (k))

SYY (f ) = SXX (f )|H(f )|2 (SYY (θ) = SXX (θ)|H(θ)|2)

SYY (s) = SXX (s)H(s)H∗(−s∗) (SYY (z) = SXX (z)H(z)H∗(1/z∗)).
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Στοχαστικές Ανελίξεις και ∆ειγµατοληψία

΄Εστω µια WSS στοχαστική ανέλιξη συνεχούς χρόνου {X(t)} η οποία

δειγµατοληπτείται οµοιόµορφα µε περίοδο T : Yk = X(kT).

RYY (k, l) = E[X(kT)X(lT)∗] = RXX ((k − l)T).

΄Αρα, η αυτοσυσχέτιση της ακολουθίας {Yk} προκύπτει από την αυ-

τοσυσχέτιση της {X(t)} µε δειγµατοληψία.

SYY (θ) = 1
T

∑∞
k=−∞ SXX ( θ−k

T ),

παρόµοια µε την περίπτωση νοµοτελειακών σηµάτων.

Εποµένως, η ανακατασκευή της συνεχούς στοχαστικής ανέλιξης

γίνεται µε χρήση ϐαθυπερατού ϕίλτρου (παλµών sinc). Ωστόσο, σε

αντίθεση µε τα νοµοτελειακά σήµατα, για την ανακατασκευασµένη

στοχαστική ανέλιξη {Ŷ (t)} ισχύει E[(Ŷ (t) − Y (t))2] = 0 και όχι

Ŷ (t) = Y (t), δηλαδή υπάρχει περίπτωση οι Ŷ (t) και Y (t) να δια-

ϕέρουν σε ένα σύνολο τιµών του t µε µηδενικό µέτρο Lebesgue.

Για τους δικούς µας σκοπούς (ανάλυση και σχεδίαση Ψηφιακών

Συστηµάτων Επικοινωνιών) η συνθήκη E[(Ŷ (t)− Y (t))2] = 0 είναι

επαρκής.
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