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Αναλυτικό σήµα
Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

Περιεχόµενα σηµερινού µαθήµατος

1 Ζωνοπερατά (bandpass) σήµατα και συστήµατα

Αναλυτικό σήµα

Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

2 ∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή

Εισαγωγή

∆ιαδοχική χρήση καναλιού
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Αναλυτικό σήµα
Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

Ζωνοπερατά (bandpass) σήµατα και συστήµατα

� Ζωνοπερατό (bandpass/narrowband) σήµα x(t): ΄Οταν ο µετασχη-

µατισµός Fourier X(f ) είναι µη µηδενικός σε µια µικρή περιοχή

συχνότήτων γύρω από µια ϕέρουσα συχνότητα (carrier frequency)

fc . ∆ηλαδή, X(f ) = 0 για |f − fc| ≥ W , µε W < fc .

� Ζωνοπερατό σύστηµα h(t): ΄Ενα σύστηµα που έχει µη µηδενική

απόκριση συχνότητας H(f ) σε µια µικρή περιοχή συχνοτήτων γύρω

από µια ϕέρουσα συχνότητα, δηλαδή δεν αφήνει να ``περάσουν΄΄

συχνότητες εκτός της περιοχής |f − fc| < W .
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Αναλυτικό σήµα
Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

Αναλυτικό σήµα και µετασχηµατισµός Hilbert

� Το αναλυτικό σήµα (analytic signal) z(t) ορίζεται ως Z(f ) , 2u(f )X(f )
όπου u(f ) = 0 για f < 0, και u(t) = 1 για f > 0 (step function).

Αποδεικνύεται ότι (ϐλ. π.χ. Proakis & Salehi) z(t) = x(t) + jx̂(t),

όπου x̂(t) , 1
πt ∗ x(t) είναι ο µετασχηµατισµός Hilbert του x(t).

X̂(f ) = −jsgn(f ). Εποµένως, ο µετασχηµατισµός Hilbert είναι ένα

ϕίλτρο που µεταθέτει τη ϕάση των ϑετικών συχνοτήτων κατά−π
2 και

τη ϕάση των αρνητικών συχνοτήτων κατά
π
2 .
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Αναλυτικό σήµα
Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

Αναλυτικό σήµα και µετασχηµατισµός Hilbert
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Αναλυτικό σήµα
Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

Βαθυπερατό Ισοδύναµο

� Το ϐαθυπερατό ισοδύναµο σήµα (bandpass equivalent signal) xl(t)

ορίζεται ως Xl(f ) , Z(f + fc) = 2u(f + fc)X(f + fc).

Εποµένως, xl(t) = z(t)e−j2πfct = xc(t) + jxs(t)
(µιγαδικό σήµα στη γενική περίπτωση !).

Με πράξεις, x(t) = xc(t) cos(2πfct)− xs(t) sin(2πfct)
και x̂(t) = xc(t) sin(2πfct) + xs(t) cos(2πfct)

Αντιστρόφως, xc(t) = x(t) cos(2πfct) + x̂(t) sin(2πfct)
και xs(t) = x̂(t) cos(2πfct)− x(t) sin(2πfct).

Για µια καλή επισκόπηση σχέσεων µεταξύ Ϲωνοπερατών, αναλυτι-

κών και ϐαθυπερατών ισοδύναµων εκφράσεων, δείτε τον Πίνακα

2.2 των Proakis & Salehi.

Ισχύει Xl(f ) = 0 για |f | ≥ W .
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Αναλυτικό σήµα
Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

Βαθυπερατό Ισοδύναµο (2)
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Αναλυτικό σήµα
Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

Σε τι χρησιµεύει το ϐαθυπερατό ισοδύναµο ;

Γνωρίζουµε ότι, για Γραµµικά και Χρονικώς Αµετάβλητα (LTI) συστήµα-

τα, ισχύει y(t) = h(t) ∗ x(t) και, ισοδύναµα, Y (f ) = H(f )X(f ).

Εάν τόσο το σήµα x(t) όσο και το σύστηµα h(t) είναι Ϲωνοπερατά

στην περιοχή της fc και ισχύει X(f ) = 0 και H(f ) = 0 για |f − fc| ≥
W , τότε µπορούµε να γράψουµε

Y (f ) = H(f )X(f )⇒
Z(f ) = 2u(f )Y (f ) = 2u(f )H(f )X(f )⇒
Yl(f ) = 2u(f + fc)H(f + fc)X(f + fc)

=
1
2

(2u(f + fc)H(f + fc)) (2u(f + fc)X(f + fc))⇒

Yl(f ) =
1
2

Hl(f )Xl(f )⇒

yl(t) =
1
2

hl(t) ∗ xl(t).
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Αναλυτικό σήµα
Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

Σε τι χρησιµεύει το ϐαθυπερατό ισοδύναµο ; (2)

Εποµένως, αντί να αναλύσουµε το Ϲωνοπερατό σύστηµα h(t) µε

Ϲωνοπερατή είσοδο x(t), µπορούµε να αναλύσουµε το ισοδύναµο

ϐαθυπερατό σύστηµα hl(t) µε είσοδο xl(t).

Η ϐαθυπερατή περιγραφή είναι πολύ χρήσιµη γιατί µπορεί να απλο-

ποιήσει την ανάλυση, αλλά και την υλοποίηση.

Για παράδειγµα, σε ένα σύστηµα, εάν επεξεργαζόµαστε το ϐα-

ϑυπερατό σήµα (baseband processing) µπορούµε να χρησιµοποι-

ήσουµε τα ίδια κυκλώµατα ανεξαρτήτως της ϕέρουσας συχνότητας.
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Αναλυτικό σήµα
Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

Σε τι χρησιµεύει το ϐαθυπερατό ισοδύναµο ; (3)

Τα περισσότερα συστήµατα επικοινωνιών λειτουργούν µε ϐάση

αυτήν την αρχή: Το σήµα µεταφέρεται γύρω από τη µηδενική συ-

χνότητα (downconversion) ή σε µια ενδιάµεση συχνότητα fIF και η

επεξεργασία του γίνεται στις χαµηλές συχνότητες.

Τα ϐαθυπερατά σήµατα και συστήµατα είναι, στη γενική περίπτωση,

µιγαδικά. Ωστόσο, το Ϲωνοπερατό σήµα/σύστηµα στο οποίο αντι-

στοιχούν είναι πραγµατικό (σε συστήµατα επικοινωνιών).
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Αναλυτικό σήµα
Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

Παράδειγµα : QAM

Είδαµε ότι ως συναρτήσεις ϐάσης του αστερισµού QAM µπορούν

να χρησιµοποιηθούν οι φ1(t) =
√

2
T sinc

(
t
T

)
cos(2πfct) και

φ2(t) =
√

2
T sinc

(
t
T

)
sin(2πfct). Με µετασχηµατισµό Fourier,

Φ1(f ) =
√

T
2 {Π(T(f − fc)) + Π(T(f + fc))} και

Φ2(f ) = j
√

T
2 {−Π(T(f − fc)) + Π(T(f + fc))}.

Οι φi(t) είναι Ϲωνοπερατές µε µέτρο

√
T
2 στο διάστηµα |f − fc| ≤

1
2T .
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Αναλυτικό σήµα
Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

Παράδειγµα : QAM (συνέχεια)

΄Εστω ένα σήµα QAM:

x(t) = aφ1(t) + bφ2(t)

= a
√

2
T sinc

(
t
T

)
cos(2πfct) + b

√
2
T sinc

(
t
T

)
sin(2πfct).

Με επισκόπηση ή µε πράξεις,

xc(t) = a
√

2
T sinc

(
t
T

)
και xs(t) = −b

√
2
T sinc

(
t
T

)
.

xl(t) = xc(t) + jxs(t) = (a − jb)
√

2
T sinc

(
t
T

)
.

Εποµένως, µπορούµε να αναπαραστήσουµε ένα (πραγµατικό) δισ-

διάστατο Ϲωνοπερατό σήµα QAM µε ένα µιγαδικό µονοδιάστατο

ϐαθυπερατό σήµα µε συνάρτηση ϐάσης φ(t) =
√

2
T sinc

(
t
T

)
.
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Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού

∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή

1 Ζωνοπερατά (bandpass) σήµατα και συστήµατα

Αναλυτικό σήµα

Βαθυπερατό ισοδύναµο σήµα/σύστηµα

2 ∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή

Εισαγωγή

∆ιαδοχική χρήση καναλιού
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Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού

Παραµόρφωση και ∆ιασυµβολική Παρεµβολή

Μέχρι τώρα υποθέταµε ότι το κανάλι h(t) έχει άπειρο εύρος Ϲώνης

και ότι η µόνη επίδρασή του επάνω στο σήµα είναι πολλαπλασια-

σµός µε σταθερά ή/και καθυστέρηση.

Στην πράξη τα κανάλια έχουν πεπερασµένο εύρος Ϲώνης. Επίσης,

στη γενική περίπτωση, η απόκρισή τους είναι συνάρτηση της συ-

χνότητας. Για τους λόγους αυτούς τα κανάλια παραµορφώνουν το

σήµα.

Η γραµµική παραµόρφωση µπορεί να αντιµετωπιστεί µε χρήση του

προσαρµοσµένου ϕίλτρου στο δέκτη. Υπάρχουν, ωστόσο, κάποιες

λεπτοµέρειες που πρέπει να προσεχτούν. Ενδέχεται, για παράδειγ-

µα, οι συναρτήσεις ϐάσης να µην είναι ορθογώνιες στην έξοδο

του καναλιού. Ακόµα χειρότερα, ενδέχεται κάποιες να είναι και

γραµµικώς εξαρτηµένες, µε αποτέλεσµα να ``χάνουµε΄΄ κάποιες

διαστάσεις (µη αντιστρέψιµος µετασχηµατισµός). Απαιτείται, επο-

µένως, προσεκτικός σχεδιασµός, ο οποίος εξαρτάται από το κανάλι.
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Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού

Παραµόρφωση και ∆ιασυµβολική Παρεµβολή (2)

Το πεπερασµένο εύρος Ϲώνης δηµιουργεί διασυµβολική παρεµβο-

λή (Inter-Symbol Interference -- ISI). Αυτό συµβαίνει επειδή το κανάλι

έχει µνήµη. ΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα, η έξοδος του καναλιού τη

χρονική στιγµή t εξαρτάται όχι µόνο από την είσοδο τη χρονική στιγµή

t, αλλά και από την προηγούµενη είσοδο.

Η αντιµετώπιση της διασυµβολικής παρεµβολής γίνεται µε διάφο-

ϱους τρόπους, µεταξύ των οποίων : Εξισωτές (ή Ισοσταθµιστές)

(equalizers), Ανίχνευση Μέγιστης Πιθανοφάνειας Ακολουθίας (MLSD),

διαµόρφωση DMT/ODFM.
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Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού

Παραµόρφωση και ∆ιασυµβολική Παρεµβολή (3)

Η διασυµβολική παρεµβολή εµφανίζεται σε πολλά συστήµατα

µετάδοσης και αποθήκευσης : modems ϕωνητικών συχνοτήτων και

συστήµατα DSL, κανάλια κινητών επικοινωνιών λόγω πολλαπλής

διόδευσης (multipath), συστήµατα µαγνητικής και οπτικής

αποθήκευσης, οπτικές ίνες (λόγω διασποράς τρόπων πόλωσης).

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε τα εξής ϑέµατα :

Πώς µοντελοποιείται η διασυµβολική παρεµβολή;

Ποια είναι η επίδρασή της σε ένα σύστηµα ;

Με ποιες µεθόδους αντιµετωπίζεται ;
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Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού

∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού

Μεταδιδόµενο σήµα (K διαδοχικές µεταδόσεις, ϱυθµός µετάδο-

σης
1
T ): x(t) =

∑K−1
k=0 xk(t−kT), όπου xk(t−kT) µία από τις M

κυµατοµορφές του αστερισµού η οποία µεταφέρει το (k +1)-οστό

µήνυµα.

Η έξοδος του καναλιού ισούται µε y(t) = (h ∗ x)(t) (για γραµµικό,

χρονικώς αµετάβλητο σύστηµα).

Εάν ο αστερισµός αποτελείται από M κυµατοµορφές, ο αριθµός

όλων των πιθανών κυµατοµορφών x(t) =
∑K−1

k=0 xk(t − kT) που

µπορεί να µεταδοθούν από τον ποµπό ισούται µε MK .

Επειδή έχουµε ϑεωρήσει το κανάλι h(t) είναι νοµοτελειακό

(deterministic), σε κάθε x(t) αντιστοιχεί µια µοναδική κυµατοµορφή

h(t) ∗ x(t).
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Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού

∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού (2)

Εποµένως, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ολόκληρη τη ληφθείσα

κυµατοµορφή y(t) = h(t)∗x(t)+n(t) για να ϐρούµε ποια από τις

MK πιθανές κυµατοµορφές x(t) µεταδόθηκε από τον ποµπό (π.χ.

µε ανιχνευτή MAP/ML).

Η πολυπλοκότητα αυξάνει εκθετικά ! Για παράδειγµα, για να εφαρ-

µόσουµε τις µεθόδους που έχουµε µάθει έως τώρα, ϑα χρειαζόµα-

σταν MK προσαρµοσµένα ϕίλτρα στο δέκτη.

Η πολυπλοκότητα γίνεται να µειωθεί µε χρήση ακολουθιακής ανίχνευσης

(sequence detection) π.χ. µε χρήση αλγορίθµου Viterbi.

΄Οπως ϑα δούµε, η χρήση ισοσταθµιστή είναι µια µη ϐέλτιστη (αλλά

σε αρκετές περιπτώσεις απλούστερη υπολογιστικά) λύση.
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Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού

∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού (3)

Με πολύ προσεκτικό (αλλά, συνήθως, και πολύ πολύπλοκο) σχεδια-

σµό µπορεί να επιτευχθεί ϐέλτιστη απόδοση µε χρήση ισοσταθµι-

στών τύπου Generalized Decision Feedback (GDFE) σε συνδυασµό

µε ϐελτιστοποίηση του εκπεµπόµενου σήµατος.

Μία άλλη τεχνική είναι η χρήση συστηµάτων Multi-Modal και Ve-

ctor Coding, µια ειδική περίπτωση των οποίων είναι τα συστήµα-

τα OFDM/DMT. Η ιδέα : ∆ιαχωρισµός του καναλιού σε ορθογώνια

υπο-κανάλια, το καθένα από τα οποία δεν υφίσταται διασυµβολική

παρεµβολή, και ``βλέπει΄΄ µόνο ένα επίπεδο (flat) κανάλι.

Περισσότερα περί OFDM στο τελευταίο µέρος του µαθήµατος.
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Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού

∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού -

Ορθογωνιότητα συναρτήσεων ϐάσης

΄Εως τώρα χρησιµοποιούσαµε συναρτήσεις οι οποίες ήταν ορθο-

γώνιες µεταξύ τους :
∫
φi(t)φ∗j (t)dt = δi,j.

Για διαδοχική χρήση καναλιού, το µεταδιδόµενο σήµα έχει τη µορφή

x(t) =
∑K−1

k=0
(∑N

n=1 xk,nφn(t − kT)
)

, όπου N η διάσταση του

αστερισµού.
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∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού -

Ορθογωνιότητα συναρτήσεων ϐάσης (2)

Το ότι
∫
φi(t)φ∗j (t)dt = δi,j δε σηµαίνει, κατ΄ ανάγκη, και ότι∫

φi(t − kT)φ∗j (t − lT)dt = δi,j για k 6= l.

Εποµένως, εάν επιχειρήσουµε να ανακτήσουµε την τιµή της συνιστώσας xp,m

ϑα έχουµε διασυµβολική παρεµβολή από άλλες χρονικές στιγµές :

yp,m =
∫

(x(t) + n(t))φ∗m(t − pT)dt =∫ (∑N
n=1 xp,nφn(t − pT) +

∑
k 6=p

∑N
n=1 xk,nφn(t − kT) + n(t)

)
φ∗m(t − pT)dt =

xp,m +
∑
k 6=p

N∑
n=1

∫
xk,nφn(t − kT)φ∗m(t − pT)dt︸ ︷︷ ︸

ISI

+

∫
n(t)φ∗m(t − pT)dt︸ ︷︷ ︸

Θόρυβος

.
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Εισαγωγή
∆ιαδοχική χρήση καναλιού

∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού -

Ορθογωνιότητα συναρτήσεων ϐάσης (3)

Στην περίπτωση που οι φm(t−kT) και φn(t− lT) είναι ορθογώνιες

για k 6= l σε κάποιο διάστηµα ολοκλήρωσης, δεν εµφανίζεται ISI

και το διανυσµατικό κανάλι που προκύπτει δεν έχει µνήµη.

Παράδειγµα : φ(t) = 1√
T

sinc
(

t
T

)
εάν η δειγµατοληψία γίνει τις

χρονικές στιγµές kT .

Ωστόσο, στη γενική περίπτωση, η ορθογωνιότητα χάνεται όταν οι

συναρτήσεις ϐάσης περάσουν µέσα από το κανάλι πεπερασµένου

εύρους Ϲώνης h(t), µε αποτέλεσµα να εµφανίζεται ISI.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 7η διάλεξη 23/ 24



Ζωνοπερατά (bandpass) σήµατα και συστήµατα
∆ιαδοχική µετάδοση και διασυµβολική παρεµβολή
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∆ιαδοχική Χρήση Καναλιού -

Ορθογωνιότητα συναρτήσεων ϐάσης (4)

Μια λύση είναι να επιλεγούν κατάλληλες φ(t) των οποίων η συνέλι-

ξη µε το κανάλι παράγει ορθογώνιες συναρτήσεις.

Συνήθως οι φ(t) εξαρτώνται από το κανάλι. Ωστόσο, υπάρχουν

τρόποι διαµόρφωσης µε φ(t) οι οποίες είναι ανεξάρτητες του h(t)
(π.χ. OFDM).

Αυτό, όµως, συνεπάγεται κάποιο κόστος σε εύρος Ϲώνης και ενέρ-

γεια, όπως ϑα δούµε.

Αλλιώς, είτε εφαρµόζουµε ανίχνευση µέγιστης πιθανοφάνειας στο

δέκτη ή προσπαθούµε να δηµιουργήσουµε κανάλι χωρίς µνήµη στο

δέκτη κατά προσέγγιση µε χρήση ισοσταθµιστών.
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