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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα

Είναι δυνατόν να αναπαραστήσουµε τις κυµατοµορφές ως δια-

νύσµατα (vectors), να ορίσουµε, δηλαδή, διανυσµατικό χώρο (vector

space) σηµάτων.

Η αναπαράσταση ως διανύσµατα πολλές ϕορές απλοποιεί το σχε-

διασµό και διευκολύνει την εξαγωγή συµπερασµάτων.

Προτάθηκε αρχικά από τους Wozencraft και Jacobs.

Στα επόµενα παρατίθεται η αντιστοιχία µεταξύ της αναπαράστασης

σηµάτων ως κυµατοµορφές και της αναπαράστασής τους ως δια-

νύσµατα.
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Χώρος Σηµάτων

� ΄Ενας γραµµικός ή διανυσµατικός χώρος V αποτελείται από ένα

σύνολο διανυσµάτων {x} και από δύο πράξεις : πρόσθεση και

πολλαπλασιασµό µε σταθερά.

∆ιακριτά σήµατα : x↔ x[k], k ∈ S
(ενδεχοµένως το S να περιλαµβάνει όλους τους ακέραιους).

Συνεχή σήµατα : x↔ x(t), t ∈ S
(ενδεχοµένως το S να περιλαµβάνει όλους τους πραγµατικούς).

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 2η διάλεξη 6/ 41



Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

Ο χώρος L2 , Ευκλείδειο µέτρο και εσωτερικό γινόµενο
Αναπαράσταση σηµάτων µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων
Προβολή σε υπόχωρο και διαδικασία Gram-Schmidt

Χώρος Σηµάτων (2)

Συνήθως υποθέτουµε ότι τα σήµατα έχουν πεπερασµένη ενέργεια∑
k∈S
|y[k]|2 <∞,

∫
S
|y(τ)|2dτ <∞.

Ο χώρος σηµάτων µε πεπερασµένη ενέργεια συνήθως συµβολίζε-

ται ως L2.1

Τα σήµατα ενδέχεται να παίρνουν µιγαδικές τιµές, δηλαδή x[k] ∈
C (x(t) ∈ C).

1
Αποσιωπούµε εσκεµµένα πολλές µαθηµατικές λεπτοµέρειες, χώρους L2, L2,

τάξεις ισοδυναµίας σηµάτων κτλ. Για περισσότερες λεπτοµέρειες δείτε A. Lapidoth,

A Foundation in Digital Communication
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Πρόσθεση και πολλαπλασιασµός

� Πρόσθεση (υπέρθεση σηµάτων): x + y ↔ x[k] + y[k] ∀ k ∈ S ,

x + y ↔ x(t) + y(t) ∀ t ∈ S , x + y ∈ V . Επίσης, ισχύει η

αντιµεταθετική (commutative) και η προσεταιριστική (associative)

ιδιότητα. Περιλαµβάνεται το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης 0
(µηδενικό σήµα), καθώς και το αντίστροφο στοιχείο της πρόσθεσης

−x (αντίθετο σήµα).

� Πολλαπλασιασµός µε (µιγαδική) σταθερά (ενίσχυση-απόσβεση- πε-

ϱιστροφή): α · x ↔ αx[k] ∀ k ∈ S , α · x ↔ αx(t) ∀ t ∈ S ,

α · x ∈ V . 0 · x = 0. Ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα. Πε-

ϱιλαµβάνεται το ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασµού x = 1
(x[k] = 1 ∀ k ∈ S , x(t) = 1 ∀ k ∈ S). Τέλος, ισχύει η επιµεριστι-

κή (distributive) ιδιότητα : α · (x+ y) = α · x+α · y, (α+ β) · x =
α · x + β · x.
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Εσωτερικό γινόµενο

� Το εσωτερικό γινόµενο (inner product)〈x,y〉 στο N−διάστατο Ευ-

κλείδειο χώρο ορίζεται ως
∑N

k=1 xky∗k (υποθέτουµε ότι τα δια-

νύσµατα είναι, στη γενική περίπτωση, µιγαδικά).

Για το χώρο σηµάτων, το εσωτερικό γινόµενο ορίζεται ως εξής :

∆ιακριτά σήµατα : 〈x,y〉 =
∑

k∈S x[k]y[k]∗ = 〈y, x〉∗.

Συνεχή σήµατα : 〈x,y〉 =
∫
S x(τ)y∗(τ)dτ = 〈y, x〉∗

(εάν ορίζεται).

Ορίζουµε, εποµένως, ένας διανυσµατικό χώρος µε εσωτερικό γι-

νόµενο.

Υπό την αυστηρή έννοια, δεν µπορούµε να ορίσουµε χώρο µε ε-

σωτερικό γινόµενο ϐάσει τουL2 και πρέπει να ορίσουµε έναν άλλο

χώρο, τον L2. Για τους δικούς µας σκοπούς, αρκεί να ϑεωρήσουµε

τον L2 µε εσωτερικό γινόµενο.

Το εσωτερικό γινόµενο σηµάτων 〈x,y〉 είναι µιγαδικός αριθµός.
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Γενικός ορισµός εσωτερικού γινοµένου

Αναφέρουµε (ενηµερωτικά) το γενικό ορισµό του εσωτερικού γι-

νοµένου για διανυσµατικούς χώρους επί του σώµατος (field) C,

παρόλο που δε ϑα µας χρειαστεί στο µάθηµα

� Ορισµός 2.1. Το εσωτερικό γινόµενο (inner product) 〈·, ·〉 ενός

διανυσµατικού χώρου στο C είναι µια πράξη που αντιστοιχίζει δύο

διανύσµατα, u, v του χώρου σε µια ϐαθµωτή ποσότητα του C η

οποία (πράξη) έχει τις εξής 4 ιδιότητες

〈u + w, v〉 = 〈u, v〉+ 〈w, v〉.
〈αu, v〉 = α〈u, v〉, α ∈ C.

〈u, v〉 = 〈v,u〉∗.

〈u,u〉 ≥ 0, µε = εάν και µόνο εάν u = 0.

Για παράδειγµα, το εσωτερικό γινόµενο του χώρου ϑετικώς ηµιορι-

σµένων συµµετρικών µητρών (Positive Semi-Definite symmetric ma-

trices) ορίζεται ως το ίχνος του γινοµένου τους : 〈U ,V 〉 = tr(UV ∗).
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Ευκλείδειο µέτρο σήµατος

� Το Ευκλείδειο µέτρο (Euclidean norm or norm-2), ||x||2, ενός σήµα-

τος µπορεί να οριστεί ως :

||x||2
2
= 〈x, x〉 =

∑
k∈S |x[k]|2,

||x||2
2
= 〈x, x〉 =

∫
S |x(τ)|

2dτ .

Το Ευκλείδειο µέτρο (µήκος) ενός σήµατος ισούται µε την τετραγω-

νική ϱίζα της ενέργειάς του (λογικό). Υπενθυµίζεται ότι έχει υποτε-

ϑεί πεπερασµένη ενέργεια (όχι σήµα ισχύος).
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Ορθογώνια διανύσµατα

Εποµένως, µπορούµε να ϕανταστούµε τα σήµατα ως διανύσµατα

µε µήκος, κατεύθυνση στο χώρο, ``γωνία΄΄ µεταξύ τους (αν και το

εσωτερικό γινόµενο σηµάτων είναι µιγαδικό) κτλ.

� ∆ύο σήµατα είναι ορθογώνια (orthogonal) όταν 〈x,y〉 = 0. Για

παράδειγµα, στο σχήµα,
∫∞
−∞ x(τ)y(τ)∗dτ = 0.

� ΄Ενα σύνολο N διανυσµάτων/σηµάτων είναι ορθοκανονικά (orthonormal)

όταν είναι ορθογώνια µεταξύ τους και το (Ευκλείδειο) µέτρο του κα-

ϑενός ισούται µε 1.
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Γραµµική Ανεξαρτησία ∆ιανυσµάτων

� ΄Ενα σύνολο N διανυσµάτων είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (linearly

independent) εάν κανένα διάνυσµα δεν µπορεί να εκφραστεί ως

γραµµικός συνδυασµός των άλλων.

Ισοδύναµα, τα διανύσµατα xi , i = 1, . . . ,N είναι γραµµικώς ανε-

ξάρτητα εάν
N∑

i=1

αixi = 0⇒ αi = 0 ∀i.

Το µηδενικό διάνυσµα είναι γραµµικώς εξαρτηµένο µε οποιοδήποτε

διάνυσµα.

Θεώρηµα 2.2. Ορθοκανονικά διανύσµατα είναι και γραµµικώς α-

νεξάρτητα. Το αντίστροφο δεν ισχύει.
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Τριγωνική Ανισότητα

Η τριγωνική ανισότητα ισχύει (προφανώς) για τα σήµατα, όπως και

για τα διανύσµατα του Rn :

|x[k] + y[k]|2 ≤ |x[k]|2 + |y[k]|2 ⇒ ||x + y||2 ≤ ||x||2 + ||y||2.

Γενικά, όπως και στον Rn ,

|||x||2 − ||y||2| ≤ ||x + y||2 ≤ ||x||2 + ||y||2.
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Η ανισότητα Cauchy-Schwartz

΄Εστω δύο διανύσµατα x και y µε ||x||2 <∞ και ||y||2 <∞.

Ανισότητα Cauchy-Schwartz:

Το εσωτερικό γινόµενο των x και y ορίζεται και

|〈x,y〉| ≤ ||x||2||y||2.

Η ισότητα ισχύει µόνο όταν x = k · y (k ∈ C σταθερά) ή όταν το x
ή το y ισούνται µε 0 – ϑα µας χρειαστεί αργότερα.

Για παράδειγµα, για συνεχή σήµατα,∣∣∣∣∫
S

x(τ)y∗(τ)dτ

∣∣∣∣2 ≤ ∫
S
|x(τ)|2dτ

∫
S
|y(τ)|2dτ.
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Η ανισότητα Cauchy-Schwartz για τ.µ.

΄Εστω τ.µ. X και Y µε πεπερασµένη διασπορά.

|E [XY ] | ≤
√
E[X2]

√
E[Y 2],

µε = εάν και µόνο εάν Pr{αX = βY} = 1 για κάποια α και β ∈ R
µε τουλάχιστον ένα από αυτά 6= 0.

� Πόρισµα 2.3. Ανισότητα συνδιασποράς :

|Cov[X ,Y ]| ≤
√

Var[X ]
√

Var[Y ].
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Αναπαράσταση συνάρτησης

µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων

΄Εστω ένα διάνυσµα N διαστάσεων στον Ευκλείδειο χώρο RN και

N ορθοκανονικά διανύσµατα ei (επίσης στον RN , για

παράδειγµα, αλλά όχι απαραίτητα, (0,0, . . . ,1, . . . ,0) µε 1 στη

ϑέση i). Κάθε διάνυσµα, x, του N -διάστατου χώρου µπορεί να

εκφραστεί ως συνάρτηση των ei τα οποία αποτελούν µια ϐάση του

χώρου :

x =

N∑
k=1

xiei =

N∑
k=1

〈x, ei〉ei .

Ισοδύναµα, µπορούµε να εκφράσουµε µια συνάρτηση (ένα σήµα)

µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων.
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Αναπαράσταση συνάρτησης

µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων (2)

΄Εστω N ορθοκανονικές συναρτήσεις fi(t):∫
S

fi(τ)f
∗
j (τ)dτ =

{
0 i 6= j
1 i = j

Οι συναρτήσεις αυτές εκτείνουν (span) ένα χώρο συναρτήσεων V
διάστασης N (είναι οι συναρτήσεις ϐάσης του χώρου). Ο V είναι

υπόχωρος του χώρου όλων των συναρτήσεων συνεχούς χρόνου (ο

οποίος έχει άπειρη διάσταση).

Εάν g(x) ∈ V , g(x) =
∑N

k=1 gkfk(x) ↔ g =
∑N

k=1 gkfk =∑N
k=1〈g, fk〉fk, όπου 〈g, fk〉 =

∫
S g(τ)f ∗k (τ)dτ .

Παραδείγµατα :

Σειρές Fourier. Συναρτήσεις ϐάσης : e
j2πkt

T = ej2πkfc t .

∆ιαµόρφωση FSK. Συναρτήσεις ϐάσης : cos(2πkfct).
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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

Ο χώρος L2 , Ευκλείδειο µέτρο και εσωτερικό γινόµενο
Αναπαράσταση σηµάτων µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων
Προβολή σε υπόχωρο και διαδικασία Gram-Schmidt

Αναπαράσταση συνάρτησης

µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων (3)

΄Εστω µια συνάρτηση h(t) η οποία ενδέχεται να µην ανήκει στον

υπόχωρο V . Εάν ĥ(t) =
∑N

k=1 hi fi(t) (και, άρα, ∈ V) πώς πρέπει

να επιλεγούν οι συντελεστές hi ώστε να ελαχιστοποιηθεί το τε-

τράγωνο του µέτρου της διαφοράς e(t) = h(t)− ĥ(t);
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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

Ο χώρος L2 , Ευκλείδειο µέτρο και εσωτερικό γινόµενο
Αναπαράσταση σηµάτων µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων
Προβολή σε υπόχωρο και διαδικασία Gram-Schmidt

Θεώρηµα προβολής

Μπορεί να αποδειχτεί µαθηµατικά αυτό που περιµένουµε διαισθητι-

κά από το σχήµα, ότι, δηλαδή, η συνάρτηση ĥ(t) η οποία ελαχιστο-

ποιεί το τετραγωνικό σφάλµα ισούται µε την προβολή της h(t) στον

υπόχωρο V : ĥ =
∑N

k=1〈h, fk〉fk .

Θεώρηµα 2.4. (Προβολής) ΄Εστω ένας υπόχωρος V και ένα διάνυ-

σµα x του χώρου. Υπάρχει µοναδικό διάνυσµα pV(x) ∈ V για το

οποίο ισχύει ότι

〈x− pV(x),y〉 = 0

για οποιοδήποτε διάνυσµα y του V . Το διάνυσµα pV(x) ονοµάζεται

προβολή του x στον V .
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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

Ο χώρος L2 , Ευκλείδειο µέτρο και εσωτερικό γινόµενο
Αναπαράσταση σηµάτων µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων
Προβολή σε υπόχωρο και διαδικασία Gram-Schmidt

Θεώρηµα προβολής (συνέχεια)

∆ιαισθητικά, εάν το διάνυσµα e = x − pV(x) δεν ήταν κάθετο

στο V ϑα µπορούσαµε να προβάλουµε ένα µέρος του στο V µε

αποτέλεσµα το διάνυσµα pV να προσεγγίσει ακόµα καλύτερα το

διάνυσµα x. Το e περιέχει µόνο την ποσότητα πληροφορίας του x
η οποία ϐρίσκεται στο συµπλήρωµα (ορθογώνιο υπόχωρο), V⊥, του

V .
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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

Ο χώρος L2 , Ευκλείδειο µέτρο και εσωτερικό γινόµενο
Αναπαράσταση σηµάτων µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων
Προβολή σε υπόχωρο και διαδικασία Gram-Schmidt

∆ιαδικασία Gram-Schmidt

Η διαδικασία Gram-Schmidt είναι µια µέθοδος κατασκευής ορθο-

κανονικών διανυσµάτων.

΄Εστω N διανύσµατα vi (όχι κατ΄ ανάγκη γραµµικώς ανεξάρτητα)

u1 =
v1

||v1||
.

u′2 = v2 − 〈v2,u1〉u1. u2 =
u′2
||u′2||

.

u′3 = v3 − 〈v3,u1〉u1 − 〈v3,u2〉u2. u3 =
u′3
||u′3||

.

κ.ο.κ.
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∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

Ο χώρος L2 , Ευκλείδειο µέτρο και εσωτερικό γινόµενο
Αναπαράσταση σηµάτων µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων
Προβολή σε υπόχωρο και διαδικασία Gram-Schmidt

∆ιαδικασία Gram-Schmidt (2)

Σε κάθε ϐήµα προβάλλουµε το διάνυσµα vi στον υπόχωρο που δη-

µιουργούν τα διανύσµατα {u1,u2, . . . ,ui−1}, κρατάµε το υπόλοιπο

που δεν ανήκει στον υπόχωρο και κανονικοποιούµε το µέτρο του

στο 1. Το ui περιέχει µόνο πληροφορία η οποία δεν περιέχεται

στα {u1,u2, . . . ,ui−1}. Επαγωγικά, η πληροφορία που περιέχει το

ui δεν περιέχεται σε επόµενα διανύσµατα uk . ΄Αρα, τα ui είναι

ορθογώνια µεταξύ τους.

Η σειρά µε την οποία επιλέγουµε τα vi είναι αυθαίρετη. Τα ορθο-

κανονικά διανύσµατα που προκύπτουν ενδέχεται να είναι διαφορε-

τικά, αλλά ο αριθµός τους είναι ο ίδιος και ίσος µε τη διάσταση του

υποχώρου (η οποία ενδέχεται να είναι < N ).

Εάν η διάσταση του υποχώρου είναι < N , κάποια από τα ui ϑα είναι

µηδενικά (όλη η πληροφορία του vi περιέχεται σε προηγούµενα

διανύσµατα).
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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

Ο χώρος L2 , Ευκλείδειο µέτρο και εσωτερικό γινόµενο
Αναπαράσταση σηµάτων µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων
Προβολή σε υπόχωρο και διαδικασία Gram-Schmidt

Παραγοντοποίηση QR

Παρατηρούµε ότι κάθε διάνυσµα vi είναι συνάρτηση µόνο των

{u1,u2, . . . ,ui}.

v1 = u1||v1||
v2 = 〈v2,u1〉u1 + ||u′2||u2
κ.ο.κ.

Μπορούµε, εποµένως να γράψουµε v1 v2 . . . vN

 =

 u1 u2 . . . uM


︸ ︷︷ ︸

Q


r1,1 r1,2 . . . r1,N

0 r2,2 . . . r2,N
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 . . . rM,N


︸ ︷︷ ︸

R

Ο πίνακας R είναι κλιµακωτός άνω τριγωνικός (κλιµακωτός όταν

κάποια από τα διανύσµατα vi είναι εξαρτηµένα (M < N )). Ο

πίνακας Q είναι ορθογώνιος.

Η παραγοντοποίηση QR χρησιµοποιείται συχνά για αποδείξεις και

για απλοποίηση εκφράσεων και υλοποιήσεων.
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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

∆ιαµόρφωση και Αστερισµοί
Αποδιαµόρφωση και προσαρµοσµένο φίλτρο

∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

1 Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα

Ο χώρος L2, Ευκλείδειο µέτρο και εσωτερικό γινόµενο

Αναπαράσταση σηµάτων µε χρήση ορθοκανονικών συναρτήσεων

Προβολή σε υπόχωρο και διαδικασία Gram-Schmidt

2 ∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

∆ιαµόρφωση και Αστερισµοί

Αποδιαµόρφωση και προσαρµοσµένο ϕίλτρο
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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

∆ιαµόρφωση και Αστερισµοί
Αποδιαµόρφωση και προσαρµοσµένο φίλτρο

Ψηφιακή Μετάδοση

mi : ΄Ενα από M πιθανά µηνύµατα. Αντιστοιχίζεται από τον κωδικοποιητή

σε ένα διάνυσµα (σύµβολο) xi . Ο διαµορφωτής επιλέγει µια αναλογική

κυµατοµορφή xi(t) µε ϐάση την έξοδο του κωδικοποιητή. Στο δέκτη η

ληφθείσα κυµατοµορφή αποδιαµορφώνεται στο διάνυσµα y. Ο ανιχνευ-

τής αποφασίζει ποιο µήνυµα µεταδόθηκε µε ϐάση το y και, στη γενική

περίπτωση, πληροφορία από προηγούµενες λήψεις.
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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

∆ιαµόρφωση και Αστερισµοί
Αποδιαµόρφωση και προσαρµοσµένο φίλτρο

Ψηφιακή Μετάδοση (2)

Εάν δουλέψουµε µε διανύσµατα, µπορούµε να διαχωρίσουµε τη

διαµόρφωση/αποδιαµόρφωση από την κωδικοποίηση/ανίχνευση→
πλεονέκτηµα αναπαράστασης µε διανύσµατα.

΄Εστω ότι ο ποµπός στέλνει ένα µήνυµα ανά T s (symbol period). Ο

ϱυθµός µετάδοσης (data rate) ισούται µε R = log2M
T bits/s.
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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

∆ιαµόρφωση και Αστερισµοί
Αποδιαµόρφωση και προσαρµοσµένο φίλτρο

Σχετικά µε το διαχωρισµό κωδικοποίησης-διαµόρφωσης

και αποκωδικοποίησης-αποδιαµόρφωσης

΄Οπως ϑα δούµε, ο διαχωρισµός κωδικοποίησης-διαµόρφωσης και

αποκωδικοποίησης-αποδιαµόρφωσης µας επιτρέπει να απλοποι-

ήσουµε την ανάλυση και, επίσης, να εξαγάγουµε γενικευµένα

συµπεράσµατα και αλγορίθµους.

Αποδεικνύεται, µάλιστα, ότι, στη γενική περίπτωση, ο διαχωρισµός

αυτός δεν επηρεάζει το σωστό σχεδιασµό του συστήµατος. ∆η-

λαδή, γενικά, οι µέθοδοι σχεδιασµού του Ϲεύγους κωδικοποιη-

τή/αποκωδικοποιητή δεν εξαρτώνται από τη διαµόρφωση και απο-

διαµόρφωση. Αντιστρόφως, οι αρχές σχεδίασης του Ϲεύγους δια-

µορφωτή/αποδιαµορφωτή δεν αλλάζουν όταν µεταβάλλουµε τον

αλγόριθµο κωδικοποίησης/αποκωδικοποίησης.

Φυσικά, ανάλογα µε τον κωδικοποιητή/αποκωδικοποιητή πρέπει να

επιλέξουµε κατάλληλες παραµέτρους στο διαµορφωτή/αποδιαµορφωτή

(και αντιστρόφως).
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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

∆ιαµόρφωση και Αστερισµοί
Αποδιαµόρφωση και προσαρµοσµένο φίλτρο

Χρήση διανυσµάτων για την αναπαράσταση των

αναλογικών κυµατοµορφών µετάδοσης

΄Εστω το σύνολο των πραγµατικών συναρτήσεων f (t) για τις

οποίες ισχύει
∫ T

0 |f (τ)|
2dτ <∞. Ο χώρος µε εσωτερικό γινόµε-

νο στον οποίο ανήκουν οι f (t) ονοµάζεται L2[0, T ] και έχει άπειρη

διάσταση.

Σηµείωση : ΄Οπως προαναφέρθηκε, ο L2 δεν είναι χώρος µε εσω-

τερικό γινόµενο υπό την αυστηρή έννοια. Αλλά, για τους σκοπούς

του µαθήµατος ϑα υποθέσουµε ότι είναι.

Μια συνάρτηση x(t) του L2[0, T ] µπορεί να εκφραστεί ως άθροι-

σµα συναρτήσεων ϐάσης : x(t) =
∑N

n=1 xnφn(t). Στη γενική πε-

ϱίπτωση το N ισούται µε∞. Τα παραπάνω ισχύουν και όταν τα όρια

του διαστήµατος τείνουν στο +∞ (ή -∞).
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∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

∆ιαµόρφωση και Αστερισµοί
Αποδιαµόρφωση και προσαρµοσµένο φίλτρο

Χρήση διανυσµάτων για την αναπαράσταση των

αναλογικών κυµατοµορφών µετάδοσης (2)

Ας υποθέσουµε ότι χρησιµοποιούµε M συναρτήσεις x(t) για τη

διαµόρφωση, οι οποίες ανήκουν σε έναν υπόχωρο V του L2[0, T ]
διάστασης N (≤ M - γιατί;). Εποµένως, κάθε συνάρτηση xm(t)
µπορεί να γραφτεί στη µορφή

∑N
n=1 xm,nφn(t), όπου φn(t) οι

συναρτήσεις ϐάσης του V . Συνεπώς, µπορούµε να γράψουµε

xm(t)↔ xm = [xm,1 xm,2 . . . xm,N ]
T

.

Τα σύµβολα xm , m = 1,2, . . . ,M αποτελούν εναν αστερισµό

(constellation). Με χρήση διανυσµάτων µπορούµε να αναπαρα-

στήσουµε έναν αστερισµό στον Ευκλείδειο χώρο (παρόλο που στην

πραγµατικότητα ο αστερισµός είναι ένα σύνολο συνεχών κυµατο-

µορφών).

Αποδεικνύεται ότι αυτός ο ισοµορφισµός, δηλαδή η αναπαράσταση

ενός διανυσµατικού χώρου µε αντίστοιχο διανυσµατικό χώρο στο

RN ισχύει για οποιονδήποτε χώρο πεπερασµένης διάστασης, N .
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Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

∆ιαµόρφωση και Αστερισµοί
Αποδιαµόρφωση και προσαρµοσµένο φίλτρο

Παράδειγµα Αστερισµού : Μετάδοση BPSK

φ1(t) =
√

2
T cos

( 2πt
T + π

4

)
, φ2(t) =

√
2
T cos

( 2πt
T −

π
4

)
στο διάστηµα

0 ≤ t ≤ T και φ1(t) = φ2(t) = 0 εκτός του διαστήµατος.

Οι συναρτήσεις ϐάσης είναι ορθογώνιες µεταξύ τους και το µέτρο

τους ισούται µε 1→ ορθοκανονική ϐάση υπόχωρου διάστασης N =
2.

Χρησιµοποιούµε δύο σύµβολα : x1(t) = φ1(t)−φ2(t) = − 2√
T

sin
( 2πt

T

)
και x2(t) = φ2(t)− φ1(t) =

2√
T

sin
( 2πt

T

)
(Υπενθύµιση : cos(A)− cos(B) = 2 sin

(
A+B

2

)
sin
(

B−A
2

)
).

Εποµένως, M = 2, x1 = [1 − 1]T και x2 = [−1 1]T .
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∆ιαµόρφωση και Αστερισµοί
Αποδιαµόρφωση και προσαρµοσµένο φίλτρο

Παράδειγµα Αστερισµού : ∆ιαµόρφωση Manchester

Ας ϑεωρήσουµε τώρα ένα άλλο σύστηµα το οποίο χρησιµοποιεί διαµόρ-

ϕωση Manchester.

Υποθέτουµε και πάλι ότι χρησιµοποιούµε x1(t) = φ1(t) − φ2(t) και

x2(t) = φ2(t) − φ1(t). ΄Αρα, και σε αυτήν την περίπτωση, M = 2,

x1 = [1 − 1]T και x2 = [−1 1]T .

Παρόλο που οι κυµατοµορφές είναι διαφορετικές, η αναπαράστασή τους

στον Ευκλείδειο χώρο είναι η ίδια !

Εναλλακτικά, µπορούµε να αναπαραστήσουµε τις x1(t) και x2(t) τόσο

στην περίπτωση BPSK όσο και στη Manchester µε χρήση µίας µόνο συ-

νάρτησης ϐάσης (πώς;)
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Μέση ενέργεια/µέση ισχύς αστερισµού

� Μέση ενέργεια αστερισµού Ex , E[‖x‖2] =
∑M−1

m=0 ‖xm‖2px(m),
όπου ‖xm‖ είναι το Ευκλείδειο µέτρο του συµβόλου m του αστερι-

σµού.

Στη συνέχεια του µαθήµατος, ‖ · ‖ υπονοεί ‖ · ‖2.

Εάν ο ϱυθµός µετάδοσης ισούται µε
1
T symbols/s, η µέση ισχύς του

αστερισµού ισούται µε Px ,
Ex
T .

∆ύο αντικρουόµενοι στόχοι : Για να ελαχιστοποιήσουµε την

απαιτούµενη µέση ενέργεια/ισχύ µετάδοσης επιθυµούµε µικρή α-

πόσταση µεταξύ των συµβόλων ενός αστερισµού. Από την άλλη,

όπως ϑα δούµε, όσο µικραίνει η απόσταση αυξάνεται η πιθανότητα

σφάλµατος στο δέκτη λόγω ϑορύβου.
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∆ιατήρηση ενέργειας (Θεώρηµα Parseval)

΄Εστω u(t) =
∑N

n=1 unφn(t) ↔ u , [u1 u2 . . . uN ]
T και v(t) =∑N

n=1 vnφn(t)↔ v , [v1 v2 . . . vN ]
T . Μπορεί να αποδειχτεί ότι

〈u, v〉 = 〈u, v〉.

Εποµένως, για να υπολογίσουµε το εσωτερικό γινόµενο µεταξύ

των u(t) και v(t) που ανήκουν σε υπόχωρο του L2 διάστασης

≤ N µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την αναπαράστασή τους ως

διανύσµατα στον Ευκλείδειο χώρο RN (χρησιµοποιούµε, δηλαδή,

ισοµορφισµό µεταξύ του L2 και του RN ).

Προσοχή: το εσωτερικό γινόµενο αριστερά είναι εσωτερικό γινόµε-

νο διανυσµάτων του L2, ενώ το εσωτερικό γινόµενο δεξιά είναι

διανυσµάτων στον Ευκλείδειο χώρο – αλλάξαµε λίγο το συµβολισµό

σε σχέση µε τις πρώτες σελίδες των διαφανειών.
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Θεώρηµα Parseval (συνέχεια)

Συνεπώς, εάν u(t) = v(t), µπορούµε να γράψουµε

E
[∫ ∞
−∞
|u(τ)|2dτ

]
= E[〈u,u〉] = E[〈u,u〉] = Ex .

Εποµένως, η µέση ενέργεια ενός αστερισµού δεν εξαρτάται από

την επιλογή των συναρτήσεων ϐάσης, αρκεί αυτές να είναι ορθο-

κανονικές.

Εδώ χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα του Parseval για την ειδική πε-

ϱίπτωση µετασχηµατισµού από υπόχωρο του L2 στον RN .

Το Θεώρηµα του Parseval ισχύει γενικά για οποιοδήποτε ορθογώνιο

µετασχηµατισµό (π.χ. µετασχηµατισµός Fourier).
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Αποδιαµόρφωση - Το προσαρµοσµένο ϕίλτρο

(Matched Filter)

΄Εστω ότι ο ποµπός µεταδίδει µια κυµατοµορφή xm(t) η οποία ανήκει

σε υπόχωρο του L2[0, T ] διάστασης N . Οι συνιστώσες xm,n του

συµβόλου (διανύσµατος) xm µπορούν να ϐρεθούν µε χρήση της

σχέσης

xm,n = 〈xm , φn〉 =
∫ T

0
xm(τ)φ

∗
n(τ)dτ

=

∫ T

0
xm(τ)φ

∗
n(−t + τ + T)dτ

∣∣∣∣
t=T

=

= xm(t) ∗ φ∗n(T − t)|t=T .
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Το προσαρµοσµένο ϕίλτρο (2)

xm,n =
∫ T

0 xm(τ)φ
∗
n(τ)dτ = xm(t) ∗ φ∗n(T − t)|t=T , για κάθε

µήνυµα m και διάσταση n.

Εποµένως, (αγνοώντας, προς το παρόν, το ϑόρυβο) ο δέκτης µπο-

ϱεί να µετατρέψει τη ληφθείσα κυµατοµορφή σε διάνυσµα είτε µε

χρήση πολλαπλασιασµού και ολοκλήρωσης (correlative demodu-

lation), είτε µε χρήση προσαρµοσµένων ϕίλτρων (matched filters)

φ∗m(T − t) και δειγµατοληψία ανά T s.

Σε επίπεδο υλοποίησης, ενδέχεται να µην υπάρχει καµία διαφορά

µεταξύ του αποδιαµορφωτή συσχέτισης και του αποδιαµορφωτή

προσαρµοσµένου ϕίλτρου.

Τα ϕίλτρα είναι προσαρµοσµένα στις συναρτήσεις ϐάσης στις

οποίες µπορούν να αναλυθούν τα εκπεµπόµενα σήµατα (και τις

οποίες χρησιµοποιεί ο διαµορφωτής).
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Αποδιαµόρφωση (2)
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Το προσαρµοσµένο ϕίλτρο (3)

Επιστρέφοντας στο προσαρµοσµένο ϕίλτρο, παρατηρούµε ότι, αντί

για∫ T

0
xm(τ)φ

∗
n(τ)dτ

=

∫ T

0
xm(τ)φ

∗
n(−t + τ + T)dτ

∣∣∣∣
t=T

= xm(t) ∗ φ∗n(T − t)|t=T ,

ϑα µπορούσαµε να είχαµε γράψει∫ T

0
xm(τ)φ

∗
n(τ)dτ

=

∫ T

0
xm(τ)φ

∗
n(−t + τ + T0)dτ

∣∣∣∣
t=T0

= xm(t) ∗ φ∗n(T0 − t)|t=T0
,

αν, ϐέβαια, επιτρέπεται οι φ∗(t) να εκτείνονται και εκτός του δια-

στήµατος [0, T ].
∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 2η διάλεξη 39/ 41



Αναπαράσταση κυµατοµορφών ως διανύσµατα
∆ιαµόρφωση και αποδιαµόρφωση

∆ιαµόρφωση και Αστερισµοί
Αποδιαµόρφωση και προσαρµοσµένο φίλτρο

Το προσαρµοσµένο ϕίλτρο (4)

Στην πράξη, δεν υπάρχει καµία διαφορά. Στην πρώτη περίπτωση

έχουµε ένα ϕίλτρο που αποκρίνεται άµεσα στη διέγερση (x(t))

στην είσοδό του (αν υποθέσουµε ότι η φn(t) είναι µη µηδενική τη

χρονική στιγµή T ), ενώ στη δεύτερη περίπτωση το ϕίλτρο αποκρίνε-

ται µετά από T0 − T s (ή T − T0 s ενωρίτερα).

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, από εδώ και στο εξής ϑα

ϑεωρούµε σήµατα που εκτείνονται από το−∞ στο +∞ (όχι, πλέον,

µέσα στο [0, T ]) και ϑα ορίζουµε το προσαρµοσµένο ϕίλτρο που

αντιστοιχεί στο σήµα φn(t) ως το ϕίλτρο µε κρουστική απόκριση

φ∗n(−t).
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Το προσαρµοσµένο ϕίλτρο (5)

Είδαµε ότι ένας τρόπος να υπολογίσουµε το εσωτερικό γινόµενο

〈x, φn〉 είναι εφαρµόζοντας είσοδο x(t) στο προσαρµοσµένο ϕίλ-

τρο φ∗n(−t) και παρατηρώντας την έξοδό του τη χρονική στιγµή 0.

Με τον ίδιο τρόπο, µπορούµε να δείξουµε εύκολα ότι το εσωτερικό

γίνοµενο 〈x, φn,t0〉, όπου φn,t0(t) = φn(t− t0), ισούται µε την έξο-

δο του ίδιου προσαρµοσµένου ϕίλτρου φ∗n(−t) τη χρονική στιγµή

t0.

Συνεπώς, αν οι συναρτήσεις ϐάσης, φn(t), µπορούν να γραφούν

ως µετατοπίσεις στο χρόνο µιας συνάρτησης φ(t) (για παράδειγµα,

αν φn(t) = φ(t − nTs)) µπορούµε να υπολογίζουµε τα εσωτερικά

γινόµενά τους µε το σήµα x(t) µε απλή παρατήρηση της εξόδου

του προσαρµοσµένου ϕίλτρου τις κατάλληλες χρονικές στιγµές.

Θα δούµε ότι αυτό διευκολύνει σηµαντικά την υλοποίηση του απο-

διαµορφωτή.
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