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ΛΙΓΑ ΛΟΓΙΑ ΓΙΑ ΤΟ ΜΑΘΗΜΑ Ι 
 Εισαγωγή: ακρότατα πολυμεταβλητών συναρτήσεων, ολικό διαφορικό 

& ολικό διαφορικό δεύτερης τάξεως, τετραγωνικές μορφές, μήτρα 

Hesse-κοιλότητα (κυρτότητα) και οιονεί κοιλότητα (κυρτότητα) 

συναρτήσεων, το θεώρημα της περιβάλλουσας, συγκριτική στατική 

ανάλυση πολυμεταβλητών συναρτήσεων. Στατική αριστοποίηση.  

 Κλασσικός προγραμματισμός: αριστοποίηση με περιορισμούς 

ισότητας. Η μέθοδος Lagrange: συνθήκες πρώτης & δεύτερης τάξης, 

οικονομική ερμηνεία των πολλαπλασιαστών Lagrange, συγκριτική 

στατική ανάλυση στον κλασσικό προγραμματισμό. 

 Εφαρμογές στην οικονομική: μεγιστοποίηση χρησιμότητας & μη-

αντισταθμιστικές καμπύλες ζήτησης, ελαχιστοποίηση δαπάνης 

καταναλωτή & αντισταθμιστικές  καμπύλες ζήτησης, ελαχιστοποίηση 

κόστους επιχείρησης.  
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ΛΙΓΑ ΛΟΓΙΑ ΓΙΑ ΤΟ ΜΑΘΗΜΑ ΙΙ 
 Μη Γραμμικός Προγραμματισμός: αριστοποίηση με περιορισμούς 

ανισότητας. Συνθήκες Kuhn-Tucker (Κ-Τ). Ο όρος περιορισμού. Οι 

συνθήκες Κ-Τ ως ικανές και αναγκαίες συνθήκες. Οιονεί κοίλος, μη-

γραμμικός προγραμματισμός: συνθήκες Arrow-Enthoven. Εφαρμογές 

στην οικονομική: λύση «γωνίας» σε προβλήματα μεγιστοποίησης 

χρησιμότητας & ελαχιστοποίησης δαπάνης, γενίκευση συνθηκών 

ελαχιστοποίησης κόστους και μεγιστοποίησης κέρδους επιχειρήσεων.  

 Διαφορικές εξισώσεις & εξισώσεις διαφορών, διαγράμματα φάσης, 

Συστήματα γραμμικών ή μη-γραμμικών διαφορικών εξισώσεων & 

εξισώσεων διαφορών , τοπική ανάλυση σταθερότητας, εισαγωγή στο 

δυναμικό προγραμματισμό με προσδιοριστικά (μη-τυχαία) 

προβλήματα περιορισμένου χρονικού ορίζοντα. 
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Ακρότατα πολυμεταβλητών 

συναρτήσεων 

 Αξίωμα Ορθολογικής Συμπεριφοράς:Τα 

οικονομικά υποκείμενα επιλέγουν μέσα απο ένα 

πλέγμα αποφάσεων αυτές που τους μεγιστοποιούν 

μια συνάρτηση ωφελείας ή που τους 

ελαχιστοποιούν μαι συνάρτηση κόστους 

σχηματίζοντας ένα συγκεκριμένο χώρο εφικτών για 

αυτούς λύσεων. 
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LECTURES 1&2 

 Εισαγωγή: ακρότατα πολυμεταβλητών συναρτήσεων, ολικό 

διαφορικό & ολικό διαφορικό δεύτερης τάξεως, τετραγωνικές 

μορφές, μήτρα Hesse-κοιλότητα (κυρτότητα) και οιονεί κοιλότητα 

(κυρτότητα) συναρτήσεων, το θεώρημα της περιβάλλουσας, 

συγκριτική στατική ανάλυση πολυμεταβλητών συναρτήσεων. 

Στατική αριστοποίηση.  

 Κλασσικός προγραμματισμός: αριστοποίηση με περιορισμούς 

ισότητας. Η μέθοδος Lagrange: συνθήκες πρώτης & δεύτερης 

τάξης, οικονομική ερμηνεία των πολλαπλασιαστών Lagrange, 

συγκριτική στατική ανάλυση στον κλασσικό προγραμματισμό. 
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ Ι 
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 Αντικειμενική συνάρτηση (objective function): 

Καλείται η συνάρτηση της παρακάτω μορφής: 

 

 Το σύνολο των εφικτών λύσεων (set of  feasible 

solutions) ορίζεται από ένασ συστημα ανισόσεων 

αλλά και εξισώσεων με την γενική μορφή: 

 

 

 Ζητάμε ελαχιστοποίηση-μεγιστοποίηση 



ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΙΙ 
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 Δεσμευμένη βελτιστοποίηση (constrained 

optimization): Το πρόβλημα μας περιέχει έναν 

περιορισμό.  

 Μη Δεσμευμένη βελτιστοποίηση (unconstrained 

optimization): : Το πρόβλημα μας δεν περιέχει 

κανέναν περιορισμό και το σύνολο εφικτών λύσεων 

είναι το πεδίο ορισμού της αντικειμενικής 

συνάρτησης.λείται η συνάρτηση της παρακάτω 

μορφής: 

 

 



ΘΔΩΡΙΑ 
Γηα κηα ζπλάξηεζε                         έλα βέιηηζην ζεκείν κπνξεί λα είλαη: 

 ΢θαηξηθό κέγηζην (νιηθό):Δλα ζεκείν x* ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηελ ζρέζε 

 

 Απζηεξά ζθαηξηθό κέγηζην:Δλα ζεκείν x* ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηελ 

ζρέζε 

 

 Σνπηθό (ζρεηηθό) κέγηζην:Δλα ζεκείν x* ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηελ 

ζρέζε 

 

 Απζηεξά ηνπηθό κέγηζην:Δλα ζεκείν x* ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηελ ζρέζε 

 

 

 ΢πλζήθεο βειηηζηόηεηαο: Υαξαθηεξίδνπκε ηηο βέιηηζηεο ιύζεηο ζε έλα 

πξόβιεκα αξηζηνπνίεζεο (ηθαλέο θαη αλαγθαίεο). Οη ηθαλέο 

εμαζθαιίδνπλ όηη έλα ζεκείν είλαη βέιηηζην. Οη αλαγθαίεο; 
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: nf X R R 

   * ,f x f x x X  

   * *, ,f x f x x X x x   

     * *,f x f x x N x   

     * * *, ,f x f x x N x x x    
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Saddle point 

΢αγκαηηθό ΢εκείν 



΢ΤΝΘΗΚΔ΢ ΠΡΩΣΗ΢ ΣΑΞΔΩ΢ 
Αο ζεωξήζνπκε κηα ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο: 

Οπζηαζηηθά νη ζπλζήθεο πξώηνπ βαζκνύ είλαη νη αλαγθαίεο  

αιιά όρη νη ηθαλέο ζπλζήθεο γηα ηελ εύξεζε ή όρη ειαρίζηνπ ή 

κεγίζηνπ. Γηαγξακκαηηθά πξόθεηηαη γηα ηελ εθαπηνκέλε ηελ 

νπνία κπνξνύκε λα θέξνπκε έρνληαο ζεωξήζεη όηη κπνξνύκε 

λα κεηώζνπκε ηηο δηαζηάζεηο ηεο ζπγθεθξηκέλεο θακπύιεο θαη 

λα ηελ πξνβάιινπκε ζε δηζδηάζηαην επίπεδν. Θεωξείηαη όηη 

εθθξάδνπλ νηθνλνκηθέο αξρέο; (Να γίλεη έλα παξάδεηγκα ζε 3-

δηαζηάζεηο.) 
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΢ΤΝΘΗΚΔ΢ ΓΔΤΣΔΡΗ΢ ΣΑΞΔΩ΢ 

Οπωο ήδε γλωξίδεηε ην λα ραξαθηεξίζνπκε έλα ζεκείν ωο 

ηνπηθό ή νιηθό ειάρηζην, κέγηζην ή ζαγκαηηθό ζεκείν απαηηεί 

θαη ηελ παξαγωγή ηωλ ζπλζεθώλ δεύηεξεο ηάμεο. Οη 

ζπγθεθξηκελεο ζπλζήθεο ρξεζηκνπνηνύλ ηηο δεύηεξεο ηάμεωο 

παξαγώγνπο δειαδή ηηο 

 

 

Θπκεζείηε ζαο παξαθαιώ ην ζεώξεκα ηνπ Young!!! Δπίζεο 

ζεωξείζηε ηελ απνθαινύκελε δηαθξίλνπζα ωο εμήο: 
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ΠΔΡΙΠΣΩ΢ΙΟΛΟΓΙΑ 
Μπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε ηηο παξαθάηω πεξηπηώζεηο: 
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ΥΡΗ΢Η ΠΙΝΑΚΩΝ-ΜΗΣΡΩΝ Ι 

Αο ζεωξήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε 

Ο ππνινγηζκόο ηεο απνθαινύκελε εζζηαλήο κήηξαο 

(Hessian matrix) πεξηιακβάλεη ην ππνινγηζκό ηεο:  
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ΥΡΗ΢Η ΠΙΝΑΚΩΝ-ΜΗΣΡΩΝ ΙI 

Γηα ηελ αλάπηπμε ηωλ πεξηπηώζεωλ ζε ζρέζε κε ηνλ 

ραξαθηεξηζκό ηνπ αθξνηάηνπ ζεωξείηαη όηη ζα πξέπεη 

πξώηα λα γλωξίδνπκε ηελ ζπλάξηεζε πξνο κειέηε θαη 

θπζηθά ην πόζεο κεηαβιεηέο πεξηέρεη.Βαζηθή έλλνηα 

απνηειεί θαη ε ειιάζνλα ππννξίδνπζα.Γηα παξάδεηγκα 
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ΠΔΡΙΠΣΩ΢ΙΟΛΟΓΙΑ 
Μπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε ηηο παξαθάηω πεξηπηώζεηο: 
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ΓΙΑΦΟΡΙΚΟ 
Η αιγεβξηθή έθθξαζε                                                κε   

                                  ζπλαξηήζεηο κε ζπλερείο κεξηθέο 

παξαγώγνπο είλαη νιηθό δηαθνξηθό εάλ θαη κόλν εάλ ηζρύεη 

όηη  

 

Σόηε ε αληίζηνηρε ζπλάξηεζε είλαη 

   

όπνπ             είλαη έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο f(x,y) 

θαη c κηα ζηαζεξά  
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ΓΙΑΦΟΡΙΚΟ & ΒΔΛΣΙ΢ΣΟΠΟΙΗ΢Η I 

΢ηελ πεξίπηωζε κηαο ζπλάξηεζεο κε κία κεηαβιεηή ην  

δηαθνξηθό νξίδεηαη ωο εμήο: 

 

 

΢ηελ πεξίπηωζε κηαο ζπλάξηεζεο κε δύν κεηαβιεηέο  

νξίδεηαη ωο                                 ελώ ην δεύηεξεο ηάμεωο 

δηαθνξηθό δίλεηαη ωο εμήο: 

 

 

 

Ση όκωο εθθξάδεη ην δηαθνξηθό; 
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Μεζνδνο Langrage I 

Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε                         ππνζέηνληαο 

όηη νη κεηαβιεηέο ύπν εμέηαζε ηθαλνπνηνύλ m 

εμηζώζεηο ηεο κνξθήο:  

 

 

Μπνξνύκε λα ζρεκαηίζνπκε ηελ ζπλάξηεζε: 
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Μεζνδνο Lagrange II 

 ΢πλεπώο: 

 

 

 
Δάλ νη ζπλαξηήζεηο f,g είλαη θιάζεηο C1 ζε θάπνηα πεξηνρή 

ηνπ ζεκείνπ P(αi) θαη επίζεο εάλ  
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Μεζνδνο Lagrange IIΙ 

 Σόηε κπνξνύκε λα κηιήζνπκε όηη νη 

παξαπάλω ζρέζεηο απνηειενύλ ζύζηεκα 

αλαγθαίωλ ζπλζεθώλ γηα λα έρεη ε 

ζπλάξηεζε f(), ζην ζεκείν P() ζρεηηθό 

αθξόηαην ππό ηηο ζπλζήθεο gi.Σόηε 

κπνξνύκε λα κηιήζνπκε γηα αθξόηαηα 

εμαζθαιίδνληηαο όηη νη ζπλαξηήζεηο f(), g() 

είλαη θιάζεο C2. Σν ι θαιείηαη 

πνιιαπιαζηαζηήο langrange 
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Μεζνδνο Lagrange IV 
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 

 

   

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1.  

, ,..., ; , ,..., 0,  απηιορ

1,2,...,

2.  ΕΛΑΥΙ΢ΣΟ

, ,..., ; , ,..., 0,  πεπιηηορ

1,2,...,

3.Για ηο ζημειο P

1 , ,..., ; , ,..., 0,  απηιορ

1,2

i m

i n m

n

i n m

H a a a m

i n m

H a a a m

i n m

H a a a n

i

   

  

  

 



 





 

 



   1 2 1 2

,...,

4.Για ηο ζημειο P

1 , ,..., ; , ,..., 0,  πεπιηηορ

1,2,...,

n

i n m

n m

H a a a n

i n m

  



 

 



΢πγθξηηηθή ΢ηαηηθή Ι 

Σα ηνπηθά αθξόηαηα είλαη ιύζεηο (ζεκεία ηζνξξνπίαο) θαη 

απνηειενύλ αληηθείκελα ζπγθξηηηθή ζηαηηθήο αλάιπζεο. Αο 

ζεωξήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο 

Σόηε εθαξκόδνληαο ηελ αλάινγε δηαδηθαζία κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε ηα ηνπηθά αθξόηαηα ιύλνληαο ην ζύζηεκα 

ηωλ 

 

Δάλ νη ζπλζήθεο ηνπ ζεώξεκαηνο ηωλ πεπιεγκέλωλ 

ζπλαξηήζεωλ ηθαλνπνηνύληαη ηόηε ππάξρνπλ ζπλαξηήζεηο 

                                         (choice functions) νη νπνίεο 

εθθξάδνπλ ηηο βέιηηζηεο ηηκέο ηωλ     ηωλ κεηαβιεηώλ    γηα 

ηηο παξακέηξνπο α.    
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 1 2, ,..., ;nf x x x a

 1 2, ,..., ;
0, 1,2,...,

n

j

f x x x a
j n

x


 



 * * , 1,2,...,i ix x a i n 

*

ix ix



΢πγθξηηηθή ΢ηαηηθή ΙΙ 

Με αληηθαηάζηαζε ζα κπνξνύκε λα έρνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο 

κε ηελ παξαθάηω κνξθή ωο ζύλζεηεο ζπλαξηήζεηο: 

 

Με αιπζωηή παξαγώγηζε ζα κπνξνύζακε ωο πξνο α ζα 

έρνπκε: 
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 * * *

1 2( ), ( ),..., ( ); , 1,2,...,j nq x a x a x a a j n

*

1

11 1 1

*
1

1 1 11 1

**
11

11 1 11 1

1 1

...

... ... ... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

,...,
... ...

... ... ... ... ... ...

n a

n nn nan

a n a

na nn n nan

n n

n nn n nn

x
f f fa

f f fx
a

f f f f

f f f fxx

f f f fa a

f f f f

 
  
    
  
     

  


 

 



΢πγθξηηηθή ΢ηαηηθή IIΙ 

Η ζπγθξηηηθή ζηαηηθή αλάιπζε αζρνιείηαη κε ηελ κεηαβνιή 

ηωλ ελδνγελώλ κεηαβιεηώλ ελόο πνδείγκαηνο όηαλ 

κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηωλ εμωγελώλ ηνπ. Ωο 

πνιιαπιαζηαζηήο ζπγθξεηηθήο ζηαηηηθήο Σα ηνπηθά 

αθξόηαηα είλαη ιύζεηο (ζεκεία ηζνξξνπίαο) θαη απνηειενύλ 

αληηθείκελα ζπγθξηηηθή ζηαηηθήο αλάιπζεο. Αο ζεωξήζνπκε 

ηελ ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο 

Σόηε εθαξκόδνληαο ηελ αλάινγε δηαδηθαζία κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε ηα ηνπηθά αθξόηαηα ιύλνληαο ην ζύζηεκα 

ηωλ 

 

Δάλ νη ζπλζήθεο 
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Ιαθωβηαλή Οξίδνπζα 
Θεωξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο  

 

κε θνηλό πεδίν νξηζκνύ               θαη ππνζέηνπκε όηη ππάξρνπλ 

νη κεξηθέο παξαγώγνη                                   . 

Η Ιαθωβηαλή νξίδνπζα ηωλ παξαπάλω ζπλαξηήζεωλ θαιείηαη 

ε παξαθάηω νξίδνπζα: 

25 

     1 1 2 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., ,..., , ,...,n n n nf x x x f x x x f x x x

nR

, , 1,2,...,i

j

f
i j n

x






 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

i
n

j

n n n

n

f f f

x x x

f f f
D f

x x x
D x

f f f

x x x

  

  

  


   


  

  



Θεώξεκα Πεξηβάιινπζαο 

(Γεζκεπκέλε) 
Δάλ                    κηα ελδνγελήο κεηαβιεηή, 

΄κηα παξάκεηξνο,γηα θάζε Α ππάξρεη  κηα κνλαδηθή 

ζέζε x*(α) όπνπ  βειηηζηνπνηείηαη ε ζπλάξηεζε f(x,α) 

πνπ έρεη ζπλερείο κεξηθέο παξαγώγνπο πξώηεο ηάμεο.  

                               βέιηηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο 
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 1 2,x x   1 2,  

    * * ,f f x  

 
  

*

* ,
j j

f f
f x a a

f f



 

 


 



Λήκκα Hotelling’s 

Γηα ηελ ζπλάξηεζε  

 

 

 

 

Μαο δείρλνπλ ηελ επίδξαζε πνπ έρεη ζην 

κέγηζην θέξδνο κηα κεηαβνιε ηωλ 

παξακέηξωλ p,w,r. 
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 ,pf K L rK wL   

        

   

   

*
* *

*
*

*
*

, , , , , , , , ,

, , , ,

, , , ,

p r w Q K p r w L p r w F p r w
p

p r w K g p r w
r

p r w L h p r w
w


 




  




  





Λήκκα Shepard’s 

Σν ιήκκα ηνπ Shepard ζηεξίδεηαη ζηελ 

πξόηαζε όηη ε κεξηθή παξάγωγνο ηεο 

ζπλάξηεζεο ειαρίζηνπ θόζηνπο ωο πξνο 

έλαλ παξαγωγηθό ζπληειεζηή πξνζδηνξίδεη 

ηελ ζπλάξηεζε δήηεζεο ηνπ ζπληειεζηή. 
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Θεώξεκα Πεξηβάιινπζαο (κε-

Γεζκεπκέλε) 
Δάλ                    κηα ελδνγελήο κεηαβιεηή, 

΢ε έλα πξόβιεκα βειηηζηηπνίεζεο ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x,α) ζε ζύλνιν πνπ νξίδεηαη κε πεξηνξηζκό ηζόηεηαο 

ηζρύεη: 

 

Όπνπ               ε ζπλάξηεζε βέιηηζηεο ηηκήο θαη 

ππνινγίδεηαη ζηελ βέιηηζηε ιύζε.  
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 1 2,x x   1 2,  

 *f 

 
  

*

* *,
j j

f L
f x a a

f f




 

 


 

j

L

f


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ΣΙ ΝΑ ΓΙΑΒΑ΢Ω 
 ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΔ΢ ΜΔΘΟΓΟΙ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗ΢ 

ΑΝΑΛΤ΢Η΢, ALPHA C. CHIANG, KEVIN WAINWRIGHT  

 Μαζεκαηηθά Οηθνλνκηθώλ Δπηζηεκώλ, Hoy Michael, 

Livernois John, McKenna Chris, Stengos 

Thanasis.(Κεθάιαηα 13 έωο 15) 
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 Να ιπζνύλ νη αζθήζεηο πνπ κνηξάζηεθαλ ζηελ ηάμε! 
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Δπηθνηλωλία κε ηνλ Γηδάζθνληα 

 E-mail:Kounetas@upatras.gr 
 Ώρες Γραφείου 
Δευτέρα: 11.00-13.00 
Τρίτη:11.00-12.00 
(Η κατόπιν επικοινωνίας με τον διδάσκοντα) 
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