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Σύνολο ασκήσεων 2

΄Ασκηση 1

Βρείτε την ορίζουσα (determinant) και σχολιάστε το βαθμό (rank) των παρακάτω

τετραγωνικών (δηλαδή n× n) μητρών

1.

A =

(
2 b
c 6

)
, B =

(
1 2
−1 −2

)
C =

(
4 6
12 18

)
, D =

(
−2 −3
3 1

)
Παράδειγμα: det (A) = |A| = (2)(6)− (c)(b) = 12− cb. Η ορίζουσα διαφέρει
του μηδενός όταν cb 6= 12. Υπό αυτόν τον όρο, η ορίζουσα είναι μη-μηδενική
και ο βαθμός της 2 × 2 μήτρας A είναι πλήρης, δηλαδή ο βαθμός της A είναι
ίσος με 2, r(A) = 2. Ούτως ή άλλως, ο βαθμός της A μπορεί να είναι ίσος
με 1 (όχι πλήρους βαθμού) ή 2 (πλήρους βαθμού) αφού r(A) ≤ min{n, k} άρα
r(A) ≤ min{2, 2} = 2 και ο βαθμός μίας μήτρας είναι μηδενικός 0 μόνο όταν
όλα τα στοιχεία της μήτρας είναι μηδενικά.

2.

A =

 1 0 1
0 1 0
−1 0 1

 , B =

 4 4 1
2 3 8
5 6 9


C =

 3 0 1
5 6 1
7 0 0

 , D =

 1 1 7
20

−1
2

2 − 7
40

−2 3 −14
20


3.

A =

 a 0 −1
b 0 1
5 −16 19

 , B =

 x 0 −β
a

0 a −γ
x 0 x


4.

A =


7 7 7 6
0 1 5 2
0 0 0 1
0 0 0 2

 , B =


7 7 7 6
0 1 5 2
0 0 1 1
0 0 0 2



C =


7 7 7 6
2 1 5 2
3 5 0 1
−1 −3 1 0


1
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5.

Σ
n×n

=


σ2 0 0
0 σ2

. . . 0
0 0 σ2


6. Χρησιμοποιήστε την ιδιότητα του βαθμού

r (A) = r (AA′) = r (A′A)

για να βρείτε το βαθμό των μητρών

A =

 1 −1
2 2
3 −3


και

B =

 1 1 1 1 0 0 0
0 2 2 2 2 2 0
0 0 0 −1 −1 −1 −1


Σχολιάστε.

Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε κατάλληλα την ιδιότητα

r(X)
n×k

= r(X ′X)
k×k

= r(XX ′)
n×n

΄Ασκηση 2

1. Βρείτε τα λάμδα λ που μηδενίζουν την ορίζουσα |A− λI|, δηλαδή λύστε την
πολυωνυμική εξίσωση (ή αλλιώς βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης)

|A− λI| = 0

όπου

A =

(
1 2
4 3

)
Για μία n×n μήτρα A, οι τιμές λ1, ..., λn, ονομάζονται ιδιοτιμές της μήτρας A.

2. Με βάση τη χαρακτηριστική εξίσωση
1

λ2 + βλ+ γ = 0

υπολογίστε τη μήτρα

∆ = A2 + βA+ γI

Τι παρατηρείτε;

1
΄Ενα άλλο όνομα για την πολυωνυμική εξίσωση |A− λI|
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3. Επαναλάβετε την άσκηση |A− λI| = 0 για την μήτρα μειωμένου βαθμού2

A =

(
1 2
8 16

)
Τι παρατηρείτε;

2
Μειωμένου βαθμού αφού η δεύτερη στήλη είναι ίση με 2 φορές την πρώτη στήλη της μήτρας,

οπότε οι στήλες της A είναι γραμμικά εξαρτημένες.
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