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2 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Σκοποί  ενότητασ 
 Να παρουςιάςει ςτον αναγνϊςτθ θ δυϊκότθτα και να 

υπογραμμιςτεί θ ερμθνεία τθσ. 

 

 Να παρουςιαςτοφν τα κεωριματα και οι ιδιότθτεσ του 
δυικοφ ΠΓΠ. 

 

 Να καταςτεί ςαφζσ πωσ το πρωτεφον και το δυικό 
πρόβλθμα ςυνδζονται μεταξφ τουσ. 

 

 

 



3 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Περιεχόμενα ενότητασ 

 Δυϊκότθτα: Γενικζσ ζννοιεσ. 

 Αντιςτοιχία του πρωτεφοντοσ και του δυικοφ ΠΓΠ. 

 Κανόνεσ μετατροπισ του πρωτεφοντοσ ςε δυικό. 

 Παραδείγματα. 

 Οικονομικι ερμθνεία του δυικοφ ΠΓΠ. 

 Ιδιότθτεσ του δυικοφ ΠΓΠ και κεωριματα. 

 Συμπεράςματα. 

 

 

 

 

 



Ενότητα 7η 

Από το πρωτεφον ςτο δυικό ΠΓΠ 



5 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Δυϊκότητα - Ι 

 Κάκε πρόβλθμα γραμμικοφ προγραμματιςμοφ ςυνδζεται με ζνα 
άλλο πρόβλθμα γραμμικοφ προγραμματιςμοφ που ονομάηεται 
δυικό (dual) ενϊ το αρχικό πρωτεφον (primal).  

 Η δυικι κεωρία παρζχει πλθροφορίεσ κυρίωσ οικονομικισ φφςεωσ 
ενϊ είναι διαφωτιςτικι και για τθν ανάλυςθ των επιπτϊςεων τθσ 
αλλαγισ των παραμζτρων.  

 Επίςθσ, θ άριςτθ λφςθ του δυικοφ είναι άρρθκτα ςυνδεδεμζνθ με 
τθν λφςθ του πρωτεφοντοσ.  

 Ο δίαυλοσ επικοινωνίασ του πρωτεφοντοσ και του δυικοφ είναι το 
ςφνολο των περιοριςμϊν του πρωτεφοντοσ. 



6 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Δυϊκότητα - ΙΙ 

 Σε οριςμζνα εγχειρίδια χρθςιμοποιείται ρθτά ο όροσ τθσ θμι-
κανονικισ μορφισ και τθν χριςθσ του δυικοφ ΠΓΠ μζςω αυτισ.  

 

 Θα πρζπει να τονίςουμε ότι ςτθν περίπτωςθ τθσ θμι-κανονικισ 
μορφισ, θ ςυνκικθ ότι όλεσ οι μεταβλθτζσ είναι μθ αρνθτικζσ 
αφαιρείται και δεν ιςχφει. 

 

 Πρόταςη: Το δυικό ΠΓΠ του δυικοφ είναι το πρωτεφον.  



7 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Δυϊκότητα - ΙΙΙ 

• Ασ κεωριςουμε το ΠΓΠ με τθν παρακάτω μορφι: 

 

 

 

 

 

 

• Ή ςε μορφι πινάκων:  
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8 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Δυϊκότητα - ΙV 

• Μζςω τθσ παρακάτω διαδικαςίασ μποροφμε να μετατρζψουμε το 
πρωτεφον ΠΓΠ ςε δυικό: 
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9 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Κανόνεσ μετατροπήσ ςε δυικό ΠΓΠ 

Κατά τθν διαδικαςία μετατροπισ, πραγματοποιοφνται τα παρακάτω: 

o Μια δυικι μεταβλθτι ορίηεται για κάκε ζναν περιοριςμό του 
πρωτεφοντοσ ΠΓΠ (κα ζχουμε τόςεσ δυικζσ μεταβλθτζσ όςουσ και 
περιοριςμοφσ). 

o Ζνασ δυικόσ περιοριςμόσ ορίηεται για κάκε  μεταβλθτι του 
πρωτεφοντοσ ΠΓΠ (κάκε περιοριςμόσ του δυικοφ αντιςτοιχεί ςε 
μια μεταβλθτι του πρωτεφοντοσ) 

o Οι ςυντελεςτζσ των μεταβλθτϊν ενόσ δυικοφ προβλιματοσ 
ιςοφνται με τουσ ςυντελεςτζσ τθσ ςυνδεόμενθσ μεταβλθτισ του 
πρωτεφοντοσ ΠΓΠ. 

o Οι ςυντελεςτζσ τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ του δυικοφ ΠΓΠ 
ταυτίηονται με τα δεξιά μζλθ των περιοριςμϊν του πρωτεφοντοσ .  



10 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αντιςτοιχία μεταξφ των 2 ΠΓΠ 

Πρωτεύον Πρόβλημα Δυϊκό Πρόβλημα 

Ππόβλημα μεγιζηοποίηζηρ  Ππόβλημα ελασιζηοποίηζηρ 

Πεπιοπιζμόρ ηύπος  i   Μεηαβληηή 0iu   

Πεπιοπιζμόρ ηύπος  i   Μεηαβληηή 0iu   

Πεπιοπιζμόρ ηύπος  =i  Μεηαβληηή iu  σωπίρ πεπιοπιζμό 

Μεηαβληηή 0jx   Πεπιοπιζμόρ ηύπος j   

Μεηαβληηή 0jx   Πεπιοπιζμόρ ηύπος j   

Μεηαβληηή jx  σωπίρ πεπιοπιζμό Πεπιοπιζμόρ ηύπος j =  

Σςνηελεζηήρ Ανηικειμενικήρ ζςνάπηηζηρ Σςνηελεζηήρ δεύηεπος μέλοςρ 

Σςνηελεζηήρ δεύηεπος μέλοςρ Σςνηελεζηήρ Ανηικειμενικήρ ζςνάπηηζηρ 

 



11 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Παράδειγμα - Ι 

 Να μετατραπεί ςτο δυικό του το παρακάτω ΠΓΠ:  
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12 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Παράδειγμα - Ι (Απάντηςη) 
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13 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Οικονομική ερμηνεία δυικοφ ΠΓΠ - Ι 

 Γενικότερα κα λζγαμε ότι τα ΠΓΠ αςχολοφνται με προβλιματα 
κατανομισ περιοριςμοφ αρικμοφ πόρων ςε διαφορετικζσ 
εναλλακτικζσ και ανταγωνιςτικζσ δραςτθριότθτεσ.  

 

 Εάν α είναι θ ποςότθτα του πόρου i για τθν παραγωγι j μονάδων,         
 θ αφξθςθ ςτο μζτρο αποδοτικότθτασ Ζ από τθν αφξθςθ κατά 
μία μονάδα τθσ τότε:  

 Η αντικειμενικι ςυνάρτθςθ παριςτάνει το ςυνολικό κζρδοσ 

 Το               των περιοριςμϊν (αριςτερό μζλοσ) παριςτάνει τθν 
ςυνολικι ποςότθτα πόρων που κα χρθςιμοποιθκοφν και κα είναι 
μικρότεροι των διακζςιμων πόρων b. 

 

jc

ij ja x



14 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Οικονομική ερμηνεία δυικοφ ΠΓΠ - ΙΙ 

 Σε κάκε ΠΓΠ μποροφμε να κεωριςουμε τα εξισ: 
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15 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Οικονομική ερμηνεία δυικοφ ΠΓΠ - ΙΙΙ 

Άρα το πρωτεφον ΠΓΠ μασ δείχνει με ποιον τρόπο κα πρζπει να 
μεγιςτοποιιςουμε: 

 

 

 

Τι μασ δείχνει το δυικό; 
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16 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Οικονομική ερμηνεία δυικοφ ΠΓΠ - ΙV 

“...... Σε ποιεσ τιμέσ πρέπει η επιχείρηςη να αγοράςει τουσ πόρουσ 

(πρώτεσ φλεσ, ςυντελεςτέσ παραγωγήσ κλπ.) ώςτε να 

ελαχιςτοποιήςει το ςυνολικό κόςτοσ παραγωγήσ (ή αγοράσ) αλλά και 

να προςφέρει καλφτερεσ τιμέσ προϊόντων  προκειμένου να έχει 

οικονομικό κίνητρο πώληςησ των αποθεμάτων τησ” 



17 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Ιδιότητεσ του δυικοφ ΠΓΠ - Ι 

 Θεώρημα 1 

Εάν    μια εφικτι λφςθ του πρωτεφοντοσ και     του δυικοφ τότε:                   
        (αςκενισ δυϊκότθτα) 

 Θεώρημα 2 

Εάν    μια εφικτι λφςθ του πρωτεφοντοσ και      του δυικοφ  ζτςι ϊςτε                   
      τότε τα      και     είναι άριςτεσ λφςεισ του πρωτεφοντοσ και 
του δυικοφ αντίςτοιχα. 

 Θεώρημα 3 

Εάν το πρωτεφον ΠΓΠ είναι μθ φραγμζνο τότε το δυικό του δεν ζχει 
εφικτζσ λφςεισ. 

x w
' '

c x b w

x w
' '

c x = b w x w



18 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Ιδιότητεσ του δυικοφ ΠΓΠ –  
Θεώρημα 2 



19 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Ιδιότητεσ του δυικοφ ΠΓΠ - ΙΙ 

 Θεώρημα 4 

Εάν το δυικό πρόβλθμα δεν ζχει εφικτζσ λφςεισ, τότε το πρωτεφον 
είτε δεν ζχει εφικτζσ λφςεισ είτε είναι μθ φραγμζνο. 

 

 Θεώρημα Δυιςμοφ 

Εάν το πρωτεφον ΠΓΠ ζχει άριςτθ λφςθ τότε το δυικό του ζχει άριςτθ 
λφςθ και μάλιςτα οι τιμζσ των αντικειμενικϊν του ςυναρτιςεων είναι 
ίςεσ (Gale, Kuhn and Tucker, 1950).  

 



20 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Ιδιότητεσ του δυικοφ ΠΓΠ - ΙΙΙ 

 Θεώρημα 5 

Ζςτω                 . Εάν                      θ λφςθ      είναι μια βαςικι εφικτι 
λφςθ του δυικοφ προβλιματοσ γραμμικοφ προγραμματιςμοφ. 

 

 Θεώρημα Συμπληρωματικοφ Περιθωρίου 

Εάν ςτο ζνα πρόβλθμα ζνασ περιοριςμόσ του είναι αδρανισ θ 
αντίςτοιχθ μεταβλθτι του άλλου προβλιματοσ είναι μθδζν και 
επίςθσ εάν μια μεταβλθτι είναι κετικι τότε ο αντίςτοιχοσ 
περιοριςμόσ του άλλου είναι ενεργόσ (ζχει τθν μορφι εξίςωςθσ). 

' 1΄
w = c B

 0,i ic z i   w



21 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Ιδιότητεσ του δυικοφ ΠΓΠ - ΙV 

 Θεώρημα 6  

Μια εφικτι λφςθ του ενόσ προβλιματοσ κζτει ζνα φράγμα ςτθν 
βζλτιςτθ λφςθ του άλλου. 

 

 Θεώρημα 7 

Ζςτω            δφο εφικτζσ λφςεισ του πρωτεφοντοσ και           του δυικοφ 
προβλιματοσ για τισ οποίεσ ιςχφει . Τότε οι λφςεισ αυτζσ είναι 
αντίςτοιχα βζλτιςτεσ και για τα δφο προβλιματα. 

 

* *,w x * *,y z



22 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Γραφικά 

Δυικόσ Αλγόριθμοσ Simplex Αλγόριθμοσ Simplex 



23 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Παράδειγμα - Ι 

• Εάν οι λφςεισ του παρακάτω ΠΓΠ είναι                                                
να βρεκεί θ άριςτθ λφςθ του δυικοφ του. 

 

 

 

 

 

 
'

1/ 5,0,21/ 5,9 / 5x 

1 2 3 4

1 2 3 4
, , ,

1 2 3 4

2 3 4

3 4

1 2 3 4

max 2 3 2

. .        

2 2 8

6

2 3 3

, , , 0

x x x x
Z x x x x

s t

x x x x

x x x

x x

x x x x

   

   

  

 





24 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Παράδειγμα - ΙΙ 

 Να λυκεί με τθν δυικι μζκοδο Simplex το ΠΓΠ: 
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Συμπεράςματα - Ι 

• Τα δφο προβλιματα το δυικό αλλά και το πρωτεφον ωσ ΠΓΠ 
μποροφν αν επιλυκοφν με τθν μζκοδο Simplex. 

• Μάλιςτα επειδι ςτον τελικό πίνακα των λφςεων ενόσ ΠΓΠ 
περιζχεται και θ λφςθ του άλλου προβλιματοσ ςυνθκίηεται να 
επιλφεται όποιο πρόβλθμα φαίνεται να είναι λιγότερο απαιτθτικό. 

• Επιπρόςκετα, κα πρζπει να τονίςουμε το γεγονόσ ότι κάκε βιμα 
ςτθν διαδικαςία Simplex ςυνδζεται με ζνα ανάλογο βιμα ςτθν 
επίλυςθ του αντίςτοιχου δυικοφ προβλιματοσ, δθλαδι επιφζρει 
και τθν λφςθ του άλλου ςτθν δικι του διάςταςθ. 

• Κάκε ςκιϊδθσ τιμι του πρωτεφοντοσ είναι άρρθκτα ςυνδεδεμζνθ 
με μια δυικι μεταβλθτι. Τα δφο ΠΓΠ ςυςχετίηονται μεταξφ τουσ 
μζςω του ςυνόλου των περιοριςμϊν του πρωτεφοντοσ ΠΓΠ. 



26 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Συμπεράςματα - ΙΙ 

• Η γενικι ιδζα τθσ μεκόδου Simplex υποςτθρίηει ότι αρχίηουμε με 
μία βαςικι λφςθ του πρωτεφοντοσ ΠΓΠ θ οποία παρεμπιπτόντωσ 
αντιςτοιχεί ςε μια βαςικι μθ εφικτι λφςθ του δυικοφ. 

• Συνεπϊσ  βελτιϊνοντασ ςταδιακά τθν λφςθ αυτι και διατθρϊντασ 
τθν εφικτότθτα ςτο πρωτεφον, φτάνουμε ςτθ άριςτθ λφςθ του 
δυικοφ όταν επιτφχουμε τθν εφικτότθτα τθσ λφςθσ.  

• Στθν δυικι μζκοδο Simplex αρχίηουμε με μια βαςικι μθ εφικτι 
λφςθ του πρωτεφοντοσ ΠΓΠ (υπεράριςτθ λφςθ) και άρα θ 
αντίςτοιχθ δυικι είναι εφικτι. Η πρϊτθ βαςικι λφςθ εφικτι για το 
πρωτεφον είναι θ άριςτθ του δυικοφ.  

• Συνεπϊσ θ δυικι μζκοδοσ Simplex επιλφει το δυικό πρόβλθμα 
πάνω ςτουσ πίνακεσ του πρωτεφοντοσ και θ λφςθ περιλαμβάνει 
τθν μετακίνθςθ από μια βαςικι εφικτι λφςθ του δυικοφ ςε μία 
καλφτερθ βαςικι εφικτι λφςθ. 



Τζλοσ 7ησ Ενότητασ 

Από το πρωτεφον ςτο δυικό ΠΓΠ  



28 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Χρθματοδότθςθ 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτo πλαίςιo του 

εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα ςτο Πανεπιςτήμιο Αθηνών» 
ζχει χρθματοδοτιςει μόνο τθν αναδιαμόρφωςθ του εκπαιδευτικοφ 
υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ Προγράμματοσ 
«Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και ςυγχρθματοδοτείται από τθν 
Ευρωπαϊκι Ζνωςθ (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ 
πόρουσ. 



Σθμειϊματα 



30 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Σθμείωμα Ιςτορικοφ Εκδόςεων Ζργου 

Το παρόν ζργο αποτελεί τθν ζκδοςθ 1.0.   
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Σθμείωμα Αναφοράσ 

Copyright Πανεπιςτιμιο Πατρϊν, Κων/νοσ Κουνετάσ, Επίκουροσ Κακθγθτισ 
και Νικόλαοσ Χατηθςταμοφλου, Υπ. Διδάκτωρ Οικονομικισ Επιςτιμθσ, 2015. 
«Επιχειρθςιακι Ζρευνα και εφαρμογζσ με τθν χριςθ του λογιςμικοφ R. Από 
το πρωτεφον ςτο δυικό ΠΓΠ». Ζκδοςθ: 1.0. Πάτρα 2015.  

Διακζςιμο από τθ δικτυακι διεφκυνςθ: ςφνδεςμο μακιματοσ. 

 

https://eclass.upatras.gr/courses/ECON1318/
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Σθμείωμα Αδειοδότθςθσ 
Το παρόν υλικό διατίκεται με τουσ όρουσ τθσ άδειασ χριςθσ Creative Commons 
Αναφορά, Μθ Εμπορικι Χριςθ Παρόμοια Διανομι 4.0 *1+ ι μεταγενζςτερθ, Διεκνισ 
Ζκδοςθ.   Εξαιροφνται τα αυτοτελι ζργα τρίτων π.χ. φωτογραφίεσ, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριζχονται ςε αυτό και τα οποία αναφζρονται μαηί με τουσ 
όρουσ χριςθσ τουσ ςτο «Σθμείωμα Χριςθσ Ζργων Τρίτων».                      

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  
 
Ωσ Μη Εμπορική ορίηεται θ χριςθ: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεςο ι ζμμεςο οικονομικό όφελοσ από τθν χριςθ του ζργου, για 

το διανομζα του ζργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομικι ςυναλλαγι ωσ προχπόκεςθ για τθ χριςθ ι πρόςβαςθ 

ςτο ζργο 
• που δεν προςπορίηει ςτο διανομζα του ζργου και αδειοδόχο ζμμεςο οικονομικό όφελοσ 

(π.χ. διαφθμίςεισ) από τθν προβολι του ζργου ςε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιοφχοσ μπορεί να παρζχει ςτον αδειοδόχο ξεχωριςτι άδεια να χρθςιμοποιεί το ζργο για 
εμπορικι χριςθ, εφόςον αυτό του ηθτθκεί. 

[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
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Διατιρθςθ Σθμειωμάτων 

Οποιαδιποτε αναπαραγωγι ι διαςκευι του υλικοφ κα πρζπει 
να ςυμπεριλαμβάνει: 

 το Σθμείωμα Αναφοράσ 

 το Σθμείωμα Αδειοδότθςθσ 

 τθ διλωςθ Διατιρθςθσ Σθμειωμάτων 

 το Σθμείωμα Χριςθσ Ζργων Τρίτων (εφόςον υπάρχει) 

μαηί με τουσ ςυνοδευόμενουσ υπερςυνδζςμουσ. 

 


