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1. Σκοποί ενόηηηας 
Βαζηθφο ζθνπφο ηνπ παξαδείγκαηνο πνπ αλαπηχζζεηαη ζηελ ελφηεηα απηή είλαη ε αλαιπηηθή 

παξνπζίαζε θαη ρξήζε ηεο Μεζφδνπ Μ κέζσ ελφο πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο. 

2. Περιετόμενα ενόηηηας 
Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά έλα παξάδεηγκα ρξήζεο ηεο Μεζφδνπ Μ κε βάζε ηνλ 

αιγφξηζκν Simplex. 
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3. Παροσζίαζη ηης Μεθόδοσ Μ τρηζιμοποιώνηας ηον αλγόριθμο ηης 

μεθόδοσ Simplex. 
 

Αο ππνζέζνπκε ην παξαθάησ πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο:  
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Να ππνινγίζεηε ηηο βέιηηζηεο πνζφηεηεο ησλ κεηαβιεηψλ θαζψο θαη ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο 
ζπλάξηεζεο. 
 
Απάνηηζη: 

Έρνπκε ήδε αλαθέξεη πσο ζε πεξηνξηζκνχο ηνπ ηχπνπ “ ” εηζάγνπκε πιενλαζκαηηθέο 
κεηαβιεηέο πξνθεηκέλνπ λα κεηαηξέςνπκε ηνλ αληζνηηθφ πεξηνξηζκφ ζε ηζνηηθφ. Σηελ πεξίπησζε πνπ 
έρνπκε ηζνηηθφ πεξηνξηζκφ εμ’ αξρήο δελ ρξεηάδεηαη λα εηζάγνπκε κεηαβιεηέο απφθιηζεο ή 
πιενλαζκαηηθέο.  

Δπνκέλσο, κεηά ηελ εηζαγσγή ησλ πιενλαζκαηηθψλ κεηαβιεηψλ, ην πξφβιεκα γξακκηθνχ 
πξνγξακκαηηζκνχ δηακνξθψλεηαη σο εμήο: 
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Να ζεκεηψζνπκε ζ’ απηφ ην ζεκείν πσο ζε πεξηνξηζκνχο ηνπ ηχπνπ “ ”, νη πιενλαζκαηηθέο 

κεηαβιεηέο εθθξάδνπλ ηηο πνζφηεηεο πέξαλ ησλ ειαρίζησλ απαηηήζεσλ ησλ πεξηνξηζκψλ. 
Η αξρηθή ιχζε ηεο κεζφδνπ Simplex είλαη εθείλε πνπ ζα πξνθχςεη εάλ ζέζνπκε φιεο ηηο 

κεηαβιεηέο απφθαζεο ίζεο κε ην κεδέλ, δειαδή 1 2 3 0x x x   , πξνθεηκέλνπ λα μεθηλήζεη ηηο 

επαλαιήςεηο ν αιγφξηζκνο Simplex. Παξαηεξνχκε φκσο πσο πξνθχπηνπλ ηα παξαθάησ ηερληθά 
πξνβιήκαηα: 
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Σε πεξηπηψζεηο φπσο παξαπάλσ, θαηά ηηο νπνίεο δειαδή δελ πξνθχπηεη κηα αξρηθή βαζηθή 

εθηθηή ιχζε, ρξεζηκνπνηνχκε ηελ Μέζνδν Μ θαη ζπγθεθξηκέλα εηζάγνπκε ηερλεηέο κεηαβιεηέο 
πξνθεηκέλνπ λα ζρεκαηίζνπκε κνλαδηαίν πίλαθα θαη λα μεθηλήζνπλ νη επαλαιήςεηο ηνπ αιγνξίζκνπ. 

Μπνξνχκε λα εηζάγνπκε ηφζεο ηερλεηέο κεηαβιεηέο φζεο ρξεηάδνληαη ψζηε λα ζρεκαηηζηεί 
κνλαδηαίνο πίλαθαο ή κπνξνχκε λα εηζάγνπκε ηφζεο ηερλεηέο κεηαβιεηέο φζεο θαη νη πεξηνξηζκνί ηνπ 
πξνβιήκαηνο. Καη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο ζα ζρεκαηηζηεί κνλαδηαίνο πίλαθαο κε ηελ δηαθνξά φηη ζηελ 
δεχηεξε πεξίπησζε ζα ρξεηαζηεί έλαο πίλαθαο Simplex παξαπάλσ. Δδψ, ζα εηζάγνπκε ηφζεο 
ηερλεηέο κεηαβιεηέο φζεο θαη νη πεξηνξηζκνί πξνθεηκέλνπ λα παξνπζηάζνπκε ηελ Μέζνδν Μ 
αλαιπηηθφηεξα. Δπηζεκαίλεηαη, πσο γηα ηελ κειέηε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ παξαδείγκαηνο θξίλεηαη 
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ζθφπηκν λα κειεηεζνχλ νη δηαθάλεηεο ηηο Δλφηεηαο 6 (Μέζνδνο Μ θαη Μέζνδνο Γχν Φάζεσλ) ψζηε 
λα θαηαλνεζνχλ ηα δεηήκαηα ηεο ζεσξίαο. 

Δπίζεο, ππελζπκίδεηαη πσο ε ρξεζηκφηεηα ησλ ηερλεηψλ κεηαβιεηψλ έγθεηηαη ζην λα 
ζπκβάιινπλ ζηελ εθθίλεζε ηνπ αιγνξίζκνπ ψζηε λα μεθηλήζεη λα παξάγεη εθηθηέο ιχζεηο κέρξηο φηνπ 
θαηαιήμεη ζηελ βέιηηζηε. 

Ωο εθ ηνχηνπ, φπσο έρεη αλαθεξζεί θαη ζηελ ζεσξία, νη ηερλεηέο κεηαβιεηέο δελ έρνπλ θακία 
θπζηθή εξκελεία. Κάζε θνξά ινηπφλ πνπ κηα ηερλεηή κεηαβιεηή εγθαηαιείπεη ηελ βάζε ηνπ πίλαθα 
δελ ζπκκεηέρεη μαλά ζηνπο ππνινγηζκνχο ησλ πηλάθσλ Simplex πνπ αθνινπζνχλ. Σπλεπψο, νη 
ηερλεηέο κεηαβιεηέο πνπ ζηαδηαθά εγθαηαιείπνπλ ηελ βάζε ηνπ πίλαθα, δελ επαλαυπνινγίδνληαη. Τν 
γεγνλφο απηφ ζα γίλεη πεξηζζφηεξν ζαθέο απφ ηνπο πίλαθεο πνπ αθνινπζνχλ. 

Τν αξρηθφ πξφβιεκα έπεηηα απφ ηελ εηζαγσγή πιενλαζκαηηθψλ θαη ηερλεηψλ κεηαβιεηψλ, 
δηακνξθψλεηαη σο εμήο: 
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Μπνξνχκε ηψξα λα μεθηλήζνπκε λα ιχλνπκε ην πξφβιεκα αθνινπζψληαο ηελ γλσζηή 

δηαδηθαζία, κεδελίδνληαο δειαδή ηηο κεηαβιεηέο απφθαζεο, δειαδή ηηο 1 2 3 0x x x    θαη έρνπκε: 
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Παξαηεξνχκε φκσο φηη ην παξαπάλσ ζχζηεκα δελ ηαπηνπνηείηαη θαη πξνθεηκέλνπ λα πάξνπκε 
κηα αξρηθή βαζηθή εθηθηή ιχζε, ζα πξέπεη λα αξρίζνπκε λα κεδελίδνπκε θαη θάπνηεο απφ ηηο 
πιενλαζκαηηθέο (ή ηηο κεηαβιεηέο απφθιηζεο, εμαξηάηαη απφ ην πξφβιεκα) κεηαβιεηέο (πάληα κεηά 
απφ ηηο κεηαβιεηέο απφθαζεο) κέρξη φηνπ ηαπηνπνηεζεί ην παξαπάλσ ζχζηεκα. Γηα ηνλ ιφγν απηφ, 

ζα ρξεηαζηεί λα κεδελίζνπκε δηαδνρηθά ηελ 2S θαη ζηελ ζπλέρεηα ηελ 3S ψζηε λα έρνπκε κηα αξρηθή 

βαζηθή εθηθηή ιχζε. Τν απνηέιεζκα, θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα (Πίλαθαο 1): 

Πίνακας 1: 1ος πίνακας Simplex 

Σσνηελεζηές Κόζηοσς, jc  1 0.7 0.8 0 0 M M M ib  

 Βαζικές Μεηαβληηές 1x  2x  3x  2S  3S  1A  2A  3A   

M 1A  1 1 1 0 0 1 0 0 1000 

M 2A  0.4 0.25 0.2 -1 0 0 1 0 300 

M 3A  0.4 0.2 0.4 0 -1 0 0 1 400 

jz  1.8M 1.45M 1.6M -M -M M M M  

j jc z  1-1.8M 0.7-1.45M 0.8-1.6M M M 0 0 0  
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Γηα λα επηιέμνπκε νδεγφ ζηήιε, δηαιέγνπκε απηή κε ηνλ κεγαιχηεξν αξλεηηθφ ζπληειεζηή, εδψ 
ην -1.8 ελψ γηα λα επηιέμνπκε νδεγφ γξακκή αθνινπζνχκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία φπσο πεξηγξάθεηαη 
θαη ζην αξρείν «Μέζνδνο_Simplex_αλαιπηηθφ_παξάδεηγκα.pdf» ζηηο Δλφηεηεο 4 θαη 5 (Μέζνδνο 
Simplex), δηαιέγνληαο θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε ηελ κεηαβιεηή κε ηελ ειάρηζηε ηηκή θαζψο έηζη 
ηθαλνπνηνχληαη ηαπηφρξνλα φινη νη πεξηνξηζκνί ηνπ ΠΓΠ. Πξνθαλψο, θαη εδψ, ην ζεκείν ηνκήο ηεο 
νδεγνχ ζηήιεο θαη ηεο νδεγνχ γξακκήο, αληηπξνζσπεχεη ην νδεγφ ζηνηρείν. 

Σ’ απηφ ην ζεκείν αμίδεη λα αλαθέξνπκε πσο ζηα πξνβιήκαηα ειαρηζηνπνίεζεο επηιέγνπκε ηελ 
κεηαβιεηή κε ηνλ κεγαιχηεξν αξλεηηθφ ζπληειεζηή M θαζψο ε επηινγή απηήο ηεο κεηαβιεηήο ζα έρεη 
σο απνηέιεζκα ηελ κεγαιχηεξε κείσζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο (π.ρ. ηελ κείσζε ηνπ 
θφζηνπο).  

Έπεηηα απφ ηνπο απαξαίηεηνπο ππνινγηζκνχο1, δεχηεξνο πίλαθαο Simplex θαίλεηαη παξαθάησ 
(Πίλαθαο 2): 

 
Πίνακας 2: 2ος πίνακας Simplex 

Σσνηελεζηές Κόζηοσς,
jc  1 0.7 0.8 0 0 M M M ib  

 Βαζικές Μεηαβληηές 1x  2x  3x  2S  3S  1A  2A  3A   

M 1A  0 0.375 0.5 2.5 0 1  0 250 

1 1x  1 0.625 0.5 -2.5 0 0  0 750 

M 3A  0 -0.05 0.2 1 -1 0  1 100 

jz  1 0.625+0.325M 0.5+0.7M -2.5+3.5M -M M  M  

j jc z  0 0.075-0.325M 0.3-0.7M 2.5-3.5M M 0  0  

 
Δπηιέγνπκε μαλά νδεγφ ζηήιε βάζεη ηνπ κεγαιχηεξνπ αξλεηηθνχ ζπληειεζηή M θαη νδεγφ 

γξακκή βάζεη ηνπ πειίθνπ ηεο δηαζέζηκεο πνζφηεηαο πξνο ηελ ηηκή ηεο θάζε βαζηθήο κεηαβιεηήο 
ζηελ νδεγφ ζηήιε. 

Δδψ, παξαηεξνχκε φηη ε κεηαβιεηή 1x έρεη αξλεηηθή ηηκή. Σηελ πεξίπησζε πνπ ε ηηκή θάπνηαο 

βαζηθήο κεηαβιεηήο είλαη αξλεηηθή ζηελ νδεγφ ζηήιε, δελ ηηο ιακβάλνπκε ππφςε καο ζηελ 
δηαδηθαζία επηινγήο ηεο βαζηθήο κεηαβιεηήο πνπ ζα αληηθαηαζηαζεί ζηελ βάζε. Η εξκελεία βαζίδεηαη 
ζηνπο ζπληειεζηέο κεηαηξνπήο δηφηη ε ηηκή ηεο νδεγνχ ζηήιεο (δειαδή ν ζπληειεζηήο κεηαηξνπήο) 
είλαη αξλεηηθφο, θάζε αχμεζε ζηελ κεηαβιεηή πνπ έρεη επηιεγεί ψζηε λα πάξεη ηελ ζέζε θάπνηαο 

βαζηθήο κεηαβιεηήο, απμάλεη κε ηελ ζεηξά ηεο ηελ ηηκή ηεο βαζηθήο κεηαβιεηήο (εδψ ηεο 1x ). 

Δπνκέλσο, δελ ηίζεηαη δήηεκα άλσ νξίνπ ζηελ ηηκή πνπ είλαη δπλαηφ λα πάξεη ε κεηαβιεηή πνπ 
εηζέξρεηαη ζηελ βάζε ηνπ πίλαθα. Δπίζεο, φπσο ήδε έρνπκε αλαθέξεη, ζηελ πεξίπησζε πνπ δχν ή 
πεξηζζφηεξα πειίθα είλαη ίζα, ηφηε επηιέγνπκε απζαίξεηα θάπνηα κεηαβιεηή. Η κεηαβιεηή πνπ δελ 
επηιέμνπκε, ζα είλαη ε επφκελε κεηαβιεηή πνπ ζα επηιεγεί λα εηζέιζεη ζηελ βάζε ηνπ επφκελνπ 
πίλαθα Simplex. 

Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα ζπιινγηζηηθή, κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε θαη ηνπο επφκελνπο 
πίλαθεο Simplex (Πίλαθεο 3,4 θαη 5) κέρξη φηνπ θαηαιήμνπκε ζηνλ ηειηθφ πίλαθα Simplex (Πίλαθαο 6) 
ζηνλ νπνίν ε ηειεπηαία γξακκή πεξηιακβάλεη κφλν κεδεληθέο θαη ζεηηθέο ηηκέο, εθφζνλ έρνπκε 
πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο.  

Παξαηεξήζηε επίζεο πσο απφ ηνλ Πηλάθα 2 κέρξη ηνλ Πίλαθα 5, νη ηερλεηέο κεηαβιεηέο 
εγθαηαιείπνπλ ζηαδηαθά ηελ βάζε ηνπ πίλαθα (φρη φκσο απαξαίηεηα θαη κε ηελ ζεηξά) θαη δελ 
ππνινγίδνληαη ζηνπο επφκελνπο πίλαθεο κέρξηο φηνπ εμαθαληζηνχλ απφ ηελ βάζε θαη φπσο θαίλεηαη 
θαη ζηνλ Πίλαθα 6. Σην ηέινο, δελ εκθαλίδνληαη πνπζελά θάηη ην νπνίν είλαη απφιπηα ινγηθφ θαζψο νη 
ηερλεηέο κεηαβιεηέο είλαη έλα ηέρλαζκα ψζηε λα μεθηλήζεη ηηο επαλαιήςεηο ν αιγφξηζκνο Simplex. 

 
 
 
 

                                                 
1
 Γηα αλαιπηηθή παξνπζίαζε ησλ ππνινγηζκψλ, ζπκβνπιεπηείηε ην αξρείν 

Μέζνδνο_Simplex_αλαιπηηθφ_παξάδεηγκα. 
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Οη ππφινηπνη πίλαθεο ηνπ πξνβιήκαηνο θαίλνληαη παξαθάησ: 
 
Πίνακας 3: 3ος πίνακας Simplex 

Σσνηελεζηές Κόζηοσς,
jc  1 0.7 0.8 0 0 M M M ib  

 Βαζικές Μεηαβληηές 1x  
2x  

3x  
2S  

3S  
1A  2A  

3A   

M 1A  0 0.5 0 0 2.5 1   0 

1 1x  1 0.5 1 0 -2.5 0   1000 

0 2S  0 -0.05 0.2 1 -1 0   100 

jz  1 0.5-0.5M 1 0 -2.5+2.5M M    

j jc z  0 0.2+0.5M -0.2 0 2.5-2.5M 0    

 

Πίνακας 4: 4ος πίνακας Simplex 

Σσνηελεζηές Κόζηοσς,
jc  1 0.7 0.8 0 0 M M M 

ib  

 Βαζικές Μεηαβληηές 
1x  2x  3x  2S  3S  1A  2A  3A   

0 
3S  0 0.2 0 0 1    0 

1 
1x  1 1 1 0 0    1000 

0 
2S  0 0.15 0.2 1 0    100 

jz  1 1 1 0 0     

j jc z  0 -0.3 -0.2 0 0     

 

Πίνακας 5: 5ος πίνακας Simplex 

Σσνηελεζηές Κόζηοσς,
jc  1 0.7 0.8 0 0 M M M 

ib  

 Βαζικές Μεηαβληηές 
1x  2x  3x  2S  3S  1A  2A  3A   

0.7 
2x  0 1 0 0 5    0 

1 
1x  1 0 1 0 -5    1000 

0 
2S  0 0 0.2 1 -0.75    100 

jz  1 0.7 1 0 -1.5     

j jc z  0 0 -0.2 0 1.5     

 

Πίνακας 6: Τελικός πίνακας Simplex 

Σσνηελεζηές Κόζηοσς, jc  1 0.7 0.8 0 0 M M M 
ib  

 Βαζικές 
Μεηαβληηές 

1x  2x  3x  2S  3S  1A  2A  3A   

0.7 
2x  0 1 0 0 5    0 

1 
1x  1 0 0 -5 -1,25    500 

0,8 
3x  0 0 1 5 -3.75    500 

jz  1 0.7 0,8 -1 -0.75     

j jc z  0 0 0 1 0.75     
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Όπσο θαίλεηαη ε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο είλαη 900 κνλάδεο θαη νη βέιηηζηεο 

πνζφηεηεο είλαη 

500

0

500
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εθαξκνγέο κε ηελ ρξήζε ηνπ ινγηζκηθνχ R. Η Μέζνδνο Μ θαη ε Μέζνδνο ησλ Γχν Φάζεσλ». 
Έθδνζε: 1.0. Πάηξα 2015. 
 

Γηαζέζηκν απφ ηε δηθηπαθή δηεχζπλζε: ζχλδεζκν καζήκαηνο. 

Σημείωμα Αδειοδόηηζης 

Τν παξφλ πιηθφ δηαηίζεηαη κε ηνπο φξνπο ηεο άδεηαο ρξήζεο Creative Commons Αλαθνξά, Με 

Δκπνξηθή Φξήζε Παξφκνηα Γηαλνκή 4.0 [1] ή κεηαγελέζηεξε, Γηεζλήο Έθδνζε.   Δμαηξνχληαη ηα 

απηνηειή έξγα ηξίησλ π.ρ. θσηνγξαθίεο, δηαγξάκκαηα θ.ι.π.,  ηα νπνία εκπεξηέρνληαη ζε απηφ θαη ηα 

νπνία αλαθέξνληαη καδί κε ηνπο φξνπο ρξήζεο ηνπο ζην «Σεκείσκα Φξήζεο Έξγσλ Τξίησλ». 

                                          

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  

Ωο Μη Δμπορική νξίδεηαη ε ρξήζε: 

 πνπ δελ πεξηιακβάλεη άκεζν ή έκκεζν νηθνλνκηθφ φθεινο απφ ηελ ρξήζε ηνπ έξγνπ, γηα ην 

δηαλνκέα ηνπ έξγνπ θαη αδεηνδφρν 

 πνπ δελ πεξηιακβάλεη νηθνλνκηθή ζπλαιιαγή σο πξνυπφζεζε γηα ηε ρξήζε ή πξφζβαζε ζην 

έξγν 

 πνπ δελ πξνζπνξίδεη ζην δηαλνκέα ηνπ έξγνπ θαη αδεηνδφρν έκκεζν νηθνλνκηθφ φθεινο (π.ρ. 

δηαθεκίζεηο) απφ ηελ πξνβνιή ηνπ έξγνπ ζε δηαδηθηπαθφ ηφπν 

Ο δηθαηνχρνο κπνξεί λα παξέρεη ζηνλ αδεηνδφρν μερσξηζηή άδεηα λα ρξεζηκνπνηεί ην έξγν γηα 

εκπνξηθή ρξήζε, εθφζνλ απηφ ηνπ δεηεζεί. 

Γιαηήρηζη Σημειωμάηων 

 Οπνηαδήπνηε αλαπαξαγσγή ή δηαζθεπή ηνπ πιηθνχ ζα πξέπεη λα ζπκπεξηιακβάλεη: 

 ην Σεκείσκα Αλαθνξάο 

 ην Σεκείσκα Αδεηνδφηεζεο 

 ηε δήισζε Γηαηήξεζεο Σεκεησκάησλ  

 ην Σεκείσκα Φξήζεο Έξγσλ Τξίησλ (εθφζνλ ππάξρεη) 

καδί κε ηνπο ζπλνδεπφκελνπο ππεξζπλδέζκνπο. 

 

https://eclass.upatras.gr/courses/ECON1318/
file:///C:/Users/pantelis/Downloads/[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
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Χρημαηοδόηηζη 

• Τν παξφλ εθπαηδεπηηθφ πιηθφ έρεη αλαπηπρζεί ζηo πιαίζηo ηνπ εθπαηδεπηηθνχ έξγνπ ηνπ 

δηδάζθνληα. 

• Τν έξγν «Ανοικηά Ακαδημαϊκά Μαθήμαηα ζηο Πανεπιζηήμιο Αθηνών» έρεη 

ρξεκαηνδνηήζεη κφλν ηε αλαδηακφξθσζε ηνπ εθπαηδεπηηθνχ πιηθνχ.  

• Τν έξγν πινπνηείηαη ζην πιαίζην ηνπ Δπηρεηξεζηαθνχ Πξνγξάκκαηνο «Δθπαίδεπζε θαη Γηα 

Βίνπ Μάζεζε» θαη ζπγρξεκαηνδνηείηαη απφ ηελ Δπξσπατθή Έλσζε (Δπξσπατθφ Κνηλσληθφ 

Τακείν) θαη απφ εζληθνχο πφξνπο. 

 

 


