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2 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Σκοποί  ενότητασ 
 Να παρουςιάςει ςτον αναγνϊςτθ τθν Μζκοδο Μ και τισ 

τεχνθτζσ μεταβλθτζσ ωσ μια λφςθ ςτθν περίπτωςθ που 
δεν ςχθματίηεται μοναδιαίοσ πίνακασ (βάςθ) ϊςτε να 
ξεκινιςει τισ επαναλιψεισ ο αλγόρικμοσ Simplex. 

 

 Να παρουςιάςει τθν Μζκοδο των δφο φάςεων κακϊσ 
και τθν χρθςιμότθτα τθσ. 
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Περιεχόμενα ενότητασ 

 Ειςαγωγικά ςτοιχεία: ςκιϊδεισ τιμζσ και κριτιριο 
βελτιςτότθτασ. 

 Μζκοδοσ Μ και παραδείγματα. 

 Μζκοδοσ των δφο φάςεων και παραδείγματα. 

 

 

 

 

 

 

 



Ενότητα 6η 

Η Μζθοδοσ Μ και η μζθοδοσ των δφο 
φάςεων  
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Ειςαγωγικά - Ι 

 Όπωσ είδαμε και ςτα προθγοφμενα μακιματα θ ποςότθτα                   

εκφράηει τον ρυκμό μεταβολι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ 

όταν μεταβλθκεί θ τιμι μιασ μθ βαςικισ μεταβλθτισ.  

 Άρα μποροφμε να προςδιορίςουμε τθν αξία του κάκε μθ βαςικοφ 

διανφςματοσ και να επιλζξουμε εκείνο που κα ειςζλκει ςτθν βάςθ 

βελτιϊνοντασ τθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ. 
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Ειςαγωγικά - ΙΙ 

 Η ςκιϊδθσ τιμι του i-πόρου ορίηεται ωσ θ οριακι αξία του πόρου 
το ποςό βελτίωςθσ τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ κατά τθν 
μεταβολι μιασ μονάδασ του πόρου. 

 

 

 

• Το κόςτοσ ευκαιρίασ τθσ j-οςτισ μθ βαςικισ μεταβλθτισ είναι το 
ποςό ελάττωςθσ τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ εάν θ ποςότθτα 
αυξθκεί κατά μία μονάδα.  

 

,i i i iw z c x   
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Μζθοδοσ Μ - Ι 

 Η υλοποίθςθ και εφαρμογι τθσ μεκόδου Simplex ςε ΠΓΠ απαιτεί το 
πρόβλθμα βελτιςτοποίθςθσ να είναι ςε τυπικι μορφι αλλά απαιτεί 
ταυτόχρονα και τον ςχθματιςμό μοναδιαίου πίνακα ςτον πρϊτο πίνακα 
Simplex.  

 Στθν περίπτωςθ που δεν περιζχεται ο μοναδιαίοσ πίνακασ μζςα ςτον 
πίνακα Α χρθςιμοποιοφμε τεχνθτζσ μεταβλθτζσ (artificial variables) ζτςι 
ϊςτε να δθμιουργθκεί ο μοναδιαίοσ πίνακασ. 

 Αυτό το πρόβλθμα εμφανίηεται κυρίωσ ςε ΠΓΠ με περιοριςμοφσ του 
τφπου                         . 

 Η ειςαγωγι τεχνθτϊν μεταβλθτϊν διευρφνει τθν εφικτι περιοχι του 
προβλιματοσ και ςυνεπϊσ  μια εφικτι λφςθ ςτο ανακεωρθμζνο 
πρόβλθμα είναι εφικτι λφςθ και για το αρχικό πρόβλθμα αν και μόνο αν 
οι τιμζσ όλων των τεχνθτϊν μεταβλθτϊν είναι μθδζν. 

" " και   "="
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Μζθοδοσ Μ - ΙΙ 
 Η μζκοδοσ Μ ειςάγει τισ τεχνθτζσ μεταβλθτζσ ςτθν αντικειμενικι 

ςυνάρτθςθ με ςυντελεςτι για κάκε μεταβλθτι το  −M, όπου M 
αυκαίρετα πολφ μεγάλοσ κετικόσ αρικμόσ.  

 Η λφςθ του ανακεωρθμζνου προβλιματοσ πρζπει να είναι τθσ  

 μορφισ          ,  

όπου x οι λφςεισ των μεταβλθτϊν του αρχικοφ προβλιματοσ και όπου 0 οι 
λφςεισ των τεχνθτϊν μεταβλθτϊν οι οποίεσ πρζπει να είναι 0.  

 Σθμειϊςτε πωσ δεν υπάρχει κάποια φυςικι ερμθνεία για τισ τεχνθτζσ 
μεταβλθτζσ και ςυνεπϊσ ο αλγόρικμοσ Simplex κα τουσ δϊςει μθδενικζσ 
τιμζσ ςτο βζλτιςτο ςθμείο. 

 Οι τεχνθτζσ μεταβλθτζσ βοθκοφν ςτο να ξεκινιςει τισ επαναλιψεισ ο 
αλγόρικμοσ Simplex και χρθςιμοποιοφνται όταν δεν ταυτοποιείται το 
ςφςτθμα των περιοριςμϊν κατά τον ςχθματιςμό του πρϊτου πίνακα 
Simplex. 
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Μια ςημείωςη για την Μζθοδο Μ 
 Μποροφμε να χειριςτοφμε τισ τεχνθτζσ μεταβλθτζσ με δφο 

(ιςοδφναμουσ) τρόπουσ: 

1. Είτε πρόκειται για πρόβλθμα          είτε για        , προςκζτεισ τεχνθτζσ 
μεταβλθτζσ ςτθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ διότι: 

a) Στθν περίπτωςθ του          , προςκζτουμε μεταβλθτζσ με «πολφ» 
μεγάλο κόςτοσ  μειϊνεται θ τιμι τθσ Αντικειμενικισ Συνάρτθςθσ 
 Η μζκοδοσ Simplex κα τισ μθδενίςει. 

b) Στθν περίπτωςθ του          , προςκζτουμε μεταβλθτζσ με «πολφ» 
μεγάλο κόςτοσ  αυξάνεται θ τιμι τθσ Αντικειμενικισ Συνάρτθςθσ 
 Η μζκοδοσ Simplex κα τισ μθδενίςει. 

2. Α+ Πρόβλθμα            προςκζτουμε κάτι «πολφ» μικρό  Δεν αλλάηει 
θ τιμισ τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ  Η Simplex τθν μθδενίηει. 

        Β+ Πρόβλθμα            αφαιροφμε κάτι «πολφ» μικρό  Δεν αλλάηει θ 
τιμισ τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ  Η Simplex τθν μθδενίηει. 

 

max min

max

min

max

min
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Παράδειγμα 1 - I 

 Να λυκεί το παρακάτω ΠΓΠ:  
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Παράδειγμα 1 - II 

 Μια πρϊτθ απόπειρα μετατροπισ του ςε τυπικι (ι κανονικι) 
μορφι:  
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Παράδειγμα 1 - III 
 Ποιοσ είναι ο πίνακασ Α; Τι παρατθρείτε;  

 Προφανϊσ ο πίνακασ b δεν μπορεί να αποτελζςει τθν αρχικι 
βαςικι λφςθ και ωσ εκ τοφτου χρειάηεται να ειςάγουμε ςτο 
πρόβλθμα τεχνθτζσ μεταβλθτζσ! 
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Λφςη παραδείγματοσ 1 - Ι 
 Ο πρϊτοσ πίνακασ Simplex είναι ο εξισ: 
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Λφςη παραδείγματοσ 1 - ΙΙ 
 Ο τελικόσ πίνακασ Simplex είναι ο εξισ: 
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Παράδειγμα 2 
 Να λυκεί το παρακάτω ΠΓΠ:  

 

 

 

 

 

 

 Είναι ςε πρότυπθ μορφι; 
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Λφςη παραδείγματοσ 2 - Ι 
 Ο πρϊτοσ πίνακασ Simplex είναι ο εξισ: 
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Λφςη παραδείγματοσ 2 - ΙI 
 Ο δεφτεροσ πίνακασ Simplex είναι ο εξισ: 
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Λφςη παραδείγματοσ 2 - ΙIΙ 
 Ο τελικόσ πίνακασ Simplex είναι ο εξισ: 
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1.Θεωρητική προςζγγιςη μεθόδου Μ 
 Όπωσ είδαμε θ μζκοδοσ Μ επιτρζπει τθν εμφάνιςθ ςτθν 

αντικειμενικι ςυνάρτθςθ ενόσ ΠΓΠ ενόσ ςυντελεςτι Μ ο οποίοσ 
αφορά ςε ζναν αυκαίρετα πολφ μεγάλο αρικμό.  

 

 Εάν τϊρα κεωριςουμε το διάνυςμα των τεχνθτϊν μεταβλθτϊν ωσ                                 
           και Α* τον επαυξθμζνο πίνακα που κα προκφψει 
το ΠΓΠ μπορεί να παρουςιαςτεί ωσ:  
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2.Θεωρητική προςζγγιςη μεθόδου Μ 
• Εάν     μια εφικτι λφςθ του αρχικοφ ΠΓΠ τότε θ         κα είναι  

εφικτι λφςθ του νζου ΠΓΠ. 

 

• Θα είναι καλφτερθ από κάκε άλλθ εφικτι λφςθ που ζχει μια 
τεχνθτι μεταβλθτι με κετικι τιμι.  

 

• Άρα θ εφικτι λφςθ του ΠΓΠ κα ζχει όλεσ τισ τεχνθτζσ μεταβλθτζσ 
ίςεσ με το μθδζν με τθν μορφι  
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Μζθοδοσ των δφο φάςεων - Ι 
 Μεγάλο μειονζκτθμα τθσ μεκόδου Μ ο μθ κακοριςμόσ του πόςο 

μεγάλο πρζπει να είναι το Μ, όταν χρθςιμοποιοφμε θλεκτρονικό 
υπολογιςτι. 

 

 Επιλεγοφμε το Μ αυκαίρετα μεγάλο το οποίο όμωσ μπορεί να 
προκαλζςει προβλιματα ακρίβειασ ςτθν υπολογιςτικι μθχανι 
(ςφάλματα ςτρογγυλοποίθςθσ).  

 

 Τα προβλιματα αυτά μποροφμε να τα αποφφγουμε με τθν μζκοδο 
των 2 φάςεων.  
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Μζθοδοσ των δφο φάςεων - ΙΙ 
 Στθν πρϊτθ φάςθ, ειςάγουμε τισ τεχνθτζσ μεταβλθτζσ που 

χρειάηονται ϊςτε να δθμιουργθκεί ο μοναδιαίοσ πίνακασ. 

o Λφνουμε το βοθκθτικό πρόβλθμα ελαχιςτοποίθςθσ ( με τισ τεχνθτζσ 
μεταβλθτζσ) το οποίο κζλουμε να ζχει άριςτθ λφςθ μθδζν, δθλαδι, 
όλεσ οι τεχνθτζσ να είναι μθδζν.  

o Το ςφνολο των άλλων μεταβλθτϊν ςε αυτι τθν περίπτωςθ 
αποτελοφν βαςικι εφικτι λφςθ για το αρχικό πρόβλθμα.  

o Αν το βοθκθτικό πρόβλθμα ζχει άριςτθ λφςθ κετικι, τότε το αρχικό 
πρόβλθμα δεν ζχει εφικτι λφςθ.  

  

 Στθν δεφτερθ φάςθ, λφνουμε το αρχικό πρόβλθμα 
χρθςιμοποιϊντασ ςαν αρχικι βαςικι εφικτι λφςθ του 
προβλιματοσ τθν άριςτθ λφςθ τθσ 1θσ φάςθσ. 
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Μζθοδοσ των δφο φάςεων - ΙΙΙ 

• Εάν τϊρα κεωριςουμε το διάνυςμα των τεχνθτϊν μεταβλθτϊν ωσ                                  
            και Α* τον επαυξθμζνο πίνακα που κα προκφψει 
το ΠΓΠ ξεκινάμε λφνοντασ το: 

 

 

 

 

• Στθν δεφτερθ φάςθ, λφνουμε το αρχικό ΠΓΠ χρθςιμοποιϊντασ ςαν 
αρχικι λφςθ τθν άριςτθ λφςθ τθσ προθγοφμενθσ φάςθσ. 
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Μζθοδοσ των δφο φάςεων - ΙV 

Να λυκεί το παράδειγμα 2 με βάςθ τθν μζκοδο των δφο φάςεων. 
Λφνουμε λοιπόν το ΠΓΠ: 

 

 

κάτω από τισ νζεσ ςυνκικεσ και ςτθν δεφτερθ φάςθ το αρχικό μασ 
πρόβλθμα 

 

1 5 6 5 6min( ) max( )z x x x x     
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Μζθοδοσ των δφο φάςεων – Λφςη 
προβλήματοσ - Ι 

• Ο πρϊτοσ πίνακασ Simplex είναι: 
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Μζθοδοσ των δφο φάςεων – Λφςη 
προβλήματοσ - ΙΙ 

• Ο δεφτεροσ πίνακασ Simplex είναι: 
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Μζθοδοσ των δφο φάςεων – Λφςη 
προβλήματοσ - ΙΙΙ 

• Ο τρίτοσ πίνακασ Simplex είναι: 

 

 

 

 

 

 

• Η λφςθ είναι  
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Μζθοδοσ των δφο φάςεων – Λφςη 
προβλήματοσ - ΙV 

• Ο τζταρτοσ πίνακασ Simplex είναι: 
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Παράδειγμα 3 

 Να λυκεί το παρακάτω ΠΓΠ:  
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Σημείωςη 

 Το αρχείο “Μζκοδοσ_Μ_αναλυτικό_παράδειγμα.pdf” αναπτφςςει 

αναλυτικά ζνα παράδειγμα υπολογιςμοφ τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ 

χρθςιμοποιϊντασ τθν Μζκοδο Μ και προτείνεται να μελετθκεί 

ςυμπλθρωματικά των διαφανειϊν τθσ ενότθτασ αυτισ. 



Τζλοσ 6ησ Ενότητασ 

Η Μζθοδοσ Μ και η μζθοδοσ των δφο 
φάςεων  
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Χρθματοδότθςθ 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτo πλαίςιo του 

εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα ςτο Πανεπιςτήμιο Αθηνών» 
ζχει χρθματοδοτιςει μόνο τθν αναδιαμόρφωςθ του εκπαιδευτικοφ 
υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ Προγράμματοσ 
«Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και ςυγχρθματοδοτείται από τθν 
Ευρωπαϊκι Ζνωςθ (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ 
πόρουσ. 



Σθμειϊματα 
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Σθμείωμα Ιςτορικοφ Εκδόςεων Ζργου 

Το παρόν ζργο αποτελεί τθν ζκδοςθ 1.0.   
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Σθμείωμα Αναφοράσ 

Copyright Πανεπιςτιμιο Πατρϊν, Κων/νοσ Κουνετάσ, Επίκουροσ Κακθγθτισ 
και Νικόλαοσ Χατηθςταμοφλου, Υπ. Διδάκτωρ Οικονομικισ Επιςτιμθσ, 2015. 
«Επιχειρθςιακι Ζρευνα και εφαρμογζσ με τθν χριςθ του λογιςμικοφ R. Η 
Μζκοδοσ Μ και θ μζκοδοσ των δφο φάςεων». Ζκδοςθ: 1.0. Πάτρα 2015.  

Διακζςιμο από τθ δικτυακι διεφκυνςθ: ςφνδεςμο μακιματοσ. 

 

https://eclass.upatras.gr/courses/ECON1318/
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Σθμείωμα Αδειοδότθςθσ 
Το παρόν υλικό διατίκεται με τουσ όρουσ τθσ άδειασ χριςθσ Creative Commons 
Αναφορά, Μθ Εμπορικι Χριςθ Παρόμοια Διανομι 4.0 *1+ ι μεταγενζςτερθ, Διεκνισ 
Ζκδοςθ.   Εξαιροφνται τα αυτοτελι ζργα τρίτων π.χ. φωτογραφίεσ, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριζχονται ςε αυτό και τα οποία αναφζρονται μαηί με τουσ 
όρουσ χριςθσ τουσ ςτο «Σθμείωμα Χριςθσ Ζργων Τρίτων».                      

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  
 
Ωσ Μη Εμπορική ορίηεται θ χριςθ: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεςο ι ζμμεςο οικονομικό όφελοσ από τθν χριςθ του ζργου, για 

το διανομζα του ζργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομικι ςυναλλαγι ωσ προχπόκεςθ για τθ χριςθ ι πρόςβαςθ 

ςτο ζργο 
• που δεν προςπορίηει ςτο διανομζα του ζργου και αδειοδόχο ζμμεςο οικονομικό όφελοσ 

(π.χ. διαφθμίςεισ) από τθν προβολι του ζργου ςε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιοφχοσ μπορεί να παρζχει ςτον αδειοδόχο ξεχωριςτι άδεια να χρθςιμοποιεί το ζργο για 
εμπορικι χριςθ, εφόςον αυτό του ηθτθκεί. 

[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
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Διατιρθςθ Σθμειωμάτων 

Οποιαδιποτε αναπαραγωγι ι διαςκευι του υλικοφ κα πρζπει 
να ςυμπεριλαμβάνει: 

 το Σθμείωμα Αναφοράσ 

 το Σθμείωμα Αδειοδότθςθσ 

 τθ διλωςθ Διατιρθςθσ Σθμειωμάτων 

 το Σθμείωμα Χριςθσ Ζργων Τρίτων (εφόςον υπάρχει) 

μαηί με τουσ ςυνοδευόμενουσ υπερςυνδζςμουσ. 

 


