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2 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Σκοποί  ενότθτασ 

Να παρουςιάςει τθν Γραφικι επίλυςθ ΠΓΠ για τθν 

περίπτωςθ των δφο μεταβλθτϊν απόφαςθσ. 

Να γίνει ο υπολογιςμόσ των ςκιωδϊν τιμϊν μζςω τθσ 

ανάλυςθσ ευαιςκθςίασ των περιοριςμϊν. 

Να παρουςιαςτοφν γραφικά εναλλακτικζσ μορφζσ ΠΓΠ.  



3 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Περιεχόμενα ενότθτασ 

 Τι είναι θ Γραφικι επίλυςθ ωσ μζκοδοσ επίλυςθσ ΠΓΠ. 

 Πρόβλθμα μεγιςτοποίθςθσ: Αποτφπωςθ υποδείγματοσ. 

 Ανάλυςθ ευαιςκθςίασ και ςκιϊδεισ τιμζσ. 

 Πρόβλθμα ελαχιςτοποίθςθσ: Αποτφπωςθ υποδείγματοσ. 

 Ειδικζσ περιπτϊςεισ ΠΓΠ. 

 

 

 

 

 

 



Ενότθτα 3θ 

Γραφικι Επίλυςθ και ανάλυςθ ευαιςκθςίασ 
των περιοριςμών 



5 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Γραφικι Επίλυςθ 

 Στθν περίπτωςθ που το ΠΓΠ περιζχει μόνο δφο μεταβλθτζσ τότε 
εκτόσ από τθν αναλυτικι μζκοδο, θ οποία αποτελεί αντικείμενο 
μελζτθσ κατοπινϊν ενοτιτων, μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε και 
τθν γραφικι μζκοδο ϊςτε να απεικονίςουμε το πρόβλθμα ςτο 
καρτεςιανό επίπεδο. 

 

 Ωσ εκ τοφτου, θ γραφικι επίλυςθ μπορεί να εφαρμοςτεί μόνο ςε 
προβλιματα με δφο μεταβλθτζσ απόφαςθσ κακϊσ περιςςότερεσ 
μεταβλθτζσ δεν είναι δυνατόν να παραςτακοφν γραφικά. 



6 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Βιματα Γραφικισ Επίλυςθσ 
1. Αγνοϊντασ τισ ανιςότθτεσ του ςυνόλου των περιοριςμϊν, για κάκε μία 

εξίςωςθ λφνουμε ωσ προσ μια ςυγκεκριμζνθ μεταβλθτι ϊςτε να 
φζρουμε όλεσ τισ εξιςϊςεισ ςτθν μορφι  

2. Σχεδιάηουμε τισ ευκείεσ ςτο καρτεςιανό επίπεδο και για κάκε ευκεία-
περιοριςμό κακορίηουμε τθν περιοχι που απεικονίηει λαμβάνοντασ 
υπόψθ τισ ανιςότθτεσ (ορίηουμε ζτςι τθν εφικτι περιοχι ι το εφικτό 
χωρίο). 

3. Αφοφ λφςουμε το ςφςτθμα των εξιςϊςεων, προςδιορίηουμε το ςθμείο 
τομισ που αποτελεί το βζλτιςτο ςθμείο. 

4. Αντικακιςτοφμε το βζλτιςτο ςθμείο ςτθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και 
υπολογίηουμε τθν τιμι τθσ. 

5. Φζρνουμε τθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ ςτθν μορφι                     και τθν    
 ςχεδιάηουμε μαηί με τισ ευκείεσ των περιοριςμϊν.  

 

y a bx 

y a bx 



7 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αρικμθτικό παράδειγμα 
• Μια επιχείρθςθ που δραςτθριοποιείται ςτα πλαίςια ενόσ βιομθχανικοφ 

κλάδου παράγει 2 προϊόντα, το Α και το Β χρθςιμοποιϊντασ 2 
διαφορετικοφσ τφπουσ μθχανϊν, τουσ Ι και ΙΙ. Ο τφποσ Ι είναι διακζςιμοσ 
για 20 ϊρεσ τθν θμζρα ενϊ ο τφποσ ΙΙ για 12 ϊρεσ θμερθςίωσ. Για να 
παραχκεί μια μονάδα προϊόντοσ Α απαιτοφνται 2 ϊρεσ λειτουργίασ τθσ 
μθχανισ τφπου Ι και 1 ϊρα του τφπου ΙΙ. Για το Β οι ϊρεσ λειτουργίασ 
είναι 4 και 3 αντίςτοιχα. 

• Η τιμι του προϊόντοσ Α είναι 40€ ανά μονάδα ενϊ του προϊόντοσ Β 100€ 
ανά μονάδα. 

• Αντικειμενικόσ ςκοπόσ τθσ επιχείρθςθσ είναι θ μεγιςτοποίθςθ των 
κερδϊν τθσ ενϊ μπορεί να πουλιςει όλθ τθν ποςότθτα που παράγει.  

 Να προςδιορίςετε πόςεσ μονάδεσ από κάκε προϊόν πρζπει να 
παραχκοφν ϊςτε να μεγιςτοποιθκεί το κζρδοσ τθσ παραπάνω 
επιχείρθςθσ. 



8 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αποτφπωςθ μακθματικοφ 
υποδείγματοσ 

• Αρχικά, κα πρζπει να ορίςουμε τισ μεταβλθτζσ απόφαςθσ του 
προβλιματοσ: 

–          θ ποςότθτα του προϊόντοσ Α 

–          θ ποςότθτα του προϊόντοσ Β 

• Ζπειτα να ςχθματίςουμε τουσ περιοριςμοφσ διακεςιμότθτασ των πόρων 
του προβλιματοσ μαηί με τουσ περιοριςμοφσ μθ-αρνθτικότθτασ: 

 

 

 

• Τζλοσ, ςχθματίηουμε τθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ του προβλιματοσ 
 μεγιςτοποίθςθσ: 

1x

2x

1 2

1 2
,

max 40 100
x x

x x  

Περιοριςμόσ μθχανισ τφπου Ι 

Περιοριςμόσ μθχανισ τφπου ΙΙ 

Περιοριςμοί μθ-αρνθτικότθτασ 

1 22 4 20x x 

1 23 12x x 

1 2, 0x x 



9 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Γραφικι απεικόνιςθ των 
περιοριςμών 

Περιοριςμοί και εφικτι περιοχι 

• Αντιμετωπίηοντασ τουσ 
περιοριςμοφσ ωσ ιςότθτεσ, 
τουσ φζρνουμε ςτθν μορφι  
             και ζχουμε:  

 

 

• Ζπειτα, ειςάγοντασ τουσ 
περιοριςμοφσ ςτο Graph, 
υπολογίηουμε τθν εφικτι 
περιοχι όπωσ φαίνεται ςτο 
διπλανό γράφθμα. 

y a bx 

2 1

2 1

5 1 2

4 1 3

x x

x x

 

 

Εφικτι Περιοχι 

https://www.padowan.dk/


10 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Υπολογιςμόσ βζλτιςτου ςθμείου 
– Σκοπόσ είναι να εντοπίςουμε τα ςθμεία που ικανοποιοφν ταυτόχρονα 

τουσ περιοριςμοφσ και βελτιςτοποιοφν τθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ 
(μεγιςτοποίθςθ ςτθν προκειμζνθ περίπτωςθ). 

– Λφνουμε ταυτόχρονα το ςφςτθμα των περιοριςμϊν και προςδιορίηουμε 
το βζλτιςτο ςθμείο, δθλαδι: 

 

 

– Αντικακιςτοφμε το βζλτιςτο ςθμείο ςτθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και 
προςδιορίηουμε τθν μζγιςτθ τιμι τθσ: 

– Φζρνουμε τθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ ςτθν μορφι                    , δθλαδι 

                                                            και τθν ςχεδιάηουμε ςτο γράφθμα μαηί με    
 τουσ περιοριςμοφσ. 

 

 

1 2 2 2 2 1

21 2 1 2 1 2

2 4 20 24 6 4 20 2 4 6

23 12 12 3 12 3

x x x x x x

xx x x x x x

        
    

       

1 2,
max 40 6 100 2 440
x x

     

y a bx 

 2 1440 100 40 100x x 



11 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και 
περιοριςμοί - Ι 

• Παρατθροφμε πωσ θ 
αντικειμενικι ςυνάρτθςθ 
(Α.Σ.) περνάει από το 
ςθμείο τομισ των 
περιοριςμϊν (βζλτιςτο 
ςθμείο). 

• Α.Σ. είναι θ ευκεία που 
περιλαμβάνει όλουσ τουσ 
δυνατοφσ ςυνδυαςμοφσ    
       που αντιςτοιχοφν 
ςε μια ςτακερι ποςότθτα 
κζρδουσ. 

1 2,x x

Βζλτιςτο ςθμείο 
Χ1=6, Χ2=2 



12 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και 
περιοριςμοί - ΙΙ 

• Παρατθροφμε πωσ 
διαφορετικά επίπεδα 
κζρδουσ (τιμζσ) τθσ 
αντικειμενικισ 
ςυνάρτθςθσ, δεδομζνου 
του λόγου των ςχετικών 
τιμών (ίδια κλίςθ τθσ Α.Σ. 
ι ςυντελεςτισ 
διεφκυνςθσ), ζχουν ωσ 
ςυνζπεια τθν παράλλθλθ 
μετακίνθςθ τθσ ευκείασ 
τθσ Α.Σ. 



13 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και 
περιοριςμοί - ΙΙΙ 

• Παρατθροφμε πωσ ςτθν 
περίπτωςθ που θ Α.Σ. ζχει 
ίδια κλίςθ με κάποιον από 
τουσ περιοριςμοφσ τότε 
επί τθσ καφζ γραμμισ 
βρίςκονται τα εναλλακτικά 
βζλτιςτα για το ΠΓΠ.  

• Δθλαδι, ζχουμε άπειρα 
εναλλακτικά βζλτιςτα 
ςθμεία!! 



14 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Ανάλυςθ ευαιςκθςίασ των 
περιοριςμών του προβλιματοσ 



15 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Ανάλυςθ ευαιςκθςίασ και ςκιώδεισ 
τιμζσ 

 Είναι απαραίτθτθ ζπειτα από κάκε λφςθ ΠΓΠ ϊςτε να διαπιςτϊςουμε 
πόςο ευαίςκθτθ (ι/και αξιόπιςτθ) είναι θ βζλτιςτθ λφςθ που 
προςδιορίςαμε ςτισ τυχόν αλλαγζσ των παραμζτρων του μακθματικοφ 
υποδείγματοσ. 

 Από τθν οριακι μεταβολι των διακζςιμων ποςοτιτων των πόρων του 
ΠΓΠ (ποςότθτεσ δεξιοφ μζλουσ) προκφπτουν οι Σκιώδεισ Τιμζσ των 
περιοριςμϊν που αποτυπϊνουν τον αντίκτυπο τθσ οριακισ αυτισ 
μεταβολισ ςτθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ. 

 Πολφ χριςιμεσ ποςότθτεσ για τθν άςκθςθ πολιτικισ αλλά και για το 
μάνατημεντ τθσ επιχείρθςθσ. 

 Δεν υπάρχει τρόποσ να υπολογιςτοφν διαφορετικά πζρα από τθν 
μεκοδολογία του γραμμικοφ προγραμματιςμοφ.  



16 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Περιπτώςεισ 

 Στισ διαφάνειεσ που ακολουκοφν κα παρουςιαςτοφν 4 περιπτϊςεισ 
μεταβολισ των διακζςιμων ποςοτιτων: 

1. Αφξθςθ των ωρϊν λειτουργίασ τθσ μθχανισ τφπου Ι 

2. Μείωςθ των ωρϊν λειτουργίασ τθσ μθχανισ τφπου Ι 

3. Αφξθςθ των ωρϊν λειτουργίασ τθσ μθχανισ τφπου ΙΙ 

4. Μείωςθ των ωρϊν λειτουργίασ τθσ μθχανισ τφπου ΙΙ 

 Μζςω των παραπάνω (οριακϊν, δθλαδι κατά 1 μονάδα, εδϊ ϊρα) 
μεταβολϊν κα προκφψουν οι ςκιϊδεισ τιμζσ των περιοριςμϊν.  

 

 



17 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αφξθςθ των ωρών λειτουργίασ τθσ 
μθχανισ τφπου Ι - Ι 

 
– Λφνουμε ταυτόχρονα το νζο ςφςτθμα των περιοριςμϊν και 

προςδιορίηουμε το νζο βζλτιςτο ςθμείο (αν υπάρχει αλλαγι), δθλαδι: 

 

 

– Παρατθροφμε πωσ ζχουμε ζνα νζο γωνιακό ςθμείο που ςθμαίνει πωσ θ 
βζλτιςτθ λφςθ άλλαξε κακϊσ και θ τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ. 

– Παρατθροφμε ότι: 

– Το νζο γωνιακό ςθμείο ςυνεπάγεται: 

– Η παραπάνω ποςότθτα λζγεται ςκιϊδθσ τιμι (shadow price) και μασ 
δείχνει τθν ευαιςκθςία τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ ςτθν  (οριακι) 
 αφξθςθ του δεφτερου μζλουσ του ςυγκεκριμζνου περιοριςμοφ. 

 

 

1 2 1

21 2

2 4 21 7.5

1.53 12

x x x

xx x

  
 

  

1 27.5 6 1.5 (αύξηζη) και 1.5 2 0.5 (μείωζη)x x        

   40 1.5 100 0.5 10 0  Άπα κέπδορ      



18 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αφξθςθ των ωρών λειτουργίασ τθσ 
μθχανισ τφπου Ι - ΙΙ 

 
– Η οικονομικι τθσ ςθμαςία είναι θ εξισ: 

“Αν αυξιςουμε τισ ώρεσ λειτουργίασ τθσ μθχανισ τφπου Ι από 20 ςε 21 
(δθλαδι οριακά), τότε προκφπτει κζρδοσ για τθν επιχείρθςθ ίςο με 10€ ” 

 

– Αυτό επιβεβαιϊνεται και αντικακιςτϊντασ το νζο γωνιακό ςθμείο ςτθν 
αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και υπολογίηοντασ τθν μεταβολι των (μικτϊν) 
κερδϊν: 

 

 

 

 

'

40 6 100 2 440
450 440 10 0 (κέπδορ)

40 7.5 100 1.5 450

      
     

      



19 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αφξθςθ των ωρών λειτουργίασ τθσ 
μθχανισ τφπου Ι - ΙΙΙ 

• Η αφξθςθ του πρϊτου 
περιοριςμοφ 
ςυνοδεφτθκε από αλλαγι 
του γωνιακοφ ςθμείου. 

• Αυτό με τθν ςειρά του 
άλλαξε τόςο τθν τιμι τθσ 
αντικειμενικισ 
ςυνάρτθςθσ όςο και τθν 
εφικτι περιοχι (ςε ςχζςθ 
με τθν αρχικι 
κατάςταςθ). 

• Οι αλλαγζσ φαίνονται 
ςτο διπλανό γράφθμα. 

Νζο Βζλτιςτο ςθμείο 
Χ1=7.5, Χ2=1.5 

Αλλαγι ςτθν 
Εφικτι 

Περιοχι 



20 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Μείωςθ των ωρών λειτουργίασ τθσ 
μθχανισ τφπου Ι - Ι 

 
– Λφνουμε ταυτόχρονα το νζο ςφςτθμα των περιοριςμϊν και 

προςδιορίηουμε το νζο βζλτιςτο ςθμείο (αν υπάρχει αλλαγι), δθλαδι: 

 

 

– Παρατθροφμε πωσ ζχουμε ζνα νζο γωνιακό ςθμείο που ςθμαίνει πωσ θ 
βζλτιςτθ λφςθ άλλαξε κακϊσ και θ τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ. 

– Παρατθροφμε ότι: 

– Το νζο γωνιακό ςθμείο ςυνεπάγεται: 

– Η παραπάνω ποςότθτα λζγεται ςκιϊδθσ τιμι (shadow price) και μασ 
δείχνει τθν ευαιςκθςία τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ ςτθν  (οριακι) 
 μείωςθ του δεφτερου μζλουσ του ςυγκεκριμζνου περιοριςμοφ. 

 

 

1 2 1

21 2

2 4 19 4.5

2.53 12

x x x

xx x

  
 

  

1 24.5 6 1.5 (μείωζη) και 2.5 2 0.5 (αύξηζη)x x        

   40 1.5 100 0.5 10 0  Άπα ζημία       



21 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Μείωςθ των ωρών λειτουργίασ τθσ 
μθχανισ τφπου Ι - ΙΙ 

 
– Η οικονομικι τθσ ςθμαςία είναι θ εξισ: 

“Αν μειώςουμε τισ ώρεσ λειτουργίασ τθσ μθχανισ τφπου Ι από 20 ςε 19 
(δθλαδι οριακά), τότε προκφπτει ηθμία για τθν επιχείρθςθ ίςο με 10€ ” 

 

– Αυτό επιβεβαιϊνεται και αντικακιςτϊντασ το νζο γωνιακό ςθμείο ςτθν 
αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και υπολογίηοντασ τθν μεταβολι των (μικτϊν) 
κερδϊν: 

 

 

 

 

'

40 6 100 2 440
430 440 10 0 (ζημία)

40 4.5 100 2.5 430

      
      

      



22 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Μείωςθ των ωρών λειτουργίασ 
τθσ μθχανισ τφπου Ι - ΙΙΙ 

• Η μείωςθ του πρϊτου 
περιοριςμοφ 
ςυνοδεφτθκε από αλλαγι 
του γωνιακοφ ςθμείου. 

• Αυτό με τθν ςειρά του 
άλλαξε τόςο τθν τιμι τθσ 
αντικειμενικισ 
ςυνάρτθςθσ όςο και τθν 
εφικτι περιοχι (ςε ςχζςθ 
με τθν αρχικι 
κατάςταςθ). 

• Οι αλλαγζσ φαίνονται 
ςτο διπλανό γράφθμα. 

Νζο Βζλτιςτο Σθμείο ! 
Χ1=4.5 και Χ2=2.5 

Αλλαγι ςτθν 
Εφικτι 

Περιοχι 



23 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αφξθςθ των ωρών λειτουργίασ τθσ 
μθχανισ τφπου ΙΙ - Ι 

 
– Λφνουμε ταυτόχρονα το νζο ςφςτθμα των περιοριςμϊν και 

προςδιορίηουμε το νζο βζλτιςτο ςθμείο (αν υπάρχει αλλαγι), δθλαδι: 

 

 

– Παρατθροφμε πωσ ζχουμε ζνα νζο γωνιακό ςθμείο που ςθμαίνει πωσ θ 
βζλτιςτθ λφςθ άλλαξε κακϊσ και θ τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ. 

– Παρατθροφμε ότι: 

– Το νζο γωνιακό ςθμείο ςυνεπάγεται: 

– Η παραπάνω ποςότθτα λζγεται ςκιϊδθσ τιμι (shadow price) και μασ 
δείχνει τθν ευαιςκθςία τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ ςτθν  (οριακι) 
 αφξθςθ του δεφτερου μζλουσ του ςυγκεκριμζνου περιοριςμοφ. 

 

 

1 2 1

21 2

2 4 20 4

33 13

x x x

xx x

  
 

  

1 24 6 2 (μείωζη) και 3 2 1 (αύξηζη)x x        

   40 4 100 3 20 0  Άπα κέπδορ     



24 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αφξθςθ των ωρών λειτουργίασ τθσ 
μθχανισ τφπου ΙΙ - ΙΙ 

 
– Η οικονομικι τθσ ςθμαςία είναι θ εξισ: 

“Αν αυξιςουμε τισ ώρεσ λειτουργίασ τθσ μθχανισ τφπου ΙΙ από 12 ςε13 
(δθλαδι οριακά), τότε προκφπτει κζρδοσ για τθν επιχείρθςθ ίςο με 20€ ” 

 

– Αυτό επιβεβαιϊνεται και αντικακιςτϊντασ το νζο γωνιακό ςθμείο ςτθν 
αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και υπολογίηοντασ τθν μεταβολι των (μικτϊν) 
κερδϊν: 

 

 

 

 

'

40 6 100 2 440
460 440 20 0 (κέπδορ)

40 4.5 100 3 460

      
     

      



25 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Αφξθςθ των ωρών λειτουργίασ τθσ 
μθχανισ τφπου ΙΙ - ΙΙΙ 

• Η αφξθςθ του δεφτερου 
περιοριςμοφ 
ςυνοδεφτθκε από αλλαγι 
του γωνιακοφ ςθμείου. 

• Αυτό με τθν ςειρά του 
άλλαξε τόςο τθν τιμι τθσ 
αντικειμενικισ 
ςυνάρτθςθσ όςο και τθν 
εφικτι περιοχι (ςε ςχζςθ 
με τθν αρχικι 
κατάςταςθ). 

• Οι αλλαγζσ φαίνονται 
ςτο διπλανό γράφθμα. 

Νζο Βζλτιςτο Σθμείο ! 
Χ1=4 και Χ2=3 

Αλλαγι ςτθν 
Εφικτι 

Περιοχι 
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Μείωςθ των ωρών λειτουργίασ τθσ 
μθχανισ τφπου ΙΙ - Ι 

 
– Λφνουμε ταυτόχρονα το νζο ςφςτθμα των περιοριςμϊν και 

προςδιορίηουμε το νζο βζλτιςτο ςθμείο (αν υπάρχει αλλαγι), δθλαδι: 

 

 

– Παρατθροφμε πωσ ζχουμε ζνα νζο γωνιακό ςθμείο που ςθμαίνει πωσ θ 
βζλτιςτθ λφςθ άλλαξε κακϊσ και θ τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ. 

– Παρατθροφμε ότι: 

– Το νζο γωνιακό ςθμείο ςυνεπάγεται: 

– Η παραπάνω ποςότθτα λζγεται ςκιώδθσ τιμι (shadow price) και μασ 
δείχνει τθν ευαιςκθςία τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ ςτθν  (οριακι) 
 μείωςθ του δεφτερου μζλουσ του ςυγκεκριμζνου περιοριςμοφ. 

 

 

1 2 1

21 2

2 4 20 8

13 11

x x x

xx x

  
 

  

1 28 6 2 (αύξηζη) και 1 2 1 (μείωζη)x x        

   40 2 100 1 20 0  Άπα ζημία       
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Μείωςθ των ωρών λειτουργίασ τθσ 
μθχανισ τφπου ΙΙ - ΙΙ 

 
– Η οικονομικι τθσ ςθμαςία είναι θ εξισ: 

“Αν μειώςουμε τισ ώρεσ λειτουργίασ τθσ μθχανισ τφπου Ι από 12 ςε 11 
(δθλαδι οριακά), τότε προκφπτει ηθμία για τθν επιχείρθςθ ίςο με 20€ ” 

 

– Αυτό επιβεβαιϊνεται και αντικακιςτϊντασ το νζο γωνιακό ςθμείο ςτθν 
αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και υπολογίηοντασ τθν μεταβολι των (μικτϊν) 
κερδϊν: 

 

 

 

 

'

40 6 100 2 440
420 440 20 0 (ζημία)

40 8 100 1 420
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Μείωςθ των ωρών λειτουργίασ 
τθσ μθχανισ τφπου ΙΙ - ΙΙΙ 

• Η μείωςθ του δεφτερου 
περιοριςμοφ 
ςυνοδεφτθκε από αλλαγι 
του γωνιακοφ ςθμείου. 

• Αυτό με τθν ςειρά του 
άλλαξε τόςο τθν τιμι τθσ 
αντικειμενικισ 
ςυνάρτθςθσ όςο και τθν 
εφικτι περιοχι (ςε ςχζςθ 
με τθν αρχικι 
κατάςταςθ). 

• Οι αλλαγζσ φαίνονται 
ςτο διπλανό γράφθμα. 

Νζο Βζλτιςτο Σθμείο ! 
Χ1=8 και Χ2=1 

Αλλαγι ςτθν 
Εφικτι Περιοχι 
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Περιοριςμοί διακεςιμότθτασ - I 

– Ασ υποκζςουμε πωσ θ επιχείρθςθ, ζπειτα από ανάλυςθ τθσ αγοράσ, ζχει 
καταλιξει πωσ θ αγορά δεν μπορεί να απορροφιςει παραπάνω από 8 
μονάδεσ του προϊόντοσ 1. 

– Στθν περίπτωςθ αυτι το πρόβλθμα διαφοροποιείται ελαφρϊσ και 
προςτίκεται ζνασ νζοσ περιοριςμόσ. Δθλαδι ζχουμε: 

 

 

 

 

 

 

 

1 2

1 2

1

1 2

2 4 20

3 12

8

, 0

x x

x x

x

x x
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Περιοριςμοί διακεςιμότθτασ - II 

• Το γωνιακό ςθμείο δεν 
επθρεάηεται. 

• Δεν επθρεάηονται θ 
βζλτιςτθ λφςθ και θ τιμι 
τθσ αντικειμενικισ 
ςυνάρτθςθσ. 

• Τζτοιοι περιοριςμοί 
ονομάηονται                  
Μθ-Δεςμευτικοί. 

• Οι αλλαγζσ φαίνονται 
ςτο διπλανό γράφθμα. 

Χ1=8 

Μθ Δεςμευτικόσ 
περιοριςμόσ Το βζλτιςτο 

ςθμείο ΔΕΝ 
επθρεάςτθκε 

Περιορίςτθκε θ 
Εφικτι Περιοχι 
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Παρατθριςεισ για τισ ςκιώδεισ τιμζσ 
– Αναφζρονται ςτθν  οριακι μεταβολι του κάκε περιοριςμοφ και πωσ 

αυτι επθρεάηει τθν τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ. 

– Είναι δθλαδι θ οριακι χρθςιμότθτα από τθν χαλάρωςθ ι το οριακό 
κόςτοσ από τθν ενδυνάμωςθ ενόσ περιοριςμοφ. 

– Σε εφαρμογζσ διοίκθςθσ, θ ςκιϊδθσ τιμι είναι θ προκυμία πλθρωμισ 
από τθν πλευρά τθσ επιχείρθςθσ για μια επιπλζον μονάδα ενόσ 
περιοριςμζνου πόρου. 

– Σε περίπτωςθ μεγάλων αλλαγϊν ςτα δεφτερα μζλθ, δεν είναι βζβαιο 
πωσ οι αλλαγζσ κα είναι ανάλογεσ με αυτζσ των ςκιωδϊν τιμϊν. Η 
μεταβολι του δεφτερου μζλουσ κάποιου περιοριςμοφ ζχει νόθμα για 
κάποιον πεπεραςμζνο αρικμό μονάδων, υπάρχει δθλαδι κάποιο όριο 
όπου μια τζτοια μεταβολι ζχει νόθμα να γίνει. 

– Κάκε ςκιϊδθσ τιμι αντιςτοιχεί ςε μια δυικι μεταβλθτι. 
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Πρόβλθμα ελαχιςτοποίθςθσ 
– Ασ υποκζςουμε το παρακάτω ΠΓΠ: 

 

 

 

 

 

 Να λφςετε γραφικά το παραπάνω ΠΓΠ. 

 

 

1 2

1 2
,

1 2

1 2

1 2

1 2

min 24 18

. .

120 60 480

56 112 448

103 120 720

, 0

x x
Z x x

s t

x x

x x

x x

x x
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Γραφικι επίλυςθ: ελαχιςτοποίθςθ - 1 

 Εξαιτίασ του περιοριςμοφ μθ-αρνθτικότθτασ (τελευταίοσ 
περιοριςμόσ του ΠΓΠ) κα εργαςκοφμε μόνο ςτο κετικό 
τεταρτθμόριο του ορκογωνίου ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων 
(καρτεςιανό επίπεδο) όπωσ ακριβϊσ και ςτθν περίπτωςθ του 
προβλιματοσ μεγιςτοποίθςθσ. 

 Σ’ αυτι τθν περίπτωςθ κα ζχουμε: 

 

 

 

– Οι περιοριςμοί φαίνονται ςτο επόμενο γράφθμα. 

 

 

2 1

2 1

2 1

8 2

1
4

2

103
6

120

x x

x x

x x
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Γραφικι επίλυςθ: ελαχιςτοποίθςθ - 2 

 Εξαιτίασ του περιοριςμοφ μθ-αρνθτικότθτασ (τελευταίοσ 
περιοριςμόσ του ΠΓΠ) κα εργαςκοφμε μόνο ςτο κετικό 
τεταρτθμόριο του ορκογωνίου ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων 
(καρτεςιανό επίπεδο) όπωσ ακριβϊσ και ςτθν περίπτωςθ του 
προβλιματοσ μεγιςτοποίθςθσ. 

 Σ’ αυτι τθν περίπτωςθ κα ζχουμε: 

 

 

 

– Οι περιοριςμοί φαίνονται ςτο επόμενο γράφθμα. 

 

 

2 1

2 1

2 1

8 2

1
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Γραφικι επίλυςθ: ελαχιςτοποίθςθ - 3 

• Οι περιοριςμοί του προβλιματοσ φαίνονται ςτο παρακάτω γράφθμα: 



36 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Γραφικι επίλυςθ: ελαχιςτοποίθςθ - 4 

• Η εφικτι του προβλιματοσ φαίνεται ςτο παρακάτω γράφθμα: 

Α 

Β 

Γ 

Γ 

Η εφικτι περιοχι αποτελείται από 
όλα τα ςθμεία πάνω και δεξιά τθσ 

ζντονθσ πολυγωνικισ γραμμισ (ΑΒΓΔ) 
εξαιτίασ τθσ φπαρξθσ του ςθμείου 

ιςότθτασ ςτισ ανιςϊςεισ του 
ςυςτιματοσ 
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Γραφικι επίλυςθ: ελαχιςτοποίθςθ - 5 

• Για τθν εφρεςθ των ςυντεταγμζνων αυτϊν λφνεται το ςφςτθμα των 
ευκειϊν που θ τομι τουσ είναι το ςθμείο Γ και το ςθμείο τομισ του 
κα προςδιορίςει τον ςυνδυαςμό ποςοτιτων που βελτιςτοποιοφν 
τθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ. Δθλαδι: 

 

 

 

• Ενϊ θ τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ κα είναι: 

 

1 2

1 2

1 2

120 60 480
1.752, 4.496

103 120 720

x x
x x

x x

    
   

    

98.122496.418752.124min
21,


xx
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Γραφικι επίλυςθ: ελαχιςτοποίθςθ - 6 
• Οι περιοριςμοί του προβλιματοσ, θ αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και το βζλτιςτο 

ςθμείο, φαίνονται ςτο παρακάτω γράφθμα: 

Βζλτιςτο Σθμείο 
Χ1=1,752 και Χ2=4,496 
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Ειδικζσ περιπτώςεισ ΠΓΠ (γραφικά) 
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Φραγμζνο ΠΓΠ 

1 2

1 2
,

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2

. . 

6 2 3

2 3 6

3

, 0

        

x x
x x

s t

x x

x x

x x

x x

    

   

    

 



Φραγμζνθ Εφικτι 
Περιοχι 

Το Βζλτιςτο Σθμείο 
Χ1=0.6 και Χ2=2.5 
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Μθ Φραγμζνο ΠΓΠ 

• Το ΠΓΠ είναι: 

 

0,           

1823       

1283     

5         

623 ..

53max
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21
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Μθ Φραγμζνθ 
Εφικτι Περιοχι 
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Αμοιβαίωσ αποκλειόμενοι 
περιοριςμοί 

• Το ΠΓΠ είναι: 

 

1 2

1 2
,

1 2

1

1 2 2

max 10 8

. .

2

3

, 0 ή μόνο 0

x x
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x x

x

x x x

    

 



 

Η εφικτι περιοχι 
είναι το κενό ςφνολο 
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Εκφυλιςμζνθ Βζλτιςτθ Λφςθ: 
Πλεονάηον Περιοριςμόσ 

• Το ΠΓΠ είναι: 
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,

1 2

1 2
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1 2
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Η εφικτι περιοχι 
ορίηεται μόνο από τουσ 

3 περιοριςμοφσ  

Πλεοναςματικόσ Περιοριςμόσ  
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Η περίπτωςθ τθσ Απειρίασ Λφςεων: 
Κυρτόσ Συνδυαςμόσ 

 Περιςςότερεσ από μια 
κορυφζσ τθσ εφικτισ 
περιοχισ μεγιςτοποιοφν 
τθν αντικειμενικι 
ςυνάρτθςθ, τότε 
προκφπτει απειρία 
λφςεων κακϊσ 
οποιοςδιποτε κυρτόσ 
ςυνδυαςμόσ των 
κορυφϊν αυτϊν μπορεί 
να αποτελεί βζλτιςτθ 
λφςθ. 

 Η βζλτιςτθ λφςθ δεν 
είναι μια και μοναδικι 
υπάρχουν άπειρεσ 
βζλτιςτεσ λφςεισ. 
 

Λφςθ του ΠΓΠ είναι 
οποιοςδιποτε κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ των δφο κορυφϊν 



Τζλοσ 3θσ Ενότθτασ 

Γραφικι Επίλυςθ και ανάλυςθ ευαιςκθςίασ 
των περιοριςμών 
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Χρθματοδότθςθ 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτo πλαίςιo του 

εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα ςτο Πανεπιςτιμιο Ακθνών» 
ζχει χρθματοδοτιςει μόνο τθν αναδιαμόρφωςθ του εκπαιδευτικοφ 
υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ Προγράμματοσ 
«Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και ςυγχρθματοδοτείται από τθν 
Ευρωπαϊκι Ζνωςθ (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ 
πόρουσ. 



Σθμειϊματα 



48 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Σθμείωμα Ιςτορικοφ Εκδόςεων Ζργου 

Το παρόν ζργο αποτελεί τθν ζκδοςθ 1.0.   



49 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Σθμείωμα Αναφοράσ 

Copyright Πανεπιςτιμιο Πατρϊν, Κων/νοσ Κουνετάσ, Επίκουροσ Κακθγθτισ 
και Νικόλαοσ Χατηθςταμοφλου, Υπ. Διδάκτωρ Οικονομικισ Επιςτιμθσ 2015. 
«Επιχειρθςιακι Ζρευνα και εφαρμογζσ με τθν χριςθ του λογιςμικοφ R. 
Γραφικι Επίλυςθ και ανάλυςθ ευαιςκθςίασ των περιοριςμϊν». Ζκδοςθ: 1.0. 
Πάτρα 2015.  

Διακζςιμο από τθ δικτυακι διεφκυνςθ: ςφνδεςμο μακιματοσ. 

 

https://eclass.upatras.gr/courses/ECON1318/
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Σθμείωμα Αδειοδότθςθσ 
Το παρόν υλικό διατίκεται με τουσ όρουσ τθσ άδειασ χριςθσ Creative Commons 
Αναφορά, Μθ Εμπορικι Χριςθ Παρόμοια Διανομι 4.0 *1+ ι μεταγενζςτερθ, Διεκνισ 
Ζκδοςθ.   Εξαιροφνται τα αυτοτελι ζργα τρίτων π.χ. φωτογραφίεσ, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριζχονται ςε αυτό και τα οποία αναφζρονται μαηί με τουσ 
όρουσ χριςθσ τουσ ςτο «Σθμείωμα Χριςθσ Ζργων Τρίτων».                      

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  
 
Ωσ Μθ Εμπορικι ορίηεται θ χριςθ: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεςο ι ζμμεςο οικονομικό όφελοσ από τθν χριςθ του ζργου, για 

το διανομζα του ζργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομικι ςυναλλαγι ωσ προχπόκεςθ για τθ χριςθ ι πρόςβαςθ 

ςτο ζργο 
• που δεν προςπορίηει ςτο διανομζα του ζργου και αδειοδόχο ζμμεςο οικονομικό όφελοσ 

(π.χ. διαφθμίςεισ) από τθν προβολι του ζργου ςε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιοφχοσ μπορεί να παρζχει ςτον αδειοδόχο ξεχωριςτι άδεια να χρθςιμοποιεί το ζργο για 
εμπορικι χριςθ, εφόςον αυτό του ηθτθκεί. 

[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
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Διατιρθςθ Σθμειωμάτων 

Οποιαδιποτε αναπαραγωγι ι διαςκευι του υλικοφ κα πρζπει 
να ςυμπεριλαμβάνει: 

 το Σθμείωμα Αναφοράσ 

 το Σθμείωμα Αδειοδότθςθσ 

 τθ διλωςθ Διατιρθςθσ Σθμειωμάτων 

 το Σθμείωμα Χριςθσ Ζργων Τρίτων (εφόςον υπάρχει) 

μαηί με τουσ ςυνοδευόμενουσ υπερςυνδζςμουσ. 

 


