
Επιχειρηςιακή Έρευνα και 
εφαρμογζσ με την χρήςη του 

λογιςμικοφ R 
Ενότητα 10η: Ακζραιοσ Προγραμματιςμόσ 

 
Κων/νοσ Κουνετάσ, Επίκουροσ Κακθγθτισ 

Νίκοσ Χατηθςταμοφλου, Υπ. Δρ. Οικονομικισ Επιςτιμθσ 
Σχολι Οργάνωςθσ και Διοίκθςθσ Επιχειριςεων 

Τμιμα Οικονομικϊν Επιςτθμϊν 

 

https://sites.google.com/site/konstantinosekounetas/home
https://sites.google.com/site/chatzistamoulou/


2 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Σκοποί  ενότητασ 

 Να προςφζρει μια ειςαγωγι ςτον ακζραιο προγραμματιςμό. 

 Να παρουςιάςει τισ διαφορζσ του ακζραιου και του 

γραμμικοφ προγραμματιςμοφ. 

 Να κατθγοριοποιιςει τα προβλιματα ακζραιου 

προγραμματιςμοφ. 

 Να παρουςιάςει τθν μεκοδολογικι προςζγγιςθ ςτα 

προβλιματα ακζραιου προγραμματιςμοφ. 
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Περιεχόμενα ενότητασ 

 Τι είναι ο ακζραιοσ προγραμματιςμόσ. 

 

 Κατθγοριοποίθςθ προβλθμάτων ακεραίου 
προγραμματιςμοφ. 

 

 Μεκοδολογικι προςζγγιςθ του ακζραιου 
προγραμματιςμοφ. 

 

 Παράδειγμα προβλιματοσ ακζραιου προγραμματιςμοφ. 

 

 

 



Ενότητα 9η 

Ακζραιοσ προγραμματιςμόσ 
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Ακζραιοσ προγραμματιςμόσ 

 Τα προβλιματα τουσ Ακεραίου Γραμμικοφ Προγραμματιςμοφ 
(Integer Linear Programming) είναι εκείνα των οποίων μερικζσ 
ι/και όλεσ οι μεταβλθτζσ απόφαςθσ που ςυμμετζχουν λαμβάνουν 
ακζραιεσ-διακριτζσ τιμζσ (binary variables). 

Με άλλα λόγια δεν ιςχφει θ προχπόκεςθ τθσ διαιρετότθτασ.  

 Θ μόνθ διαφορά με το μακθματικό υπόδειγμα του Γραμμικοφ 
Προγραμματιςμοφ είναι ότι προςτίκεται περιοριςμόσ για τισ 
ακζραιεσ μεταβλθτζσ.  

 Θ διαφοροποίθςθ του μικτοφ αφορά τθν φπαρξθ μερικϊν από τισ 
μεταβλθτζσ να είναι ακζραιεσ. 
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Κατηγοριοποίηςη προβλημάτων 
ακεραίου προγραμματιςμοφ  

Τα προβλιματα Ακζραιου Προγραμματιςμοφ ανικουν γενικά ςε 3 
κατθγορίεσ: 
1. Προβλιματα ςτα οποία οι μεταβλθτζσ είναι ακζραιεσ. Λφνονται 

ωσ κλαςςικά προβλιματα Γραμμικοφ Προγραμματιςμοφ. 
2. Προβλιματα ςτα οποία οι μεταβλθτζσ δεν ζχουν φυςικό νόθμα 

όπωσ οι κλαςςικζσ γραμμικζσ μεταβλθτζσ (π.χ. μονάδεσ 
παραγωγισ, ϊρεσ εργαςία κλπ), αλλά λογικό νόθμα (ναι ι όχι  που 
ςυνικωσ ςυμβολίηονται με τισ ακζραιεσ τιμζσ 0 ι 1). Τα 
προβλιματα αυτά ονομάηονται προβλιματα 0/1. 

3. Μερικά προβλιματα 0/1 περιλαμβάνουν ταυτόχρονα τόςο 
κλαςςικζσ μεταβλθτζσ όςο και μεταβλθτζσ με λογικό νόθμα (0 ι 
1).  
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Μεθοδολογική προςζγγιςη - Ι 

• Σε περιπτϊςεισ που οι μεταβλθτζσ απόφαςθσ ενόσ ΠΓΠ είναι 
φραγμζνεσ παίρνουν δθλαδι περιοριςμζνο αρικμό ακζραιων 
τιμϊν, οι ιδεϊδεισ μζκοδοι επίλυςθσ ακζραιων είναι οι μζκοδοι 
τφπου διακλάδωςθσ και οριοκζτθςθσ ι κλάδου και φράγματοσ 
(branch and bound methods). 

 
• Οι μζκοδοι αυτζσ ςτθρίηονται ςε μια ζμμεςθ απαρίκμθςθ των 

δυνατϊν ακζραιων λφςεων που επιδζχεται το ςφςτθμα.  
 
• Φυςικά, υπάρχουν και άλλεσ μζκοδοι ακζραιου προγραμματιςμοφ 

για παράδειγμα οι δυο μζκοδοι των  τεμνόντων επιπζδων (cutting 
plane methods-Gass (1985), Garfmkel and Nemhauser (1972), 
Minoux (1983), Hallin and Lefevre (1986).  
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Μεθοδολογική προςζγγιςη - ΙΙ 

Έζηω ηο παρακάηω πρόβλημα μεγιζηοποίηζης:   
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Μεθοδολογική προςζγγιςη - ΙΙI 

Η διαδικαζία αναπηύζζεηαι ζε ηέζζερα ζηάδια: 

1. Λύνοσμε ηο ΠΓΠ μέζω ηης μεθόδοσ Simplex τωρίς 
περιοριζμούς ακεραιόηηηας. 

2. Εάν θ λφςθ του ΠΓΠ ικανοποιεί και τουσ περιοριςμοφσ 
ακεραιότθτασ τότε ςταματάμε. Εάν όχι κακορίηουμε μια πρϊτθ 
ακζραιθ λφςθ τθσ οποίασ και θ τιμι τθσ αντικειμενικισ 
ςυνάρτθςθσ αποτελεί το αρχικό κάτω φράγμα. 

3. Δθμιουργοφμε δφο υπό-προβλιματα. Θεωροφμε ωσ βζλτιςτθ 
λφςθ τθν                  και θ τιμι                δεν είναι ακζραιθ: 
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Μεθοδολογική προςζγγιςη - ΙV 

• Για κάκε υποςφνολο λφςεων, θ τιμι τθσ αντικειμενικισ 
ςυνάρτθςθσ τθσ βζλτιςτθσ μθ ακεραίασ λφςθσ αποτελεί το άνω 
φράγμα.  

• Αντίςτοιχα, θ τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ τθσ καλφτερθσ 
ακεραίασ λφςθ αποτελεί το κάτω φράγμα.  

 Στθν περίπτωςθ όπου το άνω φράγμα είναι κατϊτερο από το 
ιςχφον κάτω φράγμα δεν ςυνεχίηουμε.  

 Στθν περίπτωςθ όπου ζχουμε λφςθ με τιμι αντικειμενικισ 
ςυνάρτθςθσ ίςθσ ι μεγαλφτερθσ του άνω φράγματοσ θ λφςθ είναι 
βζλτιςτθ.  

 Εάν όχι προχωράμε, με το καλφτερο άνω φράγμα. 
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Μεθοδολογική προςζγγιςη - V 

 Γραφικά, θ διαδικαςία φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα:  

 

 
Π.Γ.Π (1) 

Η=... κάτω φράγμα=... 

Π.Γ.Π (2) 
Η=... κάτω φράγμα =... 

Π.Γ.Π (2) 
Η=... άνω φράγμα =... 

Π.Γ.Π (3) 
κάτω φράγμα 

Π.Γ.Π (3) 
κάτω φράγμα 
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Παρατηρήςεισ 

 Θ επιλογι τθσ αρχικισ ακζραιθσ λφςθσ ςτο ςτάδιο 2  δεν είναι 
υποχρεωτικι,  είναι όμωσ πολφ ςθμαντικι για τθ διαδικαςία 
εφαρμογισ τθσ μεκόδου, διότι όςο πιο υψθλό είναι το αρχικό κάτω 
φράγμα τόςο πιο γριγορα κα ςυγκλίνει ο αλγόρικμοσ.  

 

 Σε μερικζσ περιπτϊςεισ μάλιςτα,  δεν είναι απλι υπόκεςθ ο 
κακοριςμόσ μιασ καλισ αρχικισ λφςθσ.  

 

 Θ μεκοδολογία του κάτω και άνω φράγματοσ υλοποιείται από 
πλθκϊρα αλγορίκμων οι οποίοι διαφοροποιοφνται ωσ προσ τον 
τρόπο επιλογισ του αρχικοφ κάτω φράγματοσ (ςτάδιο 2) κακϊσ και 
τθν εκάςτοτε επιλογι τθσ μεταβλθτισ ςτθν οποία βαςίηεται θ 
διακλάδωςθ του ςταδίου 3.  
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Παράδειγμα ακεραίου 
προγραμματιςμοφ 
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Τζλοσ 10ησ Ενότητασ 

Ακζραιοσ προγραμματιςμόσ 
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Χρθματοδότθςθ 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτo πλαίςιo του 

εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα ςτο Πανεπιςτήμιο Αθηνών» 
ζχει χρθματοδοτιςει μόνο τθν αναδιαμόρφωςθ του εκπαιδευτικοφ 
υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ Προγράμματοσ 
«Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και ςυγχρθματοδοτείται από τθν 
Ευρωπαϊκι Ζνωςθ (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ 
πόρουσ. 



Σθμειϊματα 
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Σθμείωμα Ιςτορικοφ Εκδόςεων Ζργου 

Το παρόν ζργο αποτελεί τθν ζκδοςθ 1.0.   
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Σθμείωμα Αναφοράσ 

Copyright Πανεπιςτιμιο Πατρϊν, Κων/νοσ Κουνετάσ, Επίκουροσ Κακθγθτισ 
και Νικόλαοσ Χατηθςταμοφλου, Υπ. Διδάκτωρ Οικονομικισ Επιςτιμθσ, 2015. 
«Επιχειρθςιακι Ζρευνα και εφαρμογζσ με τθν χριςθ του λογιςμικοφ R. 
Ακζραιοσ προγραμματιςμόσ». Ζκδοςθ: 1.0. Πάτρα 2015.  

Διακζςιμο από τθ δικτυακι διεφκυνςθ: ςφνδεςμο μακιματοσ. 

 

https://eclass.upatras.gr/courses/ECON1318/
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Σθμείωμα Αδειοδότθςθσ 
Το παρόν υλικό διατίκεται με τουσ όρουσ τθσ άδειασ χριςθσ Creative Commons 
Αναφορά, Μθ Εμπορικι Χριςθ Παρόμοια Διανομι 4.0 *1+ ι μεταγενζςτερθ, Διεκνισ 
Ζκδοςθ.   Εξαιροφνται τα αυτοτελι ζργα τρίτων π.χ. φωτογραφίεσ, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριζχονται ςε αυτό και τα οποία αναφζρονται μαηί με τουσ 
όρουσ χριςθσ τουσ ςτο «Σθμείωμα Χριςθσ Ζργων Τρίτων».                      

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  
 
Ωσ Μη Εμπορική ορίηεται θ χριςθ: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεςο ι ζμμεςο οικονομικό όφελοσ από τθν χριςθ του ζργου, για 

το διανομζα του ζργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομικι ςυναλλαγι ωσ προχπόκεςθ για τθ χριςθ ι πρόςβαςθ 

ςτο ζργο 
• που δεν προςπορίηει ςτο διανομζα του ζργου και αδειοδόχο ζμμεςο οικονομικό όφελοσ 

(π.χ. διαφθμίςεισ) από τθν προβολι του ζργου ςε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιοφχοσ μπορεί να παρζχει ςτον αδειοδόχο ξεχωριςτι άδεια να χρθςιμοποιεί το ζργο για 
εμπορικι χριςθ, εφόςον αυτό του ηθτθκεί. 

[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
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Διατιρθςθ Σθμειωμάτων 

Οποιαδιποτε αναπαραγωγι ι διαςκευι του υλικοφ κα πρζπει 
να ςυμπεριλαμβάνει: 

 το Σθμείωμα Αναφοράσ 

 το Σθμείωμα Αδειοδότθςθσ 

 τθ διλωςθ Διατιρθςθσ Σθμειωμάτων 

 το Σθμείωμα Χριςθσ Ζργων Τρίτων (εφόςον υπάρχει) 

μαηί με τουσ ςυνοδευόμενουσ υπερςυνδζςμουσ. 

 


