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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η Επιχειρησιακή Έρευνα, Operational Research είναι επιστηµονικός κλάδος που 

ασχολείται µε την ανάπτυξη µαθηµατικών µοντέλων για την περιγραφή συστηµάτων και 

διαδικασιών µε κύριο σκοπό την αριστοποίηση (βελτιστοποίησης) τους και τη λήψη 

αποφάσεων. Θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι  ασχολείται µε τη µελέτη συστηµάτων 

ως µαθηµατικά µοντέλα.  

Ο όρος Επιχειρησιακή Έρευνα χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά στις αρχές του 

∆ευτέρου Παγκοσµίου Πολέµου και αποδόθηκε στην οργάνωση στρατιωτικών 

δραστηριοτήτων Μεγάλης Βρετανίας καθώς οι ανάγκες κατανοµής του υπάρχοντος 

δυναµικού, ανθρώπινου και υλικού, σε µια µεγάλη ποικιλία στρατιωτικών επιχειρήσεων 

αποτέλεσε κύριο πραγµατικό και µετέπειετα ερευνητικό ζήτηµα για πολλούς επιστήµονες 

απο διαφορετικές ειδικότητες. Μάλιστα Μετά τον Β’ Παγκόσµιο Πόλεµο καθιερώθηκε ως 

νέο επιστηµονικό πεδίο και αναπτύχθηκε ραγδαία κυρίως στις ΗΠΑ ενώ τις δεκαετίες του 

1950 και 1960 αναπτύχθηκαν οι περισσότεροι αλγόριθµοι και µέθοδοι που 

χρησιµοποιούνται ακόµα και σήµερα.. 

Η αποτελεσµατικότητα του νέου κλάδου προσέλκυσε το ενδιαφέρον της 

βιοµηχανίας. Από την άλλη πλευρά, η πρόοδος των Η/Υ προκάλεσε και ταυτόχρονη 

ανάπτυξη της Επιχειρησιακής Έρευνας σε πολλά επίπεδα. Τα προβλήµατα είναι πλέον 

τόσο µεγάλα σε πλήθος δεδοµένων που είναι αδύνατη η εκτέλεση τον απαιτούµενων 

υπολογισµών µε το χέρι. Ποιο συγκεκριµένα οι µεταβολές στο οικονοµικό και 

επιχειρησιακό περιβάλλον, η αύξηση της πολυπλοκότητας της µεταβλητότητας καθώς και 

της αλληλεξάρτησης των διαφόρων φαινοµένων και οι ανάγκες υποστήριξης για σφαιρική 
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προσέγγιση προβληµάτων, για συστηµατική ανάλυση και λήψης αποφάσεων συµβάλλει 

στην χρησιµοποίηση της επιχειρησιακής έρευνας ως ένα απαραίτητο εργαλείο. 

 

 

Οι κατηγορίες µεθόδων της Επιχειρησιακής Έρευνας που καταγράφονται στην 

βιβλιογραφία παρουσιάζονται παρακάτω: 

• Μαθηµατικός Προγραµµατισµός 

• ∆ένδρα αποφάσεων (Decision trees) 

• Πολυκριτηριακή Ανάλυση (Multiple Criteria Decision Analysis) 

• Ανάλυση δικτύων (Network flows, PERT, CPM) 

• ∆ιαχείριση αποθεµάτων (Inventory control, EOQ) 

• Γραµµές αναµονής (Queuing theory) 

• Στοχαστικές ∆ιεργασίες (Stochastic Processes) 

• Θεωρία παιγνίων (Game theory) 

• Προσοµοίωση (simulation) 

 

Τα στάδια που ακολουθούνται στην αντιµετώπιση ενός προβλήµατος 

Επιχειρησιακής Έρευνας είναι τα εξής: 
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• Αναγνώριση και διατύπωση του προβλήµατος 

• Κατασκευή µαθηµατικού µοντέλου 

• Εύρεση της λύσης του µοντέλου 

• Έλεγχος του µοντέλου και της λύσης 

• Εφαρµογή της τελικής λύσης 

Τα τρία πρώτα στάδια συχνά αναφέρονται και σαν µοντελοποίηση του 

προβλήµατος. Το µαθηµατικό µοντέλο ενός προβλήµατος περιλαµβάνει: 

• Τις µεταβλητές (µεταβάλουµε για να πετύχουµε το στόχο) 

• Τις παραµέτρους (Τεχνολογικοί συντελεστές) 

• Τους περιορισµούς (ή συνθήκες) - µορφή ανισοτήτων 

• Τον αντικειµενικό στόχο (ή αντικειµενική συνάρτηση) δεν είναι πάντα 

µοναδικός αλλά µπορεί να αποτελείται από επί µέρους στόχους 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΡΩΤΟ 

Βασικές Έννοιες Γραµµικού  Προγραµµατισµού 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός αποτελεί ενα ξεχωριστό µέρος της επιχειρησιακής 

έρευνας. Κύριος στόχος του γραµµικού προγραµµατισµού η µεγιστοποίηση ή 

ελαχιστοποίηση γραµµικών πραγµατικών συναρτήσεων κάτω από ορισµένους 

περιορισµούς για τις µεταβλητές που αποτελεούν το πρόβληµα. Πιο συγκεκριµένα επειδή 

τα συνήθη προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού ασχολούνται µε καταστάσεις όπου 

ένας αριθµός πηγών, όπως άνθρωποι, υλικά, µηχανές και ακίνητα τα οποία είναι διαθέσιµα 

πρέπει να συνδυαστούν για να παραχθούν  ένα ή περισσότερα προϊόντα. κύριος σκοπός 

του γραµµικού προγραµµατισµού είναι από όλες τις δυνατές κατανοµές των πηγών  να 

υπολογίσουµε εκείνη ή εκείνες οι οποίες µεγιστοποιούν ή ελαχιστοποιούν µια αριθµητική 

ποσότητα όπως το κέρδος ή το κόστος ή το χρόνος δεδοµένου ότι στην εκάστοτε 

διαδικασία παραγωγής οι πηγές αυτές υπόκεινται σε περιορισµούς όπως στην συνολική 

ποσότητα των διαθέσιµων πηγών, τον αριθµό κάθε προϊόντος που παράγεται, τον αριθµό 

κάθε προϊόντος που διατίθεται κ.λ.π. Μάλιστα αρκετοί ερευνητές χρησιµοποιούν τον 

γραµµικό προγραµµατισµό για τη προσέγγιση προβληµάτων κατανοµής περιορισµένων 

πόρων ή µέσων σε εναλλακτικές και ανταγωνιστικές µεταξύ τους δραστηριότητες κατά τον 

καλύτερο δυνατό τρόπο (π.χ resource allocation problem). Ενδεικτικά παραδείγµατα 

γραµµικού προγραµµατισµού περιλαµβάνουν: 

• Την κατανοµή σε διάφορες παραγωγικές διαδικασίες του εργατικού δυναµικού, 

του τεχνολογικού εξοπλισµού και των πρώτων υλών. 

• Την κατανοµή του κεφαλαίου σε διάφορα επενδυτικά σχέδια. 
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• Τον προγραµµατισµός της διακίνησης των προϊόντων µιας επιχείρησης προς τους 

πελάτες της. 

• Την κατανοµή υδατικών πόρων σε διάφορες ανταγωνιστικές χρήσεις. 

Το επιδιωκόµενο αποτέλεσµα αυτών των αποφάσεων µπορεί να αφορά τη µεγιστοποίηση 

του συνολικού κέρδους από πωλήσεις, την ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους 

παραγωγής, την ελαχιστοποίηση των αρνητικών επιπτώσεων στο περιβάλλον, κ.λ.π. 

Τα κύρια στοιχεία  που χρησιµοποιούνται, γενικά, σε ένα πρόβληµα γραµµικού 

προγραµµατισµού είναι τα εξής: 

• Μεταβλητές απόφασης: x1, x2 ,... xN : Ν ανταγωνιστικές δραστηριότητες 

• Περιορισµοί: b1, b2,... bΜ: Μ διαθέσιµοι πόροι (∆εξιά σκέλη περιορισµών) 

f1(xi), f2(xi),... fΜ(xi): ρυθµός κατανάλωσης των πόρων στις ανταγωνιστικές 

δραστηριότητες (Μ γραµµικές συναρτήσεις των µεταβλητών απόφασης) 

• Τεχνολογικοί συντελεστές: aij: παράµετροι που χαρακτηρίζουν τη σχέση 

κάθε µεταβλητής απόφασης i µε τον περιορισµό j. 

• Αντικειµενική συνάρτηση f(xi): Επικεντρώνεται στον στόχος της απόφασης 

της γραµµικής συνάρτησης των µεταβλητών απόφασης (µεγιστοποίηση-ελαχιστοποίηση). 

Συνεπώς ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού αποτελείται από µια 

αντικειµενική συνάρτηση και από ένα σύνολο περιορισµών. Η αντικειµενική συνάρτηση 

εκφράζει το στόχο που επιχειρείται να µεγιστοποιηθεί ή να ελαχιστοποιηθεί και είναι µια 

σχέση µεταξύ µιας ή περισσοτέρων µεταβλητών που ονοµάζονται µεταβλητές απόφασης. 

Οι περιορισµοί (δυναµικότητας, διαθεσιµότητας πόρων, τεχνολογίας, κ.λ.π.) εκφράζουν 

τους περιορισµούς του περιβάλλοντος στο οποίο αναπτύσσεται η δραστηριότητα. Κάθε 

συνδυασµός τιµών που µπορούν να λάβουν οι µεταβλητές απόφασης ονοµάζεται λύση του 



Σηµειώσεις Γραµµικού Προγραµµατισµού 

Τµήµα Οικονοµικών Επιστηµών                                                                     ∆ρ.Κουνετάς Η.Κωνσταντίνος 7 

προβλήµατος. Όταν οι τιµές αυτές ικανοποιούν τους περιορισµούς του προβλήµατος, η 

λύση ονοµάζεται εφικτή λύση 

 

Βασικοί Ορισµοί Π.Γ.Π 

 

Λύση του προβλήµατος Γραµµικού Προγραµµατισµού είναι κάθε λύση του 

συστήµατος bxA ≥=≤ ,, , δηλαδή κάθε διάνυσµα x* που ικανοποιεί το σύστηµα αυτό. 

∆υνατή (ή εφικτή) λύση του προβλήµατος Γραµµικού Προγραµµατισµού είναι 

κάθε λύση του συστήµατος, δηλαδή κάθε διάνυσµα x* που ικανοποιεί τους περιορισµούς 

x≥0. 

Βέλτιστη δυνατή λύση (βέλτιστη λύση) του προβλήµατος Γραµµικού 

Προγραµµατισµού είναι κάθε λύση αυτού, που µεγιστοποιεί (ή ελαχιστοποιεί) την 

αντικειµενική συνάρτηση. 

Βάση του συστήµατος (ή βάση) είναι ο πίνακας m×m, που προκύπτει από τον 

πίνακα Α του συστήµατος, και έχει m γραµµικά ανεξάρτητες στήλες. Οι m µεταβλητές που 

αντιστοιχούν στις στήλες µιας βάσεως, λέγονται βασικές µεταβλητές ως προς τη βάση 

αυτή.Οι υπόλοιπες (n-m) µεταβλητές που αντιστοιχούν στις (n-m) στήλες του πίνακα Α 

που δεν περιλαµβάνονται στη βάση λέγονται µη - βασικές µεταβλητές. 

Βασική εφικτή λύση ενός συστήµατος γραµµικών αλγεβρικών εξισώσεων ως προς 

µια βάση Αι, είναι µια εφικτή λύση αυτού, που έχει το πολύ όλες τις βασικές µεταβλητές, 

ως προς τη βάση αυτή, διάφορες του µηδενός (θετικές) και όλες τις µη βασικές µεταβλητές 

ίσες µε το µηδέν. 
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Ωστόσο οι παραπάνω βασικές, εφικτές ή µη λύσεις ή και απλά οι λύσεις ενός 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού ακολουθούν τις παρακάτω ιδιότητες: 

1. Ο αριθµός των βασικών εφικτών λύσεων ενός συστήµατος γραµµικών 

αλγεβρικών εξισώσεων, που ικανοποιεί τις προαναφερόµενες προϋποθέσεις, είναι 

πεπερασµένος  

2. Το σύνολο των εφικτών λύσεων ενός προβλήµατος Γραµµικού 

Προγραµµατισµού είναι κυρτό κλειστό σύνολο. 

3. Κάθε βασική εφικτή λύση ενός προβλήµατος Γραµµικού Προγραµµατισµού 

είναι ένα ακραίο σηµείο του κυρτού συνόλου (κορυφή του πολυγώνου) των εφικτών 

λύσεων, και κάθε ακραίο σηµείο του κυρτού συνόλου είναι µια βασική δυνατή λύση του 

συστήµατος των περιορισµών. 

4. Αν υπάρχει µια εφικτή λύση σε ένα πρόβληµα Γραµµικού 

Προγραµµατισµού, τότε υπάρχει και µια βασική εφικτή λύση αυτού. 

5. Αν υπάρχει µια βέλτιστη εφικτή λύση σε ένα πρόβληµα Γραµµικού 

Προγραµµατισµού, τότε η αντικειµενική συνάρτηση λαµβάνει τη µέγιστη τιµή της σε ένα 

τουλάχιστον ακραίο σηµείο του κυρτού συνόλου των εφικτών λύσεων, δηλαδή σε µια 

βασική εφικτή λύση. 

6. Αν υπάρχει τουλάχιστον µια βέλτιστη εφικτή λύση, που δεν είναι βασική, 

τότε υπάρχουν άπειρες βέλτιστες δυνατές λύσεις. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 

Έστω ότι εξετάζουµε την παραγωγή δύο διαφορετικού τύπου βενζίνης απο ένα 

διυλιστήριο το όποίο έχει δύο εισόδους Α και Β. Η βενζίνη που παράγει είναι δύο ειδών 

super, unleaded. Θεωρούµε τις εξής διαδικασίες P,Q. 

Πίνακας 1.  

∆ιαδικασίες Input Output Κέρδος  

 A B C D   

P 6 4 5 2 2 x 

 

Q 3 5 2 4 3 y 

 

Απόθεµα 180 200 100 80 Απαιτήσεις  

 

Το βασικό µας ερώτηµα εδώ αφορά τις σχέσεις που θα πρέπει να ισχύουν έτσι ώστε 

να µεγιστοποιείται το κέδος του δυιλιστηρίου. Εάν θέλουµε να υπολογίσουµε το κέδος θα 

πρέπει να θεωρήσουµε ότι η διαδικασία P εκτελείται x-φορές ενώ η διαδικασία Q y-φορές. 

Άρα το επιδιωκόµενο κέρδος του δυιληστηρίου θα είναι 2 3z x y= +  (1). 

 Προφανώς το δυιλιστίριο θα επιθυµούσε να πετύχαινε το µέγιστο κέρδος. Ωστόσο 

η τιµή αυτή επηρεάζεται απο το απόθεµα των καυσίµων που παράγει καθώς κια απο τις 

απαιτήσεις των καταναλωτών. Στην γλώσσα του µαθηµατικού προγραµµατισµού οι 

περιορισµοί αυτοί καλούντια φυσικοί περιορισµοί. 

Με βάση τα παραπάνω το πρόβληµα µας τώρα δεν εστιάζεται µόνο στην 

προηγούµενη σχέση (1) αλλά διαφοροποιείται και γίνεται 
max 2 3

6 3 180

z x y

x y

= +

+ ≤
  (2). 
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Αύξηση του πλήθους των περιορισµων περιορίζουν το σηµείο ακρότατου (µέγιστο) 

µε άλλα λόγια η τιµή του καθορίζεται και επηρεάζεται απο περισσότερους παράγοντες. 

Γυρνώντας στο παράδειγµα µας τώρα οι περιορισµού που ισχύουν µε βάση τον πίνακα 1 

διαµορφώνουν το πρόβληµα µας ως εξής: 

    

max 2 3

6 3 180

4 5 200

5 2 80

, 0

z x y

x y

x y

x y

x y

= +

+ ≤

+ ≤

+ ≤

≥

                       (3) 

Έχοντας εξετάσεις το παραπάνω πρόβληµα και διαµορφώνοντας µε βάση τα 

στοιχεία που έχουµε στην διάθεσή µας το πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού είναι 

σηµαντικό να εξετάσουµε τις προϋποθέσεις που θα πρέπει να ισχύουν για να διατυπωθεί 

ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού. Οι προϋποθέσεις αυτές δίνονται παρακάτω: 

1. Προσθετικότητα 

Η συνεισφορά όλων των δραστηριοτήτων στην αντικειµενική συνάρτηση είναι 

άµεσα αναλογική  µε το επίπεδο της δραστηριότητας . Όταν το επίπεδο της 

δραστηριότητας αυξάνει ή µειώνεται , η αλλαγή στην αντικειµενική συνάρτηση που 

οφείλεται στην αλλαγή µίας µονάδας της δραστηριότητας παραµένει ίδια .επίσης το ποσό 

των πόρων που χρησιµοποιούνται σε κάθε δραστηριότητα είναι άµεσα ανάλογο µε το 

επίπεδο της δραστηριότητας. 

2. Αναλογικότητα 

Η συνεισφορά όλων των δραστηριοτήτων στην αντικειµενική συνάρτηση είναι ίση µε το 

άθροισµα της συνεισφοράς κάθε µίας δραστηριότητας. Όµοια, το συνολικό ποσό των 

πόρων που χρησιµοποιείται από όλες τις δραστηριότητες είναι το άθροισµα του ποσού των 

πόρων που κάθε µία δραστηριότητα χρησιµοποιεί ανεξάρτητα. 
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3. ∆ιαιρετότητα 

Όλες οι δραστηριότητες είναι συνεχείς και  µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε θετική τιµή. 

∆ηλαδή ο Γ.Π. δεν είναι κατάλληλος για προβλήµατα που οι µεταβλητές λήψης απόφασης 

είναι ακέραιοι. 

4. Καθοριστικότητα 

Τα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού καταγράφονται και ως καθοριστικά 

υποδείγµατα. Με άλλα λόγια δεν λαµβάνουν  υπόψη ότι όλοι οι συντελεστές είναι 

προσεγγίσεις , όταν υπολογίζει µία συγκεκριµένη λύση. Γι’αυτό πρέπει να γίνεται ανάλυση 

ευαισθησίας. 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 

Μια επιχείρηση παράγει τρία προϊόντα, τα Π1, Π2 και Π3. Για την παραγωγή των 

προϊόντων απαιτείται επεξεργασία από τρεις µηχανές, τις Α, Β και Γ. Ο χρόνος 

επεξεργασίας των προϊόντων στις µηχανές αντίστοιχα δίνεται στον ακόλουθο πίνακα, µαζί 

µε τις διαθέσιµες εβδοµαδιαίες ώρες των µηχανών. 

Μηχανές Π1 Π2 Π3 

∆υναµικότητα Μηχανών 

(h) 

Α 9 3 5 500 

Β 5 4 0 350 

Γ 3 0 2 150 

Λόγω προηγούµενων συµβάσεων που έχουν υπογραφεί, η επιχείρηση πρέπει να παράγει 

τουλάχιστον 20 µονάδες του προϊόντος Π3 την εβδοµάδα. Το ανά µονάδα κέρδος των 

προϊόντων είναι 50, 20 και 25€ αντίστοιχα. Ζητείται να βρεθεί η άριστη ποσότητα 

παραγωγής των προϊόντων ώστε να µεγιστοποιηθεί το συνολικό κέρδος της επιχείρησης. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 

Μια εταιρεία ετοιµάζεται να εισάγει ένα νέο προϊόν. Έχει επιλέξει για την διαφηµιστική 

της εκστρατεία 4 διαφηµιστικά µέσα: τηλεόραση, ραδιόφωνο, διαδίκτυο, έντυπα µέσα. Το 

µοναδιαίο κόστος διαφήµισης για κάθε µέσο φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί. 

Επιπλέον, η αποδοτικότητα της διαφηµιστικής εκστρατείας θα µετρηθεί µε βάση τον 

αριθµό των ατόµων που θα εκτεθούν σε αυτή, υπολογίζοντας ένα µοναδιαίο δείκτη 

ακροαµατικότητα / θεαµατικότητας / επισκεψιµότητας σε κάθε µέσο. Όσο πιο υψηλός 

είναι ο δείκτης, τόσο πιο επιτυχηµένο είναι το µέσο. 

 Τηλεόραση Ραδιόφωνο ∆ιαδίκτυο Έντυπα Μέσα 

Κόστος (€) 100 10 60 40 

∆είκτης 

Αποδοτικότητας 

100 22 70 50 

 

Υπάρχουν οι ακόλουθοι περιορισµοί: 

1) Το συνολικό κόστος δεν πρέπει να υπερβαίνει τα 30000€. 

2) ∆εν µπορούν να µπούν περισσότερες από 12 διαφηµίσεις στο διαδίκτυο. 

3) Ο αριθµός των διαφηµίσεων στο διαδίκτυο και τα έντυπα µέσα, δεν πρέπει να υπερβαίνει 

το 40% των διαφηµίσεων που εκπέµπονται σε τηλεόραση και ραδιόφωνο. 

4) Στην τηλεόραση και στο ραδιόφωνο πρέπει να προβληθούν τουλάχιστον 10 διαφηµίσεις. 

Να βρεθεί ο βέλτιστος αριθµός των διαφηµίσεων σε κάθε µέσο, έτσι ώστε να µεγιστοποιηθεί 

η συνολική ακροαµατικότητα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΡΩΤΟ 

ΓΡΑΦΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 

 

Τα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού που έχουν 2 ή 3 µεταβλητές απόφασης, 

µπορούν να λυθούν και γραφικά. Προβλήµατα µε δυο µεταβλητές υλοποιούνται στο 

επίπεδο (δυο διαστάσεις), ενώ προβλήµατα µε τρεις µεταβλητές υλοποιούνται στον χώρο 

(τρεις διαστάσεις). 

Για να φτάσουµε στην λύση του προβλήµατος γραφικά, πρέπει να εκτελέσουµε τα 

παρακάτω βήµατα:  

1. Σχεδιάζουµε ένα σύστηµα αξόνων για τις µεταβλητές Χ  και Υ. 

2. Στη συνέχεια σχεδιάζουµε µια-µια κάθε ανισότητα του µοντέλου (δηλ. σχεδιάζουµε την 

αντίστοιχη ισότητα και αποκλείουµε το ηµιεπίπεδο που δεν ικανοποιεί την ανισότητα). 

3. Η περιοχή που αποµένει περιέχει το σύνολο των εφικτών λύσεων, δηλαδή όσων δεν 

παραβιάζουν τους περιορισµούς ή τις συνθήκες. 

4. Σχεδιάζουµε την αντικειµενική συνάρτηση και βρίσκουµε ποια από τις εφικτές λύσεις 

την µεγιστοποιεί ή την ελαχιστοποιεί (ανάλογα). 

5. Οι συντεταγµένες του σηµείου αυτού είναι οι βέλτιστες τιµές των Χ και Υ που ζητάµε. 

Το τελευταίο βήµα υλοποιείται µε δυο τρόπους προσέγγισης της  επίλυσης. 

Ο πρώτος τρόπος είναι η προσέγγιση της απαρίθµησης και ελέγχου όλων των ακραίων 

σηµείων (κορυφών) της εφικτής περιοχής. Εντοπίζουµε τις συντεταγµένες όλων των 

κορυφών της εφικτής περιοχής και επιλέγουµε εκείνη που µεγιστοποιεί (ή ελαχιστοποιεί) 

την αντικειµενική συνάρτηση. 
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Ο δεύτερος τρόπος είναι η προσέγγιση της χάραξης των καµπύλων ίσου κέρδους (ή 

κόστους) της αντικειµενικής συνάρτησης. Βρίσκουµε το σηµείο όπου η ισοκερδής 

εφάπτεται της εφικτής περιοχής πριν την εγκαταλείψει. 

  

ΟΡΙΣΜΟΙ 

  

• Περιοριστική ευθεία είναι η ευθεία που αντιστοιχεί σε κάποιο περιορισµό του 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού 

• Κορυφή ή ακραίο σηµείο είναι το σηµείο που τέµνονται δυο περιοριστικές ευθείες.  

• Εφικτή περιοχή είναι η κυρτή περιοχή των εφικτών λύσεων που σχηµατίζεται από 

τις περιοριστικές ευθείες. 

• Εφικτή λύση (ακραίου σηµείου) είναι µια κορυφή της εφικτής περιοχής. 

• Γειτονικές εφικτές λύσεις (ακραίου σηµείου) είναι αυτές που συνδέονται µε µια 

ακµή (σύνορο) της εφικτής περιοχής. 

• Βασική λύση (λύση ακραίου σηµείου) είναι µια λύση που αντιστοιχεί σε κορυφή. 

• Βασική εφικτή λύση είναι µια βασική λύση που αντιστοιχεί σε κορυφή της εφικτής 

περιοχής. 

• Άριστη (βέλτιστη) λύση είναι η βασική εφικτή λύση ακραίου σηµείου (κορυφή της 

εφικτής περιοχής) που µας δίνει τη βέλτιστη τιµή στην αντικειµενική συνάρτηση. 

∆ύναται να είναι ακριβώς µια, αλλά υπάρχουν και περιπτώσεις µε άπειρες άριστες 

λύσεις, καµία άριστη λύση, ή η αντικειµενική συνάρτηση να τείνει στο άπειρο. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 

Ένας κτηνοτρόφος θέλει να προετοιµάσει ένα µείγµα από τις τροφές  Α και Β. Κάθε κιλό 

της τροφής Α περιέχει 120 γρ. πρωτεΐνες, 56 γρ. υδατάνθρακες, 103 γρ. λίπη και κοστίζει 

24 ευρώ. Κάθε κιλό της τροφής Β περιέχει 60 γρ. πρωτεΐνες, 112γρ. υδατάνθρακες και 

120γρ. λίπη και κοστίζει 18 ευρώ. Το µείγµα πρέπει να περιέχει τουλάχιστον 480 γρ. 

πρωτεΐνες, 448 γρ. υδατάνθρακες και 720 γρ. λίπη. Ο κτηνοτρόφος θέλει να παρασκευάσει 

το µείγµα κατά τέτοιο τρόπο που να πληρούνται οι περιορισµοί και να έχει το ελάχιστο 

δυνατό κόστος. Αν x1 και x2 είναι τα κιλά των τροφών Α και Β που θα αποτελέσουν το 

µείγµα µε το ελάχιστο κόστος τότε το πρόβληµα σε µαθηµατική µορφή είναι : 

1 2min 24 18z x x= += += += +  

 

Η σχέση αυτή εκφράζει την οικονοµική ή αντικειµενική συνάρτηση της οποίας ζητάµε το 

µέγιστο. Στο πρόβληµα αυτό θα έχουµε ένα σύστηµα περιορισµών µε τρεις ανισώσεις: 

Περιορισµός πρωτεϊνών 120x1+60x2≥480 

Περιορισµός υδατανθρακών: 56x1+112x2≥448 

Περιορισµός λιπών: 103x1+120x2≥7208 

  

Αρχικά κάνουµε τη γραφική επίλυση του συστήµατος των περιορισµών. Λόγω του 

γεγονότος ότι x1,x2≥0, θα εργασθούµε µόνο στο θετικό τεταρτηµόριο του ορθογωνίου 

συστήµατος συντεταγµένων. Εποµένως κάνουµε τη γραφική παράσταση (σχήµα 1) των 

ευθειών: 

 

120x1+60x2=480 

56x1+112x2=448 

103x1+120x2=7208 

 

Το σύστηµα των περιορισµών έχει λύσεις όλα τα σηµεία του επιπέδου που βρίσκονται 

δεξιά και άνω της πολυγωνικής γραµµής x1ΑΒΓ∆x2 όπως και αυτά που βρίσκονται πάνω 
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στην πολυγωνική γραµµή λόγω της ύπαρξης του σηµείου ισότητας στις ανισώσεις του 

συστήµατος 
1 2min 24 18z x x= += += += + . Το σύστηµα εποµένως έχει άπειρες λύσεις, δηλαδή 

άπειρους συνδυασµούς x1και x2 που το ικανοποιούν. Ειδικότερα ένα από τα σηµεία των 

κορυφών Α.Β.Γ.∆. δίνει τον άριστο συνδυασµό των x1και x2 που ελαχιστοποιεί την 

οικονοµική συνάρτηση. Για την εύρεση της «καλύτερης κορυφής» βρίσκουµε την κλίση 

της οικονοµικής συνάρτησης  
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Σχήµα 1 ∆ιαγραµµατική επίλυση ελαχίστου 

 

 

Η κορυφή που απέχει λιγότερο από την ευθεία 
1 2min 24 18z x x= += += += + , που διέρχεται από την 

αρχή Ο, είναι η «καλύτερη κορυφή». Έτσι έχουµε : 24x1 =Ζ-18x2 

ή 21 x
24

18
Z

24

1
x −=  συνεπώς η κλίση είναι : 

4  

3

4

3

24

18 −
=−=−  
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Άρα το σηµείο Κ που µε την αρχή 0 ορίζουν τη θέση της ευθείας ΟΚ, δηλαδή της ευθείας  

Ζ=24x1 +18x2 που διέρχεται από την αρχή, έχει συντεταγµένες (4, -3). 

Όπως φαίνεται από το σχήµα 2.2. η κορυφή Γ απέχει λιγότερο από την ευθεία ΟΚ. Οι 

συντεταγµένες εποµένως x1, x2 της κορυφής Γ ελαχιστοποιούν την οικονοµική συνάρτηση. 

Για την εύρεση των συντεταγµένων αυτών λύνεται το σύστηµα των ευθειών που η τοµή 

τους είναι το σηµείο Γ. Οι ευθείες αυτές είναι : 

 

120x1+60x2=480 

103x1+120x2=7208 

 

Οι λύσεις του συστήµατος  αυτού είναι: 

 

x1=1,752 

x2=4,496 

 

Έτσι το ελάχιστο της οικονοµικής συνάρτησης είναι: 

minz=24x1 +18x2=(24*1,752)+(18*4,496)=122,98 

Συνεπώς αν ο κτηνοτρόφος θέλει το µείγµα από τις τροφές Α και Β να του κοστίζει το 

λιγότερο δυνατόν και να πληροί τους περιορισµούς ως προς το ελάχιστο των πρωτεϊνών, 

υδατανθράκων και λιπών, πρέπει να αναµίξει 1,752χλγ. της τροφής Α µε 4,496χλγ. της 

τροφής Β. Το κόστος τότε του µείγµατος αυτών θα είναι 122,98 ευρώ. 

Θα πρέπει όµως να τονίσουµε ότι εκτός από την περίπτωση που έχουµε εφικτή λύση στην 

επίλυση π.γ.π συµπεριλαµβάνονται η απειρία, οι απεριόριστες καθώς και οι αδύνατες λύσει 

όπως παρουσιάζονται στα παρακάτω γραφήµατα: 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ∆ΕΥΤΕΡΟ 

Η Μέθοδος Simplex 

 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ SIMPLEX 

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε να επιλύσουµε το παρακάτω πρόβληµα γραµµικού 

προγραµµατισµού το οποίο βρίσκεται σε τυπική µορφή. Σκοπός µας είναι να παρέχουµε 

µια απλή και περιγραφική διαδικασία για το πώς αυτό το πρόβληµα θα λυθεί µε την 

συγκεκριµένη µέθοδο. 

1 2

1 2 3

1 2 4

1 2 3 4

max 6 7

. 2 3 12

2 8

, , , 0

         

             

            

z x x

s t x x x

x x x

x x x x

= +

+ + =

+ + =

≥

 

Το συγκεκριµένο πρόβληµα θα µπορούσε και να αποδοθεί ως: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

max 6 7 0 0

. 2 3 0 12

2 0 8

, , , 0

         

             

            

z x x x x

s t x x x x

x x x x

x x x x

= + + +

+ + + =

+ + + =

≥

 

Αρχικά για να σχηµατίσουµε τον πίνακα Tableau του προβλήµατος γραµµικού 

προγραµµατισµού θα πρέπει να υπολογίσουµε –εντοπίσουµε µια βάση της λύσης. Με τον 

όρο βάση εννοούµε τα διανύσµατα της µορφής (1,0,0....., 0), (0,1,0,....., 0)........(0,0,....,1)  

του διανυσµατικού χώρου nR . ∆ηλαδή τις στήλες από τα 
jx  που σχηµατίζουν τον nxn 

πίνακα. Στην δεύτερη στήλη ( )Bc  του Tableau εισάγουµε τους συντελεστές τους 

αντίστοιχους συντελεστές της βάσης όπως αυτοί εµφανίζονται στην αντικειµενική 
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συνάρτηση 3 4, ( 0), ( 0)z x x= = . Στην Τρίτη τώρα στήλη του Tableau  ( )Bx εισέρχεται η 

στήλη b.  Τέλος στις επόµενες στήλες τοποθετούµε τους συντελεστές των µεταβλητών 

όπως αυτές εµφανίζονται στο σύστηµα περιορισµών του προβλήµατος γ.π βρισκόµενο 

πάντα σε τυπική µορφή.Με βάση τα παραπάνω το Tableau σχηµατίζεται ως εξής: 

Tableau 1 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

3x  0 12 2 3 1 0  

 0 8 2 1 0 1  

 z        

Στην στήλη δίπλα στο 
jc  εµφανίζονται οι συντελεστές όπως αυτοί βρίσκονται στην 

αντικειµενική συνάρτηση. Τώρα οι κενές θέσεις στο Tableau συµπληρώνονται µε τα 

άγνωστα µέχρι στιγµής στοιχεία 
jk . 

Tableau 1 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  

2x  
3x  

4x  θ  

3x  0 12 2 3 1 0 
6k  

 0 8 2 1 0 1 
7k  

 z  
1k  2k  3k  4k  5k   
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Πως όµως υπολογίζονται οι τιµές των στοιχείων αυτών. Σε αυτό το σηµείο θα 

πρέπει να κάνουµε τον διαχωρισµό και να αναφέρουµε ότι για , 1,...,5jk j =  τα στοιχεία 

αυτά υπολογίζονται ως το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων bc b∗ . Άρα το 

1 0*12 0*8 0k = + = ενώ τα υπόλοιπα υπολογίζονται µε βάση των εξής τύπο 

j j bk c c b= − ∗ . Εάν τώρα κάνουµε τις αντίστοιχες πράξεις θα έχουµε ότι ο πίνακάς µας 

παίρνει την παρακάτω µορφή: 

Tableau 1 

Να σηµειώσουµε ότι τα υπολογισµένα στοιχεία στις θέσεις 4 5 0k k= =  

Tableau 1 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  

2x  
3x  

4x  θ  

3x  0 12 2 3 1 0 
6k  

 
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

3x  0 12 2 3 1 0 
6k  

 0 8 2 1 0 1 
7k  

 z  
1k  2

6 (2 0 2 0)

6

k =

− ⋅ + ⋅

=

 
3 7 (3 0 1 0)

7

k = − ⋅ + ⋅

=
 

4 0k =  
5 0k =   



Σηµειώσεις Γραµµικού Προγραµµατισµού 

Τµήµα Οικονοµικών Επιστηµών                                                                     ∆ρ.Κουνετάς Η.Κωνσταντίνος 22 

 0 8 2 1 0 1 
7k  

 z  0  6 7 0 0  

 

 

Ορισµός: Καθορίζουµε ως εισερχόµενη στην βάση µεταβλητή την µεταβλητής της 

οποίας η υπολογισµένη αντίστοιχα τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι µεγαλύτερη. 

Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε στο παράδειγµά µας ουσιαστικά πρόκειται για την 

µεταβλητή  
2x . Προφανώς µιλώντας για µεταβλητή που θα εισέλθει στην βάση µας κάποια 

θα πρέπει να εξέλθει. 

 Ορισµός: Καθορίζουµε ως εξερχόµενη µεταβλητή από την βάση την µεταβλητή η 

οποία έχει την µικρότερη τιµή θ . 

Συνεπώς θα πρέπει να απαντήσουµε στο ερώτηµα για το πώς θα υπολογίσουµε τις 

παραµέτρους 6 7,k k  που αναφέρονται στην παράµετροθ . Ο υπολογισµός γίνεται µε βάση 

τα στοιχεία της στήλης b  και της στήλης που θα εισέλθει στην βάση. Πιο συγκεκριµένα 

είναι ο λόγος τους συνεπώς θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε τα 
6 7

812 4, 8
3 1

k k= = = = . 

Αρα τελικά το Tableau 1 έχει την εξής µορφή. 

Tableau 1 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

3x  0 12 2 3 1 0 4 
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4x  0 8 2 1 0 1 8 

 z  0  6 7 0 0  

 

Ως οδηγό στοιχείο λοιπόν µπορούσαµε να ορίσουµε αυτό που αντιστοιχεί στο 

στοιχείο της γραµµής που βρίσκεται η εξερχόµενη µεταβλητή καθώς και η εισερχόµενη 

µεταβλητή ( συνεπώς το 3). Αντικαθιστούµε λοιπόν στην πρώτη στήλη της βάσης την 

εξερχοµένη µεταβλητή µε την εισερχόµενη και προκύπτει το Tableau 2. 

Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7       

4x  0       

 z        

Για νε γεµίσουµε µε στοιχεία το δεύτερο µας Tableau θα πρέπει να υπολογίσουµε 

ότι ο οδηγός στοιχείο θα πρέπει να ισούται µε την µονάδα (διαιρείται µε το 1/3). Οπότε 

στην παρούσα φάση το Tableau 2 µετατρέπεται:  

Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  
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2x  7 4 2/3 1 1/3 0  

4x  0       

 z        

Κάνοντας τις κατάλληλες γραµµοπράξεις επιθυµούµε το στοιχείο κάτω από τον 

οδηγό στοιχείο να γίνει µηδέν. Οπότε πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε (-1) και 

την προσθέτουµε στην δεύτερη οπότε το Tableau 2 έχει την παρακάτω µορφή: 

 Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7 4 2/3 1 1/3 0 
6k  

4x  0 4 4/3 0 -

1/3 

1 
7k  

 z  
1k  2k  3k  4k  5k   

Χρησιµοποιώντας την ίδια λογική υπολογίζουµε τις τιµές των , 1,...,7jk j = και 

προκύπτει το παρακάτω Tableau. 

Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7 4 2/3 1 1/3 0 
6k  
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4x  0 4 4/3 0 -

1/3 

1 
7k  

 z  28 4/3 0 -

7/3 

0  

Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε η µεγαλύτερη θετική τιµή αντιστοιχεί στην 

µεταβλητή 1x . ∆ιαιρώντας τώρα µε τις τιµές της µεταβλητής παίρνουµε τα 6k  και 7k . 

Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7 4 2/3 1 1/3 0 6 

4x  0 4 4/3 0 -

1/3 

1 3 

 z  28 4/3 0 -

7/3 

0  

 Η εισερχόµενη µεταβλητή είναι η 1x ενώ η εξερχόµενη η 4x .Πολλαπλασιάζοντας 

µε 3/4 παίρνουµε τον οδηγό στοιχείο όπως απεικονίζεται παρακάτω. 

Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  
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2x  7 4 2/3 1 1/3 0 - 

1x  6 3 1 0 -

1/4 

3/4 - 

 z  
1k  2k  3k  4k  5k   

 

 

 

Εάν τώρα πολλαπλασιάσουµε την γραµµή που αναφέρεται το στοιχείο 
1x  µε (-2/3) 

και προσθέσουµε στην από πάνω γραµµή θα έχουµε ότι: 

Tableau 3 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7 2 0 1 ½ -

1/2 

- 

1x  6 3 1 0 -

1/4 

3/4 - 

 z  
1k  2k  3k  4k  5k   

Υπολογίζοντας τώρα τις τιµές των 
jk
 

 

 

 

Ο∆ΗΓΟΣ 

ΣΤΟΙΧΕΙΟ 
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Tableau 3 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7 2 0 1 ½ -

1/2 

- 

1x  6 3 1 0 -

1/4 

3/4 - 

 z  32 0 0 -2 -1  

Η διαδικασία µας µέσω της µεθόδου Simplex σε αυτό το σηµείο έχει τελειώσει 

καθώς στην γραµµή της αντικειµενικής συνάρτησης οι υπολογισµένες ποσότητες έχουν 

τιµές µικρότερες ή ίσες του µηδενός. Η κορυφή της άριστης λύσης δίνεται από τα στοιχεία 

της στήλης b και της πρώτης στήλης. 

 

ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ SIMPLEX 

Σε αυτό το µέρος των σηµειώσεων θα προσπαθήσουµε να δώσουµε µια πιο 

θεωρητική προσέγγιση για το πώς προκύπτει µια εφικτή λύση ενός προβλήµατος 

γραµµικού προγραµµατισµού και µε ποιον τρόπο επιτυγχάνεται η συγκεκριµένη λύση. 

Αρχικά παραθέτονται κάποιες βασικές έννοιες που αφορούν βασικά στοιχεία για την 

κατανόηση της λύσης: 

• Κυρτό Σύνολο: Ένα σύνολο C καλείται κυρτό εάν 

1 2 1 2 ,   (1 ) , [0,1]x x C x x x Cλ λ λ∀ ∈ ∃ = + − ∈ ∈∀ ∈ ∃ = + − ∈ ∈∀ ∈ ∃ = + − ∈ ∈∀ ∈ ∃ = + − ∈ ∈  
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• Το σηµείο του οποίου οι συντεταγµένες του ικανοποιούν όλους τους περιορισµούς 

καλείται εφικτό σηµείο. Ο χώρος των εφικτών σηµείων καλείται εφικτός χώρος ενώ 

βέλτιστο σηµείο αυτό που µας δίνει την βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης. 

 

• εσωτερικό σηµείο συνόλου: εάν υπάρχει ανοικτή σφαίρα (((( )))), , 0x Cε ε∈ ∀ >∈ ∀ >∈ ∀ >∈ ∀ > Ένα 

σηµείο θα καλείται συνοριακό όταν (((( )))) (((( )))), , 0 0, ,G x C G x Cε ε ε ε∃ ∈ ∀ > ∧∀ > ∩ = ∅∃ ∈ ∀ > ∧∀ > ∩ = ∅∃ ∈ ∀ > ∧∀ > ∩ = ∅∃ ∈ ∀ > ∧∀ > ∩ = ∅  

 

• Ακρότατο συνοριακό σηµείο καλείται αυτό που δεν µπορεί αν εκφραστεί ως 

γραµµικό κυρτός συνδυασµός δύο διακεκριµένων σηµείων του συνόλου. 

Όπως έχουµε ήδη παρατηρήσει στα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού οι 

εξισώσεις των περιορισµών µπορούν να γραφούν ως εξής: 

11 1 1 1 1 1

21 1 2 2 2 2

1 1 ,

... ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ...

j j n n n m n m

j j n n n m n m

m mj j mn n m n m n m m

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

+ ++ ++ ++ +

+ ++ ++ ++ +

+ ++ ++ ++ +

+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =

+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =

+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =

 

 

Οι παραπάνω εξισώσεις µπορούν να γραφτούν µε την µορφή πινάκων ως εξής: 

A x b⋅ =⋅ =⋅ =⋅ =  όπου 
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1 1

11 1 1 1

21 2 2 2

1 ,

... ...... ... ... ...

... ...... ... ... ...
, ,

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

j n n m

j n n m

j j

m mj mn m n m n

mn m

x b

a a a a

a a a a
A x b

x b

a a a a x

bx

++++

++++

++++

++++

         
                                         = = == = == = == = =                                                       
                 

, 

Εάν θελήσουµε τώρα να δώσουµε τον πίνακα Α υπό την µορφή ενός διανύσµατος 

θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι
�

1 2, ,..., ,...,j n mA a a a a ++++

    
====     
    

 . Ας θεωρήσουµε τώρα ότι 

κάποιες από τις µεταβλητές που αντιστοιχούν σε ορισµένα από τα n διανύσµατα του 

πίνακα Α ισούται µε µηδέν τότε θα έχουµε ,µια µόνη λύση από τις εναποµείνουσες 

µεταβλητές (βασικές) εάν τα διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα
1
. 

Εάν επιστρέψουµε τώρα στο πρόβληµά µας του γραµµικού προγραµµατισµού όπως 

αυτό αναγράφεται σε τυπική µορφή θα έχουµε ότι 

Όπως έχουµε ήδη πει η κανονική µορφή ενός προβλήµατος γραµµικού 

προγραµµατισµού µπορεί να δοθεί µε την ακόλουθη µορφή: 

 

1 1 2 2

11 1 1 1 1

21 1 2 2 2

1 1

1 2

max ...

... ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ...

, ,..., 0

n n

j j n n

j j n n

m mj j mn n m

n

z c x c x c x

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x x x

= + + += + + += + + += + + +

+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =

+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =

====

+ + + + =+ + + + =+ + + + =+ + + + =

≥≥≥≥

 

 

                                                 
1
 Γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα καλούνται αυτά που ικανοποιούν την παρακάτω σχέση 

1 2

1

0, ... 0
N

i i N

i

a u u u u
====

= = = = == = = = == = = = == = = = =∑∑∑∑  
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Ωστόσο το συγκεκριµένο πρόβληµα µε την εισαγωγή των αρνητικών m στον 

αριθµό περιθωρίων µεταβλητών µπορεί να αποδοθεί ως εξής: 

1 1 2 2

11 1 1 1 1 1

21 1 2 2 2 2

1 1 ,

1 2

max ...

... ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ...

, ,..., 0

n n

j j n n n m n m

j j n n n m n m

m mj j mn n m n m n m m

n

z c x c x c x

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

x x x

+ ++ ++ ++ +

+ ++ ++ ++ +

+ ++ ++ ++ +

= + + += + + += + + += + + +

+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =

+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =

+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =

≥≥≥≥

 

 

Το συγκεκριµένο πρόβληµα µεγιστοποίησης µπορεί να γραφεί χρησιµοποιώντας 

µια ισοδύναµη µορφή και ως: [[[[ ]]]]
max

.  /

     0

T

j

z c x

s t A I x b

x

====

====

≥≥≥≥

. 

Θα πρέπει να παρατηρήσουµε σε αυτό το σηµείο ότι το διάνυσµα x περιέχει και τις 

m περιθώριες µεταβλητές. Ενώ το διάνυσµα των συντελεστών του x  στην αντικειµενική 

συνάρτηση jc  για τις µεταβλητές από 1, 2,...,j n n n m= + + += + + += + + += + + +  έχει µηδενικές τιµές. Με 

βάση το εξής θεώρηµα: 

Θεώρηµα: Το σύνολο των εφικτών λύσεων του προβλήµατος [[[[ ]]]]
max

.  /

     0

T

j

z c x

s t A I x b

x

====

====

≥≥≥≥

 είναι 

κυρτό. 

Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι εάν το πρόβληµα έχει λύση τότε δεν υπάρχει 

σηµείο του χώρου των λύσεων όπου η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι 

µεγαλύτερη από την µέγιστη των τιµών που λαµβάνει στα ακρότατα σηµείου του χώρου 

αυτού. 
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Για να µιλήσουµε για λύση στο παραπάνω πρόβληµα του γραµµικού 

προγραµµατισµού θα πρέπει να προσδιορίσουµε µια λύση τουλάχιστον του πολυέδρου που 

σχηµατίζουν (κυρτό ασφαλώς) του χώρου των εφικτών λύσεων. Έστω ότι έχουµε 

προσδιορίσει την λύση 1x . Για καθαρούς λόγους συµβολισµού και στην προσπάθεια µας 

να θυµίσουµε την έννοια του διανύσµατος θα θέσουµε την λύση ως %
1

x .Πως προκύπτει η 

λύση %
1

x ;  Χρησιµοποιώντας τον περιορισµό [[[[ ]]]]/A I x b====  και θεωρώντας τις 

συντεταγµένες του διανύσµατος Α ως εξής % 1 2( , ,..., )j n ma a a a ++++==== δηλαδή να αποτελούν τα 

στοιχεία της j στήλης του πίνακα [[[[ ]]]]/A I  µπορούµε να διατάξουµε τα στοιχεία του 

διανύσµατος  %x  µε τέτοιον τρόπο ώστε τα πρώτα m στοιχεία να αντιστοιχούν στις m 

βασικές µεταβλητές. Συνεπώς το διάνυσµα  %x  µπορεί να γραφεί ως εξής %

1

1

...

_
0

0
0

...

0

B

n

x

x

x
x

x

    
    
    
    

        
        = == == == =         
             

    
    
    
        

 

µε m-διάστατο το διάνυσµα των µη µηδενικών γραµµών και n-διάστατο των µηδενικών.  

Με την ίδια λογική µπορούµε να διατάξουµε τις στήλες % 1 2( , ,..., )j n ma a a a ++++==== του 

πίνακα [[[[ ]]]]/A I  µε ανάλογο τρόπο. ∆ηλαδή % 1 2, ,..., ,0,...,0j ma a a a A C    = =  = =  = =  = =           . Αρα η 

εξίσωση [[[[ ]]]]/A I x b====  µπορεί να γραφεί εναλλακτικά ως _

0

B
x

A C b

    
      =  =  =  =         
        

. Συνεπώς εάν 
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κάνουµε προσεκτικά τις πράξεις θα έχουµε ότι 0BAx C b+ =+ =+ =+ =  και στην περίπτωση που 

υπάρχει ο αντίστροφος του πίνακα Α θα έχουµε την λύση %
1 1x A b−−−−==== % . 

 

Για να είναι ένα σηµείο %x W∈∈∈∈ ακρότατο σηµείο ενός χώρου W θα πρέπει το 

διάνυσµα %x να αποτελεί µια βασική εφικτή λύση του προβλήµατος [[[[ ]]]]
max

.  /

     0

T

j

z c x

s t A I x b

x

====

====

≥≥≥≥

 

TEXNIKH SIMPLEX-ΕΥΡΕΣΗ Κ-ΚΟΡΥΦΗΣ 

 

Ξεκινάµε από µια κορυφή και πηγαίνουµε σε άλλες. Μετά από κ-επαναλήψεις θα 

έχουµε υπολογίσει τις συντεταγµένες της kx  κορυφής στην οποία η αντικειµενική 

συνάρτηση θα έχει τιµή (((( )))) %
tk k

kz c x====% %  . Έστω ότι %

1

2

...

_
0

0
0

...

0

k

k

k

Bk

m

x

x

x
x

x

    
    
    
    

        
        = == == == =         
                 

    
    
        

 όπου µε επαναδιάταξη 

τοποθετούµε στο τέλος τα µηδενικά στοιχεία. Θα πρέπει να θυµίσουµε ότι το διάνυσµα 

αυτό αντιστοιχεί στις παραµέτρους 1 2 1( , ,..., , ,...., ,.... )k k k k k k

i m m j n ma a a a a a a+ ++ ++ ++ +==== . Προφανώς θα 

µπορούσαµε να γράψουµε και την αντίστοιχη σχέση όπου 
1

m
k k k

i i

i

x a b
====

====∑∑∑∑ . Όπως πράξαµε 

και πριν για την λύση %
1

x  θα µπορούσαµε οµοίως να υπολογίσουµε και λύση για την κ-

κορυφή. Αφού κάθε βασική λύση πρέπει να περιλαµβάνει m βασικές µεταβλητές µια νέα 
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βασική λύση µπορεί να κατασκευασθεί θέτοντας στην βασική εφικτή λύση µιας από τις m 

βασικές µεταβλητές ίση µε το µηδέν και αντικαθιστώντας την µε κάποια από τις µη 

βασικές µεταβλητές. Προφανώς θα πρέπει να απαιτήσουµε η προκύπτουσα βασική λύση 

να είναι εφικτή αλλά και η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης µε την νέα λύση να είναι 

µεγαλύτερη από την τρέχουσα. 

Ας εναλλάξουµε τώρα την θέση µιας βασικής µεταβλητής µε µια µη βασική 

εισάγοντας στην βάση την µεταβλητή k

jx . Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να θυµίσουµε ότι 

σε αυτήν την µη βασική µεταβλητή αντιστοιχεί ένα διάνυσµα %
k

ja . Το διάνυσµα αυτό 

µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός βασικών διανυσµάτων του χώρου µια και 

τα m-διανύσµατα της τρέχουσας βάσης 
1 2( , ,..., )
k k k

ma a a είναι γραµµικά ανεξάρτητα. ∆ηλαδή 

θα µπορούσε να εκφραστεί ως % % %

1

m
k k k

j i ij

i

a a u
====

====∑∑∑∑  µε ένα από τα %
k

iju
2 τουλάχιστον διαφορετικό 

του µηδενός. Εάν %

%

%

%

1

...

...

k

j

k k
j ij

k

mj

u

u u

u

    
    
    
    
====     
    
    
        

 τότε θα µπορούσαµε να έχουµε ότι 

% % % % % %

%

%

%

%

1

1 2

1

...

, ,...,

...

k

j

m
k k k k k k kk k
j i ij m jij

i

k

mj

u

a a u a a a B uu

u

====

    
    
    
        = = == = == = == = =        
    
    
        

∑∑∑∑ 3
 

                                                 
2
 Ο δείκτης i αναφέρεται στο βασικό διάνυσµα ενώ ο j στο µη βασικό διάνυσµα. 

3
 Θυµίζουµε ότι % % %

1 2, ,...,
k k k

ma a a B     ≡≡≡≡
    

λόγω της διαµέρισης του πίνακα A I         . 
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 καθώς % % % %
1 ,..., ,...,

t
k k k k

j j ij mju u u u    ====
    

.  

Ας θεωρήσουµε τώρα µια πραγµατική παράµετρο kτ . Πολλαπλασιάζοντας την 

προηγούµενη σχέση µε την παράµετρο αυτή θα έχουµε ότι % %
k kk k k
j jB u aτ τ==== . Αφαιρώντας τις 

σχέσεις % %
k kk k k
j jB u aτ τ==== %

kk k
BB x b====  θα έχουµε ότι 

% %(((( )))) %

% %(((( )))) % % %(((( )))) % % %(((( )))) % %
1 1 1 2 2 2 .....

k k kk k k k
B j j

k k k k k k k k k kk k k k k
j j m mj m j

B x u a b

x u a x u a x u a a b

τ τ

τ τ τ τ

− + = ⇔− + = ⇔− + = ⇔− + = ⇔

− + − + + − + =− + − + + − + =− + − + + − + =− + − + + − + =
 

Θα πρέπει να τονίσουµε σε αυτό το σηµείο ότι η λύση αυτή είναι µη βασική καθώς 

περιλαµβάνει m+1 µεταβλητές δηλαδή τις τρέχουσες m και την εισερχόµενη µεταβλητή 

k k

jx τ==== . Άρα θα πρέπει να βρούµε kτ  τέτοιο ώστε µια από τις τρέχουσες βασικές 

µεταβλητές να λαµβάνει µηδενική τιµή στην νέα λύση. Επιπλέον για να είναι και εφικτή η 

συγκεκριµένη λύση θα πρέπει 0k k k

m mjx uτ− ≥− ≥− ≥− ≥ . Η περίπτωση όπου η παραπάνω συνθήκη 

παραβιάζεται είναι όταν 0k

mju >>>>  ενώ στην αντίθετη περίπτωση ο εφικτός χώρος είναι µη 

φραγµένος. Μάλιστα σε µη φραγµένο εφικτό χώρο η λύση δύναται να είναι µη φραγµένη. 

Η σχέση που καθιστά την νέα λύση βασική και εφικτή δίνεται ως 

εξής: min , 0
k

k ki
k ij
ij

x
u

u
τ

    
= >= >= >= >    

    
. 

Η συγκεκριµένη λύση προκύπτει εάν εξετάσουµε τα θετικά k

iju  και ισχύουν οι 

περιορισµοί , 0
k

k km
ijk

ij

x
u

u
τ≥ >≥ >≥ >≥ > . Προφανώς θα πρέπει να συναληθεύουν οπότε 
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min , 0 , 0
k k

k k ki i
k kij rj
ij rj

x x
u u

u u
τ

            
= > = >= > = >= > = >= > = >        

            

4. Άρα η νέα βασική λύση k

rx  παίρνει την τιµή 

µηδέν γιατί % % %
%

%

% 0

k
k k k krk
r rj r rjk

rj

x
x u x u

u
τ− = − =− = − =− = − =− = − = . Συνεπώς το σηµείο 

%
%

%

% %
%

%

% %
%

%

%
%

%
1 1 2 2, ,....., ,...0,..., ,0,...)

k k k k
k k k k k kr r r r

j j m mjk k k k

rj rj rj rj

x x x x
x u x u x u

u u u u

                    
                    − − −− − −− − −− − −
                    
                    

 έχει τουλάχιστον n-

µηδενικά στοιχεία. 

 

Κριτήριο Εφικτότητας: 

Το κριτήριο min , 0 , 0
k k

k k ki i
k kij rj
ij rj

x x
u u

u u
τ

            
= > = >= > = >= > = >= > = >        

            
 καλείται κριτήριο 

εφεκτικότητας και προσδιορίζει την τιµή της kτ  η οποία θα µηδενίζει την βασική 

µεταβλητή και θα δίνει ενδεχοµένως µια µη µηδενική τιµή στην µη βασική µεταβλητή. 

 

Παρατηρήσεις: 

1. Στην περίπτωση όπου η kτ  µε την τιµή που παίρνει µηδενίζει δύο ή 

περισσότερες βασικές µεταβλητές ονοµάζεται δεσµός. 

2. Εάν σε µία κορυφή µα ή περισσότερες βασικές µεταβλητές είναι ίσες µε το 

µηδέν τότε αυτή η βασική λύση και κατ’ επέκταση η κορυφή ονοµάζεται εκφυλισµένη. 

3. Εάν δύο ή περισσότερες βασικές µεταβλητές είναι ίσες µε το µηδέν για το 

ίδιο kτ  τότε βγάζουµε µια από τις δύο βασικές µεταβλητές και η κορυφή µας έχει µια 

βασική µεταβλητή ίση µε το µηδέν δηλαδή είναι εκφυλισµένη. 

                                                 
4
 Ο δείκτης r αναφέρεται στην βασική µεταβλητή µε τον ελάχιστο των λόγων. 
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4. Το kτ µπορεί να ισούται µε το µηδέν όταν κάποια βασική µεταβλητή 

ισούται µε το µηδέν και το αντίστοιχο 0k

iju >>>>  

 

 

Υπολογισµός Βέλτιστης λύσης 

 

Ο υπολογισµός της βέλτιστης λύσης γίνεται ως εξής: 

(((( )))) % (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) 1
_

0

k

B
t t tktk K K K k K k

B E B B B k

x

z c x c c c x c B b
−−−−

    
        = ⇔ = == ⇔ = == ⇔ = == ⇔ = =            
        

. Εάν τώρα εισάγουµε 

στην βάση την µεταβλητή που αντιστοιχεί στη θέση ija θα έχουµε ότι 

(((( ))))

(((( ))))

1

1 1 1

1

m m m
k k k k k k k k k k k k k k

i i ij j i i i i j

i i i

t
k k k k k

B ij j

k k k k k

j j

z c x u c c x c x b c

z c u c

z z s c

τ τ τ

τ

τ

++++

= = == = == = == = =

++++

= + + = + + == + + = + + == + + = + + == + + = + + =

    = − − ⇔= − − ⇔= − − ⇔= − − ⇔        

    = − −= − −= − −= − −    

∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑

 

Το κριτήριο αριστότητας όπως προκύπτει από τα παραπάνω δίνεται από την 

τελευταία σχέση 1k k k k k

j jz z s cτ++++     = − −= − −= − −= − −     .  

 

Παρατηρήσεις: 

1. Εάν 0k k

j js c− ≥− ≥− ≥− ≥  τότε η τρέχουσα κορυφή είναι βέλτιστη. 

2. Κάνοµε την υπόθεση ότι υπάρχει  µια βασική µεταβλητή τέτοια ώστε  

0k

iju ≤≤≤≤ . Τότε ο χώρος είναι µη φραγµένος και για αυτή την βασική µεταβλητή έστω ότι το 

αντίστοιχο  0k k

j js c− <− <− <− < . Τότε η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης απειρίζεται. 
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3. Για µια εκφυλισµένη κορυφή το 0kτ ==== και ενδέχεται η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης να είναι η ίδια. Τότε έχουµε το φαινόµενο της ανακύκλωσης 

και η τεχνική Simplex µας παρέχει τις ίδιες κορυφές. 

4. Για να έχουµε µα εναλλακτική βέλτιστη λύση εξετάζουµε κατά πόσον 

υπάρχουν µη βασικές µεταβλητές τέτοιες ώστε να δίνουν 0k k

j js c− =− =− =− =  ενώ για τις υπόλοιπες 

µεταβλητές ισχύει 0k k

j js c− >− >− >− >  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2-ΜΕΘΟ∆ΟΣ SIMPLEX 

 

Ας προχωρήσουµε τώρα στην αναλυτική επίλυση του παρακάτω παραδείγµατος 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 3 5 2

.          2 2 10

             2 4 3 15

             , , 0

z x x x

s t x x x

x x x

x x x

= + −

+ + ≤

+ + ≤

≥

 

 

Ο πίνακας συµπληρώνεται ως εξής: 

 

1. Κάτω από τις µη βασικές µεταβλητές 
1 2 3, ,x x x  οι οποίες ονοµάζονται και µη 

βασικές µεταβλητές είναι οι συντελεστές των µεταβλητών αυτών όπως δίνονται από τους 

περιορισµούς 
1 2 32 2 10x x x+ + ≤  και 

1 2 3 2 4 3 15x x x+ + ≤ . Εν συνεχεία παραθέτω και τις 

περιθώριες µεταβλητές οι οποίες αντιστοιχούν στον µοναδιαίο πίνακα 

4 5      

1 0

0 1

x x

 
 
 

 και θα 
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έχουν την προηγούµενη µορφή. Άρα µετά την προσθήκη των περιθωρίων µεταβλητών οι 

οποίες και βρίσκονται σε πλήρη ταύτιση µε τον αριθµό των περιορισµών το π.γ.π 

διαµορφώνεται ως εξής: 

 

1 2 3 4 5

1 2 3 4

1 2 3 5

1 2 3 4 5

max 3 5 2 0 0          (1)

.          2 2              =10   (2)

             2 4 3          + 15  (3)

             , , , , 0                      (4)

z x x x x x

s t x x x x

x x x x

x x x x x

= + − + +

+ + +

+ + + =

≥

 

 

2. Η στήλη κάτω από το b συµπληρώνεται από την τιµή (-ες) των περιορισµών 

(1) και (2). Επειδή στον περιορισµό (1) έχουµε προσθέσει την περιθώρια µεταβλητή 4x  σε 

αυτήν την µεταβλητή και κάτω από το b θα βάζουµε την αντίστοιχη τιµή του περιορισµού. 

Οµοίως για τον περιορισµό (2) στον οποίο έχει εισέρθει ως περιθώρια η µεταβλητή 
5x  θα 

αντιστοιχίσουµε την τιµή του περιορισµού δηλαδή το 15. Άρα η στήλη θα διαµορφωθεί ως 

εξής: 

b      

10

15

 
 
 

. 

3. Η γραµµή πάνω από τις βασικές µεταβλητές 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  συµπληρώνεται 

από τους αντίστοιχους συντελεστές των µεταβλητών όπως αυτοί παρουσιάζονται στην 

αντικειµενική συνάρτηση 
1 2 3 4 5max 3 5 2 0 0     z x x x x x= + − + +     

            

            

            

       

Συνεπώς θα έχουµε το πρώτο Tableau ως εξής: 
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jc     

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x  θ  

4x  0 10 1 2 2 1 0 5 

5x  0 15 2 4 3 0 1 3,75 

 z  
j js c−  3 5 2 0 0  

 

Αρχικά και όπως ήδη γνωρίζουµε η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι 

µηδέν. Η γραµµή δεξιά του j js c−   

συµπληρώνεται µε βάση τον παρακάτω τύπο  
1T T

j j B j j B j js c c u c c B a c−− = − = − . 

∆ηλαδή για το στοιχείο της γραµµής j js c−  το οποίο βρίσκεται κάτω από την 

µεταβλητή 1x  πολλαπλασιάζουµε κάθε στοιχείο του Bc  µε το αντίστοιχο στοιχείο του 1x  

και τα αποτελέσµατα τα προσθέτουµε µεταξύ τους. Το συγκεκριµένο αποτέλεσµα το 

αφαιρούµε από τον αριθµό που βρίσκεται πάνω από την αντίστοιχη µεταβλητή 1x .Όµοια 

συµπληρώνονται και τα υπόλοιπα στοιχεία που ανήκουν στην γραµµή j js c− .Από όλα τα 

ευρισκόµενα στοιχεία επιλέγουµε αυτό µε την µεγαλύτερη θετική τιµή. Εάν κατά τους 

υπολογισµούς µας όλα τα στοιχεία που ανήκουν στην συγκεκριµένη γραµµή είναι 

µηδενικά ή και µικρότερα του µηδενός τότε έχουµε υπολογίσει της βέλτιστη κορυφή τις 

οποίας οι συντεταγµένες θα δίνονται από τα στοιχεία του Bc . 
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Η στήλη κάτω από το θ συµπληρώνεται ως εξής: Είδαµε ότι το στοιχείο της 

γραµµής µε την τιµή 5 είναι το στοιχείο που επιλεγούµε. Αυτό αντιστοιχεί στην µεταβλητή 

2
x . Η πρώτη τιµή που βρίσκεται κάτω από το θ προκύπτει από την πρώτη τιµή που 

βρίσκεται κάτω από το b   εάν την διαιρέσω µε τον πρώτο αριθµό που βρίσκεται κάτω από 

την µεταβλητή 2x . Οµοίως συνεχίζω µε τις υπόλοιπες και επιλέγω την τιµή µε την 

µικρότερη τιµή. Σε αυτή την φάση αντικαθιστούµε την µεταβλητή που αντιστοιχεί στο 

µεγαλύτερο στοιχείο της γραµµής j js c−  µε την µεταβλητή που αντιστοιχεί στην 

µικρότερη τιµή της στήλης θ. Άρα θα αντικαταστήσουµε την µεταβλητή  5
x  µε την 

µεταβλητή 2
x . Συνεπώς προκύπτει ο παρακάτω πίνακας 

 

 

Συνεχίζουµε µε την ίδια λογική έως ότου στην συγκεκριµένη γραµµή j js c−  

προκύψουν µηδενικές ή και αρνητικές τιµές. Στην συνέχεια ακολουθούν ειδικές 

περιπτώσεις προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού.  

 

  
jc        

Βάση Bx  Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x  θ  

4x  0 2,5 0 0 0,5 1 -0,5 - 

2x  5 3,75 0,5 1 0,75 0 0,25 7,5 

 z  
j js c−  0,5 0 -5,75 0 -1,25  
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ΕΙ∆ΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ Π.Γ.Π 

 

1. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΗ ΦΡΑΓΜΕΝΟ 

 

Στην περίπτωση όπου σε ένα Simplex tableau όλοι οι λόγοι θ που υπολογίζουµε για 

να εκτιµήσουµε το ποια µεταβλητή θα εισέλθει είναι αρνητικοί τότε οδηγούµαστε στο 

συµπέρασµα ότι αυτό δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί. Η τιµή που θα υπολογίσουµε για 

την αντικειµενική µας συνάρτηση θα τείνει στο άπειρο και το πρόβληµα µας 

χαρακτηρίζεται ως µη φραγµένο. 

 

Παράδειγµα 

Να λυθεί το παρακάτω πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min              (1)

.          2 2 2   (2)

             - 7 2 2  (3)

             7 10    (4)

             4 6 2 6  (5)

             , , 0         

z x x x

s t x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

= + −

+ − ≤

− + ≤

+ − ≤

+ − ≤

≥

 

To τελικό Taubleau είναι  

  
jc  -1 -1 1 0 0 0 0  

Βάση  

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x

 6x
 7x  θ  

4x  0 2,5 3/2 -3/2 0 1 1/2 0 0 - 

3x  1 3,75 -0,5 -7/2 1 0 1/2 0 0 7,5 

6x  0  13/2 -5/2 0 0 1/2 1 0  

7x  0  3 -1 0 0 1 0 1  

 z  
j js c−  -0,5 5/2 0 0 -1/2 0 0  
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Οι λόγοι θ είναι όλοι αρνητικοί συνεπώς καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι το 

πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού είναι µη φραγµένο. 

 

2. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕ ΑΠΕΙΡΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

Εάν κάποια βασική µεταβλητή αντιστοιχεί σε Z=0  τότε αύξηση της τιµής αυτής 

δεν αλλάζει την τιµή της αντικειµενικής της συνάρτησης. Υπό την προϋπόθεση µάλιστα 

ότι η λύση είναι µη εκφυλισµένη η εισαγωγή της µεταβλητής αυτής στην βάση θα µας 

οδηγήσει σε τιµή αντικειµενικούς συνάρτησης της ίδιας αξίας οπότε το πρόβληµα θα έχει 

άπειρες λύσεις. Οι άπειρες αυτές λύσεις δύναται να εµφανίζονται µε την µορφή ενός 

γραµµικού συνδυασµού λύσεων. 

 

3. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕ ΕΚΦΥΛΙΣΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

Σε ένα Simplex tableau όταν κάποια (-ες) από την τρέχουσα (-ες) βασική (-ες) 

λύσεις περιέχουν µεταβλητή µε τιµή µηδέν  τότε µπορούµε να µιλήσουµε για εκφυλισµένη 

λύση. Η επίλυση του προβλήµατος µπορεί να συνεχιστεί µε την αντικατάσταση αυτής µε 

µια αυθαίρετη και πάρα πολύ µικρή ποσότητα ε θετική µέχρι το τελικό tableau και 

θέτοντας στην άριστη λύση ε=0. 

 

4. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕ ΠΟΛΛΑΠΛΕΣ ΒΕΛΤΙΣΤΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

  140 100 0 0 0 
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Βάση  

Bx  

Bc  b  
1x  

2x  
3x  

4x  
5x
 

0 80 0 0 1 2 -4 

140 90 1 0 0 3/4 -1/2 

100 20 0 1 0 -1 1 

       

 

Το οποίο µετά τις ανάλογες πράξεις µετατρέπεται στο εξής βέλτιστο τελικό tableau 

   140 100 0 0 0  

Βάση  

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x

 
 

  80 0 0 1 2 -4  

  90 1 0 0 3/4 -1/2  

  20 0 1 0 -1 1  

         

 

 

5. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕ ΜΗ ΕΦΙΚΤΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

  140 100 0 0 0 
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Βάση  

Bx  

Bc  b  
1x  

2x  
3x  

4x  
5x
 

0 500 0 0.75 1 5 0 0 

1 500 1 0.25 0 -5 0 0 

M 100 0 -0.2 0 0 -1 1 

  

 

Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε  η  λύση µας περιλαµβάνει και τεχνητές 

µεταβλητές στην βάση. Αυτό ουσιαστικά δεν είναι δυνατό και έρχεται σε αντίφαση µε τον 

ρόλο των τεχνητών µεταβλητών και συνεπώς η λύση µας χαρακτηρίζεται ως µη εφικτή. 

 

 

 

 

 

 

 

Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ M 

Η υλοποίηση και εφαρµογή της µεθόδου Simplex, αλλά και των Simplex tableau, απαιτεί 

το πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού να είναι στην τυπική µορφή αλλά και την 

ύπαρξη του µοναδιαίου πίνακα µέσα από τις στήλες του πίνακα Α. Στην περίπτωση που 

δεν περιέχεται ο µοναδιαίος πίνακας µέσα στον πίνακα Α χρησιµοποιούµε τεχνητές 

µεταβλητές έτσι ώστε να δηµιουργηθεί ο µοναδιαίος πίνακας. Η εισαγωγή τεχνητών 
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µεταβλητών διευρύνει την εφικτή περιοχή του προβλήµατος. Βλέπουµε ότι µια εφικτή 

λύση στο αναθεωρηµένο πρόβληµα είναι εφικτή λύση και για το αρχικό πρόβληµα αν και 

µόνον αν οι τιµές όλων των τεχνητών µεταβλητών είναι µηδέν. Η Μ-µέθοδος εισάγει τις 

τεχνητές µεταβλητές στην αντικειµενική συνάρτηση µε συντελεστή για κάθε µεταβλητή το 

ПM , όπου M αυθαίρετα πολύ µεγάλος θετικός αριθµός. Η λύση του αναθεωρηµένου 

προβλήµατος πρέπει να είναι της µορφής 
0

x 
 
 

, όπου x οι λύσεις των µεταβλητών του 

αρχικού προβλήµατος και όπου 0 οι λύσεις των τεχνητών µεταβλητών οι οποίες πρέπει να 

είναι 0. 

 

ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ∆ΥΟ ΦΑΣΕΩΝ 

 

Μεγάλο µειονέκτηµα της Μ-µεθόδου ο µη καθορισµός του πόσο µεγάλο πρέπει να είναι το 

Μ, όταν χρησιµοποιούµε ηλεκτρονικό υπολογιστή. Επιλεγούµε το Μ αυθαίρετα µεγάλο το 

οποίο όµως µπορεί να προκαλέσει προβλήµατα ακρίβειας στην υπολογιστική µηχανή 

(σφάλµατα στρογγυλοποίησης). Τα προβλήµατα αυτά µπορούµε να τα αποφύγουµε µε την 

µέθοδο των 2 φάσεων. Στην πρώτη φάση εισάγουµε τις τεχνητές µεταβλητές που 

χρειάζονται για να δηµιουργηθεί ο µοναδιαίος πίνακας. Λύνουµε το βοηθητικό πρόβληµα 

min (τεχνητές µεταβλητές) το οποίο θέλουµε να έχει άριστη λύση µηδέν, δηλαδή, όλες 

οι τεχνητές να είναι µηδέν. Το σύνολο των άλλων µεταβλητών σε αυτή την περίπτωση 

αποτελούν βασική εφικτή λύση για το αρχικό πρόβληµα. Αν το βοηθητικό πρόβληµα έχει 

άριστη λύση θετική, τότε το αρχικό πρόβληµα δεν έχει εφικτή λύση. Στην δεύτερη φάση 

λύνουµε το αρχικό πρόβληµα χρησιµοποιώντας σαν αρχική βασική εφικτή λύση του 
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προβλήµατος την άριστη λύση της 1ης φάσης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΡΙΤΟ 

∆υική Θεωρία 

Κάθε πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού συνδέεται µε εάν άλλο πρόβληµα 

γραµµικού προγραµµατισµού που ονοµάζεται δυικό (dual) ενώ το αρχικό πρωτεύον. Η 

δυική θεωρία παρέχει πληροφορίες κυρίως οικονοµικής φύσεως ενώ είναι διαφωτιστική 
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για την ανάλυση των επιπτώσεων της αλλαγής των παραµέτρων , ,j ijc a b . Επίσης η άριστη 

λύση του δυικού είναι άρρηκτα δεµένη νε την λύση του πρωτεύοντος. 

Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να θυµίσουµε ότι ένα π.γ.π είναι σε κανονική µορφή 

όταν ισχύουν τα παρακάτω: 

1. Είναι πρόβληµα µεγιστοποίησης 

2. Όλοι οι περιορισµοί είναι ανισώσεις της µορφής ≤  

3. όλες οι µεταβλητές είναι µη αρνητικές. 

Σε ορισµένα εγχειρίδια χρησιµοποιείται ρητά ο όρος της ηµικανονικής µορφής και 

την χρήσης του δυικού π.γ.π µέσω αυτής. Θα πρέπει να τονίσουµε ότι σε αυτήν την 

περίπτωση της ηµικανονικής µορφής η συνθήκη 3 αφαιρείται και δεν ισχύει. 

Στην περίπτωση που οι παραπάνω συνθήκες δεν ισχύουν προχωρούµε µέσα από 

στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς σε ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού κανονικής 

µορφής. Οι µετασχηµατισµοί αυτοί περιλαµβάνουν τα παρακάτω: 

1. Την µετατροπή του προβλήµατος µεγιστοποίησης σε ελαχιστοποίησης και 

αντίστροφα. 

2. Την µετατροπή της ανισώσεις της µορφής ≥  µε πολλαπλασιασµό της 

γραµµής της µε (-1). 

3. Την µετατροπή µιας αρνητικής µεταβλητής 
ix  και αντικατάστασης της 

µέσα από την '

i ix x= − . 

4. Την µετατροπή µιας µεταβλητής ελευθέρου πρόσηµου ix R∈  όπως 

αποκαλείται µέσω της ' '' ' '', , 0i i i i ix x x x x= − ≥ . 

Αα θεωρήσουµε το πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού µε την παρακάτω 

µορφή. 
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1 1 2 2

11 1 1 1 1

21 1 2 2 2

1 1

1 2

max ...

... ... ... ....

... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ...

, ,..., 0,

, ,  (i=1,2,...,m, j=1,2,..

n n

j j n n

j j n n

m mj j mn n m

n

j i ij

z c x c x c x

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x x x

c b a

= + + += + + += + + += + + +

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤

≤≤≤≤

+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤

≥≥≥≥

.,n)

 

Ή σε µορφή πινάκων: 

'max

0

c x

Ax b

x

±

≤

≥

  όπου 

 

1 1

11 1 1 1

21 2 2 2

1 ,

... ...... ... ... ...

... ...... ... ... ...
, ,

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

j n n m

j n n m

j j

m mj mn m n m n

mn m

x b

a a a a

a a a a
A x b

x b

a a a a x

bx

++++

++++

++++

++++

         
                                         = = == = == = == = =                                                       
                 

 

Θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι ένα π.γ.π θα µπορεί να µετατραπεί σε δυικό 

µέσω της διαδικασίας. 

 

'max   (Πρωτεύον)

0

c x

Ax b

x

±

≤

≥

       

'min w  (∆υικό)

0

T

b

A w c

w

±

≤

≥

 

 

 

Σε ανοιγµένη τώρα µορφή το δυικό π.γ.π αποδίδεται ως εξής: 
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1 1 2 2

11 1 1 1 1

12 1 2 2 2

1 1

1 2

min ...

... ... ... ....

... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ...

, ,..., 0,

n n

j j m n

j j m n

n jm j mn n m

n

y b w b w b w

a w a w a w c

a w a w a w c

a w w x a w c

w w w

= + + += + + += + + += + + +

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤

≤≤≤≤

+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤

≥≥≥≥

 

 

Παρατηρήσεις 

1. Μια δυική µεταβλητή ορίζεται για κάθε m περιορισµούς του πρωτεύοντος 

π.γ.π. 

2. Ένας δυικό περιορισµός ορίζεται για κάθε n µεταβλητή του πρωτεύοντος 

π.γ.π. 

3. Οι συντελεστές των µεταβλητών ενός δυικού προβλήµατος ισούται µε τους 

συντελεστές της συνδεόµενης µεταβλητής του πρωτεύοντος π.γ.π. 

4. Οι αντικειµενικοί συντελεστές του δυικού π.γ.π ταυτίζονται µε τα δεξιά 

µέλη των περιορισµών του πρωτεύοντος π.γ.π. 

 

Ο παρακάτω πίνακας περιέχει σχηµατικά το µετασχηµατισµό του πρωτεύοντος σε 

δυικό καθώς και την σχέση που υπάρχει µεταξύ τους. 

 

Ο παρακάτω πίνακας περιέχει σχηµατικά το µετασχηµατισµό του πρωτεύοντος σε 

δυικό καθώς και την σχέση που υπάρχει µεταξύ τους. 

 

 

 ΠΡΩΤΕΥΟΝ Π.Γ.Π maximizeZ 

∆ΥΙΚΟ Π.Γ.Π 

minimizeY 

                    
1w  

1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 2 2

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

j j n n

j j n n

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤



Σηµειώσεις Γραµµικού Προγραµµατισµού 

Τµήµα Οικονοµικών Επιστηµών                                                                     ∆ρ.Κουνετάς Η.Κωνσταντίνος 50 

                    jw  

 

                    mw  

        1c≥≥≥≥                jc≥≥≥≥                 nc≥≥≥≥   

 

 

 

 

 

 

Αναλυτικότερα ση σχέση που υπάρχει ανάµεσα σε δυικό και πρωτεύον φαίνεται 

παρακάτω: 

 

ΠΡΩΤΕΥΟΝ ∆ΥΙΚΟ 

Πρόβληµα µεγιστοποίησης  Πρόβληµα ελαχιστοποίησης 

Περιορισµός τύπου  i ≥≥≥≥  Μεταβλητή 0iu ≤≤≤≤  

Περιορισµός τύπου  i ≤≤≤≤  Μεταβλητή 0iu ≥≥≥≥  

Περιορισµός τύπου  =i  Μεταβλητή iu  χωρίς περιορισµό 

Μεταβλητή 0jx ≥≥≥≥  Περιορισµός τύπου j ≥≥≥≥  

Μεταβλητή 0jx ≤≤≤≤  Περιορισµός τύπου j ≤≤≤≤  

Μεταβλητή jx  χωρίς περιορισµό Περιορισµός τύπου j =  

Συντελεστής Αντικειµενικής συνάρτησης Συντελεστής δεύτερου µέλους 

Συντελεστής δεύτερου µέλους Συντελεστής Αντικειµενικής συνάρτησης 

 

Ορισµός: Ένας περιορισµός π.γ.π χαρακτηρίζεται ως δεσµευτικός-

αποτελεσµατικός αν και µόνο εάν η άριστη λύση τον καθιστά ισότητα. Στην αντίθετη 

περίπτωση καλείται χαλαρός. 

 

j περιορισµός του 

δυικού π.γ.π 
j περιορισµός του 

πρωτεύοντος π.γ.π 
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Έστω *x  η βέλτιστη λύση ενός π.γ.π και *w  του δυικού του.  

1. Οι µεταβλητές του ενός π.γ.π που αντιστοιχούν σε χαλαρούς περιορισµούς του 

άλλου είναι µη βασικές µεταβλητές στην βέλτιστη λύση. 

2. Οι µεταβλητές του ενός π.γ.π που αντιστοιχούν σε αποτελεσµατικούς 

περιορισµούς του άλλου είναι  βασικές µεταβλητές στην βέλτιστη λύση. 

3. Εάν σε κάποιο δεσµευτικό περιορισµό του πρωτεύοντος αντιστοιχεί δυική 

µεταβλητή µε τιµή µηδέν στην βέλτιστη λύση του δυικού τότε το πρωτεύον π.γ.π έχει 

άπειρες λύσεις. 

Οικονοµική Ερµηνεία του δυικού προβλήµατος 

 

Γενικότερα θα λέγαµε ότι τα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού 

ασχολούνται µε προβλήµατα κατανοµής περιορισµού αριθµού πόρων σε διαφορετικές 

εναλλακτικές και ανταγωνιστικές δραστηριότητες. Εάν 
ija  είναι η ποσότητα του πόρου i  

για την παραγωγή j  µονάδων, jc  η αύξηση στο µέτρο αποδοτικότητας ζ από την αύξηση 

κατά µία µονάδα της jx  τότε  

1. Το 
ij ja x∑∑∑∑  των περιορισµών (αριστερό µέλος) παριστάνει την συνολική 

ποσότητα πόρων που θα χρησιµοποιηθούν και θα είναι µικρότεροι των διαθέσιµων πόρων 

ib . 

2. Η αντικειµενική συνάρτηση παριστάνει το συνολικό κέρδος 
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Άρα το πρωτεύον π.γ.π µας δείχνει µε ποιον τρόπο θα πρέπει να µεγιστοποιήσουµε  

j

1 j

i
j

1 j

αξία
max προιόν

προιόν

πόρος
. προιόν

προιόν

n

j

n

j

s t

=

=

 
±   

 

 
  
 

∑

∑
        

j

1 j

i
j

1 j

αξία
max προιόν αξία

προιόν

πόρος
. προιόν πόρος

προιόν

n

j

n

j

s t

=

=

 
± ≡  

 

 
≡  

 

∑

∑
 

 

Τι ουσιαστικά µας δείχνει το δυικό; 

Το δυικό  

( )i i

1

i
i

1 j j

max πόρος w

πόρος αξία
. w

προιόν προιόν

n

j

n

j

s t

=

=

±

   
≥      

   

∑

∑
     

j

αξία

προιόν
iw
 
≡   
 

 

Ιδιότητες του ∆υικού Προβλήµατος γραµµικού Προγραµµατισµού 

 

Θεώρηµα1 

Εάν x  µια εφικτή λύση του πρωτεύοντος και w  του δυικού τότε ' 'c x b w≤≤≤≤  

(ασθενής δυικότητα) 

 

Απόδειξη 

Εάν πολλαπλασιάσουµε τον i-περιορισµό του πρωτεύοντος προβλήµατος επί 

0
i

w ≥≥≥≥  δηλαδή 
1 1 1

m n m

i ij j i i

i j i

w a x b w
= = == = == = == = =

≤≤≤≤∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑   και αντίστοιχα τον j-περιορισµό του 

δυικού προβλήµατος µε  0jx ≥≥≥≥  δηλαδή έχοντας 
1 1 1

m n m

i ij j j j

i j i

w a x c x
= = == = == = == = =

≤≤≤≤∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑  και 

συνδυάσουµε τις σχέσεις που έχουµε θα δούµε ότι 
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' '

1 1 1 1

m m n m

j j i ij i i

i i j i

c x c x w a x b w b w
= = = == = = == = = == = = =

= ≤ ≤ == ≤ ≤ == ≤ ≤ == ≤ ≤ =∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑  

Θεώρηµα 2 

Εάν %x  µια εφικτή λύση του πρωτεύοντος και �w  του δυικού  έτσι ώστε 

� % �' 'z c x b w= == == == =  τότε τα %x  και �w  είναι άριστες λύσεις των Π και ∆ αντίστοιχα  

Απόδειξη 

 

Εάν x  µια εφικτή λύση του πρωτεύοντος και w  του δυικού τότε θα έχουµε ότι 

� % %' ' ' 'max{ : ,  εφικτή λύση Π}  'αριστη λύση του Πc x b w c x c x x x≤ = = ⇒≤ = = ⇒≤ = = ⇒≤ = = ⇒  και  

% � �' ' ' 'min{ : ,  εφικτή λύση D}  'αριστη λύση του Db w c x b w c x x w≥ = = ⇒≥ = = ⇒≥ = = ⇒≥ = = ⇒  

 Εποµένως µπορούµε να συνοψίσουµε αυτά που έχουµε αποδείξει στο παρακάτω 

διάγραµµα και να ισχυριστούµε ότι κάθε τιµή της Α.Σ του προβλήµατος ελαχιστοποίησης 

είναι άνω φράγµα της Α.Σ του προβλήµατος µεγιστοποίησης και αντίστροφα. Οι άριστες 

αυτές λύσεις είναι τα καλύτερα φράγµατα που υπάρχουν. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Μη εφικτή περιοχή 

(Μη εφικτές υπέρ-

άριστες λύσεις) 

Άριστη Λύση 

εφικτή περιοχή 

(εφικτές µη βέλτιστες 

λύσεις) 

 

z%  

Μ
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το

π

οί

η

σ
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Θεώρηµα 3 

Εάν το πρωτεύον π.γ.π είναι µη φραγµένο τότε το δυικό του δεν έχει εφικτές 

λύσεις. 

 

Απόδειξη 

Ας θεωρήσουµε ως xG  το σύνολο των εφικτών λύσεων του πρωτέυοντος 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού και wG  του δυικού του και έχοντας ότι το 

πρωτεύον πρόβληµα είναι µη φραγµένο δηλαδή 'max{ : }xc x x G∈ = ∞∈ = ∞∈ = ∞∈ = ∞ . Εάν υποθέσουµε 

ότι το δυικό πρόβληµα έχει µια λύση εφικτή w  τότε από το θεώρηµα 2 θα ισχύει ότι 

' 'b w c x≥≥≥≥  και µε βάση το γεγονός ότι 'max{ : }xc x x G∈ = ∞∈ = ∞∈ = ∞∈ = ∞  θα έχουµε ότι 'b w = ∞= ∞= ∞= ∞  που 

είναι όµως άτοπο. 

(Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα). 

Θεώρηµα 4 

Μη εφικτή περιοχή 

(Μη εφικτές υπέρ-άριστες 

λύσεις) 

 

%u  

εφικτή περιοχή 

(εφικτές µη βέλτιστες 

λύσεις) 

 

Ε

λ

αχ

ισ

το

π

οί

η

σ

η 
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Εάν το δυικό πρόβληµα δεν έχει εφικτές λύσεις τότε το πρωτεύον είτε δεν έχει 

εφικτές λύσεις είτε είναι µη φραγµένο. 

Θεώρηµα ∆υισµού 

Εάν το πρωτεύον π.γ.π έχει άριστη λύση τότε το δυικό του έχει άριστη λύση και 

µάλιστα οι τιµές των αντικειµενικών του συναρτήσεων είναι ίσες. ( Gale, Kuhn and 

Tucker, 1950).  

Για παράδειγµα έως θεωρήσουµε το παρακάτω πρόβληµα γραµµικού 

προγραµµατισµού   µε άριστη λύση (((( ))))1/ 5,0, 21/ 5,9 / 5x ==== . Να υπολογίσουµε την λύση 

του δυικού του προβλήµατος. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ΥΙΚΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ SIMPLEX 

 

Τα δύο προβλήµατα το δυικό αλλά και το πρωτεύον ως προβλήµατα γραµµικού 

προγραµµατισµού µπορούν αν επιλυθούν µε την µέθοδο SIMPLEX όπως αυτή έχει 

αναπτυχθεί στο παρόν µάθηµα. Μάλιστα επειδή στο τελικό Tableau των λύσεων ενός 
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προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού περιέχεται και η λύση του άλλου προβλήµατος 

συνηθίζεται να επιλύετε όποιο πρόβληµα φαίνεται να έχει την ευκολότερη λύση. 

Επιπρόσθετα θα πρέπει να τονίσουµε το γεγονός ότι κάθε βήµα στην διαδικασία Simplex 

συνδέεται µε ένα ανάλογο βήµα στην επίλυση του αντίστοιχου δυικού προβλήµατος  

δηλαδή επιφέρει και την λύση του άλλου στην δική του διάσταση. 

Η γενική ιδέα της µεθόδου SIMPLEX υποστηρίζει ότι αρχίζουµε µε µία βάσει λύση 

του πρωτεύοντος π.γ.π η οποία παρεµπιπτόντως αντιστοιχεί σε µια βασική µη εφικτή λύση 

του δυικού. Με βάση την συγκεκριµένη τεχνική βελτιώνουµε βαθµιδόν την λύση αυτή 

διατηρώντας την εφικτότητα στο πρωτεύον και φτάνουµε στη άριστη λύση όταν επιτύχει 

εφικτότητα και στο δυικό. Στην δυική µέθοδο SIMPLEX αρχίζουµε µε µια βασική µη 

εφικτή λύση του πρωτεύοντος π.γ.π (υπεράριστη λύση) και συνεπώς η αντίστοιχη δυική 

είναι εφικτή. Η πρώτη βασική λύση εφικτή για το πρωτεύον είναι η άριστη του. 

Συνεπώς η δυική µέθοδος SIMPLEX επιλύει το δυικό πρόβληµα πάνω στα tableau 

του πρωτεύοντος και µετακινούµαστε από µια βασική εφικτή λύση του δυικού σε µία 

καλύτερη βασική εφικτή λύση. 

 

 

 

 

 

 

 

 

εφικτή περιοχή 

πρωτεύοντος 

(εφικτές µη βέλτιστες 

λύσεις) 

 

z%  

Π 
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ SIMPLEX 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ΥΙΚΟΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ SIMPLEX 

Θεώρηµα 5 

Έστω 
' ' 1w c B−−−−==== . Εάν 0,i iz c i− ≥ ∀− ≥ ∀− ≥ ∀− ≥ ∀  η λύση w  είναι µια βασική εφικτή λύση 

του δυικού προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού. 

 

Παράδειγµα  

Αντίστοιχη λύση ∆υικού 

(µη εφικτή, υπεράριστη) 

 

%u  

∆ 

λύση πρωτεύοντος 

(Μη εφικτές υπέρ-

άριστες λύσεις) 

%u  

Αντίστοιχη λύση δυικού 

(εφικτές µη βέλτιστες 

λύσεις) 

 

εφικτή περιοχή 

Πρωτεύοντος 

z%  

Π 

∆ 

εφικτή περιοχή 

∆υικού 
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∆ίνεται το παρακάτω πρόβληµα µεγιστοποίησης 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

3 4

max 2 3 2

.            2 2 8

               6

               2 3 3

z x x x x

s t x x x x

x x x

x x

= − + += − + += − + += − + +

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =

+ + =+ + =+ + =+ + =

− =− =− =− =

 µε άριστη λύση % [[[[ ]]]]1/ 5,0, 21/ 5,9 / 5x ==== . Ποια η 

άριστη λύση του δυικού; 

 

Λύση 

 

Το δυικό πρόβληµα έχει την εξής µορφή

1 2 3

1

1 3

1 2 3

1 2 3

min 8 6 3

.            2

               2w 3

               w 2 1

               2w 3 2

y w w w

s t w

w

w w

w w

= + += + += + += + +

≥≥≥≥

+ ≥ −+ ≥ −+ ≥ −+ ≥ −

+ + ≥+ + ≥+ + ≥+ + ≥

+ − ≥+ − ≥+ − ≥+ − ≥

. Η  

‘άριστη  

 

λύση του δυικού προκύπτει ως εξής 

1

1 2 3

1 2 3

 2

 w 2 1

 2w 3 2

w

w w

w w

====

+ + =+ + =+ + =+ + =

+ − =+ − =+ − =+ − =

οπότε � [[[[ ]]]]2, 7 / 5,1/ 5w = −= −= −= −  

Άσκηση 

Εάν µια µεταβλητή  του πρωτεύοντος προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού 

είναι ελεύθερη πρόσηµου τότε ο αντίστοιχος δυικός µετασχηµατισµός έχει την µορφή 

εξίσωσης 
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max

0

0

ελεύθερη προσήµου

ύρωτε ονΠ

≥

≤

�  

min

0

0

∆υικό

≥

≤

=

 

 

 

 

 

 

 

 

 

max

0

0

Πρωτεύον

≥

≤

=

�   

min

0

0

∆υικό

ελεύθερη προσήµου

≥

≤

 

 

 

 

 

Θεώρηµα Συµπληρωµατικού Περιθωρίου 

Εάν στο ένα πρόβληµα ένας περιορισµός του είναι αδρανής η αντίστοιχη 

µεταβλητή του άλλου προβλήµατος είναι µηδέν και επίσης εάν µια  µεταβλητή είναι θετική 

τότε ο αντίστοιχος περιορισµός του άλλου είναι ενεργός (έχει την µορφή εξίσωσης). 

ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΣ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ 
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Άσκηση 1 

 

Να λυθεί το παρακάτω πρόβληµα 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

max 5 12 4

2 5

2 3 2

, 0

z x x x

x x x

x x x

x x

= + +

+ + ≤

− + =

≥

 

 

ΛΥΣΗ 

 

Οι µεταβλητές 1 2,x x  αντιστοιχούν σε ανισοτικό περιορισµός του τύπου ≥άρα στο 

περιορισµό που προκύπτει από το εσωτερικό γινόµενο παίρνουµε ≥ . Η µεταβλητή 3x είναι 

ελεύθερη προσήµου και τότε στον περιορισµό που προκύπτει από το εσωτερικό γινόµενο 

παίρνουµε ισότητα. Το εσωτερικό γινόµενο προκύπτει ως εξής: 

1 1 1

1 1 1

1 2 1
, ,

2 1 3

w w w

w w w

          
× × ×          −          

 

Άρα  

1 2 3 3

1 2 3 3

1 2 3 3

1 2 3 3

1 2 3 3

max 5 12 4 4

2 5

2 3 3 2

2 3 3 2

, , , 0

z x x

x x

x x

x x

x x

σ ρ

σ ρ

σ ρ

σ ρ

σ ρ

= + + −

+ + − ≤

− + − ≥

− + − + ≤ −

≥

 

 

Θεώρηµα: Μια εφικτή λύση του ενός προβλήµατος θέτει ένα φράγµα στην 

βέλτιστη λύση του άλλου. 
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Θεώρηµα: Έστω * *,w x  δύο εφικτές λύσεις του πρωτεύοντος και του δυικού 

προβλήµατος για τις οποίες ισχύει * *,y z . Τότε οι λύσεις αυτές είναι αντίστοιχα βέλτιστες 

και για τα δύο προβλήµατα. 

 

Άσκηση 2 

 

∆ίνεται το παρακάτω πρόβληµα 

1 2 3 4 5 6

1 3 4 6 7

1 2 3 4 6

3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

max 4 30 11 2 3

2 6 2 3 20

4 7 3 10

5 3 6

, , , , , , 0

z x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x x x

= − − + + −

− + + − + =

− + + + − =

− + + + =

≥  

µε βέλτιστο tableau 

1. Ποια η αρχική βάση; 

2. Ποιος ο αντίστροφος πίνακας της βέλτιστης λύσης; 

3. Ποιο το δυικό πρόβληµα 

 

Λύση 

Η αρχική βάση είναι η Ο αντίστροφος της βέλτιστης λύσης δίνεται ως 
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( ) 1
*

1/12 7 / 24 1/ 24

1/ 6 1/12 5 /14

1/ 2 1/ 4 1/ 4

B
−

− 
 = − 
 − 

 

 

Ενώ το δυικό δίνεται ως  

1 2 3 4 5 6

1 3 4 6 7

1 2 3 4 6

3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

max 4 30 11 2 3

2 6 2 3 20

4 7 3 10

5 3 6

, , , , , , 0

z x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x x x

= − − + + −

− + + − + =

− + + + − =

− + + + =

≥  

Άσκηση 3 

Να λυθεί το παρακάτω πρόβληµα 

1 2 3

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3

max 5 2 3

5 2

5 6

, , 0

z x x x

x x x b

x x x b

x x x

= + +

+ + ≤

− − ≤

≥  

µε βέλτιστο tableau 

 

  
jc        

Βάση Bx  Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x  θ  

1x  5 30 1 b  2 1 0  

5x  0 10 0 c  -8 -1 1  

 z  0 a  7 d  e   

 

 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΕΥΑΙΣΘΗΣΙΑΣ 
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Η ανάλυση ευαισθησία µελετά την µεταβολή της άριστης λύσης ενός προβλήµατος 

γραµµικού προγραµµατισµού όταν αλλάξουν µερικά από τα αρχικά δεδοµένα του. Πιο 

συγκεκριµένα έχει νόηµα να εξετάζουµε ξεχωριστά τις παρακάτω περιπτώσεις 

 

1. ∆ιαταραχή-Μεταβολή των συντελεστών κόστους jc . 

2. ∆ιαταραχή-Μεταβολή των σταθερών όρων ib . 

3. ∆ιαταραχή-Μεταβολή των συντελεστών του συστήµατος τω περιορισµών 

ija . 

4. Προσθήκη ή αφαίρεση µεταβλητών. 

5. προσθήκη ή αφαίρεση περιορισµών. 

 

Ας θεωρήσουµε το παρακάτω πρόβληµα µεγιστοποίησης 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 5 12 4

.            2 5

               2 2

               , , 0

z x x x

s t x x x

x x x

x x x

= + += + += + += + +

+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤

− + =− + =− + =− + =

≥≥≥≥

 

 

το οποίο κατά την λύση του παράγει το παρακάτω βέλτιστο tableau. 

  
jc       

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x  

 

2x  12 8/5 0 1 -1/5 2/5 -1/5 
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1x  5 9/5 1 0 7/5 1/5 2/5 

 z   0 0 -3/5 -29/5 -Μ-2/9 

 

Θα πρέπει σε αυτό το σηµείο να παρατηρήσουµε ότι ο αντίστροφος της βέλτιστης 

βάσης είναι αυτός που αρχικά ήταν ο µοναδιαίος πίνακας απο τα στοιχεία κατω απο τις 

µεταβλη΄τες 4 5,x x
 

(((( )))) 1
*

2 / 5 1/ 5

1/ 5 2 / 5
B

−−−− −−−−    
====     
    

 

 

∆ιαταραχή του σταθερού όρου Bc  

Μια µεταβολή του Bc  συνεπάγετια και µεταβολή της αριστότηας εάν θυµηθούµε 

ότι εισέρχεται στον τύπο 
1T

j j B j js c c B a c−−−−− = −− = −− = −− = − . Η µεταβολή λοιπον µας προσφέρει µια 

επιπλέον λορυφή η οποία είναι πιθανόν να µην είναι πλεον εφικτή και συνεπώς και 

βέλτιστη. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια διαταραχή του 

διανύσµατος κόστους [[[[ ]]]]1 22, 4Bc c c= = − == = − == = − == = − = . Προφανώς µε βάση την µέθοδο SIMPLEX 

θα πρέπει να προχωρήσουµε αφού αντικαταστήσουµε στο τελικό tableau τις τιµές των 

διανυσµάτων κόστους στον υπολογισµό των 'jk s . 

 

  
jc        

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x  θ
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2x

 

4 8/5 0 1 -1/5 2/5 -1/5  

1x

 

-1 9/5 1 0 7/5 1/5 2/5  

 z   0 0 -3/5 -29/5 -Μ-2/9  

 

Στην περίπτωση όπου δεν έχουµε άριστη λύση προχωρούµε κανονικά στην επίλυς 

τους π.γ.π όπως γνωρίζουµε. 

 

∆ιαταραχή του σταθερού όρου ib  

Ας θεωρήσουµε bb b δ$ = += += += +  που ικανοποιεί το κριτήριο της αριστότητας. Η 

συγκερκιµένη λύση θα πρέπει να είναι και εφικτή συνπώς θα πρέπει να ισχύει ότι 

� 1 1 1

B bx B b B b B δ− − −− − −− − −− − −= = += = += = += = + . Αρα 
�

1

m

B B b i

i

x x δ β
====

= += += += +∑∑∑∑  καθώς 

1

1

1

.
,..., ,... ,

b

i m b

bm

B

δ

β β β δ

δ

−−−−

    
    
    = == == == =             
    
        

. 

 

Εάν τώρα γυρίσουµε στο παράδειγµα µας θα δούµε ότι αλλάζοντας την συνθήκη 

των διαθέσιµων πόρων κατά 
10

2
ib
    
====     −−−−    

 επιβάλλεται απο την πλευρά µας να 
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υπολογίσουµε τις νέες τιµές 
�*

2 / 5 1/ 5 10 22 / 5

1/ 5 2 / 5 2 6 / 5
ib

−−−−                    
= == == == =                    −−−−                    

 οπότε µπορούµε ν 

έχουµε και τις βασικές λύσεις 
12 / 5 22 / 5

0
5 6 / 5

z$
            
= >= >= >= >            
            

 και να ελέγχουµε εάν 

ιακνοποιύν τις ανάλογες συνθήκες. 

 

∆ιαταραχή του σταθερού όρου ija  

 

Στην περίπτωση αυτή αλλάζει ο πίνακας  ijA a====   των περιορισµών µε 

αποτέλεσµα να υπεισέρχονται και αλλαγές στο βέλτιστο tableau.Για παράδειγµα στην 

περίπτωση όπου προσθέτουµε δύο µεταβλητές µε 6 73, 4c c= = −= = −= = −= = −  και αντίστοιχα 

διανύσµατα 
� [[[[ ]]]] � [[[[ ]]]]' '

6 74 1 , 0 3x x= == == == = .  

Υπολογίζουµε τώρα 

 

�� �

�� �

1

6 6

1

7 7

2 / 5 1/ 5 4 7 / 5

1/ 5 2 / 5 1 6 / 5

2 / 5 1/ 5 0 3/ 5

1/ 5 2 / 5 3 6 / 5

x B x

x B x

−−−−

−−−−

−−−−                    
= = == = == = == = =                    

                    
− −− −− −− −                    

= = == = == = == = =                    
                    

 

 

τις οποίες και προσθέτουµε στην βάση 

 

  
jc       
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Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  

2x  
3x  

4x  
5x  6x  7x  θ  

2x

 

4 8/5 0 1 -1/5 2/5 -1/5 7/5 -3/5  

1x

 

-1 9/5 1 0 7/5 1/5 2/5 6/5 6/5  

 z        

 

Από αυτό το σηµείο και µετά η διαδικασία είναι γνωστή. 

 

Προσθήκη ή αφαίρεση µεταβλητών 

 

Πρόκειται για ειδική περίπτωση της προηγούµενης µεταβολής. Θεωρητικά κάθε 

νέα µεταβλητή που εισάγεται σε ένα π.γ.π θα µπορούσε να θεωρηθεί ότι υπήρχε και 

προηγούµενα στο αρχικό π.γ.π µε όλους τους συντελεστές της ίσο µε µηδέν. Οµοίως και 

κάθε µεταβλητή που αφαιρείται µε την ίδια λογική θα µπορούσε να θεωρηθεί ότι υπάρχει 

στο παρόν π.γ.π. Αρα για τις µή βασικές µεταβλητές διαγράφουµε την αντίστοιχη στήλη 

του tableau ενώ για τις βασικές πρέπει να βγάλουµε απο την βάση τις αντίστοιχε στήλες 

και µετά να τις διαγράψουµε. 
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ΤΜΗΜΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΩΝ 

ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 

 

 

ΠΑΝΕΠΙΣΤHΜΙΟ ΠΑΤΡΩΝ 

 

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 

ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η Επιχειρησιακή Έρευνα, Operational Research είναι επιστηµονικός κλάδος που 

ασχολείται µε την ανάπτυξη µαθηµατικών µοντέλων για την περιγραφή συστηµάτων και 

διαδικασιών µε κύριο σκοπό την αριστοποίηση (βελτιστοποίησης) τους και τη λήψη 

αποφάσεων. Θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι  ασχολείται µε τη µελέτη συστηµάτων 

ως µαθηµατικά µοντέλα.  

Ο όρος Επιχειρησιακή Έρευνα χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά στις αρχές του 

∆ευτέρου Παγκοσµίου Πολέµου και αποδόθηκε στην οργάνωση στρατιωτικών 

δραστηριοτήτων Μεγάλης Βρετανίας καθώς οι ανάγκες κατανοµής του υπάρχοντος 

δυναµικού, ανθρώπινου και υλικού, σε µια µεγάλη ποικιλία στρατιωτικών επιχειρήσεων 

αποτέλεσε κύριο πραγµατικό και µετέπειετα ερευνητικό ζήτηµα για πολλούς επιστήµονες 

απο διαφορετικές ειδικότητες. Μάλιστα Μετά τον Β’ Παγκόσµιο Πόλεµο καθιερώθηκε ως 

νέο επιστηµονικό πεδίο και αναπτύχθηκε ραγδαία κυρίως στις ΗΠΑ ενώ τις δεκαετίες του 

1950 και 1960 αναπτύχθηκαν οι περισσότεροι αλγόριθµοι και µέθοδοι που 

χρησιµοποιούνται ακόµα και σήµερα.. 

Η αποτελεσµατικότητα του νέου κλάδου προσέλκυσε το ενδιαφέρον της 

βιοµηχανίας. Από την άλλη πλευρά, η πρόοδος των Η/Υ προκάλεσε και ταυτόχρονη 

ανάπτυξη της Επιχειρησιακής Έρευνας σε πολλά επίπεδα. Τα προβλήµατα είναι πλέον 

τόσο µεγάλα σε πλήθος δεδοµένων που είναι αδύνατη η εκτέλεση τον απαιτούµενων 

υπολογισµών µε το χέρι. Ποιο συγκεκριµένα οι µεταβολές στο οικονοµικό και 

επιχειρησιακό περιβάλλον, η αύξηση της πολυπλοκότητας της µεταβλητότητας καθώς και 

της αλληλεξάρτησης των διαφόρων φαινοµένων και οι ανάγκες υποστήριξης για σφαιρική 
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προσέγγιση προβληµάτων, για συστηµατική ανάλυση και λήψης αποφάσεων συµβάλλει 

στην χρησιµοποίηση της επιχειρησιακής έρευνας ως ένα απαραίτητο εργαλείο. 

 

 

Οι κατηγορίες µεθόδων της Επιχειρησιακής Έρευνας που καταγράφονται στην 

βιβλιογραφία παρουσιάζονται παρακάτω: 

• Μαθηµατικός Προγραµµατισµός 

• ∆ένδρα αποφάσεων (Decision trees) 

• Πολυκριτηριακή Ανάλυση (Multiple Criteria Decision Analysis) 

• Ανάλυση δικτύων (Network flows, PERT, CPM) 

• ∆ιαχείριση αποθεµάτων (Inventory control, EOQ) 

• Γραµµές αναµονής (Queuing theory) 

• Στοχαστικές ∆ιεργασίες (Stochastic Processes) 

• Θεωρία παιγνίων (Game theory) 

• Προσοµοίωση (simulation) 

 

Τα στάδια που ακολουθούνται στην αντιµετώπιση ενός προβλήµατος 

Επιχειρησιακής Έρευνας είναι τα εξής: 
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• Αναγνώριση και διατύπωση του προβλήµατος 

• Κατασκευή µαθηµατικού µοντέλου 

• Εύρεση της λύσης του µοντέλου 

• Έλεγχος του µοντέλου και της λύσης 

• Εφαρµογή της τελικής λύσης 

Τα τρία πρώτα στάδια συχνά αναφέρονται και σαν µοντελοποίηση του 

προβλήµατος. Το µαθηµατικό µοντέλο ενός προβλήµατος περιλαµβάνει: 

• Τις µεταβλητές (µεταβάλουµε για να πετύχουµε το στόχο) 

• Τις παραµέτρους (Τεχνολογικοί συντελεστές) 

• Τους περιορισµούς (ή συνθήκες) - µορφή ανισοτήτων 

• Τον αντικειµενικό στόχο (ή αντικειµενική συνάρτηση) δεν είναι πάντα 

µοναδικός αλλά µπορεί να αποτελείται από επί µέρους στόχους 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΡΩΤΟ 

Βασικές Έννοιες Γραµµικού  Προγραµµατισµού 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός αποτελεί ενα ξεχωριστό µέρος της επιχειρησιακής 

έρευνας. Κύριος στόχος του γραµµικού προγραµµατισµού η µεγιστοποίηση ή 

ελαχιστοποίηση γραµµικών πραγµατικών συναρτήσεων κάτω από ορισµένους 

περιορισµούς για τις µεταβλητές που αποτελεούν το πρόβληµα. Πιο συγκεκριµένα επειδή 

τα συνήθη προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού ασχολούνται µε καταστάσεις όπου 

ένας αριθµός πηγών, όπως άνθρωποι, υλικά, µηχανές και ακίνητα τα οποία είναι διαθέσιµα 

πρέπει να συνδυαστούν για να παραχθούν  ένα ή περισσότερα προϊόντα. κύριος σκοπός 

του γραµµικού προγραµµατισµού είναι από όλες τις δυνατές κατανοµές των πηγών  να 

υπολογίσουµε εκείνη ή εκείνες οι οποίες µεγιστοποιούν ή ελαχιστοποιούν µια αριθµητική 

ποσότητα όπως το κέρδος ή το κόστος ή το χρόνος δεδοµένου ότι στην εκάστοτε 

διαδικασία παραγωγής οι πηγές αυτές υπόκεινται σε περιορισµούς όπως στην συνολική 

ποσότητα των διαθέσιµων πηγών, τον αριθµό κάθε προϊόντος που παράγεται, τον αριθµό 

κάθε προϊόντος που διατίθεται κ.λ.π. Μάλιστα αρκετοί ερευνητές χρησιµοποιούν τον 

γραµµικό προγραµµατισµό για τη προσέγγιση προβληµάτων κατανοµής περιορισµένων 

πόρων ή µέσων σε εναλλακτικές και ανταγωνιστικές µεταξύ τους δραστηριότητες κατά τον 

καλύτερο δυνατό τρόπο (π.χ resource allocation problem). Ενδεικτικά παραδείγµατα 

γραµµικού προγραµµατισµού περιλαµβάνουν: 

• Την κατανοµή σε διάφορες παραγωγικές διαδικασίες του εργατικού δυναµικού, 

του τεχνολογικού εξοπλισµού και των πρώτων υλών. 

• Την κατανοµή του κεφαλαίου σε διάφορα επενδυτικά σχέδια. 
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• Τον προγραµµατισµός της διακίνησης των προϊόντων µιας επιχείρησης προς τους 

πελάτες της. 

• Την κατανοµή υδατικών πόρων σε διάφορες ανταγωνιστικές χρήσεις. 

Το επιδιωκόµενο αποτέλεσµα αυτών των αποφάσεων µπορεί να αφορά τη µεγιστοποίηση 

του συνολικού κέρδους από πωλήσεις, την ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους 

παραγωγής, την ελαχιστοποίηση των αρνητικών επιπτώσεων στο περιβάλλον, κ.λ.π. 

Τα κύρια στοιχεία  που χρησιµοποιούνται, γενικά, σε ένα πρόβληµα γραµµικού 

προγραµµατισµού είναι τα εξής: 

• Μεταβλητές απόφασης: x1, x2 ,... xN : Ν ανταγωνιστικές δραστηριότητες 

• Περιορισµοί: b1, b2,... bΜ: Μ διαθέσιµοι πόροι (∆εξιά σκέλη περιορισµών) 

f1(xi), f2(xi),... fΜ(xi): ρυθµός κατανάλωσης των πόρων στις ανταγωνιστικές 

δραστηριότητες (Μ γραµµικές συναρτήσεις των µεταβλητών απόφασης) 

• Τεχνολογικοί συντελεστές: aij: παράµετροι που χαρακτηρίζουν τη σχέση 

κάθε µεταβλητής απόφασης i µε τον περιορισµό j. 

• Αντικειµενική συνάρτηση f(xi): Επικεντρώνεται στον στόχος της απόφασης 

της γραµµικής συνάρτησης των µεταβλητών απόφασης (µεγιστοποίηση-ελαχιστοποίηση). 

Συνεπώς ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού αποτελείται από µια 

αντικειµενική συνάρτηση και από ένα σύνολο περιορισµών. Η αντικειµενική συνάρτηση 

εκφράζει το στόχο που επιχειρείται να µεγιστοποιηθεί ή να ελαχιστοποιηθεί και είναι µια 

σχέση µεταξύ µιας ή περισσοτέρων µεταβλητών που ονοµάζονται µεταβλητές απόφασης. 

Οι περιορισµοί (δυναµικότητας, διαθεσιµότητας πόρων, τεχνολογίας, κ.λ.π.) εκφράζουν 

τους περιορισµούς του περιβάλλοντος στο οποίο αναπτύσσεται η δραστηριότητα. Κάθε 

συνδυασµός τιµών που µπορούν να λάβουν οι µεταβλητές απόφασης ονοµάζεται λύση του 
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προβλήµατος. Όταν οι τιµές αυτές ικανοποιούν τους περιορισµούς του προβλήµατος, η 

λύση ονοµάζεται εφικτή λύση 

 

Βασικοί Ορισµοί Π.Γ.Π 

 

Λύση του προβλήµατος Γραµµικού Προγραµµατισµού είναι κάθε λύση του 

συστήµατος bxA ≥=≤ ,, , δηλαδή κάθε διάνυσµα x* που ικανοποιεί το σύστηµα αυτό. 

∆υνατή (ή εφικτή) λύση του προβλήµατος Γραµµικού Προγραµµατισµού είναι 

κάθε λύση του συστήµατος, δηλαδή κάθε διάνυσµα x* που ικανοποιεί τους περιορισµούς 

x≥0. 

Βέλτιστη δυνατή λύση (βέλτιστη λύση) του προβλήµατος Γραµµικού 

Προγραµµατισµού είναι κάθε λύση αυτού, που µεγιστοποιεί (ή ελαχιστοποιεί) την 

αντικειµενική συνάρτηση. 

Βάση του συστήµατος (ή βάση) είναι ο πίνακας m×m, που προκύπτει από τον 

πίνακα Α του συστήµατος, και έχει m γραµµικά ανεξάρτητες στήλες. Οι m µεταβλητές που 

αντιστοιχούν στις στήλες µιας βάσεως, λέγονται βασικές µεταβλητές ως προς τη βάση 

αυτή.Οι υπόλοιπες (n-m) µεταβλητές που αντιστοιχούν στις (n-m) στήλες του πίνακα Α 

που δεν περιλαµβάνονται στη βάση λέγονται µη - βασικές µεταβλητές. 

Βασική εφικτή λύση ενός συστήµατος γραµµικών αλγεβρικών εξισώσεων ως προς 

µια βάση Αι, είναι µια εφικτή λύση αυτού, που έχει το πολύ όλες τις βασικές µεταβλητές, 

ως προς τη βάση αυτή, διάφορες του µηδενός (θετικές) και όλες τις µη βασικές µεταβλητές 

ίσες µε το µηδέν. 
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Ωστόσο οι παραπάνω βασικές, εφικτές ή µη λύσεις ή και απλά οι λύσεις ενός 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού ακολουθούν τις παρακάτω ιδιότητες: 

1. Ο αριθµός των βασικών εφικτών λύσεων ενός συστήµατος γραµµικών 

αλγεβρικών εξισώσεων, που ικανοποιεί τις προαναφερόµενες προϋποθέσεις, είναι 

πεπερασµένος  

2. Το σύνολο των εφικτών λύσεων ενός προβλήµατος Γραµµικού 

Προγραµµατισµού είναι κυρτό κλειστό σύνολο. 

3. Κάθε βασική εφικτή λύση ενός προβλήµατος Γραµµικού Προγραµµατισµού 

είναι ένα ακραίο σηµείο του κυρτού συνόλου (κορυφή του πολυγώνου) των εφικτών 

λύσεων, και κάθε ακραίο σηµείο του κυρτού συνόλου είναι µια βασική δυνατή λύση του 

συστήµατος των περιορισµών. 

4. Αν υπάρχει µια εφικτή λύση σε ένα πρόβληµα Γραµµικού 

Προγραµµατισµού, τότε υπάρχει και µια βασική εφικτή λύση αυτού. 

5. Αν υπάρχει µια βέλτιστη εφικτή λύση σε ένα πρόβληµα Γραµµικού 

Προγραµµατισµού, τότε η αντικειµενική συνάρτηση λαµβάνει τη µέγιστη τιµή της σε ένα 

τουλάχιστον ακραίο σηµείο του κυρτού συνόλου των εφικτών λύσεων, δηλαδή σε µια 

βασική εφικτή λύση. 

6. Αν υπάρχει τουλάχιστον µια βέλτιστη εφικτή λύση, που δεν είναι βασική, 

τότε υπάρχουν άπειρες βέλτιστες δυνατές λύσεις. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 

Έστω ότι εξετάζουµε την παραγωγή δύο διαφορετικού τύπου βενζίνης απο ένα 

διυλιστήριο το όποίο έχει δύο εισόδους Α και Β. Η βενζίνη που παράγει είναι δύο ειδών 

super, unleaded. Θεωρούµε τις εξής διαδικασίες P,Q. 

Πίνακας 1.  

∆ιαδικασίες Input Output Κέρδος  

 A B C D   

P 6 4 5 2 2 x 

 

Q 3 5 2 4 3 y 

 

Απόθεµα 180 200 100 80 Απαιτήσεις  

 

Το βασικό µας ερώτηµα εδώ αφορά τις σχέσεις που θα πρέπει να ισχύουν έτσι ώστε 

να µεγιστοποιείται το κέδος του δυιλιστηρίου. Εάν θέλουµε να υπολογίσουµε το κέδος θα 

πρέπει να θεωρήσουµε ότι η διαδικασία P εκτελείται x-φορές ενώ η διαδικασία Q y-φορές. 

Άρα το επιδιωκόµενο κέρδος του δυιληστηρίου θα είναι 2 3z x y= +  (1). 

 Προφανώς το δυιλιστίριο θα επιθυµούσε να πετύχαινε το µέγιστο κέρδος. Ωστόσο 

η τιµή αυτή επηρεάζεται απο το απόθεµα των καυσίµων που παράγει καθώς κια απο τις 

απαιτήσεις των καταναλωτών. Στην γλώσσα του µαθηµατικού προγραµµατισµού οι 

περιορισµοί αυτοί καλούντια φυσικοί περιορισµοί. 

Με βάση τα παραπάνω το πρόβληµα µας τώρα δεν εστιάζεται µόνο στην 

προηγούµενη σχέση (1) αλλά διαφοροποιείται και γίνεται 
max 2 3

6 3 180

z x y

x y

= +

+ ≤
  (2). 



Σηµειώσεις Γραµµικού Προγραµµατισµού 

Τµήµα Οικονοµικών Επιστηµών                                                                     ∆ρ.Κουνετάς Η.Κωνσταντίνος 10 

Αύξηση του πλήθους των περιορισµων περιορίζουν το σηµείο ακρότατου (µέγιστο) 

µε άλλα λόγια η τιµή του καθορίζεται και επηρεάζεται απο περισσότερους παράγοντες. 

Γυρνώντας στο παράδειγµα µας τώρα οι περιορισµού που ισχύουν µε βάση τον πίνακα 1 

διαµορφώνουν το πρόβληµα µας ως εξής: 

    

max 2 3

6 3 180

4 5 200

5 2 80

, 0

z x y

x y

x y

x y

x y

= +

+ ≤

+ ≤

+ ≤

≥

                       (3) 

Έχοντας εξετάσεις το παραπάνω πρόβληµα και διαµορφώνοντας µε βάση τα 

στοιχεία που έχουµε στην διάθεσή µας το πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού είναι 

σηµαντικό να εξετάσουµε τις προϋποθέσεις που θα πρέπει να ισχύουν για να διατυπωθεί 

ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού. Οι προϋποθέσεις αυτές δίνονται παρακάτω: 

1. Προσθετικότητα 

Η συνεισφορά όλων των δραστηριοτήτων στην αντικειµενική συνάρτηση είναι 

άµεσα αναλογική  µε το επίπεδο της δραστηριότητας . Όταν το επίπεδο της 

δραστηριότητας αυξάνει ή µειώνεται , η αλλαγή στην αντικειµενική συνάρτηση που 

οφείλεται στην αλλαγή µίας µονάδας της δραστηριότητας παραµένει ίδια .επίσης το ποσό 

των πόρων που χρησιµοποιούνται σε κάθε δραστηριότητα είναι άµεσα ανάλογο µε το 

επίπεδο της δραστηριότητας. 

2. Αναλογικότητα 

Η συνεισφορά όλων των δραστηριοτήτων στην αντικειµενική συνάρτηση είναι ίση µε το 

άθροισµα της συνεισφοράς κάθε µίας δραστηριότητας. Όµοια, το συνολικό ποσό των 

πόρων που χρησιµοποιείται από όλες τις δραστηριότητες είναι το άθροισµα του ποσού των 

πόρων που κάθε µία δραστηριότητα χρησιµοποιεί ανεξάρτητα. 
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3. ∆ιαιρετότητα 

Όλες οι δραστηριότητες είναι συνεχείς και  µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε θετική τιµή. 

∆ηλαδή ο Γ.Π. δεν είναι κατάλληλος για προβλήµατα που οι µεταβλητές λήψης απόφασης 

είναι ακέραιοι. 

4. Καθοριστικότητα 

Τα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού καταγράφονται και ως καθοριστικά 

υποδείγµατα. Με άλλα λόγια δεν λαµβάνουν  υπόψη ότι όλοι οι συντελεστές είναι 

προσεγγίσεις , όταν υπολογίζει µία συγκεκριµένη λύση. Γι’αυτό πρέπει να γίνεται ανάλυση 

ευαισθησίας. 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 

Μια επιχείρηση παράγει τρία προϊόντα, τα Π1, Π2 και Π3. Για την παραγωγή των 

προϊόντων απαιτείται επεξεργασία από τρεις µηχανές, τις Α, Β και Γ. Ο χρόνος 

επεξεργασίας των προϊόντων στις µηχανές αντίστοιχα δίνεται στον ακόλουθο πίνακα, µαζί 

µε τις διαθέσιµες εβδοµαδιαίες ώρες των µηχανών. 

Μηχανές Π1 Π2 Π3 

∆υναµικότητα Μηχανών 

(h) 

Α 9 3 5 500 

Β 5 4 0 350 

Γ 3 0 2 150 

Λόγω προηγούµενων συµβάσεων που έχουν υπογραφεί, η επιχείρηση πρέπει να παράγει 

τουλάχιστον 20 µονάδες του προϊόντος Π3 την εβδοµάδα. Το ανά µονάδα κέρδος των 

προϊόντων είναι 50, 20 και 25€ αντίστοιχα. Ζητείται να βρεθεί η άριστη ποσότητα 

παραγωγής των προϊόντων ώστε να µεγιστοποιηθεί το συνολικό κέρδος της επιχείρησης. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 

Μια εταιρεία ετοιµάζεται να εισάγει ένα νέο προϊόν. Έχει επιλέξει για την διαφηµιστική 

της εκστρατεία 4 διαφηµιστικά µέσα: τηλεόραση, ραδιόφωνο, διαδίκτυο, έντυπα µέσα. Το 

µοναδιαίο κόστος διαφήµισης για κάθε µέσο φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί. 

Επιπλέον, η αποδοτικότητα της διαφηµιστικής εκστρατείας θα µετρηθεί µε βάση τον 

αριθµό των ατόµων που θα εκτεθούν σε αυτή, υπολογίζοντας ένα µοναδιαίο δείκτη 

ακροαµατικότητα / θεαµατικότητας / επισκεψιµότητας σε κάθε µέσο. Όσο πιο υψηλός 

είναι ο δείκτης, τόσο πιο επιτυχηµένο είναι το µέσο. 

 Τηλεόραση Ραδιόφωνο ∆ιαδίκτυο Έντυπα Μέσα 

Κόστος (€) 100 10 60 40 

∆είκτης 

Αποδοτικότητας 

100 22 70 50 

 

Υπάρχουν οι ακόλουθοι περιορισµοί: 

1) Το συνολικό κόστος δεν πρέπει να υπερβαίνει τα 30000€. 

2) ∆εν µπορούν να µπούν περισσότερες από 12 διαφηµίσεις στο διαδίκτυο. 

3) Ο αριθµός των διαφηµίσεων στο διαδίκτυο και τα έντυπα µέσα, δεν πρέπει να υπερβαίνει 

το 40% των διαφηµίσεων που εκπέµπονται σε τηλεόραση και ραδιόφωνο. 

4) Στην τηλεόραση και στο ραδιόφωνο πρέπει να προβληθούν τουλάχιστον 10 διαφηµίσεις. 

Να βρεθεί ο βέλτιστος αριθµός των διαφηµίσεων σε κάθε µέσο, έτσι ώστε να µεγιστοποιηθεί 

η συνολική ακροαµατικότητα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΡΩΤΟ 

ΓΡΑΦΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 

 

Τα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού που έχουν 2 ή 3 µεταβλητές απόφασης, 

µπορούν να λυθούν και γραφικά. Προβλήµατα µε δυο µεταβλητές υλοποιούνται στο 

επίπεδο (δυο διαστάσεις), ενώ προβλήµατα µε τρεις µεταβλητές υλοποιούνται στον χώρο 

(τρεις διαστάσεις). 

Για να φτάσουµε στην λύση του προβλήµατος γραφικά, πρέπει να εκτελέσουµε τα 

παρακάτω βήµατα:  

1. Σχεδιάζουµε ένα σύστηµα αξόνων για τις µεταβλητές Χ  και Υ. 

2. Στη συνέχεια σχεδιάζουµε µια-µια κάθε ανισότητα του µοντέλου (δηλ. σχεδιάζουµε την 

αντίστοιχη ισότητα και αποκλείουµε το ηµιεπίπεδο που δεν ικανοποιεί την ανισότητα). 

3. Η περιοχή που αποµένει περιέχει το σύνολο των εφικτών λύσεων, δηλαδή όσων δεν 

παραβιάζουν τους περιορισµούς ή τις συνθήκες. 

4. Σχεδιάζουµε την αντικειµενική συνάρτηση και βρίσκουµε ποια από τις εφικτές λύσεις 

την µεγιστοποιεί ή την ελαχιστοποιεί (ανάλογα). 

5. Οι συντεταγµένες του σηµείου αυτού είναι οι βέλτιστες τιµές των Χ και Υ που ζητάµε. 

Το τελευταίο βήµα υλοποιείται µε δυο τρόπους προσέγγισης της  επίλυσης. 

Ο πρώτος τρόπος είναι η προσέγγιση της απαρίθµησης και ελέγχου όλων των ακραίων 

σηµείων (κορυφών) της εφικτής περιοχής. Εντοπίζουµε τις συντεταγµένες όλων των 

κορυφών της εφικτής περιοχής και επιλέγουµε εκείνη που µεγιστοποιεί (ή ελαχιστοποιεί) 

την αντικειµενική συνάρτηση. 
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Ο δεύτερος τρόπος είναι η προσέγγιση της χάραξης των καµπύλων ίσου κέρδους (ή 

κόστους) της αντικειµενικής συνάρτησης. Βρίσκουµε το σηµείο όπου η ισοκερδής 

εφάπτεται της εφικτής περιοχής πριν την εγκαταλείψει. 

  

ΟΡΙΣΜΟΙ 

  

• Περιοριστική ευθεία είναι η ευθεία που αντιστοιχεί σε κάποιο περιορισµό του 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού 

• Κορυφή ή ακραίο σηµείο είναι το σηµείο που τέµνονται δυο περιοριστικές ευθείες.  

• Εφικτή περιοχή είναι η κυρτή περιοχή των εφικτών λύσεων που σχηµατίζεται από 

τις περιοριστικές ευθείες. 

• Εφικτή λύση (ακραίου σηµείου) είναι µια κορυφή της εφικτής περιοχής. 

• Γειτονικές εφικτές λύσεις (ακραίου σηµείου) είναι αυτές που συνδέονται µε µια 

ακµή (σύνορο) της εφικτής περιοχής. 

• Βασική λύση (λύση ακραίου σηµείου) είναι µια λύση που αντιστοιχεί σε κορυφή. 

• Βασική εφικτή λύση είναι µια βασική λύση που αντιστοιχεί σε κορυφή της εφικτής 

περιοχής. 

• Άριστη (βέλτιστη) λύση είναι η βασική εφικτή λύση ακραίου σηµείου (κορυφή της 

εφικτής περιοχής) που µας δίνει τη βέλτιστη τιµή στην αντικειµενική συνάρτηση. 

∆ύναται να είναι ακριβώς µια, αλλά υπάρχουν και περιπτώσεις µε άπειρες άριστες 

λύσεις, καµία άριστη λύση, ή η αντικειµενική συνάρτηση να τείνει στο άπειρο. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 

Ένας κτηνοτρόφος θέλει να προετοιµάσει ένα µείγµα από τις τροφές  Α και Β. Κάθε κιλό 

της τροφής Α περιέχει 120 γρ. πρωτεΐνες, 56 γρ. υδατάνθρακες, 103 γρ. λίπη και κοστίζει 

24 ευρώ. Κάθε κιλό της τροφής Β περιέχει 60 γρ. πρωτεΐνες, 112γρ. υδατάνθρακες και 

120γρ. λίπη και κοστίζει 18 ευρώ. Το µείγµα πρέπει να περιέχει τουλάχιστον 480 γρ. 

πρωτεΐνες, 448 γρ. υδατάνθρακες και 720 γρ. λίπη. Ο κτηνοτρόφος θέλει να παρασκευάσει 

το µείγµα κατά τέτοιο τρόπο που να πληρούνται οι περιορισµοί και να έχει το ελάχιστο 

δυνατό κόστος. Αν x1 και x2 είναι τα κιλά των τροφών Α και Β που θα αποτελέσουν το 

µείγµα µε το ελάχιστο κόστος τότε το πρόβληµα σε µαθηµατική µορφή είναι : 

1 2min 24 18z x x= += += += +  

 

Η σχέση αυτή εκφράζει την οικονοµική ή αντικειµενική συνάρτηση της οποίας ζητάµε το 

µέγιστο. Στο πρόβληµα αυτό θα έχουµε ένα σύστηµα περιορισµών µε τρεις ανισώσεις: 

Περιορισµός πρωτεϊνών 120x1+60x2≥480 

Περιορισµός υδατανθρακών: 56x1+112x2≥448 

Περιορισµός λιπών: 103x1+120x2≥7208 

  

Αρχικά κάνουµε τη γραφική επίλυση του συστήµατος των περιορισµών. Λόγω του 

γεγονότος ότι x1,x2≥0, θα εργασθούµε µόνο στο θετικό τεταρτηµόριο του ορθογωνίου 

συστήµατος συντεταγµένων. Εποµένως κάνουµε τη γραφική παράσταση (σχήµα 1) των 

ευθειών: 

 

120x1+60x2=480 

56x1+112x2=448 

103x1+120x2=7208 

 

Το σύστηµα των περιορισµών έχει λύσεις όλα τα σηµεία του επιπέδου που βρίσκονται 

δεξιά και άνω της πολυγωνικής γραµµής x1ΑΒΓ∆x2 όπως και αυτά που βρίσκονται πάνω 
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στην πολυγωνική γραµµή λόγω της ύπαρξης του σηµείου ισότητας στις ανισώσεις του 

συστήµατος 
1 2min 24 18z x x= += += += + . Το σύστηµα εποµένως έχει άπειρες λύσεις, δηλαδή 

άπειρους συνδυασµούς x1και x2 που το ικανοποιούν. Ειδικότερα ένα από τα σηµεία των 

κορυφών Α.Β.Γ.∆. δίνει τον άριστο συνδυασµό των x1και x2 που ελαχιστοποιεί την 

οικονοµική συνάρτηση. Για την εύρεση της «καλύτερης κορυφής» βρίσκουµε την κλίση 

της οικονοµικής συνάρτησης  
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Σχήµα 1 ∆ιαγραµµατική επίλυση ελαχίστου 

 

 

Η κορυφή που απέχει λιγότερο από την ευθεία 
1 2min 24 18z x x= += += += + , που διέρχεται από την 

αρχή Ο, είναι η «καλύτερη κορυφή». Έτσι έχουµε : 24x1 =Ζ-18x2 

ή 21 x
24

18
Z

24

1
x −=  συνεπώς η κλίση είναι : 

4  

3

4

3

24

18 −
=−=−  
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Άρα το σηµείο Κ που µε την αρχή 0 ορίζουν τη θέση της ευθείας ΟΚ, δηλαδή της ευθείας  

Ζ=24x1 +18x2 που διέρχεται από την αρχή, έχει συντεταγµένες (4, -3). 

Όπως φαίνεται από το σχήµα 2.2. η κορυφή Γ απέχει λιγότερο από την ευθεία ΟΚ. Οι 

συντεταγµένες εποµένως x1, x2 της κορυφής Γ ελαχιστοποιούν την οικονοµική συνάρτηση. 

Για την εύρεση των συντεταγµένων αυτών λύνεται το σύστηµα των ευθειών που η τοµή 

τους είναι το σηµείο Γ. Οι ευθείες αυτές είναι : 

 

120x1+60x2=480 

103x1+120x2=7208 

 

Οι λύσεις του συστήµατος  αυτού είναι: 

 

x1=1,752 

x2=4,496 

 

Έτσι το ελάχιστο της οικονοµικής συνάρτησης είναι: 

minz=24x1 +18x2=(24*1,752)+(18*4,496)=122,98 

Συνεπώς αν ο κτηνοτρόφος θέλει το µείγµα από τις τροφές Α και Β να του κοστίζει το 

λιγότερο δυνατόν και να πληροί τους περιορισµούς ως προς το ελάχιστο των πρωτεϊνών, 

υδατανθράκων και λιπών, πρέπει να αναµίξει 1,752χλγ. της τροφής Α µε 4,496χλγ. της 

τροφής Β. Το κόστος τότε του µείγµατος αυτών θα είναι 122,98 ευρώ. 

Θα πρέπει όµως να τονίσουµε ότι εκτός από την περίπτωση που έχουµε εφικτή λύση στην 

επίλυση π.γ.π συµπεριλαµβάνονται η απειρία, οι απεριόριστες καθώς και οι αδύνατες λύσει 

όπως παρουσιάζονται στα παρακάτω γραφήµατα: 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ∆ΕΥΤΕΡΟ 

Η Μέθοδος Simplex 

 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ SIMPLEX 

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε να επιλύσουµε το παρακάτω πρόβληµα γραµµικού 

προγραµµατισµού το οποίο βρίσκεται σε τυπική µορφή. Σκοπός µας είναι να παρέχουµε 

µια απλή και περιγραφική διαδικασία για το πώς αυτό το πρόβληµα θα λυθεί µε την 

συγκεκριµένη µέθοδο. 

1 2

1 2 3

1 2 4

1 2 3 4

max 6 7

. 2 3 12

2 8

, , , 0

         

             

            

z x x

s t x x x

x x x

x x x x

= +

+ + =

+ + =

≥

 

Το συγκεκριµένο πρόβληµα θα µπορούσε και να αποδοθεί ως: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

max 6 7 0 0

. 2 3 0 12

2 0 8

, , , 0

         

             

            

z x x x x

s t x x x x

x x x x

x x x x

= + + +

+ + + =

+ + + =

≥

 

Αρχικά για να σχηµατίσουµε τον πίνακα Tableau του προβλήµατος γραµµικού 

προγραµµατισµού θα πρέπει να υπολογίσουµε –εντοπίσουµε µια βάση της λύσης. Με τον 

όρο βάση εννοούµε τα διανύσµατα της µορφής (1,0,0....., 0), (0,1,0,....., 0)........(0,0,....,1)  

του διανυσµατικού χώρου nR . ∆ηλαδή τις στήλες από τα 
jx  που σχηµατίζουν τον nxn 

πίνακα. Στην δεύτερη στήλη ( )Bc  του Tableau εισάγουµε τους συντελεστές τους 

αντίστοιχους συντελεστές της βάσης όπως αυτοί εµφανίζονται στην αντικειµενική 

συνάρτηση 3 4, ( 0), ( 0)z x x= = . Στην Τρίτη τώρα στήλη του Tableau  ( )Bx εισέρχεται η 
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στήλη b.  Τέλος στις επόµενες στήλες τοποθετούµε τους συντελεστές των µεταβλητών 

όπως αυτές εµφανίζονται στο σύστηµα περιορισµών του προβλήµατος γ.π βρισκόµενο 

πάντα σε τυπική µορφή.Με βάση τα παραπάνω το Tableau σχηµατίζεται ως εξής: 

Tableau 1 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

3x  0 12 2 3 1 0  

 0 8 2 1 0 1  

 z        

Στην στήλη δίπλα στο 
jc  εµφανίζονται οι συντελεστές όπως αυτοί βρίσκονται στην 

αντικειµενική συνάρτηση. Τώρα οι κενές θέσεις στο Tableau συµπληρώνονται µε τα 

άγνωστα µέχρι στιγµής στοιχεία 
jk . 

Tableau 1 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

3x  0 12 2 3 1 0 
6k  

 0 8 2 1 0 1 
7k  

 z  
1k  2k  3k  4k  5k   
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Πως όµως υπολογίζονται οι τιµές των στοιχείων αυτών. Σε αυτό το σηµείο θα 

πρέπει να κάνουµε τον διαχωρισµό και να αναφέρουµε ότι για , 1,...,5jk j =  τα στοιχεία 

αυτά υπολογίζονται ως το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων bc b∗ . Άρα το 

1 0*12 0*8 0k = + = ενώ τα υπόλοιπα υπολογίζονται µε βάση των εξής τύπο 

j j bk c c b= − ∗ . Εάν τώρα κάνουµε τις αντίστοιχες πράξεις θα έχουµε ότι ο πίνακάς µας 

παίρνει την παρακάτω µορφή: 

Tableau 1 

Να σηµειώσουµε ότι τα υπολογισµένα στοιχεία στις θέσεις 4 5 0k k= =  

Tableau 1 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  

2x  
3x  

4x  θ  

3x  0 12 2 3 1 0 
6k  

 
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

3x  0 12 2 3 1 0 
6k  

 0 8 2 1 0 1 
7k  

 z  
1k  2

6 (2 0 2 0)

6

k =

− ⋅ + ⋅

=

 
3 7 (3 0 1 0)

7

k = − ⋅ + ⋅

=
 

4 0k =  
5 0k =   
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 0 8 2 1 0 1 
7k  

 z  0  6 7 0 0  

 

 

Ορισµός: Καθορίζουµε ως εισερχόµενη στην βάση µεταβλητή την µεταβλητής της 

οποίας η υπολογισµένη αντίστοιχα τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι µεγαλύτερη. 

Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε στο παράδειγµά µας ουσιαστικά πρόκειται για την 

µεταβλητή  
2x . Προφανώς µιλώντας για µεταβλητή που θα εισέλθει στην βάση µας κάποια 

θα πρέπει να εξέλθει. 

 Ορισµός: Καθορίζουµε ως εξερχόµενη µεταβλητή από την βάση την µεταβλητή η 

οποία έχει την µικρότερη τιµή θ . 

Συνεπώς θα πρέπει να απαντήσουµε στο ερώτηµα για το πώς θα υπολογίσουµε τις 

παραµέτρους 6 7,k k  που αναφέρονται στην παράµετροθ . Ο υπολογισµός γίνεται µε βάση 

τα στοιχεία της στήλης b  και της στήλης που θα εισέλθει στην βάση. Πιο συγκεκριµένα 

είναι ο λόγος τους συνεπώς θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε τα 
6 7

812 4, 8
3 1

k k= = = = . 

Αρα τελικά το Tableau 1 έχει την εξής µορφή. 

Tableau 1 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

3x  0 12 2 3 1 0 4 
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4x  0 8 2 1 0 1 8 

 z  0  6 7 0 0  

 

Ως οδηγό στοιχείο λοιπόν µπορούσαµε να ορίσουµε αυτό που αντιστοιχεί στο 

στοιχείο της γραµµής που βρίσκεται η εξερχόµενη µεταβλητή καθώς και η εισερχόµενη 

µεταβλητή ( συνεπώς το 3). Αντικαθιστούµε λοιπόν στην πρώτη στήλη της βάσης την 

εξερχοµένη µεταβλητή µε την εισερχόµενη και προκύπτει το Tableau 2. 

Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7       

4x  0       

 z        

Για νε γεµίσουµε µε στοιχεία το δεύτερο µας Tableau θα πρέπει να υπολογίσουµε 

ότι ο οδηγός στοιχείο θα πρέπει να ισούται µε την µονάδα (διαιρείται µε το 1/3). Οπότε 

στην παρούσα φάση το Tableau 2 µετατρέπεται:  

Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  
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2x  7 4 2/3 1 1/3 0  

4x  0       

 z        

Κάνοντας τις κατάλληλες γραµµοπράξεις επιθυµούµε το στοιχείο κάτω από τον 

οδηγό στοιχείο να γίνει µηδέν. Οπότε πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε (-1) και 

την προσθέτουµε στην δεύτερη οπότε το Tableau 2 έχει την παρακάτω µορφή: 

 Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7 4 2/3 1 1/3 0 
6k  

4x  0 4 4/3 0 -

1/3 

1 
7k  

 z  
1k  2k  3k  4k  5k   

Χρησιµοποιώντας την ίδια λογική υπολογίζουµε τις τιµές των , 1,...,7jk j = και 

προκύπτει το παρακάτω Tableau. 

Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7 4 2/3 1 1/3 0 
6k  
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4x  0 4 4/3 0 -

1/3 

1 
7k  

 z  28 4/3 0 -

7/3 

0  

Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε η µεγαλύτερη θετική τιµή αντιστοιχεί στην 

µεταβλητή 1x . ∆ιαιρώντας τώρα µε τις τιµές της µεταβλητής παίρνουµε τα 6k  και 7k . 

Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7 4 2/3 1 1/3 0 6 

4x  0 4 4/3 0 -

1/3 

1 3 

 z  28 4/3 0 -

7/3 

0  

 Η εισερχόµενη µεταβλητή είναι η 1x ενώ η εξερχόµενη η 4x .Πολλαπλασιάζοντας 

µε 3/4 παίρνουµε τον οδηγό στοιχείο όπως απεικονίζεται παρακάτω. 

Tableau 2 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  
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2x  7 4 2/3 1 1/3 0 - 

1x  6 3 1 0 -

1/4 

3/4 - 

 z  
1k  2k  3k  4k  5k   

 

 

 

Εάν τώρα πολλαπλασιάσουµε την γραµµή που αναφέρεται το στοιχείο 
1x  µε (-2/3) 

και προσθέσουµε στην από πάνω γραµµή θα έχουµε ότι: 

Tableau 3 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7 2 0 1 ½ -

1/2 

- 

1x  6 3 1 0 -

1/4 

3/4 - 

 z  
1k  2k  3k  4k  5k   

Υπολογίζοντας τώρα τις τιµές των 
jk
 

 

 

 

Ο∆ΗΓΟΣ 

ΣΤΟΙΧΕΙΟ 
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Tableau 3 

  
jc  6 7 0 0  

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  θ  

2x  7 2 0 1 ½ -

1/2 

- 

1x  6 3 1 0 -

1/4 

3/4 - 

 z  32 0 0 -2 -1  

Η διαδικασία µας µέσω της µεθόδου Simplex σε αυτό το σηµείο έχει τελειώσει 

καθώς στην γραµµή της αντικειµενικής συνάρτησης οι υπολογισµένες ποσότητες έχουν 

τιµές µικρότερες ή ίσες του µηδενός. Η κορυφή της άριστης λύσης δίνεται από τα στοιχεία 

της στήλης b και της πρώτης στήλης. 

 

ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ SIMPLEX 

Σε αυτό το µέρος των σηµειώσεων θα προσπαθήσουµε να δώσουµε µια πιο 

θεωρητική προσέγγιση για το πώς προκύπτει µια εφικτή λύση ενός προβλήµατος 

γραµµικού προγραµµατισµού και µε ποιον τρόπο επιτυγχάνεται η συγκεκριµένη λύση. 

Αρχικά παραθέτονται κάποιες βασικές έννοιες που αφορούν βασικά στοιχεία για την 

κατανόηση της λύσης: 

• Κυρτό Σύνολο: Ένα σύνολο C καλείται κυρτό εάν 

1 2 1 2 ,   (1 ) , [0,1]x x C x x x Cλ λ λ∀ ∈ ∃ = + − ∈ ∈∀ ∈ ∃ = + − ∈ ∈∀ ∈ ∃ = + − ∈ ∈∀ ∈ ∃ = + − ∈ ∈  
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• Το σηµείο του οποίου οι συντεταγµένες του ικανοποιούν όλους τους περιορισµούς 

καλείται εφικτό σηµείο. Ο χώρος των εφικτών σηµείων καλείται εφικτός χώρος ενώ 

βέλτιστο σηµείο αυτό που µας δίνει την βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης. 

 

• εσωτερικό σηµείο συνόλου: εάν υπάρχει ανοικτή σφαίρα (((( )))), , 0x Cε ε∈ ∀ >∈ ∀ >∈ ∀ >∈ ∀ > Ένα 

σηµείο θα καλείται συνοριακό όταν (((( )))) (((( )))), , 0 0, ,G x C G x Cε ε ε ε∃ ∈ ∀ > ∧∀ > ∩ = ∅∃ ∈ ∀ > ∧∀ > ∩ = ∅∃ ∈ ∀ > ∧∀ > ∩ = ∅∃ ∈ ∀ > ∧∀ > ∩ = ∅  

 

• Ακρότατο συνοριακό σηµείο καλείται αυτό που δεν µπορεί αν εκφραστεί ως 

γραµµικό κυρτός συνδυασµός δύο διακεκριµένων σηµείων του συνόλου. 

Όπως έχουµε ήδη παρατηρήσει στα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού οι 

εξισώσεις των περιορισµών µπορούν να γραφούν ως εξής: 

11 1 1 1 1 1

21 1 2 2 2 2

1 1 ,

... ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ...

j j n n n m n m

j j n n n m n m

m mj j mn n m n m n m m

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

+ ++ ++ ++ +

+ ++ ++ ++ +

+ ++ ++ ++ +

+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =

+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =

+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =

 

 

Οι παραπάνω εξισώσεις µπορούν να γραφτούν µε την µορφή πινάκων ως εξής: 

A x b⋅ =⋅ =⋅ =⋅ =  όπου 

1 1

11 1 1 1

21 2 2 2

1 ,

... ...... ... ... ...

... ...... ... ... ...
, ,

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

j n n m

j n n m

j j

m mj mn m n m n

mn m

x b

a a a a

a a a a
A x b

x b

a a a a x

bx

++++

++++

++++

++++

         
                                         = = == = == = == = =                                                       
                 

, 
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Εάν θελήσουµε τώρα να δώσουµε τον πίνακα Α υπό την µορφή ενός διανύσµατος 

θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι
�

1 2, ,..., ,...,j n mA a a a a ++++

    
====     
    

 . Ας θεωρήσουµε τώρα ότι 

κάποιες από τις µεταβλητές που αντιστοιχούν σε ορισµένα από τα n διανύσµατα του 

πίνακα Α ισούται µε µηδέν τότε θα έχουµε ,µια µόνη λύση από τις εναποµείνουσες 

µεταβλητές (βασικές) εάν τα διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα
1
. 

Εάν επιστρέψουµε τώρα στο πρόβληµά µας του γραµµικού προγραµµατισµού όπως 

αυτό αναγράφεται σε τυπική µορφή θα έχουµε ότι 

Όπως έχουµε ήδη πει η κανονική µορφή ενός προβλήµατος γραµµικού 

προγραµµατισµού µπορεί να δοθεί µε την ακόλουθη µορφή: 

1 1 2 2

11 1 1 1 1

21 1 2 2 2

1 1

1 2

max ...

... ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ...

, ,..., 0

n n

j j n n

j j n n

m mj j mn n m

n

z c x c x c x

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x x x

= + + += + + += + + += + + +

+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =

+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =

====

+ + + + =+ + + + =+ + + + =+ + + + =

≥≥≥≥

 

 

Ωστόσο το συγκεκριµένο πρόβληµα µε την εισαγωγή των αρνητικών m στον 

αριθµό περιθωρίων µεταβλητών µπορεί να αποδοθεί ως εξής: 

                                                 
1
 Γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα καλούνται αυτά που ικανοποιούν την παρακάτω σχέση 

1 2

1

0, ... 0
N

i i N

i

a u u u u
====

= = = = == = = = == = = = == = = = =∑∑∑∑  
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1 1 2 2

11 1 1 1 1 1

21 1 2 2 2 2

1 1 ,

1 2

max ...

... ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ...

, ,..., 0

n n

j j n n n m n m

j j n n n m n m

m mj j mn n m n m n m m

n

z c x c x c x

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

x x x

+ ++ ++ ++ +

+ ++ ++ ++ +

+ ++ ++ ++ +

= + + += + + += + + += + + +

+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =

+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =+ + + + + + =

+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =

≥≥≥≥

 

 

Το συγκεκριµένο πρόβληµα µεγιστοποίησης µπορεί να γραφεί χρησιµοποιώντας 

µια ισοδύναµη µορφή και ως: [[[[ ]]]]
max

.  /

     0

T

j

z c x

s t A I x b

x

====

====

≥≥≥≥

. 

Θα πρέπει να παρατηρήσουµε σε αυτό το σηµείο ότι το διάνυσµα x περιέχει και τις 

m περιθώριες µεταβλητές. Ενώ το διάνυσµα των συντελεστών του x  στην αντικειµενική 

συνάρτηση 
jc  για τις µεταβλητές από 1, 2,...,j n n n m= + + += + + += + + += + + +  έχει µηδενικές τιµές. Με 

βάση το εξής θεώρηµα: 

Θεώρηµα: Το σύνολο των εφικτών λύσεων του προβλήµατος [[[[ ]]]]
max

.  /

     0

T

j

z c x

s t A I x b

x

====

====

≥≥≥≥

 είναι 

κυρτό. 

Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι εάν το πρόβληµα έχει λύση τότε δεν υπάρχει 

σηµείο του χώρου των λύσεων όπου η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι 

µεγαλύτερη από την µέγιστη των τιµών που λαµβάνει στα ακρότατα σηµείου του χώρου 

αυτού. 

Για να µιλήσουµε για λύση στο παραπάνω πρόβληµα του γραµµικού 

προγραµµατισµού θα πρέπει να προσδιορίσουµε µια λύση τουλάχιστον του πολυέδρου που 
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σχηµατίζουν (κυρτό ασφαλώς) του χώρου των εφικτών λύσεων. Έστω ότι έχουµε 

προσδιορίσει την λύση 1x . Για καθαρούς λόγους συµβολισµού και στην προσπάθεια µας 

να θυµίσουµε την έννοια του διανύσµατος θα θέσουµε την λύση ως %
1

x .Πως προκύπτει η 

λύση %
1

x ;  Χρησιµοποιώντας τον περιορισµό [[[[ ]]]]/A I x b====  και θεωρώντας τις 

συντεταγµένες του διανύσµατος Α ως εξής % 1 2( , ,..., )j n ma a a a ++++==== δηλαδή να αποτελούν τα 

στοιχεία της j στήλης του πίνακα [[[[ ]]]]/A I  µπορούµε να διατάξουµε τα στοιχεία του 

διανύσµατος  %x  µε τέτοιον τρόπο ώστε τα πρώτα m στοιχεία να αντιστοιχούν στις m 

βασικές µεταβλητές. Συνεπώς το διάνυσµα  %x  µπορεί να γραφεί ως εξής %

1

1

...

_
0

0
0

...

0

B

n

x

x

x
x

x

    
    
    
    

        
        = == == == =         
             

    
    
    
        

 

µε m-διάστατο το διάνυσµα των µη µηδενικών γραµµών και n-διάστατο των µηδενικών.  

Με την ίδια λογική µπορούµε να διατάξουµε τις στήλες % 1 2( , ,..., )j n ma a a a ++++==== του 

πίνακα [[[[ ]]]]/A I  µε ανάλογο τρόπο. ∆ηλαδή % 1 2, ,..., ,0,...,0j ma a a a A C    = =  = =  = =  = =           . Αρα η 

εξίσωση [[[[ ]]]]/A I x b====  µπορεί να γραφεί εναλλακτικά ως _

0

B
x

A C b

    
      =  =  =  =         
        

. Συνεπώς εάν 

κάνουµε προσεκτικά τις πράξεις θα έχουµε ότι 0BAx C b+ =+ =+ =+ =  και στην περίπτωση που 

υπάρχει ο αντίστροφος του πίνακα Α θα έχουµε την λύση %
1 1x A b−−−−==== % . 
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Για να είναι ένα σηµείο %x W∈∈∈∈ ακρότατο σηµείο ενός χώρου W θα πρέπει το 

διάνυσµα %x να αποτελεί µια βασική εφικτή λύση του προβλήµατος [[[[ ]]]]
max

.  /

     0

T

j

z c x

s t A I x b

x

====

====

≥≥≥≥

 

TEXNIKH SIMPLEX-ΕΥΡΕΣΗ Κ-ΚΟΡΥΦΗΣ 

 

Ξεκινάµε από µια κορυφή και πηγαίνουµε σε άλλες. Μετά από κ-επαναλήψεις θα 

έχουµε υπολογίσει τις συντεταγµένες της kx  κορυφής στην οποία η αντικειµενική 

συνάρτηση θα έχει τιµή (((( )))) %
tk k

kz c x====% %  . Έστω ότι %

1

2

...

_
0

0
0

...

0

k

k

k

Bk

m

x

x

x
x

x

    
    
    
    

        
        = == == == =         
                 

    
    
        

 όπου µε επαναδιάταξη 

τοποθετούµε στο τέλος τα µηδενικά στοιχεία. Θα πρέπει να θυµίσουµε ότι το διάνυσµα 

αυτό αντιστοιχεί στις παραµέτρους 
1 2 1( , ,..., , ,...., ,.... )k k k k k k

i m m j n ma a a a a a a+ ++ ++ ++ +==== . Προφανώς θα 

µπορούσαµε να γράψουµε και την αντίστοιχη σχέση όπου 
1

m
k k k

i i

i

x a b
====

====∑∑∑∑ . Όπως πράξαµε 

και πριν για την λύση %
1

x  θα µπορούσαµε οµοίως να υπολογίσουµε και λύση για την κ-

κορυφή. Αφού κάθε βασική λύση πρέπει να περιλαµβάνει m βασικές µεταβλητές µια νέα 

βασική λύση µπορεί να κατασκευασθεί θέτοντας στην βασική εφικτή λύση µιας από τις m 

βασικές µεταβλητές ίση µε το µηδέν και αντικαθιστώντας την µε κάποια από τις µη 

βασικές µεταβλητές. Προφανώς θα πρέπει να απαιτήσουµε η προκύπτουσα βασική λύση 
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να είναι εφικτή αλλά και η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης µε την νέα λύση να είναι 

µεγαλύτερη από την τρέχουσα. 

Ας εναλλάξουµε τώρα την θέση µιας βασικής µεταβλητής µε µια µη βασική 

εισάγοντας στην βάση την µεταβλητή k

jx . Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να θυµίσουµε ότι 

σε αυτήν την µη βασική µεταβλητή αντιστοιχεί ένα διάνυσµα %
k

ja . Το διάνυσµα αυτό 

µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός βασικών διανυσµάτων του χώρου µια και 

τα m-διανύσµατα της τρέχουσας βάσης 1 2( , ,..., )k k k

ma a a είναι γραµµικά ανεξάρτητα. ∆ηλαδή 

θα µπορούσε να εκφραστεί ως % % %

1

m
k k k

j i ij

i

a a u
====

====∑∑∑∑  µε ένα από τα %
k

iju
2
 τουλάχιστον διαφορετικό 

του µηδενός. Εάν %

%

%

%

1

...

...

k

j

k k
j ij

k

mj

u

u u

u

    
    
    
    
====     
    
    
        

 τότε θα µπορούσαµε να έχουµε ότι 

% % % % % %

%

%

%

%

1

1 2

1

...

, ,...,

...

k

j

m
k k k k k k kk k
j i ij m jij

i

k

mj

u

a a u a a a B uu

u

====

    
    
    
        = = == = == = == = =        
    
    
        

∑∑∑∑ 3
 

 καθώς % % % %
1 ,..., ,...,

t
k k k k

j j ij mju u u u    ====
    

.  

Ας θεωρήσουµε τώρα µια πραγµατική παράµετρο kτ . Πολλαπλασιάζοντας την 

προηγούµενη σχέση µε την παράµετρο αυτή θα έχουµε ότι % %
k kk k k
j jB u aτ τ==== . Αφαιρώντας τις 

                                                 
2
 Ο δείκτης i αναφέρεται στο βασικό διάνυσµα ενώ ο j στο µη βασικό διάνυσµα. 

3
 Θυµίζουµε ότι % % %

1 2, ,...,
k k k

ma a a B     ≡≡≡≡
    

λόγω της διαµέρισης του πίνακα A I         . 
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σχέσεις % %
k kk k k
j jB u aτ τ==== %

kk k
BB x b====  θα έχουµε ότι 

% %(((( )))) %

% %(((( )))) % % %(((( )))) % % %(((( )))) % %
1 1 1 2 2 2 .....

k k kk k k k
B j j

k k k k k k k k k kk k k k k
j j m mj m j

B x u a b

x u a x u a x u a a b

τ τ

τ τ τ τ

− + = ⇔− + = ⇔− + = ⇔− + = ⇔

− + − + + − + =− + − + + − + =− + − + + − + =− + − + + − + =
 

Θα πρέπει να τονίσουµε σε αυτό το σηµείο ότι η λύση αυτή είναι µη βασική καθώς 

περιλαµβάνει m+1 µεταβλητές δηλαδή τις τρέχουσες m και την εισερχόµενη µεταβλητή 

k k

jx τ==== . Άρα θα πρέπει να βρούµε kτ  τέτοιο ώστε µια από τις τρέχουσες βασικές 

µεταβλητές να λαµβάνει µηδενική τιµή στην νέα λύση. Επιπλέον για να είναι και εφικτή η 

συγκεκριµένη λύση θα πρέπει 0k k k

m mjx uτ− ≥− ≥− ≥− ≥ . Η περίπτωση όπου η παραπάνω συνθήκη 

παραβιάζεται είναι όταν 0k

mju >>>>  ενώ στην αντίθετη περίπτωση ο εφικτός χώρος είναι µη 

φραγµένος. Μάλιστα σε µη φραγµένο εφικτό χώρο η λύση δύναται να είναι µη φραγµένη. 

Η σχέση που καθιστά την νέα λύση βασική και εφικτή δίνεται ως 

εξής: min , 0
k

k ki
k ij
ij

x
u

u
τ

    
= >= >= >= >    

    
. 

Η συγκεκριµένη λύση προκύπτει εάν εξετάσουµε τα θετικά k

iju  και ισχύουν οι 

περιορισµοί , 0
k

k km
ijk

ij

x
u

u
τ≥ >≥ >≥ >≥ > . Προφανώς θα πρέπει να συναληθεύουν οπότε 

min , 0 , 0
k k

k k ki i
k kij rj
ij rj

x x
u u

u u
τ

            
= > = >= > = >= > = >= > = >        

            

4
. Άρα η νέα βασική λύση k

rx  παίρνει την τιµή 

µηδέν γιατί % % %
%

%

% 0

k
k k k krk
r rj r rjk

rj

x
x u x u

u
τ− = − =− = − =− = − =− = − = . Συνεπώς το σηµείο 

                                                 
4
 Ο δείκτης r αναφέρεται στην βασική µεταβλητή µε τον ελάχιστο των λόγων. 
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%
%

%

% %
%

%

% %
%

%

%
%

%
1 1 2 2, ,....., ,...0,..., ,0,...)

k k k k
k k k k k kr r r r

j j m mjk k k k

rj rj rj rj

x x x x
x u x u x u

u u u u

                    
                    − − −− − −− − −− − −
                    
                    

 έχει τουλάχιστον n-

µηδενικά στοιχεία. 

 

Κριτήριο Εφικτότητας: 

Το κριτήριο min , 0 , 0
k k

k k ki i
k kij rj
ij rj

x x
u u

u u
τ

            
= > = >= > = >= > = >= > = >        

            
 καλείται κριτήριο 

εφεκτικότητας και προσδιορίζει την τιµή της kτ  η οποία θα µηδενίζει την βασική 

µεταβλητή και θα δίνει ενδεχοµένως µια µη µηδενική τιµή στην µη βασική µεταβλητή. 

 

Παρατηρήσεις: 

1. Στην περίπτωση όπου η kτ  µε την τιµή που παίρνει µηδενίζει δύο ή 

περισσότερες βασικές µεταβλητές ονοµάζεται δεσµός. 

2. Εάν σε µία κορυφή µα ή περισσότερες βασικές µεταβλητές είναι ίσες µε το 

µηδέν τότε αυτή η βασική λύση και κατ’ επέκταση η κορυφή ονοµάζεται εκφυλισµένη. 

3. Εάν δύο ή περισσότερες βασικές µεταβλητές είναι ίσες µε το µηδέν για το 

ίδιο kτ  τότε βγάζουµε µια από τις δύο βασικές µεταβλητές και η κορυφή µας έχει µια 

βασική µεταβλητή ίση µε το µηδέν δηλαδή είναι εκφυλισµένη. 

4. Το kτ µπορεί να ισούται µε το µηδέν όταν κάποια βασική µεταβλητή 

ισούται µε το µηδέν και το αντίστοιχο 0k

iju >>>>  
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Υπολογισµός Βέλτιστης λύσης 

 

Ο υπολογισµός της βέλτιστης λύσης γίνεται ως εξής: 

(((( )))) % (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) 1
_

0

k

B
t t tktk K K K k K k

B E B B B k

x

z c x c c c x c B b
−−−−

    
        = ⇔ = == ⇔ = == ⇔ = == ⇔ = =            
        

. Εάν τώρα εισάγουµε 

στην βάση την µεταβλητή που αντιστοιχεί στη θέση ija θα έχουµε ότι 

(((( ))))

(((( ))))

1

1 1 1

1

m m m
k k k k k k k k k k k k k k

i i ij j i i i i j

i i i

t
k k k k k

B ij j

k k k k k

j j

z c x u c c x c x b c

z c u c

z z s c

τ τ τ

τ

τ

++++

= = == = == = == = =

++++

= + + = + + == + + = + + == + + = + + == + + = + + =

    = − − ⇔= − − ⇔= − − ⇔= − − ⇔        

    = − −= − −= − −= − −    

∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑

 

Το κριτήριο αριστότητας όπως προκύπτει από τα παραπάνω δίνεται από την 

τελευταία σχέση 1k k k k k

j jz z s cτ++++     = − −= − −= − −= − −     .  

 

Παρατηρήσεις: 

1. Εάν 0k k

j js c− ≥− ≥− ≥− ≥  τότε η τρέχουσα κορυφή είναι βέλτιστη. 

2. Κάνοµε την υπόθεση ότι υπάρχει  µια βασική µεταβλητή τέτοια ώστε  

0k

iju ≤≤≤≤ . Τότε ο χώρος είναι µη φραγµένος και για αυτή την βασική µεταβλητή έστω ότι το 

αντίστοιχο  0k k

j js c− <− <− <− < . Τότε η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης απειρίζεται. 

3. Για µια εκφυλισµένη κορυφή το 0kτ ==== και ενδέχεται η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης να είναι η ίδια. Τότε έχουµε το φαινόµενο της ανακύκλωσης 

και η τεχνική Simplex µας παρέχει τις ίδιες κορυφές. 
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4. Για να έχουµε µα εναλλακτική βέλτιστη λύση εξετάζουµε κατά πόσον 

υπάρχουν µη βασικές µεταβλητές τέτοιες ώστε να δίνουν 0k k

j js c− =− =− =− =  ενώ για τις υπόλοιπες 

µεταβλητές ισχύει 0k k

j js c− >− >− >− >  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2-ΜΕΘΟ∆ΟΣ SIMPLEX 

 

Ας προχωρήσουµε τώρα στην αναλυτική επίλυση του παρακάτω παραδείγµατος 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 3 5 2

.          2 2 10

             2 4 3 15

             , , 0

z x x x

s t x x x

x x x

x x x

= + −

+ + ≤

+ + ≤

≥

 

Ο πίνακας συµπληρώνεται ως εξής: 

 

1. Κάτω από τις µη βασικές µεταβλητές 
1 2 3, ,x x x  οι οποίες ονοµάζονται και µη 

βασικές µεταβλητές είναι οι συντελεστές των µεταβλητών αυτών όπως δίνονται από τους 

περιορισµούς 
1 2 32 2 10x x x+ + ≤  και 

1 2 3 2 4 3 15x x x+ + ≤ . Εν συνεχεία παραθέτω και τις 

περιθώριες µεταβλητές οι οποίες αντιστοιχούν στον µοναδιαίο πίνακα 

4 5      

1 0

0 1

x x

 
 
 

 και θα 

έχουν την προηγούµενη µορφή. Άρα µετά την προσθήκη των περιθωρίων µεταβλητών οι 

οποίες και βρίσκονται σε πλήρη ταύτιση µε τον αριθµό των περιορισµών το π.γ.π 

διαµορφώνεται ως εξής: 



Σηµειώσεις Γραµµικού Προγραµµατισµού 

Τµήµα Οικονοµικών Επιστηµών                                                                     ∆ρ.Κουνετάς Η.Κωνσταντίνος 38 

 

1 2 3 4 5

1 2 3 4

1 2 3 5

1 2 3 4 5

max 3 5 2 0 0          (1)

.          2 2              =10   (2)

             2 4 3          + 15  (3)

             , , , , 0                      (4)

z x x x x x

s t x x x x

x x x x

x x x x x

= + − + +

+ + +

+ + + =

≥

 

 

2. Η στήλη κάτω από το b συµπληρώνεται από την τιµή (-ες) των περιορισµών 

(1) και (2). Επειδή στον περιορισµό (1) έχουµε προσθέσει την περιθώρια µεταβλητή 4x  σε 

αυτήν την µεταβλητή και κάτω από το b θα βάζουµε την αντίστοιχη τιµή του περιορισµού. 

Οµοίως για τον περιορισµό (2) στον οποίο έχει εισέρθει ως περιθώρια η µεταβλητή 
5x  θα 

αντιστοιχίσουµε την τιµή του περιορισµού δηλαδή το 15. Άρα η στήλη θα διαµορφωθεί ως 

εξής: 

b      

10

15

 
 
 

. 

3. Η γραµµή πάνω από τις βασικές µεταβλητές 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  συµπληρώνεται 

από τους αντίστοιχους συντελεστές των µεταβλητών όπως αυτοί παρουσιάζονται στην 

αντικειµενική συνάρτηση 1 2 3 4 5max 3 5 2 0 0     z x x x x x= + − + +     

            

            

Συνεπώς θα έχουµε το πρώτο Tableau ως εξής: 

 

  
jc     

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  

2x  
3x  

4x  
5x  θ  
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4x  0 10 1 2 2 1 0 5 

5x  0 15 2 4 3 0 1 3,75 

 z  
j js c−  3 5 2 0 0  

 

Αρχικά και όπως ήδη γνωρίζουµε η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι 

µηδέν. Η γραµµή δεξιά του j js c−   

συµπληρώνεται µε βάση τον παρακάτω τύπο  
1T T

j j B j j B j js c c u c c B a c−− = − = − . 

∆ηλαδή για το στοιχείο της γραµµής j js c−  το οποίο βρίσκεται κάτω από την 

µεταβλητή 1x  πολλαπλασιάζουµε κάθε στοιχείο του Bc  µε το αντίστοιχο στοιχείο του 1x  

και τα αποτελέσµατα τα προσθέτουµε µεταξύ τους. Το συγκεκριµένο αποτέλεσµα το 

αφαιρούµε από τον αριθµό που βρίσκεται πάνω από την αντίστοιχη µεταβλητή 1x .Όµοια 

συµπληρώνονται και τα υπόλοιπα στοιχεία που ανήκουν στην γραµµή j js c− .Από όλα τα 

ευρισκόµενα στοιχεία επιλέγουµε αυτό µε την µεγαλύτερη θετική τιµή. Εάν κατά τους 

υπολογισµούς µας όλα τα στοιχεία που ανήκουν στην συγκεκριµένη γραµµή είναι 

µηδενικά ή και µικρότερα του µηδενός τότε έχουµε υπολογίσει της βέλτιστη κορυφή τις 

οποίας οι συντεταγµένες θα δίνονται από τα στοιχεία του Bc . 

Η στήλη κάτω από το θ συµπληρώνεται ως εξής: Είδαµε ότι το στοιχείο της 

γραµµής µε την τιµή 5 είναι το στοιχείο που επιλεγούµε. Αυτό αντιστοιχεί στην µεταβλητή 

2x . Η πρώτη τιµή που βρίσκεται κάτω από το θ προκύπτει από την πρώτη τιµή που 

βρίσκεται κάτω από το b   εάν την διαιρέσω µε τον πρώτο αριθµό που βρίσκεται κάτω από 

την µεταβλητή 2x . Οµοίως συνεχίζω µε τις υπόλοιπες και επιλέγω την τιµή µε την 
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µικρότερη τιµή. Σε αυτή την φάση αντικαθιστούµε την µεταβλητή που αντιστοιχεί στο 

µεγαλύτερο στοιχείο της γραµµής j js c−  µε την µεταβλητή που αντιστοιχεί στην 

µικρότερη τιµή της στήλης θ. Άρα θα αντικαταστήσουµε την µεταβλητή  5x  µε την 

µεταβλητή 2x . Συνεπώς προκύπτει ο παρακάτω πίνακας 

 

Συνεχίζουµε µε την ίδια λογική έως ότου στην συγκεκριµένη γραµµή j js c−  

προκύψουν µηδενικές ή και αρνητικές τιµές. Στην συνέχεια ακολουθούν ειδικές 

περιπτώσεις προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού.  

 

ΕΙ∆ΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ Π.Γ.Π 

 

1. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΗ ΦΡΑΓΜΕΝΟ 

 

Στην περίπτωση όπου σε ένα Simplex tableau όλοι οι λόγοι θ που υπολογίζουµε για 

να εκτιµήσουµε το ποια µεταβλητή θα εισέλθει είναι αρνητικοί τότε οδηγούµαστε στο 

  
jc        

Βάση Bx  Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x  θ  

4x  0 2,5 0 0 0,5 1 -0,5 - 

2x  5 3,75 0,5 1 0,75 0 0,25 7,5 

 z  
j js c−  0,5 0 -5,75 0 -1,25  
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συµπέρασµα ότι αυτό δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί. Η τιµή που θα υπολογίσουµε για 

την αντικειµενική µας συνάρτηση θα τείνει στο άπειρο και το πρόβληµα µας 

χαρακτηρίζεται ως µη φραγµένο. 

Παράδειγµα 

Να λυθεί το παρακάτω πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min              (1)

.          2 2 2   (2)

             - 7 2 2  (3)

             7 10    (4)

             4 6 2 6  (5)

             , , 0         

z x x x

s t x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

= + −

+ − ≤

− + ≤

+ − ≤

+ − ≤

≥

 

To τελικό Taubleau είναι  

 

  
jc  -1 -1 1 0 0 0 0  

Βάση  

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x

 6x
 7x  θ  

4x  0 2,5 3/2 -3/2 0 1 1/2 0 0 - 

3x  1 3,75 -0,5 -7/2 1 0 1/2 0 0 7,5 

6x  0  13/2 -5/2 0 0 1/2 1 0  

7x  0  3 -1 0 0 1 0 1  

 z  
j js c−  -0,5 5/2 0 0 -1/2 0 0  
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Οι λόγοι θ είναι όλοι αρνητικοί συνεπώς καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι το 

πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού είναι µη φραγµένο. 

 

2. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕ ΑΠΕΙΡΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

Εάν κάποια βασική µεταβλητή αντιστοιχεί σε Z=0  τότε αύξηση της τιµής αυτής 

δεν αλλάζει την τιµή της αντικειµενικής της συνάρτησης. Υπό την προϋπόθεση µάλιστα 

ότι η λύση είναι µη εκφυλισµένη η εισαγωγή της µεταβλητής αυτής στην βάση θα µας 

οδηγήσει σε τιµή αντικειµενικούς συνάρτησης της ίδιας αξίας οπότε το πρόβληµα θα έχει 

άπειρες λύσεις. Οι άπειρες αυτές λύσεις δύναται να εµφανίζονται µε την µορφή ενός 

γραµµικού συνδυασµού λύσεων. 

 

3. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕ ΕΚΦΥΛΙΣΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

Σε ένα Simplex tableau όταν κάποια (-ες) από την τρέχουσα (-ες) βασική (-ες) 

λύσεις περιέχουν µεταβλητή µε τιµή µηδέν  τότε µπορούµε να µιλήσουµε για εκφυλισµένη 

λύση. Η επίλυση του προβλήµατος µπορεί να συνεχιστεί µε την αντικατάσταση αυτής µε 

µια αυθαίρετη και πάρα πολύ µικρή ποσότητα ε θετική µέχρι το τελικό tableau και 

θέτοντας στην άριστη λύση ε=0. 

 

4. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕ ΠΟΛΛΑΠΛΕΣ ΒΕΛΤΙΣΤΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

  140 100 0 0 0 

Βάση  
Bc  b  

1x  
2x  

3x  
4x  

5x
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Bx  

0 80 0 0 1 2 -4 

140 90 1 0 0 3/4 -1/2 

100 20 0 1 0 -1 1 

       

 

Το οποίο µετά τις ανάλογες πράξεις µετατρέπεται στο εξής βέλτιστο τελικό tableau 

   140 100 0 0 0  

Βάση  

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x

 
 

  80 0 0 1 2 -4  

  90 1 0 0 3/4 -1/2  

  20 0 1 0 -1 1  

         

 

 

5. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕ ΜΗ ΕΦΙΚΤΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

  140 100 0 0 0 

Βάση  
Bc  b  

1x  2x  3x  4x  5x
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Bx  

0 500 0 0.75 1 5 0 0 

1 500 1 0.25 0 -5 0 0 

M 100 0 -0.2 0 0 -1 1 

  

 

Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε  η  λύση µας περιλαµβάνει και τεχνητές 

µεταβλητές στην βάση. Αυτό ουσιαστικά δεν είναι δυνατό και έρχεται σε αντίφαση µε τον 

ρόλο των τεχνητών µεταβλητών και συνεπώς η λύση µας χαρακτηρίζεται ως µη εφικτή. 

 

Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ M 

Η υλοποίηση και εφαρµογή της µεθόδου Simplex, αλλά και των Simplex tableau, απαιτεί 

το πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού να είναι στην τυπική µορφή αλλά και την 

ύπαρξη του µοναδιαίου πίνακα µέσα από τις στήλες του πίνακα Α. Στην περίπτωση που 

δεν περιέχεται ο µοναδιαίος πίνακας µέσα στον πίνακα Α χρησιµοποιούµε τεχνητές 

µεταβλητές έτσι ώστε να δηµιουργηθεί ο µοναδιαίος πίνακας. Η εισαγωγή τεχνητών 

µεταβλητών διευρύνει την εφικτή περιοχή του προβλήµατος. Βλέπουµε ότι µια εφικτή 

λύση στο αναθεωρηµένο πρόβληµα είναι εφικτή λύση και για το αρχικό πρόβληµα αν και 

µόνον αν οι τιµές όλων των τεχνητών µεταβλητών είναι µηδέν. Η Μ-µέθοδος εισάγει τις 

τεχνητές µεταβλητές στην αντικειµενική συνάρτηση µε συντελεστή για κάθε µεταβλητή το 

−M , όπου M αυθαίρετα πολύ µεγάλος θετικός αριθµός. Η λύση του αναθεωρηµένου 

προβλήµατος πρέπει να είναι της µορφής 
0

x 
 
 

, όπου x οι λύσεις των µεταβλητών του 
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αρχικού προβλήµατος και όπου 0 οι λύσεις των τεχνητών µεταβλητών οι οποίες πρέπει να 

είναι 0. 

 

Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ∆ΥΟ ΦΑΣΕΩΝ 

 

Μεγάλο µειονέκτηµα της Μ-µεθόδου ο µη καθορισµός του πόσο µεγάλο πρέπει να είναι το 

Μ, όταν χρησιµοποιούµε ηλεκτρονικό υπολογιστή. Επιλεγούµε το Μ αυθαίρετα µεγάλο το 

οποίο όµως µπορεί να προκαλέσει προβλήµατα ακρίβειας στην υπολογιστική µηχανή 

(σφάλµατα στρογγυλοποίησης). Τα προβλήµατα αυτά µπορούµε να τα αποφύγουµε µε την 

µέθοδο των 2 φάσεων. Στην πρώτη φάση εισάγουµε τις τεχνητές µεταβλητές που 

χρειάζονται για να δηµιουργηθεί ο µοναδιαίος πίνακας. Λύνουµε το βοηθητικό πρόβληµα 

min (τεχνητές µεταβλητές) το οποίο θέλουµε να έχει άριστη λύση µηδέν, δηλαδή, όλες 

οι τεχνητές να είναι µηδέν. Το σύνολο των άλλων µεταβλητών σε αυτή την περίπτωση 

αποτελούν βασική εφικτή λύση για το αρχικό πρόβληµα. Αν το βοηθητικό πρόβληµα έχει 

άριστη λύση θετική, τότε το αρχικό πρόβληµα δεν έχει εφικτή λύση. Στην δεύτερη φάση 

λύνουµε το αρχικό πρόβληµα χρησιµοποιώντας σαν αρχική βασική εφικτή λύση του 

προβλήµατος την άριστη λύση της 1ης φάσης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΡΙΤΟ 

∆υική Θεωρία 

Κάθε πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού συνδέεται µε εάν άλλο πρόβληµα 

γραµµικού προγραµµατισµού που ονοµάζεται δυικό (dual) ενώ το αρχικό πρωτεύον. Η 

δυική θεωρία παρέχει πληροφορίες κυρίως οικονοµικής φύσεως ενώ είναι διαφωτιστική 

για την ανάλυση των επιπτώσεων της αλλαγής των παραµέτρων , ,j ijc a b . Επίσης η άριστη 

λύση του δυικού είναι άρρηκτα δεµένη νε την λύση του πρωτεύοντος. 

Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να θυµίσουµε ότι ένα π.γ.π είναι σε κανονική µορφή 

όταν ισχύουν τα παρακάτω: 

1. Είναι πρόβληµα µεγιστοποίησης 

2. Όλοι οι περιορισµοί είναι ανισώσεις της µορφής ≤  

3. όλες οι µεταβλητές είναι µη αρνητικές. 

Σε ορισµένα εγχειρίδια χρησιµοποιείται ρητά ο όρος της ηµικανονικής µορφής και 

την χρήσης του δυικού π.γ.π µέσω αυτής. Θα πρέπει να τονίσουµε ότι σε αυτήν την 

περίπτωση της ηµικανονικής µορφής η συνθήκη 3 αφαιρείται και δεν ισχύει. 

Στην περίπτωση που οι παραπάνω συνθήκες δεν ισχύουν προχωρούµε µέσα από 

στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς σε ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού κανονικής 

µορφής. Οι µετασχηµατισµοί αυτοί περιλαµβάνουν τα παρακάτω: 

1. Την µετατροπή του προβλήµατος µεγιστοποίησης σε ελαχιστοποίησης και 

αντίστροφα. 

2. Την µετατροπή της ανισώσεις της µορφής ≥  µε πολλαπλασιασµό της 

γραµµής της µε (-1). 
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3. Την µετατροπή µιας αρνητικής µεταβλητής ix  και αντικατάστασης της 

µέσα από την '

i ix x= − . 

4. Την µετατροπή µιας µεταβλητής ελευθέρου πρόσηµου ix R∈  όπως 

αποκαλείται µέσω της ' '' ' '', , 0i i i i ix x x x x= − ≥ . 

Αα θεωρήσουµε το πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού µε την παρακάτω 

µορφή. 

1 1 2 2

11 1 1 1 1

21 1 2 2 2

1 1

1 2

max ...

... ... ... ....

... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ...

, ,..., 0,

, ,  (i=1,2,...,m, j=1,2,..

n n

j j n n

j j n n

m mj j mn n m

n

j i ij

z c x c x c x

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x x x

c b a

= + + += + + += + + += + + +

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤

≤≤≤≤

+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤

≥≥≥≥

.,n)

 

Ή σε µορφή πινάκων: 

'max

0

c x

Ax b

x

±

≤

≥

  όπου 

 

1 1

11 1 1 1

21 2 2 2

1 ,

... ...... ... ... ...

... ...... ... ... ...
, ,

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

j n n m

j n n m

j j

m mj mn m n m n

mn m

x b

a a a a

a a a a
A x b

x b

a a a a x

bx

++++

++++

++++

++++

         
                                         = = == = == = == = =                                                       
                 

 

Θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι ένα π.γ.π θα µπορεί να µετατραπεί σε δυικό 

µέσω της διαδικασίας. 
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'max   (Πρωτεύον)

0

c x

Ax b

x

±

≤

≥

       

'min w  (∆υικό)

0

T

b

A w c

w

±

≤

≥

 

 

 

Σε ανοιγµένη τώρα µορφή το δυικό π.γ.π αποδίδεται ως εξής: 

1 1 2 2

11 1 1 1 1

12 1 2 2 2

1 1

1 2

min ...

... ... ... ....

... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ...

, ,..., 0,

n n

j j m n

j j m n

n jm j mn n m

n

y b w b w b w

a w a w a w c

a w a w a w c

a w w x a w c

w w w

= + + += + + += + + += + + +

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤

≤≤≤≤

+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤

≥≥≥≥

 

 

Παρατηρήσεις 

1. Μια δυική µεταβλητή ορίζεται για κάθε m περιορισµούς του πρωτεύοντος 

π.γ.π. 

2. Ένας δυικό περιορισµός ορίζεται για κάθε n µεταβλητή του πρωτεύοντος 

π.γ.π. 

3. Οι συντελεστές των µεταβλητών ενός δυικού προβλήµατος ισούται µε τους 

συντελεστές της συνδεόµενης µεταβλητής του πρωτεύοντος π.γ.π. 

4. Οι αντικειµενικοί συντελεστές του δυικού π.γ.π ταυτίζονται µε τα δεξιά 

µέλη των περιορισµών του πρωτεύοντος π.γ.π. 

 

Ο παρακάτω πίνακας περιέχει σχηµατικά το µετασχηµατισµό του πρωτεύοντος σε 

δυικό καθώς και την σχέση που υπάρχει µεταξύ τους. 
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Ο παρακάτω πίνακας περιέχει σχηµατικά το µετασχηµατισµό του πρωτεύοντος σε 

δυικό καθώς και την σχέση που υπάρχει µεταξύ τους. 

 

 

 ΠΡΩΤΕΥΟΝ Π.Γ.Π maximizeZ 

∆ΥΙΚΟ Π.Γ.Π 

minimizeY 

                    1w  

                    jw  

 

                    mw  

1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 2 2

1 1

1 1

1 2

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

, , . . . , 0 ,

j j n n

j j n n

j jj jn j

m m j j m n n m

n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a a b

a x a x a x b

x x x

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤

+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤+ + + + + ≤

≤≤≤≤

+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤

≥≥≥≥

 

        1c≥≥≥≥                jc≥≥≥≥                 nc≥≥≥≥   

 

 

 

 

 

 

Αναλυτικότερα ση σχέση που υπάρχει ανάµεσα σε δυικό και πρωτεύον φαίνεται 

παρακάτω: 

 

ΠΡΩΤΕΥΟΝ ∆ΥΙΚΟ 

Πρόβληµα µεγιστοποίησης  Πρόβληµα ελαχιστοποίησης 

Περιορισµός τύπου  i ≥≥≥≥  Μεταβλητή 0iu ≤≤≤≤  

Περιορισµός τύπου  i ≤≤≤≤  Μεταβλητή 0iu ≥≥≥≥  

Περιορισµός τύπου  =i  Μεταβλητή iu  χωρίς περιορισµό 

Μεταβλητή 0jx ≥≥≥≥  Περιορισµός τύπου j ≥≥≥≥  

Μεταβλητή 0jx ≤≤≤≤  Περιορισµός τύπου j ≤≤≤≤  

Μεταβλητή jx  χωρίς περιορισµό Περιορισµός τύπου j =  

Συντελεστής Αντικειµενικής συνάρτησης Συντελεστής δεύτερου µέλους 

j περιορισµός του 

δυικού π.γ.π 
j περιορισµός του 

πρωτεύοντος π.γ.π 
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Συντελεστής δεύτερου µέλους Συντελεστής Αντικειµενικής συνάρτησης 

 

Ορισµός: Ένας περιορισµός π.γ.π χαρακτηρίζεται ως δεσµευτικός-

αποτελεσµατικός αν και µόνο εάν η άριστη λύση τον καθιστά ισότητα. Στην αντίθετη 

περίπτωση καλείται χαλαρός. 

 

Έστω *x  η βέλτιστη λύση ενός π.γ.π και *w  του δυικού του.  

1. Οι µεταβλητές του ενός π.γ.π που αντιστοιχούν σε χαλαρούς περιορισµούς του 

άλλου είναι µη βασικές µεταβλητές στην βέλτιστη λύση. 

2. Οι µεταβλητές του ενός π.γ.π που αντιστοιχούν σε αποτελεσµατικούς 

περιορισµούς του άλλου είναι  βασικές µεταβλητές στην βέλτιστη λύση. 

3. Εάν σε κάποιο δεσµευτικό περιορισµό του πρωτεύοντος αντιστοιχεί δυική 

µεταβλητή µε τιµή µηδέν στην βέλτιστη λύση του δυικού τότε το πρωτεύον π.γ.π έχει 

άπειρες λύσεις. 

Οικονοµική Ερµηνεία του δυικού προβλήµατος 

 

Γενικότερα θα λέγαµε ότι τα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού 

ασχολούνται µε προβλήµατα κατανοµής περιορισµού αριθµού πόρων σε διαφορετικές 

εναλλακτικές και ανταγωνιστικές δραστηριότητες. Εάν 
ija  είναι η ποσότητα του πόρου i  

για την παραγωγή j  µονάδων, 
jc  η αύξηση στο µέτρο αποδοτικότητας ζ από την αύξηση 

κατά µία µονάδα της jx  τότε  
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1. Το ij ja x∑∑∑∑  των περιορισµών (αριστερό µέλος) παριστάνει την συνολική 

ποσότητα πόρων που θα χρησιµοποιηθούν και θα είναι µικρότεροι των διαθέσιµων πόρων 

ib . 

2. Η αντικειµενική συνάρτηση παριστάνει το συνολικό κέρδος 

 

Άρα το πρωτεύον π.γ.π µας δείχνει µε ποιον τρόπο θα πρέπει να µεγιστοποιήσουµε  

j

1 j

i
j

1 j

αξία
max προιόν

προιόν

πόρος
. προιόν

προιόν

n

j

n

j

s t

=

=

 
±   

 

 
  
 

∑

∑
        

j

1 j

i
j

1 j

αξία
max προιόν αξία

προιόν

πόρος
. προιόν πόρος

προιόν

n

j

n

j

s t

=

=

 
± ≡  

 

 
≡  

 

∑

∑
 

 

Τι ουσιαστικά µας δείχνει το δυικό; 

Το δυικό  

( )i i

1

i
i

1 j j

max πόρος w

πόρος αξία
. w

προιόν προιόν

n

j

n

j

s t

=

=

±

   
≥      

   

∑

∑
     

j

αξία

προιόν
iw
 
≡   
 

 

Ιδιότητες του ∆υικού Προβλήµατος γραµµικού Προγραµµατισµού 

 

Θεώρηµα1 

Εάν x  µια εφικτή λύση του πρωτεύοντος και w  του δυικού τότε ' 'c x b w≤≤≤≤  

(ασθενής δυικότητα) 
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Απόδειξη 

Εάν πολλαπλασιάσουµε τον i-περιορισµό του πρωτεύοντος προβλήµατος επί 

0
i

w ≥≥≥≥  δηλαδή 
1 1 1

m n m

i ij j i i

i j i

w a x b w
= = == = == = == = =

≤≤≤≤∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑   και αντίστοιχα τον j-περιορισµό του 

δυικού προβλήµατος µε  0jx ≥≥≥≥  δηλαδή έχοντας 
1 1 1

m n m

i ij j j j

i j i

w a x c x
= = == = == = == = =

≤≤≤≤∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑  και 

συνδυάσουµε τις σχέσεις που έχουµε θα δούµε ότι 

 

' '

1 1 1 1

m m n m

j j i ij i i

i i j i

c x c x w a x b w b w
= = = == = = == = = == = = =

= ≤ ≤ == ≤ ≤ == ≤ ≤ == ≤ ≤ =∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑  

Θεώρηµα 2 

Εάν %x  µια εφικτή λύση του πρωτεύοντος και �w  του δυικού  έτσι ώστε 

� % �' 'z c x b w= == == == =  τότε τα %x  και �w  είναι άριστες λύσεις των Π και ∆ αντίστοιχα  

Απόδειξη 

 

Εάν x  µια εφικτή λύση του πρωτεύοντος και w  του δυικού τότε θα έχουµε ότι 

� % %' ' ' 'max{ : ,  εφικτή λύση Π}  'αριστη λύση του Πc x b w c x c x x x≤ = = ⇒≤ = = ⇒≤ = = ⇒≤ = = ⇒  και  

% � �' ' ' 'min{ : ,  εφικτή λύση D}  'αριστη λύση του Db w c x b w c x x w≥ = = ⇒≥ = = ⇒≥ = = ⇒≥ = = ⇒  

 Εποµένως µπορούµε να συνοψίσουµε αυτά που έχουµε αποδείξει στο παρακάτω 

διάγραµµα και να ισχυριστούµε ότι κάθε τιµή της Α.Σ του προβλήµατος ελαχιστοποίησης 

είναι άνω φράγµα της Α.Σ του προβλήµατος µεγιστοποίησης και αντίστροφα. Οι άριστες 

αυτές λύσεις είναι τα καλύτερα φράγµατα που υπάρχουν. 
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Θεώρηµα 3 

Εάν το πρωτεύον π.γ.π είναι µη φραγµένο τότε το δυικό του δεν έχει εφικτές 

λύσεις. 

 

Απόδειξη 

Ας θεωρήσουµε ως xG  το σύνολο των εφικτών λύσεων του πρωτέυοντος 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού και wG  του δυικού του και έχοντας ότι το 

πρωτεύον πρόβληµα είναι µη φραγµένο δηλαδή 'max{ : }xc x x G∈ = ∞∈ = ∞∈ = ∞∈ = ∞ . Εάν υποθέσουµε 

Μη εφικτή περιοχή 

(Μη εφικτές υπέρ-άριστες 

λύσεις) 

 

Μη εφικτή περιοχή 

(Μη εφικτές υπέρ-

άριστες λύσεις) 

%u  

Άριστη Λύση 

εφικτή περιοχή 

(εφικτές µη βέλτιστες 

λύσεις) 

 

εφικτή περιοχή 

(εφικτές µη βέλτιστες 

λύσεις) 

 

z%  

Μ

εγ

ισ

το

π

οί

η

σ

η 

Ε

λ

αχ

ισ

το

π

οί

η

σ

η 
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ότι το δυικό πρόβληµα έχει µια λύση εφικτή w  τότε από το θεώρηµα 2 θα ισχύει ότι 

' 'b w c x≥≥≥≥  και µε βάση το γεγονός ότι 'max{ : }xc x x G∈ = ∞∈ = ∞∈ = ∞∈ = ∞  θα έχουµε ότι 'b w = ∞= ∞= ∞= ∞  που 

είναι όµως άτοπο. 

(Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα). 

Θεώρηµα 4 

Εάν το δυικό πρόβληµα δεν έχει εφικτές λύσεις τότε το πρωτεύον είτε δεν έχει 

εφικτές λύσεις είτε είναι µη φραγµένο. 

Θεώρηµα ∆υισµού 

Εάν το πρωτεύον π.γ.π έχει άριστη λύση τότε το δυικό του έχει άριστη λύση και 

µάλιστα οι τιµές των αντικειµενικών του συναρτήσεων είναι ίσες. ( Gale, Kuhn and 

Tucker, 1950).  

Για παράδειγµα έως θεωρήσουµε το παρακάτω πρόβληµα γραµµικού 

προγραµµατισµού   µε άριστη λύση (((( ))))1/ 5,0, 21/ 5,9 / 5x ==== . Να υπολογίσουµε την λύση 

του δυικού του προβλήµατος. 
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∆ΥΙΚΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ SIMPLEX 

 

Τα δύο προβλήµατα το δυικό αλλά και το πρωτεύον ως προβλήµατα γραµµικού 

προγραµµατισµού µπορούν αν επιλυθούν µε την µέθοδο SIMPLEX όπως αυτή έχει 

αναπτυχθεί στο παρόν µάθηµα. Μάλιστα επειδή στο τελικό Tableau των λύσεων ενός 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού περιέχεται και η λύση του άλλου προβλήµατος 

συνηθίζεται να επιλύετε όποιο πρόβληµα φαίνεται να έχει την ευκολότερη λύση. 

Επιπρόσθετα θα πρέπει να τονίσουµε το γεγονός ότι κάθε βήµα στην διαδικασία Simplex 

συνδέεται µε ένα ανάλογο βήµα στην επίλυση του αντίστοιχου δυικού προβλήµατος  

δηλαδή επιφέρει και την λύση του άλλου στην δική του διάσταση. 

Η γενική ιδέα της µεθόδου SIMPLEX υποστηρίζει ότι αρχίζουµε µε µία βάσει λύση 

του πρωτεύοντος π.γ.π η οποία παρεµπιπτόντως αντιστοιχεί σε µια βασική µη εφικτή λύση 

του δυικού. Με βάση την συγκεκριµένη τεχνική βελτιώνουµε βαθµιδόν την λύση αυτή 

διατηρώντας την εφικτότητα στο πρωτεύον και φτάνουµε στη άριστη λύση όταν επιτύχει 

εφικτότητα και στο δυικό. Στην δυική µέθοδο SIMPLEX αρχίζουµε µε µια βασική µη 

εφικτή λύση του πρωτεύοντος π.γ.π (υπεράριστη λύση) και συνεπώς η αντίστοιχη δυική 

είναι εφικτή. Η πρώτη βασική λύση εφικτή για το πρωτεύον είναι η άριστη του. 

Συνεπώς η δυική µέθοδος SIMPLEX επιλύει το δυικό πρόβληµα πάνω στα tableau 

του πρωτεύοντος και µετακινούµαστε από µια βασική εφικτή λύση του δυικού σε µία 

καλύτερη βασική εφικτή λύση. 
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ SIMPLEX 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ΥΙΚΟΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ SIMPLEX 

Αντίστοιχη λύση ∆υικού 

(µη εφικτή, υπεράριστη) 

 

%u  

εφικτή περιοχή 

πρωτεύοντος 

(εφικτές µη βέλτιστες 

λύσεις) 

 

z%  

Π 

∆ 

λύση πρωτεύοντος 

(Μη εφικτές υπέρ-

άριστες λύσεις) 

%u  

Αντίστοιχη λύση δυικού 

(εφικτές µη βέλτιστες 

λύσεις) 

 

εφικτή περιοχή 

Πρωτεύοντος 

z%  

Π 

∆ 

εφικτή περιοχή 

∆υικού 
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Θεώρηµα 5 

Έστω 
' ' 1w c B−−−−==== . Εάν 0,i iz c i− ≥ ∀− ≥ ∀− ≥ ∀− ≥ ∀  η λύση w  είναι µια βασική εφικτή λύση 

του δυικού προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού. 

 

Παράδειγµα  

 

∆ίνεται το παρακάτω πρόβληµα µεγιστοποίησης 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

3 4

max 2 3 2

.            2 2 8

               6

               2 3 3

z x x x x

s t x x x x

x x x

x x

= − + += − + += − + += − + +

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =

+ + =+ + =+ + =+ + =

− =− =− =− =

 µε άριστη λύση % [[[[ ]]]]1/ 5,0, 21/ 5,9 / 5x ==== . Ποια η 

άριστη λύση του δυικού; 

 

Λύση 

 

Το δυικό πρόβληµα έχει την εξής µορφή

1 2 3

1

1 3

1 2 3

1 2 3

min 8 6 3

.            2

               2w 3

               w 2 1

               2w 3 2

y w w w

s t w

w

w w

w w

= + += + += + += + +

≥≥≥≥

+ ≥ −+ ≥ −+ ≥ −+ ≥ −

+ + ≥+ + ≥+ + ≥+ + ≥

+ − ≥+ − ≥+ − ≥+ − ≥

. Η  

‘άριστη  

 

λύση του δυικού προκύπτει ως εξής 

1

1 2 3

1 2 3

 2

 w 2 1

 2w 3 2

w

w w

w w

====

+ + =+ + =+ + =+ + =

+ − =+ − =+ − =+ − =

οπότε � [[[[ ]]]]2, 7 / 5,1/ 5w = −= −= −= −  
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Άσκηση 

Εάν µια µεταβλητή  του πρωτεύοντος προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού 

είναι ελεύθερη πρόσηµου τότε ο αντίστοιχος δυικός µετασχηµατισµός έχει την µορφή 

εξίσωσης 

max

0

0

ελεύθερη προσήµου

ύρωτε ονΠ

≥

≤

�  

min

0

0

∆υικό

≥

≤

=

 

 

 

 

 

 

 

 

 

max

0

0

Πρωτεύον

≥

≤

=

�   

min

0

0

∆υικό

ελεύθερη προσήµου

≥

≤

 

 

 

 

 

ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΣ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ 
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Θεώρηµα Συµπληρωµατικού Περιθωρίου 

Εάν στο ένα πρόβληµα ένας περιορισµός του είναι αδρανής η αντίστοιχη 

µεταβλητή του άλλου προβλήµατος είναι µηδέν και επίσης εάν µια  µεταβλητή είναι θετική 

τότε ο αντίστοιχος περιορισµός του άλλου είναι ενεργός (έχει την µορφή εξίσωσης). 

 

Άσκηση 1 

 

Να λυθεί το παρακάτω πρόβληµα 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

max 5 12 4

2 5

2 3 2

, 0

z x x x

x x x

x x x

x x

= + +

+ + ≤

− + =

≥

 

 

ΛΥΣΗ 

 

Οι µεταβλητές 1 2,x x  αντιστοιχούν σε ανισοτικό περιορισµός του τύπου ≥άρα στο 

περιορισµό που προκύπτει από το εσωτερικό γινόµενο παίρνουµε ≥ . Η µεταβλητή 3x είναι 

ελεύθερη προσήµου και τότε στον περιορισµό που προκύπτει από το εσωτερικό γινόµενο 

παίρνουµε ισότητα. Το εσωτερικό γινόµενο προκύπτει ως εξής: 

1 1 1

1 1 1

1 2 1
, ,

2 1 3

w w w

w w w

          
× × ×          −          

 

Άρα  

1 2 3 3

1 2 3 3

1 2 3 3

1 2 3 3

1 2 3 3

max 5 12 4 4

2 5

2 3 3 2

2 3 3 2

, , , 0

z x x

x x

x x

x x

x x

σ ρ

σ ρ

σ ρ

σ ρ

σ ρ

= + + −

+ + − ≤

− + − ≥

− + − + ≤ −

≥
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Θεώρηµα: Μια εφικτή λύση του ενός προβλήµατος θέτει ένα φράγµα στην 

βέλτιστη λύση του άλλου. 

 

Θεώρηµα: Έστω * *,w x  δύο εφικτές λύσεις του πρωτεύοντος και του δυικού 

προβλήµατος για τις οποίες ισχύει * *,y z . Τότε οι λύσεις αυτές είναι αντίστοιχα βέλτιστες 

και για τα δύο προβλήµατα. 

 

Άσκηση 2 

 

∆ίνεται το παρακάτω πρόβληµα 

1 2 3 4 5 6

1 3 4 6 7

1 2 3 4 6

3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

max 4 30 11 2 3

2 6 2 3 20

4 7 3 10

5 3 6

, , , , , , 0

z x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x x x

= − − + + −

− + + − + =

− + + + − =

− + + + =

≥  

µε βέλτιστο tableau 

1. Ποια η αρχική βάση; 

2. Ποιος ο αντίστροφος πίνακας της βέλτιστης λύσης; 

3. Ποιο το δυικό πρόβληµα 
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Λύση 

Η αρχική βάση είναι η Ο αντίστροφος της βέλτιστης λύσης δίνεται ως 

 

( ) 1
*

1/12 7 / 24 1/ 24

1/ 6 1/12 5 /14

1/ 2 1/ 4 1/ 4

B
−

− 
 = − 
 − 

 

 

Ενώ το δυικό δίνεται ως  

1 2 3 4 5 6

1 3 4 6 7

1 2 3 4 6

3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

max 4 30 11 2 3

2 6 2 3 20

4 7 3 10

5 3 6

, , , , , , 0

z x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x x x

= − − + + −

− + + − + =

− + + + − =

− + + + =

≥  

Άσκηση 3 

Να λυθεί το παρακάτω πρόβληµα 

1 2 3

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3

max 5 2 3

5 2

5 6

, , 0

z x x x

x x x b

x x x b

x x x

= + +

+ + ≤

− − ≤

≥  

µε βέλτιστο tableau 

 

  
jc        

Βάση Bx  Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x  θ  

1x  5 30 1 b  2 1 0  

5x  0 10 0 c  -8 -1 1  

 z  0 a  7 d  e   
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ΑΝΑΛΥΣΗ ΕΥΑΙΣΘΗΣΙΑΣ 

 

Η ανάλυση ευαισθησία µελετά την µεταβολή της άριστης λύσης ενός προβλήµατος 

γραµµικού προγραµµατισµού όταν αλλάξουν µερικά από τα αρχικά δεδοµένα του. Πιο 

συγκεκριµένα έχει νόηµα να εξετάζουµε ξεχωριστά τις παρακάτω περιπτώσεις 

 

1. ∆ιαταραχή-Μεταβολή των συντελεστών κόστους jc . 

2. ∆ιαταραχή-Μεταβολή των σταθερών όρων ib . 

3. ∆ιαταραχή-Μεταβολή των συντελεστών του συστήµατος τω περιορισµών 

ija . 

4. Προσθήκη ή αφαίρεση µεταβλητών. 

5. προσθήκη ή αφαίρεση περιορισµών. 

 

Ας θεωρήσουµε το παρακάτω πρόβληµα µεγιστοποίησης 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 5 12 4

.            2 5

               2 2

               , , 0

z x x x

s t x x x

x x x

x x x

= + += + += + += + +

+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤

− + =− + =− + =− + =

≥≥≥≥

 

 

το οποίο κατά την λύση του παράγει το παρακάτω βέλτιστο tableau. 

  
jc       
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Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  

2x  
3x  

4x  
5x  

 

2x  12 8/5 0 1 -1/5 2/5 -1/5 

1x  5 9/5 1 0 7/5 1/5 2/5 

 z   0 0 -3/5 -29/5 -Μ-2/9 

 

Θα πρέπει σε αυτό το σηµείο να παρατηρήσουµε ότι ο αντίστροφος της βέλτιστης 

βάσης είναι αυτός που αρχικά ήταν ο µοναδιαίος πίνακας απο τα στοιχεία κατω απο τις 

µεταβλη΄τες 4 5,x x
 

(((( )))) 1
*

2 / 5 1/ 5

1/ 5 2 / 5
B

−−−− −−−−    
====     
    

 

 

∆ιαταραχή του σταθερού όρου Bc  

Μια µεταβολή του Bc  συνεπάγετια και µεταβολή της αριστότηας εάν θυµηθούµε 

ότι εισέρχεται στον τύπο 
1T

j j B j js c c B a c−−−−− = −− = −− = −− = − . Η µεταβολή λοιπον µας προσφέρει µια 

επιπλέον λορυφή η οποία είναι πιθανόν να µην είναι πλεον εφικτή και συνεπώς και 

βέλτιστη. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια διαταραχή του 

διανύσµατος κόστους [[[[ ]]]]1 22, 4Bc c c= = − == = − == = − == = − = . Προφανώς µε βάση την µέθοδο SIMPLEX 

θα πρέπει να προχωρήσουµε αφού αντικαταστήσουµε στο τελικό tableau τις τιµές των 

διανυσµάτων κόστους στον υπολογισµό των 'jk s . 
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jc        

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x  θ

 

2x

 

4 8/5 0 1 -1/5 2/5 -1/5  

1x

 

-1 9/5 1 0 7/5 1/5 2/5  

 z   0 0 -3/5 -29/5 -Μ-2/9  

 

Στην περίπτωση όπου δεν έχουµε άριστη λύση προχωρούµε κανονικά στην επίλυς 

τους π.γ.π όπως γνωρίζουµε. 

 

∆ιαταραχή του σταθερού όρου ib  

Ας θεωρήσουµε bb b δ$ = += += += +  που ικανοποιεί το κριτήριο της αριστότητας. Η 

συγκερκιµένη λύση θα πρέπει να είναι και εφικτή συνπώς θα πρέπει να ισχύει ότι 

� 1 1 1

B bx B b B b B δ− − −− − −− − −− − −= = += = += = += = + . Αρα 
�

1

m

B B b i

i

x x δ β
====

= += += += +∑∑∑∑  καθώς 

1

1

1

.
,..., ,... ,

b

i m b

bm

B

δ

β β β δ

δ

−−−−

    
    
    = == == == =             
    
        

. 
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Εάν τώρα γυρίσουµε στο παράδειγµα µας θα δούµε ότι αλλάζοντας την συνθήκη 

των διαθέσιµων πόρων κατά 
10

2
ib
    
====     −−−−    

 επιβάλλεται απο την πλευρά µας να 

υπολογίσουµε τις νέες τιµές 
�*

2 / 5 1/ 5 10 22 / 5

1/ 5 2 / 5 2 6 / 5
ib

−−−−                    
= == == == =                    −−−−                    

 οπότε µπορούµε ν 

έχουµε και τις βασικές λύσεις 
12 / 5 22 / 5

0
5 6 / 5

z$
            
= >= >= >= >            
            

 και να ελέγχουµε εάν 

ιακνοποιύν τις ανάλογες συνθήκες. 

 

∆ιαταραχή του σταθερού όρου ija  

 

Στην περίπτωση αυτή αλλάζει ο πίνακας  ijA a====   των περιορισµών µε 

αποτέλεσµα να υπεισέρχονται και αλλαγές στο βέλτιστο tableau.Για παράδειγµα στην 

περίπτωση όπου προσθέτουµε δύο µεταβλητές µε 6 73, 4c c= = −= = −= = −= = −  και αντίστοιχα 

διανύσµατα 
� [[[[ ]]]] � [[[[ ]]]]' '

6 74 1 , 0 3x x= == == == = .  

Υπολογίζουµε τώρα 

 

�� �

�� �

1

6 6

1

7 7

2 / 5 1/ 5 4 7 / 5

1/ 5 2 / 5 1 6 / 5

2 / 5 1/ 5 0 3/ 5

1/ 5 2 / 5 3 6 / 5

x B x

x B x

−−−−

−−−−

−−−−                    
= = == = == = == = =                    

                    
− −− −− −− −                    

= = == = == = == = =                    
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τις οποίες και προσθέτουµε στην βάση 

 

  
jc       

Βάση 

Bx  

Bc  b  
1x  2x  3x  4x  5x  6x  7x  θ  

2x

 

4 8/5 0 1 -1/5 2/5 -1/5 7/5 -3/5  

1x

 

-1 9/5 1 0 7/5 1/5 2/5 6/5 6/5  

 z        

 

Από αυτό το σηµείο και µετά η διαδικασία είναι γνωστή. 

 

Προσθήκη ή αφαίρεση µεταβλητών 

 

Πρόκειται για ειδική περίπτωση της προηγούµενης µεταβολής. Θεωρητικά κάθε 

νέα µεταβλητή που εισάγεται σε ένα π.γ.π θα µπορούσε να θεωρηθεί ότι υπήρχε και 

προηγούµενα στο αρχικό π.γ.π µε όλους τους συντελεστές της ίσο µε µηδέν. Οµοίως και 

κάθε µεταβλητή που αφαιρείται µε την ίδια λογική θα µπορούσε να θεωρηθεί ότι υπάρχει 

στο παρόν π.γ.π. Αρα για τις µή βασικές µεταβλητές διαγράφουµε την αντίστοιχη στήλη 

του tableau ενώ για τις βασικές πρέπει να βγάλουµε απο την βάση τις αντίστοιχε στήλες 

και µετά να τις διαγράψουµε. 
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