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ΜΑΘΗΜΑ ΠΕΜΠΤΟ-ΕΚΤΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΓΙΑ 

ΟΙΚΟΝΟΜΟΛΟΓΟΥΣ 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ (∆ΙΑΦΟΡΙΚΟ-ΚΑΝΟΝΑΣ ΑΛΥΣΙ∆ΑΣ) 
 

A. Παράγωγος-Ελαστικότητα 

 

Παράδειγµα 1 

Έστω η συνάρτηση ζήτησης για το προϊόν Α της µορφής 1 2( , )dQ f P P=  όπου 1P  η 

τιµή του προϊόντος και 2P  η τιµή ενός ανταγωνιστικού µε µορφή 1 295 3dQ P P= − + . 

Να υπολογιστεί η µερική ελαστικότητα ζήτησης ως προς την τιµή του προϊόντος εάν 

1 210, 25P P= = . 

Λύση 

Υπολογίζοντας την ελαστικότητα θα χρησιµοποιήσουµε τον τύπο 

1
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1
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ε
∂

= = −
∂

. Με απλή αντικατάσταση έχουµε ότι 
1

0.333Pε = −  

Τι αυτή η ελαστικότητα σηµαίνει; 

 

Παράδειγµα 2 (Μόνοι σας) 

 

Μια επιχείρηση παράγει 2 προϊόντα σε ποσότητες x,y και παρουσιάζει συνολικό 

κόστος µε βάση την συνάρτηση 350 ln(20 ) xTC x y x x y= + + + + + . Να 

υπολογίσετε τα οριακά κόστη των 2 προϊόντων. 

 

Παράδειγµα 3 (Μόνοι σας) 

Έστω ότι η συνάρτηση ζήτησης για το κρασί δίνεται από την εξής σχέση 
1.3 1.6 0.7205Q g p r−=  όπου Q η ποσότητα που ζητείται, p η µέση λιανική τιµή και g το 

µέσο εισόδηµα και r η τιµή άλλων αγαθών. Να βρεθεί: 

1. Η ελαστικότητα σε σχέση µε την ζήτηση. 

2. Η εισοδηµατική ελαστικότητα σε σχέση µε την ζήτηση. 

3. Η σταυροειδής ελαστικότητα σε σχέση µε την ζήτηση 

(Θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε την ln ln 205 1.3ln 1.6 ln 0.7 lnQ g p r= + − + ) 
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Παράδειγµα 4 

Η συνάρτηση παραγωγής µιας επιχείρησης είναι 1a aQ AK L −=  όπου Κ το 

χρησιµοποιούµενο κεφάλαιο και L η εργασία αντίστοιχα ενώ Α, α σταθερές µε Α>0 

και 0<α<1. Νε δείξετε ότι το οριακό προϊόν της εργασίας είναι θετικό και ότι είναι 

φθίνουσα συνάρτηση της εργασίας όταν το κεφάλαιο παραµένει σταθερό. 

Λύση 

Το οριακό προϊόν της εργασίας είναι (1 ) 0
a

a

Q Ka A
L L

∂
= − >

∂
 ενώ η παράγωγος του ως 

προς την εργασία δίνεται ως εξής: 
2

2 1(1 ) 0
a

a

Q Ka a A
L L +

∂
= − − <

∂
 

 

Παράδειγµα 5 (µόνοι σας) 

Έστω η συνάρτηση παραγωγής µε µορφή 
4 1

5 5Q K L=  όπου Κ το χρησιµοποιούµενο 

κεφάλαιο και L η εργασία. 

1. Ποια η οριακή παραγωγικότητα της εργασίας. 

2. Ποια η οριακή παραγωγικότητα του κεφαλαίου; 

3. Εάν το κόστος των συντελεστών της οριακής παραγωγικότητας και κεφαλαίου  

είναι ίσο µε την οριακή παραγωγικότητα του τότε η αµοιβή της εργασίας είναι 

4 φορές η αµοιβή του κεφαλαίου. 

4. Είναι η αµοιβή των συντελεστών ίση µε την αξία παραγωγής; 

 

 

B. Υπολογισµός ∆ιαφορικού-Κανόνας Αλυσίδας 

 

Η συνολική µεταβολή σε µία συνάρτηση f(x,y) που προέρχεται από µια µικρή 

µεταβολή στα x,y καλείται διαφορικό. Γνωρίζουµε ότι 
f ff x y
x y

∆ ∆ ∆
∂ ∂

= +
∂ ∂  και για 

πολύ µικρά ,x y∆ ∆  έχουµε ότι 
f fdf dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂ . Το ολικό διαφορικό µας δίνει 

προσεγγιστικά την διαφορά τιµών µεταξύ των τιµών της συνάρτησης σε σηµεία 

P(x,y) και P(x+∆x,y+∆y). Η διαφορά ∆z-dz καλείται σφάλµα προσέγγισης. 
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Παράδειγµα 1 

 

Έστω η συνάρτηση παραγωγής ενός αγροτικού προϊόντος  της µορφής 
2 2( , ) 40 60 2Q x y x x y y= − + −   όπου x οι µονάδες εργασίας και y η έκταση της γης. 

Να υπολογιστεί το διαφορικό πρώτης τάξης για αύξηση κατά µία µονάδα σε x,y.. 

Λύση 

Υπολογίζουµε: 

(40 2 ) (60 4 )Q QdQ dx dy x dx y dy
x y

∂ ∂
= + = − + −
∂ ∂

 

Άρα µε βάση τα παραπάνω το διαφορικό µπορεί να υπολογιστεί µε απλή 

αντικατάσταση ως 40dQ = . 

(Προσοχή; υπάρχει διαφοροποίηση από τα παραπάνω αποτέλεσµα µε το εάν υπολογίσω 

την διαφορά (11,11) (10,10) ....Q Q− =  ) 

 

Παράδειγµα 2 

 

Έστω ότι οι µονάδες που παράγει µια επιχείρηση σε µια χρονική περίοδο δίνεται από 

την σχέση  2 3 2( , ) 1200 500Q x y x y x y x y= + + − −  όπου x,y ο αριθµός των µονάδων 

από τους δύο παράγοντες που αντίστοιχα χρησιµοποιεί. Να εκτιµηθεί η µεταβολή 

στην παραγωγή όταν οι παράγοντες µεταβληθούν από (x=30,y=60)  σε (x=31,y=60).   

  

Λύση 

Ο ρυθµός µεταβολής ως προς τον x-παράγοντα δίνεται ως εξής: 
2( , ) 1200 2 3xQ x y x xy x= + − . Άρα µπορούµε να υπολογίσουµε την εξής διαφορά της 

µεταβολής ως: (30,60) (31,60) 89400 91465 2069Q Q− = − =  και να την συγκρίνουµε 

µε το (30,60) 2100xQ = . Τι µας λέει αυτή η διαφορά ανάµεσα στις δύο τιµές που 

υπολογίζουµε; 
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Παράδειγµα 3 

∆ίνεται η συνάρτηση παραγωγής 2 2( , )f x y x xy y= + + µε χ το εργατικό δυναµικό και 

y  το κεφάλαιο  όπου , ln( 1)tx e y t= = +  µε t o χρόνος. Να υπολογιστεί το df
dt

. Ποιο 

το διαφορικό την περίοδο t=1. 

Λύση 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο του διαφορικού στην περίπτωση όµως που οι µεταβλητές 

της συνάρτησης είναι συνάρτηση µιας άλλης µεταβλητής θα έχουµε ότι  

1 1(2 ) ( 2 ) (2 ln( 1)) ( 2 ln( 1))
1 1

t t t tdf f dx f dy x y e x y e t e e t
dt x dt y dt t t

∂ ∂
= + = + + + = + + + + +
∂ ∂ + +

Η παραγωγή την περίοδο t=1 δίνεται µε απλή αντικατάσταση 

1(2 ln(2)) ( 2 ln(2))
2

df e e e
dt

= + + +  

 

Παράδειγµα 4 (µόνοι σας) 

Να βρείτε την µερική και ολική παράγωγο της συνάρτηση ( , ) xyf x y e=  όπου 

( )y g x=  

 

Παράδειγµα 5(µόνοι σας) 

Εάν sin( ), ,z x y x uv y u v= − = = −  να υπολογίσετε τα 

2 2 2

2 2, , , ,z z z z z
u v u v u v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

 

Παράδειγµα 6 

∆ίνεται η συνάρτηση χρησιµότητας 2u x xy= + µε τον εισοδηµατικό περιορισµό 

xy k= . Να υπολογιστούν τα διαφορικά πρώτης και δεύτερης τάξης της συνάρτησης. 

 

Λύση 

Έχουµε ότι (2 )x ydu f dx f dy x y dx xdy= + = + + . Αλλά επειδή ισχύει ότι 

1 2( )dxy k dx ky dy ky dy
dy

− −= ⇔ = = − . Με απλή αντικατάσταση θα πάρουµε ότι  
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2 2(2 ) (2 ) (2 )du x y dx xdy x y ky dy xdy x x y ky dy− − = + + = − + + = − +  . Για να 

υπολογίσουµε το διαφορικό δεύτερης τάξης θα εργαστούµε ως εξής: 

 
2

2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

x y x y

x x y y

x x x y y y

xx yy xy x y

d u d du d f dx f dy d f dx d f dy

f d dx d f dx f d dy d f dy

f d x f dx f dy dx f d y f dx f dy dy
x y x y

f d x f d y f dxdy f d x f d y

= = + = + =

= + + + =

   ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂   
= + + + +

 

Μένει λοιπόν να υπολογίσουµε τα εξής: 2, 1, 0xx xy yyf f f= = =  

2 2 3 22 ( )d x ky dy ky dy
y

− −∂  = − = ∂
 Με απλή αντικατάσταση  υπολογίζουµε το 2d u  

 

 

Παράδειγµα 7 

Ας θεωρήσουµε την συνάρτηση παραγωγής ( , ) 3Q K L K L= . Να αποδείξετε ότι 

ισχύει η παρακάτω σχέση: 
2 2 2

2 2 2
2 22 0Q Q QK KLK L

K K L L
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

 

Παράδειγµα 8 

Έστω η συνάρτηση 2 3( , )z x y x y= µε 22 , 3x t y t= = . Να βρείτε την ολική παράγωγο 

δεύτερης τάξης της z. 

 

Παράδειγµα 9 

Να υπολογιστεί κατά προσέγγιση ο αριθµός 1.023,01 

Λύση 

Θεωρούµε την εξής συνάρτηση ( , ) yz x y x=  µε 

1, 3, 0.02, 0.1x y dx dy= = = = .Προφανώς η αρχική τιµή της συνάρτησης είναι 1. Η 

µεταβολή δίνεται µε βάση το διαφορικό: 

1 ln ... 0.06y yz zdz dx dy yx dx x xdy
x y

−∂ ∂
= + = + = =
∂ ∂

. Άρα 1.023,01=1+0,06=1,06. 


