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14ο κεφάλαιο

• Έλεγχος t για δύο ανεξάρτητα
δείγματα
• Κατανομή δειγματοληψίας

του തΧ1 − തΧ2
• Έλεγχος t
• p-τιμές
• Στατιστικά σημαντικά

αποτελέσματα
• Διαστήματα εμπιστοσύνης



Παράδειγμα

• Η Ερυθροποιητίνη (EPO) διεγείρει την παραγωγή ερυθρών
αιμοσφαιρίων, πουμε την σειρά τους μεταφέρουνπερισσότερο
οξυγόνο

• Σε μια κλινική ένας ερευνητήςθέλει να διαπιστώσει αν μπορεί να
βοηθήσει ασθενείς στην σωματική τους αντοχή

• Σχηματίζει δύο ομάδες:
• ΛαμβάνουνEPO

• Λαμβάνουνένα άκακο σκεύασμα
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Παράδειγμα

• Η αποτελεσματικότητα μετράται μέσω του χρόνου που ο ασθενής

παραμένει σε ταχέως κινούμενο διάδρομο

• Στην πράξη θα κάναμε χρήση μεγαλύτερων δειγμάτων (μόνο 6 σε

κάθε ομάδα για ευκολία στην παρουσίαση) 
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Παράδειγμα

• Παρατηρούμε μια διαφορά περίπου 5 λεπτών μεταξύ των

ομάδων

• Είναι πραγματική και αναμένεται να εμφανισθεί και σε άλλα

παρόμοια πειράματα;

• Είναι αποτέλεσμα τυχαιότητας και ενδεχομένως σε άλλο

παρόμοιο πείραμα αντιστραφεί η διαφορά (η επικάλυψη το κάνει

πιθανό);
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Ανεξάρτητα δείγματα

• Όταν το κάθε δείγμα είναι προϊόν τυχαίας δειγματοληψίας από

δύο πληθυσμούς

• Επειδή προκύπτουν από διαφορετικούς πληθυσμούς δεν

«ζευγαρόνονται»: δηλαδή τα σημεία δεν αντιστοιχίζονται1-προς-

1 μεταξύ των πληθυσμών
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Παράδειγμα

• Οι δύο πληθυσμοί:
• Οι ασθενείς της συγκεκριμένης κλινικής που λαμβάνουν EPO

• Οι ασθενείς της συγκεκριμένης κλινικής που λαμβάνουν άκακη ουσία

• Συνήθης υπόθεση:
• Θεωρείται τυχαίο δείγμα από τους ασθενείς που πάσχουν από την ίδια ασθένεια και
λαμβάνουν EPO

• Θεωρείται τυχαίο δείγμα από τους ασθενείς που πάσχουν από την ίδια ασθένεια και
λαμβάνουν άκακη ουσία

• Οι δύο αυτοί υποθετικοί πληθυσμοί αναφέρονται στην μηδενική και
εναλλακτική υπόθεση
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Επίδραση

• Η διαφορά μεταξύ των δύο πληθυσμών εκφράζει την επίδραση

• Στο παράδειγμά μάς την επίδραση της EPO στην σωματική αντοχή των

πληθυσμών

• Το μέγεθος και πρόσημο της διαφοράς ποσοτικοποιούν την

επίδραση:

• Πχ διαφορά +5 λεπτών στο διάδρομο υψηλής ταχύτητας
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Παράδειγμα

• Μηδενική υπόθεση:

• Δεν συμβαίνει τίποτα το ιδιαίτερο με την λήψη EPO. 

• Δεν υπάρχει διαφορά μεταξύ των μέσων, είτε η EPO μειώνει την φυσική

κατάσταση:

Η0: 𝜇1 − 𝜇2 ≤ 0

Όπου 𝜇1 , 𝜇2 ο μέσος του πληθυσμού των ασθενών που λαμβάνου EPO και

άκακη ουσία αντίστοιχα

9



Παράδειγμα

• Εναλλακτική υπόθεση:

• Κάτι ιδιαίτερο συμβαίνει

• Η EPO αυξάνει την αντοχή

Η1: 𝜇1 − 𝜇2 > 0

Μονόπλευρος έλεγχος αφού μας ενδιαφέρει η θετική επίδραση από την

χορήγηση της EPO
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Εναλλακτικές μορφές διατύπωσης

• Η0: 𝜇1 − 𝜇2 ≥ 0,Η1: 𝜇1 − 𝜇2 < 0

• Η0: 𝜇1 − 𝜇2 = 0,Η1: 𝜇1 − 𝜇2 ≠ 0
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Κατανομή δειγματοληψίας തΧ1 − തΧ2

• Η κατανομή που ακολουθούν οι διαφορές μεταξύ των δειγματικών μέσων με
βάση όλα τα πιθανά ζεύγη δύο δειγμάτων δύο πληθυσμών

• Αναπαριστά όλο το φάσμα των συνδυασμών δειγμάτων

• Μας βοηθάει να ποσοτικοποιήσουμε πόσο σπάνιο είναι το παρατηρούμενο
αποτέλεσμα των δειγμάτων που έχουμε τυχαία συλλέξει

• Ένα κοινό αποτέλεσμα μπορεί να ερμηνευθεί μέσω της τυχαιότητας της
δειγματοληψίας

• Ένα σπάνιο αποτέλεσμα μπορεί να ερμηνευθεί ως μια υπαρκτή διαφορά των
μέσων πέραν της τυχαίας δειγματοληψίας
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Ισχύουν

• Ο μέσος της κατανομήςδειγματοληψίας തΧ1 − തΧ2 ισούταιμε την διαφορά τωνμέσων
του πληθυσμού:

𝜇ഥΧ1−ഥΧ2 = 𝜇1 −𝜇2

όπου 𝜇1, 𝜇2 ο μέσοςτου πρώτουκαι δεύτερουπληθυσμούαντίστοιχα

• Το τυπικό σφάλμα προκύπτει από τον συνδυασμότων τυπικών αποκλίσεωνκαι των
δύο πληθυσμών

𝜎ഥΧ1−ഥΧ2 =
𝜎1
2

𝑛1
+
𝜎2
2

𝑛2

όπου𝜎1 , 𝑛1 και 𝜎2, 𝑛2 η τυπική απόκλιση και το μέγεθοςδείγματοςτου πρώτου και
δεύτερουπληθυσμούαντίστοιχα
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Έλεγχος t

• Βασίζεται στην τυποποιημένη κατανομήδειγματοληψίας t

• Η τυπική απόκλιση του πρώτουκαι δεύτερουπληθυσμούδεν θεωρείται γνωστή, αλλά εκτιμάται

• Βασίζεται στον λόγο

𝑡 =
𝛿𝜄𝛼𝜑𝜊𝜌𝛼 𝜇휀𝜏𝛼𝜉ύ 𝜏𝜔𝜈 𝛿휀𝜄𝛾𝜇𝛼𝜏𝜄𝜅ώ𝜈 𝜇휀𝜎𝜔𝜈 − (𝜐𝜋𝜊𝜃휀𝜏𝜄𝜅𝜂 𝛿𝜄𝛼𝜑𝜊𝜌𝛼 𝜏𝜔𝜈 𝜇휀𝜎𝜔𝜈 𝜋𝜆𝜂𝜃𝜐𝜎𝜇𝜊𝜐)

휀𝜅𝜏𝜄𝜇𝜔𝜇휀𝜈𝜊 𝜏𝜐𝜋𝜄𝜅ό 𝜎𝜑𝛼𝜆𝜇𝛼

𝑡 =
തΧ1 − തΧ2 − (𝜇1 − 𝜇2)

𝑠ഥΧ1−ഥΧ2
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Εκτιμώμενο τυπικό σφάλμα του μέσου

15

Ομαδοποιημένη εκτίμηση της διασποράς



Εύρεση των κρίσιμων τιμών

• Κάνουμε χρήση των πινάκων της κατανομής t

• Υπολογίζουμε τους βαθμούς ελευθερίας, από τον αριθμό που κάναμε
χρήση στην ομαδοποιημένη εκτίμηση της διασποράς

• Αναζητάμε την κρίσιμη τιμή βάσει του επιπέδουσημαντικότητας του
προβλήματος και τον τύπο υπόθεσης (μονόπλευρος ή αμφίπλευρος)
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Παράδειγμα
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(α) αμφίπλευρος, α=0.05, n1=12, n2=11

(β) μονόπλευρος δεξιάς πλευράς, 
α=0.05, n1=15, n2=13

(γ) μονόπλευρος αριστερής πλευράς, 
α=0.01, n1=n2=25

(δ) αμφίπλευρος, α=0.01, n1=8, n2=10



Βήματα υπολογισμού του t

Βήμα 1ο:

1. Εκχώρηση τιμής του n1 (1)

2. Πρόσθεση όλων των μετρήσεων του Χ1(2)

3. Υπολογισμός του തΧ1(3)

4. Υπολογισμός των τετραγώνων όλων των μετρήσεων του Χ1(4)

5. Πρόσθεση όλων των τετραγώνων (5)

6. Υπολογισμός του SS1 (6)
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Βήματα υπολογισμού του t

Βήμα 2ο : (εφαρμογή για το Χ2)

1. Εκχώρηση τιμής του n2 (1)

2. Πρόσθεση όλων των μετρήσεων του Χ2(2)

3. Υπολογισμός του തΧ2(3)

4. Υπολογισμός των τετραγώνων όλων των μετρήσεων του Χ2(4)

5. Πρόσθεση όλων των τετραγώνων (5)

6. Υπολογισμός του SS2 (6)
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Βήματα υπολογισμού του t

Βήμα 3ο :

Εύρεση της ομαδοποιημένης διασποράς, 𝑠𝑝
2 (7) 
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Βήματα υπολογισμού του t

Βήμα 4ο :

Εύρεση του τυπικού σφάλματος (8) 
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Βήματα υπολογισμού του t

Βήμα 5ο :

Υπολογισμός του λόγου t (9) 
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𝑡 =
തΧ1 − തΧ2 − (𝜇1 − 𝜇2)

𝑠ഥΧ1−ഥΧ2



Παράδειγμα

• Η Ερυθροποιητίνη (EPO) διεγείρει την παραγωγή ερυθρών
αιμοσφαιρίων, πουμε την σειρά τους μεταφέρουνπερισσότερο
οξυγόνο

• Σε μια κλινική ένας ερευνητήςθέλει να διαπιστώσει αν μπορεί να
βοηθήσει ασθενείς στην σωματική τους αντοχή

• Σχηματίζει δύο ομάδες:
• ΛαμβάνουνEPO

• Λαμβάνουνένα άκακο σκεύασμα
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Παράδειγμα

• Η αποτελεσματικότητα μετράται μέσω του χρόνου που ο ασθενής

παραμένει σε ταχέως κινούμενο διάδρομο

• Στην πράξη θα κάναμε χρήση μεγαλύτερων δειγμάτων (μόνο 6 σε

κάθε ομάδα για ευκολία στην παρουσίαση) 
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Παράδειγμα

• Παρατηρούμε μια διαφορά περίπου 5 λεπτών μεταξύ των

ομάδων

• Είναι πραγματική και αναμένεται να εμφανισθεί και σε άλλα

παρόμοια πειράματα;

• Είναι αποτέλεσμα τυχαιότητας και ενδεχομένως σε άλλο

παρόμοιο πείραμα αντιστραφεί η διαφορά (η επικάλυψη το κάνει

πιθανό);
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Παράδειγμα
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EPO group



Παράδειγμα
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Control group



Παράδειγμα
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Παράδειγμα
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Παράδειγμα
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? 0



Παράδειγμα

31

>

Η0: 𝜇1 −𝜇2 ≤ 0

Απορρίπτεται

df=n1+n2-2=12-2=10α=0.05



p-τιμές (p-values)

• Ποσοτικοποιεί την σπανιότητα εμφάνισης του δείγματος, υπό την

συνθήκη ότι η μηδενική-υπόθεση είναι αληθής

• Συνήθως η Η0 ούτε απορρίπτεται ούτε διατηρείται, αλλά

εξετάζεται με τον βαθμό υποψίας

• Μικρές τιμές χρησιμοποιούνται στην πράξη για την αναιρέσουν

την Η0 και να υποστηρίξουν την υπόθεση έρευνας
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p-τιμές (p-values)

• Αναπαριστά την αναλογία εμβαδού, πέρα από το παρατηρούμενο

αποτέλεσμα στην ουρά κατανομής της δειγματοληψίας
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p-τιμές (p-values) - προσεγγίσεις

• Δουλεύουμε με τους πίνακες (πχ κατανομής t)

• Επιλέγουμε αμφίπλευρο ή μονόπλευρο (ανάλογα με το

πρόβλημα)

• Εντοπίζουμε την γραμμή με τον σωστό βαθμό ελευθερίας

• Κινούμαστε κάθετα ώστε να εντοπίσουμε το κάτω οριό του
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Παράδειγμα
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p-τιμή < 0.05 



Επίπεδο σημαντικότητας ή p-τιμή;

• Το επίπεδο σημαντικότητας προαποφασίζεται και συνεισφέρει σε

μια πιο δομημένη έρευνα

• Η p-τιμή αποτυπώνει την σπανιότητα σύμφωνα με την κατανομή

δειγματοληψίας

• Η p-τιμή όταν χρησιμοποιείται ορθά, μπορεί να παίξει τον ρόλο

απόφασης απόρριψης ή όχι της Η0 
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Παράδειγμα

• Επιλέξτε το σπανιότερο αποτέλεσμα μεταξύ των ζευγών από τις

παρακάτω p-values
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Παράδειγμα

• Ποια από τις παρακάτω p-values μας κάνει να απορρίψουμε την

H0 σε επίπεδο σημαντικότητας 0.05
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Στατιστικά σημαντικά αποτελέσματα

• Οι έλεγχοι υποθέσεων (ΕΥ) αναφέρονται ως έλεγχοι σημαντικότητας

• Τα αποτελέσματα των ΕΥ περιγράφονται ως στατιστικά σημαντικά αν η Η0 έχει απορριφθεί

• Τα αποτελέσματα των ΕΥ περιγράφονται ως μη-στατιστικά σημαντικά αν η Η0 διατηρείται

• Δηλαδή ένα στατιστικά σημαντικό αποτέλεσμα δηλώνει ότι είναι απίθανο να οφείλεται στην
τύχη

• Αναφέρεται στο δείγμα

• Δεν δείχνει ότι η υποκείμενη επίδραση (effect) είναι σημαντική

• Μεταξύ δειγμάτων, δείχνει μόνο ότι η Η0 είναι ψευδής και δεν καθορίζει το μέγεθος της
διαφοράς των μέσων
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Εκτιμήσεις διαστημάτων εμπιστοσύνης

40

Καθορίζει τα εύρη τιμών της διαφοράς𝜇1 − 𝜇2 που μακροπρόθεσμα θα περιλαμβάνουν την άγνωστη επίδραση.  

Τιμή που εξαρτάται από το επίπεδο εμπιστοσύνης,
και τα μεγέθη των δειγμάτων



Παράδειγμα
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n1=n2=6



Παράδειγμα
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2.228



Παράδειγμα
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Παράδειγμα
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• Μακροπρόθεσμα το 95% όλων των διαστημάτων εμπιστοσύνης, παρομοίων με αυτά που
υπολογίσαμε, θα περιλαμβάνει την άγνωστη διαφορά των μέσων του πληθυσμού.

• Η πραγματική επίδραση (διαφορά των μέσων) δεν αναμένεται να είναι μικρότερη των -0.17 
λεπτών, ούτε μεγαλύτερη από 10.17 λεπτά

• Το πάνω όριο δηλώνει πλεονέκτημα της EPO

• Το κάτω όριο δηλώνει πιθανή αρνητική επίδραση στην αντοχή

• Χαρακτηρίζεται αρκετά ανακριβές (ενδεχομένως λόγω του μικρού μεγέθους των δειγμάτων)

• Προτείνεται αύξηση του μεγέθους των δειγμάτων



Σύνδεσμοι σε online συγγράμματα

• https://www.westga.edu/academics/research/vrc/assets/docs/TwoSample
Problems_LectureNotes.pdf
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https://www.westga.edu/academics/research/vrc/assets/docs/TwoSampleProblems_LectureNotes.pdf


Σύνδεσμοι σε online video

• https://youtu.be/anu13FU4Gow
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https://youtu.be/anu13FU4Gow


R code

• t.test(δείγμα1, δείγμα2)
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Back up

48




