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Παράγωγος – Ελαστικότητα

Υποενότητα 1



37η Διάλεξη

Σκοποί  1ης υποενότητας

• Να μάθουν οι φοιτητές τι είναι ο μέσος και 
οριακός ρυθμός μεταβολής

• Να μπορούν οι φοιτητές να υπολογίζουν τις 
πλευρικές παραγώγους

• Να γνωρίσουν οι φοιτητές την έννοια της 
ελαστικότητας

• Να μπορούν οι φοιτητές να υπολογίζουν την 
ελαστικότητα σημείου και την ελαστικότητα 
τόξου μιας συνάρτησης 



47η Διάλεξη

Περιεχόμενα 1ης υποενότητας

• Μέσος και οριακός ρυθμός μεταβολής

• Γεωμετρική ερμηνεία της παραγώγου

• Πλευρικές παράγωγοι

• Παραγωγισιμότητα και συνέχεια 
συναρτήσεων

• Ελαστικότητα συναρτήσεων

• Ελαστικότητα σημείου και τόξου



57η Διάλεξη

Μέσος ρυθμός μεταβολής

• Μιας συνάρτησης f στο διάστημα 

[x0, x0+h] (h>0) ή στο [x0, x0‐(‐h)] (h<0):

0 0



67η Διάλεξη

Οριακός (στιγμιαίος) ρυθμός 
μεταβολής (1/2)

• Μιας συνάρτησης f στο x=x0:

݄→0
0 0



77η Διάλεξη

Οριακός (στιγμιαίος) ρυθμός 
μεταβολής (2/2)

• Είναι η παράγωγος της f(x) στο x=x0

݄→0
0 0 ′

૙



87η Διάλεξη

Γεωμετρική ερμηνεία της παραγώγου 
(1/3)

• Η παράγωγος της f(x) σε ένα σημείο x=x0, 
f΄(x0), αποτελεί την κλίση της εφαπτομένης 
στη γραφική παράσταση της f(x) στο σημείο 
x=x0



97η Διάλεξη

Γεωμετρική ερμηνεία της παραγώγου 
(2/3)

• Η εφαπτομένη του γραφήματος της f στο 
σημείο (x0, f(x0)) έχει εξίσωση:

0

0 0

0 0



107η Διάλεξη

Γεωμετρική ερμηνεία της παραγώγου 
(3/3)

• Ουσιαστικά μας δείχνει πόσο απότομο είναι 
γράφημα της f(x) στο σημείο x=x0

• Όσο μεγαλύτερη είναι η τιμή της f΄(x0), τόσο 
πιο απότομο είναι το γράφημα της f(x) στο 
x=x0



117η Διάλεξη

Πλευρικές παράγωγοι (1/2)

• Αριστερή παράγωγος

െ 0 ݄→0െ
݂ 0൅݄ݔ െ݂ 0ݔ

݄

• Δεξιά παράγωγος

݄→0൅
0 0



127η Διάλεξη

Πλευρικές παράγωγοι (2/2)

• Μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα 
εσωτερικό σημείο x0 του πεδίου ορισμού της, 
αν και μόνο αν οι πλευρικές παράγωγοι 

െ 0 και  ൅ 0 υπάρχουν και είναι ίσες



137η Διάλεξη

Παράδειγμα 1

• Να ελεγχθεί αν η συνάρτηση  είναι 
παραγωγίσιμη στο x=0



147η Διάλεξη

Παραγωγισιμότητα και συνέχεια 
συναρτήσεων

• Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε 
ένα εσωτερικό σημείο του πεδίου ορισμού 
της, τότε η f είναι συνεχής στο σημείο αυτό

• Το αντίστροφο δεν ισχύει 



157η Διάλεξη

Ελαστικότητα σημείου (1/5)

• Η ελαστικότητα μιας συνάρτησης y=f(x) 
συμβολίζεται με  ࢟ και ορίζεται ως ο λόγος 

του σχετικού ρυθμού μεταβολής της y, ࢟ࢊ
࢟
, δια 

του σχετικού ρυθμού μεταβολής της x, ࢞ࢊ
࢞



167η Διάλεξη

Ελαστικότητα σημείου (2/5)

• ݕ

ݕ݀
ݕ
ݔ݀
ݔ

ݔ
ݕ
ݕ݀
ݔ݀

ݔ
ݕ

΄ ݔ
݂ ݔ

΄



177η Διάλεξη

Ελαστικότητα σημείου (3/5)

• Πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και 
παρονομαστή με  ݕ

ݔ݀
και έχουμε:

ݕ

ή
ή



187η Διάλεξη

Ελαστικότητα σημείου (4/5)

• Έστω ότι αλλάζουμε τις μονάδες μέτρησης 
των μεταβλητών x και y μιας συνάρτησης 

θέτοντας αντίστοιχα  και 
. 

• Τότε η ελαστικότητα της νέας συνάρτησης 
ισούται με:



197η Διάλεξη

Ελαστικότητα σημείου (5/5)

ݕ

• Άρα:
– Η ελαστικότητα μιας συνάρτησης είναι 
ανεξάρτητη των μονάδων μέτρησης των 
μεταβλητών της



207η Διάλεξη

Κλίση & ελαστικότητα γραμμικών 
συναρτήσεων

• Η κλίση μιας γραμμικής συνάρτησης ζήτησης 
ισούται με –β

(είναι σταθερή)

• Η ελαστικότητά της εq ισούται με:

ݍ
′

Άρα, δεν είναι σταθερή



217η Διάλεξη

Συνάρτηση ζήτησης με σταθερή 
ελαστικότητα

• Έστω η συνάρτηση  െߚ

• Η ελαστικότητα αυτής της συνάρτησης 
ισούται με:

ݕ
െߚെ1

െߚ

െߚ

• Άρα, η συνάρτηση αυτή έχει σταθερή 
ελαστικότητα σε κάθε σημείο του πεδίου 
ορισμού της



227η Διάλεξη

Ελαστικότητα τόξου (1/4)

• Καλείται και μέση ελαστικότητα μεταξύ δύο 
σημείων (x1,y1) και (x2,y2) του γραφήματος της 
συνάρτησης f

• Χρησιμοποιείται όταν μία συνάρτηση f δεν 
μπορεί να εκφραστεί σε αναλυτική μορφή

• Δεν υπολογίζεται μοναδικά (3 τρόποι)



237η Διάλεξη

Ελαστικότητα τόξου (2/4)

• Υπολογισμός με βάση το σημείο (x1,y1):

ݕ

2 1

1
2 1

1

1

1

2 1

2 1

1

1



247η Διάλεξη

Ελαστικότητα τόξου (3/4)

• Υπολογισμός με βάση το σημείο (x2,y2):

ݕ

2 1

2
2 1

2

2

2

2 1

2 1

2

2



257η Διάλεξη

Ελαστικότητα τόξου (4/4)

• Υπολογισμός με βάση τη μέση τιμή των (x1,y1) 
και (x2,y2):

ݕ

2 1

1 2
2 1

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2



Τέλος Υποενότητας 1 



Παραγώγιση συναρτήσεων

Υποενότητα 2



287η Διάλεξη

Σκοποί  2ης υποενότητας

• Να μάθουν οι φοιτητές τους κανόνες 
παραγώγισης συναρτήσεων και να μπορούν 
να τους εφαρμόζουν

• Να μάθουν οι φοιτητές να υπολογίζουν 
παραγώγους ανώτερης τάξης



297η Διάλεξη

Περιεχόμενα 2ης υποενότητας

• Αριθμητική παραγώγιση

• Κανόνες παραγώγισης

• Παράγωγη εκθετικών και λογαριθμικών 
συναρτήσεων

• Παράγωγοι ανώτερης τάξης



307η Διάλεξη

Κανόνες παραγώγισης (1/10)

1. Αν y=f(x)=α, τότε y΄=f΄(x)=0

2. Αν y=g(x)=αf(x), τότε y΄=g΄(x)=αf΄(x)

3. Αν f(x)=xα, τότε f΄(x)=αxα‐1 (α οποιαδήποτε 
σταθερά) (κανόνας δύναμης)

4. Αν f,g παραγωγίσιμες συναρτήσεις, τότε η
F(x)=f(x)±g(x) είναι παραγωγίσιμη και
ισχύει:

F΄(x)=f΄(x)±g΄(x) 



317η Διάλεξη

Κανόνες παραγώγισης (2/10)

5. Αν F(x)=α+λf(x), τότε F΄(x)=λf΄(x)

6. Αν f,g παραγωγίσιμες συναρτήσεις και λ,μ
R, τότε η F(x)=λf(x)+μg(x) είναι 
παραγωγίσιμη και ισχύει:

F΄(x)=λf΄(x)+μg΄(x)

7. Αν f,g παραγωγίσιμες συναρτήσεις και  
F(x)=f(x)g(x) ισχύει (κανόνας γινομένου):

F΄(x)=f΄(x)g(x)+g΄(x)f(x)



327η Διάλεξη

Κανόνες παραγώγισης (3/10)

8. Αν f,g παραγωγίσιμες συναρτήσεις, g(x)≠0
και ࢌ ࢞

ࢍ ࢞
ισχύει (κανόνας πηλίκου):

૛



337η Διάλεξη

Κανόνες παραγώγισης (4/10)

9. Έστω y=g(z) παραγωγίσιμη στο z και z=f(x)
παραγωγίσιμη στο x, τότε η y=g(z)=g(f(x))
είναι παραγωγίσιμη στο x και ισχύει 
(αλυσωτός κανόνας):



347η Διάλεξη

Κανόνες παραγώγισης (5/10)

10. Έστω y=uα, όπου u=g(x), τότε ισχύει 
(γενικευμένος κανόνας δύναμης):

െ૚ࢻ െ૚ࢻ



357η Διάλεξη

Κανόνες παραγώγισης (6/10)

11. Έστω y=f(x)  x=g(y) τότε ισχύει (κανόνας 
της αντιστροφής):

૚
΄ࢌ ࢞

૚
΄ࢍ ࢟

࢞ࢊ
࢟ࢊ

૚
࢟ࢊ
࢞ࢊ

࢟ࢊ
࢞ࢊ

૚
࢞ࢊ
࢟ࢊ



367η Διάλεξη

Κανόνες παραγώγισης (7/10)

12. Φυσικές εκθετικές συναρτήσεις
– Αν f(x)=ex τότε f΄(x)=ex

– Αν y=ef(x) τότε 

ࢌ ࢞



377η Διάλεξη

Κανόνες παραγώγισης (8/10)

13. Γενικές εκθετικές συναρτήσεις
– Αν y=af(x) τότε

ܖܔ ܎∙ࢻ ࢞

ࢌ ࢞



387η Διάλεξη

Κανόνες παραγώγισης (9/10)

14. Φυσικές λογαριθμικές συναρτήσεις

– Αν y=lnx τότε  ࢟ࢊ
࢞ࢊ

૚
࢞

– Αν y=lnf(x) τότε 



397η Διάλεξη

Κανόνες παραγώγισης (10/10)

• Αν y=F(x)=f(x)g(x) τότε

௚ ௫



407η Διάλεξη

Λογαριθμική παραγώγιση

• Πρώτα λογαριθμούμε και στη συνέχεια 
παραγωγίζουμε



417η Διάλεξη

Παράγωγη ανώτερης τάξης

• Δεύτερη παράγωγος

– ή ݀
ݔ2
2ݔ݀

• Ν‐οστή παράγωγος

– ݊ ݊െ1



Τέλος Υποενότητας 2 



437η Διάλεξη

Χρηματοδότηση
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Πατρών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους.



Σημειώματα



457η Διάλεξη

Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου
Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.0.  

Έχουν προηγηθεί οι κάτωθι εκδόσεις:



467η Διάλεξη

Σημείωμα Αναφοράς
Copyright Πανεπιστήμιο Πατρών, Γρηγόριος Μπεληγιάννης. «Μαθηματικά 
Διοικητικών & Οικονομικών Επιστημών. Παράγωγος, ελαστικότητα, 
παραγώγιση συναρτήσεων (Θεωρία)». Έκδοση: 1.0. Πάτρα 2015. Διαθέσιμο 
από τη δικτυακή διεύθυνση: 
https://eclass.upatras.gr/modules/document/document.php?course=DEAPT1
28.



477η Διάλεξη

Σημείωμα Αδειοδότησης
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής 
Έκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους 
όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».                     

[1] http://creativecommons.org/licenses/by‐nc‐sa/4.0/ 

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση:
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.


