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211η Διάλεξη

Σκοποί  ενότητας

• Να μπορούν οι φοιτητές να πραγματοποιήσουν 
πρόσθεση, βαθμωτό πολλαπλασιασμό και γραμμικό 
συνδυασμό διανυσμάτων

• Να γνωρίσουν οι φοιτητές την έννοια της γραμμικής 
ανεξαρτησίας και να μπορούν να βρουν εάν δύο 
διανύσματα είναι γραμμικώς ανεξάρτητα ή 
γραμμικώς εξαρτημένα

• Να μάθουν οι φοιτητές την έννοια του εσωτερικού 
γινομένου και να μπορούν να υπολογίσουν το 
εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων



311η Διάλεξη

Περιεχόμενα ενότητας

• Πρόσθεση, βαθμωτός πολλαπλασιασμός και 
γραμμικός συνδυασμός διανυσμάτων

• Γραμμική ανεξαρτησία

• Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων



411η Διάλεξη

Διανύσματα

• Πολυδιάστατα (n‐διάστατα μεγέθη)

• Διάσταση 1 x n

• α = (α1, α2, …, αn)

• β = (β1, β2, …, βn)

• Πεδίο ορισμού το Rn



511η Διάλεξη

Πρόσθεση διανυσμάτων

• α + β = (α1+ β1, α2 + β2,…, αn + βn)

• Αν 0 = (0, 0, …, 0), με διάσταση 1 x n

τότε x + 0 = 0 + x = x



611η Διάλεξη

Πολλαπλασιασμός διανύσματος επί 
βαθμωτό

• α · x = (α1x, α2x,…, αnx)



711η Διάλεξη

Ιδιότητες διανυσμάτων

• α + β = β + α

• α + (β + γ) = (α + β) + γ

• α + (‐α) = 0

• (κλ)α = κ(λα) = κλα

• λ(α + β) = λα + λβ

• (κ+λ)α = λα + κα

α, β διανύσματα με διάσταση 1 x n, κ,λR



811η Διάλεξη

Ισότητα και ανισότητα διανυσμάτων

• α = β αi = βi, i = 1, …, n

• α  β αi  βi, i = 1, …, n



911η Διάλεξη

Γραμμικός συνδυασμός διανυσμάτων 
(1/2)

• Έστω A={α1, α2, …, αn} ένα πεπερασμένο μη 
κενό υποσύνολο του Rn και x1, x2, …, xn R, 
τότε το διάνυσμα bRn της μορφής 

x1α1+x2α2+…+xkαk = b

ονομάζεται γραμμικός συνδυασμός των 
διανυσμάτων του Α.

Λέμε επίσης ότι το διάνυσμα b είναι γραμμικώς 
εξαρτημένο από τα διανύσματα αi, i=1,2,…,k 



1011η Διάλεξη

Γραμμικός συνδυασμός διανυσμάτων 
(2/2)

• n γραμμικές εξισώσεις  = μια διανυσματική 
εξίσωση

• x1α1+x2α2+…+xkαk =  = b
• αi = [αi1, αi2, …, αin], i=1,2,…,n
• b = [b1, b2, …, bn]
• xiR, i=1,2,…,n



1111η Διάλεξη

Γραμμική εξάρτηση και ανεξαρτησία 
(1/2)

• Ένα mxn σύστημα γραμμικών εξισώσεων έχει 
τουλάχιστον μία λύση αν και μόνο αν το 
σύνολο των n διανυσμάτων στηλών της 
αριστερής του πλευράς επαυξημένο με το 
διάνυσμα της δεξιάς του πλευράς είναι 
γραμμικώς εξαρτημένο

• Δεν έχει λύσει αν το σύνολο αυτό είναι 
γραμμικώς ανεξάρτητο 



1211η Διάλεξη

Γραμμική εξάρτηση και ανεξαρτησία 
(2/2)

• Τα διανύσματα α1, α2, …, αn του Rn είναι 
γραμμικώς εξαρτημένα αν υπάρχουν αριθμοί 
λ1, λ2, …, λn, με έναν τουλάχιστον διάφορο του 
μηδενός, έτσι ώστε να ισχύει:

λ1α1 + λ2α2 + … + λnαn = 0

• Αν η εξίσωση ισχύει με λ1=λ2=…=λn=0, τότε τα 
διανύσματα αυτά είναι γραμμικώς 
ανεξάρτητα



1311η Διάλεξη

Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων 
(1/2)

• Είναι το βαθμωτό γινόμενο ενός διανύσματος 
σειρά α=(α1, α2, …, αn) και ενός διαστήματος 
στήλη β=(β1, β2, …, βn) που συμβολίζεται με 
α∙β και ορίζεται ως

ଵ ଵ ଶ ଶ+…+ ௡ ௡ ௜ ௜
௡
௜ୀଵ



1411η Διάλεξη

Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων 
(2/2)

• Για τα διανύσματα x, y, z του Rn και το 
βαθμωτό λ ισχύουν τα εξής:

1. xTy = yTx

2. xT(y+z) = xTy + xTz

3. (x+y)Tz=xTz + yTz

4. λ(xTy)=xTλy=λxTy

x: διάσταση 1 x n, xT: διάσταση n x 1



1511η Διάλεξη

Μήκος διανύσματος (1/3)
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1611η Διάλεξη

Μήκος διανύσματος (2/3)

• Ιδιότητες
1. ||α||  0 και ||α|| = 0  α=0

2. ||α|| = ||‐α||

3. ||λ∙α||=|λ|∙||α||

4. |αΤβ| ≤ ||α||∙||β||, όπου |αΤβ|  η απόλυτη 
τιμή του αΤβ



1711η Διάλεξη

Μήκος διανύσματος (3/3)

• Ιδιότητες
5. Μοναδιαίο διάνυσμα: ||x|| = 1

6. Κανονικοποιημένη μορφή του x:
ଵ ଶ ௡



1811η Διάλεξη

Απόσταση μεταξύ δύο σημείων (1/2)
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1911η Διάλεξη

Απόσταση μεταξύ δύο σημείων (2/2)

• Ιδιότητες:
1. ||x‐y|| ≥ 0 και ||x‐y|| = 0  x‐y = 0

2. ||x‐y|| = ||y‐x||

3. ||x+y|| ≤ ||x|| + ||y||

4. Αν xTy = 0, τότε ||x+y||2 = ||x||2 + ||y||2



2011η Διάλεξη

Εσωτερικό γινόμενο και μήκος 
διανυσμάτων

• Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων α
και β μπορεί να εκφραστεί σε όρους του 
μήκους των διανυσμάτων και του 
συνημιτόνου της μεταξύ τους γωνίας θ ως 
εξής: 

஋
஋



2111η Διάλεξη

Πότε δύο διανύσματα είναι κάθετα 
μεταξύ τους;

• Δύο διανύσματα είναι κάθετα μεταξύ τους αν 
και μόνο αν το εσωτερικό τους γινόμενο είναι 
ίσο με μηδέν

• (διότι cos90o = 0)



2211η Διάλεξη

Σχέση πρόσημου εσωτερικού 
γινομένου και γωνίας διανυσμάτων

• Υπάρχουν τρεις περιπτώσεις:

–Θετικό πρόσημο  οξεία γωνία

– Ίσο με μηδέν  ορθή γωνία

–Αρνητικό πρόσημο  αμβλεία γωνία



2311η Διάλεξη

1η Άσκηση

• Να δείξετε αν τα διανύσματα α=[3, 1] και β=[‐
6, ‐3] είναι γραμμικώς εξαρτημένα ή 
γραμμικώς ανεξάρτητα



2411η Διάλεξη

2η Άσκηση

• Να δείξετε αν τα διανύσματα α=[1, 3] και 
β=[3, 9] είναι γραμμικώς εξαρτημένα ή 
γραμμικώς ανεξάρτητα



2511η Διάλεξη

3η Άσκηση

• Να υπολογιστεί το εσωτερικό γινόμενο α·β
των παρακάτω διανυσμάτων και να εκτιμηθεί 
η μεταξύ τους γωνία:
1. α=[2, ‐1, 0] και β=[4, 2, ‐1]

2. α=[5, ‐1, 3] και β=[1, 0]

3. α=[‐1, 4, 7, 0] και β=[2, ‐3, 0, 1]



2611η Διάλεξη

4η Άσκηση

• Να υπολογιστεί η τιμή της μεταβλητής λ έτσι 
ώστε τα παρακάτω διανύσματα α και β να 
είναι ορθογώνια:
1. α=[2, λ, ‐1] και β=[2, ‐5, 3]

2. α=[1, 3λ, ‐4, 1, 5] και β=[6, ‐1, 2, 0]



2711η Διάλεξη

5η Άσκηση

• Να υπολογιστεί η απόσταση μεταξύ των 
παρακάτω διανυσμάτων α και β:
1. α=[1, ‐1, 3, 5] και β=[‐2, 3, 4, ‐1]

2. α=[5, 1, ‐1, 3] και β=[1, 3, ‐1, 0]



2811η Διάλεξη

6η Άσκηση

• Να υπολογιστεί η γωνία του συνημιτόνου
μεταξύ των παρακάτω διανυσμάτων α και β:
1. α=[0, 0, 1] και β=[1, 0, 1]



2911η Διάλεξη

Χρηματοδότηση
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Πατρών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους.



Σημειώματα



3111η Διάλεξη

Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου
Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.0.  

Έχουν προηγηθεί οι κάτωθι εκδόσεις:



3211η Διάλεξη

Σημείωμα Αναφοράς
Copyright Πανεπιστήμιο Πατρών, Γρηγόριος Μπεληγιάννης. «Μαθηματικά 
Διοικητικών & Οικονομικών Επιστημών. Διανύσματα (Θεωρία)». Έκδοση: 1.0. 
Πάτρα 2015. Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 
https://eclass.upatras.gr/modules/document/document.php?course=DEAPT1
28.



3311η Διάλεξη

Σημείωμα Αδειοδότησης
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής 
Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους 
όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».                     

[1] http://creativecommons.org/licenses/by‐nc‐sa/4.0/ 

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση:
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.


