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Κεφάλαιο 4  

Ορίζουσες 

Όταν λύνουµε ένα  γραµµικό σύστηµα   2 2×
11 12 1

21 22 2

a x a y b
a x a y b

+ =
+ =

 

βλέπουµε ότι η ποσότητα  παίζει σηµαντικό ρόλο. Πράγµατι, αν 
αυτή είναι µη µηδενική, τότε το σύστηµα έχει µοναδική λύση τη 

11 22 12 21D a a a a= −

1 22 12 2 11 2 1 21,b a a b a b b ax y
D D
−

= =
− . Τον αριθµό 11 22 12 21D a a a a= −  τον ονοµάζουµε  

ορίζουσα του πίνακα .  11 12

21 22

a a
a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    Στο κεφάλαιο αυτό, αφού  υπενθυµίσουµε πως αντιστοιχίζουµε σε κάθε 
τετραγωνικό πίνακα έναν αριθµό (την ορίζουσά του), θα δούµε τις βασικές ιδιότητες 
των οριζουσών. Εδώ µας ενδιαφέρουν κυρίως ο υπολογισµός των οριζουσών και οι 
εφαρµογές τους στους αντίστροφους πίνακες και στα γραµµικά συστήµατα. 
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 

ΟΡΙΖΟΥΣΕΣ   

    Όπως έχουµε καθιερώσει σε προηγούµενα κεφάλαια, µε  παριστάνουµε ένα από 

τα σύνολα  και µε  το σύνολο των 

F

,\ ^ ( )nM F n n×  πινάκων µε στοιχεία από το . F

 

Ορισµός 1 (ορίζουσα 2x2 πίνακα) 

Έστω  Η ορίζουσα του Α είναι ο αριθµός  ( )11 12
2

21 22

.
a a

A M
a a

⎛ ⎞
= ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
F

11 22 12 21det .A a a a a= −  

Για παράδειγµα,  
2 1 2 0

det 2 4 ( 1) 3 11, det 2 4 0 3 8.
3 4 3 4

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ − − ⋅ = = ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Στη συνέχεια θα ορίσουµε την ορίζουσα n n×  πίνακα και για το σκοπό αυτό 

χρειαζόµαστε την έννοια της µετάθεσης 
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Ορισµός 2 (µεταθέσεις) 

Μια µετάθεση n στοιχείων είναι µια 1-1 απεικόνιση από το σύνολο {  στο 

.  

1, 2,..., }n

{1,2,..., }n

 

Βλέπουµε ότι κάθε µετάθεση είναι αναγκαστικά 1-1 και επί απεικόνιση. Για 

παράδειγµα, η απεικόνιση :{1,2,3} {1,2,3}, (1) 2, (2) 3, (3) 1,σ σ σ σ→ = = =  είναι µια 

µετάθεση. Υπάρχει εδώ ένας χρήσιµος συµβολισµός. Κάθε µετάθεση παριστάνεται µε 

έναν  πίνακα του οποίου η πρώτη γραµµή είναι η 1  2  … n και δεύτερη γραµµή 

είναι η 

2 n×

(1) (2) ... ( )nσ σ σ , δηλαδή . Κάτω από κάθε 

στοιχείο της πρώτης γραµµής βρίσκεται η εικόνα του. Συνεπώς η µετάθεση του 

παραδείγµατος συµβολίζεται µε .  

1 2 ...
(1) (2) ... ( )

n
n

σ
σ σ σ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 2 3
2 3 1

σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    Επίσης, αντί να γράφουµε ( )iσ συχνά γράφουµε iσ . Στο παράδειγµα, 

1 2 32, 3, 1.σ σ σ= = =  

    Το σύνολο των µεταθέσεων n στοιχείων συµβολίζεται µε .  nS

    Έστω .nSσ ∈  Το πρόσηµο, ( )sign σ , της σ ορίζεται ως εξής: 

• ( ) 1sign σ =  αν υπάρχει άρτιο πλήθος ζευγών δεικτών (  τέτοιων ώστε 

 και 

, )i j

i j< i jσ σ>  

• ( ) 1sign σ = −  αν υπάρχει περιττό πλήθος ζευγών δεικτών  τέτοιων ώστε 

 και 

( , )i j

i j< i jσ σ> . 

Για παράδειγµα, η µετάθεση  έχει πρόσηµο 1, 
1 2 3
2 3 1

σ
⎛

= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ ( ) 1sign σ = , γιατί το 

πλήθος των ζευγών στον παραπάνω ορισµό είναι 2 (τα ζεύγη αυτά είναι  (1,3), (2,3)). 

Η µετάθεση  έχει πρόσηµο –1, 
1 2 3
3 2 1

τ
⎛

= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ ( ) 1sign τ = − , γιατί τα εν λόγω ζεύγη 

είναι 3 (και είναι τα (1,2),(1,3),(2,3)). Η µετάθεση  έχει πρόσηµο –1 

αφού υπάρχει µόνο 1 ζεύγος µε τις ιδιότητες του ορισµού (και είναι το (3,4)). 

1 2 3 4
1 2 4 3

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟
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Ορισµός 3 (ορίζουσα nxn πίνακα) 

Έστω . Η ορίζουσα του Α είναι ο αριθµός  ( )( )ij nA a M= ∈ F

1 (1) 2 (2) ( )det ( ) ... .
n

n n
S

A sign a a aσ σ σ
σ

σ
∈

= ∑  

Σηµειώνουµε ότι σύµφωνα µε τον ορισµό, η ορίζουσα  είναι ένα άθροισµα 

προσηµασµένων  όρων και κάθε όρος είναι ένα γινόµενο n 

στοιχείων του πίνακα που προέρχονται από  διαφορετικές γραµµές και στήλες. Με 

άλλα λόγια κάθε γραµµή (και κάθε στήλη) συνεισφέρει ακριβώς έναν παράγοντα στο 

γινόµενο . 

det A

1 (1) 2 (2) ( )... n na a aσ σ σ

1 (1) 2 (2) ( )... n na a aσ σ σ

 

Παραδείγµατα 

• Έστω  Τότε το  έχει ένα στοιχείο και 1,n = ( ).A a= 1S det .A a=  

• Έστω n = 2, . Επειδή το σύνολο  έχει 2 στοιχεία, 

 και ισχύει 

11 12

21 22

a a
A

a a
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

⎟ 2S

2

1 2 1 2
,

1 2 2 1
S e σ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
( ) 1, ( ) 1sign e sign σ= = − , παίρνουµε 

.  11 22 12 21det A a a a a= −

• Έστω n = 3, . To  έχει  6  στοιχεία. 

 

και τα  πρόσηµα είναι 1  αντίστοιχα. Εφαρµόζοντας τον ορισµό 

βρίσκουµε 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎟= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3S

⎞
⎟
⎠

3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , , , ,

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1
S

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
= ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎩ ⎭

, 1, 1,1,1, 1− − −

11 22 33 11 23 32 12 21 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31det .A a a a a a a a a a a a a a a a a a a= − − + + −

 

ΠΡΟΣΑΡΤΗΜΕΝΟΣ ΠΙΝΑΚΑΣ 

Ορισµός 4 (προσαρτηµένος πίνακας) 

Έστω . Για κάθε ( )nA M∈ F , {1,..., }i j n∈ , συµβολίζουµε µε  τον  

πίνακα που προκύπτει από τον Α αν διαγράψουµε την i γραµµή και j στήλη. Ο 

ijA ( 1) ( 1n n− × − )
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προσαρτηµένος πίνακας  του Α είναι ο adjA n n×  πίνακας που στη θέση  έχει το 

στοιχείο  

( , )i j

( 1) det .i j
jiA+−

 

Προσοχή. Στη θέση (1,2) του adjA  υπάρχει το 21det A−  και όχι το 12det A− . 

 

Παράδειγµα 

Αν , τότε  
1 0 1
0 2 1
0 3 4

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

11

1
2 1
3 4

A
−⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 1
0 2 1
0

− 11

12

, det 11
3 4

1
0 1
0 4

A

A

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

−⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

0 1
0 2 1
0 3

− 12

13

, det 0
4

1
0 2
0 3

A

A

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

0 1
0 2 1−
0 3 4

13

21

, det 0

1
0 1
3 4

A

A

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

0 1
0 2 1−
0

21, det 3.
3 4

κλπ

A

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Έχουµε 
11 21 31

12 22 32

13 23 33

det det det 11 3 2
det det det 0 4 1 .

det det det 0 3 2

A A A
adjA A A A

A A A

− −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= − − =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

 

Παρατηρούµε ότι τα πρόσηµα στον ορισµό του προσαρτηµένου πίνακα 

εµφανίζονται εναλλάξ σύµφωνα µε τη διάταξη σκακιέρας  

...

...

...
... ... ... ...

+ − +
− + −
+ − +
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ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΙΣ ΓΝΩΣΕΙΣ 

ΟΡΙΖΟΥΣΕΣ 

Στα παρακάτω, όλοι οι πίνακες είναι n n×  εκτός αν αναφέρεται ρητά κάτι άλλο. 

 

Πρόταση 1  

Ανάστροφοι πίνακες έχουν την ίδια ορίζουσα, δηλαδή  για κάθε 

. 

det det tA = A

( )nA M∈ F

 

Πρόταση 2  

1. Αν ο πίνακας Α έχει µια µηδενική γραµµή (ή στήλη), τότε  det 0.A =

2. Αν ο πίνακας Α έχει δυο ίσες γραµµές (ή στήλες), τότε det 0.A =  

3. Αν ο πίνακας Α είναι άνω τριγωνικός (ή κάτω τριγωνικός), τότε η ορίζουσα του 

Α είναι το γινόµενο των διαγωνίων στοιχείων. Ιδιαίτερα η ορίζουσα του 

µοναδιαίου πίνακα είναι ίση µε 1. 

 

Για παράδειγµα, det 0 0 0 0
a b c

x y z

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 γιατί υπάρχει µια µηδενική γραµµή. Έχουµε  

1 1
det 3 3 0

1 1

x
y
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎟ yz, γιατί δυο στήλες είναι ίδιες. Επίσης  

γιατί ο πίνακας είναι κάτω τριγωνικός. 

0 0
det 2 0 ,

1 4

x
y x

z

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Πρόταση 3 (στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί και ορίζουσες) 

Αν ο πίνακας Β προκύπτει από τον Α µε  

• πολλαπλασιασµό µιας γραµµής (ή στήλης) µε ένα k, τότε det detB k A= . 

• εναλλαγή δυο γραµµών (ή στηλών), τότε det det .B A= −  

• πρόσθεση σε µια γραµµή (ή στήλη) πολλαπλασίου άλλης γραµµής (ή στήλης), 

τότε det det .B A=  

 

Ειδικά, για κάθε n n×  πίνακα Α ισχύει  det( ) det .nkA k A=
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Για παράδειγµα, έχουµε , 

 γιατί έχουµε εναλλαγή των δυο πρώτων 

γραµµών,  και det

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

det det
a a a a a a

ka ka ka k a a a
a a a a a a

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜=⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎟
⎟

3

21 22 23 11 12 13

11 12 13 21 22 23

31 32 33 31 32 33

det det
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜= −⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

det
1 2 3 1 2

a kx b ky c kz a b c
x y z x y z

+ + +⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜=⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟
⎟
⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 αφού η πρώτη γραµµή 

του πρώτου πίνακα προκύπτει από το δεύτερο προσθέτοντας πολλαπλάσιο της 

δεύτερης γραµµής στην πρώτη. 

 

    Τα επόµενα τρία αποτελέσµατα είναι ιδιαίτερα σηµαντικά. 

Θεώρηµα 4 (κριτήριο αντιστρέψιµου πίνακα) 

Ένας πίνακας  είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν det( )nA M∈ F 0A ≠  

 

Για παράδειγµα, ο πίνακας 
1 5 1
2 4 1
3 9 0

A
−⎛ ⎞

⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟  δεν είναι αντιστρέψιµος, γιατί det  0.A =

 

Θεώρηµα 5 (ορίζουσα γινοµένου) 

Για κάθε  έχουµε ( ), nA B M F∈ ( )( )det( ) det detAB A B= . ∆ηλαδή η ορίζουσα του 

γινοµένου δυο πινάκων ισούται µε το γινόµενο των οριζουσών των πινάκων. 

 

Θεώρηµα 6 (ανάπτυγµα ορίζουσας ως προς µια γραµµή ή στήλη) 

Αν  είναι ένας  πίνακας και ( )ijA a= n n× , {1,..., }i j n∈ , τότε µε   συµβολίζουµε τον 

 πίνακα που προκύπτει από τον Α αν διαγράψουµε την i γραµµή και j 

στήλη. Τότε για κάθε i έχουµε 

ijA

( ) (1n n− × − )1

inA

njA

1 2
1 1 2 2det ( 1) det ( 1) det ... ( 1) deti i i n

i i i i inA a A a A a+ + += − + − + + −  

και για κάθε j έχουµε  
1 2

1 1 2 2det ( 1) det ( 1) det ... ( 1) detj j j n
j j j j njA a A a A a+ + += − + − + + − . 
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Σηµείωση Η πρώτη από τις δυο προηγούµενες ταυτότητες λέγεται το ανάπτυγµα της 

ορίζουσας του Α ως προς την i γραµµή. Παρατηρούµε ότι τα στοιχεία  που 

εµφανίζονται στο δεξιό µέλος είναι τα στοιχεία της i γραµµής. Όµοια η δεύτερη 

ταυτότητα λέγεται το ανάπτυγµα της ορίζουσας ως προς τη  j στήλη. 

1,...,ia ain

 

Παράδειγµα 

Ας δούµε αναλυτικά την 3 3×  περίπτωση. Έστω .  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Αναπτύγµατα ως προς τις γραµµές 

Ας επιλέξουµε (δηλαδή την πρώτη γραµµή). Έχουµε 1i =

11

22 23
11

32 33

a
a a

A
a a

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

12a 13a

21a 22 23

31

a a

a 32 33

11

21 23
12

31 33

,

a a

a
a a

A
a a

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

12a 13a

21 22a a 23

31 32

a

a a 33

11

21 22
13

31 32

,

a

a
a a

A
a a

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

12a 13a

21 22 23a a a

31 32 33a a a

2 3 4
11 11 12 12 13 13

22 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

και

det ( 1) det ( 1) det ( 1) det

det det det .

A a A a A a A
a a a a a a

a a a
a a a a a a

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= − + − + − =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠

 

Επιλέγοντας βρίσκουµε  2,i =

12 13 11 13 11 12
21 22 23

32 33 31 33 31 32

det det det det ,
a a a a a a

A a a a
a a a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝
 

και επιλέγοντας 3i = , βρίσκουµε 

12 13 11 13 11 12
31 32 33

22 23 21 23 21 22

det det det det .
a a a a a a

A a a a
a a a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Αναπτύγµατα ως προς τις στήλες  

Αν επιλέξουµε 1j = (δηλαδή την πρώτη στήλη) βρίσκουµε 
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22 23 12 13 12 13
11 21 31

32 33 32 33 22 23

det det det det .
a a a a a a

A a a a
a a a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 

Για 2j =  και 3j =  βρίσκουµε αντίστοιχα 

21 23 11 13 11 13
12 22 32

31 33 31 33 21 23

21 22 11 12 11 12
13 23 33

31 32 31 32 21 22

det det det det ,

det det det det .

a a a a a a
A a a a

a a a a a a

a a a a a a
A a a a

a a a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

Για να δούµε ένα αριθµητικό παράδειγµα, έστω . Τότε το 

ανάπτυγµα της  ως προς την πρώτη γραµµή είναι  

1 2 0
1 3 4

5 0 6
A

⎛ ⎞
⎜= −⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

=

det A

3 4 1 4 1 3
det 1det 2det 0det

0 6 5 6 5 0
(3 6 0) 2(( 1) 6 4 5) 0 70

A
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⋅ − − − ⋅ − ⋅ + =

 

και ως προς τη δεύτερη γραµµή είναι 

2 0 1 0 1 2
det ( 1)det 3det 4det

0 6 5 6 5 0
( 1)(12 0) 3(6 0) 4(0 10) 70.

A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − − − + − − − =

 

Το ανάπτυγµα ως προς τη δεύτερη στήλη είναι  

1 4 1 0 1 0
det 2det 3det 0det

5 6 5 6 1 4
( 2)( 26) 3(6 0) 0 70.

A
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= − − + − − =

 

 

ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΠΙΝΑΚΑΣ 

Μια ενδιαφέρουσα εφαρµογή των οριζουσών σχετίζεται µε τον υπολογισµό 

αντίστροφων πινάκων. 

 

Θεώρηµα  7 

Έστω Α ένας  πίνακας.   n n×

• Τότε  

( ) ( ) ( )detA adjA adjA A A I= = , 

όπου Ι είναι ο µοναδιαίος n n×  πίνακας.  
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• Αν έχουµε , τότε det 0A ≠ 1 1
det

A adjA
A

− = . 

 

Παράδειγµα 

Αν , τότε εύκολα επαληθεύεται ότι 
1 0 1
0 2 1
0 3 4

A
⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟− ⎟ det 11A =  και 

. Η ταυτότητα στο πρώτο µέρος του 
11 3 2
0 4 1
0 3 2

adjA
−⎛ ⎞

⎜= ⎜
⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎟
⎟ Θεωρήµατος 7  

είναι  

1 0 1 11 3 2 11 3 2 1 0 1 1 0 0
0 2 1 0 4 1 0 4 1 0 2 1 11 0 1 0
0 3 4 0 3 2 0 3 2 0 3 4 0 0 1

− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜− = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. 

Από το δεύτερο µέρος του Θεωρήµατος 7  έχουµε 1

11 3 2
1 0 4 1

11
0 3 2

A−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

.

n

 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

Μια άλλη εφαρµογή των οριζουσών είναι η επίλυση τετραγωνικών γραµµικών 

συστηµάτων που έχουν αντιστρέψιµο πίνακα συντελεστών. 

 

Θεώρηµα 8 (κανόνας του Cramer) 

Θεωρούµε ένα τετραγωνικό γραµµικό σύστηµα 

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2 1

...
...

...

n n

n n n n

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =

+ + + =
, 

δηλαδή ένα γραµµικό σύστηµα όπου το πλήθος των αγνώστων και το πλήθος των 

εξισώσεων είναι το ίδιο. Υποθέτουµε ότι η ορίζουσα του πίνακα των συντελεστών δεν 

είναι µηδέν. Τότε η µοναδική λύση είναι η 

1
1 ,..., n

n
DDx x

D D
= = , 
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όπου  είναι η ορίζουσα του πίνακα των συντελεστών και είναι η 

ορίζουσα του πίνακα που προκύπτει από τον πίνακα των συντελεστών αν 

αντικαταστήσουµε την i στήλη µε τη στήλη  των σταθερών όρων. 

det( )ijD a= iD  

1

n

b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#

Παράδειγµα 

Θεωρούµε το σύστηµα  
3 1

2 2 1
3 4 1

x y z
x y z

x y z

0
1
2

+ + =
+ − =

+ + =
. 

Με τους προηγούµενους συµβολισµούς έχουµε  

1

2

3

1 3 1
det 2 2 1 12

1 3 4

10 3 1
det 11 2 1 49

12 3 4

1 10 1
det 2 11 1 21

1 12 4

1 3 10
det 2 2 11 8.

1 3 12

D

D

D

D

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

= −

= −

−

 

Άρα υπάρχει µοναδική λύση που δίνεται από 

31 249 49 21 21 8 2, ,
12 12 12 12 12 3

DD Dx y z
D D D

− −
= = = = = = = = =

− −
.−

−
 

 

Πόρισµα 9 

Ένα οµογενές τετραγωνικό σύστηµα έχει µοναδική λύση (τη µηδενική) αν και µόνο αν 

, όπου Α είναι ο πίνακας των συντελεστών. det 0A ≠
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Άσκηση 1 

Υπολογίστε τις παρακάτω ορίζουσες 

1 3 1 4
1 2 3 2 1 23

2 3 5 2 5 3
det , det 4 2 3 , det 0 2 1 , det .

4 3 1 1 1 1
2 5 1 0 4 3

6 0 6 2

i i
i

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟+⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Λύση 

Για την πρώτη ορίζουσα έχουµε 

 ( ) 22 3
det 2 3 ( 3) (4 ) 6 9 4 7 13 .

4 3
i i

i i i i i i
i

+⎛ ⎞
= + ⋅ − − ⋅ − = − − − + = − −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

i

Υπολογίζουµε τη δεύτερη ορίζουσα χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα ως προς την 

πρώτη γραµµή, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 6. Έχουµε  

1 2 3
2 3 4 3 4 2

det 4 2 3 1det 2det 3det
5 1 2 1 2 5

2 5 1
1(2 15) 2( 4 6) 3(20 4) 79.

⎛ ⎞
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟ ⎞

− = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − − − − + + =

=⎟
⎠

=

 

Υπολογίζουµε την τρίτη ορίζουσα χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα ως προς την 

πρώτη στήλη (γιατί περιέχει µηδενικά που απλουστεύουν τις πράξεις). Έχουµε  

2 1 23
2 1 1 23 1 23

det 0 2 1 2det 0det 0det
4 3 4 3 2 1

0 4 3

2 1
2det 20.

4 3

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎛ ⎞

= = −⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Για την τέταρτη ορίζουσα παρατηρούµε ότι δυο στήλες είναι ίσες. Άρα η ορίζουσα 

είναι ίση µε µηδέν σύµφωνα µε την Πρόταση 2. 

 

Άσκηση 2 

Υπολογίστε την ορίζουσα του πίνακα .  

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

13 14 15 16

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Λύση 

Φυσικά θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε την ορίζουσα αναπτύσσοντάς την ως προς 

µια γραµµή ή στήλη σύµφωνα µε το Θεώρηµα 6, αλλά  έτσι απαιτούνται πολλές 

πράξεις. Ένας πιο σύντοµος και κοµψός τρόπος είναι: Αφαιρούµε την πρώτη γραµµή 

από την δεύτερη οπότε παίρνουµε τον πίνακα  . Στη συνέχεια 

αφαιρούµε την τρίτη γραµµή από την τέταρτη και παίρνουµε τον . 

Από το τρίτο µέρος  της  

1 2 3 4
4 4 4 4
9 10 11 12

13 14 15 16

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜
⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

1 2 3 4
4 4 4 4
9 10 11 12
4 4 4 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Πρότασης 3 έχουµε  Ο 

τελευταίος πίνακας έχει δυο ίσες γραµµές και εποµένως η ορίζουσά του είναι ίση µε 0 

(

1 2 3 4
4 4 4 4

det det .
9 10 11 12
4 4 4 4

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Πρόταση 2  2)). Τελικά  det 0.A =

 

Άσκηση 3 

Να υπολογιστεί η ορίζουσα του 

2 1 3 1
4 3 2 8
0 0 5 1
0 0 0 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜
⎜ −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

 µε δύο διαφορετικούς τρόπους. 

Λύση 

τρόπος 1: ανάπτυγµα ως προς την πρώτη στήλη 

2 1 3 1
3 2 8 1 3 1

4 3 2 8
det 2det 0 5 1 4det 0 5 1 .

0 0 5 1
0 0 2 0 0 2

0 0 0 2

−⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ = − − −⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟− ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠
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Παρατηρούµε ότι οι πίνακες στο δεξιό µέλος είναι τριγωνικοί και άρα µπορούµε να 

εφαρµόσουµε την Πρόταση 2 3). Έχουµε 

 
3 2 8 1 3 1

2det 0 5 1 4det 0 5 1 2 3 ( 5)2 4 1 ( 5) 2 20.
0 0 2 0 0 2

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − = ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

τρόπος 2: ανάπτυγµα ως προς την τελευταία γραµµή 

2 1 3 1
2 1 3

4 3 2 8
det 2det 4 3 2 .

0 0 5 1
0 0 5

0 0 0 2

−⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜⎜ ⎟ = ⎜⎜ ⎟− ⎜ ⎟

⎟
⎟

−⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Εφαρµόζουµε πάλι το ανάπτυγµα ως προς 

την τελευταία γραµµή και βρίσκουµε 
2 1 3

2 1
2det 4 3 2 2 ( 5) det 20.

4 3
0 0 5

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ = ⋅ − ⋅ = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Άσκηση 4 

1) Αν , να υπολογιστεί η . 
1

det 2 0 3
1 3

a b
c

d

⎛ ⎞
⎜ =⎜
⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎟
⎟

6 2 2
det 6 0

3 3

a b
c

d

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

2) Να υπολογισθεί η det
a x a x
b y b y
c z c z

+⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

Λύση 

1) Χρησιµοποιώντας δύο φορές το πρώτο µέρος της Πρότασης 3 (στην πρώτη γραµµή 

και στη συνέχεια στην πρώτη στήλη) έχουµε 

 
6 2 2 3 1

det 6 0 2det 6 0 2 3det 2 0 2 3 3 18.
3 3 3 3 1 3

a b a b a b
c c c

d d d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⋅ =

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎟
⎟

2)Αφαιρώντας την πρώτη στήλη από την τρίτη παίρνουµε 

αφού ο πίνακας έχει δύο ίσες 

στήλες. 

det det 0,
a x a x a x x
b y b y b y y
c z c z c z z

+⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜+ = =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜+⎝ ⎠ ⎝

a x x
b y y
c z z

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Άσκηση 5 

Να βρεθεί αν υπάρχει ο αντίστροφος του 
1 0 1
2 1 0 .
0 3 4

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Λύση 

Γνωρίζουµε µια µέθοδο επίλυσης από το Κεφάλαιο 3, τον Αλγόριθµο Υπολογισµού 

Αντίστροφου Πίνακα. Εδώ θα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα 7.  Επειδή ισχύει 

 ο Α είναι αντιστρέψιµος σύµφωνα µε το det 2 0,A = − ≠ Θεώρηµα 4. Εφαρµόζουµε το 

Θεώρηµα 7. Έχουµε 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 0 2 0 2 1
, ,

3 4 0 4 0 3

0 1 1 1 1 0
, ,

3 4 0 4 0 3

0 1 1 1 1 0
, ,

1 0 2 0 2 1

A A A

A A A

A A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

,

,

.

⎞
⎟
⎠
⎞
⎟
⎠

 

Βρίσκουµε  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

det 4, det 8, det 6,
det 3, det 4, det 3,
det 1, det 2, det 1.

A A A
A A A
A A A

= = =
= = =
= = =

 

Συνεπώς 1

4 3 1
1 8 4 2
2

6 3 1
A−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟− ⎜ ⎟−⎝ ⎠

.

⎟
⎟

⎟
⎟

 

 

Άσκηση 6 

1) Για ποιες τιµές του a ο πίνακας  είναι αντιστρέψιµος; 
1 0

1 2 3
1 1

a
A

a

⎛ ⎞
⎜= −⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2) Για ποιες τιµές του a ο πίνακας  είναι αντιστρέψιµος; 

1 1 2 1
2 1 1 1
2 2 2

3 3 6

A
a

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜=
⎜ −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

Λύση 
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1) Υπολογίζοντας την ορίζουσα ως προς την πρώτη γραµµή  έχουµε 

 Σύµφωνα µε το 2det (2 3 ) ( 1 3) 3 2 4.A a a a a= − − − − = − + + Θεώρηµα 4, ο Α 

είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν 2 1 133 2 4 0
3

a a a ±
− + + ≠ ⇔ ≠ .  

2) Θα µπορούσαµε να ακολουθήσουµε την ίδια µεθοδολογία µε το προηγούµενο 

ερώτηµα. Επειδή οι πράξεις στον υπολογισµό της συγκεκριµένης ορίζουσας 

είναι πολλές, θα χρησιµοποιήσουµε έναν άλλο τρόπο που είναι ουσιαστικά 

δεν είναι άλλος από τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss: 

Εφαρµόζουµε  συστηµατικά την Πρόταση 3, δηλαδή χρησιµοποιούµε 

στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών για να φέρουµε τον πίνακα 

σε τριγωνική µορφή.  Όµως  εδώ χρειάζεται προσοχή! Αν στην 

προηγούµενη διαδικασία πολλαπλασιάσουµε µια γραµµή πίνακα µε 

ένα µη µηδενικό k, θα πρέπει να διαιρέσουµε την τελική ορίζουσα µε 

αυτό το k για να αναιρέσουµε το αποτέλεσµα της Πρότασης 3 1).  

Έχουµε διαδοχικά 

3 3 12 2 1

4 4 1

22

3

1 1 2 1 1 1 2 1
2 1 1 1 0 3 3 1
2 2 2 2 2 2

3 3 6 3 3 6

1 1 2 1 1 1 2 1
0 3 3 1 0 3 3 1
0 0 4 4 0 0 4 4
3 3 6 0 0 0 3

r r rr r r

r r r

a a
a a

a a
a a

→ +→ −

→ −

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ ⎯ →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− − − −⎜ ⎟ ⎜⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜+ +
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝

⎯⎯⎯

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟⎟
⎠

 

Στην προηγούµενη διαδικασία δεν υπήρξαν πολλαπλασιασµοί γραµµών. 

Συνεπώς 

1 1 2 1 1 1 2 1
2 1 1 1 0 3 3 1

det det 3( 4)( 3).
2 2 2 0 0 4 4

3 3 6 0 0 0 3

a a
a a

a a

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Άρα ο αρχικός πίνακας είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν   4,3.a ≠ −
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Άσκηση 7 

Να υπολογιστεί η ορίζουσα 

1 1
1

det
1

1

x y
x x x

x xy y
x x xy

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Λύση 
Εφαρµόζουµε την Πρόταση 3. Στα δεξιά περιγράφουµε τα βήµατα.    

2

2

2

2

2

1 1
1

det
1

1

1 1
0 0 1

det
1

1

1 1
0 0 1

det
0 1 0

1

1 1
0 0 1

det
0 1 0
0 0 1

0 1
det 1 0

0 1

x y
x x x

x xy y
x x xy

x y
x y x

x xy y
x x xy

x y
x y x

x y x
x x xy

x y
x y x

x y x
x x x

x y x
x y x

x x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟ =
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟ =
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

− −⎛ ⎞
⎜ − −⎜
⎜ − −⎝

( )

( )( ) ( )( )

2

2

1
( )det

1

1 (1 )
( )det

(1 ) 1

1
( )(1 )det

1

( )(1 ) 1 1

( 1)( )(1 ).

x y x
x y

x x x

x x y x
x y

x x x

x y x
x y x

x x

x y x x x y x x

x x y xy

⎟ =⎟
⎟
⎠

⎛ ⎞− −
− − =⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
⎛ − + − ⎞

− − =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
+ −⎛ ⎞

− − − =⎜ ⎟−⎝ ⎠
− − − + − − − =

− − −

 

 

2 2r r→ − 1r

1r

1r

 
 
 
 
 
 

3 3r r x→ −  
 
 
 
 

4 4r r x→ −  
 
 
 
 
ανάπτυγµα ως προς την 
πρώτη στήλη 
 
 
 
ανάπτυγµα ως προς τη 
δεύτερη στήλη 
 
 
παραγοντοποίηση στην 
πρώτη στήλη 
 
 
Πρόταση 3 1) 
 
 
πράξεις 
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Άσκηση 8 

Υπολογίστε την ορίζουσα 

0 0 ... 0 0
0 0 ... 0 0

det ... ...
0 0 0 0 ...

0 0 0 ... 0

x y
x y

x y
y x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟  (ο πίνακας είναι , όπου 

n > 1). 

n n×

 

Λύση 

Αναπτύσσοντας ως προς την πρώτη στήλη έχουµε  

1

1

0 0 ... 0 0
0 0 ... 0 0

det ... ...
0 0 0 0 ...

0 0 0 ... 0

0 ... 0 0 0 0 ... 0 0
0 ... 0 0 0 ... 0 0

det ( 1) det
... ... ... ...

0 0 0 ... 0 0 0 0 ...

( 1) ,

n

n n n

x y
x y

x y
y x

x y y
x y x y

x y

x x y

x y

+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜+ −
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

= + −

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟⎟
⎠

 

γιατί οι δύο τελευταίοι πίνακες είναι ( ) ( )1n n 1− × −  τριγωνικοί (βλ. Πρόταση 2). 

 

Άσκηση 9 

Έστω a,b,c διακεκριµένοι  αριθµοί. Υπολογίστε την ορίζουσα και τον αντίστροφο του 

πίνακα  
2 2 2

1 1 1
.A a b c

a b c

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Λύση 
Αφαιρώντας την πρώτη στήλη από τις άλλες δύο έχουµε 

 Από τη δεύτερη στήλη βγάζουµε κοινό 

παράγοντα το b  και από την τρίτη το 

2 2 2 2 2

1 0 0
det det .A a b a c a

a b a c a

⎛ ⎞
⎜= − −⎜
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎟
⎟

a− .c a−  Παίρνουµε 
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2

1 0 0
det ( )( )det 1 1 .A b a c a a

a b a c a

⎛ ⎞
⎜= − − ⎜
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

⎟
⎟  Αναπτύσσοντας την τελευταία ορίζουσα 

ως προς την πρώτη γραµµή βρίσκουµε det ( )( )( ).A b a c a c b= − − −  

Επειδή οι a,b,c είναι διακεκριµένοι έχουµε det 0A ≠ και συνεπώς ο Α είναι 

αντιστρέψιµος. Ο αντίστροφος µπορεί να υπολογιστεί µε τον προσαρτηµένο πίνακα. 

Μετά από µερικές πράξεις βρίσκουµε 

2 2 2 2

1
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 1
det det det

1 1 1 11 1 det det det
det det

1 1 1 1
det det det

1
( )( )( )

b c
b c b c b c

a c
A adjA

a c a c a cA A
a b
a b a b a b

bc b c b c

c a c b b a

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟= = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠

− −
=

− − −

2

2 2 2 2

2 2 2 2

.
c b

a c ac c a a c
ab a b b a b a

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − + −⎝ ⎠

⎞
⎟
⎠
⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠

 

 

Άσκηση 10 

Υπολογίστε την ορίζουσα του  πίνακα n n×

0 1 2 3 ... 1
1 0 1 2 ... 2
2 1 0 1 ... 2

.
...

2 3 4 5 ... 1
1 2 3 4 ... 0

n
n
n

A

n n n n
n n n n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

 

(Το στοιχείο στη θέση ( , είναι )i j i j− ). 

Λύση 
Θα φέρουµε τον πίνακα σε τριγωνική µορφή. Από την πρώτη στήλη αφαιρούµε τη 

δεύτερη, από τη δεύτερη αφαιρούµε την τρίτη, κλπ. Παίρνουµε  

1 1 1 1 1
1 1 1 ... 1 2
1 1 1 ... 1 3

det det .
... ... ... ... ... ...
1 1 1 ... 1 1
1 1 1 ... 1 0

n
n
n

A

− − − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Προσθέτουµε τώρα την πρώτη γραµµή κάθε µια από τις άλλες γραµµές. Παίρνουµε  

2 φορες

1 2

1 1 1 ... 1
0 2 * ... *

det det 0 0 2 ... *
... ... ... ... ...
0 0 0 0 1

( 1) ( 2)...( 2) ( 1)

( 1) 2 ( 1),
n

n n

n

A

n
n

n
−

− −

− − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= =−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

= − − − − =

= − −

 

όπου µε  * παριστάνουµε στοιχεία που δεν µας ενδιαφέρουν για τον υπολογισµό της 

ορίζουσας. 

 

Άσκηση 11 

Υπενθυµίζουµε ότι οι αριθµοί του Fibonacci, 1 2, ,..., ,...nf f f , ορίζονται από τις σχέσεις 

 Έστω  1 2 1 21, 1, ( 2).n n nf f f f f n− −= = = + >

1 1 0 0 0 ... 0
1 1 1 0 0 ... 0

0 1 1 1 0 ... 0
det ...

0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 ... 1

nF

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(Ο πίνακας είναι n n× , τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου είναι 1, στα δεξιά τους είναι 1 

και στα αριστερά τους είναι – 1). Αποδείξτε ότι , 1, 2,... .n nF f n= =  

Λύση 
Επειδή ισχύει  

( )1 1 2

1 1
det 1 1 , det 2

1 1
F f F ⎛ ⎞

= = = = = =⎜ ⎟−⎝ ⎠
2f

.

 

για να δείξουµε ότι αρκεί να δείξουµε ότι τα , 1, 2,...n nF f n= = 1 2, ,..f f  και 

ικανοποιούν την ίδια αναδροµική σχέση, δηλαδή 1 2, ,...F F 1 2 ( 3)n n nF F F n− − .= + ≥  

Αναπτύσσοντας ως προς την πρώτη στήλη παίρνουµε 
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1

1 1 0 0 0 ... 0 1 0 0 0 0 ... 0
1 1 1 0 0 ... 0 1 1 1 0 0 ... 0

0 1 1 1 0 ... 0 0 1 1 1 0 ... 0
det det .... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 ... 1 0 0 0 0 0 ... 1

n nF F −

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− −⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜− −
⎜ ⎟ ⎜

= = +⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜− −
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

 

Αναπτύσσουµε τη δεξιά ορίζουσα (που είναι ( ) ( )1n n 1− × − ) ως προς την πρώτη 

γραµµή. Τότε 

2

1 0 0 0 0 ... 0 1 1 0 0 0 ... 0
1 1 1 0 0 ... 0 1 1 1 0 0 ... 0

0 1 1 1 0 ... 0 0 1 1 1 0 ... 0
det det .... ...

0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 ... 1 0 0 0 0 0 ... 1

nF −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Άρα  1 2.n n nF F F− −= +

 

Άσκηση 12 

Έστω ο   πίνακας (n ≥ 2) nA n n×

2 4 0 0 ... 0 0
1 2 4 0 ... 0 0
0 1 2 4 ... 0 0

...
0 0 0 0 ... 2 4
0 0 0 0 ... 1 2

nA

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

a. ∆είξτε ότι , όταν det 0nA = 3 1n m ,= −  m ακέραιος 

b. Να βρεθεί η , όταν det nA 3 ,n m=  m ακέραιος. 

Λύση 

Πρώτα θα βρούµε µια αναδροµική σχέση για τις . Αναπτύσσοντας ως προς την 

πρώτη στήλη βρίσκουµε  

det nA
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1

4 0 0 0 ... 0 0
1 2 4 0 ... 0 0
0 1 2 4 ... 0 0

det 2det det ....
0 0 0 0 ... 2 4
0 0 0 0 ... 1 2

n nA A −

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

= − − ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Αναπτύσσοντας την τελευταία ορίζουσα ως προς την πρώτη γραµµή βρίσκουµε 

1 2det 2det 4det , 4.n n nA A A n− −= − − ≥        (*) 

Οι αρχικές τιµές είναι  2 3

2 4 0
2 4

det det 0, det det 1 2 4 8.
1 2

0 1 2
A A

−⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎜ ⎟= = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

=

a. Χρησιµοποιούµε επαγωγή στο m. Για m = 1, 2

2 4
det det 0.

1 2
A

−⎛ ⎞
= =⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Έστω ότι  Έχουµε 3 1det 0.mA − =

(*)

3( 1) 1 3 2 3 1 3

(*)

3 3 1

3 1

det det 2det 4det

2( 2det 4det ) 4det
8det
0.

m m m m

m m

m

A A A A

A A
A

+ − + +

−

−

= =− −

=− − − −
=
=

3mA  

b. Θα αποδείξουµε ότι 3det 8 .m
mA =  Σκεφθήκαµε τον τύπο αυτόν γιατί µετά 

από υπολογισµούς µε βάση τη σχέση (*) βρήκαµε ότι 

3 6det 8, det 64A A= = .  

Χρησιµοποιούµε επαγωγή στο m. Για m = 1, 3det 8,A = όπως βρήκαµε 

πριν. Έστω  Χρησιµοποιώντας το υποερώτηµα a. έχουµε 3det 8 .m
mA =

(*)

3( 1) 3( 1) 1 3 1

3 1

3 1

(*)

3 3 1

3
1

det 2det 4det

0 4det
4det

8det 16det
8det

8 8 8 .

m m

m

m

m m

m
m m

A A

A
A

A A
A

+ + −

+

+

−

+

=− −

= −
= −

= +
=

= ⋅ =

mA +
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Άσκηση 13 

Να υπολογιστούν οι ορίζουσες . (Ο πίνακας είναι ) 

2 1 0 ... 0
1 2 1 ... 0

det 0 1 2 ... 0

0 ... ... 1 2

nD

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# # # #
⎟ n n×

Λύση 

Έχουµε  ∆ιατυπώνουµε την εικασία ότι  1 2

2 1
det(2) 2, det 3.

1 2
D D ⎛ ⎞

= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1, 1,2,...nD n n= + =  

Αναπτύσσοντας ως προς την πρώτη γραµµή βρίσκουµε  

1

1 1 0 ... 0
0 2 1 ... 0

2 det 0 1 2 ... 0

0 ... ... 1 2

n nD D −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# # # #
. 

Αναπτύσσοντας ως προς τη πρώτη στήλη βρίσκουµε  

2

1 1 0 ... 0
0 2 1 ... 0

det .0 1 2 ... 0

0 ... ... 1 2

nD −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# # # #
 

Άρα βρήκαµε την αναδροµική σχέση  

1 22 .n n nD D D− −= −  

Με βάση αυτή, η εικασία µας αποδεικνύεται άµεσα µε επαγωγή στο n. 

 

Άσκηση 14 

1) Έστω Α ένας  πίνακας τέτοιος ώστε n n× .tA A= −  Αποδείξτε ότι αν ο n είναι 

περιττός τότε ο Α δεν είναι αντιστρέψιµος. 

2) Έστω Α,Β δυο πίνακες τέτοιοι ώστε .3 3 2 0A AB I+ + =  Αποδείξτε ότι ο Α είναι 

αντιστρέψιµος. 

3) Αποδείξτε ότι για κάθε  n n×  πίνακα Α ισχύει .  ( ) 1det( ) det nadjA A −=

Λύση 
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1) Από την Πρόταση 1 έχουµε  Από την υπόθεση και την det det .tA = A

Πρόταση 3 έχουµε d  Άρα 

 Άρα ο Α δεν είναι αντιστρέψιµος. 

et det( ) ( 1) det det .t nA A A= − = − = − A

det det det 0.A A A= − ⇒ =

2) Έχουµε ( )3 23 2 0 3 2A AB I A A B .I+ + = ⇒ + = − Παίρνοντας ορίζουσες και 

εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 5 λαµβάνουµε 

( )( ) ( )

( ) ( )

2

2

det 3 det 2

det det 3 2 0

det 0.

n

A A B I

A A B

A

+ = − ⇒

⋅ + = − ≠ ⇒

≠

 

Άρα ο Α είναι αντιστρέψιµος. 

3) Από την ισότητα πινάκων ( ) (det )A adjA A I=  του Θεωρήµατος 7 παίρνουµε 

την ισότητα οριζουσών  

( )( ) ( )( )
( ) ( )

det det det

det det det .n

A adjA A I

A adjA A

= ⇒

⋅ =
 

• Αν έχουµε , συµπεραίνουµε άµεσα το ζητούµενο.  det 0A ≠

• Έστω τώρα det 0A =  και 0.A ≠  Τότε ( ) 0A adjA = , οπότε αν ήταν ο 

 αντιστρέψιµος θα παίρναµε adjA 0,A =  άτοπο. Άρα ο  δεν είναι 

αντιστρέψιµος, οπότε 

adjA

det( ) 0.adjA =  

• Τέλος το ζητούµενο είναι προφανές αν 0.A =  

 

Άσκηση 15 

Υπολογίστε τις ορίζουσες των παρακάτω πινάκων 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

,
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

A B

α
α α

β β
γ β

+⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜+ −⎜ ⎟ ⎜= =
⎜ ⎟ ⎜+ +
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜+ −⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟⎟
⎠

 

Λύση 

Στον πίνακα Α αφαιρούµε την πρώτη γραµµή από τις υπόλοιπες γραµµές. Προκύπτει 

άνω τριγωνικός πίνακας και συνεπώς η ορίζουσά του ισούται µε το γινόµενο των 

διαγωνίων στοιχείων του 
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1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0

det det det .
1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0

A
α α

αβγ
β β

γ γ

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜+⎜ ⎟ ⎜= =
⎜ ⎟ ⎜+
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜+⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟ =
⎟
⎟⎟
⎠

β

⎞
⎟
⎟ =
⎟
⎟⎟
⎠

 

Στον πίνακα Β αφαιρούµε τη δεύτερη γραµµή από την πρώτη και από την τρίτη. Τότε 

εµφανίζονται  κοινοί παράγοντες. Έχουµε 

1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

det det det
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0
1 1 1 1

det .
0 0 1 1
1 1 1 1

B

α α α
α α

β β
β β

α
αβ

β

+⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− −⎜ ⎟ ⎜= =
⎜ ⎟ ⎜+
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Αφαιρώντας από τη δεύτερη στήλη την πρώτη και αναπτύσσοντας την νέα ορίζουσα 

ως προς την πρώτη γραµµή της καταλήγουµε σε µια 3 3× ορίζουσα. Έτσι έχουµε: 

2 2

1 0 0 0
1 1

1 1 1
det det det 0 1 1

0 0 1 1
0 1 1

1 0 1 1

1 1
( )det ( )(1 1) .

1 1

B
α

α
αβ αβ

β
β

αβ α αβ α β α β
β

⎛ ⎞
−⎛ ⎞⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞
− = − − − =⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Άσκηση 1 

Ποιοι από τους επόµενους πίνακες είναι αντιστρέψιµοι; 

1 0 0 1 2 1
2 3 4

, 3 2 0 , 3 2 0
6 4 8

1 5 0 1 5 0

i
A B C

i i

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Ποια είναι η ορίζουσα του  ; 2005 2006B C

Απάντηση  Μόνο ο τρίτος είναι αντιστρέψιµος. Έχουµε 

 ( ) ( ) ( )2005 20062005 2006det det det 0.B C B C= =
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Άσκηση 2 

Αποδείξτε ότι πίνακας  είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν , 

οπότε 

a b
A

c d
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

⎟ 0ad bc− ≠

1 1 d b
A

c aad bc
− −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠
. 

Υπόδειξη Θεώρηµα 4 και Θεώρηµα 7. 

 

Άσκηση 3 

Να λυθεί το σύστηµα   

2 3
3

1

x y z
x z
x y z

2+ + =
+ =

+ − =
 

µε τον κανόνα του Cramer.  

Απάντηση 15 6 3, ,
6 6

x y z−
= = = .

6
 

 

Άσκηση 4 

1)Υπολογίστε την ορίζουσα 

1 1 2 1
2 1 1 4

det .
4 5 10 6

3 2 10 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

2) Αποδείξτε ότι  

1 1 1 2

det 0.

2 2 2 2 2

a b c a d
x y z x w

x a y b z c x w a d

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟ =
⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠

Υπόδειξη 1) Βλ. Λυµένη Άσκηση 6 2) και Λυµένη Άσκηση 7.  

2) Αφαιρέστε από την τελευταία γραµµή το διπλάσιο της δεύτερης. 

Απάντηση για το 1): 18. 

 

Άσκηση 5 

1) Να βρεθεί ο adjA , όπου   
2 0

1 2 3 .
0 1

a
A

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2) Να βρεθούν οι τιµές του a για τις οποίες ο Α είναι αντιστρέψιµος. 

3) Για τις τιµές που βρήκατε στο 2) να υπολογίστε τον αντίστροφο. 

Απάντηση  1) .  2)
2

2 3 2 6
1 3

2 2

a
adjA a a

a a a

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − +⎝ ⎠

1 7 .
3

a ±
≠   

3) 1
2

2

2 3 2 6
1 1 3

3 2 2
2 2

a
A a

a a
a a a

−

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟− + + ⎜ ⎟− − +⎝ ⎠

.a  

 

Άσκηση 6 

Αποδείξτε ότι , όπου, 2 4 2det 1 ... n
nA x x x= + + + +

2

2

2

2

1 0 ... 0
1 ... 0

.0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

n

x x
x x x

A x x

x

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

Υπόδειξη Εφαρµόστε επαγωγή και το ανάπτυγµα ορίζουσας ως προς την πρώτη 

γραµµή. 

 

Άσκηση 7 

Υπολογίστε την ορίζουσα  

1
1

det .
1

1

a b c d
a b c d
a b c d
a b c d

+⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

Υπόδειξη Προσθέστε στην πρώτη στήλη όλες τις άλλες και βγάλτε κοινό παράγοντα. 

Στη συνέχεια, µετατρέψτε τον πίνακα σε τριγωνικό. Απάντηση 1 .a b c d+ + + +  

 

Άσκηση 8 

Αν  τότε να εκφράσετε την  
1

,
a b x y
c d z w

−
⎛ ⎞ ⎛

=⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

12 2
det

x z y w
x z y w

−+ +⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

συναρτήσει 

των  , , , .a b c d
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Υπόδειξη Παρατηρήστε ότι 
2 2 2 1

.
1 1

x z y w x y
x z y w z w

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝

⎞
⎟
⎠

 

Απάντηση 
12 2 2

det det .
2

x z y w a b a b
x z y w c d c d

−+ + − − +⎛ ⎞ ⎛
=⎜ ⎟ ⎜+ + − − +⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 

 

Άσκηση 9 

Αποδείξτε ότι  αν ο Α είναι ένας  αντιστρέψιµος πίνακας τέτοιος ώστε ο Α 

και ο  έχουν στοιχεία  ακεραίους αριθµούς . 

det 1A = ±
1A−

Υπόδειξη ( )( )1det det 1.A A− =  

 

Άσκηση 10 

Αποδείξτε ότι 1

...

...
det ( ) ,...

...

n

x y x x x
x x y x x

nx y yx x x y x

x x x x y

−

+⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎜ ⎟ = ++
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

# # # #
 όπου ο πίνακας 

είναι n . n×

Υπόδειξη Προσθέστε στην πρώτη στήλη όλες τις άλλες και βγάλτε κοινό παράγοντα 

το  Στη συνέχεια, µετατρέψτε τον πίνακα σε τριγωνικό. .nx y+

 

Άσκηση 11 (ορίζουσα Vandermonde) 

Έστω  Αποδείξτε ότι  1,..., .na a ∈F

( )1 2

1 1 1
1 2

1 1 1

det .n
i j

i j
n n n

n

a a a
a a

a a a
>

− − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ = −
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏

…
…

# # #
…

 

Υπόδειξη Βλ. Λυµένη Άσκηση 9. 
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