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Κεφάλαιο 2   

Γραµµικά Συστήµατα 

Ένα από τα βασικά προβλήµατα της Γραµµικής Άλγεβρας είναι η επίλυση γραµµικών 
συστηµάτων. Στο κεφάλαιο αυτό θα υπενθυµίσουµε πως να λύνουµε γραµµικά 
συστήµατα µε τη µέθοδο του Gauss. Η µέθοδος αυτή είναι από τους πιο σηµαντικούς 
αλγορίθµους της Γραµµικής Άλγεβρας και βρίσκει εφαρµογή σε πολλά προβλήµατα, 
όπως είναι ο υπολογισµός του αντίστροφου πίνακα, ο υπολογισµός της τάξης πίνακα, 
η εύρεση βάσεων υποχώρων του  κλπ. Εδώ µας ενδιαφέρει περισσότερο η 
κατανόηση αυτής της µεθόδου µέσω παραδειγµάτων. Θα επιστρέψουµε στη µέθοδο 
απαλοιφής του Gauss στο επόµενο κεφάλαιο όπου θα γίνει µια πιο συστηµατική 
µελέτη του. 
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

Στα επόµενα µε  συµβολίζουµε το σύνολο των πραγµατικών αριθµών ή το 

σύνολο  των µιγαδικών αριθµών.  

F R

C

 

Ορισµός 1 (γραµµικά συστήµατα) 

� Μια εξίσωση λέγεται γραµµική υπεράνω του , αν είναι της µορφής 

, όπου οι συντελεστές  και όρος b είναι 

στοιχεία του  και οι 

F

1 1 2 2 ... n na x a x a x b+ + + = 1,..., na a

F 1,..., nx x  είναι άγνωστοι. 

Στην περίπτωση που το πλήθος των αγνώστων είναι µικρό, χρησιµοποιούµε συχνά 

, ,x y z  στη θέση των 1 2 3, , .x x x   

Παράδειγµα 
Η εξίσωση 2 3x y z− + =10  είναι γραµµική. Οι εξισώσεις 

22 3 10, 2 3x y z xy y z− + = − + =10  δεν είναι γραµµικές.  

Παρατηρούµε ότι σε µια γραµµική εξίσωση δεν υπάρχουν όροι της µορφής 

ούτε της µορφής 2 3, ,...x x 2 4 3 5, , ...xy xy x y z . 

� Ένα γραµµικό σύστηµα υπεράνω του  είναι ένα σύστηµα εξισώσεων στο 

οποίο κάθε εξίσωση είναι γραµµική υπεράνω του . 

F

F
Συνεπώς κάθε γραµµικό σύστηµα είναι της µορφής 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

...

n n

n n

m m mn n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x bm

+ + + =
+ + + =

+ + + =

 

όπου οι m,n είναι θετικοί ακέραιοι. Βλέπουµε ότι το σύστηµα αυτό έχει m εξισώσεις 

και n αγνώστους. Ένας σύντοµος τρόπος γραφής του συστήµατος αυτού είναι 

1

, 1,..., .
n

ij j i
j

a x b i m
=

= =∑  

Οι αριθµοί λέγονται οι συντελεστές του συστήµατος και οι αριθµοί λέγονται οι 

σταθεροί όροι του συστήµατος. 

ija jb
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� Μια λύση του παραπάνω συστήµατος είναι µια διατεταγµένη n-άδα 

( )1,...,
n

nk k ∈F  τέτοια ώστε  αν θέσουµε 1 1,..., n nx k x k= = , τότε ικανοποιείται 

κάθε µια από τις εξισώσεις.  

Με άλλα λόγια µια λύση του συστήµατος είναι µια διατεταγµένη n-άδα 

 τέτοια ώστε ( )1,...,
n

nk k ∈F

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

... .

n n

n n

m m mn n

a k a k a k b
a k a k a k b

a k a k a k bm

+ + + =
+ + + =

+ + + =

 

Στην περίπτωση αυτή γράφουµε ότι µια λύση είναι 1 1( ,..., ) ( ,..., ).n nx x k k=  

Παράδειγµα 

Μια λύση του γραµµικού συστήµατος 
6 2 5 22
2 3 11

x y z
x y z
− + =
+ − =

 είναι η 

 αφού έχουµε  ( , , ) (4,1,0)x y z =
6 4 2 1 5 0 22
2 4 3 1 0 11.
⋅ − ⋅ + ⋅ =
⋅ + ⋅ − =

 

� Ένα γραµµικό σύστηµα λέγεται συµβιβαστό αν έχει τουλάχιστον µια λύση. 

∆ιαφορετικά λέγεται ασυµβίβαστο ή αδύνατο. 

Παράδειγµα 

Το γραµµικό σύστηµα 
6 2 5 2
2 3 11

x y z
x y z

2− + =
+ − =

 είναι συµβιβαστό όπως είδαµε πριν. 

Το σύστηµα   είναι ασυµβίβαστο, γιατί διαφορετικά θα είχαµε 0 =1. 
2 0
2 1

x y
x y
+ =
+ =

 

Ορισµός 2 (οµογενές γραµµικό σύστηµα) 

Ένα γραµµικό σύστηµα λέγεται οµογενές αν όλοι οι σταθεροί όροι είναι ίσοι µε µηδέν. 

Συνεπώς κάθε οµογενές γραµµικό σύστηµα είναι της µορφής 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

... 0
... 0

... 0.

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

+ + + =
+ + + =

+ + + =

 

Βλέπουµε ότι κάθε οµογενές γραµµικό σύστηµα είναι συµβιβαστό αφού µια λύση 

είναι η (0,0,...,0). Αυτή λέγεται η µηδενική ή τετριµµένη λύση. 
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Ορισµός 3 (ισοδύναµα συστήµατα) 

∆υο γραµµικά συστήµατα λέγονται ισοδύναµα αν έχουν τις ίδιες λύσεις. 
 
Παράδειγµα 

Τα συστήµατα 

2 0
2 3
x y

x y
− =
− =

    και    
5 7 3
8 10 6
10 3 17

x y
x y
x y

− =
− =
− =

 

είναι ισοδύναµα αφού και τα δυο έχουν τη µοναδική λύση (2,1). 

Τα συστήµατα 

2 0
2 3
x y

x y
− =
− =

    και    
2 1

2 3
x y

x y
− =
− =

 

δεν είναι ισοδύναµα αφού το (2,1) που είναι λύση του πρώτου δεν είναι λύση 

του δεύτερου. 

 

Ορισµός 4 (στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί) 

Θεωρούµε ένα γραµµικό σύστηµα. Καθεµιά από τις παρακάτω διαδικασίες ονοµάζεται 

ένας στοιχειώδης µετασχηµατισµός του συστήµατος. 

� Πολλαπλασιάζουµε µια εξίσωση του συστήµατος µε ένα µη µηδενικό 

αριθµό. 

� Προσθέτουµε σε µια εξίσωση πολλαπλάσιο άλλης εξίσωσης. 

� Εναλλάσσουµε τη θέση δυο εξισώσεων. 

 

Έστω  η πρώτη, δεύτερη, ... εξίσωση του συστήµατος. Οι αντίστοιχοι 

συµβολισµοί των παραπάνω διαδικασιών είναι  

1 2, ,...r r

�  (πολλαπλασιάζουµε την  µε το ir a→ ir ir 0a ≠ ) 

�  (στην εξίσωση  προσθέτουµε   φορές την ) i ir r ar→ + j

j

ir a jr

�  (εναλλάσσουµε τις ). ir r→ ,i jr r

Παράδειγµα 

2 2 122 2 1 2 2 1
2 3 3 4 0 2

r r rx y z x y z
x y z y z

→ +− + − = − − + − = −⎫ ⎫
⎯⎯⎯⎯→⎬ ⎬− + = + − =⎭ ⎭

Στη δεύτερη εξίσωση του 

αρχικού συστήµατος   

προσθέτουµε 2 φορές την πρώτη 
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Ορισµός 5 (τριγωνικό σύστηµα) 

Ένα σύστηµα  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

...

n n

n n

m m mn n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x bm

+ + + =
+ + + =

+ + + =

 

λέγεται τριγωνικό αν  για κάθε  0ija = .i j>

Για παράδειγµα, τα επόµενα συστήµατα είναι τριγωνικά. 

2 3 5 3 2
5 4 2 1

2 7

2 3 5 3 2
5 4 2 1

x y z w
y z w

z w

x y z w
y z w

− + + =
+ − =

+ =

− + + =
+ − =

3
 

 

ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΙΣ ΓΝΩΣΕΙΣ 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

 

Πρόταση 1 (πλήθος λύσεων) 

Κάθε γραµµικό σύστηµα  

� ή δεν έχει λύση 

� ή έχει µοναδική λύση 

� ή έχει άπειρες λύσεις. 

Για παράδειγµα, δεν υπάρχει γραµµικό σύστηµα µε ακριβώς δυο λύσεις. 

 

Πρόταση 2 (ισοδύναµα συστήµατα) 

Αν ένα σύστηµα προκύπτει από άλλο µε την εφαρµογή µιας πεπερασµένης ακολουθίας 

στοιχειωδών µετασχηµατισµών, τότε τα δυο συστήµατα είναι ισοδύναµα. 

 

ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ ΤΟΥ GAUSS 

Η µέθοδος απαλοιφής του Gauss είναι ιδιαίτερα αποτελεσµατική στην επίλυση 

γραµµικών συστηµάτων. Αποτελείται δε από µια συστηµατική εφαρµογή 
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στοιχειωδών µετασχηµατισµών ώστε να προκύψει ένα νέο σύστηµα του οποίου η 

επίλυση είναι πιο ‘εύκολη’ από το αρχικό. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2, το νέο 

σύστηµα είναι ισοδύναµο µε το αρχικό. 

Σηµείωση ∆εν έχουµε διευκρινίσει τι σηµαίνει πιο ‘εύκολη’ επίλυση. Θα 

είµαστε πιο αυστηροί στο επόµενο κεφάλαιο όπου θα δούµε πιο προσεκτικά 

τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss. Προς το παρόν ο σκοπός µας είναι να 

κατανοήσουµε σε ένα πρώτο – πρακτικό – επίπεδο τη µέθοδο του Gauss και 

αυτό επιτυγχάνεται µε παραδείγµατα. 

Παραδείγµατα 

� Να λυθεί το σύστηµα 

2 3 4
3 11

2 5 4 1

x y z
x y z

x y z 3

+ − =
+ + =
+ − =

 

Λύση 

Εφαρµόζουµε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς µε σκοπό να 

απαλείψουµε το x από τη δεύτερη και τρίτη εξίσωση. Εποµένως θα 

αφαιρέσουµε την πρώτη εξίσωση από τη δεύτερη και στη συνέχεια θα 

αφαιρέσουµε από την τρίτη δυο φορές την πρώτη. Αναλυτικά έχουµε:  

3 3 12 2 1 2

2 3 4 2 3 4
3 11 4 7

2 5 4 13 2 5 4 13

2 3 4
4 7
2 5.

r r rr r r

x y z x y z
x y z y z

x y z x y z

x y z
y z
y z

→ −→ −

+ − = + − =⎧ ⎧
⎪ ⎪+ + = ⎯⎯⎯⎯→ + = ⎯⎯⎯ →⎨ ⎨
⎪ ⎪+ − = + − =⎩ ⎩

+ − =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩

⎯

.

 

Μέχρι στιγµής χρησιµοποιήσαµε το x της πρώτης εξίσωσης για να 

απαλείψουµε τα x των επόµενων εξισώσεων. Τώρα θα συνεχίσουµε 

χρησιµοποιώντας το y της δεύτερης εξίσωσης για να απαλείψουµε τα y 

των επόµενων εξισώσεων. Άρα θα αφαιρέσουµε τη δεύτερη εξίσωση 

από την τρίτη. 

3 3 2

2 3 4 2 3 4
4 7 4 7
2 5 2 2

r r r

x y z x y z
y z y z
y z z

→ −

+ − = + − =⎧ ⎧
⎪ ⎪+ = ⎯⎯⎯⎯→ + =⎨ ⎨
⎪ ⎪+ = − = −⎩ ⎩

  

Βλέπουµε ότι προέκυψε ένα τριγωνικό σύστηµα σαφώς απλούστερο 

από το αρχικό: Το νέο σύστηµα µπορεί να λυθεί εύκολα. Από την 
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τρίτη εξίσωση παίρνουµε z = 1, οπότε αντικαθιστώντας στη δεύτερη 

παίρνουµε . Τέλος από την πρώτη βρίσκουµε 

 Άρα το αρχικό σύστηµα έχει µοναδική λύση, την 

 

7 4 3y z= − =

4 2 3 1.x y z= − + =

(1,3,1).

Σηµείωση. Θα µπορούσαµε, αντί να λύσουµε το σύστηµα στο 

τελευταίο στάδιο, να συνεχίσουµε µε στοιχειώδεις 

µετασχηµατισµούς εργαζόµενοι από ‘κάτω προς τα πάνω’µε 

τον ακόλουθο τρόπο. Πρώτα µετατρέπουµε το συντελεστή του 

z σε 1. Στη συνέχεια αφαιρούµε 4 φορές την τρίτη γραµµή από 

τη δεύτερη κλπ. 

3 3
2 2 3

1 1 3 1 1 2

1
42

3 2

2 3 4 2 3 4
4 7 4 7

2 2 1

2 3 4 2 7
3 3
1 1

1
3
1.

r r r r r

r r r r r r

x y z x y z
y z y z

z z

x y z x y
y y

z z

x
y

z

→− → −

→ + → −

+ − = + − =⎧ ⎧
⎪ ⎪+ = ⎯⎯⎯⎯→ + = ⎯⎯⎯ →⎨ ⎨
⎪ ⎪− = − =⎩ ⎩

+ − = + =⎧ ⎧
⎪ ⎪

⎯

= ⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯⎯ →⎨ ⎨
⎪ ⎪= =⎩ ⎩

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

⎯

.

 

Παρατηρούµε ότι το τελευταίο σύστηµα είναι ήδη λυµένο. 

� Να λυθεί το σύστηµα 

2 1
2

2 3 2 5

x y z
x y z

x y z

− + =
− + =
− + =

 

Λύση 
Eφαρµόζουµε  στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς όπως πριν. Έχουµε 

3 3 12 2 1

3 3 2

2

2 1 2 1
2 1

2 3 2 5 2 3 2 5

2 1 2 1
1 1
3 0 2.

r r rr r r

r r r

x y z x y z
x y z y

x y z x y z

x y z x y z
y y
y

→ −→ −

→ −

− + = − + =⎧ ⎧
⎪ ⎪− + = ⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯⎯ →⎨ ⎨
⎪ ⎪− + = − + =⎩ ⎩

− + = − + =⎧ ⎧
⎪ ⎪= ⎯⎯⎯⎯→ =⎨ ⎨
⎪ ⎪= =⎩ ⎩

⎯

 

Εδώ σταµατάµε γιατί παρατηρούµε ότι το τελευταίο σύστηµα είναι 

αδύνατο αφού υπάρχει η ισότητα 0 = 2. Άρα το αρχικό σύστηµα είναι 

επίσης αδύνατο. 
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Στη µέθοδο απαλοιφής του Gauss: 

1. Μετατρέπουµε µε τη βοήθεια στοιχειωδών µετασχηµατισµών το δοσµένο 

σύστηµα σε ένα άλλο που έχει τριγωνική µορφή.  

2. Αν προκύψει εξίσωση της µορφής 0 = c µε 0c ≠ , το σύστηµα είναι 

αδύνατο. ∆ιαφορετικά, µπορούµε να λύσουµε το τριγωνικό σύστηµα ή µε 

διαδοχικές αντικαταστάσεις ή µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς 

εργαζόµενοι από κάτω προς τα πάνω. 

 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΣΗΜΑΣΙΑ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ  

Πρόταση 3  

1. Το σύνολο των σηµείων ( , )x y του  που ικανοποιούν µια εξίσωση της 

µορφής όπου 

2R

,ax by c+ = , ,a b c∈R  και τουλάχιστον ένας από τους a,b δεν 

είναι µηδέν, είναι µια ευθεία. 

 

 

 

 

 

 

2. Το σύνολο των σηµείων ( , , )x y z του  που ικανοποιούν µια εξίσωση της 

µορφής όπου 

3R

,ax by cz d+ + = , , ,a b c d ∈R  και τουλάχιστον ένας από τους 

a,b,c δεν είναι µηδέν, είναι ένα επίπεδο. 
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Πρόταση 4  

1. Το σύνολο των σηµείων ( , )x y  του που ικανοποιούν το σύστηµα 2R

11 12 1

21 22 2

a x a y b
a x a y b

+ =
+ =

 

όπου  και τουλάχιστον ένας από τους  και 

τουλάχιστον ένας από τους  είναι µη µηδενικός,  είναι  

,ij ka b ∈R 11 12,a a

21 22,a a

 

ή ένα σηµείο (το σηµείο 

τοµής των ευθειών) 

 

 

 

 

 

ή µια ευθεία (οι δυο ευθείες 

συµπίπτουν) 

 

 

 

 

 

ή το κενό σύνολο (οι δυο 

ευθείες είναι παράλληλες) 

 

 

 

 

 

 

 

2. Το σύνολο των σηµείων ( , , )x y z  του που ικανοποιούν το σύστηµα 3R

11 12 13 1

21 22 23 2

a x a y a z b
a x a y a z b

+ + =
+ + =

 

όπου  και τουλάχιστον ένας από τους  και 

τουλάχιστον ένας από τους  είναι µη µηδενικός,  είναι  

,ij ka b ∈R 11 12 13, ,a a a

21 22 23, ,a a a

 

ή µια ευθεία (η ευθεία τοµής 

των επιπέδων) 
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ή ένα επίπεδο (τα δυο επίπεδα 

συµπίπτουν) 

 

 

 

 

 

 

 

ή το κενό σύνολο (τα δυο 

επίπεδα είναι παράλληλα) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Άσκηση 1 

Να λυθεί το σύστηµα 

2 1
2 2
3 2 3

x y z w
x y z w
x y z w

2
.

− + + =
+ + − =
+ − − =

 

Λύση 

Εφαρµόζοντας τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss έχουµε  

3 3 12 2 1 32

2 1 2 1
2 2 2 5 3 0
3 2 3 3 2 3

r r rr r r

x y z w x y z w
x y z w y w
x y z w x y z w

→ −→ −

− + + = − + + =⎧ ⎧
⎪ ⎪+ + − = ⎯⎯⎯⎯→ − = ⎯⎯⎯ →⎨ ⎨
⎪ ⎪+ − − = + − − =⎩ ⎩

⎯  

2 2
3 3 2

1
85

2 12 1
35 3 0 0
5

8 4 4 0 8 4 4 0

r r r r r

x y z wx y z w
y w y w
y z w y z w

→ → −

− + + =⎧− + + =⎧ ⎪⎪ ⎪− = ⎯⎯⎯→ − = ⎯⎯⎯⎯→⎨ ⎨
⎪ ⎪− − =⎩ − − =⎪⎩
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3 3
1
4

2 1 2 1
3 30 0
5 5

4 14 0
5 5

r r

x y z w x y z w

y w y w

z w z w

→−

⎧ ⎧
⎪ ⎪− + + = − + + =
⎪ ⎪
⎪ ⎪− = ⎯⎯⎯⎯→ −⎨ ⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪− + = − =⎪ ⎪⎩ ⎩

0.

=  

Το τελευταίο σύστηµα είναι τριγωνικό. Συνεχίζουµε τώρα εργαζόµενοι προς τα πάνω. 

Χρησιµοποιώντας το y της δεύτερης εξίσωσης θα µηδενίσουµε το y της πρώτης, µετά 

χρησιµοποιώντας το z της τρίτης εξίσωσης θα µηδενίσουµε το z της πρώτης. 

1 1 31 1 22

1 12 1 5
3 30 0
5 5
1 10 0
5 5

1
3 0
5
1 0.
5

r r rr r r

x z wx y z w

y w y w

z w z w

x

y w

z w

→ −→ +

⎧⎧ + − =⎪⎪ − + + =
⎪⎪

⎪ ⎪− = ⎯⎯⎯⎯→ − = ⎯⎯ →⎨ ⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪− = − =⎪ ⎪⎩ ⎩
⎧
⎪ =
⎪
⎪ − =⎨
⎪
⎪ − =⎪⎩

⎯⎯

 

Το τελευταίο σύστηµα λύνεται άµεσα: από την τρίτη εξίσωση έχουµε 1
5

z = w  και 

από τη δεύτερη 3 .
5

y w=  Οι λύσεις είναι 3 1( , , ) (1, , ),
5 5

x y z w w=  όπου το w διατρέχει 

το . Έχουµε δηλαδή άπειρες λύσεις. R

 

Άσκηση 2 

Να λυθεί το σύστηµα   
3 2 1
2 0

2 7 4 2

y z
x y z

x y z

+ =
+ + =
+ + = .

Λύση 

Επειδή δεν υπάρχει x στην πρώτη εξίσωση, θα φέρουµε τη δεύτερη εξίσωση στην 

πρώτη θέση. Επειδή ο σκοπός είναι να φθάσουµε σε ένα τριγωνικό σύστηµα, θα 

φέρουµε την εξίσωση που δεν έχει x στην τελευταία θέση. Μετά εφαρµόζουµε τη 

µέθοδο απαλοιφής του Gauss. 



Κεφάλαιο 2: Γραµµικά Συστήµατα                                                        Σελίδα 12 από 16 

2 31 2

3 3 22 2 12

3 2 1 2 0
2 0 3 2 1

2 7 4 2 2 7 4 2

2 0 2 0
2 7 4 2 3 2 2

3 2 1 3 2 1

2 0
3 2 2

0 1.

r rr r

r r rr r r

y z x y z
x y z y z

x y z x y z

x y z x y z
x y z y z

y z y z

x y z
y z

→→

→ −→ −

+ = + + =⎧ ⎧
⎪ ⎪+ + = ⎯⎯⎯→ + = ⎯⎯⎯→⎨ ⎨
⎪ ⎪+ + = + + =⎩ ⎩

+ + = + + =⎧ ⎧
⎪ ⎪+ + = ⎯⎯⎯⎯→ + = ⎯⎯⎯→⎨ ⎨
⎪ ⎪+ = + =⎩ ⎩

+ + =⎧
⎪ + =⎨
⎪ = −⎩

⎯

2
3

 

Από την τελευταία εξίσωση βλέπουµε ότι το σύστηµα είναι αδύνατο. 

 

Άσκηση 3 

Για τις διάφορες τιµές του k , να λυθεί το παρακάτω σύστηµα. ∈R

2 1
2 2
3 3

x y kz
x y z
x y kz

− + =
− + =
− + =

 

Λύση 

Μετά από τους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς  

2 2 1 3 3 1 2 2 3 3 2 3
1 32 , 3 , , 7 ,
3 1

r r r r r r r r r r r r→ − → − → → − → 30
r  

φθάνουµε στο τριγωνικό σύστηµα 

2 1
2 2 0

3
( 1 ) 0.

x y kz
ky z

k z

− + =
−

+ =

− + =

 

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις βασιζόµενοι στην παράσταση 1 k− + της τελευταίας 

εξίσωσης. 

1. Έστω  Τότε από την τελευταία εξίσωση έχουµε z = 0, από τη 

δεύτερη y = 0 και από την πρώτη x = 1. Άρα έχουµε µοναδική λύση, 

την (0,0,0). 

1.k ≠

2. Έστω  Τότε το τριγωνικό σύστηµα είναι το  1.k =

2 1
0

0 0.

x y z
y

− + =
=
=
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Άρα y = 0 και 1 2 1 ,x y z z= + − = −  ενώ το z παίρνει αυθαίρετες τιµές. 

∆ηλαδή έχουµε άπειρες λύσεις, τις (1 ,0, ), .z z z− ∈R  

 

Άσκηση 4 

∆ίνεται το σύστηµα 

2 1
3 5 5
2 6

x y z
x y z
x y z

4
λ µ

− + =
− + =
− + =

 

(α) Θέσατε λ = 2 και µ = 4 και λύστε το σύστηµα. 

(β) Βρείτε τις τιµές των λ και µ ώστε το σύστηµα αυτό  

(i)   να είναι αδύνατο 

(ii)  να έχει άπειρες λύσεις 

(iii) να έχει ακριβώς µια λύση. 

Λύση 

Εφαρµόζοντας διαδοχικά τους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς  

, βρίσκουµε ότι το σύστηµα παίρνει την 

τριγωνική µορφή  

2 2 1 3 3 1 3 33 , 2 , 2r r r r r r r r→ − → − → + 2r

2 1
2 1

( 2)

x y z
y z

zλ µ

− + =
+ =
+ =

. 

Από αυτή συµπεραίνουµε τα εξής. 

(α)  Έστω 2, 4.λ µ= = Τότε από την τελευταία εξίσωση βρίσκουµε από τη 

δεύτερη  και από την πρώτη 

1,z =

1 2 1y z= − = − 1 2 2.x y z= + − = −  Άρα υπάρχει 

µοναδική λύση, η ( 2, 1,1)− − .  

(β)    

(i) Παρατηρούµε από την τελευταία γραµµή ότι αν   2λ = −    και   0µ ≠ , τότε δεν 

υπάρχουν λύσεις. 

(ii) Αν  2λ = − και  µ =  0, τότε το σύστηµα είναι  

2 1
2 1
0 0

x y z
y z

.

− + =
+ =

=
 

Έχουµε ( )1 2 , 1 2 1 2 1 2 3 5 .y z x y z z z= − = + − = + − − = − z  Άρα υπάρχουν άπειρες 

λύσεις, οι ( . 3 5 ,1 2 , ),z z z z− − ∈R
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(iii) Έστω ότι 2.λ ≠ −  Από την τελευταία εξίσωση έχουµε 
2

z µ
λ

=
+

, οπότε από τη 

δεύτερη παίρνουµε 21 2 1 2
2 2

y z 2µ λ µ
λ λ

− +
= − = − =

+ +
 και από την πρώτη 

2 2 3 51 2 1 2
2 2 2

x y z 6λ µ µ λ µ
λ λ λ
− + − +

= + − = + − =
+ + +

. ∆ηλαδή υπάρχει µοναδική 

λύση, η 3 5 6 2 2, ,
2 2

λ µ λ µ µ
λ λ λ
− + − +⎛ ⎞

⎜ ⎟+ +⎝ ⎠2+

3

. 

 

Άσκηση 5 

Προσδιορίστε µε γεωµετρικό τρόπο το πλήθος των λύσεων του συστήµατος  

2 1
4 2

x y z
x ky z
− + =
− + =

 

για τις διάφορες τιµές του k . ∈R

Λύση 

Η γραφική παράσταση των λύσεων του συστήµατος είναι η τοµή δυο επιπέδων και 

συνεπώς θα είναι ή το κενό σύνολο ή µια ευθεία (βλ. Πρόταση 4). ∆ηλαδή, το 

σύστηµα µπορεί να είναι ή αδύνατο ή να έχει άπειρες λύσεις. Τα δυο επίπεδα είναι 

παράλληλα αν και µόνο αν υπάρχει λ µε 4 = 2λ, , 2k λ λ− = − = , δηλαδή αν και µόνο 

αν k = 2. Για την τιµή αυτή του k τα δυο επίπεδα είναι διακεκριµένα. Συνεπώς το 

σύστηµα είναι αδύνατο αν k = 2 και για k≠ 2 έχει άπειρες λύσεις. 

 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Άσκηση 1 

Λύστε τα συστήµατα 

2 4
2 3

4

x y z
x y z
x y z

+ − = −
− + =

− + + =

7
          

2 7
2 3

4

x z
x y z
x y z

+ =
− + =

− + + =
           

2 6
2 3

4

x z
x y z
x y z

+ =
− + =

− + + =
 

Απάντηση Το πρώτο έχει τη µοναδική λύση (1,2,3). Το δεύτερο έχει άπειρες λύσεις 

. Το τελευταίο είναι αδύνατο. (7 2 ,11 3 , ),z z z z− − ∈R
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Άσκηση 2 

Να βρεθούν οι τιµές του  τέτοιες ώστε το επόµενο σύστηµα να είναι 

συµβιβαστό. 

a∈R

2 1
2 3

2 2

x y az
x y z
x y z .

+ + =
− − =

− + + =
 

Υπόδειξη  Με στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών παίρνουµε την τριγωνική 

µορφή (βλ. Λυµένη Άσκηση 3). 

2 1
1 2 1

5 5
( 1 3 ) 19.

x y az
ay z

a z

+ + =
+ −

+ =

− + = −

 

Απάντηση 1 .
3

a ≠  

 

Άσκηση 3 

Να βρεθούν οι τιµές των  ώστε το παρακάτω σύστηµα να ,a b∈R

� έχει µοναδική λύση 

� είναι αδύνατο 

� έχει άπειρες λύσεις 

2
2 3

2 2.

x y az b
x y z
x y z

+ + =
− − =

− + + =
 

Υπόδειξη Μετά από στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς παίρνουµε την τριγωνική 

µορφή (βλ. Λυµένη Άσκηση 4) 

2
1 2 3 2

5 5
( 1 3 ) 22 3 .

x y az b
a by z

a z b

+ + =
+ − +

+ =

− + = − +

 

Απάντηση Για 1
3

a ≠  το σύστηµα έχει µοναδική λύση. Για 1
3

a =  και 22
3

b ≠  το 

σύστηµα είναι αδύνατο. Για 1
3

a =  και 22
3

b =  έχουµε άπειρες λύσεις. 
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Άσκηση 4 

Να βρεθούν οι τιµές του  ώστε το σύστηµα  a∈R

2 1
2 3

2

x y az
x y z
x ay z

+ + =
− − =

− + + =
 

� έχει µοναδική λύση 

� είναι αδύνατο 

� έχει άπειρες λύσεις 

Στις περιπτώσεις που είναι συµβιβαστό, να βρεθούν οι λύσεις. 

Απάντηση Για 3
2

a = ±  το σύστηµα είναι ασυµβίβαστο. Για τις υπόλοιπες τιµές έχει 

µοναδική λύση, τη 
2

2 2 2

3 3 11 7 4 17, ,
2 3 2 3 2 3

a a a a
a a a

⎛ ⎞+ − + − −
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

.  (Το σύστηµα ποτέ δεν έχει 

άπειρες λύσεις). 

 

Άσκηση 5 

Να βρεθεί µια ικανή και αναγκαία συνθήκη για τα ,a b∈R , ώστε το σύστηµα  

2 1
2

1

x y
x y b

ax y

+ = −
− =
− =

 

να είναι συµβιβαστό. 

Υπόδειξη Με στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς παίρνουµε το τριγωνικό σύστηµα 

2 1
5 2

0 2 3

x y
y b

ab a b

+ = −
− = +

= − + − .
 

Απάντηση  0 2 3ab a b= − + −
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