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Ενότθτα 7: Θεωριματα και ςχζςεισ μερικϊν 
παραγϊγων – Σχζςεισ Maxwell – Θερμοδυναμικζσ 

Καταςτατικζσ Εξιςϊςεισ 

 

Σογομϊν Μπογοςιάν 

Ρολυτεχνικι Σχολι 

Τμιμα Χθμικϊν Μθχανικϊν 

 



2 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Σκοποί  ενότθτασ 

• Σκοπόσ τθσ ενότθτασ αυτισ είναι θ ανάπτυξθ 
μακθματικϊν ςχζςεων μεταξφ των 
κερμοδυναμικϊν ςυναρτιςεων 



3 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Ρεριεχόμενα ενότθτασ 

• Μθχανικι ιςορροπία 

• Ιςορροπία ςε ανοικτό ςφςτθμα 

• Μζγιςτο ζργο 

• Θεωριματα και ςχζςεισ μεταξφ μερικϊν 
παραγϊγων 

• Θερμοδυναμικζσ ςυναρτιςεισ H, A, G 

• Σχζςεισ Maxwell 

• Θερμοδυναμικζσ καταςτατικζσ εξιςϊςεισ 

 

 

 



4 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Ενδεικτικι βιβλιογραφία 

Χημική Θερμοδυναμική 

Σ. Μπογοςιάν 

Ελλθνικό Ανοικτό Ρανεπιςτιμιο, Ράτρα, 2008. 

 



7 
Θεωριματα και ςχζςεισ μερικϊν 
παραγϊγων – Σχζςεισ Maxwell – 
Θερμοδυναμικζσ Καταςτατικζσ 

Εξιςϊςεισ 
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Μθχανικι ιςορροπία 
Θεωρείςτε ζνα απομονωμζνο ςφςτθμα/δοχείο με ςτακερά τοιχϊματα όμοιο με  
αυτό που δείχνει το Σχιμα. Μζςα ςτα υποςυςτιματα Α και Β περιζχονται δφο 
ρευςτά ςε ςτακερι κερμοκραςία (ΤΑ=ΤΒ).  
Υπό ςυνκικεσ ςτακεροφ όγκου και κερμοκραςίασ, θ ελεφκερθ ενζργεια 
Helmholtz A, ελαχιςτοποιείται ςτθν ιςορροπία (dA=0). 
Το ςυνολικό ςφςτθμα (Α+Β) είναι απομονωμζνο. Το τοίχωμα που χωρίηει τα Α 
και Β είναι αδιαβατικό και κινθτό.  
 
 
 
 
 
Θεωρείςτε τϊρα μια μικρι διαταραχι ςτθν κατάςταςθ του ςυςτιματοσ που 
προκφπτει από μια μετακίνθςθ του τοιχϊματοσ, όπωσ δείχνει το Σχιμα. 
Αποδείξτε ότι ςτθν κατάςταςθ ιςορροπίασ, οι πιζςεισ μζςα ςτα Α και Β κα είναι 
ίςεσ, pA = pΒ. Λάβετε υπόψθ ςασ ότι θ ςφςταςθ μζςα ςτα υποςυςτιματα Α και Β 
παραμζνει ςτακερι. 
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Ιςορροπία ςε ανοικτό ςφςτθμα - 1 
Θεωρείςτε ζνα ςφςτθμα που περιζχει δφο φάςεισ ςε κερμικι 
ιςορροπία και ςε ςτακερι κερμοκραςία. Κάκε φάςθ αποτελεί ζνα 
τυπικό ανοικτό ςφςτθμα, κακϊσ μπορεί να ανταλλάξει ουςίεσ με τθ 
γειτονικι φάςθ. Θα δείξουμε ότι θ ςυνκικθ ιςορροπίασ για τθ 
μεταφορά φλθσ μεταξφ φάςεων είναι θ εξίςωςθ των χθμικϊν 
δυναμικϊν των ουςιϊν ςε κάκε φάςθ. 
 
Θεωροφμε τϊρα μία παραλλαγι του ςυςτιματοσ κατά τθν οποία 
μια ποςότθτα dniΒ του ςυςτατικοφ i περνάει από τθ φάςθ Β ςτθ 
φάςθ Α. Υπό ςτακερι κερμοκραςία, θ μεταβολι τθσ Α για το 
ςυνολικό ςφςτθμα είναι: 
 
dA= dAΑ+ dAΒ = -pAdVA - pBdVB + (μiΑ - μiΒ)dniB 

 
όπου ο τελευταίοσ όροσ προκφπτει επειδι dniΑ = -dniΒ. 
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Ιςορροπία ςε ανοικτό ςφςτθμα - 2 
Εάν θ διεργαςία είναι επαρκϊσ αργι, ϊςτε οι πιζςεισ να είναι 
ςτακερζσ, οι δφο πρϊτοι όροι εκφράηουν το ζργο που γίνεται ςτο 
ςφςτθμα δw. 
Άρα:  
dA = δw + (μiΑ - μiΒ)dniB    
Πμωσ dA  δw και επομζνωσ (μiΑ - μiΒ)dniB  0   
  
Συνεπϊσ, το πρόςθμο τθσ διαφοράσ (μiΑ - μiΒ) είναι αντίκετο του 
προςιμου του dniB. Αρα εάν ζχουμε μεταφορά του ςυςτατικοφ από 
τη φάςη Β ςτη φάςη Α (dniB > 0), ζπεται ότι το χημικό δυναμικό του 
ςυςτατικοφ είναι μικρότερο ςτη φάςη Α. 
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Ιςορροπία ςε ανοικτό ςφςτθμα - 3 

Γενικά: Κάκε ςυςτατικό τείνει να περάςει από περιοχζσ υψθλοφ 
προσ περιοχζσ χαμθλοφ χθμικοφ δυναμικοφ 

Επιπλζον, για μια αντιςτρεπτι μεταβολι του ςυνολικοφ 
ςυςτιματοσ υπό ςτακερά V,T κα ζχουμε dA = δw και:  
             μiΑ = μiΒ     
Άρα  

Συνκικθ χθμικισ ιςορροπίασ μεταξφ φάςεων: το χθμικό 
δυναμικό κάκε ςυςτατικοφ ζχει τθν ίδια τιμι ςε όλεσ τισ φάςεισ 
ςτισ οποίεσ μπορεί να παρευρεκεί 
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Μζγιςτο ζργο - 1 

Μεταβολι: Α  Β 
1οσ Νόμοσ:  UB – UA = q + w 

οι τιμζσ τουσ εξαρτϊνται 
από τθ «διαδρομι» 

Ο 2οσ Νόμοσ βάηει ζναν περιοριςμό ςτο μζγιςτο ζργο που 
μποροφμε να πάρουμε από ζνα ςφςτθμα 

Θ ςυνολικι μεταβολι τθσ S, όταν το ςφςτθμα απορροφά 
κερμότθτα δq από το περιβάλλον είναι 
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Μζγιςτο ζργο - 2 

  ddd TUSTw  που μπορεί να γραφεί 

USTw dd  

ζργο που 
γίνεται από το 
ςφςτθμα 

Εάν Τπ = ςταθ., με ολοκλιρωςθ παίρνουμε: 

)()( ABAB UUSSTw  

Ζχει ςυγκεκριμζνθ τιμι για τθ δράςθ ΑΒ 

(1) 
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Μζγιςτο ζργο - 3 

άρα το ζργο που γίνεται από το ςφςτημα μζνει πάντα μικρότερο 
από μια κακοριςμζνθ τιμι που ορίηουν τα SB-SA και UB-UA  
 
Θ μζγιςτθ τιμι του, -wmax , κακορίηεται όταν θ (1) ιςχφει ωσ 
ιςότθτα (δθλ. για αντιςτρεπτι μεταβολι) 

www  max

Δεχόμενοι κερμικι ιςορροπία ςυςτιματοσ-περιβάλλοντοσ (Τ=Τπ): 

Μζγιςτο ζργο που μποροφμε να πάρουμε από ςφςτθμα ςε ςτακερι 
κερμοκραςία: 

   ABAB UUSSTw  max
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Τζλεια διαφορικά 
Σχζςεισ μεταξφ μερικϊν παραγϊγων: 

• - Εάν f είναι μια ςυνάρτθςθ των x και y, τότε εάν τα x και y 
μεταβλθκοφν κατά dx και dy , θ  f  μεταβάλλεται κατά : 
   

d d df
f

x
x

f

y
y

y x










 



















- Eάν ζχουμε μία μερικι παράγωγο  και κζλουμε να ειςάγουμε μια 
μεταβλθτι z=z(x,y) το κάνουμε ωσ εξισ: 
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Οι δεφτερεσ παράγωγοι υπολογίηονται με οποιαδιποτε ςειρά: 

     2 2f / x y f / y x
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Ανάπτυξθ τζλειου διαφορικοφ ςε 
ςυνειςφορζσ - 1 

Εςτω τϊρα ότι θ z είναι μια μεταβλθτι από τθν οποία εξαρτϊνται τα 
x και y. (Για παράδειγμα τα x, y, z μπορεί να αντιςτοιχοφν ςτα  p, V, T.  
- όταν το x μεταβάλλεται υπό ςτακερό z : 

       
zxyz

xy/yf/xf/xf/  

-  Επίςθσ ιςχφει θ ςχζςθ τθσ αντιςτροφισ: 

 
 

z

z
xy/

yx/



1



- Ιςχφει ακόμθ θ “ςχζςθ του (-1)” 

      1yxz
xz/zy/yx/ 
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Ανάπτυξθ τζλειου διαφορικοφ ςε 
ςυνειςφορζσ - 2 

Εάν θ f  είναι ςυνάρτθςθ των x, y, z, το διαφορικό τθσ  γράφεται: 

Τo διαφορικό αυτό είναι τζλειο εάν:  

    zy,zx,
xh/ yg/

   
xz,xy, yk/zh/  

    yz,yx,
xk/zg/  

kdzhdygdxdf 
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Βαςικζσ κερμοδυναμικζσ εξιςϊςεισ με 
βάςθ τισ Θ, Α, G  

VpSTU ddd H βαςικι κερμοδυναμικι εξίςωςθ για κλειςτό ςφςτθμα: 
μπορεί να αναδιαταχτεί με χριςθ των οριςμϊν των 
H, A, G 
Ρ.χ.  

  pVVpVpSTpVVpUpVUH dd)dd(ddddd 

  TSSTVpSTTSSTUTSUA dd)dd(ddddd 

 

TSSTpVVpVpST

TSSTpVVpUTSpVUG

dddd)dd(

ddddddd





VpSTU ddd 

pVSTH ddd 

VpTSA ddd 

pVTSG ddd 
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Το χθμικό δυναμικό - 1 

Το χθμικό δυναμικό – Βαςικζσ κερμοδυναμικζσ 
εξιςϊςεισ για ςυςτιματα μεταβαλλόμενθσ ςφςταςθσ 

Εξετάηουμε μια ομογενι φάςθ με k ςυςτατικά.  
Οι αρικμοί των γραμμομορίων των ςυςτατικϊν είναι n1, n2,.. nk. 
Εάν αυτοί οι αρικμοί ιταν ςτακεροί τότε θ U κα ιταν ςυνάρτθςθ 
μόνο των V και S. 



































ki

i

i

nV,S,inS,nV,

n
n

U
V

V

U
S

S

U
U

jii
1

dddd
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Το χθμικό δυναμικό - 2 

για ςτακερι ςφςταςθ: p
V

U
T

S
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ii nS,nV,
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και ορίηουμε το χθμικό δυναμικό 
του ςυςτατικοφ i ωσ: 
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Το χθμικό δυναμικό - 3 
Το χθμικό δυναμικό είναι εντατικι ιδιότθτα και όπωσ τα T,p 
κακορίηουν τθν κατεφκυνςθ που κα μεταφερκεί κερμότθτα ι κα 
κινθκεί ζνα ζμβολο, αυτό κακορίηει τθν κατεφκυνςθ που κα γίνει θ 
διάχυςθ μιασ ουςίασ μεταξφ δφο φάςεων ι μπορεί να κεωρθκεί θ 
αιτία για μια χθμικι αντίδραςθ 

Αν ξεκινάγαμε από τθν G («φυςικι» ςυνάρτθςθ των T,p): 

pVTSG ddd 
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Το χθμικό δυναμικό - 4 

για ςτακερι ςφςταςθ: V
p

G
S

T

G

ii nT,np,
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και το διαφορικό τθσ G 
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i T,p,n

G

n
j
















για ζνα ςυςτατικό: 

(dG nT,p)  d
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Το χθμικό δυναμικό - 5 
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Με ανάλογο τρόπο μπορεί να εκφραςτεί το χθμικό δυναμικό και ωσ  
ςυνάρτθςθ των H, A. Συνοπτικά παίρνουμε: 
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Βαςικζσ κερμοδυναμικζσ εξιςϊςεισ 
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Συνκικεσ ιςορροπίασ με βάςθ τισ Τ, p 
και μ 

• Θερμικι ιςορροπία 
  όταν δφο ςυςτιματα/ςϊματα A και Β βρίςκονται ςε κερμικι ιςορροπία,  
  τότε κα ιςχφει ΤΑ=ΤΒ 

• Μθχανικι ιςορροπία 

Σε περίπτωςθ διαταραχισ που προκαλεί  
μετακίνθςθ του τοιχϊματοσ, αυτό κα ςταματιςει  
όταν οι πιζςεισ ςτα Α και Β γίνουν ίςεσ: pΑ=pΒ 

• Ιςορροπία ςτθ μεταφορά φλθσ μεταξφ φάςεων – Χθμικι Ιςορροπία 

Κάκε ςυςτατικό τείνει να περάςει από περιοχζσ υψηλοφ προσ περιοχζσ 
χαμηλοφ χημικοφ δυναμικοφ 

Συνκικθ Χθμικισ Ιςορροπίασ: Το χθμικό δυναμικό κάκε ςυςτατικοφ 
ζχει τθν ίδια τιμι ςε όλεσ τισ φάςεισ όπου μπορεί να παρευρεκεί 
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Σχζςεισ μεταξφ μερικϊν παραγϊγων 
Ραράδειγμα 1: ζςτω ότι γνωρίηετε ι ζχετε τρόπο να μετριςετε τθν  
εξάρτθςθ τθσ U από τθν Τ υπό ςτακερό V και ηθτάτε τθν αντίςτοιχθ 
εξάρτθςθ υπό ςτακερι p. 
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Λφςθ: γνωρίηουμε τθν Ηθτάμε τθν 
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 μπορεί φυςικά να  
εφαρμοςτεί και για 
άλλεσ μεταβλθτζσ 
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Από τθν (1) βλζπουμε ότι για ςτακερι U: 
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Σχζςεισ του Maxwell 
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Κυκλικι εμφάνιςθ 
Μεταβλθτϊν. Μπορεί 
να γραφεί και για άλλεσ 
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Θερμοδυναμικζσ καταςτατικζσ 
εξιςϊςεισ 
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  1θ Θερμοδυναμικι καταςτατικι  

     εξίςωςθ 

Ανάλογα, ξεκινϊντασ από: 
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Άςκθςθ 
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Άςκθςθ 
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Λφςθ: Αναπτφςςουμε το dS 
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Αναφορζσ 

Οι εικόνεσ ςτισ διαφάνειεσ 6 και 23 είναι από το βιβλίο 
Μπογοςιάν, Σ. (2008) Χθμικι Θερμοδυναμικι, Ράτρα: ΕΑΡ, ς. 78. 



Τζλοσ Ενότθτασ 
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Χρθματοδότθςθ 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτo πλαίςιo του 

εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα ςτο Πανεπιςτήμιο Πατρών» 
ζχει χρθματοδοτιςει μόνο τθν αναδιαμόρφωςθ του εκπαιδευτικοφ 
υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ Ρρογράμματοσ 
«Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και ςυγχρθματοδοτείται από τθν 
Ευρωπαϊκι Ζνωςθ (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ 
πόρουσ. 



34 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Σθμείωμα Ιςτορικοφ Εκδόςεων Ζργου 

Το παρόν ζργο αποτελεί τθν ζκδοςθ 1.0.0.   
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Σθμείωμα Αναφοράσ 

Copyright Ρανεπιςτιμιο Ρατρϊν. Κακθγθτισ, Σογομϊν Μπογοςιάν. 
«Θερμοδυναμικι Ι». Ζκδοςθ: 1.0. Ράτρα 2015.  

Διακζςιμο από τθ δικτυακι διεφκυνςθ: 

https://eclass.upatras.gr/courses/CMNG2180/  

 



36 Τίτλοσ Ενότθτασ 

Σθμείωμα Αδειοδότθςθσ 
Το παρόν υλικό διατίκεται με τουσ όρουσ τθσ άδειασ χριςθσ Creative Commons 
Αναφορά, Μθ Εμπορικι Χριςθ Ραρόμοια Διανομι 4.0 *1+ ι μεταγενζςτερθ, Διεκνισ 
Ζκδοςθ.   Εξαιροφνται τα αυτοτελι ζργα τρίτων π.χ. φωτογραφίεσ, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριζχονται ςε αυτό και τα οποία αναφζρονται μαηί με τουσ 
όρουσ χριςθσ τουσ ςτο «Σθμείωμα Χριςθσ Ζργων Τρίτων».                      

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  
 
Ωσ Μη Εμπορική ορίηεται θ χριςθ: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεςο ι ζμμεςο οικονομικό όφελοσ από τθν χριςθ του ζργου, για 

το διανομζα του ζργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομικι ςυναλλαγι ωσ προχπόκεςθ για τθ χριςθ ι πρόςβαςθ 

ςτο ζργο 
• που δεν προςπορίηει ςτο διανομζα του ζργου και αδειοδόχο ζμμεςο οικονομικό όφελοσ 

(π.χ. διαφθμίςεισ) από τθν προβολι του ζργου ςε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιοφχοσ μπορεί να παρζχει ςτον αδειοδόχο ξεχωριςτι άδεια να χρθςιμοποιεί το ζργο για 
εμπορικι χριςθ, εφόςον αυτό του ηθτθκεί. 

[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

