
Η δυναμική ενέργεια μιας συντηρητικής δύναμης η οποία δρα στη μια διάσταση, δίνεται από 

την έκφραση 𝑈(𝑥) = 𝑎(𝑥 − 𝑥1)2(𝑥 − 𝑥2)2 + 𝛽 όπου 𝑎 = 3 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒𝑠/𝑚4 , 𝛽 = 2 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒𝑠, 𝑥1 =

1.0 𝑚 και 𝑥2 = 3.0 𝑚. Μια σημειακή μάζα 𝑚 = 2 𝑘𝑔 βρίσκεται υπό την επίδραση μόνο αυτής 

της δύναμης. Να βρεθούν τα εξής:  

(α) Τα σημεία ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας της δυναμικής ενέργειας.  

(β) Να βρεθεί η μέγιστη ταχύτητα της μάζας εάν η συνολική μηχανική ενέργεια της είναι ίση 

με 10 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒𝑠 

(γ) Να σχολιαστεί ποιοτικά το είδος της κίνησης της μάζας του προηγούμενου υπο-

ερωτήματος 

(δ) Να βρεθεί η δύναμη που ασκείται στη μάζα στα σημεία αναστροφής (εκεί που η κίνηση 

αλλάζει κατεύθυνση) στο προηγούμενο υπο-ερώτημα.  

 

(β)  

 

𝛫𝑚𝑎𝑥 = 10 − 𝑈(1) = 10 − (3(1 − 1)2 (1 − 3)2 + 2) 

𝛫𝑚𝑎𝑥 = 10 − 2 = 8 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒𝑠 

1

2
𝑚𝑣𝑚𝑎𝑥

2 = 8 

𝑣𝑚𝑎𝑥 = 2√2 

 

(γ) 

 

𝑥1 = 1 𝑥2 = 3 𝑥ҧ = 2 𝑥 

𝑈(𝑥) 

2 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 

10 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 

𝐾𝑚𝑎𝑥 



 

Η είναι όπως φαίνεται στη γραφική παράσταση πάνω από το τοπικό μέγιστο των 5 και έτσι 

αν ξεκινήσουμε για παράδειγμα από το αριστερό σημείο ανακοπής η δύναμη είναι θετική θα 

επιταχύνει το σώμα το οποίο θα ξεπεράσει το μέγιστο γιατί έχει αρκετή κινητική, στη 

συνέχεια θα σταματήσει στο δεξί σημείο ανακοπής θα αναστρέψει την πορεία του και ούτω 

καθεξής 

(δ) 

 

Για να βρούμε τα σημεία αναστροφής Α,Β θέτουμε 

𝑈(𝑥) = 𝐸 = 10 

3(𝑥 − 1)2(𝑥 − 3)2 + 2 = 10 

𝑥1 = 1 𝑥2 = 3 𝑥ҧ = 2 𝑥 

𝑈(𝑥) 

2 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 

10 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 

5 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 

𝑥1 = 1 𝑥2 = 3 𝑥ҧ = 2 𝑥 

𝑈(𝑥) 

2 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 

10 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 

5 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 

𝛢 𝛣 



3(𝑥 − 1)2(𝑥 − 3)2 = 8 

(𝑥 − 1)2(𝑥 − 3)2 = 8/3 

(𝑥 − 1)(𝑥 − 3) = √8/3 

 δευτεροβαθμια θα προκύψουν 2 λύσεις που είναι τα σημεία αναστροφής, 𝑥𝐴 = 0.379 και 

𝑥𝐵 = 3.621 

𝐹(𝑥𝐴) = −
𝑑𝑈(𝑥𝐴)

𝑑𝑥
 

 

 

 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 κυκλική κίνηση 

 

Για ομαλή κυκλική κίνηση ΟΚΚ 𝜑 = 𝜔𝑡 

Γενική κυκλική κίνηση 𝜑 = 𝜑(𝑡) 

𝑥 = 𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑 

𝑦 = 𝑅𝑠𝑖𝑛𝜑 

𝑣𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑅𝑠𝑖𝑛𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝑡
 

𝑣𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝑡
 

𝑟 

𝑥 

𝑦 

𝜑 

𝑎𝜅 

𝑣 

𝑎𝜀 



Ορίζω  

𝜔 =
𝑑𝜑

𝑑𝑡
 

Γωνιακή ταχύτητα  

𝑣𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝜔(𝑡)𝑅𝑠𝑖𝑛𝜑 

𝑣𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑡)𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑 

Ορίζω 

�⃗� = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦) = 𝜔𝑅(−𝑠𝑖𝑛𝜑, 𝑐𝑜𝑠𝜑) 

Θυμίζω  

𝑟 = 𝑅(𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑠𝑖𝑛𝜑) 

Ξαναπαραγωγίζω 

𝑎𝑥 =
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑑𝜔

𝑑𝑡
𝑅𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝜔𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝑡
 

𝑎𝑥 = −𝛼𝑅𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝜔2𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑 

Ορίζω 

𝛼 =
𝑑𝜔

𝑑𝑡
 

𝑎𝑦 =
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
= 𝛼𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝜔2𝑅𝑠𝑖𝑛𝜑 

Διανυσματικώς 

�⃗� = 𝛼𝑅(−𝑠𝑖𝑛𝜑, 𝑐𝑜𝑠𝜑) − 𝜔2𝑅(𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑠𝑖𝑛𝜑) 

�⃗� = 𝛼𝑅𝑒𝜑 − 𝜔2𝑅𝑒𝑟 

Η επιτάχυνση γενικά δηλαδή έχει 2 συνιστώσες, μία κατά μήκος της τροχιάς με μέτρο 𝛼𝑅 η 

οποία προφανώς είναι επιτρόχια και μια αντίθετα της ακτίνας με μέτρο −𝜔2𝑅 η οποία 

προφανώς είναι κεντρομολος 

𝑎𝜀 = 𝛼𝑅 

𝑎𝜅 = 𝜔2𝑅 

 

Παράδειγμα: 

Σώμα μάζας 𝑚 = 2 𝑘𝑔είναι αναγκασμένο να κινείται πάνω σε κυκλική τροχιά λόγω κάποιας 

κεντρομόλου δύναμης αλλά ταυτόχρονα ασκείται πάνω του και μια δύναμη κατά μήκος της 

τροχιάς του. Εάν η επιτάχυνση του που του προσδίδει αυτή η δεύτερη δύναμη είναι ίση με 

𝑎𝜀 = −𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 όπου τα 𝑏 και 𝑐 είναι θετικές σταθερές να βρεθούν 

α) Η γωνιακή ταχύτητα του σώματος 



β) ο αριθμός των στροφών που θα εκτελέσει μέχρι να έρθει σε πλήρη ακινησία εάν είχε 

αρχική γωνιακή ταχύτητα 2 𝑟𝑎𝑑/𝑠 (στο 𝑡 = 0) 

 

 


