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Φροντιστήριο 3

Δυναμική Απόκριση Συστημάτων 1ης και 2ης

τάξης
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Συστήματα 1ης ταξης

Είναι εκείνα (γραμμικά ή 

γραμμικοποιημένα) που 

περιγράφονται από 1ης διαφορικές 

εξισώσεις:

Ορίζοντας μεταβλητές απόκλισης 

(Y, X) γύρω από μία σταθερή 

κατάσταση (ys, xs):

τp
dy

dt
+ y = Kp𝑥 𝑡

G s =
Y s

X s
=

Kp

τs + 1

Χ s
Kp

τs + 1
Y s

G s
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Δυναμική απόκριση συστημάτων 1ης ταξης

Βηματική επιβολή 

μεγέθους Α:

Με αντιστροφή έχουμε:

Y s =
AKp

s τps + 1
Χ s =

A

s

• Το σύστημα φτάνει σε νέα μόνιμη 

κατάσταση.

• Η αρχική κλίση είναι:   ቚ
𝑑𝑦

𝑑𝑡 𝑡=0
=

𝐴𝐾𝑝

𝜏

• Η χρονική σταθερά είναι δείκτης της 

ταχύτητας απόκρισης του συστήματος

G s =
Y s

X s
=

Kp

τs + 1

𝑦 𝑡

𝐴𝐾𝑝

𝑡/𝜏

y t = AKp(1 − e
−

t

τp)



ΤXM-ΠΠ                                       

Άσκηση 1
Υποθέστε ότι θέλετε να ελέγξετε το επίπεδο του υγρού στην δεξαμενή στα 5m 

μεταβάλλοντας την παροχή 𝐹2 σε διαταραχές του 𝐹2 σύμφωνα με την παρακάτω σχέση:

𝐹2 = 10 ℎ − 5 + 1

a) Βρείτε την συνάρτηση μεταφοράς μεταξύ h και 𝐹1
b) Βρείτε την χρονική σταθερά και την ενίσχυση της δεξαμενής

c) Υπολογίστε την απόκριση του συστήματος σε βηματική μεταβολή της 𝐹1 κατά 1

m3/min

d) Yπολογίστε την καινούρια μόνιμη κατάσταση του συστήματος
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Άσκηση 2
Ένας ισοθερμοκρασιακός αντιδραστήρας συνεχούς ροής όπου γίνεται η μη 

αντιστρεπτή αντίδραση, Α → Β, εμφανίζει κινητική 1ης τάξης 𝑟 = 𝑘𝐶𝐴.

(α) Δείξτε ότι η συγκέντρωση 𝑐𝐴 ακολουθεί δυναμική πρώτης τάξης σε 

μεταβολές της συγκέντρωσης τροφοδοσίας 𝑐𝐴𝑖.
(β) Βρείτε την ενίσχυση, την χρονική σταθερά του συστήματος και την 

συνάρτηση μεταφοράς μεταξύ 𝐶𝐴, 𝐶𝐴𝑖
(γ) Σχεδιάστε ποιοτικά την απόκριση του συστήματος σε μοναδιαία 

παλμική μεταβολή στην 𝐶𝐴𝑖 . Ο αντιδραστήρας έχει όγκο V και οι παροχές 

εισόδου εξόδου έίναι ίσες με F.

F, CAi

F, CA
V
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Άσκηση 3

Μία δεξαμενή υγρού έχει σχήμα κώνου. Υποθέτοντας σταθερή πυκνότητα ρευστού 

και γραμμική σχέση μεταξύ παροχής εκροής και στάθμης 𝐹𝑒 =
ℎ

𝑅
,

a) να γράψετε το ισοζύγιο μάζας για τη δεξαμενή

b) να γραμμικοποιήσετε την εξίσωση που βρήκατε στο ερώτημα (α) γύρω από τη 

μόνιμη κατάσταση hs.



ΤXM-ΠΠ                                       

Συστήματα 2ης ταξης

Είναι εκείνα που περιγράφονται 

από 2ης τάξης διαφορικές 

εξισώσεις:

Ορίζοντας μεταβλητές απόκλισης 

(Y, X) γύρω από μία σταθερή 

κατάσταση (ys, xs):

G s =
Y s

X s
=

Kp

τ2s2 + 2ζτs + 1

Χ s
Kp

τ2s2 + 2ζτs + 1
Y s

G s

τ2
d2y

dt
+ 2ζτ

dy

dt
+ y = Kpx t

τ: Περίοδος ταλάντωσης 

συστήματος

ζ: συντελεστής 

απόσβεσης
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Συστήματα 2ης τάξης
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Άσκηση 4
Για το παρακάτω σύστημα ανάδευσης να υπολογίσετε τις 

συγκεντρώσεις C1(t), C2(t) για τις ακόλουθες περιπτώσεις:

𝜏 =
V1
F
=
V2
F
= 10 min



ΤXM-ΠΠ                                       



ΤXM-ΠΠ                                       

Άσκηση 5
Οι δεξαμενές του παρακάτω σχήματος αλληλεπιδρούν. Το σύστημα αρχικά βρίσκεται σε 

σταθερή κατάσταση με παροχή στην πρώτη δεξαμενή 𝐹𝑖𝑛 =
10𝑚3

𝑚𝑖𝑛
.

Α) Εαν η παροχή εισόδου αλλάξει σε 𝐹𝑖𝑛 = 11𝑚3/𝑚𝑖𝑛 βρείτε την συνάρτηση μεταφοράς του 

Η2(s) σε σχέση με το 𝐹𝑖𝑛.

Β) Βρείτε 𝐻 1 ,𝐻 4 ,𝐻 ∞ .
Γ) Βρείτε τα αρχικά επίπεδα στάθμης ℎ1 0 , ℎ2 0 .
Δ) Βρείτε την συνάρτηση μεταφοράς του 𝐻1(𝑠) σε σχέση με την 𝐹𝑖𝑛.

Δεδομένα:

Α1 = 1𝑚2

𝐴2 = 1.25𝑚2

𝑅1 = 1𝑚/(𝑚3min)
𝑅2 = 0.8𝑚/(𝑚3𝑚𝑖𝑛).



ΤXM-ΠΠ                                       

Συστήματα 2ης Τάξης
Βηματική Απόκριση: (υπο-αποσβενούμενη απόκριση)

Υπέρβαση:

Λόγος Απόσβεσης:

Περίοδος Ταλάντωσης:

Φυσική συχνότητα:

Χρόνος Ανύψωσης:

Χρόνος μέγιστης απόκρισης:

Β

D
= exp

−𝜋𝜁

1 − 𝜁2

C

B
= exp

−2𝜋𝜁

1 − 𝜁2

𝑓 =
1

𝑇
=

1

2𝜋

1 − 𝜁2

𝜏

𝜔𝑛 =
1

𝜏 D

B
C

𝑡𝑟𝑖𝑠𝑒 = 𝜏
𝜋 − 𝜑

1 − 𝜁2

𝑡𝑝 = 𝜏
𝜋

1 − 𝜁2

𝜑 = tan−1
1 − 𝜁2

𝜁

𝑌 𝑡 = 1 −
1

1 − 𝜁2
𝑒−𝜁

𝑡
𝜏 sin 1 − 𝜁2

𝑡

𝜏
+ tan−1

1 − 𝜁2

𝜁
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Άσκηση 6

Βηματική είσοδος με βήμα 4 εισάγεται σε σύστημα με συνάρτηση 

μεταφοράς
𝑌 𝑠

𝑋(𝑠)
=

10

𝑠2 + 1.6𝑠 + 4

Να υπολογίσετε

(α) την % υπέρβαση

(β) τον χρόνο ανύψωσης

(γ) τη μέγιστη τιμή της απόκρισης

(δ) την τελική τιμή της εξόδου

(ε) την περίοδο της ταλάντωσης
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Άσκηση 7
Στον αντιδραστήρα CSTR του σχήματος λαμβάνουν χώρα οι αντιδράσεις:

Α → Β → Γ → Δ

Όλες οι αντιδράσεις είναι 1ης τάξης με κινητική σταθερά 𝑘 = 1 𝑚𝑖𝑛−1 και η θερμοκρασία 

διατηρείται σταθερή.

Παροχή εισόδου και εξόδου: 𝐹 = 1 𝑚3𝑚𝑖𝑛−1

Όγκος αντιδραστήρα: 𝑉 = 1 𝑚3

Συγκέντρωση Α τροφοδοσίας: 𝐶𝐴0 = 10 𝑚𝑜𝑙 𝑚−3

α) Να υπολογίσετε τις τιμές των 𝐶𝐴, 𝐶𝐵, 𝐶Γ σε συνθήκες μόνιμης κατάστασης

β) Να κατασκευάσετε τη Περιγραφή Χώρου Καταστάσης του συστήματος

γ) Να υπολογίσετε τη συνάρτηση μεταφοράς μεταξύ 𝐶Γ και  𝐶A0.
δ) Να υπολογίσετε τη χρονική μεταβολή της  𝐶Γ, εάν η  𝐶Α0 μεταβληθεί βηματικά σε 12 𝑚𝑜𝑙 𝑚−3
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