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Δημιουργία δυναμικού συστήματος
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⚫ Μεταβλητές:
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⚫ Συναρτήσεις:
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Περιγραφή του μοντέλου ως γενικό σύστημα εξισώσεων  

• Μεταβλητές και συναρτήσεις ορίζονται ως διανύσματα

• Κομψή περιγραφή αλλά χρειάζεται προσοχή για να αποφευχθούν λάθη 

• Βασίζεται σε τυπική σημειογραφία

• Οι μαθηματικές πράξεις γράφονται ως βήματα αλγορίθμου

⚫ Διαταραχή (d)

⚫ Χειριζόμενη μετ. (u)

⚫ Ελεγχόμενη μετ. (yc)

⚫ Μετρούμενη μετ. (ym)

⚫ Μετ. Κατάστασης (x)
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Η συμπτυγμένη περιγραφή είναι κομψή αλλά χρειάζεται προσοχή

⚫ Ο χώρος κατάστασης σημαίνει ότι οι μεταβλητές γράφονται ως διανύσματα

⚫ Η περιγραφή στο χώρο κατάστασης είναι

𝑥 =

𝑥1 − 𝑥1,𝑜𝑝

𝑥2 − 𝑥2,𝑜𝑝

⋮
𝑥𝑁 − 𝑥𝑁,𝑜𝑝

𝑢 =

𝑢1 − 𝑢1,𝑜𝑝

𝑢2 − 𝑢2,𝑜𝑝

⋮
𝑢𝑀 − 𝑢𝑀,𝑜𝑝

𝑑 =

𝑑 − 𝑑1,𝑜𝑝

𝑑2 − 𝑑2,𝑜𝑝

⋮
𝑑𝐾 − 𝑑𝐾,𝑜𝑝

𝑦𝑐 =

𝑦1 − 𝑦1,𝑠𝑝

𝑦2 − 𝑦2,𝑠𝑝

⋮
𝑦𝑀 − 𝑦𝑀,𝑠𝑝

𝑦𝑚 =

𝑦1 − 𝑦1,𝑜𝑝

𝑦2 − 𝑦2,𝑜𝑝

⋮
𝑦𝐿 − 𝑦𝐿,𝑜𝑝

• Για την εισαγωγή στο θέμα

– Μία χειριζόμενη μεταβλητή u

– Μία διαταραχή    d

– Μία μετρούμενη μεταβλητή  ym

– Μία ρυθμιζόμενη μεταβλητή yc

    (Αρχικά θα υποθέτουμε 𝑦𝑚 ≡ 𝑦𝑐)

Περιγραφή στο χώρο κατάστασης

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=? ? ,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=? ?

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 + 𝑊𝑑

𝑦𝑚 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢 + 𝐸𝑑

• Δυναμική ενεργοποιητή

• Δυναμική αισθητήρα

• Δυναμική διεργασίας
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Παράδειγμα: ισοθερμοκρασιακός ΑΣΑ

Feed

Product

AT

FT

FC

⚫ Θέλουμε να καθαρίσουμε οργανικό συστατικό S

⚫ Η συγκέντρωση ταλαντώνεται

⚫ Η τροφοδοσία προέρχεται από δεξαμενή 

⚫ Έχουμε δοθεί προδιαγραφές εξόδου SΕ,Τ

⚫ Έχουν προταθεί άλγη, x, που θα χρησιμοποιηθoύν

⚫ Γνωρίζουμε τον μηχανισμό των αντιδράσεων

⚫ Συλλέγονται από διαχωριστή

⚫ Μετράται η συγκέντρωση των αλγών στην έξοδο 

⚫ Διαταραχή (d) _______________

⚫ Χειριζόμενη μετ. (u) _______________

⚫ Ελεγχόμενη μετ. (yc) _______________

⚫ Μετρούμενη μετ. (ym)_______________

⚫ Μετ. Κατάστασης (x) _______________

x
SKSK

S
r

IM

SI 2max
++

= 
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Ισοζύγιο μάζας συστατικών   
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reactionbymolesof

nconsumptioofRate

reactionbymolesof

generationofRate

system

theleaving

molesofRate

_

system

theentering

molesofRate

systemtheinmolesof

onaccumulatiofRate

Άλλοι όροι στο ισοζύγιο

𝐌𝐨𝐥𝐞𝐬 𝐨𝐟𝐜𝐨𝐦𝐩𝐨𝐧𝐞𝐧𝐭 𝑖𝐞𝐧𝐭𝐞𝐫𝐢𝐧𝐠 
𝐨𝐫 𝐥𝐞𝐚𝐯𝐢𝐧𝐠 𝐭𝐡𝐞 𝐬𝐲𝐬𝐭𝐞𝐦:
𝑥𝑖𝑁(based on molar flow rate, 𝑁) or
𝐶𝑖𝐹𝑉(based on volumetric flow rate (𝐹𝑉)

𝐆𝐞𝐧𝐞𝐫𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐨𝐫 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐮𝐦𝐩𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐨𝐟
𝐜𝐨𝐦𝐩𝐨𝐧𝐞𝐧𝐭𝑖𝐛𝐲 𝐫𝐞𝐚𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧:
𝑉𝑟𝑖 = 𝑉𝛾𝑖𝑟

Component mole balance:

( )
ori idn d VC

dt dt

Όρος συσσώρευσης



ΤXM-ΠΠ                                       

Feed

Product

AT

FT

FC

x
SK

S
r

M

Monod
+

= max x
SKSK

S
r

IM

SI 2max
++

= 

Παράδειγμα: Καθαρισμός υγρού αποβλήτου

⚫ Ισοζύγια μάζας

⚫ υπόστρωμα

⚫ βιομάζα

𝑉𝑟

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐹 𝑆𝐹 − 𝑆 −

𝑉𝑟

𝑌𝑥𝑆
𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑉𝑟

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝐹𝑥 + 𝑉𝑟𝑟(𝑆, 𝑥)
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Παράδειγμα: Καθαρισμός υγρού αποβλήτου

0 = 𝐹 𝑆𝐹 − 𝑆 −
𝑉𝑟

𝑌𝑥𝑆
𝑟(𝑆, 𝑥)

0 = −𝐹𝑥 + 𝑉𝑟𝑟(𝑆, 𝑥)

⚫ Ισοζύγια μάζας σε ισορροπία

⚫ υπόστρωμα

⚫ βιομάζα
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Παράδειγμα: Καθαρισμός υγρού αποβλήτου

0 = 𝐹 𝑆𝐹 − 𝑆 −
𝑉𝑟

𝑌𝑥𝑆
𝑟(𝑆, 𝑥)

0 = −𝐹𝑥 + 𝑉𝑟𝑟(𝑆, 𝑥)

⚫ Προδιαγραφές

⚫ 𝑆𝐹,𝑠 = 4 g/L

⚫ 𝑆𝐸,𝑇 = 0.15 g/Lx
SKSK

S
r

IM
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++
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⚫ Πληροφορία

⚫ 𝐾𝑚 = 0.12 g/L

⚫ 𝐾1 = 0.4545 g/L

⚫ 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 0.53 1/h

⚫ 𝑌𝑥,𝑆 = 0.4

⚫ Ισοζύγια μάζας σε ισορροπία

⚫ υπόστρωμα

⚫ βιομάζα
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Παράδειγμα: Καθαρισμός υγρού αποβλήτου

0 = 𝐹 𝑆𝐹 − 𝑆 −
𝑉𝑟

𝑌𝑥𝑆
𝑟(𝑆, 𝑥)

0 = −𝐹𝑥 + 𝑉𝑟𝑟(𝑆, 𝑥)

⚫ Λύση προβλήματος σχεδιασμού

⚫ F/𝑉 = 𝐷𝑠 = 0.2837 1/h

⚫ 𝑥𝑠 = 1.54 g/L

x
SKSK

S
r

IM

SI 2max
++

= 

⚫ 𝐾𝑚 = 0.12 g/L

⚫ 𝐾1 = 0.4545 g/L

⚫ 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 0.53 1/h

⚫ 𝑌𝑥,𝑆 = 0.4

⚫ Προδιαγραφές

⚫ 𝑆𝐹,𝑠 = 4 g/L

⚫ 𝑆𝐸,𝑇 = 0.15 g/L
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Παράδειγμα: Καθαρισμός υγρού αποβλήτου

0 = 𝐹 𝑆𝐹 − 𝑆 −
𝑉𝑟

𝑌𝑥𝑆
𝑟(𝑆, 𝑥)

0 = −𝐹𝑥 + 𝑉𝑟𝑟(𝑆, 𝑥)

⚫ Λύση προβλήματος σχεδιασμού

⚫ F/𝑉 = 𝐷𝑠 = 0.2837 1/h

⚫ Πολλαπλότητα κατάστασης!

1. 𝑆𝑠 = 1.76 g/L, xs = 0.90 g/L

2. 𝑆𝑠 = 0.15 g/L, xs = 1.54 g/L

3. 𝑆𝑠 = 4.00 g/L, xs = 0.00 g/L

x
SKSK

S
r

IM

SI 2max
++

= 

⚫ 𝐾𝑚 = 0.12 g/L

⚫ 𝐾1 = 0.4545 g/L

⚫ 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 0.53 1/h

⚫ 𝑌𝑥,𝑆 = 0.4

⚫ Προδιαγραφές

⚫ 𝑆𝐹,𝑠 = 4 g/L

⚫ 𝑆𝐸,𝑇 = 0.15 g/L
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Παράδειγμα: Καθαρισμός υγρού αποβλήτου

1. 𝑆𝑠 = 1.76 g/L, xs = 0.90 g/L

x
SKSK

S
r

IM

SI 2max
++

= 

⚫ 𝐾𝑚 = 0.12 g/L

⚫ 𝐾1 = 0.4545 g/L

⚫ 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 0.53 1/h

⚫ 𝑌𝑥,𝑆 = 0.4

⚫ Προδιαγραφές

⚫ 𝑆𝐹,𝑠 = 4 g/L

⚫ 𝑆𝐸,𝑇 = 0.15 g/L

⚫ 𝐷𝑠 = 0.284 1/h

𝑉𝑟

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐹 𝑆𝐹 − 𝑆 −

𝑉𝑟

𝑌𝑥𝑆
𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑉𝑟

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝐹𝑥 + 𝑉𝑟𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

0 −0.057
−0.709 −0.142

𝑥 +
−0.896 

2.240
𝑢 +

0 
0.284

𝑑

𝑦 = 1 0 𝑥 + 0𝑢 + 0𝑑

𝑥 =
𝑥 − 0.9 
𝑆 − 1.76

, 𝑢 = 𝐷 − 0.284, 𝑑 = 𝑆𝐹 − 4
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Παράδειγμα: Καθαρισμός υγρού αποβλήτου

x
SKSK

S
r

IM

SI 2max
++

= 

⚫ 𝐾𝑚 = 0.12 g/L

⚫ 𝐾1 = 0.4545 g/L

⚫ 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 0.53 1/h

⚫ 𝑌𝑥,𝑆 = 0.4

⚫ Προδιαγραφές

⚫ 𝑆𝐹,𝑠 = 4 g/L

⚫ 𝑆𝐸,𝑇 = 0.15 g/L

⚫ 𝐷𝑠 = 0.284 1/h

𝑉𝑟

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐹 𝑆𝐹 − 𝑆 −

𝑉𝑟

𝑌𝑥𝑆
𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑉𝑟

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝐹𝑥 + 𝑉𝑟𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑌 =
−0.896

𝑠 − 0.141
𝑈 +

0.0161

𝑠2 + 0.142𝑠 − 0.0401
𝐷

𝑥 =
𝑥 − 0.9 
𝑆 − 1.76

, 𝑢 = 𝐷 − 0.284, 𝑑 = 𝑆𝐹 − 4

1. 𝑆𝑠 = 1.76 g/L, xs = 0.90 g/L
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Παράδειγμα: Καθαρισμός υγρού αποβλήτου

2. 𝑆𝑠 = 0.15 g/L, xs = 1.54 g/L

x
SKSK

S
r

IM

SI 2max
++

= 

⚫ 𝐾𝑚 = 0.12 g/L

⚫ 𝐾1 = 0.4545 g/L

⚫ 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 0.53 1/h

⚫ 𝑌𝑥,𝑆 = 0.4

⚫ Προδιαγραφές

⚫ 𝑆𝐹,𝑠 = 4 g/L

⚫ 𝑆𝐸,𝑇 = 0.15 g/L

⚫ 𝐷𝑠 = 0.284 1/h

𝑉𝑟

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐹 𝑆𝐹 − 𝑆 −

𝑉𝑟

𝑌𝑥𝑆
𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑉𝑟

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝐹𝑥 + 𝑉𝑟𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

0 1.141
−0.709 −3.136

𝑥 +
−1.540 

3.850
𝑢 +

0 
0.284

𝑑

𝑦 = 1 0 𝑥 + 0𝑢 + 0𝑑

𝑥 =
𝑥 − 1.54 
𝑆 − 0.15

, 𝑢 = 𝐷 − 0.284, 𝑑 = 𝑆𝐹 − 4
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Παράδειγμα: Καθαρισμός υγρού αποβλήτου

x
SKSK

S
r

IM

SI 2max
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= 

⚫ 𝐾𝑚 = 0.12 g/L

⚫ 𝐾1 = 0.4545 g/L

⚫ 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 0.53 1/h

⚫ 𝑌𝑥,𝑆 = 0.4

⚫ Προδιαγραφές

⚫ 𝑆𝐹,𝑠 = 4 g/L

⚫ 𝑆𝐸,𝑇 = 0.15 g/L

⚫ 𝐷𝑠 = 0.284 1/h

𝑉𝑟

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐹 𝑆𝐹 − 𝑆 −

𝑉𝑟

𝑌𝑥𝑆
𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑉𝑟

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝐹𝑥 + 𝑉𝑟𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑌 =
−1.54

𝑠 + 2.852
𝑈 +

0.3237

𝑠2 + 3.136𝑠 + 0.809
𝐷

𝑥 =
𝑥 − 1.54 
𝑆 − 0.15

, 𝑢 = 𝐷 − 0.284, 𝑑 = 𝑆𝐹 − 4

2. 𝑆𝑠 = 0.15 g/L, xs = 1.54 g/L
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Παράδειγμα: Καθαρισμός υγρού αποβλήτου

3. 𝑆𝑠 = 4.00 g/L, 𝑥𝑠 = 0.00 g/L

x
SKSK

S
r

IM

SI 2max
++

= 

⚫ 𝐾𝑚 = 0.12 g/L

⚫ 𝐾1 = 0.4545 g/L

⚫ 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 0.53 1/h

⚫ 𝑌𝑥,𝑆 = 0.4

⚫ Προδιαγραφές

⚫ 𝑆𝐹,𝑠 = 4 g/L

⚫ 𝑆𝐸,𝑇 = 0.15 g/L

⚫ 𝐷𝑠 = 0.284 1/h

𝑉𝑟

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐹 𝑆𝐹 − 𝑆 −

𝑉𝑟

𝑌𝑥𝑆
𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑉𝑟

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝐹𝑥 + 𝑉𝑟𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

0.098 0.00
−0.465 −0.284

𝑥 +
0 
0

𝑢 +
0 

0.284
𝑑

𝑦 = 1 0 𝑥 + 0𝑢 + 0𝑑

𝑥 =
𝑥 − 0 
𝑆 − 4

, 𝑢 = 𝐷 − 0.284, 𝑑 = 𝑆𝐹 − 4
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Παράδειγμα: Καθαρισμός υγρού αποβλήτου

x
SKSK

S
r

IM

SI 2max
++

= 

⚫ 𝐾𝑚 = 0.12 g/L

⚫ 𝐾1 = 0.4545 g/L

⚫ 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 0.53 1/h

⚫ 𝑌𝑥,𝑆 = 0.4

⚫ Προδιαγραφές

⚫ 𝑆𝐹,𝑠 = 4 g/L

⚫ 𝑆𝐸,𝑇 = 0.15 g/L

⚫ 𝐷𝑠 = 0.284 1/h

𝑉𝑟

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐹 𝑆𝐹 − 𝑆 −

𝑉𝑟

𝑌𝑥𝑆
𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑉𝑟

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝐹𝑥 + 𝑉𝑟𝑟(𝑆, 𝑥)

𝑥 =
𝑥 − 0 
𝑆 − 4

, 𝑢 = 𝐷 − 0.284, 𝑑 = 𝑆𝐹 − 4

𝑌 = 0𝑈 + 0𝐷

3. 𝑆𝑠 = 4.00 g/L, 𝑥𝑠 = 0.00 g/L
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