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Φροντιστήριο 1

Παραδείγματα συστημάτων
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⚫ Σήματα (μεταβλητές) εισόδου
⚫ Επηρεάζουν την κατάσταση της διεργασίας

⚫ Διαταραχές

⚫ Χειριζόμενες μεταβλητές

⚫ (Εσωτερικές) μεταβλητές κατάστασης
⚫ Περιγράφουν την κατάσταση της διεργασίας

⚫ Σταθερή τιμή όταν σε ισορροπία

⚫ Σήματα (μεταβλητές) εξόδου
⚫ Είναι το αποτέλεσμα της διεργασίας 

⚫ Ρυθμιζόμενες μεταβλητές

⚫ Θόρυβος

⚫ Μετρούμενες μεταβλητές
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Δεξαμενή υγρού με διαρροή

F(t)

Fε

Ογκομετρική 

παροχή 

τροφοδοσίας

Ογκομετρική 

παροχής 

εκροής
h(t)
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Δυναμικό μοντέλο διεργασίας

Γράφουμε το δυναμικό μοντέλο 

της διεργασίας

→ ισοζύγιο μάζας

⚫ Διαταραχή (d) _______________

⚫ Χειριζόμενη μετ. (u) _______________

⚫ Ρυθμιζόμενη μετ. (yc)_______________

⚫ Μετρούμενη μετ. (ym)_______________

⚫ Μετ. Κατάστασης (x) _______________
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Περιγραφή χώρου καταστάσεων

Βήματα διαδικασίας:
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Η εκροή του ρευστού γίνεται υπό την επίδραση της 

βαρύτητας και η ροή στον σωλήνα εκροής είναι 

στρωτή

Περίπτωση 1

Μοντέλο διεργασίας:

Έχουμε δοθεί το επιθυμητό σημείο λειτουργίας ℎ = ℎ𝑠. 
Ποιο είναι το σημείο αναφοράς?

Στη μόνιμη κατάσταση, η στάθμη είναι σταθερή:

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= 0 ⇒ 𝐹𝑠 =

ℎ𝑠

𝑅
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Η εκροή του ρευστού γίνεται υπό την επίδραση της 

βαρύτητας και η ροή στον σωλήνα εκροής είναι 

στρωτή

Περίπτωση 1

𝐴𝑅
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥 = 𝑅 𝑢(𝑡)

𝑥 = ℎ − ℎ𝑠

𝑢 = 𝐹 − 𝐹𝑠

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

1

Α𝑅
𝑥 +

1

𝐴
𝑢

𝑦 = 𝑥

𝐴 = −
1

𝐴𝑅
, 𝐵 =

1

𝐴
, 𝑊 = 0

𝐶 = 1 ,  𝐷 = 0 , 𝐸 = 0
Περιγραφή Χώρου Καταστάσεων

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 + 𝑊𝑑

𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢 + 𝐸𝑑
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Περίπτωση 2 Η εκροή του ρευστού γίνεται υπό την επίδραση της 

βαρύτητας, αλλά η ροή στον σωλήνα εκροής είναι 

τυρβώδης

Μοντέλο διεργασίας:

Μας έχει δοθεί σημείο λειτουργίας ℎ = ℎ𝑠. Ποιο είναι τώρα το σημείο αναφοράς?

Μόνιμη κατάσταση:

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= 0 ⇒ 𝐹𝑠 = C ℎ𝑠
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Γραμμικοποίηση κοντά σε 

μόνιμη κατάσταση αναφοράς

Περίπτωση 2 Η εκροή του ρευστού γίνεται υπό την επίδραση της 

βαρύτητας, αλλά η ροή στον σωλήνα εκροής είναι 

τυρβώδης

Μοντέλο διεργασίας: Μη γραμμικό!

Γραμμικοποιημένο μοντέλο
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Περίπτωση 2 Η εκροή του ρευστού γίνεται υπό την επίδραση της 

βαρύτητας, αλλά η ροή στον σωλήνα εκροής είναι 

τυρβώδης

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

C𝑥

2A ℎ𝑠

+
1

𝐴
𝑢

𝑥 = ℎ − ℎ𝑠

𝑢 = 𝐹 − 𝐹𝑠

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

1

Α𝑅
𝑥 +

1

𝐴
𝑢

𝐴 = −
1

𝐴𝑅
, 𝐵 =

1

𝐴
, 𝑊 = 0

𝐶 = 1 ,  𝐷 = 0 , 𝐸 = 0

Αν θέσω 𝑅 =
2 ℎ𝑠

𝐶
, καταλήγω πάλι στο:
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Η μεταβλητή εξόδου ενός συστήματος δεν είναι κατ’ 

ανάγκη η εξαρτημένη μεταβλητή της διαφορικής 

εξίσωσης

Περίπτωση 3

⚫ Διαταραχή (d) : F

⚫ Χειριζόμενη μετ. (u) : 1/R

⚫ Ρυθμιζόμενη μετ. (yc) : Fε

⚫ Μετρούμενη μετ. (ym) : Fε

⚫ Μετ. Κατάστασης (x) : h
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Η μεταβλητή εξόδου ενός συστήματος 

δεν είναι κατ’ ανάγκη η εξαρτημένη 

μεταβλητή της διαφορικής εξίσωσης

Περίπτωση 3

⚫ Διαταραχή (d):  F

⚫ Χειριζόμενη μετ. (u):  1/R

⚫ Ρυθμιζόμενη μετ. (yc):  Fε

⚫ Μετρούμενη μετ.   (ym): Fε

⚫ Μετ. Κατάστασης    (x): h

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

1

𝐴
𝑥𝑢 +

1

𝐴
𝑑

 𝑦 = 𝑥𝑢
Μη γραμμικό!
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Η μεταβλητή εξόδου ενός συστήματος 

δεν είναι κατ’ ανάγκη η εξαρτημένη 

μεταβλητή της διαφορικής εξίσωσης

Περίπτωση 3

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

1

𝐴
𝑥𝑢 +

1

𝐴
𝑑

 𝑦 = 𝑥𝑢

Άρα έχουμε τροχιά αναφοράς (𝑥0, 𝑢0, 𝑑𝑠)!

0 = −
1

𝐴
𝑥𝑠𝑢𝑠 +

1

𝐴
𝑑𝑠

 𝑦 = 𝑥𝑠𝑢𝑠

𝑠𝑠
⇒

𝑑 ≡ 𝑑𝑠

𝑥𝑠𝑢𝑠 = 𝑑𝑠

 𝑦 = 𝑥𝑠𝑢𝑠
 ֞ 

𝑦 ≡ 𝑦𝑠

⇒
𝑑 ≡ 𝑑𝑠

𝑥𝑠𝑢𝑠 = 𝑑𝑠 ?
 𝑦𝑠 = 𝑥𝑠𝑢𝑠 ?

𝑑𝑥0

𝑑𝑡
= −

1

𝐴
𝑥0𝑢0 +

1

𝐴
𝑑𝑠

 𝑦𝑠= 𝑥0𝑢0

⇒
𝑑𝑥0

𝑑𝑡
= −

1

𝐴
𝑦𝑠 +

1

𝐴
𝑑𝑠

 𝑢0 = 𝑦𝑠/𝑥0
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Η μεταβλητή εξόδου ενός συστήματος 

δεν είναι κατ’ ανάγκη η εξαρτημένη 

μεταβλητή της διαφορικής εξίσωσης

Περίπτωση 3

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

1

𝐴
𝑥𝑢 +

1

𝐴
𝑑

 𝑦 = 𝑥𝑢

Γραμμικοποίηση γύρω από την τροχιά αναφοράς (𝑥0, 𝑢0, 𝑑0 ≡ 𝑑𝑠, 𝑦0 ≡ 𝑦𝑠)

𝑓 ≈ −
1

𝐴
𝑥0𝑢0 +

1

𝐴
𝑑𝑠 −

𝑢0

𝐴
𝑥 − 𝑥0 −

𝑥0

𝐴
𝑢 − 𝑢0 +

1

A
(𝑑 − 𝑑𝑠)

ℎ ≈ 𝑥0𝑢0 + 𝑢0 𝑥 − 𝑥0 + x0 𝑢 − 𝑢0

𝑑𝑥0

𝑑𝑡
= −

1

𝐴
𝑦𝑠 +

1

𝐴
𝑑𝑠

 𝑢0 = 𝑦𝑠/𝑥0
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Η μεταβλητή εξόδου ενός συστήματος 

δεν είναι κατ’ ανάγκη η εξαρτημένη 

μεταβλητή της διαφορικής εξίσωσης

Περίπτωση 3

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

1

𝐴
𝑥𝑢 +

1

𝐴
𝑑

 
𝑦 = 𝑥𝑢

𝑑𝑥

𝑑𝑡
≈ −

𝑢0

𝐴
𝑥 −

𝑥0

𝐴
𝑢 +

1

𝐴
𝑑

 
𝑦 ≈ 𝑢0𝑥 + 𝑥0𝑢

𝑑 = 𝑑 − 𝑑𝑠

𝑢 = 𝑢 − 𝑢0

𝑦 = 𝑦 − 𝑦𝑠

𝑥 = 𝑥 − 𝑥0

𝐴 = −
𝑢0

𝐴
, 𝐵 = −

𝑥0

𝐴
,  𝑊 =

1

𝐴

𝐶 = 𝑢0 ,  𝐷 = 𝑥0 , 𝐸 = 0

𝑑𝑥0

𝑑𝑡
= −

1

𝐴
𝑦𝑠 +

1

𝐴
𝑑𝑠

 𝑢0 = 𝑦𝑠/𝑥0



ΤXM-ΠΠ                                       

Η μεταβλητή εξόδου ενός συστήματος 

δεν είναι κατ’ ανάγκη η εξαρτημένη 

μεταβλητή της διαφορικής εξίσωσης

Περίπτωση 3

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

1

𝐴
𝑥𝑢 +

1

𝐴
𝑑

 
𝑦 = 𝑥𝑢

𝑑𝑥

𝑑𝑡
≈ −

𝑢𝑠

𝐴
𝑥 −

𝑥𝑠

𝐴
𝑢 +

1

𝐴
𝑑

 
 𝑦 ≈ 𝑢𝑠𝑥 + 𝑥𝑠𝑢

𝑑 = 𝑑 − 𝑑𝑠

𝑢 = 𝑢 − 𝑢𝑠

𝑦 = 𝑦 − 𝑦𝑠

𝑥 = 𝑥 − 𝑥𝑠

𝐴 = −
𝑢𝑠

𝐴
, 𝐵 = −

𝑥𝑠

𝐴
,  𝑊 =

1

𝐴

𝐶 = 𝑢𝑠 ,  𝐷 = 𝑥𝑠 , 𝐸 = 0

𝑥𝑠 = ό𝜏𝜄 𝜃𝜀𝜆𝜔
 𝑢𝑠 = 𝑦𝑠/𝑥𝑠

Αν 𝒚𝒔 = 𝒅𝒔 τότε:
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Περιγραφή συναρτήσεων μεταφοράς

𝑌 s

𝑈 𝑠
= 𝑢𝑠

1

s +
𝑢𝑠
𝐴

−
𝑥𝑠

𝐴
+ 𝑥𝑠 ⇒. 

𝑌 s

𝑈 𝑠
=

𝑥𝑠𝐴𝑠

𝑢𝑠 + 𝐴𝑠

𝐴 = −
𝑢𝑠

𝐴
, 𝐵 = −

𝑥𝑠

𝐴
,  𝑊 =

1

𝐴

𝐶 = 𝑢𝑠 ,  𝐷 = 𝑥𝑠 , 𝐸 = 0

𝑑𝑥

𝑑𝑡
≈ −

𝑢𝑠

𝐴
𝑥 −

𝑥𝑠

𝐴
𝑢 +

1

𝐴
𝑑

 
𝑦 ≈ 𝑢𝑠𝑥 + 𝑥𝑠𝑢

𝑌 = 𝐶(𝑠 − 𝐴)−1𝐵𝑈 𝑠 + 𝐷𝑈 𝑠 + 𝐶(𝑠 − 𝐴)−1𝑊𝐷 𝑠 + 𝐸𝐷 𝑠

𝑌 s

𝐷 𝑠
= 𝑢𝑠

1

s +
𝑢𝑠
𝐴

1

𝐴
⇒. 

𝑌 s

𝐷 𝑠
=

𝑢𝑠

𝑢𝑠 + 𝐴𝑠
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Παράδειγμα συστήματος 1ης τάξης: 

Θερμόμετρο Υδραργύρου

Θερμοκρασία

περιβάλλοντος 

θ

𝑇

d𝑇
𝑇

𝜌 𝑇 = 𝜌𝑟[1 − 𝛽 𝑇 − 𝑇𝑟 ]

συντελεστής κυβικής διαστολής
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Παράδειγμα συστήματος 1ης τάξης: 

Θερμόμετρο Υδραργύρου

Θερμοκρασία

περιβάλλοντος 

θ

𝑇

d𝑇
𝑇

𝜌 𝑇 = 𝜌𝑟[1 − 𝛽 𝑇 − 𝑇𝑟 ]

𝐴𝑐

𝑧

𝜌 𝑇 𝐴𝑐𝑧 = 𝜌𝑟𝐴𝑐𝑧𝑟 ⇒ 𝑧 = 𝑧𝑟

𝜌𝑟

𝜌(𝑇)
= ℎ(𝑇)

⇒ 𝑧 ≅ 𝑧𝑟 +
𝜕ℎ

𝜕𝑇
𝑇 − 𝑇𝑟

⇒ 𝑧 − 𝑧𝑟 = 𝑧𝑟 ቮ
𝜌𝑟 −1 −𝛽

𝜌𝑟 1 − 𝛽 𝑇 − 𝑇𝑟
2

𝑇←𝑇𝑟 

𝑇 − 𝑇𝑟

⇒ 𝑧 − 𝑧𝑟 = 𝑧𝑟𝛽 𝑇 − 𝑇𝑟
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Παράδειγμα συστήματος 1ης τάξης: 

Θερμόμετρο Υδραργύρου

Θερμοκρασία

περιβάλλοντος 

θ

𝑇

d𝑇
𝑇

𝜌 𝑇 = 𝜌𝑟[1 − 𝛽 𝑇 − 𝑇𝑟 ]

𝐴𝑐

𝑧

𝑧 − 𝑧𝑟 = 𝑧𝑟𝛽 𝑇 − 𝑇𝑟

Σημείο αναφοράς (ισχύει ισορροπία): 𝜃𝑟 = 𝑇𝑟

d 𝑇 − 𝑇𝑟

dt
=

hA

mc
(𝜃 − 𝜃𝑟 + 𝑇𝑟 − 𝑇)
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Παράδειγμα συστήματος 1ης τάξης: 

Θερμόμετρο Υδραργύρου

Θερμοκρασία

περιβάλλοντος 

θ

𝑇

d𝑇
𝑇

𝜌 𝑇 = 𝜌𝑟[1 − 𝛽 𝑇 − 𝑇𝑟 ]

𝐴𝑐

𝑧

𝑧 − 𝑧𝑟 = 𝑧𝑟𝛽 𝑇 − 𝑇𝑟

𝑢 = 𝜃 − 𝜃𝑟

𝑥 = 𝑇 − 𝑇𝑟  →
d𝑥

dt
=

hA

mc
𝑢 − 𝑥

𝑦 = 𝑧 − 𝑧𝑟  →  𝑦 = 𝑧𝑟𝛽𝑥
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Παράδειγμα συστήματος 1ης τάξης: 

Θερμόμετρο Υδραργύρου

Θερμοκρασία

περιβάλλοντος 

θ

𝑇

d𝑇
𝑇

𝜌 𝑇 = 𝜌𝑟[1 − 𝛽 𝑇 − 𝑇𝑟 ]

𝐴𝑐

𝑧

𝑧 − 𝑧𝑟 = 𝑧𝑟𝛽 𝑇 − 𝑇𝑟

Άλλος τρόπος κατασκευής του μοντέλου:

d𝑧𝑟𝛽 𝑇 − 𝑇𝑟

dt
= 𝑧𝑟𝛽

hA

mc
𝜃 − 𝜃𝑟 −

hA

mc
𝑧𝑟𝛽(𝑇 − 𝑇𝑟)

ൠ
𝑢 = 𝜃 − 𝜃𝑟

𝑦 = 𝑧 − 𝑧𝑟
⇒

d𝑦

d𝑡
= 𝑧𝑟𝛽

hA

mc
𝑢 −

hA

mc
𝑦
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σταθερά 

χρόνου

Παράδειγμα συστήματος 1ης τάξης: 

Θερμόμετρο Υδραργύρου
Θερμοκρασία

περιβάλλοντος 

θ

θερμόμετρο

Ένδειξη

y

στατική 

ενίσχυση
𝐾 = 𝑧𝑟𝛽

Θερμοκρασία

περιβάλλοντος 

θ

𝑇

d𝑇
𝑇

d𝑦

d𝑡
= 𝑧𝑟𝛽

hA

mc
𝑢 −

hA

mc
𝑦

mc

hA

d𝑦

d𝑡
+ 𝑦 = 𝑧𝑟𝛽𝑢

𝜏
d𝑦

d𝑡
+ 𝑦 = 𝐾𝑢
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Ασκήσεις στον 

μετασχηματισμό Laplace



ΤXM-ΠΠ                                       

Μετασχηματίσμός συνάρτησης f t : L[f t = o׬

∞
f t e−stdt

Κάντε την αντιστροφή των παρακάτω 

μετασχηματισμών:

𝐿−1
3

𝑠
= 3

𝐿−1
3

𝑠 + 2
= 3𝑒−2𝑡

𝐿−1
3

𝑠3 = 𝐿−1
3

2

2

𝑠2+1 =
3

2
𝑡2

𝐿−1

1
2

𝑠2 + 9
= 𝐿−1

1

6

3

𝑠2 + 32 =
1

6
sin 3𝑡

𝐿−1
3

𝑠2 + 4𝑠 + 8
= 𝐿−1

3

𝑠 + 2 2 + 22 = 𝐿−1
3

2

2

𝑠 + 2 2 + 22 =
3

2
𝑒−2𝑡 sin 2𝑡
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d2x

dt2 + 4
dx

dt
+ 3x = u t , x′ 0 = x 0 = 0

Μετασχηματισμός Laplace:

s2x s − sx 0 − x′ 0 + 4 sx s − x 0 + 3x s =
1

s
⇒

s2x s + 4sx s + 3x s =
1

s
⇒

x s s2 + 4s + 3 =
1

s
⇒ x s =

1

s(s2 + 4s + 3)
Αναλύουμε σε μερικά κλάσματα:

1

s(s2 + 4s + 3)
=

A

s
+

B

(s + 3)
+

C

(s + 1)

A s2 + 4s + 3 + Bs s + 1 + Cs s + 3 = 1 ⇒

s = 0: A =
1

3

s = −3: B =
1

6

s = −1: C = −
1

2
1

s(s2 + 4s + 3)
=

1

3s
+

1

6(s + 3)
−

1

2 s + 1
⇒ x t =

1

3
+

e−3t

6
−

e−t

2
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Λύστε τις παρακάτω διαφορικές εξισώσεις χρησιμοποιώντας μετασχηματισμό Laplace

d2x

dt
+ 2

dx

dt
+ x = u t , x 0 = x′ 0 = 0

[s2x s − sx 0 − x′(0)] + 2[sx s − x(0)] + x(s) = 1/s ⇒ 

s2x s + 2sx s + x s =
1

s
⇒

x s s2 + 2s + 1 =
1

s
⇒

x s =
1

s(s2 + 2s + 1)
Αναλύουμε σε μερικά κλάσματα:

1

s(s2 + 2s + 1)
=

1

s s + 1 2 =
Α

s
+

B

(s + 1)
+

C

s + 1 2

1 = A s + 1 2 + Bs s + 1 + sC(s)
s = 0 ⇒ A = 1

s = −1 ⇒ C = −1
B = −1

Άρα έχουμε: 

x s =
1

s
−

1

s + 1
−

1

s + 1 2 ⇒ x s = 1 − e−t − e−tt = 1 − e−t(1 + t)
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2
d2x

dt
+ 2

dx

dt
+ x = u t ,  x′ 0 = x 0 = 0

Μετασχηματισμός Laplace:

2 s2x s − sx 0 − x′ 0 + 2 sx s − x 0 + x s =
1

s
⇒

2s2x s + 2sx s + x s =
1

s
⇒

x s 2s2 + 2s + 1 =
1

s
⇒ x s =

1

s(2s2 + 2s + 1)

Ανάλυση σε μερικά κλάσματα:
1

s(2s2 + 2s + 1)
=

A

s
+

Bs + C

2s2 + 2s + 1
⇒

A 2s2 + 2s + 1 + Bs + C s = 1 ⇒
s = 0 ⇒ A = 1

s = 1 ⇒ 5 + B + C = 1 ⇒ B + C = −4
s = −1 ⇒ 1 + B − C = 1 ⇒ B − C = 0 ⇒

B = C = −2

x s =
1

s
−

s + 1

s +
1
2

2

+
1
4

=
1

s
−

s +
1
2 +

1
2

s +
1
2

2

+
1
4

⇒ x t = 1 − e−
t
2 cos

t

2
+ sin

t

2
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