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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο E1
ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΟΙ ΤΑΝΥΣΤΕΣ

ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
Στο Κεφάλαιο αυτό Ε1 γίνεται μια πολύ απλή εισαγωγή στους Καρτεσιανούς τανυστές, δηλαδή στους

τανυστές σε Καρτεσιανά συστήματα συντεταγμένων. Οι τανυστές μας είναι ήδη γνωστοί από τηΜηχανική
των Υλικών. Εκεί είχαμε συναντήσει τον τανυστή των τάσεων σij, τον τανυστή των παραμορφώσεων εij και
τον τανυστή των ροπών αδρανείας Iij. Επίσης τανυστές παρουσιάζονται και σε πάρα πολλές άλλες περιοχές
του Πολιτικού Μηχανικού. Για παράδειγμα, στην Εδαφομηχανική στο γνωστό φαινόμενο της διηθήσεως
έχουμε τον τανυστή διαπερατότητας του εδάφους kij. Όλα αυτά τα μεγέθη είναι τανυστές δευτέρας τάξεως.

Όπως θα δούμε λεπτομερώς στο κεφάλαιο αυτό, οι τανυστές περιλαμβάνουν τα βαθμωτά μεγέθη, τα δια-
νύσματα (ή διανυσματικά μεγέθη), τους τανυστές δευτέρας τάξεως και τανυστές ακόμη πιο υψηλής τάξεως,
π.χ. τρίτης και τετάρτης τάξεως. Στην Ελαστικότητα στη Μηχανική των Υλικών τανυστής τετάρτης τά-
ξεως είναι ο τανυστής των ελαστικών σταθερών Eijkl που υπεισέρχεται στο γενικευμένο νόμο του Hooke.

Στην πρώτη Ενότητα Ε1.1 αυτού του Κεφαλαίου Ε1 αναφερόμαστε λεπτομερώς στη στροφή συστήμα-
τος Καρτεσιανών συντεταγμένων στον τριδιάστατο χώρο. Αναφέρουμε επίσης τη σύμβαση αθροίσεως του
Einstein και δύο βοηθητικούς τανυστές: το δέλτα του Kronecker δij και το σύμβολο του Levi–Civita εijk. Στη
συνέχεια στην κύρια Ενότητα Ε1.2 δίνουμε το γενικό ορισμό του τανυστή n τάξεως και τον εξειδικεύουμε
σε απλές περιπτώσεις: n = 0, 1, 2, 3, 4. Στην επόμενη Ενότητα Ε1.3 αναφερόμαστε στις βασικές πράξεις με
τους τανυστές. Η Ενότητα Ε1.4 που ακολουθεί είναι αφιερωμένη στο νόμο του πηλίκου: ένα εξαιρετικά χρή-
σιμο εργαλείο για την απόδειξη του τανυστικού χαρακτήρα διαφόρων φυσικών μεγεθών με δεδομένο τον
τανυστικό χαρακτήρα δύο άλλων μεγεθών χαμηλότερης τάξεως. Στη συνέχεια στην Ενότητα Ε1.5 αναφε-
ρόμαστε στους συμμετρικούς τανυστές, στους αντισυμμετρικούς τανυστές και στους ισότροπους τανυστές.

Πάρα πολύ ενδιαφέρουσα είναι κι η παραγώγιση τανυστών. Αυτήν την εξετάζουμε στην Ενότητα Ε1.6:
χρονικές και χωρικές παράγωγοι. Οι πρώτες χωρικές παράγωγοι μας δίνουν από τανυστές νέους τανυστές
μεγαλύτερης (κατά ένα) τάξεως. Στην ενότητα αυτή με χρήση των χωρικών παραγώγων βαθμωτών με-
γεθών (τανυστών μηδενικής τάξεως) και διανυσμάτων (τανυστών πρώτης τάξεως) έχουμε την ευκαιρία
να αναφερθούμε στους βασικούς τελεστές της Διανυσματικής Αναλύσεως: στην κλίση (ή βαθμίδα), στην
απόκλιση, στο στροβιλισμό (ή στην περιστροφή) και στη Λαπλασιανή. Όλα τούτα τα μεγέθη με ποικίλες
εφαρμογές στη Μηχανική των Υλικών, στη Ρευστομηχανική, στην Εδαφομηχανική, κλπ. είναι τανυστές.

Μετά στην Ενότητα Ε1.7 αποδεικνύουμε ότι στη Μηχανική των Υλικών οι τάσεις σij, οι παραμορφώ-
σεις εij και οι ροπές αδρανείας Iij είναι τανυστές δευτέρας τάξεως. Τέλος στην Ενότητα Ε1.8 αναφερόμαστε
στο κύριο σύστημα συντεταγμένων, όπου διαγωνιοποιείται ένας συμμετρικός τανυστής δευτέρας τάξεως.

Το σημαντικό με τους τανυστές είναι ότι η χρήση τους μας βεβαιώνει για την ισχύ ενός φυσικού νόμου
σε κάθε σύστημα συντεταγμένων χωρίς καμία απολύτως αλλαγή στη διατύπωσή του. Τέτοιοι φυσικοί νόμοι
είναι π.χ. ο νόμος του Hooke, οι εξισώσεις ισορροπίας, η εξίσωση της συνεχείας και ο νόμος του Darcy.

Copyright © 2010–2014 Νικόλαος Ι. Ιωακειμίδης



6 ΜΕΡΟΣ Ε z ΚΕΦΑΛΑΙΟ E1: ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΟΙ ΤΑΝΥΣΤΕΣ

Ε1.1
Ε1.1. ΣΤΡΟΦΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΩΝ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ

Ε1.1.1
Ε1.1.1. Τα βασικά για τη στροφή συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων

Θεωρούμε ένα σύστημαΚαρτεσιανώνσυντεταγμένωνOx1x2x3 στον τριδιάστατο
χώρο (στις τρεις διαστάσεις) με μοναδιαία διανύσματα e1, e2 και e3 κατά τους άξο-
νες Ox1, Ox2 και Ox3 αντίστοιχα (Σχήμα Ε1.1). Σ’ αυτό το συνηθισμένο σύστημα
συντεταγμένων ένα διάνυσμα r = OP που συνδέει την αρχή των συντεταγμένων Ο
με το σημείο P του χώρου έχει συνιστώσες x1, x2 και x3. Άρα γράφεται στη μορφή

r = x1e1 + x2e2 + x3e3 ή πιο σύντομα r =
3


i=1

xiei (1.1.1)

με τη χρήση του γνωστού μας συμβόλου της αθροίσεως∑ εδώ με τρεις όρους.

O

x1

x2

x3

e1 e2

e3

x1

x2
x3

e1

e2e3

P

r

Σχήμα Ε1.1: Στροφή συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων.

Προχωράμε και θεωρούμε τώρα και ένα δεύτερο σύστημα Καρτεσιανών συντε-
ταγμένωνOx1x2x3 πουπροκύπτει με στροφή τουπρώτου συστήματοςΚαρτεσιανών
συντεταγμένωνOx1x2x3 (Σχήμα Ε1.1). Σ’ αυτό το νέο σύστημα Καρτεσιανών συντε-
ταγμένων Ox1x2x3 τα μοναδιαία διανύσματα κατά τους άξονες Ox1, Ox2 και Ox3
τα δηλώνουμε με e1, e2 και e3 αντίστοιχα. Σημειώνουμε ότι σ’ όλο αυτό το κεφάλαιο
θα χρησιμοποιούμε τόνους για κάθε μέγεθος που αναφέρεται στο δεύτερο σύστημα
Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3. Έτσι θα το ξεχωρίζουμε πολύ εύκολα από
την περίπτωση όπου το ίδιο μέγεθος αναφέρεται στο αρχικό, στο πρώτο σύστημα
Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3, εκεί βέβαια χωρίς τόνους.

Τώρα στο νέο, στο δεύτερο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 το
ίδιο πιο πάνω διάνυσμα r θα έχει προφανώς διαφορετικές συνιστώσες x1, x2 και x3.
Έτσι αυτό παίρνει τώρα τη μορφή

r = x1e1 + x2e2 + x3e3 ή πιο σύντομα r =
3


i=1

x iei . (1.1.2)

Αλλά φυσικά στην πραγματικότητα εδώ πρόκειται για το ίδιο ακριβώς διάνυσμα:
το διάνυσμα r, όπως ήδη είπαμε, το οποίο είναι το διάνυσμα θέσεως του σημείου P.
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Επομένως από τις δύο σχέσεις (1.1.2) και (1.1.1) (και οι δυο τους με το διάνυσμα r
αριστερά) διαπιστώνουμε αμέσως εξισώνοντας και τα δεξιά μέλη τους ότι

x1e1 + x2e2 + x3e3 = x1e1 + x2e2 + x3e3 . (1.1.3)

Πάμε τώρα και λίγο παρακάτω. Πολλαπλασιάζουμε αυτήν την τελευταία σχέση
εσωτερικά επί το διάνυσμα e1 (εσωτερικό γινόμενο στα διανύσματα). Παίρνουμε
επίσης υπόψη μας ότι εργαζόμαστε σε συστήματαΚαρτεσιανών συντεταγμένων και
επίσης ότι τα τρία διανύσματα e1, e2 και e3 στο πρώτο σύστημα Καρτεσιανών συ-
ντεταγμένων Ox1x2x3 είναι όχι μόνο μοναδιαία, αλλά και κάθετα ανά δύο μεταξύ
τους. Ανάλογα ισχύουν και για τα διανύσματα e1, e2 και e3 στο δεύτερο σύστημα
Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3. Επομένως ισχύουν οι ακόλουθες έξι σχέσεις
στα εσωτερικά γινόμενα των τριών μοναδιαίων διανυσμάτων e1, e2 και e3:

e1e1 = e2e2 = e3e3 = 1 και e1e2 = e2e3 = e3e1 = 0 (1.1.4)

για το πρώτο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3. Και ανάλογα

e1e1 = e2e2 = e3e3 = 1 και e1e2 = e2e3 = e3e1 = 0 (1.1.5)

για το δεύτερο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3. (Και σ’ αυτές εδώ
τις σχέσεις θεωρούμε εσωτερικά γινόμενα διανυσμάτων αν και εδώ παραλείπουμε
τις τελείες μεταξύ των διανυσμάτων στα εσωτερικά γινόμενα διανυσμάτων.)

Στο σημείο αυτό θυμόμαστε το γνωστό μας ορισμό του εσωτερικού γινομένου
δύο διανυσμάτων A και B. Πρόκειται για το εσωτερικό γινόμενο

A ⋅ B ≡ AB = |A| |B| cos θ με θ = γωνία(A,B), (1.1.6)

δηλαδή τη γωνία που σχηματίζουν μεταξύ τους τα δύο διανύσματα A και B.
Με βάση τα παραπάνω από τη σχέση (1.1.3) με πολλαπλασιασμό της (εσωτερικό

γινόμενο διανυσμάτων) επί το μοναδιαίο διάνυσμα e1 προκύπτει αμέσως ότι

x1 = x1(e1e1) + x2(e2e1) + x3(e3e1). (1.1.7)

Η σχέση αυτή μας δίνει τη συνιστώσα x1 του διανύσματος r στο δεύτερο σύστημα
Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3 με βάση τις τρεις συνιστώσες του x1, x2 και x3
στο πρώτο σύστημαΚαρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3. Ανάλογα με πολλαπλα-
σιασμό (ξανά εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων) της σχέσεως (1.1.3) επί το μονα-
διαίο διάνυσμα e2 προκύπτει ότι

x2 = x1(e1e2) + x2(e2e2) + x3(e3e2). (1.1.8)

Τέλος με πολλαπλασιασμό (και πάλι εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων) της ίδιας
σχέσεως (1.1.3) επί το μοναδιαίο διάνυσμα e3 προκύπτει ότι

x3 = x1(e1e3) + x2(e2e3) + x3(e3e3). (1.1.9)

Με τους τρεις αυτούς τύπους μεταβαίνουμε από τις συνιστώσες xi του διανύσματος r
στοπρώτο σύστημασυντεταγμένωνOx1x2x3 στις νέες συνιστώσες του xk στο δεύτερο
σύστημα συντεταγμένωνOx1x2x3. Προφανώς οι τρεις πιο πάνω τύποι (1.1.7), (1.1.8)
και (1.1.9) μπορούν να γραφούν πιο συνοπτικά στη μορφή

xk = x1(e1ek) + x2(e2ek) + x3(e3ek) =
3


i=1

xi(eiek) με k = 1, 2, 3. (1.1.10)
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Εντελώς ανάλογα, αλλά τώρα με πολλαπλασιασμούς (ξανά εσωτερικά γινόμενα
διανυσμάτων) της ίδιας σχέσεως (1.1.3) επί τα τρία μοναδιαία διανύσματα e1, e2
και e3 στο πρώτο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3, προκύπτουν και
οι ανάλογοι τρεις τύποι

xi = x1(e1ei) + x2(e2ei) + x3(e3ei) =
3


k=1

xk(ekei) με i = 1, 2, 3. (1.1.11)

Με τους τρεις αυτούς αυτούς πηγαίνουμε από τις συνιστώσες xk του διανύσματος r
στο δεύτερο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3 στις συνιστώσες του xi
στο πρώτο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3. Φυσικά το σύμβολο για
ένα δείκτη, είτε ελεύθερο είτε σε άθροισμα, είναι αυθαίρετο και μπορεί να χρησιμο-
ποιηθεί κι οποιοδήποτε άλλο σύμβολο αρκεί βέβαια να μη δημιουργείται σύγχυση.

Και τώρα έχοντας εδώ τα δύο συστήματα Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3
(το πρώτο) και Ox1x2x3 (το δεύτερο), εισάγουμε τις γωνίες θki μεταξύ των αξόνων
του δεύτερου συστήματος συντεταγμένων Ox1x2x3 (με τους τόνους) και του πρώ-
του συστήματος συντεταγμένωνOx1x2x3 (του αρχικού συστήματος συντεταγμένων)
ή απόλυτα ισοδύναμα (έχουμε τις ίδιες ακριβώς γωνίες θki) μεταξύ των αντίστοιχων
μοναδιαίων διανυσμάτων. Συγκεκριμένα ορίζουμε τις γωνίες

θki = γωνία(Oxk,Oxi) = γωνία(ek, ei) με k, i = 1, 2, 3. (1.1.12)

Σημειώνουμε μάλιστα ότι για i ≠ k γενικά άλλη είναι η γωνία θki μεταξύ των αξό-
νων Oxk και Oxi και άλλη είναι η γωνία θik μεταξύ των αξόνων Ox i και Oxk. Αυτό
είναι προφανές και από το Σχήμα Ε1.1: άλλοι, εντελώς διαφορετικοί άξονες άρα και
άλλες, εντελώς διαφορετικές γωνίες θki. Επομένως γενικά

θki ≠ θik για k ≠ i και με k, i = 1, 2, 3. (1.1.13)

Δηλαδή το μητρώο των γωνιών θki γενικά δεν είναι συμμετρικό μητρώο. Δε μας
πολυνοιάζουν όμως οι γωνίες θki που καθορίζουν τη στροφή του δεύτερου συστήμα-
τος Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3 ως προς το πρώτοOx1x2x3 (Σχήμα Ε1.1).
Εδώ με βάση τον τύπο (1.1.6) για το εσωτερικό γινόμενο A ⋅ B = AB = |A| |B| cos θ
δύο διανυσμάτωνA και B μας ενδιαφέρουν μόνο τα συνημίτονα cki αυτών των γω-
νιών θki, δηλαδή οι ποσότητες που ορίζονται σαν

cki = cos θki και φυσικά cki = cos(−θki), μια που cos(−θ) = cos θ. (1.1.14)

Εδώ στα συνημίτονα cki, όπως και στις αντίστοιχες γωνίες θki, ο πρώτος δείκτης k
αναφέρεται στο δεύτερο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3. Παρα-
πέρα ο δεύτερος δείκτης i αναφέρεται στο πρώτο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγ-
μένωνOx1x2x3. Βέβαια αυτήν τη σύμβαση ως προς τους δείκτες εμείς την επιλέξαμε
εδώ. Ασφαλώς θα μπορούσαμε να είχαμε επιλέξει και την αντίθετη σύμβαση (κι
αυτό γίνεται στ’ αλήθεια αρκετά συχνά στη βιβλιογραφία).

Προφανώς, αφού γενικά, όπως ήδη είπαμε, θki ≠ θik για k ≠ i, το ίδιο ακριβώς
θα ισχύει και για τα αντίστοιχα συνημίτονα cki = cos θki. Και το δικό τους μητρώο

C =
⎡
⎢
⎢
⎣

c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

⎤
⎥
⎥
⎦

(1.1.15)
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είναι και αυτό ένα μη συμμετρικό μητρώο, δηλαδή γενικά cki ≠ cik για k ≠ i. Ενώ
αντίθετα τόσα άλλα μητρώα του Πολιτικού Μηχανικού, όπως τα μητρώα μάζας
και δυσκαμψίας στη Δυναμική των Κατασκευών ή τα μητρώα των τάσεων, των πα-
ραμορφώσεων και των ροπών αδρανείας στη Μηχανική των Υλικών, είναι συμμε-
τρικά μητρώα και το ξέρουμε καλά αυτό. Το ίδιο ακριβώς ισχύει και για το μητρώο
διαπερατότητας (των συντελεστών διαπερατότητας) του εδάφους kij στο φαινόμενο
της διηθήσεως στην Εδαφομηχανική. Είναι κι αυτό ένα συμμετρικό μητρώο.

t Παρατήρηση E1.1: Εδώ, σ’ αυτό το Κεφάλαιο Ε1 για τους Καρτεσιανούς τανυ-
ä Παρατήρηση

στές συνήθως τους δηλώνουμε με ένα τυπικό στοιχείο τους, π.χ.Ai για ένα διάνυσμα
ή Aij για έναν τανυστή δευτέρας τάξεως, όπως θα δούμε παρακάτω. Μερικές φορές
όμως υιοθετούμε τον εξής συμβολισμό: πέρααπό τα κοινά σύμβολα, π.χ. το x, που τα
γράφουμε με πλάγια γράμματα, όπως κάνουμε πάντα, τα διανύσματα, π.χ. τοA, τα
γράφουμε με όρθια παχιά γράμματα, πάλι όπως κάνουμε πάντα. Όμως τα μητρώα
που δεν είναι απλά διανύσματα, όπως εδώ το C, και επίσης παρακάτω και τους τα-
νυστές (και δευτέρας τάξεως, αλλά και μεγαλύτερης τάξεως), τα γράφουμε με παχιά
ισοπαχή γράμματα (δηλαδή με διαφορετική γραμματοσειρά). Έτσι διακρίνουμε το
διάνυσμα A από το τετραγωνικό μητρώο A (και σε λίγο και πολύ γενικότερα από
τον τανυστή A). Αυτό δεν το κάναμε στα προπτυχιακά μαθήματα Εφαρμοσμένα
Μαθηματικά ΙΙ και ΙΙΙ, όπου χρησιμοποιούσαμε ανάλογα (δηλαδή της ίδιας γραμ-
ματοσειράς) όρθια παχιά γράμματα τόσο για διανύσματα όσο και για τετραγωνικά
μητρώα και ούτε βέβαια είναι και αναγκαίο. Πολλές φορές όμως (και εδώ!) χρησι-
μοποιούμε το σύμβολο A όχι μόνο για να δηλώσουμε ένα μητρώο ή τανυστή, αλλά
και για να δηλώσουμε ένα διάνυσμα, ιδίως όταν μελετάμε τις γενικές ιδιότητες των
τανυστών που ισχύουν επίσης και στην ειδική περίπτωση των διανυσμάτων. s

Τώρα είμαστε έτοιμοι! Έχουμε εισαγάγει και τα σύμβολα cki στη σχέση (1.1.14)
για να δηλώνουμε τα συνημίτονα cos θki για τα εσωτερικά γινόμενα ekei = eiek των
μοναδιαίων διανυσμάτων ek και ei ή (το ίδιο κάνει!) ei και ek. Επομένως θα ισχύει

ekei = eiek = cos θki = cki με i, k = 1, 2, 3, (1.1.16)

αφού τα μέτρα όλων των μοναδιαίων διανυσμάτων είναι ίσα με ένα: |ei| = |ek| = 1
(με i, k = 1, 2, 3). Επομένως οι τύποι (1.1.10) και (1.1.11) για τη μετατροπή των συνι-
στωσών ενός διανύσματος rαπό ένασύστημαΚαρτεσιανώνσυντεταγμένωνOx1x2x3
σε άλλο Ox1x2x3 που προκύπτει με στροφή του πρώτου παίρνουν τώρα τις μορφές

xk = ck1x1 + ck2x2 + ck3x3 =
3


i=1

ckixi με k = 1, 2, 3 (1.1.17)

και

xi = c1ix1 + c2 ix2 + c3ix3 =
3


k=1

ckixk με i = 1, 2, 3. (1.1.18)

Κατανοούμε επίσης ότι οι ποσότητες cki στο πιο πάνω μητρώο συνημιτόνων C,
σχέση (1.1.15), δηλώνουν τα συνημίτονα cki = cos θki = cos[γωνία(ek, ei)], όπως
ήδη αναφέραμε. Άρα για τα τρία μοναδιαία διανύσματα e1, e2 και e3 στο δεύτερο
σύστημαΚαρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3 (Σχήμα Ε1.1) θα ισχύουν οι σχέσεις

ek = ck1e1 + ck2e2 + ck3e3 =
3


i=1

ckiei με k = 1, 2, 3. (1.1.19)
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Εντελώς ανάλογα και για τα τρία μοναδιαία διανύσματα e1, e2 και e3 στο πρώτο
σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3 (Σχήμα Ε1.1) θα ισχύουν οι σχέσεις

ei = c1ie1 + c2ie2 + c3ie3 =
3


k=1

ckiek με i = 1, 2, 3. (1.1.20)

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.1

t Άσκηση E1.1 z Στροφή συστήματος συντεταγμένων στο επίπεδο
Εδώ περιοριζόμαστε στο επίπεδο. Θεωρούμε τη στροφή του αρχικού (του πρώτου)
συστήματοςΚαρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2 κατά γωνία θ. (Θετική τιμή της γω-
νίας θ δηλώνει στροφή κατά τη θετική φορά, δηλαδή αντίθετα από τους δείκτες του
ρολογιού.) Προκύπτει έτσι το νέο (το δεύτερο) σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμέ-
νωνOx1x2. Ζητούνται: (α) Το σχετικό σχήμαμε τη γωνία θ θετική. (β)Νααποδειχθεί
ότι τα συνημίτονα cki (εδώ βέβαια με k, i = 1, 2 όχι και 3) παίρνουν τις τιμές

c11 = c22 = cos θ, c12 = sin θ και c21 = − sin θ. (1.1.21)

(γ) Το σχετικό μητρώο C. (δ) Οι ειδικές μορφές που παίρνουν εδώ οι τύποι (1.1.17)
και (1.1.18) με χρήση των ίδιων των τριγωνομετρικών συναρτήσεων cos θ, sin θ. s

Ε1.1.2
Ε1.1.2. Σύμβαση αθροίσεως του Einstein

Στους τανυστές, αλλά και σε πολλές άλλες περιοχές των μαθηματικών, παρου-
σιάζονται αθροίσματα με όρους όπου ένας δείκτης εμφανίζεται δύο φορές. Για πα-
ράδειγμα, αυτό συμβαίνει στις πιο πάνω σχέσεις (1.1.17) με το δείκτη i στο άθροι-
σμα δεξιά και (1.1.18) με το δείκτη k στο άθροισμα δεξιά. Στις περιπτώσεις αυτές
ακολουθούμε σχεδόν πάντα τη σύμβαση αθροίσεως του Einstein. Σύμφωνα με τη
σύμβαση αυτή το σύμβολο της αθροίσεως ∑ παραλείπεται εντελώς και εννοείται
ότι η άθροιση γίνεται ως προς τον επαναλαμβανόμενο (δύο φορές, ακριβώς δύο!)
δείκτη, το δείκτη της αθροίσεως. Εδώ μάλιστα, στον τριδιάστατο χώρο, εννοείται
ότι το i και το k παίρνουν τιμές από 1 μέχρι 3. Ανάλογα στο διδιάστατο χώρο από 1
μέχρι 2. Σύμφωνα λοιπόν με τη σύμβαση αθροίσεως του Einstein οι δύο πιο πάνω
σχέσεις (1.1.17) και (1.1.18) παίρνουν τις πιο απλές στο συμβολισμό μορφές τους

xk = ckixi και xi = ckixk (1.1.22)

αντίστοιχα. Στην πρώτη σχέση στο δεξιό μέλος της εννοείται ότι η άθροιση γίνεται
ως προς i, δηλαδή ο επαναλαμβανόμενος δείκτης (δύο φορές) είναι το i και ο ελεύ-
θερος δείκτης είναι το k. Αντίθετα στη δεύτερη σχέση στο δεξιό μέλος της εννοείται
ότι η άθροιση γίνεται ως προς k, δηλαδή ο επαναλαμβανόμενος δείκτης (δύο φορές)
είναι το k και ο ελεύθερος δείκτης είναι το i. Και στις δύο περιπτώσεις η άθροιση εν-
νοείται ότι γίνεται από 1 έως 3 στον τριδιάστατο χώρο (εδώ, Σχήμα Ε1.1) και από 1
έως 2 στην ειδική περίπτωση του διδιάστατου χώρου (Άσκηση Ε1.1 λίγο πιο πάνω).

Παραδείγματος χάρη, με βάση αυτήν τη σύμβαση της αθροίσεως του Einstein
για ένα τετραγωνικό μητρώο A διαστάσεων n× n με στοιχεία Aij (i, j = 1, 2,… , n) το
ίχνος του, δηλαδή το άθροισμα των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου του, θα είναι
απλά Aii με το σύμβολο αυτό να δηλώνει προφανώς το σχετικό άθροισμα από i = 1
έως i = n, δηλαδή το άθροισμα Aii = ∑n

i=1Aii. Ανάλογα το διάνυσμα θέσεως r στις
σχέσεις (1.1.1) και (1.1.2) μπορεί να γραφεί πιο απλά στη μορφή

r = xiei = x iei ή r = xkek = xkek κλπ. (1.1.23)

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ IV για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Ε1.1: ΣΤΡΟΦΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΩΝ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ 11

v Παράδειγμα
Ενότητα Ε1.1

t Παράδειγμα E1.1 z Εξίσωση του Laplace
Σε πάρα πολλά προβλήματα του Πολιτικού Μηχανικού, αλλά και του Μηχανικού
γενικότερα, παρουσιάζεται ο τελεστής του Laplace ∇2. Αυτός εφαρμόζεται σε μια
κατάλληλα παραγωγίσιμη συνάρτηση u = u(x1, x2, x3). Στις τρεις διαστάσεις έχουμε

∇2u = 𝜕
2u
𝜕x21

+ 𝜕
2u
𝜕x22

+ 𝜕
2u
𝜕x23

=
3


i=1

𝜕2u
𝜕xi𝜕xi

= 𝜕2u
𝜕xi𝜕xi

. (1.1.24)

Εδώ χρησιμοποιήσαμε πρώτα το σύμβολο της αθροίσεως ∑ και στη συνέχεια για
να απαλλαγούμε και από αυτό τη σύμβαση αθροίσεως του Einstein για επαναλαμ-
βανόμενο δείκτη, εδώ το δείκτη i. Εντούτοις αυτός ο επαναλαμβανόμενος δείκτης
παρουσιάζεται εδώ σε παράγωγο. Αυτό όμως δε μας ενοχλεί καθόλου: η σύμβαση
αθροίσεως του Einstein συνεχίζει να ισχύει και σε τέτοιες παράξενες περιπτώσεις. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.1t Άσκηση E1.2 z Ρευστομηχανική: ροή ρευστού

Θεωρούμε τη μόνιμη (σταθερή) τριδιάσταστη ροή ιδεατού ρευστού με διανυσμα-
τική ταχύτητα

v = v1e1 + v2e2 + v3e3 . (1.1.25)

Ζητούνται: (α) Να γραφεί αυτή η ταχύτητα v με τη χρήση αθροίσματος και στη συ-
νέχεια με χρήση και της συμβάσεωςαθροίσεως τουEinstein χωρίς πια το σύμβολο∑ .
(β) Να γραφεί ανάλογα (με άθροισμα και τελικά με τη χρήση και της συμβάσεως
αθροίσεως του Einstein) η απόκλιση (divergence) της ταχύτητας v που ορίζεται με
βάση τον πολύ γνωστό μας από τη Διανυσματική Ανάλυση σχετικό τύπο

divv = ∇ ⋅ v = 𝜕v1𝜕x1
+ 𝜕v2𝜕x2

+ 𝜕v3𝜕x3
. (1.1.26)

(γ) Τι δηλώνει από φυσική άποψη στη Ρευστομηχανική η εξίσωση divv = 0 στην
παρούσα άσκηση, όπου έχουμε μόνιμη ροή ιδεατού ρευστού; s

Ε1.1.3
Ε1.1.3. Το δέλτα του Kronecker

Ένα πολύ χρήσιμο σύμβολο στους τανυστές είναι το δέλτα του Kronecker δij εδώ
στον τριδιάστατο χώρο με i, j = 1, 2, 3. Αυτό το σύμβολο δij ορίζεται ως εξής:

δij =
⎧⎪
⎨⎪⎩

1 για i = j,
0 για i ≠ j .

(1.1.27)

Το σχετικό συμμετρικό (και διαγώνιο!) μητρώο δ με στοιχεία του τα δij είναι το εξής:

δ =
⎡
⎢
⎢
⎣

δ11 δ12 δ13
δ21 δ22 δ23
δ31 δ32 δ33

⎤
⎥
⎥
⎦
=
⎡
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎦
. (1.1.28)

Δηλαδή το δέλτα του Kronecker δij παίρνει την τιμή 1, όταν οι δύο δείκτες του i
και j είναι ίσοι (δηλαδή i = j), και την τιμή 0, όταν οι δύο δείκτες του i και j είναι
διαφορετικοί (δηλαδή i ≠ j). Τόσο απλά!
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Με τη χρήση του ορισμού (1.1.27) του δέλτα του Kronecker δij μπορούμε για
παράδειγμα να αποδείξουμε ότι για ένα μέγεθος Aij δευτέρας τάξεως, δηλαδή με
δύο δείκτες i και j και 32 = 9 συνιστώσες Aij, ισχύει η ακόλουθη σχέση:

δkjAij = Aik . (1.1.29)

Η σχέση αυτή καλείται ιδιότητα της αντικαταστάσεως του δέλτα του Kronecker.
Για την απόδειξή της παρατηρούμε ότι εδώ ο δείκτης j είναι επαναλαμβανόμε-

νος. Άρα έχουμε αριστερά το άθροισμα δk1Ai1 + δk2Ai2 + δk3Ai3. Και τώρα κάνουμε
διάκριση τριών περιπτώσεων: Πρώτα, αν k = 1, το άθροισμα αυτό μας δίνει Ai1 με
βάση τον ορισμό (1.1.27) του δij, επειδή δ11 = 1, ενώ δ12 = δ13 = 0. Άρα για k = 1
ισχύει η προς απόδειξη σχέση (1.1.29). Εντελώς ανάλογα μπορούμε να διαπιστώ-
σουμε ότι ισχύει για k = 2 και για k = 3. Επομένως, αφού τα i και k παίρνουν τιμές
από 1 έως 3, η πιο πάνω σχέση (1.1.29) ισχύει σε κάθε περίπτωση. Με απόλυτα ανά-
λογο τρόπο μπορούν να αποδειχθούν και πολλές παρόμοιες σχέσεις, π.χ. η σχέση

δkpAijkm = Aijpm . (1.1.30)

Δηλαδή κι εδώ ο ελεύθερος δείκτης (εδώ το p) του δkp αριστερά παίρνει δεξιά τη θέση
του δείκτηαθροίσεως, του επαναλαμβανόμενου δείκτη (εδώ του k) στο μέγεθοςAijkm.
Και φυσικά το δkp δεν παρουσιάζεται δεξιά.

Ανάλογα μπορούμε να γράψουμε και άλλες παρόμοιες σχέσεις με την ιδιότητα
της αντικαταστάσεως του δέλτα του Kronecker δij. Για παράδειγμα, πολύ συχνά
χρησιμοποιούμε την απλή και με ανάλογη απόδειξη σχέση

δijAj = Ai ή δijAi = Aj . (1.1.31)

Παρουσιάζουμε τώρα και μια ακόμη εφαρμογή του δέλτα του Kronecker. Από
το μητρώο των συνημιτόνωνC στη σχέση (1.1.15), το επαναλαμβάνουμε κι εδώ αμέ-
σως πιο κάτω, και τις σχέσεις (1.1.19) κατανοούμε ότι η πρώτη γραμμή του μητρώου

C =
⎡
⎢
⎢
⎣

c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

⎤
⎥
⎥
⎦
, (1.1.32)

δηλαδή η γραμμή {c11 c12 c13}, δηλώνει τις τρεις συνιστώσες του μοναδιαίου δια-
νύσματος e1 ως προς το πρώτο σύστημα συντεταγμένων (χωρίς τόνους). Ανάλογα
η δεύτερη γραμμή του ίδιου μητρώου C δηλώνει τις συνιστώσες του μοναδιαίου
διανύσματος e2. Τέλος η τρίτη γραμμή και πάλι του ίδιου μητρώου C δηλώνει τις
συνιστώσες του μοναδιαίου διανύσματος e3. Αυτά όμως τα τρία μοναδιαία διανύ-
σματα e1, e2 και e3 είναι επίσης κάθετα μεταξύ τους και ισχύουν οι σχέσεις (1.1.5).
Τις υπενθυμίζουμε κι αυτές τις έξι σχέσεις

e1e1 = e2e2 = e3e3 = 1 και e1e2 = e2e3 = e3e1 = 0. (1.1.33)

Με βάση τις αριστερά πιο πάνω σχέσεις πρέπει να ισχύουν και οι τρεις σχέσεις

c211 + c212 + c213 = c221 + c222 + c223 = c231 + c232 + c233 = 1, (1.1.34)

αφού πρόκειται για τρία μοναδιαία διανύσματα: τα e1, e2 και e3, σχέσεις (1.1.33).
Ανάλογα με βάση τις δεξιά σχέσεις (1.1.33) πρέπει να ισχύουν και οι τρεις σχέσεις

c11c21 + c12c22 + c13c23 = c21c31 + c22c32 + c23c33 = c31c11 + c32c12 + c33c13 = 0, (1.1.35)
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επειδή πρόκειται και για κάθετα μεταξύ τους διανύσματα: πάλι τα e1, e2 και e3.
Πολλές (έξι συνολικά) σχέσεις μαζεύτηκαν. Ας απλοποιήσουμε λίγο την κατά-

σταση. Με χρήση του δέλτα του Kronecker δij καθώς και της συμβάσεως αθροίσεως
του Einstein διαπιστώνουμε σχετικά εύκολα ότι και οι έξι αυτές σχέσεις μπορούν να
απλοποιηθούν στην εξής ενιαία και ταυτόχρονα πολύ απλή μορφή τους

cikcjk = δij. (1.1.36)

Ας μην έχουμε λοιπόν αμφιβολίες: τόσο η σύμβαση της αθροίσεως του Einstein όσο
και το δέλτα του Kronecker δij μας είναι χρήσιμα εργαλεία στους τανυστές που εξε-
τάζουμε (καλύτερα θα εξετάσουμε) εδώ. Αλλιώς απλά δε θα τα αναφέραμε καθόλου!

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.1t Άσκηση E1.3 z Δέλτα του Kronecker

Με τη χρήση των διανυσμάτων ei στο πρώτο (στο αρχικό) σύστημα Καρτεσιανών
συντεταγμένων Ox1x2x3 να αποδειχθεί λεπτομερώς και η ανάλογη σχέση

cijcik = δjk . (1.1.37)

Και οι δύο σχέσεις (1.1.36) και (1.1.37) είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσες και χρήσιμες.
Η πρώτη με βάση τα διανύσματα ek, ενώ η δεύτερη με βάση τα διανύσματα ei. s

Ε1.1.4
Ε1.1.4. Το σύμβολο του Levi–Civita

Έναακόμηπάραπολύ χρήσιμο σύμβολο στους τανυστές, ακριβώς όπως το δέλτα
του Kronecker δij, είναι το σύμβολο του Levi–Civita εijk, που μερικές φορές καλεί-
ται και μεταθετικό σύμβολο και λίγο πιο σπάνια σύμβολο εναλλαγής. Το σύμβολο
αυτό εijk ορίζεται ως εξής:

εijk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, εάν οι τρεις δείκτες i, j, k είναι διαφορετικοί
και σε κυκλική μετάθεση: 123, 231 και 312.

−1, εάν οι τρεις δείκτες i, j, k είναι διαφορετικοί
και σε αντίστροφη κυκλική μετάθεση: 321, 213 και 132.

0, εάν οποιοιδήποτε δύο από τους τρεις δείκτες i, j, k
είναι ίσοι μεταξύ τους: i = j ή j = k ή k = i (ή i = j = k).

(1.1.38)

Πιο αναλυτικά το σύμβολο του Levi–Civita (ή μεταθετικό σύμβολο) εijk παίρνει με
βάση τον πιο πάνω ορισμό του (1.1.38) τις ακόλουθες τρεις τιμές:

ε123 = ε231 = ε312 = 1,

ε321 = ε213 = ε132 = −1, (1.1.39)

εijk = 0 σε κάθε άλλη περίπτωση.

Δηλαδή τονίζουμε ότι εijk = 0 κάθε φορά που δύο τουλάχιστον από αυτούς τους
τρεις δείκτες i, j και k είναι ίσοι μεταξύ τους (ή φυσικά και οι τρεις τους είναι ίσοι).

Είναι πολύ χρήσιμο το σύμβολο του Levi–Civita (ή μεταθετικό σύμβολο) εijk. Και
πρώτα–πρώτα με τη βοήθειά του μπορούμε να εκφράσουμε το γνωστό μας εξωτε-
ρικό γινόμενο C = A × B δύο διανυσμάτων A και B. Το γινόμενο αυτό εκφράζεται
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με χρήση των συνιστωσώνAi καιBi των διανυσμάτωνA καιB συνοπτικά στη μορφή

C = A × B =



e1 e2 e3
A1 A2 A3

B1 B2 B3




(1.1.40)

φυσικά με e1, e2 και e3 τα τρία μοναδιαία διανύσματα του συστήματος Καρτεσια-
νών συντεταγμένων Ox1x2x3. Πιο αναλυτικά το εξωτερικό γινόμενο C = A × B
εκφράζεται με τις τρεις συνιστώσες του

C1 = A2B3 − A3B2 , C2 = A3B1 − A1B3 και C3 = A1B2 − A2B1 . (1.1.41)

Διαπιστώνουμε ότι αυτές οι τρεις συνιστώσεςCi του εξωτερικού γινομένουC = A×B
γράφονται και στη μορφή

Ci = εijkAjBk . (1.1.42)
. Άσκηση
Ενότητα Ε1.1

t Άσκηση E1.4 z Εξωτερικό γινόμενο διανυσμάτων
Να αποδειχθεί αναλυτικά (για i = 1, i = 2 και i = 3) η ισχύς του τύπου (1.1.42). s

Ανάλογα πάλι με τη βοήθεια του συμβόλου του Levi–Civita (ή μεταθετικού συμ-
βόλου) μπορούμε να εκφράσουμε μια ορίζουσα τρίτης τάξεως, π.χ. την ορίζουσα

D =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



. (1.1.43)

Με ανάπτυγμα αυτής της ορίζουσας D διαπιστώνουμε εύκολα ότι εκφράζεται και
στη μορφή

D = εijka1ia2ja3k . (1.1.44)
. Άσκηση
Ενότητα Ε1.1

t Άσκηση E1.5 z Ορίζουσα τρίτης τάξεως
Να αποδειχθεί αναλυτικά η ισχύς του πιο πάνω τύπου (1.1.44) για τον υπολογισμό
της ορίζουσας τρίτης τάξεως (1.1.43). s

Επίσης για το μικτό γινόμενο A ⋅ (B × C) = B ⋅ (C × A) = C ⋅ (A × B) τριών
διανυσμάτων A, B και C γνωρίζουμε ότι υπολογίζεται τελικά από την ορίζουσα

A ⋅ (B × C) =



A1 A2 A3

B1 B2 B3
C1 C2 C3



= εijkAiBjCk (1.1.45)

σύμφωνα με τον τύπο (1.1.44) για τον υπολογισμό μιας ορίζουσας τρίτης τάξεωςD.
Βέβαια εδώ μπορούμε να επαληθεύσουμε και απευθείας τη δεξιά έκφραση εijkAiBjCk
του μικτού γινομένου A ⋅ (B × C).

Παρακάτω στην Παράγραφο Ε1.6.4 θα δούμε πώς εκφράζεται και ο στροβιλι-
σμός (ή περιστροφή) ∇ × v ή curl v ενός διανύσματος (ή διανυσματικού μεγέθους
ή διανυσματικού πεδίου) v = v(x1, x2, x3) και πάλι με τη χρήση του συμβόλου εijk
του Levi–Civita (ή μεταθετικού συμβόλου): τύπος (1.6.19) εκεί.
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Ε1.2
Ε1.2. ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΤΑΝΥΣΤΗ ΚΑΙ ΕΙΔΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ

Προχωράμε τώρα στο γενικό ορισμό του τανυστή και έπειτα θα αναφερθούμε
σε ορισμένες απλές ειδικές περιπτώσεις του.

Ε1.2.1
Ε1.2.1. Ορισμός του τανυστή

Με βάση όσα εκθέσαμε στην προηγούμενη ενότητα είμαστε τώρα έτοιμοι να
προχωρήσουμε στην κύρια ενότητα αυτού του κεφαλαίου που αφορά στον ορισμό
του τανυστή. Στην επόμενη ενότητα θα αναφερθούμε και σε τέσσερις πράξεις που
αφορούν επίσης στους τανυστές.

t ΟΡΙΣΜΟΣ E1.1 (Τανυστής): Λέμε ότι ένα μέγεθος A με συνιστώσες Aijk…m ή πιο

l ΟΡΙΣΜΟΣ

απλά ένα μέγεθος Aijk…m είναι τανυστής τάξεως n, εάν έχει n ελεύθερους δείκτες
i, j, k,… ,m και επιπλέον, αυτό που είναι το βασικό στον ορισμό του τανυστή, σε
στροφή τουΚαρτεσιανού συστήματος συντεταγμένων οι νέες συνιστώσες τουApqr…t
δίνονται από τις αρχικές συνιστώσες του Aijk…m με βάση τον τύπο

Apqr…t = cpicqjcrk… ctmAijk…m . (1.2.1)

Στον τύπο αυτό οι ποσότητες cαβ είναι τα συνημίτονα που ορίστηκαν πιο πάνω στις
σχέσεις (1.1.14) και σχηματίζουν το σχετικό μητρώο C στη σχέση (1.1.15). s

t Παρατήρηση E1.2: Μπορεί να αποδειχθεί ότι σαν ορισμός του ίδιου τανυστήA
ä Παρατήρηση

ή ισοδύναμα Aijk…m μπορεί να χρησιμοποιηθεί και η απόλυτα ανάλογη σχέση

Aijk…m = cpicqjcrk… ctmApqr…t . (1.2.2)

Με αυτήν πηγαίνουμε απλά από το δεύτερο σύστημαΚαρτεσιανών συντεταγμένων
στο πρώτο αντί από το πρώτο στο δεύτερο, όπως έγινε αρχικά στη σχέση (1.2.1). s

l Σημείωση:Προφανώς όλοι οι δείκτες ενός τανυστή (και οι n δείκτες του!) παίρ- Σημείωση
νουν τιμές από 1 μέχρι 3 στον τριδιάστατο χώρο και από 1 μέχρι 2 στο διδιάστατο
χώρο, π.χ. i = 1, 2, 3 και i = 1, 2 αντίστοιχα για το δείκτη i.

Βέβαια ο παραπάνω ορισμός (1.2.1) του τανυστή τάξεως n είναι ένας πάρα πολύ
γενικός ορισμός που αφορά σε κάθε τάξη n του τανυστή. Ας τον εξειδικεύσουμε
τώρα για τάξεις του τανυστή n = 0, n = 1, n = 2, n = 3 και n = 4.

Ε1.2.2
Ε1.2.2. Τανυστές μηδενικής τάξεως: βαθμωτά μεγέθη

Πρόκειται για την απλούστερη περίπτωση, όπου δεν έχουμε κανέναν απολύτως
δείκτη στον τανυστή A (n = 0). Εδώ έχουμε απλά ένα βαθμωτό μέγεθος A και ο πιο
πάνω γενικός ορισμός (1.2.1) του τανυστή παίρνει την τετριμμένη μορφή του

A = A (1.2.3)

που δεν έχει κανένα απολύτως συνημίτονο cαβ. Δηλαδή, με πολύ απλά λόγια, το
βαθμωτό μέγεθος (ή ισοδύναμα ο τανυστής μηδενικής τάξεως) δε μεταβάλλεται,
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όταν στραφεί το σύστημα των Καρτεσιανών συντεταγμένων. Αυτό είναι προφανές
από τη σχέση (1.2.3), που είναι φυσικά σύμφωνη με το γενικό ορισμό του τανυστή
στη σχέση (1.2.1), εδώ βέβαια με n = 0 ελεύθερους δείκτες. Είναι εξάλλου προφανές
πως εδώ (με n = 0) οι δύο σχέσεις (1.2.1) και (1.2.2) συμπίπτουν: A = A και A = A .

Ξέρουμε πάρα πολλά βαθμωτά φυσικά μεγέθη (τανυστές μηδενικής τάξεως),
όπως είναι η απόσταση d δύο σημείων, η μάζαm ενός υλικού σημείου, η ενέργεια E,
ο χρόνος t, η πίεση p, η πυκνότητα ρ και πολλά–πολλά άλλα. Δεν υπάρχει κάτι το
δύσκολο σ’ αυτήν την τόσο απλή περίπτωση του τανυστή μηδενικής τάξεως (n = 0).

Ε1.2.3
Ε1.2.3. Τανυστές πρώτης τάξεως: διανύσματα

Πρόκειται για την αμέσως πιο δύσκολη, αλλ’ εντούτοις αρκετά απλή περίπτωση,
που αφορά στα διανύσματα ή διανυσματικά μεγέθη. Ένα τέτοιο μέγεθος A με συ-
νιστώσες Ai έχει ένα μόνο ελεύθερο δείκτη και ο πιο πάνω γενικός ορισμός (1.2.1)
του τανυστή που αφορά στη στροφή του συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων
παίρνει την πολύ απλή μορφή

Ap = cpiAi (1.2.4)

που έχει ένα μόνο συνημίτονο: το cpi. Δηλαδή, πάλι με απλά λόγια, οι συνιστώ-
σες Ai του διανύσματος ή διανυσματικού μεγέθους (ή ισοδύναμα τανυστή πρώτης
τάξεως) A μεταβάλλονται, όταν στραφεί το σύστημα των Καρτεσιανών συντεταγ-
μένων σύμφωνα με τον τύπο (1.2.4). Αυτός ο τύπος είναι φυσικά σύμφωνος με το
γενικό ορισμό του τανυστή στη σχέση (1.2.1), εδώ βέβαια με έναν ελεύθερο δείκτη.

Γνωρίζουμε πάρα πολλά διανύσματα ή διανυσματικά μεγέθη (τανυστές πρώτης
τάξεως), όπως είναι το διάνυσμα θέσεως r στο χώρο, η ταχύτητα v, η επιτάχυνση a,
η δύναμη F, η διανυσματική γωνιακή ταχύτητα ω (όχι απλά το μέτρο της ω) και
πολλά–πολλά άλλα. Και αυτή εδώ η περίπτωση (η περίπτωση των διανυσμάτων)
μας είναι ήδη γνωστή και δεν παρουσιάζει καμία ιδιαίτερη δυσκολία.

Στο σημείο αυτό σημειώνουμε ότι για ένα διάνυσμα A (ή πιο απλά Ai) o πιο
πάνω τύπος (1.2.4) συμπίπτει ουσιαστικά με τον πρώτο τύπο (1.1.22) της προηγού-
μενης Ενότητας Ε1.1 για τις συνιστώσες του διανύσματος θέσεως r, εκεί όμως με x
αντί για A και με k αντί για p.

v Παράδειγμα
Ενότητα Ε1.2 t Παράδειγμα E1.2 z Διανύσματα

Να αποδειχθεί ότι η σχέση ορισμού (1.2.4) του διανύσματος Ai μας οδηγεί στην
αντίστοιχη σχέση ορισμού του

Ai = cpiAp (1.2.5)

που προκύπτει στη συγκεκριμένη απλή περίπτωση (με n = 1) από τη σχέση (1.2.2).

ë Λύση: Απλά εδώ οφείλουμε να αποδείξουμε ότι η σχέση (1.2.4) μας οδηγεί στηΛύση
σχέση (1.2.5), στην εναλλακτική σχέση ορισμού ενός διανύσματος. Προς το σκοπό
αυτό πολλαπλασιάζουμε τη σχέση (1.2.4) επί cpj μη λησμονώντας βέβαια την τώρα
πια γνωστή μας σύμβαση αθροίσεως του Einstein. Έτσι παίρνουμε

cpjAp = cpjcpiAi . (1.2.6)

Αλλ’ από τη γνωστή μας και ιδιαίτερα χρήσιμη σχέση (1.1.37), τη σχέση cijcik = δjk,
προκύπτει εδώ ότι

cpjcpi = δji = δij , αφού δji = δij . (1.2.7)
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Κατά συνέπεια η σχέση (1.2.6) παίρνει τώρα την απλοποιημένη μορφή της

cpjAp = δijAi . (1.2.8)

Γνωρίζουμε όμως από τη σχέση (1.1.31) (την ιδιότητα της αντικαταστάσεως του
δέλτα του Kronecker δij) ότι

δijAi = Aj . (1.2.9)

Επομένως η παραπάνω σχέση (1.2.8) παίρνει την ακόμη πιο απλή μορφή της

cpjAp = Aj . (1.2.10)

Αυτή φυσικά συμπίπτει με τη σχέση (1.2.5) που θέλαμε να αποδείξουμε απλά αλ-
λάζοντας μεταξύ τους τα σύμβολα των δεικτών i και j και επίσης χρησιμοποιώντας
την ιδιότητα της ισότητας ότι a = b συνεπάγεται b = a. (Και έχουμε το δικαίωμα να
αλλάζουμε τα σύμβολα σε δείκτες, αρκεί να μην προκαλείται καμία σύγχυση!) s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.2t Άσκηση E1.6 z Διανύσματα

Να αποδειχθεί ανάλογα ότι η σχέση (1.2.5) (δεύτερος ορισμός του διανύσματος Ai)
οδηγεί στη σχέση (1.2.4) (πρώτος, βασικός ορισμός του ίδιου διανύσματος Ai). s

Ε1.2.4
Ε1.2.4. Τανυστές δευτέρας τάξεως

Εδώ πρόκειται βέβαια για την πρώτη ιδιαίτερα σημαντική περίπτωση τανυστών
πέρα από τα βαθμωτά μεγέθη και τα διανύσματα (ή διανυσματικά μεγέθη). Εδώ οι
συνιστώσες Aij του τανυστή A έχουν δύο ελεύθερους δείκτες: το i και το j. Άρα πρό-
κειται για τανυστή δευτέρας τάξεως (με τάξη n = 2). Στην περίπτωση αυτή (με δύο
ελεύθερους δείκτες) ο γενικός ορισμός (1.2.1) του τανυστή, που αφορά στην αλλαγή
συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων, παίρνει τη λίγο πιο πολύπλοκη (σχετικά
με τα διανύσματα) μορφή του

Apq = cpicqjAij , (1.2.11)

που έχει δύο συνημίτονα: το cpi και το cqj. Δηλαδή, πάλι με απλά λόγια, οι συνιστώ-
σες Aij του τανυστή δευτέρας τάξεως A μεταβάλλονται, όταν στραφεί το σύστημα
των Καρτεσιανών συντεταγμένων, σύμφωνα με τον τύπο (1.2.11). Αυτός εδώ ο τύ-
πος είναι φυσικά σύμφωνος με το γενικό ορισμό του τανυστή στη σχέση (1.2.1), εδώ
βέβαια με δύο (n = 2) ελεύθερους δείκτες: τανυστής δευτέρας τάξεως. Σημειώνουμε
επίσης ότι εδώ στο δεξιό μέλος αυτής της σχέσεως ορισμού (1.2.11) του τανυστή δευ-
τέρας τάξεως έχουμε σύμφωνα με τη σύμβαση αθροίσεως του Einstein διπλό άθροι-
σμα. Αυτό συμβαίνει, επειδή έχουμε δύο επαναλαμβανόμενους δείκτες: τους i και j.

Γνωρίζουμε ήδη μερικούς (αν και όχι και πολλούς!) τανυστές δευτέρας τάξεως
κυρίως από τη Μηχανική των Υλικών: αυτοί είναι ο τανυστής των τάσεων σ (ή πιο
απλά σij), ο τανυστής των παραμορφώσεων ε (ή πιο απλά εij) και ο τανυστής των
ροπών αδρανείας I (ή πιο απλά Iij). Επίσης αυτή η περίπτωση των τανυστών δευτέ-
ρας τάξεως είναι πιο δύσκολη από την προηγούμενη περίπτωση των διανυσμάτων
(τανυστών πρώτης τάξεως) και θα της δώσουμε εδώ κάπως μεγαλύτερη βαρύτητα.

v Παράδειγμα
Ενότητα Ε1.2t Παράδειγμα E1.3 z Τανυστές δευτέρας τάξεως

Νααποδειχθεί ότι έναμέγεθος δευτέρας τάξεωςA (ή πιο απλάAij) που οι συνιστώσες
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του επαληθεύουν τις σχέσεις
Aij = cpicqjApq (1.2.12)

στη στροφή του συστήματος των Καρτεσιανών συντεταγμένων είναι ένας τανυστής
δευτέρας τάξεως. Σημειώνουμε ότι οι σχέσεις αυτές προέρχονται από το δεύτερο
ορισμό (1.2.2) του γενικού τανυστή n τάξεως (εδώ απλά με n = 2).

ë Λύση:Απλά εδώ έχουμε την υποχρέωση να αποδείξουμε ότι η σχέση (1.2.12) μαςΛύση
οδηγεί στη σχέση (1.2.11) ορισμού του τανυστή δευτέρας τάξεως (με n = 2). Προς το
σκοπό αυτό πολλαπλασιάζουμε τη σχέση (1.2.12) επί cricsj μη λησμονώντας βέβαια
την τώρα πια τόσο γνωστή μας σύμβαση αθροίσεως του Einstein. Έτσι παίρνουμε

cricsjAij = cricsjcpicqjApq . (1.2.13)

Φέρνοντας τώρα το αριστερό μέλος στο δεξιό ή αντίστροφα και αλλάζοντας επίσης
τη σειρά του όρου cpi στο καινούργιο αριστερό μέλος, παίρνουμε

(cricpi)(csjcqj)Apq = cricsjAij . (1.2.14)

Τώρα, χρησιμοποιώντας το βασικό τύπο (1.1.36) για τα συνημίτονα cαβ, δηλαδή
τον τύπο cikcjk = δij, στην περίπτωσή μας διαπιστώνουμε ότι στο αριστερό μέλος της
σχέσεως (1.2.14)

cricpi = δrp και επίσης ότι csjcqj = δsq . (1.2.15)

Επομένως η πιο πάνω σχέση (1.2.14) απλοποιείται τώρα στη μορφή

δrpδsqApq = cricsjAij . (1.2.16)

Με βάση όμως τη γνωστή ιδιότητα της αντικαταστάσεως (1.1.29) του δέλτα του
Kronecker δij είναι σαφές ότι

δsqApq = Aps . (1.2.17)

Επομένως η παραπάνω σχέση (1.2.16) παίρνει την ακόμη πιο απλή μορφή της

δrpAps = cricsjAij . (1.2.18)

Και τώρα με μια δεύτερη χρήση της ίδιας και τόσο χρήσιμης ιδιότητας της αντικα-
ταστάσεως (1.1.29), εδώ στη λίγο διαφορετική μορφή της (με διαφορετικούς δείκτες)

δrpAps = Ars (1.2.19)

(θυμόμαστε βέβαια ότι δij = δji) η σχέση (1.2.18) γράφεται τελικά στη μορφή

Ars = cricsjAij . (1.2.20)

Άρααποδείχθηκε έτσι ότι ισχύει ο ορισμός του τανυστή δευτέρας τάξεως (1.2.11),
ο οποίος προέκυψε βέβαιααπό το γενικό ορισμό του τανυστή (1.2.1) για n = 2.Απλά
εδώ προέκυψαν οι διαφορετικοί δείκτες r και s αντί για τους δείκτες p και q στον
ορισμό (1.2.11) του τανυστή δευτέρας τάξεως Aij. Όμως τα σύμβολα στους δείκτες
δεν έχουν καμία απολύτως ουσιαστική σημασία. Επομένως ναι, αν ένα μέγεθος Aij
δευτέρας τάξεως (με n = 2) επαληθεύει τις σχέσεις (1.2.12), τότε είναι πραγματικά
τανυστής δευτέρας τάξεως, επειδή επαληθεύει και τις σχέσεις (1.2.11) ορισμού του
τανυστή δευτέρας τάξεως.Άραοι σχέσεις (1.2.12) μπορούν θαυμάσια να θεωρούνται
και να χρησιμοποιούνται σαν δεύτερος ορισμός του τανυστή δευτέρας τάξεως. s
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. Άσκηση
Ενότητα Ε1.2

t Άσκηση E1.7 z Τανυστές δευτέρας τάξεως
Να αποδειχθεί ότι ένας τανυστής δευτέρας τάξεως A (ή ισοδύναμα Aij) επαληθεύει
τις σχέσεις (1.2.12). Πρόκειται φυσικά για την αντίστροφη διαδικασία και έτσι ολο-
κληρώνεται η απόδειξη της ισοδυναμίας των σχέσεων (1.2.11) και (1.2.12). Άρα μπο-
ρούν και οι δύο αυτές σχέσεις να χρησιμοποιούνται εξίσου καλά σαν ορισμοί ενός
τανυστή δευτέρας τάξεως, αφού η καθεμιά τους έχει σαν συνέπεια την άλλη. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.2t Άσκηση E1.8 z Δέλτα του Kronecker

Για το δέλτα του Kronecker δij που ορίζεται με βάση τη σχέση (1.1.27) (σε κάθε σύ-
στημα Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3) (α) να αποδειχθεί ότι είναι τανυστής
δευτέρας τάξεως, δηλαδή ότι ισχύει η σχέση (1.2.11), προφανώς εδώ στη μορφή

δpq = cpicqjδij . (1.2.21)

(β)Με βάση αυτήν τη σχέση να επαληθευθεί ότι δpq = δpq, δηλαδή οι συνιστώσες του
δέλτα του Kronecker δε μεταβάλλονται με τη στροφή του συστήματος συντεταγμέ-
νων. Άρα, όπως θα δούμε στην Ενότητα Ε1.5, πρόκειται για ισότροπο τανυστή. s

Ε1.2.5
Ε1.2.5. Τανυστές τρίτης τάξεως

Απόλυτα ανάλογα ισχύουν και για τανυστές τρίτης τάξεως (με n = 3). Εδώ οι
συνιστώσες Aijk του τανυστή A έχουν τρεις ελεύθερους δείκτες: το i, το j και το k και
πρόκειται για τανυστή τρίτης τάξεως. Στην περίπτωση αυτή (με τρεις ελεύθερους
δείκτες) ο παραπάνω ορισμός (1.2.1) του τανυστή, που αφορά στην αλλαγή συστή-
ματος Καρτεσιανών συντεταγμένων, παίρνει την ακόμη πιο πολύπλοκη (σχετικά
με τους τανυστές δευτέρας τάξεως: με n = 2) μορφή του

Apqr = cpicqjcrkAijk , (1.2.22)

που έχει τώρα τρία συνημίτονα: το cpi, το cqj και το crk. Δηλαδή, ξανά με απλά λόγια,
οι συνιστώσες Aijk του τανυστή τρίτης τάξεως A μεταβάλλονται, όταν στραφεί το
σύστημα των Καρτεσιανών συντεταγμένων, σύμφωνα με τον τύπο (1.2.22). Αυτός
ο τύπος είναι ασφαλώς σύμφωνος με το γενικό ορισμό του τανυστή στη σχέση (1.2.1),
εδώ βέβαια με τρεις (n = 3) ελεύθερους δείκτες: τανυστής τρίτης τάξεως. Σημειώ-
νουμε επίσης ότι εδώ στο δεξιό μέλος αυτής της σχέσεως ορισμού (1.2.22) έχουμε
(σε συμφωνία με τη σύμβαση αθροίσεως του Einstein) ένα τριπλό άθροισμα. Αυτό
συμβαίνει, επειδή έχουμε τρεις επαναλαμβανόμενους δείκτες: τους δείκτες i, j και k.

Δεν ξέρουμε συγκεκριμένους τανυστές τρίτης τάξεως (αντίθετα με τους τανυστές
δευτέρας τάξεως). Απλά σημειώνουμε ότι το τόσο χρήσιμο σύμβολο του Levi–Civita
(ή μεταθετικό σύμβολο) εijk που εισαγάγαμε στηνΠαράγραφο Ε1.1.4 είναι τανυστής
τρίτης τάξεως. Αυτό μπορεί να αποδειχθεί με βάση τον ορισμό του (1.1.38) σε συν-
δυασμό με τον πιο πάνω τύπο (1.2.22), αλλά θα παραλείψουμε τη σχετική απόδειξη.

Ε1.2.6
Ε1.2.6. Τανυστές τετάρτης τάξεως

Ανάλογα ισχύουν παραπέρα και για τανυστές τετάρτης τάξεως (με n = 4). Εδώ
οι 34 = 81 συνιστώσεςAijkl του τανυστήA τετάρτης τάξεως έχουν τέσσερις ελεύθερους
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δείκτες: τους i, j, k και l. Έτσι πρόκειται για τανυστή τετάρτης τάξεως. Στην περί-
πτωση αυτή (με τέσσερις ελεύθερους δείκτες) ο γενικός ορισμός (1.2.1) του τανυστή,
που αφορά στην αλλαγή συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων, παίρνει την
ακόμη πιο πολύπλοκη (σχετικά με τους τανυστές χαμηλότερης τάξεως n) μορφή

Apqrs = cpicqjcrkcslAijkl . (1.2.23)

Σ’ αυτήν εδώ τη μορφή παρουσιάζονται τέσσερα συνημίτονα: το cpi, το cqj, το crk και
το csl. Και εύλογα δεξιά πρόκειται για τετραπλό άθροισμα, επειδή έχουμε τέσσερις
επαναλαμβανόμενους δείκτες: τους δείκτες i, j, k και l. Τετραπλό άθροισμα! Φοβερό!

Και μάλιστα ξέρουμε λίγο (όχι πολύ, μη λέμε ψέματα!) έναν τανυστή τετάρτης
τάξεως πάλι από τη Μηχανική των Υλικών. Πρόκειται για το γνωστό μας τανυστή
των ελαστικών σταθερών, δηλαδή απλά για τον τανυστή ελαστικότητας E και πιο
απλά Eijkl. Οι ίδιες οι συνιστώσες του τανυστή ελαστικότητας E είναι οι ελαστικές
σταθερές Eijkl του γενικά ανισότροπου ελαστικού υλικού. Αυτές εδώ οι ελαστικές
σταθερές Eijkl υπεισέρχονται στις σχέσεις που ισχύουν ανάμεσα στις τάσεις σij και
στις παραμορφώσεις εij, δηλαδή στο γενικευμένο νόμο τουHooke, που καλύπτει και
τα πιο γενικά ανισότροπα υλικά. Ο γενικευμένος νόμος του Hooke έχει τη μορφή

σ = Eε και σε μορφή με δείκτες σij = Εijkl εkl . (1.2.24)

Εδώ σ (ή ισοδύναμα σij) είναι ο τανυστής των τάσεων και ε (ή ισοδύναμα εij) είναι
ο τανυστής των παραμορφώσεων.

Και αντίστροφα υπάρχει και ο τανυστής F των ελαστικών συντελεστών ενδο-
τικότητας Fijkl, που είναι επίσης τετάρτης τάξεως και που δίνει τις παραμορφώσεις εij
από τις τάσεις σij με βάση τις απόλυτα ανάλογες γραμμικές σχέσεις

ε = Fσ και σε μορφή με δείκτες εij = Fijklσkl . (1.2.25)

Αργότερα, πιο κάτω, θα έχουμε την ευκαιρία νααναφερθούμε πιο εκτενώς στους
τανυστές των τάσεων σij, των παραμορφώσεων εij και των ελαστικών σταθερών Eijkl.
Προς το παρόν απλά κάνουμε υπομονή μέχρι να προχωρήσουμε στις πράξεις με
τους τανυστές καθώς και στον τόσο χρήσιμο νόμο του πηλίκου πάλι στους τανυστές.

Ε1.2.7
Ε1.2.7. Ισότητα τανυστών

Η ισότητα δύο τανυστών A και B είναι μάλλον προφανής και ορίζεται ως εξής:

t ΟΡΙΣΜΟΣ E1.2 (Ισότητα τανυστών): Δύο τανυστές A και B της ίδιας ακριβώς

l ΟΡΙΣΜΟΣ

τάξεως n καλούνται ίσοι, εάν και μόνο εάν όλες οι αντίστοιχες συνιστώσες τους είναι
ίσες μεταξύ τους, δηλαδή εάν και μόνο εάν

Αijk…m = Bijk…m (1.2.26)

για όλες τις τιμές όλων των δεικτών i, j, k,… ,m (n δείκτες) στις συνιστώσες αυτές. s

Για παράδειγμα, οι δύο τανυστές Aij και Bij είναι ίσοι, εάν και μόνο εάν Αij = Bij
για κάθε τιμή των δεικτών τους i και j, που στον τριδιάστατο χώρο παίρνουν τις
τρεις τιμές 1, 2 και 3. Ανάλογα στο διδιάστατο χώρο παίρνουν τις δύο τιμές 1 και 2.
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Ε1.3
Ε1.3. ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΤΟΥΣ ΤΑΝΥΣΤΕΣ

Στην ενότητα αυτή θα ορίσουμε τις τέσσερις βασικές πράξεις με τους τανυστές:
(α) τον πολλαπλασιασμό τανυστή επί πραγματικό αριθμό, (β) την πρόσθεση τανυ-
στών, (γ) τον πολλαπλασιασμό τανυστών και (δ) τη συστολή τανυστή.

Ε1.3.1
Ε1.3.1. Πολλαπλασιασμός τανυστή επί πραγματικό αριθμό

t ΟΡΙΣΜΟΣ E1.3 (Πολλαπλασιασμός τανυστή επί πραγματικό αριθμό): Το γι-

l ΟΡΙΣΜΟΣ

νόμενο ενός τανυστή A τάξεως n επί έναν πραγματικό αριθμό c είναι το μέγεθος B
πάλι τάξεως n με συνιστώσες

Bij…m = cAij…m . (1.3.1)

Αποδεικνύεται μάλιστα ότι αυτό το μέγεθος B είναι επίσης τανυστής τάξεως n. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.3t Άσκηση E1.9 z Πολλαπλασιασμός τανυστή επί πραγματικό αριθμό

Για τον τανυστή τετάρτης τάξεως Aijkl να αποδειχθεί (φυσικά με βάση τον ορισμό
των τανυστών) ότι το μέγεθος τετάρτης τάξεως Bijkl με συνιστώσες Bijkl = cAijkl, όπου
το c είναι ένας πραγματικός αριθμός, είναι επίσης τανυστής τετάρτης τάξεως. s

Ε1.3.2
Ε1.3.2. Πρόσθεση τανυστών

t ΟΡΙΣΜΟΣ E1.4 (Πρόσθεση τανυστών): Το άθροισμα δύο τανυστών A και B

l ΟΡΙΣΜΟΣ

της ίδιας ακριβώς τάξεως n ορίζεται σαν το μέγεθος C πάλι τάξεως n με συνιστώσες

Cij…m = Αij…m + Bij…m . (1.3.2)

Αποδεικνύεται μάλιστα ότι αυτό το μέγεθος C είναι επίσης τανυστής τάξεως n. s

v Παράδειγμα
Ενότητα Ε1.3t Παράδειγμα E1.4 z Πρόσθεση τανυστών

Ζητείται να αποδειχθεί ότι το άθροισμαCijkl των δύο τανυστών τετάρτης τάξεωςΑijkl
και Bijkl είναι επίσης τανυστής τετάρτης τάξεως (με n = 4).

ë Απόδειξη: Τα δύο μεγέθηΑijkl καιBijkl είναι τανυστές τετάρτης τάξεως (με n = 4). Απόδειξη
Επομένως γι’ αυτά θα ισχύει ο ορισμός του τανυστή (1.2.1) και ειδικότερα ο ορισμός
του τανυστή τετάρτης τάξεως (1.2.23) για τη μετατροπή των συνιστωσών τους από
το αρχικό σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων στο νέο σύστημα Καρτεσιανών
συντεταγμένων. Συγκεκριμένα γι’ αυτούς τους δύο τανυστέςΑijkl και Bijkl θα έχουμε

Apqrs = cpicqjcrkcslAijkl και Bpqrs = cpicqjcrkcslBijkl . (1.3.3)

Απλά τώρα προσθέτουμε κατά μέλη αυτές τις δύο σχέσεις και παίρνουμε

Apqrs + Bpqrs = cpicqjcrkcslAijkl + cpicqjcrkcslBijkl = cpicqjcrkcsl(Aijkl + Bijkl). (1.3.4)
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Αλλ’ αφού το μέγεθος Cijkl ορίζεται (εννοείται και στο πρώτο και στο δεύτερο
σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων) σαν το άθροισμα των δύο τανυστών Aijkl
και Bijkl, θα ισχύουν προφανώς οι δύο σχέσεις

Cijkl = Aijkl + Bijkl και επίσης Cpqrs = Apqrs + Bpqrs . (1.3.5)

Εδώ πήραμε μάλιστα το θάρρος να επιλέξουμε κατάλληλα τους δείκτες στη δεύτερη
σχέση. Έτσι κι αλλιώς, επαναλαμβάνουμε, το ποιους δείκτες χρησιμοποιούμε δεν
έχει καμία ουσιαστική, μαθηματική σημασία. Εμείς τους επιλέγουμε.

Και τώρα με βάση τις σχέσεις (1.3.5) από τις σχέσεις (1.3.4) συμπεραίνουμε ότι

Cpqrs = cpicqjcrkcslCijkl . (1.3.6)

Αλλά τούτη εδώ η σχέση απλά συμπίπτει με τη σχέση (1.2.23), εδώ όμως με C αντί
για A. Άρα το μέγεθος Cijkl, το άθροισμα των δύο τανυστών τετάρτης τάξεως Aijkl
και Bijkl, είναι κι αυτό τανυστής τετάρτης τάξεως (με n = 4). Πάρα πολύ ωραία! s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.3 t Άσκηση E1.10 z Γραμμικός συνδυασμός τανυστών

Ζητείται να αποδειχθεί ότι ο γραμμικός συνδυασμός

Cij = αAij + βBij (1.3.7)

δύο τανυστών δευτέρας τάξεως (με n = 2), των τανυστώνAij και Bij, με τα α και β δύο
πραγματικούς αριθμούς είναι επίσης τανυστής δευτέρας τάξεως. Υπόδειξη: Προφα-
νώς πρέπει να χρησιμοποιηθεί ο γενικός ορισμός (1.2.1) του τανυστή και καλύτερα
ο ορισμός (1.2.11) του τανυστή δευτέρας τάξεως, που είναι απλά ειδική περίπτωση
(για n = 2) του γενικού ορισμού (1.2.1) του τανυστή. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.3 t Άσκηση E1.11 z Μηχανική των Υλικών: τάσεις

Ένα γραμμικά ελαστικό μέσον καταπονείται ταυτόχρονα από τρία φορτία (ή καλύ-
τερα φορτίσεις). Το πρώτο φορτίο προκαλεί στο ελαστικό μέσον τις τάσεις σij, το δεύ-
τερο τις τάσεις sij και το τρίτο τις τάσεις τij. Γνωρίζουμε (ή μάλλον θα αποδείξουμε
αργότερα) ότι οι τάσεις σij, sij και τij είναι τανυστές δευτέρας τάξεως. Ζητούνται:
(α) Με εκτέλεση των σχετικών υπολογισμών να αποδειχθεί ότι η συνολική τάση

Sij = σij + sij + τij (1.3.8)

είναι κι αυτή τανυστής δευτέρας τάξεως. (β) Για ποιο λόγο υποθέσαμε το ελαστικό
μέσον μας ότι είναι και γραμμικό; (γ) Να εξηγηθεί εάν υπάρχει ή όχι και μη γραμ-
μική Ελαστικότητα πέρα από τη γραμμική Ελαστικότητα με την αναφορά μάλιστα
και του κλασικού σχετικού παραδείγματος στον απλό εφελκυσμό ράβδου. s

Ε1.3.3
Ε1.3.3. Πολλαπλασιασμός τανυστών

t ΟΡΙΣΜΟΣ E1.5 (Πολλαπλασιασμός τανυστών): Το γινόμενο δύο τανυστών

l ΟΡΙΣΜΟΣ

A (τάξεως n1) και B (τάξεως n2) ορίζεται σαν το μέγεθος C τάξεως n = n1 + n2 με
συνιστώσες

Cij…t = Αij…mBpq…t . (1.3.9)

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ IV για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Ε1.3: ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΤΟΥΣ ΤΑΝΥΣΤΕΣ 23

Αποδεικνύεται μάλιστα ότι αυτό το μέγεθος C είναι επίσης τανυστής προφανώς
τάξεως n = n1 + n2 ίσης με το άθροισμα των τάξεων των δύο τανυστών A και B. s

l Σημείωση: Ασφαλώς στην ειδική περίπτωση όπου ο ένας τανυστής (είτε ο A Σημείωση
είτε ο B) είναι βαθμωτό μέγεθος (τανυστής μηδενικής τάξεως) εδώ έχουμε απλά τον
πολλαπλασιασμό τανυστή επί πραγματικό αριθμό (Ορισμός Ε1.3).

v Παράδειγμα
Ενότητα Ε1.3t Παράδειγμα E1.5 z Πολλαπλασιασμός τανυστών

Να αποδειχθεί ότι το γινόμενο Cijklm των τανυστών Αij (δευτέρας τάξεως, με δύο
ελεύθερους δείκτες: n1 = 2) και Bklm (τρίτης τάξεως, με τρεις ελεύθερους δείκτες:
n2 = 3) είναι επίσης τανυστής, τώρα πέμπτης τάξεως (με n = n1 + n2 = 2 + 3 = 5
ελεύθερους δείκτες).

ë Απόδειξη: Τα δύο μεγέθηΑij καιBklm είναι τανυστές (δευτέρας και τρίτης τάξεως Απόδειξη
αντίστοιχα). Άρα γι’ αυτά θα ισχύει ο γενικός ορισμός του τανυστή (1.2.1) και ειδι-
κότερα οι ορισμοί των τανυστών δευτέρας τάξεως (1.2.11) και τρίτης τάξεως (1.2.22)
αντίστοιχα. Έτσι οι συνιστώσες τους μετατρέπονται από το αρχικό (το πρώτο) σύ-
στημαΚαρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3 στο νέο (στο δεύτερο) σύστημαΚαρτε-
σιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 (Σχήμα Ε1.1). Συγκεκριμένα με βάση αυτούς τους
τύπους (1.2.11) και (1.2.22) για τους δύο τανυστές Αij και Bklm που πολλαπλασιά-
ζουμε θα έχουμε

Apq = cpicqjAij και Brst = crkcslctmBklm . (1.3.10)

Τώρα με βάση τον ορισμό (1.3.9) του γινομένου C δύο τανυστών A και B, που
φυσικά ισχύει σε κάθε σύστημα συντεταγμένων, δηλαδή και στο αρχικό (στο πρώτο)
και στο νέο (στο δεύτερο) που προκύπτει με στροφή του πρώτου, θα έχουμε

Cijklm = ΑijBklm και επίσης Cpqrst = ΑpqBrst . (1.3.11)

Εδώ πήραμε ξανά το θάρρος (και έχουμε το σχετικό δικαίωμα!) να χρησιμοποιή-
σουμε τους δείκτες που μας διευκολύνουν, δηλαδή εδώ ταιριάζουν με τους δείκτες
στις σχέσεις (1.3.10) και έτσι μας εξυπηρετούν πολύ στους υπολογισμούς μας.

Και τώρα αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των συνιστωσών Apq και Brst των δύο
τανυστών A και B αντίστοιχα από τις σχέσεις (1.3.10) στη δεύτερη σχέση (1.3.11),
παίρνουμε αμέσως το αποτέλεσμα

Cpqrst = (cpicqjAij)(crkcslctmBklm) = cpicqjcrkcslctmAijBklm . (1.3.12)

Έναβηματάκι μας απέμεινε ακόμη: ναπάρουμε υπόψηκαι τηνπρώτη σχέση (1.3.11).
(Τη δεύτερη την πήραμε ήδη προ ολίγου!) Τότε η πιο πάνω σχέση (1.3.12) παίρνει
την τελική της μορφή

Cpqrst = cpicqjcrkcslctmCijklm . (1.3.13)

Η σχέση αυτή απλά μας βεβαιώνει σύμφωνα με το γενικό τύπο (1.2.1) ορισμού του
τανυστή ότι το μέγεθος Cijklm είναι πραγματικά τανυστής. Και φυσικά είναι τανυ-
στής πέμπτης τάξεως (n = 5), επειδή έχει πέντε (δύο συν τρεις) ελεύθερους δείκτες.

Ισχύει βέβαια και η αντίστοιχη σχέση

Cijklm = cpicqjcrkcslctmCpqrst (1.3.14)
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που προκύπτει από τη σχέση (1.2.2) και αποτελεί ένα δεύτερο γενικό ορισμό του
τανυστή πέμπτης τάξεως. Δηλαδή, αντί να αποδείξουμε τη σχέση (1.3.13), όπως ήδη
κάναμε για τον τανυστή C, θα μπορούσαμε εναλλακτικά να είχαμε αποδείξει τη
σχέση (1.3.14). Το ίδιο κάνει: τι από το πρώτο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμέ-
νων Ox1x2x3 στο δεύτερο Ox1x2x3 τι από το δεύτερο στο πρώτο; Το ίδιο κάνει! s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.3 t Άσκηση E1.12 z Πολλαπλασιασμός τανυστών

Με χρήση του τύπου (1.2.1) ορισμού του τανυστή να αποδειχθεί ότι το γινόμενο

Cijk = AijBk (1.3.15)

των δύο τανυστώνAij (δευτέρας τάξεως: n1 = 2) και Bk (πρώτης τάξεως: n2 = 1) είναι
τανυστής τρίτης τάξεως (n = n1 + n2 = 2 + 1 = 3). s

Ε1.3.4
Ε1.3.4. Συστολή τανυστή

Πρόκειται για μια φαινομενικά λίγο παράξενη, αλλ’ ουσιαστικά ενδιαφέρουσα
και πολύ χρήσιμη πράξη στους τανυστές. Συγκεκριμένα σε έναν τανυστή n τάξεως
(με n ελεύθερους δείκτες), έστω στον τανυστή Αijk…lm, λέμε ότι κάνουμε συστολή
του, όταν αντικαταστήσουμε ένα δείκτη (ας πούμε εδώ το δείκτη j) με έναν άλλο
δείκτη (ας πούμε εδώ το δείκτη m). Τότε προκύπτει ένα άλλο μέγεθος, εδώ το μέγε-
θος Αimk…lm. Αυτό το μέγεθος συνεχίζει βέβαια να έχει n δείκτες, αλλά τώρα ο ένας
δείκτης είναι επαναλαμβανόμενος, εδώ ο δείκτηςm: παρουσιάζεται δύο φορές. Μια
φορά από την αρχή και μια φορά που πήρε τη θέση του δείκτη j (που αντικατέστησε
το δείκτη j). Με τον τρόπο αυτό από τους αρχικά n αυτούς δείκτες μόνο οι n−2 (εδώ
οι n − 2 δείκτες i, k,… , l) είναι ελεύθεροι δείκτες. Τώρα οι άλλοι δύο δείκτες είναι
απλά ο επαναλαμβανόμενος δείκτης m (δύο φορές). Ξέρουμε όμως ότι ένας επανα-
λαμβανόμενος δείκτης (που πρέπει να παρουσιάζεται ακριβώς δύο φορές!) δηλώνει
άθροιση. Τότε ισχύει μάλιστα η σύμβαση αθροίσεως του Einstein. Άρα από τους n
δείκτες μόνο οι n − 2 είναι ελεύθεροι δείκτες. Επομένως από το μέγεθος n τάξεως,
τον τανυστή μας Αijk…lm, μεταπέσαμε τώρα σ’ ένα μέγεθος n− 2 τάξεως, στο μέγεθος

Βik…l = Αimk…lm . (1.3.16)

(Φυσικά στο δεξιό μέλος έχουμε άθροιση ως προς το δείκτη m.) Η πράξη αυτή σε
έναν τανυστή καλείται συστολή τανυστή και δίνει ένα μέγεθος τάξεως μειωμένης
κατά δύο. Αποδεικνύεται μάλιστα ότι το νέο μέγεθος που προκύπτει, ας πούμε εδώ
το μέγεθος Βik…l , είναι κι αυτό τανυστής (αλλ’ είπαμε τάξεως n−2, όχι πια τάξεως n).

t ΟΡΙΣΜΟΣ E1.6 (Συστολή τανυστή): Σαν συστολή τανυστή Αijk…lm τάξεως n

l ΟΡΙΣΜΟΣ

(με n ≥ 2) ορίζεται απλά η αντικατάσταση του συμβόλου ενός ελεύθερου δείκτη
του με το σύμβολο ενός άλλου ελεύθερου δείκτη του. Τότε ο αριθμός των ελεύθερων
δεικτών του μειώνεται κατά δύο. Αποδεικνύεται μάλιστα ότι το μέγεθος που προ-
κύπτει είναι επίσης τανυστής, αλλά τώρα τάξεως n− 2. Φυσικά στη συνέχεια μπορεί
να γίνει και δεύτερη συστολή στον ίδιο τανυστή ως προς κάποιον άλλο ελεύθερο
δείκτη (όχι βέβαια ως προς τον επαναλαμβανόμενο δείκτη!), εφόσον βέβαια υπάρ-
χουν ακόμη δύο ελεύθεροι δείκτες. Τότε θα προκύψει τανυστής τάξεως n − 4. s
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v Παράδειγμα
Ενότητα Ε1.3

t Παράδειγμα E1.6 z Συστολή τανυστή
Για τον τανυστή πέμπτης τάξεως Aijklm να αποδειχθεί ότι με συστολή του ως προς
τους δύο δείκτες m και j, εδώ θέτοντας j = m, προκύπτει ο τανυστής τρίτης τάξεως

Βikl = Aimklm . (1.3.17)

ë Απόδειξη: Απλά οφείλουμε να αποδείξουμε ότι το μέγεθος τρίτης τάξεως Βikl Απόδειξη
είναι τανυστής. Άρα θα πρέπει να αποδείξουμε τη σχέση

Βprs = cpicrkcslBikl . (1.3.18)

Η σχέση αυτή προκύπτει στην παρούσα περίπτωση από το γενικό ορισμό του τανυ-
στή (1.2.1) ή από την ειδική περίπτωσή του (1.2.22) για τανυστές τρίτης τάξεως (εδώ
βέβαια με B αντί για A και με μια σχετικά κατάλληλη επιλογή των δεικτών).

Δεν είναι τίποτε, παιχνίδι είναι κι αυτή η απόδειξη. Αφού υποθέσαμε το μέγεθος
Aijklm ότι είναι τανυστής πέμπτης τάξεως, σύμφωνα με το γενικό ορισμό (1.2.1) του
τανυστή εδώ θα ισχύει

Apqrst = cpicqjcrkcslctmAijklm . (1.3.19)

Επίσης ξαναγράφουμε τον ορισμό (1.3.17) του μεγέθους Βikl που προέκυψε από τη
συστολή του τανυστή Aijklm στο δεύτερο σύστημα συντεταγμένων Ox1x2x3

Βikl = Aimklm και καλύτερα Βprs = Aptrst , (1.3.20)

ώστε να μην μπερδεύουμε τους δείκτες ανάμεσα στο πρώτο σύστημα Καρτεσιανών
συντεταγμένων Ox1x2x3 και στο δεύτερο Ox1x2x3.

Τώρα για να δημιουργήσουμε τον όροAptrst δεξιά σ’ αυτήν εδώ τη σχέση (1.3.20)
απλά θέτουμε q = t στη σχέση (1.3.19), οπότε βέβαια προκύπτει άθροιση ως προς τον
επαναλαμβανόμενο δείκτη t. Με τον τρόπο αυτό παίρνουμε από τη σχέση (1.3.19)

Aptrst = cpictjcrkcslctmAijklm = (cpicrkcsl)(ctjctm)Aijklm . (1.3.21)

Αλλ’ από τη σχέση (1.1.37) για τα συνημίτονα cαβ γνωρίζουμε ότι

ctjctm = δjm (1.3.22)

με δjm το γνωστό μας δέλτα του Kronecker. Επομένως τώρα η σχέση μας (1.3.21)
απλοποιείται στη μορφή

Aptrst = (cpicrkcsl)(δjmAijklm). (1.3.23)

Και τώρααπό τη γνωστή ιδιότητα της αντικαταστάσεως του δέλτα τουKronecker,
σχέση (1.1.29) και τις ανάλογες σχέσεις (1.1.30) και (1.1.31), συνάγουμε εύκολα ότι

δjmAijklm = Αimklm . (1.3.24)

Κατά συνέπεια η σχέση μας (1.3.23) απλοποιείται τώρα κι άλλο παίρνοντας την
τελική της μορφή

Aptrst = cpicrkcslAimklm. (1.3.25)

Τώρα πια παρατηρούμε τον επαναλαμβανόμενο δείκτη t αριστερά και τον επα-
ναλαμβανόμενο δείκτη m δεξιά. Βέβαια δεξιά και οι τρεις δείκτες i, k και l είναι
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και αυτοί επαναλαμβανόμενοι δείκτες: έχουμε ένα τετραπλό άθροισμα δεξιά. Τέ-
λος πάντων, ας μη μακρηγορούμε. Παίρνουμε τώρα υπόψη τον ορισμό του μεγέ-
θουςBikl (το οποίο προέκυψε, επαναλαμβάνουμε, από τη συστολή του τανυστήAijklm
με j = m) στις σχέσεις (1.3.17) (στο πρώτο σύστημα συντεταγμένων) και (1.3.20) (στο
δεύτερο σύστημασυντεταγμένων).Με τον τρόποαυτόπαρατηρούμε ότι η τελευταία
σχέση μας (1.3.25) είναι ακριβώς η σχέση (1.3.18) που επιδιώκουμε να αποδείξουμε,
ώστε να βεβαιώσουμε ότι το μέγεθος Bikl που προέκυψε με συστολή του τανυστή
Aijklm είναι και αυτό τανυστής, όμως με τάξη μειωμένη κατά δύο. Δηλαδή υπήρξε
μείωση της τάξεως από πέντε σε τρία με τη συστολή του τανυστή Aijklm με j = m. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.3 t Άσκηση E1.13 z Μηχανική των Υλικών: παραμορφώσεις

Για τον τανυστή των παραμορφώσεων εij να αποδειχθεί με υπολογισμούς ότι με τη
συστολή του j = i προκύπτει το βαθμωτό μέγεθος (τανυστής μηδενικής τάξεως)

ε̂ = εii =
3


i=1

εii = ε11 + ε22 + ε33 . (1.3.26)

Υπόδειξη: Σύμφωνα με τη σχέση (1.2.3), δηλαδή με τη σχέση A = A, για βαθμωτά
μεγέθη (τανυστές μηδενικής τάξεως) θα πρέπει να αποδειχθεί ότι ε̂ = ε̂, δηλαδή ότι
το μέγεθος ε̂ δε μεταβάλλεται με τη στροφή του συστήματος συντεταγμένων. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.3 t Άσκηση E1.14 z Μηχανική των Υλικών: νόμος του Hooke

Στη γραμμική Ελαστικότητα υποθέτουμε ότι ξέρουμε από πριν πως οι τάσεις σij και
οι ελαστικοί συντελεστές ενδοτικότητας Fklmn είναι τανυστές (δεύτερης και τέταρτης
τάξεως αντίστοιχα). Ζητούνται: (α) Να αποδειχθεί ότι το μέγεθος

αijklmn = Fklmnσij (1.3.27)

είναι τανυστής έκτης τάξεως. (β) Έπειτα να αποδειχθεί (μετά από συστολή ως προς
τους δύο δείκτες i και m με m = i) ότι το μέγεθος

βjkln = αijklin (1.3.28)

είναι τανυστής τετάρτης τάξεως. (γ) Στη συνέχεια να αποδειχθεί (μετά από συστολή
ως προς τους δύο δείκτες j και n με n = j) ότι το μέγεθος

γkl = βjklj = αijklij = Fklijσij (1.3.29)

είναι τανυστής δευτέρας τάξεως. (δ) Ποιος πολύ γνωστός μας τανυστής είναι αυτός;
(Αν και δεν αποδείξαμε γι’ αυτόν ότι είναι τανυστής με τον κανονικό τρόπο. Αυτήν
τη σημαντική απόδειξη θα την κάνουμε παρακάτω στην Παράγραφο Ε1.7.2.) s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.3 t Άσκηση E1.15 z Μηχανική των Υλικών: ενέργεια παραμορφώσεως

Στην Ελαστικότητα στηΜηχανική των Υλικών θεωρούμε εδώ τους τανυστές των
τάσεων σij και των παραμορφώσεων εij. (Οι αποδείξεις πως είναι πραγματικά τανυ-
στές θα γίνουν στις Παραγράφους Ε1.7.1 και Ε1.7.2 αντίστοιχα.) Με την κατευθείαν
χρήση θεωρημάτων που ήδη αποδείχθηκαν ζητούνται: (α) Να αποδειχθεί ότι το μέ-
γεθος τετάρτης τάξεως vijkl =

1
2
σijεkl είναι τανυστής τετάρτης τάξεως. (β) Επίσης ότι

το μέγεθος w = vijij =
1
2
σijεij είναι βαθμωτό μέγεθος (τανυστής μηδενικής τάξεως).
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(γ) Τι παριστάνει αυτό το μέγεθοςw;Υπόδειξη: Την ενέργεια παραμορφώσεως (εννο-
είται ανά μονάδα όγκου: την πυκνότητα ενέργειας παραμορφώσεως) στο ελαστικό
μέσον. (δ) Να ελεγχθεί το μέγεθος w από απόψεως διαστάσεων. s

Ε1.4
Ε1.4. ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ ΠΗΛΙΚΟΥ

Ο νόμος του πηλίκου αποτελεί μια πολύ ενδιαφέρουσα ιδιότητα των τανυστών
που μας επιτρέπει σε αρκετές περιπτώσεις να αποφαινόμαστε αν ένα μέγεθος είναι
ή δεν είναι τανυστής. Πιο συγκεκριμένα ισχύει το θεώρημα

n ΘΕΩΡΗΜΑ E1.1 (Νόμος του πηλίκου): Εάν για τα τρία μεγέθη Aj, Bi και Cij

ΘΕΩΡΗΜΑ

οι συνιστώσες τους (με τα ίδια σύμβολα) συνδέονται με τη σχέση

Bi = CijAj (1.4.1)

και τα μεγέθη Aj και Bi είναι τανυστές πρώτης τάξεως (δηλαδή διανύσματα), τότε
το μέγεθος Cij είναι και αυτό τανυστής και προφανώς τανυστής δευτέρας τάξεως.

Εδώ, αφού Bi = CijAj , είναι σαν τοCij να είναι ένα είδος «πηλίκου» των Bi καιAj,
δηλαδή Bi δια Aj. Φυσικά δεν πρόκειται για αληθινό πηλίκο: μας θυμίζει πηλίκο.

ë Απόδειξη: Εδώ θέλουμε να αποδείξουμε ότι το μέγεθος Cij είναι τανυστής δευ- Απόδειξη
τέρας τάξεως. Επομένως θα πρέπει να αποδείξουμε ότι στην αλλαγή συστήματος
Καρτεσιανών συντεταγμένων ισχύει ένας από τους δύο τύπους (1.2.11) και (1.2.12)

Cpq = cpicqjCij ή Cij = cpicqjCpq (1.4.2)

ορισμού του τανυστή δευτέρας τάξεως. Φυσικά εδώ τα cαβ είναι τα σχετικά συνημί-
τονα στο μητρώο C των συνημιτόνων cij, δηλαδή στο μητρώο στροφής (1.1.15).

Για την απόδειξή μας ξεκινάμε από τη σχέση (1.4.1), που ορίζει το διάνυσμα Bi
σαν το γινόμενο του μεγέθους Cij και του διανύσματοςAj. Αυτά ισχύουν στο πρώτο
σύστημαΚαρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3. Ανάλογος θα είναι βέβαια κι ο ορι-
σμός τουBp στο δεύτερο σύστημαΚαρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3. Επομένως
στο δεύτερο αυτό σύστημα η αρχική σχέση μας (1.4.1) παίρνει την ανάλογη μορφή

Βp = CpqAq . (1.4.3)

Εδώ μάλιστα αλλάξαμε τα σύμβολα των δεικτών (τώρα χρησιμοποιούμε τα p και q),
έτσι ώστε να μην έχουμε καμία σύγχυση συμβόλων στους υπολογισμούς μας.

Και τώρα για το διάνυσμα Aj παίρνουμε υπόψη μας τον τύπο (1.2.4) (αλλ’ εδώ
με δείκτες q και j αντί για p και i αντίστοιχα) αλλαγής από τις συνιστώσες τουAj στο
πρώτο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 στις νέες συνιστώσες του Aq
στο δεύτερο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3. Ανάλογα ενεργούμε
και για το διάνυσμα Bi. Με τον τρόπο αυτό έχουμε τους δύο τύπους

Bp = cpiBi και Aq = cqjAj . (1.4.4)

Εισάγοντας αυτές τις δύο εκφράσεις (των Bp και Αq) στη σχέση (1.4.3), προκύπτει

cpiBi = CpqcqjAj ή καλύτερα cpiBi = cqjCpqAj . (1.4.5)
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Αλλ’ εμείς ξέρουμε από την πρώτη μας σχέση (1.4.1) ότι Bi = CijAj. Επομένως
η παραπάνω σχέση (1.4.5) δεξιά παίρνει τη μορφή

cpiCijAj = cqjCpqAj . (1.4.6)

Αυτή γράφεται πολύ εύκολα παραπέρα και στην τελική της μορφή

(cpiCij − cqjCpq)Aj = 0. (1.4.7)

Είναι τώρα πια προφανές ότι για να καταλήξουμε σιγά–σιγά σε μία από τις δύο
σχέσεις (1.4.2) που οφείλουμε να αποδείξουμε, δηλαδή ή στην πρώτη ή στη δεύτερη,
είναι σκόπιμο να πολλαπλασιάσουμε τη σχέση (1.4.7) επί cpk. Έτσι προκύπτει ότι

(cpkcpiCij − cpkcqjCpq)Aj = 0. (1.4.8)

Αλλ’ από σχέση (1.1.37) ξέρουμε ότι cpkcpi = δki, οπότε η προηγούμενη σχέση απλο-
ποιείται λίγο στη μορφή

(δkiCij − cpkcqjCpq)Aj = 0. (1.4.9)

Και τώρα, αφού δkiCij = Ckj σύμφωνα με την ιδιότητα της αντικαταστάσεως (1.1.29),
προκύπτει

(Ckj − cpkcqjCpq)Aj = 0. (1.4.10)

Αυτή όμως η σχέση πρέπει να ισχύει για οποιοδήποτε διάνυσμα Aj. Επομένως
ο όρος μέσα στις παρενθέσεις πρέπει να είναι ίσος με το μηδέν. Δηλαδή έχουμε

Ckj − cpkcqjCpq = 0 και ισοδύναμα Cij = cpicqjCpq (1.4.11)

έχοντας θέσει στο τέλος i αντί για k. Αυτή όμως είναι η δεύτερη σχέση (1.4.2), δηλαδή
ο εναλλακτικός ορισμός (1.2.12) του τανυστή δευτέρας τάξεως, εδώ του τανυστή Cij.
Επομένως εδώ το μέγεθος Cij, δηλαδή το «πηλίκο» (μέσα σε εισαγωγικά) των δύο
διανυσμάτων Bi δια Aj, είναι πραγματικά ένας τανυστής δευτέρας τάξεως.

Φυσικά με κάπως διαφορετική απόδειξη θα μπορούσαμε να είχαμε καταλήξει
και στον πρώτο ορισμό (1.2.11) του τανυστή δευτέρας τάξεως για το ίδιο μέγεθος Cij
(ή ισοδύναμα στην πρώτη σχέση (1.4.2)) αντί για το δεύτερο (τον εναλλακτικό) ορι-
σμό του (1.2.12). Αυτό υποδεικνύουμε να γίνει, αλλά σε μια πιο απλή περίπτωση,
στην αμέσως παρακάτω άσκηση. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.4 t Άσκηση E1.16 z Ρευστομηχανική: παροχή ρευστού

Στη Ρευστομηχανική σ’ ένα πεπερασμένο πεδίο ροής V θεωρούμε την επιφανειακή
πυκνότητα παροχής του ρευστού q στα σημεία της επιφάνειάς του S που την υπο-
θέτουμε εδώ λεία. Δηλαδή θεωρούμε τη στοιχειώδη παροχή του ρευστού dQ δια της
στοιχειώδους επιφάνειας dS συγκεκριμένα q = dQ /dS. Η πυκνότητα παροχής q
δίνεται από τον τύπο

q = vini (1.4.12)

(εννοείται δεξιά με τη σύμβαση αθροίσεως του Einstein: q = v1n1+v2n2+v3n3 = vini)
με vi τις συνιστώσες της ταχύτητας v του ρευστού και ni τις συνιστώσες του κάθετου
διανύσματος n στη λεία επιφάνεια S, δηλαδή στο σύνορο του πεδίου ροής V.

Εδώ υποθέτουμε ότι η πυκνότητα παροχής q είναι βαθμωτό μέγεθος, q = q σε αλ-
λαγή του συστήματος συντεταγμένων από Ox1x2x3 σε Ox1x2x3. Υποθέτουμε επίσης
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ότι το κάθετο διάνυσμα n είναι διανυσματικό μέγεθος, ni = cpinp εδώ επιλέγοντας να
χρησιμοποιήσουμε τον εναλλακτικό ορισμό (1.2.5) διανύσματος:Ai = cpiAp. Επίσης
λαμβάνουμε υπόψη ότι η πιο πάνω σχέση q = vini ισχύει και στο δεύτερο σύστημα
συντεταγμένων: q = vpnp. Με βάση όλα αυτά τα στοιχεία, τα επαναλαμβάνουμε

q = q , q = vini, q = vpnp, ni = cpinp (1.4.13)

ζητείται να αποδειχθεί ότι ισχύει vp = cpivi, δηλαδή ότι η ταχύτητα του ρευστού v
είναι διάνυσμα (τανυστής πρώτης τάξεως), κάτι που ήταν ασφαλώς αναμενόμενο.
Φυσικά και εδώ διαπιστώνουμε την ισχύ του νόμου του πηλίκου σε μια περίπτωση
ακόμη πιο απλή από εκείνη που ήδη αποδείχθηκε πιο πάνω στο Θεώρημα Ε1.1. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.4t Άσκηση E1.17 z Εδαφομηχανική: διήθηση

Στην Εδαφομηχανική στο ενδιαφέρον φαινόμενο της διηθήσεως στην υπόγεια ροή
νερού σε πορώδες έδαφος (ουσιαστικά στους πόρους του εδάφους) ισχύει ο νόμος
του Darcy (1856). Σε γενικά ανισότροπο έδαφος ο νόμος του Darcy έχει τη μορφή

vi = kijij . (1.4.14)

Εδώ vi είναι οι συνιστώσες της ταχύτητας Darcy του νερού v (μέση ταχύτητα όχι
αληθινή ταχύτητα!), kij είναι οι συντελεστές διαπερατότητας του εδάφους και ij
είναι οι συνιστώσες της υδραυλικής κλίσεως i. Παρενθετικά σημειώνεται επίσης ότι
i = grad h με h το υδραυλικό φορτίο (ή τη διαφορά πιεζομετρικής στάθμης).

Λαμβάνουμε υπόψη μας ότι τόσο η ταχύτητα του νερού v όσο και η υδραυλική
κλίση i είναι διανύσματα (τανυστές πρώτης τάξεως). Με πλήρη εκτέλεση των σχε-
τικών υπολογισμών (όχι με κατευθείαν χρήση του Θεωρήματος Ε1.1) ζητείται να
αποδειχθεί ότι οι συντελεστές διαπερατότητας του εδάφους kij αποτελούν τανυστή
δευτέρας τάξεως k. Αυτός ο τανυστής k είναι ο τανυστής των συντελεστών διαπε-
ρατότητας του εδάφους και καλύτερα τανυστής διαπερατότητας του εδάφους. s

Ο νόμος του πηλίκου ισχύει γενικά και σε κάθε παρόμοια περίπτωση τανυστών
με B = CA, όπου τα μεγέθη A και B είναι τανυστές, οπότε και το μέγεθος C προ-
κύπτει να είναι τανυστής. Εμάς εδώ μας ενδιέφερε αρχικά η περίπτωση που ήδη
εξετάσαμε, όπου τα μεγέθη A και B είναι τανυστές πρώτης τάξεως (διανύσματα),
οπότε το μέγεθος C προκύπτει να είναι τανυστής δευτέρας τάξεως. Στη συνέχεια
όμως μας ενδιαφέρει και η περίπτωση όπου τα δύο μεγέθη A και B είναι τανυστές
δευτέρας τάξεως. Τότε το μέγεθος C προκύπτει ότι είναι τανυστής τετάρτης τάξεως.

Για τη μελέτη και αυτής της χρήσιμης περιπτώσεως θα αναφερθούμε συγκεκρι-
μένα στο ενδιαφέρον πρόβλημα της Μηχανικής των Υλικών με τους τανυστές των
τάσεων σij και των παραμορφώσεων εij. (Το ότι και οι δυο τους είναι τανυστές θα
το αποδείξουμε παρακάτω στην Ενότητα Ε1.7.) Εδώ μπορούμε απλά να αποδεί-
ξουμε ότι το μέγεθος των ελαστικώνσταθερώνEijkl που υπεισέρχονται στο νόμο του
Hooke είναι επίσης τανυστής και προφανώς τανυστής τετάρτης τάξεως (με n = 4).

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε1.4t Εφαρμογή E1.1 z Ελαστικότητα: νόμος του Hooke

Στη γραμμική Ελαστικότητα και με γνωστό ότι τόσο οι τάσεις σij όσο και οι παρα-
μορφώσεις εij είναι τανυστές δευτέρας τάξεως να αποδειχθεί ότι και οι ελαστικές
σταθερές Eijkl είναι κι αυτές τανυστής και προφανώς τετάρτης τάξεως. Σημειώνεται
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βέβαια ότι εδώ ισχύει ο γενικευμένος νόμος του Hooke

σij = Eijklεkl . (1.4.15)

Αυτός ο νόμος του Hooke συνδέει τον τανυστή των τάσεων σij με τον τανυστή των
παραμορφώσεων εkl μέσω του τανυστή των ελαστικών σταθερών Eijkl.

ë Απόδειξη: Προφανώς πρόκειται για απόδειξη ουσιαστικά ανάλογη με εκείνηΑπόδειξη
που έγινε πιο πάνω στο Θεώρημα Ε1.1 για το νόμο του πηλίκου αρχικά για δια-
νύσματα Aj και Bi και τανυστή δευτέρας τάξεως Cij. Αυτήν την απόδειξη τη γενι-
κεύουμε εδώ στην παρούσα εφαρμογή στην Ελαστικότητα με ελαφρά αλλαγμένη
διατύπωση. Καταρχήν σημειώνουμε ότι οι τανυστικές εξισώσεις ισχύουν σε κάθε σύ-
στημα Καρτεσιανών συντεταγμένων. Άρα εννοείται ότι και ο γενικευμένος νόμος
του Hooke (1.4.15) ισχύει σε κάθε σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3.
Επομένως σε ένα δεύτερο σύστημαΚαρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3 θα ισχύει

σpq = Epqrsεrs (1.4.16)

με βάση τις καινούργιες τάσεις σpq, τις καινούργιες παραμορφώσεις εrs και φυσικά
και τις καινούργιες ελαστικές σταθερές Epqrs.

Πολύ ωραία ως εδώ! Όμως τόσο οι τάσεις σij όσο και οι παραμορφώσεις εij είναι
τανυστές δευτέρας τάξεως. (Το έχουμε δεχθεί αυτό και θα το αποδείξουμε παρα-
κάτω στην Ενότητα Ε1.7.) Επομένως σύμφωνα με τον τύπο (1.2.11) θα ισχύουν οι
ακόλουθοι τύποι μετασχηματισμού των συνιστωσών τους από το πρώτο σύστημα
Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 στο δεύτερο Ox1x2x3:

σpq = cpicqjσij και εrs = crkcslεkl . (1.4.17)

Εμείς θέλουμε τώρα να αποδείξουμε ότι και οι ελαστικές σταθερές Eijkl του υλικού
του ελαστικού μέσου (που γενικά είναι ανισότροπο υλικό) αποτελούν έναν τανυ-
στή εννοείται τανυστή τετάρτης τάξεως, επειδή έχουμε σ’ αυτές τέσσερις ελεύθερους
δείκτες: τους δείκτες i, j, k και l. Άρα θα πρέπει να αποδείξουμε ότι ισχύει ο ένας από
τους δύο τύπους ορισμού του τανυστή τετάρτης τάξεως

Epqrs = cpicqjcrkcslEijkl ή εναλλακτικά Eijkl = cpicqjcrkcslEpqrs . (1.4.18)

Δηλαδή εδώ θα πρέπει να ισχύει είτε ο τύπος (1.2.1) εδώ για n = 4, συγκεκριμένα
ο τύπος (1.2.23), είτε ο εναλλακτικός του τύπος (1.2.2) εδώ πάλι για n = 4.

Για την απόδειξη αυτή αρχικά απλά αντικαθιστούμε τις εκφράσεις (1.4.17) των
τάσεων σpq και των παραμορφώσεων εrs στο γενικευμένο νόμο του Hooke (1.4.16)
στο δεύτερο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3. Έτσι παίρνουμε

cpicqjσij = Epqrscrkcslεkl ή καλύτερα cpicqjσij = crkcslEpqrsεkl . (1.4.19)

Εδώ μάλιστα οι τάσεις σij συνδέονται με τις παραμορφώσεις εkl στο πρώτο σύστημα
Καρτεσιανών συντεταγμένων πάλι με το γενικευμένο νόμο του Hooke, εδώ με το
νόμο (1.4.15). Επομένως η πιο πάνω σχέση (1.4.19) μπορεί να γραφεί αποκλειστικά
με τις παραμορφώσεις εkl στο πρώτο σύστημα συντεταγμένων Ox1x2x3 ως εξής:

cpicqjEijklεkl = crkcslEpqrsεkl . (1.4.20)

Η σχέση αυτή γράφεται μάλιστα και λίγο πιο συνεπτυγμένα στη μορφή

(cpicqjEijkl − crkcslEpqrs)εkl = 0. (1.4.21)
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Τώρα πολλαπλασιάζουμε τούτη εδώ τη σχέση επί cpmcqn. Έτσι παίρνουμε

(cpmcqncpicqjEijkl − cpmcqncrkcslEpqrs)εkl = 0. (1.4.22)

(Δεν ξεχνάμε βέβαια ποτέ πως επαναλαμβανόμενοι δείκτες στους τανυστές δηλώ-
νουν αθροίσεις σύμφωνα με τη σύμβαση του Einstein.) Αριστερά όμως στη σχέση
αυτή (1.4.22) ξέρουμε ήδη από τη σχέση (1.1.37) για τα συνημίτονα cαβ ότι

cpmcpi = δmi και επίσης ότι cqncqj = δnj (1.4.23)

φυσικά κι εδώ με δij το γνωστό μας δέλτα του Kronecker. Επομένως διαπιστώνουμε
αρκετά εύκολα ότι η ίδια σχέση (1.4.22) παίρνει τώρα τη λίγο πιο απλή μορφή της

(δmiδnjEijkl − cpmcqncrkcslEpqrs)εkl = 0. (1.4.24)

Και τώρα σύμφωνα με την ιδιότητα της αντικαταστάσεως (1.1.29) στο δέλτα του
Kronecker δij (που την εφαρμόζουμε εδώ δύο φορές) ισχύει ότι

δmiδnjEijkl = δmi(δnjEijkl) = δmiEinkl = Emnkl . (1.4.25)

Επομένως η προπροηγούμενη σχέση (1.4.24) παίρνει τώρα την τελική μορφή της

(Emnkl − cpmcqncrkcslEpqrs)εkl = 0. (1.4.26)

Και τώρα παίρνουμε υπόψη ότι αυτή η σχέση πρέπει να ισχύει για οποιεσδήποτε
παραμορφώσεις εkl ανεξάρτητα από τις ελαστικές σταθερές Emnkl του ελαστικού μέ-
σου (που απλά είναι ιδιότητες του υλικού του είτε ισότροπου είτε γενικά ανισότρο-
που). Επομένως θα πρέπει ο όρος μέσα στις παρενθέσεις να είναι ίσος με το μηδέν.
Δηλαδή θα πρέπει να ισχύει

Emnkl − cpmcqncrkcslEpqrs = 0 και ισοδύναμα Eijkl = cpicqjcrkcslEpqrs (1.4.27)

έχοντας θέσει και αριστερά και δεξιά i αντί για m και j αντί για n.
Επομένως αποδείξαμε πως ισχύει ο δεύτερος τύπος (1.4.18) και κατά συνέπεια

οι ελαστικές σταθερές Eijkl στο γενικευμένο νόμο του Hooke (1.4.15) στην Ελαστι-
κότητα αποτελούν τανυστή τετάρτης τάξεως. Προφανώς με ανάλογη απόδειξη με
εργασία με αντίστροφο τρόπο ως προς τα δύο συστήματα Καρτεσιανών συντεταγ-
μένων Ox1x2x3 και Ox1x2x3 θα μπορούσαμε να είχαμε αποδείξει τον ισοδύναμο
πρώτο τύπο (1.4.18). Και αυτός ο τύπος μας βεβαιώνει εξίσου καλά ότι οι ελαστικές
σταθερές Eijkl του ελαστικού μέσου αποτελούν τανυστή τετάρτης τάξεως. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.4t Άσκηση E1.18 z Ελαστικότητα: νόμος του Hooke

Στην Ελαστικότητα, όπως θα αποδειχθεί παρακάτω στην Ενότητα Ε1.7, οι τάσεις σij
και οι παραμορφώσεις εij είναι και οι δυο τους τανυστές δευτέρας τάξεως. Εδώ ζη-
τείται να αποδειχθεί με τη λεπτομερή εκτέλεση όλων των αναγκαίων υπολογισμών
ότι οι ελαστικοί συντελεστές ενδοτικότητας Fijkl στο γενικευμένο νόμο του Hooke

εij = Fijklσkl (1.4.28)

αποτελούν κι αυτοί έναν τανυστή που προφανώς είναι τετάρτης τάξεως (n = 4).
Φυσικά η πιο πάνω μορφή (1.4.28) του γενικευμένου νόμου του Hooke μας δίνει
τώρα στο ελαστικό μέσον τις παραμορφώσεις εij από τις τάσεις σij. Αντίθετα η αρχική
μορφή του (1.4.15) μας έδινε τις τάσεις σij από τις παραμορφώσεις εij. s
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Ε1.5
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Ένας τανυστής καλείται συμμετρικός ως προς δύο δείκτες του, π.χ. το δείκτη i
και το δείκτη j, όταν η εναλλαγή τους δεν οδηγεί σε μεταβολή της σχετικής συνιστώ-
σας του τανυστή. Για παράδειγμα ο τανυστής A με Aijkl = Ajikl είναι συμμετρικός ως
προς τους δύο πρώτους δείκτες του: τους δείκτες i και j.

Ανάλογα ένας τανυστής καλείται αντισυμμετρικός ως προς δύο δείκτες του,
π.χ. το δείκτη i και το δείκτη j, όταν η εναλλαγή τους οδηγεί στην αντίθετη τιμή
(με μείον) της σχετικής συνιστώσας του τανυστή. Για παράδειγμα ο τανυστής A με
Aijkl = −Ajikl είναι αντισυμμετρικός ως προς τους δύο πρώτους δείκτες του i και j.

Στο σημείο αυτό σημειώνουμε ότι οι γνωστοί μας από τηΜηχανική των Υλικών
τανυστές των τάσεων σij, των παραμορφώσεων εij και των ροπών αδρανείας Iij είναι
και οι τρεις τους συμμετρικοί ως προς τους δύο δείκτες τους i και j, δηλαδή ισχύει

σij = σji, εij = εji και Iij = Iji . (1.5.1)

v Παράδειγμα
Ενότητα Ε1.5

t Παράδειγμα E1.7 z Συμμετρικοί τανυστές
Για ένα συμμετρικό τανυστή A τετάρτης τάξεως ως προς τους δύο πρώτους δείκτες
του, δηλαδή με

Aijkl = Ajikl (1.5.2)

να αποδειχθεί ότι η συμμετρία του διατηρείται και στο δεύτερο σύστημα συντεταγ-
μένωνOx1x2x3 (μετάαπό στροφή τουπρώτου συστήματος συντεταγμένωνOx1x2x3).
Δηλαδή εδώ ζητείται να αποδειχθεί ότι με τους αντίστοιχους δείκτες

Apqrs = Aqprs . (1.5.3)

ë Απόδειξη: Φυσικά, λαμβάνοντας υπόψημας το γεγονός ότι εδώ έχουμε τανυστήΑπόδειξη
τετάρτης τάξεως (με n = 4), με βάση τον ορισμό του (1.2.23) θα ισχύει η σχέση

Apqrs = cpicqjcrkcslAijkl = cpicqjcrkcslAjikl = cqjcpicrkcslAjikl = Aqprs . (1.5.4)

Αυτό συμβαίνει, επειδή ισχύει η σχέση (1.5.2) (η συμμετρία του τανυστή στο πρώτο
σύστημα συντεταγμένων Ox1x2x3) και επίσης επειδή

Aqprs = cqjcpicrkcslAjikl . (1.5.5)

Αυτό είναι προφανές από τον ίδιο τύπο (1.2.23) ορισμού ενός τανυστή τετάρτης
τάξεως (με n = 4), τώρα όμως με διαφορετικούς δείκτες. Άρα αποδείχθηκε ότι

Apqrs = Aqprs . (1.5.6)

Επομένως η συμμετρία αυτού του τανυστή Aijkl ως προς τους δύο πρώτους δείκτες
του i και j διατηρείται και στο δεύτερο σύστημα συντεταγμένων Ox1x2x3. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.5 t Άσκηση E1.19 z Αντισυμμετρικοί τανυστές

Για έναν αντισυμμετρικό τανυστή A τετάρτης τάξεως ως προς τους δύο τελευταίους
δείκτες του, δηλαδή με

Aijkl = −Aijlk (1.5.7)
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να αποδειχθεί ότι η αντισυμμετρία του διατηρείται και στο δεύτερο σύστημα συντε-
ταγμένων Ox1x2x3, δηλαδή ότι

Apqrs = −Apqsr . (1.5.8)
. Άσκηση
Ενότητα Ε1.5

t Άσκηση E1.20 z Μηχανική των Υλικών: Ελαστικότητα
Για τον τανυστή των τάσεων σij που έχουμε αναφέρει ότι είναι συμμετρικός τανυ-
στής, δηλαδή ότι σij = σji, να αποδειχθεί ότι η συμμετρία του εξακολουθεί να ισχύει
και σ’ ένα δεύτερο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων, δηλαδή ότι σpq = σqp. s

n ΘΕΩΡΗΜΑ E1.2 (Ανάλυση τανυστή δευτέρας τάξεως σε συμμετρικό και σε

ΘΕΩΡΗΜΑ

αντισυμμετρικό μέρος): Ένας τανυστής δευτέρας τάξεωςAij μπορεί να γραφεί σαν
άθροισμα ενός συμμετρικού τανυστή δευτέρας τάξεως Bij και ενός αντισυμμετρικού
τανυστή πάλι δευτέρας τάξεως Cij, δηλαδή

Aij = Bij + Cij με Bij =
Aij + Aji

2
και με Cij =

Aij − Aji

2
. (1.5.9)

ë Απόδειξη: Καταρχήν παρατηρούμε ότι Bij + Cij = Aij. Και τώρα προφανώς με Απόδειξη
βάση τη σχέση ορισμού (1.2.11) του τανυστή δευτέρας τάξεως ισχύουν οι σχέσεις

Apq = cpicqjAij και Aqp = cqjcpiAji = cpicqjAji , αφού cqjcpi = cpicqj (1.5.10)

και επειδή το μέγεθοςΑij είναι τανυστής δευτέρας τάξεως. (Η δεύτερη σχέση προκύ-
πτει από την πρώτη με αλλαγή των δεικτών.) Με πολλαπλασιασμό τους επί 1/2 και
με πρόσθεσή τους καθώς και αφαίρεσή τους κατά μέλη προκύπτουν και οι σχέσεις

Apq ± Aqp

2
= cpicqj

Aij ± Aji

2
. (1.5.11)

Επομένως
Βpq = cpicqjBij και Cpq = cpicqjCij (1.5.12)

λόγω των σχέσεων (1.5.9). Άρα τα μεγέθη Bij και Cij είναι τανυστές δευτέρας τάξεως.
Από τους ορισμούς τους (1.5.9) είναι επίσης προφανές ότι ο πρώτος είναι συμμετρι-
κός τανυστής, ενώ αντίθετα ο δεύτερος είναι αντισυμμετρικός τανυστής. s

Ένας ακόμη πολύ ενδιαφέρων χαρακτηρισμός ενός τανυστή είναι αν είναι ή όχι
ισότροπος τανυστής. Ένας τανυστής καλείται ισότροπος απλά εάν οι συνιστώσες
του δε μεταβάλλονται με την αλλαγή (με τη στροφή) του συστήματος Καρτεσιανών
συντεταγμένων. Για παράδειγμα, το γνωστό μας δέλτα τουKronecker δij αποδεικνύ-
εται (σχετική είναι η Άσκηση Ε1.8) ότι είναι τανυστής δευτέρας τάξεως. Επίσης με
βάση τον τύπο (1.1.28) προφανώς είναι και συμμετρικός τανυστής. Επιπλέον όμως
είναι και ισότροπος τανυστής. Αυτό συμβαίνει, επειδή δpq = δpq, δηλαδή

δ11 = δ11 = 1, δ22 = δ22 = 1, δ33 = δ33 = 1, δ12 = δ21 = 0, κλπ. (1.5.13)

Ανάλογα ισχύουν και για το σύμβολο του Levi–Civita (ή μεταθετικό σύμβολο)
εijk που μελετήθηκε στην Παράγραφο Ε1.1.4. Μπορεί επίσης να αποδειχθεί ότι και
αυτό το σύμβολο εijk είναι τανυστής (και προφανώς τρίτης τάξεως, αφού έχει τρεις
ελεύθερους δείκτες). Τώρα με βάση τον ορισμό του (1.1.38), που είναι ανεξάρτητος
από το σύστημα των Καρτεσιανών συντεταγμένων, είναι και ισότροπος τανυστής.
Επιπλέον μπορεί να αποδειχθεί πως είναι και ο μοναδικός ισότροπος τανυστής τρί-
της τάξεως (με n = 3) μαζί βέβαια και με όλα τα πολλαπλάσιά του επί σταθερά c.
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Ε1.6
Ε1.6. ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΤΑΝΥΣΤΩΝ

Πάρα πολύ συχνά φυσικά μεγέθη που εκφράζονται με τανυστές είναι συναρτή-
σεις με μεταβλητές το χρόνο t ή τη θέση (x1, x2, x3) κι εξίσου συχνά οι τανυστές αυτοί
παρουσιάζονται με παραγώγους τους σε φυσικούς νόμους. Τονίζουμε ότι η χρήση
των τανυστών μας επιτρέπει την έκφραση ενός φυσικού νόμου με τον ίδιο ακρι-
βώς τρόπο, όταν αλλάξει (στραφεί) το σύστημα των Καρτεσιανών συντεταγμένων.
Σ’ αυτήν εδώ την ενότητα θα ασχοληθούμε με τις παραγώγους τανυστών, χρονικές
και χωρικές, και θα αποδείξουμε ότι κι αυτές συνεχίζουν να είναι τανυστές.

Ε1.6.1
Ε1.6.1. Χρονικές παράγωγοι τανυστών

Ξεκινάμε με τις χρονικές παραγώγους που είναι πιο εύκολες. Ισχύει το θεώρημα:

n ΘΕΩΡΗΜΑ E1.3 (Χρονικές παράγωγοι τανυστών): Οι χρονικές παράγωγοι

ΘΕΩΡΗΜΑ

τανυστήAijk…m τάξεως n με συνιστώσες που είναι συναρτήσεις του χρόνου t, δηλαδή
με Aijk…m = Aijk…m(t) συνεχίζουν να είναι τανυστές και μάλιστα της ίδιας ακριβώς
τάξεως n βέβαια υπό την προϋπόθεση ότι αυτές οι χρονικές παράγωγοι υπάρχουν.

ë Απόδειξη: Πρόκειται για πολύ απλή απόδειξη. Στην αλλαγή του συστήματοςΑπόδειξη
συντεταγμένων με βάση το γενικό ορισμό (1.2.1) του τανυστή τάξεως n θα έχουμε

Apqr…u(t) = cpicqjcrk… cumAijk…m(t), (1.6.1)

επειδή τώρα οι συνιστώσες του τανυστή μας είναι συναρτήσεις του χρόνου t. Αλλ’
όμως τα συνημίτονα cαβ για την αλλαγή του συστήματος συντεταγμένων είναι ανε-
ξάρτητα από το χρόνο t. (Υποθέτουμε ότι τα συστήματα συντεταγμένων δε στρέφο-
νται με το χρόνο t.) Επομένως, παραγωγίζοντας τη σχέση (1.6.1) ως προς το χρόνο t,
παίρνουμε την ανάλογη σχέση

dApqr…u(t)
dt

= cpicqjcrk… cum
dAijk…m(t)

dt
. (1.6.2)

Ησχέσηαυτή απλάμας αποκαλύπτει ότι η χρονική παράγωγος του τανυστή μας
Aijk…m(t) συνεχίζει να είναι τανυστής και μάλιστα της ίδιας τάξεως n. Αυτό συμβαί-
νει, επειδή πληροί και αυτή τον ορισμό (1.2.1) του τανυστή, όπως φαίνεται από τη
σχέση (1.6.2). Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο (παραγωγίσεις ως προς το χρόνο t),
διαπιστώνουμε ότι όλες οι χρονικές παράγωγοι που προκύπτουν, εφόσον βέβαια
υπάρχουν, είναι επίσης τανυστές της ίδιας ακριβώς τάξεως n με την τάξη του τα-
νυστή Aijk…m(t). Εδώ να σημειώσουμε βέβαια ότι, επειδή χρησιμοποιούμε (κι εδώ!)
τους τόνους για τις συνιστώσες ενός τανυστή στο δεύτερο (μετά τη στροφή) σύστημα
συντεταγμένων Οx1x2x3, τις χρονικές παραγώγους τις δηλώσαμε απλά με d/dt. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.6 t Άσκηση E1.21 z Δυναμική

Με τη θέση xi(t) (i = 1, 2, 3) ενός υλικού σημείου P να είναι διάνυσμα (τανυστής
πρώτης τάξεως) να αποδειχθεί με την εκτέλεση των σχετικών απλών υπολογισμών
(όχι με το αμέσως πιο πάνω Θεώρημα Ε1.3) ότι τόσο η ταχύτητά του vi(t) = dxi(t)/dt
όσο και η επιτάχυνσή του ai(t) = dvi(t)/dt = d2xi(t)/dt2 είναι επίσης διανύσματα. s
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Ε1.6.2
Ε1.6.2. Χωρικές μερικές παράγωγοι βαθμωτών μεγεθών

Προχωράμε από ΄δώ και πέρα στις χωρικές μερικές παραγώγους ως προς τις
Καρτεσιανές συντεταγμένες xi (x1, x2, x3) για βαθμωτά μεγέθη φ. Ισχύει το θεώρημα:

n ΘΕΩΡΗΜΑ E1.4 (Τανυστικός χαρακτήρας της κλίσεως βαθμωτού μεγέθους):

ΘΕΩΡΗΜΑ

Εδώ θεωρούμε το βαθμωτό μέγεθος (τανυστή μηδενικής τάξεως) φ = φ(x1, x2, x3)
σε Καρτεσιανές συντεταγμένες (x1, x2, x3) και τις χωρικές μερικές παραγώγους του

ui =
𝜕φ
𝜕xi

≡ φ, i (1.6.3)

που τις υποθέτουμε βέβαια ότι υπάρχουν. Σημειώνουμε ότι στους τανυστές (και όχι
μόνο!) πολύ συχνά δηλώνουμε την παράγωγο ως προς xi με κόμμα και μετά i σαν
δείκτη. Το μέγεθος αυτό ui = φ, i είναι ένα διάνυσμα (τανυστής πρώτης τάξεως).
Σημειώνουμε επίσης ότι αυτό το διάνυσμα ui = φ, i καλείται κλίση (ή βαθμίδα) του
βαθμωτού μεγέθους φ και συμβολίζεται με ∇φ ή με gradφ. (Και φυσικά είναι πολύ
χρήσιμο για τον Πολιτικό Μηχανικό.)

ë Απόδειξη: Θα αποδείξουμε ότι πραγματικά το μέγεθος ui = φ, i είναι διάνυσμα
Απόδειξη

(τανυστής πρώτης τάξεως). Για το μέγεθος φ υποθέσαμε ήδη ότι είναι ένα βαθμωτό
μέγεθος, δηλαδή φ = φ στην αλλαγή συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων.
Τώρα με βάση τον κανόνα της αλυσίδας στις παραγώγους (ή πιο επίσημα τον κα-
νόνα της αλληλουχίας των παραγώγων) θα έχουμε με την αλλαγή συντεταγμένων
από (x1, x2, x3) στο πρώτο σύστημαΚαρτεσιανών συντεταγμένων σε (x1, x2, x3) τώρα
στο δεύτερο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων

𝜕φ
𝜕xp

= 𝜕φ𝜕xp
= 𝜕φ𝜕x1

𝜕x1
𝜕xp

+ 𝜕φ𝜕x2
𝜕x2
𝜕xp

+ 𝜕φ𝜕x3
𝜕x3
𝜕xp

= 𝜕φ𝜕xi
𝜕xi
𝜕xp

με φ = φ. (1.6.4)

(Είναι προφανές, αλλ’ ας το υπενθυμίσουμε και πάλι, ότι προς το τέλος αυτής της
σχέσεως ο επαναλαμβανόμενος δείκτης i δηλώνει άθροιση ως προς i.)

Προχωρήσαμε ήδη αρκετά! Τώρα θυμόμαστε τη δεύτερη σχέση (1.1.22), τη σχέση
xi = ckixk για την αλλαγή συστήματος συντεταγμένων. Από αυτήν, εδώ με p αντί k,
δηλαδή xi = cpixp, παίρνουμε 𝜕xi

𝜕xp
= cpi . (1.6.5)

Πραγματικά τόσο απλά! Άρα αντικαθιστώντας αυτές τις απλές μερικές παραγώ-
γους στην παραπάνω σχέση (1.6.4) στο άθροισμα δεξιά, προκύπτει αμέσως ότι

𝜕φ
𝜕xp

= 𝜕φ𝜕xi
cpi = cpi

𝜕φ
𝜕xi

ή πιο απλά φ,p = cpiφ, i ή τέλος up = cpiui . (1.6.6)

Άρα σύμφωνα με τον ορισμό του διανύσματος (τανυστή πρώτης τάξεως) (1.2.4) το
μέγεθος ui = φ, i, δηλαδή η κλίση ∇φ βαθμωτού μεγέθους (τανυστή μηδενικής τά-
ξεως), είναι διάνυσμα (τανυστής πρώτης τάξεως). Αποδείχθηκε έτσι το θεώρημα. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.6t Άσκηση E1.22 z Pευστομηχανική

Θεωρούμε τη μόνιμη (σταθερή) τριδιάσταστη ροή ιδεατού ρευστού που προκύπτει
από ένα δυναμικό ταχύτητας Φ = Φ(x1, x2, x3). Η ταχύτητα v του ρευστού είναι

v = ∇Φ ≡ gradΦ με συνιστώσες vi =
𝜕Φ
𝜕xi

≡ Φ, i . (1.6.7)
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Με εκτέλεση των υπολογισμών (όχι με τη χρήση του πιο πάνω Θεωρήματος Ε1.4)
να αποδειχθεί ότι αυτή η ταχύτητα v είναι διάνυσμα (τανυστής πρώτης τάξεως). s

Ε1.6.3
Ε1.6.3. Χωρικές μερικές παράγωγοι διανυσμάτων

Και τώρα που πήραμε ήδη φόρα με τις χωρικές μερικές παραγώγους βαθμωτών
μεγεθών (τανυστών μηδενικής τάξεως), ας προχωρήσουμε και στις χωρικές μερικές
παραγώγους διανυσμάτων (τανυστών πρώτης τάξεως) προφανώς βέβαια ως προς
τις Καρτεσιανές συντεταγμένες xi, δηλαδή (x1, x2, x3) στο χώρο. Ισχύει το θεώρημα:

n ΘΕΩΡΗΜΑ E1.5 (Τανυστικός χαρακτήρας της κλίσεως διανύσματος): Εδώ

ΘΕΩΡΗΜΑ

θεωρούμε σε Καρτεσιανές συντεταγμένες (x1, x2, x3) το διάνυσμα (τανυστή πρώτης
τάξεως) u = u(x1, x2, x3) ή ισοδύναμα (με τις συνιστώσες του) ui = ui(x1, x2, x3) και
τις χωρικές μερικές παραγώγους των συνιστωσών του

vij =
𝜕ui
𝜕xj

≡ ui, j (1.6.8)

που τις υποθέτουμε κι εδώ ότι υπάρχουν. Σημειώνουμε και πάλι ότι στους τανυστές
(και όχι μόνο!) πολύ συχνά δηλώνουμε τις παραγώγους ως προς xj, κλπ. με κόμμα
και μετά το j, κλπ. σαν δείκτες. Αυτό το μέγεθος vij = ui, j είναι τανυστής δευτέρας
τάξεως. Σημειώνουμε επίσης ότι αυτός o τανυστής vij = ui, j καλείται μερικές φορές
κλίση (ή βαθμίδα) του διανύσματος ui και συμβολίζεται με ∇u ή με gradu. (Και
φυσικά παρουσιάζει κι αυτός ενδιαφέρον για τον Πολιτικό Μηχανικό.)

ë Απόδειξη: Θα αποδείξουμε πως πραγματικά το μέγεθος vij = ui, j είναι τανυ-Απόδειξη
στής δευτέρας τάξεως. Ο τρόπος εργασίας μας είναι απόλυτα ανάλογος με εκείνον
που ήδη ακολουθήσαμε στην προηγούμενη παράγραφο αυτής της ενότητας για την
απόδειξη του αντίστοιχου θεωρήματος για βαθμωτά μεγέθη που η κλίση τους είναι
διάνυσμα (Θεώρημα Ε1.4). Εδώ βέβαια έχουμε το διάνυσμα ui αντί για το βαθμωτό
μέγεθοςφ. Για το διάνυσμα ui με βάση τον πρώτο ορισμό του διανύσματος (1.2.4) θα
ισχύει στην αλλαγή (στη στροφή) του πρώτου συστήματος συντεταγμένων ο τύπος

up = cpiui . (1.6.9)

Και τώρα ασφαλώς θα χρησιμοποιήσουμε ξανά τον κανόνα της αλυσίδας στις
παραγώγους (ή κανόνα της αλληλουχίας των παραγώγων) για τις παραγωγίσεις
μας: αλλαγή συντεταγμένων από (x1, x2, x3) στο πρώτο σύστημα συντεταγμένων σε
(x1, x2, x3) στο δεύτερο σύστημα συντεταγμένων. Έτσι με τη χρήση τώρα και του
τύπου (1.6.9) παίρνουμε για τις μερικές παραγώγους vij = ui, j που μας ενδιαφέρουν

𝜕up
𝜕xq

= cpi
𝜕ui
𝜕xq

= cpi 
𝜕ui
𝜕x1

𝜕x1
𝜕xq

+ 𝜕ui𝜕x2
𝜕x2
𝜕xq

+ 𝜕ui𝜕x3
𝜕x3
𝜕xq 

= cpi
𝜕ui
𝜕xj

𝜕xj
𝜕xq

. (1.6.10)

(Είναι και εδώ προφανές ότι στο τέλος αυτής της σχέσεως ο επαναλαμβανόμενος
δείκτης j δηλώνει άθροιση ως προς j: σύμβαση αθροίσεως του Einstein.)

Προχωρήσαμε ήδη αρκετά! Και τώρα απλά χρησιμοποιούμε, ακριβώς όπως και
στο προηγούμενο Θεώρημα Ε1.4, τον τύπο (1.6.5), δηλαδή στην περίπτωσή μας

𝜕xj
𝜕xq

= cqj (1.6.11)
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και αντικαθιστούμε αυτές τις μερικές παραγώγους στην παραπάνω σχέση (1.6.10)
στο άθροισμα δεξιά. Με τον τρόπο αυτό προκύπτει τελικά ότι

𝜕up
𝜕xq

= cpi
𝜕ui
𝜕xj

cqj = cpicqj
𝜕ui
𝜕xj

ή απλά up,q = cpicqjui, j ή τέλος vpq = cpicqjvij (1.6.12)

λόγω και της σχέσεως (1.6.8). Άρα σύμφωνα με τον ορισμό του τανυστή δευτέρας
τάξεως (1.2.11) το μέγεθος vij = ui, j, δηλαδή η κλίση ∇u ή gradu του διανύσματος
(τανυστή πρώτης τάξεως) u είναι τανυστής δευτέρας τάξεως v. Αποδείχθηκε, πάει
έτσι κι αυτό το θεώρημα. s

Ανάλογα μπορούμε να αποδείξουμε πως το μέγεθος 𝜕uij /𝜕xk που προκύπτει με
μερική παραγώγιση (εδώ ως προς xk) του τανυστή δευτέρας τάξεως uij είναι ένας
τανυστής τρίτης τάξεως wijk. Και ακόμη παραπέρα ανάλογα ισχύουν και για τις
μερικές παραγωγίσεις τανυστών μεγαλύτερης τάξεως.

Με βάση το προηγούμενο Θεώρημα Ε1.5 προκύπτει εύκολα και το θεώρημα:

n ΘΕΩΡΗΜΑ E1.6 (Απόκλιση διανύσματος): Η απόκλιση (divergence) ∇ ⋅ u ή

ΘΕΩΡΗΜΑ

divu διανύσματος u (που την υποθέτουμε εδώ ότι υπάρχει) είναι βαθμωτό μέγεθος.

ë Απόδειξη: Για την απόκλιση ∇ ⋅ u ή divu διανύσματος u με συνιστώσες ui Απόδειξη
ξέρουμε ότι αυτή δίνεται σε Καρτεσιανές συντεταγμένες (x1, x2, x3) από τον τύπο

divu = 𝜕u1𝜕x1
+ 𝜕u2𝜕x2

+ 𝜕u3𝜕x3
= 𝜕ui𝜕xi

= ui, i (1.6.13)

δεξιά με τη σύμβαση αθροίσεως του Einstein. Αλλ’ εμείς γνωρίζουμε από το προη-
γούμενο Θεώρημα Ε1.5 ότι για ένα διάνυσμα ui το μέγεθος vij ≡ 𝜕ui /𝜕xj είναι τα-
νυστής δευτέρας τάξεως. Γνωρίζουμε επίσης ότι το μέγεθος που προκύπτει με τη
συστολή ενός τανυστή ως προς δύο ελεύθερους δείκτες του είναι κι αυτό τανυστής.
Άρα και το μέγεθος ui, i που προκύπτει με συστολή του τανυστή δευτέρας τάξεως ui, j
με j = i (συστολή ως προς τους δείκτες i και j) είναι και αυτό τανυστής εδώ βέβαια
μηδενικής τάξεως, δηλαδή είναι βαθμωτό μέγεθος. Άρα η απόκλιση divu = ui, i στο
παρόν θεώρημα είναι βαθμωτό μέγεθος. Και με απλά λόγια η τιμή της αποκλίσεως
∇ ⋅u ή divu δε μεταβάλλεται καθόλου, όταν στραφεί το σύστημα των Καρτεσιανών
συντεταγμένων Ox1x2x3. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.6t Άσκηση E1.23 z Ρευστομηχανική: εξίσωση της συνεχείας

Στη Ρευστομηχανική για τη μόνιμη (σταθερή) τριδιάστατη ροή ιδεατού ρευστού
ζητούνται: (α) Ποιες είναι οι τρεις ιδιότητες του ιδεατού ρευστού; (β) Να αποδειχθεί
ότι η εξίσωση της συνεχείας σε μια τέτοια ροή

𝜕v1
𝜕x1

+ 𝜕v2𝜕x2
+ 𝜕v3𝜕x3

= 0 ή πιο απλά
𝜕vi
𝜕xi

= 0 (1.6.14)

με v την ταχύτητα του ρευστού (που είναι διάνυσμα) συνεχίζει να ισχύει και όταν
στραφεί το σύστημα των Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3. Υπόδειξη: Για το
μέγεθος φ = 𝜕vi /𝜕xi = divv να αποδειχθεί με βάση το προηγούμενο Θεώρημα Ε1.6
ότι είναι βαθμωτό μέγεθος. Αλλά το μέγεθος αυτό είναι μηδέν, φ = 0, σύμφωνα με
τη σχέση (1.6.14). Άρα … s
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. Άσκηση
Ενότητα Ε1.6

t Άσκηση E1.24 z Μηχανική των Υλικών: Ελαστικότητα
Θεωρούμε και πάλι τον τόσο γνωστό μας από τη Μηχανική των Υλικών τανυστή
των τάσεων σij. (α) Πρώτα–πρώτα ζητείται να αποδειχθεί ότι το μέγεθος

sijk =
𝜕σij
𝜕xk

≡ σij,k (1.6.15)

είναι τανυστής τρίτης τάξεως. Και τώρα ας θυμηθούμε λίγο τις τρεις εξισώσεις ισορ-
ροπίας (εδώ χωρίς δυνάμεις μάζας ή καθολικές δυνάμεις) σε ένα ελαστικό μέσον

𝜕σ1j
𝜕x1

+
𝜕σ2 j
𝜕x2

+
𝜕σ3 j
𝜕x3

= 0 ή πιο απλά
𝜕σij
𝜕xi

= 0 με j = 1, 2, 3. (1.6.16)

Ζητούνται: (β) Να αποδειχθεί ότι το μέγεθος fj = 𝜕σij /𝜕xi δεξιά σ’ αυτές εδώ τις εξι-
σώσεις είναι διάνυσμα. Εδώ μάλιστα πρόκειται για το μηδενικό διάνυσμα, αφού
fj = 0 για j = 1, 2, 3. Υπόδειξη:Να γίνει κατάλληλη συστολή στον τανυστή τρίτης τά-
ξεως sijk του πρώτου ερωτήματος ως προς δύο από τους τρεις δείκτες του (ανάλογα
με το προηγούμενο Θεώρημα Ε1.6, αλλ’ εκεί σε τανυστή δευτέρας τάξεως). (γ) Και
τώρα να αποδειχθεί ότι αν αυτές οι εξισώσεις ισορροπίας ισχύουν σε ένα σύστημα
Καρτεσιανών συντεταγμένων, τότε θα ισχύουν και σε κάθε άλλο σύστημα Καρτε-
σιανών συντεταγμένων. Υπόδειξη: Να γίνει αλλαγή συντεταγμένων στο μηδενικό
διάνυσμα fj = 𝜕σij /𝜕xi , οπότε προφανώς θα προκύψει ξανά μηδενικό διάνυσμα.

Δηλαδή εδώ βλέπουμε καθαρά πώς ένας φυσικός νόμος (εδώ οι τρεις εξισώσεις
ισορροπίας) διατηρεί την ισχύ του και όταν στραφεί το σύστημα των Καρτεσιανών
συντεταγμένων. Βλέπουμε λοιπόν τη διατήρηση της ισχύος των φυσικών νόμων με
την αλλαγή του συστήματος συντεταγμένων. Και αυτό είναι το πλεονέκτημα που
μας προσφέρουν οι τανυστές ή πιο επίσημα ο Τανυστικός Λογισμός. s

Ε1.6.4
Ε1.6.4. Στροβιλισμός διανύσματος

Πέρα από την κλίση βαθμωτού μεγέθους ή και διανύσματος (διανυσματικού με-
γέθους) και την απόκλιση διανύσματος, που είδαμε ήδη ότι είναι τανυστές, στη Δια-
νυσματική Ανάλυση ενδιαφέρον παρουσιάζει και ο στροβιλισμός (ή η περιστροφή)
w = ∇×v ≡ curlv διανύσματος v = v(x1, x2, x3). Αυτός ο στροβιλισμός υπολογίζεται
από τη συμβολική ορίζουσα

w = ∇ × v ≡ curl v =




e1 e2 e3
𝜕
𝜕x1

𝜕
𝜕x2

𝜕
𝜕x3

v1 v2 v3




. (1.6.17)

Εδώ αυτό το διανυσματικό μέγεθος w = ∇ × v ≡ curlv, δηλαδή ο στροβιλισμός
(ή η περιστροφή) του διανύσματος v = v(x1, x2, x3), έχει τις τρεις συνιστώσες

w1 =
𝜕v3
𝜕x2

− 𝜕v2𝜕x3
, w2 =

𝜕v1
𝜕x3

− 𝜕v3𝜕x1
και w3 =

𝜕v2
𝜕x1

− 𝜕v1𝜕x2
. (1.6.18)

Τώρα με τη χρήση του γνωστού μας συμβόλου του Levi–Civita (ή μεταθετικού
συμβόλου) εijk οι τρεις συνιστώσεςwi του στροβιλισμού curl v γράφονται στη μορφή

wi = εijk
𝜕vk
𝜕xj

και πιο σύντομα wi = εijkvk, j . (1.6.19)
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Προφανώς και εδώ ο δείκτης j μετά το κόμμα στο σύμβολο vk, j δηλώνει τη μερική
παραγώγιση ως προς xj. Αυτός ο τύπος (1.6.19) είναι βέβαια σύμφωνος και με τον
τύπο (1.1.42) για τις συνιστώσες Ci του εξωτερικού γινομένου C = A × B δύο δια-
νυσμάτων A και B. Μόνο που εδώ το πρώτο διάνυσμα A στο εξωτερικό γινόμενο
A×B, εδώ στο στροβιλισμό (ή στην περιστροφή) ∇× v ή curl v, είναι το συμβολικό
(όχι αληθινό) διάνυσμα (ο τελεστής παραγωγίσεων) ∇ (το ανάδελτα) ή ισοδύναμα
το συμβολικό (όχι αληθινό) διάνυσμα 𝜕 /𝜕xj.

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.6t Άσκηση E1.25 z Στροβιλισμός διανύσματος

Να επαληθευθεί ότι ο τύπος (1.6.19) για τις συνιστώσες του στροβιλισμού (ή της
περιστροφής) ∇×v ή curl v είναι σύμφωνος με τους αναλυτικούς τύπους (1.6.18).s

Είναι μάλλον εύλογο για το στροβιλισμό (ή την περιστροφή) ∇× v ή curlv ενός
διανύσματος v να ισχύει το θεώρημα:

n ΘΕΩΡΗΜΑ E1.7 (Στροβιλισμός διανύσματος):Οστροβιλισμός (ή περιστροφή)

ΘΕΩΡΗΜΑ

∇ × v ή curl v διανύσματος v (που τον υποθέτουμε εδώ ότι υπάρχει με κατάλληλα
παραγωγίσιμες τις συνιστώσες vi του διανύσματος v) είναι επίσης διάνυσμα.

ë Απόδειξη: Για τις συνιστώσεςwi του στροβιλισμού curl v ισχύει ο τύπος (1.6.19). Απόδειξη
Σ’ αυτόν όμως το μέγεθος ujk = vk, j είναι τανυστής δευτέρας τάξεως, επειδή είναι
η κλίση του διανύσματος vk, και αυτό το γνωρίζουμε από το Θεώρημα Ε1.5 της
Παραγράφου Ε1.6.3 αυτής της ενότητας. Επίσης γνωρίζουμε (αν και δεν το απο-
δείξαμε) ότι το σύμβολο του Levi–Civita εijk είναι τανυστής τρίτης τάξεως. Άρα το
μέγεθος sijklm = εijkulm = εijkvm, l είναι τανυστής πέμπτης τάξεως. Και με δύο συστο-
λές στους δείκτες του: l = j και m = k προκύπτει το μέγεθος wi = εijkujk = εijkvk, j,
δηλαδή ο στροβιλισμός w = curlv. Αυτός είναι προφανώς τανυστής πρώτης τά-
ξεως (εδώ 5 − 2 − 2 = 1), αφού η συστολή τανυστή δίνει και πάλι τανυστή με τάξη
μικρότερη κατά δύο. (Εδώ βέβαια κάναμε δύο συστολές στον τανυστή sijklm = εijkulm:
τις συστολές l = j και m = k.) s

Ε1.6.5
Ε1.6.5. Λαπλασιανή βαθμωτού μεγέθους

Πάρα πολύ συχνά συναντάμε επίσης και τη Λαπλασιανή βαθμωτού μεγέθους
φ = φ(x1, x2, x3). Αυτή ορίζεται σαν

∇2φ ≡ Δφ = 𝜕
2φ
𝜕x21

+ 𝜕
2φ
𝜕x22

+ 𝜕
2φ
𝜕x23

= 𝜕2φ
𝜕xi𝜕xi

= φ, ii (1.6.20)

υιοθετώντας κι εδώ τη σύμβαση της αθροίσεως του Einstein. Ισχύει το θεώρημα:

n ΘΕΩΡΗΜΑE1.8 (Λαπλασιανή βαθμωτού μεγέθους):ΗΛαπλασιανή∇2φ ήΔφ

ΘΕΩΡΗΜΑ

βαθμωτού μεγέθουςφ (που την υποθέτουμε εδώ ότι υπάρχει με κατάλληλα παραγω-
γίσιμο το βαθμωτό μέγεθος φ) είναι επίσης βαθμωτό μέγεθος (τανυστής μηδενικής
τάξεως).

ë Απόδειξη: Πρέπει να αποδείξουμε ότι πρόκειται για τανυστή μηδενικής τάξεως. Απόδειξη
Καταρχήν διαπιστώνουμε ότι η Λαπλασιανή∇2φ ή Δφ προκύπτει και από τον τύπο

∇2φ = div(gradφ). (1.6.21)
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Αυτό συμβαίνει, επειδή το gradφ έχει συνιστώσες φ, i. Άρα η απόκλιση div(gradφ)
της κλίσεως gradφ βαθμωτού μεγέθους φ είναι (𝜕/𝜕xi)(𝜕φ/𝜕xi) = 𝜕2φ/(𝜕xi𝜕xi) = φ, ii
συμφωνώντας έτσι με τον ορισμό (1.6.20) της Λαπλασιανής ∇2φ ή Δφ.

Αλλά με το φ βαθμωτό μέγεθος (τανυστή μηδενικής τάξεως) έχουμε ήδη δει στο
Θεώρημα Ε1.4 της Παραγράφου Ε1.6.2 αυτής της ενότητας ότι η κλίση του gradφ
με συνιστώσες της ui = 𝜕φ/𝜕xi = φ, i είναι διάνυσμα (τανυστής πρώτης τάξεως). Και
είδαμε επίσης στο Θεώρημα Ε1.6 της Παραγράφου Ε1.6.3 πάλι αυτής της ενότητας
ότι η απόκλιση διανύσματος (εδώ του ui = 𝜕φ/𝜕xi = φ, i) είναι βαθμωτό μέγεθος
(τανυστής μηδενικής τάξεως). Επομένως, αφού η Λαπλασιανή είναι απλά η από-
κλιση της κλίσεως ∇φ ή gradφ βαθμωτού μεγέθους φ σύμφωνα με τον πιο πάνω
τύπο (1.6.21), θα είναι ένα βαθμωτό μέγεθος (τανυστής μηδενικής τάξεως). s

Γνωρίζουμε ήδη πως η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους (ή μερική
διαφορική εξίσωση)

∇2φ = 0 και ισοδύναμα Δφ = 0 (1.6.22)

που περιέχει τη Λαπλασιανή ∇2φ ή Δφ καλείται εξίσωση του Laplace.
. Άσκηση
Ενότητα Ε1.6 t Άσκηση E1.26 z Εξίσωση του Laplace

Ζητούνται: (α) Να αναφερθούν δύο ποσότητες στη Ρευστομηχανική και άλλες δύο
στη Μηχανική των Υλικών που να επαληθεύουν την εξίσωση του Laplace. (β) Επί-
σης να αναφερθούν και οι μονάδες της καθεμιάς τους. (γ) Να αποδειχθεί ότι αν
μια ποσότητα φ επαληθεύει την εξίσωση του Laplace σε ένα σύστημα Καρτεσιανών
συντεταγμένωνOx1x2x3, τότε θα την επαληθεύει και σε οποιοδήποτε άλλο σύστημα
Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3.Υπόδειξη:Ναληφθεί υπόψη ότι σύμφωνα με
το πιο πάνω Θεώρημα Ε1.8 η Λαπλασιανή ∇2φ είναι βαθμωτό μέγεθος (τανυστής
μηδενικής τάξεως). Κατά συνέπεια συμπεραίνουμε ότι ένας φυσικός νόμος που εκ-
φράζεται με την εξίσωση του Laplace ∇2φ = 0 ισχύει σε κάθε σύστημα Καρτεσιανών
συντεταγμένων. Κι αυτό συμβαίνει παρόλο που οι ίδιες οι συντεταγμένες (x1, x2, x3)
και (x1, x2, x3)αλλάζουν από το ένα σύστημαΚαρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3
στο άλλο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3. s

Τέλεια λοιπόν: η κλίση (ή βαθμίδα) βαθμωτού μεγέθους, η απόκλιση διανύ-
σματος, ο στροβιλισμός (ή περιστροφή) διανύσματος και η Λαπλασιανή βαθμωτού
μεγέθους είναι όλα τανυστές είτε μηδενικής τάξεως είτε πρώτης τάξεως. Αντίθετα
η κλίση (ή βαθμίδα) διανύσματος είναι τανυστής δευτέρας τάξεως.

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.6 t Άσκηση E1.27 z Εξίσωση της διαχύσεως

Θεωρούμε την τριδιάσταστη εξίσωση της διαχύσεως
𝜕u
𝜕t = D∇2u ή

𝜕u
𝜕t = Du, ii με u = u(x1, x2, x3, t) (1.6.23)

την άγνωστη συνάρτηση καιD τοσυντελεστή διαχύσεως. Και τα δύοαυτάμεγέθη u
και D είναι βαθμωτά μεγέθη και ο χώρος όπου γίνεται η διάχυση της ποσότητας u
θεωρείται εδώ ισότροπος. Γι’ αυτόν το λόγο το D είναι απλά βαθμωτό μέγεθος.

Η εξίσωση της διαχύσεως είναι μια πολύ γνωστή διαφορική εξίσωση με μερι-
κές παραγώγους. Παρουσιάζεται καταρχήν στη Μετάδοση Θερμότητας ή Διάδοση
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Θερμότητας (με βάση το νόμο του Fourier, 1822) με u τη θερμοκρασία και D = κ
το συντελεστή θερμικής διαχύσεως. Παρουσιάζεται επίσης στην Εδαφομηχανική
στη στερεοποίηση στρώματος (ή στρώσεως) αργίλου στο έδαφος (με βάση τη θεω-
ρία του Terzaghi, 1923) με u την πρόσθετη υδροστατική πίεση (ή υπερπίεση του
νερού των πόρων) και D = cv το συντελεστή στερεοποιήσεως. Παρουσιάζεται
ακόμη στην Περιβαλλοντική Υδραυλική στη μοριακή διάχυση ρύπου (με βάση το
νόμο του Fick, 1855) με u = c τη συγκέντρωση του ρύπου και D το συντελεστή μο-
ριακής διαχύσεως. Παρουσιάζεται επίσης στην Υδρολογία και συγκεκριμένα στην
υπόγεια ροή νερού σε πορώδες έδαφος με u = h το υδραυλικό φορτίο και D = α το
συντελεστή υδραυλικής διαχύσεως με α = k/Ss με k το συντελεστή διαπερατότητας
(ή υδραυλική αγωγιμότητα) του εδάφους και Ss την ειδική αποθηκευτικότητά του.

Εδώ με χρήση των Θεωρημάτων Ε1.3 και Ε1.8 ζητείται απλά να αποδειχθεί ότι
η εξίσωση της διαχύσεως (1.6.23) διατηρεί την ισχύ της στο φυσικό πρόβλημα στο
οποίο αναφέρεται (όπως στα τρία παραπάνω προβλήματα) σε περίπτωση αλλαγής
του συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων από Ox1x2x3 σε Ox1x2x3. s

Ε1.7
Ε1.7. ΤΑΝΥΣΤΕΣΤΑΣΕΩΝ, ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΝΚΑΙ ΡΟΠΩΝΑΔΡΑΝΕΙΑΣ

ΣτηΜηχανική των Υλικών έχουμε ήδη συναντήσει τους τανυστές των τάσεων σij
(ή πιο απλά σ), των παραμορφώσεων εij (ή πιο απλά ε) και των ροπών αδρανείας Iij
(ή πιο απλά I). Και οι τρεις τους είναι τανυστές δευτέρας τάξεως (με n = 2). Σ’ αυτήν
εδώ την ενότητα θα αποδείξουμε επίσημα ότι πρόκειται για τανυστές με βάση τις
γνώσεις που έχουμε ήδη αποκτήσει στις προηγούμενες ενότητες.

Ε1.7.1
Ε1.7.1. Ο τανυστής των τάσεων

Ξεκινάμε με τον τανυστή των τάσεων σij σε ένα ελαστικό μέσον. Στο παρακάτω
σχήμα δείχνουμε ένα απειροστό τετράεδρο ΟΤ1Τ2Τ3 στο μέσον αυτό με τους τρεις
άξονες Ox1, Ox2 και Ox3 κάθετους μεταξύ τους και την έδρα του Τ1Τ2Τ3 πλάγια.

O

x1

x2

x3

T1

T2

T3

n p

Σχήμα Ε1.2: Απειροστό τετράεδρο σε ελαστικό μέσον.

Στην πλάγια έδρα Τ1Τ2Τ3 του τετραέδρου θεωρούμε το μοναδιαίο κάθετο διά-
νυσμα n (εννοείται προς τα έξω του τετραέδρου) με συνιστώσες ni. Στην ίδια έδρα
θεωρούμε και το διάνυσμα των τάσεων p, δηλαδή το διάνυσμα της δυνάμεως ανά
μονάδα επιφάνειας που ασκείται από το υπόλοιπο ελαστικό μέσον πάνω στην έδρα
αυτή του τετραέδρου που έχουμε «αποκόψει». Τονίζουμε ότι εδώ πρόκειται για το
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διάνυσμα των τάσεων p, που είναι τανυστής πρώτης τάξεως, και όχι για τις ίδιες
τις τάσεις σij, που είναι τανυστής δευτέρας τάξεως, όπως θα αποδείξουμε σε λίγο.

Στο τετράεδρο αυτό ΟΤ1Τ2Τ3 αποδεικνύεται σχετικά εύκολα από τη Γεωμετρία
ότι αν ΔΕ είναι το εμβαδόν της πλάγιας τριγωνικής έδρας Τ1Τ2Τ3 του τετραέδρου,
τότε τα εμβαδά ΔΕ1 = (OT2T3), ΔΕ2 = (OT3T1) και ΔΕ3 = (OT1T2) των άλλων τριών
τριγωνικών εδρών του τετραέδρου ΟΤ1Τ2Τ3 θα δίνονται από τους απλούς τύπους

ΔΕ1 = (OT2T3) = n1ΔΕ, ΔΕ2 = (OT3T1) = n2ΔΕ, ΔΕ3 = (OT1T2) = n3ΔΕ. (1.7.1)

Δηλαδή με δείκτες
ΔΕi = niΔΕ με i = 1, 2, 3. (1.7.2)

Υπενθυμίζεται ότι ni είναι οι συνιστώσες του μοναδιαίου κάθετου διανύσματος n
στην πλάγια τριγωνική έδρα Τ1Τ2Τ3 του τετραέδρου ΟΤ1Τ2Τ3 του Σχήματος Ε1.2.

Και τώρα θα εξετάσουμε την ισορροπία αυτού εδώ του απειροστού τετραέδρου
ΟΤ1Τ2Τ3 μέσα στο ελαστικό μέσον μας ως προς τις συνολικές δυνάμεις οι οποίες
ασκούνται πάνω του από το υπόλοιπο ελαστικό μέσον κατά τις διευθύνσεις των
τριών καθέτων μεταξύ τους αξόνων Ox1, Ox2 και Ox3. Ξεκινάμε πρώτα–πρώτα με
την ισορροπία δυνάμεων κατά τη διεύθυνση του πρώτου άξονα Ox1.

Με σij τις τάσεις στο απειροστό τετράεδρο ΟΤ1Τ2Τ3 (Σχήμα Ε1.2) στο τρίγωνο
ΟΤ2Τ3 θα έχουμε δύναμηΔF1 = σ11ΔΕ1 κατά τη διεύθυνση του άξοναOx1 με σ11 την
ορθή τάση κατά τη διεύθυνση του άξονα Ox1. Βέβαια η δύναμη ΔF1 θα είναι προς
τον αρνητικό άξοναOx1, αν η ορθή τάση σ11 είναι θετική. Μετά στο τρίγωνοΟΤ3Τ1
θα έχουμε δύναμη ΔF2 = σ21ΔΕ2 πάλι κατά τη διεύθυνση του άξονα Ox1 με σ21 τη
διατμητική τάση κατά τη διεύθυνση του άξονα Ox1. Προφανώς η δύναμη ΔF2 θα
είναι προς τον αρνητικό άξονα Ox1, αν η διατμητική τάση σ21 είναι θετική. Έπειτα
στο τρίγωνο ΟΤ1Τ2 θα έχουμε δύναμη ΔF3 = σ31ΔΕ3 ξανά κατά τη διεύθυνση του
άξονα Ox1 με σ31 τη διατμητική τάση κατά τη διεύθυνση του άξονα Ox1. Ασφαλώς
η δύναμη ΔF3 θα είναι προς τον αρνητικό άξονα Ox1, αν η διατμητική τάση σ31
είναι θετική. Τέλος στο τρίγωνο Τ1Τ2Τ3 (στην πλάγια έδρα του τετραέδρου) κατά τη
διεύθυνση του ίδιου άξονα Ox1 θα έχουμε δύναμη ΔF = p1ΔΕ με p1 τη συνιστώσα
του διανύσματος των τάσεων p στην έδρα αυτή κατά τη διεύθυνση του άξονα Ox1.

Η ισορροπία δυνάμεων κατά τη διεύθυνση του άξονα Ox1 μας οδηγεί αμέσως
στο συμπέρασμα ότι

ΔF = ΔF1 + ΔF2 + ΔF3 (1.7.3)

και παραπέρα με τις παραπάνω εκφράσεις αυτών των στοιχειωδών δυνάμεων

p1ΔΕ = σ11ΔΕ1 + σ21ΔΕ2 + σ31ΔΕ3 . (1.7.4)

Παίρνουμε τώρα υπόψη μας και τις εκφράσεις (1.7.1) ή (1.7.2) για τα στοιχειώδη
εμβαδά ΔEi. Έτσι προκύπτει αμέσως ότι

p1ΔΕ = σ11n1ΔΕ + σ21n2ΔΕ + σ31n3ΔΕ. (1.7.5)

Με απλοποίηση μάλιστα και του κοινού παράγοντα ΔΕ παίρνουμε

p1 = σ11n1 + σ21n2 + σ31n3 =
3


j=1

σj1nj . (1.7.6)

Χρησιμοποιώντας τέλος και την ήδη γνωστή μας σύμβαση αθροίσεως του Einstein,
γράφουμε αυτό το τελικό αποτέλεσμά μας στη μορφή

p1 = σj1nj (κατά τη διεύθυνση του άξονα Ox1). (1.7.7)
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Εντελώς ανάλογα εργαζόμαστε και για την ισορροπία δυνάμεων κατά τις διευ-
θύνσεις των αξόνων Ox2 και Ox3 πάλι στο στοιχειώδες τετράεδρό μας ΟΤ1Τ2Τ3 του
πιο πάνω Σχήματος Ε1.2. Έτσι προκύπτουν και οι άλλες δύο εξισώσεις ισορροπίας

p2 = σj2nj (κατά τη διεύθυνση του άξονα Ox2), (1.7.8)

p3 = σj3nj (κατά τη διεύθυνση του άξονα Ox3). (1.7.9)

Και προφανώς και οι τρεις αυτές εξισώσεις ισορροπίας (εδώ μόνο των δυνάμεων)
κατά τις διευθύνσεις των τριών αξόνωνOxi γράφονται και στην ενιαία μορφή τους

pi = σjinj με i = 1, 2, 3. (1.7.10)

Υπενθυμίζεται και πάλι ότι nj είναι οι συνιστώσες του κάθετου μοναδιαίου διανύ-
σματος n στην πλάγια έδρα T1T2T3 του στοιχειώδους τετραέδρου μας ΟΤ1Τ2Τ3.

Δουλέψαμε με το στοιχειώδες τετράεδρό μας στο Σχήμα Ε1.2 στην ισορροπία
των δυνάμεων που ασκούνται σ’ αυτό κατά τις διευθύνσεις των αξόνων Oxi και
καμαρώνουμε τώρα που φθάσαμε στο τελικό αποτέλεσμά μας (1.7.10). Εδώ, όπως
είπαμε, pi είναι οι συνιστώσες του διανύσματος των τάσεων (δύναμη ανά μονάδα
επιφάνειας) που ασκείται πάνω στην πλάγια έδρα Τ1Τ2Τ3 του τετραέδρουΟΤ1Τ2Τ3
από το ελαστικό μέσον μας. Επίσης, το είπαμε κι αυτό, nj είναι οι συνιστώσες του
μοναδιαίου κάθετου (και προς τα έξω) διανύσματος n πάνω στην ίδια έδρα Τ1Τ2Τ3
του τετραέδρουΟΤ1Τ2Τ3. Επίσης, είναι προφανές αυτό, στο αποτέλεσμά μας (1.7.10)
δεξιά έχουμε άθροιση ως προς τον επαναλαμβανόμενο δείκτη j (σύμφωνα με την
τόσο γνωστή μας πια σύμβαση αθροίσεως του Einstein).

Και τώρα απλά χρησιμοποιούμε το νόμο του πηλίκου στους τανυστές που ήδη
το γνωρίζουμε από την Ενότητα Ε1.4 και ειδικότερα από το Θεώρημα Ε1.1 εκεί.
Έτσι διαπιστώνουμε ότι το μέγεθος σij είναι τανυστής δευτέρας τάξεως, αφού και τα
δύο μεγέθη pi και nj στον τύπο (1.7.10) είναι διανύσματα (τανυστές πρώτης τάξεως).
Είναι λοιπόν πάρα πολύ χρήσιμος ο νόμος του πηλίκου στηΜηχανική των Υλικών.

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.7t Άσκηση E1.28 z Τανυστής των τάσεων

Με τα δύο μεγέθη pi και nj διανύσματα και τη σχέση (1.7.10) γνωστή να γίνουν από
την αρχή όλοι οι υπολογισμοί στο νόμο του πηλίκου (με τον παρόντα συμβολισμό)
και να αποδειχθεί ότι πράγματι το μέγεθος σij είναι τανυστής δευτέρας τάξεως. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.7t Άσκηση E1.29 z Τανυστής των τάσεων

Να αποδειχθεί από την αρχή ο τύπος (1.7.10), pi = σjinj, στην ειδική περίπτωση
των δύο διαστάσεων με σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2. Εδώ βέβαια
θα έχουμε απλά τρίγωνο OT1T2 αντί για τετράεδρο OT1T2T3 και επίσης δύο μόνο
εξισώσεις ισορροπίας δυνάμεων: κατά τις διευθύνσεις των αξόνων Ox1 και Ox2. s

t Παρατήρηση E1.3: Τελειώνοντας, ας σημειώσουμε ότι με ισορροπία ροπών
ä Παρατήρηση

σε ένα στοιχειώδες ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο του ελαστικού μέσου μας μπορεί
να αποδειχθεί ότι σij = σji και επομένως ο τανυστής των τάσεων είναι συμμετρικός
τανυστής. Αυτήν τη σχέση σij = σji τη γνωρίζουμε ήδη από τηΜηχανική των Υλικών
και παραλείπουμε εδώ τη γνωστή μας σχετική απόδειξη. s
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Ε1.7.2
Ε1.7.2. Ο τανυστής των παραμορφώσεων

Ευτυχώς αρκετά πιο εύκολη είναι η κατάσταση με τον τανυστή των παραμορ-
φώσεων εij στο ίδιο ελαστικό μέσον μας. Δε θα μας κουράσει καθόλου η σχετική
απόδειξη και φυσικά στις παραμορφώσεις εij δε χρησιμοποιούμε εξισώσεις ισορρο-
πίας δυνάμεων που μας ταλαιπώρησαν κάπως στις τάσεις σij στην προηγούμενη
Παράγραφο Ε1.7.1. Εδώ εννοούμε βέβαια μικρές παραμορφώσεις εij σαν κι αυτές
που υποθέτουμε γενικά στην Ελαστικότητα. Φλυαρήσαμε. Ξεκινάμε!

Γνωρίζουμε ήδη από τηΜηχανική τωνΥλικών ότι στην Ελαστικότητα οι (μικρές
επαναλαμβάνουμε) παραμορφώσεις εij ορίζονται μέσω των μετατοπίσεων ui, πολύ
καλύτερα μέσω του διανύσματος των μετατοπίσεων u (με συνιστώσες u1, u2 και u3),
στο ελαστικό μέσον. Οι τύποι ορισμού τους είναι

ε11 =
𝜕u1
𝜕x1

, ε22 =
𝜕u2
𝜕x2

και ε33 =
𝜕u3
𝜕x3

(1.7.11)

για τις ορθές παραμορφώσεις εij με i = j και

ε12 = ε21 =
1
2 
𝜕u1
𝜕x2

+ 𝜕u2𝜕x1 
, ε23 = ε32 =

1
2 
𝜕u2
𝜕x3

+ 𝜕u3𝜕x2 

και ε31 = ε13 =
1
2 
𝜕u3
𝜕x1

+ 𝜕u1𝜕x3 
(1.7.12)

για τις διατμητικές παραμορφώσεις εij με i ≠ j. Πάρα πολύ εύκολα παρατηρούμε ότι
όλοι αυτοί οι τύποι μπορούν να γραφούν και στην ακόλουθη ενιαία μορφή τους:

εij =
1
2 
𝜕ui
𝜕xj

+
𝜕uj
𝜕xi 

= 1
2
(ui, j + uj, i). (1.7.13)

Εδώ χρησιμοποιήσαμε δεξιά και το συμβολισμό των παραγώγων με δείκτες μετά
από κόμμα. Και από αυτήν τη μορφή (1.7.13) είναι απόλυτα σαφές ότι το μέγεθος
δευτέρας τάξεως εij είναι συμμετρικό, δηλαδή ότι εij = εji.

Ωραία! Θα δείξουμε τώρα ότι το μέγεθος δευτέρας τάξεως εij είναι και τανυστής.
Προς το σκοπό αυτό θυμόμαστε ασφαλώς ότι, όπως ήδη είπαμε, ui (ή ισοδύναμα u)
είναι το διάνυσμα των μετατοπίσεων εννοείται των σημείων (x1, x2, x3) του ελαστι-
κού μέσου μας. Αλλ’ από το Θεώρημα Ε1.5 της Παραγράφου Ε1.6.3, σχέση (1.6.8),
γνωρίζουμε ήδη ότι το μέγεθος vij = 𝜕ui /𝜕xj ≡ ui, j είναι τανυστής δευτέρας τά-
ξεως. Άρα και οι δύο ποσότητες ui, j και uj, i (στη δεύτερη απλά κάνουμε εναλλαγή
των συμβόλων των δεικτών: j αντί για i και i αντί για j) είναι τανυστές δευτέρας
τάξεως. Επομένως το ίδιο θα ισχύει και για το άθροισμά τους ui, j + uj, i, όπως ήδη
γνωρίζουμε από την Παράγραφο Ε1.3.2 για την πρόσθεση τανυστών. (Κι αυτό εί-
ναι τανυστής δευτέρας τάξεως!) Τέλος και ο πολλαπλασιασμός επί 1/2 δεν αλλάζει
τον τανυστικό χαρακτήρα του μεγέθους ui, j + uj, i, όπως ήδη γνωρίζουμε καλά από
την παράγραφο Ε1.3.1 για τον πολλαπλασιασμό τανυστή επί πραγματικό αριθμό.
Κατά συνέπεια με βάση τον τύπο (1.7.13) οι παραμορφώσεις εij (ή ισοδύναμα ε) σε
ελαστικό μέσον αποτελούν έναν τανυστή δευτέρας τάξεως. Και βέβαια συμμετρικό
τανυστή, όπως ήδη αναφέραμε, με βάση τον ίδιο ακριβώς τύπο (1.7.13). Τέλεια!

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.7 t Άσκηση E1.30 z Ο τανυστής των στροφών

Ξανά στη Μηχανική των Υλικών με βάση τις μετατοπίσεις ui του ελαστικού μέσου
πέρα από τον τανυστή των παραμορφώσεων εij, που ορίσθηκε με τον τύπο (1.7.13),
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ορίζεται ανάλογα και ο τανυστής των στροφών ωij, αλλά τώρα με μείον αντί για
συν στον ίδιο τύπο (1.7.13). Συγκεκριμένα για τις στροφές ωij ισχύει ο τύπος

ωij =
1
2 
𝜕ui
𝜕xj

−
𝜕uj
𝜕xi 

= 1
2
(ui, j − uj, i). (1.7.14)

Βέβαια σε αντίθεση με τον τανυστή των παραμορφώσεων εij αυτός ο τανυστής των
στροφών ωij δεν είναι ιδιαίτερα χρήσιμος στη Μηχανική των Υλικών.

Ζητούνται: (α) Να αποδειχθεί ότι αυτό το μέγεθος ωij είναι επίσης τανυστής:
τανυστής των στροφών. (β) Να αποδειχθεί ότι είναι επιπλέον και αντισυμμετρικός
τανυστής. (γ) Να διαπιστωθεί τέλος ότι ο συμμετρικός τανυστής των παραμορφώ-
σεων εij και ο αντισυμμετρικός τανυστής των στροφών ωij επιτρέπουν την ανάλυση
του τανυστή των παραγώγων vij = 𝜕ui /𝜕xj ≡ ui, j των μετατοπίσεων ui σε συμμετρικό
και σε αντισυμμετρικό μέρος σύμφωνα με το Θεώρημα Ε1.2 στην Ενότητα Ε1.5. s

Ε1.7.3
Ε1.7.3. Ο τανυστής των ροπών αδρανείας

Προχωράμε τώρα στον τρίτο (και τελευταίο) σημαντικό τανυστή της Μηχανι-
κής των Υλικών: στον τανυστή των ροπών αδρανείας Iij. Χρειάζεται όμως κάποια
εργασία, ώστε με την ευκαιρία να εξηγήσουμε και την έννοια αυτού του τανυστή.

Θεωρούμε την περιστροφική κίνηση ενός στερεού σώματος γύρω από σταθερό
σημείο Ο. Το σώμα αυτό καταλαμβάνει την περιοχή V στον τριδιάστατο χώρο και
περιστρέφεται με γωνιακή ταχύτητα ω, που εδώ είναι ένα διάνυσμα. Δηλώνουμε
με r το διάνυσμα θέσεως των σημείων του στερεού μας στο σύστημα Καρτεσιανών
συντεταγμένων του ίδιου του στερεού που είναι προσαρτημένο στο στερεό. Τότε για
την ταχύτητα v των σημείων του στερεού ισχύει ο γνωστός τύπος

v = ω × r . (1.7.15)

Τώρα θεωρούμε τη στροφορμή L του στερεού. Υπενθυμίζεται ότι ένα υλικό ση-
μείο μάζας m στη θέση r και με ταχύτητα v έχει στροφορμή L = r× (mv) = r× (vm).
(Δηλαδή η στροφορμή L είναι η ροπή της ορμής mv.) Τώρα για το στερεό μας για
κάθε στοιχειώδη μάζα του Δm η αντίστοιχη στοιχειώδης στροφορμή ΔL θα είναι

ΔL = r × (vΔm) = (r × v)Δm = r × (ω × r)ρΔV (1.7.16)

με ρ τη συνηθισμένη πυκνότητα του στερεού, οπότε Δm = ρΔV. Άρα για ολόκληρο
το στερεό για να υπολογισθεί η συνολική στροφορμή του L, θα πρέπει να γίνει μια
ολοκλήρωση πάνω στον όγκο V του στερεού. Έτσι προκύπτει ότι

L =
V
r × (ω × r)ρdV =

V
ρr × (ω × r)dV (1.7.17)

αλλάζοντας τη θέση της πυκνότητας ρ στην ολοκληρωτέα συνάρτηση και επίσης
δηλώνοντας τώρα με dV (αντί για ΔV πριν) το στοιχείο όγκου του στερεού.

Γνωρίζουμε όμως ότι για το διπλό εξωτερικό γινόμενο τριών διανυσμάτωνA, B
και C ισχύει ο τύπος

A × (B × C) = (A ⋅ C)B − (A ⋅ B)C (1.7.18)

με την τελεία να δηλώνει το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων. Επομένως εδώ
(με A = r, B = ω και C = r και πάλι) το ολοκλήρωμα (1.7.17) παίρνει τη μορφή

L =
V
ρ[(r ⋅ r)ω − (r ⋅ω)r]dV. (1.7.19)

Copyright © 2010–2014 Νικόλαος Ι. Ιωακειμίδης



46 ΜΕΡΟΣ Ε z ΚΕΦΑΛΑΙΟ E1: ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΟΙ ΤΑΝΥΣΤΕΣ

Δηλώνοντας τώρα με xi τις συνιστώσες του διανύσματος θέσεως r, το εσωτερικό
γινόμενο r ⋅ r γράφεται εύκολα σαν r ⋅ r = x21 + x22 + x23 = xixi = xjxj = xkxk (φυσικά
με σύμβαση αθροίσεως δεξιά). Επίσης δηλώνοντας με ωi τις συνιστώσες του διανύ-
σματος της γωνιακής ταχύτητας ω, το εσωτερικό γινόμενο r ⋅ ω γράφεται εύκολα
σαν r ⋅ ω = xjωj. Υπό αυτές τις συνθήκες το πιο πάνω ολοκλήρωμα (1.7.19) για τη
στροφορμή L του στερεού παίρνει τη μορφή με δείκτες

Li =
V
ρ[(xkxk)ωi − (xjωj)xi]dV, (1.7.20)

όπου βέβαια Li είναι οι τρεις συνιστώσες του διανύσματος της στροφορμής L. (Εν-
νοείται βέβαια ότι οι παρενθέσεις στους όρους (xkxk) και (xjωj) δεν είναι απαραίτη-
τες. Παίρνοντας υπόψη μας και την ιδιότητα της αντικαταστάσεως στο δέλτα του
Kronecker, εδώ δijωj = ωi, μπορούμε να ξαναγράψουμε τον τύπο (1.7.20) στη μορφή

Li =
V
ρ(xkxkδijωj − xixjωj)dV =

V
ρ(xkxkδij − xixj)ωj dV. (1.7.21)

Στο τέλος μάλιστα στην ολοκληρωτέα συνάρτηση βγάλαμε κοινό παράγοντα το ωj
(τη σχετική συνιστώσα της γωνιακής ταχύτητας ω του στερεού).

Ο Πολιτικός Μηχανικός υποθέτει επίσης την πυκνότητα ρ του στερεού ότι είναι
σταθερή ποσότητα. Επιπλέον οι συνιστώσες ωj του διανύσματος ω της γωνιακής
ταχύτητας του στερεού είναι ανεξάρτητες από τη θέση r των σημείων του στερεού,
είναι οι ίδιες για όλα τα σημεία του στερεού. Άρα οι πιο πάνω συνιστώσες Li του
διανύσματος L της στροφορμής του στερεού μπορούν να γραφούν και στη μορφή

Li = ρ 
V
(xkxkδij − xixj)dV ωj . (1.7.22)

Και τώρα εύλογα εισάγουμε τον τανυστή των ροπών αδρανείας I που χρησι-
μοποιεί ο Πολιτικός Μηχανικός (πιο σωστά τον τανυστή των γεωμετρικών ροπών
αδρανείας I) μέσω των εννέα συνιστωσών του

Iij =
V
(xkxkδij − xixj)dV. (1.7.23)

Αυτόν ακριβώς τον ορισμό μας υποδεικνύει ο τελικός τύπος (1.7.22) για τη στρο-
φορμή L του στερεού. Κι έτσι αυτή η στροφορμή L γράφεται απλά–απλά στη μορφή

Li = ρIijωj . (1.7.24)

Κουραστήκαμε λίγο, αλλ’ είμαστε χαρούμενοι. Κι αυτό συμβαίνει, επειδή γνω-
ρίζουμε ότι τόσο η γωνιακή ταχύτητα ω όσο και η στροφορμή L είναι διανύσματα
(τανυστές πρώτης τάξεως). Επομένως με άμεση χρήση του νόμου του πηλίκου και
συγκεκριμένα τουΘεωρήματος Ε1.1 της Ενότητας Ε1.4 διαπιστώνουμε κι εδώάμεσα
ότι το μέγεθος δευτέρας τάξεως I με συνιστώσες Iij είναι τανυστής και φυσικά δευτέ-
ρας τάξεως. (Ασφαλώς το βαθμωτό μέγεθος ρ, η πυκνότητα του στερεού στο δεξιό μέ-
λος του τύπου (1.7.24), δεν αλλάζει σε τίποτε την κατάσταση.) Δηλαδή η ροπή αδρα-
νείας I είναι στ’ αλήθεια τανυστής ή ισοδύναμα οι συνιστώσες της Iij που ορίστηκαν
στον τύπο (1.7.23) αποτελούν έναν τανυστή I, τον τανυστή των ροπών αδρανείας.
Πρόκειται μάλιστα για συμμετρικό τανυστή, αφού με βάση τον ίδιο τύπο (1.7.23)

Iji =
V
(xkxkδji − xjxi)dV =

V
(xkxkδij − xixj)dV = Iij , (1.7.25)

επειδή δji = δij και επίσης προφανώς xjxi = xixj (αντιμεταθετική ιδιότητα).
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Φυσικά, αφού μάλιστα xkxk = x21 + x22 + x23, μας είναι πολύ εύκολο να γράψουμε
αναλυτικά όλες τις συνιστώσες Iij του τανυστή των ροπών αδρανείας I με βάση τον
τύπο ορισμού τους (1.7.23). Έτσι διαπιστώνουμε αρκετά εύκολα ότι

I11 =
V
(x22 + x23)dV, I22 =

V
(x23 + x21)dV, I33 =

V
(x21 + x22)dV (1.7.26)

και επίσης ανάλογα ότι

I12 = I21 = −
V
x1x2 dV, I23 = I32 = −

V
x2x3 dV, I31 = I13 = −

V
x3x1 dV.
(1.7.27)

Ας σημειώσουμε στο σημείο αυτό πως στον τανυστή I των ροπών αδρανείας Iij
οι μη διαγώνιες συνιστώσες του Iij (με i ≠ j) στην παράστασή του με ένα μητρώο
(μάλιστα μερικές φορές χωρίς το μείον), δηλαδή οι ποσότητες I12 = I21, I23 = I32
και I31 = I13 στους τελευταίους τρεις τύπους, δηλαδή στους τρεις τύπους (1.7.27),
καλούνται γινόμενα αδρανείας ή φυγόκεντρες ροπές αδρανείας.

Και έτσι συμπληρώσαμε τις αποδείξεις μας πως στη Μηχανική των Υλικών οι
τάσεις σij, οι παραμορφώσεις εij και οι ροπές αδρανείας Iij αποτελούν και οι τρεις
τους τανυστές δευτέρας τάξεως. Εύκολη ήταν η απόδειξη για τις παραμορφώσεις εij.
Αντίθετα οι τάσεις σij και οι ροπές αδρανείας Iij μας κούρασαν λίγο: ήσαν στρυφνές.

t Παρατήρηση E1.4: Κι όμως τον τανυστή των ροπών αδρανείας Iij θα μπορού-
ä Παρατήρηση

σαμε να τον είχαμε εισαγάγει και τυπικά (δίχως καμία άλλη προηγούμενη φυσική
σκέψη!) απλά από τη σχέση (1.7.23) όπου καταλήξαμε. Την υπενθυμίζουμε κι εδώ

Iij =
V
(xkxkδij − xixj)dV. (1.7.28)

Τώρα για να αποδείξουμε ότι πρόκειται για τανυστή σκεφτόμαστε απλά, πολύ απλά
ως εξής: Οι συνιστώσες xi του διανύσματος θέσεως r είναι τανυστής πρώτης τάξεως.
Άρα το μέγεθος xixj είναι τανυστής δευτέρας τάξεως. (Το ίδιο και με μείον: −xixj.)
Με συστολή j = i του xixj παίρνουμε το βαθμωτό μέγεθος xixi = xkxk. Επίσης το
δέλτα του Kronecker δij είναι τανυστής δευτέρας τάξεως, όπως ξέρουμε από την
Άσκηση Ε1.8 της Ενότητας Ε1.2. Κατά συνέπεια το μέγεθος xkxkδij είναι και αυτό
τανυστής δευτέρας τάξεως σαν το γινόμενο τανυστή δευτέρας τάξεως (εδώ του δij)
επί έναν πραγματικό αριθμό (το βαθμωτό μέγεθος xkxk).

Άρα τελικά και το άθροισμα xkxkδij συν −xixj, δηλαδή όλη μαζί η ολοκληρωτέα
συνάρτηση στη σχέση (1.7.28) ορισμού του τανυστή των ροπών αδρανείας I, είναι
και αυτό τανυστής δευτέρας τάξεως. Άρα με βάση τον ορισμό του τανυστή δευτέρας
τάξεως (1.2.11) στην Παράγραφο Ε1.2.4 το ίδιο ισχύει και για το ολοκλήρωμα Iij
στη σχέση (1.7.28), μια που το ολοκλήρωμα δεν έχει ούτε δείκτες ούτε και καμία
σχέση με στροφή του συστήματος συντεταγμένων και με το σχετικό μητρώο C των
συνημιτόνων cαβ στη σχέση (1.1.15).

Παρά ταύτα πολύ καλύτερη είναι η παραπάνω αρχική απόδειξη με χρήση του
νόμου του πηλίκου. Αυτή βασίζεται στη γωνιακή ταχύτηταω και στη στροφορμή L
του στερεού που εξετάζουμε και πραγματικά μας ενημερώνει και μας οδηγεί φυσιο-
λογικά στη σχέση (1.7.28) αντί να την πάρουμε έτοιμη σαν ορισμό του τανυστή των
ροπών αδρανείας I. Και βέβαια εδώ στη Μηχανική των Υλικών εννοούμε πάντα
τανυστή γεωμετρικών ροπών αδρανείας και όχι φυσικών ροπών αδρανείας, όπως
συμβαίνει αντίθετα στη Δυναμική. s
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Ε1.8
Ε1.8. ΔΙΑΓΩΝΙΟΠΟΙΗΣΗ ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΟΥ ΤΑΝΥΣΤΗ ΔΕΥΤΕΡΑΣ ΤΑΞΕΩΣ

Ε1.8.1
Ε1.8.1. Εισαγωγή στη διαγωνιοποίηση

Στην προηγούμενη Ενότητα Ε1.7 αναφερθήκαμε στους τρεις βασικούς τανυστές
τηςΜηχανικής των Υλικών (και όχι μόνο!), δηλαδή στον τανυστή των τάσεωνσ (με
συνιστώσες σij), στον τανυστή των παραμορφώσεων ε (με συνιστώσες εij) και στον
τανυστή των ροπών αδρανείας I (με συνιστώσες Iij). Και τα τρία αυτά μεγέθη σ, ε
και I είναι τανυστές δευτέρας τάξεως. Είναι επίσης και συμμετρικοί τανυστές.

Χρησιμοποιώντας ενιαίο συμβολισμό, ας θεωρήσουμε γενικά ένα συμμετρικό
τανυστή δευτέρας τάξεωςA (με συνιστώσεςAij). Τις συνιστώσες τουAij τις θεωρούμε
βέβαια πραγματικούς αριθμούς, όπως κάναμε και σ’ όλους τους τανυστές αυτού του
Κεφαλαίου Ε1. Ασφαλώς ένας τανυστής δευτέρας τάξεως A μπορεί να παρασταθεί
με μητρώο διαστάσεων 3 × 3 στις τρεις διαστάσεις και με μητρώο διαστάσεων 2 × 2
στις δύο διαστάσεις. Εδώ μάλιστα όπου υποθέτουμε πως ο τανυστής A είναι ένας
συμμετρικός τανυστής, δηλαδή για τις συνιστώσες του Aij ισχύει ότι (Ενότητα Ε1.5)

Aij = Aji , (1.8.1)
θα έχουμε το μητρώο

A =
⎡
⎢
⎢
⎣

A11 A12 A13

A12 A22 A23

A13 A23 A33

⎤
⎥
⎥
⎦
. (1.8.2)

Σε αυτό το μητρώο πήραμε φυσικά υπόψη μας τη συμμετρία του τανυστή A.
Σε αυτήν εδώ την ενότητα περιοριζόμαστε μόνο σε συμμετρικούς τανυστές A

δευτέρας τάξεως. Στόχος μας είναι απλά να δείξουμε πώς με κατάλληλη στροφή
του πρώτου συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 μπορούμε να μετα-
βούμε σ’ ένα δεύτερο σύστημαΚαρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3 (Σχήμα Ε1.1),
όπου ο ίδιος τανυστής να παριστάνεται τώρα με διαγώνιο μητρώο A . Δηλαδή στο
δεύτερο αυτό σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 θέλουμε να ισχύει

Aij = 0, εάν i ≠ j. (1.8.3)

Άρα το σχετικό μητρώο A στο δεύτερο σύστημα συντεταγμένων Ox1x2x3 θα είναι
το διαγώνιο μητρώο

A =
⎡
⎢
⎢
⎣

A11 0 0
0 A22 0
0 0 A33

⎤
⎥
⎥
⎦
. (1.8.4)

Αυτή η εργασία καλείται διαγωνιοποίηση του συμμετρικού τανυστή δευτέρας τά-
ξεως A και ήδη τη γνωρίζουμε από τη Μηχανική των Υλικών στις δύο διαστάσεις.
Εκεί τη συναντήσαμε στους τανυστές των τάσεων, των παραμορφώσεων καθώς και
των ροπών αδρανείας. Εδώ την αναφέρουμε πιο επίσημα και στις τρεις διαστάσεις.

Ε1.8.2
Ε1.8.2. Διαγωνιοποίηση συμμετρικού μητρώου στη Γραμμική Άλγεβρα

Ο τρόπος εργασίας μας είναι απλά, πολύ απλά να χρησιμοποιήσουμε τις διαθέ-
σιμες γνώσεις μας για τη διαγωνιοποίηση ενός πραγματικού συμμετρικού μητρώου
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που τις αποκτήσαμε στη Γραμμική Άλγεβρα1 χωρίς σημαντικό επιπλέον κόπο. Για
το σκοπό αυτό αναγκαζόμαστε να ξεφύγουμε από το συμβολισμό του παρόντος κε-
φαλαίου, όπου ουσιαστικά δε χρησιμοποιήσαμε μητρώα για την παράσταση τανυ-
στών δευτέρας τάξεως. Τώρα αλλάζουμε συμβολισμό και χρησιμοποιούμε μητρώα
με σκοπό να χρησιμοποιήσουμε άμεσα τις γνώσεις μας από τη Γραμμική Άλγεβρα.

Τονίζουμε με έμφαση ότι εδώ περιορίζουμε την προσοχή μας σε συμμετρικούς
τανυστές A δευτέρας τάξεως στις τρεις διαστάσεις με συνιστώσες Aij πραγματικούς
αριθμούς, όπως είναι, επαναλαμβάνουμε, ο τανυστής των τάσεων σ, ο τανυστής
των παραμορφώσεων ε και ο τανυστής των ροπών αδρανείας I. (Φυσικά ανάλογα
μπορούμε να εργασθούμε και στις δύο διαστάσεις.) Ωραία, πολύ ωραία! Και μετά;
Μετά χρησιμοποιούμε τις έτοιμες γνώσεις μας από τη Γραμμική Άλγεβρα.

Συγκεκριμένα για ένα τετραγωνικό μητρώο A (εδώ για τον τανυστή A) ξέρουμε
να υπολογίζουμε τις ιδιοτιμές (ή χαρακτηριστικές τιμές) του λk από την εξίσωση

det (A − λI) = 0 ή ισοδύναμα |A − λI | = 0 (1.8.5)

με I το αντίστοιχο μοναδιαίο μητρώο. Το πολυώνυμο π(λ) = det (A−λI) στο αριστερό
μέλος είναι το σχετικό χαρακτηριστικό πολυώνυμο κι η αντίστοιχη εξίσωση π(λ) = 0
ή det (A − λI) = 0 είναι η σχετική χαρακτηριστική εξίσωση. Εδώ που είμαστε στις
τρεις διαστάσεις πρόκειται βέβαια για ένα τριτοβάθμιο πολυώνυμο, δηλαδή για
πολυώνυμο τρίτου βαθμού. Άρα αυτό το χαρακτηριστικό πολυώνυμο π(λ) έχει τρεις
ρίζες λ1, λ2 και λ3 που για ευκολία τις υποθέτουμε εδώ απλές. Στη συνέχεια για κάθε
ιδιοτιμή λk (με k = 1, 2, 3), δηλαδή για κάθε ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύμου
π(λ), προσδιορίζουμε το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα (ή χαρακτηριστικό διάνυσμα) δk
που το κανονικοποιούμε μάλιστα, ώστε να έχει μέτρο ίσο με τη μονάδα: |δk| = 1.
Αυτό το πετυχαίνουμε πολύ εύκολα απλά διαιρώντας το στην αρχική μορφή του
με το μέτρο του. Έτσι το μέτρο του στην τελική μορφή του γίνεται ίσο με τη μονάδα.
Και σημειώνουμε ότι ναι, εδώ πρέπει να την κάνουμε αυτήν την κανονικοποίηση.
Αλλού δεν είναι υποχρεωτική. Εδώ όμως είναι, μας χρειάζεται η κανονικοποίηση!

Στην περίπτωσή μας πραγματικών συμμετρικών μητρώωνA ισχύει το θεώρημα:

n ΘΕΩΡΗΜΑ E1.9 (Ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα πραγματικών συμμετρικών

ΘΕΩΡΗΜΑ

μητρώων): Όλες οι ιδιοτιμές λk ενός πραγματικού συμμετρικού μητρώου A είναι
πραγματικές. Άρα και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα δk είναι και αυτά πραγμα-
τικά, επειδή το μητρώοA είναι πραγματικό. Εδώ τα υποθέσαμε και μοναδιαία μετά
από κανονικοποίησή τους. Επιπλέον τα δύο ιδιοδιανύσματα δl και δm που αντι-
στοιχούν σε δύο διαφορετικές ιδιοτιμές λl και λm είναι κάθετα μεταξύ τους. Εδώ
θεωρούμε την περίπτωση συμμετρικού τανυστή A δευτέρας τάξεως με τρεις απλές
(διακεκριμένες) ιδιοτιμές λk. Θεωρούμε και τα τρία αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα δk,
που εδώ τα υποθέσαμε και μοναδιαία μετά από κανονικοποίησή τους και είναι και
κάθετα μεταξύ τους, όπως ήδη αναφέρθηκε. Τότε αυτά τα τρία ιδιοδιανύσματα δk
μπορούν να θεωρηθούν ότι είναι τα μοναδιαία διανύσματα ενός νέου συστήματος
Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3. Για να είναι δεξιόστροφο το σύστημα αυτό,
οπότε ισχύει δ1 × δ2 = δ3, δ2 × δ3 = δ1 και δ3 × δ1 = δ2, χρειάζεται μερικές φορές να
αλλάξουμε τη φορά ενός ιδιοδιανύσματος δk πολλαπλασιάζοντάς το επί −1. s

1Βλέπε, για παράδειγμα, το άριστο σύγγραμμα: Μάρκελλος, Β. Β. (2013), ΕφαρμοσμέναΜαθηματικά,
Κεφάλαιο 8: Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα, Ενότητα 8.3: Ομοιότητα και διαγωνοποίηση και εκεί Διαγωνοποί-
ηση συμμετρικού πίνακα. Gotsis Εκδόσεις, Πάτρα.
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Το θεωρούμε γνωστό αυτό το θεώρημα με βάση τις γνώσεις που ήδη έχουμε απο-
κτήσει από τη Γραμμική Άλγεβρα. Επίσης από τη διαγωνιοποίηση πραγματικών
συμμετρικών μητρώων στη Γραμμική Άλγεβρα μας είναι γνωστό και το θεώρημα:

n ΘΕΩΡΗΜΑ E1.10 (Διαγωνιοποίηση πραγματικών συμμετρικών μητρώων):

ΘΕΩΡΗΜΑ

Εάν οι ιδιοτιμές λk ενός πραγματικού συμμετρικού μητρώου A είναι απλές, τότε το
μητρώο αυτό A διαγωνιοποιείται με βάση τον τύπο

TTAT = Λ (1.8.6)
με T το μητρώο με στήλες του τα μοναδιαία ιδιοδιανύσματα δk του πραγματικού
συμμετρικού μητρώου A, TT το ανάστροφο μητρώο του μητρώου T και Λ το διαγώ-
νιο μητρώο των ιδιοτιμών λk του ίδιου μητρώου A. Προφανώς στην περίπτωσή μας
του συμμετρικού τανυστή δευτέρας τάξεως A στις τρεις διαστάσεις αυτά τα τέσσερα
μητρώα A, T, TT και Λ είναι όλα τους διαστάσεων 3 × 3. s

Συνοψίζουμε: Εμείς εδώ για το συμμετρικό τανυστή μας δευτέρας τάξεωςA στον
τριδιάσταστο χώρο, ο οποίος προφανώς μπορεί να παρασταθεί και με μητρώο A
διαστάσεων 3 × 3 (ή 2 × 2 εάν ήμασταν στις δύο διαστάσεις), εργαζόμαστε ως εξής:

1. Προσδιορίζουμε τις τρεις ιδιοτιμές του λk υποθέτοντάς τις απλές, διακεκριμέ-
νες μεταξύ τους, κάτι που γενικά ισχύει.

2. Έπειτα προσδιορίζουμε και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα δk, που είναι και
κάθετα μεταξύ τους, κανονικοποιώντας τα, ώστε να είναι μοναδιαία και να
ισχύουν οι σχέσεις δ1 × δ2 = δ3, δ2 × δ3 = δ1 και δ3 × δ1 = δ2. Έτσι αυτά καθο-
ρίζουν ένα νέο δεξιόστροφο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3.

3. Με βάση αυτά τα τρία μοναδιαία ιδιοδιανύσματα δk σχηματίζουμε αμέσως
το μητρώο T που τα έχει σαν στήλες του, δηλαδή T = [δ1 δ2 δ3].

4. Τέλος διαγωνιοποιούμε το μητρώο A με βάση τη σχέση (1.8.6), TTAT = Λ με
δεξιό μέλος το διαγώνιο μητρώο των ιδιοτιμών λk, δηλαδήΛ = diag (λ1, λ2, λ3).

Πολύ ωραία όλα αυτά και με κάποια μέτρια εξάσκηση στη Γραμμική Άλγεβρα
μπορούμε να τα εφαρμόσουμε χωρίς ιδιαίτερη δυσκολία με το χέρι ή καλύτερα με
τη βοήθεια του υπολογιστή, π.χ. τηςMathematica. Και για να είμαστε ειλικρινείς πα-
ραπλήσια διαδικασία χρησιμοποιήσαμε και στα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ στη
μέθοδο της διαγωνιοποιήσεως σε συστήματα συζευγμένων γραμμικών διαφορικών
εξισώσεων (Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς, Τεύχος 1, Κεφά-
λαιο Α12, Ενότητα Α12.9). Με τον τρόπο αυτό πετύχαμε εκεί την αποσύζευξη των
γραμμικών διαφορικών εξισώσεων. Και μάλιστα εκεί δε χρειάσθηκε να κανονικο-
ποιήσουμε τα ιδιοδιανύσματα δk (ενώ εδώ χρειάζεται!). Και φυσικά αναφέραμε και
εκεί (με κάπως διαφορετικό τρόπο) τα δύο πιο πάνω θεωρήματα για πραγματικά
συμμετρικά μητρώα. Επομένως το πιο πάνω θέμα που θέσαμε μας είναι οικείο όχι
μόνο από τη Γραμμική Άλγεβρα, αλλά και από τα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ.

Εντούτοις εδώ κάτι δε μας αρέσει, κάτι κάπου μας ξεφεύγει. Δεν είμαστε ακόμη
απόλυτα ευχαριστημένοι με τη δουλειά μας. Αυτό συμβαίνει απλά, επειδή εμείς
εδώ περιοριστήκαμε στη διαγωνιοποίηση πραγματικών συμμετρικών μητρώων στη
Γραμμική Άλγεβρα. Δηλαδή σ’ αυτήν την παράγραφο ουσιαστικά αγνοήσαμε μέ-
χρι τώρα τους τανυστές και ειδικότερα τον ορισμό (1.2.11) του τανυστή δευτέρας
τάξεως που τον εκφράζουμε μέσω των συνιστωσών του Aij με δείκτες και όχι με μη-
τρώα. Αυτή ήταν μια παράλειψή μας που τη διορθώνουμε όμως αμέσως παρακάτω.
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Ε1.8.3
Ε1.8.3. Διαγωνιοποίηση συμμετρικού τανυστή δευτέρας τάξεως

Σ’ αυτήν εδώ την παράγραφο επιστρέφουμε λίγο–λίγο στη συνηθισμένη σ’ αυτό
το κεφάλαιο εργασία μας στους τανυστές χρησιμοποιώντας δείκτες και όχι πια μη-
τρώα. Εντούτοις θα βασισθούμε στα τόσο ενδιαφέροντα αποτελέσματα που ήδη
αναφέραμε στηνπροηγούμενηπαράγραφογια ταπραγματικά συμμετρικάμητρώα.
Ειδικότερα εδώ θα βασισθούμε στο Θεώρημα Ε1.10 για τη διαγωνιοποίηση ενός
πραγματικού συμμετρικού μητρώου A με τη χρήση των ιδιοτιμών του λk και των
αντίστοιχων ιδιοδιανυσμάτων του δk.

Γι’ αυτήν τη σύνδεση του συμβολισμού με μητρώα (στην προηγούμενη παρά-
γραφο) και του συμβολισμού με δείκτες (εδώ) απλά υπενθυμίζουμε τον τύπο για
τα στοιχεία fij του γινομένου F = AB δύο μητρώων A και B (εδώ μας αρκεί τετρα-
γωνικών μητρώων 3 × 3 ή 2 × 2, τίποτε άλλο!) με στοιχεία Aij και Βij αντίστοιχα.
(Παρατηρούμε ότι σ’ ένα μητρώο A αναφερόμαστε συνήθως στα στοιχεία του Aij,
ενώ στον αντίστοιχο τανυστή A αναφερόμαστε στις συνιστώσες του Aij. Αυτό όμως
δεν είναι κάτι το σημαντικό!) Από τη ΓραμμικήΆλγεβρα και συγκεκριμένα από τον
πολλαπλασιασμό μητρώων γνωρίζουμε ότι αν F = AB (δηλαδή πολλαπλασιασμός
δύο μητρώων) με τα μητρώα A και B τετραγωνικά και διαστάσεων n × n, τότε

fij =
n


k=1

aikbkj = aikbkj κι εδώ με n = 3 fij =
3


k=1

aikbkj = aikbkj . (1.8.7)

Βέβαια εδώ δεξιά έγινε χρήση του συμβολισμού του Einstein για επαναλαμβα-
νόμενο δείκτη (εδώ το δείκτη k). Φυσικά είμαστε ήδη πλήρως εξοικειωμένοι μ’ αυτόν
το συμβολισμό! Επαναλαμβάνουμε επίσης ότι εδώ n = 3 (στις τρεις διαστάσεις που
δουλεύουμε: τριδιάστατος χώρος, Σχήμα Ε1.1 στην Ενότητα Ε1.1) ή n = 2 (στην ει-
δική περίπτωση των δύο διαστάσεων: διδιάστατος χώρος, που μας ενδιαφέρει λίγο
κι αυτός). Υπενθυμίζουμε τέλος ότι ο πιο πάνω τύπος (1.8.7) είναι απλά η επίσημη
έκφραση του κανόνα ότι το στοιχείο fij του μητρώου F = AB προκύπτει απλά σαν
το εσωτερικό γινόμενο του i διανύσματος–γραμμής του πρώτου μητρώου A επί το j
διάνυσμα–στήλη του δεύτερου μητρώου B. Δηλαδή κάνουμε πολλαπλασιασμούς
των αντίστοιχων στοιχείων τους και αθροίζουμε τα αποτελέσματα, ακριβώς όπως
φαίνεται καθαρά και στον πιο πάνω τύπο (1.8.7). Τόσο απλά!

Πολύ ωραία! Έχουμε όμως εισαγάγει κι εμείς ένα μητρώο εδώ στους τανυστές
που μάλιστα δεν είναι τανυστής, είναι απλό μητρώο. Πρόκειται για το μητρώο C
των συνημιτόνων cij των γωνιών στροφής θij από το αρχικό, το πρώτο σύστημαΚαρ-
τεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 στο Σχήμα Ε1.1 στο νέο, στο δεύτερο σύστημα
Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 ξανά στο ίδιο σχήμα. Ας το θυμίσουμε κι
εδώ αυτό το μητρώο C επαναλαμβάνοντας τον τύπο του (1.1.15) στην Ενότητα Ε1.1

C =
⎡
⎢
⎢
⎣

c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

⎤
⎥
⎥
⎦
. (1.8.8)

Παραμένουμε στην Ενότητα Ε1.1 και ειδικότερα στο Σχήμα Ε1.1. Θυμόμαστε
και το επαναλαμβάνουμε κι εδώ ότι η k γραμμή στο μητρώοC εκφράζει τις συνιστώ-
σες του μοναδιαίου διανύσματος ek (Σχήμα Ε1.1) του δεύτερου συστήματος Καρτε-
σιανών συντεταγμένωνOx1x2x3 στο πρώτο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων
Ox1x2x3. Κατά συνέπεια, αν εμείς τώρα θεωρήσουμε το ανάστροφο μητρώο C

T του
μητρώου C, δηλαδή με τις γραμμές του αρχικού μητρώου C να γίνονται στήλες του
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ανάστροφού του μητρώου CT και αντίστροφα, θα έχουμε το ανάστροφο μητρώο

CT =
⎡
⎢
⎢
⎣

c11 c21 c31
c12 c22 c32
c13 c23 c33

⎤
⎥
⎥
⎦
. (1.8.9)

Και βέβαια εδώ οι συνιστώσες του ίδιου μοναδιαίου διανύσματος ek του δεύτερου
συστήματος συντεταγμένων Ox1x2x3 θα αποτελούν την k στήλη του ανάστροφου
μητρώου των συνημιτόνων CT στη σχέση (1.8.9) αντί για την k γραμμή του αρχικού
μας μητρώου των συνημιτόνωνC στη σχέση (1.8.8) στη στροφή του συστήματος των
Καρτεσιανών συντεταγμένων από Ox1x2x3 σε Ox1x2x3. Είναι προφανές αυτό.

Και τώρα προχωράμε στη σύνδεση με την προηγούμενη παράγραφο, που αφο-
ρούσε στα πραγματικά συμμετρικά μητρώα στη Γραμμική Άλγεβρα και στη διαγω-
νιοποίησή τους. Εδώ απλά θεωρούμε το συμμετρικό τανυστή δευτέρας τάξεως A,
ο οποίος παριστάνεται με το αντίστοιχο μητρώο A, τις τρεις ιδιοτιμές του λk (στον
τριδιάστατο χώρο και με k = 1, 2, 3) και τα τρία κανονικοποιημένα και τώρα πια
μοναδιαία ιδιοδιανύσματά του δk. Αυτά τα τρία ιδιοδιανύσματα δk, όπως ήδη ανα-
φέραμε στοΘεώρημα Ε1.9, είναι κάθετα (ορθογώνια) μεταξύ τους. Αυτά ακριβώς τα
τρία ιδιοδιανύσματα του συμμετρικού μητρώου A τα θεωρούμε σαν τα μοναδιαία
διανύσματα ek του δεύτερου συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3
στο Σχήμα Ε1.1 της Ενότητας Ε1.1. Αυτό το σύστημα έχει προκύψει με τη στροφή
τουπρώτου συστήματοςΚαρτεσιανώνσυντεταγμένωνOx1x2x3 στο ίδιο σχήμα.Ναι,
τα τρία μοναδιαία (και κάθετα μεταξύ τους) ιδιοδιανύσματα δk τα πήραμε σαν μο-
ναδιαία διανύσματα ek στο δεύτερο σύστημα συντεταγμένων Ox1x2x3. Έτσι είναι!

t Παρατήρηση E1.5: Όχι, δεν είναι ακριβώς έτσι! Όπως ήδη αναφέραμε και
ä Παρατήρηση

στο Θεώρημα Ε1.9, για να έχουμε δεξιόστροφο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμέ-
νων Ox1x2x3 εμείς θέλουμε να ισχύουν επιπλέον και οι τρεις σχέσεις δ1 × δ2 = δ3,
δ2 × δ3 = δ1 και δ3 × δ1 = δ2 ή απόλυτα ισοδύναμα e1 × e2 = e3, e2 × e3 = e1 και
e3 × e1 = e2, μια που πήραμε εδώ ek = δk. Για το σκοπό αυτό χρειάζεται μερικές φο-
ρές να αλλάξουμε τη φορά ενός μοναδιαίου ιδιοδιανύσματος δk πολλαπλασιάζο-
ντάς το επί −1, οπότε βέβαια παραμένει μοναδιαίο ιδιοδιάνυσμα. Για παράδειγμα,
αυτό χρειάζεται να γίνει (και πραγματικά γίνεται με ένα ιδιοδιάνυσμα!) και στο
σχετικό Παράδειγμα Ε1.8 λίγο παρακάτω σ’ αυτήν εδώ την παράγραφο. s

Επομένως το μητρώο T αυτών των τριών ιδιοδιανυσμάτων δk που εισαγάγαμε
στο Θεώρημα Ε1.10 της προηγούμενης παραγράφου (μη συμμετρικό μητρώο και με
στήλες του τα ιδιοδιανύσματα δk) είναι τώρα πια το μητρώο μας C

T (και προφανώς
επίσης μη συμμετρικό μητρώο) στη σχέση (1.8.9). Σαν στήλες του έχει τα τρία μονα-
διαία διανύσματα ek (με ek = δk) στο δεύτερο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμέ-
νων Ox1x2x3 του Σχήματος Ε1.1. Δηλαδή, έτσι όπως δουλεύουμε, ισχύει η σχέση

T = CT και επομένως με αναστροφή μητρώων TΤ = C. (1.8.10)

Καλά ταπάμεώς εδώ.Πάμε τώραπαρακάτω… Ναι, παρακάτωχρησιμοποιούμε
το θεμελιώδη τύπο (1.8.6) τουΘεωρήματος Ε1.10 τηςΠαραγράφουΕ1.8.2 πουαφορά
στη διαγωνιοποίηση πραγματικού συμμετρικού μητρώου A. Τον υπενθυμίζουμε

TTAT = Λ (1.8.11)
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και στη συνέχεια με βάση τις σχέσεις (1.8.10) τον ξαναγράφουμε τώρα με τη χρήση
του μητρώου των συνημιτόνων C στη σχέση (1.8.8) στη λίγο πιο οικεία μας μορφή

CACT = Λ ή ισοδύναμα Λ = CACT. (1.8.12)

Και τώρα θα κάνουμε τους πολλαπλασιασμούς μητρώων στο γινόμενο CACT

χρησιμοποιώντας δείκτες για τα στοιχεία των τριών μητρώων C, A και CT. Στόχος
μας είναι να φθάσουμε τελικά στον ορισμό του τανυστή δευτέρας τάξεως (1.2.11),
ο οποίος αφορά βέβαια στη στροφή του συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων.
Ε δεν είναι δα και καμιά ιδιαίτερα δύσκολη δουλειά. Ρουτίνα είναι! Ξεκινάμε …

Το (μη συμμετρικό επαναλαμβάνουμε) μητρώο C έχει σαν εννέα στοιχεία του
τα συνημίτονα cij = cos θij = ei ej στο Σχήμα Ε1.1. (Και δε λησμονούμε βέβαια ότι τα
μοναδιαία διανύσματα ei είναι τα κανονικοποιημένα και κάθετα μεταξύ τους ιδιο-
διανύσματα δk του συμμετρικού μητρώου A, το οποίο παριστάνει το συμμετρικό
τανυστή δευτέρας τάξεως A, π.χ. τον τανυστή των τάσεων σ, τον τανυστή των πα-
ραμορφώσεων ε ή τον τανυστή των ροπών αδρανείας I). Επομένως το ανάστροφo
μητρώοCT στη σχέση (1.8.9) του μητρώουC στη σχέση (1.8.8) θα έχει στοιχεία cji στη
θέση των cij. Άρα με βάση τον τύπο (1.8.7) για τον πολλαπλασιασμό δύο μητρώων
εδώ θα έχουμε για τα στοιχεία fij του γινομένου

F = ACT (1.8.13)

των δύο μητρώων A (συμμετρικού και με στοιχεία Aij) και C
T (μη συμμετρικού και

με στοιχεία cji)
fij = Aikcjk . (1.8.14)

Ναι, εδώ αντίθετα με τον τύπο (1.8.7) δε βάλαμε δεξιά ckj, αλλά βάλαμε cjk, γιατί
εργαζόμαστε με το ανάστροφο μητρώο CT και όχι με το αρχικό μας μητρώο C των
συνημιτόνων cij. Το εξηγήσαμε αυτό. Επίσης θα μπορούσαμε να είχαμε θέσει aij αντί
για Aij για τα στοιχεία του μητρώου A ή τις συνιστώσες του τανυστή A, ο οποίος
παριστάνεται από το μητρώο αυτό. Ουσιαστικά το ίδιο κάνει. Απλά διατηρήσαμε
κι εδώ το συμβολισμό Aij για τις συνιστώσες ενός τανυστή A.

Και τώρα σχηματίζουμε το δεύτερο γινόμενο μητρώων

G = CF = C(ACT) = CACT, (1.8.15)

μια που ισχύει πάντα η προσεταιριστική ιδιότητα στον πολλαπλασιασμό μητρώων.
Χρησιμοποιούμε και πάλι το θεμελιώδη τύπο (1.8.7) για τα στοιχεία του γινομένου
δύο μητρώων. Έτσι για τα στοιχεία gij του νέου μητρώου G βρίσκουμε αμέσως ότι

gij = cil flj . (1.8.16)

Χρησιμοποιώντας τώρα και τον τύπο (1.8.14) για τα στοιχεία fij του μητρώου F, αλλ’
εδώ με πρώτο δείκτη l αντί για i, παίρνουμε τελικά

gij = cil flj = cilAlkcjk = cilcjkAlk , (1.8.17)

αφούβέβαια ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα στονπολλαπλασιασμόπραγματικών
αριθμών. Και φυσικά εννοείται ότι δεξιά έχουμε διπλό άθροισμα (στον τριδιάστατο
χώρο με n = 3, ενώ στο διδιάστατο χώρο με n = 2): και ως προς l και ως προς k. Αυτοί
οι δύο δείκτες l και k είναι οι επαναλαμβανόμενοι δείκτες: σ’ αυτούς οφείλεται το
διπλό άθροισμα.
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Να ’τα, τα βρήκαμε λοιπόν τα στοιχεία gij του πιο πάνω γινομένου G = CACT.
Κι αν δε μας πολυαρέσουν οι δείκτες σ’ αυτόν τον τύπο (1.8.17), τους αλλάζουμε ως
εξής: i → p, j → q, l → i και k → j με τα βέλη να δηλώνουν ανεξάρτητες μεταξύ
τους αντικαταστάσεις σ’ αυτόν τον τύπο (1.8.17). Εάν μάλιστα χρησιμοποιήσουμε
επιπλέον και το σύμβολοA για το μητρώοG, τότε ο ίδιος τύπος (1.8.17) παίρνει την
τελική του μορφή

Apq = cpicqjAij . (1.8.18)

Ναι, αυτός εδώ ο τελευταίος τύπος είναι απλά ο πολύ γνωστός μας τύπος (1.2.11) για
τις συνιστώσεςApq ενός τανυστή δευτέρας τάξεωςA, όταν στραφεί το σύστημα Καρ-
τεσιανών συντεταγμένων από Ox1x2x3 σε Ox1x2x3. Είναι ο ορισμός του τανυστή
δευτέρας τάξεως. Πολύ καλά τα πήγαμε ώς εδώ. Χρησιμοποιήσαμε στο δεύτερο σύ-
στημα Καρτεσιανών συντεταγμένων σαν μοναδιαία διανύσματα ek τα μοναδιαία
κανονικοποιημένα ιδιοδιανύσματα δk του συμμετρικού μητρώουAπου παριστάνει
το συμμετρικό τανυστή δευτέρας τάξεως A και φθάσαμε τελικά στον τύπο (1.8.18).

Είμαστε χαρούμενοι! Και να ήταν μόνο αυτό; Εδώ έτσι όπως εργασθήκαμε με τις
σχέσεις (1.8.10), δηλαδή με T = CT και επομένως με αναστροφή μητρώων TΤ = C,
το πιο πάνω γινόμενο A = G = CACT στη σχέση (1.8.15) είναι απλά το γινόμενο
A = G = TTAT. Κατά συνέπεια σύμφωνα με το Θεώρημα Ε1.10 της προηγούμενης
Παραγράφου Ε1.8.2 αυτό το γινόμενο A ή G είναι απλά το διαγώνιο μητρώο

Λ = diag(λ1, λ2, λ3) =
⎡
⎢
⎢
⎣

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

⎤
⎥
⎥
⎦

(1.8.19)

των ιδιοτιμών λk του μητρώου A, εδώ που δουλεύουμε με πραγματικό συμμετρικό
μητρώο A που παριστάνει τον εξίσου συμμετρικό τανυστή A. Σημειώνεται ότι οι
ιδιοτιμές λk είναι φυσικά τρεις στον τριδιάστατο χώρο και δύο στο διδιάστατο χώρο.
Υπενθυμίζεται επίσης ότι στο Θεώρημα Ε1.10 αυτές τις ιδιοτιμές λk τις υποθέσαμε
απλές, κάτι που συνήθως (αν και όχι πάντοτε) ισχύει. Επίσης είπαμε πάρα πολλές
φορές ότι ο τανυστής A είναι εδώ συμμετρικός, όπως είναι βέβαια και το μητρώο A
που τον παριστάνει. Επομένως συνοπτικά έχουμε

A = G = Λ. (1.8.20)

Ναι, με τις παρούσες υποθέσεις και με τη χρήση τωνΘεωρημάτων Ε1.9 και Ε1.10
ο συμμετρικός τανυστής δευτέρας τάξεως A παίρνει διαγώνιο μορφή στο νέο σύ-
στημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 που καθορίζουν οι διευθύνσεις των
ιδιοδιανυσμάτων του. Δηλαδή παριστάνεται σ’ αυτό το δεύτερο σύστημα συντε-
ταγμένων από το διαγώνιο μητρώο A στη σχέση (1.8.4). Και μάλιστα με βάση τον
τύπο (1.8.20), δηλαδήA = Λ, και το Θεώρημα Ε1.10 τα διαγώνια στοιχεία του είναι
οι ιδιοτιμές λk του συμμετρικού μητρώου A. Δηλαδή τελικά ο τύπος (1.8.18) για τις
συνιστώσες Apq στο δεύτερο σύστημα συντεταγμένων Ox1x2x3 παίρνει τη μορφή

Apq =
⎧⎪
⎨⎪⎩

λp, εάν p = q,
0, εάν p ≠ q.

(1.8.21)

Κι έτσι τελειώσαμε επιτυχώς και αυτήν την προσπάθεια της διαγωνιοποιήσεως
ενός συμμετρικού τανυστή δευτέρας τάξεως A. Το δεύτερο σύστημα Καρτεσιανών
συντεταγμένων, όπου καταφέραμε να έχουμε διαγώνιο μητρώο A να παριστάνει
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το συμμετρικό τανυστήA ή πιο απλά να ισχύουν οι σχέσεις (1.8.21) για τις συνιστώ-
σες του Apq καλείται (πολύ σωστά!) κύριο σύστημα συντεταγμένων. Κι εκεί, επα-
ναλαμβάνουμε, ο συμμετρικός τανυστής μας A παίρνει διαγώνιο μορφή. Δηλαδή
στο κύριο σύστημα συντεταγμένων δεν υπάρχουν διατμητικές τάσεις ούτε διατμη-
τικές παραμορφώσεις ούτε βέβαια γινόμενα αδρανείας. Πάνε, δεν υπάρχουν πια
όλα αυτά στα κύρια συστήματα συντεταγμένων για τους συμμετρικούς τανυστές
μας δευτέρας τάξεως: τον τανυστή των τάσεων σ, τον τανυστή των παραμορφώ-
σεων ε και τον τανυστή των ροπών αδρανείας I. Και προφανώς γενικά πρόκειται
για τρία εντελώς διαφορετικά μεταξύ τους κύρια συστήματα συντεταγμένων.

Επίσης στο κύριο σύστημα συντεταγμένων οι συνιστώσες Apq εδώ με p = q που
απομένουν είναι οι κύριες τιμές του συμμετρικού τανυστή δευτέρας τάξεως. Και
σύμφωνα με τα παραπάνω αυτές είναι απλά οι ιδιοτιμές λk του μητρώου A που
παριστάνει τον τανυστή A. (Χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο, αλλά δεν υπάρχει
κίνδυνος συγχύσεως!) Δηλαδή εδώ για τον τανυστή των τάσεωνσ έχουμε τις κύριες
τάσεις, για τον τανυστή των παραμορφώσεων ε έχουμε τις κύριες παραμορφώσεις
και για τον τανυστή των ροπών αδρανείας I έχουμε τις κύριες ροπές αδρανείας.
Ωραία είναι, μας διευκολύνει να δουλεύουμε σε κύριο σύστημα συντεταγμένων για
ένα συμμετρικό τανυστή δευτέρας τάξεως A είτε στις τρεις διαστάσεις είτε στις δύο.

v Παράδειγμα
Ενότητα Ε1.8t Παράδειγμα E1.8 z Διαγωνιοποίηση συμμετρικού τανυστή

Σαν ένα παράδειγμα της παραπάνω διαδικασίας διαγωνιοποιήσεως θεωρούμε εδώ
το συμμετρικό τανυστή δευτέρας τάξεως A που παριστάνεται στο πρώτο σύστημα
Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 του Σχήματος Ε1.1 με το μητρώο 3 × 3

A =
⎡
⎢
⎢
⎣

7 3 −1
3 6 −2
−1 −2 4

⎤
⎥
⎥
⎦
. (1.8.22)

Σύμφωνα με τα πιο πάνω το νέο, δεύτερο σύστημα συντεταγμένων Ox1x2x3, όπου
ο τανυστής A θα διαγωνιοποιείται παίρνοντας τη μορφή (1.8.4), δηλαδή τη μορφή

A =
⎡
⎢
⎢
⎣

A11 0 0
0 A22 0
0 0 A33

⎤
⎥
⎥
⎦
, (1.8.23)

θα καθορίζεται απλά από τα τρία μοναδιαία (φυσικά μετά από κανονικοποίηση)
ιδιοδιανύσματα δ1 = e1, δ2 = e2 και δ3 = e3 του μητρώουA. Οι σχετικές συνιστώσες
του Α11, Α22 και Α33 θα είναι απλά οι ιδιοτιμές λk του μητρώου A στη σχέση (1.8.22).

Για διευκόλυνσή μας στους υπολογισμούς χρησιμοποιήσαμε εδώ τηMathematica
και συγκεκριμένα τις δύο εντολές της Eigenvalues για τις ιδιοτιμές (ή χαρακτηρι-
στικές τιμές) λk και Eigenvectors για τα ιδιοδιανύσματα (ή χαρακτηριστικά διανύ-
σματα) δk του μητρώου A. Εναλλακτικά μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και την
εντολή Eigensystem, ώστε να πάρουμε ταυτόχρονα και τις ιδιοτιμές λk και τα ιδιο-
διανύσματα δk. Σημειώνουμε όμως ότι στη Mathematica τα ιδιοδιανύσματα δk δεν
είναι κανονικοποιημέναώστε να έχουν μέτρο μονάδα. (Αλλιώς κανονικοποιούνται
εκεί!) Αυτήν την κανονικοποίηση την κάνουμε διαιρώντας τις τρεις συνιστώσες του
κάθε ιδιοδιανύσματος με το μέτρο του. Συγκεκριμένα (με τη Mathematica) πήραμε
τις τρεις πραγματικές ιδιοτιμές του πραγματικού και συμμετρικού μητρώου A

λ1 = Α11 ≈ 10.2322, λ2 = Α22 ≈ 2.54697, λ3 = A33 ≈ 4.22086. (1.8.24)
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Από τεχνική άποψη χρησιμοποιήσαμε επίσης τις εντολέςN για αριθμητικές προ-
σεγγίσεις και Chop για την εξάλειψη των πάρα πολύ μικρών φανταστικών μερών
που έδωσαν σ’ αυτές τις ιδιοτιμές λk οι αριθμητικές προσεγγίσεις με την εντολή N.
Ξέρουμε ήδη από το Θεώρημα Ε1.9 ότι οι ιδιοτιμές πραγματικού συμμετρικού μη-
τρώου, όπως είναι εδώ το μητρώο A, είναι πραγματικές. Και έτσι οι πραγματικές
ιδιοτιμές λk στις σχέσεις (1.8.24) επαληθεύουν στο παράδειγμά μας αυτό το γεγονός
για το πραγματικό συμμετρικό μητρώοA που παριστάνει το συμμετρικό τανυστήA
στο πρώτο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3. Επίσης να μη λησμονεί-
ται ότι αυτές οι ιδιοτιμές λk είναι ταυτόχρονα και οι κύριες τιμές του τανυστή A,
τις οποίες παίρνουν οι διαγώνιες συνιστώσες του A11, A22 και A33 στο δεύτερο σύ-
στημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3. Εκεί ο τανυστής A διαγωνιοποιείται
και παριστάνεται πια από το διαγώνιο μητρώο A στη σχέση (1.8.23). Το τονίσαμε
ήδη αυτό το γεγονός (και πολύ σωστά κάναμε!) στις σχέσεις (1.8.24) γράφοντας εκεί
ρητά λ1 = Α11, λ2 = Α22 και λ3 = A33.

Ωραία λοιπόν με τις τρεις ιδιοτιμές λk στις σχέσεις (1.8.24). Πάμε τώρα και στα
ιδιοδιανύσματα δk, όπου εδώ δk = ek.Μετά την κανονικοποίηση των ιδιοδιανυσμά-
των δk, έτσι ώστε να είναι μοναδιαίου μέτρου, |δk | = |ek | = 1, έχουμε τα εξής μονα-
διαία διανύσματα e1, e2 και e3 του δεύτερου συστήματος συντεταγμένων Ox1x2x3:

e1 ≈

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

−0.695945
−0.643721
0.318250

⎫⎪⎪
⎬⎪⎪⎭

, e2 ≈

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

−0.281219
0.652106
0.704041

⎫⎪⎪
⎬⎪⎪⎭

, e3 ≈

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

−0.660739
0.400477
−0.634856

⎫⎪⎪
⎬⎪⎪⎭

. (1.8.25)

Ειδικά εδώ χρειάσθηκε να αλλάξουμε τη φορά του διανύσματος δ3 = e3 , δηλαδή
να το πολλαπλασιάσουμε επί −1. Αυτό ήταν αναγκαίο, ώστε το δεύτερο σύστημα
Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 στο Σχήμα Ε1.1 της Ενότητας Ε1.1 που σχη-
ματίζουν αυτά τα τρία μοναδιαία και κάθετα μεταξύ τους διανύσματα e1, e2 και e3
να είναι δεξιόστροφο. Δηλαδή τώρα ισχύουν και οι έξι σχέσεις

e1 ⋅e2 = e2 ⋅e3 = e3 ⋅e1 = 0 και e1×e2 = e3 , e2×e3 = e1, e3×e1 = e2 . (1.8.26)

Λοιπόν δεν υπάρχει πλέον κανένα απολύτως πρόβλημα. Το νέο, το δεύτερο σύ-
στημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3 στο Σχήμα Ε1.1, το κύριο σύστημα
συντεταγμένων έχει καθορισθεί πλήρως με τα μοναδιαία διανύσματά του e1, e2
και e3 με βάση τις σχέσεις (1.8.25). Επίσης και οι τρεις κύριες τιμές A11, A22 και A33
του συμμετρικού τανυστή δευτέρας τάξεως A που έχουμε εδώ είναι και αυτές κα-
θορισμένες με βάση τις σχέσεις (1.8.24). Κατά συνέπεια ολόκληρο το πρόβλημα της
διαγωνιοποιήσεως του συμμετρικού τανυστή A και επομένως και του καθορισμού
του κύριου συστήματος συντεταγμένων του Ox1x2x3 έχει τώρα επιλυθεί πλήρως.

Σημειώνουμε επίσης ότι και το μητρώοC των εννέα συνημιτόνων cij = cos θij των
γωνιών στροφής θij από το πρώτο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3
στο δεύτερο σύστημα Ox1x2x3 προκύπτει και αυτό άμεσα από τα τρία μοναδιαία
διανύσματα ek σ’ αυτό το δεύτερο σύστημα συντεταγμένων Ox1x2x3 στη μορφή

C ≈
⎡
⎢
⎢
⎣

−0.695945 −0.643721 0.318250
−0.281219 0.652106 0.704041
−0.660739 0.400477 −0.634856

⎤
⎥
⎥
⎦
. (1.8.27)

Εδώ βέβαια στην πρώτη γραμμή είναι το διάνυσμα e1, στη δεύτερη το διάνυσμα e2
και στην τρίτη το διάνυσμα e3.
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Σαν επαλήθευση μπορούμε βέβαια να χρησιμοποιήσουμε τα στοιχεία αυτού του
μητρώου C των συνημιτόνων cij = cos θij των γωνιών στροφής θij σε συνδυασμό με
τον τόσο γνωστό μας πια τύπο (1.2.11) της Παραγράφου Ε1.2.4

Apq = cpicqjAij , (1.8.28)

που τον αναφέραμε πριν λίγο κι εδώ: τύπος (1.8.18). Αυτός ο τύπος μας δίνει τις
συνιστώσες Apq τανυστή A (εδώ συμμετρικού τανυστή δευτέρας τάξεως) στο δεύ-
τερο, στο νέο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2x3 με βάση τις συνιστώ-
σες του Aij στο πρώτο, στο αρχικό σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3.

Πραγματικά με χρήση των στοιχείων cij του μητρώουC στη σχέση (1.8.27) καθώς
και των συνιστωσών Aij του συμμετρικού τανυστή A στη σχέση (1.8.22) από τον πιο
πάνω τύπο (1.8.28) προκύπτει το μητρώο

A ≈
⎡
⎢
⎢
⎣

10.2322 0 0
0 2.54697 0
0 0 4.22086

⎤
⎥
⎥
⎦
. (1.8.29)

Δηλαδή προκύπτει το διαγώνιο μητρώο των ιδιοτιμών λk του συμμετρικού τανυ-
στή A και του αντίστοιχου μητρώου A. (Αυτές οι ιδιοτιμές λk προσδιορίσθηκαν και
δίνονται στις σχέσεις (1.8.24).) Άρα διαγωνιοποιήθηκε ο συμμετρικός τανυστής A
και επαληθεύθηκε η ισχύς του Θεωρήματος Ε1.10 της Παραγράφου Ε1.8.2. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.8t Άσκηση E1.31 z Μηχανική των Υλικών

Εδώ θεωρούμε το συμμετρικό τανυστή των τάσεων

σ =
⎡
⎢
⎢
⎣

5.4 4.8 −3.9
4.8 −6.2 7.2
−3.9 7.2 9.1

⎤
⎥
⎥
⎦

(1.8.30)

σ’ ένα σημείο P τριδιάστατου ελαστικού μέσου. Με χρήση τηςMathematica ή άλλου
προγράμματος και με ακρίβεια περίπου έξι σημαντικών ψηφίων ζητούνται: (α) Οι
κύριες τάσεις σ11, σ22 και σ33 στο κύριο σύστημα συντεταγμένων. Εκεί βέβαια δεν
υπάρχουν πια διατμητικές τάσεις. (β) Τα τρία μοναδιαία διανύσματα e1, e2 και e3
που καθορίζουν το κύριο σύστημα συντεταγμένων. (γ) Με χρήση του τύπου (1.8.28)
η επαλήθευση των προηγούμενων αριθμητικών αποτελεσμάτων. (δ) Θα μπορούσαν
ή όχι και γιατί τα προηγούμενα αποτελέσματα να θεωρηθούν ότι αναφέρονται στον
τανυστή των παραμορφώσεων; (ε) Στον τανυστή των ροπών αδρανείας; Υπόδειξη:
Στο πιο πάνωμητρώοσ το στοιχείο του σ22 = −6.2 είναι αρνητικός αριθμός και στον
τανυστή των ροπών αδρανείας ισχύουν οι τύποι (1.7.26) της Παραγράφου Ε1.7.3 με
προφανώς θετικά αποτελέσματα για τις συνιστώσες του I11, I22 και I33. Αντίθετα τα
γινόμενα αδρανείας στους τύπους (1.7.27) της ίδιας Παραγράφου Ε1.7.3 μπορούν
να είναι και αρνητικοί αριθμοί και πραγματικά συχνά συμβαίνει αυτό. s

Ε1.8.4
Ε1.8.4. Διαγωνιοποίηση συμμετρικού τανυστή στις δύο διαστάσεις

Στην παράγραφο αυτή θεωρούμε απλά την ειδική περίπτωση της προηγούμε-
νης παραγράφου όπου εργαζόμαστε στις δύο διαστάσεις με σύστημα Καρτεσιανών
συντεταγμένων Ox1x2 αντί στις τρεις διαστάσεις με σύστημα Καρτεσιανών συντε-
ταγμένων Ox1x2x3, όπου είχαμε εργασθεί στην προηγούμενη Παράγραφο Ε1.8.3.
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Εδώ ο συμμετρικός τανυστής μας δευτέρας τάξεως A (με A12 = A21) παριστάνεται
με μητρώο 2 × 2 και έχει τη γενική μορφή

A = 
A11 A12

A12 A22
 (1.8.31)

αντί για τη μορφή (1.8.2) στις τρεις διαστάσεις. Τώρα τα πράγματα είναι πιο εύκολα.
Μπορούμε φυσικά να ακολουθήσουμε την επίσημη διαδικασία της προηγούμενης
παραγράφου με τις ιδιοτιμές λk και τα ιδιοδιανύσματα δk. Αναφέρουμε όμως εδώ
και έναν πιο εύκολο και πιο προσιτό τρόπο διαγωνιοποιήσεως, έναν εναλλακτικό
τρόπο εργασίας: τον τρόπο που ήδη γνωρίζουμε από τη Μηχανική των Υλικών.

O x1

x2

e1

e2

x1

x2

e1e2
θ

θ

Σχήμα Ε1.3: Στροφή συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων
στις δύο διαστάσεις (στο επίπεδο) κατά γωνία θ εδώ με θ > 0.

Καταρχήν έχουμε τοαρχικό σύστημαΚαρτεσιανώνσυντεταγμένων, το σύστημα
Ox1x2 (Σχήμα Ε1.3), όπου ο συμμετρικός τανυστής μας A στη σχέση (1.8.31), εδώ
επαναλαμβάνουμε στις δύο διαστάσεις, δεν είναι διαγώνιος, δηλαδήA12 = Α21 ≠ 0.
Θέλουμε τώρα να μεταβούμε στο νέο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2
(πάλι Σχήμα Ε1.3) με τον ίδιο τανυστήA να είναι διαγώνιος, δηλαδήΑ12 = Α21 = 0.
Το νέο σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2 προκύπτει από το αρχικό σύ-
στημαΚαρτεσιανών συντεταγμένωνOx1x2 απλά με στροφή του κατά γωνία θ (ξανά
Σχήμα Ε1.3). Φυσιολογικό είναι αυτό: στις δύο διαστάσεις είμαστε! Τότε ο τανυστής
μας A θα παριστάνεται από το διαγώνιο μητρώο

A = 
A11 0
0 A22

 (1.8.32)

απόλυτα ανάλογα με το διαγώνιο μητρώο (1.8.23) στην προηγούμενη παράγραφο
εκεί βέβαια στις τρεις διαστάσεις.

Τώρα με τον εναλλακτικό, το δεύτερο τρόπο εργασίας σ’ αυτήν την παράγραφο
χρησιμοποιούμε απλά τον ορισμό του τανυστή δευτέρας τάξεως (1.2.11) ή (1.8.18)
ή (1.8.28) που τον αναφέρουμε κι εδώ για άλλη μια φορά. Συγκεκριμένα έχουμε

Apq = cpicqjAij (1.8.33)

εδώ βέβαια στις δύο διαστάσεις. Θυμόμαστε επίσης από την πρώτη μαςΆσκηση Ε1.1
στην Ενότητα Ε1.1 ότι στην περίπτωση απλής στροφής του συστήματος συντεταγ-
μένωνOx1x2 κατά γωνία θ (κατά την ανθωρολογιακή φορά εάν θ > 0, Σχήμα Ε1.3),
ώστε να προκύψει το σύστημα συντεταγμένων Ox1x2, έχουμε τα εξής συνημίτονα:

c11 = c22 = cos θ, c12 = sin θ και c21 = − sin θ. (1.8.34)

Πρόκειται για τις σχέσεις (1.1.21) στην Άσκηση Ε1.1 που τις επαναλάβαμε κι εδώ.
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Επομένως τώρα με βάση τον τύπο (1.8.33), εκεί εκτελώντας τη διπλή άθροιση
(και ως προς το δείκτη i και ως προς το δείκτη j), βρίσκουμε εύκολα ότι

A11 = A11 cos2 θ + 2Α12 cos θ sin θ + A22 sin
2 θ, (1.8.35)

A12 = A21 = −A11 cos θ sin θ + Α12 (cos2 θ − sin
2 θ) + A22 cos θ sin θ, (1.8.36)

A22 = A11 sin
2 θ − 2Α12 cos θ sin θ + A22 cos2 θ. (1.8.37)

Δε μας πολυαρέσουν αυτές οι μορφές των συνιστωσώνAij του συμμετρικού τανυστή
μας A στο νέο σύστημα συντεταγμένωνOx1x2. Παίρνουμε τώρα υπόψη μας και τις
εξής τρεις πολύ γνωστές τριγωνομετρικές ταυτότητες:

cos2 θ = 1 + cos 2θ
2

, sin2 θ = 1 − cos 2θ
2

και cos θ sin θ = sin 2θ
2

(1.8.38)

και τις ξαναγράφουμε στις απόλυτα ισοδύναμες και λίγο πιο απλές μορφές τους

A11 =
A11 + A22

2
+ A11 − A22

2
cos 2θ + A12 sin 2θ, (1.8.39)

A12 = A21 = − A11 − A22
2

sin 2θ + Α12 cos 2θ, (1.8.40)

A22 =
A11 + A22

2
− A11 − A22

2
cos 2θ − A12 sin 2θ. (1.8.41)

Δεν τα πήγαμε και τόσο άσχημα! Κι αυτό που θέλουμε τώρα είναι ο συμμετρικός
τανυστής A στο νέο σύστημα συντεταγμένων Ox1x2 να παίρνει διαγώνιο μορφή,
δηλαδή να έχει τη μορφή (1.8.32). Για το σκοπό αυτό απλά πρέπει να ισχύει

A12 = A21 = 0, οπότε − A11 − A22
2

sin 2θ + Α12 cos 2θ = 0 (1.8.42)
και τελικά

tan 2θ = 2A12
A11 − A22

ή ισοδύναμα θ = 1
2
tan−1 

2A12
A11 − A22

 . (1.8.43)

Εδώ tan−1 ≡ arctan είναι το σύμβολο του τόξου εφαπτομένης, βέβαια όχι αναγκα-
στικά η πρωτεύουσα τιμή του: οποιαδήποτε τιμή του. Και φυσικά θυμόμαστε αυτούς
όλους τους τύπους από τη Μηχανική των Υλικών. Εκεί τους είχαμε χρησιμοποιήσει
στους τανυστές των τάσεων, των παραμορφώσεων και των ροπών αδρανείας.

Και τώρα χρησιμοποιούμε τη γωνία θ που προσδιορίζουμε από τον τύπο (1.8.43)
(για την ακρίβεια μία από τις γωνίες θ που επαληθεύουν αυτόν τον τύπο). Είμαστε
έτσι σίγουροι από τον τύπο (1.8.40) ότι A12 = A21 = 0. (Υπενθυμίζουμε ότι εργαζό-
μαστε με συμμετρικό τανυστή A.) Και στη συνέχεια προσδιορίζουμε τις μη μηδενι-
κές διαγώνιες συνιστώσες του A11 και A22 στο νέο σύστημα συντεταγμένων Ox1x2
με βάση τους τύπους (1.8.39) και (1.8.41) αντίστοιχα. Έτσι προσδιορίσαμε το νέο σύ-
στημα συντεταγμένων που είναι το κύριο σύστημα συντεταγμένων. Οι διευθύνσεις
των αξόνων τουOx1 καιOx2 (που καθορίζει η γωνία θ, Σχήμα Ε1.3) είναι οι κύριες
διευθύνσεις. Κι ανάλογα με το πού αναφέρεται ο συμμετρικός τανυστής A έχουμε
τις κύριες τάσεις (αν αναφέρεται σε τάσεις), τις κύριες παραμορφώσεις (αν ανα-
φέρεται σε παραμορφώσεις), τις κύριες ροπές αδρανείας (αν αναφέρεται σε ροπές
αδρανείας), κλπ. Αυτές είναι οι μη μηδενικές συνιστώσες A11 και A22 του συμμετρι-
κού τανυστή A στην παράστασή τουA με διαγώνιο μητρώο στη σχέση (1.8.32), που
ήδη τις προσδιορίσαμε από τις σχέσεις (1.8.39) και (1.8.41) αντίστοιχα. Κι έτσι λύ-
σαμε το πρόβλημα της διαγωνιοποιήσεως τανυστή δευτέρας τάξεως A στις δύο δια-
στάσεις χωρίς να χρησιμοποιήσουμε καθόλου ιδιοτιμές λk και ιδιοδιανύσματα δk,
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δηλαδή με έναν εντελώς διαφορετικό τρόπο από εκείνο που χρησιμοποιήσαμε στις
τρεις διαστάσεις. Προφανώς βέβαια κι εκείνος ο τρόπος, ο τρόπος με τις ιδιοτιμές
και τα ιδιοδιανύσματα, είναι πλήρως εφαρμόσιμος κι εδώ, εάν τον προτιμήσουμε.

Για παράδειγμα και σαν επαλήθευση των αποτελεσμάτων μας, μπορούμε να
χρησιμοποιήσουμε κι εδώ τη χαρακτηριστική εξίσωση (1.8.5), δηλαδή την εξίσωση
det (A − λI) = 0 ή |A − λI | = 0. Αυτή παίρνει εδώ στις δύο διαστάσεις τη μορφή


A11 − λ A12

A12 A22 − λ
 = 0. (1.8.44)

Υπολογίζοντας την ορίζουσα στο αριστερό μέλος, βρίσκουμε πολύ εύκολα ότι

λ2 − (Α11 + Α22)λ + Α11Α22 − Α
2
12 = 0. (1.8.45)

Λύνοντας αυτήν τη δευτεροβάθμια αλγεβρική εξίσωση, βρίσκουμε χωρίς δυσκολία
τις δύο ιδιοτιμές λ1 και λ2 του πραγματικού συμμετρικού μητρώου A. Αυτές είναι

λ1,2 =
Α11 + Α22 ±(Α11 + Α22)

2 − 4(Α11Α22 − Α
2
12)

2
. (1.8.46)

Με απλοποίηση της διακρίνουσας παρατηρούμε ότι αυτές οι ιδιοτιμές γράφονται
και λίγο πιο απλά με τον τύπο

λ1,2 =
Α11 + Α22 ±(Α11 − Α22)

2 + 4Α2
12

2
. (1.8.47)

Αυτές εδώ οι δύο ιδιοτιμές λ1,2 είναι και οι κύριες τιμές A11 = λ1 και A22 = λ2
(ή αντίστροφα A11 = λ2 και A22 = λ1) του συμμετρικού τανυστή A στο νέο σύστημα
συντεταγμένωνOx1x2, δηλαδή στο κύριο σύστημα συντεταγμένων, όπου διαγωνιο-
ποιείται ο τανυστής A. (Σημειώνουμε βέβαια ότι στις τρεις διαστάσεις η αντίστοιχη
χαρακτηριστική εξίσωση ήταν τρίτου βαθμού και όχι δευτέρου βαθμού όπως εδώ.)
Επομένως, αν εργασθήκαμε σωστά, και με τον προηγούμενο τρόπο και με τον τρόπο
αυτό θα πρέπει να καταλήξουμε στις ίδιες τιμές A11 και A22. Κι αυτή είναι μια πάρα
πολύ καλή επαλήθευση των αποτελεσμάτων μας, η οποία δεν αφορά μόνο σ’ αυτές
τις κύριες τιμές του συμμετρικού τανυστή A. Αφορά και στη γωνία στροφής θ του
συστήματος συντεταγμένων, που υπεισέρχεται στους τύπους (1.8.39) έως (1.8.41).

. Άσκηση
Ενότητα Ε1.8 t Άσκηση E1.32 z Εδαφομηχανική: διήθηση

Στην Εδαφομηχανική σε πορώδες στρώμα εδάφους θεωρούμε κι εδώ, όπως και στην
Άσκηση Ε1.17 της Ενότητας Ε1.4, το νόμο του Darcy (1856). Σ’ αυτόν το θεμελιώδη
νόμο υπεισέρχεται ο τανυστής διαπερατότητας του εδάφους k, που είναι ένας συμ-
μετρικός τανυστής δευτέρας τάξεως με συνιστώσες kij: τους συντελεστές διαπερα-
τότητας του εδάφους. Αυτός ο τανυστής k καλείται επίσης τανυστής υδραυλικής
αγωγιμότητας του εδάφους. Εδώ υποθέτουμε ότι το έδαφος είναι ανισότροπο και
εργαζόμαστε στις δύο διαστάσεις με σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2.
Σ’ αυτό το σύστημα Ox1x2 οι συντελεστές διαπερατότητας έχουν τις τιμές k11 = 7.8,
k12 = k21 = 1.2 και k22 = 3.5. Ζητούνται: (α) Οι κύριες διευθύνσεις ανισοτροπίας
του πορώδους εδάφους.Υπόδειξη:Με βάση τον τύπο (1.8.43). (β) Οι κύριοι συντελε-
στές διαπερατότητας k11 και k22 στο σύστημα Ox1x2 των κυρίων διευθύνσεων ανι-
σοτροπίας. Υπόδειξη:Με βάση τους τύπους (1.8.39) και (1.8.41). (γ) Να επαληθευθεί
ότι σ’ αυτό το σύστημα ισχύει k12 = k21 = 0. Υπόδειξη:Με βάση τον τύπο (1.8.40). s
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο E2
ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LAPLACE

ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
Στο Κεφάλαιο αυτό Ε2 αναφέρονται μερικές ασκήσεις που μπορούν να λυθούν με τη μέθοδο του μετα-

σχηματισμού Laplace και γενικά αφορούν στην Επιστήμη του Πολιτικού Μηχανικού.
Στην Ενότητα Ε2.1 αναφέρονται ασκήσεις με χρήση του μετασχηματισμού Laplace σε συνήθεις δια-

φορικές εξισώσεις, ενώ στην Ενότητα Ε2.2 αναφέρονται ασκήσεις πάλι με χρήση του μετασχηματισμού
Laplace σε διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους (ή μερικές διαφορικές εξισώσεις).

Ε2.1
Ε2.1. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΗ ΜΕΘΟΔΟ ΤΟΥ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ LAPLACE

Ε2.1.1
Ε2.1.1. Ασκήσεις σε συνήθεις διαφορικές εξισώσεις

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1t Άσκηση E2.1 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί: Συναρτήσεις Macaulay

Θεωρούμε συνήθη πρόβολο μήκους L = 2a (με 0 ≤ x ≤ 2a) και δυσκαμψίας ΕΙ με την
πάκτωση στο αριστερό άκρο του x = 0. Ο πρόβολος καταπονείται από ομοιόμορφη
(σταθερή) κατανεμημένη φόρτιση p0 σε όλο το μήκος του και επίσης από συγκε-
ντρωμένο φορτίο P στο μέσον του x = a. Ζητούνται: (α:2) Απλά η παράσταση της
συνολικής φορτίσεώς του p(x) με τη χρήση συναρτήσεως ή συναρτήσεωνMacaulay
(ή συναρτήσεων ιδιομορφίας). (β:2) Από τη διαφορική εξίσωση τετάρτης τάξεως
για το βέλος κάμψεως v(x) του προβόλου και με γνωστές την αντίδραση Q0 και
τη ροπή πακτώσεως Μ0 στην πάκτωση x = 0 ζητείται ο μετασχηματισμός Laplace
V(s) = ℒ {v(x)} και από αυτόν (γ:3) το βέλος κάμψεως v(x) του προβόλου. (δ:1) Τέ-
λος απλά από τη φόρτιση του προβόλου να υπολογισθούν οι δύο ποσότητεςQ0 και
M0 στην πάκτωση x = 0. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1t Άσκηση E2.2 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί: Συναρτήσεις Macaulay

Θεωρούμε συνήθη πρόβολο μήκους 2L και δυσκαμψίας EI πακτωμένο στο αριστερό
άκρο του x = 0 και επομένως ελεύθερο στο δεξιό άκρο του x = 2L με μόνη εξωτερική
φόρτιση μια συγκεντρωμένη δύναμη P στο μέσον του x = L . Για το άγνωστο βέλος
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κάμψεως v = v(x) του προβόλου που σχηματίζει την ελαστική γραμμή του, ζητού-
νται: (α:1) Η σχετική διαφορική εξίσωση, μία μόνο και τετάρτης τάξεως, και (β:1) οι
αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες (δηλαδή το σχετικό πρόβλημα συνοριακών τι-
μών) υπό τη φόρτιση P που προαναφέρθηκε. (γ:2) Ο μετασχηματισμός Laplace V(s)
της άγνωστης συναρτήσεως v(x) με τις παραγώγους της v (0) και v (0) (που δεν εί-
ναι άμεσα διαθέσιμες) να παραμένουν σ’ αυτόν. (δ:2) Συνεχίζοντας, με αντιστροφή
του μετασχηματισμού Laplace V(s) η εύρεση της άγνωστης συναρτήσεως (του βέ-
λους κάμψεως) v(x) πάλι σαν συνάρτηση των ποσοτήτων v (0) και v (0). (ε:2) Τέλος
το ξαναγράψιμο του προηγούμενου αποτελέσματος v(x), τώρα όμως με διάκριση
δύο περιπτώσεων: (i) 0 ≤ x ≤ L και (ii) L ≤ x ≤ 2L. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1 t Άσκηση E2.3 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί: Συναρτήσεις Macaulay

Θεωρούμε ένα συνήθη πρόβολο μήκους L = 5a (με 0 ≤ x ≤ 5a) και δυσκαμψίας
EI με πάκτωση στο αριστερό άκρο του x = 0. Η φόρτιση p(x) του προβόλου συνί-
σταται: (i) Σε ομοιόμορφο (σταθερό) κατανεμημένο φορτίο p0 στο διάστημα [a, 2a],
(ii) σε συγκεντρωμένο φορτίο P στη θέση x = 3a και (iii) σε καμπτική ροπή (ή ροπή
κάμψεως) Mb στη θέση x = 4a. Στην πάκτωση x = 0 του προβόλου η καμπτική
ροπή (ή ροπή κάμψεως) Μ0 και η τέμνουσα δύναμη Q0 θεωρούνται προς το πα-
ρόν δύο γνωστές ποσότητες. Ζητούνται: (α:1) Η παράσταση της συνολικής σχετικής
φορτίσεως p(x) (σαν να ήτανε όλη κατανεμημένη φόρτιση) με τη χρήση συναρτή-
σεων Macaulay. Με τη χρήση της σχετικής διαφορικής εξισώσεως τετάρτης τάξεως
ως προς το βέλος κάμψεως v(x) του προβόλου, της μεθόδου του μετασχηματισμού
Laplace και της συνεχούς χρήσεως συναρτήσεωνMacaulay (ακόμη και για το ίδιο το
άκρο x = 0!): (β:1) o μετασχηματισμός Laplace V(s) = ℒ {v(x)}, (γ:1) με αντιστροφή
του το ίδιο το βέλος κάμψεως v(x), (δ:1) η γωνία κλίσεως (ή γωνία στροφής ή απλά
στροφή) θ(x), (ε:1) η καμπτική ροπή (ή ροπή κάμψεως)M(x) και (στ:1) η τέμνουσα
δύναμη Q(x). Τέλος ζητούνται οι τιμές της καμπτικής ροπής M0 και της τέμνου-
σας δύναμης Q0 στην πάκτωση x = 0 (ζ:1) με τη χρήση των εξισώσεων ισορροπίας
και (η:1) με τη χρήση της πιο πάνω λύσεως v(x) και των συνοριακών συνθηκών για
x = L. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1

t Άσκηση E2.4 z Μηχανική των Υλικών: Λυγισμός
Στο πρόβλημα του λυγισμού συνήθους στύλου (ή ράβδου ή υποστυλώματος) ελά-
χιστης δυσκαμψίας ΕΙ και υπό αξονικό θλιπτικό φορτίο P προκύπτει η γενική δια-
φορική εξίσωση

v (x) + k2v (x) = 0 με τη σταθερά k =


P
EI
,

με x τη θέση και με v(x) την κάθετη μετατόπιση των σημείων του στύλου. Ζητούνται:
(α:1) Ειδικά για άρθρωση στο κάτω άκρο x = 0 του στύλου (όμως με μη καθορισμένη
τη στήριξη στο πάνω άκρο του x = L) ο μετασχηματισμός Laplace V(s) της άγνωστης
συναρτήσεως v(x) με παρούσες σ’ αυτόν τις δύο μη καθορισμένες αρχικές συνθήκες
για x = 0 που υπολείπονται. (β:3) Με χρήση του αλγεβρικού τύπου

1
s2(s2 + k2)

= 1
k2s2

− 1
k2(s2 + k2)

η λύση v(x) της πιο πάνω διαφορικής εξισώσεως. (Επαναλαμβάνεται ότι έχει υποτε-
θεί άρθρωση στο κάτω άκρο x = 0 του στύλου.) (γ:1) Πόσες σταθερές περιλαμβάνει
αυτή και γιατί; (δ:1) Η επαλήθευση της διαφορικής εξισώσεως από τη λύση αυτή.
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(ε:1) Η επαλήθευση των συνθηκών αρθρώσεως στο κάτω άκρο x = 0 του στύλου.
(στ:1) Η λεπτομερής καταγραφή των από φυσικής απόψεως αποδεκτών συνηθισμέ-
νων συνοριακών συνθηκών στο πάνω άκρο x = L του στύλου (δύο περιπτώσεις!). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1t Άσκηση E2.5 z Μηχανική των Υλικών: Λυγισμός

Θεωρούμε το κλασικό πρόβλημα του λυγισμού αμφιαρθρωτού στύλου (ή υποστυ-
λώματος ή απλά ράβδου) ύψους L (με 0 ≤ x ≤ L) και δυσκαμψίας EI για το λυγισμό.
Στον αμφιαρθρωτό αυτό στύλο εφαρμόζεται θλιπτικό αξονικό φορτίο P (με P > 0).
Στο πρόβλημα αυτό λυγισμού ισχύει η διαφορική εξίσωση

v (x) + k2v(x) = 0 με τη σταθερά k =


P
EI

για το βέλος κάμψεως (την κάθετη μετατόπιση των σημείων) του στύλου. Ζητού-
νται: (α:1) Με βάση σχετικό σχήμα να αποδειχθεί η ισχύς της διαφορικής αυτής
εξισώσεως. (Η σχετική εξίσωση για την κάμψη συνήθους δοκού θεωρείται γνωστή!)
(β:1) Με αυθαίρετες αρχικές συνθήκες v(0) = v0 και v (0) = θ0 στο κάτω άκρο x = 0
του στύλου και υποχρεωτικά με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace να βρεθεί
ο μετασχηματισμός Laplace Vg(s) της γενικής λύσεως vg(x) της πιο πάνω διαφορι-
κής εξισώσεως και στη συνέχεια (γ:1) και η ίδια η γενική αυτή λύση vg(x). (δ:1) Με
τη βοήθεια μόνο των δύο γεωμετρικών (κινηματικών) συνοριακών συνθηκών στα
δύο άκρα του στύλου x = 0 και x = L να προσδιορισθεί η λύση vp(x) του σχετικού
προβλήματος αρχικών τιμών σε περίπτωση λυγισμού του στύλου. (ε:1) Να γίνει η
πλήρης επαλήθευση της λύσεως αυτής vp(x). (στ:1) Να προσδιορισθούν τα φορτία
λυγισμού Pn (n = 1, 2, …) του αμφιαρθρωτού στύλου και ειδικότερα το κρίσιμο
φορτίο λυγισμού P1 = Pcr; (ζ:1) Ποια είναι τα αντίστοιχα σχήματα vn(x) του στύλου
που λύγισε, τα οποία καλούνται και κανονικές μορφές λυγισμού (ή ιδιομορφές λυ-
γισμού); (η:1) Να σχεδιασθούν πρόχειρα (σε χωριστά σχήματα, αλλά το ένα δίπλα
στο άλλο) οι τρεις πρώτες κανονικές μορφές λυγισμού (ή ιδιομορφές λυγισμού). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1t Άσκηση E2.6 z Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις με Ασθενή Απόσβεση

Θεωρούμε το κλασικό τριπαραμετρικό μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα μάζας–ελα-
τηρίου–αποσβεστήρα με γνωστές τις σταθερές m (μάζα), ω0 (κυκλική συχνότητα
του αντίστοιχου χωρίς απόσβεση συστήματος) και ξ (λόγο αποσβέσεως) υπό ωστική
(ή κρουστική) φόρτιση δ(t − τ) τη χρονική στιγμή τ (με τ ≥ 0): ανηγμένη στη μάζα
φόρτιση δ(t − τ)/m. Άγνωστη είναι εδώ η μετατόπιση u(t) της μάζας m ως προς τη
θέση ισορροπίας της. Οι δύο αρχικές συνθήκες είναι οι u(0) = u0 και u̇(0) = v0,
Zητούνται: Στο μετασχηματισμό Laplace η απόδειξη (α:1) του τύπου

ℒ {e−atu(t)} = U(s + a) με U(s) = ℒ {u(t)}
και (β:1) του τύπου

ℒ {u(t − τ)H(t − τ)} = e−τsU(s) με τ ≥ 0 και με U(s) = ℒ {u(t)}.
(γ:3) Η λύση u(t) του πιο πάνω προβλήματος αρχικών τιμών με ασθενή απόσβεση

(ή υποκρίσιμη απόσβεση) με τη χρήση και του συμβόλου ωD = ω01 − ξ
2. (δ:1) Η

ειδική περίπτωση up0(t) της λύσεως αυτής για μηδενικές αρχικές συνθήκες: u(0) = 0
και u̇(0) = 0. (ε:2) Από τη λύση αυτή up0(t) με πρακτικό τρόπο (όχι αυστηρά) ο ολο-
κληρωτικός τύπος τουDuhamel (εδώαπλά το ολοκλήρωμαDuhamel) για μηδενικές
αρχικές συνθήκες και αυθαίρετη (αλλά τμηματικά συνεχή) φόρτιση p(t). s
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. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1

t Άσκηση E2.7 z Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις χωρίς Απόσβεση
Θεωρούμε τον κλασικό αρμονικό ταλαντωτή (σύστημα υλικού σημείουM μάζας m
και ελατηρίου S σταθεράς k και των δύο προφανώς θετικών) χωρίς αποσβεστήρα (με
ξ = 0). Αυτός αποτελεί ένα μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα με άγνωστη συνάρτηση
(το μοναδικό βαθμό ελευθερίας του) τη θέση u = u(t) του υλικού σημείου M που
κινείται πάνω στον άξονα Ox. Σε εξαναγκασμένη ταλάντωση του υλικού σημείου
Μ και με βάση το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα στην κλασική Μηχανική προκύπτει
η διαφορική εξίσωση

m
d2u(t)
dt2

+ ku(t) = p(t) με t ≥ 0,

με p(t) τη φόρτιση (εδώ την εξωτερική δύναμη) που ασκείται πάνω στο υλικό ση-
μείοΜ. Στην παρούσα άσκηση αυτή η φόρτιση p(t) θεωρείται της ωστικής μορφής

p(t) = mΩδ(t)

με τοΩ σταθερά και δ(t) την ωστική (ή κρουστική) συνάρτηση δέλτα τουDirac. Πρό-
κειται δηλαδή για ωστική (ή κρουστική) φόρτιση που ασκείται ουσιαστικά μόνο τη
χρονική στιγμή t = 0. Με τη χρήση του βοηθητικού συμβόλου ω0 = √k/m και με
αρχικές συνθήκες (για t = 0−) για το υλικό σημείο τις u(0) = u0 (αρχική θέση) και
u̇(0) = v0 (αρχική ταχύτητα) ζητούνται: (α:3) Η επίλυση του πιο πάνω προβλήματος
αρχικών τιμών με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace. (β:1) Η επαλήθευση της
λύσεως u(t) που βρέθηκε στο παρόν πρόβλημα αρχικών τιμών και (γ:2) οι πρέπου-
σες διευκρινίσεις (με βάση έννοιες της Μηχανικής, κυρίως την έννοια της ορμής)
για την απότομη μεταβολή της αρχικής ταχύτητας v0 του υλικού σημείου Μ εξαι-
τίας της ωστικής (ή κρουστικής) φορρτίσεως p(t) που ασκήθηκε τη χρονική στιγμή
t = 0. (δ:1) Συμφωνεί η λύση u(t) που βρέθηκε στο παραπάνω πρόβλημα αρχικών τι-
μών με τις διευκρινίσεις αυτές ως προς την ταχύτητα u̇(t) = v(t) για t = 0+; (ε:1) Ποια
είναι η αρχική επιτάχυνση a(0) (για t = 0+) του υλικού σημείουΜ; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1 t Άσκηση E2.8 z Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις: Συντονισμός

Σε πρόβλημα ταλαντώσεων μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος για τη μετατό-
πιση u(t) του υλικού σημείου του ισχύει η διαφορική εξίσωση

d2u(t)
dt2

+ ω20u(t) =
p0
m

t sinω0t.

Ζητούνται: (α:1) Οι λεπτομέρειες για το μηχανικό σύστημα, τις σταθερές ω0, p0 και
m και τους χαρακτηρισμούς των ταλαντώσεων αυτών. (β:1) Ο υπολογισμός του
μετασχηματισμού Laplace της συναρτήσεως sinω0t με γνωστό το μετασχηματισμό
Laplace της εκθετικής συναρτήσεως eiω0t. (γ:1) Στο μετασχηματισμό Laplace η από-
δειξη της ιδιότητας

ℒ {tf(t)} = −F (s) με F(s) = ℒ { f(t)}.

(δ:1) Ο μετασχηματισμός Laplace της συναρτήσεως t sinω0t. (ε:2) Υπό μηδενικές αρ-
χικές συνθήκες ο μετασχηματισμός Laplace U(s) = ℒ {u(t)} της λύσεως u(t) της πιο
πάνω διαφορικής εξισώσεως. (στ:1) Υπό τις ίδιες συνθήκες και χωρίς άλλους υπο-
λογισμούς μια πρώτη εκτίμηση για τη μεταβολή της λύσεως u(t) με το χρόνο t (για
μεγάλες τιμές του t) και η σχετική γραφική παράσταση. (ζ:1) Άρα πώς μεταβάλλεται
το εύρος των ταλαντώσεων με το χρόνο t (πάλι για μεγάλες τιμές του t); s
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. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1

t Άσκηση E2.9 z Ελεύθερες Ταλαντώσεις χωρίς Απόσβεση
Στις Ταλαντώσεις, που είναι ασφαλώς ένα πολύ ενδιαφέρον πεδίο της Επιστήμης
του Πολιτικού Μηχανικού, παρουσιάζονται συχνά συστήματα μαζών και απλών
γραμμικών ελατηρίων. Σε ένα τέτοιο απλό σύστημα δύο μαζών και τριών ελατη-
ρίων κατά μήκος οριζόντιας ευθείας γραμμής προκύπτει το σύστημα των συζευγ-
μένων διαφορικών εξισώσεων

Mü(t) +Ku(t) = 0.

Εδώ τα σύμβολα M και K δηλώνουν τα συμμετρικά μητρώα μάζας και στιβαρό-
τητας αντίστοιχα. Επίσης το σύμβολο u(t) δηλώνει το σχετικό διάνυσμα των ορι-
ζοντίων μετατοπίσεων των δύο μαζών του πιο πάνω μηχανικού συστήματος στις
Ταλαντώσεις (με u1(t) να δηλώνει την μετατόπιση της πρώτης μάζας και u2(t) την
μετατόπιση της δεύτερης μάζας). Τα σύμβολα αυτά στο παρόν διβάθμιο απλό μη-
χανικό σύστημα έχουν τις εξής συγκεκριμένες εκφράσεις:

M = m 
1 0
0 2 

, K = k 
2 −1
−1 3 

, u(t) = 
u1(t)
u2(t)

 , 0 = 
0
0 

με τα m και k γνωστές θετικές σταθερές, χωρίς εξωτερικές δυνάμεις και με μηδε-
νικό το μητρώο αποσβέσεως C των ταλαντώσεων. Ζητούνται: (α:3) Η επίλυση του
παραπάνω συστήματος διαφορικών εξισώσεων με τη χρήση του μετασχηματισμού
Laplace και υπό τις αρχικές συνθήκες

uk(0) = uk0, u̇k(0) = vk0 με k = 1, 2

μέχρι τον πλήρη προσδιορισμό των μετασχηματισμών LaplaceU1, 2(s) = ℒ {u1, 2(t)}
των αγνώστων συναρτήσεων (μετατοπίσεων) u1, 2(t). Δηλαδή δε ζητείται η αντι-
στροφή αυτών των μετασχηματισμών Laplace. (β:3) Η απόδειξη (μαθηματικά βέ-
βαια και με βάση τους μετασχηματισμούς Laplace U1, 2(s) που ήδη βρέθηκαν) ότι
οι άγνωστες μετατοπίσεις u1, 2(t) είναι τριγωνομετρικής και όχι υπερβολικής (ισο-
δύναμα πραγματικής εκθετικής) μορφής στο παρόν πρόβλημα. (γ:2) Είναι η διαπί-
στωση αυτή σωστή (και αναμενόμενη) και από της φυσικής απόψεως τουΠολιτικού
Μηχανικού (που ασφαλώς δεν πρέπει να παραβλέπεται) ή όχι; Γιατί ακριβώς; Ποια
θεμελιώδης αρχή της Μηχανικής θα παραβιαζόταν στην αντίθετη περίπτωση; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1t Άσκηση E2.10 z Δυναμική των Κατασκευών: Υδατόπυργοι

Εδώ θεωρούμε υδατόπυργο, δηλαδή δεξαμενή για νερό όγκουV που στηρίζεται στο
πάνω άκρο κατακόρυφου υποστυλώματος (ή στύλου) ύψους h και δυσκαμψίας ΕΙ
με πάκτωση στη γη στο κάτω άκρο του. Ο υδατόπυργος αυτός προσεγγίζεται από
μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα μάζας m +M (με m τη μάζα της δεξαμενής και Μ
τη μάζα του νερού σ’ αυτήν με 0 ≤ M ≤ M0 και M0 = ρV τη μέγιστη μάζα νερού
με ρ την πυκνότητά του) και σταθεράς του υποστυλώματος k = 12EI/h3. Το υποστύ-
λωμα θεωρείται εδώ προσεγγιστικά αβαρές. Για οριζόντια κίνηση του εδάφους με
επιτάχυνση ag(t) ≡ üg(t) (που μετριέται με επιταχυνσιόμετρο), π.χ. σε σεισμό ή σε
κραδασμούς του εδάφους από διάφορες αιτίες, ζητούνται: (α:1) Να αποδειχθεί η
ισχύς της διαφορικής εξισώσεως

d2ur(t)
dt2

+ ω20ur(t) = −ag(t) με ω0 ∶= 
k

m +M
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εδώ ειδικά με ur(t) τη σχετική μετατόπιση της δεξαμενής του υδατόπυργου ως προς
το έδαφος. Στο μετασχηματισμό Laplace (β:1) να αποδειχθεί ο τύπος

ℒ {tu(t)} = −U (s) με U(s) ∶= ℒ {u(t)}

και με χρήση του οι τύποι

(γ:1) ℒ {t cosω0t} =
s2 − ω20
(s2 + ω20)

2 και (δ:1) ℒ {sinω0t−ω0t cosω0t} =
2ω30

(s2 + ω20)
2 .

(ε:2) Τώρα στην περίπτωση που
ag(t) = A sinω0t

να βρεθεί με χρήση του προηγούμενου τύπου η λύση ur(t) της πιο πάνω διαφορι-
κής εξισώσεως υπό μηδενικές αρχικές συνθήκες. (στ:2) Τέλος με γνωστά τον όγκο V
της δεξαμενής του υδατόπυργου και την πυκνότητα του νερού ρ (οπότε Μ0 = ρV:
γνωστή μάζα) καθώς και τις ιδιοσυχνότητες του υδατόπυργου (i) ω1 (με άδεια τη
δεξαμενή του: μάζα m) και (ii) ω2 (με γεμάτη τη δεξαμενή του: μάζα m +M0), ποια
είναι (πολύ προσεγγιστικά βέβαια) η μάζα m της ίδιας της δεξαμενής; s

Ε2.1.2
Ε2.1.2. Ασκήσεις με διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1 t Άσκηση E2.11 z Περιβαλλοντική Υδραυλική

Θεωρούμε τη μεταφορά ρύπου σε υδατόρρευμα με την ισχύ της διαφορικής εξισώ-
σεως με μερικές παραγώγους

𝜕c
𝜕t = −V

𝜕c
𝜕x − kc με x > 0, t > 0, c = c(x, t)

τη συγκέντρωση του ρύπου και τις σταθερές V και k γνωστές. Ισχύουν επίσης οι δύο
συνθήκες

c(x, 0) = 0 για x ≥ 0 (χρονική αρχική συνθήκη)
και επίσης

c(0, t) = c0 για t > 0 (χωρική αρχική συνθήκη).

Ζητούνται: (α:1) Με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace εδώ ως προς το χρόνο
t να αναχθεί η πιο πάνω διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους σε συνήθη
διαφορική εξίσωση και (β:1) να βρεθεί η λύση τηςC(x, s) = ℒ {c(x, t)}που να πληροί
και τις πιο πάνω συνθήκες. (γ:2) Με αντιστροφή κατά Laplace και με χρήση και της
βηματικής συναρτήσεως του Heaviside να βρεθεί η λύση c(x, t) = ℒ −1{C(x, s)} του
αρχικού προβλήματος μεταφοράς ρύπου. (δ:1) Η ίδια λύση να γραφεί και σε μορφή
με δύο χωριστούς τύπους, τώρα χωρίς τη χρήση της συναρτήσεως του Heaviside.
(ε:1) Να εξηγηθεί με φυσικό τρόπο η λύση του προηγούμενου ερωτήματος. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1 t Άσκηση E2.12 z Περιβαλλοντική Υδραυλική

Θεωρούμε τη διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους με x τη θέση: x ≥ 0 και t
το χρόνο: t ≥ 0:

𝜕c
𝜕t = D

𝜕2c
𝜕x2 − V

𝜕c
𝜕x − kc με c = c(x, t), x ≥ 0, t ≥ 0
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και ταD, V και k τρεις σταθερές.Θεωρούμε γνωστές και τις τρεις συνθήκες (για t = 0
και x = 0)

c(x, 0) = c0(x), c(0, t) = f (t), και
𝜕c
𝜕x (0, t) = g(t)

με τις τρεις συναρτήσεις c0(x), f (t) και g(t) γνωστές. Ζητούνται: Με τη μέθοδο του με-
τασχηματισμού Laplace ως προς το χρόνο t (όχι ως προς τη θέση x) (α:5) η αναγωγή
της πιο πάνω διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους σε συνήθη διαφορική
εξίσωση. (β:2) Οι δύο αρχικές συνθήκες (για x = 0) που τη συνοδεύουν. (γ:1) Με
ποιες μεθόδους μπορεί να λυθεί το σχετικό πρόβλημα; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1t Άσκηση E2.13 z Μεταφορά Ρύπου στο Έδαφος

Ζητούνται: (α:1) Με γνωστό ότι

ℒ erfc 
a
2√t

 =
1
s
e−a√s ο μετασχηματισμός Laplace ℒ erf 

a
2√t

 .

(β:1)Πρόχειρες γραφικές παραστάσεις (στο ίδιο σχήμα) των συναρτήσεων erf(x) και
erfc(x) και οι τιμές τους για x = 0 και x→∞. Τώρα σε ένα πρόβλημα μονοδιάστατης
μεταφοράς ρύπου στο έδαφος με x ≥ 0 και t ≥ 0 παρουσιάζεται η διαφορική εξίσωση
με μερικές παραγώγους

R
𝜕c
𝜕t = D

𝜕2c
𝜕x2 με c(x, 0) = c1 και c(0, t) = c2

με c = c(x, t) τη συγκέντρωση του ρύπου, R και D δύο γνωστές σταθερές και c1 και
c2 επίσης δύο γνωστές σταθερές. Ζητούνται επίσης: (γ:2) Με τη μέθοδο του μετα-
σχηματισμού Laplace ως προς το χρόνο t η αναγωγή της πιο πάνω διαφορικής εξι-
σώσεως με μερικές παραγώγους σε συνήθη διαφορική εξίσωση. (δ:1) Η γενική λύση
της τελευταίας, (ε:1) η αντίστοιχη από φυσικής απόψεως αποδεκτή λύση και (στ:1) η
λύση που πληροί και τη συνοριακή συνθήκη c(0, t) = c2. (ζ:2) Αντιστρέφοντας κατά
Laplace, η λύση c(x, t) του πιο πάνω προβλήματος. (η:1) Τέλος η εύρεση των τιμών
της c(x, 0), c(0, t), c(x, ∞) και c(∞, t). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1t Άσκηση E2.14 z Ατμοσφαιρική Ρύπανση

ΣτηνΠεριβαλλοντικήΜηχανική θεωρούμε το πρόβλημα της διασποράς ρύπου στην
ατμόσφαιρα από σημειακό ρυπαντή στη θέση (0, 0). Στη μόνιμη κατάσταση ισχύει
η διαφορική εξίσωση

V
𝜕c
𝜕x = D

𝜕2c
𝜕y2 με x ≥ 0 και y ≥ 0

με άγνωστη συνάρτηση τη συγκέντρωση c = c(x, y) του ρύπου στην ατμόσφαιρα
(x είναι ο οριζόντιος άξονας και y o κατακόρυφος) και V και D γνωστές σταθερές.
Αυτή η διαφορική εξίσωση συνοδεύεται από τις δύο συνοριακές συνθήκες

c(0, y) = c0 και c(x, 0) = c0
2

(με το c0 γνωστή σταθερά) ζητούνται: (α:1) Η αναγωγή της διαφορικής εξισώσεως
με μερικές παραγώγους σε συνήθη διαφορική εξίσωση με τη μέθοδο του μετασχη-
ματισμού Laplace ως προς τη μεταβλητή x. (β:2) Η λύση της συνήθους διαφορικής
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εξισώσεως που προέκυψε χωρίς όμως απειρισμούς για y → ∞. (γ:5) Με τη χρήση
του τύπου

ℒ erfc 
a

2√x
 =

1
s
e−a√s

και με αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace η λύση c(x, y) του παρόντος προβλή-
ματος μεταφοράς. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1 t Άσκηση E2.15 z Δυναμική των Κατασκευών: Δοκοί

Θεωρούμε μια συνήθη δοκό μήκους L, γραμμικής πυκνότητας ρΑ και δυσκαμψίας
ΕΙ σε ελεύθερες καμπτικές ταλαντώσεις με άγνωστη συνάρτηση το βέλος κάμψεως
v = v(x, t) της δοκού με x τη θέση και t το χρόνο. Οι δύο αρχικές συνθήκες είναι

v(x, 0) = f(x) και
𝜕v
𝜕t (x, 0) = g(x)

με τις συναρτήσεις f(x) και g(x) γνωστές. Ζητούνται: (α:1) Ο έλεγχος από απόψεως
διαστάσεων της σχετικής διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους. (β:1) Είναι
δυνατή από φυσικής απόψεως ελεύθερη καμπτική ταλάντωση δοκού; Γιατί; (γ:2) Η
αναγωγή της ίδιας εξισώσεως (μαζί με τις αρχικές συνθήκες) σε συνήθη διαφορική
εξίσωση με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace ως προς το χρόνο t (t ≥ 0).
(δ:2) Η γενική λύση της αντίστοιχης ομογενούς συνήθους διαφορικής εξισώσεως με
τη γραφή του συμβόλου s παντού όπου παρουσιάζεται. Μπορεί να χρησιμοποιηθεί
και το βοηθητικό σύμβολο

γ(s) =
4


ρΑs2

ΕΙ
.

(Πάντως δε ζητείται ο σχετικός αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace!) (ε:2) Ποιες είναι οι
δύο βασικές υπολογιστικές δυσκολίες (με λεπτομέρειες) που αντιμετωπίζει ο Πολιτι-
κός Μηχανικός στην επίλυση αυτού του προβλήματος δοκού με τη μέθοδο του με-
τασχηματισμού Laplace; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε2.1 t Άσκηση E2.16 z Δυναμική των Κατασκευών: Δοκοί

Στη Δυναμική των Κατασκευών θεωρούμε τις ελεύθερες καμπτικές ταλαντώσεις συ-
νήθους δοκού δυσκαμψίας ΕΙ και γραμμικής πυκνότητας ρΑ υπό σταθερή αξονική
φόρτισηΝ (θετική, όταν είναι εφελκυστική). Προκύπτει η εξής ομογενής διαφορική
εξίσωση:

EI
𝜕4v
𝜕x4 −N

𝜕2v
𝜕x2 + ρΑ

𝜕2v
𝜕t2

= 0 με v = v(x, t)

το βέλος κάμψεως της δοκού. Zητούνται: (α:2) Η απόδειξή της με βάση την αντί-
στοιχη εξίσωση χωρίς αξονική φόρτιση: με Ν = 0. (β:4) Απλά η αναγωγή της σε
συνήθη διαφορική εξίσωση με τη χρήση της μεθόδου του μετασχηματισμού Laplace
ως προς το χρόνο t με αρχικές συνθήκες

v(x, 0) = v1x + v2 (με τα v1, 2 γνωστές σταθερές) και v̇(x, 0) = 0

(με την τελεία να δηλώνει χρονική μερική παράγωγο). (γ:2) Η εύρεση μιας μερικής
λύσεως (ή ειδικής λύσεως) V∗

p(x) ∶= Vp(x, s) αυτής της συνήθους διαφορικής εξισώ-
σεως. s
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο E3
ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ FOURIER

ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
Στο Κεφάλαιο αυτό Ε3 αναφέρονται μερικές ασκήσεις που μπορούν να λυθούν με τη μέθοδο του μετα-

σχηματισμού Fourier και γενικά αφορούν στην Επιστήμη του Πολιτικού Μηχανικού.
Στην Ενότητα Ε3.1 αναφέρονται ασκήσεις με χρήση του μετασχηματισμού Fourier σε συνήθεις δια-

φορικές εξισώσεις, ενώ στην Ενότητα Ε3.2 αναφέρονται ασκήσεις πάλι με χρήση του μετασχηματισμού
Fourier σε διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους (ή μερικές διαφορικές εξισώσεις).

Ε3.1
Ε3.1. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΗ ΜΕΘΟΔΟ ΤΟΥ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ FOURIER

Ε3.1.1
Ε3.1.1. Ασκήσεις σε συνήθεις διαφορικές εξισώσεις

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1t Άσκηση E3.1 z Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις

Εξετάζουμε το κλασικό μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα υλικού σημείου Μ μάζας
m, ελατηρίου σταθεράς k και αποσβεστήρα σταθεράς c (με c > 0) είτε με ασθενή
(υποκρίσιμη) είτε με ισχυρή (υπερκρίσιμη) απόσβεση. Αυτό το σύστημα διέπεται
από την τόσο γνωστή μας συνήθη διαφορική εξίσωση

m
d2u
dt2

+ c
du
dt

+ ku = p(t), t ≥ 0,

με t το χρόνο, u = u(t) την άγνωστη συνάρτηση (τη μετατόπιση του υλικού σημείου
Μωςπρος τη θέση ισορροπίας του u = 0) και p(t) την εξωτερική δύναμη (τηφόρτιση)
που ασκείται πάνω στο υλικό σημείοΜ στην παρούσα εξαναγκασμένη ταλάντωσή
του. Χρησιμοποιούμε και τη σταθερά ω0 (τη φυσική κυκλική συχνότητα ταλαντώ-
σεων του παρόντος μηχανικού συστήματος χωρίς όμως τον αποσβεστήρα) καθώς
και το λόγο αποσβέσεως των ταλαντώσεων ξ με

ω0 = 
k
m

και ξ = c
2mω0

.
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Μπορούμε έτσι άμεσα (διαιρώντας με τη μάζαm) να φέρουμε την πιο πάνω συνήθη
διαφορική εξίσωση στην τόσο κλασική για τον Πολιτικό Μηχανικό μορφή

d2u
dt2

+ 2ξω0
du
dt

+ ω20u = p∗(t) με u = u(t), p∗(t) ∶= 1
m
p(t) και t ≥ 0.

Η νέα συνάρτηση p∗(t) ∶= p(t)/m είναι προφανώς η ανηγμένη στη μάζα m φόρτιση.
Ζητούνται:

(α) Σε περίπτωση μη περιοδικής εξωτερικής δυνάμεως p(t) (χωρίς περίοδο Τ) η
εφαρμογή του μετασχηματισμού Fourier για την αναγωγή της πιο πάνω γραμμι-
κής συνήθους διαφορικής εξισώσεως σε πρωτοβάθμια αλγεβρική εξίσωση ως προς
το μετασχηματισμό Fourier U(ω) της άγνωστης συναρτήσεως u(t). (Στην εξίσωση
αυτή υπεισέρχεται βέβαια και ο μετασχηματισμός Fourier P(ω) της εξωτερικής δυ-
νάμεως p(t).) Ποια είναι η λύσηU(ω) της πρωτοβάθμιας αλγεβρικής εξισώσεως που
προκύπτει; Πώς ορίζεται η μιγαδική συνάρτηση αποκρίσεως (στο πεδίο της κυκλι-
κής συχνότητας ω) G(ω) (ή H(ω), αν δεν υπάρχει κανένας κίνδυνος συγχύσεως με
τη βηματική συνάρτηση του Heaviside H(t), εδώ όμως υπάρχει στο επόμενο ερώ-
τημα!) και πώς υπεισέρχεται στη λύση που προαναφέρθηκε; Επομένως ποια είναι
η μερική λύση u(t) της πιο πάνω συνήθους διαφορικής εξισώσεως με τη χρήση του
ολοκληρωτικού τύπου αντιστροφής του μετασχηματισμού Fourier;

(β) Τι ισχύει τώρα στην ειδική περίπτωση της εξωτερικής δυνάμεως (φορτίσεως)
p(t) = δ(t) με δ(t) τη γνωστή ωστική (ή κρουστική) συνάρτηση δέλτα του Dirac; Στην
περίπτωση που p(t) = Η(t) με Η(t) τη βηματική συναρτήση του Heaviside; Τέλος
πώς ακριβώς σχετίζεται η μιγαδική συνάρτηση αποκρίσεωςG(ω)με τηνωστική από-
κριση g(t) του παρόντος μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1 t Άσκηση E3.2 z Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις χωρίς Απόσβεση

Στις εξαναγκασμένες χωρίς απόσβεση ταλαντώσεις με διαφορική εξίσωση τη γνω-
στή εξίσωση

ü(t) + ω20u(t) =
p(t)
m

με ω0 = 
k
m

ζητούνται τώρα στο άπειρο χρονικό διάστημα −∞ < t < ∞: (α:2) Ο μετασχημα-
τισμός Fourier U(ω) της άγνωστης συναρτήσεως u(t). (Ο μετασχηματισμός Fourier
P(ω) της γνωστής συναρτήσεως p(t) θεωρείται και αυτός, όπως και η συνάρτηση p(t),
γνωστός.) (β:1) Χωρίς απόδειξη υπό ποιες ακριβώς συνθήκες για t → ±∞ ισχύει το
αποτέλεσμα του προηγούμενου ερωτήματος; (γ:2) Η μιγαδική συνάρτηση αποκρί-
σεως (εννοείται στο πεδίο της συχνότητας ω) για το μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα
που εξετάζεται υποχρεωτικά με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Fourier. (δ:3) Η
ίδια ακριβώς συνάρτηση αποκρίσεως, τώρα όμως υποχρεωτικά χωρίς καθόλου τη
χρήση του μετασχηματισμού Fourier. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1 t Άσκηση E3.3 z Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις με Απόσβεση

Σε πρόβλημα ταλαντώσεων μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος μάζας–ελατηρί-
ου–αποσβεστήρα για τη μετατόπιση u(t) του υλικού σημείου προκύπτει η διαφορική
εξίσωση

d2u(t)
dt2

+ 2ξω0
du(t)
dt

+ ω20u(t) =
p(t)
m

με −∞ < t < ∞
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και p(t) τη φόρτιση του υλικού σημείου (μάζας m). Αυτή θεωρείται εδώ αυθαίρετη
(όχι καθορισμένη) συνάρτηση. Ζητούνται: (α:1) Η λεπτομερής εύρεση της πιο πάνω
διαφορικής εξισώσεως με βάση το γνωστό δεύτερο νόμο του Νεύτωνα. (β:2) Ο μετα-
σχηματισμός Fourier U(ω) = ℱ {u(t)} της λύσεώς της u(t) και από αυτόν (γ:2) η σχε-
τική μιγαδική συνάρτηση αποκρίσεως G(ω) (ή Η(ω)) στο πεδίο της συχνότητας ω.
(δ:2) Με τη συνάρτηση g(t) = ℱ −1{G(ω)} (ή h(t) = ℱ −1{H(ω)}) γνωστή η εύρεση
του τύπου για τη λύση u(t) της πιο πάνω διαφορικής εξισώσεως και (ε:1) σχετικό
λεπτομερές σχόλιο για το πάνω όριο ολοκληρώσεως. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1t Άσκηση E3.4 z Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις με Απόσβεση

Θεωρούμε το μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα υλικού σημείου μάζας m, ελατηρίου
σταθεράς k και αποσβεστήρα σταθεράς c σε εξαναγκασμένες ταλαντώσεις, αλλά με
μη περιοδική (όχι με περιοδική!) φόρτιση (εξωτερική δύναμη) p(t) η οποία ασκείται
πάνω στο υλικό σημείο. Άγνωστη συνάρτηση είναι η μετατόπιση u(t) του υλικού
σημείου με t το χρόνο: −∞ < t < ∞. Ζητούνται: (α:2) Η εύρεση του τύπου για το με-
τασχηματισμό Fourier της δευτέρας παραγώγου ẅ(t)μιας συναρτήσεωςw(t)με ανα-
φορά και των σχετικών υποθέσεων. (β:2) Με βάση τη σχετική διαφορική εξίσωση ο
μετασχηματισμός Fourier U(ω) της άγνωστης συναρτήσεως u(t). (γ:2) Η μιγαδική
συνάρτηση αποκρίσεως G(ω) (ή Η(ω)) στο πεδίο της συχνότητας ω. (δ:2) Με την
αντίστροφή της κατά Fourier συνάρτηση g(t) = ℱ −1{G(ω)} (ή h(t) = ℱ −1{H(ω)})
να θεωρείται γνωστή συνάρτηση από ποιον ολοκληρωτικό τύπο θα μπορούσε να
υπολογισθεί η άγνωστη συνάρτηση u(t) για αυθαίρετη (αλλά γνωστή) φόρτιση p(t);

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1t Άσκηση E3.5 z Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις με Απόσβεση

Θεωρούμε ένα συνηθισμένο μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα υλικού σημείουΜ (μά-
ζαςm), ελατηρίου S (σταθεράς k) και αποσβεστήραD (σταθεράς c) σε εξαναγκασμέ-
νες ταλαντώσεις υπό μη περιοδική φόρτιση (εξωτερική δύναμη) p(t). Ζητούνται:
(α:1) Να αναφερθεί η σχετική διαφορική εξίσωση με χρήση και των ποσοτήτων ξ
και ω0. (β:3) Για ωστική (ή κρουστική) φόρτιση του συστήματός μας, δηλαδή για
p(t) = δ(t), η εύρεση του μετασχηματισμού Fourier U(ω) της άγνωστης συναρτή-
σεως u(t). (γ:1) Η σχετική μιγαδική συνάρτηση αποκρίσεως G(ω) (ή Η(ω)) στο πεδίο
της συχνότητας. (δ:3) Υποθέτοντας τώρα ότι είναι γνωστή η αντίστροφή της κατά
Fourier συνάρτηση g(t) (ή h(t)), να μη γίνει όμως η αντιστροφή αυτή!, η λύση u(t)
της αρχικής διαφορικής εξισώσεως για αυθαίρετη (οποιαδήποτε, όχι συγκεκριμένη)
μη περιοδική φόρτιση p(t). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1t Άσκηση E3.6 z Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις χωρίς Απόσβεση

Θεωρούμε τις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις χωρίς απόσβεση μονοβάθμιου μηχα-
νικού συστήματος μάζας m και ελατηρίου (απλού ταλαντωτή). Καταρχήν στο με-
τασχηματισμό Fourier ζητούνται: (α:1) Με πλήρη απόδειξη, αν είναι γνωστός ο
μετασχηματισμός Fourier U(ω) = ℱ {u(t)} της συναρτήσεως u(t), να υπολογισθεί
ο μετασχηματισμός Fourier της συναρτήσεως u(t + c) με το c σταθερά. (β:1) Χωρίς
απόδειξη να διατυπωθεί μαθηματικά και με λόγια το θεώρημα της συνελίξεως στο
μετασχηματισμό Fourier. Θεωρούμε τώρα τον απλό ταλαντωτή της προηγούμενης
ασκήσεως, αλλά με γνωστή μη περιοδική ανηγμένη φόρτιση p(t)/m. Με χρήση και
του συμβόλουm (για τη μάζα: δηλαδή εδώ p(t)/m) ζητούνται: (γ:1)Με τη μέθοδο του

Copyright © 2010–2014 Νικόλαος Ι. Ιωακειμίδης



72 ΜΕΡΟΣ Ε z ΚΕΦΑΛΑΙΟ E3: ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ FOURIER

μετασχηματισμού Fourier η αναγωγή της διαφορικής εξισώσεως σε γραμμική αλγε-
βρική εξίσωση με άγνωστη συνάρτηση το μετασχηματισμό Fourier U(ω) = ℱ {u(t)}
και η λύση της U(ω). (δ:1) Η σχετική συνάρτηση αποκρίσεως στο πεδίο της συχνό-
τητας G(ω) (ήΗ(ω)). (ε:1) Η απόκριση u(t) του απλού αυτού ταλαντωτή με τη χρήση
των συναρτήσεων P(ω) = ℱ {p(t)} (όχι ℱ {p∗(t)}) και G(ω) (ή Η(ω)). (στ:1) Η ίδια
απόκριση με τη χρήση των συναρτήσεων p(t) και

g(t) = ℱ −1{G(ω)}.

Η συνάρτηση g(t) (ή h(t)) θεωρείται εδώ γνωστή. Μαθηματικά γιατί ισχύει ο τύπος
που ζητείται στο ερώτημα αυτό; (ζ:1) Για ποιο φυσικό λόγο το διάστημα ολοκλη-
ρώσεως είναι τελικά (−∞, t] τη χρονική στιγμή t; (η:1) Να ερμηνευθεί με φυσικότ�ε-
χνικό τρόπο (όχι μαθηματικά!) ο ίδιος τύπος. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1 t Άσκηση E3.7 z Δυναμική των Κατασκευών, Διώροφα Κτίρια

Θεωρούμε διώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως που προσεγγίζεται από αντίστοιχο
πλαίσιο χωρίς απόσβεση αλλ’ ούτε και φόρτιση p(t). Προκύπτει το εξής σύστημα
των δύο ομογενών γραμμικών διαφορικών εξισώσεων με σταθερούς συντελεστές:

Mü(t) +Ku(t) = 0.

Οι μάζες των ορόφων (που θεωρούνται συγκεντρωμένες στα ύψη των πλακών) είναι
m1 = 3m και m2 = 2m. Tο μητρώο δυσκαμψίας K είναι συμμετρικό με στοιχεία

k11 = k1 + k2, k12 = −k2, k22 = k2 με k1 = 2k και k2 = k.

Οι δύο ποσότητες m και k είναι γνωστές θετικές σταθερές. Ζητούνται: (α:1) Καταρ-
χήν με γνωστό το μετασχηματισμό Fourier U(ω) συναρτήσεως u(t) ζητείται ο με-
τασχηματισμός Fourier της συναρτήσεως e−iω0tu(t) με το ω0 γνωστή θετική σταθερά.
Ζητούνται επίσης: (β:1) Το σύστημα των δύο διαφορικών εξισώσεων χωρίς τη χρήση
μητρώων για το διώροφο κτίριο διατμήσεως που εξετάζεται (χωρίς απόσβεση), αλλά
τώρα με εξωτερικές φορτίσεις p1(t) και p2(t) για τις πλάκες των δύο ορόφων. (Να πα-
ραμείνουν τα σύμβολα m και k.) (γ:2) Με τη χρήση του μετασχηματισμού Fourier
η αναγωγή του σε σύστημα δύο γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων (χωρίς να λυθεί
αυτό). (δ:2) Ο παρονομαστής DF(ω) στη λύση U1(ω) και U2(ω) και (ε:2) Οι ιδιοσυ-
χνότητες του κτιρίου ω1 και ω2. Στα δύο τελευταία ερωτήματα να χρησιμοποιηθεί
και το βοηθητικό σύμβολο ω0 = √k/m. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1 t Άσκηση E3.8 z Δυναμική των Κατασκευών: Κτίρια

Σε ένα σημείο Μ κατασκευής (ας υποθέσουμε κτιρίου) ασκείται σταθερή φόρτιση
(εξωτερική δύναμη) p(t) = p0 από τη χρονική στιγμή t1 μέχρι και τη χρονική στιγμή
t2 (με t1 < t2) μόνο. Εδώ ζητούνται: (α:4) Ο μετασχηματισμός Fourier P(ω) της στα-
θερής αυτής φορτίσεως p0. (β:4) Η λεπτομερής προσέγγιση του μετασχηματισμού
Fourier P(ω), αλλά για αυθαίρετη (μεταβλητή, όχι πια σταθερή) φόρτιση p(t) στο
ίδιο πεπερασμένο χρονικό διάστημα [t1, t2] υποχρεωτικά με τη χρήση του κανόνα
του τραπεζίου και με Ν + 1 συνολικά όρους στο τελικό άθροισμα. s

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ IV για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Ε3.1: ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΗ ΜΕΘΟΔΟ ΤΟΥ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ FOURIER 73

Ε3.1.2
Ε3.1.2. Ασκήσεις σε διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1t Άσκηση E3.9 z Περιβαλλοντική Υδραυλική

Εξετάζουμε τη μεταφορά ρύπου σε υδατόρρευμα με το νερό να ρέει με σταθερή τα-
χύτητα V (V > 0). Η συγκέντρωση του ρύπου c = c(x, t) με x τη θέση (−∞ < x < ∞)
και t το χρόνο (t ≥ 0) είναι η άγνωστη συνάρτηση. Ο ρύπος μεταφέρεται τόσο (i) με
μεταγωγή (λόγω της ταχύτητας V του νερού στο υδατόρρευμα) όσο και (ii) με μο-
ριακή διάχυση με σταθερά μοριακής διαχύσεως D (D > 0). Την αρχική χρονική
στιγμή t = 0 η συγκέντρωση του ρύπου είναι c(x, 0) = g(x) με τη g(x) κατάλληλη
γνωστή συνάρτηση. Ζητούνται: (α:1) Η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους
που ισχύει στο συγκεκριμένο πρόβλημα και οι ειδικές περιπτώσεις της (i) για απλή
μεταγωγή του ρύπου και (ii) για απλή μοριακή διάχυση του ρύπου. (β:1) Η εύρεση
του τύπου της διαφορικής εξισώσεως της μεταγωγήςδ�ιαχύσεως, στην οποία αναφε-
ρόμαστε εδώ. (γ:1) Επτά χαρακτηρισμοί της ίδιας διαφορικής εξισώσεως. (δ:1) Χωρίς
καμία, απολύτως καμία αλλαγή μεταβλητής και υποχρεωτικά με τη χρήση της με-
θόδου του μετασχηματισμού Fourier (ως προς t ή ως προς x και γιατί;) η αναγωγή
της σε συνήθη διαφορική εξίσωση. (ε:1) Ποιες ακριβώς υποθέσεις έχουν γίνει για
x → ±∞; (στ:2) Η εύρεση της λύσεως C(ω, t) της συνήθους διαφορικής εξισώσεως
χωρίς να λησμονηθεί η αρχική συνθήκη c(x, 0) = g(x). (ζ:1) Η εύρεση της συγκε-
ντρώσεως c(x, t) του ρύπου (σε κατά το δυνατόν απλοποιημένη μορφή) απλά με
τη χρήση του γενικού ολοκληρωτικού τύπου για την αντιστροφή του μετασχηματι-
σμού Fourier. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1t Άσκηση E3.10 z Περιβαλλοντική Υδραυλική

Θεωρούμε τη μεταφορά ρύπου σε υδατόρρευμα με την ισχύ της διαφορικής εξισώ-
σεως με μερικές παραγώγους

𝜕c
𝜕t = D

𝜕2c
𝜕x2 − V

𝜕c
𝜕x − kc με −∞ < x < ∞, t > 0, c = c(x, t)

τη συγκέντρωση του ρύπου και τις σταθερές D, V και k γνωστές. Ισχύει επίσης η
αρχική συνθήκη

c(x, 0) = b(x) με −∞ < x < ∞.

Οι συνοριακές συνθήκες για x→ ±∞ θεωρούνται μηδενικές. Ζητούνται: (α:1) Οι πε-
ριβαλλοντικές (όχι οι μαθηματικές) ονομασίες και των τεσσάρων όρων της παραπάνω
διαφορικής εξισώσεως. (β:1) Πότε ακριβώς θα μπορούσε η σταθερά k να πάρει αρ-
νητική τιμή, δηλαδή η −k θετική; (γ:2) Με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Fourier
να αναχθεί η πιο πάνω διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους σε συνήθη δια-
φορική εξίσωση και (δ:2) να βρεθεί η λύση της C(ω, t) = ℱ {c(x, t)} που να πληροί
βέβαια και την πιο πάνω αρχική συνθήκη. (ε:2) Με αντιστροφή κατά Fourier και
τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier

g(x, t) = ℱ −1 e−(Dω2+iVω+k)t

να θεωρείται γνωστός να βρεθεί η λύση c(x, t) του πιο πάνω προβλήματος αρχικής
τιμής. s

Copyright © 2010–2014 Νικόλαος Ι. Ιωακειμίδης



74 ΜΕΡΟΣ Ε z ΚΕΦΑΛΑΙΟ E3: ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ FOURIER

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1

t Άσκηση E3.11 z Μεταφορά Ρύπου στο Έδαφος
Θεωρούμε τη μονοδιάστατη μεταφορά ρύπου στο έδαφος (κατά τη διεύθυνση x με
−∞ < x < ∞) αποκλειστικά με διάχυσή του στο νερό μέσα στο έδαφος. Προκύπτει
έτσι η μονοδιάστατη εξίσωση της διαχύσεως ως προς τη συγκέντρωση c(x, t) του
ρύπου (με x τη θέση και t το χρόνο) με γνωστό συντελεστή διαχύσεωςD. Σαν αρχική
συνθήκη (για t = 0) έχουμε τη συνθήκη

c(x, 0) =M∗δ(x)

με M∗ γνωστή ανηγμένη μάζα και δ(x) τη συνάρτηση δέλτα του Dirac. Ζητούνται:
(α:3)Με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Fourier η αναγωγή της εξισώσεως της δια-
χύσεως που προαναφέρθηκε και της αρχικής συνθήκης της σε συνήθη διαφορική
εξίσωση και αρχική συνθήκη. (β:2) Η επίλυση της συνήθους διαφορικής εξισώσεως
μαζί με την αρχική συνθήκη της. (γ:3) Η λύση c(x, t) της αρχικής διαφορικής εξισώ-
σεως παίρνοντας υπόψη και τον τύπο

ℱ exp −
x2

b2
 = √πb exp

⎛
⎜
⎝
− b2ω2

4
⎞
⎟
⎠

με b > 0.

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1

t Άσκηση E3.12 z Μεταφορά Ρύπου στο Έδαφος
Σε μονοδιάστατη μεταφορά ρύπου στο έδαφος με μεταγωγή, διάχυση και διασπορά
του ρύπου, αλλά και ταυτόχρονη αποδόμησή του πρώτης τάξεως, προκύπτει η δια-
φορική εξίσωση

R
𝜕c
𝜕t = Ex

𝜕2c
𝜕x2 − Vx

𝜕c
𝜕x − kc με −∞ < x < ∞ και 0 < t < ∞.

με c(x, t) τη συγκέντρωση του ρύπου. Στην εξίσωση αυτή οι σταθερές R, Ex, Vx και
k είναι γνωστές θετικές σταθερές. Πιο συγκεκριμένα: R είναι ο συντελεστής καθυ-
στερήσεως (ή παράγοντας καθυστερήσεως), Εx ο ενιαίος συντελεστής διαμήκους
διαχύσεως και διασποράς, Vx η διαμήκης ταχύτητα του νερού που ρέει διά μέσου
των πόρων του εδάφους και που μεταφέρει το ρύπο και k η σταθερά του ρυθμού
αποδομήσεως πρώτης τάξεως, την οποία έχουμε υποθέσει εδώ (όχι δευτέρας ή άλ-
λης τάξεως) για την αποδόμηση του ρύπου. Ζητούνται: (α:1) Οι λεπτομερείς χαρα-
κτηρισμοί της διαφορικής εξισώσεως. (β:1) Η εξήγηση για το ποιοι ακριβώς όροι
εκφράζουν: (i) τη μεταγωγή, (ii) τη διάχυση και τη διασπορά (πρόκειται για εντε-
λώς διαφορετικά φαινόμενα από φυσικής απόψεως, αλλά και πολύ συγγενή από μαθηματικής
απόψεως στη μοντελοποίησή τους!) και (iii) την αποδόμηση του ρύπου. (γ:2) Υποχρε-
ωτικά με τη χρήση της μεθόδου του μετασχηματισμού Fourier η αναγωγή της πιο
πάνω διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους σε συνήθη διαφορική εξίσωση.
(δ:1) Υπό ποιες συνοριακές συνθήκες στο άπειρο (για x = ±∞) ισχύει η αναγωγή
αυτή; (ε:1) Η γενική λύση της συνήθους αυτής διαφορικής εξισώσεως. (στ:1) Η με-
ρική (ή ειδική) λύση της ίδιας εξισώσεως με αρχική συνθήκη c(x, 0) = g(x). (ζ:1) Η
αντίστοιχη μερική λύση c(x, t) σε ολοκληρωτική μορφή (με ολοκλήρωμα) απλά με
χρήση του γενικού τύπου του αντίστροφου μετασχηματισμού Fourier. s
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. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1

t Άσκηση E3.13 z Μεταφορά Ρύπου στο Έδαφος
Συνεχίζουμε την προηγούμενη άσκηση με την ίδια διαφορική εξίσωση και την ίδια
αρχική συνθήκη c(x, 0) = g(x). Ζητούνται επίσης: (α:3) Η εύρεση της ίδιας ακριβώς
γενικής (χωρίς την αρχική συνθήκη c(x, 0) = g(x)) λύσεως (όπως αρχικά και με τη
μέθοδο του μετασχηματισμού Fourier), εδώ όμως με την κάπως πιο απλή μέθοδο
της εκθετικής αντικαταστάσεως συμπεριλαμβάνοντας εξαρχής και τη φανταστική
μονάδα i = √−1 σ’ αυτήν και με τη χρονική σταθερά να δηλώνεται (καλύτερα) με
το σύμβολο ω αντί με το σύμβολο λ ή το μ. (β:3) Ένας τρίτος τρόπος τώρα: υποχρε-
ωτικά με τη χρήση της μεθόδου του μετασχηματισμού Laplace η αναγωγή της δια-
φορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους σε συνήθη διαφορική εξίσωση. (γ:2) Η
γενική λύση της αντίστοιχης ομογενούς συνήθους διαφορικής εξισώσεως με σαφή
δήλωση σ’ αυτήν της μεταβλητής s του μετασχηματισμού Laplace οπουδήποτε και
αν παρουσιάζεται η μεταβλητή αυτή. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1t Άσκηση E3.14 z Μεταφορά Ρύπου στο Έδαφος

Για την εξίσωση της προπροηγούμενης ασκήσεως, αλλ’ εδώ μεR = 1,V = 0 και τώρα
−∞ < x < ∞, ενώ πάλι t > 0, ζητούνται: (α:2) Η αναγωγή της σε συνήθη διαφορική
εξίσωση με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Fourier, (β:2) Η γενική λύση αυτής της
συνήθους διαφορικής εξισώσεως και (γ:2) Η μερική λύση που πληροί τη γενικότερη
αρχική συνθήκη c(x, 0) = g(x). (δ:2) Με τη χρήση και του τύπου

ℱ −1 e−Dω2t = 1
2√πDt

e−x2/(4Dt)

η λύση c(x, t) του παρόντος προβλήματος αρχικής τιμής με τη μορφή ολοκληρωτι-
κού τύπου. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1

t Άσκηση E3.15 z Μεταφορά Ρύπου στο Έδαφος
Σε ένα πρόβλημα μονοδιάστατης μεταφοράς ρύπου στο έδαφος με −∞ < x < ∞ και
t ≥ 0 παρουσιάζεται η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους

R
𝜕c
𝜕t = D

𝜕2c
𝜕x2 − V

𝜕c
𝜕x − kc

με c = c(x, t) τη συγκέντρωση του ρύπου και R, D, V και k τέσσερις γνωστές στα-
θερές. Η αρχική συνθήκη είναι c(x, 0) = c0(x) με τη c0(x) μια γνωστή συνάρτηση.
Ζητούνται: (α:1) Οι ονομασίες των τεσσάρων όρων της εξισώσεως αυτής. (β:1) Η εύ-
ρεση του τύπου της και οι λεπτομερείς χαρακτηρισμοί της. (γ:1) Η απλοποίησή της
με αλλαγή άγνωστης συναρτήσεως της μορφής

c(x, t) = c∗(x, t)e−kt/R.

(δ:1) Με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Fourier η αναγωγή της αρχικής διαφο-
ρικής εξισώσεως (όχι της απλοποιημένης διαφορικής εξισώσεως) σε συνήθη διαφο-
ρική εξίσωση και (ε:1) η λύση της τελευταίας που ναπληροί και την αρχική συνθήκη.
(στ:2) Με τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier

G(x, t) = ℱ −1e−(Dω2+iVω+k)t/R
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γνωστό η τελική λύση c(x, t) του παρόντος προβλήματος αρχικής τιμής. (ζ:1) Η ίδια
λύση κατευθείανμε τη χρήση του τύπουαντιστροφής τουμετασχηματισμού Fourier.
(η:1) Η μερική λύση (ή ειδική λύση) cm(x, t) για

c0(x) = mδ(x − x0)

με τα m και x0 γνωστές σταθερές και (θ:1) η λεπτομερής φυσική ερμηνεία της. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1 t Άσκηση E3.16 z Μεταφορά Ρύπου στο Έδαφος

Συνεχίζουμε την προηγούμενη άσκηση για την ίδια διαφορική εξίσωση με μερικές
παραγώγους, τώρα όμως με −∞ < x < ∞ και πάλι t ≥ 0. Ζητούνται: (α:1) Η επί-
λυσή της με τη μέθοδο της εκθετικής αντικαταστάσεως με φανταστικές σταθερές iλ
και iμ στον εκθέτη και χωρίς τετραγωνικές ρίζες. (β:1) Η επαλήθευση της λύσεως και
(γ:1) η γενίκευσή της σε ολοκληρωτικό τύπο. Τώρα με τη μέθοδο του μετασχηματι-
σμού Fourier (δ:1) η αναγωγή της διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους
σε συνήθη διαφορική εξίσωση και (ε:2) η λύση της που να πληροί και την αρχική
συνθήκη c(x, 0) = c0(x) με −∞ < x < ∞. (στ:1) Με τον αντίστροφο μετασχηματισμό
Fourier

G(x, t) = ℱ −1 e−(Dω2+iVω)t/R

γνωστό η τελική λύση c(x, t) του παρόντος προβλήματος αρχικής τιμής. (ζ:1) Η ίδια
λύση κατευθείανμε τη χρήση του τύπουαντιστροφής τουμετασχηματισμού Fourier.
(η:1) Η μερική λύση (ή ειδική λύση) cm(x, t) για

c0(x) = mδ(x − x0)

με τα m και x0 γνωστές σταθερές. (θ:1) Τέλος η λεπτομερής φυσική ερμηνεία της. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1 t Άσκηση E3.17 z Περιβαλλοντική Μηχανική: Ατμοσφαιρική Ρύπανση

ΣτηνΠεριβαλλοντικήΜηχανική θεωρούμε το πρόβλημα της διασποράς ρύπου στην
ατμόσφαιρα από σημειακό ρυπαντή στη θέση (0, 0). Στη μόνιμη κατάσταση ισχύει
η διαφορική εξίσωση

V
𝜕c
𝜕x = D

𝜕2c
𝜕y2 με −∞ < x < ∞ και −∞ < y < ∞,

με άγνωστη συνάρτηση τη συγκέντρωση c = c(x, y) του ρύπου στην ατμόσφαιρα
(x είναι ο οριζόντιος άξονας και y o κατακόρυφος) και V και D γνωστές σταθερές.
Με τη συνθήκη

c(0, y) = mδ(y)

(με τοm σταθερά και δ τη συνάρτηση δέλτα του Dirac) να ισχύει ζητούνται: (α:2) Με
τη χρήση της μεθόδου του μετασχηματισμού Fourier ως προς y η αναγωγή της πιο
πάνω διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους σε συνήθη διαφορική εξίσωση.
(β:1) Η εύρεση της γενικής και (γ:1) της μερικής λύσεως της συνήθους διαφορικής
εξισώσεως που αντιστοιχεί στην πιο πάνω συνθήκη c(0, y) = mδ(y). (δ:4) Με τη
χρήση του γνωστού μετασχηματισμού Fourier

ℱ e−a2y2 = √π
a
e−ω2/(4a2)
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η εύρεση της λύσεως c(x, y) τουπαρόντος προβλήματος (μαζί με τη συνθήκη c(0, y) =
mδ(y)) στο πεδίο των αρχικών μεταβλητών (x, y) (φυσικά με αντίστροφο μετασχη-
ματισμό Fourier από ω σε y). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1t Άσκηση E3.18 z Δυναμική των Κατασκευών: Ράβδοι

Θεωρούμε τις ελεύθερες αξονικές (ή διαμήκεις) ταλαντώσεις προσεγγιστικά άπειρης
ράβδου (με −∞ < x < ∞ και 0 < t < ∞) δυστένειας ΕΑ και γραμμικής πυκνότητας
ρΑ. Οι συνοριακές συνθήκες για x→ ±∞ θεωρούνται πλήρως μηδενικές. Οι αρχικές
συνθήκες (για t = 0) είναι οι εξής:

u(x, 0) = f (x) και u̇(x, 0) ∶= 𝜕u𝜕t (x, 0) = g(x)

με τις συναρτήσεις f (x) και g(x) γνωστές. Ζητούνται: (α:1) Απλά να γραφεί η σχε-
τική διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους με την εισαγωγή και κατάλληλου
συμβόλου c. (β:1) Με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Fourier η αναγωγή της πιο
πάνω διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους σε συνήθη διαφορική εξίσωση,
(γ:2) η γενική λύση της και (δ:2) η μερική λύση της που να πληροί και τις δύο αρχι-
κές συνθήκες. (ε:2) Τέλος με τη χρήση του τύπου αντιστροφής του μετασχηματισμού
Fourier η λύση u(x, t) του πιο πάνω προβλήματος αρχικών τιμών. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1t Άσκηση E3.19 z Δυναμική των Κατασκευών: Δοκοί

Στη Δυναμική των Κατασκευών θεωρούμε τις ελεύθερες καμπτικές ταλαντώσεις συ-
νήθους δοκού δυσκαμψίας ΕΙ και γραμμικής πυκνότητας ρΑ υπό σταθερή αξονική
φόρτισηΝ (θετική, όταν είναι εφελκυστική). Προκύπτει η εξής ομογενής διαφορική
εξίσωση:

EI
𝜕4v
𝜕x4 −N

𝜕2v
𝜕x2 + ρΑ

𝜕2v
𝜕t2

= 0 με v = v(x, t)

το βέλος κάμψεως της δοκού. Zητούνται: (α:2) Η απόδειξή της με βάση την αντί-
στοιχη εξίσωση χωρίς αξονική φόρτιση: με Ν = 0. Με τη χρήση μετασχηματισμού
Fourier ως προς τη θέση x (όχι ως προς το χρόνο t) ζητούνται: (α:4) Η αναγωγή της
ίδιας εξισώσεως σε συνήθη διαφορική εξίσωση και (β:4) η γενική λύση της τελευ-
ταίας με τη χρήση του βοηθητικού συμβόλου

b(ω) =


EIω4 +Νω2

ρΑ

και της μεταβλητής ω οπουδήποτε αυτή παρουσιάζεται. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε3.1t Άσκηση E3.20 z Δυναμική των Κατασκεών, Δοκοί σε Ελαστική Βάση

Θεωρούμε τις ελεύθερες καμπτικές ταλαντώσεις (και ιδιοταλαντώσεις) απειρομή-
κους (απείρου μήκους: με −∞ < x < ∞) δοκού σε ελαστική βάση, ελαστικού υπο-
στρώματος (ίσως απλά πεδιλοδοκού) μήκους L, γραμμικής πυκνότητας ρΑ και στα-
θερής δυσκαμψίας ΕΙ. Προκύπτει η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους

EI
𝜕4v
𝜕x4 + kv + ρΑ

𝜕2v
𝜕t2

= 0 (3.1.1)
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με v = v(x, t) το βέλος κάμψεως της δοκού (που σχηματίζει την ελαστική γραμμή
της) και k γνωστή σταθερά του συστήματος εδάφουςδ�οκού σε ελαστική βάση. Εδώ
ζητείται η χρήση της μεθόδου του μετασχηματισμού Fourier με

ℱ {v(x, t)} = V(ω, t).

Δυστυχώς εδώ το σύμβολο ω σαν μεταβλητή του μετασχηματισμού Fourier ως προς
τη θέση x δεν έχει καμία απολύτως σχέση με κυκλική συχνότητα! Τι να κάνουμε;
Εναλλακτικά θα μπορούσε να είχε χρησιμοποιηθεί το σύμβολο ξ αντί για το σύμ-
βολο ω! Ζητούνται: (α:4) Με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Fourier και με την
υποχρεωτική χρήση και του βοηθητικού συμβόλου

b(ω) =


EIω4 + k
ρΑ

η αναγωγή της διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους σε συνήθη διαφορική
εξίσωση ως προς το χρόνο t. (β:2) Λεπτομερές σχόλιο για όλες τις υποθέσεις που
πρέπει να έχουν γίνει στο άπειρο: για x → ±∞. (γ:2) Η εύρεση της γενικής λύσεως
V(ω, t) της συνήθους διαφορικής εξισώσεως με τη ρητή εμφάνιση της μεταβλητής ω
του μετασχηματισμού Fourier οπουδήποτε (προσοχή παρακαλώ σε τούτη τη λέξη!) αυτή
εμφανίζεται. s
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο E4
ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΜΕΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥΣ

ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
Στο Κεφάλαιο αυτό Ε4, Ενότητα Ε4.1 αναφέρονται μερικές ασκήσεις που αναφέρονται στις Διαφορικές

Εξισώσεις με Μερικές Παραγώγους και μπορούν να λυθούν είτε με τη μέθοδο του χωρισμού των μεταβλη-
τών είτε με άλλες μεθόδους και γενικά αφορούν στην Επιστήμη του Πολιτικού Μηχανικού.

Συγκεκριμένα στην Παράγραφο Ε4.1.1 αναφέρονται ασκήσεις στην Περιβαλλοντική Μηχανική. Στην
Παράγραφο Ε4.1.2 αναφέρονται ασκήσεις στην Ρευστομηχανική. Στην Παράγραφο Ε4.1.3 αναφέρονται
ασκήσεις στην Εδαφομηχανική. Τέλος στην Παράγραφο Ε4.1.4 αναφέρονται ασκήσεις στη Μηχανική των
Υλικών και Δυναμική των Κατασκευών.

Ε4.1
Ε4.1. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΜΕΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΓΩ-
ΓΟΥΣ

Ε4.1.1
Ε4.1.1. Ασκήσεις στην Περιβαλλοντική Μηχανική

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.1 z Περιβαλλοντική Υδραυλική

Στην Περιβαλλοντική Υδραυλική και στη ροή νερού (με ρύπους Αk) κατά μήκος
υδατορρεύματος θεωρούμε τη διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους

𝜕c
𝜕t = D

𝜕2c
𝜕x2 − V

𝜕c
𝜕x − kc με c = c(x, t)

για τη συγκέντρωση συγκεκριμένου ρύπου Α1 στο νερό με x τη θέση και t το χρόνο.
Ζητούνται: (α:1) Πώς καλούνται ένας–ένας οι όροι στη διαφορική αυτή εξίσωση;
(β:1) Να βρεθεί ο τύπος της ίδιας διαφορικής εξισώσεως. (γ:1) Να αναφερθούν οι
λεπτομερείς χαρακτηρισμοί της. (δ:1) Απλά να ελεγχθεί αν ή όχι είναι διαχωρί-
σιμη, δηλαδή αν ή όχι είναι εφαρμόσιμη η μέθοδος του χωρισμού των μεταβλητών.
(ε:3) Με την αλλαγή ανεξάρτητων μεταβλητών

ξ = x − Vt και τ = t
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να αναχθεί σε απλούστερη διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους. (στ:1) Ποιος
όρος (με λέξεις, όχι με σύμβολα) δεν είναι πια παρών; Τώρα με τη μέθοδο της εκθετι-
κής αντικαταστάσεως (να υπάρχει και το i = √−1 στον εκθέτη) να προσδιορισθούν
(ζ:2) μια μερική λύση της και (η:2) η γενική λύση της. (θ:1) Να επαληθευθεί η γενική
αυτή λύση. (ι:1) Από ποια ολοκληρωτική εξίσωση μπορεί να προσδιορισθεί η αυθαί-
ρετη συνάρτηση στη γενική λύση με γνωστή την αρχική συνθήκη c(x, 0) = c0(x) για
τη συγκέντρωση του ρύπου Α1 στο νερό του υδατορρεύματος; (ια:2) Τέλος ζητείται
η λύση της πιο πάνω ολοκληρωτικής εξισώσεως με τις ήδη διαθέσιμες γνώσεις από
τα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ. (Δεν είναι δα και τόσο δύσκολη η λύση!) s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.2 z Περιβαλλοντική Υδραυλική

Στην Περιβαλλοντική Υδραυλική θεωρούμε τη μεταφορά ρύπου σε υδατόρρευμα
με μεταγωγή και διάχυση (καλύτερος όρος μοριακή διάχυση). Υφίσταται επίσης και
αποδόμηση του ρύπου πρώτης τάξεως. Προκύπτει η διαφορική εξίσωση με μερικές
παραγώγους 𝜕c

𝜕t + V
𝜕c
𝜕x = D

𝜕2c
𝜕x2 − kc

με άγνωστη συνάρτηση τη συγκέντρωση c = c(x, t) του ρύπου στο νερό του υδατορ-
ρεύματος. Οι ποσότητες V, D και k είναι γνωστές σταθερές. Ζητούνται: (α:1) Ποιος
ακριβώς όρος αφορά: (i) στη μεταγωγή, (ii) στη διάχυση και (iii) την αποδόμηση του
ρύπου; (β:3) Με κατάλληλη αλλαγή των ανεξάρτητων μεταβλητών (συγκεκριμένα
με κίνηση του παρατηρητή μαζί με το νερό στο υδατόρρευμα) η αναγωγή της πιο
πάνω διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους σε απλούστερη εξίσωση τώρα
χωρίς τον όρο της μεταγωγής του ρύπου. (γ:3) Στη συνέχεια κάνουμε κατάλληλη αλ-
λαγή της άγνωστης συναρτήσεως (της εξαρτημένης μεταβλητής) από ĉ(ξ, τ) ≡ c(x, t)
σε c∗(ξ, τ) συγκεκριμένα με

ĉ(ξ, τ) = c∗(ξ, τ)e−kτ.

Δηλαδή βγάζουμε έξω από την άγνωστη συνάρτηση τον παράγοντα e−kt, ο οποίος
έχει σχέση με την αποδόμηση του ρύπου, ζητείται κι η παραπέρα απλοποίηση της
διαφορικής εξισώσεως του παρόντος φαινομένου με εξάλειψη και του όρου της απο-
δομήσεως του ρύπου. (δ:1) Τέλος να αναφερθούν οι λεπτομερείς χαρακτηρισμοί της
τελικής μας και τόσο γνωστής διαφορικής εξισώσεως. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.3 z Περιβαλλοντική Υδραυλική)

Στην Περιβαλλοντική Υδραυλική εξετάζεται το πρόβλημα της μεταφοράς ρύπου σε
άπειρο υδατόρρευμα τόσο με μεταγωγή: με ταχύτητα του νερού V, όσο και με διά-
χυση: με συντελεστή μοριακής διαχύσεως D. Άγνωστη είναι η συγκέντρωση c(x, t)
του ρύπου στο υδατόρρευμα. Ζητούνται: (α:1) Η σχετική διαφορική εξίσωση με
μερικές παραγώγους καθώς και η ονομασία της. (β:1) Οι ειδικές περιπτώσεις της:
(i) μόνο για μεταγωγή και (ii) μόνο για διάχυση του ρύπου. (γ:1) Επανερχόμαστε
στην αρχική διαφορική εξίσωση, όπου υπάρχει τόσο μεταγωγή όσο και διάχυση του
ρύπου. Ποιος είναι ο τύπος της με τον υπολογισμό της σχετικής διακρίνουσας Δ;
(δ:1) Η αναγωγή αυτής (της αρχικής) διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώ-
γους υποχρεωτικά με τη μέθοδο του χωρισμού των μεταβλητών σε δύο συνήθεις
διαφορικές εξισώσεις και η επίλυση (ε:1) και της μιας (στ:1) και της άλλης (γενι-
κές λύσεις χωρίς καμία συνθήκη). (ζ:1) Τελικά η έκφραση της γενικής λύσεως c(x, t)
υπό τη μορφή κατάλληλου ολοκληρωτικού τύπου βέβαια χωρίς συνοριακές συνθή-
κες. (η:1) Ποια είναι η άγνωστη συνάρτηση στον ολοκληρωτικό αυτό τύπο και ποια
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φυσική συνάρτηση θα χρειαζότανε να ξέρουμε από μετρήσεις για το μαθηματικό
προσδιορισμό της; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.4 z Μεταφορά Ρύπου στο Έδαφος

Στην Περιβαλλοντική Μηχανική κατά τη μονοδιάστατη μεταφορά ρύπου Α στο
έδαφος με μεταγωγή–διάχυση παρουσιάζεται η διαφορική εξίσωση με μερικές πα-
ραγώγους

R
𝜕c
𝜕t = −V

𝜕c
𝜕x +D

𝜕2c
𝜕x2 με c = c(x, t)

τη συγκέντρωση του ρύπου και R,V καιD κατάλληλες θετικές σταθερές. Ζητούνται:
(α:4) Ο έλεγχος αν ή όχι η εξίσωση αυτή είναι διαχωρίσιμη, δηλαδή αν ή όχι είναι
δυνατόν να εφαρμοσθεί σ’ αυτήν η μέθοδος του χωρισμού των μεταβλητών. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.5 z Μεταφορά Ρύπου στο Έδαφος

Συνεχίζουμε το πρώτο ερώτημα της προηγούμενης ασκήσεως. Θεωρούμε τώρα στο
δεξιό μέλος και επιπλέον όρο +r(x, t) ρυθμού παραγωγής (ή αποδομήσεως) του ρύ-
που Α. Αυτόν τον όρο τον υποθέτουμε εδώ γνωστή συνάρτηση και μάλιστα με γνω-
στό ανάπτυγμα

r(x, t) =
∞


n=1

Pn(t)Xn(x)

στις ιδιοσυναρτήσειςXn(x) του προβλήματός μας. Αυτές περιλαμβάνουν και τις συ-
νοριακές συνθήκες στα άκρα του μονοδιάστατου πεδίου υδατικής ροής που έχουμε
και υποτίθενται εδώ ότι είναι γνωστές συναρτήσεις ορθογώνιες μεταξύ τους. Ζητού-
νται: (α:2) Η μετατροπή της μη ομογενούς εξισώσεως που περιγράφτηκε σε κατάλ-
ληλη σειρά με τη μέθοδο του αναπτύγματος στις γνωστές ιδιοσυναρτήσεις Xn(x).
(β:3) Η απαλοιφή των χωρικών (ως προς τη θέση) παραγώγων στη σειρά αυτή.
(γ:3) Από την τελευταία σειρά οι συνήθεις διαφορικές εξισώσεις για τον προσδιορι-
σμό των άγνωστων χρονικών συναρτήσεων qn(t) της λύσεως c(x, t) που ζητάμε να
βρούμε. (Όλες οι σειρές εδώ θεωρούνται ότι συγκλίνουν.) s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.6 z Μεταφορά Ρύπου στο Έδαφος

Σε πρόβλημα μονοδιάστατης μεταφοράς ρύπου στο έδαφος με 0 ≤ x ≤ L και t ≥ 0
παρουσιάζεται η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους

R
𝜕c
𝜕t = D

𝜕2c
𝜕x2 − V

𝜕c
𝜕x

με c = c(x, t) τη συγκέντρωση του ρύπου και R,D καιV γνωστές σταθερές. Η αρχική
συνθήκη είναι

c(x, 0) = c0(x) με 0 ≤ x ≤ L

και με τη c0(x) γνωστή συνάρτηση. Ζητούνται: (α:1) Η εύρεση του τύπου κι όλοι οι
χαρακτηρισμοί της διαφορικής αυτής εξισώσεως. Για τις μη ομογενείς συνοριακές
συνθήκες

c(0, t) = C0 και c(L, t) = CL

(με τις δύο ποσότητεςC0 καιCL γνωστές σταθερές) η αναγωγή του σχετικού προβλή-
ματος σε πρόβλημα με ομογενείς συνοριακές συνθήκες με (β:3) πλήρη εύρεση της
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σχετικής βοηθητικής συναρτήσεως και (γ:2) επαλήθευσή της ως προς τις συνοριακές
συνθήκες. (δ:2)Η επιβεβαίωση ότι πραγματικά ισχύει αμετάβλητη ηπαραπάνωδια-
φορική εξίσωση με μερικές παραγώγους και για τη νέα άγνωστη συνάρτηση ct(x, t).
(ε:2) Η εύρεση της τροποποιημένης τώρα αρχικής συνθήκης του προβλήματος (με
ομογενείς συνοριακές συνθήκες) για τη νέα άγνωστη συνάρτηση ct(x, t). s

Ε4.1.2
Ε4.1.2. Ασκήσεις στη Ρευστομηχανική

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.7 z Διδιάστατη Ροή

Σε πρόβλημα μόνιμης (σταθερής), διδιάστατης (επίπεδης) και αστρόβιλης ροής ιδε-
ατού ρευστού το δυναμικό ταχύτηταςΦ(x, y) επαληθεύει τη διδιάστατη εξίσωση του
Laplace. Σε περίπτωση κυκλικής συμμετρίας (ή συμμετρίας γύρωαπό τον άξοναΟz)
έχουμε απλάΦ(x, y) = φ(r) με r την πολική ακτίνα και (προφανώς) με ανεξαρτησία
από την πολική γωνία θ. Ζητούνται: (α:1)Η εξίσωση του Laplace σε Καρτεσιανές συ-
ντεταγμένες (x, y) για το δυναμικό ταχύτητας Φ(x, y). (β:7) Με τη δέουσα προσοχή
η λεπτομερής αναγωγή της (χωρίς έτοιμους τύπους!) σε συνήθη διαφορική εξίσωση
(με αλλαγή μεταβλητών: δηλαδή από (x, y) σε r, το r αρκεί εδώ λόγω της συμμετρίας!) τώρα
όμως με άγνωστη συνάρτηση τη φ(r). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.8 z Διδιάστατη Ροή

Θεωρούμε τη διδιάστατη (επίπεδη) μόνιμη (σταθερή) αστρόβιλη ροή ιδεατού ρευ-
στού στο επίπεδο Oxy που παρεμποδίζεται από σταθερό στερεό κυκλικό κύλινδρο
ακτίνας a με κέντρο την αρχή των αξόνων Ο = (0, 0). Υπενθυμίζεται η λύση της
διδιάστατης εξισώσεως του Laplace ∇2u = 0 σε πολικές συντεταγμένες (r, θ)

u(r, θ) = (C0 +D0 ln r)A0 +
∞


n=1

Cn rn +
Dn
rn  (An cosnθ + Bn sin nθ)

με τα An, Bn, Cn και Dn σταθερές. Η ταχύτητα του ρευστού στο άπειρο είναι V0
(με V0 > 0) και παράλληλη στον άξονα Oy (προς τα πάνω). Ζητούνται: (α:1) Να
αποδειχθεί ότι η ροϊκή συνάρτηση (ή συνάρτηση ροής) Ψ(r, θ) στο άπειρο (δηλαδή
για r→∞) έχει τη μορφή

Ψ(r, θ)
r→∞ = −V0 r cos θ.

(β:2) Να υπολογισθεί πλήρως η ροϊκή συνάρτηση Ψ(r, θ): σε όλο το πεδίο ροής.
(γ:2) Με βάση τους τύπους

vr =
1
r
𝜕Ψ
𝜕θ και vθ = −

𝜕Ψ
𝜕r

να υπολογισθούν οι συνιστώσες vr και vθ της ταχύτητας V του ρευστού σε πολικές
συντεταγμένες. (δ:1) Πόση είναι η απόλυτα μέγιστη ταχύτητα του ρευστού στην πε-
ριφέρεια r = a της κυκλικής τομής του κυλίνδρου και πού παρουσιάζεται; (ε:2) Ποια
είναι τα σημεία ανακοπής της ροής; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.9 z Διδιάστατη Ροή

Θεωρούμε τη μόνιμη ροή ιδεατού ρευστού στις δύο διαστάσεις (x, y). Με u και v τις
δύο συνιστώσες της ταχύτητας V του ρευστού σε Καρτεσιανές συντεταγμένες (x, y)
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ζητούνται: (α:1) Απλά να αναφερθεί η εξίσωση της συνεχείας. (β:1) Να υπολογι-
σθεί διανυσματικά ο στροβιλισμός της ταχύτητας V του ρευστού και με βάση αυ-
τόν (γ:1) να αναφερθεί η βαθμωτή (μη διανυσματική) εξίσωση για το αστρόβιλο της
ροής αυτής.Με τη χρήση του δυναμικού ταχύτηταςΦ(x, y) να αποδειχθεί (δ:1) η αυ-
τόματη πλήρωση της εξισώσεως του αστρόβιλου της ροής και (ε:1) ότι το δυναμικό
αυτό Φ(x, y) πληροί τη διδιάστατη εξίσωση του Laplace. Με τη χρήση της ροϊκής
συναρτήσεως (ή συναρτήσεως ροής) Ψ(x, y) να αποδειχθεί (στ:1) η αυτόματη πλή-
ρωση της εξισώσεως της συνεχείας και (ζ:1) ότι η ροϊκή συνάρτηση (ή συνάρτηση
ροής) Ψ(x, y) πληροί και αυτή τη διδιάστατη εξίσωση του Laplace. (η:1) Λοιπόν
τι πετυχαίνουμε με τη χρήση της συναρτήσεως Φ(x, y) ή της συναρτήσεως Ψ(x, y)
στο παρόν αρχικό σύστημα δύο διαφορικών εξισώσεων με μερικές παραγώγους;
(θ:1) Ποιοι χαρακτηρισμοί μπορούν να δοθούν γι’ αυτό; (ι:1) Ποιες είναι οι ιδιότη-
τες του ιδεατού ρευστού που υποθέσαμε εδώ; Τις έχει το νερό (το βασικό ρευστό του
ΠολιτικούΜηχανικού τόσο στην Υδραυλική όσο και στην Υδρομηχανική) προσεγ-
γιστικά τουλάχιστον ή όχι ή έχει μόνο τη μία; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.10 z Τριδιάστατη Ροή

Στη Ρευστομηχανική εξετάζουμε την τριδιάστατη μόνιμη αστρόβιλη ροή ιδεατού
ρευστού. Ζητούνται: (α:1)Πότε ένα ρευστό καλείται ιδεατό; (β:1) Στην πιο πάνωροή
με γνωστό το δυναμικό ταχύτητας Φ = Φ(x, y, z) από ποιον τύπο της Διανυσματι-
κής Αναλύσεως προσδιορίζεται η ταχύτητα V = V(x, y, z) του ρευστού; (γ:1) Από
τον τύπο αυτό πώς υπολογίζονται αναλυτικότερα οι τρεις συνιστώσες

u = u(x, y, z), v = v(x, y, z) και w = w(x, y, z)

της ταχύτητας V του ρευστού; (δ:1) Να ελεγχθεί ότι με χρήση του δυναμικού ταχύ-
τητας Φ πράγματι προκύπτει αστρόβιλη ροή: ο στροβιλισμός είναι ίσος με μηδέν.
(ε:1)Ποια είναι η εξίσωση της συνεχείας στο παρόν πρόβλημα και ποια μορφήπαίρ-
νει αυτή, εάν χρησιμοποιηθεί το δυναμικό ταχύτηταςΦ; Στην τελευταία εξίσωση να
εφαρμοσθεί η μέθοδος του χωρισμού των μεταβλητών

Φ(x, y, z) = X(x)F(y, z)

με αναγωγή της σε δύο διαφορικές εξισώσεις: (στ:1) τη μία συνήθη ως προς X(x)
(χωρίς τις μεταβλητές y και z) και (ζ:2) την άλλη με μερικές παραγώγους ως προς
F(y, z) (χωρίς τη μεταβλητή x). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.11 z Τριδιάστατη Ροή

Συνεχίζουμε την προηγούμενη άσκηση. Για τη διαφορική εξίσωση με μερικές πα-
ραγώγους ζητούνται

𝜕2F
𝜕y2 +

𝜕2F
𝜕z2 − p

2F = 0 με F = F(y, z)

και το p γνωστή σταθερά: (α:1) Η εύρεση του τύπου της. (β:1) Οι λεπτομερείς χα-
ρακτηρισμοί της. (γ:1) Απόπειρα επιλύσεώς της με τη μέθοδο της χαρακτηριστικής
εξισώσεως με βάση συνάρτηση της μορφής φ(y + μz) και τελικά (δ:1) Η εξήγηση αν
η μέθοδος αυτή είναι εφαρμόσιμη ή όχι. (ε:2) Η εύρεση μιας μερικής λύσεώς της
Fλ(y, z), τώρα όμως με τη μέθοδο της εκθετικής αντικαταστάσεως (αλλά χωρίς κανένα
i = √−1 στον εκθέτη!) και στη συνέχεια (στ:2) της γενικής λύσεώς της F(y, z). s
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. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1

t Άσκηση E4.12 z Τριδιάστατη Ροή
Στη Ρευστομηχανική θεωρούμε τη μόνιμη (σταθερή) τριδιάστατη αστρόβιλη ροή
ιδεατού ρευστού. Δηλώνοντας με u, v και w τις τρεις συνιστώσες της διανυσματικής
ταχύτηταςV του ρευστού (κατά τους άξονες Ox,Oy καιOz αντίστοιχα), ζητούνται:
(α:1) Ο υπολογισμός του στροβιλισμού (σχεδόν ισοδύναμα της περιστροφής) της
ταχύτητας V μέσω των συνιστωσών της u, v και w. (β:1) Για αστρόβιλη ροή, που
την υποθέτουμε εδώ, οι σχετικές τρεις διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους.
(γ:2) Με χρήση του δυναμικού ταχύτηταςΦ = Φ(x, y, z) η απόδειξη πληρώσεως και
των τριών αυτών διαφορικών εξισώσεων, δηλαδή η εξασφάλιση του ότι η ροή είναι
αστρόβιλη (εξασφάλιση του αστρόβιλου της ροής). (δ:1) Απομένει η εξίσωση της συ-
νεχείας. Ποια είναι αυτή και ποια μορφή παίρνει τώρα με τη χρήση του δυναμικού
ταχύτητας Φ στο πρόβλημα που εξετάζουμε; (ε:1) Να δοθούν επτά χαρακτηρισμοί
για την τελική εξίσωση αυτή. (στ:1) Τι πετύχαμε τελικά από μαθηματικής απόψεως
στο πρόβλημά μας με την εισαγωγή του δυναμικού ταχύτηταςΦ και με ποιο κόστος;
(ζ:1) Θα ήταν χρήσιμο το δυναμικό αυτό Φ και σε μη αστρόβιλη ροή; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.13 z Τριδιάστατη Ροή

Συνεχίζουμε την προηγούμενη άσκηση με τις ίδιες υποθέσεις για τη ροή. Εδώ θεω-
ρούμε το δυναμικό ταχύτητας

Φ(x, y, z) = 1

x2 + y2 + z2
με x2 + y2 + z2 ≠ 0

ή
Φ(x, y, z) = 1

ρ
με ρ = x2 + y2 + z2 ≠ 0

σε Καρτεσιανές συντεταγμένες x, y και z. Ζητούνται: (α:2) Να υπολογισθούν και
οι τρεις συνιστώσες u, v και w της ταχύτητας V του ιδεατού ρευστού. (β:3) Για τις
συνιστώσες αυτές (εδώ, όχι γενικά) να επαληθευθούν και οι τρεις εξισώσεις που δη-
λώνουν το αστρόβιλο της ροής. (γ:3) Να επαληθευθεί άμεσα ότι πραγματικά το πιο
πάνω δυναμικό ταχύτητας Φ(x, y, z) είναι, όπως πρέπει, αρμονική συνάρτηση. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.14 z Τριδιάστατη Ροή

Θεωρούμε τη μόνιμη ροή ιδεατού ρευστού στις τρεις διαστάσεις (x, y, z). Με u, v, w
τις τρεις συνιστώσες της ταχύτητας V του ρευστού σε Καρτεσιανές συντεταγμένες
(x, y, z) ζητούνται: (α:1) Να αναφερθεί η εξίσωση της συνεχείας. (β:1) Να υπολογι-
σθεί ο στροβιλισμός της ταχύτητας V του ρευστού και με βάση αυτόν (γ:1) να ανα-
φερθούν οι τρεις βαθμωτές (μη διανυσματικές) εξισώσεις για το αστρόβιλο της ροής
αυτής. Με τη χρήση του δυναμικού ταχύτηταςΦ(x, y, z) να αποδειχθούν (δ:1) η αυ-
τόματη πλήρωση των εξισώσεων του αστρόβιλου της ροής και (ε:1) ότι το δυναμικό
αυτόΦ(x, y, z) πληροί την τριδιάστατη εξίσωση του Laplace. (στ:2) Για την εξίσωση
αυτή να αποδειχθεί ότι είναι διαχωρίσιμη εδώ με

Φ(x, y, z) = F(x, y)Z(z)

και με σταθερά διαχωρισμού λ1. (ζ:2) Στη συνέχεια με

F(x, y) = X(x)Y(y)
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να αποδειχθεί ότι είναι εφικτός και δεύτερος χωρισμός των μεταβλητών (τώρα των x
και y) με σταθερά διαχωρισμού λ2. (η:1) Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω, να γρα-
φούν και οι τρεις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις για τις τρεις άγνωστες συναρτήσεις
X(x), Y(y) και Z(z) χωριστά. s

Ε4.1.3
Ε4.1.3. Ασκήσεις στην Εδαφομηχανική

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.15 z Διήθηση

Στην Εδαφομηχανική θεωρούμε τη διδιάστατη διήθηση του νερού μέσα σε ανισό-
τροπο (όχι ισότροπο) έδαφος. Για το υδραυλικό φορτίο (ή διαφορά πιεζομετρικής
στάθμης) h = h(x, z) προκύπτει η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους

kx
𝜕2h
𝜕x2 + kz

𝜕2h
𝜕z2 = 0 με h = h(x, y), kx > 0, ky > 0,

x τη θέση στο οριζόντιο επίπεδο και z το βάθος μέσα στο έδαφος. Τα σύμβολα kx και
kz δηλώνουν τους συντελεστές διαπερατότητας του εδάφους κατά τις διευθύνσεις x
και z αντίστοιχα, που είναι θετικοί αριθμοί: kx, kz > 0. Ζητούνται: (α:1) Η εύρεση
του τύπου της διαφορικής αυτής εξισώσεως. (β:2) Η γενική λύση της με τη χρήση
δοκιμαστικής συναρτήσεως της μορφής φ(x+μz) και της σχετικής χαρακτηριστικής
εξισώσεως. Πότε ακριβώς η λύση αυτή είναι πραγματική; (γ:1) Η επαλήθευση της
γενικής αυτής λύσεως. (δ:2) Με την απλή αλλαγή ανεξάρτητης μεταβλητής

ξ = x


kz
kx

ποια μορφή παίρνει η πιο πάνω διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους; (ε:1) Τι
εξίσωση προέκυψε και τι εξίσωση ισχύει για ισότροπο έδαφος, όπου kx = kz = k (με
k > 0); (στ:1) Τι πετύχαμε επομένως με την πιο πάνω αλλαγή ανεξάρτητης μεταβλη-
τής (από x σε ξ) ιδίως από μαθηματικής απόψεως; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.16 z Διήθηση

Στο ενδιαφέρον φαινόμενο της διηθήσεως στην Εδαφομηχανική μέσα σε ένα ανι-
σότροπο (ως προς τη διήθηση) έδαφος προκύπτει η διαφορική εξίσωση με μερικές
παραγώγους

kx
𝜕2h
𝜕x2 + ky

𝜕2h
𝜕y2 = 0 με h = h(x, y), kx > 0, ky > 0

με x τη θέση στον οριζόντιο άξονα και y στον κατακόρυφο. Άγνωστη συνάρτηση
είναι το υδραυλικό φορτίο h(x, y). Οι σταθερές kx και ky είναι οι συντελεστές διαπε-
ρατότητας του εδάφους. Ζητούνται: (α:2) Με την αλλαγή μεταβλητής

ξ = x


ky
kx

η απλοποίηση της πιο πάνω εξισώσεως της διηθήσεως. (β:2) Με τις αλλαγές μετα-
βλητής

z = ξ + iy και z̄ = ξ − iy με i = √−1
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τη φανταστική μονάδα η παραπέρα απλοποίηση της εξισώσεως του ερωτήματος (α).
(γ:1) Η πιο γενική δυνατή λύση της εξισώσεως του ερωτήματος (β) και μετά (δ:1) η
επιστροφή στις αρχικές μεταβλητές x και y. (ε:2) Η άμεση εύρεση της ίδιας γενικής
λύσεως κατευθείαν από την αρχική εξίσωση της διηθήσεως και ο έλεγχος συμφωνίας
των αποτελεσμάτων. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.17 z Διήθηση

Θεωρούμε τη διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους

kx
𝜕2h
𝜕x2 + kz

𝜕2h
𝜕z2 = 0

με άγνωστη συνάρτηση την h = h(x, z) και με τα kx και kz γνωστές θετικές σταθερές.
Ζητούνται: (α:1) Υποχρεωτικά με τη χρήση του συμβόλου τ = √kz/kx και της μεθό-
δου του χωρισμού των μεταβλητών απευθείας στην πιο πάνω διαφορική εξίσωση
με μερικές παραγώγους (όχι με μετασχηματισμό της στην εξίσωση του Laplace!) η ανα-
γωγή της σε δύο συνήθεις διαφορικές εξισώσεις με άγνωστες συναρτήσεις τις X(x)
και Z(z). (β:2) Τώρα σε μια ορθογωνική περιοχήD = [0, a]×[0, b] και με συνοριακές
συνθήκες στην περίμετρό της C

h(x, 0) = 0, h(x, b) = 0, h(0, z) = 0, h(a, z) = f (z)

και με τη συνάρτηση f (z) γνωστή ποιες είναι οι ιδιοσυναρτήσεις Ζn(z) στο παρόν
πρόβλημα συνοριακών τιμών; (γ:2) Οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις Xn(x) με πλή-
ρωση και της τρίτης συνοριακής συνθήκης; (δ:2) Ποια είναι η πλήρης λύση του
παρόντος προβλήματος συνοριακών τιμών λαμβάνοντας τώρα υπόψη και την τέ-
ταρτη συνοριακή συνθήκη h(a, z) = f (z); (ε:1) Ανεξάρτητα από το πιο πάνω κάπως
τεχνητό πρόβλημα συνοριακών τιμών σε ποιο ακριβώς πραγματικά ενδιαφέρον
πρόβλημα της Εδαφομηχανικής παρουσιάζεται η παραπάνω διαφορική εξίσωση
με μερικές παραγώγους; Πώς καλούνται οι δύο θετικές σταθερές kx και kz; Σε ποια
περίπτωση ισχύει η ισότητα kx = kz; Πώς καλείται η άγνωστη συνάρτηση h(x, z); s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.18 z Στερεοποίηση

Στη θεωρία της μονοδιάστατης στερεοποιήσεως (consolidation) του Karl Terzaghi
(1923)2 προκύπτει η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους

𝜕u
𝜕t = cv

𝜕2u
𝜕z2 με u = u(z, t), cv > 0 γνωστή σταθερά,

z το βάθος μέσα στο έδαφος και t το χρόνο (t ≥ 0). Ζητούνται: (α:1) Σε ποια άλλα
προβλήματα του Πολιτικού Μηχανικού παρουσιάζεται ουσιαστικά η ίδια διαφο-
ρική εξίσωση; (β:1) Πώς καλείται εδώ ο συντελεστής cv και ποιες είναι οι μονάδες
του με εύρεσή τους από την ίδια την πιο πάνω διαφορική εξίσωση; Θεωρούμε τώρα
στρώμα (ή στρώση, layer) εδάφους όπου λαμβάνει χώρα το φαινόμενο της στερεο-
ποιήσεως με 0 ≤ z ≤ 2d, με μηδενικές συνοριακές συνθήκες: u(0, t) = u(2d, t) = 0 και
με γνωστή αρχική συνθήκη u(z, 0) = u0(z). Στο πρόβλημα αυτό ζητούνται: (γ:1) Να
εφαρμοσθεί η μέθοδος του χωρισμού των μεταβλητών στην πιο πάνω διαφορική
εξίσωση. (δ:1) Στη συνέχεια να προσδιορισθούν οι ιδιοσυναρτήσειςZn(z) (χωρίς αυ-
θαίρετες σταθερές) και (ε:1) οι αντίστοιχες συναρτήσεις Tn(t) (αυτές με αυθαίρετες

2Βλέπε: Terzaghi, K. (1943), Theoretical Soil Mechanics. John Wiley and Sons, Inc., New York,
London, Ενότητα 99, σ. 271.
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σταθερές Cn). (στ:1) Ποια είναι η λύση της διαφορικής εξισώσεως μαζί με τις συνο-
ριακές συνθήκες, αλλά χωρίς την αρχική συνθήκη, και (ζ:1) με την αρχική συνθήκη
να έχει ληφθεί επίσης υπόψη και οι συντελεστές να έχουν προσδιορισθεί; (η:1) Σε
ποιο ακριβώς (διαφορετικό) πρόβλημα η ίδια ουσιαστικά διαφορική εξίσωση κα-
ταλήγει σε συνημιτονική (όχι ημιτονική) σειρά Fourier και γιατί; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.19 z Στερεοποίηση

Στο ενδιαφέρον φαινόμενο της στερεοποιήσεως στην Εδαφομηχανική παρουσιάζε-
ται στη μονοδιάστατη περίπτωση σύμφωνα με τη θεωρία του Karl Terzaghi (1923),
που έχει αποκληθεί και «πατέρας» της Εδαφομηχανικής, η διαφορική εξίσωση με
μερικές παραγώγους

𝜕u
𝜕t = cv

𝜕2u
𝜕z2 με u = u(z, t),

z το βάθος και t το χρόνο. Ζητούνται: (α:1) Σε ποια δύο διαφορετικά προβλήματα
παρουσιάζεται ουσιαστικά η ίδια διαφορική εξίσωση; (β:1) Πώς καλούνται η άγνω-
στη συνάρτηση u = u(z, t) και η σταθερά cv; (γ:1) Από την ίδια τη διαφορική εξίσωση
να προσδιορισθεί κατάλληλη μονάδα της σταθεράς cv. (δ:1) Να βρεθεί ο τύπος της
διαφορικής εξισώσεως. (ε:1) Απλά να αναφερθούν οι χαρακτηρισμοί της. (στ:1) Να
επαληθευθεί στην ίδια εξίσωση η αρχή της υπερθέσεως (ή επαλληλίας) δύο λύσεων.
(ζ:1) Να εξηγηθεί εάν ή όχι μπορεί να γίνει δεκτή λύση της μορφής

u(z, t) = φ(z + μt).

(η:1) Να βρεθεί μερική μιγαδική λύση της με τη μέθοδο της εκθετικής αντικαταστά-
σεως (με μιγαδικές σταθερές iλ και iμ). (θ:1) Να επαληθευθεί η λύση αυτή. (ι:1) Να
γενικευθεί η ίδια λύση σε ολοκληρωτικό τύπο που να αποτελεί και αυτός λύση της
διαφορικής εξισώσεως της στερεοποιήσεως. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.20 z Στερεοποίηση

Συνεχίζουμε την προηγούμενη άσκηση για τη στερεοποίηση εδάφους. Ζητούνται
επίσης: Σ’ ένα στρώμα (ή μια στρώση) εδάφους πάχους h ισχύουν οι δύο συνοριακές
συνθήκες

u(0, t) = u(h, t) = 0 και u(z, 0) = ui με t ≥ 0, 0 ≤ z ≤ h

και την ποσότητα ui γνωστή σταθερά. Ζητούνται: Με τη μέθοδο του χωρισμού των
μεταβλητών ο προσδιορισμός (α:2) των χωρικών ιδιοσυναρτήσεων Zn(z), (β:2) των
χρονικών ιδιοσυναρτήσεων Tn(t) και (γ:2) της ίδιας της λύσεως u(z, t) σε μορφή σει-
ράς χωρίς όμως την πλήρωση της αρχικής συνθήκης u(z, 0) = ui. (δ:2) Ο προσδιορι-
σμός όλων των σταθερών της σειράς αυτής στην απλούστερη δυνατή μορφή τους (με
αναλυτικό υπολογισμό των σχετικών ολοκληρωμάτων), έτσι ώστε να πληρούται και
η αρχική συνθήκη, με κατάλληλη διάκριση περιπτώσεων, εφόσον απαιτείται κάτι
τέτοιο. (ε:2) Υπάρχουν συντελεστές της σειράς που να μηδενίζονται και, εάν ναι,
ποιοι είναι; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1

t Άσκηση E4.21 z Στερεοποίηση
Θεωρούμε ξανά το ενδιαφέρον φαινόμενο της στερεοποιήσεως (consolidation) του
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εδάφους υποθέτοντας τη ροή του νερού (του ύδατος) μόνο ακτινικά. Γίνεται επί-
σης δεκτή η θεωρία του Karl Terzaghi (1923). Στο παρόν πρόβλημα ισχύει η εξής
διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους της στερεοποιήσεως:3

𝜕u
𝜕t = cv

⎛
⎜
⎝

𝜕2u
𝜕r2 +

1
r
𝜕u
𝜕r
⎞
⎟
⎠
.

Άγνωστη συνάρτηση u = u(r, t) είναι η πίεση του ύδατος πόρωνκαι cv ο συντελεστής
στερεοποιήσεως (με cv > 0). Ζητούνται: (α:1) Η ονομασία της και έξι χαρακτηρι-
σμοί της διαφορικής εξισώσεως. (β:2) Με τη μέθοδο του χωρισμού των μεταβλητών
η αναγωγή της εξισώσεως αυτής σε δύο συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. (γ:2) Η επί-
λυση της χρονικής διαφορικής εξισώσεως: γενική λύση. (δ:3) Όμοια και της χωρικής
διαφορικής εξισώσεως: πάλι γενική λύση. s

Ε4.1.4
Ε4.1.4. Ασκήσεις στηΜηχανική τωνΥλικών και στη Δυναμική τωνΚατασκευών

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1

t Άσκηση E4.22 z Ελαστικότητα: Στρέψη
Για τη διδιάστατη εξίσωση του Poisson ζητούνται: (α:1) Ποια είναι η γενική μορφή
της καθώς και η ειδική μορφή της στο πρόβλημα της στρέψεως συνήθους ράβδου
μέτρου διατμήσεως G και γωνίας στρέψεως (ή γωνία στροφής) ανά μονάδα μήκους
θ; (β:1) Ο τύπος της με υπολογισμό της σχετικής διακρίνουσας Δ. (γ:1) Οι πλήρεις
χαρακτηρισμοί της. (δ:2) Σε κατάλληλη τριγωνική περιοχή για ισόπλευρο τρίγωνο
ύψους a δίνεται η συνάρτηση

φ(x, y) = −Gθ 
1
2
(x2 + y2) − 1

2a
(x3 − 3xy2) − 2

27
a2 .

Να ελεγχθεί ότι πρόκειται πραγματικά για μια τασική συνάρτηση του Prandtl σε
πρόβλημα στρέψεως ράβδου ισόπλευρης τριγωνικής διατομής μόνο ως προς την
επαλήθευση της σχετικής εξισώσεως του Poisson (όχι και της συνοριακής συνθήκης!).
(ε:2) Να υπολογισθούν οι δύο διατμητικές τάσεις

τxz =
𝜕φ
𝜕y και τyz = −

𝜕φ
𝜕x ,

οι οποίες είναι και οι μόνες μη μηδενικές τάσεις στο παρόν πρόβλημα στρέψεως.
(στ:1) Να επαληθευθεί η εξίσωση ισορροπίας

𝜕τxz
𝜕x +

𝜕τyz
𝜕y = 0.

Αυτή είναι και η μόνη εξίσωση ισορροπίας που δεν πληρούται εκ ταυτότητος στο
ίδιο πρόβλημα στρέψεως. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.23 z Ορθογωνικές Πλάκες, Μέθοδος του Navier

Θεωρούμε μια συνήθη ορθογωνική πλάκα Π = [0, a] × [0, b] δυσκαμψίας D στο
επίπεδο Oxy με απλή στήριξη (έδραση) σε ολόκληρο το σύνορό της C ≡ 𝜕Π. Για
την πλάκα αυτή ζητούνται: (α:1) Ο τύπος υπολογισμού της δυσκαμψίας της D κι η

3Karl Terzaghi (1943), Theoretical Soil Mechanics, John Wiley and Sons, New York, London, Εδά-
φιο 106, σ. 291, εξίσωση [4].
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σχετική συνήθης μονάδα. (β:2) Για τη διαρμονική εξίσωση στο επίπεδοOxy να ελεγ-
χθεί αν ή όχι είναι διαχωρίσιμη, δηλαδή αν ή όχι μπορεί να επιλυθεί με τη μέθοδο
του χωρισμού των μεταβλητών. (γ:4) Στην πιο πάνω πλάκαΠ θεωρούμε ότι εφαρμόζε-
ται σταθερή κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p0. Για υπολογιστική διευκόλυνσή μας
υποθέτουμε εδώ τη σχετική διπλή ημιτονική σειρά Fourier γνωστή, συγκεκριμένα

p0 =
∞


m=1

∞


n=1

amn sin
mπx
a

sin
nπy
b

με συντελεστές amn =
16p0
π2mn

με m,n = 1, 3, 5,…Zητείται ο έλεγχος εάν η συνάρτηση

w(x, y) =
16p0
π6D

∞


m=1

∞


n=1

sin
mπx
a

sin
nπy
b

mn 
m2

a2
+ n2

b2

2 πάλι με m, n = 1, 3, 5 …

αποτελεί ή δεν αποτελεί λύση της διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους για
το βέλος κάμψεως (την κάθετη μετατόπιση, τη βύθιση) της πλάκας. (δ:1) Τέλος να
ελεγχθεί εάν η ίδια συνάρτηση w(x, y) επαληθεύει τη μία (την ευκολότερη!) από τις
δύο συνοριακές συνθήκες που πρέπει να ισχύουν σ’ ολόκληρo το σύνορο C της πα-
ρούσας ορθογωνικής πλάκαςΠ (όχι μόνο στις κορυφές της!). Πρόκειται για τη μέθοδο
του Navier επιλύσεως προβλημάτων ορθογωνικών πλακών. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.24 z Ορθογωνικές Πλάκες: Μέθοδος του Lévy

Θεωρούμε συνήθη ορθογωνική πλάκα P = [0, a] × [0, b] στο επίπεδο Oxy δυσκαμ-
ψίας D, με απλή στήριξη στο σύνορό της και υπό ομοιόμορφη (σταθερή) κατανε-
μημένη κάθετη φόρτιση p0. Ζητούνται: (α:3) Να βρεθεί μια μερική λύση wp(x) (με
μεταβλητή μόνο το x) της σχετικής διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους
για το βέλος κάμψεως (τη βύθιση) της πλάκας w(x, y) που να πληροί όμως και τις
συνοριακές συνθήκες (πάλι ως προς x μόνο, όχι κι ως προς y). Για την αντίστοιχη
ομογενή εξίσωση (χωρίς δεξιό μέλος) να υποτεθεί τώρα λύση της μορφής

wh(x, y) =
∞


n=1

Yn(y) sin
nπx
a
.

Με βάση τη λύση αυτή wh(x, y) (β:1) να επαληθευθούν όλες οι συνοριακές συνθήκες
ως προς x: για x = 0 και x = a. Τέλος να προσδιορισθούν (γ:2) οι συνήθεις διαφορι-
κές εξισώσεις για τις άγνωστες συναρτήσεις Yn(y) κι οι γενικές λύσεις τους (δ:1) σε
εκθετική μορφή και (ε:1) σε υπερβολική μορφή. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.25 z Δυναμική των Κατασκευών: Ράβδοι

Θεωρούμε εδώ το πρόβλημα των αξονικών (ή διαμήκων) εξαναγκασμένων και χω-
ρίς απόσβεση ταλαντώσεων συνήθους ράβδου γραμμικής πυκνότητας ρΑ, δυστέ-
νειας ΕΑ και μήκους L με 0 ≤ x ≤ L για τη θέση x και t ≥ 0 για το χρόνο t. Η ράβδος
θεωρείται ότι είναι στερεωμένη (εδώ πακτωμένη) και στα δύο άκρα της x = 0 και
x = L. Στο πρόβλημα αυτό άγνωστη συνάρτηση είναι η αξονική (ή διαμήκης) με-
τατόπιση u = u(x, t) των σημείων της ράβδου. Οι αρχικές αξονικές μετατοπίσεις
των σημείων της ράβδου είναι u(x, 0) = g(x) με 0 ≤ x ≤ L και με τη συνάρτηση
g(x) γνωστή συνάρτηση. Οι αντίστοιχες αρχικές ταχύτητες θεωρούνται μηδενικές,
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δηλαδή (𝜕u/𝜕t)(x, 0) = 0. Η σχετική διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους έχει
την εξής μορφή:

EA
𝜕2u
𝜕x2 + f (x, t) = ρΑ

𝜕2u
𝜕t2

με f (x, t) την κατανεμημένη αξονική φόρτιση της ράβδου, η οποία θεωρείται γνω-
στή. Ζητούνται: (α:1) Με τη χρήση διακρίνουσας Δ ο προσδιορισμός του τύπου της
εξισώσεως αυτής και επτά χαρακτηρισμοί της. (β:5) Με την κατευθείαν χρήση των
σχετικών ιδιομορφών ταλαντώσεως

Xn(x) = sin
nπx
L
,

που θεωρούνται γνωστές, η αναγωγή του όλου προβλήματος σε άπειρες ασύζευκτες
συνήθεις διαφορικές εξισώσεις με άγνωστες συναρτήσεις τις κύριες συντεταγμένες
qn(t). (γ:2)Ο λεπτομερής καθορισμός τωναρχικών συνθηκών qn(0) και q̇n(0) γι’ αυτές
τις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. (Εντούτοις δε ζητείται η επίλυσή τους!) s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.26 z Δυναμική των Κατασκευών: Ράβδοι

Θεωρούμε τη διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους

EA
𝜕2u
𝜕x2 = ρΑ

𝜕2u
𝜕t2

με 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0, u = u(x, t),

x τη θέση και t το χρόνο. Ζητούνται: (α:1) Σε ποιο ακριβώς πρόβλημα της Δυνα-
μικής των Κατασκευών παρουσιάζεται; (β:1) Τι παριστάνουν (πώς καλούνται) τα
σταθερά γινόμενα ΕΑ και ρΑ; (γ:1) Να βρεθεί ο τύπος της διαφορικής αυτής εξισώ-
σεως με μερικές παραγώγους. (δ:1) Και τώρα απλά να αναφερθούν κι οι λεπτομερείς
χαρακτηρισμοί της. (ε:4) Με συνοριακές συνθήκες τις

𝜕u
𝜕x (0, t) = ε0 και u(L, t) = uL

με τις ποσότητες ε0 και uL γνωστές σταθερές και με διατήρηση των συμβόλων ΕΑ
και ρΑ να αναχθεί το σχετικό πρόβλημα σε πρόβλημα ομογενών συνοριακών συν-
θηκών για μια νέα άγνωστη συνάρτηση: τη ut(x, t). (στ:2) Πώς μετασχηματίζονται
(αν μετασχηματίζονται) οι δύο αρχικές συνθήκες

u(x, 0) = f (x) και
𝜕u
𝜕t (x, 0) = g(x)

για τη νέα άγνωστη συνάρτηση ut(x, t) με τις δύο συναρτήσεις f (x) και g(x) γνωστές
συναρτήσεις; s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.27 z Δυναμική των Κατασκευών: Δοκοί

Μελετάμε ένα συνήθη πρόβολο μήκους L, γραμμικής πυκνότητας ρΑ και δυσκαμ-
ψίας EI σε ιδιοταλαντώσεις και γενικότερα σε ελεύθερες ταλαντώσεις. Αυτός ο πρό-
βολος είναι στηριγμένος στο αριστερό άκρο του x = 0 και ελεύθερος στο δεξιό x = L.
Εδώ ζητούνται: (α:1) Η εφαρμογή της μεθόδου του χωρισμού των μεταβλητών και
η εύρεση των δύο σχετικών συνήθων διαφορικών εξισώσεων με τη χρήση (όπου εί-
ναι δυνατόν) και της βοηθητικής σταθεράς β με

β =
4


ρΑω2

ΕΙ
.
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(Το σύμβολο ω δηλώνει την κυκλική συχνότητα των ταλαντώσεων.) (β:1) Να εξη-
γηθεί λεπτομερώς η επιλογή της σταθεράς διαχωρισμού λ σαν θετικής ή αρνητικής
με δύο εντελώς διαφορετικούς τρόπους. (γ:1) Υποχρεωτικά με τη μέθοδο της εκθε-
τικής αντικαταστάσεως να βρεθεί η γενική λύση της χωρικής συνήθους διαφορικής
εξισώσεως τελικά με χρήση μόνο τριγωνομετρικών και υπερβολικών συναρτήσεων.
(δ:2) Χωρίς τη χρήση ορίζουσας τετάρτης τάξεως (μόνο δευτέρας τάξεως ή και καθόλου
ορίζουσας) να βρεθεί η χαρακτηριστική εξίσωση ή εξίσωση των ιδιοσυχνοτήτωνωn,
εδώ όμως ως προς τη σταθερά β, δηλαδή για τις ιδιοτιμές βn και όχι τις ιδιοσυχνότη-
τες ωn. (ε:1) Από αυτήν να υπολογισθούν προσεγγιστικά οι ιδιοτιμές βn (για n ≥ 5,
περίπου 5) και στη συνέχεια (στ:1) οι αντίστοιχες ιδιοτιμές ωn. (ζ:1) Να βρεθεί ποια
είναι η ορίζουσα τετάρτης τάξεως (χωρίς όμως τον κάπως κουραστικό υπολογισμό της)
για τον προσδιορισμό των ίδιων ιδιοτιμών βn. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1

t Άσκηση E4.28 z Δυναμική των Κατασκευών: Δοκοί
Συνεχίζουμε την προηγούμενη άσκηση. Θεωρούμε τον ίδιο πρόβολο, αλλά τώρα με
«αναχαίτιση» (ας μας επιτραπεί τούτη η λέξη!) της κάμψεώς του (του βέλους κάμψεώς
του) στο δεξιό άκρο του x = L (μόνο εκεί!) μέσω συνήθους ελατηρίου σταθεράς kR.
Από τις τέσσερις συνοριακές συνθήκες η μόνη που αλλάζει είναι η συνθήκη

EI
𝜕3v
𝜕x3 (L, t) = 0.

Αυτή παίρνει τώρα τη δυσκολότερη μορφή

EI
𝜕3v
𝜕x3 (L, t) = kRv(L, t).

Ζητούνται: (α:1) Η λεπτομερής τεχνική εξήγηση της πιο πάνω τροποποιημένης συ-
νοριακής συνθήκης. (β:4) Ο λεπτομερής υπολογιστικός έλεγχος εάν ή όχι συνεχί-
ζει να ισχύει η ορθογωνιότητα (ή ορθογωνικότητα) των ιδιομορφών ταλαντώσεως.
(γ:3) Ο έλεγχος της ισχύος του πιθανού τύπου

ω2n =
ΕΙ∫L0 Xn

2(x)dx + kRX
2
n(L)

ρΑ∫L0 X2
n(x)dx

για το καλούμενο πηλίκο του Rayleigh. Αυτό παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον
στη Δυναμική των Κατασκευών για τον προσεγγιστικό υπολογισμό των ιδιοσυχνο-
τήτων ωn με τη χρήση του. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.29 z Δυναμική των Κατασκευών: Δοκοί

Θεωρούμε τις καμπτικές ταλαντώσεις συνήθους αμφιέρειστης δοκού μήκους L (με
0 ≤ x ≤ L), δυσκαμψίας ΕΙ και γραμμικής πυκνότητας ρΑ υπό την επίδραση και
σταθερού αξονικού φορτίου Ν. Η κάθετη φόρτιση της δοκού είναι p(x, t). Η διαφο-
ρική εξίσωση με μερικές παραγώγους για το βέλος κάμψεως v = v(x, t) της δοκού
έχει τη μορφή

EI
𝜕4v
𝜕x4 −N

𝜕2v
𝜕x2 + ρΑ

𝜕2v
𝜕t2

= p(x, t).
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Ζητούνται πρώτα για την αντίστοιχη ομογενή εξίσωση: με p(x, t) ≡ 0: (α:1) Με τη
μέθοδο του χωρισμού των μεταβλητών να αναχθεί σε δύο συνήθεις διαφορικές εξι-
σώσεις. (β:1) Με χρήση της κυκλικής συχνότητας ω να βρεθεί η γενική λύση T(t) της
χρονικής συνήθους διαφορικής εξισώσεως. (γ:1) Να επαληθευθεί ότι οι ιδιομορφές
Xn(x) των καμπτικών ταλαντώσεων έχουν την απλή μορφή

Xn(x) = sin
nπx
L

με n = 1, 2, … .

(δ:1) Να υπολογισθούν οι ιδιοσυχνότητες ωn των ταλαντώσεων της δοκού. Προ-
χωράμε τώρα στην αρχική μη ομογενή εξίσωση: με p(x, t)≢0. Ζητείται: (ε:4) Με τη
μέθοδο του αναπτύγματος στις ιδιομορφές Xn(x) και τη χρήση και κατάλληλων γε-
νικευμένων φορτίσεων Pn(t) να προσδιορισθούν οι συνήθεις διαφορικές εξισώσεις
για τις κύριες συντεταγμένες qn(t) της δοκού (χωρίς επίλυσή τους). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.30 z Δυναμική των Κατασκευών: Δοκοί

Θεωρούμε δοκό μήκους L (με 0 ≤ x ≤ L) με μεταβλητές κατά μήκος της τη δυσκαμ-
ψία EI(x) και τη γραμμική πυκνότητα ρA(x). Το άκρο x = 0 (όπως και το άλλο άκρο
x = L) της δοκού μπορεί να είναι πακτωμένο, αρθρωμένο ή ελεύθερο. Σε καμπτικές
ιδιοταλαντώσεις της δοκού προκύπτει η διαφορική εξίσωση

𝜕2

𝜕x2
⎡
⎢
⎣
EI(x) 𝜕

2v
𝜕x2

⎤
⎥
⎦
= −ρΑ(x) 𝜕

2v
𝜕t2

για το βέλος κάμψεως v = v(x, t). Η ροπή κάμψεως (ή καμπτική ροππή)M(x, t) και
η τέμνουσα δύναμη (ή διατμητική δύναμη) Q(x, t) δίνονται από τους τύπους

M(x, t) = EI(x) 𝜕
2v(x, t)
𝜕x2

και

Q(x, t) = 𝜕M(x, t)𝜕x = 𝜕
𝜕x

⎡
⎢
⎣
EI(x) 𝜕

2v(x, t)
𝜕x2

⎤
⎥
⎦
.

αντίστοιχα. Ζητούνται: (α:1) Με τη μέθοδο του χωρισμού των μεταβλητών η συνή-
θης διαφορική εξίσωση γις τις ιδιομορφές Xn(x) (χωρίς παραγώγιση του γινομένου).
(β:7) Οι αποδείξεις των τύπων ορθογωνιότητας (ή ορθογωνικότητας)

L

0
ρΑ(x)Xm(x)Xn(x)dx = 0,

L

0
EI(x)Xm(x)Xn(x)dx = 0

με m, n = 1, 2, … και m ≠ n. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.31 z Δυναμική Κατασκευών: Δοκοί σε Ελαστική Βάση

Θεωρούμε τις ελεύθερες καμπτικές ταλαντώσεις (και ιδιοταλαντώσεις) δοκού σε ελα-
στική βάση, ελαστικού υποστρώματος (ίσως απλά πεδιλοδοκού) μήκους L, γραμμι-
κής πυκνότητας ρΑ και σταθερής δυσκαμψίας ΕΙ. Προκύπτει η διαφορική εξίσωση
με μερικές παραγώγους

EI
𝜕4v
𝜕x4 + kv + ρΑ

𝜕2v
𝜕t2

= 0 (4.1.1)

με v = v(x, t) το βέλος κάμψεως της δοκού (που σχηματίζει την ελαστική γραμμή
της) και k γνωστή σταθερά του συστήματος εδάφους–δοκού επί ελαστικής βάσεως.
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Ζητούνται: (α:2) Οι συνήθεις μονάδες των επτά μεγεθών: Ε, Ι, ΕΙ, ρ, Α, ρΑ και k.
(β:2) Με τη μέθοδο του χωρισμού των μεταβλητών η αναγωγή της πιο πάνω διαφο-
ρικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους σε δύο συνήθεις διαφορικές εξισώσεις (με
άγνωστες συναρτήσεις τις X(x): χωρική συνάρτηση, και T(t): χρονική συνάρτηση),
η δεύτερη με μία μόνο παράμετρο: τη −ω2 (καμία άλλη!). (γ:2) Να βρεθεί η γενική
λύση T(t) της χρονικής συνήθους διαφορικής εξισώσεως. (δ:2) Ανάλογα και η γε-
νική λύση X(x) της χωρικής συνήθους διαφορικής εξισώσεως με τη χρήση και του
συμβόλου

β =
4


ρΑω2 − k

EI
.

. . Άσκηση
Ενότητα Ε4.1

t Άσκηση E4.32 z Δυναμική των Κατασκευών: Δοκοί Timoshenko
Θεωρούμε τη διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους (ή μερική διαφορική εξί-
σωση)

EI
𝜕4v
𝜕x4 + ρΑ

𝜕2v
𝜕t2

− F 𝜕4v
𝜕x2𝜕t2

+H
𝜕4v
𝜕t4

= 0 με v = v(x, t)

και με τα EI, ρΑ, F καιH θετικές σταθερές.Η εξίσωση αυτή απαντάται στο πρόβλημα
καμπτικών ιδιοταλαντώσεων και ελεύθερων καμπτικών ταλαντώσεων δοκού σύμ-
φωναμε τη θεωρία του Timoshenko. Αυτή είναι σίγουρα πιο ακριβής από τη θεωρία
των Euler–Bernoulli, επειδή λαμβάνει υπόψη την παραμόρφωση από διάτμηση και
την αδράνεια περιστροφής. Στην πιο πάνω εξίσωση v = v(x, t) είναι το βέλος κάμ-
ψεως της δοκού (με x τη θέση και t το χρόνο) και όλοι οι συντελεστές είναι γνωστές
σταθερές: ΕΙ η δυσκαμψία, ρΑ η γραμμική πυκνότητα και F και H δύο πιο πολύ-
πλοκες θετικές σταθερές. Εδώ ζητούνται: (α:1) Οι λεπτομερείς χαρακτηρισμοί της
διαφορικής αυτής εξισώσεως. (β:7) Με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Fourier ως
προς το χρόνο t η λεπτομερής αναγωγή της σε συνήθη διαφορική εξίσωση (χωρίς
επίλυσή της!). Τέλος ζητείται (γ:8) η ίδια εργασία με το ερώτημα (β), αλλά τώρα με
τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace με γνωστές τις αρχικές συνθήκες (χωρίς
επίλυσή της!). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1t Άσκηση E4.33 z Δυναμική των Κατασκευών: Πλάκες

Στο επίπεδο πλάκας δίνεται η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους

∇4w + ρh
D
𝜕2w
𝜕t2

= 0 με w = w(x, y, t)

το δυναμικό βέλος κάμψεως της πλάκας και τις σταθερές να έχουν ορισθεί στην
προηγούμενη άσκηση. Η πλάκα φορτίζεται μόνο με ροπές στο σύνορό της. Ζητού-
νται: (α:2) Με το χωρισμό των μεταβλητών

w(x, y, t) =W(x, y) cos(ωt − α)

(τριγωνομετρική αντικατάσταση) να προσδιορισθεί η αντίστοιχη διαφορική εξί-
σωση με άγνωστη συνάρτηση τη χωρική συνάρτηση W(x, y). (β:2) Να διερευνηθεί
σε όσο βαθμό χρειάζεται, εάν ή όχι η δεύτερη διαφορική αυτή εξίσωση (ως προς
W(x, y)) είναι διαχωρίσιμη. (γ:2) Για την ίδια εξίσωση (ως προςW(x, y)) να διευρευ-
νηθεί επίσης εάν ή όχι είναι δυνατή η χρήση της μεθόδου επιλύσεως που βασίζεται
σε συνάρτηση–λύση της μορφής

W0(x, y) = φ(x + μy)
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και στη σχετική χαρακτηριστική εξίσωση. (δ:2) Για την ίδια εξίσωση (επαναλαμβά-
νεται ως προς W(x, y)) να διευρευνηθεί τέλος εάν ή όχι είναι δυνατή η χρήση της
μεθόδου της εκθετικής αντικαταστάσεως. Εάν είναι, να προσδιορισθεί και μία με-
ρική λύση της. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε4.1 t Άσκηση E4.34 z Δυναμική των Κατασκευών: Πλάκες

Θεωρούμε τις ιδιοταλαντώσεις συνήθους κυκλικής πλάκας δυσκαμψίας D και επι-
φανειακής πυκνότητας ρh. Εδώ ζητούνται: (α:1) Η εύρεση της διαφορικής εξισώ-
σεως για το βέλος κάμψεως w(x, y, t) της πλάκας με βάση την αντίστοιχη εξίσωση
για το στατικό πρόβλημα. (β:1) Τώρα στις ιδιοταλαντώσεις της κυκλικής πλάκας με
την απευθείας χρήση κατάλληλης χρονικής συναρτήσεως T(t) η εύρεση της χωρικής
διαφορικής εξισώσεως ως προς το χωρικό παράγονταW(x, y) των ιδιοταλαντώσεων
της πλάκας με χρήση βοηθητικής σταθεράς β. Στο σημείο αυτό θεωρούμε γνωστά ότι

∇4 − β4 = (∇2 + β2)(∇2 − β2)
και επίσης ότι

∇2 = 𝜕2

𝜕r2 +
1
r
𝜕
𝜕r +

1
r2
𝜕2

𝜕θ2

σε πολικές συντεταγμένες (r, θ). (γ:2) Για την εξίσωση

(∇2 − β2)W(r, θ) = 0

με χωρισμό των μεταβλητών να βρεθούν οι σχετικές δύο συνήθεις διαφορικές εξι-
σώσεις (ως προς r και ως προς θ) και (δ:2) για τη δεύτερη από αυτές (ως προς θ) να
βρεθεί η αποδεκτή από φυσικής απόψεως γενική λύση της. Τελικά για το χωρικό
μέροςW(r, θ) του βέλους κάμψεωςw(r, θ, t) της παρούσας κυκλικής πλάκας προκύ-
πτουν συναρτήσεις της μορφής

Wn(r, θ) = [An Jn(βr)+Cn In(βr)] sinnθ+[Εn Jn(βr)+Gn In(βr)] cosnθ με n = 1, 2, … .

(ε:1) Για ποιο λόγο είναι αυτές τόσο απλές, δηλαδή δεν περιέχουν τις συναρτήσεις
Bessel δευτέρου είδους Yn(βr) (συνήθης συνάρτηση Bessel) και Kn(βr) (τροποποιη-
μένη συνάρτηση Bessel), που δυστυχώς απειρίζονται για r → 0; (στ:1) Τι θα συνέ-
βαινε αντίθετα σε δακτυλιοειδή πλάκα; (ζ:2) Πάλι για κυκλική πλάκα με πάκτωση
ή απλή στήριξη σε όλη την περιφέρειά της r = a ποια αρκετά απλούστερη μορφή
W∗

n(r, θ) παίρνουν οι πιο πάνω συναρτήσειςWn(r, θ) καθ’ οδόν (μετά και άλλο πολύ
μακρύ δρόμο …) προς τις ιδιομορφές ταλαντώσεωςWmn(r, θ) της κυκλικής πλάκας
που μελετάμε; s
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο E5
ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
Στο Κεφάλαιο αυτό Ε5, Ενότητα Ε5.1 αναφέρονται μερικές ασκήσεις Ολοκληρωτικών Εξισώσεων που

αφορούν στην Επιστήμη του Πολιτικού Μηχανικού.
Συγκεκριμένα την Παράγραφο Ε5.1.1 αναφέρεται μία άσκησηΠεριβαλλοντικήςΜηχανικής. Στην Πα-

ράγραφο Ε5.1.2 αναφέρεται μία άσκηση Ταλαντώσεων. Στην Παράγραφο Ε5.1.3 αναφέρεται μία άσκηση
Μηχανικής των Υλικών. Τέλος στην Παράγραφο Ε5.1.4 αναφέρονται τρεις ασκήσεις Ιξοελαστικότητας.

Ε5.1
Ε5.1. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

Ε5.1.1
Ε5.1.1. Άσκηση στην Περιβαλλοντική Μηχανική

. Άσκηση
Ενότητα Ε5.1t Άσκηση E5.1 z Περιβαλλοντική Μηχανική

Στην αποδόμηση ρύπου Α πρώτης τάξεως στην Περιβαλλοντική Μηχανική προκύ-
πτει η ολοκληρωτική εξίσωση

c(t) = c0 − k
t

0
c(τ)dτ

με τα c0 και k γνωστές θετικές σταθερές. Ζητούνται: (α:1) Η αναγωγή της σε ισοδύ-
ναμο πρόβλημα αρχικής τιμής, η λύση της με επίλυση του προβλήματος αρχικής
τιμής κι η επαλήθευση της λύσεως αυτής της παραπάνω ολοκληρωτικής εξισώσεως.
(β:1) Η κατευθείαν επίλυση της ολοκληρωτικής εξισώσεως με τη μέθοδο του μετα-
σχηματισμού Laplace. (γ:1)Με τη χρήση της γνωστής μεθόδου των διαδοχικών προ-
σεγγίσεων και με αρχική προσέγγιση τη σταθερή συνάρτηση

c0(t) = c0

η εύρεση των επόμενων προσεγγίσεων c1(t) και c2(t). (δ:1) Η θεωρητική εξήγηση εάν
ή όχι συγκλίνει εδώ η μέθοδος των διαδοχικών προσεγγίσεων. (ε:3) Στη συνέχεια
η πολύ λεπτομερής μαθηματική απόδειξη με τη μέθοδο της επαγωγής (επαγωγική
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απόδειξη) ότι η n-τάξεως προσέγγιση της λύσεως c(t) δίνεται από τον τύπο

cn(t) = c0
n


m=0

(−1)m kmtm

m! .

(στ:1) Από τον τύπο αυτό για n → ∞ να υπολογισθεί η λύση c∞(t) της παραπάνω
ολοκληρωτικής εξισώσεως σε κλειστή μορφή (με επεξηγήσεις) και υποχρεωτικά χω-
ρίς τη χρήση δυναμοσειράς. s

Ε5.1.2
Ε5.1.2. Άσκηση στις Ταλαντώσεις

. Άσκηση
Ενότητα Ε5.1 t Άσκηση E5.2 z Ταλαντώσεις

Θεωρούμε το πρόβλημα αρχικών τιμών

ü(t) + 2ξω0 u̇(t) + ω20u(t) = 0, u(0) = u0, u̇(0) = v0

με άγνωστη συνάρτηση τη u(t) και τις ποσότητες ξ (με 0 < ξ < 1), ω0 (με ω0 > 0), u0
και v0 γνωστές σταθερές. Ζητούνται: (α:2) Χωρίς καμία αλλαγή της άγνωστης συ-
ναρτήσεως u(t) και με διαδοχικές ολοκληρώσεις να μετατραπεί το πρόβλημα αυτό
σε ισοδύναμη ολοκληρωτική εξίσωση. (β:1) Να δοθούν οι λεπτομερείς χαρακτηρι-
σμοί της ολοκληρωτικής εξισώσεως του προηγούμενου ερωτήματος. (γ:1) Ποια ή
ποιες μέθοδοι είναι εφαρμόσιμες για την επίλυσή της και γιατί; Επίσης ποια ή ποιες
μέθοδοι δεν είναι εφαρμόσιμες και γιατί; Δίνεται η ολοκληρωτική εξίσωση

u(t) + 2ξω0
t

0
u(τ)dτ + ω20

t

0
(t − τ)u(τ)dτ = u0 + (v0 + 2ξω0u0)t.

Ζητούνται (δ:2) Η λεπτομερής αναγωγή της σε ισοδύναμο πρόβλημα αρχικών τι-
μών. (ε:2) Η λύση της (σε πραγματική εκθετική–τριγωνομετρική μορφή) με επίλυση
του προβλήματος αρχικών τιμών του προηγούμενου ερωτήματος με τη μέθοδο της
εκθετικής αντικαταστάσεως. (στ:4) Η άμεση εύρεση του μετασχηματισμού Laplace

U(s) = ℒ {u(t)}

της άγνωστης συναρτήσεως u(t). (ζ:4) Η επαλήθευση του ίδιου μετασχηματισμού
Laplace U(s), τώρα όμως με την εύρεσή του μέσω του ισοδύναμου προβλήματος
αρχικών τιμών, το οποίο ήδη προσδιορίσθηκε στο ερώτημα (δ). s

Ε5.1.3
Ε5.1.3. Άσκηση στη Μηχανική των Υλικών

. Άσκηση
Ενότητα Ε5.1 t Άσκηση E5.3 z Μηχανική των Υλικών: δοκοί

Θεωρούμε την ολοκληρωτική εξίσωση

v(x) = v0 + θ0x +
M0
2EI

x2 +
Q0
6EI

x3 + 1
6EI

x

0
(x − ξ )3p(ξ )dξ

με v0 = v(0), θ0 = v (0), Μ0 = ΕΙv (0) και Q0 = EIv (0) και άγνωστη συνάρτηση
την p(x). Ζητείται η λύση της p(x) (α:5) με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace
και (β:5) με κάποια άλλη μέθοδο. s
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Ε5.1.4
Ε5.1.4. Ασκήσεις στην Ιξοελαστικότητα

. Άσκηση
Ενότητα Ε5.1t Άσκηση E5.4 z Ιξοελαστικότητα

Σε μονοαξονική καταπόνηση γραμμικά ιξοελαστικού υλικού ισχύει η ολοκληρω-
τική εξίσωση

ε(t) = J(0) σ(t) +
t

0
J̇(t − τ) σ(τ)dτ

(όπου J̇ είναι η συνήθης χρονική παράγωγος της συναρτήσεως J) με ε(t) την παρα-
μόρφωση, σ(t) την τάση και J(t) την ενδοτικότητα σε ερπυσμό, που θεωρείται γνω-
στή. Εδώ υποθέτουμε την παραμόρφωση ε(t) ίση με ε0 t (με το ε0 σταθερά). Θεωρούμε
επίσης ένα ιξοελαστικό υλικό Kelvin (ή Voigt) με

J(t) = 1 − e−λt
q0

, όπου λ =
q0
q1

(δύο γνωστές σταθερές: q0 και q1 σ’ ένα υλικό Kelvin ή Voigt). Υπό όλες αυτές τις
συνθήκες ζητούνται: (α:1) Πώς μπορεί να προσδιορισθεί πειραματικά η συνάρτηση
J(t); Τι εξοπλισμός χρειάζεται; (β:1) Τι φαινόμενο θα είχαμε στο παρόν πρόβλημα,
εάν ήταν

ε(t) = ε0.

(γ:1) Έξι χαρακτηρισμοί της πιο πάνω ολοκληρωτικής εξισώσεως. (δ:3) Η επίλυσή
της υποχρεωτικά με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace. (ε:2) Η επαλήθευση
της λύσεως αυτής. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε5.1t Άσκηση E5.5 z Ιξοελαστικότητα

Σε μονοαξονική καταπόνηση γραμμικά ιξοελαστικού υλικού ισχύει η εξίσωση

ε(t) = J(t) σ(0) +
t

0
J(t − τ) σ̇(τ)dτ (5.1.1)

καθώς και η εξίσωση

ε(t) = J(0) σ(t) +
t

0
J̇(t − τ) σ(τ)dτ. (5.1.2)

Σημειώνεται ότι η μία εξίσωση προκύπτει από την άλλη με παραγοντική ολοκλή-
ρωση. Και στις δύο η τελεία (σ̇ ή J̇) δηλώνει χρονική παράγωγο. Οι συναρτήσεις
ε(t) και σ(t) είναι η παραμόρφωση και η τάση αντίστοιχα στο παρόν μονοαξονικό
πρόβλημα και φυσικά εδώ είναι χρονικά μεταβλητές. Η συνάρτηση J(t) είναι η εν-
δοτικότητα σε ερπυσμό και θεωρείται γνωστή για συγκεκριμένο ιξοελαστικό υλικό.
Υπάρχει επίσης και το αντίστοιχο μέτρο χαλαρώσεως Y(t). Μεταξύ των μετασχημα-
τισμών Laplace τους JL(s) = ℒ {J(t)} και YL(s) = ℒ {Y(t)} ισχύει ο τύπος

JL(s)YL(s) =
1
s2

(5.1.3)

που θεωρείται γνωστός. Με βάση το μέτρο χαλαρώσεως Y(t) ισχύει η εξίσωση

σ(t) = Y(t) ε(0) +
t

0
Y(t − τ) ε̇(τ)dτ. (5.1.4)

Ζητούνται: (α:1) Πώς προσδιορίζονται πειραματικά οι συναρτήσεις J(t) και Y(t);
(β:4) Με γνωστή συνάρτηση τη συνάρτηση ε(t) και άγνωστη τη σ(t) να λυθούν και
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οι δύο εξισώσεις (5.1.1) και (5.1.2) υποχρεωτικά με τη μέθοδο του μετασχηματισμού
Laplace, αλλά χωρίς το τελικό βήμα της αντιστροφής του μετασχηματισμού Laplace
σL(s). Συμφωνούν τα αποτελέσματα; (γ:1) Με χρήση της εξισώσεως (5.1.4) να υπο-
λογισθεί ο ίδιος μετασχηματισμός Laplace σL(s). (δ:1) Με γνωστές ασφαλώς τις συ-
ναρτήσεις J(t) και Y(t) ποια είναι η λύση των εξισώσεων (5.1.1) και (5.1.2) ως προς
σ(t) και (ε:1) της εξισώσεως (5.1.4) ως προς ε(t);

Συνεχίζουμε τώρα θεωρώντας σταθερή και γνωστή την παραμόρφωση

ε(t) = ε0

και άγνωστη την αντίστοιχη τάση σ(t) σε ιξοελαστικό υλικό Maxwell με

J(t) = p + t
q

και τις σταθερές p και q γνωστές. Ζητούνται επίσης: (στ:1) Έξι χαρακτηρισμοί της
εξισώσεως (5.1.2), που είναι εδώ ολοκληρωτική εξίσωση. (ζ:1) Επίλυση της ίδιας εξι-
σώσεως με αναγωγή της σε συνήθη διαφορική εξίσωση. (η:1)Με τη μέθοδο του μετα-
σχηματισμού Laplace και στη συνέχεια (θ:1) επαλήθευση της λύσεως που βρέθηκε.
(ι:2) Με τη μέθοδο των διαδοχικών προσεγγίσεων (ξεκινώντας από τη μηδενική συ-
νάρτηση) τάξεως μέχρι και n = 3. (ια:2)Η λεπτομερής σύγκριση τωναποτελεσμάτων
των μεθόδων του μετασχηματισμού Laplace και των διαδοχικών προσεγγίσεων. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε5.1 t Άσκηση E5.6 z Ιξοελαστικότητα

Σε μονοαξονική καταπόνηση γραμμικά ιξοελαστικού υλικού προκύπτει η ολοκλη-
ρωτικοδιαφορική εξίσωση (με την τελεία να δηλώνει συνεχώς χρονική παράγωγο)

ε(t) = σ(0)J(t) +
t

0
J(t − τ) σ̇(τ)dτ με t ≥ 0.

Η συνάρτηση ε(t) δηλώνει την εδώ γνωστή παραμόρφωση κι η συνάρτηση σ(t) την
εδώ άγνωστη τάση. Τέλος η συνάρτηση J(t) δηλώνει την ενδοτικότητα σε ερπυσμό
του ιξοελαστικού υλικού. Ζητούνται: (α:2) Η απόδειξη της ισοδυναμίας της με την
ολοκληρωτική εξίσωση (με προσοχή στα πρόσημα!)

ε(t) = J(0)σ(t) +
t

0
J̇(t − τ)σ(τ)dτ με J̇(t − τ) ∶= dJ(t∗)

dt∗

t ∗=t−τ

και (β:1) οι χαρακτηρισμοί της τελευταίας. Με τη χρήση της μεθόδου του μετασχη-
ματισμού Laplace και ειδικότερα των συμβόλων

E(s) ∶= ℒ {ε(t)}, Σ(s) ∶= ℒ {σ(t)} και JL(s) ∶= ℒ {J(t)}

ζητούνται: (γ:2) Η απόδειξη ότι

Σ(s) = sYL(s)E(s) με YL(s) ∶=
1

s2JL(s)
.

(δ:3) Με χρήση και της συναρτήσεως

Y(t) = ℒ −1{YL(s)}

η λύση σ(t) της ολοκληρωτικής εξισώσεως. s
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
Στο παρόν Κεφάλαιο Ε6 αναφερόμαστε και πάλι στις ολοκληρωτικές εξισώσεις. Σε αυτές είχαμε αφιερώ-

σει τοΜέρος Γ των ΕφαρμοσμένωνΜαθηματικών ΙΙΙ για ΠολιτικούςΜηχανικούς με τίτλο Εφαρμοσμένες
Ολοκληρωτικές Εξισώσεις για Πολιτικούς Μηχανικούς. Εκεί είχαμε αναφερθεί σε όλα τα βασικά θέματα
για τις ολοκληρωτικές εξισώσεις, κυρίως στις βασικές μεθόδους επιλύσεώς τους, καθώς και σε εφαρμογές
τους στην Επιστήμη του Πολιτικού Μηχανικού. Από αυτές οι κυριότερες αφορούσαν στις συναρτήσεις
επιρροής και στη γραμμική Ιξοελαστικότητα. Στην τελευταία ενότητα είχαμε επίσης αναφερθεί πάρα πολύ
σύντομα και στη συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση που ισχύει για την εξίσωση του Laplace. Επιπλέον
στο προηγούμενο Κεφάλαιο Ε5 παραθέσαμε μερικές εφαρμοσμένες ασκήσεις ολοκληρωτικών εξισώσεων.

Σε αυτό το Κεφάλαιο Ε6 περιορίζουμε την προσοχή μας στις συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις.
Αυτές πραγματικά αποτελούν την πιο ενδιαφέρουσα εφαρμογή των ολοκληρωτικών εξισώσεων στην Επι-
στήμη του Πολιτικού Μηχανικού αλλά και σε πολλές ακόμη περιοχές της επιστήμης. Συγκεκριμένα θεω-
ρούμε ότι έχουμε να επιλύσουμε μια γραμμική διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους (ή ένα αντίστοιχο
σύστημα εξισώσεων) σε μια περιοχή V (είτε τριδιάστατη είτε διδιάστατη) με διαθέσιμες τις αναγκαίες συνο-
ριακές συνθήκες στο σύνορό της S (είτε διδιάστατο είτε μονοδιάστατο). Τότε με τη μέθοδο των συνοριακών
ολοκληρωτικών εξισώσεων μπορούμε να αναγάγουμε αυτό εδώ το πρόβλημα σε μια ολοκληρωτική εξίσωση
πάνω μόνο στο σύνορο S της περιοχής V. Αυτό σημαίνει ότι μειώνουμε τη διάσταση του προβλήματος από
τριδιάστατο σε διδιάστατο, όταν αναφερόμαστε σε τριδιάστατη περιοχή, και από διδιάστατο σε μονοδιάστατο,
όταν αναφερόμαστε σε διδιάστατη περιοχή. Και αυτό είναι μια μεγάλη επιτυχία της μεθόδου των συνορια-
κών ολοκληρωτικών εξισώσεων, επειδή έτσι μειώνεται έντονα και το υπολογιστικό κόστος για την επίλυση
ενός προβλήματος σε σύγκριση με τις ανταγωνιστικές μεθόδους. Αυτές είναι κυρίως η μέθοδος των πεπε-
ρασμένων στοιχείων και η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών. Και είναι βέβαια σαφές ότι σχεδόν όλα
τα προβλήματα του Πολιτικού Μηχανικού απαιτούν για την επίλυσή τους υψηλό υπολογιστικό κόστος.

Φυσικά στο υπολογιστικό μέρος της η μέθοδος των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων επικουρεί-
ται από κάποια αριθμητική μέθοδο. Σαν τέτοια μέθοδος επιλέγεται σχεδόν πάντοτε (αλλά όχι αναγκαστικά)
η μέθοδος των συνοριακών στοιχείων, που διακριτοποιεί το σύνορο S της περιοχής. Εναλλακτικά βέβαια
μπορούν να χρησιμοποιηθούν διάφορες κλασικές μέθοδοι αριθμητικής ολοκληρώσεως. Εντούτοις εδώ δε
θα αναφερθούμε στην αριθμητική μέθοδο των συνοριακών στοιχείων ή σε άλλες αριθμητικές μεθόδους πε-
ριορίζοντας την προσοχή μας αποκλειστικά στην κατασκευή των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων.

Πιο συγκεκριμένα σε αυτό το Κεφάλαιο Ε6 μετά από μια μικρή εισαγωγή στις συνοριακές ολοκληρω-
τικές εξισώσεις θα μελετήσουμε με προσοχή την εφαρμογή τους στην εξίσωση του Laplace (είτε στις τρεις
είτε στις δύο διαστάσεις), που παρουσιάζεται π.χ. στη Ρευστομηχανική ιδεατού ρευστού. Στη συνέχεια με
λιγότερες λεπτομέρειες θα αναφερθούμε στις συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις ενός πιο δύσκολου προ-
βλήματος: του προβλήματος της γραμμικής Ελαστικότητας (πάλι είτε στις τρεις είτε στις δύο διαστάσεις).
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Ε6.1
Ε6.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΙΣ ΣΥΝΟΡΙΑΚΕΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

Ε6.1.1
Ε6.1.1. Εισαγωγικές παρατηρήσεις

Τα βασικά για τις ολοκληρωτικές εξισώσεις τα γνωρίζουμε ήδη από το Μέρος Γ
στα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς, Τεύχος 1, που έχει τί-
τλο Εφαρμοσμένες Ολοκληρωτικές Εξισώσεις για Πολιτικούς Μηχανικούς. Εκεί μάλιστα
στην τελευταία Ενότητα Γ3.8 αναφερθήκαμε πάρα πολύ σύντομα στη συνοριακή
ολοκληρωτική εξίσωση για την εξίσωση του Laplace σε μια διδιάστατη περιοχή D
του επιπέδουOxy. Σε αυτό το Κεφάλαιο Ε6 θα αναφερθούμε εκτενέστερα στην ίδια
συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση για την εξίσωση του Laplace, αλλά τώρα με ανα-
φορά μας και στο αντίστοιχο τριδιάστατο πρόβλημα. Επίσης και όχι πια μόνο με
απλή αναφορά του σχετικού συνοριακού ολοκληρωτικού τύπου και της αντίστοι-
χης συνοριακής ολοκληρωτικής εξισώσεως, αλλά και με τη μαθηματική εύρεσή τους
αν και χωρίς την παράθεση όλων των αναγκαίων μαθηματικών αποδείξεων.

Οι συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις (και οι αντίστοιχοι ολοκληρωτικοί τύ-
ποι βέβαια) δεν παρουσιάζονται ασφαλώς μόνο στην εξίσωση του Laplace. Παρου-
σιάζονται και σε μεγάλη ποικιλία προβλημάτων τουΠολιτικούΜηχανικού (και όχι
μόνο…) που μοντελοποιούνται με τη χρήση γραμμικών διαφορικών εξισώσεων με
μερικές παραγώγους συνήθως σε στατικά προβλήματα στο χώρο, αλλά και σε δυνα-
μικά προβλήματα που περιλαμβάνουν και το χρόνο. Από όλα αυτά τα προβλήματα
εμείς εδώ θα αναφερθούμε αρχικά, όπως ήδη αναφέραμε, στην εξίσωση του Laplace,
που την εξετάζουμε γενικά στις τρεις διαστάσεις (με ειδική περίπτωσή της τις δύο
διαστάσεις), και στη σχετική εξίσωση του Poisson. Στη συνέχεια θα αναφερθούμε
επίσης και στις αντίστοιχες εξισώσεις της γραμμικής τριδιάστατης Ελαστικότητας
(με ειδική περίπτωσή της τη γραμμική διδιάστατη Ελαστικότητα).

Ε6.1.2
Ε6.1.2. Πλεονεκτήματα των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων

Το πιο ενδιαφέρον σημείο στις συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις, το βασικό
πλεονέκτημά τους είναι το εξής:

• Μετατρέπουν ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών στις γραμμικές διαφορικές
εξισώσεις με μερικές παραγώγους σε μια περιοχή V του τριδιάστατου ή του
διδιάστατου χώρου σε συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση μόνο πάνω στο σύ-
νορο S αυτής της περιοχής V. Αυτό το σύνορο είναι διδιάστατο (επιφάνεια)
για τριδιάστατη περιοχή V ή μονοδιάστατο (καμπύλη) για διδιάστατη πε-
ριοχή V. Με αυτόν τον τρόπο έχουμε μείωση της διαστάσεως του προβλή-
ματος κατά μονάδα, κάτι που είναι εξαιρετικά ενδιαφέρον και υπολογιστικά
πολύ χρήσιμο. Αυτό δεν συμβαίνει βέβαια στις δύο ανταγωνιστικές μεθόδους
των πεπερασμένων διαφορών και κυρίως των πεπερασμένων στοιχείων. Αυτό
το σημείο αποτελεί και το βασικό πλεονέκτημα της μεθόδου των συνοριακών
ολοκληρωτικών εξισώσεων έναντι των μεθόδων τωνπεπερασμένων διαφορών
και των πεπερασμένων στοιχείων και τον κύριο λόγο της μεγάλης ανάπτυξής
της ιδίως κατά τα τελευταία σαράντα χρόνια.

Επιπλέον η παρούσα μέθοδος των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων έχει
και τα ακόλουθα δευτερεύοντα πλεονεκτήματα έναντι αυτών των δύο μεθόδων:
των μεθόδων των πεπερασμένων διαφορών και των πεπερασμένων στοιχείων:
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• Οι προσεγγίσεις που γίνονται αφορούν μόνο στο σύνορο S της περιοχής V
και γίνονται κατά την αριθμητική επίλυση της συνοριακής ολοκληρωτικής
εξισώσεως (γενικά με χρήση συνοριακών στοιχείων). Δε γίνονται παραπέρα
προσεγγίσεις μέσα στην ίδια την περιοχή V. Εκεί ισχύει με ακρίβεια η αρχική
διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους αν και βέβαια τελικά προκύπτουν
προσεγγιστικά αποτελέσματα για την άγνωστη συνάρτηση (ή τις άγνωστες
συναρτήσεις) απλά λόγω των προσεγγίσεων που ήδη έγιναν στο σύνορο S.

• Μπορεί να χρησιμοποιηθεί πολύ εύκολα και σε άπειρες περιοχές, όπως είναι
μια περιοχή με εσωτερικό μόνο σύνορο (ή σύνορα) ή μια περιοχή με άπειρο
σύνορο (π.χ. στις τρεις διαστάσεις ένας ημίχωρος και στις δύο διαστάσεις ένα
ημιεπίπεδο).

• Μπορεί επίσης να χρησιμοποιηθεί πολύ εύκολα και σε περιοχές με ιδιόμορφα
σημεία. Τέτοιες περιοχές είναι π.χ. οι ρωγμές στη Θραυστομηχανική (ή Μη-
χανική της Θραύσεως) και τα λεπτά εμπόδια στη μόνιμη ροή ιδεατού ρευστού
στη Ρευστομηχανική (ή Μηχανική των Ρευστών) και στις δύο περιπτώσεις με
ιδιόμορφα σημεία τα δύο άκρα τους, δηλαδή τα δύο άκρα των ρωγμών ή των
λεπτών εμποδίων στη ροή.

• Μετά την επίλυση της συνοριακής ολοκληρωτικής εξισώσεως υπάρχει άμεσα
η δυνατότητα υπολογισμού της άγνωστης συναρτήσεως και στο εσωτερικό
της περιοχής V απλά με βάση ολοκλήρωση στο σύνορο S αυτής της περιο-
χής μέσω του αντίστοιχου συνοριακού ολοκληρωτικού τύπου. Και όχι μόνο
της άγνωστης συναρτήσεως αλλ’ επίσης και κάθε τάξεως μερικών παραγώγων
της στην ίδια περιοχή V πάλι απλά με βάση ολοκλήρωση στο σύνορο S χωρίς
καθόλου παραγωγίσεις των συνοριακών τιμών της άγνωστης συναρτήσεως.
Φυσικά σε αυτήν την περίπτωση απαιτείται η χρήση τροποποιημένων (μέσω
των σχετικών παραγωγίσεων) συνοριακών ολοκληρωτικών τύπων.

• Επειδή βασίζεται σε ολοκληρώματα και όχι σε παραγώγους είναι υπολογι-
στικά πολύ πιο αποτελεσματική από τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών.
Είναι πραγματικά γνωστό από την Αριθμητική Ανάλυση ότι οι αριθμητικές
παραγωγίσεις λόγω των πεπερασμένων διαφορών που χρησιμοποιούν για τις
προσεγγίσεις των παραγώγων εισάγουν γενικά πιο εύκολα σημαντικά σφάλ-
ματα σε προσεγγιστικούς υπολογισμούς από τις αριθμητικές ολοκληρώσεις,
όπου βέβαια δε χρησιμοποιούνται καθόλου πεπερασμένες διαφορές.

Ε6.1.3
Ε6.1.3. Μειονεκτήματα των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων

Ασφαλώς η μέθοδος των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων έχει πολλά ση-
μαντικά πλεονεκτήματα, που ήδη τα αναφέραμε πιο πάνω. Από αυτά την πρώτη
θέση την κατέχει η μείωση της διαστάσεως του προβλήματος που εμείς θέλουμε
να λύσουμε (από τριδιάστατο σε διδιάστατο ή από διδιάστατο σε μονοδιάστατο).
Εντούτοις έχει βέβαια και τα μειονεκτήματά της σε σύγκριση με τη μέθοδο των πε-
περασμένων στοιχείων αλλά και τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών. Τα μειο-
νεκτήματα της μεθόδου των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων είναι τα εξής:

• Ο περιορισμός της καταρχήν σε γραμμικές διαφορικές εξισώσεις με μερικές
παραγώγους και μάλιστα με σταθερούς συντελεστές.

• Η ανάγκη διαθεσιμότητας ή ευρέσεως ειδικής ιδιόμορφης λύσεως της σχετι-
κής διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους, που καλείται θεμελιώδης
λύση (ή συνάρτηση Green ελεύθερου χώρου). Εδώ πρόκειται για τη λύση της
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διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους του προβλήματος που έχουμε
στον άπειρο χώρο (τριδιάστατο ή διδιάστατο) χωρίς συνοριακές συνθήκες και
για μοναδιαία πηγή, φόρτιση, κλπ. στο σημείο ξ του χώρου. Η διαθεσιμότητα
της θεμελιώδους λύσεως (ή συναρτήσεως Green ελεύθερου χώρου) ισχύει βέ-
βαια στις γνωστές διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους, όπως είναι
η εξίσωση του Laplace, αλλά δεν ισχύει πάντα. Επίσης, αν δεν είναι διαθέσιμη
η θεμελιώδης λύση, η εύρεσή της δεν είναι πάντα μια εύκολη εργασία.

• Από αριθμητική άποψη το γεγονός ότι το τελικό σύστημα γραμμικών αλγε-
βρικών εξισώσεων, όπου ανάγεται τελικά η συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση
με τη μέθοδο των συνοριακών στοιχείων ή οποιαδήποτε άλλη μέθοδο αριθμη-
τικής ολοκληρώσεως, είναι πλήρες (δηλαδή δεν περιέχει μηδενικά) και επίσης
είναι μη συμμετρικό σε αντίθεση με ό,τι συμβαίνει στη μέθοδο των πεπερασμέ-
νων στοιχείων. Εκεί το αντίστοιχο σύστημα είναι μη πλήρες (δηλαδή περιέχει
πάρα πολλά μηδενικά) και επίσης είναι συμμετρικό. Εντούτοις από συνολική
άποψη η μέθοδος των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων είναι τελικά
στις περισσότερες περιπτώσεις υπολογιστικά αρκετά πιο αποτελεσματική από
τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων πολύ απλά εξαιτίας της μειώσεως της
διαστάσεως του προβλήματος. Αυτήν τη μείωση την αναφέραμε ήδη σαν το
κύριο πλεονέκτημα της μεθόδου των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων.

• Μερικές φορές ο χρήστης/η χρήστρια της μεθόδου αισθάνεται λίγο άβολα
από μαθηματική άποψη με τις συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις. Αυτό
μπορεί να συμβεί, επειδή έχει συχνά μπροστά του/μπροστά της πολύπλοκα
συνοριακά ολοκληρώματα ή δεν έχει την αναγκαία εμπειρία με τις ολοκλη-
ρωτικές εξισώσεις, με τα ιδιόμορφα ολοκληρώματα που παρουσιάζονται στις
συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις (με ασθενή, ισχυρή ή/και πολύ ισχυρή
ιδιομορφία) και γενικά με τους υπολογισμούς οι οποίοι απαιτούνται κατά
την κατασκευή και μετά την επίλυση συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων.

Ε6.1.4
Ε6.1.4. Αριθμητική επίλυση και συνοριακά στοιχεία

Ασφαλώς η μέθοδος των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων απαιτεί γε-
νικά την υποστήριξή της (μετά την κατασκευή της ολοκληρωτικής εξισώσεως) από
μια κατάλληλη αριθμητική μέθοδο για την προσεγγιστική επίλυσή της. Και προφα-
νώς σε πάρα πολύ λίγες περιπτώσεις μπορεί να βρεθεί με κλειστό τύπο η λύση μιας
συνοριακής ολοκληρωτικής εξισώσεως. Ανάμεσα σε αυτές τις λιγοστές περιπτώσεις
περιλαμβάνονται οι περιπτώσεις απλών συνόρων, όπως π.χ. στις δύο διαστάσεις
περιφερειών κύκλων, ευθύγραμμων συνόρων ημιεπιπέδων, ευθύγραμμων ρωγμών
ή εγκλεισμάτων και ευθύγραμμων εμποδίων στη διδιάστατη ροή ιδεατού ρευστού.

Εντούτοις στη συντριπτική πλειοψηφία των περιπτώσεων η λύση που θα βρεθεί
θα είναι προσεγγιστική και συνήθως καθαρά αριθμητική. Για το σκοπό αυτό σχε-
δόν πάντα η συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση επιλύεται με τη μέθοδο της αριθ-
μητικής ολοκληρώσεως. Παλιότερα αυτή η μέθοδος βασιζόταν συχνά σε κλασική
αριθμητική ολοκλήρωση. Όμως κατά τα τελευταία σαράντα περίπου χρόνια χρη-
σιμοποιείται βασικά η μέθοδος των συνοριακών στοιχείων (boundary elements).
Αυτή είναι μια πάρα πολύ αποτελεσματική μέθοδος, η οποία κάνει διακριτοποίηση
του συνόρου S, όπου γίνεται η αριθμητική ολοκλήρωση, με τη χρήση συνοριακών
στοιχείων και στη συνέχεια κάνει προσέγγιση της άγνωστης συναρτήσεως (ή των
άγνωστων συναρτήσεων) σε κάθε συνοριακό στοιχείο του συνόρου S.
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Τόσο πολύ έχει μάλιστα γενικευθεί η χρήση των συνοριακών στοιχείων κατά
την επίλυση συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων, ώστε με το χρόνο τείνει να κα-
ταργηθεί ο όρος συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις με αντικατάστασή του από
τον όρο συνοριακά στοιχεία. Δηλαδή λέγοντας μέθοδος των συνοριακών στοιχείων
(boundary element method) εννοούμε τόσο την εύρεση της ίδιας της συνοριακής
ολοκληρωτικής εξισώσεως (όπως γίνεται σε αυτό το Κεφάλαιο Ε6 για την εξίσωση
του Laplace και τη γραμμική Ελαστικότητα) όσο και την αριθμητική επίλυσή της με
τη μέθοδο των συνοριακών στοιχείων και όχι βέβαια με οποιαδήποτε μέθοδο αριθ-
μητικής ολοκληρώσεως. Εντούτοις σε αυτό το μάθημα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά
και σε αυτό το Κεφάλαιο Ε6 θα περιορίσουμε την προσοχή μας αποκλειστικά στην
εύρεση συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων (εδώ για την εξίσωση του Laplace
και τη γραμμική Ελαστικότητα) και όχι στην αριθμητική επίλυσή τους.

Στην πράξη η μέθοδος των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων, που παρου-
σιάστηκε στις αρχές του εικοστού αιώνα,4 έχει εξελιχθεί σήμερα και ιδιαίτερα από τη
δεκαετία του 1970 και μετά σε συνδυασμό με τη μέθοδο των συνοριακών στοιχείων
σε μια εξαιρετικά αποτελεσματική μέθοδο επιλύσεως ποικίλων προβλημάτων.

Ε6.1.5
Ε6.1.5. Άμεσες και έμμεσες συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις

Συμπληρώνουμε αυτήν την ενότητα αναφέροντας τη διάκριση των συνοριακών
ολοκληρωτικών εξισώσεων σε άμεσες και έμμεσες. Συγκεκριμένα έχουμε μια άμεση
συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση, όταν άγνωστη συνάρτηση (ή συχνά άγνωστες
συναρτήσεις) είναι η ίδια η άγνωστη συνάρτηση του προβλήματος και παράγωγοί
της, δηλαδή ποσότητες με φυσική σημασία. Αντίθετα έχουμε μια έμμεση συνοριακή
ολοκληρωτική εξίσωση, όταν χρησιμοποιούμε σε αυτήν σαν άγνωστη συνάρτηση
μια εντελώς νέα βοηθητική συνάρτηση χωρίς φυσική σημασία και παραγώγους της.

Και μετά από αυτά τα εισαγωγικά ξεκινάμε με την εξίσωση του Laplace. Αυτή
είναι το πιο απλό και ταυτόχρονα πιο κλασικό σχετικό πρόβλημα με χρησιμότητα
στη Ρευστομηχανική για ιδεατό ρευστό, αλλά και σε αρκετές άλλες περιοχές της
Επιστήμης του Πολιτικού Μηχανικού. Θα παρουσιάσουμε τη σχετική συνοριακή
ολοκληρωτική εξίσωση (όπως βέβαια και τον αντίστοιχο συνοριακό ολοκληρωτικό
τύπο), όπως χρησιμοποιείται γενικά σήμερα στην άμεση μέθοδο των συνοριακών
ολοκληρωτικών εξισώσεων. Και στη συνέχεια θα προχωρήσουμε ανάλογα και στο
κάπως πιο δύσκολο πρόβλημα της γραμμικής Ελαστικότητας.

4Δείγμα από την αρχική βιβλιογραφία για τις συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις είναι το εξής:
1. Fredholm, I. (1903), Sur une classe d’équations fonctionelles. Acta Mathematica, Vol. 27,

pp. 365–390.
2. Lauricella, G. (1906), Sull’ integrazione delle equazioni dell’ equilibrio dei corpi elastici

isotropi. Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei, Vol. 15, pp. 426–432.
3. Kellogg, O. D. (1929), Foundations of Potential Theory. Springer-Verlag, Berlin (Dover edition:

1954).
4. Sherman, D. I. (1940), On the solution of the plane static problem of the theory of elasticity for

displacements given on the boundary. Doklady Akademii Nauk S.S.S.R., Vol. 27, pp. 911–913.
5. Muskhelishvili, N. I. (1963), Some Basic Problems of the Mathematical Theory of Elasticity,

2nd English edition. Noordhoff, Groningen. (Translation of the 4th Russian edition: 1954,
1st Russian edition: 1933).

6. Mikhlin, S. G. (1957), Integral Equations. Pergamon Press, London.
7. Kupradze, V. D. (1965), Potential Methods in the Theory of Elasticity. Israel Program for Scientific

Translations, Jerusalem. (Translation of the Russian edition: 1963).
8. Jaswon, M. A. and Symm, G. T. (1977), Integral Equation Methods in Potential Theory and

Elastostatics. Academic Press, London.
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Ε6.2
Ε6.2. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΗΝ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ LAPLACE

Ε6.2.1
Ε6.2.1. Το θεώρημα της αποκλίσεως του Gauss

Για την εύρεση της συνοριακής ολοκληρωτικής εξισώσεως που αφορά στην εξί-
σωση του Laplace (γενικά στις τρεις διαστάσεις με ειδική περίπτωσή της τις δύο δια-
στάσεις) θα βασιστούμε στη δεύτερη ταυτότητα του Green. Και αυτή με τη σειρά της
βασίζεται στο θεώρημα της αποκλίσεως του Gauss (ή των Gauss–Ostrogradsky),
που το γνωρίζουμε ήδη καλά από τη Διανυσματική Ανάλυση στα Εφαρμοσμένα
Μαθηματικά Ι. Το θεώρημα της αποκλίσεως του Gauss αφορά σε ένα συνεχές και
παραγωγίσιμο (σε όλη την περιοχή V που μας ενδιαφέρει εδώ) διανυσματικό πεδίο
F = F(x) στις τρεις διαστάσεις x = (x1, x2 , x3) της μορφής

F = (F1, F2 , F3) = F1e1 + F2e2 + F3e3 =
3


i=1

Fiei = Fiei . (6.2.1)

Eδώ με e1, e2 και e3 συμβολίζονται τα τρία μοναδιαία διανύσματα του συστήματος
Καρτεσιανών συντεταγμένων Ox1x2x3. Επίσης εδώ χρησιμοποιήθηκε δεξιά (και θα
συνεχίσει να χρησιμοποιείται σε ολόκληρο αυτό το Κεφάλαιο Ε6) η ήδη γνωστή μας
από την Παράγραφο Ε1.1.2 του Κεφαλαίου Ε1 σύμβαση αθροίσεως του Einstein.

Σύμφωνα με αυτό το θεώρημα για μια περιοχή V στον τριδιάστατο χώρο που
περικλείεται από λεία απλή κλειστή επιφάνεια S (που είναι το σύνορό της) έχουμε

V
divFdV(x) =

S
F ⋅ ndS(x) (6.2.2)

με n = (n1,n2 , n3) το προς τα έξω μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην επιφάνεια S.
Όπως γνωρίζουμε, το σύμβολο div δηλώνει την απόκλιση, divergence διανυσματι-
κού πεδίου. Επίσης το σύμβολο∯S δηλώνει ολοκλήρωση πάνω σε μια κλειστή επι-
φάνεια S ανάλογα με το σύμβολο ∮S που δηλώνει ολοκλήρωση πάνω σε μια κλειστή
καμπύλη S. Τέλος τα σύμβολα dV(x) και dS(x) δηλώνουν απλά ότι οι ολοκληρώσεις
γίνονται ως προς τη μεταβλητή x = (x1, x2 , x3). Αυτή είναι η μεταβλητή ολοκληρώ-
σεως. Το θεώρημα της αποκλίσεως του Gauss (6.2.2) συσχετίζει τη συνολική από-
κλιση του διανυσματικού πεδίου F στην περιοχή ολοκληρώσεως V (στο αριστερό
μέλος του) με τη συνολική προς τα έξω ροή του πάνω στο σύνορο S της περιοχής V
(στο δεξιό μέλος του). Και αυτές οι δύο ποσότητες είναι ίσες! Προφανώς, επειδή

divF ≡ ∇ ⋅ F = 𝜕Fi𝜕xi
= Fi, i και επίσης F ⋅ n = Fini , (6.2.3)

το πιο πάνω θεώρημα της αποκλίσεως του Gauss (6.2.2) μπορεί να γραφεί και στην
ισοδύναμη μορφή του

V
Fi, i dV(x) =

S
Fini dS(x). (6.2.4)

Εννοείται βέβαια ότι δείκτες μετά από κόμμα δηλώνουν παραγωγίσεις, εδώ μερικές
παραγωγίσεις, και επίσης ότι για επαναλαμβανόμενους δείκτες, εδώ το δείκτη i,
ισχύει η γνωστή μας από την Παράγραφο Ε1.1.2 σύμβαση αθροίσεως του Einstein.

Ε6.2.2
Ε6.2.2. Η δεύτερη ταυτότητα του Green

Με βάση το πιο πάνω θεώρημα της αποκλίσεως τουGauss (ή τωνGauss–Ostrog-
radsky) (6.2.2) ή ισοδύναμα (6.2.4) προχωράμε τώρα στην απόδειξη της δεύτερης
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ταυτότητας του Green. Όπως ήδη αναφέραμε, σε αυτή θα βασίσουμε την εύρεση
της συνοριακής ολοκληρωτικής εξισώσεως για την εξίσωση του Laplace καθώς και
την εύρεση του αντίστοιχου συνοριακού ολοκληρωτικού τύπου.

Για το σκοπό αυτό θεωρούμε τώρα το διανυσματικό πεδίο F = F(x) στο θεώρημα
της αποκλίσεως του Gauss (6.2.2) ή ισοδύναμα (6.2.4) ότι είναι της μορφής

F = ugrad v ≡ u∇v, οπότε Fi = u
𝜕v
𝜕xi

= uv, i . (6.2.5)

Εδώ τα u = u(x) = u(x1, x2 , x3) και v = v(x) = v(x1, x2 , x3) είναι δύο βαθμωτά πεδία
(βαθμωτές συναρτήσεις), που θεωρούνται επιπλέον συνεχή και επαρκώς παραγω-
γίσιμα. Άρα για την απόκλιση divF του διανυσματικού πεδίου F θα ισχύει η σχέση

divF = 𝜕Fi𝜕xi
= 𝜕
𝜕xi 

u
𝜕v
𝜕xi 

= 𝜕u𝜕xi
𝜕v
𝜕xi

+ u
𝜕2v
𝜕xi𝜕xi

ή Fi, i = u, iv, i + uv, ii (6.2.6)

τώρα σε λίγο πιο σύντομη γραφή. Αυτά ως προς το αριστερό μέλος του θεωρήματος
της αποκλίσεως του Gauss (6.2.2) ή ισοδύναμα (6.2.4). Τώρα ως προς το δεξιό μέλος
του ίδιου θεωρήματος λόγω της σχέσεως (6.2.5) προφανώς έχουμε

F ⋅ n = Fini = uv, ini . (6.2.7)

Κατά συνέπεια το θεώρημα της αποκλίσεως τουGauss (6.2.2) ή ισοδύναμα (6.2.4)
παίρνει στην περίπτωσή μας (6.2.5) τη μορφή

V
(u, iv, i + uv, ii)dV(x) =

S
uv, ini dS(x). (6.2.8)

Υπενθυμίζουμε ότι ni (i = 1, 2, 3) είναι οι τρεις συνιστώσες του προς τα έξω μονα-
διαίου κάθετου διανύσματοςn = (n1, n2 , n3) στην κλειστή επιφάνεια S, που αποτελεί
το σύνορο της τριδιάστατης περιοχής V. Λαμβάνοντας μάλιστα υπόψη μας ότι

∇u = u, iei , ∇v = v, iei , ∇2v = v, ii και
𝜕v
𝜕n = v, ini , (6.2.9)

μπορούμε τώρα να ξαναγράψουμε την πιο πάνω σχέση (6.2.8) και στην απόλυτα
ισοδύναμη, αλλά τώρα χωρίς καθόλου δείκτες, μορφή της

V
(∇u∇v + u∇2v)dV(x) =

S
u
𝜕v
𝜕n dS(x). (6.2.10)

Με έναν εντελώς ανάλογο τρόπο (ή απλά με εναλλαγή των ρόλων των βαθμωτών
πεδίων u και v) προκύπτει και η αντίστοιχη σχέση

V
(∇v∇u + v∇2u)dV(x) =

S
v
𝜕u
𝜕n dS(x). (6.2.11)

Επειδή μάλιστα ∇u∇v = ∇v∇u, αφαιρώντας τώρα κατά μέλη τους δύο πιο πάνω
ολοκληρωτικούς τύπους (6.2.10) και (6.2.11), διαπιστώνουμε αμέσως ότι

V
(u∇2v − v∇2u)dV(x) =

S
u
𝜕v
𝜕n − v

𝜕u
𝜕ndS(x) (6.2.12)

εννοείται με τα δύο βαθμωτά πεδία u και v συνεχή και κατάλληλα παραγωγίσιμα.
Αυτός εδώ ο τελευταίος ολοκληρωτικός τύπος (6.2.12) καλείται δεύτερη ταυτότητα
του Green. Σε αυτήν θα βασίσουμε αμέσως πιο κάτω την εύρεση της συνοριακής
ολοκληρωτικής εξισώσεως και του αντίστοιχου συνοριακού ολοκληρωτικού τύπου
για την εξίσωση του Laplace, που μας ενδιαφέρει εδώ.

Πριν ξεκινήσουμε όμως τη σχετική διαδικασία, αξίζει να αναφερθούμε και στην
ειδική περίπτωση που και τα δύο βαθμωτά πεδία (και οι δύο βαθμωτές συναρτήσεις)
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u = u(x1, x2, x3) και v = v(x1, x2, x3) είναι αρμονικές συναρτήσεις, δηλαδή και τα δύο
αυτά πεδία επαληθεύουν την εξίσωση του Laplace. Τότε φυσικά ισχύουν οι σχέσεις

∇2u = 0 και ∇2v = 0. (6.2.13)

Σε αυτήν την ειδική περίπτωση προφανώς το αριστερό μέλος της πιο πάνω δεύτε-
ρης ταυτότητας του Green (6.2.12) μηδενίζεται. Επομένως τότε αυτή η ταυτότητα
παίρνει την απλή μορφή

S
u
𝜕v
𝜕n − v

𝜕u
𝜕ndS(x) = 0. (6.2.14)

Αυτή γράφεται ισοδύναμα και σαν

S
u
𝜕v
𝜕n dS(x) = S

v
𝜕u
𝜕n dS(x). (6.2.15)

Έτσι λοιπόν η δεύτερη ταυτότητα του Green “εξελίχθηκε” εδώ σε ένα ενδιαφέρον
θεώρημα αμοιβαιότητας για δύο αρμονικές συναρτήσεις. Πρόκειται για κάτι σαν
τη γνωστή αρχή της αμοιβαιότητας των Betti–Maxwell στη Μηχανική των Υλικών.
Εδώ όμως αφορά στην πολύ απλούστερη περίπτωση των αρμονικών συναρτήσεων.

Ε6.2.3
Ε6.2.3. Η θεμελιώδης λύση για την εξίσωση του Laplace

Στην παρούσα Ενότητα Ε6.2 ασχολούμαστε με την επίλυση της εξισώσεως του
Laplace σε μια ανοικτή (χωρίς τα συνοριακά σημεία της) τριδιάστατη περιοχή V
με σύνορο λεία απλή κλειστή επιφάνεια S ≡ 𝜕V με αναγωγή της σε μια συνοριακή
ολοκληρωτική εξίσωση. Συγκεκριμένα ισχύει η τριδιάστατη εξίσωση του Laplace

∇2u = 0 και πιο αναλυτικά
𝜕2u
𝜕x21

+ 𝜕
2u
𝜕x22

+ 𝜕
2u
𝜕x23

= 0 (6.2.16)

με άγνωστη συνάρτηση τη συνάρτηση u = u(x) = u(x1, x2 , x3). Στο σύνορο S ≡ 𝜕V
της ανοικτής περιοχής V θεωρούμε διαθέσιμες τις σχετικές συνοριακές συνθήκες.
Συγκεκριμένα θεωρούμε διαθέσιμη μία συνθήκη σε κάθε σημείο x του συνόρου S.

Ανάλογα ισχύουν βέβαια και στην πιο απλή περίπτωση ανοικτής διδιάστατης
περιοχής V με σύνορο λεία απλή κλειστή καμπύλη S ≡ 𝜕V (πιο κάτω Σχήμα Ε6.1).
Σε αυτήν την περίπτωση ισχύει φυσικά η πιο απλή διδιάστατη εξίσωση του Laplace

∇2u = 0 και πιο αναλυτικά
𝜕2u
𝜕x21

+ 𝜕
2u
𝜕x22

= 0 (6.2.17)

με άγνωστη συνάρτηση τώρα τη συνάρτηση δύο μεταβλητών u = u(x) = u(x1, x2).

O x1 ή ξ1

x2 ή ξ2

κάθετο διάνυσμα
n με |n | = 1

σύνορο S ≡ 𝜕V

περιοχή V

x = (x1, x2)

ξ = (ξ1, ξ2)

απόσταση r = |x − ξ |

Σχήμα Ε6.1: Πεπερασμένη ανοικτή διδιάστατη περιοχή V στο επίπεδο Ox1x2
ή Οξ1ξ2 με σύνορο λεία απλή κλειστή καμπύλη S ≡ 𝜕V.
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Για την εύρεση της σχετικής συνοριακής ολοκληρωτικής εξισώσεως θα χρησιμο-
ποιήσουμε εδώ, όπως ήδη αναφέραμε, τη δεύτερη ταυτότητα του Green (6.2.12) γι’
αυτήν την άγνωστη συνάρτηση u = u(x) = u(x1, x2 , x3). Σαν δεύτερη συνάρτηση v
στην ίδια ταυτότητα (6.2.12) θα χρησιμοποιήσουμε μια ειδική λύση G της τριδιά-
στατης εξισώσεως του Laplace και συγκεκριμένα μια λύση της που να είναι ιδιό-
μορφη (εδώ να απειρίζεται) στο σημείο ξ = (ξ1, ξ2 , ξ3) της περιοχής V. Αυτήν τη
συνάρτηση τη γράφουμε σαν G = G(x, ξ), όπου βέβαια x και ξ είναι τα δύο σημεία
x = (x1, x2 , x3) και ξ = (ξ1, ξ2 , ξ3). Δηλαδή λίγο πιο αναλυτικά έχουμε G = G(x, ξ) =
G(x1, x2 , x3, ξ1, ξ2 , ξ3). Αυτή η συνάρτηση G = G(x, ξ) πληροί εδώ την τριδιάστατη
εξίσωση του Laplace (6.2.16) ως προς την πρώτη μεταβλητή της x ή λίγο καλύτερα
ως προς τις τρεις πρώτες μεταβλητές της (x1, x2 , x3). Συγκεκριμένα ισχύει η εξίσωση

𝜕2G
𝜕x21

+ 𝜕
2G
𝜕x22

+ 𝜕
2G
𝜕x23

= 0 φυσικά με x ≠ ξ. (6.2.18)

Πιο αναλυτικά, περιλαμβάνοντας τώρα και το ανώμαλο (ή ιδιόμορφο) σημείο ξ,
θεωρούμε ότι για τη συνάρτησηG=G(x, ξ) ισχύει η τριδιάστατη εξίσωση τουPoisson

𝜕2G
𝜕x21

+ 𝜕
2G
𝜕x22

+ 𝜕
2G
𝜕x23

= δ(x − ξ). (6.2.19)

Εδώ δ(x − ξ) είναι η τριδιάστατη συνάρτηση δέλτα του Dirac. Αυτή μηδενίζεται
παντού εκτός από το σημείο x = ξ, όπου απειρίζεται. Και μάλιστα απειρίζεται με
τέτοιον τρόπο, ώστε το σχετικό τριπλό ολοκλήρωμα να ισούται με τη μονάδα. Άρα

V
δ(x − ξ)dV(x) = 1 με ξ ∈ V. (6.2.20)

Φυσικά για x ≠ ξ, δηλαδή σε όλα τα σημεία της περιοχής V εκτός από το σημείο ξ,
η εξίσωση του Poisson (6.2.19) μεταπίπτει στην εξίσωση του Laplace (6.2.18).

Η λύση της πιο πάνω εξισώσεως του Poisson (6.2.19) χωρίς καμία συνοριακή
συνθήκη και με μηδενισμό της στο άπειρο (για |x | → ∞) αποδεικνύεται πως έχει
στις τρεις διαστάσεις (x1, x2 , x3) την πολύ απλή μορφή

G = G(x, ξ) = − 1
4πr

. (6.2.21)

Εδώ το σύμβολο r δηλώνει απλά την απόσταση των δύο σημείων x και ξ, δηλαδή

r = r(x, ξ) = |x − ξ | =(x1 − ξ1)
2 + (x2 − ξ2)

2 + (x3 − ξ3)
2 . (6.2.22)

Και βέβαια, όταν x = ξ, δηλαδή όταν τα δύο σημεία x και ξ συμπέσουν, r = 0 και
επομένως η συνάρτηση G στον πιο πάνω τύπο (6.2.21) απειρίζεται. Λέμε λοιπόν ότι
η συνάρτηση G παρουσιάζει ιδιομορφία στο σημείο x = ξ. Εντούτοις σε κάθε άλλο
σημείο x ≠ ξ (είτε ξ ∈ V είτε ξ ∉ V) αυτή η συνάρτηση G είναι συνεχής και παραγω-
γίσιμη συνάρτηση που επαληθεύει την τριδιάστατη εξίσωση του Laplace (6.2.18).

Με βάση την πιο πάνω σχέση (6.2.21) μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε και
τις μερικές παραγώγους ως προς x i της συναρτήσεως G = G(x, ξ) στις τρεις διαστά-
σεις (για n = 3), που θα τις χρειαστούμε παρακάτω. Πραγματικά με τη χρήση και
της σχέσεως (6.2.22) για την απόσταση r = |x − ξ | των δύο σημείων x και ξ στον τρι-
διάστατο χώρο (για n = 3) για τις παραγώγους της συναρτήσεως G(x, ξ) ως προς xi
βρίσκουμε αρκετά εύκολα με τον κανόνα της αλυσίδας στις παραγώγους (ή κανόνα
της αλληλουχίας των παραγώγων) ότι

𝜕G(x, ξ)
𝜕xi

= dG
dr

𝜕r
𝜕x i

= 1
4πr2

2(xi − ξ i)
2r

= xi − ξ i
4πr3

για n = 3. (6.2.23)
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Ανάλογα για τις αντίστοιχες μερικές παραγώγους ως προς ξ i έχουμε
𝜕G(x, ξ)
𝜕ξ i

= dG
dr

𝜕r
𝜕ξ i

= 1
4πr2 −

2(xi − ξ i)
2r  = −

xi − ξ i
4πr3

για n = 3. (6.2.24)

Και ασφαλώς μπορούμε αρκετά εύκολα να υπολογίσουμε ανάλογα και τις μερικές
παραγώγους δευτέρας ή/και ανωτέρας τάξεως της ίδιας συναρτήσεως G = G(x, ξ)
ως προς xi ή/και ως προς ξ i .

Σημειώνουμε επίσης ότι στις δύο διαστάσεις (x1, x2) η αντίστοιχη συνάρτηση της
συναρτήσεως G = G(x, ξ) στη σχέση (6.2.21) παίρνει την κάπως διαφορετική μορφή

G = G(x, ξ) = 1
2π

ln r. (6.2.25)

Τώρα στις δύο διαστάσεις για την απόσταση r των σημείων x και ξ ισχύει ο τύπος

r = r(x, ξ) = |x − ξ | =(x1 − ξ1)
2 + (x2 − ξ2)

2 . (6.2.26)

Από τον τύπο (6.2.25) παρατηρούμε ότι η συνάρτησηG = G(x, ξ) παρουσιάζει τώρα
λογαριθμική ιδιομορφία στον απειρισμό της στο ανώμαλο σημείο x = ξ με r = 0.

Με βάση τώρα τη σχέση (6.2.25) μπορούμε πάλι να υπολογίσουμε εύκολα και τις
μερικές παραγώγους ως προς x i της συναρτήσεως G = G(x, ξ) στις δύο διαστάσεις
(για n = 2), που θα τις χρειαστούμε κι αυτές παρακάτω. Πραγματικά με χρήση και
της σχέσεως (6.2.26) για την απόσταση r = |x− ξ | των δύο σημείων x και ξ, εδώ όμως
στο διδιάστατο χώρο (για n = 2), για τις παραγώγους ως προς xi βρίσκουμε ότι

𝜕G(x, ξ)
𝜕xi

= dG
dr

𝜕r
𝜕x i

= 1
2πr

2(xi − ξ i)
2r

= xi − ξ i
2πr2

για n = 2. (6.2.27)

Ανάλογα για τις αντίστοιχες μερικές παραγώγους ως προς ξ i έχουμε

𝜕G(x, ξ)
𝜕ξ i

= dG
dr

𝜕r
𝜕ξ i

= 1
2πr −

2(xi − ξ i)
2r  = −

xi − ξ i
2πr2

για n = 2. (6.2.28)

Και ασφαλώς μπορούμε και πάλι αρκετά εύκολα να υπολογίσουμε ανάλογα και τις
μερικές παραγώγους δευτέρας τάξεως ή/και ανωτέρας τάξεως της ίδιας συναρτή-
σεως G = G(x, ξ) ως προς xi ή/και ως προς ξ i .

Αυτή εδώ η συνάρτηση G = G(x, ξ) είτε στις τρεις διαστάσεις (για n = 3) με τον
τύπο (6.2.21) είτε στις δύο διαστάσεις (για n = 2) με τον τύπο (6.2.25) καλείται στις
συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις θεμελιώδης λύση εννοείται εδώ της εξισώσεως
του Laplace (τριδιάστατης ή διδιάστατης). Με διαφορετική ορολογία στις συναρτή-
σεις Green, που θα τις μελετήσουμε εκτενώς παρακάτω στο Κεφάλαιο Ε10, καλείται
συνάρτηση Green ελεύθερου χώρου. Από φυσική άποψη η συνάρτηση G = G(x, ξ)
δηλώνει το δυναμικό που δημιουργεί στον άπειρο χώρο μια πηγή μοναδιαίας εντά-
σεως που βρίσκεται στο σημείο ξ. Και βέβαια γι’ αυτήν τη συνάρτηση G = G(x, ξ)
(που αναφέρεται στον άπειρο χώρο) δεν υπάρχουν καθόλου συνοριακές συνθήκες
εκτός προφανώς από την απαίτηση του μηδενισμού της στο άπειρο (για |x | → ∞).

Ε6.2.4
Ε6.2.4. Ο συνοριακός ολοκληρωτικός τύπος για την εξίσωση του Laplace

Διαθέτουμε ήδη αρκετά εφόδια και είμαστε έτοιμοι να προχωρήσουμε στην εύ-
ρεση της συνοριακής ολοκληρωτικής εξισώσεως για την εξίσωση του Laplace (6.2.16)
στις τρεις διαστάσεις (για n = 3), την επαναλαμβάνουμε

∇2u = 0 και πιο αναλυτικά
𝜕2u
𝜕x21

+ 𝜕
2u
𝜕x22

+ 𝜕
2u
𝜕x23

= 0, (6.2.29)
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και ανάλογα στις δύο διαστάσεις (για n = 2). Στο σημείο αυτό σημειώνουμε ότι οι
σχετικές συνοριακές συνθήκες αφορούν στο σύνορο S ≡ 𝜕V της περιοχής V, στην
οποία θέλουμε να επιλύσουμε την εξίσωση του Laplace. Σε αυτές τις συνοριακές
συνθήκες θα αναφερθούμε λεπτομερώς πιο κάτω. Είμαστε λοιπόν απόλυτα έτοιμοι
και ξεκινάμε αμέσως τη δουλειά μας!

Εδώ εμείς απλά εφαρμόζουμε τη δεύτερη ταυτότητα του Green (6.2.12) με βάση
την άγνωστη συνάρτηση u = u(x) και επίσης τη θεμελιώδη λύση G = G(x, ξ) της
τριδιάστατης εξισώσεως του Laplace στη σχέση (6.2.21), που τη θεωρούμε φυσικά
στις παραγωγίσεις και στις ολοκληρώσεις συνάρτηση μόνο του x. Έτσι παίρνουμε

V
(u∇2G − G∇2u)dV(x) =

S
u
𝜕G
𝜕n − G

𝜕u
𝜕ndS(x). (6.2.30)

Αλλά στο αριστερό τριπλό ολοκλήρωμα στην περιοχή V η άγνωστη συνάρτησή
μας u = u(x) είναι αρμονική συνάρτηση, απλά επειδή επαληθεύει την εξίσωση του
Laplace (6.2.29). Επίσης η συνάρτησηG = G(x, ξ) είναι σχεδόν παντού (εκτός βέβαια
από το σημείο x = ξ) και αυτή αρμονική συνάρτηση στην τριδιάστατη περιοχή V,
απλά επειδή επαληθεύει την τριδιάστατη εξίσωση του Poisson (6.2.19). Επομένως
η δεύτερη ταυτότητα του Green στην παρούσα μορφή της (6.2.30) για την εξίσωση
του Laplace (6.2.29) απλοποιείται στο αριστερό μέλος της και παίρνει τη μορφή

V
u(x)δ(x − ξ)dV(x) =

S
u(x)

𝜕G(x, ξ)
𝜕n − G(x, ξ) 𝜕u(x)𝜕n dS(x), (6.2.31)

όπου τώρα δηλώσαμε σαφώς και τις μεταβλητές των δύο συναρτήσεων u και G.
Ως προς το αριστερό μέλος αυτής εδώ της ταυτότητας (6.2.31) διακρίνουμε τώρα

τρεις διαφορετικές περιπτώσεις που αφορούν στο ανώμαλο (ή ιδιόμορφο) σημείο ξ:
(α) Αν το σημείο ξ βρίσκεται έξω από την περιοχή V και το σύνορό της S ≡ 𝜕V,

δηλαδή αν ξ ∉V∪S, τότε στην ολοκλήρωση αριστερά στην περιοχή V η συνάρτηση
δ(x − ξ) μηδενίζεται παντού στο αριστερό τριπλό ολοκλήρωμα, οπότε μηδενίζεται
και όλο αυτό το ολοκλήρωμα. Τότε η πιο πάνω ταυτότητα (6.2.31) παίρνει τη μορφή

S
u(x)

𝜕G(x, ξ)
𝜕n − G(x, ξ) 𝜕u(x)𝜕n dS(x) = 0 με ξ ∉V ∪ S (6.2.32)

(με την ολοκλήρωση φυσικά ως προς x, όχι ως προς ξ) ή απόλυτα ισοδύναμα

S
u(x) 𝜕G(x, ξ)𝜕n dS(x) =

S
G(x, ξ) 𝜕u(x)𝜕n dS(x) με ξ ∉V ∪ S (6.2.33)

και γίνεται έτσι απλά ένα είδος θεωρήματος αμοιβαιότητας. Αυτό το γεγονός είναι
ασφαλώς ενδιαφέρον, αλλά όχι και ιδιαίτερα χρήσιμο στον παρόντα σκοπό μας
της επιλύσεως της τριδιάστατης εξισώσεως του Laplace (6.2.29) μέσω της αναγωγής
της σε συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση στο σύνορο S της περιοχής V.

(β) Αν το σημείο ξ βρίσκεται μέσα στην περιοχήV (που, ας το υπενθυμίσουμε, τη
θεωρούμε μια ανοικτή περιοχή χωρίς να περιλαμβάνει το σύνορό της S), δηλαδή αν
ξ ∈V, τότε στον τύπο (6.2.31) στην ολοκλήρωση αριστερά στην περιοχή V η συνάρ-
τηση δ(x− ξ) μηδενίζεται σχεδόν παντού στο αριστερό τριπλό ολοκλήρωμα. Συγκε-
κριμένα η συνάρτηση δ(x− ξ) δε μηδενίζεται, αλλά απειρίζεται, μόνο στο ανώμαλο
(ή ιδιόμορφο) σημείο x = ξ της περιοχής V. Τότε γι’ αυτήν τη συνάρτηση δ(x − ξ)
ισχύει ο τύπος (6.2.20) και επιπλέον αποδεικνύεται ότι ισχύει και ο γενικότερός του
σχετικός τύπος

V
u(x)δ(x − ξ)dV(x) = u(ξ) με ξ ∈V. (6.2.34)
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Τότε βέβαια δε μηδενίζεται το αριστερό τριπλό ολοκλήρωμα στον τύπο (6.2.31),
αλλά παίρνει την τιμή u(ξ). Επομένως στην περίπτωση αυτή, ξ ∈ V, ο παραπάνω
τύπος (6.2.31) παίρνει τη μορφή του συνοριακού ολοκληρωτικού τύπου

u(ξ) =
S
u(x)

𝜕G(x, ξ)
𝜕n − G(x, ξ) 𝜕u(x)𝜕n dS(x) με ξ ∈V (6.2.35)

και με ολοκλήρωση (και εδώ ως προς x) μόνο πάνω στο σύνορο S της περιοχής V.
Για διευκόλυνσή μας στο συμβολισμό ορίζουμε μάλιστα τη νέα συνάρτηση

H(x, ξ) ∶= 𝜕G(x, ξ)𝜕n = 𝜕G(x, ξ)𝜕xi
ni (6.2.36)

με n = (n1,n2, n3) το προς τα έξω μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην επιφάνεια S.
Εδώ οι μερικές παράγωγοι 𝜕G(x, ξ)/𝜕xi δίνονται από τους τύπους (6.2.23) στις τρεις
διαστάσεις (για n = 3) και (6.2.27) στις δύο διαστάσεις (για n = 2). Τότε ο πιο πάνω
τύπος (6.2.35) γράφεται και στη λίγο πιο απλή (στο συμβολισμό μόνο!) μορφή του

u(ξ) =
S
H(x, ξ)u(x) − G(x, ξ)

𝜕u(x)
𝜕n dS(x) με ξ ∈V. (6.2.37)

t Παρατήρηση E6.1: Για την εύρεση του πιο πάνω τύπου (6.2.35) και έπειτα του
ä Παρατήρηση

ισοδύναμού του τύπου (6.2.37) χρησιμοποιήθηκε εδώ ο τύπος (6.2.30) σε συνδυα-
σμό (i) με την εξίσωση του Laplace (6.2.29) για την άγνωστη σε αυτήν την εξίσωση
συνάρτηση u = u(x), (ii) με την εξίσωση του Poisson (6.2.19) για τη θεμελιώδη λύση
G = G(x, ξ) και (iii) με τον τύπο (6.2.34) για τη συνάρτηση δέλτα του Dirac δ(x − ξ).
Δηλαδή χρησιμοποιήθηκε ολόκληρη η περιοχή V που μας ενδιαφέρει και στο ανώ-
μαλο σημείο ξ σε αυτήν έγινε βέβαια κατάλληλη χρήση της συναρτήσεως δ(x − ξ).

Υπάρχει όμως και μια δεύτερη και εξίσου ενδιαφέρουσα και πρακτικά χρήσιμη
και αποτελεσματική σχετική δυνατότητα που οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσμα (6.2.35)
ή ισοδύναμα (6.2.37) απαλλάσσοντάς μας μάλιστα από την υποχρέωση να χρησιμο-
ποιήσουμε τη συνάρτηση δέλτα δ(x−ξ). Αυτή η δυνατότητα είναι να απομονωθεί το
ανώμαλο σημείο ξ της ανοικτής περιοχήςVμε μία σφαίραΣακτίνας ε (ανάλογα στις
δύο διαστάσεις με έναν κύκλο Σ ακτίνας ε) με κέντρο το σημείο ξ και μετά να γίνει
η σχετική εργασία στην υπόλοιπη περιοχήV ∗ = V−Σ. Αυτή η νέα περιοχήV ∗ χωρίς
πια το σημείο ξ θα έχει φυσικά σαν σύνορο όχι μόνο το σύνορο S της αρχικής πε-
ριοχήςV, αλλά και το σύνορο S∗ της σφαίρας Σ (στις δύο διαστάσεις του κύκλου Σ).

Ασφαλώς τότε στην περιοχή V ∗ δεν υπάρχει πια καμία απολύτως ανάγκη να
χρησιμοποιηθεί η εξίσωση του Poisson (6.2.19) για τη θεμελιώδη λύση G = G(x, ξ).
Η προηγούμενή της εξίσωση του Laplace (6.2.18) μας αρκεί τώρα που x ≠ ξ, γιατί
δουλεύουμε τώρα στην περιοχή V ∗, που δεν περιέχει πια το σημείο ξ και όπου η θε-
μελιώδης λύσηG = G(x, ξ) στο πρόβλημά μας είναι απόλυτα ομαλή συνάρτηση που
επαληθεύει την εξίσωση του Laplace (6.2.18). Αυτή δίνεται στις τρεις διαστάσεις από
τον τύπο (6.2.21) (στις δύο διαστάσεις από τον τύπο (6.2.25)). Και φυσικά σε αυτήν
τη διαδικασία θα πρέπει στο τέλος να πάρουμε το όριο για ε → 0 για την ακτίνα ε
της σφαίρας Σ (στις δύο διαστάσεις του κύκλου Σ πάλι με ακτίνα ε).

Εδώ όμως εμείς προτιμήσαμε την πρώτη δυνατότητα αντί για τη δεύτερη. Αυτό
το κάναμε, επειδή έχουμε ήδη κάποια εξοικείωση με τη συνάρτηση δέλτα του Dirac
και επιπλέον επειδή έτσι μπορέσαμε και αποφύγαμε τη νέα περιοχή V ∗ και το εσω-
τερικό σύνορό της S ∗, τους σχετικούς υπολογισμούς και την οριακή διαδικασία. s
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Από πρακτική άποψη ο τύπος (6.2.37) μας είναι αρκετά πιο χρήσιμος από τον
τύπο (6.2.32) ή (6.2.33) στην πρώτη περίπτωση, όπου ήταν ξ ∉V ∪ S. Αυτό συμβαί-
νει, επειδή η συνάρτηση G(x, ξ) (η θεμελιώδης λύση ή συνάρτηση Green ελεύθερου
χώρου) μας είναι γνωστή από τη σχέση (6.2.21) εδώ στις τρεις διαστάσεις (για n = 3),
ανάλογα από τη σχέση (6.2.25) στις δύο διαστάσεις (για n = 2) και είναι μάλιστα και
αρκετά απλή συνάρτηση και στις δύο αυτές περιπτώσεις. Επομένως ο τύπος (6.2.37)
θεωρητικά θα μπορούσε να μας επιτρέψει τον υπολογισμό της άγνωστης συναρτή-
σεως u(x) (ή u(ξ), το ίδιο κάνει) μέσα σε όλη την περιοχή V (υπενθυμίζουμε ανοικτή
περιοχή, χωρίς να περιλαμβάνει το σύνορό της). Αυτό θα συνέβαινε αν τύχαινε και
οι συνοριακές τιμές u(x) και 𝜕u(x)/𝜕n της ίδιας της άγνωστης συναρτήσεως και της
παραγώγου της κατά την κάθετο στην κλειστή επιφάνεια S, που είναι το σύνορο
της περιοχής V, ήσαν και οι δυο τους γνωστές σε κάθε σημείο x της επιφάνειας S.
Δυστυχώς όμως γενικά δε συμβαίνει αυτό προς το παρόν τουλάχιστον. Θα δούμε
παρακάτω πώς μπορεί να αντιμετωπισθεί αυτό το σοβαρό πρόβλημα.

(γ) Προχωράμε τώρα και στην τρίτη και τελευταία περίπτωση, που μάλλον είναι
και η πιο ενδιαφέρουσα. Εδώ υποθέτουμε ότι το σημείο ξ βρίσκεται πάνω στην κλει-
στή επιφάνεια S, δηλαδή πάνω στο σύνορο της περιοχής V, συγκεκριμένα ότι ξ ∈ S.
Τότε το τριπλό ολοκλήρωμα στον τύπο (6.2.31) αριστερά δεν κάνει ούτε μηδέν, όπως
συνέβη στη σχέση (6.2.32), ούτε u(ξ), όπως συνέβη στη σχέση (6.2.37). Αποδεικνύεται
ότι κάνει ακριβώς το μισό αυτών των δύο αποτελεσμάτων, δηλαδή κάνει (1/2)u(ξ).
Συγκεκριμένα σε αυτήν την περίπτωση αποδεικνύεται ότι ισχύει ο τύπος

1
2
u(ξ) =

S
H(x, ξ)u(x) − G(x, ξ)

𝜕u(x)
𝜕n dS(x) με ξ ∈ S. (6.2.38)

Αυτό συμβαίνει υπό την προϋπόθεση (την οποία δεχόμαστε εδώ) ότι αναφερόμαστε
σε ένα σημείο ξ της κλειστής επιφάνειας S, όπουαυτή η επιφάνεια είναι λεία, δηλαδή
έχει εφαπτόμενο επίπεδο. Στην αντίθετη περίπτωση αποδεικνύεται ότι ο πιο πάνω
τύπος (6.2.38) τροποποιείται κατάλληλα, όμως μόνο ως προς το συντελεστή του 1/2
στο αριστερό μέλος του (1/2)u(ξ), ο οποίος στην περίπτωση αυτή παύει να είναι 1/2.

Έχουμε λοιπόν τελικά τρεις συνοριακούς ολοκληρωτικούς τύπους με συνοριακά
επιφανειακά ολοκληρώματα πάνω στην κλειστή επιφάνεια S, που περιβάλλει την
περιοχή V ενδιαφέροντός μας για την επίλυση της εξισώσεως του Laplace (6.2.29).
Συγκεκριμένα ισχύει ο τύπος (6.2.32) για ξ ∉ V ∪ S, ο τύπος (6.2.37) για ξ ∈ V και
τέλος ο τύπος (6.2.38) για ξ ∈ S. Καλύφθηκαν έτσι όλες οι περιπτώσεις.

Τον πρώτο από αυτούς, το συνοριακό ολοκληρωτικό τύπο (6.2.32), το θεωρούμε
εδώ (σωστά!) σαν ένα θεώρημα αμοιβαιότητας ιδίως γραμμένο στην ισοδύναμη
μορφή του (6.2.33) και τον αγνοούμε (κακώς ίσως!). Αυτό το κάνουμε κυρίως επειδή
δεν αφορά στην περιοχή V ∪ S ενδιαφέροντός μας για την επίλυση της εξισώσεως
του Laplace (6.2.29) και δε θέλουμε ιδιαίτερα να χρησιμοποιούμε σημεία ξ ∉V ∪ S,
παρόλο που αυτό δεν είναι λάθος από μαθηματική άποψη.

Ο δεύτερος τύπος (6.2.37) για ξ ∈V μας είναι ιδιαίτερα χρήσιμος για τον υπο-
λογισμό της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) σε κάθε σημείο ξ της ανοικτής περιοχής V
ισχύος της εξισώσεως του Laplace (6.2.29). Και μάλιστα, αν τον παραγωγίσουμε ως
προς ξ i (με i = 1, 2, 3), παίρνουμε αμέσως και τις μερικές παραγώγους της άγνωστης
συναρτήσεως u(ξ) σε όλη την ανοικτή περιοχήV που μας ενδιαφέρει. Συγκεκριμένα
από τον τύπο (6.2.37) προκύπτει αμέσως ότι

𝜕u(ξ)
𝜕ξ i

≡ u, i(ξ) =
S

𝜕H(x, ξ)
𝜕ξ i

u(x) − 𝜕G(x, ξ)𝜕ξ i
𝜕u(x)
𝜕n dS(x) με ξ ∈V. (6.2.39)
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Εδώ οι μερικές παράγωγοι 𝜕G(x, ξ)/𝜕ξ i δίνονται από τους τύπους (6.2.24) στις
τρεις διαστάσεις (για n = 3) και (6.2.28) στις δύο διαστάσεις (για n = 2). Ανάλογα με
βάση τη σχέση (6.2.36) μπορούν εύκολα να υπολογισθούν και οι μερικές παράγωγοι
𝜕H(x, ξ)/𝜕ξ i. Και μπορούμε φυσικά πέρα από τις σχέσεις (6.2.39) να προχωρήσουμε
και σε παραπέρα μερικές παραγωγίσεις ως προς ξ i , αν βέβαια ενδιαφερόμαστε και
για παραγώγους ανωτέρας τάξεως της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) στην ανοικτή
περιοχή V όπου εργαζόμαστε στο παρόν πρόβλημα.

Μια χαρά είναι λοιπόν ο δεύτερος συνοριακός ολοκληρωτικός τύπος (6.2.37) και
πραγματικά μας είναι εξαιρετικά χρήσιμος. Δυστυχώς όμως η χρήση του απαιτεί
από μέρους μας τη γνώση και των δύο συνοριακών τιμών u(x) και 𝜕u(x)/𝜕n σε όλη
την κλειστή επιφάνεια S, δηλαδή σε όλο το σύνορο της περιοχής V. Αυτό όμως γε-
νικά δεν ισχύει. Γενικά γνωρίζουμε στην επιφάνεια S είτε τις τιμές u(x) της άγνωστης
συναρτήσεως είτε τις τιμές 𝜕u(x)/𝜕n της παραγώγου της κατά το μοναδιαίο κάθετο
διάνυσμα n (εννοείται προς τα έξω) στην ίδια επιφάνεια S. Δε γνωρίζουμε όμως
ταυτόχρονα και τις δύο αυτές τιμές στο ίδιο ακριβώς σημείο x της επιφάνειας S.
Δε συμβαίνει αυτό γενικά στα προβλήματα του Πολιτικού Μηχανικού ακόμη και
όταν έχουμε διαθέσιμες όσες πιο πολλές πειραματικές μετρήσεις μπορούμε. Και φυ-
σικά, ακόμη και όταν τις γνωρίζουμε και τις δύο αυτές τιμές πάνω στην επιφάνεια S,
έστω πειραματικά, αυτές δε μπορούν να είναι οποιεσδήποτε τιμές, αλλά θα πρέπει
σίγουρα να πληρούν το συνοριακό ολοκληρωτικό τύπο (6.2.38), που αναφέρεται
αποκλειστικά στην επιφάνεια S (στα σημεία ξ ∈ S).

Τέλος ο τρίτος τύπος (6.2.38) για ξ ∈ S, που μόλις αναφέραμε, είναι αυτός που
μας λύνει τα χέρια στην παραπάνω δυσκολία μας. Γι’ αυτό και του αφιερώνουμε
αμέσως παρακάτω ιδιαίτερη παράγραφο στην παρούσα Ενότητα Ε6.2, που αφορά
στην εξίσωση του Laplace. Ας γίνουμε λοιπόν συγκεκριμένοι.

Ε6.2.5
Ε6.2.5. Η συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση για την εξίσωση του Laplace

Λέγαμε πιο πάνω ότι τελικά ο χρήσιμος τύπος για τον υπολογισμό της άγνωστης
συναρτήσεως u(ξ) (ή u(x)) και σε όσο βαθμό χρειάζεται και τωνμερικώνπαραγώγων
της είναι ο τύπος (6.2.37). Εντούτοις χρειαζόμαστε σε αυτόν ταυτόχρονα και τις δύο
τιμές u(x) και 𝜕u(x)/𝜕n της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) και της παραγώγου της κατά
την κάθετο σε όλα τα σημεία x του συνόρου S της περιοχήςV. Στην πραγματικότητα
μαζί με την τριδιάστατη εξίσωση του Laplace (6.2.29) διαθέτουμε γενικά στο σύνο-
ρο S της περιοχής V και τις εξής γνωστές συνοριακές τιμές που τη συνοδεύουν:

• Είτε τις συνοριακές τιμές u(x) = p(x) της ίδιας της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ)
πάνωσε όλο το σύνορο S. Σε αυτήν τηνπερίπτωση λέμε ότι έχουμεσυνοριακές
συνθήκες Dirichlet ή πιο απλά πρόβλημα Dirichlet.

• Είτε τις συνοριακές τιμές 𝜕u(x)/𝜕n = q(x) της παραγώγου κατά την κάθετο
της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) πάνω σε όλο το σύνορο S. Σε αυτήν την περί-
πτωση λέμε ότι έχουμε συνοριακές συνθήκες Neumann ή πιο απλά πρόβλημα
Neumann.

• Είτε τις συνοριακές τιμές u(x) = p(x) της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) πάνω σε
ένα μόνο τμήμα S1 του συνόρου S και τις συνοριακές τιμές 𝜕u(x)/𝜕n = q(x) της
παραγώγου κατά την κάθετο της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) πάνω στο υπό-
λοιπο τμήμα S2 του ίδιου συνόρου S. Προφανώς εδώ ισχύουν οι δύο σχέσεις
S1∪S2 = S και S1∩S2 = ∅. Σε αυτήν την περίπτωση λέμε ότι έχουμε μικτές συ-
νοριακές συνθήκες ή ισοδύναμα πρόβλημα μικτών συνοριακών συνθηκών.
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Υπάρχουν επίσης και άλλες δυνατότητες συνοριακών συνθηκών, όπως είναι οι
συνοριακές συνθήκες Robin ή πιο απλά πρόβλημα Robin. Αυτές γενικεύουν τόσο
τις συνοριακές συνθήκες Dirichlet όσο και τις συνοριακές συνθήκες Neumann, που
αποτελούν και οι δυο τους ειδικές περιπτώσεις των συνοριακών συνθηκών Robin.

Ας υποθέσουμε πρώτα ότι έχουμε συνοριακές συνθήκες Dirichlet, δηλαδή ξέ-
ρουμε τις τιμές u(x) = p(x) της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) σε όλο το σύνορο S της
περιοχής V. Τότε βέβαια μας λείπουν όλες οι τιμές 𝜕u(x)/𝜕n της παραγώγου κατά
την κάθετο στο ίδιο σύνορο S. Και τις χρειαζόμαστε φυσικά αυτές τις τιμές στον
ολοκληρωτικό τύπο (6.2.37) για τον υπολογισμό της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ)
στην περιοχή V. Τι κάνουμε σε αυτήν την περίπτωση; Μα απλά προσδιορίζουμε
και τις επιπλέον συνοριακές τιμές 𝜕u(x)/𝜕n = q(x) χρησιμοποιώντας τον ολοκληρω-
τικό τύπο (6.2.38). Αυτός στην περίπτωσή μας όπου u(x) = p(x) παίρνει τη μορφή

1
2
p(ξ) =

S
[H(x, ξ)p(x) − G(x, ξ)q(x)]dS(x) με ξ ∈ S. (6.2.40)

Πού καταλήξαμε; Τι έχουμε εδώ; Μα απλά εδώ που είναι γνωστές οι συνορια-
κές τιμές u(x) = p(x) στο σύνορο S (ισοδύναμα στην κλειστή επιφάνεια S, που την
υποθέτουμε μάλιστα λεία) έχουμε μια ολοκληρωτική εξίσωση ως προς τις άγνωστες
τιμές 𝜕u(x)/𝜕n = q(x) στο ίδιο σύνορο S. Βέβαια με τη συνάρτηση p(x) να είναι εδώ
γνωστή και τη συνάρτηση q(x) να είναι άγνωστη. Πρόκειται για μια διδιάστατη
ολοκληρωτική εξίσωση πρώτου είδους, επειδή η άγνωστη συνάρτηση q(x) παρου-
σιάζεται μόνο μέσα στο επιφανειακό ολοκλήρωμα, και προφανώς γραμμική και
μη ομογενή. Και επειδή η ολοκλήρωση γίνεται πάνω στο σύνορο S της περιοχής V,
την καλούμε εύλογα συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση. Και ασφαλώς η λύση της
(γενικά με κάποια κατάλληλη αριθμητική μέθοδο, όπως είναι κυρίως τα συνοριακά
στοιχεία) θα μας δώσει (εννοείται γενικά προσεγγιστικά, όχι με κλειστό τύπο) την
άγνωστη συνάρτηση q(x), δηλαδή τις δεύτερες συνοριακές τιμές για την άγνωστη
συνάρτηση u(ξ) (ή u(x)) στην εξίσωση του Laplace (6.2.29), οι οποίες μας έλειπαν
μέχρι τώρα. Και τότε χαρούμενοι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το συνοριακό
ολοκληρωτικό τύπο (6.2.37) σε όλη την ανοικτή περιοχή V. Τον επαναλαμβάνουμε

u(ξ) =
S
[H(x, ξ)p(x) − G(x, ξ)q(x)]dS(x) με ξ ∈V (6.2.41)

εδώ βέβαια με u(x) = p(x) και 𝜕u(x)/𝜕n = q(x) στο σύνορο S της περιοχής V. Έτσι
μπορούμε να υπολογίσουμε αμέσως την άγνωστη συνάρτηση u(ξ) σε κάθε σημείο ξ
της ανοικτής περιοχής V που μας ενδιαφέρει ως προς την επίλυση της τριδιάστατης
εξισώσεως του Laplace (6.2.29).

Ας υποθέσουμε τώρα ότι έχουμε συνοριακές συνθήκες Neumann, δηλαδή ξέ-
ρουμε τις τιμές 𝜕u(x)/𝜕n = q(x) της παραγώγου κατά το κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα
της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) και πάλι σε ολόκληρο το σύνορο S της περιοχής V.
Φυσικά τώρα μας λείπουν όλες οι τιμές u(x) της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) στο ίδιο
σύνορο S. Και ασφαλώς τις χρειαζόμαστε και τώρα αυτές τις τιμές στον τελικό μας
συνοριακό ολοκληρωτικό τύπο (6.2.41) για τον υπολογισμό της άγνωστης συναρτή-
σεως u(ξ) στην περιοχήV. Τι κάνουμε σε αυτήν την περίπτωση;Μαανάλογαμε πριν
προσδιορίζουμε και τις επιπλέον συνοριακές τιμές u(x) = p(x) χρησιμοποιώντας τη
συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση (6.2.40). Το ίδιο είχαμε κάνει και πριν που είχαμε
πρόβλημα Dirichlet, δηλαδή πρόβλημα με συνοριακές συνθήκες Dirichlet. Μόνο
που τώρα στο πρόβλημα Neumann στη συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση (6.2.40)
άγνωστη συνάρτηση είναι η p(x) και γνωστή συνάρτηση η q(x). Ενώ προηγουμέ-
νως στο πρόβλημα Dirichlet συνέβαινε το αντίστροφο: άγνωστη συνάρτηση ήταν
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η q(x) και γνωστή η p(x). Έτσι και τώρα στο πρόβλημα Neumann ισχύει ο ίδιος τύ-
πος (6.2.40) σαν συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση, αλλά με άγνωστη συνάρτηση
την p(x), όπως ήδη αναφέραμε. Άρα τώρα στο πρόβλημα Neumann έχουμε συνο-
ριακή ολοκληρωτική εξίσωση δευτέρου είδους αντίθετα με το πρόβλημα Dirichlet,
όπου, όπως αναφέραμε, είχαμε συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση πρώτου είδους.

Για το παρόν πρόβλημα Neumann με συνοριακές συνθήκες Neumann της μορ-
φής 𝜕u(x)/𝜕n = q(x) ας σημειώσουμε ότι η σχετική γνωστή συνάρτηση q(x) δε μπορεί
να είναι εντελώς αυθαίρετη. Για να το δούμε αυτό … Συγκεκριμένα στο πρόβλημα
Neumann θεωρούμε το θεώρημα της αμοιβαιότητας (6.2.15) για την εξίσωση του
Laplace, που το επαναλαμβάνουμε και εδώ

S
u
𝜕v
𝜕n dS(x) = S

v
𝜕u
𝜕n dS(x). (6.2.42)

Προφανώς στο θεώρημα αυτό οι συναρτήσεις u = u(x) και v = v(x) επαληθεύουν
και οι δυο τους την εξίσωση του Laplace (6.2.16) ή (6.2.29), δηλαδή είναι και οι δυο
τους αρμονικές συναρτήσεις.

Τώρα στο θεώρημα αυτό (6.2.42) σαν πρώτη συνάρτηση u = u(x) θεωρούμε την
άγνωστη αρμονική συνάρτηση στο παρόν πρόβλημαNeumann με συνοριακές συν-
θήκες Neumann της μορφής 𝜕u(x)/𝜕n = q(x). Στη συνέχεια σαν δεύτερη συνάρτηση
v = v(x) θεωρούμε την πάρα πολύ απλή σταθερή συνάρτηση v = 1, που όμως είναι
σίγουρα αρμονική συνάρτηση (πληροί την εξίσωση του Laplace (6.2.16) ή (6.2.29)),
όπως επαληθεύεται αμέσως. Με αυτόν τον τρόπο το πιο πάνω θεώρημα αμοιβαιό-
τητας (6.2.42) για την εξίσωση του Laplace παίρνει την πάρα πολύ απλή μορφή

S

𝜕u
𝜕n dS(x) = 0 ή ισοδύναμα

S
q(x)dS(x) = 0. (6.2.43)

Αυτό συμβαίνει, επειδή στο αριστερό μέλος του θεωρήματος (6.2.42) η παράγωγος
𝜕v/𝜕n κατά το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα μηδενίζεται, αφού η συνάρτηση v έχει
υποτεθεί σταθερή και συγκεκριμένα v = 1. Το συμπέρασμά μας από αυτό το απο-
τέλεσμα (6.2.43) είναι ότι στο πρόβλημα Neumann για την εξίσωση του Laplace οι
σχετικές συνοριακές τιμές 𝜕u(x)/𝜕n = q(x) δε μπορούν να είναι εντελώς αυθαίρετες.
Θα πρέπει σίγουρα να πληρούν τον πιο πάνω ολοκληρωτικό περιορισμό (6.2.43).

Σαν ένα απλό παράδειγμα ας αναφερθούμε σε ένα ιδεατό ρευστό σε μόνιμη
ροή με u(x) = Φ(x) το σχετικό δυναμικό ταχύτητας. Ας υποθέσουμε επίσης ότι δεν
υπάρχουν πηγές ή καταβόθρες (αρνητικές πηγές) στην περιοχή V. Τότε η ποσότητα
𝜕Φ(x)/𝜕n = q(x) εκφράζει την κατά το κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα ταχύτητα vn(x)
του ρευστού στο σύνορο S της περιοχής V. Και επομένως ο περιορισμός (6.2.43)
εκφράζει το γεγονός ότι η συνολική παροχή Q του ρευστού μέσω της κλειστής επι-
φάνειας S είναι μηδενική. Αυτό είναι βέβαια απόλυτα εύλογο στην παρούσα ροή
ιδεατού ρευστού και προφανώς σύμφωνο με τη διατήρηση της μάζας του ρευστού
μέσα στην περιοχή V. (Υπενθυμίζεται ότι ένα ιδεατό ρευστό είναι και ασυμπίεστο.)

Ας αναφερθούμε τέλος και στο μικτό πρόβλημα συνοριακών συνθηκών με συ-
νοριακές συνθήκες Dirichlet u(x) = p(x) σε ένα τμήμα S1 του συνόρου S της περιο-
χής V και συνοριακές συνθήκες Neumann 𝜕u(x)/𝜕n = q(x) στο υπόλοιπο τμήμα S2
του ίδιου συνόρου. Τότε μπορούμε και πάλι να χρησιμοποιήσουμε το συνοριακό
ολοκληρωτικό τύπο (6.2.40), αλλά βλέποντάς τον τώρα σαν μια λίγο παράξενη συ-
νοριακή ολοκληρωτική εξίσωση. Συγκεκριμένα στο τμήμα S1 της κλειστής επιφά-
νειας S άγνωστη συνάρτηση είναι η q(x) (με τη συνάρτηση p(x) γνωστή εκεί), ενώ
στο υπόλοιπο τμήμα S2 της ίδιας επιφάνειας S άγνωστη συνάρτηση είναι η p(x) (με
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τη συνάρτηση q(x) γνωστή εκεί). Κανένα πρόβλημα λοιπόν! Σε κάθε σημείο x όλης
της κλειστής επιφάνειας S μόνο μία είναι η άγνωστη συνάρτηση (ή η q(x) ή η p(x))
με τη δεύτερη συνάρτηση (ή την p(x) ή την q(x) αντίστοιχα) γνωστή. Έτσι μπορούμε
και σε αυτήν την περίπτωση να λύσουμε (συνήθως αριθμητικά, όχι με κλειστό τύπο,
και γενικά με τη μέθοδο των συνοριακών στοιχείων) τη συνοριακή ολοκληρωτική
εξίσωση (6.2.40). Με αυτόν τον τρόπο θα προσδιορίσουμε (επαναλαμβάνουμε γε-
νικά αριθμητικά) και τη δεύτερη συνάρτηση που μας λείπει όπου βέβαια μας λείπει.

Έτσι τελικά θα γνωρίζουμε και τις δύο συναρτήσεις p(x) και q(x) σε ολόκληρη
την κλειστή επιφάνεια S, που αποτελεί το σύνορο της περιοχής V που μας ενδιαφέ-
ρει. Και τότε χαρούμενοι μπορούμε να προσδιορίσουμε και στο παρόν πρόβλημα
την άγνωστη συνάρτηση u(ξ) σε κάθε σημείο ξ της ανοικτής περιοχής V με βάση
και πάλι το συνοριακό ολοκληρωτικό τύπο (6.2.41). Και παραπέρα με παραγωγί-
σεις αυτού του θεμελιώδους τύπου μπορούμε να προσδιορίσουμε και κάθε μερική
παράγωγο της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) ξανά μέσω ενός επιφανειακού ολοκλη-
ρώματος στην κλειστή επιφάνεια S. Και μάλιστα αυτό το πετυχαίνουμε εδώ με βάση
τις ίδιες συνοριακές τιμές p(x) και q(x) και όχι μερικές παραγώγους τους. Αυτό συμ-
βαίνει, επειδή αυτές οι μερικές παραγωγίσεις γίνονται ως προς ξ i , όπως παρατη-
ρούμε και στις σχέσεις (6.2.39) εκεί βέβαια μόνο για τις πρώτες μερικές παραγώγους
ως προς ξ i της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ).

Τελειώνουμε αυτήν την παράγραφο με δύο σημαντικές παρατηρήσεις:

t Παρατήρηση E6.2: Στη συνοριακή ολοκληρωτική μας εξίσωση (6.2.40) πάνω
ä Παρατήρηση

στην κλειστή επιφάνεια S (στο σύνορο S ≡ 𝜕V της ανοικτής περιοχήςV) είτε τη βλέ-
πουμε με άγνωστη συνάρτηση την q(x) (στο πρόβλημα Dirichlet) είτε με άγνωστη
συνάρτηση την p(x) στο πρόβλημα Neumann είτε με μικτό τρόπο (στο πρόβλημα
μικτών συνοριακών συνθηκών) κάτι δε μας αρέσει, κάτι δεν πάει καλά. Συγκεκρι-
μένα, όταν το σημείο x κατά την επιφανειακή ολοκλήρωση δεξιά πάνω στην επιφά-
νεια S συμπέσει με το σταθερό σημείο ξ πάνω στην ίδια επιφάνεια, τότε και οι δύο
συναρτήσεις G(x, ξ) και H(x, ξ) απειρίζονται. Αυτό είναι σαφές για τη συνάρτηση
G(x, ξ) από τη σχέση (6.2.21) στις τρεις διαστάσεις και (6.2.25) στις δύο διαστάσεις,
οπότε βέβαια δεν έχουμε επιφάνεια αλλά καμπύλη S. Ακόμη χειρότερη είναι η κα-
τάσταση για τη συνάρτησηH(x, ξ)με βάση τη σχέση (6.2.36) εκεί δεξιά σε συνδυασμό
με τις σχέσεις (6.2.23) στις τρεις διαστάσεις και (6.2.27) στις δύο διαστάσεις.

Επομένως για ξ ∈ S, ακριβώς όπως συμβαίνει στη συνοριακή ολοκληρωτική εξί-
σωση (6.2.40), το ολοκλήρωμα δεξιά δεν είναι ένα συνηθισμένο ολοκλήρωμα. Αντί-
θετα είναι ένα ιδιόμορφο ολοκλήρωμα λόγω του ότι απειρίζονται οι δύο πυρήνες
του G(x, ξ) και Η(x, ξ) για x = ξ. Ο απειρισμός του πυρήνα G(x, ξ) για x = ξ είναι
κάπως ασθενέστερος από τον απειρισμό του πυρήνα Η(x, ξ) πάλι για για x = ξ,
που θεωρείται ισχυρός απειρισμός. Για να αντιμετωπισθεί μαθηματικά αλλά και
υπολογιστικά αυτός ο ισχυρός απειρισμός δεν αρκεί ο ορισμός του γενικευμένου
ή καταχρηστικού ολοκληρώματος. Απαιτείται ένας ισχυρότερος ορισμός, ώστε να
μπορέσει το ολοκλήρωμαστη συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση (6.2.40) νααποκτή-
σει συγκεκριμένη τιμή. Αποδεικνύεται ότι ο σχετικός κατάλληλος ορισμός εξαιτίας
του πυρήνα H(x, ξ) είναι ο ορισμός του σαν ολοκληρώματος κυρίας τιμής τύπου
Cauchy. Πρακτικά αυτό σημαίνει ότι γύρω από το ανώμαλο σημείο ξ αφαιρείται
σφαίρα Σ με κέντρο το σημείο ξ και ακτίνα ε και η ολοκλήρωση δε γίνεται στο μέ-
ρος της επιφάνειας S που είναι εσωτερικό αυτής της σφαίρας Σ. Τελικά θεωρείται
ότι ε → 0 και λαμβάνεται το σχετικό όριο. Αυτά στις τρεις διαστάσεις (για n = 3).
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Στις δύο διαστάσεις (για n = 2) αφαιρείται ανάλογα κύκλος Σ με κέντρο το σημείο ξ
και ακτίνα ε και στη συνέχεια θεωρείται και πάλι ότι ε→ 0 και λαμβάνεται το σχε-
τικό όριο. Έτσι η συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση (6.2.40) είναι μια ιδιόμορφη
ολοκληρωτική εξίσωση τύπου Cauchy τόσο στις τρεις όσο και στις δύο διαστάσεις.

Τα πιο πάνω και οι σχετικοί υπολογισμοί, που δεν είναι τόσο απλοί και που πα-
ραλείπονται εδώ, δεν αποτελούν απλά ένα μαθηματικό τέχνασμα, έναν αυθαίρετο
ορισμό του ολοκληρώματος στη συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση (6.2.40) δεξιά.
Δεν αποβλέπουν απλά στο να αποκτήσει έννοια αυτό το ολοκλήρωμα: εδώ την έν-
νοια ολοκληρώματος κυρίας τιμής τύπου Cauchy. Αποδεικνύεται ότι αυτή η κύρια
τιμή είναι σύμφωνη και από φυσική άποψη με το πρόβλημα που λύνουμε, εδώ την
εξίσωση του Laplace μαζί με τις σχετικές συνοριακές συνθήκες. Δηλαδή θα ήταν λά-
θος αν υιοθετείτο οποιαδήποτε άλλη κύρια τιμή για το ιδιόμορφο ολοκλήρωμα που
παρουσιάζεται στη συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση (6.2.40) δεξιά. Μόνο η κύρια
τιμή του κατά Cauchy είναι η σωστή τιμή του, δηλαδή η τιμή του ολοκληρώματος
η οποία θα μας οδηγήσει τελικά στα σωστά αποτελέσματα για τη λύση αυτής της
συνοριακής ολοκληρωτικής εξισώσεως (6.2.40).

Ας τολμήσουμε να συμπληρώσουμε ότι πέρα από τα ιδιόμορφα ολοκληρώματα
κυρίας τιμής τύπου Cauchy που μόλις αναφέραμε παρουσιάζονται στην Επιστήμη
του Πολιτικού Μηχανικού και ακόμη χειρότερα, δηλαδή ακόμη πιο ιδιόμορφα,
ολοκληρώματα. Πρόκειται για ολοκληρώματα με ακόμη πιο έντονο απειρισμό των
σχετικώνπυρήνων. Τέτοια ολοκληρώματα καλούνται συνήθωςυπεριδιόμορφαολο-
κληρώματα (hypersingular integrals) και οι αντίστοιχες συνοριακές ολοκληρωτικές
εξισώσεις υπεριδιόμορφες συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις (hypersingular
boundary integral equations). Οι υπεριδιόμορφες συνοριακές ολοκληρωτικές εξι-
σώσεις παρουσιάζονται με φυσικό τρόπο ιδίως σε προβλήματα ρωγμών στη Θραυ-
στομηχανική (ή Μηχανική της Θραύσεως, Fracture Mechanics) είτε στις τρεις είτε
στις δύο διαστάσεις. Παρουσιάζονται όμως και στη Ρευστομηχανική. Και στις δύο
περιπτώσεις τα σχετικά ολοκληρώματα υπολογίζονται σαν ολοκληρώματα πεπε-
ρασμένου μέρους τύπου Hadamard και όχι πια σαν ολοκληρώματα κυρίας τιμής
τύπου Cauchy, κάτι που δεν αρκεί. Δε θα υπεισέλθουμε σε σχετικές λεπτομέρειες. s

t Παρατήρηση E6.3: Στην προηγούμενη ανάπτυξη βασιστήκαμε στη θεμελιώδη
ä Παρατήρηση

λύση G(x, ξ), που καλείται επίσης και συνάρτηση Green ελεύθερου χώρου και που
εδώ στην εξίσωση του Laplace δίνεται από τον τύπο (6.2.21) στις τρεις διαστάσεις
(για n = 3) και (6.2.25) στις δύο διαστάσεις (για n = 2). Η συνάρτηση αυτή G(x, ξ)
επαληθεύει την εξίσωση του Poisson (6.2.19) στις τρεις διαστάσεις (και ανάλογα στις
δύο διαστάσεις) και αντιστοιχεί σε μοναδιαία πηγή στο ανώμαλο σημείο της x = ξ
τείνοντας στο μηδέν για |x | → ∞. Δηλαδή στη συνάρτηση αυτή G(x, ξ) δεν υπάρ-
χουν ουσιαστικά συνοριακές συνθήκες. Είναι μια πολύ απλή συνάρτηση και εύκολη
στη χρήση της, αλλά δυστυχώς “αδιαφορεί” εντελώς για το σύνορο S της περιοχήςV.

Μια εναλλακτική δυνατότητα είναι να χρησιμοποιηθεί μια διαφορετική συνάρ-
τηση G∗(x, ξ) που να επαληθεύει πάλι την εξίσωση του Poisson (6.2.19), αλλά ταυ-
τόχρονα να λαμβάνει υπόψη το σύνορο S της περιοχής V μηδενιζόμενη μάλιστα
σε αυτό (για x ∈ S). Στην περίπτωση αυτή, επειδή η συνάρτηση G∗(x, ξ) κατασκευά-
στηκε τώρα έτσι ώστε να ισχύει η σχέση G∗(x, ξ) = 0 πάνω στο σύνορο S (για x ∈ S),
ο συνοριακός ολοκληρωτικός τύπος (6.2.41) παίρνει την απλοποιημένη μορφή του

u(ξ) =
S
H∗(x, ξ)p(x)dS(x) με ξ ∈V. (6.2.44)
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Εδώ βέβαια τώρα
H∗(x, ξ) ∶= 𝜕G

∗(x, ξ)
𝜕n = 𝜕G

∗(x, ξ)
𝜕ξ i

ni (6.2.45)

απόλυτα ανάλογα με τον ορισμό (6.2.36) της αρχικής συναρτήσεως H(x, ξ).
Η σχέση (6.2.44) είναι μια θαυμάσια σχέση για την επίλυση του προβλήματος

Dirichlet για την εξίσωση του Laplace στην περιοχή V με γνωστές βέβαια εδώ τις
συνοριακές τιμές p(x) της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) (ή u(x)) στο σύνορο S της
περιοχής V. Απαιτεί όμως τη γνώση της συναρτήσεως G∗(x, ξ) που προαναφέραμε
αν και ο υπολογισμός της δεν είναι κάτι το πολύ εύκολο. Στη συνέχεια με βάση τη
συνάρτηση G∗(x, ξ) προσδιορίζεται και η συνάρτηση H∗(x, ξ) από τη σχέση (6.2.45).
Σημειώνουμε εδώ πως η συνάρτηση G∗(x, ξ) είναι η συνάρτηση Green για το παρόν
συγκεκριμένο πρόβλημα με σύνορο την επιφάνεια S και όχι απλά η συνάρτηση
Green ελεύθερου χώρου, όπως ήταν η αρχική συνάρτηση G(x, ξ). Υπενθυμίζουμε
επίσης ότι τις συναρτήσεις Green θα τις μελετήσουμε λεπτομερώς στοΚεφάλαιο Ε10.

Και ανάλογα μπορούμε να κατασκευάσουμε και τη συνάρτηση Green G∗∗(x, ξ)
για το παρόν πρόβλημα της εξισώσεως του Laplace στην περιοχή V, αλλά τώρα με
συνοριακές συνθήκες H∗∗(x, ξ) ∶= 𝜕G∗∗(x, ξ)/𝜕n = 0 στο σύνορό της S. Τότε ο συνο-
ριακός ολοκληρωτικός τύπος (6.2.41) παίρνει την απλοποιημένη ξανά μορφή του

u(ξ) = −
S
G∗∗(x, ξ)q(x)dS(x) με ξ ∈V, (6.2.46)

που αποτελεί ουσιαστικά τη λύση του σχετικού προβλήματος Neumann. Και πάλι
βέβαια η δυσκολία έγκειται στην κατασκευή της συναρτήσεως Green G∗∗(x, ξ).

Για το λόγο αυτό στις συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις γενικά χρησιμο-
ποιούμε τη συνάρτηση Green ελεύθερου χώρου (τη θεμελιώδη λύση) G(x, ξ) αντί
για την ειδική συνάρτηση Green G∗(x, ξ) (για το πρόβλημα Dirichlet) και G∗∗(x, ξ)
(για το πρόβλημα Neumann). Eκτός βέβαια και αν η κατασκευή τους είναι αρκετά
εύκολη, κάτι που συμβαίνει όμως μόνο σε πολύ ειδικές περιπτώσεις γεωμετρίας της
περιοχής V είτε στις τρεις είτε στις δύο διαστάσεις. s

Ε6.2.6
Ε6.2.6. Η συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση για την εξίσωση του Poisson

Ας γενικεύσουμε τώρα λίγο τα προηγούμενα αποτελέσματα από την εξίσωση
του Laplace (6.2.16) ή (6.2.29) στην πιο γενική εξίσωση του Poisson

∇2u = f (x) και πιο αναλυτικά
𝜕2u
𝜕x21

+ 𝜕
2u
𝜕x22

+ 𝜕
2u
𝜕x23

= f (x) (6.2.47)

με άγνωστη συνάρτηση ξανά τη συνάρτηση u = u(x) = u(x1, x2 , x3) και στην ίδια
ακριβώς περιοχή V με σύνορο μια κλειστή επιφάνεια S (ή μια κλειστή καμπύλη S
στις δύο διαστάσεις). Εδώ βέβαια f (x) είναι μια γνωστή συνάρτηση σε ολόκληρη την
περιοχήV που μας ενδιαφέρει. Και φυσικά και εδώ μπορούμε να έχουμε πρόβλημα
Dirichlet, πρόβλημα Neumann ή πρόβλημα μικτών συνοριακών συνθηκών ακρι-
βώς όπως και πριν. Τίποτε το ουσιαστικό δεν αλλάζει. Απλά τώρα στη διαφορική
μας εξίσωση με μερικές παραγώγους (6.2.47) έχουμε και δεξιό μέλος f (x). Δηλαδή
έχουμε εξίσωση του Poisson, που είναι μη ομογενής διαφορική εξίσωση με μερικές
παραγώγους, αντί για εξίσωση του Laplace στη σχέση (6.2.16) ή (6.2.29), που ήταν
ομογενής. Δεν υπάρχει καμία άλλη αλλαγή.

Και στο παρόν γενικότερο πρόβλημα τώρα με την εξίσωση του Poisson (6.2.47)
αντί για την εξίσωση του Laplace (6.2.16) θα χρησιμοποιήσουμε ξανά τη δεύτερη
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ταυτότητα του Green (6.2.12) με την άγνωστη συνάρτηση u = u(x) σαν την πρώτη
συνάρτηση u και τη συνάρτηση Green G = G(x, ξ) των σχέσεων (6.2.21) (στις τρεις
διαστάσεις) και (6.2.25) (στις δύο διαστάσεις) σαν τη δεύτερη συνάρτηση v. Δεν
αλλάζουν και πολλά πράγματα στην εξίσωση του Poisson σε σχέση με την εξίσωση
του Laplace. Χρησιμοποιούμε έτσι και εδώ πάλι τη δεύτερη ταυτότητα του Green
στη μορφή της (6.2.30), που την υπενθυμίζουμε

V
(u∇2G − G∇2u)dV(x) =

S
u
𝜕G
𝜕n − G

𝜕u
𝜕ndS(x). (6.2.48)

Στη συνέχεια όμως αυτή παίρνει εδώ στην εξίσωση του Poisson (6.2.47) τη μορφή

V
[u(x)δ(x − ξ) − G(x, ξ)f (x)]dV(x)=

S
u(x)

𝜕G(x, ξ)
𝜕n − G(x, ξ) 𝜕u(x)𝜕n dS(x) (6.2.49)

αντί για τη λίγο απλούστερη μορφή της (6.2.31), που είχε πάρει στην περίπτωση
της εξισώσεως του Laplace. Αυτό συνέβη εδώ απλά επειδή τώρα στην εξίσωση του
Poisson ισχύει ∇2u(x) = f (x) στο αριστερό μέλος, ενώ προηγουμένως στην εξίσωση
του Laplace ίσχυε ∇2u(x) = 0.

Με τη χρήση και εδώ της σχέσεως (6.2.34) για τη συνάρτηση δέλτα του Dirac,
την υπενθυμίζουμε

V
u(x)δ(x − ξ)dV(x) = u(ξ) με ξ ∈V, (6.2.50)

η πιο πάνω ταυτότητα (6.2.49) παίρνει την τελική μορφή της

u(ξ) =
S
u(x)

𝜕G(x, ξ)
𝜕n − G(x, ξ) 𝜕u(x)𝜕n  dS(x) + F(ξ) με ξ ∈ V. (6.2.51)

Εδώ ορίσαμε για διευκόλυνσή μας τη νέα συνάρτηση

F(ξ) ∶=
V
G(x, ξ) f (x)dV(x), (6.2.52)

που είναι ασφαλώς μια γνωστή συνάρτηση σε όλη την περιοχή V και στο σύνορό
της S ≡ 𝜕V. Αυτό είναι προφανές, επειδή τόσο η συνάρτηση Green G(x, ξ) όσο και
το δεξιό μέλος f (x) στην εξίσωση του Poisson (6.2.47) είναι γνωστές συναρτήσεις.

Από δω και πέρα όλα είναι όπως πριν στην εξίσωση του Laplace με μόνη τη δια-
φορά ότι παρουσιάζεται παντού και η γνωστή συνάρτηση F(ξ) της σχέσεως (6.2.52).
Για παράδειγμα, η συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση (6.2.40) γενικεύεται εδώ που
έχουμε την εξίσωση του Poisson (6.2.47) παίρνοντας τη μορφή

1
2
p(ξ) =

S
[H(x, ξ)p(x) − G(x, ξ)q(x)]dS(x) + F(ξ) με ξ ∈ S (6.2.53)

και με τις τέσσερις συναρτήσεις p(x), q(x), H(x, ξ) και G(x, ξ) να ορίζονται ακριβώς
όπως και πριν. Και παραπέρα ο συνοριακός ολοκληρωτικός τύπος (6.2.41), που μας
επιτρέπει τον υπολογισμό της άγνωστης συναρτήσεως u(ξ) (ή u(x)) μετά την επίλυση
της συνοριακής ολοκληρωτικής εξισώσεως (6.2.53), γενικεύεται στη μορφή

u(ξ) =
S
[H(x, ξ)p(x) − G(x, ξ)q(x)]dS(x) + F(ξ) με ξ ∈V. (6.2.54)

Αφού λοιπόν η συνάρτηση F(ξ) που ορίσθηκε στη σχέση (6.2.52) είναι γνωστή
συνάρτηση σε όλη την περιοχήV και στο σύνορό της S, κανένα πρόβλημα δεν υπάρ-
χει πέρα βέβαια από το προφανές γεγονός ότι ο υπολογισμός αυτής της συναρτή-
σεως F(ξ) απαιτεί υπολογιστικό κόπο. Δυστυχώς απαιτεί, καθώς πρόκειται για ένα
τριπλό ολοκλήρωμα σε όλη την περιοχήV, όχι μόνο στο σύνορό της S, εδώ στις τρεις

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ IV για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Ε6.3: ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ 119

διαστάσεις (και ανάλογα ένα διπλό ολοκλήρωμα στις δύο διαστάσεις). Εντούτοις
η ίδια η ολοκληρωτική εξίσωση (6.2.53) συνεχίζει να είναι μια συνοριακή ολοκλη-
ρωτική εξίσωση είτε άγνωστη συνάρτηση σε αυτήν είναι η p(x) είτε η q(x) είτε αλλού
η μία και αλλού ή άλλη πάντοτε όμως πάνω στο σύνορο S της περιοχής V ισχύος
της εξισώσεως του Poisson (6.2.47).

Στο σημείο αυτό εγκαταλείπουμε την κλασική αλλά και τόσο πολύ χρήσιμη σε
ποικίλα προβλήματα τουΠολιτικούΜηχανικού εξίσωση του Laplace (6.2.16) και τη
γενίκευση της στην εξίσωση του Poisson (6.2.47). Προχωράμε τώρα σε ένα κάπως πιο
δύσκολο πρόβλημα, όπου όμως παρουσιάζονται ξανά συνοριακές ολοκληρωτικές
εξισώσεις. Πρόκειται για το κλασικό πρόβλημα της γραμμικής τριδιάστατης ή δι-
διάστατης Ελαστικότητας, που είναι ένα πιο δύσκολο αλλ’ εξίσου ενδιαφέρον πρό-
βλημα.Με αυτό το πρόβλημα θα ασχοληθούμε στην αμέσως επόμενη Ενότητα Ε6.3.

Ε6.3
Ε6.3. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ

Ε6.3.1
Ε6.3.1. Εξισώσεις ισορροπίας, βασικοί τύποι και ο νόμος του Hooke

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε πολύ σύντομα το πρόβλημα της γραμμικής
Ελαστικότητας για ένα ισότροπο ελαστικό μέσον V στις τρεις διαστάσεις με ειδική
περίπτωσή του τις δύο διαστάσεις με γνωστές τις συνοριακές συνθήκες στο σύνορό
του S ≡ 𝜕V (κλειστή επιφάνεια στις τρεις διαστάσεις και κλειστή καμπύλη στις δύο
διαστάσεις). Αυτό το πρόβλημα θα το αναγάγουμε εδώ σε ένα σύστημα συνοριακών
ολοκληρωτικών εξισώσεων στο σύνορο S του ελαστικού μέσουV το οποίο μελετάμε.
Θα βρούμε επίσης και τους σχετικούς συνοριακούς ολοκληρωτικούς τύπους που
μας επιτρέπουν τον υπολογισμό των μετατοπίσεων ui , των παραμορφώσεων εij και
των τάσεων σij σε όλο το ελαστικό μέσον V.

Εισαγωγικά σημειώνουμε πως τα βασικά μεγέθη στο πρόβλημα της γραμμικής
Ελαστικότητας είναι οι τάσεις σij και οι μετατοπίσεις ui στο ελαστικό μέσον V. Από
τις μετατοπίσεις ui προκύπτουν εύκολα με μερικές παραγωγίσεις και οι παραμορ-
φώσεις εij. Φυσικά στις τρεις διαστάσεις οι δείκτες i, j, κλπ. παίρνουν τις τρεις τιμές
i, j = 1, 2, 3, ενώ στις δύο διαστάσεις παίρνουν τις δύο τιμές i, j = 1, 2.

Οι τάσεις σij στα σημεία του ελαστικού μέσου είναι οι συνιστώσες του τανυστή
των τάσεων σ. Αυτός είναι ένας συμμετρικός τανυστής δευτέρας τάξεως με σji = σij.
Το ότι είναι τανυστής το αποδείξαμε στην Παράγραφο Ε1.7.1 του Κεφαλαίου 1.
Επιπλέον οι τάσεις σij πληρούν τις γνωστές μας εξισώσεις ισορροπίας, που τις ανα-
φέραμε ήδη στην Άσκηση Ε1.24 της Ενότητας Ε1.6 του Κεφαλαίου Ε1, υποθέτοντας
εκεί ότι δεν υπάρχουν δυνάμεις μάζας (ή καθολικές δυνάμεις) στο ελαστικό μέσον.
Εάν υπάρχουν και δυνάμεις μάζας (ή καθολικές δυνάμεις) fi , που δηλώνουν δύ-
ναμηανάμονάδαόγκου στις τρεις διαστάσεις (δύναμηανάμονάδα επιφανείας στις
δύο διαστάσεις), τότε οι εξισώσεις ισορροπίας γενικεύονται παίρνοντας τη μορφή

𝜕σji
𝜕xj

+ fi = 0 ή ισοδύναμα
𝜕σij
𝜕xj

+ fi = 0 και πιο απλά σij, j + fi = 0. (6.3.1)

Η δεύτερη μορφή (στο μέσον και μετά δεξιά) ισχύει, απλά επειδή ο τανυστής των
τάσεωνσ είναι συμμετρικός, οπότε φυσικά σji = σij. Πιο σωστή είναι η πρώτη μορφή.

Πρόκειται για τρεις διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους στις τρεις δια-
στάσεις ή δύο αντίστοιχες εξισώσεις στις δύο διαστάσεις. Η ισχύς των εξισώσεων
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ισορροπίας σε ένα ελαστικό μέσον υπό οποιαδήποτε φόρτισή του είναι απόλυτα
αναγκαία για την ισορροπία του ελαστικού μέσου. Εννοείται ότι και εδώ, όπως και
σε όλο αυτό το Κεφάλαιο Ε6, χρησιμοποιείται στους δείκτες η σύμβαση αθροίσεως
του Einstein. Αυτή η σύμβαση μας είναι γνωστή ήδη από την Παράγραφο Ε1.1.2
του Κεφαλαίου Ε1 και την έχουμε ήδη χρησιμοποιήσει πάρα πολλές φορές.

Στα σημεία x του συνόρου S του ελαστικού μέσου ορίζονται επίσης οι συνιστώ-
σες ti του διανύσματος των τάσεων t. Αυτές τις συμβολίζουμε εδώ με ti (αντί για pi )
ακολουθώντας το συμβολισμό ο οποίος χρησιμοποιείται συνήθως στις συνοριακές
ολοκληρωτικές εξισώσεις. Οι συνιστώσες ti του διανύσματος των τάσεων t δίνονται
από τον τύπο (1.7.10) της Παραγράφου Ε1.7.1 του Κεφαλαίου Ε1, που έχει τη μορφή

ti = σjinj ή ισοδύναμα ti = σijnj , (6.3.2)

αφού, επαναλαμβάνουμε σji = σij. Σημειώνουμε επίσης ότι nj είναι οι συνιστώσες
του κάθετου διανύσματος n πάνω στο σύνορο S του ελαστικού μέσου V. (Επανα-
λαμβάνουμε πως αυτό το σύνορο S είναι κλειστή επιφάνεια στις τρεις διαστάσεις
και κλειστή καμπύλη στις δύο διαστάσεις.) Το διάνυσμα t όπως βέβαια και οι συνι-
στώσες του ti αναφέρονται μόνο στο σύνορο S ≡ 𝜕V της περιοχής V. Συγκεκριμένα
εκφράζουν δύναμη ανά μονάδα επιφανείας στην επιφάνεια S στις τρεις διαστάσεις
και ανάλογα δύναμη ανά μονάδα μήκους στην καμπύλη S στις δύο διαστάσεις.

Από την άλλη πλευρά οι μετατοπίσεις ui πάλι στα σημεία του ελαστικού μέσουV
είναι οι συνιστώσες ενός διανύσματος u, που είναι βέβαια τανυστής πρώτης τάξεως.
Από τις μετατοπίσεις ui προκύπτουν εύκολα με απλές μερικές παραγωγίσεις τους
και οι παραμορφώσεις εij απλά με βάση τους τύπους ορισμού τους (1.7.13) στην
Παράγραφο Ε1.7.2 του Κεφαλαίου Ε1. Συγκεκριμένα οι μετατοπίσεις εij ορίζονται
με βάση τους τύπους

εij =
1
2 
𝜕ui
𝜕xj

+
𝜕uj
𝜕xi 

= 1
2
(ui, j + uj, i) (6.3.3)

εννοείται και εδώ με τους δείκτες μετά από κόμμα να δηλώνουν παραγωγίσεις, εδώ
μερικές παραγωγίσεις. Σημειώνουμε ότι στηνΠαράγραφο Ε1.7.2 του Κεφαλαίου Ε1
αποδείξαμε πάρα πολύ εύκολα ότι οι παραμορφώσεις εij αποτελούν τις συνιστώσες
ενός τανυστή δευτέρας τάξεως: του τανυστή των παραμορφώσεων ε.

Αυτές είναι λοιπόν οι βασικές ποσότητές μας μέσα στο ελαστικό μέσον V (είτε
τριδιάστατο είτε διδιάστατο): οι τάσεις σij, οι μετατοπίσεις ui και οι παραμορφώ-
σεις εij. Όμως ο Πολιτικός Μηχανικός δίνει έμφαση στις τάσεις σij. Αυτό συμβαίνει,
επειδή αυτές συνδέονται πιο άμεσα με την ασφάλεια του ελαστικού μέσου ως προς
την εξαιρετικά ανεπιθύμητη περίπτωση της διαρροής του (της αστοχίας του) σε ένα
ή περισσότερα σημεία του. Είδαμε επίσης ότι οι παραμορφώσεις εij προσδιορίζο-
νται αμέσως μόλις είναι γνωστές οι μετατοπίσεις ui με βάση τους πιο πάνω τύπους
ορισμού τους (6.3.3). Και εδώ οι μετατοπίσεις ui θα προσδιορισθούν πρώτες.

Ο βασικός νόμος που ισχύει στη γραμμική Ελαστικότητα είναι ο νόμος του
Hooke. Αυτός συνδέει τις τάσεις σij με τις παραμορφώσεις εij και μάλιστα με γραμ-
μικό τρόπο. (Γι’ αυτό και μιλάμε για γραμμική Ελαστικότητα.) Ο νόμος του Hooke
μας είναι ήδη γνωστός από τη σχέση (1.4.15) της Εφαρμογής Ε1.1 τουΚεφαλαίου E1.
Στη γενική περίπτωσή του, που περιλαμβάνει και ανισότροπα μέσα, έχει τη μορφή

σij = Eijkl εkl (6.3.4)

με Εijkl τις συνιστώσες του τανυστή των ελαστικών σταθερώνE του ελαστικού μέσου.
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Εμείς σε αυτήν την Ενότητα Ε6.3 περιορίζουμε την προσοχή μας σε ισότροπα
γραμμικά ελαστικά μέσα. Αυτά έχουν δύο μόνο ανεξάρτητες ελαστικές σταθερές.
Συνήθη επιλογή γι’ αυτές είναι το μέτρο ελαστικότητας Ε και ο λόγος του Poisson ν.
Αν αντί γι’ αυτές τις δύο ελαστικές σταθερές επιλέξουμε να χρησιμοποιήσουμε εδώ
τις δύο σταθερές του Lamé λ και μ, τότε ο νόμος του Hooke (6.3.4) παίρνει τη μορφή

σij = λδij εkk + 2μεij . (6.3.5)

Εδώ βέβαια δij είναι το γνωστό μας από την Παράγραφο Ε1.1.3 του Κεφαλαίου Ε1
δέλτα του Kronecker. Επίσης εkk = ε11 + ε22 + ε33 στις τρεις διαστάσεις (εkk = ε11 + ε22
στις δύο διαστάσεις) λόγω της συμβάσεως αθροίσεως του Einstein, που συνεχώς τη
χρησιμοποιούμε σ’ αυτό το κεφάλαιο για τις συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις.

Ε6.3.2
Ε6.3.2. Οι εξισώσεις του Navier

Προχωρώντας εισάγουμε τώρα τους ορισμούς (6.3.3) των παραμορφώσεων εij με
βάση τις μετατοπίσεις ui στο ελαστικό μέσον V, που το θεωρούμε συνεχώς από δω
και πέρα ισότροπο, στον πιο πάνω νόμο του Hooke (6.3.5) για ισότροπο γραμμικά
ελαστικό μέσον. Τότε ο νόμος του Hooke (6.3.5) παίρνει την ισοδύναμη μορφή του

σij = λδijuk,k + μ(ui, j + uj, i). (6.3.6)

Και συνεχίζοντας εισάγουμε τώρα αυτές τις εκφράσεις των τάσεων σij στις εξισώσεις
ισορροπίας (6.3.1) δεξιά, δηλαδή στις εξισώσεις σij, j + fi = 0. Προκύπτει εύκολα ότι

λδijuk,kj + μ(ui, jj + uj, ij) + fi = 0. (6.3.7)

Χρησιμοποιούμε τώρα τη γνωστή μας ιδιότητα της αντικαταστάσεως για το δέλτα
του Kronecker στον πρώτο όρο αριστερά και αλλάζουμε το σύμβολο του επαναλαμ-
βανόμενου δείκτη από j σε k στους δύο επόμενους όρους μui, jj και μuj, ij, κάτι που
είναι απόλυτα επιτρεπτό για έναν επαναλαμβανόμενο δείκτη. Επίσης αλλάζουμε
και τη σειρά των μερικών παραγωγίσεων στον όρο μuj, ij. Έτσι παίρνουμε

λuk,ki + μ(ui,kk + uk,ki) + fi = 0. (6.3.8)

Πάραπολύ εύκολαδιαπιστώνουμε ότι αυτή η σχέσηαπλοποιείται και στημορφή

μui,kk + (λ + μ)uk,ki + fi = 0. (6.3.9)

Αυτή η μορφή μπορεί φυσικά να γραφεί και λίγο πιο αναλυτικά ως εξής:

μ
𝜕2ui
𝜕xk𝜕xk

+ (λ + μ) 𝜕𝜕xi 
𝜕uk
𝜕xk 

+ fi = 0. (6.3.10)

Και εδώ βέβαια ο δείκτης i παίρνει στις τρεις διαστάσεις τις τρεις τιμές i = 1, 2, 3 (στις
δύο διαστάσεις τις δύο τιμές i = 1, 2). Ανάλογα και ο δείκτης k, που είναι φυσικά
επαναλαμβανόμενος δείκτης. Έχουμε επομένως στις τρεις διαστάσεις τρεις γραμ-
μικές διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους δευτέρας τάξεως με άγνωστες
συναρτήσεις τις μετατοπίσεις ui στο ελαστικό μέσονV. Αυτές οι τρεις διαφορικές εξι-
σώσεις (6.3.9) ή (6.3.10) καλούνται εξισώσεις τουNavier. Ανάλογα ισχύουν και στις
δύο διαστάσεις εκεί βέβαια με δύο διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους.

Πρόκειται προφανώς για τις εξισώσεις ισορροπίας (6.3.1), γραμμένες όμως εδώ
στις σχέσεις (6.3.9) και (6.3.10) με χρήση των μετατοπίσεων ui αντί για τις τάσεις σij.
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Και αυτό το πετύχαμε βέβαια με χρήση του νόμου του Hooke (6.3.5) και σ’ αυτόν
επίσης των ορισμών τωνπαραμορφώσεων (6.3.3). Καλό είναι αυτό, γιατί έτσι έχουμε
στις τρεις διαστάσεις τρεις μόνο άγνωστες συναρτήσεις (τις μετατοπίσεις ui) αντί για
έξι άγνωστες συναρτήσεις (τις τάσεις σij με σji = σij) που είχαμε αρχικά. Δυστυχώς
έχουμε όμως τώρα διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους δευτέρας τάξεως
(αντί πρώτης τάξεως): έχουμε τώρα τις εξισώσεις του Navier (6.3.9) ή (6.3.10).

Στο σημείο αυτό ας συμπληρώσουμε ότι η δεύτερη σταθερά του Lamé μ συμπί-
πτει με το μέτρο διατμήσεως G του ισότροπου ελαστικού μέσου. Επίσης η πρώτη
σταθερά του Lamé λ δίνεται, όπως είναι γνωστό από τη Μηχανική των Υλικών,
από τον τύπο

λ = 2νμ
1 − 2ν (6.3.11)

με ν το λόγο του Poisson του ίδιου ισότροπου ελαστικού μέσου. Επομένως έχουμε

λ + μ = 2νμ
1 − 2ν + μ = (2ν + 1 − 2ν)μ

1 − 2ν = μ
1 − 2ν . (6.3.12)

Κατά συνέπεια οι εξισώσεις του Navier (6.3.10), δηλαδή οι εξισώσεις ισορροπίας
γραμμένες με χρήση των μετατοπίσεων ui , μπορούν να γραφούν και στην απόλυτα
ισοδύναμη μορφή 𝜕2ui

𝜕xk𝜕xk
+ 1
1 − 2ν

𝜕
𝜕xi 

𝜕uk
𝜕xk 

+ fi
μ
= 0. (6.3.13)

Εδώ χρησιμοποιήσαμε, όπως φαίνεται, τη σταθερά του Lamé μ = G και το λόγο του
Poisson ν σαν τις δύο βασικές ελαστικές σταθερές του ισότροπου ελαστικού μέσου.
(Κανένας δε μας το απαγορεύει αυτό!) Επιπλέον πήραμε το θάρρος να διαιρέσουμε
αυτές τις εξισώσεις με τη δεύτερη σταθερά του Lamé μ.

Και αν θέλουμε, μπορούμε βέβαια να γράψουμε τις ίδιες ακριβώς εξισώσεις του
Navier (6.3.13) και σε διανυσματική μορφή με χρήση του διανύσματος των μετα-
τοπίσεων u = u1e1 + u2e2 + u3e3 = uiei (ή u = u1e1 + u2e2 = uiei στις δύο διαστά-
σεις) με ei τα μοναδιαία διανύσματα του συστήματοςΚαρτεσιανών συντεταγμένων.
Λαμβάνουμε υπόψη μας τους εξής τύπους της Ενότητας Ε1.6 του Κεφαλαίου Ε1:
τον τύπο (1.6.20) για τη Λαπλασιανή βαθμωτού μεγέθους, τον τύπο (1.6.13) για την
απόκλιση διανύσματος και τον τύπο (1.6.3) για την κλίση βαθμωτού μεγέθους. Έτσι
γράφουμε τις πιο πάνω εξισώσεις του Navier (6.3.13) στην ισοδύναμη μορφή τους

∇2ui +
1

1 − 2ν
𝜕
𝜕xi

(divu) + fi
μ
= 0 (6.3.14)

με u = uiei επαναλαμβάνουμε το διάνυσμα των μετατοπίσεων ui και τελικά

∇2u+ 1
1 − 2ν grad (divu)+

f
μ
= 0 ή πιο απλά ∇2u+ 1

1 − 2ν ∇(∇ ⋅u)+
f
μ
= 0 (6.3.15)

με f = fiei το διάνυσμα των δυνάμεων μάζας (ή καθολικών δυνάμεων). Σε αυτήν
την τελευταία και καθαρά διανυσματική μορφή των εξισώσεων του Navier θέσαμε

∇2u = (∇2ui)ei (6.3.16)

για τη Λαπλασιανή διανύσματος εδώ του διανύσματος των μετατοπίσεων u.
Ωστόσο εμείς σε αυτό εδώ το Κεφάλαιο Ε6 για τις συνοριακές ολοκληρωτικές

εξισώσεις (ασφαλώς και τους σχετικούς ολοκληρωτικούς τύπους) ήδη προτιμάμε
και θα συνεχίσουμε να προτιμάμε τη γραφή των σχέσεών μας με δείκτες και όχι με
διανύσματα. Δηλαδή για τις εξισώσεις τουNavier προτιμάμε τη μορφή τους (6.3.13)
με δείκτες και όχι τις δύο μορφές τους (6.3.15) με διανύσματα.
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Ε6.3.3
Ε6.3.3. Το θεώρημα της αμοιβαιότητας των έργων του Betti

Οι συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις αυτής της Ενότητας Ε6.3 θα βασισθούν
κυρίως στο θεώρημα της αμοιβαιότητας των έργων του Betti (ή των Betti–Maxwell).
Σύμφωνα με αυτό το θεώρημα θεωρούμε σε ένα ελαστικό μέσον V (είτε τριδιάστατο
είτε διδιάστατο) ότι έχουμε δύο διαφορετικές καταστάσεις ισορροπίας:

1. Την Κατάσταση 1 με μετατοπίσεις ui , διάνυσμα των τάσεων ti στο σύνορό
του S και δυνάμεις μάζας (ή καθολικές δυνάμεις) fi στο εσωτερικό του.

2. Την Κατάσταση 2 με μετατοπίσεις u∗i , διάνυσμα των τάσεων t∗i στο σύνορό
του S και δυνάμεις μάζας (ή καθολικές δυνάμεις) f ∗i στο εσωτερικό του.

Τότε αποδεικνύεται ότι το έργο των δυνάμεων ti και fi της Καταστάσεως 1 επί τις
μετατοπίσεις u∗i της Καταστάσεως 2 είναι ίσο με το έργο των δυνάμεων t

∗
i και f ∗i της

Καταστάσεως 2 επί τις μετατοπίσεις ui της Καταστάσεως 1. Αυτό είναι το θεώρημα
της αμοιβαιότητας των έργων του Betti (ή των Betti–Maxwell) ή απλούστερα το
θεώρημα της αμοιβαιότητας των έργων ή ακόμη πιο απλά το θεώρημα του Betti.

Επομένως με μαθηματική διατύπωση αυτού του θεωρήματος θα έχουμε

S
t i(x)u∗i (x)dS(x) +

V
fi(x)u

∗
i (x)dV(x) =

S
t∗i (x)ui(x)dS(x) +

V
f ∗i (x)ui(x)dV(x)

(6.3.17)και παραλείποντας παντού την προφανή μεταβλητή x

S
t iu∗i dS +

V
fiu

∗
i dV =

S
t∗iui dS +

V
f ∗i ui dV. (6.3.18)

Στη σχέση αυτή στο αριστερό μέλος έχουμε πρώτα το έργο του διανύσματος των τά-
σεων t i της Καταστάσεως 1 επί τις μετατοπίσεις u∗i της Καταστάσεως 2 στο σύνορο S
της περιοχής V. Στη συνέχεια έχουμε το έργο των δυνάμεων μάζας (καθολικών δυ-
νάμεων) fi της ίδιας Καταστάσεως 1 επί τις μετατοπίσεις u∗i πάλι της Καταστάσεως 2,
τώρα όμως στην ίδια την περιοχή V, δηλαδή σε ολόκληρο το ελαστικό μέσον μας.
Ανάλογα συμβαίνουν και στο δεξιό μέλος, εκεί όμως με εναλλαγή των ρόλων των
Καταστάσεων 1 και 2, που υπενθυμίζουμε είναι και οι δύο καταστάσεις ισορροπίας.
Ισοδύναμα (και πιο απλά) το θεώρημα του Betti γράφεται αμέσως και στη μορφή

V
( fiu

∗
i − f

∗
i ui)dV = −

S
(t iu∗i − t

∗
i ui)dS. (6.3.19)

Αυτό που είναι το σημαντικό για μας είναι ότι εδώ στη γραμμική Ελαστικότητα
για την εύρεση των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων (και των αντίστοιχων
συνοριακών ολοκληρωτικών τύπων) το θεώρημα του Betti (6.3.19) παίζει το ρόλο
που έπαιζε η δεύτερη ταυτότητα του Green (6.2.12) στην εξίσωση του Laplace στην
προηγούμενηΕνότητα Ε6.2. Και επιπλέον σημειώνουμε ότι η απόδειξη της δεύτερης
ταυτότητας του Green (6.2.12) βασίσθηκε στο θεώρημα της αποκλίσεως του Gauss
(ή των Gauss–Ostrogradsky) (6.2.4). Tο επαναλαμβάνουμε κι εδώ το θεώρημα της
αποκλίσεως του Gauss (στις τρεις διαστάσεις και χωρίς δήλωση της μεταβλητής x)

V
Fi, i dV =

S
Fini dS. (6.3.20)

Εντελώς ανάλογα κι εδώ η απόδειξη του θεωρήματος του Betti (6.3.18) ή (6.3.19) θα
βασισθεί και πάλι στο θεώρημα της αποκλίσεως του Gauss (6.3.20) (εδώ στις τρεις
διαστάσεις, n = 3, και απόλυτα ανάλογα στις δύο διαστάσεις, n = 2). Προχωράμε
τώρα στην απόδειξη του θεωρήματος της αμοιβαιότητας των έργων του Betti (ή των
Betti–Maxwell), δηλαδή στην απόδειξη της σχέσεως (6.3.18) ή ισοδύναμα (6.3.19).
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Για την απόδειξη αυτή ξεκινάμε, όπως έχουμε ήδη αναφέρει, με το θεώρημα της
αποκλίσεως του Gauss (6.3.20). Σαν παραγωγίσιμη συνάρτηση σε αυτό θεωρούμε
τη συνάρτηση

Fi = σiju∗j , οπότε Fi, i = σij, iu∗j + σiju∗j, i (6.3.21)

φυσικά με σij τις τάσεις στην πρώτηΚατάσταση 1 και u∗j τις μετατοπίσεις στη δεύτερη
Κατάσταση 2. Και επαναλαμβάνουμε ότι αναφερόμαστε συνεχώς σε δύο καταστά-
σεις ισορροπίας του ίδιου ακριβώς ελαστικού μέσου V με σύνορό του την κλειστή
επιφάνεια S. Και επαναλαμβάνουμε επίσης ότι εδώ χρησιμοποιούμε συνεχώς τη
σύμβαση αθροίσεως του Einstein για επαναλαμβανόμενο δείκτη, που το θεωρούμε
αυτόματα ότι είναι δείκτης αθροίσεως. Υπενθυμίζουμε επίσης ότι δείκτες μετά από
κόμμα δηλώνουν μερικές παραγωγίσεις. Σημειώνουμε τέλος ότι εδώ δουλεύουμε
στις τρεις διαστάσεις με n = 3 και επομένως με τριπλό ολοκλήρωμα στο μέσον V
και επιφανειακό ολοκλήρωμα στο σύνορό του S. Εντούτοις απόλυτα ανάλογη εί-
ναι η απόδειξη και στις δύο διαστάσεις με n = 2 και επομένως διπλό ολοκλήρωμα
στο μέσον V και επικαμπύλιο ολοκλήρωμα στο σύνορό του S. Για παράδειγμα, στις
δύο διαστάσεις το θεώρημα της αποκλίσεως του Gauss (6.3.20) παίρνει τη μορφή

V
Fi, i dV =

S
Fini dS (6.3.22)

με διαστάσεις στις ολοκληρώσεις (και αριστερά και δεξιά) μειωμένες κατά ένα.
Αντικαθιστώντας λοιπόν τις σχέσεις (6.3.21) στο θεώρημα της αποκλίσεως του

Gauss (6.3.20), παίρνουμε

V
(σij, iu∗j + σiju∗j, i)dV =

S
σiju∗j ni dS =

S
tju∗j dS, αφού σijni = tj (6.3.23)

σύμφωνα με την πρώτη σχέση (6.3.2) (εδώ βέβαια με εναλλαγή των δεικτών i και j).
Επιπλέον εδώ στο αριστερό μέλος αυτής της σχέσεως (6.3.23) παρατηρούμε ότι

V
σij, iu∗j dV = −

V
fju

∗
j dV, αφού σij, i = −fj (6.3.24)

λόγω των πρώτων σχέσεων ισορροπίας (6.3.1) (εδώ φυσικά και πάλι με εναλλαγή
των δεικτών i και j). Επομένως η πιο πάνω σχέση (6.3.23) παίρνει τελικά τη μορφή

V
σiju∗j, i dV =

S
tju∗j dS +

V
fju

∗
j dV (6.3.25)

και ισοδύναμα

V
σiju∗j, i dV =

S
tiu∗i dS +

V
fiu

∗
i dV (6.3.26)

απλάαλλάζοντας δεξιά τον επαναλαμβανόμενο δείκτηαπό j σε i. Κι έτσι “φτιάξαμε”
εδώ δεξιά το αριστερό μέλος του θεωρήματος της αμοιβαιότητας των έργων του
Betti (6.3.18), δηλαδή το συνολικό έργο των δυνάμεων (διανυσμάτων τάσεων ti και
δυνάμεων μάζας ή καθολικών δυνάμεων fi) της Καταστάσεως 1 επί τις αντίστοιχες
μετατοπίσεις u∗i της Καταστάσεως 2.

Και εντελώς ανάλογα βέβαια, απλά αν εναλλάξουμε τους ρόλους των Καταστά-
σεων 1 και 2 (ή λίγο πιο επίσημα αν εργασθούμε με την παραγωγίσιμη συνάρτηση
F ∗i = σ ∗ijuj στη σχέση (6.3.21)), παίρνουμε και την απόλυτα ανάλογη σχέση

V
σ ∗ijuj, i dV =

S
t ∗i ui dS +

V
f ∗i uidV. (6.3.27)

Κι έτσι “φτιάξαμε” εδώ δεξιά και το δεξιό μέλος του θεωρήματος της αμοιβαιότητας
των έργων του Betti (6.3.18).
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Έχουμε λοιπόν δημιουργήσει τόσο το αριστερό μέλος όσο και το δεξιό μέλος
του θεωρήματος του Betti (6.3.18) στις σχέσεις (6.3.26) και (6.3.27) δεξιά αντίστοιχα.
Άρα για να ισχύει το θεώρημα του Betti (6.3.18) μας απομένει να αποδείξουμε ότι
τα αριστερά μέλη αυτών των δύο σχέσεων (6.3.26) και (6.3.27) είναι ίσα μεταξύ τους.
Δηλαδή πρέπει να αποδείξουμε (μαθηματικά εννοούμε …) ότι

V
σiju∗j, i dV =

V
σ ∗ijuj, i dV και πιο απλά

V
(σiju∗j, i − σ

∗
ijuj, i)dV = 0. (6.3.28)

Ναι, μπορούμε να κάνουμε αυτήν την απόδειξη και θα την κάνουμε στηριζόμενοι
φυσικά στο νόμο του Hooke στη μορφή του (6.3.6), την επαναλαμβάνουμε και εδώ

σij = λδijuk,k + μ(ui, j + uj, i) (6.3.29)

με λ και μ τις δύο σταθερές του Lamé (εννοείται για ισότροπα ελαστικά μέσα). Εδώ
βέβαια οι τάσεις σij έχουν εκφρασθεί με τη χρήση των μετατοπίσεων ui αντί για τις
παραμορφώσεις εij, όπως ήταν αρχικά στο νόμο του Hooke στην πιο συνηθισμένη
μορφή του (6.3.5). Αυτό ακριβώς θέλουμε κι εμείς που έχουμε τις μετατοπίσεις u∗i
και ui στη σχέση (6.3.28), που μας απομένει να αποδείξουμε.

Από το νόμο του Hooke στη μορφή του (6.3.29) πολλαπλασιάζοντας και τα δύο
μέλη του επί u∗j, i προκύπτει ότι

σiju∗j, i = λδijuk,ku∗j, i + μ(ui, j + uj, i)u∗j, i (6.3.30)
και τελικά

σiju∗j, i = λuk,ku∗j, j + μ(ui, j + uj, i)u∗j, i , (6.3.31)

αφού δiju∗j, i = u∗j, j . Ανάλογα, αν εναλλάξουμε τους ρόλους των Καταστάσεων 1 και 2
(των καταστάσεων ισορροπίας που θεωρούμε στο ελαστικό μέσονV), προκύπτει ότι

σ ∗ijuj, i = λu∗k,kuj, j + μ(u∗i, j + u∗j, i)uj, i . (6.3.32)

Αν αφαιρέσουμε τώρα κατά μέλη αυτές τις δύο σχέσεις (6.3.31) και (6.3.32), αμέσως
διαπιστώνουμε ότι

σiju∗j, i − σ
∗
ijuj, i = λ(uk,ku∗j, j − u

∗
k,kuj, j) + μ(ui, ju∗j, i + uj, iu∗j, i − u

∗
i, juj, i − u

∗
j, iuj, i). (6.3.33)

Προφανώς όμως εδώ δεξιά ο πρώτος όρος (ο όρος με το λ) μηδενίζεται, επειδή

uk,ku∗j, j − u
∗
k,kuj, j = uj, ju∗k,k − u

∗
k,kuj, j = uj, ju∗k,k − uj, ju

∗
k,k = 0. (6.3.34)

Αυτό ισχύει, επειδή το σύμβολο που χρησιμοποιείται σε έναν επαναλαμβανόμενο
δείκτη (εδώ j ή k) δεν επηρεάζει το αποτέλεσμα, δηλαδή uk,k = uj, j και u∗j, j = u∗k,k , και
επίσης u∗k,kuj, j = uj, ju∗k,k λόγω της αντιμεταθετικής ιδιότητας στον πολλαπλασιασμό.
Ανάλογα και ο δεύτερος όρος (ο όρος με το μ) μηδενίζεται στη σχέση (6.3.33), επειδή

ui, ju∗j, i + uj, iu∗j, i − u
∗
i, juj, i − u

∗
j, iuj, i = (ui, ju

∗
j, i − u

∗
i, juj, i) + (uj, iu

∗
j, i − u

∗
j, iuj, i) = 0. (6.3.35)

Αυτό ισχύει, επειδή ui, ju∗j, i = uj, iu∗i, j = u∗i, juj, i με εναλλαγή των συμβόλων i και j
αυτών των επαναλαμβανόμενων δεικτών και χρήση της αντιμεταθετικής ιδιότητας
στον πολλαπλασιασμό και επίσης επειδή uj, iu∗j, i = u∗j, iuj, i απλά με χρήση και πάλι
της αντιμεταθετικής ιδιότητας στον πολλαπλασιασμό.

Άρα με βάση τις σχέσεις (6.3.34) και (6.3.35) το δεξιό μέλος της σχέσεως (6.3.33)
μηδενίζεται, οπότε μηδενίζεται και το αριστερό μέλος της ίδιας σχέσεως και έχουμε

σiju∗j, i − σ
∗
ijuj, i = 0. (6.3.36)
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Κατά συνέπεια μηδενίζεται η ολοκληρωτέα συνάρτηση στο ολοκλήρωμα της σχέ-
σεως (6.3.28) δεξιά, οπότε πραγματικά ισχύει η σχέση (6.3.28) δεξιά. Επομένως ισχύει
και η σχέση (6.3.28) αριστερά. Επομένως αποδείξαμε πραγματικά, όπως ήδη σχεδιά-
σαμε να κάνουμε, ότι τα αριστερά μέλη των δύο σχέσεων (6.3.26) και (6.3.27) είναι
ίσα μεταξύ τους. Άρα και τα δεξιά μέλη αυτών των δύο σχέσεων είναι ίσα μεταξύ
τους. Συνεπώς ισχύει το θεώρημα της αμοιβαιότητας των έργων του Betti (6.3.18),
που, αν θέλουμε, μπορούμε να το γράψουμε και στην ισοδύναμη και λίγο πιο απλή
μορφή του (6.3.19), κάτι που ήδη κάναμε.

Πάντως, για να είμαστε ειλικρινείς, η αρχική μορφή (6.3.18) του θεωρήματος
του Betti είναι πιο σαφής από την άποψη του Πολιτικού Μηχανικού. Αυτό κατά
τη γνώμη μας ισχύει, επειδή η μορφή του (6.3.18) αριστερά αναφέρεται στο συνο-
λικό έργο των δυνάμεων της Καταστάσεως 1 ως προς τις μετατοπίσεις της Κατα-
στάσεως 2, ενώ δεξιά αναφέρεται ανάλογα στο συνολικό έργο των δυνάμεων της
Καταστάσεως 2 ως προς τις μετατοπίσεις της Καταστάσεως 1. Εν πάση περιπτώσει
αυτά δεν είναι και τόσο σημαντικά. Το σημαντικό είναι, ας το επαναλάβουμε και
εδώ, ότι το θεώρημα του Betti (6.3.18) ή (6.3.19) παίζει στη γραμμική Ελαστικότητα
τον ίδιο ακριβώς και πάρα πολύ σημαντικό ρόλο που έπαιζε στην προηγούμενη
Ενότητα Ε6.2 η δεύτερη ταυτότητα του Green στην εξίσωση του Laplace. Και στις
δύο περιπτώσεις εννοούμε βέβαια σημαντικό ρόλο ως προς το σχηματισμό των συ-
νοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων και των αντίστοιχων ολοκληρωτικών τύπων.

Ε6.3.4
Ε6.3.4. Η θεμελιώδης λύση για τις εξισώσεις της γραμμικής Ελαστικότητας

Προχωρώντας τώρα, ανάλογα με την Παράγραφο Ε6.2.3 εκεί για την εξίσωση
του Laplace θα δημιουργήσουμε και εδώ μια θεμελιώδη λύση ή συνάρτηση Green
ελεύθερου χώρου εδώ βέβαια για το πρόβλημά μας της γραμμικής Ελαστικότητας.
Πιο συγκεκριμένα κατά τη χρήση του θεωρήματος της αμοιβαιότητας των έργων
του Betti (ή των Betti–Maxwell) (6.3.18) που σχεδιάζουμε να κάνουμε θεωρούμε εδώ
σαν Κατάσταση 1 την αληθινή κατάσταση ισορροπίας του ελαστικού μέσου V με
τα αληθινά μεγέθη που έχουμε σε αυτό, δηλαδή τις μετατοπίσεις ui στο μέσον V
και το διάνυσμα τάσεων ti στο σύνορό του S ≡ 𝜕V. Για διευκόλυνσή μας μάλιστα
θα υποθέσουμε ότι δεν υπάρχουν δυνάμεις μάζας (ή καθολικές δυνάμεις) fi , όπως
είναι για παράδειγμα οι δυνάμεις της γήινης βαρύτητας. Τώρα σαν Κατάσταση 2
στο ίδιο ελαστικό μέσο V θα θεωρήσουμε την κατάσταση εκείνη που οφείλεται σε
μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο σε ένα σημείο ξ = (ξ1, ξ2 , ξ3) του άπειρου χώρου
κατά τις διευθύνσεις των τριών αξόνων Ox1, Ox2 και Ox3 στις τρεις διαστάσεις (και
ανάλογα στις δύο διαστάσεις). Εδώ βέβαια το σημείο ξ το θεωρούμε κυρίως σημείο
του ίδιου του ελαστικού μέσουV είτε στο εσωτερικό του είτε πάνω στο σύνορό του S.

Αυτό που θα κάνουμε εδώ είναι ασφαλώς παρόμοιο με αυτό που είχαμε κάνει
στην Παράγραφο Ε6.2.3 με την εξίσωση του Laplace. Εκεί είχαμε θεωρήσει πηγή
μοναδιαίας έντασης στο σημείο ξ. Εδώ θεωρούμε μοναδιαία δύναμη στο σημείο ξ.
Μόνο που αυτή η μοναδιαία δύναμη μπορεί (μάλλον πρέπει) να είναι ή κατά τον
άξονα Ox1 ή κατά τον άξονα Ox2 ή κατά τον άξονα Ox3. Δηλαδή κατά κάποιον
τρόπο εδώ στη γραμμική Ελαστικότητα η θεμελιώδης λύση μας είναι ουσιαστικά
τρεις θεμελιώδεις λύσεις. Και είναι απόλυτα εύλογο αυτό, επειδή στην εξίσωση του
Laplace είχαμε προς προσδιορισμό ένα βαθμωτό μέγεθος, τη λύση της, το δυναμικό
u = u(x). Αντίθετα εδώ στη γραμμική Ελαστικότητα έχουμε προς προσδιορισμό
ένα διανυσματικό μέγεθος, τη μετατόπιση u = u(x) στο ελαστικό μέσον V, δηλαδή
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ουσιαστικά τρία βαθμωτά μεγέθη: τις μετατοπίσεις ui(x), που είναι οι συνιστώσες
του διανύσματος της μετατοπίσεως u(x).

Προφανώς είναι σαφώς πιο δύσκολο το πρόβλημα της γραμμικής Ελαστικότη-
τας. Και το καταλάβαμε ήδη αυτό (πολύ καλά μάλιστα …) με την επίπονη προ-
σπάθεια που καταβάλαμε στην προηγούμενη Παράγραφο Ε6.3.3 για την απόδειξη
του θεωρήματος του Betti. Αυτή ήταν αρκετά μεγαλύτερη από την προσπάθεια την
οποία είχαμε καταβάλει στην αντίστοιχη Παράγραφο Ε6.2.2 για τη απόδειξη εκεί
της δεύτερης ταυτότητας του Green. Σημειώνουμε ασφαλώς ότι και οι δύο αυτές
αποδείξεις είχαν σαν βάση τους το γνωστό θεώρημα της αποκλίσεως του Gauss
(ή των Gauss–Ostrogradsky) (6.2.4), που το αναφέραμε στην Παράγραφο Ε6.2.1.

Ξεκινάμε λοιπόν στο θέμα του προσδιορισμού των μετατοπίσεων ui που οφείλο-
νται σε μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο σε σημείο ξ του άπειρου χώρου κατά τη
διεύθυνση του άξονα Oxk με k = 1, 2, 3 υποθέτοντας εδώ ότι δουλεύουμε στον τρι-
διάστατο χώρο. (Ανάλογα βέβαια ισχύουν και στο διδιάστατο χώρο.) Η λύση αυ-
τού του προβλήματος, που καλείται πρόβλημα του Kelvin, βρέθηκε από τον Kelvin
και καλείται λύση του Kelvin. Για την εύρεση της λύσεως του προβλήματος του
Kelvin εμείς θα χρησιμοποιήσουμε εδώ προφανώς τις εξισώσεις του Navier (6.3.13)
της Παραγράφου Ε6.3.2. Εδώ τις γράφουμε λίγο πιο συνεπτυγμένα στη μορφή

ui,kk +
1

1 − 2ν uk,ki = −
fi
μ
. (6.3.37)

Υπενθυμίζουμε ότι εδώ στον τριδιάστατο χώρο που υποθέτουμε έχουμε σύστημα
τριών διαφορικών εξισώσεων με μερικές παραγώγους με άγνωστες συναρτήσεις τις
τρεις μετατοπίσεις ui του ελαστικού μέσου (εδώ του άπειρου χώρου). Επίσης μ είναι
η δεύτερη σταθερά του Lamé και ν ο λόγος του Poisson του ελαστικού μέσου, που το
έχουμε υποθέσει ότι είναι και ισότροπο. Τέλος στο δεξιό μέλος fi είναι οι δυνάμεις
μάζας (ή καθολικές δυνάμεις) που ασκούνται στα σημεία του ελαστικού μέσου.

Για την επίλυση του προβλήματος του Kelvin αλλά συνάμα και για λόγους συ-
γκρίσεως αυτής της εφαρμογής στη γραμμική Ελαστικότητα με την προηγούμενη
εφαρμογή στην εξίσωση του Laplace εισάγουμε και μια νέα, βοηθητική συνάρτηση.
Αυτή είναι το καλούμενο διάνυσμα του Galerkin, που το συμβολίζουμε με G και
που έχει συνιστώσες Gi (εδώ με i = 1, 2, 3). Το διάνυσμα του Galerkin G ορίζεται
έμμεσα μέσω της διανυσματικής σχέσεως

u = ∇2G− 1
2(1 − ν) grad(divG) ή πιο απλά u = ∇2G− 1

2(1 − ν) ∇(∇ ⋅G). (6.3.38)

Φυσικά αυτή η διανυσματική σχέση γράφεται και στην ισοδύναμη με δείκτες μορφή

ui = Gi, jj −
1

2(1 − ν) Gj, ji , (6.3.39)

που εμείς την προτιμάμε και θα τη χρησιμοποιήσουμε εδώ. Και πάντα βέβαια εδώ
οι επαναλαμβανόμενοι δείκτες (όπως ο j πιο πάνω) δηλώνουν άθροιση σύμφωνα
με τη σύμβαση του Einstein, ενώ δείκτες μετά από κόμμα δηλώνουν παραγωγίσεις.

Δηλαδή τι έγινε εδώ; Εδώ στη σχέση (6.3.38) ή ισοδύναμα (6.3.39) έγινε αντικα-
τάσταση του διανύσματος των μετατοπίσεων u (με συνιστώσες ui) από το διάνυσμα
του GalerkinG (με συνιστώσες Gi), που είναι ένα βοηθητικό διάνυσμα. Και φυσικά
το διάνυσμα των μετατοπίσεων u έχει σαφή φυσική έννοια. Αντίθετα το βοηθητικό
διάνυσμα του Galerkin δεν έχει καμία φυσική έννοια και έχει εισαχθεί αποκλει-
στικά ώστε να διευκολύνει από τη μαθηματική μόνο άποψη την επίλυση του ελα-
στικού προβλήματος (εδώ του προβλήματος του Kelvin). Και ασφαλώς, εάν εμείς
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βρούμε το διάνυσμα του Galerkin σε ένα ελαστικό πρόβλημα (εδώ στο πρόβλημα
του Kelvin), τότε θα μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε έπειτα και το διάνυσμα
των μετατοπίσεων u χρησιμοποιώντας τους τύπους (6.3.38) ή ισοδύναμα (6.3.39).
Αυτοί είναι οι τύποι με τους οποίους έχουμε εισαγάγει το διάνυσμα του GalerkinG.

Ασφαλώς το διάνυσμα του Galerkin G δεν ορίσθηκε μέσω των σχέσεων (6.3.38)
ή (6.3.39) τυχαία. Ορίσθηκε έτσι ώστε να απλοποιήσει τη γραφή (6.3.37) των εξι-
σώσεων του Navier, δηλαδή των εξισώσεων ισορροπίας γραμμένων όμως με χρήση
τωνπαραμορφώσεων ui (εδώμε i = 1, 2, 3). Για να το δούμε αυτό… Αντικαθιστούμε
λοιπόν τις εκφράσεις (6.3.39) των μετατοπίσεων ui στις εξισώσεις τουNavier (6.3.37).
Έτσι παίρνουμε φυσικά τις εξισώσεις ισορροπίας του ελαστικού μέσου με άγνωστες
συναρτήσεις τις συνιστώσες Gi του διανύσματος του GalerkinG. Προκύπτει άμεσα

Gi, jjkk −
1

2(1 − ν) Gj, jikk +
1

1 − 2ν Gk, jjki −
1

2(1 − ν) Gj, jkki = −
fi
μ
. (6.3.40)

Εδώ όμως Gj, jkki = Gj, jikk, επειδή υποθέτουμε συνεχώς πως οι μερικές παράγωγοι
τις οποίες αναφέρουμε όχι μόνο υπάρχουν αλλά είναι και συνεχείς συναρτήσεις,
οπότε επιτρέπεται ασφαλώς κάθε αλλαγή στη σειρά των μερικών παραγωγίσεων.
Επιπλέον Gk, jjki = Gj,kkji = Gj, jikk , απλά επειδή επιτρέπεται η αλλαγή συμβόλου για
επαναλαμβανόμενους δείκτες, εδώ για τους δείκτες j και k (και τους δύο, πρώτη
ισότητα) και επίσης επιτρέπεται η αλλαγή στη σειρά των μερικών παραγωγίσεων
για συνεχείς μερικές παραγώγους, όπως πριν λίγο αναφέραμε (δεύτερη ισότητα).
Υπό αυτές τις συνθήκες η πιο πάνω σχέση (6.3.40) παίρνει τη μορφή

Gi, jjkk + −
1

2(1 − ν) +
1

1 − 2ν −
1

2(1 − ν)(1 − 2ν) Gj, jikk = −
fi
μ
. (6.3.41)

Διαπιστώνουμε όμως πολύ εύκολα (απλά κάνοντας τα κλάσματα ομώνυμα) ότι

− 1
2(1 − ν) +

1
1 − 2ν −

1
2(1 − ν)(1 − 2ν) =

−1 + 2ν + 2 − 2ν − 1
2(1 − ν)(1 − 2ν) = 0. (6.3.42)

Επομένως ο όρος μέσα στις αγκύλες στη σχέση (6.3.41) μηδενίζεται. Άρα η σχέση
αυτή παίρνει την εξαιρετικά απλή τελική μορφή της

Gi, jjkk = −
fi
μ
. (6.3.43)

Αυτή η μορφή γράφεται βέβαια ισοδύναμα και λίγο απλούστερα σαν

∇4Gi = −
fi
μ

και διανυσματικά ∇4G = − f
μ
. (6.3.44)

Εδώ βέβαια ∇4 = ∇2(∇2) είναι ο διαρμονικός τελεστής. Δηλαδή είναι ο τελεστής
που δηλώνει τη διπλή εφαρμογή του τελεστή του Laplace (ή της Λαπλασιανής) ∇2

σε μια επαρκώς παραγωγίσιμη βαθμωτή ή διανυσματική συνάρτηση, όπως έχουμε
υποθέσει εδώ ότι είναι το διάνυσμα του Galerkin G και οι τρεις συνιστώσες του Gi .

Το συμπέρασμά μας είναι πάντως πως το πρόβλημα της γραμμικής Ελαστικότη-
τας με χρήση του διανύσματος τουGalerkinG έχει αναχθεί εδώ στις τρεις διαστάσεις
σε τρεις μη ομογενείς διαρμονικές εξισώσεις: στις εξισώσεις (6.3.43) ή (6.3.44) αρι-
στερά με i = 1, 2, 3. (Ανάλογα ισχύουν φυσικά και στις δύο διαστάσεις με i = 1, 2.)
Και ασφαλώς, αν δεν υπάρχουν δυνάμεις μάζας (ή καθολικές δυνάμεις) fi , οπότε τα
δεξιά μέλη μηδενίζονται, αυτές οι εξισώσεις (6.3.43) ή (6.3.44) αριστερά συμπίπτουν
με την ήδη γνωστή μας ομογενή διαρμονική εξίσωση

∇4u = 0. (6.3.45)
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Μετά από όλη αυτήν την αναγκαία εισαγωγή του διανύσματος του GalerkinG
περιορίζουμε την προσοχή μας αποκλειστικά στο πρόβλημα του Kelvin, το οποίο
ήδη αναφέραμε. Θεωρούμε επομένως ένα μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο (μία
μοναδιαία συγκεντρωμένη δύναμη) Pk = 1 που ασκείται στο σημείο ξ του άπειρου
ισότροπου και γραμμικά ελαστικού μέσου V∞ κατά τη διεύθυνση του άξονα Oxk
(με k = 1, 2, 3). Στο άπειρο ελαστικό μέσον μας V∞ υποθέτουμε ότι δεν υπάρχουν
δυνάμεις μάζας (ή καθολικές δυνάμεις) εκτός βέβαια από αυτό το συγκεντρωμένο
φορτίο Pk = 1. Δεν ασκείται καμία άλλη φόρτιση ούτε συγκεντρωμένη αλλά ούτε
και κατανεμημένη στο άπειρο ελαστικό μέσον V∞.

Αυτό το μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο Pk = 1 κατά τη διεύθυνση του άξο-
να Oxk μπορούμε να το δηλώσουμε με τις δυνάμεις μάζας (ή καθολικές δυνάμεις)

fi = fi(x) = δ(x − ξ)δik ή διανυσματικά f = f(x) = δ(x − ξ)ek (6.3.46)

με δ(x − ξ) την τριδιάστατη συνάρτηση δέλτα του Dirac φυσικά εδώ με i, k = 1, 2, 3
στον τριδιάστατο χώρο που εργαζόμαστε. (Και αντίστοιχα θα είχαμε τη διδιάστατη
συνάρτηση δέλτα του Dirac και i, k = 1, 2 αν εργαζόμασταν στο διδιάστατο χώρο.)
Στην πιο πάνω σχέση (6.3.46) είναι επίσης σαφές ότι η διεύθυνση του φορτίου Pk = 1
είναι κατά τον άξονα Oxk με μοναδιαίο διάνυσμα ek . Είναι ακόμη σαφές από την
ίδια σχέση (6.3.46) ότι οι παρούσες δυνάμεις μάζας fi είναι παντού μηδενικές για
i ≠ k και σχεδόν παντού μηδενικές (παντού εκτός από το ίδιο το σημείο x = ξ) για
i = k. Αυτά συμβαίνουν, επειδή δik = 0 για i ≠ k και επίσης δ(x − ξ) = 0 για x ≠ ξ.
Και τέλος, αφού

V∞
δ(x − ξ)dV = 1, (6.3.47)

προφανώς το συνολικό μέγεθος Pk του φορτίου κατά τον άξοναOxk που προκύπτει
από τις δυνάμεις μάζας (6.3.46) στο άπειρο ελαστικό μέσον V∞ είναι ίσο με τη μο-
νάδα, Pk = 1, όπως πραγματικά θεωρήσαμε από την αρχή στην παρούσα φόρτιση.

Κατά συνέπεια για την παρούσα ιδιόμορφη φόρτιση (συγκεντρωμένο φορτίο
Pk = 1 κατά τον άξοναOxk) οι διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους (6.3.44)
για το διάνυσμα του Galerkin G παίρνουν με βάση τις σχέσεις (6.3.46) τη μορφή

∇4Gik = −
δ(x − ξ)δik

μ
και διανυσματικά ∇4Gk = −

δ(x − ξ)ek
μ

. (6.3.48)

Εδώ ο δείκτης k δηλώνει τη διεύθυνση του μοναδιαίου συγκεντρωμένου φορτίου
Pk = 1, που εφαρμόζεται βέβαια κατά τον άξονα Oxk. Και επειδή υπάρχουν στις
τρεις διαστάσεις τρεις άξονες, το χρειαζόμαστε εδώ και αυτόν το δείκτη k. Σύμφωνα
με τα παραπάνω εδώ είναι απαραίτητο για μας να έχουμε διαθέσιμη τη λύση της
μη ομογενούς διαρμονικής εξισώσεως

∇4G0 = δ(x − ξ) με G0 = G0(x, ξ) (6.3.49)

χωρίς καμία συνοριακή συνθήκη στο άπειρο (για |x | → ∞).
Ας σημειώσουμε στο σημείο αυτό ότι στην προηγούμενη Ενότητα Ε6.2 για την

εξίσωση του Laplace χρειασθήκαμε να έχουμε διαθέσιμη τη λύση της εξισώσεως του
Poisson (μη ομογενούς εξισώσεως του Laplace)

∇2G0 = δ(x − ξ) με G0 = G0(x, ξ). (6.3.50)

Αυτήν τη γράψαμε με G0 αντί για G, έτσι ώστε να μη γίνει σύγχυση με το διάνυσμα
τουGalerkinG. Ανάλογα εδώ για τη γραμμική Ελαστικότητα χρειαζόμαστε τη λύση
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της μη ομογενούς διαρμονικής εξισώσεως (6.3.49) με∇4 αντί για∇2 για την εξίσωση
του Laplace. Εδώ λοιπόν έχουμε το διαρμονικό τελεστή ∇4 αντί για τον τελεστή του
Laplace ∇2 και αυτό κάνει φυσικά το παρόν πρόβλημά μας πιο δύσκολο. Επιπλέον
εδώ έχουμε τρεις διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους: τις εξισώσεις (6.3.48)
αριστερά ή ισοδύναμα την αντίστοιχη διανυσματική εξίσωση (6.3.48) δεξιά.

Θα μας διευκολύνει πολύ εδώ να ορίσουμε το διάνυσμα

r = x − ξ με συνιστώσες ri = xi − ξ i με i = 1, 2, 3. (6.3.51)

Το μέτρο r αυτού του διανύσματος r, δηλαδή η απόσταση |x − ξ | των δύο σημείων x
(του σημείου όπου εργαζόμαστε) και ξ (του σημείου εφαρμογής τουφορτίουPk = 1),
προφανώς είναι

r = |r | = √riri = (xi − ξ i)(xi − ξ i) = (x1 − ξ1)
2 + (x2 − ξ2)

2 + (x3 − ξ3)
2 . (6.3.52)

Εδώ στη γραμμική Ελαστικότητα αποδεικνύεται ότι η κατάλληλη λύση της μη
ομογενούς διαρμονικής εξισώσεως (6.3.49) έχει στις τρεις διαστάσεις τη μορφή

G0 = G0(x, ξ) = −
r
8π

. (6.3.53)

Αυτή η λύση είναι η θεμελιώδης λύση ή συνάρτηση Green ελεύθερου χώρου για τη
μη ομογενή διαρμονική εξίσωση και αυτή θα χρησιμοποιήσουμε εμείς παρακάτω.
Με την ευκαιρία σημειώνουμε επίσης ότι στις δύο διαστάσεις η αντίστοιχη λύση
(που δε θα τη χρησιμοποιήσουμε όμως εδώ) είναι

G0 = G0(x, ξ) =
r2

8π
ln r. (6.3.54)

Στη συνέχεια οι τρεις συνιστώσεςGik του διανύσματος του GalerkinGk προκύπτουν
από τη λύση (6.3.53) με πολλαπλασιασμό της επί −δik /μ. Αυτό φαίνεται αμέσως με
σύγκριση των εξισώσεων (6.3.48) αριστερά και (6.3.49). Άρα παίρνουμε

Gik = Gik(x, ξ) =
r

8πμ
δik . (6.3.55)

Kαι προφανώς μόνο η συνιστώσα αυτού του διανύσματος του Galerkin Gk κατά
τη διεύθυνση του άξονα Oxk, οπότε ισχύει i = k, προκύπτει μη μηδενική. Οι άλλες
δύο συνιστώσες του ίδιου διανύσματος Gk (αυτές με i ≠ k) είναι παντού μηδενικές.

Είναι απλή η πιο πάνω έκφραση (6.3.55) των συνιστωσών Gik του διανύσματος
του Galerkin Gk. Θα τη χρησιμοποιήσουμε τώρα για να βρούμε τις μετατοπίσεις ui
των σημείων του τριδιάστατου άπειρου ισότροπου ελαστικού μέσου V∞ που εξετά-
ζουμε εδώ. Αυτές τις τρεις μετατοπίσεις ui τις δηλώνουμε με το ειδικό σύμβολο Uik.
Στο σύμβολο αυτό ο πρώτος δείκτης i αναφέρεται στη διεύθυνση της μετατοπίσεως
στο σημείο παρατηρήσεώς της x, ενώ ο δεύτερος δείκτης k αναφέρεται στη διεύθυν-
ση του μοναδιαίου συγκεντρωμένου φορτίου Pk = 1 στο σημείο εφαρμογής του ξ.

Για το σκοπό αυτό προφανώς θα χρησιμοποιήσουμε τις τρεις σχέσεις (6.3.39), οι
οποίες μας δίνουν τις τρεις μετατοπίσεις ui με τη χρήση μερικών παραγώγων των
συνιστωσών Gi του διανύσματος του Galerkin G. Αυτές οι τρεις σχέσεις παίρνουν
στο παρόν πρόβλημά μας, στο πρόβλημα του Kelvin που μελετάμε, τη μορφή

Uik = Uik(x, ξ) = Gik, jj(x, ξ) −
1

2(1 − ν) Gjk, ji(x, ξ). (6.3.56)

Στο σημείο αυτό είναι βέβαια αναγκαίο λόγω των σχέσεων (6.3.55) να υπολογί-
σουμε τις μερικές παραγώγους που χρειαζόμαστε της αποστάσεως r = |r | = |x − ξ |
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των δύο σημείων x (σημείο παρατηρήσεως) και ξ (σημείο φορτίσεως). Αυτή δίνεται
προφανώς στις τρεις διαστάσεις από τη σχέση (6.3.52). Ξεκινώντας, για τις πρώτες
μερικές παραγώγους αυτής της αποστάσεως r = |r | ως προς τις μεταβλητές xi έχουμε

𝜕r
𝜕xi

≡ r, i =
2(xi − ξ i)

2r
= xi − ξ i

r
= ri

r
, αφού ri = xi − ξ i . (6.3.57)

Υπενθυμίζουμε και εδώ ότι κάθε δείκτης μετά από κόμμα, εδώ ο δείκτης i, δηλώνει
παραγώγιση, εδώ φυσικά μερική παραγώγιση.

Συνεχίζοντας, για τις δεύτερες μερικές παραγώγους r, ij της ίδιας αποστάσεως r
προκύπτει με παραγώγιση των πρώτων μερικών παραγώγων της (6.3.57) ότι

𝜕2r
𝜕xj𝜕xi

≡ r, ij =
𝜕
𝜕xj 

𝜕r
𝜕xi 

= 𝜕
𝜕xj 

xi − ξ i
r  =

1
r
δij−

(xi − ξ i)(xj − ξ j)
r3

= 1
r
δij−

ri rj
r3

(6.3.58)

με δij το γνωστό μας δέλτα του Kronecker. Αυτό συμβαίνει επειδή προφανώς

𝜕(xi − ξ i)
𝜕xj

= δij , (6.3.59)

όπως διαπιστώνουμε αμέσως με τη διάκριση των δύο περιπτώσεων j = i και j ≠ i,
και επίσης επειδή σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας στις παραγώγους

𝜕
𝜕xj 

1
r  = −

1
r2
𝜕r
𝜕xj

= − 1
r2

xj − ξ j
r

= −
xj − ξ j
r3

= −
rj
r3
, (6.3.60)

όπως διαπιστώνουμε με βάση τις διαθέσιμες πρώτες μερικές παραγώγους (6.3.57).
Για j ≠ i η σχέση (6.3.58) για τη μερική παράγωγο r, ij παίρνει τη μορφή

𝜕2r
𝜕xj𝜕xi

≡ r, ij = −
(xi − ξ i)(xj − ξ j)

r3
= −

ri rj
r3

για j ≠ i, (6.3.61)

γιατί τώρα (για j ≠ i) δij = 0. Επίσης για j = i η ίδια σχέση (6.3.58) παίρνει τη μορφή

𝜕2r
𝜕xj𝜕xi

≡ r, ij =
1
r
−
(xi − ξ i)(xj − ξ j)

r3
= 1

r
−
ri rj
r3

για j = i, (6.3.62)

γιατί τώρα (για j = i) δij = 1. Ειδικότερα για j = i = 1, 2, 3 έχουμε

𝜕2r
𝜕x21

≡ r,11 =
1
r
−
r21
r3
, 𝜕2r
𝜕x22

≡ r,22 =
1
r
−
r22
r3

και
𝜕2r
𝜕x23

≡ r,33 =
1
r
−
r23
r3
. (6.3.63)

Αθροίζοντας αυτές τις τρεις σχέσεις προκύπτει αμέσως ότι

∇2r = r, jj = r,11 + r,22 + r,33 =
3
r
−
r21 + r22 + r23

r3
= 3

r
− r2

r3
= 3

r
− 1
r
= 2

r
, (6.3.64)

αφού r21 + r22 + r23 = r2 με ri τις τρεις συνιστώσες του διανύσματος r = riei και r το
μέτρο του: r = |r |. Και φυσικά ∇2 είναι ο πολύ γνωστός μας τελεστής του Laplace,
που όπως ξέρουμε καλείται επίσης Laplacian (ή Λαπλασιανή).

Διαθέτουμε λοιπόν από τις σχέσεις (6.3.55) τις τρεις συνιστώσες Gik του διανύ-
σματος του Galerkin Gk για μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο Pk = 1 στο σημείο ξ
και κατά τη διεύθυνση του άξονα Oxk. Επίσης υπολογίσαμε αμέσως πιο πάνω τις
μερικές παραγώγους που χρειαζόμαστε της αποστάσεως r = |r | = |x − ξ | των δύο
σημείων x και ξ που υπεισέρχεται σε αυτές τις συνιστώσες (6.3.55). Είμαστε λοιπόν
απόλυτα έτοιμοι να υπολογίσουμε τις μετατοπίσειςUik στο παρόν πρόβλημα μονα-
διαίου φορτίου Pk = 1 που μελετάμε στο άπειρο ισότροπο ελαστικό μέσον V∞ με
βάση τις σχέσεις (6.3.56). Αυτή εδώ η λύση του παρόντος προβλήματος του Kelvin
(και πιο απλά λύση του Kelvin, ο οποίος την υπολόγισε) είναι η θεμελιώδης λύση
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(ή συνάρτηση Green ελεύθερου χώρου) την οποία θα χρησιμοποιήσουμε στο παρόν
πρόβλημα της γραμμικής Ελαστικότητας που μελετάμε σε αυτήν την Ενότητα Ε6.3.

Αντικαθιστούμε λοιπόν τις εκφράσεις (6.3.55) των συνιστωσών Gik του διανύ-
σματος του GalerkinGk στις σχέσεις (6.3.56) για τις μετατοπίσειςUik . Προκύπτει ότι

Uik = Uik(x, ξ) =
1

8πμ r, jjδik −
1

2(1 − ν) δjk r, ji =
1

8πμ r, jjδik −
1

2(1 − ν) r, ik , (6.3.65)

επειδή δjk r, ji = r,ki με βάση τη γνωστή μας ιδιότητα της αντικαταστάσεως του δέλτα
του Kronecker και επίσης r,ki = r, ik με αλλαγή της σειράς των μερικών παραγωγί-
σεων εννοείται για r > 0, δηλαδή για x ≠ ξ. (Το σημείο ξ είναι ανώμαλο σημείο.)
Λαμβάνουμε τώρα υπόψη μας τις σχέσεις (6.3.64) και (6.3.58). Προκύπτει ότι

Uik = Uik(x, ξ) =
1

8πμ 
2
r
δik −

1
2(1 − ν) 

1
r
δik −

rirk
r3 

= 1
16πμ(1 − ν)r 4(1 − ν)δik − δik +

rirk
r2  . (6.3.66)

Και απλοποιώντας λίγο αυτήν τη σχέση για τις μετατοπίσεις Uik τη γράφουμε στην
τελική της μορφή

Uik = Uik(x, ξ) =
1

16πμ(1 − ν)r (3 − 4ν)δik +
rirk
r2  . (6.3.67)

Αυτή είναι λοιπόν η διάσημη λύση του Kelvin για τις μετατοπίσειςUik σε άπειρο
ισότροπο ελαστικό μέσονV∞ με φόρτισή του ένα μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο
(μία δύναμη) Pk = 1 στο σημείο ξ και κατά τη διεύθυνση του άξονα Oxk. Υπενθυμί-
ζεται ότι στις μετατοπίσεις αυτές Uik ο πρώτος δείκτης i είναι η διεύθυνση της ίδιας
της μετατοπίσεως. Ο δεύτερος δείκτης k αναφέρεται στη διεύθυνση του μοναδιαίου
συγκεντρωμένου φορτίου Pk = 1 (που ασκείται στο σημείο ξ κατά τη διεύθυνση του
άξοναOxk) που την προκάλεσε. Και παρατηρούμε επιπλέον ότι αυτό το φορτίο πα-
ρόλο που ασκείται κατά τη διεύθυνση του άξονα Oxk προκαλεί μετατοπίσεις κατά
τις διευθύνσεις και των τριών αξόνων Ox1,Ox2 καιOx3 στο ελαστικό μέσον V∞ και
όχι μόνο κατά τη διεύθυνση του άξονα Oxk εφαρμογής του. Εύλογο είναι αυτό εάν
το σκεφτούμε από φυσική άποψη για συνεχές ελαστικό μέσον V∞.

Προσδιορίσαμε λοιπόν τις τρεις μετατοπίσεις Uik στο παρόν πρόβλημα συγκε-
ντρωμένου φορτίου Pk = 1 στο σημείο ξ στο άπειρο ισότροπο ελαστικό μέσον V∞.
Και στη συνέχεια σχετικά εύκολα μπορούμε να προσδιορίσουμε τις αντίστοιχες πα-
ραμορφώσεις εijk και τάσεις σijk στο σημείο x του ίδιου μέσου V∞. Σημειώνουμε ότι
εδώ ο τρίτος δείκτης k αναφέρεται στη διεύθυνση του συγκεντρωμένου φορτίου Pk.
Στις ίδιες τις παραμορφώσεις εijk και τις τάσεις σijk αναφέρονται μόνο οι δύο πρώτοι
δείκτες i και j. Αυτοί οι προσδιορισμοί των εijk και σijk δεν είναι τίποτε θεωρητικά,
αλλά πρακτικά απαιτούνται αρκετοί υπολογισμοί. Και υπενθυμίζουμε βέβαια ότι
εδώ εργαζόμαστε στις τρεις διαστάσεις (με i, j, k = 1, 2, 3). Ωστόσο απόλυτα ανάλογη
είναι η εργασία που πρέπει να γίνει και στις δύο διαστάσεις (με i, j, k = 1, 2).

Για τον υπολογισμό των παραμορφώσεων εijk στο παρόν πρόβλημα του Kelvin
ξεκινάμε φυσικά από τους γενικούς ορισμούς (6.3.3) των παραμορφώσεων εij . Τους
επαναλαμβάνουμε

εij =
1
2 
𝜕ui
𝜕xj

+
𝜕uj
𝜕xi 

= 1
2
(ui, j + uj, i). (6.3.68)

Στην περίπτωσή μας (του προβλήματος του Kelvin) προφανώς έχουμε

εijk =
1
2 
𝜕Uik
𝜕xj

+
𝜕Ujk

𝜕xi 
= 1
2
(Uik, j +Ujk, i). (6.3.69)
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Τώρα χρησιμοποιούμε τις σχέσεις (6.3.67) για τις μετατοπίσεις Uik. Αυτές τις
γράφουμε εδώ και στην ισοδύναμη μορφή τους

Uik = Uik(x, ξ) = c (3 − 4ν)
1
r
δik +

rirk
r3  , (6.3.70)

όπου ορίσαμε για διευκόλυνσή μας τη βοηθητική σταθερά

c = 1
16πμ(1 − ν) . (6.3.71)

Έτσι υπολογίζουμε τις πρώτες μερικές παραγώγους των μετατοπίσεωνUik που είναι

𝜕Uik
𝜕xj

= c (3 − 4ν) −
1
r2 

𝜕r
𝜕xj

δik +
rk
r3
𝜕ri
𝜕xj

+ ri
r3
𝜕rk
𝜕xj

− 3rirk
r4

𝜕r
𝜕xj 

. (6.3.72)

Προφανώς κατά την παραγώγιση του δεξιού όρου μέσα στις αγκύλες στις πιο πάνω
σχέσεις (6.3.70) χρησιμοποιήσαμε το γνωστό μας κανόνα παραγωγίσεως γινομένου.

Λαμβάνοντας τώρα υπόψη μας τις σχέσεις (6.3.57) και (6.3.59), έχουμε

𝜕r
𝜕xj

=
rj
r
, 𝜕ri
𝜕xj

= 𝜕(xi − ξ i)𝜕xj
= δij και ανάλογα

𝜕rk
𝜕xj

= 𝜕(xk − ξk)𝜕xj
= δkj = δjk . (6.3.73)

Με χρήση αυτών των σχέσεων οι πιο πάνω μερικές παράγωγοι (6.3.72) γράφονται
στη μορφή 𝜕Uik

𝜕xj
= c − (3 − 4ν)

1
r2

rj
r
δik +

rk
r3

δij +
ri
r3

δjk −
3rirk
r4

rj
r  (6.3.74)

και τελικά με κοινό παράγοντα το 1/r2 (επομένως αδιάστατους όλους τους όρους
μέσα στις αγκύλες) στην τελική μορφή τους

𝜕Uik
𝜕xj

= c
r2 − (3 − 4ν)

rj
r
δik +

rk
r
δij +

ri
r
δjk −

3rirjrk
r3  . (6.3.75)

Και φυσικά με εναλλαγή των δεικτών i και jπροκύπτει και η εντελώς ανάλογη σχέση

𝜕Ujk

𝜕xi
= c
r2 − (3 − 4ν)

ri
r
δjk +

rk
r
δij +

rj
r
δik −

3rirjrk
r3  , (6.3.76)

αφού δji = δij και επίσης rjri = rirj με βάση την αντιμεταθετική ιδιότητα στον απλό
πολλαπλασιασμό πραγματικών αριθμών.

Εισάγουμε τώρα τις δύο πιο πάνω σχέσεις (6.3.75) και (6.3.76) στη σχέση (6.3.69),
που δίνει τις παραμορφώσεις εijk στο παρόν πρόβλημα του Kelvin με μετατοπίσεις
τις Uik. Έτσι προκύπτουν οι παραμορφώσεις εijk στη μορφή

εijk =
c
2r2 − (3 − 4ν)


rj
r
δik +

ri
r
δjk +

2rk
r

δij +
ri
r
δjk +

rj
r
δik −

6rirjrk
r3  (6.3.77)

και μετά από κάποιες προφανείς απλοποιήσεις τελικά στη μορφή

εijk = −
c
r2 (1 − 2ν)


rj
r
δik +

ri
r
δjk −

rk
r
δij +

3rirjrk
r3  . (6.3.78)

Αυτές είναι οι τελικές εκφράσεις των παραμορφώσεων εijk σε αυτό το πρόβλημα του
Kelvin. Υπενθυμίζεται ότι ο δείκτης k δηλώνει εδώ τη διεύθυνση του μοναδιαίου
συγκεντρωμένου φορτίου Pk = 1, το οποίο εφαρμόζεται στο σημείο ξ του άπειρου
ισότροπου και γραμμικά ελαστικού μέσου V∞ που μελετάμε κατά τον άξονα Oxk .

Έχοντας λοιπόν ήδη υπολογίσει τις παραμορφώσεις εijk , μπορούμε τώραναυπο-
λογίσουμε και τις αντίστοιχες τάσεις σijk. Για το σκοπό αυτό θα βασιστούμε φυσικά
στο νόμο τουHooke, που ισχύει εδώ στη γραμμική Ελαστικότητα. Για ένα ισότροπο
ελαστικό μέσον, όπως υποθέσαμε ότι είναι ο άπειρος χώροςV∞ , ο νόμος του Hooke
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παίρνει τη μορφή (6.3.5). Επομένως οι τάσεις σijk στο παρόν πρόβλημα του Kelvin
θα δίνονται από τους εξής τύπους (με χρήση των δύο σταθερών του Lamé λ και μ):

σijk = λδij εmmk + 2μεijk . (6.3.79)

Σημειώνουμε ότι εδώ χρησιμοποιήσαμε δεξιά τον καινούργιο δείκτη m σαν επα-
ναλαμβανόμενο δείκτη, επειδή ο δείκτης k, που είχε χρησιμοποιηθεί για το σκοπό
αυτό στη σχέση (6.3.5), χρησιμοποιείται εδώ σαν ελεύθερος δείκτης δηλώνοντας τη
διεύθυνση του συγκεντρωμένου φορτίου Pk = 1, όπως ήδη έχουμε αναφέρει. Προτι-
μάμε εδώ τις δύο ελαστικές σταθερές μ (δεύτερη σταθερά του Lamé που είναι ίση με
το μέτρο διατμήσεως G) και ν (λόγο του Poisson) αντί για την πρώτη σταθερά του
Lamé λ = 2νμ/(1 − 2ν), όπως ήδη γνωρίζουμε από τη σχέση (6.3.11). Έτσι ο νόμος
του Hooke (6.3.79) παίρνει εδώ τη μορφή (με τη χρήση των δύο σταθερών μ και ν)

σijk =
2νμ
1 − 2ν δij εmmk + 2μεijk = 2μ  ν

1 − 2ν δij εmmk + εijk . (6.3.80)

Θα πρέπει να υπολογίσουμε τώρα την ποσότητα εmmk στον πρώτο όρο δεξιά της
πιο πάνω σχέσεως (6.3.80). Από τη σχέση (6.3.78) με i = j = 1, 2, 3 προκύπτει ότι

ε11k = − c
r2
⎡
⎢
⎣
(1 − 2ν) 2r1

r
δ1k −

rk
r
+
3r21rk
r3

⎤
⎥
⎦
, (6.3.81)

ε22k = − c
r2
⎡
⎢
⎣
(1 − 2ν) 2r2

r
δ2k −

rk
r
+
3r22rk
r3

⎤
⎥
⎦
, (6.3.82)

ε33k = − c
r2
⎡
⎢
⎣
(1 − 2ν) 2r3

r
δ3k −

rk
r
+
3r23rk
r3

⎤
⎥
⎦
. (6.3.83)

Εδώ βέβαια λάβαμε υπόψη μας ότι δ11 = δ22 = δ33 = 1. Προσθέτοντας τώρα κατά
μέλη αυτές τις τρεις σχέσεις, προκύπτει για το άθροισμα εmmk = ε11k + ε22k + ε33k ότι

εmmk = −
c
r2
⎡
⎢
⎣
2(1 − 2ν) r1δ1k + r2δ2k + r3δ3k

r
− 3rk

r
+
3(r21 + r22 + r23)rk

r3
⎤
⎥
⎦
. (6.3.84)

Επειδή μάλιστα ισχύουν οι σχέσεις

r1δ1k + r2δ2k + r3δ3k = rmδmk = rk και r21 + r22 + r23 = r2, (6.3.85)

η σχέση (6.3.84) παίρνει την τελική της και απλοποιημένη μορφή

εmmk = −
2c
r2
(1 − 2ν) rk

r
. (6.3.86)

Αντικαθιστούμε τώρα τις εκφράσεις των εijk από τη σχέση (6.3.78) και εmmk από
την προηγούμενη σχέση (6.3.86) στο νόμο τουHooke (6.3.80). Προκύπτει εύκολα ότι

σijk = −
2cμ
r2 2ν

rk
r
δij + (1 − 2ν) 

rj
r
δik +

ri
r
δjk −

rk
r
δij +

3rirjrk
r3  . (6.3.87)

Με αντικατάσταση της βοηθητικής σταθεράς c από τη σχέση (6.3.71) και απλοποίη-
ση μέσα στις αγκύλες, συγκεκριμένα των δύο όρων με (rk /r)δij , αυτή η σχέση (6.3.87)
για τις τάσεις σijk στο πρόβλημα του Kelvin παίρνει την τελική της μορφή

σijk = −
1

8π(1 − ν)r2 (1 − 2ν)

rj
r
δik +

ri
r
δjk −

rk
r
δij +

3rirjrk
r3  . (6.3.88)

Συμπληρώσαμε λοιπόν τον υπολογισμό των μετατοπίσεων Uik , σχέσεις (6.3.67),
των παραμορφώσεων εijk , σχέσεις (6.3.78), και των τάσεων σijk , σχέσεις (6.3.88), στο
πρόβλημα του Kelvin για ισότροπο ελαστικό μέσον, που έτσι έχει πλήρως επιλυθεί.
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Ε6.3.5
Ε6.3.5. Οι συνοριακοί ολοκληρωτικοί τύποι της γραμμικής Ελαστικότητας

Είμαστε τώρα έτοιμοι να προχωρήσουμε. Στην Παράγραφο Ε6.2.4 βρήκαμε το
συνοριακό ολοκληρωτικό τύπο για την εξίσωση του Laplace με διάκριση μάλιστα
των τριών περιπτώσεων που το σημείο ξ ήταν έξω από την περιοχή V, μέσα στην
περιοχή V και πάνω στο σύνορο S ≡ 𝜕V της ίδιας περιοχής V. Ανάλογα κι εδώ
θα βρούμε τους τρεις συνοριακούς ολοκληρωτικούς τύπους της γραμμικής Ελαστι-
κότητας, όπου ισχύουν οι εξισώσεις του Navier (6.3.9) ή ισοδύναμα (6.3.10) για τις
άγνωστες μετατοπίσεις ui (i = 1, 2, 3) στο ισότροπο και γραμμικά ελαστικό μέσον V
που μελετάμε. Τις επαναλαμβάνουμε αυτές τις εξισώσεις στη μορφή τους (6.3.10)

μ
𝜕2ui
𝜕xk𝜕xk

+ (λ + μ) 𝜕𝜕xi 
𝜕uk
𝜕xk 

+ fi = 0. (6.3.89)

Εδώ βέβαια θα βρούμε τρεις συνοριακούς ολοκληρωτικούς τύπους, επειδή έχουμε
τρεις άγνωστες συναρτήσεις: τις μετατοπίσεις ui. Σημειώνουμε ότι εδώ εργαζόμαστε
στις τρεις διαστάσεις, αλλά βέβαια απόλυτα ανάλογη είναι η εργασία μας και στις
δύο διαστάσεις. Μόνο που εκεί το ισότροπο και γραμμικά ελαστικό μέσον V είναι
διδιάστατο (επίπεδο) και το σύνορό του S ≡ 𝜕V είναι κλειστή καμπύλη και όχι
κλειστή επιφάνεια όπως είναι εδώ το σύνορο S. Και φυσικά στις δύο διαστάσεις
έχουμε μόνο δύο αντί για τρεις συνοριακούς ολοκληρωτικούς τύπους.

Στην Παράγραφο Ε6.2.4 για την εξίσωση του Laplace χρησιμοποιήσαμε τη δεύ-
τερη ταυτότητα τουGreen (6.2.12). Εδώ θα χρησιμοποιήσουμε ανάλογα το θεώρημα
της αμοιβαιότητας των έργων του Betti (ή των Betti–Maxwell) (6.3.18) και λίγο πιο
απλά (6.3.19). Σαν πρώτη κατάσταση ισορροπίας του ελαστικού μέσου V (που το
θεωρούμε και ισότροπο) με σύνορό του την κλειστή επιφάνεια S, δηλαδή σαν Κατά-
σταση 1, θεωρούμε την πραγματική κατάσταση ισορροπίας του ελαστικού μέσουV.
Και μάλιστα υποθέτουμε πως δεν υπάρχουν καθόλου δυνάμεις μάζας (ή καθολικές
δυνάμεις) που να ασκούνται στο ελαστικό μέσον V, δηλαδή υποθέτουμε ότι fi = 0.

Τώρα σαν δεύτερη κατάσταση ισορροπίας του ελαστικού μέσου V, δηλαδή σαν
Κατάσταση 2, θεωρούμε την κατάσταση εκείνη που προκύπτει εάν από το άπειρο
ελαστικό μέσον V∞ στο πρόβλημα του Kelvin, που τόσο προσεκτικά μελετήσαμε
στην προηγούμενη Παράγραφο Ε6.3.4, αποκόψουμε την περιοχή V που αντιστοι-
χεί ακριβώς στο ελαστικό μέσον V. Δηλαδή στην Κατάσταση 2 το ελαστικό μέσον V
είναι απλά ένα μέρος του άπειρου ελαστικού μέσου V∞ , δηλαδή V ⊂ V∞. Και πώς
ισορροπεί τώρα αυτό το ελαστικό μέσονV ⊂ V∞ ; Μα πολύ απλά αυτό ισορροπεί με
την εφαρμογή στο σύνορό του S ≡ 𝜕V των φορτίσεων που προκύπτουν από τις τά-
σεις που αναπτύσσονται στο άπειρο ελαστικό μέσον V∞ στο πρόβλημα του Kelvin,
δηλαδή στο πρόβλημα με φόρτιση μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο Pk = 1 στο
σημείο ξ του άπειρου ελαστικού μέσου V∞ . Και επαναλαμβάνουμε ότι το σύνορο S
του δικού μας, του πραγματικού ελαστικού μέσου V είναι μια κλειστή επιφάνεια.

Και προφανώς αυτές οι φορτίσεις πάνω στην επιφάνεια S του ελαστικού μέσου
V ⊂ V∞ δεν είναι τίποτε άλλο παρά οι φορτίσεις που προκαλεί στην επιφάνεια S
το διάνυσμα των τάσεων με συνιστώσες ti που οφείλονται στις τάσεις σij και που
δίνονται από το γνωστό μας τύπο (6.3.2). Τις επαναλαμβάνουμε κι εδώ

ti = σjinj ή ισοδύναμα ti = σijnj (6.3.90)

και θα τις χρησιμοποιήσουμε στη δεύτερη μορφή τους ti = σijnj. Ναι, αλλ’ εδώ εμείς
υποθέσαμε σαν Κατάσταση 2 το πρόβλημα του Kelvin με τάσεις σijk (με τον τρίτο
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δείκτη k να δηλώνει, επαναλαμβάνουμε κι εδώ, τη διεύθυνση του συγκεντρωμένου
φορτίου Pk = 1). Αυτές οι τάσεις σijk δίνονται από τις σχέσεις (6.3.88) της αμέσως
προηγούμενης Παραγράφου Ε6.3.4. Και έτσι οι συνιστώσες ti του διανύσματος των
τάσεων στις πιο πάνω σχέσεις (6.3.90) παίρνουν εδώ τη μορφή (έχοντας προτιμήσει
τη δεύτερη μορφή τους)

Tik = σijknj . (6.3.91)

Εδώ μάλιστα στο πρόβλημα του Kelvin χρησιμοποιήσαμε το ειδικό σύμβολο Tik (με
το δεύτερο δείκτη k να δηλώνει ξανά τη διεύθυνση του συγκεντρωμένου φορτίου
Pk = 1) για τις συνιστώσες ti του διανύσματος των τάσεων στο πρόβλημα τουKelvin.

Ο υπολογισμός αυτών των συνιστωσών Tik είναι αρκετά εύκολος αρκεί βέβαια
να λάβουμε υπόψη μας τις εκφράσεις (6.3.88) των τάσεων σijk. Έτσι προκύπτει ότι

Tik = −
1

8π(1 − ν)r2 (1 − 2ν)

rj
r
δik +

ri
r
δjk −

rk
r
δij +

3rirjrk
r3 nj . (6.3.92)

Προφανώς ο δείκτης j δεξιά είναι τώρα πια ένας επαναλαμβανόμενος δείκτης. Έτσι
ελεύθεροι δείκτες είναι μόνο οι δύο δείκτες i και k, όπως πάρα πολύ σωστά φαίνεται
αριστερά στο σύμβολο Tik. Τώρα με βάση την ιδιότητα της αντικαταστάσεως του
δέλτα του Kronecker έχουμε δjknj = nk και επίσης δijnj = ni . Έτσι διαπιστώνουμε
πολύ εύκολα ότι οι πιο πάνω συνιστώσες Tik του διανύσματος των τάσεων παίρνουν
την τελική τους μορφή

Tik = −
1

8π(1 − ν)r2 (1 − 2ν)
ri
r
nk −

rk
r
ni + (1 − 2ν)δik +

3rirk
r2 

rj
r
nj . (6.3.93)

Επαναλαμβάνουμε ότι αυτές είναι οι φορτίσεις στην επιφάνεια S του ελαστικού
μέσουV στηνΚατάσταση 2, στη δεύτερη κατάσταση ισορροπίας του, που βασίστηκε
εδώ στη λύση του προβλήματος του Kelvin της προηγούμενης Παραγράφου Ε6.3.4.

Και τώρα εφαρμόζουμε το θεώρημα της αμοιβαιότητας των έργων του Betti
(ή των Betti–Maxwell) στη δεύτερη μορφή του (6.3.19). Την υπενθυμίζουμε

V
( fiu

∗
i − f

∗
i ui)dV = −

S
(t iu∗i − t

∗
i ui)dS. (6.3.94)

Αυτό το θεώρημα το εφαρμόζουμε για τις δύο καταστάσεις ισορροπίας που ήδη
αναφέραμε λεπτομερώς. Υπενθυμίζουμε ότι fi = 0 στην Κατάσταση 1 (την πραγμα-
τική) και φυσικά ότι u∗i = Uik , σχέσεις (6.3.67), και t∗i = Tik , σχέσεις (6.3.93), στην
Κατάσταση 2 (η οποία βασίζεται στο πρόβλημα του Kelvin). Προκύπτει αμέσως ότι

V
f ∗i ui dV =

S
(Uik ti − Tikui)dS (6.3.95)

και λίγο σαφέστερα

V
f ∗i (x, ξ)ui(x)dV(x) =

S
[Uik(x, ξ)ti(x) − Tik(x, ξ)ui(x)]dS(x). (6.3.96)

Εδώ x είναι το σημείο όπου αναφέρονται τα μεγέθη μας και στις δύο καταστάσεις
και ξ το σημείο εφαρμογής του μοναδιαίου συγκεντρωμένου φορτίου Pk = 1 (κατά
τη διεύθυνση του άξονα Oxk) στο πρόβλημα του Kelvin στην Κατάσταση 2 μόνο.

Και τώρα για τον υπολογισμό του αριστερού μέλους σε αυτήν τη σχέση (6.3.96)
λαμβάνουμε υπόψη μας τη σχέση (6.3.46) για τις δυνάμεις μάζας (ή καθολικές δυ-
νάμεις) στο πρόβλημα του Kelvin, δηλαδή εδώ στην Κατάσταση 2 στο θεώρημα της
αμοιβαιότητας των έργων του Betti (6.3.94) που μόλις εφαρμόσαμε. Έτσι έχουμε εδώ

f ∗i = f ∗i (x, ξ) = δ(x − ξ)δik (6.3.97)

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ IV για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Ε6.3: ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ 137

με δ(x−ξ) την τριδιάσταστη συνάρτηση δέλτα τουDirac. Και προφανώς, το καταλα-
βαίνουμε αυτό, αυτή η σχέση μας δηλώνει πολύ απλά ότι δεν υπάρχουν δυνάμεις
μάζας στην Κατάσταση 2 παρά μόνο ένα μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο Pk = 1
στη θέση ξ και μάλιστα κατά τη διεύθυνση του άξονα Oxk. Αυτό συμβαίνει, επειδή
δ(x − ξ) = 0 για x ≠ ξ και επίσης δik = 0 για i ≠ k ενώ δik = 1 μόνο για i = k. Ση-
μειώνουμε ότι η τριδιάσταστη συνάρτηση δέλτα του Dirac δ(x − ξ) πληροί τη σχέση

V∞
δ(x − ξ)ui(x)dV(x) = ui(ξ). (6.3.98)

Αυτή αποτελεί βέβαια γενίκευση της αντίστοιχης ιδιότητάς της στη μία διάσταση.
Αποτελεί όμως γενίκευση και της σχέσεως (6.3.47), που ισχύει στις τρεις διαστάσεις.

Αν όμως περιορίσουμε την τριδιάσταστη ολοκλήρωση αριστερά στο ίδιο το ελα-
στικό μέσον V που έχουμε στο πραγματικό πρόβλημά μας (με σύνορό του την κλει-
στή επιφάνεια S) και που το θεωρούμε εδώ σαν μια ανοικτή τριδιάστατη περιοχή,
τότε η πιο πάνω σχέση (6.3.98) θα ισχύει μόνο αν ξ ∈ V. Αλλιώς, αν ξ ∈ S, δηλαδή
για τα σημεία του συνόρου S της περιοχής V, αποδεικνύεται ότι δεξιά έχουμε σαν
αποτέλεσμα (1/2)ui(ξ) με την προϋπόθεση ότι η επιφάνεια S είναι λεία στο σημείο
της ξ, δηλαδή διαθέτει εφαπτόμενο επίπεδο στο σημείο αυτό. Και τέλος, αν ξ ∉ V∪S,
δηλαδή το σημείο ξ είναι έξω από το ελαστικό μέσονV, τότε στη σχέση (6.3.98) δεξιά
έχουμε σαν αποτέλεσμα το μηδέν. Άρα η σχέση (6.3.98) με περιορισμό της ολοκλη-
ρώσεως αριστερά στο ίδιο το ελαστικό μέσον V παίρνει τη γενικευμένη μορφή της

V
δ(x − ξ)ui(x)dV(x) = c(ξ)ui(ξ) (6.3.99)

με την ποσότητα c = c(ξ) στο δεξιό μέλος να δίνεται από τους τύπους

c(ξ) = 1 με ξ ∈ V, c(ξ) = 1
2
με ξ ∈ S και c(ξ) = 0 με ξ ∉ V ∪ S. (6.3.100)

Αντικαθιστούμε την έκφραση (6.3.97) για τις δυνάμεις μάζας (ή καθολικές δυνά-
μεις) f ∗i = f

∗
i (x, ξ) στη σχέση (6.3.96) αριστερά και λαμβάνουμε στη συνέχεια υπόψη

μας τη σχέση (6.3.99) και το γεγονός ότι δikui(ξ) = uk(ξ). Προκύπτει ότι

c(ξ)uk(ξ) =
S
[Uik(x, ξ)ti(x) − Tik(x, ξ)ui(x)]dS(x). (6.3.101)

Αυτός ο ενδιαφέρων τύπος καλείται ταυτότητα του Somigliana για τις μετατοπί-
σεις. Αν ξ ∉ V ∪ S, τότε c(ξ) = 0 και η ταυτότητα του Somigliana παίρνει τη μορφή

S
[Uik(x, ξ)ti(x) − Tik(x, ξ)ui(x)]dS(x) = 0 με ξ ∉ V ∪ S. (6.3.102)

Πρόκειται για ενδιαφέροντα συνοριακό ολοκληρωτικό τύπο, αλλ’ αυτός συνήθως
αγνοείται στις συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις κυρίως επειδή το σημείο ξ είναι
έξω από το ελαστικό μέσον V. Αν ξ ∈ S, τότε η ταυτότητα του Somigliana για τις
μετατοπίσεις (6.3.101) γίνεται καθαρά συνοριακή. Σε αυτήν εδώ την περίπτωση θα
αναφερθούμε στην επόμενη Παράγραφο Ε6.3.6. Τέλος, αν ξ ∈ V (με την περιοχή V
να τη θεωρούμε ανοικτή περιοχή, δηλαδή χωρίς τα συνοριακά σημεία της), ε τότε
η ταυτότητα του Somigliana (6.3.101) παίρνει την πιο κοινή μορφή της

uk(ξ) =
S
[Uik(x, ξ)ti(x) − Tik(x, ξ)ui(x)]dS(x) με ξ ∈ V. (6.3.103)

Ας σημειώσουμε στο σημείο αυτό ότι το αριστερό μέλος uk(ξ) πέρα από τη χρήση
της τριδιάστατης συναρτήσεως δέλτα του Dirac δ(x − ξ) πιο πάνω μπορεί να βρεθεί
και πολύ πιο άμεσα πάλι με βάση τη σχέση (6.3.96), δηλαδή ουσιαστικά το θεώρημα
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του Betti. Πράγματι, πέρα από τα έργα των διανυσμάτων των τάσεων τωνΚαταστά-
σεων 1 και 2 ως προς τις σχετικές μετατοπίσεις των Καταστάσεων 2 και 1 αντίστοιχα
στο σύνορο S της περιοχήςV που εμφανίζονται στο δεξιό μέλος της σχέσεως (6.3.96)
στο αριστερό μέλος της έχουμε απλά το έργο των δυνάμεων μάζας της Καταστά-
σεως 2 επί τις αντίστοιχες μετατοπίσεις της Καταστάσεως 1. (Αυτό συμβαίνει, γιατί
υποθέσαμε ότι στην Κατάσταση 1 δεν υπάρχουν δυνάμεις μάζας.) Και αυτό το έργο
είναι φυσικά ίσο με uk(ξ), γιατί έχουμε συγκεντρωμένο φορτίο Pk = 1 στο πρόβλημα
του Kelvin της Καταστάσεως 2 και μάλιστα κατά τη διεύθυνση του άξονα Oxk επί
uk(ξ). Ναι uk(ξ), αφού αυτή είναι η μετατόπιση στην Κατάσταση 1 (στο πραγματικό
ελαστικό μέσονV) στο σημείο ξ. Επομένως 1×uk(ξ) = uk(ξ) ακριβώς όπως προέκυψε
ήδη και με την επίσημη μαθηματική διαδικασία στην ταυτότητα (6.3.103) αριστερά.

Η ταυτότητα του Somigliana (6.3.103) μας επιτρέπει να υπολογίζουμε τις μετα-
τοπίσεις ui(ξ) σε οποιοδήποτε σημείο ξ ∈ V στο εσωτερικό του ελαστικού μέσου V
με την προϋπόθεση βέβαια ότι ξέρουμε τις συνοριακές τιμές ti(x) του διανύσματος
των τάσεων και ui(x) των μετατοπίσεων μόνο στο σύνορο S της περιοχής V. Από
κει και πέρα οι παραμορφώσεις εij(ξ) πάλι με ξ ∈ V μπορούν να υπολογισθούν εύ-
κολα με αντίστοιχους τύπους, αν λάβουμε υπόψη μας τους τύπους (6.3.3) ορισμού
των παραμορφώσεων με τη βοήθεια των μετατοπίσεων και κάνουμε τις κατάλληλες
μερικές παραγωγίσεις ως προς ξ στους πυρήνεςUik(x, ξ) και Tik(x, ξ) που παρουσιά-
ζονται στην ταυτότητα του Somigliana (6.3.103). (Αυτές οι μερικές παραγωγίσεις,
τώρα όμως ως προς ξ, είναι εντελώς ανάλογες με εκείνες που είχαμε κάνει στην
προηγούμενη Παράγραφο Ε6.3.4 για το πρόβλημα του Kelvin.) Τέλος με τη χρήση
του νόμου του Hooke (6.3.5) μπορούμε εύκολα να βρούμε από τις παραμορφώσεις
εij(ξ) και τις αντίστοιχες τάσεις σij(ξ) και πάλι βέβαια με ξ ∈ V.

Ε6.3.6
Ε6.3.6. Οι συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις της γραμμικής Ελαστικότητας

Όπως έγινε κατανοητό από την προηγούμενη Παράγραφο Ε6.3.5, οι μετατοπί-
σεις ui, οι παραμορφώσεις εij και οι τάσεις σij στο εσωτερικό του ελαστικού μέσου V
μπορούν να υπολογισθούν με τη χρήση ολοκληρωτικών τύπωνμε επιφανειακή ολο-
κλήρωση στο σύνορο S του ελαστικού μέσου V. Όμως για να γίνει αυτό θα πρέπει,
όπως ήδη αναφέραμε, να είναι γνωστές οι παραμορφώσεις ui αλλά και το διάνυσμα
των τάσεων ti σε όλο το σύνορο S της περιοχής V. Αυτό όμως γενικά δε συμβαίνει.
Γενικά στο σύνορο S είναι γνωστές είτε μόνο οι μετατοπίσεις ui είτε μόνο το διάνυ-
σμα των τάσεων, δηλαδή οι φορτίσεις, ti. Στην πρώτη περίπτωση θα πρέπει βέβαια
να βρεθεί και το διάνυσμα των τάσεων ti. Ενώ στη δεύτερη περίπτωση θα πρέπει να
βρεθούν και οι μετατοπίσεις ui. Και στη μικτή περίπτωση είναι γνωστές οι μετατο-
πίσεις ui σε ένα τμήμα S1 ⊂ S του συνόρου S και το διάνυσμα των τάσεων ti στο
υπόλοιπο τμήμα S2 ⊂ S του συνόρου S φυσικά με S1 ∪ S2 = S. Και σε αυτήν την
περίπτωση θα πρέπει να βρεθούν οι ποσότητες που λείπουν, δηλαδή το διάνυσμα
των τάσεων ti στο τμήμα S1 και οι μετατοπίσεις ui στο υπόλοιπο τμήμα S2 του S.

Αυτό το πετυχαίνουμε με τη χρήση της ταυτότητας του Somigliana για τις μετα-
τοπίσεις (6.3.101) ακριβώς πάνω στο σύνορο S, δηλαδή με ξ ∈ S, οπότε c(ξ) = 1/2
με βάση τη δεύτερη σχέση (6.3.100) και ασφαλώς με την υπόθεση λείου συνόρου S.
Σε αυτήν την περίπτωση η ταυτότητα του Somigliana (6.3.101) παίρνει τη μορφή

1
2
uk(ξ) =

S
[Uik(x, ξ)ti(x) − Tik(x, ξ)ui(x)]dS(x) με ξ ∈ S (6.3.104)

αποτελώντας τις τρεις συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις (με k = 1, 2, 3) που θα
πρέπει να επιλύσουμε συνήθωςαριθμητικάμε τημέθοδο τωνσυνοριακώνστοιχείων.
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο E7
ΛΟΓΙΣΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΩΝ

ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
Στο Κεφάλαιο αυτό Ε7 αναφερόμαστε στο Λογισμό Μεταβολών. Με τις μεθόδους του προσδιορίζουμε

ακρότατα, δηλαδή μέγιστα και ελάχιστα, συναρτησιακών (ή συναρτησοειδών), δηλαδή συναρτήσεων J[y]
σε μορφή ολοκληρωμάτων, όπου η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι συνάρτηση μιας συναρτήσεως y(x) και
των παραγώγων της είτε συνήθων παραγώγων είτε μερικών παραγώγων. Σχεδόν σε όλες τις περιπτώσεις
στα πρακτικά προβλήματα του Πολιτικού Μηχανικού μας ενδιαφέρει μόνο η περίπτωση ελαχιστοποιήσεως
συναρτησιακού J[y], δηλαδή το συναρτησιακό να παίρνει ελάχιστη τιμή για μια κατάλληλη συνάρτηση.

Στην πρώτη Ενότητα Ε7.1 αναφερόμαστε γενικά σε συναρτησιακά της μορφής J[y] = ∫ba F(x, y, y )dx
και στην ελαχιστοποίησή τους. Πρόκειται για την πιο απλή περίπτωση ελαχιστοποιήσεως συναρτησιακού
στο Λογισμό Μεταβολών. Σαν εφαρμογές αναφέρουμε ένα πολύ απλό πρόβλημα Γεωμετρίας και ένα διά-
σημο πρόβλημα Δυναμικής: το πρόβλημα της βραχυστόχρονης. Στην επόμενη Ενότητα Ε7.2 γι’ αυτήν την
απλή περίπτωση προκύπτει ότι αναγκαία συνθήκη ελαχιστοποιήσεως του συναρτησιακού J[y] είναι η ισχύς
μιας διαφορικής εξισώσεως που καλείται εξίσωση των Euler–Lagrange. Σαν εφαρμογές λύνουμε πλήρως
το απλό πρόβλημα Γεωμετρίας της Ενότητας Ε7.1 και αναφέρουμε και ένα ακόμη πρόβλημα Γεωμετρίας.

Την επόμενη Ενότητα Ε7.3 την αφιερώνουμε στην εφαρμογή των προηγουμένων στο στατικό πρό-
βλημα του καλωδίου, όπου και προκύπτει με ελαχιστοποίηση ενός κατάλληλου συναρτησιακού και με χρήση
της εξισώσεως των Euler–Lagrange η σχετική γνωστή μας διαφορική εξίσωση. Ανάλογα ενεργούμε στην
Ενότητα Ε7.4 που ακολουθεί, εκεί για το στατικό πρόβλημα της δοκού αντί του καλωδίου και με χρήση
γενικευμένης μορφής της εξισώσεως των Euler–Lagrange. Και στις δύο αυτές ενότητες τα συναρτησιακά
που ελαχιστοποιούνται αφορούν στις ενέργειες αυτών των γραμμικών φορέων μας: καλωδίου και δοκού.

Πιο σημαντική στις εφαρμογές του Λογισμού Μεταβολών και των συναρτησιακών είναι η επόμενη
Ενότητα Ε7.5. Εκεί αναφερόμαστε στην αρχή της ελάχιστης δράσεως του Hamilton. Αυτή είναι μια πολύ
γνωστή αρχή στη Δυναμική που απαιτεί την ελαχιστοποίηση της δράσεως στην κίνηση υλικού σημείου
ή υλικών σημείων. Η αρχή αυτή έχει πάρα πολλές εφαρμογές στη Δυναμική και αποτελεί μια εναλλακτική
δυνατότητα ως προς το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα οδηγώντας τελικά στις ίδιες διαφορικές εξισώσεις. Σαν
εφαρμογές παρουσιάζουμε την πτώση υλικού σημείου, την κίνηση του απλού εκκρεμούς κι άλλες κινή-
σεις. Μετά στην Ενότητα Ε7.6 αναφερόμαστε μόνο στην εφαρμογή της αρχής της ελάχιστης δράσεως του
Hamilton σε μονώροφο, διώροφο και τριώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως (ή διατμητικό κτίριο). Με χρήση
της προκύπτουν οι γνωστές μας συνήθεις διαφορικές εξισώσεις (απλές ή συστήματα) για ιδεατά κτίρια.

Τέλος στην Ενότητα Ε7.7 γενικεύουμε τα προηγούμενα αποτελέσματα στην ενδιαφέρουσα περίπτωση
περισσότερων της μιας ανεξάρτητων μεταβλητών. Τότε η γενικευμένη εξίσωση των Euler–Lagrange οδη-
γεί σε διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους. Τη μέθοδο αυτή την εφαρμόζουμε σε συναρτησιακά που
οδηγούν στην εξίσωση του Laplace και στην εξίσωση του Poisson. Με χρήση και της αρχής του Hamilton
βρίσκουμε ενεργειακά τις διαφορικές εξισώσεις φορέων (καλώδιο, δοκός, κλπ.) σε δυναμική καταπόνηση.
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Ε7.1
Ε7.1. ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΑ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΥΣ

Γνωρίζουμε ήδη από το Μέρος Α: Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ για Πολιτικούς Μη-
χανικούς, Τεύχος 1: Εφαρμοσμένες Συνήθεις Διαφορικές Εξισώσεις για Πολιτικούς Μηχα-
νικούς πώς μπορούμε να σχηματίζουμε διαφορικές εξισώσεις σε προβλήματα του
Πολιτικού Μηχανικού με τους κλασικούς τρόπους εργασίας. Για παράδειγμα, μά-
θαμε πώς να χρησιμοποιούμε το δεύτερο νόμο τουΝεύτωνα για να καταστρώνουμε
απλές διαφορικές εξισώσεις κινήσεως υλικών σημείων. Χρησιμοποιήσαμε επίσης
απλές σχέσεις της Γεωμετρίας αλλά και της Μηχανικής των Υλικών για να σχηματί-
σουμε την εξίσωση της συνήθους δοκού. Ανάλογα και της δοκού σε ελαστική βάση.
Τέλος στην Ενότητα Α2.2 του Μέρους Α χρησιμοποιήσαμε την αρχή διατηρήσεως
της ενέργειας για το σχηματισμό της διαφορικής εξισώσεως της κινήσεως μονοβάθ-
μιου μηχανικού συστήματος μάζας–ελατηρίου (ή ισοδύναμα ελατηρίου–μάζας).

Σ’ αυτήν την Ενότητα Ε7.1 προχωράμε σε μια εντελώς διαφορετική μέθοδο σχη-
ματισμού διαφορικών εξισώσεωνπου είναι εφαρμόσιμη σε πολλάπροβλήματα τόσο
της Μηχανικής των Υλικών όσο και της Δυναμικής και των Ταλαντώσεων. Η μέθο-
δος αυτή βασίζεται στην ελαχιστοποίηση ενός ολοκληρώματος το οποίο περιέχει
την άγνωστη συνάρτηση y = y(x) και καταλήγει στη ζητούμενη διαφορική εξίσωση
του προβλήματός μας. Συγκεκριμένα θεωρούμε ένα ολοκλήρωμα της μορφής

J[y] =
b

a
F(x, y, y )dx. (7.1.1)

Εδώ η συνάρτηση F(x, y, y ) είναι μια γνωστή συνάρτηση των τριών μεταβλητών x, y
και y με y = y(x) και y = y (x) την πρώτη παράγωγο της συναρτήσεως y = y(x).
Ένα τέτοιο ολοκλήρωμα καλείται συναρτησιακό και σπανιότερα συναρτησοειδές.
Έτσι το σύμβολο J[y] δηλώνει μια συνάρτηση, τη J, που έχει όμως σαν μεταβλητή
της όχι μια απλή μεταβλητή, όχι έναν απλό αριθμό, αλλά μια άλλη συνάρτηση: τη
συνάρτηση y. Για το λόγο αυτό λέμε ότι το σύμβολο J[y] δηλώνει μια συνάρτηση
συναρτήσεως (κι όχι απλής μεταβλητής). Επίσης για τον ίδιο λόγο χρησιμοποιούμε
συνήθως (αλλ’ όχι πάντα!) αγκύλες αντί για παρενθέσεις γράφοντας συνήθως J[y]
και όχι J(y). Φυσικά και J(y) να γράψουμε, με τίποτα δεν είναι λάθος!

Στη Φυσική, στη Μηχανική των Υλικών, στη Δυναμική και τις Ταλαντώσεις,
κλπ. αρκετοί νόμοι έχουν τη μορφή (ή έστω μπορούν να γραφούν σε μορφή) ελαχι-
στοποιήσεως κάποιου κατάλληλου συναρτησιακού J[y] προφανώς υπό κατάλληλες
προϋποθέσεις και συνοριακές συνθήκες. Δηλαδή αρκετοί φυσικοί νόμοι οδηγούν
στην απαίτηση ένα κατάλληλο συναρτησιακό J[y] της μορφής (7.1.1) που περιέχει
μια άγνωστη συνάρτηση y = y(x) να πρέπει να πάρει ελάχιστη τιμή, δηλαδή

J[y] =
b

a
F(x, y, y )dx = minimum. (7.1.2)

Στο συναρτησιακό αυτό J[y] η ολοκληρωτέα συνάρτηση F(x, y, y ) είναι μια γνωστή
συνάρτηση των τριών μεταβλητών x, y και y . Εντούτοις η ίδια η συνάρτηση y = y(x)
(η μεταβλητή του συναρτησιακού J[y]) είναι μια άγνωστη συνάρτηση που πρέπει να
προσδιορισθεί από την ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού J[y]. Αυτή η δουλειά,
δηλαδή η ελαχιστοποίηση ενός συναρτησιακού, γίνεται στο Λογισμό Μεταβολών.
Αυτός είναι ένας κλάδος των Μαθηματικών και το μελετάμε σύντομα σ’ αυτό εδώ
το Κεφάλαιο Ε7. Συγκεκριμένα στην επόμενη Ενότητα Ε7.2 θα χρησιμοποιήσουμε
το Λογισμό Μεταβολών για να βρούμε το αποτέλεσμα το οποίο προκύπτει για την
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ελαχιστοποίηση του πιο πάνω συναρτησιακού J[y]: εξίσωση των Euler–Lagrange.
Σε επόμενες ενότητες θα αναφέρουμε (χωρίς αποδείξεις) και τρεις απλές γενικεύσεις
του ίδιου αποτελέσματος σε λίγο δυσκολότερα συναρτησιακά, αλλά σίγουρα, όπως
θα δούμε παρακάτω, πολύ χρήσιμα στην Επιστήμη του Πολιτικού Μηχανικού.

Πέρα από τους φυσικούς νόμους που εκφράζονται (ή έστω μπορούν να εκφρα-
σθούν) σαν προβλήματα ελαχιστοποιήσεως συναρτησιακών υπάρχουν και πολλά
πρακτικά προβλήματα που μπορούν να εκφρασθούν με τον ίδιο τρόπο χωρίς να
δηλώνουν κανέναν απολύτως φυσικό νόμο. Ας δούμε τώρα ένα τέτοιο πρόβλημα.

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.1t Εφαρμογή E7.1 z Γεωμετρία: ελάχιστο μήκος καμπύλης

Η πιο απλή σχετική εφαρμογή είναι η εύρεση της καμπύλης y(x) η οποία συνδέει
δύο γνωστά σημεία (x1, y1) και (x2, y2), δηλαδή y(x1) = y1 και y(x2) = y2, και έχει
ελάχιστο μήκος S. Προφανώς, επειδή το στοιχειώδες μήκος τόξου ds πάνω σε μια
λεία καμπύλη y = y(x) είναι

ds = dx
2 + dy2 =  1 + y 2(x)dx, αφού y (x) = dy

dx
, (7.1.3)

το συνολικό μήκος S αυτής εδώ της καμπύλης από το πρώτο σημείο της (x1, y1) μέχρι
το δεύτερο σημείο της (x2, y2) θα δίνεται από το συναρτησιακό

S = S[y] =
x2

x1
 1 + y 2 dx. (7.1.4)

Και αυτό το συναρτησιακό S[y] θέλουμε να είναι ελάχιστο, δηλαδή να ισχύει

S = S[y] =
x2

x1
 1 + y 2 dx = minimum. (7.1.5)

Επομένως εδώ προέκυψε πραγματικά το πρόβλημα της ελαχιστοποιήσεως του
συναρτησιακού J[y] στη σχέση (7.1.2) με τη συνάρτηση F στο ολοκλήρωμα στο δεξιό
μέλος του να παίρνει σ’ αυτήν τη γεωμετρική εφαρμογή την πολύ απλή μορφή

F(x, y, y ) =  1 + y 2 . (7.1.6)

Αυτό φαίνεται καθαρά από την πιο πάνω σχέση (7.1.5). Ας σημειώσουμε επίσης ότι
εδώ χρησιμοποιήσαμε το σύμβολο S[y] για το συναρτησιακό μας (που εδώ εκφράζει
το συνολικό μήκος S καμπύλης) αντί για το γενικότερο σύμβολο J[y] πιο πάνω. s

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.1t Εφαρμογή E7.2 z Δυναμική: βραχυστόχρονη

Αναφέρουμε κι ένα άλλο δυσκολότερο αλλά συνάμα και πολύ διάσημο πρόβλημα
ελαχιστοποιήσεως συναρτησιακού.Αυτό είναι έναπρόβλημαΔυναμικής και αφορά
στην εύρεση της καμπύλης y(x) που ενώνει ξανά δύο γνωστά σημεία (x1, y1) και
(x2, y2) στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο και οδηγεί ένα υλικό σημείο που κινείται πάνω
της σε ελάχιστο χρόνο διαδρομής T από το πρώτο σημείο (που είναι πιο ψηλά) στο
δεύτερο (που είναι πιο χαμηλά). Αυτό το πρόβλημα είναι το διάσημο πρόβλημα
της βραχυστόχρονης5 εννοείται της βραχυστόχρονης καμπύλης (ή πρόβλημα του
βραχυστόχρονου). Πρόκειται για την καμπύλη με τον ελάχιστο χρόνο T κινήσεως
του υλικού σημείου P. Το πρόβλημα αυτό τέθηκε από το Johann Bernoulli το 1696.

5Ο γράφων θεωρεί πιο σωστό τον όρο βραχιστόχρονη (με ι από τη λέξη βράχιστος) αντί για τον
όρο βραχυστόχρονη (με υ), που έχει όμως επικρατήσει. Ο αγγλικός όρος είναι brachistochrone (με i).
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Σχήμα Ε7.1: Βραχυστόχρονη καμπύλη AB στην κίνηση στο γήινο πεδίο βαρύτητας.

Στο πιο πάνω Σχήμα Ε7.1 θεωρούμε την κίνηση υλικού σημείου P από το σημείο
Α = (0, 0) μέχρι το σημείο Β = (a, b) (με b > 0) υπό την επίδραση του γήινου πεδίου
βαρύτητας (με επιτάχυνση g). Απλά για διευκόλυνση πήραμε το σημείοA σαν αρχή
των συντεταγμένων και τη θετική φορά του άξοναAyπρος τα κάτω, προς τη γη. Εδώ
ζητάμε το προς ελαχιστοποίηση συναρτησιακόT[y] της βραχυστόχρονης καμπύλης
που ενώνει τα σημείαΑ και Β. Πρόκειται, επαναλαμβάνουμε, για την καμπύλη που
απαιτεί τον ελάχιστο χρόνο διαδρομής T[y] του υλικού σημείου από το σημείο Α
μέχρι το σημείο Β βέβαια με το σημείο Β πιο κάτω από σημείο Α (Σχήμα Ε7.1).

Το υλικό σημείο μάζας m ξεκινάει την κίνησή του πάνω στην καμπύλη ΑΒ που
ενώνει τα σημεία Α και Β από το σημείο Α, όπου βρίσκεται σε ηρεμία με μηδενική
ταχύτητα: vA = 0. Ο συνολικός χρόνος T που απαιτείται για την κίνηση αυτή είναι

Τ =
T

0
dt =

S

0

dt
ds

ds (7.1.7)

με S το συνολικό μήκος της καμπύλης ΑΒ και ds το σχετικό μήκος τόξου που είναι

ds = dx
2 + dy2 =  1 + y 2(x)dx, αφού y (x) = dy

dx
. (7.1.8)

Είναι επίσης γνωστό ότι η ταχύτητα v του υλικού σημείου P είναι

v = ds
dt
, οπότε

dt
ds

= 1
v
. (7.1.9)

Επομένως ο συνολικός χρόνος T στη σχέση (7.1.7) παίρνει τώρα με βάση τις δύο
σχέσεις (7.1.8) και (7.1.9) τη μορφή

T = T[y] =
a

0

1
v  1 + y 2(x)dx =

a

0

 1 + y 2(x)
v

dx. (7.1.10)

Στο σημείο αυτό πρέπει να υπολογίσουμε την ταχύτητα v του υλικού σημείου, όταν
βρίσκεται στη θέση y, εδώ όμως με τον άξονα Oy προς τα κάτω (Σχήμα Ε7.1). Στο
σημείο Α με y = 0 το υλικό σημείο είχε κινητική ενέργεια 0, ενώ στο σημείο C πιο
κάτω έχει κινητική ενέργεια E = 1

2
mv2 με m τη μάζα του. Υποθέτουμε βέβαια πως

δεν υπάρχουν τριβές. Αυτή η κινητική ενέργεια E προήλθε φυσικά από τη διαφορά
δυναμικής ενέργειας V = mgy μεταξύ των δύο σημείων Α και C. Επομένως έχουμε

1
2
mv2 = mgy, οπότε v = 2gy = 2gy(x) . (7.1.11)

Αυτή είναι η ταχύτητα v του υλικού σημείου P στο σημείο C με τεταγμένη y.
Εισάγοντάς την στο συναρτησιακό (7.1.10), αυτό παίρνει την τελική του μορφή

T = T[y] =
a

0

 1 + y 2(x)
√2gy(x)

dx = 1

√2g

a

0 

1 + y 2

y
dx με y = y(x). (7.1.12)
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Αυτό είναι το προς ελαχιστοποίηση συναρτησιακό στο παρόνπρόβλημα της βραχυ-
στόχρονης καμπύλης και επειδή εδώ παριστάνει το συνολικό χρόνο Τ, το γράψαμε
με λίγο διαφορετικό σύμβολο συγκεκριμένα σαν T[y] αντί σαν J[y]. Και φυσικά
η συνάρτηση F(x, y, y ) στο συναρτησιακό αυτό T[y] είναι η ακόλουθη συνάρτηση:

F(x, y, y ) =


1 + y 2

y
με y = y(x). (7.1.13)

Εδώ βέβαια παραλείψαμε τη σταθερά 1/√2g έξω από το ολοκλήρωμα του συναρ-
τησιακού T[y] στη σχέση (7.1.12), επειδή δεν έχει καμία επίδραση στην ελαχιστο-
ποίησή του. Τώρα το πώς ακριβώς μπορούμε να κάνουμε την ελαχιστοποίηση του
συναρτησιακού T[y] και έτσι να βρούμε τη βραχυστόχρονη καμπύλη y(x), ε αυτό
είναι ένα θέμα που το εξετάζουμε με το Λογισμό Μεταβολών αμέσως πιο κάτω. s

Ε7.2
Ε7.2. Η ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΩΝ EULER–LAGRANGE

Υποθέτουμε τώρα πως έχουμε να λύσουμε το πρόβλημα της ελαχιστοποιήσεως
του πιο πάνω συναρτησιακού J[y] στη σχέση (7.1.2). Την επαναλαμβάνουμε

J[y] =
b

a
F(x, y, y )dx = minimum (7.2.1)

εδώ μαζί με δύο συνοριακές συνθήκες: τις δύο συνθήκες y(a) = ya και y(b) = yb.
Αυτό σημαίνει ότι εμείς θέλουμε να προσδιορίσουμε την προς το παρόν άγνωστη
συνάρτηση y(x) (η οποία εδώ παίζει το ρόλο της μεταβλητής στο συναρτησιακό J[y])
με τέτοιον τρόπο, ώστε αυτό το συναρτησιακό J[y] να γίνει ελάχιστο (minimum).

Αυτό το πρόβλημα αποτελεί ουσιαστικά μια ενδιαφέρουσα γενίκευση του προ-
βλήματος της ελαχιστοποιήσεως μιας παραγωγίσιμης συναρτήσεως f(x). Από το
Διαφορικό Λογισμό (τις παραγώγους) ξέρουμε πολύ καλά ότι για να έχει μια πα-
ραγωγίσιμη συνάρτηση f(x) τοπικό ελάχιστο σ’ ένα συγκεκριμένο εσωτερικό σημείο
x = c του διαστήματος ορισμού της [a, b] θα πρέπει οπωσδήποτε να ισχύει f (c) = 0
στο σημείο αυτό x = c. Δηλαδή η παράγωγός της (που υποθέσαμε ότι υπάρχει, αφού
αναφερθήκαμε σε παραγωγίσιμη συνάρτηση) πρέπει οπωσδήποτε να μηδενίζεται.

t Παρατήρηση E7.1: Θα ήταν μια πάρα πολύ μεγάλη παράλειψή μας να μην
ä Παρατήρηση

αναφέρουμε εδώ ότι στην παραγωγίσιμη συνάρτηση f(x) ο μηδενισμός της πρώ-
της παραγώγου της f (c) = 0 στο σημείο x = c είναι βέβαια αναγκαία συνθήκη
για την ύπαρξη τοπικού ελάχιστου στο σημείο αυτό. Δεν ισχύει όμως και το αντί-
στροφο. Πρόκειται λοιπόν για μια αναγκαία, αλλ’ όχι και ικανή συνθήκη. Δηλαδή
ο μηδενισμός της παραγώγου f (c) = 0 δε σημαίνει σίγουρα ότι η συνάρτηση f(x)
έχει τοπικό ελάχιστο στο σημείο x = c. Ο ίδιος μηδενισμός f (c) = 0 μπορεί να
δηλώνει ένα τοπικό μέγιστο της ίδιας συναρτήσεως f(x) στο σημείο x = c ή ακόμη
και ένα σημείο καμπής της ίδιας συναρτήσεως που δεν είναι ούτε τοπικό μέγιστο
ούτε τοπικό ελάχιστο. Γενικά λέμε ότι ένα σημείο c όπου f (c) = 0 αποτελεί στάσιμο
σημείο (ή σημείο στασιμότητας) της συναρτήσεως f(x). Δηλαδή, το επαναλαμβά-
νουμε, ο μηδενισμός της πρώτης παραγώγου f (c) = 0 αποτελεί αναγκαία, αλλ’ όχι
και ικανή, συνθήκη, ώστε η παραγωγίσιμη συνάρτηση f(x) να έχει τοπικό ελάχιστο
στο σημείο x = c, δηλαδή να ισχύει f(c) = minimum (ή ισοδύναμα f(c) = min). s
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Επανερχόμαστε τώραστη δικήμας περίπτωσημε το συναρτησιακό J[y]με χρήση
του Λογισμού Μεταβολών. Θα αποδείξουμε παρακάτω ότι ισχύει το εξής θεώρημα:

n ΘΕΩΡΗΜΑ E7.1 (Εξίσωση των Euler–Lagrange): Θεωρούμε την ελαχιστοποί-

ΘΕΩΡΗΜΑ

ηση (τοπικό ελάχιστο) του συναρτησιακού J[y] που ορίζεται στη σχέση (7.1.1) στο
διάστημα [a, b]. Δηλαδή θέλουμε να ισχύει η σχέση (7.1.2), την επαναλαμβάνουμε

J[y] =
b

a
F(x, y, y )dx = minimum, (7.2.2)

για μια συγκεκριμένη αρχικά άγνωστη συνάρτηση y = y(x) που διαθέτει συνεχή
δεύτερη παράγωγο στο διάστημα [a, b] και έχει καθορισμένες συνοριακές συνθήκες

y(a) = ya και y(b) = yb (7.2.3)

στα δύο άκρα x = a και x = b του πιο πάνω διαστήματος ολοκληρώσεως [a, b]. Για
να συμβαίνει αυτή η ελαχιστοποίηση θα πρέπει να πληρούται η διαφορική εξίσωση

𝜕F
𝜕y −

d
dx 

𝜕F
𝜕y  = 0 με a ≤ x ≤ b. (7.2.4)

Με την εκτέλεση των παραγωγίσεων σε κάθε συγκεκριμένη περίπτωση διαπιστώ-
νεται εύκολα ότι πρόκειται για διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως για την προσ-
διοριστέα συνάρτηση y(x). Αυτή η εξίσωση καλείται εξίσωση των Euler–Lagrange.
Πρόκειται για μια πάρα πολύ σημαντική εξίσωση στο Λογισμό Μεταβολών. s

t Παρατήρηση E7.2: Σε αυτό το σημείο πρέπει να σημειωθεί ότι, ακριβώς όπως
ä Παρατήρηση

και στις παραγώγους, η εξίσωση των Euler–Lagrange (7.2.4) αποτελεί αναγκαία αλλ’
όχι και ικανή συνθήκη ελαχιστοποιήσεως του συναρτησιακού J[y] στη σχέση (7.2.2).
Δηλαδή η συνάρτηση y(x) που ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό J[y] πρέπει οπωσδή-
ποτε να είναι λύση της εξισώσεως των Euler–Lagrange (7.2.4). Αντίθετα όμως κάθε
συνάρτηση y(x) που επαληθεύει την εξίσωση των Euler–Lagrange (7.2.4) δεν ελαχι-
στοποιεί κατ’ ανάγκη το συναρτησιακό J[y] στη σχέση (7.2.2). Εδώ για μια τέτοια
συνάρτηση y(x) μπορεί το συναρτησιακό J[y] να παίρνει μέγιστη τιμή ή ακόμη να
μην παίρνει ούτε μέγιστη ούτε ελάχιστη τιμή. Παρά ταύτα κάθε τέτοια συνάρτηση
y(x) οδηγεί το συναρτησιακό J[y] σε στάσιμη τιμή, το στασιμοποιεί. Πάντως το ευ-
χάριστο σε όλη αυτήν την υπόθεση είναι ότι η εξίσωση των Euler–Lagrange (7.2.4)
είναι αναγκαίο να ισχύει οπωσδήποτε, όταν επιδιώκουμε την ελαχιστοποίηση του
συναρτησιακού J[y]: είναι αναγκαία συνθήκη ελαχιστοποιήσεως του J[y]. s

t ΠαρατήρησηE7.3: Εμείς εδώαναφερόμαστε πολύ γενικά σε ελαχιστοποίηση συ-
ä Παρατήρηση

ναρτησιακών (και ανάλογα σε αρχές ελαχίστου), στη συγκεκριμένη περίπτωση του
συναρτησιακού J[y] στη σχέση (7.2.2), και όχι σε μεγιστοποίησή τους. Κι αυτό το κά-
νουμε απλά επειδή αυτή είναι η συνηθισμένη ενδιαφέρουσα περίπτωση που καλύ-
πτει τη συντριπτική πλειονότητα των εφαρμογών του Πολιτικού Μηχανικού. Σαν
ένα παράδειγμα εφαρμογών ας αναφέρουμε την αρχή της ελάχιστης δράσεως του
Hamilton στη Δυναμική, που θα τη δούμε στην Ενότητα Ε7.5 παρακάτω και θα τη
χρησιμοποιήσουμε επίσης στην Ενότητα Ε7.6 σε ιδεατά κτίρια στη Δυναμική των
Κατασκευών. Εντούτοις η αλήθεια είναι ότι σ’ εξαιρετικά σπάνιες περιπτώσεις είναι
δυνατόν το συναρτησιακό που έχουμε, π.χ. εδώ το συναρτησιακό J[y], να μην ελαχι-
στοποιείται, αλλ’ απλά να μένει στάσιμο με τη σωστή συνάρτηση y(x) σ’ αυτό. Έτσι,
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για να είμαστε απόλυτα σωστοί, θα έπρεπε να λέμε αρχή της στάσιμης δράσεως
του Hamilton αντί αρχή της ελάχιστης δράσεως του Hamilton. Και γενικότερα θα
έπρεπε να μιλάμε για αρχές στάσιμων τιμών (ή αρχές στασιμότητας) και όχι απλά
για αρχές ελάχιστων τιμών.

Κι όμως αυτές οι ειδικές περιπτώσεις μη ελαχιστοποιήσεως του συναρτησιακού
J[y] που μας ενδιαφέρει, ας πούμε του συναρτησιακού της δράσεως στην αρχή του
Hamilton, είναι κυριολεκτικά ελάχιστες. Επομένως εμείς εδώ συνεχίζουμε να θεω-
ρούμε ότι το συναρτησιακό μας J[y] ελαχιστοποιείται, όπως και πραγματικά συμ-
βαίνει στη συντριπτική πλειονότητα των περιπτώσεων, και δε μένει απλά στάσιμο
που είναι βέβαια μια πιο γενική δυνατότητα. Εντούτοις είναι εξαιρετικά απίθανο
στα πρακτικά προβλήματα του Πολιτικού Μηχανικού να μην έχουμε ελαχιστοποί-
ηση του συναρτησιακού J[y]. Κι έτσι κι αλλιώς, δηλαδή ακόμη και σ’ αυτήν την πιο
γενική περίπτωση της στάσιμης τιμής, δηλαδή στην περίπτωση που το συναρτη-
σιακό J[y] μένει στάσιμο, η εξίσωση των Euler–Lagrange (7.2.4) συνεχίζει να ισχύει
χωρίς καμία απολύτως τροποποίηση. Και το ίδιο ακριβώς συμβαίνει βέβαια και
με τις γενικεύσεις της, που θα τις δούμε παρακάτω. Πρόκειται επομένως για μια
γενικά απόλυτα αποδεκτή εξίσωση και δε χρειάζεται καν να ελέγχουμε ότι το συ-
ναρτησιακό J[y] παίρνει ελάχιστη τιμή. Δηλαδή δεν υπάρχει κανένα ουσιαστικό
πρόβλημα στην επίλυση πρακτικών προβλημάτων του Πολιτικού Μηχανικού με
τη χρήση του όρου ελαχιστοποίηση συναρτησιακού αντί για τον πιο ακριβή όρο
στασιμοποίηση συναρτησιακού ή καλύτερα στασιμότητα συναρτησιακού. s

Και τώρα μετά από όλες αυτές τις διασαφηνίσεις ήρθε η ώρα να προχωρήσουμε
στην απόδειξη της εξισώσεως των Euler–Lagrange (7.2.4). Πρέπει όμως να ομολο-
γήσουμε ότι αυτή είναι κάπως παράξενη με τις γνώσεις που έχουμε. Δεν είναι όμως
ιδιαίτερα δύσκολη. Είναι μάλιστα και ενδιαφέρουσα και την αναφέρουμε αμέσως
παρακάτω. Σημειώνουμε ότι σε κάθε συγκεκριμένη περίπτωση, δηλαδή με συγκε-
κριμένη τη συνάρτηση F(x, y, y ) των τριών μεταβλητών x, y και y , εκτελούμε τις πα-
ραγωγίσεις σ’ αυτήν την εξίσωση (7.2.4) για τη γνωστή συνάρτηση F(x, y, y ), η οποία
υπεισέρχεται στο συναρτησιακό J[y]. Διαπιστώνουμε έτσι, επαναλαμβάνουμε, ότι
η πιο πάνω εξίσωση των Euler–Lagrange είναι ουσιαστικά μια διαφορική εξίσωση
δευτέρας τάξεως ως προς την άγνωστη, την προσδιοριστέα συνάρτηση y = y(x).

ë Απόδειξη: Προχωράμε τώρα για την ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού Απόδειξη

J[y] =
b

a
F(x, y, y )dx = minimum (7.2.5)

στη σχέση (7.2.2) στην απόδειξη της σχετικής εξισώσεως των Euler–Lagrange (7.2.4).
Την υπενθυμίζουμε κι αυτήν την τόσο διάσημη διαφορική εξίσωση (Θεώρημα Ε7.1)

𝜕F
𝜕y −

d
dx 

𝜕F
𝜕y  = 0 με a ≤ x ≤ b. (7.2.6)

Βέβαια εδώ ισχύουν και οι δύο συνοριακές συνθήκες (7.2.3): y(a) = ya και y(b) = yb.
Η κατάσταση εδώ στο ξεκίνημα της αποδείξεως έχει περίπου ως εξής: Θεωρούμε

τη συνάρτηση y = ys(x) (με δείκτη s) που ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό J[y] και μια
άλλη συνάρτηση y = y(x) που δεν το ελαχιστοποιεί (Σχήμα Ε7.2 παρακάτω). Και οι
δυο τους θεωρούνται πως έχουν συνεχείς δεύτερες παραγώγους και πως πληρούν
τις δύο συνοριακές συνθήκες (7.2.3) στα άκρα του διαστήματος ολοκληρώσεως [a, b].
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O x

y

A = (a, ya)

B = (b, yb)

ys(x)

y(x)

εη(x)

Σχήμα Ε7.2: Η συνάρτηση ys(x) που ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό J[y] και μια
άλλη συνάρτηση y(x) = ys(x) + εη(x) με η(a) = η(b) = 0 που δεν το ελαχιστοποιεί.

Δηλαδή εδώ ισχύουν και οι τέσσερις σχέσεις

ys(a) = ya και ys(b) = yb και επίσης y(a) = ya και y(b) = yb . (7.2.7)

Θεωρούμε επίσης τη διαφορά εη(x) αυτών των δύο συναρτήσεων y(x) και ys(x),
οπότε

εη(x) = y(x) − ys(x) ή ισοδύναμα y(x) = ys(x) + εη(x) (7.2.8)

με το ε μη μηδενική σταθερά (ε ≠ 0). Η διαφορά εη(x) αποτελεί μια μεταβολή δys(x)
της συναρτήσεως ys(x) που ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό J[y]. Τότε εξαιτίας των
συνοριακών συνθηκών (7.2.7) για τις συναρτήσεις ys(x) και y(x) για τη συνάρτηση
η(x) θα ισχύουν, όπως διαπιστώνεται άμεσα, οι δύο ομογενείς συνοριακές συνθήκες

η(a) = η(b) = 0 (7.2.9)

στα άκρα του ίδιου διαστήματος ολοκληρώσεως [a, b]. Και φυσικά, αφού υποθέσαμε
πως και οι δύο συναρτήσεις y(x) και ys(x) έχουν συνεχείς δεύτερες παραγώγους, το
ίδιο προφανώς θα συμβαίνει και για τη διαφορά τους δys(x) = εη(x), επομένως και
για την ίδια τη συνάρτηση η(x), αφού ε ≠ 0.

Και τώρα υπενθυμίζουμε ότι δεχθήκαμε τη συνάρτηση ys(x) σαν τη συνάρτηση
εκείνη που ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό: τοπικό ελάχιστο. Δηλαδή ισχύει η σχέση

J[ys] =
b

a
F(x, ys , ys)dx = minimum. (7.2.10)

Ενώ αντίθετα η συνάρτηση y(x) = ys(x) + εη(x), που περιλαμβάνει μια μεταβολή
δys(x) = εη(x) της συναρτήσεως ys(x), δεν ελαχιστοποιεί το ίδιο συναρτησιακό J[y].
Άρα οδηγεί σε μια μεγαλύτερη τιμή του συναρτησιακού J[y]. Επομένως ισχύει ότι

J[y] = J[ys + εη] ≥ J[ys] (7.2.11)

με την ισότητα να ισχύει μόνο για ε = 0. Ορίζοντας μάλιστα ρητά τη συνάρτηση

φ(ε) = J[ys + εη], (7.2.12)

κατανοούμε σύμφωνα με τα παραπάνω πως αυτή ελαχιστοποιείται όταν ε = 0. Κι
αυτό συμβαίνει, επειδή έτσι επιλέξαμε τη συνάρτηση ys(x): να ελαχιστοποιεί η ίδια
το συναρτησιακό J[y]. Κάθε μεταβολή της δys(x) = εη(x) οδηγεί σε μια νέα συνάρ-
τηση y(x) που δεν ελαχιστοποιεί όμως το συναρτησιακό J[y] της σχέσεως (7.1.1).
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Επομένως σύμφωνα με τις δύο σχέσεις (7.2.11) και (7.2.12) η ελαχιστοποίηση του
συναρτησιακού J[y] γίνεται για ε = 0. Άρα για ε = 0 θα πρέπει να μηδενίζεται
η παράγωγος φ (ε), δηλαδή να ισχύει η σχέση

φ (ε) = 0 για ε = 0 και λίγο πιο απλά φ (0) = 0. (7.2.13)

Ας υπολογίσουμε τώρα αυτήν εδώ την παράγωγο φ (ε) ≡ dφ(ε)/dε προσπαθώ-
ντας να την εκφράσουμε με τη βοήθεια της συναρτήσεως ys(x) που ελαχιστοποιεί το
συναρτησιακό J[y], σχέση (7.2.2), και που θέλουμε να την προσδιορίσουμε. Για τον
υπολογισμό αυτής της παραγώγου φ (ε) λαμβάνουμε υπόψη τον ορισμό (7.2.12) της
βοηθητικής συναρτήσεως φ(ε). Παραγωγίζοντάς τον παίρνουμε

φ (ε) = d
dε

J[ys + εη] = d
dε

b

a
F(x, y, y )dx = d

dε

b

a
F(x, ys + εη, ys + εη )dx (7.2.14)

λόγω του ορισμού (7.1.1) ή (7.2.5) του συναρτησιακού J[y] καθώς επίσης και του
ορισμού (7.2.8) δεξιά της γενικότερης συναρτήσεως y(x) = ys(x) + εη(x) με βάση τη
συνάρτηση ys(x) που ελαχιστοποιεί αυτό το συναρτησιακό J[y].

Εδώ όμως παρατηρούμε ότι μεταβλητή ολοκληρώσεως στο συναρτησιακό J[y]
είναι το x, ενώ η παραγώγιση γίνεται ως προς τη μεταβλητή ε της συναρτήσεως
φ(ε). Επομένως μπορούμε εδώ δεξιά να εναλλάξουμε τη σειρά της παραγωγίσεως
και της ολοκληρώσεως λαμβάνοντας το ολοκλήρωμα της παραγώγου ως προς ε της
ολοκληρωτέας συναρτήσεως F(x, ys + εη, ys + εη ). Έτσι προκύπτει εύκολα ότι

φ (ε) =
b

a

d
dε

F(x, ys + εη, ys + εη )dx. (7.2.15)

Δεν είναι δα και κανένα πολύ σπουδαίο πρόβλημα το να παραγωγίσουμε τη
συνάρτηση F(x, ys + εη, ys + εη ) ως προς ε. Εφαρμόζοντας τον κανόνα της αλυσίδας
(ή ισοδύναμα της αλληλουχίας των παραγώγων), βρίσκουμε αρκετά εύκολα ότι

d
dε

F(x, ys + εη, ys + εη ) = 𝜕F𝜕x
dx
dε

+ 𝜕F𝜕y
d(ys + εη)

dε
+ 𝜕F𝜕y

d(ys + εη )
dε

(7.2.16)

προφανώς με y = ys + εη με βάση το γεγονός ότι F = F(x, y, y ). Και αφού μάλιστα

dx
dε

= 0,
d(ys + εη)

dε
= η και

d(ys + εη )
dε

= η , (7.2.17)
προκύπτει ότι d

dε
F(x, ys + εη, ys + εη ) = 𝜕F𝜕y η +

𝜕F
𝜕y η . (7.2.18)

Τόσο απλά!
Επομένως η παράγωγος φ (ε) που θέλουμε να υπολογίσουμε στη σχέση (7.2.15)

παίρνει τώρα πια τη μορφή

φ (ε) =
b

a

𝜕F
𝜕y η +

𝜕F
𝜕y η dx υπενθυμίζουμε με F = F(x, y, y ). (7.2.19)

Ωραία, σωστά, αλλά πάντως δε μας πολυαρέσει αυτή εδώ η μορφή της παραγώ-
γου φ (ε), επειδή περιέχει τόσο τη συνάρτηση η(x) όσο και την παράγωγό της η (x).
Εδώ μια παραγοντική ολοκλήρωση (ολοκλήρωση κατά μέρη ή κατά παράγοντες)
στο δεύτερο όρο της ολοκληρωτέας συναρτήσεως, δηλαδή στον όρο της (𝜕F/𝜕y )η ,
μας βοηθάει απαλλάσσοντάς μας από την παράγωγο η = η (x). Έτσι προκύπτει ότι

φ (ε) = 𝜕F
𝜕y η 

b

a
+

b

a

𝜕F
𝜕y η −

d
dx 

𝜕F
𝜕y  ηdx φυσικά με η = η(x). (7.2.20)
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Αλλ’ η συνάρτηση η = η(x) μηδενίζεται στα άκρα x = a και x = b του διαστήμα-
τος ολοκληρώσεως [a, b] σύμφωνα με τις σχέσεις (7.2.9). Επομένως ο πρώτος όρος,
ο όρος πριν το ολοκλήρωμα, στην παραπάνω σχέση (7.2.20) μηδενίζεται κι αυτός.
Βγάζοντας μάλιστα στην ολοκληρωτέα συνάρτηση κοινό παράγοντα το η = η(x),
έχουμε τώρα

φ (ε) =
b

a

𝜕F
𝜕y −

d
dx 

𝜕F
𝜕y  η(x)dx (7.2.21)

και τελικά για ε = 0, οπότε y(x) = ys(x),

φ (0) =
b

a

⎡
⎢
⎣

𝜕F
𝜕ys

− d
dx 

𝜕F
𝜕ys 

⎤
⎥
⎦
η(x)dx = 0 (7.2.22)

λόγω και της αναγκαίας συνθήκης φ (ε) = 0 για ε = 0 ή φ (0) = 0, σχέση (7.2.13), για
την ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού J[y]: J[y] = minimum, σχέση (7.2.2).

Τώρα στο Λογισμό Μεταβολών αποδεικνύεται ένα σημαντικό λήμμα που μας
είναι εδώ πολύ χρήσιμο. Σύμφωνα με το λήμμα αυτό, αν για μια συνεχή συνάρτηση
f(x) ισχύει η σχέση b

a
f(x)η(x)dx = 0 (7.2.23)

για κάθε συνάρτηση η(x) με συνεχή δεύτερη παράγωγο και με η(a) = η(b) = 0, τότε
f(x) = 0 σε όλο το διάστημα [a, b], δηλαδή f(x) ≡ 0. Εδώ απλά σκιαγραφούμε τη βα-
σική ιδέα της σχετικής αποδείξεως. Υποθέτουμε (κακώς!) προς στιγμή ότι f(c) ≠ 0 σε
ένα σημείο c ∈ (a, b). Τότε, επειδή η συνάρτηση f(x) έχει υποτεθεί συνεχής, θα υπάρ-
χει ένα μικρό διάστημα (c − d, c + d) του διαστήματος [a, b] με τη συνάρτηση f(x)
μη μηδενική. Στο διάστημα αυτό (c − d, c + d) επιλέγεται κατάλληλα η δεύτερη συ-
νάρτηση η(x), ώστε να είναι κι αυτή μη μηδενική και μάλιστα του ίδιου προσήμου
με τη συνάρτηση f(x), ενώ παντού αλλού να είναι μηδενική. Έτσι η ολοκληρωτέα
συνάρτηση f(x)η(x) στο πιο πάνω ολοκλήρωμα (7.2.23) είναι θετική στο διάστημα
(c−d, c+d) και μηδενική παντού αλλού. Επομένως και το ολοκλήρωμά της στο διά-
στημα [a, b] θα είναι κι αυτό θετικό. Αυτό όμως είναι άτοπο, επειδή το ολοκλήρωμα
αυτό έχει υποτεθεί στη σχέση (7.2.23) ότι είναι μηδενικό. Το άτοπο προέκυψε από
την εσφαλμένη υπόθεση ότι η συνεχής συνάρτηση f(x) έχει ένα σημείο c ∈ [a, b],
όπου δε μηδενίζεται. Άρα η συνάρτηση αυτή f(x) θα πρέπει να μηδενίζεται σ’ ολό-
κληρο το διάστημα [a, b], δηλαδή f(x) ≡ 0, ώστε πράγματι να ισχύει η σχέση (7.2.23)
για κάθε συνάρτηση η(x) με συνεχή δεύτερη παράγωγο και με η(a) = η(b) = 0.

Ναι, τέτοια συνάρτηση είναι και η δική μας συνάρτηση η(x) στη μεταβολή εη(x)
της συναρτήσεως ys(x) (Σχήμα Ε7.2) που ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό J[y]. Άρα,
αφού θέλουμε για οποιαδήποτε συνάρτηση η(x) με συνεχή δεύτερη παράγωγο να
ισχύει η σχέση (7.2.22), θα πρέπει σύμφωνα με το προηγούμενο λήμμα ο πρώτος
όρος της ολοκληρωτέας συναρτήσεως, δηλαδή ο όρος στις αγκύλες του ολοκληρώ-
ματος (7.2.22) να μηδενίζεται εκ ταυτότητος: σε ολόκληρο το διάστημα [a, b]. Άρα
για τη ζητούμενη συνάρτηση ys(x) (Σχήμα Ε7.2) είναι αναγκαίο να ισχύει η σχέση

𝜕F
𝜕ys

− d
dx 

𝜕F
𝜕ys 

= 0 με a ≤ x ≤ b. (7.2.24)

Επαναλαμβάνουμε αυτό συμβαίνει εάν θέλουμε να ισχύει πάντα η σχέση (7.2.22),
δηλαδή για κάθε συνάρτηση η(x) με συνεχή δεύτερη παράγωγο και η(a) = η(b) = 0.

Άρα καταλήξαμε ακριβώς στην εξίσωση των Euler–Lagrange (7.2.4) ή (7.2.6),
μόνο που εδώ δηλώσαμε ρητά τη λύση της ys(x). Αυτή είναι η διαφορική εξίσωση
που πρέπει να πληροί η συνάρτηση ys(x) που ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό J[y].
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Δηλαδή η συνάρτηση ys(x) ελαχιστοποιήσεως του συναρτησιακού J[y] είναι λύση
της εξισώσεως (7.2.4) ή (7.2.6). Κι έτσι αποδείχθηκε τοΘεώρημα Ε7.1 για την εξίσωση
των Euler–Lagrange στην ελαχιστοποίηση (7.2.2) του συναρτησιακού J[y]. s

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.2t Εφαρμογή E7.3 z Γεωμετρία: ελάχιστο μήκος καμπύλης (συνέχεια)

Εδώ συμπληρώνουμε τη στοιχειώδη γεωμετρική Εφαρμογή Ε7.1 της προηγούμενης
Ενότητας Ε7.1. Και είδαμε ήδη ότι η προς το παρόν άγνωστη καμπύλη y = y(x) με
ελάχιστο μήκος S που ενώνει δύο σημεία (x1, y1) και (x2, y2) του επιπέδου θα πρέπει
να ελαχιστοποιεί το πολύ απλό συναρτησιακό (7.1.5). To επαναλαμβάνουμε κι εδώ

S = S[y] =
x2

x1
 1 + y 2 dx = minimum. (7.2.25)

Δηλαδή εδώ η συνάρτησή μας F(x, y, y ), η οποία είναι η ολοκληρωτέα συνάρτηση
στο συναρτησιακό S = S[y], έχει τη μορφή (7.1.6). Την επαναλαμβάνουμε κι αυτή

F(x, y, y ) =  1 + y 2. (7.2.26)

Απλά πρέπει τώρα να υπολογίσουμε τις μερικές παραγώγους της συναρτήσεως
F(x, y, y ) που χρειαζόμαστε στην εξίσωση των Euler–Lagrange (7.2.4), δηλαδή στη
διαφορική εξίσωση 𝜕F

𝜕y −
d
dx 

𝜕F
𝜕y  = 0 εδώ με x1 ≤ x ≤ x2. (7.2.27)

Είναι κυριολεκτικά παιχνίδι αυτή η δουλειά με την τόσο απλή συνάρτηση F(x, y, y )
που έχουμε εδώ. Και μάλιστα εδώ η ίδια συνάρτησή μας, η συνάρτηση F(x, y, y ) στη
σχέση (7.2.26), εξαρτάται (ευτυχώς!) μόνο από την παράγωγο y . Άρα προκύπτει

𝜕F
𝜕y = 0 και στη συνέχεια

𝜕F
𝜕y = 2y

2 1 + y 2
= y

 1 + y 2
, (7.2.28)

όπως πολύ εύκολα διαπιστώνουμε με την παραγώγιση της συναρτήσεως F(x, y, y )
στη σχέση (7.2.26) ως προς την τρίτη μεταβλητή της, την y .

Επομένως η εξίσωση των Euler–Lagrange (7.2.4) ή (7.2.27) παίρνει εδώ τη μορφή

0 − d
dx 

y

 1 + y 2  = 0 ⟹ d
dx 

y

 1 + y 2  = 0. (7.2.29)

Πάρα πολύ ωραία! Είναι τώρα απόλυτα εφικτό να προχωρήσουμε στην παραγώ-
γιση ως προς x της συναρτήσεως y / 1 + y 2 δεξιά. (Τώρα μάλιστα πρόκειται για
συνήθη παραγώγιση, όχι πια για μερική παραγώγιση.) Έτσι θα βρούμε τη διαφο-
ρική εξίσωση που αναγκαστικά πρέπει να πληροί η συνάρτηση y(x) που ζητάμε εδώ
για το ελάχιστο μήκος S καμπύλης που ενώνει δύο σημεία (x1, y1) και (x2, y2). Αυτό
είναι εφικτό, θα προκύψει εύκολα μια διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως, αλλά
δεν είναι και ιδιαίτερα έξυπνο. Ειδικά εδώ μπορούμε να σκεφθούμε λίγο πιο απλά.
Επειδή η παράγωγος ως προς x της συναρτήσεως y / 1 + y 2 είναι ίση με μηδέν,
η συνάρτηση αυτή θα πρέπει να είναι σταθερή. Δηλαδή είναι αναγκαίο να ισχύει

y

 1 + y 2
= C (7.2.30)

με το C να δηλώνει μια αυθαίρετη σταθερά.
Λύνουμε τώρα την αμέσως πιο πάνω εξίσωση (7.2.30) ως προς y . Πρόκειται για

ένα πάρα πολύ εύκολο μαθηματικό καθήκον, απλά επειδή έχουμε μια αλγεβρική
και όχι διαφορική εξίσωση ως προς y . Διαπιστώνουμε έτσι αμέσως ότι

y = D, οπότε y = Dx + E, (7.2.31)
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όπου το D (που προκύπτει αμέσως από το C) είναι επίσης μια σταθερά. Επομένως
έχουμε σταθερή την παράγωγο y = y (x) της άγνωστης συναρτήσεώς μας y = y(x)
που ζητάμε να προσδιορίσουμε. Άρα η καμπύλη με το ελάχιστο μήκος S που ενώνει
τα δύο σταθερά σημεία (x1, y1) και (x2, y2) είναι η σχετική ευθεία γραμμή. Εννοείται
πως οι δύο σταθερές D και E στην παραπάνω γραμμική συνάρτηση y = Dx + E θα
προσδιορισθούν από τις δύο συνθήκες ότι η συνάρτηση αυτή πρέπει να περνάει και
από τα δύο αυτά σημεία (x1, y1) και (x2, y2), να συνδέει, να ενώνει τα σημεία αυτά.

Παρατηρούμε τέλος ότι το αποτέλεσμααυτό ήταν αναμενόμενο, ήταν προφανές
στην τόσο απλή παρούσα εφαρμογή μας. Αντίθετα στο πρόβλημα της βραχυστό-
χρονης, το οποίο ήδη μελετήσαμε στην Εφαρμογή Ε7.2 της προηγούμενης Ενότη-
τας Ε7.1, καθώς και στις περισσότερες εφαρμογές της εξισώσεως τωνEuler–Lagrange
τα αποτελέσματά τους γενικά δεν είναι καθόλου μα καθόλου προφανή. Ιδίως μά-
λιστα στο πρόβλημα της βραχυστόχρονης το αποτέλεσμα (η κυκλοειδής καμπύλη)
είναι μάλλον απρόσμενο και ιδιαίτερα ενδιαφέρον. Αλλά δε θα προχωρήσουμε στο
πρόβλημα αυτό. (Ανάλογα ισχύουν στην αμέσως παρακάτω Άσκηση Ε7.1 και στο
σχετικό, μαθηματικάμόνο σχετικό!,πρόβλημα της αλυσοειδούς.)Όμως εμείς εδώ θα
δώσουμε προτεραιότητα σε πρακτικά προβλήματα που τα θεωρούμε πολύ πιο ση-
μαντικά για τον Πολιτικό Μηχανικό και ταυτόχρονα και πολύ πιο απλά στη λύση
τους. Και εδώ βέβαια πάντοτε με χρήση της εξισώσεως των Euler–Lagrange (7.2.4)
και των διαφόρων γενικεύσεών της που μερικές θα τις δούμε παρακάτω. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε7.2 t Άσκηση E7.1 z Γεωμετρία: ελάχιστη επιφάνεια εκ περιστροφής

Θεωρούμε την επιφάνεια εκ περιστροφής την οποία σχηματίζει καμπύλη y = y(x)
(με x1 ≤ x ≤ x2 και με y(x) > 0) η οποία ενώνει τα δύο σημεία (x1, y1) και (x2, y2),
όταν περιστραφεί γύρω από τον άξοναOx. Γι’ αυτήν την επιφάνεια εκ περιστροφής
θέλουμε να έχει το μικρότερο δυνατό εμβαδόν, το ελάχιστο εμβαδόν. Ζητούνται:
(α) Το συναρτησιακό (ή συναρτησοειδές) J[y] που ελαχιστοποιείται. (β) Η σχετική
συνάρτηση F(x, y, y ) που θα χρησιμοποιηθεί στην εξίσωση των Euler–Lagrange.
(γ) Να αναφερθεί η εξίσωση αυτή χωρίς όμως καμία εκτέλεση παραγωγίσεων, δη-
λαδή χωρίς να σχηματισθεί η τελική διαφορική εξίσωση για τη συνάρτηση y = y(x).
ë Απαντήσεις: (α) J[y] = 2 π∫x2x1 y(x)  1 + y 2(x)dx. (β) F(x, y, y ) = y 1 + y 2,
αφού η σταθερά 2 π προφανώς δεν επηρεάζει καθόλου την ελαχιστοποίηση αυτού
του συναρτησιακού J[y]. (γ) Εξίσωση (7.2.4) ή (7.2.6) ή καλύτερα (7.2.27). s

Ε7.3
Ε7.3. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΗ ΔΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ ΚΑΛΩΔΙΟΥ

Σε αυτήν την παράγραφο θεωρούμε το πρόβλημα ενός ευθύγραμμου καλωδίου
μήκους L (με 0 ≤ x ≤ L) υπό τάση (δύναμη) Τ κατά μήκος του και με κάθετη κα-
τανεμημένη φόρτιση p(x). Εδώ άγνωστη συνάρτηση είναι η κάθετη μετατόπιση v(x)
των σημείων του καλωδίου. Προσεγγιστικά το πρόβλημα αυτό παρουσιάζεται σε
ένα σχεδόν ευθύγραμμο καλώδιο που στηρίζει μια κρεμαστή γέφυρα. (Όχι τη γέ-
φυρα Ρίου–Αντιρρίου! Αυτή είναι καλωδιωτή γέφυρα αναρτημένη με ευθύγραμμα
καλώδια, αλλ’ όχι κρεμαστή γέφυρα.) Η κρεμαστή γέφυρα ασκεί την κάθετη φόρ-
τιση p(x) πάνω στο καλώδιο που τη στηρίζει μέσω πολλών κατακόρυφων καλωδίων
(των αναρτήρων) κατά μήκος της. Η φόρτιση αυτή p(x) οφείλεται στο βάρος της
ίδιας της γέφυρας, των κύριων δοκών και του καταστρώματός της, καθώς και στα
εξωτερικά φορτία που δέχεται η γέφυρα, π.χ. από τα αυτοκίνητα που βρίσκονται
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πάνω στην κρεμαστή γέφυρα.
Αποδεικνύεται ότι το πιο πάνω πρόβλημα του ευθύγραμμου καλωδίου με συνο-

ριακές συνθήκες v(0) = v(L) = 0 ανάγεται στην ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού

Π[v] =
L

0

T
2
v 2(x) − p(x)v(x)dx = minimum. (7.3.1)

Εδώ πρόκειται για την αρχή της ελάχιστης συνολικής δυναμικής ενέργειας στη
Μηχανική των Υλικών. Άρα η συνάρτηση F(x, y, y ) στο παρόν πρόβλημα καλωδίου
είναι η συνάρτηση

F(x, v, v ) = T
2
v 2 − p(x)v. (7.3.2)

Εδώ βέβαια συμβολίσαμε το συναρτησιακό μεΠ αντί για J. Έτσι γίνεται συνήθως σε
προβλήματα ελαχιστοποιήσεως συναρτησιακών στηΜηχανική τωνΥλικών. Επίσης
συμβολίσαμε την άγνωστη συνάρτηση που θέλουμε να προσδιορίσουμε με v(x) αντί
με y(x). Αυτό έχει υιοθετηθεί εδώ για τις κάθετες, τις εγκάρσιες μετατοπίσεις (κατά
τον άξοναOy) σε γραμμικούς φορείς (κυρίως σε δοκούς, εδώ όμως και σε καλώδια).

t Παρατήρηση E7.4: Η παραπάνω συνάρτηση F(x, v, v ) στο καλώδιο, δηλαδή
ä Παρατήρηση

η ολοκληρωτέα συνάρτηση στο συναρτησιακό Π[v] στη σχέση (7.3.1), είναι η δια-
φορά δύο όρων. Ο πρώτος όρος (Τ/2)v 2 είναι η ενέργεια παραμορφώσεως του
καλωδίου ανά μονάδα μήκους του, ενώ ο δεύτερος όρος p(x)v είναι το έργο της
εξωτερικής φορτίσεως p(x) του καλωδίου πάλι ανά μονάδα μήκους του με μετατό-
πιση v = v(x) των σημείων του. Άρα η συνολική ενέργεια παραμορφώσεως U[v]
του καλωδίου (σε όλο το μήκος του καλωδίου: 0 ≤ x ≤ L) και το συνολικό έργοW [v]
της εξωτερικής φορτίσεως p(x) με κάθετη μετατόπιση του καλωδίου v(x) θα είναι

U[v] =
L

0

T
2
v 2(x)dx και W [v] =

L

0
p(x)v(x)dx. (7.3.3)

Επομένως
Π[v] = U[v] −W [v] (7.3.4)

για το συναρτησιακό Π[v] στη σχέση (7.3.1), για τη συνολική δυναμική ενέργεια
του καλωδίου. Εδώ επιζητούμε την ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού Π[v]. s

t Παρατήρηση E7.5: Όπως γνωρίζουμε πολύ καλά, η κάθετη μετατόπιση v(x)
ä Παρατήρηση

σε μια δοκό καλείται συνήθως βέλος κάμψεως της δοκού και πραγματικά υπάρχει
κάμψη στις δοκούς. Στα καλώδια όμως (π.χ. στο καλώδιο που στηρίζει μια κρεμα-
στή γέφυρα) η δυσκαμψία τους ΕΙ είναι πρακτικά μηδέν. (Τέλος πάντων είναι πολύ
μικρή, σχεδόν μηδέν, προσεγγιστικά όμως οΠολιτικόςΜηχανικός την υποθέτει ίση
με το μηδέν.) Επομένως δεν υπάρχει κάμψη στα καλώδια: τα καλώδια είναι (μάλλον
τα υποθέτουμε εμείς πως είναι) απόλυτα εύκαμπτα. (Αλλιώς δε θα ήσαν καλώδια:
θα ήσαν δοκοί.) Αφού όμως σ’ ένα καλώδιο δεν υπάρχει κάμψη (δυσκαμψία ΕΙ = 0
στα καλώδια), δε μπορούμε να μιλάμε για βέλος κάμψεως v(x) καλωδίου. Μπο-
ρούμε όμως να μιλάμε για κάθετη μετατόπιση v(x) καλωδίου. Φυσικά μπορούμε να
μιλάμε και για κάθετη μετατόπιση v(x) δοκού. Στις δοκούς όμως εμείς προτιμάμε
(στα Ελληνικά εννοείται) τον όρο βέλος κάμψεως. (Δεν υπάρχει αντίστοιχος όρος
στα Αγγλικά. Εκεί χρησιμοποιείται ο όρος deflection, που στα Ελληνικά σημαίνει
απόκλιση. Όμως ο όρος απόκλιση γενικά δε χρησιμοποιείται στα Ελληνικά.) s
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Υπενθυμίζουμε τώρα την εξίσωση των Euler–Lagrange (7.2.4), η οποία πρέπει
αναγκαστικά να ισχύει για την ελαχιστοποίηση του πιο πάνω συναρτησιακούΠ[v]:

𝜕F
𝜕v −

d
dx 

𝜕F
𝜕v  = 0 εδώ με 0 ≤ x ≤ L. (7.3.5)

(Εδώ βέβαια τη γράψαμε με v και v αντί με y και y αντίστοιχα.) Αυτή είναι ου-
σιαστικά και η διαφορική εξίσωση του προβλήματός μας για την άγνωστη κάθετη
μετατόπιση v(x) των σημείων του καλωδίου εξαιτίας της κάθετης κατανεμημένης
φορτίσεώς του p(x). Ε στις κρεμαστές γέφυρες αυτό είναι προσέγγιση. Η φόρτιση
p(x)ασκείται στο καλώδιο αναρτήσεως της κρεμαστής γέφυρας από τα κατακόρυφα
καλώδιά της, τους αναρτήρες της κρεμαστής γέφυρας κατά μήκος της.

Πολύ εύκολη είναι κι εδώ ημετατροπή της εξισώσεως των Euler–Lagrange (7.3.5)
στην τελική της μορφή: στη διαφορική εξίσωση για την κάθετη μετατόπιση v(x)
των σημείων του καλωδίου. Από την παραπάνω σχέση (7.3.5) για τη συνάρτηση
F(x, v, v ) = (Τ/2)v 2 − p(x)v που δίνεται από τη σχέση (7.3.2) παραγωγίζοντας τόσο
ως προς v όσο κι ως προς v , βρίσκουμε τις μερικές παραγώγους που χρειαζόμαστε

𝜕F
𝜕v = −p(x) και

𝜕F
𝜕v = T

2
(2v ) = Tv . (7.3.6)

Και τώρα η εξίσωση των Euler–Lagrange (7.3.5) μας δίνει στην περίπτωσή μας

𝜕F
𝜕v −

d
dx 

𝜕F
𝜕v  = 0 ⟹ −p(x) − d

dx
(Tv ) = 0 (7.3.7)

και τελικά, αφού v = v(x), ενώ η τάση Τ είναι σταθερή κατά μήκος του καλωδίου,

Tv (x) = −p(x). (7.3.8)

Αυτή είναι η προσεγγιστική διαφορική εξίσωση του ευθύγραμμου (προσεγγι-
στικά βέβαια) καλωδίου υπό τάση Τ και υπό κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x).
Αυτή χρησιμοποιεί γενικά ο Πολιτικός Μηχανικός στις κρεμαστές γέφυρές του.
(Επαναλαμβάνουμε κι εδώ: η γέφυρα Ρίου–Αντιρρίου δεν είναι κρεμαστή γέφυρα!)
Σημειώνουμε επίσης ότι πρόκειται για μια διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως.
Αντίθετα η αντίστοιχη και πολύ πιο γνωστή μας διαφορική εξίσωση της δοκού

EIv (x) = p(x) (7.3.9)

είναι τετάρτης τάξεως. Ε πιο πολύπλοκος γραμμικός φορέας είναι η δοκός από το
καλώδιο. Η δοκός έχει κατανομή τάσεων σz κατά μήκος της (κάθετα στη διατομή
της). Τελικά έχει δυσκαμψία ΕΙ. Επομένως είναι εύλογο και η διαφορική εξίσωσή
της με δεξιό μέλος την κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) να είναι ανωτέρας τάξεως
(τετάρτης τάξεως) από την αντίστοιχη εξίσωση στο καλώδιο (δευτέρας τάξεως).

. Άσκηση
Ενότητα Ε7.3 t Άσκηση E7.2 z Μηχανική των Υλικών: καλώδιο σε ελαστική βάση

Θεωρούμε τώρα το πρόβλημα του καλωδίου σε ελαστική βάση. Το καλώδιο έχει μή-
κος L (με 0 ≤ x ≤ L), είναι στηριγμένο στα δύο άκρα του, v(0) = v(L) = 0, υφίσταται
κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) (π.χ. σε kN/m) προς το έδαφος και βρίσκεται
υπό εφελκυστική τάση T (δύναμη, π.χ. σε kN). Η κάθετη μετατόπισή του είναι v(x)
και την υποθέτουμε ότι είναι προς την πλευρά του εδάφους. Σε αυτό το πρόβλημα
καλωδίου το προς ελαχιστοποίηση συναρτησιακό Π∗[v] (που είναι εδώ η συνολική
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δυναμική ενέργεια του καλωδίου) έχει τη μορφή

Π∗[v] =
L

0

T
2
v 2(x) + k

2
v2(x) − p(x)v(x)dx = minimum. (7.3.10)

Δηλαδή πρόκειται για τροποποίηση του συναρτησιακού Π[v] στη σχέση (7.3.1)
που ελαχιστοποιείται στο πρόβλημα του καλωδίου χωρίς την ελαστική βάση. Μόνο
που τώρα έχει προστεθεί στην ολοκληρωτέα συνάρτηση F(x, v, v ) ο δεύτερος όρος
της (k/2)v2(x). Αυτός ο όρος δηλώνει το έργο της αντιδράσεως του εδάφους (με συ-
νολικό συντελεστή του συστήματος εδάφους–καλωδίου k) στην κάθετη μετατόπιση
v(x) των σημείων του καλωδίου προς το έδαφος. Εδώ ζητείται απλά η διαφορική
εξίσωση του καλωδίου σε ελαστική βάση για την άγνωστη κάθετη μετατόπιση v(x)
των σημείων του και φυσικά με την ελαχιστοποίηση του πιο πάνω συναρτησιακού.

ë Απάντηση: Τv (x) + kv(x) = −p(x), γενίκευση της διαφορικής εξισώσεως (7.3.8).

t Σημείωση: Ας σημειωθεί ότι θα ήταν ανακριβής ο ισχυρισμός ότι το πρόβλημα
του καλωδίου σε ελαστική βάση είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον πρόβλημα του Πολι-
τικού Μηχανικού. Δεν είναι! Εντούτοις χρησιμεύει σαν βάση για τη γενίκευσή του
στην επόμενη παράγραφο στο πιο δύσκολο πρόβλημα της δοκού σε ελαστική βάση.
Αυτό είναι ένα πραγματικά ενδιαφέρον πρόβλημα του Πολιτικού Μηχανικού. s

Ε7.4
Ε7.4. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΗ ΔΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΔΟΚΟΥ

Μια που φθάσαμε τώρα ώς εδώ, σκόπιμο είναι να προχωρήσουμε κι ένα βήμα
παραπέρα. Και σ’ αυτήν εδώ την ενότητα θα χρησιμοποιήσουμε την ίδια μέθοδο,
τη μέθοδο της ελαχιστοποιήσεως ενός κατάλληλου συναρτησιακού Π[v], για την
εύρεση της ήδη γνωστής διαφορικής εξισώσεως της δοκού (7.3.9): EIv (x) = p(x).
Η δοκός έχει μήκος L (0 ≤ x ≤ L) και δυσκαμψία ΕΙ και υφίσταται κάθετη κατανε-
μημένη φόρτιση p(x) (δύναμη ανά μονάδα μήκους, π.χ. σε kN/m). Αποδεικνύεται
ότι στο παρόν πρόβλημα δοκού το κατάλληλο προς ελαχιστοποίηση συναρτησιακό
Π[v] ξανά με άγνωστη συνάρτηση την προς το παρόν άγνωστη κάθετη μετατόπιση
v(x) των σημείων της δοκού (το βέλος κάμψεως της δοκού) είναι το συναρτησιακό

Π[v] =
L

0

EI
2
v 2(x) − p(x)v(x)dx = minimum. (7.4.1)

Αυτό το συναρτησιακό Π[v] αποτελεί τη συνολική δυναμική ενέργεια της δοκού
και θα πρέπει να ελαχιστοποιηθεί και πάλι σύμφωνα με την αρχή της ελάχιστης
συνολικής δυναμικής ενέργειας στη Μηχανική. Εδώ βέβαια για δοκό (που είναι
ένας δύσκαμπτος γραμμικός φορέας: έχει δυσκαμψία ΕΙ) η κάθετη μετατόπιση v(x)
των σημείων της δοκού καλείται, όπως ήδη γνωρίζουμε, βέλος κάμψεως της δοκού.

Οι αλλαγές που υπάρχουν σ’ αυτό το προς ελαχιστοποίηση συναρτησιακό Π[v]
στη σχέση (7.4.1) για τη δοκό δεν είναι μεγάλες σχετικά με το αντίστοιχο συναρτη-
σιακό (7.3.1) για το καλώδιο. Συγκεκριμένα μόνο ο πρώτος όρος της ολοκληρωτέας
συναρτήσεως F έχει αλλάξει. Αντίθετα ο δεύτερος όρος της έμεινε απόλυτα ίδιος.
Συγκεκριμένα τώρα η ενέργεια παραμορφώσεως της δοκού ανά μονάδα μήκους
της είναι (ΕΙ/2)v 2(x) με ΕΙ τη δυσκαμψία και δεύτερη παράγωγο v (x), ενώ στην
περίπτωση του καλωδίου ήταν (Τ/2)v 2(x) με T την τάση και πρώτη παράγωγο v (x).
Καμία άλλη αλλαγή δεν παρατηρείται από το καλώδιο (έστω σε μια κρεμαστή γέ-
φυρα) στη δοκό (πράγματι σε πάρα πολλές κατασκευές του ΠολιτικούΜηχανικού).
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Άρα τώρα έχουμε αντί για τις σχέσεις (7.3.3) τις ακόλουθες σχέσεις (με την πρώτη
από αυτές διαφορετική, καινούργια):

U[v] =
L

0

ΕΙ
2
v 2(x)dx και W [v] =

L

0
p(x)v(x)dx (7.4.2)

για τη συνολική ενέργεια παραμορφώσεωςU[v] της δοκού σε όλο το μήκος της δο-
κού και για το συνολικό έργο W [v] της εξωτερικής φορτίσεως p(x) ξανά σε όλο το
μήκος της δοκού. (Σημειώνουμε ότι το συνολικό έργοW [v] παρέμεινε το ίδιο. Είναι
ακριβώς όπως και στο καλώδιο: δεύτερη σχέση (7.3.3).) Έτσι το πιο πάνω συναρτη-
σιακό Π[v] στη σχέση (7.4.1), το συναρτησιακό που θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε
εδώ στη δοκό, μπορεί και πάλι να γραφεί στη μορφή της διαφοράς

Π[v] = U[v] −W [v]. (7.4.3)

Αυτή η μορφή συμπίπτει πλήρως με την αντίστοιχη μορφή (7.3.4) για το καλώδιο.
Εντούτοις τώρα στη δοκό η συνολική ενέργεια παραμορφώσεώς της U[v] δίνεται
από τον πρώτο τύπο (7.4.2), όπως έχει ρητά αναφερθεί, και όχι πια από τον πρώτο
τύπο (7.3.3). Αυτός ισχύει μόνο στο καλώδιο. Δεν ισχύει στη δοκό.

Μετά την επαρκή αυτή εισαγωγή προχωράμε αμέσως στην ελαχιστοποίηση του
συναρτησιακού Π[v] στη σχέση (7.4.1) για τη δοκό μας: αρχή της ελάχιστης συνο-
λικής δυναμικής ενέργειας. Η σχετική ολοκληρωτέα συνάρτηση F(x, v, v , v ) είναι
βέβαια η συνάρτηση

F(x, v, v , v ) = EI
2
v 2(x) − p(x)v(x). (7.4.4)

Υπενθυμίζουμε ότιΕΙ είναι η δυσκαμψία της δοκού και p(x) η κάθετη κατανεμημένη
φόρτισή της (ανά μονάδα μήκους της). Επίσης εδώ παρατηρούμε ότι πέρα από την
άγνωστη συνάρτηση v(x) (το βέλος κάμψεως της δοκού) παρουσιάζεται στην ολο-
κληρωτέα συνάρτηση F και η δεύτερη παράγωγος v = v (x) του βέλους κάμψεως
v(x). Αυτή η δεύτερη παράγωγος v (x) δεν είχε ληφθεί υπόψη στην αρχική εξίσωση
των Euler–Lagrange (7.2.4) για το αρχικό συναρτησιακό μας J[y] στη σχέση (7.2.2).

Επομένως στην περίπτωση της δοκού έχουμε προς ελαχιστοποίηση ένα λίγο πιο
πολύπλοκο συναρτησιακό J[y]. Αυτό είναι τώρα της μορφής

J[y] =
b

a
F(x, y, y , y )dx = minimum. (7.4.5)

Για την ελαχιστοποίηση αυτού του συναρτησιακού J[y] αποδεικνύεται ότι για μια
συγκεκριμένη συνάρτηση y = y(x) υπό κατάλληλες συνοριακές συνθήκες στα δύο
άκρα x = a και x = b του διαστήματος [a, b] και με την κατάλληλη αντιμετώπισή
τους, στην οποία δε θα υπεισέλθουμε εδώ, πρέπει να ισχύει τελικά η εξής εξίσωση:

𝜕F
𝜕y −

d
dx 

𝜕F
𝜕y  +

d2

dx2 
𝜕F
𝜕y  = 0. (7.4.6)

Αυτή η εξίσωση αποτελεί αναγκαία αλλ’ όχι και ικανή συνθήκη ελαχιστοποιή-
σεως του συναρτησιακού J[y] στη σχέση (7.4.5). Αυτή είναι η σχετική γενικευμένη
εξίσωση των Euler–Lagrange, δηλαδή μια γενίκευση της αρχικής μορφής της (7.2.4),
που αποδείξαμε στην Ενότητα Ε7.2. Η απόδειξη αυτής της γενικευμένης εξισώσεως
των Euler–Lagrange (7.4.6), την οποία όμως θα παραλείψουμε εδώ, μπορεί να γίνει
απλάγενικεύοντας τηναπόδειξη της αρχικής εξισώσεως τωνEuler–Lagrange (7.2.4).
Εδώ στη σχέση (7.4.6) παρατηρούμε ότι απλά προστέθηκε και ένας τρίτος όρος στο
αριστερό μέλος της. Ο όρος αυτός σχετίζεται με τη μερική παράγωγο της συναρτή-
σεως F(x, y, y , y ) ως προς τη δεύτερη παράγωγο y .

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ IV για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Ε7.4: ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΗ ΔΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΔΟΚΟΥ 155

Άρα εδώ στο δικό μας πρόβλημα δοκού με F(x, v, v , v ) αντί για F(x, y, y , y ) και
με τη συνάρτηση F(x, v, v , v ) (δυναμική ενέργεια ανά μονάδα μήκους της δοκού)
να δίνεται από τη σχέση (7.4.4) θα έχουμε τις τρεις μερικές παραγώγους της

𝜕F
𝜕v = −p(x),

𝜕F
𝜕v = 0 και

𝜕F
𝜕v = EI

2
(2v ) = EIv . (7.4.7)

Άρα η γενικευμένη εξίσωση των Euler–Lagrange (7.4.6) παίρνει στη δοκό (βέβαια
υπό κατάλληλες συνοριακές συνθήκες στα δύο άκρα της x = 0 και x = L) τη μορφή

𝜕F
𝜕v −

d
dx 

𝜕F
𝜕v  +

d2

dx2 
𝜕F
𝜕v  = 0 ⟹ −p(x) − 0 + d2

dx2
(EIv ) = 0. (7.4.8)

Αφού μάλιστα v = v(x), έχουμε τελικά (τώρα με συνήθη, όχι με μερική παράγωγο)

d2

dx2
[EI(x)v (x)] = p(x). (7.4.9)

Χάρη γενικότητας υποθέσαμε για λίγο ότι η δυσκαμψία EI της δοκού μπορεί να
μεταβάλλεται κατά μήκος της, δηλαδή ότι EI = EI(x). Αυτό συμβαίνει για παρά-
δειγμα, όταν το ύψος b δοκού ορθογωνικής διατομής διαστάσεων a (πλάτος) επί b
(ύψος) μεταβάλλεται με τη θέση x, δηλαδή όταν b = b(x). Αρκετές φορές παρατη-
ρούμε μια τέτοια μεταβολή b = b(x) σε προβόλους που στηρίζουν εξώστες (μπαλκό-
νια) σε οικοδομές. Προφανώς, όταν η δυσκαμψία ΕΙ της δοκού είναι σταθερή κατά
μήκος της, τότε η διαφορική εξίσωση (7.4.9) παίρνει τη συνηθισμένη μορφή της

EIv (x) = p(x). (7.4.10)

Τούτη η μορφή μας είναι ήδη πολύ γνωστή από την Ενότητα Α2.1, σχέση (2.1.34)
του Μέρους Α και την έχουμε χρησιμοποιήσει πάρα–πάρα πολλές φορές.

. Άσκηση
Ενότητα Ε7.4t Άσκηση E7.3 z Μηχανική των Υλικών: δοκοί σε ελαστική βάση

Θεωρούμε το πρόβλημα της δοκού σε ελαστική βάση γενικεύοντας το αντίστοιχο
πρόβλημα για καλώδιο σε ελαστική βάση στην Άσκηση Ε7.2 της προηγούμενης
Ενότητας Ε7.3. Η δοκός μας έχει μήκος L (με 0 ≤ x ≤ L), σταθερή δυσκαμψία EI
και υφίσταται κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) (π.χ. σε kN/m) προς το έδαφος.
Το βέλος κάμψεώς της είναι v(x). Το υποθέτουμε ότι είναι κι αυτό προς το έδαφος.
Σε αυτό το πρόβλημα το προς ελαχιστοποίηση συναρτησιακό Π∗[v] έχει τη μορφή

Π∗[v] =
L

0

EI
2
v 2(x) + k

2
v2(x) − p(x)v(x)dx = minimum. (7.4.11)

Δηλαδή πρόκειται για τροποποίηση του συναρτησιακού Π[v] στη σχέση (7.4.1)
που ελαχιστοποιείται στο πρόβλημα της δοκού χωρίς την ελαστική βάση.Μόνο που
τώρα έχει προστεθεί στην ολοκληρωτέα συνάρτηση F(x, v, v , v ) ο δεύτερος όρος της
(k/2)v2(x), ακριβώς όπως είχε συμβεί και στο πιο απλό πρόβλημα του καλωδίου σε
ελαστική βάση στηνΆσκηση Ε7.2. Αυτός ο όρος (k/2)v2(x) δηλώνει το έργο της αντι-
δράσεως του εδάφους (με συνολικό συντελεστή του συστήματος εδάφους–δοκού k)
στην κάθετη μετατόπιση v(x) των σημείων της δοκού προς το έδαφος. Εδώ ζητείται
απλά η διαφορική εξίσωση της δοκού σε ελαστική βάση για το άγνωστο βέλος κάμ-
ψεώς της v(x) φυσικά με την ελαχιστοποίηση του πιο πάνω συναρτησιακού Π∗[v].
ë Απάντηση: EIv (x)+kv(x) = p(x). Πρόκειται βέβαια για την ίδια διαφορική εξί-
σωση (2.1.42) δεξιά της Παραγράφου Α2.1.7 στο Κεφάλαιο Α2 του Μέρους Α. Εκεί
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όμως αυτή η διαφορική εξίσωση είχε βρεθεί με έναν εντελώς διαφορετικό τρόπο.

t Σημείωση:Οι δοκοί σε ελαστική βάση παρουσιάζονται αρκετά συχνά στην Επι-
στήμη τουΠολιτικούΜηχανικού. Τέτοιες δοκοί, όπως πολύ καλά γνωρίζουμε, είναι
οι πεδιλοδοκοί στις Θεμελιώσεις. Επίσης οι σιδηροτροχιές στη Σιδηροδρομική. s

Ε7.5
Ε7.5. ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ΔΡΑΣΕΩΣ ΤΟΥ HAMILTON

Μέχρι τώρα περιορισθήκαμε σε ελαχιστοποιήσεις συναρτησιακών J[y] ή Π[v]
ή Π∗[v] που αφορούσαν σε ολοκληρώσεις με μεταβλητή τη θέση x στο χώρο. Πολύ
ενδιαφέρουσα είναι κι η περίπτωση όπου στη θέση της μεταβλητής ολοκληρώσεως
έχουμε το χρόνο t. Για χρονικά προβλήματα ισχύει η αρχή της ελάχιστης δράσεως
(ή καλύτερα η αρχή της στάσιμης δράσεως) του Hamilton. Αυτή αναφέρει τα εξής:

tΑρχή της ελάχιστης δράσεως του Hamilton: Σε ένα μηχανικό σύστημαμέσα σε
l Αρχή

συντηρητικό πεδίο δυνάμεων ένα υλικό σημείο κινείται από ένα αρχικό σημείο A,
από όπου ξεκινάει τη χρονική στιγμή t = t1, σε ένα τελικό σημείο B, όπου φθάνει
τη χρονική στιγμή t = t2. Αυτή η κίνηση γίνεται με τέτοιον τρόπο, ώστε η δράση
(ή ισοδύναμα το ολοκλήρωμα δράσεως) J να είναι ελάχιστη (ελάχιστο). Δηλαδή
εδώ ισχύει

J =
t2

t1
Ldt = minimum με L = T − V. (7.5.1)

Στη σχέση αυτή L = T − V είναι η Lagrangian (ή Λαγκρανζιανή) του μηχανικού
συστήματος, T η κινητική ενέργειά του και V η δυναμική ενέργειά του. s

t Παρατήρηση E7.6: Στα μονοβάθμια μηχανικά συστήματα και οι τρεις αυτές
ä Παρατήρηση

ποσότητες L, Τ και V είναι συναρτήσεις της αρχικά άγνωστης συναρτήσεως q = q(t)
που εκφράζει τη θέση του υλικού σημείου, οπότε και J = J[q]. Αυτή η συνάρτηση q(t)
είναι συνήθως η συνηθισμένη θέση του u(t) σε ευθύγραμμη κίνησή του ή η γωνιακή
θέση του θ(t) σε περιστροφική κίνησή του γύρω από ένα σταθερό σημείο O, όπως
συμβαίνει π.χ. στο απλό εκκρεμές. s

t Παρατήρηση E7.7: Γενικά το παραπάνω ολοκλήρωμα J = J[q] (η δράση του
ä Παρατήρηση

μηχανικού συστήματος) πρέπει να γίνεται ελάχιστο. Όμως σε πολύ λίγες περιπτώ-
σεις μπορεί απλά να εμφανίζει τιμή στασιμότητας για τη συνάρτηση q(t) χωρίς να
γίνεται ελάχιστο. (Εντούτοις δε γίνεται ούτε μέγιστο.) Για το λόγο αυτό η παρα-
πάνω αρχή της ελάχιστης δράσεως του Hamilton στη Μηχανική (και γενικότερα
στη Φυσική) καλείται γενικά (και πράγματι πολύ πιο σωστά!) αρχή της στάσιμης
δράσεως του Hamilton. Αντίστοιχη είναι και η αρχή του ελάχιστου χρόνου του
Fermat στην Οπτική εκεί για τη διαδρομή (την τροχιά) των ακτίνων του φωτός. s

Εδώ τώρα για την ελαχιστοποίηση της δράσεως (του ολοκληρώματος δράσεως)
J = J[q] σύμφωνα με τα παραπάνω πρέπει να ισχύει η σχετική και τώρα πια αρκετά
γνωστή μας εξίσωση των Euler–Lagrange (7.2.4). Την επαναλαμβάνουμε κι εδώ

𝜕F
𝜕y −

d
dx 

𝜕F
𝜕y  = 0. (7.5.2)
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Βέβαια στην περίπτωσή μας έχουμε L αντί F, q αντί y και t αντί x. (Εδώ έχουμε
ένα χρονικό πρόβλημα!) Έτσι η εξίσωση των Euler–Lagrange (7.5.2) που αντιστοιχεί
στην αρχή της ελάχιστης δράσεως τουHamilton παίρνει την τροποποιημένη μορφή

𝜕L
𝜕q −

d
dt 

𝜕L
𝜕q̇  = 0. (7.5.3)

Στην ουσία αυτή η εξίσωση των Euler–Lagrange αποτελεί τη διαφορική εξίσωση της
κινήσεως του υλικού σημείου του παρόντος μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος.

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.5t Εφαρμογή E7.4 z Δυναμική: πτώση υλικού σημείου

Προχωράμε σε μια πρώτη εφαρμογή αυτής της ενδιαφέρουσας δυνατότητας προσ-
διορισμού της εξισώσεως κινήσεως ενός υλικού σημείου σε συντηρητικό πεδίο δυ-
νάμεων. Εδώ θεωρούμε απλά την πτώση υλικού σημείου μάζας m στο γήινο πεδίο
βαρύτητας με επιτάχυνση της βαρύτητας g. Αυτή η πτώση ξεκινάει από μια αρχική
θέση y(0) = 0 του υλικού σημείου με μηδενική αρχική ταχύτητά του: v(0) = ẏ(0) = 0.
(Εδώ η διεύθυνση της κινήσεως θεωρείται θετική προς τα κάτω, προς τη γη.)

Υπό αυτές τις συνθήκες, όταν το υλικό σημείο υπό την επίδραση της γήινης βα-
ρύτητας φθάσει στη θέση y(t) (με y(t) > 0), οπότε θα έχει ταχύτητα v(t) = ẏ(t) > 0,
η κινητική ενέργειά του T και η δυναμική ενέργειά του V προφανώς θα είναι

T = 1
2
mv2 = 1

2
mẏ2 και V = −mgy (7.5.4)

αντίστοιχα. Σημειώνεται ότι η δυναμική ενέργειαV του υλικού σημείου θεωρήθηκε
με αφετηρία το οριζόντιο επίπεδο y = 0, από όπου και άρχισε η πτώση του υλικού
σημείου. Άρα είναι αρνητική και ίση με V = −mgy. Επομένως με βάση τις δύο πιο
πάνω σχέσεις (7.5.4) καθώς και τον ορισμό L = T − V δεξιά στη σχέση (7.5.1) της
Lagrangian (ή Λαγκρανζιανής) L του υλικού σημείου θα έχουμε

L = T − V = 1
2
mv2 − (−mgy) = 1

2
mẏ2 +mgy. (7.5.5)

Τώρα πια δε μας απομένει παρά να χρησιμοποιήσουμε και την εξίσωση των
Euler–Lagrange (7.5.3). Έτσι θα προσδιορίσουμε τη διαφορική εξίσωση της κινή-
σεως του υλικού σημείου σε αυτήν την πτώση του προς τη γη. Εδώ βέβαια έχουμε
το yαντί για το q σαν άγνωστη συνάρτηση στην εξίσωση τωνEuler–Lagrange (7.5.3):
q = y. Επομένως αυτή η εξίσωση γράφεται τώρα στην τροποποιημένη μορφή της

𝜕L
𝜕y −

d
dt 

𝜕L
𝜕ẏ  = 0 (7.5.6)

με τη Lagrangian (Λαγκρανζιανή) L να δίνεται εδώ από την πιο πάνω σχέση (7.5.5).
Είναι πράγματι πολύ εύκολες οι σχετικές μερικές παραγωγίσεις της Lagrangian L
τόσο ως προς y όσο και ως προς ẏ. Προκύπτουν αμέσως οι δύο μερικές παράγωγοι

𝜕L
𝜕y = mg, 𝜕L

𝜕ẏ =
1
2
m(2ẏ) = mẏ, οπότε

d
dt 

𝜕L
𝜕ẏ  = mÿ. (7.5.7)

Εννοείται ότι η μάζα m του υλικού σημείου έχει υποτεθεί εδώ ότι είναι σταθερή.
Υπό αυτές τις συνθήκες η εξίσωση των Euler–Lagrange (7.5.6) παίρνει τη μορφή

mg −mÿ = 0 και τελικά ÿ(t) = g, (7.5.8)
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αφού y = y(t). Καταλήξαμε λοιπόν σε αυτήν την εισαγωγική εφαρμογή μας στη
Δυναμική στην αναμενόμενη διαφορική εξίσωση ÿ(t) = g της κατακόρυφης κίνησης
ενός υλικού σημείου στο γήινο πεδίο βαρύτητας με επιτάχυνση g προς τη γη. s

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.5 t Εφαρμογή E7.5 z Δυναμική: κίνηση απλού εκκρεμούς

Προχωράμε τώρα και σε μια λίγο πιο δύσκολη εφαρμογή βέβαια ξανά στην κίνηση
υλικού σημείου. Στην παρούσα εφαρμογή θεωρούμε το απλό εκκρεμές με μήκος του
νήματός του L0 και μάζα m στο άκρο του (Σχήμα Ε7.3). Η κίνηση του εκκρεμούς
γίνεται γύρω από την κατακόρυφη θέση ισορροπίας του θ = 0. Το νήμα θεωρείται
εντελώς αβαρές. Άγνωστη συνάρτηση είναι η γωνιακή θέση θ(t) του νήματος ως
προς την κατακόρυφο θ = 0, η γωνιακή απόκλισή του θ(t). Υποθέτουμε επίσης ότι
δεν υπάρχει καμία απόσβεση της κινήσεως. Άρα εδώ μπορούμε να εφαρμόσουμε
την αρχή της ελάχιστης δράσεως του Hamilton που οδηγεί τελικά στην εξίσωση των
Euler–Lagrange (7.5.3) για τη Lagrangian L. Αυτή η εξίσωση παίρνει εδώ τη μορφή

𝜕L
𝜕θ −

d
dt 

𝜕L
𝜕θ̇ 

= 0, (7.5.9)

μια που άγνωστη συνάρτηση είναι η γωνιακή θέση θ(t) του νήματος του εκκρεμούς
ως προς την κατακόρυφο θ = 0. (Εδώ βέβαια για τη θέση έχουμε θ αντί για q.)

y = 0

θ

d
=
L 0

co
sθ

L0

my = d

Σχήμα Ε7.3: Απλό εκκρεμές.

Ακριβώς όπως και στην προηγούμενη εφαρμογή, θα πρέπει κι εδώ να υπολο-
γίσουμε την κινητική ενέργεια Τ της μάζας m, τη δυναμική ενέργειά της V και τη
διαφορά τους L = T − V. Αυτή είναι η Lagrangian (Λαγκρανζιανή) που υπεισέρ-
χεται στην εξίσωση των Euler–Lagrange (7.5.9). Λίγο–πολύ είναι εύκολη η δουλειά
μας αυτή. Πρώτα για την κινητική ενέργεια T παίρνουμε υπόψη ότι η ταχύτητα της
μάζας m είναι v = L0 θ̇ στο παρόν πρόβλημα. Έπειτα για τη δυναμική ενέργεια V
επιλέγουμε να την ορίσουμε με βάση το οριζόντιο επίπεδο του πάνω άκρου Ο (του
σταθερού άκρου) του νήματος του εκκρεμούς. Έτσι διαπιστώνουμε ότι η μάζαm στο
κάτω άκρο του νήματος βρίσκεται σε κατακόρυφη απόσταση d = L0 cos θ πιο κάτω
από το οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από το σημείο Ο στηρίξεως του νήματος.

Με βάση όλα αυτά πολύ εύκολα προκύπτουν οι σχέσεις

T = 1
2
mv2 = 1

2
m(L0θ̇)

2 = 1
2
mL20 θ̇

2 και V = −mgd = −mgL0 cos θ (7.5.10)
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για την κινητική και τη δυναμική ενέργεια της μάζας του εκκρεμούς αντίστοιχα και

L = T − V = 1
2
mL20 θ̇

2 − (−mgL0 cos θ) =
1
2
mL20 θ̇

2 +mgL0 cos θ (7.5.11)

για την αντίστοιχη Lagrangian (Λαγκρανζιανή) L. Στη συνέχεια για τις δύο μερικές
παραγώγους της Lagrangian L (ως προς θ και θ̇) προκύπτουν πολύ εύκολα οι τύποι

𝜕L
𝜕θ = −mgL0 sin θ,

𝜕L
𝜕θ̇

= 1
2
mL20(2θ̇) = mL20 θ̇, οπότε

d
dt 

𝜕L
𝜕θ̇ 

= mL20 θ̈. (7.5.12)

Τώρα πολύ απλά αντικαθιστούμε αυτές τις δύο παραγώγους στην εξίσωση των
Euler–Lagrange (7.5.9). Έτσι προκύπτει αμέσως η διαφορική εξίσωση της κινήσεως

−mgL0 sin θ −mL20 θ̈ = 0, οπότε L0 θ̈ + g sin θ = 0 (7.5.13)
και λίγο πιο απλά

θ̈(t) + ω20 sin θ(t) = 0 με ω0 =


g
L0
. (7.5.14)

Πρόκειται βέβαια για την ήδη γνωστή μας μη γραμμική διαφορική εξίσωση (1.3.12),
την οποία συναντήσαμε στην Εφαρμογή Α1.9 του Κεφαλαίου Α1 του Μέρους Α.
Ασφαλώς η ίδια ακριβώς διαφορική εξίσωση μπορεί να προκύψει και με τον πολύ
πιο κλασικό τρόπο της χρήσεως του δεύτερου νόμου του Νεύτωνα. s

t Συμπέρασμα: Η αρχή της ελάχιστης δράσεως (ή πιο σωστά αρχή της στάσιμης u Συμπέρασμα
δράσεως) τουHamilton αποτελεί μια πολύ ενδιαφέρουσα εναλλακτική δυνατότητα
σε σχέση με το δεύτερο νόμο τουΝεύτωνα για την κατάστρωση εξισώσεων κινήσεως
στην περίπτωση μηχανικών συστημάτων μέσα σε συντηρητικά πεδία δυνάμεων. s

Γενικεύοντας υποθέτουμε τώρα ότι η Lagrangian (ή Λαγκρανζιανή) L εξαρτά-
ται όχι μόνο από μία μεταβλητή θέσεως q (π.χ. y ή θ στις δύο προηγούμενες εφαρ-
μογές), αλλ’ από δύο ή περισσότερες, γενικά n μεταβλητές θέσεως qi. Σε αυτήν την
ενδιαφέρουσα περίπτωση αποδεικνύεται ότι ισχύουν ταυτόχρονα n εξισώσεις των
Euler–Lagrange της μορφής (7.5.3) η καθεμιά τους ως προς τη μεταβλητή θέσεως qi.
Άρα στην περίπτωση αυτή L = L(t, q1, q2,… , qn, q̇1, q̇2,… , q̇n) και αποδεικνύεται ότι
ισχύουν ταυτόχρονα οι εξής n εξισώσεις των Euler–Lagrange:

𝜕L
𝜕qi

− d
dt

⎛
⎜
⎝

𝜕L
𝜕q̇i

⎞
⎟
⎠
= 0 με i = 1, 2,… , n. (7.5.15)

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.5

t Εφαρμογή E7.6 z Δυναμική: κίνηση σε Καρτεσιανές συντεταγμένες
Εδώ θεωρούμε την κίνηση υλικού σημείου μάζας m στο οριζόντιο επίπεδο Oxy με
αρχικές συνθήκες, αλλά χωρίς να ασκούνται πάνω του δυνάμεις από κάποιο συντη-
ρητικό πεδίο δυνάμεων. Τότε η κινητική ενέργειά του Τ και η δυναμική ενέργειά
του V θα είναι

T = 1
2
mv2 = 1

2
m(ẋ2 + ẏ2) και V = 0 (7.5.16)

με v την ταχύτητα του υλικού σημείου: v = ẋ2 + ẏ2. Επομένως σε αυτήν την ειδική
περίπτωση η Lagrangian (ή Λαγκρανζιανή) L θα είναι ίση απλά με την κινητική
ενέργεια Τ του υλικού σημείου, δηλαδή

L = T − V = 1
2
m(ẋ2 + ẏ2) − 0 = 1

2
m(ẋ2 + ẏ2). (7.5.17)
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Παρατηρούμε ότι εδώ έχουμε n = 2 μεταβλητές θέσεως: τις Καρτεσιανές συντε-
ταγμένες x και y του υλικού σημείου. Άρα q1 = x και q2 = y στις πιο πάνω εξισώσεις
των Euler–Lagrange (7.5.15). Επομένως εδώ οι εξισώσεις των Euler–Lagrange είναι
δύο. Επειδή μάλιστα προφανώς

𝜕L
𝜕x =

𝜕L
𝜕y = 0 και επίσης

𝜕L
𝜕ẋ =

1
2
m(2ẋ) = mẋ και

𝜕L
𝜕ẏ =

1
2
m(2ẏ) = mẏ, (7.5.18)

οι δύο αυτές εξισώσεις (7.5.15) παίρνουν εδώ τις πάρα πολύ απλές μορφές

0 − d
dt
(mẋ) = 0 και 0 − d

dt
(mẏ) = 0 (7.5.19)

και τελικά

ẍ = 0 και ÿ = 0 φυσικά με x = x(t) και y = y(t). (7.5.20)

Να τη λοιπόν η επίπεδη κίνηση του υλικού σημείου σε Καρτεσιανές συντεταγμένες
(x, y) χωρίς την ύπαρξη πεδίου δυνάμεων: σταθερή επιτάχυνση του υλικού σημείου
τόσο κατά τον άξονα Ox, συγκεκριμένα ẍ = 0, όσο και κατά τον άξονα Oy, συ-
γκεκριμένα ÿ = 0. Ναι, ακριβώς όπως περιμέναμε και από τον πολύ πιο γνωστό
μας δεύτερο νόμο του Νεύτωνα. Το ίδιο ακριβώς βρήκαμε κι εδώ με την αρχή της
ελάχιστης δράσεως του Hamilton. Κι είναι βέβαια λογικό το αποτέλεσμα αυτό. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε7.5 t Άσκηση E7.4 z Δυναμική: κίνηση σε Καρτεσιανές συντεταγμένες

Ζητούνται: (α) Να επαναληφθεί όλη η προηγούμενη Εφαρμογή Ε7.6, αλλά τώρα
στον τριδιάστατο χώρο (x, y, z) και πάλι χωρίς πεδίο δυνάμεων. (β) Να επαναλη-
φθεί το προηγούμενο ερώτημα, όταν υπάρχει κι η επίδραση του γήινου πεδίου βα-
ρύτητας με επιτάχυνση −g (προς τα κάτω) κατά τον κατακόρυφο άξονα Oz εδώ με
θετική φορά του προς τα πάνω. Υπόδειξη: Τώρα η δυναμική ενέργεια V του υλικού
σημείου δεν είναι πια μηδέν: είναι V = mgz ανάλογα με τη δεύτερη σχέση (7.5.4)
στην Εφαρμογή E7.4 αυτής της ενότητας, αλλ’ εδώ με τον άξονα Oz προς τα πάνω
και όχι προς τα κάτω, δηλαδή αντίθετα με την Εφαρμογή E7.4. (γ) Συμφωνούν αυτά
τα αποτελέσματα με τα αναμενόμενα από το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα;

ë Απαντήσεις: (α) ẍ = 0, ÿ = 0 και z̈ = 0 και λίγο πιο αναλυτικά ẍ(t) = 0, ÿ(t) = 0
και z̈(t) = 0. (β) ẍ = 0, ÿ = 0 και z̈ = −g. (γ) Ναι. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε7.5 t Άσκηση E7.5 z Δυναμική: κίνηση σε πολικές συντεταγμένες

Θεωρούμε ξανά την Εφαρμογή Ε7.6 με κίνηση υλικού σημείου στο επίπεδο, αλλά
τώρα σε πολικές συντεταγμένες (r, θ). Και πάλι δεν έχουμε πεδίο δυνάμεων, οπότε
η δυναμική ενέργεια είναι ξανά V = 0. Τώρα η κινητική ενέργεια Τ, που οφείλεται
βέβαια στην ταχύτητα v του υλικού σημείου, αποδεικνύεται ότι είναι

T = 1
2
mv2 = 1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2). (7.5.21)

Ζητούνται: (α) Πόσες και ποιες μεταβλητές θέσεως qi έχουμε εδώ; (β) Ποιες είναι οι
εξισώσεις της κινήσεως του υλικού σημείου που προκύπτουν εδώ από τις εξισώσεις
των Euler–Lagrange (7.5.15);

ë Απαντήσεις: (α) Δύο, τις q1 = r (πολική ακτίνα) και q2 = θ (πολική γωνία).
(β) r̈− rθ̇2 = 0 και rθ̈+ 2ṙθ̇ = 0 (με απλοποίηση του r). Φυσικά r = r(t) και θ = θ(t). s
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Ε7.6
Ε7.6. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΕ ΙΔΕΑΤΑ ΚΤΙΡΙΑ ΔΙΑΤΜΗΣΕΩΣ

Με χρήση της αρχής της ελάχιστης δράσεως του Hamilton (7.5.1) μπορούμε να
καταστρώσουμε και εξισώσεις κινήσεως σε ιδεατά κτίρια διατμήσεως (ή ιδεατά δια-
τμητικά κτίρια) που αναμφίβολα ενδιαφέρουν πολύ τον ΠολιτικόΜηχανικό. Στην
ενότητα αυτή θα καταστρώσουμε τις εξισώσεις κινήσεως για το μονώροφο και το
διώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως. Τη γενίκευσή τους στο τριώροφο ιδεατό κτίριο
διατμήσεως θα την αναφέρουμε σαν άσκηση. Εννοείται ότι πολύ εύκολα μπορούμε
να προχωρήσουμε και σε ιδεατό κτίριο διατμήσεως με περισσότερους ορόφους.

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.6t Εφαρμογή E7.7 z Δυναμική των Κατασκευών: μονώροφο κτίριο

Στη Δυναμική των Κατασκευών θεωρούμε το μονώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως
(ή ιδεατό διατμητικό κτίριο) του πιο κάτω Σχήματος Ε7.4.

u(t)

Έδαφος (ακίνητο)

Πλάκα συνολικής μάζας m

Μονώροφο κτίριο ύψους h

Υποστύλωμα
δυσκαμψίας ΕΙ

(α) Το κτίριο στη θέση ισορροπίας του (β) Το κτίριο μετά τη μετατόπιση της πλάκας του

Σχήμα Ε7.4: Κίνηση μονώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως.

Η μάζα του (που υποτίθεται πως είναι συγκεντρωμένη στο ύψος της πλάκας του)
είναι m. Ο συνολικός συντελεστής δυσκαμψίας των υποστυλωμάτων του είναι k.
Αποδείξαμε ήδη στη σχέση (13.2.14) δεξιά στην Ενότητα Α13.2 του Μέρους Α ότι
k = 24EI/h3 με h το ύψος του ορόφου και ΕΙ τη δυσκαμψία των δύο υποστυλωμά-
των του κτιρίου. Αυτό το μονώροφο κτίριο θεωρείται εδώ σε ιδιοταλάντωση ή πιο
γενικά σε ελεύθερη ταλάντωση (με δύο αρχικές συνθήκες: την αρχική μετατόπιση
και την αρχική ταχύτητα της πλάκας του).

Εδώ απλά ζητάμε να βρούμε την εξίσωση της οριζόντιας κινήσεως της απαρα-
μόρφωτης πλάκας του κτιρίου με άγνωστη συνάρτηση την οριζόντια μετατόπισή
της u(t). (Πρόκειται για ιδεατό κτίριο: η πλάκα του είναι απαραμόρφωτη, με άπειρη
δυσκαμψία.) Το έδαφος, όπου έχει θεμελιωθεί το κτίριο, το θεωρούμε ακίνητο.

Φυσικά θα χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση τωνEuler–Lagrange (7.5.3), εδώόμως
με άγνωστη συνάρτηση τη u = u(t) και όχι την q = q(t) (απλά αλλαγή συμβόλου).
Έτσι στο πρόβλημά μας η εξίσωση των Euler–Lagrange (7.5.3) παίρνει τη μορφή

𝜕L
𝜕u −

d
dt 

𝜕L
𝜕u̇ = 0. (7.6.1)

Βέβαια η συνάρτηση u̇ είναι εδώ απλά η ταχύτητα v = u̇ της πλάκας του κτιρίου.
Τώρα όμως έχουμε την υποχρέωση να υπολογίσουμε τη Lagrangian (Λαγκραν-

ζιανή) L = T − V στο παρόν μονοβάθμιο μηχανικό σύστημά μας: στο μονώροφο
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ιδεατό κτίριο διατμήσεως (ή διατμητικό κτίριο) που εξετάζουμε. Ε δεν είναι και
τόσο δύσκολη η δουλειά αυτή. Πρώτα–πρώτα η κινητική ενέργεια T του κτιρίου
μας είναι

T = 1
2
mv2 = 1

2
mu̇2. (7.6.2)

Όσον αφορά στη δυναμική ενέργεια V του κτιρίου (που εδώ είναι απλά η ενέργεια
παραμορφώσεως U των δύο υποστυλωμάτων του), αποδεικνύεται ότι αυτή είναι

V = U = 1
2
ku2 εδώ βέβαια με k = 24EI

h3
, (7.6.3)

όπως ήδη αναφέραμε. Άρα η Lagrangian (Λαγκρανζιανή) L = T − V είναι εδώ

L = T − V = 1
2
mu̇2 − 1

2
ku2. (7.6.4)

Τώρα απλά υπολογίζουμε και τις δύο μερικές παραγώγους της ως προς u και u̇
𝜕L
𝜕u = −

1
2
k(2u) = −ku και

𝜕L
𝜕u̇ =

1
2
m(2u̇) = mu̇ (7.6.5)

και τις αντικαθιστούμε στην εξίσωση των Euler–Lagrange (7.6.1). Έτσι προκύπτει

𝜕L
𝜕u −

d
dt 

𝜕L
𝜕u̇ = 0 ⟹ −ku − d

dt
(mu̇) = 0 ⟹ ku +mü = 0. (7.6.6)

Βέβαια αυτήν εδώ την εξίσωση κινήσεως μπορούμε να τη γράψουμε και στη μορφή

mü(t) + ku(t) = 0 και ισοδύναμα ü(t) + ω20u(t) = 0 με ω0 = 
k
m
. (7.6.7)

Πρόκειται φυσικά για τη γνωστή μας εξίσωση των ελεύθερων ταλαντώσεων μο-
νοβάθμιου μηχανικού συστήματος, όπως είναι και το σύστημα μάζας–ελατηρίου.
Εδώ θεωρήσαμε ένα μονώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως (βέβαια με κατάλληλη
σταθερά k). Η ίδια ακριβώς εξίσωση (7.6.7) ισχύει και σε έναν ιδεατό υδατόπυργο,
εκεί όμως με διαφορετική σταθερά k, συγκεκριμένα με k = 3EI/h3: εξίσωση (6.3.44)
αριστερά στην Ενότητα Α6.3 του Μέρους Α (στο συμπλήρωμα του Μέρους Α). s

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.6 t Εφαρμογή E7.8 z Δυναμική των Κατασκευών: διώροφο κτίριο

Προχωράμε στο διώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως του πιο κάτω Σχήματος Ε7.5.
Όπως και στο μονώροφο κτίριο της προηγούμενης εφαρμογής, έτσι και τώρα στο
διώροφο κτίριο πρέπει να υπολογίσουμε τη Lagrangian L = T−V που υπεισέρχεται
στην αρχή της ελάχιστης δράσεως του Hamilton (7.5.1). Την υπενθυμίζουμε κι εδώ

J =
t2

t1
Ldt = minimum με L = T − V. (7.6.8)

Τώρα όμως έχουμε διώροφο κτίριο με δύο μάζες των ορόφων του,m1 καιm2, που
τις θεωρούμε συγκεντρωμένες στις πλάκες των ορόφων. Επίσης έχουμε δύο συνολι-
κούς συντελεστές δυσκαμψίας των υποστυλωμάτων: k1 για τα δύο υποστυλώματα
του πρώτου ορόφου και k2 για τα δύο υποστυλώματα του δεύτερου ορόφου.

Επίσης έχουμε δύο άγνωστες συναρτήσεις: τις οριζόντιες μετατοπίσεις u1 του
πρώτου ορόφου του κτιρίου και u2 του δεύτερου ορόφου. Επομένως το συναρτη-
σιακό J στην αρχή του Hamilton (7.6.8) που θα πρέπει να ελαχιστοποιηθεί είναι της
μορφής J = J[u1, u2] με δύο άγνωστες συναρτήσεις: τις u1 και u2 σαν μεταβλητές του.
Άρα πρέπει να γίνει ελαχιστοποίησή του και ως προς u1 και ως προς u2. Η ελαχι-
στοποίηση αυτού εδώ του συναρτησιακού J = J[u1,u2] οδηγεί σε δύο ταυτόχρονα
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εξισώσεις των Euler–Lagrange της μορφής (7.5.15) εδώ με q1 = u1 και q2 = u2 και με
L = L(t, u1,u2, u̇1, u̇2). Συγκεκριμένα εδώ ισχύουν οι δύο εξισώσεις

𝜕L
𝜕ui

− d
dt 

𝜕L
𝜕u̇i 

= 0 εδώ με i = 1, 2. (7.6.9)

u1(t)

Έδαφος (ακίνητο)

Πλάκα συνολικής μάζας m1

1ος όροφος ύψους h1

Υποστύλωμα
δυσκαμψίας ΕΙ1

u2(t)Πλάκα συνολικής μάζας m2

2ος όροφος ύψους h2

Υποστύλωμα
δυσκαμψίας ΕΙ2

(α) Το κτίριο στη θέση ισορροπίας του (β) Το κτίριο μετά τις μετατοπίσεις των πλακών του

Σχήμα Ε7.5: Κίνηση διώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως.

Ανάλογα θα μπορούσαμε να έχουμε n βαθμούς ελευθερίας στο μηχανικό σύστημα,
π.χ. σε n-ώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως. Τότε θα οδηγούμασταν σε n εξισώσεις
των Euler–Lagrange πάντα της μορφής (7.6.9), δηλαδή τότε θα είχαμε i = 1, 2,… , n.

Τώρα πρέπει να υπολογίσουμε τη συνολική κινητική ενέργεια Τ του διώροφου
ιδεατού κτιρίου του Σχήματος Ε7.5. Ασφαλώς αυτή είναι ίση με το άθροισμα των
κινητικών ενεργειών Τ1 και Τ2 των δύο ορόφων του και δίνεται από τον τύπο

T = T1 + T2 =
1
2
m1 u̇21 +

1
2
m2 u̇22 . (7.6.10)

Επίσης χρειαζόμαστε εδώ και τη συνολική δυναμική ενέργειαV του ίδιου διώροφου
κτιρίου. Φυσικά αυτή η ενέργεια είναι ίση με το άθροισμα των δυναμικών ενεργει-
ών V1 και V2 των υποστυλωμάτων των δύο ορόφων του και δίνεται από τον τύπο

V = V1 + V2 =
1
2
k1u21 +

1
2
k2 (u2 − u1)

2. (7.6.11)

t Παρατήρηση E7.9: Στο σημείο αυτό πρέπει να παρατηρήσουμε ότι είτε έχουμε
ä Παρατήρηση

ένα απλό ελατήριο είτε ένα υποστύλωμα σε όροφο κτιρίου αυτό που έχει σημασία
για τη δυναμική ενέργεια V είναι μόνο η διαφορά των μετατοπίσεων στα άκρα
τους. Δηλαδή εδώ για τα υποστυλώματα του δεύτερου ορόφου η μετατόπιση που
υπεισέρχεται στη δυναμική του ενέργεια V2 =

1
2
k2 (u2 −u1)

2 είναι η διαφορά u2 −u1
των μετατοπίσεων των άκρων τους. Βέβαια αυτή είναι η μετατόπιση u2 της πλάκας
του δεύτερου ορόφου μείον τη μετατόπιση u1 της πλάκας του πρώτου ορόφου. s
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Τώρα με βάση τις δύο παραπάνω σχέσεις (7.6.10) και (7.6.11) η Lagrangian L του
διώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως που μελετάμε παίρνει τη μορφή

L = T − V = 1
2
m1u̇21 +

1
2
m2 u̇22 −

1
2
k1u21 −

1
2
k2(u2 − u1)

2. (7.6.12)

Πολύ εύκολα προκύπτουν και οι δύο μερικές παράγωγοί της ως προς u1 και u2
𝜕L
𝜕u1

= −k1u1 + k2(u2 − u1) και
𝜕L
𝜕u2

= −k2(u2 − u1). (7.6.13)

Το ίδιο συμβαίνει και με τις δύο μερικές παράγωγους της ως προς u̇1 και u̇2
𝜕L
𝜕u̇1

= 1
2
m1(2u̇1) = m1u̇1 και

𝜕L
𝜕u̇2

= 1
2
m2(2u̇2) = m2 u̇2. (7.6.14)

Αντικαθιστούμε αυτές τις τέσσερις μερικές παραγώγους στις δύο εξισώσεις των
Euler–Lagrange (7.6.9) και εκτελούμε και τις δύο συνήθεις παραγωγίσεις ως προς
το χρόνο t. Προκύπτει έτσι το σύστημα των συζευγμένων διαφορικών εξισώσεων

−k1u1 + k2(u2 − u1) −m1 ü1 = 0 και − k2(u2 − u1) −m2 ü2 = 0 (7.6.15)
ή

m1 ü1 + (k1 + k2)u1 − k2u2 = 0 και m2 ü2 − k2u1 + k2u2 = 0. (7.6.16)

Αυτές είναι οι διαφορικές εξισώσεις κινήσεως των πλακών του διώροφου κτιρίου.s
. Άσκηση
Ενότητα Ε7.6 t Άσκηση E7.6 z Δυναμική των Κατασκευών: τριώροφο κτίριο

u1(t)

Έδαφος (ακίνητο)

Πλάκα συνολικής μάζας m1

1ος όροφος ύψους h1

Υποστύλωμα
δυσκαμψίας ΕΙ1

u2(t)Πλάκα συνολικής μάζας m2

2ος όροφος ύψους h2

Υποστύλωμα
δυσκαμψίας ΕΙ2

u3(t)Πλάκα συνολικής μάζας m3

3ος όροφος ύψους h3

Υποστύλωμα
δυσκαμψίας ΕΙ3

(α) Το κτίριο στη θέση ισορροπίας του (β) Το κτίριο μετά τις μετατοπίσεις των πλακών του

Σχήμα Ε7.6: Κίνηση τριώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως.
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Εδώ θεωρούμε το τριώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως του παραπάνω Σχήμα-
τος Ε7 πάλι σε ιδιοταλαντώσεις ή γενικότερα σε ελεύθερες ταλαντώσεις.

Οι μάζες των τριών ορόφων είναι m1, m2 και m3 και οι συνολικοί συντελεστές
δυσκαμψίας των υποστυλωμάτων των ορόφων είναι k1, k2 και k3. Το έδαφος θεω-
ρείται κι εδώ ακίνητο. Οι οριζόντιες μετατοπίσεις των πλακών των τριών ορόφων
είναι u1 = u1(t), u2 = u2(t) και u3 = u3(t). Επομένως το τριώροφο κτίριο αποτελεί
ένα τριβάθμιο μηχανικό σύστημα, δηλαδή σύστημα με τρεις βαθμούς ελευθερίας.

Ζητούνται: (α) Η συνολική κινητική ενέργεια Τ[u̇1, u̇2, u̇3] του τριώροφου κτι-
ρίου και (β) η αντίστοιχη δυναμική ενέργειαV[u1,u2, u3]. (γ) Η σχετική Lagrangian
L = T−V που υπεισέρχεται στην αρχή της ελάχιστης δράσεως τουHamilton. (δ)Με
βάση τις σχετικές εξισώσεις των Euler–Lagrange οι διαφορικές εξισώσεις κινήσεως
των τριών πλακών του κτιρίου. Προφανώς αυτές αποτελούν ένα σύστημα τριών
συζευγμένων (όχι ασύζευκτων, όχι ανεξάρτητων μεταξύ τους) γραμμικών συνήθων
διαφορικών εξισώσεων δευτέρας τάξεως.
ë Απαντήσεις: (α) T = T1 + T2 + T3 =

1
2
m1 u̇21 +

1
2
m2 u̇22 +

1
2
m3 u̇23.

(β) V = V1 + V2 + V3 =
1
2
k1u21 +

1
2
k2(u2 − u1)

2 + 1
2
k3(u3 − u2)

2.
(δ) m1ü1 + (k1 + k2)u1 − k2u2 = 0, m2 ü2 − k2u1 + (k2 + k3)u2 − k3u3 = 0,
καιm3 ü3 − k3u2 + k3u3 = 0: σύστημα τριών συζευγμένων διαφορικών εξισώσεων. s

Ε7.7
Ε7.7. ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΣΕ ΠΑΝΩ ΑΠΟ ΜΙΑ ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ

Σε αυτό εδώ το Κεφάλαιο Ε7 εξετάσαμε μέχρι τώρα την ελαχιστοποίηση (γενικό-
τερα τη στασιμοποίηση) συναρτησιακών J που εκφράζονται με ολοκληρώματα της
μορφής (7.2.2) ή γενικότερα (7.4.5) ή τέλος αφορούν στην περίπτωση που έχουμε
πάνω από μία άγνωστες συναρτήσεις. Σ’ όλες αυτές τις περιπτώσεις αναφέραμε τις
σχετικές εξισώσεις των Euler–Lagrange για την ελαχιστοποίηση (και γενικότερα τη
στασιμοποίηση) του συναρτησιακού J με πλήρη απόδειξη στην πρώτη περίπτωση:
εξίσωση (7.2.4). Και φυσικά παρουσιάσαμε αρκετές εφαρμογές του Πολιτικού Μη-
χανικού μέχρι και σε ιδεατά κτίρια διατμήσεως (ή διατμητικά κτίρια). Το κοινό
χαρακτηριστικό όλων αυτών των περιπτώσεων ήταν ότι εμείς δουλεύαμε στη μία
διάσταση, με μονοδιάστατα ολοκληρώματα στον ορισμό του συναρτησιακού μας J,
δηλαδή με μία μόνο μεταβλητή ολοκληρώσεως συνήθως τη θέση x ή το χρόνο t. Και
ασφαλώς όλες οι εξισώσεις των Euler–Lagrange (είτε απλές εξισώσεις είτε συστήματα
εξισώσεων) που καταλήγαμε ήσαν ουσιαστικά συνήθεις διαφορικές εξισώσεις.

Σε αυτήν εδώ την ενότητα θα αναφερθούμε σύντομα και στην περίπτωση όπου
το συναρτησιακό J ορίζεται με ολοκλήρωμα στο χώρο των δύο διαστάσεων (διδιά-
στατο ολοκλήρωμα) ή στο χώρο των τριών διαστάσεων (τριδιάστατο ολοκλήρωμα).
Πρόκειται για μια εύλογη γενίκευση και προφανώς πάρα πολύ ενδιαφέρουσα για
τον Πολιτικό Μηχανικό. Για να γίνουμε λίγο πιο συγκεκριμένοι, ας αναφερθούμε
στην εξής ελαχιστοποίηση συναρτησιακού στη διδιάστατη περιοχή D:

J[u] =
D
F(x, y,u,ux, uy)dxdy = minimum εδώ με ux ∶=

𝜕u
𝜕x , uy ∶=

𝜕u
𝜕y (7.7.1)

με το σύμβολο ∶= να σημαίνει «εξ ορισμού». Εδώ ηάγνωστη συνάρτηση u, την οποία
επιδιώκουμε να προσδιορίσουμε έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται (και γενικότερα να
στασιμοποιείται, να γίνεται στάσιμο) αυτό το συναρτησιακό J[u], είναι συνάρτηση
δύο ανεξάρτητων μεταβλητών, π.χ. των x και y. Συγκεκριμένα εδώ u = u(x, y).

Ο τρόπος εργασίας είναι κι εδώ ανάλογος με εκείνον ο οποίος παρουσιάσθηκε
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εκτενώς στην Ενότητα Ε7.2 για το συναρτησιακό (7.2.2) και τη σχετική εξίσωση των
Euler–Lagrange (7.2.4). Εκεί παρουσιάσθηκε και η πλήρης σχετική απόδειξη. Εδώ
απλά αναφέρουμε (δίχως απόδειξη) το σχετικό θεώρημα στις δύο διαστάσεις (x, y):

n ΘΕΩΡΗΜΑ E7.2 (Εξίσωση των Euler–Lagrange στις δύο διαστάσεις): Θεω-

ΘΕΩΡΗΜΑ

ρούμε την ελαχιστοποίηση (τοπικό ελάχιστο) του συναρτησιακού J[u] που ορίζεται
στη σχέση (7.7.1) στη διδιάστατη περιοχή D του επιπέδου Oxy. Δηλαδή θέλουμε να
ισχύει η σχέση (7.7.1), την επαναλαμβάνουμε

J[u] =
D
F(x, y,u, ux,uy)dxdy = minimum εδώ με ux ∶=

𝜕u
𝜕x , uy ∶=

𝜕u
𝜕y (7.7.2)

για μια συγκεκριμένη αρχικά άγνωστη συνάρτηση u = u(x, y) που διαθέτει συνεχείς
δεύτερες μερικές παραγώγους στην περιοχή D και παίρνει καθορισμένες τιμές στο
σύνορο C ≡ 𝜕D αυτής της περιοχής D. Για να συμβαίνει αυτή η ελαχιστοποίηση
(και γενικότερα η στασιμοποίηση) θα πρέπει να πληρούται η διαφορική εξίσωση

𝜕F
𝜕u −

𝜕
𝜕x 

𝜕F
𝜕ux 

− 𝜕𝜕y 
𝜕F
𝜕uy 

= 0 με (x, y) ∈ D. (7.7.3)

Με την εκτέλεση των παραγωγίσεων σε κάθε συγκεκριμένη περίπτωση διαπιστώνε-
ται εύκολα ότι πρόκειται για διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους δευτέρας
τάξεως για την προσδιοριστέα συνάρτηση u = u(x, y). Αυτή εδώ η εξίσωση καλείται
και πάλι εξίσωση των Euler–Lagrange. Και στην παρούσα περίπτωση πρόκειται
ασφαλώς για μια πάρα πολύ σημαντική εξίσωση στο Λογισμό Μεταβολών. s

t Παρατήρηση E7.10: Φυσικά αυτό το θεώρημα γενικεύεται και στις τρεις δια-
ä Παρατήρηση

στάσεις (όπως και σε περισσότερες διαστάσεις αν χρειασθεί). Στις τρεις διαστάσεις
(x, y, z) η ολοκλήρωση γίνεται σε τριδιάσταστη περιοχήV και η άγνωστη συνάρτηση
είναι συνάρτηση των τριών μεταβλητών (x, y, z), δηλαδή u = u(x, y, z). Σε αυτήν την
περίπτωση και υπό ανάλογες συνθήκες παραγωγισιμότητας και συνοριακών τιμών
το συναρτησιακό J[u] το οποίο ελαχιστοποιείται στη σχέση (7.7.2) και η αντίστοιχη
εξίσωση των Euler–Lagrange (7.7.3) παίρνουν τις λίγο πιο γενικές μορφές τους

J[u] =
V
F(x, y, z, u, ux,uy, uz)dxdydz = minimum (7.7.4)

και

𝜕F
𝜕u −

𝜕
𝜕x 

𝜕F
𝜕ux 

− 𝜕𝜕y 
𝜕F
𝜕uy 

− 𝜕𝜕z 
𝜕F
𝜕uz 

= 0 με (x, y, z) ∈ V. (7.7.5)

Αυτές οι σχέσεις είναι φυσικά λίγο–πολύ προφανείς γενικεύσεις των αντίστοιχων
σχέσεων (7.7.2) και (7.7.3) του πιο πάνω Θεωρήματος Ε7.2. s

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.7 t Εφαρμογή E7.9 z Διδιάστατη εξίσωση του Laplace

Θεωρούμε την ελαχιστοποίηση του εξής συναρτησιακού στις δύο διαστάσεις (x, y):

J[u] =
D
(u2x + u2y)dxdy = minimum ξανά με ux ∶=

𝜕u
𝜕x και uy ∶=

𝜕u
𝜕y . (7.7.6)

(Υποθέτουμε βέβαια ότι ισχύουν και οι επιπλέον συνθήκες του Θεωρήματος Ε7.2.)
Δηλαδή η ολοκληρωτέα συνάρτηση σε αυτό το συναρτησιακό J[u] είναι απλά

F(x, y,u,ux, uy) = u2x + u2y . (7.7.7)
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Επομένως έχουμε τις μερικές παραγώγους της
𝜕F
𝜕u = 0, 𝜕F

𝜕ux
= 2ux και

𝜕F
𝜕uy

= 2uy . (7.7.8)

Κατά συνέπεια η εξίσωση των Euler–Lagrange (7.7.3) παίρνει εδώ την απλή μορφή

0 − 2 𝜕ux𝜕x − 2
𝜕uy
𝜕y = 0 φυσικά με ux ∶=

𝜕u
𝜕x και uy ∶=

𝜕u
𝜕y (7.7.9)

και τελικά, όπως διαπιστώνουμε πάρα πολύ εύκολα,

𝜕2u
𝜕x2 +

𝜕2u
𝜕y2 = 0 ή uxx + uyy = 0 με uxx ∶=

𝜕2u
𝜕x2 και uyy ∶=

𝜕2u
𝜕y2 . (7.7.10)

Προφανώς πρόκειται για την πολύ γνωστή μας διδιάστατη εξίσωση του Laplace.
Αυτήν την πληρούν μεταξύ άλλων το δυναμικό ταχύτηταςΦ(x, y) και η συνάρτηση
ροής (ή ροϊκή συνάρτηση)Ψ(x, y) στη Ρευστομηχανική ιδεατού ρευστού στη μόνιμη
κατάσταση ροής, η θερμοκρασία θ(x, y) στηΜετάδοσηΘερμότητας πάλι στη μόνιμη
κατάσταση, το άθροισμα των κυρίων τάσεων s(x, y) στη Μηχανική των Υλικών και
η συνάρτηση στρεβλώσεως ψ(x, y) στη στρέψη ράβδου. Εδώ είδαμε επίσης σε ποια
ελαχιστοποίηση συναρτησιακού J[u] αντιστοιχεί αυτή η τόσο διάσημη εξίσωση. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε7.7t Άσκηση E7.7 z Τριδιάστατη εξίσωση του Laplace

Εδώ ζητούνται: (α) Η εξίσωση των Euler–Lagrange για την ελαχιστοποίηση του συ-
ναρτησιακού

J[u] =
V
(u2x + u2y + u2z)dxdydz = minimum. (7.7.11)

(β) Πώς καλείται στις Διαφορικές Εξισώσεις μεΜερικές Παραγώγους η εξίσωση που
μόλις βρέθηκε; (γ) Πού παρουσιάζεται στην Επιστήμη του Πολιτικού Μηχανικού;

ë Απαντήσεις: (α) uxx + uyy + uzz = 0. (γ) Στη Ρευστομηχανική στο δυναμικό
ταχύτητας Φ(x, y, z) στην τριδιάστατη ροή ιδεατού ρευστού στη μόνιμη κατάσταση
ροής. Ανάλογα στη Μετάδοση Θερμότητας στη θερμοκρασία θ(x, y, z). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε7.7t Άσκηση E7.8 z Εξίσωση του Poisson, Ρευστομηχανική, Στρέψη

Ανάλογη εργασία μπορεί εύκολα να γίνει και με το πιο γενικό συναρτησιακό

J[u] =
D
(u2x + u2y + 2fu)dxdy = minimum με f = f(x, y). (7.7.12)

Ζητούνται: (α) Η σχετική εξίσωση των Euler–Lagrange. (β) Στη Ρευστομηχανική
σε πρόβλημα ροής Νευτώνειου ρευστού (με συνεκτικότητα, ιξώδες) μέσα σε έναν
ευθύγραμμο αγωγό (σωλήνα) προκύπτει πάνω στη διατομή D το συναρτησιακό

J[v] =
D
(v2x + v2y + 2fv)dxdy = minimum με f =

pz
μ
. (7.7.13)

Εδώάγνωστη συνάρτηση v = v(x, y) είναι η ταχύτητα τουΝευτώνειου ρευστού κατά
μήκος του αγωγού, pz η παράγωγος της πιέσεως p του Νευτώνειου ρευστού ξανά
κατά μήκος του αγωγού και μ η συνεκτικότητά του (το ιξώδες του). Με εφαρμογή
του αποτελέσματος του ερωτήματος (α) να γραφεί κατευθείαν η σχετική εξίσωση
των Euler–Lagrange. (γ) Στη Μηχανική των Υλικών στο πρόβλημα της στρέψεως
ευθύγραμμης ράβδου προκύπτει το συναρτησιακό

Π[φ] = 1
2G D

(φ2x + φ2y + 2fφ)dxdy = minimum με f = −2Gθ, (7.7.14)
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με άγνωστη συνάρτηση φ = φ(x, y) την τασική συνάρτηση του Prandtl, G το μέτρο
διατμήσεως του ισότροπου ελαστικού υλικού και θ τη γωνία στρέψεως (σε ακτίνια!)
της ράβδου ανά μονάδα μήκους της. Κι εδώ με εφαρμογή του αποτελέσματος του
ερωτήματος (α) να γραφεί πάλι κατευθείαν η σχετική εξίσωση των Euler–Lagrange.

ë Απαντήσεις: (α) uxx + uyy = f(x, y). (β) vxx + vyy = pz /μ. (γ) φxx + φyy = −2Gθ. s

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.7 t Εφαρμογή E7.10 z Θεμελιώσεις: δυναμική καταπόνηση πασσάλου

Θεωρούμε το πρόβλημα της δυναμικής καταπονήσεως πασσάλου μήκους (ύψους)H
(με 0 ≤ z ≤ H) στις Θεμελιώσεις. Ο πάσσαλος έχει γραμμική πυκνότητα ρΑ και
δυστένεια ΕΑ. Η κατανεμημένη αξονική φόρτισή του (κυρίως από το έδαφος) είναι
p = p(z, t). Η αξονική (διαμήκης) μετατόπιση των σημείων του είναι w = w(z, t). Το
συναρτησιακό J το οποίο θα πρέπει εδώ να γίνει στάσιμο σύμφωνα με την αρχή της
ελάχιστης δράσεως του Hamilton (Ενότητα Ε7.5) αποδεικνύεται ότι έχει τη μορφή

J[w] =
t2

t1

H

0
F(z, t,w,wz,wt)dzdt = στάσιμο με wz ∶=

𝜕w
𝜕z , wt ∶=

𝜕w
𝜕t . (7.7.15)

Εδώ t1 και t2 είναι δύο συγκεκριμένες χρονικές στιγμές. Επιπλέον η συνάρτηση F
ορίζεται σαν

F(z, t,w,wz,wt) =
1
2
ρΑw2

t −
1
2
ΕΑw2

z + p(z, t)w. (7.7.16)

Δηλαδή εδώ παρατηρούμε ότι έχουμε μία χωρική μεταβλητή, το z κατά μήκος
του πασσάλου, και μία χρονική μεταβλητή, το χρόνο t. Κάπως παράξενο φαντάζει
αυτό, αλλ’ είναι λογικό. Έτσι είναι! Κι ας γίνουμε σαφέστεροι. Ο πρώτος όρος στη
συνάρτηση αυτή F(z, t,w,wz,wt) δεξιά δηλώνει την κινητική ενέργεια του πασσά-
λου ανά μονάδα μήκους του. Ο δεύτερος όρος δηλώνει την ενέργεια παραμορφώ-
σεως του πασσάλου ξανά ανά μονάδα μήκους του. Τέλος ο τρίτος όρος δηλώνει το
έργο της αξονικής φορτίσεως p = p(z, t) πάλι ανά μονάδα μήκους του πασσάλου.
Η πρώτη ολοκλήρωση γίνεται ως προς τη θέση z σε όλο το μήκος (ή εδώ καλύτερα
ύψος) H του πασσάλου. Κι ακολουθεί η ολοκλήρωση ως προς το χρόνο t, κάτι που
ήδη το γνωρίζουμε από την αρχή της ελάχιστης δράσεως του Hamilton στη σχέση
(7.5.1). Δηλαδή εδώ στην αρχή του Hamilton δεν έχουμε απλά ένα υλικό σημείο,
όπως στην Ενότητα Ε7.5, όπου την αναφέραμε για πρώτη φορά. Ούτε ένα διακριτό
μηχανικό σύστημα, όπως το διώροφο και το τριώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως
στην Ενότητα Ε7.6. Εδώ έχουμε ένα συνεχές μέσον και όχι πια διακριτό σύστημα.

Τέλος πάντων! Φλυαρήσαμε λίγο, αλλά έπρεπε. Και τώρα χρησιμοποιούμε την
εξίσωση των Euler–Lagrange (7.7.3). Αυτή στην περίπτωσή μας παίρνει τη μορφή

𝜕F
𝜕w − 𝜕𝜕z 

𝜕F
𝜕wz

 −
𝜕
𝜕t 

𝜕F
𝜕wt

 = 0 με 0 ≤ z ≤ H και t1 ≤ t ≤ t2 . (7.7.17)

Υπολογίζοντας τώρα τις μερικές παραγώγους της συναρτήσεως F στη σχέση (7.7.16),
βρίσκουμε εύκολα ότι

p(z, t) + 𝜕𝜕z (EAwz) −
𝜕
𝜕t ( ρΑwt) = 0. (7.7.18)

Υποθέτοντας μάλιστα τη δυστένεια ΕΑ και τη γραμμική πυκνότητα ρΑ ότι είναι
σταθερές κατά μήκος του πασσάλου (με 0 ≤ z ≤ H), παίρνουμε τελικά την εξίσωση

EA
𝜕2w
𝜕z2 + p(z, t) = ρΑ

𝜕2w
𝜕t2 με w = w(z, t). (7.7.19)

Αυτή είναι η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους (3.2.15) της Ενότητας Β3.2
του Μέρους Β. Εδώ βέβαια χρησιμοποιήσαμε λίγο διαφορετικά σύμβολα. s
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Μέχρι τώρα σε αυτήν την Ενότητα Ε7.7 εξετάσαμε την εφαρμογή της εξισώσεως
των Euler–Lagrange για τη στασιμοποίηση (που περιλαμβάνει βέβαια και την ελα-
χιστοποίηση) συναρτησιακών στις δύο διαστάσεις της μορφής (7.7.2) συγκεκριμένα
της μορφής

J[u] =
D
F(x, y,u,ux, uy)dxdy. (7.7.20)

Αυτή η μορφή περιέχει στην ολοκληρωτέα συνάρτηση μόνο πρώτες παραγώγους
της άγνωστης συναρτήσεως u = u(x, y). Η σχετική εξίσωση των Euler–Lagrange έχει
τη μορφή (7.7.3), που την επαναλαμβάνουμε κι αυτήν

𝜕F
𝜕u −

𝜕
𝜕x 

𝜕F
𝜕ux 

− 𝜕𝜕y 
𝜕F
𝜕uy 

= 0 με (x, y) ∈ D. (7.7.21)

Αυτή η περίπτωση μας φάνηκε χρήσιμη και επαρκής στις προηγούμενες εφαρμογές
και ασκήσεις αυτής της Ενότητας Ε7.7.

Τώρα προχωράμε και στη γενικότερη περίπτωση όπου το συναρτησιακό J[u]
περιέχει και δεύτερες παραγώγους της άγνωστης συναρτήσεως u = u(x, y). Δηλαδή
το J[u] έχει τώρα τη μορφή στην περιοχή D (στο χώρο ή στο χώρο και στο χρόνο)

J[u] =
D
F(x, y, u, ux,uy, uxx, uxy, uyy)dxdy = minimum (7.7.22)

εννοείται με τους δείκτες να δηλώνουν κι εδώ μερικές παραγωγίσεις. Συγκεκριμένα

ux ∶=
𝜕u
𝜕x , uy ∶=

𝜕u
𝜕y , uxx ∶=

𝜕2u
𝜕x2 , uxy ∶=

𝜕2u
𝜕x𝜕y και uyy ∶=

𝜕2u
𝜕y2 . (7.7.23)

Σε αυτήν την ενδιαφέρουσα και αρκετά γενικότερη περίπτωση αποδεικνύεται ότι
η εξίσωση των Euler–Lagrange (7.7.21) παίρνει και αυτή τη γενικότερη μορφή της

𝜕F
𝜕u −

𝜕
𝜕x 

𝜕F
𝜕ux 

− 𝜕𝜕y 
𝜕F
𝜕uy 

+ 𝜕
2

𝜕x2 
𝜕F
𝜕uxx 

+ 𝜕2

𝜕x𝜕y 
𝜕F
𝜕uxy 

+ 𝜕
2

𝜕y2 
𝜕F
𝜕uyy 

= 0 (7.7.24)

με (x, y) ∈ D. Η άγνωστη συνάρτηση u = u(x, y) υποτίθεται τώρα ότι διαθέτει συ-
νεχείς τέταρτες μερικές παραγώγους. Και ασφαλώς η πιο πάνω εξίσωση των Euler–
Lagrange (7.7.24) είναι τώρα η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους η οποία
αντιστοιχεί στο πρόβλημα στασιμοποιήσεως του παρόντος συναρτησιακού J[u].

Σημειώνουμε ότι αυτή η γενίκευση (7.7.24) στην εξίσωση των Euler–Lagrange
μας θυμίζει αρκετά την αντίστοιχη γενίκευση που είχαμε κάνει στην Ενότητα Ε7.4.
Εκεί είχαμε εξετάσει το συναρτησιακό (με δεύτερη παράγωγο της άγνωστης συναρ-
τήσεως) (7.4.5) και χρησιμοποιήσαμε στη συνέχεια τη σχετική εξίσωση των Euler–
Lagrange (7.4.6) για την εύρεση της διαφορικής εξισώσεως (7.4.9) και ειδικότερα
της διαφορικής εξισώσεως (7.4.10) στο στατικό πρόβλημα της δοκού.

Εδώ θα γενικεύσουμε αυτό το αποτέλεσμα στην αντίστοιχη διαφορική εξίσωση
του δυναμικού προβλήματος της δοκού, τώρα και με θέση x και με χρόνο t. Και από
την άλλη πλευρά, ακριβώς όπως στην Ενότητα Ε7.4 γενικεύσαμε τα αποτελέσματα
της προηγούμενής της Ενότητας Ε7.3 από καλώδιο σε δοκό, έτσι κι εδώ τώρα στο
δυναμικό πρόβλημα θα γενικεύσουμε τα αποτελέσματα της προηγούμενης Εφαρ-
μογής Ε7.10 από πάσσαλο σε δοκό. Και φυσικά δεν ξεχνάμε ότι σε σύγκριση με τον
πάσσαλο η δοκός αποτελεί πολύ πιο χρήσιμο γραμμικό φορέα για τον Πολιτικό
Μηχανικό στις πρακτικές εφαρμογές του. Προχωράμε λοιπόν στην παρούσα ενδια-
φέρουσα εφαρμογή. Θα δούμε μάλιστα ότι ενώ η εξίσωση των Euler–Lagrange ήταν
προηγουμένως για πάσσαλο διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους δευτέρας
τάξεως, η εξίσωση (7.7.19), τώρα θα προκύψει διαφορική εξίσωση τετάρτης τάξεως.
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v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.7 t ΕφαρμογήE7.11 z Δυναμική τωνΚατασκευών: δοκόςEuler–Bernoulli

Στην εφαρμογή αυτή θεωρούμε το πρόβλημα της δυναμικής καταπονήσεως δοκού.
Τη δοκό τη θεωρούμε μήκους L0 (με 0 ≤ x ≤ L0), γραμμικής πυκνότητας ρΑ (γενικά
μεταβλητής κατά μήκος της δοκού) και δυσκαμψίας ΕΙ (και αυτής γενικά μεταβλη-
τής κατά μήκος της δοκού) με κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x, t) και με άγνωστο
βέλος κάμψεως v(x, t) (ασφαλώς με x τη θέση και t το χρόνο). Εδώ δεχόμαστε για
απλότητα την κλασική θεωρία της δοκού των Euler–Bernoulli (ή Bernoulli–Euler),
όπως ήδη έχουμε κάνει και προηγουμένως.

Όπως και στην προηγούμενη Εφαρμογή Ε7.10 για το πρόβλημα της δυναμικής
καταπονήσεως πασσάλου, έτσι και εδώ στο παρόν πρόβλημα της δυναμικής κατα-
πονήσεως δοκού θα βασιστούμε στην αρχή της ελάχιστης δράσεως του Hamilton.
Και πιο συγκεκριμένα θα επιδιώξουμε τη στασιμοποίηση του συναρτησιακού

J[v] =
t2

t1

L0

0
F(x, t, v, vxx, vt)dxdt = στάσιμο με vxx ∶=

𝜕2v
𝜕x2 , vt ∶=

𝜕v
𝜕t . (7.7.25)

Εδώ t1 και t2 είναι (όπως και στην προηγούμενη Εφαρμογή Ε7.10) δύο συγκεκρι-
μένες χρονικές στιγμές και φυσικά v = v(x, t) είναι το άγνωστο βέλος κάμψεως της
δοκού Euler–Bernoulli που μελετάμε.

Για να δούμε τώρα ποια είναι αυτή η ολοκληρωτέα συνάρτηση F(x, t, v, vxx, vt)
στο πιο πάνω συναρτησιακό J[v] του παρόντος προβλήματος δοκού. Πρόκειται για
τη συνάρτηση

F(x, t, v, vxx, vt) =
1
2
ρΑv2t −

1
2
ΕIv2xx + p(x, t)v (7.7.26)

επαναλαμβάνουμε με v = v(x, t). Πρόκειται φυσικά για συνάρτηση ανάλογη με
την αντίστοιχη συνάρτηση F(z, t,w,wz,wt) στη σχέση (7.7.16) για το πρόβλημα της
δυναμικής καταπονήσεως πασσάλου. Όπως κι εκεί, έτσι κι εδώ (ανάλογα βέβαια,
για δοκό, όχι πια πάσσαλο) ο πρώτος όρος στην παρούσα συνάρτηση F(x, t, v, vxx, vt)
δεξιά δηλώνει την κινητική ενέργεια της δοκούανάμονάδαμήκους της.Ο δεύτερος
όρος δηλώνει την ενέργεια παραμορφώσεως της δοκού πάλι ανά μονάδα μήκους
της. Τέλος ο τρίτος όρος δηλώνει το έργο της κάθετης κατανεμημένης φορτίσεως
p = p(x, t) ξανά ανά μονάδα μήκους της δοκού. Η πρώτη ολοκλήρωση γίνεται ως
προς τη θέση x σε όλο το μήκος L0 της δοκού. Κι ακολουθεί η ολοκλήρωση ως προς
το χρόνο t, όπως ξέρουμε καλά από την αρχή της ελάχιστης δράσεως του Hamilton
στη σχέση (7.5.1). Δηλαδή και εδώ, όπως και στην προηγούμενη Εφαρμογή Ε7.10
για τον πάσσαλο, έχουμε ένα συνεχές μέσον, εδώ δοκό, και όχι διακριτό σύστημα.

Όσο για το σχετικό ολοκλήρωμα στο διάστημα [0,L0], δηλαδή σε όλο το μήκος
της δοκού, στο συναρτησιακό J[v] στη σχέση (7.7.25) που θέλουμε να στασιμοποι-
ήσουμε, ε αυτό το ολοκλήρωμα είναι η σχετική με το πρόβλημά μας Lagrangian
(Λαγκρανζιανή) L. Αυτή μπορεί ασφαλώς να γραφεί εδώ στη μορφή

L = Τ −Π με T = T [v] και Π = Π [v] = U[v] −W [v], (7.7.27)
όπου

T [v] = 1
2

L0

0
ρΑv2t dx, U[v] = 1

2

L0

0
ΕIv2xx dx και W [v] =

L0

0
p(x, t)vdx. (7.7.28)

Άρα, αν εξαιρέσουμε τη συνολική κινητική ενέργεια Τ = Τ [v] της δοκού, τα άλλα
τρία πιο πάνω συναρτησιακάΠ = Π[v] (η συνολική δυναμική ενέργεια της δοκού),
U = U[v] (η συνολική ενέργεια παραμορφώσεως της δοκού) και τέλοςW = W [v]
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(το συνολικό έργο της κάθετης κατανεμημένης φορτίσεως, της εξωτερικής φορτί-
σεως της δοκού) έχουν και εδώ ακριβώς τις εκφράσεις (7.4.3) και (7.4.2) στην Ενό-
τητα Ε7.4 για το αντίστοιχο στατικό πρόβλημα της δοκού. Και βέβαια είναι και εδώ
συναρτήσεις του βέλους κάμψεως v = v(x, t) της δοκού. Εντούτοις εδώ όλα αυτά
τα συναρτησιακά εξαρτώνται προφανώς από το χρόνο t. Παρατηρούμε ότι αυτό
συμβαίνει, γιατί ο χρόνος t δεν περιλαμβάνεται στις τρεις πιο πάνω χωρικές ολο-
κληρώσεις (7.7.28) κατά μήκος της δοκού. Αντίθετα ο χρόνος t περιλαμβάνεται στη
δεύτερη (στην εξωτερική) ολοκλήρωση στο αρχικό συναρτησιακό (7.7.25) της αρχής
της ελάχιστης δράσεως του Hamilton, που επιδιώκουμε εδώ να στασιμοποιήσουμε.

Και τώρα που εξηγήσαμε πλήρως το πρόβλημά μας για τη στασιμοποίηση του
συναρτησιακού J[v] στη σχέση (7.7.25), δε μας απομένει παρά η τυπική εφαρμογή
της σχετικής εξισώσεως των Euler–Lagrange (7.7.24) για την εύρεση της διαφορι-
κής εξισώσεως με μερικές παραγώγους στο παρόν πρόβλημα δυναμικής καταπονή-
σεως δοκού. Την υπενθυμίζουμε και εδώ αυτήν τη θεμελιώδη εξίσωση γράφοντάς
την όμως τώρα με λίγο διαφορετικά σύμβολα συγκεκριμένα με v (την τωρινή μας
άγνωστη συνάρτηση, δηλαδή το βέλος κάμψεως της δοκού) αντί για u και επίσης
με t (το χρόνο) αντί για y. Έτσι έχουμε τώρα την εξίσωση των Euler–Lagrange

𝜕F
𝜕v −

𝜕
𝜕x 

𝜕F
𝜕vx 

− 𝜕𝜕t 
𝜕F
𝜕vt 

+ 𝜕2

𝜕x2 
𝜕F
𝜕vxx 

+ 𝜕2

𝜕x𝜕t 
𝜕F
𝜕vxt 

+ 𝜕
2

𝜕t2 
𝜕F
𝜕vtt 

= 0. (7.7.29)

Εκτελώντας τις σχετικές μερικές παραγωγίσεις στη συνάρτηση F(x, t, v, vxx , vt)
στη σχέση (7.7.26), διαπιστώνουμε πάρα πολύ εύκολα ότι

𝜕F
𝜕v = p(x, t), 𝜕F

𝜕vx
= 0, 𝜕F

𝜕vt
= ρΑvt ,

𝜕F
𝜕vxx

= −EI vxx ,
𝜕F
𝜕vxt

= 0, 𝜕F
𝜕vtt

= 0. (7.7.30)

Επομένως η πιο πάνω εξίσωση των Euler–Lagrange (7.7.29) παίρνει τώρα τη μορφή

p(x, t) − 𝜕𝜕t (ρΑvt) −
𝜕2

𝜕x2 (EI vxx) = 0 ή
𝜕2

𝜕x2 (EI vxx) +
𝜕
𝜕t (ρΑvt) = p(x, t), (7.7.31)

μια που οι υπόλοιπες τρεις μερικές παράγωγοι μηδενίζονται.
Και τώρα υποθέτουμε τη γραμμική πυκνότητα ρΑ και τη δυσκαμψία ΕΙ της δο-

κού ότι είναι σταθερές κατά μήκος της. Τότε εκτελώντας και τις δύο σχετικές μερικές
παραγωγίσεις (ως προς τη θέση x και ως προς το χρόνο t) σε αυτήν εδώ τη διαφορική
εξίσωση με μερικές παραγώγους (7.7.31) δεξιά, τη γράφουμε στην τελική της μορφή

EI vxxxx + ρΑvtt = p(x, t) ή EI
𝜕4v
𝜕x4 + ρΑ

𝜕2v
𝜕t2 = p(x, t). (7.7.32)

Πρόκειται ασφαλώς για την ήδη γνωστή μας διαφορική εξίσωση με μερικές πα-
ραγώγους των καμπτικών εξαναγκασμένων ταλαντώσεων δοκού. Και αν βέβαια
δεν υπάρχει εξωτερική φόρτιση, p(x, t) ≡ 0, τότε έχουμε φυσικά την αντίστοιχη εξί-
σωση των καμπτικών ιδιοταλαντώσεων δοκού. Κι έτσι βρήκαμε εδώ με ενεργειακή
μέθοδο και με τη χρήση του Λογισμού Μεταβολών, της αρχής της ελάχιστης δρά-
σεως του Hamilton και της σχετικής εξισώσεως των Euler–Lagrange (7.7.29) για το
πρόβλημά μας τη διαφορική εξίσωση των καμπτικών ταλαντώσεων (γενικά εξανα-
γκασμένων) δοκού. Βέβαια υποθέσαμε δοκό Euler–Bernoulli (ή Bernoulli–Euler).
Για να δούμε τώρα και μια λίγο πιο δύσκολη και ταυτόχρονα και λίγο πιο ακριβή
περίπτωση δοκού: τη δοκό Rayleigh.
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. Άσκηση
Ενότητα Ε7.7

t Άσκηση E7.9 z Δυναμική των Κατασκευών: δοκός Rayleigh
H δοκός Rayleigh (1894) αποτελεί μια μικρή βελτίωση της δοκού Euler–Bernoulli
(ή Bernoulli–Euler). Συγκεκριμένα τώρα στη δοκό Rayleigh λαμβάνουμε υπόψη
μας και την επιρροή της στροφικής αδράνειας ρΙ των διατομών της δοκού. Αυτό
έχει σαν συνέπεια την προσθήκη του ενεργειακού όρου

Frot =
1
2
ρIv2xt με vxt ∶=

𝜕2v
𝜕x𝜕t (7.7.33)

στη συνάρτηση F της σχέσεως (7.7.26).
Ζητούνται: (α) Ποια μορφή παίρνει τώρα η συνάρτηση αυτή F; (β) Ποια είναι

η επιπλέον κινητική ενέργεια Trot = Trot [v] σε όλο το μήκος της δοκού; (γ) Με χρήση
της πιο πάνω εξισώσεως των Euler–Lagrange (7.7.29) να αποδειχθεί ότι η διαφορική
εξίσωση (7.7.32) της δοκού στο παρόν δυναμικό πρόβλημα με σταθερές τις τέσσερις
ποσότητες ρ, Α, Ε και Ι γενικεύεται παίρνοντας τη μορφή

EI vxxxx + ρΑvtt − ρΙvxxtt = p(x, t) ή EI
𝜕4v
𝜕x4 + ρΑ

𝜕2v
𝜕t2 − ρΙ

𝜕4v
𝜕x2𝜕t2 = p(x, t). (7.7.34)

Και προφανώς αυτή εδώ η μορφή αποτελεί και μια μικρή βελτίωση της αρχικής
εξισώσεως (7.7.32) με τη θεωρία των Euler–Bernoulli. Και παραπέρα μπορεί βέβαια
να βρεθεί (αν και αυτό δε ζητείται εδώ) και η αντίστοιχη και ακόμη πιο βελτιωμένη
(για την ακρίβεια αρκετά πιο βελτιωμένη) εξίσωση της δοκού στο παρόν δυναμικό
πρόβλημα με τη θεωρία του Timoshenko (1921). Αυτή η τελευταία θεωρία παίρνει
υπόψη της όχι μόνο την επιρροή της στροφικής αδράνειας της δοκού, αλλ’ επιπλέον
και την επιρροή των παραμορφώσεων από την τέμνουσα δύναμη της δοκού.

ë Απαντήσεις: (α) F = F(x, t, v, vxx, vt, vxt) =
1
2
ρΑv2t +

1
2
ρIv2xt −

1
2
ΕIv2xx + p(x, t)v.

(β) Trot = Trot [v] =
1
2 ∫

L0
0 ρIv2xtdx. s

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.7 t Εφαρμογή E7.12 z Πλάκες

Με την παρούσα εφαρμογή συμπληρώνουμε αυτήν την ενότητα με ένα δεύτερο πα-
ράδειγμα ελαχιστοποιήσεως συναρτησιακού με δύο ανεξάρτητες μεταβλητές όπου
η ολοκληρωτέα συνάρτησηπεριέχει και δεύτερες παραγώγους της άγνωστης συναρ-
τήσεως. Πρόκειται για το στατικό πρόβλημα της πλάκας με τις κλασικές υποθέσεις
του Kirchhoff, που συνήθως χρησιμοποιεί ο Πολιτικός Μηχανικός. Εδώ μελετάμε
το στατικό πρόβλημα της πλάκας ουσιαστικά γενικεύοντας τα αποτελέσματα της
Ενότητας Ε7.4 από δοκό (που είναι φυσικά ένας γραμμικός φορέας) σε πλάκα (που
είναι βέβαια ένας επιφανειακός φορέας). Στη δοκό άγνωστη συνάρτηση ήταν το
βέλος κάμψεώς της v = v(x). Και ανάλογα εδώ στην πλάκα άγνωστη συνάρτηση
είναι πάλι το βέλος κάμψεώς της (ισοδύναμα η βύθισή της) w = w(x, y). Αυτό είναι
όμως τώρα συνάρτηση δύο μεταβλητών, των x και y, απλά επειδή η πλάκα είναι
ένας επιφανειακός φορέας.

Και εδώ εμείς ζητάμε την ελαχιστοποίηση του συναρτησιακούΠ[w], που αφορά
στη συνολική δυναμική ενέργεια της πλάκας και υπολογίζεται από τη διαφορά

Π[w] = U[w] −W [w]. (7.7.35)

(Πρόκειται ουσιαστικά για τον ίδιο τύπο (7.4.3) της Ενότητας Ε7.4 για τη δοκό, εδώ
όμως για την πλάκα μεw αντί για v.) Στη διαφορά αυτήU[w] είναι πάλι η συνολική

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ IV για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Ε7.7: ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΣΕ ΠΑΝΩ ΑΠΟ ΜΙΑ ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 173

ενέργεια παραμορφώσεως της πλάκας, ενώW [w] είναι ξανά το συνολικό έργο της
κάθετης κατανεμημένης εξωτερικήςφορτίσεως εδώ p(x, y) της πλάκας. Το πρώτοαπό
αυτά τα δύο συναρτησιακά U[w] δίνεται στο πρόβλημα της πλάκας από τον τύπο

U[w] = D
2 P


𝜕2w
𝜕x2 +

𝜕2w
𝜕y2 

2

− 2(1 − ν)
𝜕2w
𝜕x2

𝜕2w
𝜕y2 − 

𝜕2w
𝜕x𝜕y

2

 dxdy. (7.7.36)

Εδώ D είναι η δυσκαμψία της πλάκας και ν ο λόγος του Poisson του υλικού της,
το οποίο το υποθέτουμε φυσικά ισότροπο και ελαστικό. (Σημειώνουμε επίσης πως
η δυσκαμψίαD της πλάκας δίνεται από τον τύποD = Eh3/ [12(1−ν2)] με E το μέτρο
ελαστικότητας του υλικού της και h το πάχος της.)

Με τη χρήση δεικτών για τη δήλωση των παραγώγων, όπως κάνουμε εδώ πολύ
συχνά, αυτό το συναρτησιακό U[w] γράφεται και στη λίγο πιο απλή μορφή του

U[w] = D
2 P

[(wxx + wyy)
2− 2(1 − ν)(wxxwyy − w2

xy)]dxdy (7.7.37)

με την ολοκλήρωση να εκτείνεται προφανώς σε ολόκληρη την πλάκα P.
Επίσης το δεύτερο από αυτά τα δύο συναρτησιακάW [w] δίνεται από τον τύπο

W [w] =
P
p(x, y)wdxdy (7.7.38)

φυσικά συνεχώς με w = w(x, y) για το βέλος κάμψεως (τη βύθιση) της πλάκας.
Και τώρα θα πρέπει να ελαχιστοποιήσουμε το συναρτησιακό Π[w] της συνολι-

κής δυναμικής ενέργειας της πλάκας. Αυτό το συναρτησιακό με βάση τις πιο πάνω
σχέσεις (7.7.35), (7.7.37) και (7.7.38) μπορεί να γραφεί στη μορφή

Π[w] =
P
F(x, y,w,wxx ,wxy ,wyy)dxdy, (7.7.39)

όπου η συνάρτηση F = F(x, y,w,wxx ,wxy ,wyy) προκύπτει ότι δίνεται από τη σχέση

F(x, y,w,wxx ,wxy ,wyy) =
D
2
[(wxx +wyy)

2− 2(1 − ν)(wxxwyy −w2
xy)] − p(x, y)w. (7.7.40)

Και τώρα απλά θα χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση των Euler–Lagrange (7.7.24)
γι’ αυτήν τη συνάρτηση F βρίσκοντας με αυτόν τον τρόπο τη διαφορική εξίσωση
με μερικές παραγώγους της πλάκας. Την υπενθυμίζουμε αυτήν την εξίσωση κι εδώ

𝜕F
𝜕w−

𝜕
𝜕x 

𝜕F
𝜕wx

−
𝜕
𝜕y 

𝜕F
𝜕wy

+
𝜕2

𝜕x2 
𝜕F
𝜕wxx

+
𝜕2

𝜕x𝜕y 
𝜕F
𝜕wxy

+
𝜕2

𝜕y2 
𝜕F
𝜕wyy

 = 0. (7.7.41)

Εδώ θέσαμε μάλιστα w αντί για u στην άγνωστη συνάρτηση, αφού με w συμβολί-
ζουμε το άγνωστο βέλος κάμψεως (τη βύθιση) της πλάκας σ’ αυτήν την εφαρμογή.

Παραγωγίζοντας την πιο πάνω συνάρτηση F στη σχέση (7.7.40) ως προς w, wx ,
wy , wxx, wxy και wyy, βρίσκουμε εύκολα αυτές τις μερικές παραγώγους που είναι

𝜕F
𝜕w = −p(x, y), (7.7.42)

𝜕F
𝜕wx

= 𝜕F
𝜕wy

= 0, (7.7.43)

𝜕F
𝜕wxx

= D[(wxx + wyy) − (1 − ν)wyy], (7.7.44)

𝜕F
𝜕wxy

= 2D(1 − ν)wxy , (7.7.45)

𝜕F
𝜕wyy

= D[(wxx + wyy) − (1 − ν)wxx]. (7.7.46)
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Δε μας απομένει τώρα παρά να αντικαταστήσουμε αυτές τις μερικές παραγώγους
που μόλις βρήκαμε στην εξίσωση των Euler–Lagrange (7.7.41). Έτσι παίρνουμε

−p(x, y) +D
𝜕2

𝜕x2 [(wxx + wyy) − (1 − ν)wyy] + 2D(1 − ν)
𝜕2

𝜕x𝜕y (wxy)

+ D
𝜕2

𝜕y2 [(wxx + wyy) − (1 − ν)wxx] = 0. (7.7.47)

Εκτελώντας τώρα τις παραγωγίσεις, μεταφέροντας τη φόρτιση p(x, y) στο δεξιό
μέλος και διαιρώντας με τη δυσκαμψία D της πλάκας, προκύπτει πολύ εύκολα ότι

wxxxx+wxxyy−(1−ν)wxxyy+2(1−ν)wxxyy+wxxyy+wyyyy−(1−ν)wxxyy =
p(x, y)
D

. (7.7.48)

Εδώ βέβαια έχουμε υποθέσει ότι η αλλαγή της σειράς των μερικών παραγωγίσεων
δεν επηρεάζει το αποτέλεσμα, κάτι που ισχύει για συνεχείς μερικές παραγώγους.
Παρατηρούμε μάλιστα πως οι τρεις όροι με τον παράγοντα 1 − ν απλοποιούνται.
Έτσι παίρνουμε τελικά τη διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους

wxxxx + 2wxxyy + wyyyy =
p(x, y)
D

ή ισοδύναμα ∇4w = p(x, y)
D

. (7.7.49)

Δηλαδή προέκυψε τελικά η γνωστή μας διαφορική εξίσωση της πλάκας στο στατικό
πρόβλημα με ∇4 ≡ Δ2 τον επίσης γνωστό μας διαρμονικό τελεστή.

t Παρατήρηση E7.11: Στο σημείο αυτό οφείλουμε να κάνουμε μια πολύ σημα-
ä Παρατήρηση

ντική παρατήρηση. Είδαμε πιο πάνω πως οι όροι με παράγοντα το 1−ν απλοποιού-
νται. (Ή αλλιώς πως η διαφορική εξίσωση της πλάκας δεν εξαρτάται καθόλου από
το λόγο του Poisson ν του υλικού της.) Αυτή η απλοποίηση σημαίνει πρακτικά ότι
πιο πάνω στη σχέση (7.7.40) θα μπορούσαμε να είχαμε χρησιμοποιήσει σαν ολοκλη-
ρωτέα συνάρτηση στο συναρτησιακό μας (7.7.39) την πολύ απλούστερη συνάρτηση

F∗(x, y,w,wxx ,wyy) =
D
2
(wxx + wyy)

2 − p(x, y)w. (7.7.50)

Γιατί δεν το κάναμε, ενώ είναι εφικτό και από μαθηματική άποψη απόλυτα σωστό;
Ηαπάντηση είναι πολύ απλή: δεν το κάναμε, επειδή εδώ στα ΕφαρμοσμέναΜα-

θηματικά ενδιαφερόμαστε κυρίως για τις φυσικές έννοιες και τις εφαρμογές τους
στην Επιστήμη του Πολιτικού Μηχανικού. Και η συνάρτηση F στη σχέση (7.7.40),
που είναι η ολοκληρωτέα συνάρτηση στο συναρτησιακό (7.7.39), εκφράζει από φυ-
σική άποψη την επιφανειακή πυκνότητα της ενέργειας παραμορφώσεως της πλά-
κας (ο όρος της με παράγοντα τη δυσκαμψία D της πλάκας που οφείλεται και στις
τρεις ροπές της) μείον το αντίστοιχο έργο της φορτίσεως p(x, y) της πλάκας. Ή αλ-
λιώς το προς ελαχιστοποίηση συναρτησιακό Π[w] εκφράζει τη συνολική δυναμική
ενέργεια της πλάκας, δηλαδή εδώ τη διαφορά της συνολικής ενέργειας παραμορ-
φώσεως της πλάκας μείον το έργο της φορτίσεως p(x, y).

Αυτό ακριβώς είναι που θέλουμε να δείξουμε εδώ: ότι η ενεργειακή αντιμετώ-
πιση ενός προβλήματος του Πολιτικού Μηχανικού οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσμα με
εκείνο που οδηγεί η αντίστοιχη μέθοδος που βασίζεται στην ισορροπία του φορέα,
εδώ της πλάκας. Δεν κάνουμε ένα μαθηματικό παιχνίδι ελαχιστοποιήσεως. Και έτσι,
αν χρησιμοποιούσαμε την απλοποιημένη συνάρτηση F∗ της αμέσως πιο πάνω σχέ-
σεως (7.7.50), τότε από την ενεργειακή άποψη του Πολιτικού Μηχανικού εδώ στο
πρόβλημα της πλάκας θα είχαμε κάνει ένα σοβαρό λάθος. s
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. Άσκηση
Ενότητα Ε7.7

t Άσκηση E7.10 z Πλάκα σε ελαστική βάση
Αςθεωρήσουμε τώρα τοπρόβλημαόπουηπλάκαυποστηρίζεται από ελαστική βάση,
συνήθως το έδαφος, δηλαδή έχουμε πλάκα σε ελαστική βάση. Εδώ υποθέτουμε ότι
η κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x, y) της πλάκας είναι τέτοια (ας πούμε γενικά με
κατεύθυνση προς την ελαστική βάση), ώστε η πλάκα να στηρίζεται σ’ όλα τα σημεία
της στην ελαστική βάση της. Στην περίπτωση αυτή (για παράδειγμα σε θεμελιώσεις
οικοδομών) η συνάρτηση F στη σχέση (7.7.40) έχει και έναν επιπλέον όρο: τον όρο
(εννοείται με συν, αντίθετα προς τον όρο της φορτίσεως p(x, y) που είναι με πλην)

Fk =
1
2
kw2 με w = w(x, y). (7.7.51)

Αυτός ο όρος εκφράζει βέβαια το έργο της αντιδράσεως −kw της ελαστικής βάσεως
με k το συνολικό σχετικό συντελεστή του μηχανικού συστήματος βάσεως–πλάκας.

Εδώ ζητείται με γενίκευση όλων των προηγούμενων υπολογισμών για την απλή
πλάκα η εύρεση της διαφορικής εξισώσεως της παρούσας πλάκας σε ελαστική βάση
(επαναλαμβάνουμε συνήθως στο έδαφος), που έχει τη μορφή

D∇4w + kw = p(x, y) ή ισοδύναμα ∇4w + k
D
w = p(x, y)

D
. (7.7.52)

Δηλαδή εδώ απλά είναι σαν να έχουμε κάθετη κατανεμημένη φόρτιση στην
πλάκα p(x, y) − kw, κάτι που είναι απόλυτα εύλογο και σωστό. Πραγματικά έτσι
είναι! Μόνο βέβαια που η αντίδραση της ελαστικής βάσεως −kw (γενικά αντίθετη
προς τη φόρτιση p(x, y)) είναι άγνωστη μέχρις ότου λυθεί η πιο πάνω διαφορική
εξίσωση με μερικές παραγώγους είτε αναλυτικά είτε αριθμητικά … s

. Άσκηση
Ενότητα Ε7.7t Άσκηση E7.11 z Δυναμική καταπόνηση πλάκας

Θεωρούμε τώρα τη γενίκευση από τη στατική στη δυναμική καταπόνηση πλάκας P
ανάλογα με ό,τι είχαμε κάνει στην Εφαρμογή Ε7.11 για τη δυναμική καταπόνηση
δοκού. Την πλάκα τη δεχόμαστε ότι έχει σταθερό πάχος h, ότι είναι από ισότροπο
γραμμικά ελαστικό υλικό πυκνότητας ρ κι ότι έχει σταθερή δυσκαμψίαD. Η πλάκα
καταπονείται από χρονικά εξαρτημένη κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p = p(x, y, t)
φυσικά με (x, y) τις Καρτεσιανές συντεταγμένες των σημείων της και με t το χρόνο.

Όπως και στη δοκό, έτσι θα πρέπει και εδώ να στασιμοποιηθεί η Lagrangian (Λα-
γκρανζιανή) L, που δίνεται από τη σχέση (7.7.27). Δηλαδή L = T − Π με T = T[w]
τη συνολική κινητική ενέργεια της πλάκας και Π = Π[w] τη συνολική δυναμική
ενέργεια της πλάκας φυσικά με w = w(x, y, t) το βέλος κάμψεως (τη βύθιση) της
πλάκας. Βέβαια για τη συνολική δυναμική ενέργεια Π = Π[w] της πλάκας ισχύουν
και εδώ οι σχέσεις (7.7.35) έως (7.7.40) της Εφαρμογής Ε7.12 για τη στατική κατα-
πόνηση πλάκας, οι οποίες ίσχυαν και στο αντίστοιχο στατικό πρόβλημα. Εδώ όμως
στο δυναμικό πρόβλημα φυσικά το βέλος κάμψεως w και η φόρτιση p της πλάκας
εξαρτώνται όχι μόνο από τη θέση (x, y) στην πλάκα αλλά και από το χρόνο t.

Ζητούνται: (α) Να διαπιστωθεί ότι η συνολική κινητική ενέργεια Τ = Τ[w] της
πλάκας δίνεται από τον τύπο

T = T[w] = 1
2 P

ρhw2
t dxdy (7.7.53)

επαναλαμβάνεται με ρ την πυκνότητα του υλικού της πλάκας και h το πάχος της.
Άρα ρh είναι η επιφανειακή πυκνότητα της πλάκας, που εδώ είναι σταθερή. Αυτός
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ο τύπος είναι βέβαια απόλυτα ανάλογος με τον πρώτο τύπο (7.7.28) για τη συνο-
λική κινητική ενέργεια Τ = Τ[v] της δοκού εκεί βέβαια με v το βέλος κάμψεως της
δοκού. Λαμβάνουμε τώρα υπόψη μας ότι η εξίσωση των Euler–Lagrange στο παρόν
πρόβλημα πλάκας παίρνει την κάπως γενικευμένη (λόγω και του χρόνου t) μορφή

𝜕F
𝜕w − 𝜕𝜕t 

𝜕F
𝜕wt

 +
𝜕2

𝜕x2 
𝜕F
𝜕wxx

 +
𝜕2

𝜕x𝜕y 
𝜕F
𝜕wxy

 +
𝜕2

𝜕y2 
𝜕F
𝜕wyy

 = 0. (7.7.54)

Εδώ F είναι η ολοκληρωτέα συνάρτηση στο προς στασιμοποίηση συναρτησιακό
J = J[w], το οποίο είναι φυσικά απόλυτα ανάλογο με το συναρτησιακό J = J[v] που
είχαμε στη δοκό, σχέση (7.7.25) της Εφαρμογής Ε7.11. Σημειώνουμε πως στην πιο
πάνω εξίσωση των Euler–Lagrange (7.7.54) περιλάβαμε μόνο τους όρους που δεν
είναι μηδενικοί στο παρόν δυναμικό πρόβλημα πλάκας.

(β) Με βάση και τη σχέση (7.7.40) της Εφαρμογής Ε7.12 να αποδειχθεί πως αυτή
η ολοκληρωτέα συνάρτηση F στο συναρτησιακό J = J[w] δίνεται από τον τύπο

F = F(x, y, t,w,wt ,wxx ,wxy ,wyy) =
ρh
2
w2
t −

D
2
[(wxx + wyy)

2

− 2(1 − ν)(wxxwyy − w2
xy)] + p(x, y, t)w. (7.7.55)

(γ) Στη συνέχεια με χρήση της πιο πάνω εξισώσεως των Euler–Lagrange (7.7.54)
να αποδειχθεί ότι η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους που ισχύει για το
βέλος κάμψεως w = w(x, y, t) στο παρόν δυναμικό πρόβλημα πλάκας έχει τη μορφή

D∇4w + ρh
𝜕2w
𝜕t2 = p(x, y, t) ή ισοδύναμα ∇4w + ρh

D
𝜕2w
𝜕t2 = p(x, y, t)

D
. (7.7.56)

Προφανώς αυτή η εξίσωση αποτελεί γενίκευση (τώρα και με τον αδρανειακό όρο)
της αντίστοιχης εξισώσεως (7.7.49), που ισχύει στο στατικό πρόβλημα πλάκας. s

Ε7.8
Ε7.8. ΕΛΑΧΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΩΝ ΥΠΟ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ

Ε7.8.1
Ε7.8.1. Ισοπεριμετρικά προβλήματα

Σε μερικές περιπτώσεις θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε (ή γενικότερα να στα-
σιμοποιήσουμε) ένα συναρτησιακό J υπό κάποιους περιορισμούς. Για παράδειγμα,
ας υποθέσουμε εδώ πως θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε (ή να στασιμοποιήσουμε)
το συναρτησιακό J[y] στη σχέση (7.1.1), το επαναλαμβάνουμε

J[y] =
b

a
F(x, y, y )dx (7.8.1)

με δύο συγκεκριμένες συνοριακές συνθήκες y(a) = ya και y(b) = yb. Επιπλέον έχουμε
όμως και τον ολοκληρωτικό περιορισμό (περιορισμό σε μορφή ολοκληρώματος)

b

a
G(x, y, y )dx = C (7.8.2)

(με το C γνωστή σταθερά) και εδώ όπως και στο ίδιο το συναρτησιακό ξανά μόνο
με πρώτη παράγωγο y της άγνωστης συναρτήσεως y = y(x). Φυσικά εδώ οι δύο συ-
ναρτήσεις F(x, y, y ) καιG(x, y, y ) είναι γνωστές συναρτήσεις των τριών μεταβλητών
τους, ενώ άγνωστη συνάρτηση είναι βέβαια η συνάρτηση y = y(x). Αυτή είναι και
η συνάρτηση που δηλώνεται στο συναρτησιακό J[y].

Στο σημείο αυτό σημειώνουμε ότι κάποιες φορές ο περιορισμός (7.8.2) αφορά
στο μήκος της περιμέτρου μιας περιοχής. Για το λόγο αυτό για το παρόν πρόβλημα
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χρησιμοποιείται ο όρος ισοπεριμετρικό πρόβλημα ακόμη και στην περίπτωση που
ο περιορισμός (7.8.2) δεν αφορά σε μήκος περιμέτρου περιοχής ούτε καν σε μήκος
καμπύλης. Σημειώνεται πως το κλασικό σχετικό πρόβλημα αφορά στο σχήμα της
περιοχήςD η οποία περικλείεται από κλειστή καμπύλη C0 συγκεκριμένου μήκους S
(του μήκους της περιμέτρου της περιοχής D), έτσι ώστε το εμβαδόν της περιοχής D
να γίνει μέγιστο. Το σχήμα αυτό αποδεικνύεται ότι είναι μια κυκλική περιοχή με
την περίμετρό του περιφέρεια κύκλου (ή απλά κύκλο).

Για την παρούσα ελαχιστοποίηση (ή γενικότερα τη στασιμοποίηση) η μέθοδος
που ακολουθείται εδώ είναι η μέθοδος της χρήσης ενός πολλαπλασιαστή Lagrange.
Πιο συγκεκριμένα μπορεί να αποδειχθεί ότι για την παρούσα ελαχιστοποίηση του
συναρτησιακού J[y] αρκεί να ελαχιστοποιηθεί το τροποποιημένο συναρτησιακό

J∗[y] =
b

a
F∗(x, y, y )dx. (7.8.3)

Εδώ βλέπουμε ότι χρησιμοποιείται μια νέα, βοηθητική συνάρτηση, η συνάρτηση

F∗(x, y, y ) = F(x, y, y ) + λG(x, y, y ), (7.8.4)

όπου το λ είναι μία σταθερά: ο πολλαπλασιαστής Lagrange. Σημειώνουμε βέβαια
ότι τους πολλαπλασιαστές Lagrange τους έχουμε ήδη συναντήσει στο Διαφορικό
Λογισμό στην περίπτωση που θέλαμε και εκεί να βρούμε το ακρότατο μιας συναρ-
τήσεως υπό κάποιον περιορισμό ή κάποιους περιορισμούς σε μορφή εξισώσεων.

Η όλη διαδικασία είναι λοιπόν να δουλέψουμε με το συναρτησιακό J∗[y] ελαχι-
στοποιώντας το με τη χρήση της σχετικής εξισώσεως των Euler–Lagrange. Στο απο-
τέλεσμα που θα βρούμε πέρα βέβαια από τις σταθερές που θα προκύψουν στη λύση
αυτής της διαφορικής εξισώσεως θα υπάρχει και η σταθερά λ: ο πολλαπλασιαστής
Lagrange του προβλήματός μας. Για τον προσδιορισμό όλων τους πέρα από τις δύο
(στην παρούσα περίπτωση) διαθέσιμες συνοριακές συνθήκες y(a) = ya και y(b) = yb
θα πρέπει φυσικά να χρησιμοποιηθεί και ο ολοκληρωτικός περιορισμός (7.8.2).

Και προφανώς όλα αυτά γενικεύονται επίσης στην περίπτωση παρουσίας και
της δευτέρας παραγώγου της άγνωστης συναρτήσεως y = y(x) ή και παραγώγων
της ακόμη μεγαλύτερης τάξεως. Επίσης και στην περίπτωση όπου έχουμε πάνω από
έναν περιορισμό της μορφής (7.8.2) ας πούμε τουςm περιορισμούς (κι εδώ σε μορφή
ολοκληρωτικών περιορισμών και συγκεκριμένα εξισώσεων με ολοκληρώματα)

b

a
Gi(x, y, y )dx = Ci με i = 1, 2,… ,m, (7.8.5)

με τα Gi(x, y, y ) γνωστές συναρτήσεις και με τα Ci γνωστές σταθερές. Προφανώς σε
αυτήν την περίπτωση θα πρέπει ανάλογα με πριν να χρησιμοποιηθούν m πολλα-
πλασιαστές Lagrange λ1, λ2,… , λm και με χρήση τους η νέα, βοηθητική συνάρτηση

F∗(x, y, y ) = F(x, y, y ) +
m


i=1

λiGi(x, y, y ). (7.8.6)

Συνήθως όμως σε ισοπεριμετρικά προβλήματα έχουμε ένα μόνο περιορισμό:m = 1.
v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.8t Εφαρμογή E7.13 z Αλυσοειδής καμπύλη

Σαν μια εφαρμογή της μεθόδου του πολλαπλασιαστή Lagrange σε ισοπεριμετρικό
πρόβλημα θεωρούμε το κλασικό πρόβλημα της αλυσοειδούς καμπύλης (ή πιο απλά
αλυσοειδούς). Αυτό εδώ το πρόβλημααφορά στον προσδιορισμό του σχήματος που
παίρνει μια εύκαμπτη αλυσίδα (ή ένα εύκαμπτο σχοινί ή ένα εύκαμπτο καλώδιο
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ή κάτι παρόμοιο) μήκους S υπό την επίδραση της βαρύτητας. Η αλυσίδα θεωρείται
ότι στηρίζεται σταθερά στα δύο άκρα της, δηλαδή στα σημεία της (a, ya) και (b, yb)
με απόστασή τους d φυσικά μικρότερη από το μήκος S της αλυσίδας: d < S. Το πρό-
βλημα της αλυσοειδούς καμπύλης παρουσιάζεται προσεγγιστικά και σε μια πάρα
πολύ απλή, λεπτή και εύκαμπτη γέφυρα που κρέμεται από τα δύο άκρα της (χωρίς
δυνατότητα στρέψεώς της). Εκεί το σχήμα της γέφυρας (η καλούμενη αλυσοειδής
καμπύλη ή πιο απλά αλυσοειδής) καθορίζεται μόνο από τη βαρύτητα.

Πιο συγκεκριμένα εδώ θα πρέπει η δυναμική ενέργεια V της αλυσίδας στην
ισορροπία της να γίνει ελάχιστη σύμφωνα με την αρχή της ελάχιστης συνολικής
δυναμικής ενέργειας. (Εδώ δεχόμαστε ότι δεν υπάρχει ενέργεια παραμορφώσεως
της αλυσίδας, η οποία θεωρείται εύκαμπτη και ομογενής.) Άρα με ρ τη γραμμική
πυκνότητα της αλυσίδας και g την επιτάχυνση της βαρύτητας θα πρέπει να έχουμε

V = V[y] =
b

a
ρgyds(x) = ρg

b

a
y 1 + y 2 dx = minimum, (7.8.7)

επειδή το στοιχειώδες μήκος ds της αλυσίδας είναι ds = ds(x) =  1 + y 2 dx, όπως
γνωρίζουμε από τον τύπο (7.1.3), και η αντίστοιχη στοιχειώδης δυναμική ενέργεια
είναι dV = ρgyds. Σημειώνουμε ότι εδώ υποθέσαμε πως η θετική διεύθυνση του
ύψους y των σημείων της αλυσίδας είναι προς τα πάνω και όχι προς τη γη.

Και τώρα, επειδή το μήκος S της αλυσίδας δίνεται από τον τύπο (7.1.4), θα ισχύει
b

a 
1 + y 2 dx = S (7.8.8)

εδώ βέβαια με το μήκος S της αλυσίδας γνωστό. Αυτός είναι ο περιορισμός μας στο
παρόν ισοπεριμετρικό πρόβλημα (με τον περιορισμό σε μορφή ολοκληρώματος).

Εδώ έχουμε επομένως το πρόβλημα της ελαχιστοποιήσεως του συναρτησιακού
V = V[y], δηλαδή της δυναμικής ενέργειας της αλυσίδας, υπό τον περιορισμό (7.8.8)
για το μήκος της S. Και επειδή η θετική σταθερά ρg δεν παίζει κανένα ρόλο κατά
την ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού V = V[y], μπορούμε να την αγνοήσουμε.
Επομένως οι δύο συναρτήσεις F(x, y, y ) και G(x, y, y ) δίνονται εδώ από τις σχέσεις

F(x, y, y ) = y 1 + y 2 και G(x, y, y ) =  1 + y 2 . (7.8.9)

Κατά συνέπεια με τη χρήση και του πολλαπλασιαστή Lagrange λ η σχέση (7.8.4)
παίρνει στο παρόν πρόβλημα αλυσίδας (ή σχοινιού ή καλωδίου, κλπ.) τη μορφή

F∗(x, y, y ) = F(x, y, y ) + λG(x, y, y ) = y 1 + y 2 + λ 1 + y 2 (7.8.10)

και τελικά πιο απλά
F∗(x, y, y ) = (y + λ) 1 + y 2. (7.8.11)

Αυτή είναι λοιπόν η ολοκληρωτέα συνάρτηση στο βοηθητικό συναρτησιακό J∗[y]
στη σχέση (7.8.3) κι εδώ που χρησιμοποιούμε το σύμβολοV της δυναμικής ενέργειας

V∗[y] =
b

a
F∗(x, y, y )dx =

b

a
(y + λ) 1 + y 2 dx. (7.8.12)

Αυτό είναι το βοηθητικό συναρτησιακό που θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε τώ-
ρα πια χωρίς κανέναν περιορισμό. Δηλαδή ο περιορισμός (7.8.8) έχει ενσωματωθεί
στο προς ελαχιστοποίηση συναρτησιακό V∗[y] και δε χρειάζεται να ληφθεί υπόψη
με ιδιαίτερο τρόπο κατά την ελαχιστοποίησή του. Στο τέλος όμως ο ίδιος περιορι-
σμός (7.8.8) θα χρειασθεί να ληφθεί υπόψη για τον προσδιορισμό των σταθερών στη
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λύση που θα βρεθεί, εδώ στην αλυσοειδή καμπύλη (ή πιο απλά στην αλυσοειδή) για
το λόγο ότι το μήκος της S δεν έχει ληφθεί καθόλου υπόψη στο συναρτησιακόV∗[y].

Φυσικά το επόμενο βήμα μας είναι να καταστρώσουμε τη σχετική εξίσωση των
Euler–Lagrange, που είναι η διαφορική εξίσωση του προβλήματός μας. Πρόκειται
ασφαλώς για την ήδη πολύ γνωστή μας εξίσωση (7.2.4), που την επαναλαμβάνουμε
και εδώ με F∗ αντί για F, οπότε ισχύει

𝜕F∗
𝜕y − d

dx 
𝜕F∗
𝜕y  = 0 με a ≤ x ≤ b. (7.8.13)

Είναι εύκολη η εκτέλεση των σχετικών παραγωγίσεων στη συνάρτηση F∗(x, y, y ) στη
σχέση (7.8.11). Προκύπτει αμέσως ότι

 1 + y 2 − d
dx

⎡
⎢
⎣

(y + λ)y

 1 + y 2

⎤
⎥
⎦
= 0. (7.8.14)

Πρόκειται για μια συνήθη διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως λόγω και της πα-
ραγώγου d/dx. Η λύση της προκύπτει (όχι και τόσο εύκολα, γιατί αυτή η διαφορική
εξίσωση δεν είναι γραμμική) ότι έχει βασικά τη μορφή υπερβολικού συνημιτόνου:

y = y(x) = −λ + C1 cosh
x + C2
C1

. (7.8.15)

Και φυσικά στη λύση αυτή πέρα από τη σταθερά λ (τον πολλαπλασιαστή Lagrange)
έχουμε και δύο αυθαίρετες σταθερές: τις C1 και C2. Τρεις λοιπόν είναι συνολικά οι
προς προσδιορισμό σταθερές: οι λ, C1 και C2. Αυτές μπορούν να προσδιορισθούν
με βάση τον περιορισμό (7.8.8) για το μήκος S της αλυσίδας (που είναι γνωστό) και
τις δύο συνοριακές συνθήκες y(a) = ya και y(b) = yb , που είναι επίσης γνωστές. Ούτε
και αυτοί οι υπολογισμοί είναι ιδιαίτερα εύκολοι, αλλ’ είναι απόλυτα εφικτοί. Εν
πάση περιπτώσει το σχήμα της εύκαμπτης αλυσίδας είναι της μορφής (7.8.15). Αυτό
εδώ το σχήμα, που καλείται αλυσοειδής καμπύλη (ή πιο απλά αλυσοειδής), παίρνει
η αλυσίδα (ή το σχοινί, το καλώδιο, κλπ.) υπό την επίδραση της βαρύτητας εδώ στο
Λογισμό Μεταβολών με βάση την αρχή της ελάχιστης συνολικής δυναμικής ενέρ-
γειας V = V[y] της αλυσίδας. Και έτσι προσδιορίσαμε με ενεργειακή μέθοδο την
αλυσοειδή καμπύλη αντί να βασιστούμε για τον προσδιορισμό της στις εξισώσεις
ισορροπίας της αλυσίδας, κάτι που είναι βέβαια επίσης απόλυτα εφικτό σαν μια
εναλλακτική δυνατότητα. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε7.8t Άσκηση E7.12 z Αλυσοειδής καμπύλη

Στην παρούσα άσκηση, που βασίζεται στην αμέσως προηγούμενη Εφαρμογή Ε7.13
για την αλυσοειδή καμπύλη (ή πιο απλά αλυσοειδή), ζητούνται επίσης: (α) Να επα-
ληθευθεί ότι η υπερβολική συνάρτηση (7.8.15) είναι πραγματικά λύση της εξισώ-
σεως των Euler–Lagrange (7.8.14). Θεωρούμε τώρα τα δύο άκρα της αλυσίδας ότι
είναι τα δύο σημεία (−d/2, 0) και (d/2, 0) του άξονα Ox. Να ελεγχθεί ότι τότε θα
πρέπει να ισχύει η σχέση cosh[(d − 2C2)/(2C1)] = cosh[(d + 2C2)/(2C1)]. Από αυτήν
τη σχέση αποδεικνύεται ότι, επειδή d > 0, θα πρέπει να ισχύει C2 = 0 και επομέ-
νως y = −λ + C1 cosh(x/C1). Υπό αυτές τις προϋποθέσεις ζητείται να αποδειχθούν:
(β) Ότι S = 2C1 sinh[d/(2C1)]. Άρα με γνωστό το μήκος S της αλυσίδας η άγνωστη
σταθεράC1 προκύπτει αριθμητικά από αυτήν την υπερβατική εξίσωση (με δύο αντί-
θετες τιμές: με συν που αντιστοιχεί σε ελάχιστο του V και με πλην που αντιστοιχεί
σε μέγιστο). (γ) Ότι λ = C1 cosh[d/(2C1)] για τον πολλαπλασιαστή Lagrange λ. s
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Ε7.8.2
Ε7.8.2. Προβλήματα με συνηθισμένους περιορισμούς σε μορφή εξισώσεων

Πιο συχνά από τους ολοκληρωτικούς περιορισμούς που μελετήσαμε στην προη-
γούμενη Παράγραφο Ε7.8.1 παρουσιάζονται συνηθισμένοι (χωρίς ολοκληρώματα)
περιορισμοί σε μορφή εξισώσεων κατά την ελαχιστοποίηση (ή γενικότερα κατά τη
στασιμοποίηση) ενός συναρτησιακού J της μορφής (7.8.1), την επαναλαμβάνουμε

J[y] =
b

a
F(x, y, y )dx. (7.8.16)

Ένας τέτοιος συνηθισμένος (χωρίς ολοκλήρωμα) περιορισμός έχει γενικά τη μορφή

G(x, y, y ) = 0. (7.8.17)

Δηλαδή η διαφορά με τον περιορισμό (7.8.2) είναι ότι τώρα η γνωστή συνάρτηση
G(x, y, y ) δεν είναι πια η ολοκληρωτέα συνάρτηση σε ένα ολοκλήρωμα: είναι απλά
το αριστερό μέλος σε μια εξίσωση. Και φυσικά και εδώ εμείς θέλουμε να προσδιο-
ρίσουμε την άγνωστη συνάρτηση y = y(x) που ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό J[y]
στη σχέση (7.8.16), ενώ ταυτόχρονα πληροί και τον περιορισμό (7.8.17).

Και εδώ, όπως και πριν στα ισοπεριμετρικά προβλήματα με ολοκληρωτικούς
περιορισμούς της μορφής (7.8.2), η κατάλληλη μέθοδος είναι αυτή που βασίζεται
στον πολλαπλασιαστή Lagrange. Εδώ επιλέγεται ένας πολλαπλασιαστής Lagrange
της μορφής λ = λ(x) (δηλαδή αντίθετα με πριν δεν είναι απλά μια σταθερά, αλλά
μια συνάρτηση του x) και θεωρείται ο βοηθητικός ολοκληρωτικός περιορισμός

b

a
G∗(x, y, y )dx = 0 με G∗(x, y, y ) = λ(x)G(x, y, y ). (7.8.18)

Αυτό συμβαίνει, επειδή, αφούG(x, y, y ) = 0, σχέση (7.8.17), θα ισχύει επίσης η σχέση
G∗(x, y, y ) = λ(x)G(x, y, y ) = 0 άρα και ο παραπάνω ολοκληρωτικός περιορισμός.

Επομένως το παρόν πρόβλημα με συνηθισμένο περιορισμό της μορφής (7.8.17)
έχει αναχθεί στο ισοπεριμετρικό πρόβλημα με ολοκληρωτικό περιορισμό της προη-
γούμενης Παραγράφου Ε7.8.1. Επομένως θα πρέπει και εδώ να ελαχιστοποιήσουμε
(γενικότερα να στασιμοποιήσουμε) το νέο, το τροποποιημένο συναρτησιακό (7.8.3),
το επαναλαμβάνουμε

J∗[y] =
b

a
F∗(x, y, y )dx (7.8.19)

με τη νέα, βοηθητική συνάρτηση (7.8.4), που τώρα παίρνει τη μορφή

F∗(x, y, y ) = F(x, y, y ) + G∗(x, y, y ) = F(x, y, y ) + λG(x, y, y ), (7.8.20)

όπου y = y(x) και λ = λ(x). Δηλαδή τώρα έχουμε δύο εξαρτημένες μεταβλητές:
(α) την αρχική μας άγνωστη συνάρτηση y = y(x) και (β) τη νέα, βοηθητική άγνω-
στη συνάρτηση λ = λ(x), δηλαδή τον άγνωστο πολλαπλασιαστή Lagrange. Αυτός,
επαναλαμβάνουμε, στην προηγούμενηΠαράγραφο Ε7.8.1 ήταν απλά μια άγνωστη
σταθερά, ενώ τώρα είναι μια άγνωστη συνάρτηση του x.

Επομένως τώρα έχουμε δύο εξισώσεις των Euler–Lagrange της μορφής (7.5.15),
μία με q1 = y και μία με q2 = λ, και προφανώς με F∗ αντί για L και με x αντί για t
σαν ανεξάρτητη μεταβλητή. Άρα θα ισχύουν οι δύο εξισώσεις των Euler–Lagrange

𝜕F∗
𝜕y − d

dx 
𝜕F∗
𝜕y  = 0, (7.8.21)

η κύρια εξίσωσή μας, και

𝜕F∗
𝜕λ − d

dx 
𝜕F∗
𝜕λ  = 0, οπότε G(x, y, y ) = 0. (7.8.22)
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Αυτό το διαπιστώνουμε αμέσως από τη σχέση (7.8.20), που ευτυχώς δεν περιέχει
τηνπαράγωγο λ = λ (x). Δηλαδήη δεύτερη εξίσωση τωνEuler–Lagrange (η εξίσωση
που αφορά στον πολλαπλασιαστή Lagrange λ = λ(x)) ανάγεται αμέσως στον ίδιο
τον περιορισμό μας (7.8.17) χωρίς το λ = λ(x). Ε απόλυτα λογικό είναι αυτό!

Καταλήξαμε λοιπόν εδώ σε ένα σύστημα δύο συνήθων διαφορικών εξισώσεων:
των εξισώσεων (7.8.21) και (7.8.22) δεξιά με δύο άγνωστες συναρτήσεις: τις y = y(x)
και λ = λ(x). Η επίλυσή τους μας επιτρέπει τον προσδιορισμό της άγνωστης συναρ-
τήσεως y = y(x), η οποία ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό (7.8.16) με ταυτόχρονη
πλήρωση φυσικά του περιορισμού (7.8.17). Και παράλληλα μας επιτρέπει βέβαια
και τον προσδιορισμό του άγνωστου πολλαπλασιαστή Lagrange λ = λ(x).

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε7.8t Εφαρμογή E7.14 z Μόνιμη στρωτή ροή συνεκτικού ρευστού

Σε αυτήν την εφαρμογή θεωρούμε τη μόνιμη στρωτή διδιάστατη ροή ασυμπίεστου
συνεκτικού ρευστού με συντελεστή συνεκτικότητας (ιξώδες) μ. Μια τέτοια ροή, που
καθορίζεται από τις εξισώσεις Stokes (προβλημα Stokes), μπορεί να διατυπωθεί και
με τη χρήση του Λογισμού Μεταβολών. Συγκεκριμένα σε αυτήν τη ροή σε επίπεδη
περιοχή D αποδεικνύεται ότι θα πρέπει να ελαχιστοποιείται το συναρτησιακό

J[u] ≡ J[u, v] =
D
μ(u2x + v2y) +

μ
2
(uy + vx)

2 − ( fxu + fyv)dxdy. (7.8.23)

Εδώ το σύμβολο u = (u, v) δηλώνει την ταχύτητα του ρευστού και τα τέσσερα σύμ-
βολα ux , uy , vx και vy δηλώνουν τις πρώτες μερικές παραγώγους των συνιστωσών
της u και v. Επίσης fx και fy είναι οι καθολικές δυνάμεις (δυνάμεις μάζας) οι οποίες
ασκούνται στο ρευστό. Στο παρόν πρόβλημα ροής ισχύει βέβαια και η εξίσωση της
συνεχείας. Εδώ που υποθέσαμε ασυμπίεστο ρευστό αυτή έχει τη γνωστή μας μορφή

divu = 0 και ισοδύναμα ux + vy = 0. (7.8.24)

Επομένως εδώ έχουμε δύο άγνωστες συναρτήσεις: τις δύο συνιστώσες u και v της
ταχύτητας u του ρευστού και ένα συνηθισμένο (όχι ολοκληρωτικό) περιορισμό: την
εξίσωση της συνεχείας (7.8.24). Αυτό το πρόβλημα Ρευστομηχανικής αναφέρεται
στην παρούσα μορφή του και ανάγεται σε διαφορικές εξισώσεις με μερικές παρα-
γώγους με τη μέθοδο του πολλαπλασιαστή Lagrange λ = λ(x, y) από το Reddy.6

Από το συναρτησιακό J[u] ≡ J[u, v] στη σχέση (7.8.23) προκύπτει αμέσως πως
η σχετική ολοκληρωτέα συνάρτηση F έχει τη μορφή

F = F(x, y,u, v,ux ,uy , vx , vy) = μ(u2x + v2y) +
μ
2
(uy + vx)

2 − ( fxu + fyv). (7.8.25)

Στη συνέχεια από τον περιορισμό (7.8.24), την εξίσωση της συνεχείας, παρατηρούμε
αμέσως ότι η αντίστοιχη συνάρτηση G σε αυτόν τον περιορισμό έχει τη μορφή

G = G(x, y, ux, vy) = ux + vy . (7.8.26)

Επομένως με βάση τα προηγούμενα χρησιμοποιούμε εδώ ένα τροποποιημένο
συναρτησιακό της μορφής (7.8.19) και εδώ που έχουμε δύο άγνωστες συναρτήσεις,
τις δύο συνιστώσες u και v της ταχύτητας u του ρευστού στην παρούσα στρωτή ροή,

J[u] ≡ J[u, v] =
D
F∗(x, y, u, v,ux ,uy , vx , vy)dxdy. (7.8.27)

6Reddy, J. N. (1986), Applied Functional Analysis and Variational Methods in Engineering, McGraw-
Hill, New York, pp. 172–174.
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Στο συναρτησιακό αυτό η βοηθητική συνάρτηση F∗ δίνεται από τον τύπο (7.8.20),
που στην παρούσα εφαρμογή, όπου λαμβάνονται υπόψη και οι δύο σχέσεις (7.8.25)
και (7.8.26) για τις συναρτήσεις F και G αντίστοιχα, παίρνει τελικά τη μορφή

F∗(x, y, u, v, ux ,uy , vx , vy) = μ(u2x + v2y) +
μ
2
(uy + vx)

2 − ( fxu+ fyv) + λ(ux + vy). (7.8.28)

Σημειώνουμε βέβαια ότι εδώπουβρισκόμαστε στις δύο διαστάσεις (διδιάστατη ροή)
ο πολλαπλασιαστής Lagrange είναι της μορφής λ = λ(x, y) ακριβώς όπως συμβαίνει
και με τις δύο συνιστώσες u = u(x, y) και v = v(x, y) της ταχύτητας u του ρευστού.

Τώρα λοιπόν που έχουμε εδώ τρεις άγνωστες συναρτήσεις u = u(x, y), v = v(x, y)
και λ = λ(x, y), θα έχουμε επίσης τρεις εξισώσεις των Euler–Lagrange αντί για τις
δύο εξισώσεις (7.8.21) και (7.8.22). Αυτές είναι στο παρόν πρόβλημα στρωτής ροής

𝜕F∗
𝜕u − 𝜕𝜕x 

𝜕F∗
𝜕ux 

− 𝜕𝜕y 
𝜕F∗
𝜕uy 

= 0, (7.8.29)

𝜕F∗
𝜕v − 𝜕𝜕x 

𝜕F∗
𝜕vx 

− 𝜕𝜕y 
𝜕F∗
𝜕vy 

= 0, (7.8.30)

𝜕F∗
𝜕λ − 𝜕𝜕x 

𝜕F∗
𝜕λx 

− 𝜕𝜕y 
𝜕F∗
𝜕λy 

= 0 (7.8.31)

με τους δείκτες x και y στις άγνωστες συναρτήσεις, επαναλαμβάνουμε, να δηλώνουν
και εδώ μερικές παραγωγίσεις αυτών των συναρτήσεων.

Και τώρα απλά με αντικατάσταση της πιο πάνω εκφράσεως (7.8.28) για τη νέα,
βοηθητική συνάρτηση F∗ σε αυτές τις τρεις εξισώσεις των Euler–Lagrange προκύπτει
πολύ εύκολα το σύστημα των τριών διαφορικών εξισώσεων με μερικές παραγώγους

−fx −
𝜕
𝜕x (2μux + λ) − 𝜕

𝜕y [μ(uy + vx)] = 0, (7.8.32)

−fy −
𝜕
𝜕x [μ(uy + vx)] −

𝜕
𝜕y [2μvy + λ)] = 0, (7.8.33)

ux + vy = 0. (7.8.34)

Παρατηρούμε ότι προφανώς η τρίτη αυτή εξίσωση (7.8.34) είναι η ίδια η εξίσωση της
συνεχείας (7.8.24) όπως και αναμέναμε. Οι δύο πρώτες από αυτές εδώ τις διαφορικές
εξισώσεις με μερικές παραγώγους γράφονται εύκολα και στις τελικές τους μορφές

−μ(2uxx + uyy + vxy) − λx = fx , (7.8.35)

−μ(uxy + vxx + 2vyy) − λy = fy . (7.8.36)

Συγκρίνουμε τώρα αυτές τις δύο διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους
στο παρόν πρόβλημα διδιάστατης στρωτής ροής με τις αντίστοιχες εξισώσεις που
προκύπτουνμε τον κλασικό τρόπο, δηλαδή χωρίς τοΛογισμόΜεταβολών, και είναι

−μ(2uxx + uyy + vxy) + px = fx , (7.8.37)

−μ(uxy + vxx + 2vyy) + py = fy . (7.8.38)

Εδώ το p δηλώνει την πίεση του ρευστού και τα px και py δηλώνουν τις αντίστοιχες
μερικές παραγώγους στο παρόν πρόβλημα διδιάστατης στρωτής ροής. Παρατηρεί-
ται έτσι ότι ο πολλαπλασιαστής Lagrange λ = λ(x, y) δίνεται από τη σχέση λ = −p,
όπως σημειώνει και ο Reddy στο βιβλίο του που ήδη αναφέραμε.7 Τόσο απλά! s

7Reddy, J. N. (1986), Applied Functional Analysis and Variational Methods in Engineering, McGraw-
Hill, New York, p. 174.
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο E8
Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ RAYLEIGH–RITZ

ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
Στο Κεφάλαιο αυτό Ε8 συνεχίζουμε το προηγούμενο Κεφάλαιο Ε7. Εδώ αναφερόμαστε στην ενδιαφέ-

ρουσα προσεγγιστική μέθοδο των Rayleigh–Ritz για την ελαχιστοποίηση (γενικότερα τη στασιμοποίηση)
ενός συναρτησιακού J ή Π, όπως είναι τα συναρτησιακά που συναντήσαμε στο προηγούμενο Κεφάλαιο Ε7.
Σύμφωνα με τη μέθοδο τωνRayleigh–Ritz θεωρούμε την άγνωστη συνάρτηση στο ολοκλήρωμα του συναρ-
τησιακού που θέλουμε να προσδιορίσουμε σαν γραμμικό συνδυασμό (με πεπερασμένο άθροισμα) γραμμικά
ανεξάρτητων και λίγο–πολύ απλών συναρτήσεων που επαληθεύουν μάλιστα τις συνοριακές συνθήκες του
προβλήματος. Οι συντελεστές σε αυτόν το γραμμικό συνδυασμό είναι άγνωστοι και πρέπει να προσδιορι-
σθούν. Αυτό συμβαίνει με μηδενισμό όλων των πρώτων μερικών παραγώγων του συναρτησιακού ως προς
όλους αυτούς τους συντελεστές. Συνήθως μάλιστα στα προβλήματα του Πολιτικού Μηχανικού (όπως π.χ.
σε δοκούς) προκύπτει ένα σύστημα γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων που είναι πολύ εύκολο να επιλυθεί.

Αυτή η μέθοδος των Rayleigh–Ritz αποτελεί μια εντελώς διαφορετική δυνατότητα ελαχιστοποιήσεως
ενός συναρτησιακού σε σύγκρισή της με τη μέθοδο του προηγούμενου κεφαλαίου. Εκεί χρησιμοποιήθηκε
η μέθοδος της αναγωγής του προβλήματος σε σχετική διαφορική εξίσωση των Euler–Lagrange είτε συνήθη
στη μία διάσταση είτε με μερικές παραγώγους στις δύο, τρεις ή τέσσερις (χώρος και χρόνος) διαστάσεις.

Μετά από τη συνοπτική αναφορά της θεωρίας παρουσιάζονται και δύο εφαρμογές της μεθόδου των
Rayleigh–Ritz. Η πρώτη εφαρμογή αφορά στο πρόβλημα της δοκού υπό κάθετη κατανεμημένη φόρτιση.
Το πρόβλημα αυτό λύνεται με την προσεγγιστική μέθοδο των Rayleigh–Ritz πρώτα για αμφίπακτη δοκό
υπό ομοιόμορφη (σταθερή) φόρτιση και στη συνέχεια υπό τριγωνική φόρτιση. Και στις δύο περιπτώσεις
χρησιμοποιούνται στις προσεγγίσεις της μεθόδου απλές πολυωνυμικές συναρτήσεις που πληρούν τις συνο-
ριακές συνθήκες στις πακτώσεις της αμφίπακτης δοκού. Έτσι βρίσκεται εύκολα η λύση του προβλήματος.
Στη συνέχεια αναφέρεται σε άσκηση και η περίπτωση της αμφιέρειστης δοκού πάλι υπό ομοιόμορφη φόρ-
τιση. Εκεί όμως χρησιμοποιούνται αναγκαστικά τριγωνομετρικές και όχι πια πολυωνυμικές συναρτήσεις.

Η δεύτερη εφαρμογή αφορά σε ένα διδιάστατο πρόβλημα και συγκεκριμένα στο πρόβλημα της ροής
ασυμπίεστου Νευτώνειου ρευστού σε αγωγό ορθογωνικής διατομής. Και αυτό το πρόβλημα λύνεται εδώ
προσεγγιστικά με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz με χρήση κατάλληλων απλών πολυωνυμικών συναρτή-
σεων στις δύο διαστάσεις για την ελαχιστοποίηση του σχετικού συναρτησιακού. Αυτό έχει άγνωστη συνάρ-
τηση την ταχύτητα του ρευστού κατά μήκος του αγωγού. Με χρήση μάλιστα της προσεγγιστικής λύσεως
που προκύπτει υπολογίζεται και η παροχή του Νευτώνειου ρευστού στον αγωγό. Σημειώνεται μάλιστα ότι
εντελώς ανάλογο πρόβλημα παρουσιάζεται στη στρέψη ορθογωνικής ράβδου στη Μηχανική των Υλικών.

Το συμπέρασμα που συνάγεται από αυτές τις εφαρμογές είναι ότι η μέθοδος των Rayleigh–Ritz είναι
μια πολύ ενδιαφέρουσα και σχετικά εύκολη στη χρήση της προσεγγιστική μέθοδος για την επίλυση αρκε-
τών προβλημάτων του Πολιτικού Μηχανικού. Και μάλιστα πολύ συχνά η λύση που προκύπτει έχει αρκετά
καλή ακρίβεια ακόμη και για πολύ μικρό αριθμό όρων στο πεπερασμένο άθροισμα που χρησιμοποιείται.
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Ε8.1
Ε8.1. ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟΔΟΥ ΤΩΝ RAYLEIGH–RITZ

Στο προηγούμενο Κεφάλαιο Ε7 αναφερθήκαμε εκτενώς στην ελαχιστοποίηση
(γενικότερα στη στασιμοποίηση) συναρτησιακών J (ή με διαφορετικό σύμβολο Π),
π.χ. συναρτησιακών των μορφών

J[y] =
b

a
F(x, y, y )dx, J[y] =

b

a
F(x, y, y , y )dx με y = y(x),

J[u] =
D
F(x, y, u,ux,uy)dxdy με u = u(x, y), ux ∶=

𝜕u
𝜕x , uy ∶=

𝜕u
𝜕y , (8.1.1)

κλπ. Για την ελαχιστοποίηση ενός τέτοιου συναρτησιακού J προσδιορίσαμε στην
πρώτη περίπτωση και απλά αναφέραμε στις υπόλοιπες περιπτώσεις τη σχετική εξί-
σωση των Euler–Lagrange. Αυτή είναι βέβαια μια διαφορική εξίσωση είτε συνήθης
είτε με μερικές παραγώγους. Και μάλιστα η εξίσωση των Euler–Lagrange αποτελεί
μια αναγκαία συνθήκη για την ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού J (ή με άλλο
σύμβολο Π). Και γενικότερα για τη στασιμοποίηση του συναρτησιακού J και πάλι
θα πρέπει να ισχύει η ίδια ακριβώς εξίσωση των Euler–Lagrange.

Επομένως κάθεφοράπου είναι αναγκαία γιαμας η ελαχιστοποίηση (γενικότερα
η στασιμοποίηση) ενός συναρτησιακού J οδηγούμαστε από αυτό το συναρτησιακό
στην αντίστοιχη εξίσωση των Euler–Lagrange, που μάθαμε ήδη να την κατασκευά-
ζουμε. Και στη συνέχεια αυτήν την εξίσωση τη λύνουμε σύμφωνα με τις γνώσεις
που έχουμε ήδη αποκτήσει για την επίλυση διαφορικών εξισώσεων από τα Μέρη Α
και Β των Εφαρμοσμένων Μαθηματικών για Πολιτικούς Μηχανικούς συνήθων και με
μερικές παραγώγους αντίστοιχα. Και δεν παραλείπουμε να αναφέρουμε ότι η ελα-
χιστοποίηση ενός συναρτησιακού J προκύπτει πέρα από ποικίλα προβλήματα της
Γεωμετρίας, της Επιστήμης τουΜηχανικού, κλπ. και από γενικές φυσικές αρχές. Και
αναφερθήκαμε ήδη στην αρχή της ελάχιστης συνολικής δυναμικής ενέργειας (στις
Ενότητες Ε7.3 και Ε7.4 του προηγούμενου Κεφαλαίου Ε7) και στην αρχή της ελά-
χιστης δράσεως του Hamilton (στις Ενότητες Ε7.5 και Ε7.6 του ίδιου κεφαλαίου).

Ωραία! Είναι κατανοητά αυτά. Και λοιπόν τι διαφορετικό κάνουμε σε αυτό το
Κεφάλαιο Ε8, δηλαδή με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz (1908); Ναι, εδώ με τη μέ-
θοδο των Rayleigh–Ritz, που συχνά καλείται απλά μέθοδος του Ritz, εργαζόμαστε
με έναν τελείως διαφορετικό τρόπο. Συγκεκριμένα θέλοντας τώρα να ελαχιστοποιή-
σουμε το συναρτησιακό J, π.χ. σε μία από τις σχέσεις (8.1.1), απλά αδιαφορούμε για
τη σχετική εξίσωση τωνEuler–Lagrange ή τις σχετικές εξισώσεις τωνEuler–Lagrange
αν έχουμε πάνω από μία άγνωστες συναρτήσεις. Το τελευταίο συμβαίνει π.χ. στα
πολυώροφα ιδεατά κτίρια διατμήσεως (Ενότητα Ε7.6 του Κεφαλαίου Ε7).

Πιο απλά με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz παραμένουμε στο συναρτησιακό J
και επιχειρούμε να το ελαχιστοποιήσουμε (ή γενικότερα να το στασιμοποιήσουμε)
κατευθείαν στην αρχική του μορφή. Δηλαδή δουλεύουμε με το ίδιο το συναρτη-
σιακό J. Μόνο που εδώ με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz σε αντίθεση με την εξίσωση
τωνEuler–Lagrange εργαζόμαστε προσεγγιστικά. Δηλαδήπροσεγγίζουμε τη ζητού-
μενη άγνωστη συνάρτηση y(x) ή u(x, y), κλπ. που ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό J
με βάση ορισμένες λίγο πολύ απλές και συνήθως πολυωνυμικές ή τριγωνομετρι-
κές συναρτήσεις. Αυτές τις επιλέγουμε κατάλληλα, έτσι ώστε γενικά να πληρούνται
οι συνοριακές συνθήκες που ισχύουν. Μια πολύ μικρή εισαγωγή στη μέθοδο των
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Rayleigh–Ritz κάναμε ήδη στην Ενότητα Β12.1 του Κεφαλαίου Β12 του Μέρους Β.
Εδώ θα την επαναλάβουμε από την αρχή και μάλιστα σε πολύ μεγαλύτερη έκταση.

Θεωρούμε λοιπόν κατ’ αρχήν το πρώτο ή το δεύτερο συναρτησιακό J[y] στις
σχέσεις (8.1.1), που είναι και τα δύο στη μία διάσταση x. Αυτό το συναρτησιακό J[y]
εμείς θέλουμε να το ελαχιστοποιήσουμε (και πιο γενικά να το στασιμοποιήσουμε).
Και για την άγνωστη συνάρτηση y(x) που θέλουμε να προσδιορίσουμε απλά υπο-
θέτουμε μια απλή προσεγγιστική μορφή της. Συγκεκριμένα υποθέτουμε μια μορφή
γραμμικού συνδυασμού

y(x) ≈ yn(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) +⋯ + cnφn(x) =
n


k=1

ckφk(x) (8.1.2)

πεπερασμένου αριθμού n γνωστών συναρτήσεων φk(x) που τις επιλέγουμε κατάλ-
ληλα. Και λέγοντας τις επιλέγουμε κατάλληλα, εννοούμε τις επιλέγουμε έτσι ώστε

1. Να είναι γραμμικά ανεξάρτητες.
2. Να είναι σχετικά απλές συναρτήσεις. (Χρησιμοποιούνται κυρίως πολυωνυμι-

κές και τριγωνομετρικές συναρτήσεις.)
3. Να μπορούν να εκφράσουν αρκετά καλά την άγνωστη συνάρτηση y(x).
4. Να πληρούν όλες τις συνοριακές συνθήκες. Εντούτοις ειδικότερα σε προβλή-

ματα του Πολιτικού Μηχανικού αποδεικνύεται ότι αρκεί να πληρούν απα-
ραίτητα τουλάχιστον όλες τις συνοριακές συνθήκες που είναι γεωμετρικής
φύσεως, δηλαδή όλες τις γεωμετρικές συνοριακές συνθήκες. Εάν βέβαια είναι
δυνατόν, χρήσιμο είναι να πληρούν επιπλέον και τις συνοριακές συνθήκες
που είναι μηχανικής φύσεως, δηλαδή και τις στατικές συνοριακές συνθήκες.

Και φυσικά στη συνέχεια, αφού οι συναρτήσεις φk(x) μας είναι τώρα γνωστές (εμείς
τις επιλέξαμε κατάλληλα με βάση τα τέσσερα παραπάνω κριτήρια!), μας απομένει
ο προσδιορισμός των άγνωστων συντελεστών ck στην πιο πάνω προσέγγιση (8.1.2).

Τώρα για τον προσδιορισμό των συντελεστών ck σ’ αυτήν την προσέγγιση (8.1.2)
η διαδικασία είναι πολύ απλή τουλάχιστον θεωρητικά. Με αντικατάσταση της προ-
σεγγίσεως yn(x) της άγνωστης συναρτήσεως y(x) από την παραπάνω σχέση (8.1.2)
στο συναρτησιακό J = J[y] της πρώτης ή της δεύτερης σχέσεως (8.1.1) αυτό εδώ το
συναρτησιακό παίρνει τη μορφή

K(c1, c2,… , cn) ≡ J[yn] =
b

a
F(x, yn , yn)dx ή πιο γενικά

b

a
F(x, yn , yn , yn )dx. (8.1.3)

Και ασφαλώς για να γίνει ελάχιστο (ή μέγιστο ή γενικότερα στάσιμο) το συναρτη-
σιακό J[yn], που εξαρτάται από τους n συντελεστές ck, θα πρέπει βέβαια και οι n
μερικές παράγωγοι της συναρτήσεως K(c1, c2,… , cn) ≡ J[yn] να μηδενίζονται. Αυτό
το γνωρίζουμε από τα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά Ι. Δηλαδή θα πρέπει να ισχύει

𝜕K
𝜕c1

= 𝜕K𝜕c2
= ⋯ = 𝜕K𝜕cn

= 0 με Κ = K(c1, c2,… , cn). (8.1.4)

Έτσι πρέπει σύμφωνα με τις γνώσεις μας για ελάχιστο (ή μέγιστο ή γενικότερα ση-
μείο στασιμότητας) μιας συναρτήσεως K(c1, c2,… , cn) με n ανεξάρτητες μεταβλητές
c1, c2,… , cn. Άρα η ισχύς αυτών των εξισώσεων (8.1.4) είναι μία αναγκαία συνθήκη
για την ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού J[yn] ως προς τη συνάρτηση yn = yn(x)
που προσεγγίζει τη ζητούμενη άγνωστη συνάρτηση y = y(x), δηλαδή y(x) ≈ yn(x).

Και τι γίνεται τώρα στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz; Απλά θεωρούμε πρώτα μια
άπειρηακολουθία κατάλληλων συναρτήσεωνφn(x), όπως ήδηαναφέραμε, οι οποίες
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έχουν τις καλές ιδιότητες που επίσης αναφέραμε. Και στη συνέχεια με βάση αυτές
τις συναρτήσεις φn(x) δημιουργούμε και μια δεύτερη ακολουθία συναρτήσεων

yn(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) +⋯ + cnφn(x) =
n


k=1

ckφk(x) με n = 1, 2,… . (8.1.5)

Γενικά ξεκινάμε με n = 1 και μετά αυξάνουμε το n. Αυτές εδώ οι συναρτήσεις yn(x)
προσεγγίζουν (γενικά καλύτερα όσο μεγαλώνει ο αριθμός n των όρων τους) την
άγνωστη συνάρτηση y(x) που ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό J[y]. Και επίσης αυτό
που είναι σημαντικό και το επαναλαμβάνουμε κι εδώ είναι ότι οι n άγνωστοι συντε-
λεστές ck σε τούτη την προσέγγιση yn(x) προσδιορίζονται από τις n εξισώσεις (8.1.4).
Αυτές είναι βέβαια αναγκαίες εξισώσεις για την ελαχιστοποίηση της συναρτήσεως
K(c1, c2 ,… , cn) ≡ J[yn] στη σχέση (8.1.3).

Αν όλα πάνε καλά, με μερικές διαδοχικές προσεγγίσεις yn(x) (με n = 1, 2,…) της
άγνωστης συναρτήσεως y(x) θα έχουμε φθάσει σε μια πολύ καλή προσέγγισή της.
Δηλαδή τελικά το σφάλμα

εn(x) = y(x) − yn(x) (8.1.6)

της προσεγγίσεως yn(x) με κάποιον τρόπο τελικής εκτιμήσεώς του θα είναι επαρκώς
μικρό. Για παράδειγμα, αυτή η εκτίμηση μπορεί να γίνει με τη χρήση της μέγιστης
ή άπειρης ή ομοιόμορφης νόρμας

||εn ||∞ ∶= max
a≤x≤b

|εn(x)| = max
a≤x≤b

|y(x) − yn(x)| (8.1.7)

ή της τετραγωνικής νόρμας (που υπολογιστικά είναι μερικές φορές πιο εύχρηστη)

||εn ||2 ∶=


b

a
ε2n(x)dx =



b

a
[y(x) − yn(x)]

2 dx . (8.1.8)

Θα προκύψει μικρό σφάλμα εn(x) ιδίως με μια κατάλληλη επιλογή της ακολουθίας
των συναρτήσεων φk(x) που χρησιμοποιούμε. Και γενικά, επαναλαμβάνουμε, στη
μέθοδο των Rayleigh–Ritz οι συναρτήσεις φk(x) είναι απλές συναρτήσεις. Συνήθως
μάλιστα είναι πολυωνυμικές ή τριγωνομετρικές συναρτήσεις.

Αυτή είναι λοιπόν η μέθοδος των Rayleigh–Ritz για την ελαχιστοποίηση του συ-
ναρτησιακού J, εδώ J[y]. Την παρουσιάζουμε συνοπτικά σε τέσσερα απλά βήματα:

1. Επιλογή των συναρτήσεων φk(x), έτσι ώστε να είναι σχετικά απλές και επίσης
να πληρούν όλες τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος που εξετάζουμε ή
τουλάχιστον (σε προβλήματα τουΠολιτικούΜηχανικού) όλες τις γεωμετρικές
συνοριακές συνθήκες.

2. Σχηματισμός της αντίστοιχης συναρτήσεως–προσεγγίσεως yn(x) στη μορφή
γραμμικού συνδυασμού (με πεπερασμένο άθροισμα) των συναρτήσεων φk(x)
με βάση τη σχέση (8.1.2) αρχικά συνήθως για n = 1.

3. Υπολογισμός των αρχικά άγνωστων συντελεστών ck στην προσέγγιση (8.1.2)
με βάση τις αλγεβρικές (όχι βέβαια διαφορικές!) εξισώσεις μερικών παραγώ-
γων (8.1.4) αρχικά συνήθως για n = 1. Άρα θα υπάρξει πλήρης καθορισμός
της συναρτήσεως–προσεγγίσεως yn(x) αρχικά για n = 1.

4. Επανάληψη των βημάτων 2 και 3 για n = 2, 3,… μέχρι να υπάρξει επαρκής
σύγκλιση της μεθόδου, δηλαδή το σφάλμα εn(x) = y(x)−yn(x) στη σχέση (8.1.6)
να είναι αρκετά μικρό. Η λέξη μικρό αναφέρεται σε κάποια εκτίμηση αυτού
του σφάλματος, π.χ. στην εκτίμησή του (8.1.7) ή (8.1.8). Συχνά επαναλαμβά-
νουμε αυτήν τη διαδικασία μικρό αριθμό φορών, π.χ. μέχρι n = 2 ή n = 3.
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Μάλιστα μερικές φορές δεν την επαναλαμβάνουμε καθόλου και αρκούμαστε
σε έναν όρο με n = 1 ή πιο συχνά δουλεύουμε κατευθείαν με n = 2 ή n = 3.

Υποθέτουμε ότι στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz οδηγούμαστε σε ελαχιστοποίηση
του συναρτησιακού J[y] χρησιμοποιώντας την ακολουθία των συναρτήσεων yn(x),
που ορίζονται από τις σχέσεις (8.1.5). Τότε πρέπει βέβαια να ισχύουν οι ανισότητες

J[y1] ≥ J[y2] ≥ J[y3] ≥ ⋯ ≥ J[yn] με n = 4, 5,… . (8.1.9)

Και αυτό το γεγονός μπορούμε να το επαληθεύουμε, αν θέλουμε, κατά τη διάρκεια
των υπολογισμών μας. Και φυσικά η πραγματικά ελάχιστη τιμή Jmin του συναρτη-
σιακού J[y] είναι αυτή που προκύπτει για n → ∞ (υποθέτοντας εδώ τη σύγκλιση
της μεθόδου για n→∞), δηλαδή για την αληθινή λύση y(x) του προβλήματός μας.

t Παρατήρηση E8.1: Στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz, την οποία εξετάζουμε εδώ,
ä Παρατήρηση

ο προσδιορισμός των αρχικά άγνωστων n συντελεστών ck γίνεται, όπως ήδη είδαμε,
από το σύστημα των n γενικά μη γραμμικών εξισώσεων (8.1.4). Η πλήρωσή τους
είναι αναγκαία για την ελαχιστοποίηση του σχετικού συναρτησιακού J[yn]. Όμως
σε πάρα πολλές περιπτώσεις προβλημάτων τουΠολιτικούΜηχανικού η συνάρτηση
F(x, y, y ) και γενικότερα F(x, y, y , y ) στο συναρτησιακό J[y] είναι της μορφής

F(x, y, y , y ) = a2y 2(x) + a1y 2(x) + a0y2(x) + f(x)y(x) (8.1.10)

με τη συνάρτηση f(x) εδώ γνωστή. Και αυτή είναι η περίπτωση στο προηγούμενο
Κεφάλαιο Ε7 στα προβλήματα καλωδίου (Ενότητα Ε7.3), δοκού (Ενότητα Ε7.4), μο-
νώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως (Εφαρμογή Ε7.7 στην Ενότητα Ε7.6), κλπ.
Και σε αυτήν την ενδιαφέρουσα ειδική περίπτωση οι μερικές παραγωγίσεις (8.1.4)
στο σύστημα αυτών των εξισώσεων για τον προσδιορισμό των συντελεστών ck στην
προσέγγιση yn(x) στη σχέση (8.1.2) οδηγούν σε εξισώσεις πρώτου βαθμού ως προς
τους άγνωστους συντελεστές ck. Δηλαδή οι n συντελεστές ck προσδιορίζονται από
ένα κοινό σύστημα n γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων. Και ασφαλώς διευκολύ-
νει πάρα πολύ τονΠολιτικόΜηχανικό αυτή η κατάσταση. Πού να κάθεται να λύνει
σύστημα n μη γραμμικών εξισώσεων, όπως είναι γενικά οι n εξισώσεις (8.1.4); s

t Παρατήρηση E8.2: Ασφαλώς η πιο πάνω περιγραφή της μεθόδου των Rayleigh–
ä Παρατήρηση

Ritz γενικεύεται και σε συναρτησιακά J στο χώρο των δύο ή τριών ή τεσσάρων δια-
στάσεων.Απλά εκεί οι συναρτήσειςφk που χρησιμοποιούμε στις προσεγγίσεις (8.1.2)
θα είναι και αυτές στον αντίστοιχο χώρο των δύο ή τριών ή τεσσάρων διαστάσεων.
Για παράδειγμα, στο χώρο των δύο διαστάσεων (x, y), όπως συμβαίνει με το συ-
ναρτησιακό J[u] στην τελευταία σχέση (8.1.1), οι προσεγγίσεις (8.1.2) της άγνωστης
συναρτήσεως u = u(x, y) παίρνουν τώρα τη διδιάστατη μορφή τους

u(x, y) ≈ un(x, y) = c1φ1(x, y) + c2φ2(x, y) +⋯ + cnφn(x, y) =
n


k=1

ckφk(x, y). (8.1.11)

Και ανάλογα εργαζόμαστε στο χώρο των τριών διαστάσεων, εκεί βέβαια με (x, y, z)
αντί απλά (x, y) σε όλες τις συναρτήσεις μας. Ναι, έτσι είναι, αλλά οι εξισώσεις (8.1.4)
συνεχίζουν να ισχύουν κι εδώ. Τίποτε το ουσιαστικό δεν αλλάζει. Τόσο απλή είναι
αυτή η γενίκευση της μεθόδου των Rayleigh–Ritz! s
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Ε8.2
Ε8.2. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ ΚΑΜΨΕΩΣ ΔΟΚΟΥ

Ε8.2.1
Ε8.2.1. Ομοιόμορφη (σταθερή) φόρτιση αμφίπακτης δοκού

Σαν μια απλή εφαρμογή της μεθόδου τωνRayleigh–Ritz θεωρούμε το πρόβλημα
της κάμψεως αμφίπακτης δοκού μήκους L (με 0 ≤ x ≤ L) και δυσκαμψίας ΕΙ υπό
ομοιόμορφη (σταθερή) κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) = p0. Άγνωστη συνάρ-
τηση είναι το βέλος κάμψεως v(x) της δοκού. Σύμφωνα με την αρχή της ελάχιστης
συνολικής δυναμικής ενέργειας θα πρέπει να ελαχιστοποιηθεί το κατάλληλο συ-
ναρτησιακό Π[v]. Αυτό το συναρτησιακό μας είναι γνωστό από την Ενότητα Ε7.4
του προηγούμενουΚεφαλαίου Ε7. Συγκεκριμένα θα πρέπει να ισχύει η σχέση (7.4.1)

Π[v] =
L

0

EI
2
v 2(x) − p(x)v(x)dx = minimum (8.2.1)

μαζί βέβαια με τις κατάλληλες τέσσερις συνοριακές συνθήκες (εδώ συνθήκες πακτώ-
σεως) στα δύο άκρα x = 0 και x = L της δοκού. Στην Ενότητα Ε7.4 επιθυμώντας την
ελαχιστοποίηση του πιο πάνω συναρτησιακού Π[v], οδηγηθήκαμε στη γνωστή μας
διαφορική εξίσωση της δοκού (7.4.10). Αυτή είναι η εξίσωση των Euler–Lagrange
στο παρόν πρόβλημα ελαχιστοποιήσεως συναρτησιακού. Την υπενθυμίζουμε

EIv (x) = p(x). (8.2.2)

Εδώ εργαζόμαστε με έναν εντελώς διαφορετικό τρόπο. Συγκεκριμένα εργαζό-
μαστε με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz πάνω στο ίδιο το συναρτησιακό Π[v] στη
σχέση (8.2.1) που θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε. Και μάλιστα εδώ κάνουμε κα-
τευθείαν ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού. Στην περίπτωσή μας που θεωρούμε
μια αμφίπακτη δοκό υπό ομοιόμορφη (σταθερή) κατανεμημένη φόρτιση p(x) = p0
το συναρτησιακό Π[v] στη σχέση (8.2.1) παίρνει την ελάχιστα πιο απλή μορφή του

Π[v] =
L

0

EI
2
v 2(x) − p0v(x)dx = minimum. (8.2.3)

Και φυσικά για το βέλος κάμψεως v(x) της δοκού πρέπει να ισχύουν επιπλέον και
οι τέσσερις συνοριακές συνθήκες πακτώσεως στα δύο άκρα της αμφίπακτης δοκού

v(0) = 0, v (0) = 0, v(L) = 0 και v (L) = 0. (8.2.4)

Επιπλέον εδώ εργαζόμαστε προσεγγιστικά σύμφωνα με τη θεωρία της μεθόδου των
Rayleigh–Ritz, που ήδη την εκθέσαμε συνοπτικά στην προηγούμενη Ενότητα Ε8.1.

Και τώρα ήρθε πια η ώρα να επιλέξουμε τις κατάλληλες συναρτήσεις φk(x) στις
προσεγγίσεις vn(x) του βέλους κάμψεως v(x) της αμφίπακτης δοκού που σχεδιά-
ζουμε να κάνουμε με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz. Σαν τέτοιες συναρτήσεις φk(x)
στις προσεγγίσεις vn(x) επιλέγουμε εδώ τις συναρτήσεις

φ1(x) = x2(L − x)2, φ2(x) = x3(L − x)2, φ3(x) = x4(L − x)2 (8.2.5)

και γενικά
φk(x) = xk+1(L − x)2 με k = 1, 2,… . (8.2.6)

Πρόκειται βέβαια για πολύ απλές και επίσης γραμμικά ανεξάρτητες συναρτήσεις.
Και το κυριότερο για συναρτήσεις που πληρούν και τις τέσσερις πιο πάνω συνορια-
κές συνθήκες (8.2.4). Αυτό είναι προφανές από τους δύο παράγοντες x2 και (L − x)2
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που είναι παρόντες σε όλες αυτές τις συναρτήσεις φk(x). Και βέβαια αυτοί είναι οι
κατάλληλοι παράγοντες για τις δύο πακτώσεις στο αριστερό άκρο και στο δεξιό
άκρο της δοκού αντίστοιχα. Άρα είμαστε απόλυτα ήσυχοι με τις τέσσερις ομογενείς
συνοριακές συνθήκες (8.2.4) στις δύο πακτώσεις x = 0 και x = L της αμφίπακτης
δοκού. Με την επιλογή (8.2.6) των συναρτήσεων φk(x) αυτές πληρούνται αυτόματα!

Επομένως βασιζόμαστε σ’ αυτές τις συναρτήσεις φk(x) για τις προσεγγίσεις vn(x)
του βέλους κάμψεως v(x) της αμφίπακτης δοκού μας με βάση τη γενική σχέση (8.1.5)
(γραμμικός συνδυασμός των συναρτήσεων φk(x) στη μορφή ενός πεπερασμένου
αθροίσματος με n όρους). Έτσι δημιουργούμε την ακολουθία των συναρτήσεων

v1(x) = c1φ1(x) = c1x2(L − x)
2, (8.2.7)

v2(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) = (c1 + c2x)x2(L − x)
2, (8.2.8)

v3(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) + c3φ3(x) = (c1 + c2x + c3x2)x2(L − x)
2, (8.2.9)

κλπ. Παντού είναι παρών ο παράγοντας x2(L−x)2, που χρειάζεται για την πλήρωση
των συνοριακών συνθηκών. Αυτές οι συναρτήσεις vn(x) με τις κατάλληλες επιλογές
των συντελεστών τους ck προσεγγίζουν το αληθινό βέλος κάμψεως v(x) της δοκού.

Ξεκινάμε τώρα με n = 1, οπότε έχουμε τη συνάρτηση–προσέγγιση v1(x) στην
πιο πάνω σχέση (8.2.7). Αυτήν τη συνάρτηση v1(x) την εισάγουμε στη συνέχεια στο
συναρτησιακό μαςΠ[v] στη σχέση (8.2.3). Σημειώνουμε πως για τους υπολογισμούς
μας χρησιμοποιήσαμε εδώ τηMathematica. Προκύπτει έτσι το αποτέλεσμα

Π[v1] ≡ Κ(c1) =
L5

30
(12EIc21 − p0c1). (8.2.10)

Και ασφαλώς για τον υπολογισμό του συντελεστή c1 που ελαχιστοποιεί αυτό το
συναρτησιακό πρέπει η παράγωγος της παραπάνω εκφράσεως Π[v1] ≡ K(c1), που
τη βλέπουμε βέβαια εδώ σαν συνάρτηση του c1, να μηδενίζεται. Έτσι προκύπτει ότι

dK(c1)
dc1

= L5

30
(24EIc1 − p0) = 0. (8.2.11)

Η λύση αυτής της πρωτοβάθμιας αλγεβρικής εξισώσεως είναι προφανώς η σταθερά

c1 =
p0
24EI

. (8.2.12)

Και έτσι η πρώτη προσέγγιση v1(x) στη σχέση (8.2.7) του βέλους κάμψεως v(x) της
παρούσας αμφίπακτης δοκού υπό ομοιόμορφη φόρτιση p0 παίρνει τελικά τη μορφή

v1(x) =
p0
24EI

x2(L − x)2. (8.2.13)

Μπορούμε να προχωρήσουμε και στην επόμενη προσέγγιση v2(x) με βάση τη
σχέση (8.2.8), όπου υπάρχουν τώρα δύο άγνωστοι συντελεστές: οι c1 και c2. Δε θα το
κάνουμε όμως, επειδή εύκολα διαπιστώνουμε ότι η συνάρτηση v1(x) στην πιο πάνω
σχέση (8.2.13), που μόλις προσδιορίσαμε, πληροί όχι μόνο τις συνοριακές συνθή-
κες (8.2.4) της αμφίπακτης δοκού, αλλά και την ίδια τη διαφορική εξίσωση (8.2.2)
της δοκού, εδώ βέβαια με p(x) = p0. Επομένως είναι η ακριβής λύση του παρόντος
προβλήματος αμφίπακτης δοκού: v(x) = v1(x) στη σχέση (8.2.13). Δεν είναι προ-
σέγγιση ειδικά εδώ στο τόσο απλό αυτό πρόβλημα αμφίπακτης δοκού που μόλις
λύσαμε. Εάν όμως συνεχίσουμε με τη δεύτερη προσέγγιση v2(x) στη σχέση (8.2.8),
ε τότε απλά παίρνουμε την ίδια παραπάνω τιμή (8.2.12) του συντελεστή c1 και επί-
σης c2 = 0. Δηλαδή παίρνουμε ξανά το αποτέλεσμα (8.2.13). Και ανάλογα με την
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τρίτη προσέγγιση v3(x) τώρα στη σχέση (8.2.9), όπου βέβαια στο παρόν πρόβλημα
προκύπτει c2 = c3 = 0. Ξανά τα ίδια! Με ένα πάρα πολύ απλό πρόβλημα δοκού
ξεκινήσαμε τις εφαρμογές της μεθόδου των Rayleigh–Ritz! Δεν πειράζει …

. Άσκηση
Ενότητα Ε8.2 t Άσκηση E8.1 z Μηχανική των Υλικών: δοκοί

Με τη χρήση της μεθόδου των Rayleigh–Ritz (με τη βοήθεια και της Mathematica
ή κάποιου άλλου προγράμματος συμβολικών υπολογισμών) να επαληθευθεί/να
αποδειχθεί στην παρούσα εφαρμογή ότι πράγματι στη δεύτερη προσέγγιση v2(x)
(με n = 2) του βέλους κάμψεως v(x) προκύπτουν οι τιμές των συντελεστών

c1 =
p0
24EI

και c2 = 0. (8.2.14)

Επομένως ειδικά εδώ ισχύει v1(x) = v2(x) = v(x) ή ισοδύναμα ε1(x) = ε2(x) = 0. s

Ε8.2.2
Ε8.2.2. Τριγωνική φόρτιση αμφίπακτης δοκού

Ας θεωρήσουμε τώρα ένα λίγο πιο δύσκολο πρόβλημα αμφίπακτης δοκού μή-
κους L (με 0 ≤ x ≤ L) και δυσκαμψίας ΕΙ: το πρόβλημα με τριγωνική φόρτιση αυτής
της δοκού συγκεκριμένα εδώ με

p(x) = p0x (8.2.15)

με το p0 σταθερά. Σημειώνουμε ότι κι εδώ εκτελέσαμε τους υπολογισμούς μας με
τηMathematica. Το πρόβλημα αυτό μπορούμε ασφαλώς να το δούμε σαν πρόβλημα
συνοριακών τιμών: διαφορική εξίσωση (8.2.2) και συνοριακές συνθήκες (8.2.4). Τότε
διαπιστώνουμε ότι έχει την κλειστή λύση

v(x) =
p0

120EI
x2(L − x)2(2L + x). (8.2.16)

Και βέβαια υπενθυμίζουμε εδώ ότι η τόσο γνωστή μας διαφορική εξίσωση (8.2.2)
της δοκού δεν είναι τίποτε άλλο παρά η εξίσωση των Euler–Lagrange για το συναρ-
τησιακό Π[v] στη σχέση (8.2.1) για το πρόβλημα της δοκού. Αυτό το γνωρίζουμε
ήδη πολύ καλά από την Ενότητα Ε7.4 του προηγούμενου Κεφαλαίου Ε7.

Ωραία ώς εδώ! Και κατανοούμε ότι έχουμε μπροστά μας δύο εντελώς μα εντελώς
διαφορετικούς τρόπους για να αντιμετωπίσουμε το παρόν πρόβλημα δοκού.

1. Είτε να το επιλύσουμε σαν ένα συνηθισμένο πρόβλημα συνοριακών τιμών:
συνήθης διαφορική εξίσωση (8.2.2) μαζί με τις συνοριακές συνθήκες (8.2.4).

2. Είτε να το επιλύσουμε σαν ένα πρόβλημα ελαχιστοποιήσεως συναρτησιακού,
εδώ του συναρτησιακού Π[v] στη σχέση (8.2.1) με p(x) = p0x.

Και φυσικά η μέθοδος της ελαχιστοποιήσεως του συναρτησιακούΠ[v] οδηγεί άμεσα
και στη διαφορική εξίσωση (8.2.2) που είναι η σχετική εξίσωση των Euler–Lagrange.

Η πιο πάνω λύση (8.2.16) είναι, επαναλαμβάνουμε, η κλειστή λύση v(x) του προ-
βλήματος συνοριακών τιμών. Τώρα ξεκινάμε με τη δεύτερη δυνατότητα: την ελα-
χιστοποίηση του ίδιου του συναρτησιακού Π[v] με την προσεγγιστική μέθοδο των
Rayleigh–Ritz. Στη μέθοδο αυτή, ακριβώς όπως και στην προηγούμενη εφαρμογή,
θεωρούμε τις συναρτήσεις φk(x) που δίνονται από τις σχέσεις (8.2.5) για k = 1, 2, 3
και γενικότερα από τις σχέσεις (8.2.6) για οποιοδήποτε k. Και η πρώτη προσέγγιση
v1(x) του βέλους κάμψεως v(x) δίνεται ασφαλώς και εδώ από τη σχέση (8.2.7). Την
επαναλαμβάνουμε

v1(x) = c1φ1(x) = c1x2(L − x)
2. (8.2.17)
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Εισάγοντάς την στο συναρτησιακόΠ[v] για τη δοκό στη σχέση (8.2.1), ακριβώς όπως
κάναμε και στην προηγούμενη εφαρμογή εκεί για ομοιόμορφη (σταθερή) φόρτιση
p(x) = p0 , παίρνουμε εδώ για την τριγωνική φόρτιση p(x) = p0x της αμφίπακτης
δοκού το αποτέλεσμα

Π[v1] ≡ Κ(c1) =
L5

60
(24EIc21 − p0Lc1). (8.2.18)

Για τον υπολογισμό του συντελεστή c1 που ελαχιστοποιεί αυτό το συναρτησιακό
Π[v1] πρέπει κι εδώ η παράγωγος αυτής της εκφράσεως Π[v1] ≡ K(c1), που είναι
συνάρτηση του άγνωστου προς το παρόν μοναδικού συντελεστή c1, να μηδενίζεται.
Έτσι προκύπτει ότι

dK(c1)
dc1

= L5

60
(48EIc1 − p0L) = 0. (8.2.19)

Η λύση c1 αυτής της γραμμικής αλγεβρικής εξισώσεως είναι προφανώς η σταθερά

c1 =
p0L
48EI

. (8.2.20)

Άρα η πρώτη προσέγγιση v1(x) του βέλους κάμψεως v(x) της αμφίπακτης δοκού
αυτής εδώ της εφαρμογής με τριγωνική φόρτιση p(x) = p0x, σχέση (8.2.15), είναι
τελικά η συνάρτηση

v1(x) =
p0L
48EI

x2(L − x)2. (8.2.21)

Συγκρίνοντας αυτήν την προσέγγιση v1(x) με την ακριβή λύση v(x) που έτυχε ει-
δικά εδώ να μας είναι γνωστή (τη βρήκαμε με τηMathematica) από τη σχέση (8.2.16),
διαπιστώνουμε ότι στο σφάλμα ε1(x) της προσεγγίσεως v1(x) είναι

ε1(x) = v(x) − v1(x) = −
p0

240EI
x2(L − x)2(L − 2x). (8.2.22)

Γι’ αυτό το σφάλμα ε1(x) η αντίστοιχη τετραγωνική νόρμα στη σχέση (8.1.8), που
εδώ παίρνει φυσικά τη μορφή

||ε1 ||2 ∶=


L

0
ε21(x)dx =



L

0
[v(x) − v1(x)]

2 dx , (8.2.23)

προκύπτει να έχει την τιμή

||ε1 ||2 =
| p0 |
EI 

L11

399168000
. (8.2.24)

Και φυσικά η τιμή αυτή είναι προφανώς μη αρνητική, επειδή ΕΙ > 0. (Γι’ αυτό και
δε βάλαμε απόλυτη τιμή στο EI.) Και ασφαλώς αυτό συμβαίνει πάντα στις νόρμες.

Για την ίδια προσέγγιση v1(x) στη σχέση (8.2.21) του άγνωστου βέλους κάμψεως
v(x) της αμφίπακτης δοκού ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης το συναρτησιακό Π[v]
στη σχέση (8.2.1), εδώ με p(x) = p0x, που θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε. Εδώ για
την προσέγγιση v1(x) αυτό το συναρτησιακό Π[v1] δίνεται από τη σχέση (8.2.18).
Με βάση την τιμή (8.2.20) του σχετικού συντελεστή c1 αυτό το συναρτησιακό Π[v1]
παίρνει τελικά (με προσέγγισή του με δεκαδικό αριθμό) την τιμή

Π[v1] ≈ − 0.000173611
p20L

7

EI
. (8.2.25)

Και φυσικά δεν πρόκειται για την ελάχιστη τιμή του, επειδή η ελάχιστη τιμή αυτού
του συναρτησιακού Π[v] προκύπτει προφανώς για την ακριβή έκφραση v(x) του
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βέλους κάμψεως της δοκού, εδώ στη σχέση (8.2.16), και όχι από την προσέγγισή της
v1(x) ≈ v(x). Εδώ η προσέγγιση v1(x) αναφέρεται στη σχέση (8.2.21).

Μπορούμε τώρα να προχωρήσουμε και στην επόμενη προσέγγιση v2(x) για το
βέλος κάμψεως v(x) της παρούσας αμφίπακτης δοκού. Τώρα αυτή η προσέγγιση θα
δίνεται από τη σχέση (8.2.8). Την επαναλαμβάνουμε κι αυτή

v2(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) = (c1 + c2x)x2(L − x)
2. (8.2.26)

Εισάγοντας αυτήν την προσέγγιση v2(x) στο συναρτησιακό Π[v] για τη δοκό στη
σχέση (8.2.1) με p(x) = p0x, ακριβώς όπως κάναμε και προηγουμένως για n = 1,
παίρνουμε τώρα το αποτέλεσμα

Π[v2] ≡ Κ(c1, c2) =
L5

420
[168EIc21 + 7Lc1(24EIc2 − p0) + 4L

2c2(18EIc2 − p0)]. (8.2.27)

Εδώ έχουμε τώρα δύο συντελεστές προς υπολογισμό και συγκεκριμένα τους δύο
συντελεστές c1 και c2. Για τον υπολογισμό τους ο οποίος να ελαχιστοποιεί αυτό το
συναρτησιακό Π[v2] ≡ K(c1, c2) είναι αναγκαίο κι εδώ η παράγωγος της πιο πάνω
εκφράσεως Π[v2] ≡ K(c1, c2), που είναι συνάρτηση αυτών των δύο άγνωστων προς
το παρόν συντελεστών c1 και c2 , να μηδενίζεται. Έτσι προκύπτει ότι

𝜕K(c1, c2)
𝜕c1

= L5

60
(48EIc1 + 24EILc2 − p0L) = 0, (8.2.28)

𝜕K(c1, c2)
𝜕c2

= L6

105
(42EIc1 + 36EILc2 − p0L) = 0. (8.2.29)

Πρόκειται για ένα απλό σύστημα δύο γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων. Η λύση
του προκύπτει εύκολα και έχει τη μορφή

c1 =
p0L
60EI

και c2 =
p0

120EI
. (8.2.30)

Άρα η δεύτερη προσέγγιση v2(x) του βέλους κάμψεως v(x) της αμφίπακτης δοκού
της παρούσας εφαρμογής με τριγωνική φόρτιση p(x) = p0x, σχέση (8.2.15), είναι
τελικά η συνάρτηση

v2(x) =
p0

120EI
x2(L − x)2(2L + x). (8.2.31)

Συγκρίνοντας αυτήν τη συνάρτηση v2(x) με την ακριβή λύση v(x) που έτυχε
ειδικά εδώ να μας είναι γνωστή από τη σχέση (8.2.16), διαπιστώνουμε ότι πράγματι
φθάσαμε τώρα στην ακριβή λύση v(x). Εδώ η συνάρτηση v2(x)με κανέναν τρόπο δεν
είναι προσέγγιση του βέλους κάμψεως v(x). Είναι η ακριβής έκφρασή του, δηλαδή

ε2(x) = v(x) − v2(x) = 0. (8.2.32)

Για την ίδια συνάρτηση v2(x) = v(x) για το βέλος κάμψεως v(x) της αμφίπακτης
δοκού ενδιαφέρον παρουσιάζει ξανά το συναρτησιακό Π[v] στη σχέση (8.2.1) που
θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε εδώ με p(x) = p0x. Για τη συνάρτηση v2(x) = v(x)
αυτό το συναρτησιακό Π[v], εδώ Π[v2], δίνεται από τη σχέση (8.2.27). Με βάση τις
εκφράσεις (8.2.30) των σχετικών συντελεστών c1 και c2 αυτό το συναρτησιακό Π[v2]
παίρνει τελικά (με προσέγγισή του με δεκαδικό αριθμό) την τιμή

Π[v2] = Π[v] ≈ − 0.000178571
p20L

7

EI
. (8.2.33)

Και φυσικά τώρα πια πρόκειται για την ελάχιστη τιμή του συναρτησιακούΠ[v],
αφού η ελάχιστη τιμή αυτού του συναρτησιακού Π[v] προκύπτει φυσικά για την
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ακριβή έκφραση v(x) = v2(x) του βέλους κάμψεως της δοκού, την οποία έχουμε εδώ
διαθέσιμη στις σχέσεις (8.2.16) και (8.2.31). Και σίγουρα μάλιστα με βάση και τη
σχέση (8.2.25) για το συναρτησιακό Π[v1]

Π[v2] < Π[v1], επειδή − 0.000178571
p20L

7

EI
< − 0.000173611

p20L
7

EI
, (8.2.34)

αφού − 0.000178571 < − 0.000173611 και επίσης p20L
7/EI > 0. Και ασφαλώς δεν έχει

νόημα να προχωρήσουμε στην επόμενη συνάρτηση v3(x) στη σχέση (8.2.9), μια που
εδώ τυχαίνει να είμαστε βέβαιοι ότι η συνάρτηση v2(x) συμπίπτει με την ακριβή
έκφραση του βέλους κάμψεως v(x) της δοκού. Αν όμως προχωρήσουμε και στη συ-
νάρτηση v3(x), απλά θα διαπιστώσουμε ότι οι σχετικοί συντελεστές c1 και c2 δίνονται
πάλι από τις σχέσεις (8.2.30), ενώ c3 = 0. Δηλαδή τελικά εύλογα v3(x) = v2(x) = v(x).

. Άσκηση
Ενότητα Ε8.2t Άσκηση E8.2 z Μηχανική των Υλικών: δοκοί

Για την παρούσα αμφίπακτη δοκό υπό την τριγωνική φόρτιση (8.2.15) και με τη
χρήση κάποιου προγράμματος συμβολικών υπολογισμών, π.χ. τηςMathematica, ζη-
τούνται: (α) Να επαναληφθούν οι προηγούμενοι υπολογισμοί για n = 1 και n = 2
και να επαληθευθούν όλα τα πιο πάνω αποτελέσματα. (β) Να γίνουν οι υπολογι-
σμοί για n = 3 και να διαπιστωθεί ότι c3 = 0 και τελικά v3(x) = v2(x) = v(x). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε8.2t Άσκηση E8.3 z Μηχανική των Υλικών: δοκοί

Για την ίδια αμφίπακτη δοκό, αλλά τώρα υπό την εκθετική φόρτιση

p(x) = p0 e
x /L , (8.2.35)

και με χρήση κάποιου προγράμματος συμβολικών υπολογισμών ζητούνται: (α) Να
υπολογισθεί η προσέγγιση v1(x) (με n = 1), η σχετική τιμή του συναρτησιακούΠ[v1]
και η σχετική τετραγωνική νόρμα ||ε1 ||2. (β) Να επαναληφθούν οι προηγούμενοι
υπολογισμοί για n = 2. (γ) Να ελεγχθεί ότι Π[v2] < Π[v1], δηλαδή ότι πραγματικά
μειώνεται το συναρτησιακόΠ[v]με αυτήν τη δεύτερη προσέγγιση v2(x). (δ)Να ελεγ-
χθεί ότι τώρα ||ε2 ||2 ≪ ||ε1 ||2, δηλαδή ότι επίσης μειώνεται και κατά πολύ μάλιστα
η τετραγωνική νόρμα του σφάλματος εn(x) στη δεύτερη προσέγγιση v2(x) του βέλους
κάμψεως v(x) σε σύγκριση με την πρώτη προσέγγισή του v1(x). s

. Άσκηση
Ενότητα Ε8.2t Άσκηση E8.4 z Μηχανική των Υλικών: δοκοί

Εξετάζεται το πρόβλημα της κάμψεως αμφιέρειστης δοκού μήκους L (με 0 ≤ x ≤ L)
και δυσκαμψίας ΕΙ υπό σταθερή φόρτιση p(x) = p0. Σε αυτό το πρόβλημα ζητείται
να χρησιμοποιηθούν οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις

φ1(x) = sin
πx
L
, φ2(x) = sin

3πx
L
, φ3(x) = sin

5πx
L
, κλπ. (8.2.36)

Ζητούνται: (α) Να εξηγηθεί για ποιο λόγο είναι ακατάλληλες για την αμφιέρειστη
δοκό οι πολυωνυμικές συναρτήσεις (8.2.5) που χρησιμοποιήθηκαν προηγουμένως
επιτυχώς για την αμφίπακτη δοκό. (β) Επίσης να εξηγηθεί για ποιο λόγο είναι τώρα
κατάλληλες οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις (8.2.36). (γ) Τέλος με τη χρήση τους
και με εφαρμογή της μεθόδου των Rayleigh–Ritz ζητούνται οι προσεγγίσεις v1(x)
(για n = 1) και v2(x) (για n = 2) του βέλους κάμψεως v(x) της αμφιέρειστης δοκού.s
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Ε8.3
Ε8.3. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΕ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΡΟΗΣ ΝΕΥΤΩΝΕΙΟΥ ΡΕΥΣΤΟΥ

Ε8.3.1
Ε8.3.1. Μόνιμη ροή Νευτώνειου ρευστού σε αγωγό ορθογωνικής διατομής

Στην ενότητα αυτή προχωράμε στην επίδειξη της προσεγγιστικής μεθόδου των
Rayleigh–Ritz στις δύο διαστάσεις (x, y). Συγκεκριμένα θεωρούμε στη Ρευστομηχα-
νική το πρόβλημα της μονοδιάστατης μόνιμης (σταθερής) ροής ασυμπίεστου (με
σταθερή πυκνότητα ρ) Νευτώνειου ρευστού (όχι ιδεατού ρευστού!) με συνεκτικό-
τητα (ιξώδες) μ (με μ > 0) σε ευθύγραμμο αγωγό σταθερής ορθογωνικής διατομής
[−a, a]× [−b, b]. Η ροή γίνεται κατά μήκος του άξοναOz ο οποίος είναι κατά μήκος
του αγωγού. Η παράγωγος της πιέσεως p κατά μήκος του αγωγού είναι pz ∶= 𝜕p/𝜕z
και θεωρείται σταθερή. Άγνωστη συνάρτηση είναι εδώ η ταχύτητα v = v(x, y) του
Νευτώνειου ρευστού κατά μήκος του αγωγού. Αυτή όμως θα πρέπει να μηδενίζεται
σε όλο το σύνορό του αγωγού εξαιτίας της συνεκτικότητας, του ιξώδους μ (με μ > 0)
του Νευτώνειου ρευστού. Η σχετική διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους
προκύπτει εδώ από την εξίσωση (3.3.21) της Παραγράφου Β3.3.2 του Κεφαλαίου Β3
τουΜέρους Β. Αυτή είναι η τρίτη εξίσωση των Navier–Stokes (εδώ για σταθερή ροή
και χωρίς βαρύτητα). Είναι μάλιστα η εξίσωση του Poisson συγκεκριμένα η εξίσωση

𝜕2v(x, y)
𝜕x2 + 𝜕

2v(x, y)
𝜕y2 = f με f = pz

μ
, −a ≤ x ≤ a και − b ≤ y ≤ b. (8.3.1)

Το σχετικό συναρτησιακό που πρέπει να ελαχιστοποιηθεί σ’ αυτό το πρόβλημα
είναι το συναρτησιακό (7.7.13) που αναφέραμε στηνΆσκηση Ε7.8 της Ενότητας Ε7.7
του προηγούμενου Κεφαλαίου Ε7. Συγκεκριμένα εδώ θα πρέπει να ισχύει

J[v] =
D
(v2x + v2y + 2fv)dxdy = minimum με f = pz

μ
, vx ∶=

𝜕v
𝜕x , vy ∶=

𝜕v
𝜕y (8.3.2)

με συνοριακές συνθήκες μηδενισμού της ταχύτητας v(x, y) του ρευστού σ’ ολόκληρη
την περίμετρο της ορθογωνικής διατομής του αγωγού. Δηλαδή θα πρέπει να ισχύει

v(±a, y) = 0 και v(x, ±b) = 0 με − a ≤ x ≤ a και − b ≤ y ≤ b. (8.3.3)

Αυτός ο μηδενισμός οφείλεται απλά στο ότι λόγω της συνεκτικότητας (του ιξώδους)
του Νευτώνειου ρευστού θα πρέπει η ταχύτητά του να είναι μηδενική σ’ όλο το
σύνορο της διατομής [−a, a]×[−b, b] του αγωγού, δηλαδή εδώ για x = ±a και y = ±b.
Εννοείται ότι αυτό δεν ισχύει σε ιδεατά ρευστά: εκεί μπορεί να υπάρχει μη μηδενική
εφαπτομενική συνιστώσα της ταχύτητας του ιδεατού ρευστού. Κάθετη όμως όχι!

Στην Άσκηση Ε7.8 που προαναφέραμε προέκυψε ότι η τόσο κλασική εξίσωση
του Poisson (8.3.1) είναι η εξίσωση των Euler–Lagrange που αντιστοιχεί στην ελα-
χιστοποίηση του συναρτησιακού J[v] της παρούσας ροής Νευτώνειου ρευστού, που
δίνεται στη σχέση (8.3.2).

Σημειώνεται επίσης ότι παροχή Q του Νευτώνειου ρευστού κατά τη ροή του
κατά μήκος του ευθύγραμμου αγωγού δίνεται προφανώς από τον τύπο

Q =
D
v(x, y)dxdy =

a

−a

b

−b
v(x, y)dxdy. (8.3.4)

Και ασφαλώς η μέση ταχύτητα v̄ του Νευτώνειου ρευστού πάνω στην ορθογωνική
διατομή D του παρόντος αγωγού εμβαδού Α θα είναι

v̄ = Q
A
= Q
4ab

. (8.3.5)
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Αυτό συμβαίνει, απλά επειδή το εμβαδόνA της ορθογωνικής διατομής του αγωγού
στον παρονομαστή της προηγούμενης σχέσεως είναι A = (2a)(2b) = 4ab.

Το παρόν ενδιαφέρον πρόβλημα ροής λύθηκε με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz
από το Beltzer8 κυρίως με τη χρήση του προγράμματος συμβολικών υπολογισμών
Maple για τετραγωνική διατομή (με b = a) και με τρεις άγνωστους συντελεστές στην
προσεγγιστική συνάρτηση v3(x, y) που χρησιμοποιήθηκε για την ταχύτητα v(x, y)
τουΝευτώνειου ρευστού. Εδώ στην παρούσα εφαρμογή της μεθόδου των Rayleigh–
Ritz εμείς χρησιμοποιούμε το πρόγραμμα συμβολικών υπολογισμών Mathematica.
Επίσης εργαζόμαστε στη γενική ορθογωνική διατομή (γενικά με b ≠ a) αντί στην
ειδική περίπτωση της τετραγωνικής διατομής (με b = a). Και αυτό βέβαια κάνει
τους συμβολικούς υπολογισμούς μας αρκετά πιο δύσκολους. Ναι, είναι συμβολικοί
και οι παρόντες υπολογισμοί εξαιτίας των τριών συμβόλων f = pz /μ, a και b που
υπεισέρχονται σε αυτούς ιδίως μάλιστα των συμβόλων a και b.

Ε8.3.2
Ε8.3.2. Εφαρμογή της μεθόδου των Rayleigh–Ritz

Και τώρα σύμφωνα με τη βασική προσέγγιση (8.1.2) στη μέθοδο των Rayleigh–
Ritz δεχόμαστε την εξής προσέγγιση vn(x, y) της άγνωστης ταχύτητας v = v(x, y) του
Νευτώνειου ρευστού στη ροή του στον αγωγό:

vn(x, y) = c1(x2 − a2)(y2 − b2) + c2(x2 − a2)(y2 − b2)x2 + c3(x2 − a2)(y2 − b2)y2 +⋯
= (x2 − a2)(y2 − b2)(c1 + c2x2 + c3y2 +⋯). (8.3.6)

Εδώλόγω της συμμετρίας της διατομήςD = [−a, a]×[−b, b] τουαγωγούπήραμε μόνο
άρτιους όρους. Με τους παράγοντες (x2 − a2) και (y2 − b2) σε κάθε όρο αυτής της
προσεγγίσεως φροντίσαμε να έχουμε πλήρωση των συνοριακών συνθηκών (8.3.3):
v(±a, ±b) = 0 σε όλη την περίμετρο της ορθογωνικής διατομής του αγωγού. Τώρα
το πόσους ακριβώς όρους θα πάρουμε στην πιο πάνω προσέγγιση (8.3.6) έχει σχέση
με την ακρίβεια την οποία επιδιώκουμε να έχουμε και με το υπολογιστικό κόστος.
Συχνά αυτό είναι πολύ υψηλό, ιδίως όταν πέρα από τους αριθμούς υπάρχουν και
σύμβολα, όπως είναι εδώ τα σύμβολα a, b και f. Αυτά προκαλούν αρκετά έντονες
δυσκολίες ακόμη και στα προγράμματα συμβολικών υπολογισμών, όπως είναι εδώ
ηMathematica, επειδή λόγω των συμβόλων οδηγούν σε πολύ μεγάλα αποτελέσματα.

Ε8.3.3
Ε8.3.3. Προσέγγιση με έναν όρο στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz

Πρόκειται για την πιο απλή και φυσικά τη λιγότερο ακριβή προσέγγιση v1(x, y).
Απλά υποθέτουμε ότι

v1(x, y) = c1(x2 − a2)(y2 − b2). (8.3.7)

Χρησιμοποιώντας συνεχώς τηMathematica (και είναι κατανοητό αυτό στους παρό-
ντες συμβολικούς υπολογισμούς), υπολογίζουμε πρώτα–πρώτα το συναρτησιακό
μας: το ολοκλήρωμα J[v], εδώ το J[v1], στη σχέση (8.3.2). Προκύπτει ότι

J[v1] ≡ K[c1] =
32
45

a3b3c1[4(a2 + b2)c1 + 5f ]. (8.3.8)

Τώρα, για να ελαχιστοποιήσουμε το ολοκλήρωμα J[v1]με βάση τις σχέσεις (8.1.4),
θα πρέπει προφανώς να θέσουμε την παράγωγο της αμέσως πιο πάνω εκφράσεως

8Beltzer, A. I. (1995), Engineering Analysis with Maple/Mathematica, Academic Press, London,
pp. 256–257.
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J[v1] ≡ K[c1] ως προς τον άγνωστο συντελεστή c1 ίση με το μηδέν. Με τον τρόπο
αυτό προκύπτει ότι

dK[c1]
dc1

= 32
45

a3b3[8(a2 + b2)c1 + 5f ] = 0 (8.3.9)

και τελικά (εδώ με a > 0 και b > 0) προκύπτει η γραμμική αλγεβρική εξίσωση

8(a2 + b2)c1 + 5f = 0. (8.3.10)
Η λύση της είναι προφανώς

c1 = −
5f

8(a2 + b2) . (8.3.11)

Άρα με αυτήν την τιμή του συντελεστή c1 η προσέγγιση v1(x, y) της ταχύτητας
v(x, y) του Νευτώνειου ρευστού στη σχέση (8.3.7) παίρνει τη μορφή

v1(x, y) = −
5f

8(a2 + b2) (x
2 − a2)(y2 − b2). (8.3.12)

Η σχετική τιμή J[v1] του συναρτησιακού J[v] προκύπτει ότι είναι

J[v1] = −
10a3b3f 2

9(a2 + b2) και για a = b J[v1] = −
5a4f 2

9
≈ −0.555556 a4f 2. (8.3.13)

Στη συνέχεια από τον τύπο (8.3.4) υπολογίζεται και η αντίστοιχη παροχήQ1 του
Νευτώνειου ρευστού που είναι

Q1 = −
10a3b3f
9(a2 + b2) και για a = b Q1 = −

5a4f
9

≈ −0.555556 a4f. (8.3.14)

Τέλος με χρήση του τύπου (8.3.5) υπολογίζεται και η μέση ταχύτητα v̄1 του Νευτώ-
νειου ρευστού στην ορθογωνική διατομήD = [−a, a] × [−b, b] του αγωγού που είναι

v̄1 = −
5a2b2f

18(a2 + b2) και για a = b v̄1 = −
5a2f
36

≈ −0.138889 a2f. (8.3.15)

Ε8.3.4
Ε8.3.4. Προσέγγιση με τρεις όρους στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz

Πρόκειται ασφαλώς για μια ακριβέστερη προσέγγιση από την προσέγγιση με
έναν όρο.Με βάση τη γενική προσέγγιση (8.3.6), που ήδη δεχθήκαμε στην παρούσα
εφαρμογή της μεθόδου των Rayleigh–Ritz, υποθέτουμε τώρα ότι

v3(x, y) = (x2 − a2)(y2 − b2)(c1 + c2x2 + c3y2). (8.3.16)

Σημειώνουμε ότι στην παρούσα περίπτωση ορθογωνικής διατομής που γενικά a ≠ b
ισχύει επίσης γενικά ότι c3 ≠ c2 και έτσι έχουμε προς προσδιορισμό τρεις συντελε-
στές, τους c1, c2 και c3, στην πιο πάνω σχέση (8.3.16). Αν όμως είχαμε δεχθεί τετραγω-
νική διατομή με a = b, τότε βέβαια λόγω της συμμετρίας θα ίσχυε επίσης ότι c3 = c2
και θα είχαμε προς προσδιορισμό μόνο δύο συντελεστές, τους c1 και c2 , με την ίδια
περίπου ακρίβεια στα αποτελέσματά μας.

Χρησιμοποιώντας και τώρα τη Mathematica στους συμβολικούς υπολογισμούς
μας, υπολογίζουμε πρώτα–πρώτα το συναρτησιακό μας: το ολοκλήρωμα J[v], εδώ
βέβαια J[v3], στη σχέση (8.3.2). Προκύπτει ότι

J[v3] ≡ K[c1 , c2 , c3] =
32
4725

a3b345a6c22 + 5(21b
2c21 + 6b

4c1c3 + b6c23)

+ 3a4c2[10c1 + b2(11c2 + 2c3)] + 3a2[35c21 + 14b
2c1(c2 + c3)

+ b4c3(2c2 + 11c3)] + 105(5c1 + a2c2 + b2c3)f . (8.3.17)
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Τώρα, για να ελαχιστοποιήσουμε το ολοκλήρωμα J[v3]με βάση τις σχέσεις (8.1.4),
θα πρέπει προφανώς να θέσουμε και τις τρεις παραγώγους της αμέσως παραπάνω
εκφράσεως J[v3] ≡ K[c1 , c2 , c3]ωςπρος τους τρεις άγνωστους συντελεστές c1, c2 και c3
ίσες με το μηδέν. Έτσι προκύπτει τελικά το σύστημα των τριών γραμμικών αλγεβρι-
κών εξισώσεων

280(a2 + b2)c1 + 8a2(5a2 + 7b2)c2 + 8b2(7a2 + 5b2)c3 + 175f = 0, (8.3.18)

24(5a2 + 7b2)c1 + 8a2(5a2 + 33b2)c2 + 24b2(a2 + b2)c3 + 105f = 0, (8.3.19)

24(7a2 + 5b2)c1 + 24a2(a2 + b2)c2 + 8b2(33a2 + 5b2)c3 + 105f = 0. (8.3.20)

Η λύση του είναι
c1 = − 35(9a

4 + 130a2b2 + 9b4)f
d

, (8.3.21)

c2 = − 105(9a
2 + b2)f
d

, (8.3.22)

c3 = − 105(a
2 + 9b2)f
d

, (8.3.23)
όπου

d = 16(a2 + b2)(45a4 + 464a2b2 + 45b4). (8.3.24)

Επομένως με αυτές τις τιμές των συντελεστών c1, c2 και c3 η προσέγγιση v3(x, y)
της ταχύτητας v(x, y) του Νευτώνειου ρευστού στη σχέση (8.3.16) παίρνει τη μορφή

v3(x, y) = −
35(x2 − a2)(y2 − b2)[9(a4 + b4) + 130a2b2 + 3a2(9x2 + y2) + 3b2(x2 + 9y2)] f

16(a2 + b2)(45a4 + 464a2b2 + 45b4) .
(8.3.25)

Η σχετική τιμή J[v3] του συναρτησιακού J[v] προκύπτει ότι είναι

J[v3] = −
56b3(9a7 + 82 a5b2 + 9a3b4)f 2

9(45a6 + 509a4b2 + 509a2b4 + 45b6) (8.3.26)

και για a = b
J[v3] = −

1400a4 f 2

2493
≈ −0.561572 a4 f 2. (8.3.27)

Στη συνέχεια από τον τύπο (8.3.4) υπολογίζεται και η αντίστοιχη παροχήQ3 του
Νευτώνειου ρευστού που είναι

Q3 = −
56a3b3(9a2 + b2)(a2 + 9b2)f

9(a2 + b2)(45a4 + 464a2b2 + 45b4) (8.3.28)

και για a = b
Q3 = −

1400a4 f
2493

≈ −0.561572 a4 f. (8.3.29)

Τέλος με χρήση του τύπου (8.3.5) υπολογίζεται και η μέση ταχύτητα v̄3 του Νευτώ-
νειου ρευστού στην ορθογωνική διατομήD = [−a, a] × [−b, b] του αγωγού που είναι

v̄3 = −
14a2b2(9a2 + b2)(a2 + 9b2)f

9(a2 + b2)(45a4 + 464a2b2 + 45b4) (8.3.30)

και για a = b
v̄3 = −

350a2 f
2493

≈ −0.140393a2 f. (8.3.31)

Στο σημείο αυτό σημειώνουμε ότι συγκρίνοντας τις τιμές J[v1] ≈ −0.555556a4f 2
στη σχέση (8.3.13) δεξιά και J[v3] ≈ −0.561572 a4 f 2 στη σχέση (8.3.27), παρατηρούμε
ότι η δεύτερη είναι μικρότερη από την πρώτη, επειδή −0.561572 < −0.555556. Άρα
η τιμή του συναρτησιακού J[v] μειώθηκε, όπως αναμέναμε βέβαια στην παρούσα

Copyright © 2010–2014 Νικόλαος Ι. Ιωακειμίδης



198 ΜΕΡΟΣ Ε z ΚΕΦΑΛΑΙΟ E8: Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ RAYLEIGH–RITZ

ελαχιστοποίηση αυτού του συναρτησιακού που επιδιώκουμε εδώ με τη μέθοδο των
Rayleigh–Ritz. Και φυσικά και κάποια πολύ μικρή επιπλέον μείωση θα συνέβαινε
αν προχωρούσαμε σε παραπέρα προσεγγίσεις με περισσότερους όρους στη μέθοδο
των Rayleigh–Ritz, κάτι που όμως δε θα κάνουμε.

. Άσκηση
Ενότητα Ε8.3 t Άσκηση E8.5 z Μηχανική των Υλικών: Στρέψη

Όπως ήδη γνωρίζουμε από την Άσκηση Ε7.8 της Ενότητας Ε7.7 του προηγούμενου
Κεφαλαίου Ε7, το ίδιο ουσιαστικά συναρτησιακό (7.7.13) ή (8.3.2) παρουσιάζεται
επίσης στο πρόβλημα της στρέψεως ευθύγραμμης ράβδου. Αυτό το συναρτησιακό
το έχουμε δηλώσει στην Άσκηση Ε7.8, σχέση (7.7.14) με Π[φ] και έχει τη μορφή

Π[φ] = 1
2G D

(φ2
x + φ2

y + 2fφ)dxdy = minimum με f = −2Gθ. (8.3.32)

Υπενθυμίζουμε ότι τώρα άγνωστη συνάρτηση φ = φ(x, y) είναι η τασική συνάρτηση
του Prandtl, τοG δηλώνει το μέτρο διατμήσεως του ισότροπου ελαστικού υλικού της
ράβδου (που καταπονείται σε στρέψη) και το θ τη γωνία στρέψεως (ή γωνία στρο-
φής) της ράβδου ανά μονάδα μήκους της. Υπενθυμίζουμε επίσης ότι, όπως γνωρί-
ζουμε από τηνΆσκηση Ε7.8 που ήδη αναφέραμε, η εξίσωση των Euler–Lagrange για
το πιο πάνω συναρτησιακό Π[φ] είναι η γνωστή διδιάστατη εξίσωση του Poisson

φxx + φyy = −2Gθ. (8.3.33)

Τώρα, εάν είναι γνωστή η τασική συνάρτηση του Prandtl φ(x, y), τότε η ροπή
στρέψεως (ή στρεπτική ροπή) Τ (ισοδύναμαMt) στη ράβδο προκύπτει από τον τύπο

Τ = 2
D
φ(x, y)dxdy = 2

a

−a

b

−b
φ(x, y)dydx (8.3.34)

εννοείται με τη δεξιά έκφρασή του να ισχύει για μια ράβδο ορθογωνικής διατομής
D = [−a, a] × [−b, b] διαστάσεων 2a επί 2b και εμβαδού Α = 4ab.

Πέρα από τη διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους (8.3.33) θα πρέπει να
ισχύει επίσης και η συνοριακή συνθήκη

φ(x, y) = C (σταθερά) και συνήθως φ(x, y) = 0 για C = 0 (8.3.35)

σε ολόκληρο το σύνορο της διατομής της ευθύγραμμης ράβδου, δηλαδή σε όλη την
περίμετρο της ορθογωνικής διατομής της.

Αυτό το πρόβλημα στρέψεως μπορεί ασφαλώς να λυθεί με άμεσο (αλλά όχι και
ιδιαίτερα εύκολο) τρόπο που οδηγεί στη λύση του φ(x, y) για την τασική συνάρτηση
του Prandtl σε μορφή σειράς. Από αυτήν τη λύση προσδιορίζεται στη συνέχεια και
η σχετική ροπή στρέψεως (ή στρεπτική ροπή) Τ. Αυτή έχει την εξής μορφή σειράς:

T = 2
a

−a

b

−b
φ(x, y)dydx = 16

3
Gθa3b 1 −

192
π5

a
b

∞


n=1, 3, 5,…

1
n5

tanh
nπb
2a  . (8.3.36)

Στην ειδική περίπτωση της τετραγωνικής διατομής (a = b) αυτός ο τύπος μας δίνει
την τιμή

T ≈ 2.24923Gθa4. (8.3.37)

Αυτό το αποτέλεσμα είναι κλασικό και αναφέρεται στο βιβλίο Ελαστικότητας
των Timoshenko andGoodier.9 Εκεί στην Ενότητα 109 επιλύεται το πρόβλημα στρέ-
ψεως ευθύγραμμης ράβδου ορθογωνικής διατομής με τον άμεσο τρόπο των σειρών.

9Timoshenko, S. P. and Goodier, J. N. (1970), Theory of Elasticity, 3rd Edition, McGraw-Hill, New
York.
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
Πέρα από τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz, που τη μελετήσαμε στο προηγούμενο Κεφάλαιο Ε8, μια

εξίσου ενδιαφέρουσα ίσως μάλιστα και λίγο περισσότερο ενδιαφέρουσα μέθοδος για την προσεγγιστική
επίλυση προβλημάτων του μηχανικού (και όχι μόνο!) είναι η μέθοδος του Galerkin (ή μέθοδος των
Bubnov–Galerkin). Αυτή είναι η πιο γνωστή και πιο χρήσιμη μέθοδος από μια κατηγορία μεθόδων που
καλούνται μέθοδοι των σταθμισμένων υπολοίπων. Η μέθοδος του Galerkin μπορεί να χρησιμοποιηθεί για
την προσεγγιστική επίλυση συνήθων διαφορικών εξισώσεων καθώς και διαφορικών εξισώσεων με μερικές
παραγώγους, οι οποίες συνοδεύονται από τις σχετικές ομογενείς αρχικές ή συνήθως συνοριακές συνθήκες.
Σε αντίθεση με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz, που βασίζεται σε χρήση συναρτησιακού, η μέθοδος του
Galerkin βασίζεται στην ίδια την προς επίλυση διαφορική εξίσωση (συνήθη ή με μερικές παραγώγους).

Πιο συγκεκριμένα στη μέθοδο του Galerkin επιδιώκουμε την προσεγγιστική επίλυση του προβλήματός
μας μέσω της προσεγγίσεως της άγνωστης συναρτήσεως με γραμμικό συνδυασμό (πεπερασμένο άθροισμα)
γνωστών και σχετικά απλών γραμμικά ανεξάρτητων συναρτήσεων που επαληθεύουν όλες ανεξαιρέτως τις
αρχικές ή συνήθως συνοριακές συνθήκες του προβλήματός μας. Δηλαδή στο σημείο αυτό εργαζόμαστε
και εδώ στη μέθοδο του Galerkin περίπου όπως είχαμε εργασθεί και στο προηγούμενο Κεφάλαιο Ε8 στη
μέθοδο των Rayleigh–Ritz. Η συνέχεια όμως είναι εντελώς διαφορετική. Συγκεκριμένα εδώ στη μέθοδο
του Galerkin για τον προσδιορισμό των άγνωστων συντελεστών σε αυτόν το γραμμικό συνδυασμό ζητάμε
το μηδενισμό των ολοκληρωμάτων των σφαλμάτων στη διαφορική μας εξίσωση επί καθεμία από τις
γνωστές συναρτήσεις στο γραμμικό συνδυασμό που υποθέσαμε για την άγνωστη συνάρτηση στο διάστημα
ή στην περιοχή που μας ενδιαφέρει. Έτσι προκύπτει τελικά ένα σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων (συνήθως
γραμμικών), που η λύση του μας δίνει εύκολα τους συντελεστές της σχετικής προσεγγίσεως.

Οι μέθοδοι των Rayleigh–Ritz και του Galerkin ξεκινάνε από δύο εντελώς διαφορετικές αρχές.
Συγκεκριμένα η πρώτη στοχεύει στην προσεγγιστική στασιμοποίηση ενός συναρτησιακού (και μάλιστα
άμεσα, χωρίς χρήση της σχετικής εξισώσεως των Euler–Lagrange). Αντίθετα η δεύτερη στοχεύει στην
προσεγγιστική επίλυση μιας διαφορικής εξισώσεως: συνήθους ή με μερικές παραγώγους. Όμως σε πολλές
περιπτώσεις τα αποτελέσματα που μας δίνουν οι μέθοδοι των Rayleigh–Ritz και του Galerkin για το ίδιο
πρόβλημα συμπίπτουν απόλυτα εννοείται για αντίστοιχες αρχικές προσεγγίσεις της άγνωστης συναρτή-
σεως. Πρέπει επίσης να σημειωθεί ότι ενώ στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz είναι απόλυτα αναγκαίο να
λαμβάνονται υπόψη στις συναρτήσεις της προσεγγίσεως της άγνωστης συναρτήσεως μόνο οι γεωμετρικές
συνοριακές συνθήκες (ενώ μπορούν να αγνοούνται οι στατικές συνοριακές συνθήκες), στη μέθοδο του
Galerkin είναι αναγκαίο να λαμβάνονται υπόψη όλες οι συνοριακές συνθήκες. Η μέθοδος του Galerkin
είναι επίσης ευρύτερη στους στόχους της και μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε μεγαλύτερη κατηγορία προβλη-
μάτων, π.χ. σε προβλήματα που δε σχετίζονται με συναρτησιακά και σε μη γραμμικές διαφορικές εξισώσεις.

Σε αυτό το κεφάλαιο αρχικά θα περιγράψουμε τη μέθοδο του Galerkin και στη συνέχεια θα επιδείξουμε
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τη χρησιμότητά της σε εφαρμογές και μάλιστα στις ίδιες περίπου εφαρμογές (στη δοκό και στη
μόνιμη ροή Νευτώνειου ρευστού) που είχαμε δει στο προηγούμενο Κεφάλαιο Ε8 εκεί με τη
μέθοδο των Rayleigh–Ritz. Θα παρατηρήσουμε μάλιστα τη σύμπτωση των αποτελεσμάτων
των δύο μεθόδων σε αυτές τις εφαρμογές εννοείται υπό τις ίδιες συνθήκες προσεγγίσεων.

Στη συνέχεια θα αναφερθούμε και σε μερικές ακόμη μεθόδους σταθμισμένων υπολοίπων:
(α) Στη μέθοδο των Petrov–Galerkin, που αποτελεί μια ενδιαφέρουσα γενίκευση της μεθόδου
του Galerkin με τη χρήση οποιωνδήποτε συναρτήσεων σαν συναρτήσεων βάρους στα σταθμι-
σμένα υπόλοιπα. (β) Στη μέθοδο του συντοπισμού (collocation) και (γ) στη μέθοδο των ελαχί-
στων τετραγώνων, που είναι και οι δυο τους ειδικές περιπτώσεις της γενικότερης μεθόδου των
Petrov–Galerkin. (δ) Τέλος στη μέθοδο του Kantorovich, που είναι μια πιο πολύπλοκη και
ειδική μέθοδος σταθμισμένων υπολοίπων και αφορά μόνο σε διαφορικές εξισώσεις με μερικές
παραγώγους. Παρουσιάζουμε επίσης και ορισμένες εφαρμογές των μεθόδων (β), (γ) και (δ).

Ε9.1
Ε9.1. Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ GALERKIN

Ε9.1.1
Ε9.1.1. Περιγραφή της μεθόδου του Galerkin

Θεωρούμε εδώ ότι έχουμε να επιλύσουμε μια γραμμική και γενικά μη ομογενή
συνήθη διαφορική εξίσωση p-τάξεως στο διάστημα [a, b] της μορφής

apy (p)(x) + ap−1y (p−1)(x) +⋯ + a1y (x) + a0y(x) = f (x) (9.1.1)

με άγνωστη συνάρτηση την y(x) και υπό ομογενείς αρχικές ή συνοριακές συνθήκες.
Εδώ οι συντελεστές της ak μπορεί να είναι είτε σταθεροί είτε μη σταθεροί (μεταβλη-
τοί) και η συνάρτηση f (x) στο δεξιό μέλος είναι μια γνωστή συνάρτηση. Αυτήν εδώ
τη συνήθη διαφορική εξίσωση τη γράφουμε συχνά και στην πιο σύντομη μορφή της

𝒜 (D)y(x) = f (x) (9.1.2)
με

𝒜 (D) = apDp + ap−1Dp−1 +⋯ + a1D + a0 . (9.1.3)

Εδώ το σύμβολο D ≡ d/dx δηλώνει το διαφορικό τελεστή ως προς την ανεξάρτητη
μεταβλητή x στη διαφορική εξίσωση (9.1.1) ή σε πιο συνεπτυγμένη μορφή (9.1.2).

Ακριβώς όπως και στημέθοδο τωνRayleigh–Ritz στο προηγούμενοΚεφάλαιο Ε8
έτσι και εδώ στη μέθοδο του Galerkin (ή των Bubnov–Galerkin) υποθέτουμε την
άγνωστη συνάρτηση y(x) ότι προσεγγίζεται από ένα γραμμικό συνδυασμό yn(x)
γνωστών, απλών και κατάλληλων συναρτήσεωνφk(x). Δηλαδή υποθέτουμε την ισχύ
της προσεγγίσεως (8.1.2) στην Ενότητα Ε8.1 του προηγούμενου Κεφαλαίου Ε8 για
τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz. Αυτήν την επαναλαμβάνουμε και εδώ

y(x) ≈ yn(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) +⋯ + cnφn(x) =
n


k=1

ckφk(x). (9.1.4)

Και προφανώςως προς την άγνωστη συνάρτηση y(x) το σφάλμα εn(x)που σχετίζεται
με αυτήν την προσέγγιση yn(x) θα είναι

εn(x) = y(x) − yn(x) = y(x) −
n


k=1

ckφk(x). (9.1.5)

Αυτό το σφάλμα γενικά μειώνεται με την αύξηση του αριθμού n των όρων στο γραμ-
μικό συνδυασμό (9.1.4) για την προσέγγιση yn(x) της άγνωστης συναρτήσεως y(x).
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Υπενθυμίζουμε επίσης ότι οι γνωστές συναρτήσεις φk(x) πρέπει να επιλέγονται
κατάλληλα, ώστε να έχουν τις τέσσερις καλές ιδιότητες που αναφέρονται κάτω από
τη σχέση (8.1.2). Εδώ όμως στη μέθοδο του Galerkin τονίζουμε ότι θα πρέπει να πλη-
ρούνται όλες ανεξαιρέτως οι ομογενείς (όπως υποθέτουμε) συνοριακές συνθήκες
(και οι μηχανικές ή στατικές συνοριακές συνθήκες) και όχι μόνο οι γεωμετρικές συ-
νοριακές συνθήκες. Αντίθετα στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz απαιτείτο η πλήρωση
μόνο των γεωμετρικών συνοριακών συνθηκών. Δηλαδή στη μέθοδο τουGalerkin τα
πράγματα είναι αρκετά πιο αυστηρά ως προς την επιλογή των συναρτήσεων φk(x)
στην παραπάνω προσέγγιση yn(x) στη σχέση (9.1.4) της άγνωστης συναρτήσεως y(x)
στη διαφορική εξίσωση (9.1.1) ή (9.1.2), που θέλουμε να επιλύσουμε προσεγγιστικά.

Και τώρα μας μένει το κύριο μέρος της εργασίας μας, δηλαδή ο προσδιορισμός
των άγνωστων συντελεστών ck στην προσέγγιση (9.1.4) της άγνωστης συναρτήσεώς
μας y(x). Στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz αυτό το πετύχαμε με ελαχιστοποίηση (γενι-
κότερα στασιμοποίηση) του σχετικού συναρτησιακού εξισώνοντας με το μηδέν τις
σχετικές μερικές παραγώγους (8.1.4). Έτσι δημιουργήθηκε ένα σύστημααλγεβρικών
εξισώσεων (συνήθως γραμμικών) για την εύρεση των άγνωστων συντελεστών ck .

Για το σκοπό αυτό στη μέθοδο του Galerkin υιοθετείται η ακόλουθη διαδικα-
σία: η προσεγγιστική λύση yn(x) στη σχέση (9.1.4) της διαφορικής εξισώσεως (9.1.1)
ή (9.1.2) (που συνοδεύεται βέβαια από τις σχετικές ομογενείς αρχικές ή συνοριακές
συνθήκες) προφανώς δεν πληροί ακριβώς αυτήν τη διαφορική εξίσωση. Υπάρχει
ένα σφάλμα, ένα υπόλοιπο

Rn(x) = 𝒜 (D)yn(x) − f (x). (9.1.6)

Εμείς εδώ στη μέθοδο του Galerkin υποθέτουμε ότι μηδενίζονται τα n σταθμισμένα
υπόλοιπα b

a
Rn(x)φm(x)dx = 0 με m = 1, 2,… , n. (9.1.7)

Παρατηρούμε ότι εδώ σαν συναρτήσεις βάρους σε αυτά τα σταθμισμένα υπόλοιπα
θεωρήσαμε τις ίδιες τις συναρτήσεις φm(x) (μεm = 1, 2,… , n) που χρησιμοποιήσαμε
ήδη στη σχέση (9.1.4) στην προσέγγιση yn(x) της άγνωστης συναρτήσεως y(x) στην
παρούσα μέθοδο του Galerkin (ή των Bubnov–Galerkin).

Αντικαθιστούμε τώρα τις εκφράσεις των υπολοίπων Rn(x) από τις σχέσεις (9.1.6)
στις εξισώσεις (9.1.7). Έτσι προκύπτει η πιο λεπτομερής μορφήαυτών των εξισώσεων

b

a
[𝒜 (D)yn(x) − f (x)]φm(x)dx = 0 με m = 1, 2,… ,n. (9.1.8)

Και αυτές οι εξισώσεις γίνονται ακόμη πιο σαφείς, εάν αντικαταστήσουμε σε αυτές
και την έκφραση (9.1.4) της προσεγγίσεως yn(x). Με αυτόν τον τρόπο παίρνουμε

b

a
𝒜 (D )

n


k=1

ckφk(x)φm(x)dx =
b

a
f (x)φm(x)dx με m = 1, 2,… , n, (9.1.9)

όπου μάλιστα μεταφέραμε τώρα δεξιά τους όρους με τη γνωστή συνάρτηση f (x)
στο δεξιό μέλος της διαφορικής εξισώσεως (9.1.2). Αφού μάλιστα οι συντελεστές ck
στην προσέγγιση (9.1.4) είναι σταθερές, χρησιμοποιώντας τη γραμμική ιδιότητα
στην παραγώγιση και στη συνέχεια στην ολοκλήρωση, μπορούμε να γράψουμε τις
πιο πάνω εξισώσεις (9.1.9) στην τελική τους μορφή

n


k=1

ck
b

a
[𝒜 (D)φk(x)]φm(x)dx =

b

a
f (x)φm(x)dx με m = 1, 2,… ,n. (9.1.10)
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Εδώ πρόκειται προφανώς για n γραμμικές αλγεβρικές εξισώσεις ως προς τους n
άγνωστους συντελεστές ck στο γραμμικό συνδυασμό (9.1.4) για τηνπροσέγγιση yn(x)
της λύσεως y(x) αυτού του προβλήματος, που αποτελείται από τη γραμμική συνήθη
διαφορική εξίσωση (9.1.1) ή (9.1.2) και τις σχετικές ομογενείς αρχικές ή συνήθως
συνοριακές συνθήκες. Με τη λύση αυτού του συστήματος (9.1.10) προσδιορίζουμε
αμέσως τους συντελεστές ck και μετά την προσέγγιση yn(x) με βάση τη σχέση (9.1.4).

Στο σημείο αυτό υπενθυμίζουμε ότι εδώ στη μέθοδο του Galerkin χρησιμοποιή-
σαμε κατευθείαν τη διαφορική εξίσωση (9.1.1) ή (9.1.2) και δε χρησιμοποιήσαμε συ-
ναρτησιακά. Συναρτησιακά είχαμε χρησιμοποιήσει στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz
στο προηγούμενο Κεφάλαιο Ε8. Εκεί με τη χρήση συναρτησιακών η διαφορική εξί-
σωση (9.1.1) ή (9.1.2) θα ήταν η εξίσωση των Euler–Lagrange του σχετικού συναρ-
τησιακού. Εάν βέβαια υπάρχει σχετικό συναρτησιακό … Γιατί δεν υπάρχει πάντα.
Και με αυτήν την έννοια η μέθοδος του Galerkin είναι γενικότερη από τη μέθοδο
των Rayleigh–Ritz, αφού είναι εφαρμόσιμη και σε προβλήματα που δε σχετίζονται
καθόλου με συναρτησιακά, τα οποία δε μπορούν να διατυπωθούν σαν προβλήματα
ελαχιστοποιήσεως (και γενικότερα στασιμοποιήσεως) συναρτησιακών.

Εντούτοις για το ίδιο πρόβλημα και με βάση την ίδια προσέγγιση (9.1.4) η μέθο-
δος των Rayleigh–Ritz και η μέθοδος του Galerkin παρά την πιο πάνω ουσιαστική
διαφορά που έχουν αποδεικνύεται ότι μας δίνουν αρκετά συχνά ακριβώς τα ίδια
προσεγγιστικά αποτελέσματα. Αυτό θα το δούμε και στις παρακάτω εφαρμογές,
που επιλέχθηκαν να είναι αντίστοιχες εφαρμογών που είχαμε δει και στο προηγού-
μενο Κεφάλαιο Ε8, εκεί βέβαια χρησιμοποιώντας συναρτησιακά και τη μέθοδο των
Rayleigh–Ritz και όχι διαφορικές εξισώσεις και τη μέθοδο του Galerkin όπως εδώ.

Πριν προχωρήσουμε όμως σε πρακτικές εφαρμογές του Πολιτικού Μηχανικού,
θα πρέπει να σημειώσουμε εδώ πως η εφαρμογή της μεθόδου του Galerkin δεν πε-
ριορίζεται μόνο σε συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. Εμάς ασφαλώς μας ενδιαφέρουν
ιδιαίτερα και οι διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους. Υποθέτουμε λοιπόν
ότι έχουμε προς επίλυση μια γραμμική και γενικά μη ομογενή διαφορική εξίσωση
με μερικές παραγώγους της μορφής

𝒜 (Dx ,Dy)u(x, y) = f (x, y) με Dx ≡
𝜕
𝜕x και Dy ≡

𝜕
𝜕y . (9.1.11)

Τώρα με δύο ανεξάρτητες μεταβλητές, τις x και y, η σχετική προσέγγιση (9.1.4) της
άγνωστης συναρτήσεως, εδώ της συναρτήσεως u(x, y), θα πάρει φυσικά τη μορφή

u(x, y) ≈ un(x, y) = c1φ1(x, y) + c2φ2(x, y) +⋯ + cnφn(x, y) =
n


k=1

ckφk(x, y). (9.1.12)

Επίσης το σφάλμα εn(x) στη σχέση (9.1.5) θα πάρει τώρα προφανώς τη μορφή

εn(x, y) = u(x, y) − un(x, y) = u(x, y) −
n


k=1

ckφk(x, y). (9.1.13)

Και ανάλογα το υπόλοιπο Rn(x) στη σχέση (9.1.6) θα πάρει τώρα τη μορφή

Rn(x, y) = 𝒜 (Dx ,Dy)un(x, y) − f (x, y). (9.1.14)

Και φυσικά ανάλογες αλλαγές έχουμε στις εξισώσεις (9.1.7), (9.1.8) και (9.1.9).
Εκεί μάλιστα οι ολοκληρώσεις θα γίνονται στη διδιάστατη περιοχή D, όπου ισχύει
η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους (9.1.11) και στο σύνορο C της οποίας
ισχύουν οι σχετικές ομογενείς συνοριακές συνθήκες. Τέλος οι τελικές εξισώσεις της
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μεθόδου του Galerkin, οι εξισώσεις (9.1.10) για τον προσδιορισμό των n συντελε-
στών ck , εδώ στην προσέγγιση (9.1.12), παίρνουν τώρα τις διδιάστατες μορφές τους

n


k=1

ck
D
[𝒜 (Dx ,Dy)φk(x, y)]φm(x, y)dxdy =

D
f (x, y)φm(x, y)dxdy (9.1.15)

πάλι βέβαια με m = 1, 2,… ,n: έχουμε συνολικά n γραμμικές αλγεβρικές εξισώσεις.
Και ανάλογα βέβαια η μέθοδος τουGalerkin ισχύει και για διαφορικές εξισώσεις

με μερικές παραγώγους με τρεις ανεξάρτητες μεταβλητές της μορφής

𝒜 (Dx ,Dy ,D z)u(x, y, z) = f (x, y, z) με Dx ≡
𝜕
𝜕x , Dy ≡

𝜕
𝜕y και D z ≡

𝜕
𝜕z (9.1.16)

ή και με τέσσερις ανεξάρτητες μεταβλητές, π.χ. τις x, y, z (τη θέση) και t (το χρόνο).
Σημειώνουμε τέλος ότι η μέθοδος του Galerkin είναι επίσης εφαρμόσιμη και σε

μη γραμμικές διαφορικές εξισώσεις αλλά και σε ολοκληρωτικές εξισώσεις. Και σε
αντίθεση με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz δεν απαιτεί την ύπαρξη συναρτησιακού
προς ελαχιστοποίηση (και γενικότερα στασιμοποίηση). Επομένως είναι μια πολύ
ενδιαφέρουσα μέθοδος και μάλιστα πολύ γενικότερη μέθοδος από τη μέθοδο των
Rayleigh–Ritz, παρόλο που αρκετές φορές τα αποτελέσματα αυτών των δύο μεθό-
δων (εννοείται για τις ίδιες προσεγγίσεις της άγνωστης συναρτήσεως) συμπίπτουν.

Ε9.1.2
Ε9.1.2. Εφαρμογή σε πρόβλημα αμφίπακτης δοκού

Σαν πρώτη εφαρμογή της μεθόδου του Galerkin (ή των Bubnov–Galerkin) θεω-
ρούμε το πρόβλημα της αμφίπακτης δοκού υπό τριγωνική κάθετη κατανεμημένη
φόρτιση p(x) = p0x. Αυτό το πρόβλημα το μελετήσαμε ήδη στην Ενότητα Ε8.2 (ειδι-
κότερα στην Παράγραφο Ε8.2.2) του προηγούμενου Κεφαλαίου Ε8, εκεί όμως με τη
μέθοδο των Rayleigh–Ritz και συγκεκριμένα με την ελαχιστοποίηση του σχετικού
συναρτησιακού (8.2.1). Εδώ θα εργασθούμε με τη μέθοδο του Galerkin και συγκε-
κριμένα με βάση τη γνωστή μας διαφορική εξίσωση της δοκού (8.2.2). Πρόκειται
προφανώς για μια μη ομογενή συνήθη διαφορική εξίσωση. Την επαναλαμβάνουμε

EIv (x) = p(x) εδώ με p(x) = p0x. (9.1.17)

Σαν συναρτήσεις φk(x) χρησιμοποιούμε και εδώ στη μέθοδο του Galerkin τις ίδιες
ακριβώς συναρτήσεις (8.2.5) και γενικότερα (8.2.6) που είχαμε χρησιμοποιήσει στη
μέθοδο των Rayleigh–Ritz. Προφανώς αυτές πληρούν και τις τέσσερις συνοριακές
συνθήκες στα δύο πακτωμένα άκρα x = 0 και x = L αυτής της αμφίπακτης δοκού.

Ξεκινάμε με n = 1. Δεχόμαστε και εδώ σαν πρώτη προσέγγιση v1(x) της άγνω-
στης συναρτήσεως v(x), του άγνωστου βέλους κάμψεως της παρούσας αμφίπακτης
δοκού, την προσέγγιση (8.2.17) με μοναδικό άγνωστο συντελεστή το c1. Αυτή είναι

v1(x) = c1φ1(x) = c1x2(L − x)
2, αφού εδώ φ1(x) = x2(L − x)2 . (9.1.18)

Για τον υπολογισμό του άγνωστου συντελεστή c1 με τη μέθοδο τουGalerkin χρη-
σιμοποιούμε φυσικά τις εξισώσεις σταθμισμένων υπολοίπων (9.1.7), που όπως ήδη
είδαμε, μπορούν να γραφούν εναλλακτικά και στις τελικές τους μορφές (9.1.10).
Εδώ έχουμε βέβαια n = 1, δηλαδή έχουμε μία μόνο εξίσωση σταθμισμένων υπο-
λοίπων (9.1.7) ή εναλλακτικά (9.1.10). Τώρα για την πιο πάνω πρώτη προσέγγιση
v1(x) του βέλους κάμψεως v(x) της παρούσας δοκού το υπόλοιπο που προκύπτει στη
διαφορική εξίσωση (9.1.17) αυτής της δοκού, όπως εύκολα διαπιστώνουμε, είναι

R1(x) = 24EIc1 − p0x. (9.1.19)
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Και με τη χρήση του όπως και της συναρτήσεως φ1(x) στη σχέση (9.1.18) η εξίσωση
σταθμισμένου υπολοίπου (9.1.7) (εδώμε n = 1) παίρνει τελικά τηνπολύαπλήμορφή

L5

60
(48EIc1 − p0L) = 0. (9.1.20)

Παρατηρούμε ότι πρόκειται για την ίδια ακριβώς εξίσωση (8.2.19), που είχαμε βρει
στην Παράγραφο Ε8.2.2 για το ίδιο ακριβώς πρόβλημα αμφίπακτης δοκού και με
την ίδια προσέγγιση (9.1.18) στη μέθοδο τωνRayleigh–Ritz. Επομένωςπαρατηρούμε
ότι τα αποτελέσματα των μεθόδων των Rayleigh–Ritz και του Galerkin συμπίπτουν
στο παρόν πρόβλημα. Αυτό θα δούμε ότι παρατηρείται και σε άλλες περιπτώσεις.

Προχωράμε τώρα και στη δεύτερη προσέγγιση v2(x) του βέλους κάμψεως της δο-
κού με δύο συναρτήσεις φ1(x) και φ2(x) και με δύο άγνωστους συντελεστές c1 και c2.
Πρόκειται για την προσέγγιση (8.2.26) της ίδιας Παραγράφου Ε8.2.2. Και σε αυ-
τήν την περίπτωση, τώρα με n = 2, εργαζόμαστε με τη μέθοδο του Galerkin και με
δύο εξισώσεις σταθμισμένων υπολοίπων (9.1.7). Στην περίπτωση αυτή προκύπτει
τελικά το ίδιο σύστημα των γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων (8.2.28) και (8.2.29)
και φυσικά μετά και οι ίδιες τιμές (8.2.30) των δύο άγνωστων συντελεστών c1 και c2.
Δηλαδή και εδώ (n = 2) παρατηρούμε τη σύμπτωση των αποτελεσμάτων των μεθό-
δων των Rayleigh–Ritz και του Galerkin στο παρόν πρόβλημα αμφίπακτης δοκού.

Αξίζει πάντως να σημειώσουμε πέρα από τη σύμπτωση των προσεγγιστικών
αποτελεσμάτων, την οποία ήδη παρατηρήσαμε και πράγματι ισχύει αρκετά συχνά,
ότι το συναρτησιακό που ελαχιστοποιείται στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz, εδώ το
συναρτησιακό (8.2.1), έχει σαν εξίσωση των Euler–Lagrange τη διαφορική εξίσωση
που χρησιμοποιείται στη μέθοδο του Galerkin, εδώ την εξίσωση (8.2.2) ή (9.1.17).

Ε9.1.3
Ε9.1.3. Εφαρμογή σε πρόβλημα ροής Νευτώνειου ρευστού

Σαν δεύτερη εφαρμογή της μεθόδου τουGalerkin (ή των Bubnov–Galerkin) θεω-
ρούμε το πρόβλημα της μόνιμης ροής Νευτώνειου ρευστού σε ευθύγραμμο αγωγό
ορθογωνικής διατομής D = [−a, a] × [−b, b]. Αυτό το πρόβλημα το μελετήσαμε στην
ΕνότηταΕ8.3 του προηγούμενουΚεφαλαίουΕ8 εκεί με τη μέθοδο τωνRayleigh–Ritz
και συγκεκριμένα με την ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού (8.3.2). Εδώ θα εργα-
σθούμε με τη μέθοδο του Galerkin και συγκεκριμένα με βάση τη σχετική διαφορική
εξίσωση με μερικές παραγώγους (8.3.1). Πρόκειται προφανώς για μια διδιάστατη
εξίσωση του Poisson με σταθερό δεξιό μέλος. Την επαναλαμβάνουμε και εδώ

𝜕2v(x, y)
𝜕x2 + 𝜕

2v(x, y)
𝜕y2 = f με f = pz

μ
, − a ≤ x ≤ a και − b ≤ y ≤ b. (9.1.21)

Οι σχετικές συνοριακές συνθήκες στο σύνορο της διατομής D του αγωγού είναι

v(±a, y) = 0 και v(x, ±b) = 0 με − a ≤ x ≤ a και − b ≤ y ≤ b. (9.1.22)

Αυτές αφορούν βέβαια στο μηδενισμό της ταχύτητας του Νευτώνειου ρευστού σε
όλο το σύνορο της ορθογωνικής διατομής D = [−a, a] × [−b, b] του ευθύγραμμου
αγωγού. Πρόκειται για τη συνθήκη μη ολίσθησης στο παρόν πρόβλημα ροής.

Για την προσεγγιστική επίλυση του προβλήματός μας θεωρούμε τις συναρτήσεις

φ1(x, y) = (x
2−a2)(y2−b2), φ2(x, y) = x2φ1(x, y), φ3(x, y) = y2φ1(x, y), κλπ. (9.1.23)

Αυτές οι συναρτήσεις πληρούν ασφαλώς και τις τέσσερις πιο πάνω συνοριακές συν-
θήκες (9.1.22). Επιπλέον όμως λαμβάνουν υπόψη και τη συμμετρία της διατομής
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D = [−a, a] × [−b, b] του ευθύγραμμου αγωγού, δηλαδή είναι άρτιες συναρτήσεις ως
προς και τις δύο μεταβλητές x και y πάνω στη διατομήD του ευθύγραμμου αγωγού.

Ξεκινάμε τώρα στη μέθοδο του Galerkin με ένα μόνο όρο (n = 1). Με χρήση λοι-
πόν μόνο της πρώτης συναρτήσεως φ1(x, y) από τις πιο πάνω συναρτήσεις (9.1.23)
προσεγγίζουμε την άγνωστη συνάρτηση v(x, y), που είναι βέβαια η ταχύτητα του
Νευτώνειου ρευστού στον ευθύγραμμο αγωγό, με τη συνάρτηση

v1(x, y) = c1φ1(x, y) = c1(x2 − a2)(y2 − b2). (9.1.24)

Πρόκειται φυσικά για την ίδια ακριβώς συνάρτηση (8.3.7), που είχαμε χρησιμοποι-
ήσει στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz στην Παράγραφο Ε8.3.3 για το ίδιο ακριβώς
πρόβλημα και εκεί με n = 1. Εδώ όμως δεν ελαχιστοποιούμε κανένα συναρτησιακό.
Απλά χρησιμοποιούμε τις εξισώσεις (9.1.15), που τις προσδιορίσαμε με τη μέθοδο
του Galerkin για διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους με δύο ανεξάρτητες
μεταβλητές x και y, στο παρόν πρόβλημα, δηλαδή στη διαφορική εξίσωση (9.1.21)
εδώ βέβαια με n = 1. Σαν αποτέλεσμα προκύπτει η γραμμική αλγεβρική εξίσωση

− 128
45

a3b3(a2 + b2)c1 =
16
9
a3b3f . (9.1.25)

Αυτή μπορεί πολύ εύκολα να γραφεί και στην ισοδύναμη απλοποιημένη μορφή της

8(a2 + b2)c1 + 5f = 0. (9.1.26)

Παρατηρούμε ότι πρόκειται για την ίδια ακριβώς εξίσωση (8.3.10), που είχε προ-
κύψει στην Παράγραφο Ε8.3.3 στο ίδιο πρόβλημα με την ίδια προσέγγιση (9.1.24)
στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz. Επομένως ισχύουν παραπέρα και οι σχέσεις (8.3.11)
και (8.3.12) εκείνης εκεί της Παραγράφου Ε8.3.3. Συγκεκριμένα για τον άγνωστο
συντελεστή c1 στην προσέγγιση v1(x, y), σχέση (9.1.24), ισχύει η σχέση (8.3.11), που
την επαναλαμβάνουμε και εδώ

c1 = −
5f

8(a2 + b2) . (9.1.27)

Παρουσιάζεται λοιπόν πλήρης σύμπτωση τωναποτελεσμάτων τωνμεθόδων των
Rayleigh–Ritz και του Galerkin στο παρόν πρόβλημα ροής Νευτώνειου ρευστού σε
αγωγό και με τη ίδια αρχική προσέγγιση v1(x, y) της ταχύτητας v(x, y) του ρευστού
για n = 1. Εντούτοις τονίζουμε ότι εδώ με τη μέθοδο του Galerkin εργασθήκαμε με
έναν εντελώς διαφορετικό τρόπο. Συγκεκριμένα μηδενίσαμε ένα σταθμισμένο υπό-
λοιπο και δεν ελαχιστοποιήσαμε ένα συναρτησιακό, όπως είχαμε κάνει στη μέθοδο
των Rayleigh–Ritz. Επομένως βασίζονται σε δύο εντελώς διαφορετικές αρχές αυτές
οι δύο μέθοδοι: των Rayleigh–Ritz και του Galerkin. Και αυτό συμβαίνει παρά τη
συχνή σύμπτωση των προσεγγιστικών αποτελεσμάτων τους υπό ακριβώς τις ίδιες
συνθήκες: ίδιο πρόβλημα και ίδια προσέγγιση της άγνωστης συναρτήσεως.

Συνεχίζουμε το ίδιο πρόβλημα τώρα με n = 3 και συγκεκριμένα χρησιμοποιώ-
ντας και τις τρεις συναρτήσεις (9.1.23) στη σχετική προσέγγιση v3(x, y) της άγνωστης
ταχύτητας v(x, y) του Νευτώνειου ρευστού. Τότε για την προσέγγιση αυτή έχουμε

v3(x, y) = c1φ1(x, y)+c2φ2(x, y)+c3φ3(x, y) = (x
2−a2)(y2−b2)(c1+c2x2+c3y2). (9.1.28)

Δουλεύουμε και πάλι με τις τελικές εξισώσεις σταθμισμένων υπολοίπων (9.1.15) στη
μέθοδο τουGalerkin για τοπαρόνπρόβλημαροής με διαφορική εξίσωση την (9.1.21).
Οδηγούμαστε έτσι στο ίδιο σύστημα των γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων (8.3.18)
έως (8.3.20) για τους άγνωστους συντελεστές c1, c2 και c3 και στα ίδια παραπέρα απο-
τελέσματα με εκείνα που είχαμε βρει στην Παράγραφο Ε8.3.4 για το ίδιο πρόβλημα
ροής και την ίδια προσέγγιση (9.1.28), εκεί όμως με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz.
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Ε9.2
Ε9.2. Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ PETROV–GALERKIN

Η μέθοδος του Galerkin (ή ισοδύναμα η μέθοδος των Bubnov–Galerkin) είναι
η βασική και υπολογιστικά πιο αποτελεσματική μέθοδος σε μια κατηγορία μεθόδων
για την προσεγγιστική επίλυση διαφορικών εξισώσεων (είτε συνήθων είτε με μερι-
κές παραγώγους). Σε αυτήν για συνήθεις διαφορικές εξισώσεις γίνεται προσέγγιση
της λύσεώς τους y(x) από ένα γραμμικό συνδυασμό yn(x) κατάλληλα επιλεγμένων
συναρτήσεων της μορφής (9.1.4). Αυτόν το γραμμικό συνδυασμό τον επαναλαμβά-
νουμε για διευκόλυνσή μας και εδώ

y(x) ≈ yn(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) +⋯ + cnφn(x) =
n


k=1

ckφk(x). (9.2.1)

Και ανάλογα ισχύουν βέβαια και για διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους.
Εντούτοις η μέθοδος του Galerkin δεν είναι η μοναδική σχετική μέθοδος. Μερι-

κές πολύ αξιόλογες παραλλαγές της είναι επίσης ενδιαφέρουσες και θα τις αναφέ-
ρουμε σε αυτήν την ενότητα και στις αμέσως επόμενες τρεις ενότητες. Η μέθοδος του
Galerkin και όλες αυτές οι μέθοδοι, που καλούνται μέθοδοι σταθμισμένων υπολοί-
πων, βασίζονται στο υπόλοιπο Rn(x) στη σχέση (9.1.6), που την επαναλαμβάνουμε

Rn(x) = 𝒜 (D)yn(x) − f (x). (9.2.2)

Πρόκειται φυσικά για το σφάλμα που οφείλεται απλά στο ότι στη διαφορική μας
εξίσωση (9.1.2), την υπενθυμίζουμε

𝒜 (D)y(x) = f (x) και ισοδύναμα 𝒜 (D)y(x) − f (x) = 0, (9.2.3)

θέσαμε την προσέγγιση yn(x) στη θέση της άγνωστης συναρτήσεως y(x). Και είναι
σαφές ότι αυτή η ενέργειά μας δημιουργεί σφάλμα, εδώ τοπιο πάνωυπόλοιποRn(x).

Τώρα πιο συγκεκριμένα η μέθοδος του Galerkin βασίζεται στο μηδενισμό των
σχετικών σταθμισμένων υπολοίπων (9.1.7), δηλαδή στις n εξισώσεις

b

a
Rn(x)φm(x)dx = 0 με m = 1, 2,… , n. (9.2.4)

Σε αυτά τα ολοκληρώματα οι n συναρτήσεις φm(x) είναι οι σχετικές συναρτήσεις
βάρους. Αυτές οι εξισώσεις (9.2.4) συνήθως (και συγκεκριμένα για γραμμικές δια-
φορικές εξισώσεις) είναι συστήματα n γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων. Η λύση
τους καθορίζει τους n μέχρι τώρα άγνωστους συντελεστές ck στο γραμμικό συνδυα-
σμό (9.2.1) για την προσέγγιση yn(x) ≈ y(x) της άγνωστης συναρτήσεως y(x) στη
διαφορική εξίσωση (9.2.3) που θέλουμε να λύσουμε, εδώ βέβαια προσεγγιστικά. Και
με αυτόν τον καθορισμό προσδιορίζεται πλήρως αυτή η προσέγγιση yn(x) ≈ y(x),
που γενικά βελτιώνεται καθώς αυξάνεται ο αριθμός n των όρων στον παραπάνω
γραμμικό συνδυασμό (9.2.1). Τότε όμως φυσικά αυξάνεται και ο ίδιος αριθμός n
των εξισώσεων (9.2.4).

Η βασική γενίκευση της μεθόδου του Galerkin (ή των Bubnov–Galerkin) είναι
η μέθοδος των Petrov–Galerkin. Στη μέθοδο αυτή πολύ απλά γενικεύουμε τις εξι-
σώσεις (9.2.4) επιλέγοντας τώρα τις συναρτήσεις βάρους φm(x) στα ολοκληρώματα
των αριστερών μελών τους, δηλαδή στα σταθμισμένα (εννοείται με τις συναρτή-
σεις βάρουςφm(x)) ολοκληρώματα, να είναι γενικά διαφορετικές συναρτήσειςψm(x)
από τις συναρτήσεις φm(x) στο γραμμικό συνδυασμό (9.2.1). Αυτή η γενίκευση, δη-
λαδή τα σύνολα των συναρτήσεων φm(x) στο γραμμικό συνδυασμό (9.2.1) και ψm(x)
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στις εξισώσεις (9.2.4) να μην είναι τώρα ακριβώς τα ίδια, δημιουργεί τη μέθοδο των
Petrov–Galerkin. Άρα σε αυτήν τη νέα μέθοδο, που είναι προφανώς μια εύλογη
γενίκευση της μεθόδου του Galerkin, για τον προσδιορισμό των n συντελεστών ck
στο γραμμικό συνδυασμό (9.2.1) χρησιμοποιούμε τις n εξισώσεις

b

a
Rn(x)ψm(x)dx = 0 με m = 1, 2,… , n (9.2.5)

αντί για τις n εξισώσεις (9.2.4). Τόσο απλά!
Δηλαδή τώρα “σταθμίζουμε” τα υπόλοιπα Rn(x) στα n ολοκληρώματα των πιο

πάνω σχέσεων με συναρτήσεις βάρους τις καταρχήν αυθαίρετες συναρτήσεις ψm(x)
αντί για τις βασικές μας συναρτήσεις φm(x), που συνεχίζουμε και τώρα να χρησιμο-
ποιούμε στο γραμμικό συνδυασμό (9.2.1). Και δεν έχουμε βέβαια καμία απολύτως
αλλαγή σε αυτόν το γραμμικό συνδυασμό: μένει ακριβώς ο ίδιος. Μόνο οι n συναρ-
τήσεις βάρους έχουν αλλάξει στα ολοκληρώματα των εξισώσεων (9.2.5): από φm(x)
που ήσαν στις εξισώσεις (9.2.4) της μεθόδου τουGalerkin έγιναν τώραψm(x) στις εξι-
σώσεις (9.2.5) της μεθόδου των Petrov–Galerkin, που είναι απλά μια γενίκευσή της.

Είναι επίσης προφανές ότι ανάλογα ισχύουν και σε διαφορικές εξισώσεις με με-
ρικές παραγώγους, π.χ. στη διαφορική εξίσωση (9.1.11) με δύο ανεξάρτητες μετα-
βλητές, κλπ. Μόνο που εκεί εννοείται ότι αντί για x θα έχουμε όλες τις ανεξάρτητες
μεταβλητές στο γραμμικό συνδυασμό (9.2.1) και παραπέρα και στις εξισώσεις (9.2.5)
για τη μέθοδο των Petrov–Galerkin. Και επίσης στις ίδιες εξισώσεις η ολοκλήρωση
θα γίνεται σε όλη την περιοχή D, όπου ισχύει (ή θέλουμε να ισχύει) η διαφορική
εξίσωση με μερικές παραγώγους. Παραδείγματος χάρη, εάν εργαζόμαστε στις τρεις
διαστάσεις (x, y, z), ο γραμμικός συνδυασμός (9.2.1) θα πάρει τη μορφή

u(x, y, z) ≈ un(x, y, z) = c1φ1(x, y, z) + c2φ2(x, y, z) +⋯+ cnφn(x, y, z) =
n


k=1

ckφk(x, y, z)

(9.2.6)
με άγνωστη συνάρτηση τώρα τη un = un(x, y, z) αριστερά και δεξιά τις συναρτήσεις
φk(x, y, z). (Εντούτοις το άθροισμα δεξιά παραμένει και τώρα ένα απλό άθροισμα!)

Και ανάλογα οι n εξισώσεις (9.2.5), οι εξισώσεις των σταθμισμένων υπολοίπων
που χρησιμοποιούμε, θα πάρουν και αυτές τις τριδιάστατες μορφές τους

D
Rn(x, y, z)ψm(x, y, z)dxdydz = 0 με m = 1, 2,… ,n. (9.2.7)

Εδώ στη μέθοδο των Petrov–Galerkin συναρτήσεις βάρους είναι οι συναρτήσεις
ψm(x, y, z), ενώ στην αρχική μέθοδο του Galerkin (ή των Bubnov–Galerkin) έχουμε
σαν συναρτήσεις βάρους τις αρχικές μας συναρτήσεις φm(x, y, z) του γραμμικού
συνδυασμού (9.2.6). Δηλαδή στη μέθοδο του Galerkin, στην αρχική μας μέθοδο,
απλά επιλέγουμε

ψm(x, y, z) = φm(x, y, z) με m = 1, 2,… ,n (9.2.8)

στα σταθμισμένα (με τις συναρτήσειςψm(x, y, z)) υπόλοιπαRn(x, y, z) των αριστερών
μελών των εξισώσεων (9.2.7). Αυτές είναι οι εξισώσεις που χρησιμοποιούμε για τον
προσδιορισμό των άγνωστων συντελεστών ck στο γραμμικό συνδυασμό (9.2.6).

Η μέθοδος των Petrov–Galerkin είναι επομένως η γενική μέθοδος στις μεθόδους
που καλούνται μέθοδοι σταθμισμένων υπολοίπων. Και θέτοντας στις σχετικές εξι-
σώσεις (9.2.7) συγκεκριμένα σύνολα συναρτήσεων ψm(x, y, z), παίρνουμε τις αντί-
στοιχες ειδικότερες μεθόδους. Και όπως αναφέραμε, χρησιμοποιώντας εκεί τις συ-
ναρτήσεις φm(x, y, z), παίρνουμε τη μέθοδο του Galerkin, την αρχική μας μέθοδο.
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Στις δύο αμέσως επόμενες ενότητες θα αναφερθούμε σε δύο ακόμη συνηθισμένες
και πρακτικά ενδιαφέρουσες δυνατότητες επιλογής των συναρτήσεων ψm(x, y, z).
Πρόκειται για τις μεθόδους (α) του συντοπισμού (collocation) και (β) των ελαχί-
στων τετραγώνων. Όμως, όπως θα δούμε, η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων
είναι μια κάπως διαφορετική μέθοδος ως προς την αρχή στην οποία βασίζεται.

Εννοείται ότι όλα αυτά ισχύουν ανεξάρτητα από τον αριθμό των ανεξάρτητων
μεταβλητών στη διαφορική μας εξίσωση (είτε συνήθη είτε με μερικές παραγώγους):
μία μεταβλητή (π.χ. η x), δύο μεταβλητές (π.χ. οι x και y), τρεις μεταβλητές (π.χ.,
όπως εδώ, οι x, y και z) ή και τέσσερις μεταβλητές (π.χ. οι x, y, z και t). Ξεκινάμε!

Ε9.3
Ε9.3. Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ ΣΥΝΤΟΠΙΣΜΟΥ

Ε9.3.1
Ε9.3.1. Περιγραφή της μεθόδου του συντοπισμού

Στη μέθοδο του συντοπισμού (collocation method) στη μία διάσταση x οι συ-
ναρτήσεις βάρους ψm(x) στην πιο πάνω γενική μέθοδο των Petrov–Galerkin, εξισώ-
σεις (9.2.5), επιλέγονται σαν συναρτήσεις δέλτα του Dirac με βάση συγκεκριμένα
σημεία xm του διαστήματος ολοκληρώσεως [a, b]. Συγκεκριμένα επιλέγονται σαν

ψm(x) = δ(x − xm) με m = 1, 2,… , n. (9.3.1)

Επομένως οι εξισώσεις (9.2.5) παίρνουν τώρα τις μορφές
b

a
Rn(x)δ(x − xm)dx = 0 με m = 1, 2,… , n. (9.3.2)

Γνωρίζουμε όμως ότι για τη συνάρτηση δέλτα του Dirac δ(x) ισχύει η θεμελιώδης
ιδιότητά της b

a
g(x)δ(x − ξ )dx = g(ξ ) με a < ξ < b. (9.3.3)

Επομένως οι πιο πάνω εξισώσεις (9.3.2) παίρνουν εδώ στη μέθοδο του συντοπισμού
(collocation method) τις πάρα πολύ απλές μορφές τους

Rn(xm) = 0 με m = 1, 2,… ,n. (9.3.4)

Αυτό σημαίνει πολύ απλά ότι η μέθοδος του συντοπισμού (collocation method)
δεν είναι τίποτε άλλο παρά ο μηδενισμός του υπολοίπου Rn(x) σε n συγκεκριμένα
σημεία xm του διαστήματος [a, b] που μας ενδιαφέρει. Δηλαδή στα σημεία αυτά xm
ζητάμε να μην υπάρχει σφάλμα, να μηδενίζεται το σφάλμα, όταν προσεγγίζουμε
την άγνωστη συνάρτηση y(x) στη διαφορική εξίσωσή μας (9.2.3) με την προσέγγισή
της (9.2.1) σε μορφή γραμμικού συνδυασμού yn(x) των n συναρτήσεων φk(x).

Αυτά ισχύουν φυσικά στη μία διάσταση για συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. Και
ανάλογα βέβαια ισχύουν και σε περισσότερες διαστάσεις για διαφορικές εξισώσεις
με μερικές παραγώγους. Για παράδειγμα, στις τρεις διαστάσεις (x, y, z) στη μέθοδο
του συντοπισμού με n σημεία συντοπισμού (xm , ym , zm) θέλουμε ασφαλώς να ισχύει

Rn(xm , ym , zm) = 0 με m = 1, 2,… , n. (9.3.5)

Αυτές είναι τώρα οι εξισώσεις με βάση τις οποίες θα προσδιορίσουμε τους συντελε-
στές ck στο γραμμικό συνδυασμό (9.2.6) για την προσέγγιση un(x, y, z) της άγνωστης
συναρτήσεως u(x, y, z) στη διαφορική μας εξίσωση με μερικές παραγώγους (9.1.16).
Ας προχωρήσουμε τώρα και σε μια εφαρμογή της μεθόδου του συντοπισμού.
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Ε9.3.2
Ε9.3.2. Εφαρμογή σε πρόβλημα αμφίπακτης δοκού

Θεωρούμε και εδώ το πρόβλημα της αμφίπακτης δοκού μήκους L (με 0 ≤ x ≤ L)
και δυσκαμψίας ΕΙ υπό τριγωνική κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) = p0x. Πρό-
κειται για το ίδιο πρόβλημα δοκού που μελετήσαμε ήδη στην Παράγραφο Ε8.2.2 με
τη μέθοδο τωνRayleigh–Ritz και στηνΠαράγραφοΕ9.1.2 με τη μέθοδο τουGalerkin
(ή των Bubnov–Galerkin). Δεχόμαστε και εδώ σαν συναρτήσεις φk(x) τις συναρτή-
σεις (8.2.6) της Παραγράφου Ε8.2.1. Τις επαναλαμβάνουμε

φk(x) = xk+1(L − x)2 με k = 1, 2,… . (9.3.6)

Η κλασική σχετική διαφορική εξίσωση (8.2.2) της συνήθους δοκού παίρνει εδώ για
φόρτιση p(x) = p0x τη μορφή EIv (x) = p0x. (9.3.7)

Για το βέλος κάμψεως v(x) της δοκού θεωρούμε φυσικά και εδώ ότι προσεγγίζεται
από το γραμμικό συνδυασμό (9.2.1), που εδώ με v αντί για y παίρνει τη μορφή

v(x) ≈ vn(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) +⋯ + cnφn(x) =
n


k=1

ckφk(x). (9.3.8)

Δεχόμαστε στην αρχή ότι n = 1. Τότε έχουμε απλά, όπως και στη σχέση (8.2.7)
της Παραγράφου Ε8.2.1 με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz,

v1(x) = c1φ1(x) = c1x2(L − x)
2 (9.3.9)

και πρέπει να προσδιορίσουμε το μοναδικό συντελεστή c1. Όπως ήδη εξηγήσαμε,
στη μέθοδο του συντοπισμού θέλουμε το μηδενισμό του σφάλματος Rn(x) (εδώ του
σφάλματος R1(x)) σε n σημεία συντοπισμού xm (εδώ σε ένα σημείο συντοπισμού x1).

Επιλέγοντας σαν σημείο συντοπισμού το σημείο x1 = L/3 της δοκού, απαιτούμε
να ισχύει R1(L/3) = 0. Τότε προκύπτει η εξίσωση

24EIc1−
p0L
3

= 0, οπότε c1 =
p0L
72EI

και τελικά v1(x) =
p0L
72EI

x2(L−x)2 . (9.3.10)

Εδώ όμως γνωρίζουμε από τη σχέση (8.2.16) ότι η λύση του παρόντος τόσο απλού
προβλήματος αμφίπακτης δοκού με p(x) = p0x είναι

v(x) =
p0

120EI
x2(L − x)2(2L + x). (9.3.11)

Συγκρίνουμε τώρα αυτήν την ακριβή λύση v(x) με την προσεγγιστική λύση v1(x)
στη σχέση (9.3.10). Έτσι βρίσκουμε ότι το σφάλμα

ε1(x) = v(x) − v1(x) (9.3.12)

της πιο πάνω προσεγγίσεως v1(x) στη σχέση (9.3.10) δεξιά παίρνει τη μέγιστη τιμή
του (υποθέτοντας για υπολογιστική ευκολία μας μοναδιαίες τιμές των σταθερών:
L = 1, EI = 1 και p0 = 1)

||ε1 ||∞ ∶= max
0≤x≤1

|ε1(x)| ≈ 0.000452239 στη θέση x = 0.568103 (9.3.13)

της αμφίπακτης δοκού μας (εδώ με L = 1). Επίσης για το ίδιο σφάλμα ε1(x) η αντί-
στοιχη τετραγωνική νόρμα ||ε1 ||2 στη σχέση (8.2.23) προκύπτει ότι έχει εδώ την τιμή

||ε1 ||2 ∶=


L

0
ε21(x)dx =



L

0
[v(x) − v1(x)]

2 dx ≈ 0.000281164
| p0 |
EI

L11 . (9.3.14)
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Εναλλακτικά, επιλέγοντας τώρα σαν σημείο συντοπισμού το σημείο x1 = L/2
της δοκού, απαιτούμε να ισχύει R1(L/2) = 0. Τότε προκύπτει η εξίσωση

24EIc1−
p0L
2

= 0, οπότε c1 =
p0L
48EI

και τελικά v1(x) =
p0L
48EI

x2(L−x)2 . (9.3.15)

Συγκρίνουμε ξανά την παραπάνω ακριβή λύση v(x) στη σχέση (9.3.11) με την και-
νούργια προσεγγιστική λύση v1(x) στην αμέσως πιο πάνω σχέση (9.3.15). Βρίσκουμε
έτσι ότι το σφάλμα (9.3.12) της παραπάνω προσεγγίσεως v1(x) στη σχέση (9.3.15)
δεξιά παίρνει τη μέγιστη τιμή του (υποθέτοντας κι εδώ για υπολογιστική ευκολία
μας μοναδιαίες τιμές των σταθερών: L = 1, EI = 1 και p0 = 1)

||ε1 ||∞ ∶= max
0≤x≤1

|ε1(x)| ≈ 0.0000745348 στη θέση x = 0.722948 (9.3.16)

της αμφίπακτης δοκού μας (εδώ με L = 1). Επίσης για το ίδιο σφάλμα ε1(x) η αντί-
στοιχη τετραγωνική νόρμα ||ε1 ||2 στη σχέση (8.2.23) προκύπτει ότι παίρνει την τιμή

||ε1 ||2 ∶=


L

0
ε21(x)dx =



L

0
[v(x) − v1(x)]

2 dx ≈ 0.0000500521
| p0 |
EI

L11 . (9.3.17)

Τέλος, επιλέγοντας σαν σημείο συντοπισμού το σημείο x1 = 2L/3 της δοκού,
απαιτούμε να ισχύει R1(2L/3) = 0. Τότε προκύπτει η εξίσωση

24EIc1−
2p0L
3

= 0, οπότε c1 =
p0L
36EI

και τελικά v1(x) =
p0L
36EI

x2(L−x)2 . (9.3.18)

Συγκρίνουμε και τώρα την παραπάνω ακριβή λύση v(x) στη σχέση (9.3.11) με την
καινούργια μας προσεγγιστική λύση v1(x) στην αμέσως πιο πάνω σχέση (9.3.18).
Διαπιστώνουμε έτσι πως το σφάλμα (9.3.12) της πιο πάνω προσεγγίσεως v1(x) στη
σχέση (9.3.18) δεξιά παίρνει τη μέγιστη τιμή του (υποθέτοντας ξανά για υπολογι-
στική ευκολία μας μοναδιαίες τιμές των σταθερών: L = 1, EI = 1 και p0 = 1)

||ε1 ||∞ ∶= max
0≤x≤1

|ε1(x)| ≈ 0.000452239 στη θέση x = 0.431928 (9.3.19)

της αμφίπακτης δοκού μας (εδώ με L = 1). Επίσης γι’ αυτό το σφάλμα ε1(x) η αντί-
στοιχη τετραγωνική νόρμα ||ε1 ||2 στη σχέση (8.2.23) προκύπτει ότι παίρνει την τιμή

||ε1 ||2 ∶=


L

0
ε21(x)dx =



L

0
[v(x) − v1(x)]

2 dx ≈ 0.000281164
| p0 |
EI

L11 . (9.3.20)

Από τα παραπάνω αποτελέσματα με n = 1 και για τρία διαφορετικά σημεία
συντοπισμού, συγκεκριμένα τα σημεία x1 = L/3, x1 = L/2 και x1 = 2L/3, βλέπουμε
πως το καλύτερο προσεγγιστικό αποτέλεσμα v1(x) για το βέλος κάμψεως v(x) της
δοκού το παίρνουμε για x1 = L/2. Επίσης βλέπουμε πως στις άλλες δύο επιλογές
μας (με x1 = L/3 και με x1 = 2L/3) παίρνουμε στο συγκεκριμένο πρόβλημα δοκού
αποτελέσματα v1(x) περίπου της ίδιας ακρίβειας.

Και φυσικά είναι εύλογο να μην έχουμε τη δυνατότητα να βρούμε το πραγμα-
τικό βέλος κάμψεως v(x) της αμφίπακτης δοκού μας υπό την παρούσα τριγωνική
κάθετη κατανεμημένη φόρτισή της p(x) = p0x. Αυτό συμβαίνει, επειδή το αληθινό
βέλος κάμψεως v(x) στη σχέση (9.3.11) είναι πολυώνυμο πέμπτου βαθμού ως προς x,
ενώ εμείς στην προσέγγισή μας (9.3.9) για το βέλος κάμψεως υποθέσαμε εδώ (με ένα
μόνο σημείο συντοπισμού) ότι αυτό το βέλος κάμψεως είναι πολυώνυμο τετάρτου
βαθμού. Άρα δικαιολογημένα και στις τρεις πιο πάνω επιλογές μας για το σημείο
συντοπισμού x1, όπως προφανώς και σε οποιαδήποτε άλλη επιλογή του σημείου x1
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κάνουμε, υπεισέρχεται κάποιο σφάλμα στο βέλος κάμψεως v1(x) που βρίσκουμε
προσεγγιστικά, εδώ με τη μέθοδο του συντοπισμού (collocation method).

Επομένως είναι προφανές ότι πρέπει να έχουμε τουλάχιστον n = 2 όρους στην
προσέγγισή μας (9.3.8), έτσι ώστε να βρούμε τελικά το αληθινό βέλος κάμψεως v(x)
της δοκού. Αυτό φαίνεται καθαρά από την προσέγγιση (9.3.8) με χρήση των συναρ-
τήσεων φk(x) των σχέσεων (9.3.6) (που πληρούν φυσικά και τις τέσσερις ομογενείς
συνοριακές συνθήκες της αμφίπακτης δοκού μας). Δηλαδή θα έχουμε

v2(x) = v(x) μόνο όταν n ≥ 2. (9.3.21)

Ας το επαληθεύσουμε αυτό το ενδιαφέρον συμπέρασμά μας και με πραγματικούς
υπολογισμούς.

Θεωρούμε λοιπόν τώρα την περίπτωση όπου n = 2 στην προσέγγισή μας (9.3.8)
με βάση πάλι τις συναρτήσεις (9.3.6). Επομένως τώρα θα έχουμε

v2(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) = c1x2(L − x)
2 + c2x3(L − x)

2 = x2(L − x)2(c1 + c2x). (9.3.22)

Επιλέγουμε τώρα σαν σημεία συντοπισμού τα δύο σημεία x12 = L/3 και x22 = 2L/3
και απαιτούμε το μηδενισμό του σφάλματος R2(x) σε αυτά τα δύο σημεία συντοπι-
σμού, δηλαδή

R2(x12) = 0 και R2(x22) = 0. (9.3.23)

Για τον προσδιορισμό των δύο άγνωστων συντελεστών c1 και c2 προκύπτει έτσι
το πολύ απλό σύστημα των δύο γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων

24EIc1 − 8EILc2 =
p0L
3

και 24EIc1 + 32EILc2 =
2 p0L
3

. (9.3.24)

Λύνοντάς το προκύπτουν οι τιμές αυτών των δύο συντελεστών

c1 =
p0L
60EI

και c2 =
p0

120EI
. (9.3.25)

Επομένως το βέλος κάμψεως v2(x) βρίσκεται από τη σχέση (9.3.22) να έχει τη μορφή

v2(x) =
p0

120EI
x2(L − x)2(2L + x). (9.3.26)

Αυτή η μορφή συμπίπτει με την ακριβή λύση (9.3.11) του παρόντος προβλήματος
αμφίπακτης δοκού υπό τριγωνική κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) = p0x, που
την είχαμε αναφέρει και στη σχέση (8.2.16) της Παραγράφου Ε8.2.2 του προηγού-
μενου Κεφαλαίου Ε8, που αφορούσε στη μέθοδο των Rayleigh–Ritz.

Δηλαδή εδώ με n = 2, όπως εξηγήσαμε και λίγο πιο πάνω, v2(x) ≡ v(x). Άρα δεν
υπάρχει πια κανένα σφάλμα, δηλαδή

ε2(x) = v(x) − v2(x) = 0. (9.3.27)

Έτσι βρήκαμε τώρα το αληθινό βέλος κάμψεως v(x) της δοκού. Και διαφορετικά
σημεία συντοπισμού x12 και x22 να είχαμε επιλέξει, στο ίδιο ακριβώς αποτέλεσμα
θα καταλήγαμε. Και επίσης, αν προχωρήσουμε σε προσεγγίσεις με περισσότερους
όρους (με μεγαλύτερες τιμές του n), οι επόμενοι συντελεστές ck θα προκύψουν ίσοι
με το μηδέν. Στο συγκεκριμένο απλό πρόβλημα μας είναι άχρηστες οι παραπέρα
προσεγγίσεις στη μέθοδο του συντοπισμού και ασφαλώς και σε οποιαδήποτε άλλη
παραπλήσια μέθοδο. Κατά συνέπεια δεν έχει καμία έννοια να προχωρήσουμε σε
παραπέρα προσεγγίσεις εδώ που ξέρουμε την ακριβή λύση v(x) του προβλήματός
μας, που αναφέρθηκε στη σχέση (9.3.11).
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Ε9.4
Ε9.4. Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ

Ε9.4.1
Ε9.4.1. Περιγραφή της μεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων

Η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων (method of least squares) είναι και αυτή
μια πολύ ενδιαφέρουσα μέθοδος, που ανήκει επίσης στις μεθόδους των σταθμισμέ-
νων υπολοίπων αν και, για να είμαστε ειλικρινείς, με λίγο παράξενο τρόπο. Πιο
συγκεκριμένα στη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων αυτό που ζητάμε είναι πολύ
απλά η ελαχιστοποίηση του ολοκληρώματος του τετραγώνου R2n(x) του υπολοίπου
Rn(x) της σχέσεως (9.1.6) ή (9.2.2), το επαναλαμβάνουμε και εδώ αυτό το υπόλοιπο

Rn(x) = 𝒜 (D)yn(x) − f (x), (9.4.1)

στο διάστημα [a, b] ισχύος της σχετικής διαφορικής εξισώσεως (9.1.2)

𝒜 (D)y(x) − f (x) = 0 ή καλύτερα 𝒜 (D)y(x) = f (x). (9.4.2)

Δηλαδή στη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων απαιτούμε απλά την ελαχιστοποί-
ηση του ολοκληρώματος b

a
R2n(x)dx = minimum (9.4.3)

και φυσικά γι’ αυτό και την αποκαλούμε μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.
Με την έννοια αυτή της ελαχιστοποιήσεως ενός ολοκληρώματος η μέθοδος των

ελαχίστων τετραγώνων σχετίζεται, μοιάζει κάπως με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz.
Μόνο που εκεί εμείς επιδιώκαμε την ελαχιστοποίηση ενός συναρτησιακού, ενώ εδώ
επιδιώκουμε απλά την ελαχιστοποίηση του ολοκληρώματος του τετραγώνου R2n(x)
του υπολοίπου Rn(x), δηλαδή του σφάλματος που οφείλεται στην προσέγγιση της
άγνωστης λύσεως y(x) της διαφορικής εξισώσεως (9.4.2) από το γραμμικό συνδυα-
σμό (9.1.4) ή (9.2.1). Ας την επαναλάβουμε και αυτήν την προσέγγιση

y(x) ≈ yn(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) +⋯ + cnφn(x) =
n


k=1

ckφk(x). (9.4.4)

Για να τη δούμε όμως και λίγο καλύτερα αυτήν εδώ την ελαχιστοποίηση. Επειδή
θέλουμε την ελαχιστοποίηση του ολοκληρώματος (9.4.3), που προφανώς εξαρτά-
ται από τους n συντελεστές ck στον αμέσως πιο πάνω γραμμικό συνδυασμό (9.4.4),
θα πρέπει φυσικά οι μερικές παράγωγοι αυτού του ολοκληρώματος ως προς όλους
αυτούς τους συντελεστές ck να είναι όλες τους ίσες με το μηδέν. Δηλαδή, εκτελώντας
τις μερικές παραγωγίσεις, διαπιστώνουμε ότι θα πρέπει να ισχύουν οι n εξισώσεις

b

a
Rn(x)

𝜕Rn(x)
𝜕cm

dx = 0 με m = 1, 2,… ,n. (9.4.5)

Για την εύρεση αυτών των εξισώσεων λάβαμε ασφαλώς υπόψη μας ότι οι συντε-
λεστές cm (ή ck , το ίδιο κάνει) δε σχετίζονται με τα όρια ολοκληρώσεως a και b ούτε
βέβαια με τη μεταβλητή ολοκληρώσεως x. Επομένως οι σχετικές μερικές παράγωγοι
(ως προς cm) του ολοκληρώματος (9.4.3), που θέλουμε εδώνα ελαχιστοποιήσουμε, θα
είναι ίσες με τα ολοκληρώματα των αντίστοιχων παραγώγων, δηλαδή των μερικών
παραγώγων ως προς cm του τετραγώνου R2n(x) του υπολοίπου Rn(x). Επειδή όμως

𝜕R2n(x)
𝜕cm

= 2Rn(x)
𝜕Rn(x)
𝜕cm

με m = 1, 2,… ,n, (9.4.6)
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απλοποιώντας και τη σταθερά 2, καταλήγουμε τελικά στις εξισώσεις (9.4.5) για τον
προσδιορισμό των n άγνωστων συντελεστών, των σταθερών cm (ή ck , το ίδιο κάνει)
στο γραμμικό συνδυασμό (9.4.4).

Και αν μάλιστα εισαγάγουμε το συμβολισμό

ψm(x) =
𝜕Rn(x)
𝜕cm

με m = 1, 2,… , n (9.4.7)

γι’ αυτές τις μερικές παραγώγους, μπορούμε να ξαναγράψουμε τις εξισώσεις (9.4.5)
στη μορφή b

a
Rn(x)ψm(x)dx = 0 με m = 1, 2,… ,n. (9.4.8)

Συγκρίνοντας αυτές τις σχέσεις με τις σχέσεις (9.2.5), παρατηρούμε απλά ότι
η παρούσα μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων είναι κατά κάποιον τρόπο και αυτή
μέθοδος σταθμισμένων υπολοίπων.Μόνο που εδώ αυτή η στάθμιση γίνεται ως προς
τις συναρτήσεις ψm(x) των σχέσεων (9.4.7), δηλαδή ως προς τις μερικές παραγώγους
του υπολοίπου Rn(x) ως προς τους άγνωστους συντελεστές cm. Δηλαδή εδώ αυτές οι
συναρτήσεις ψm(x) δεν είναι προκαθορισμένες, όπως συμβαίνει π.χ. στη μέθοδο του
Galerkin ή στη μέθοδο του συντοπισμού, αλλά προκύπτουν κατά τη διάρκεια της
διαδικασίας ευρέσεως των άγνωστων συντελεστών cm. Παρά το γεγονός αυτό και
η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων θεωρείται και αυτή, όπως ήδη αναφέραμε,
σαν μια μέθοδος σταθμισμένων υπολοίπων, ακριβώς όπως είναι και οι υπόλοιπες
μέθοδοι αυτού του Κεφαλαίου Ε9.

Ε9.4.2
Ε9.4.2. Εφαρμογή σε πρόβλημα αμφίπακτης δοκού

Ας δούμε τώρα την εφαρμογή της μεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων στο πρό-
βλημα της αμφίπακτης δοκού με τριγωνική φόρτιση p(x) = p0x, που ήδη αναφέραμε
και σε προηγούμενες παραγράφους. Με βάση την παράγραφο Ε9.3.2 ισχύει εδώ
η διαφορική εξίσωση (9.3.7) και επιλέγουμε τις συναρτήσεις φk(x) πάλι με βάση τις
σχέσεις (9.3.6). Ξεκινώντας με n = 1, ορίζουμε τη σχετική πρώτη προσέγγιση v1(x)
του άγνωστου βέλους κάμψεως v(x)με βάση τη σχέση (9.3.9), την επαναλαμβάνουμε

v1(x) = c1φ1(x) = c1x2(L − x)
2. (9.4.9)

Τώρα το σχετικό υπόλοιπο R1(x) προκύπτει αμέσως από τη σχέση (9.4.1), που
εδώ παίρνει τη μορφή

Rn(x) = EIvn (x) − p0x (9.4.10)
και για n = 1

R1(x) = EIv1 (x) − p0x = 24EIc1 − p0x. (9.4.11)

Εισάγοντας αυτό το υπόλοιπο R1(x) στο ολοκλήρωμα (9.4.3), το οποίο εμείς θέλουμε
να ελαχιστοποιήσουμε, προκύπτει ότι πρέπει να ελαχιστοποιήσουμε τη συνάρτηση

K(c1) = 576(EI)2Lc21 − 24EIL
2p0c1 +

p20L
3

3
= minimum (9.4.12)

εννοείται ως προς τον άγνωστο συντελεστή c1 στην αρχική μας προσέγγιση (9.4.9).
Παραγωγίζοντας αυτήν τη συνάρτησηK(c1)ως προς c1, προσδιορίζουμε αμέσως

τη σχετική γραμμική αλγεβρική εξίσωση

1152(EI)2Lc1 − 24EIp0L
2 = 0. (9.4.13)
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Η λύση της για τον άγνωστο συντελεστή c1 είναι

c1 =
p0L
48EI

. (9.4.14)

Επομένως η πρώτη προσέγγιση v1(x) στο παρόν πρόβλημα δοκού με τη μέθοδο των
ελαχίστων τετραγώνων παίρνει με βάση τη σχέση (9.4.9) τη μορφή

v1(x) =
p0L
48EI

x2(L − x)2. (9.4.15)

Παρατηρούμε ότι αυτή η προσέγγιση συμπίπτει με την προσέγγιση (9.3.15), που
είχαμε βρει στην Παράγραφο Ε9.3.2 με τη μέθοδο του συντοπισμού με σημείο συ-
ντοπισμού το σημείο x1 = L/2. Εκεί αναφερθήκαμε επίσης και στα σφάλματα αυτής
της προσεγγίσεως, που δεν υπάρχει βέβαια λόγος να τα επαναλάβουμε και εδώ. Και
επίσης παρατηρούμε ότι η πιο πάνω προσέγγιση (9.4.15) δε συμπίπτει με τις προσεγ-
γίσεις (9.3.10) και (9.3.18), που είχαμε βρει πάλι με τη μέθοδο του συντοπισμού για
n = 1, αλλά με σημεία συντοπισμού τα σημεία x1 = L/3 και x1 = 2L/3 αντίστοιχα.
Ε δεν είναι δυνατόν να συμπίπτουν όλες οι προσεγγίσεις για n = 1 ακόμη και για
το παρόν πάρα πολύ απλό πρόβλημα αμφίπακτης δοκού υπό τριγωνική φόρτιση!

Σημειώνουμε ακόμη ότι προφανώς αντί να χρησιμοποιήσουμε πιο πάνω τον
αρχικό τύπο μας (9.4.3) για το ολοκλήρωμα που πρέπει να ελαχιστοποιήσουμε εδώ
στη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων θα μπορούσαμε ασφαλώς εναλλακτικά να
χρησιμοποιήσουμε τον τύπο (9.4.5) (βέβαια εδώ με m = n = 1), που προκύπτει με
τη σχετική παραγώγιση. Τελικά το ίδιο αποτέλεσμα θα προκύψει, αλλά προφανώς
η κατευθείαν χρήση των εξισώσεων (εδώ της εξισώσεως) (9.4.5) είναι υπολογιστικά
ωφέλιμη αν και μαθηματικά λιγότερο σαφής σαν μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων.
Βέβαια αντίθετα μαθηματικά η εξίσωση (9.4.5) είναι πιο σαφής από τον τύπο (9.4.3)
σαν μέθοδος σταθμισμένων υπολοίπων. Έτσι η εξίσωση (9.4.5) είναι και πολύ πιο
κοντά στο θέμα του παρόντος Κεφαλαίου Ε9, το οποίο αφορά στις μεθόδους των
σταθμισμένων υπολοίπων.

Γνωρίζουμε ήδη ότι η ακριβής λύση v(x) του παρόντος προβλήματος αμφίπα-
κτης δοκού (διαφορική εξίσωση (9.3.7) και σχετικές συνοριακές συνθήκες) δίνεται
από τη σχέση (9.3.11). Η σχέση αυτή, η οποία είναι πολυώνυμο πέμπτου βαθμού
για το βέλος κάμψεως v(x) της δοκού, μας δηλώνει σαφώς ότι χρειαζόμαστε και τις
δύο συναρτήσεις φ1(x) και φ2(x) στο γραμμικό συνδυασμό (9.4.4), ώστε να βρούμε
την ακριβή λύση v(x) του προβλήματός μας. Δηλαδή χρειάζεται να δεχθούμε βέλος
κάμψεως της μορφής v2(x) στη σχέση (9.3.22), που την επαναλαμβάνουμε και εδώ

v2(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) = c1x2(L − x)
2 + c2x3(L − x)

2 = x2(L − x)2(c1 + c2x). (9.4.16)

Το σχετικό υπόλοιπο, τώρα το R2(x), προκύπτει και πάλι από τη σχέση (9.4.1).
Αυτή η σχέση παίρνει εδώ τη μορφή (9.4.10), που για n = 2 μας δίνει

R2(x) = EIv2 (x) − p0x = 24EI[c1 + (5x − 2L)c2] − p0x. (9.4.17)

Εισάγουμε τώρα αυτό το υπόλοιπο στο ολοκλήρωμα (9.4.3) που θέλουμε να ελαχι-
στοποιήσουμε. Έτσι προκύπτει ότι θα πρέπει να ελαχιστοποιήσουμε τη συνάρτηση

K(c1, c2) = 192(EI)2L(3c21 + 3Lc1c2 + 7L
2c22) − 8EIL

2(3c1 + 4Lc2)p0 +
p20L

3

3
= minimum

(9.4.18)
προφανώς τώρα ως προς τους δύο άγνωστους συντελεστές c1 και c2 στην παρούσα
δεύτερη (με n = 2) προσέγγιση (9.4.16).
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Παραγωγίζουμε αυτήν τη συνάρτηση K(c1) ως προς τους συντελεστές c1 και c2 .
Έτσι βρίσκουμε εύκολα τις δύο σχετικές γραμμικές αλγεβρικές εξισώσεις που είναι

EIL(48ΕΙc1 + 24EILc2 − p0L) = 0, (9.4.19)

EIL(18ΕΙc1 + 84EILc2 − p0L) = 0. (9.4.20)

(Εννοείται πως εδώ μπορούμε να απλοποιήσουμε τους παράγοντες ΕΙL.) Η λύση
αυτών των εξισώσεων μας δίνει τους δύο άγνωστους συντελεστές c1 και c2 , που είναι

c1 =
p0L
60EI

και c2 =
p0

120EI
. (9.4.21)

Αυτές οι τιμές των συντελεστών c1 και c2 συμπίπτουν ασφαλώς με τις τιμές (9.3.25)
στη μέθοδο του συντοπισμού. Αυτό είναι εύλογο, αφού τώρα με δύο συντελεστές c1
και c2 παίρνουμε την ακριβή λύση v(x) του προβλήματός μας, που δίνεται από τη
σχέση (9.3.11) ή εδώ με n = 2 ισοδύναμα (9.3.26). Την υπενθυμίζουμε αυτήν τη λύση

v(x) ≡ v2(x) =
p0

120EI
x2(L − x)2(2L + x). (9.4.22)

Επομένως και με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων για n = 2 πήραμε την
ακριβή λύση v(x) του προβλήματός μας εννοείται με βάση τις συναρτήσεις φk(x)
στις σχέσεις (9.3.6), που σίγουρα είναι οι πιο κατάλληλες για το παρόν πρόβλημα
αμφίπακτης δοκού. Και ασφαλώς στο παρόν τόσο απλό πρόβλημά μας δεν υπάρχει
κανένας λόγος να προχωρήσουμε σε παραπέρα προσεγγίσεις ας πούμε για n = 3.
Εκτός βέβαια (και είναι πολύ λογικό αυτό) κι αν θέλουμε να βεβαιωθούμε ότι η πιο
πάνω λύση (9.4.22), που ήδη βρήκαμε για n = 2, είναι πραγματικά η ακριβής λύση
v2(x) του προβλήματός μας. Και φυσικά γενικά πρέπει να το κάνουμε αυτό, δηλαδή
να προχωράμε σε μεγαλύτερες τιμές του n. Έτσι θα έχουμε μια καλή εικόνα για την
ακρίβεια (ή συνήθως το σφάλμα) μιας προσεγγιστικής λύσεως που βρίσκουμε με
κάποια προσεγγιστική μέθοδο, όπως εδώ με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.

Ε9.5
Ε9.5. Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ KANTOROVICH

Ε9.5.1
Ε9.5.1. Περιγραφή της μεθόδου του Kantorovich

Ημέθοδος τουKantorovich είναι μια ενδιαφέρουσαμέθοδος σταθμισμένωνυπο-
λοίπων για διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους που έχει εφαρμογή κυρίως
στην προσεγγιστική επίλυση διαφορικών εξισώσεων με μερικές παραγώγους σε μια
ορθογωνική περιοχή D = [a, b] × [c, d]. Πιο συγκεκριμένα θεωρούμε τη διαφορική
εξίσωση με μερικές παραγώγους (9.1.11), που είχαμε αναφέρει στην Ενότητα Ε9.1
για τη μέθοδο του Galerkin και που την επαναλαμβάνουμε και εδώ

𝒜 (Dx ,Dy)u(x, y) = f (x, y) με Dx ≡
𝜕
𝜕x και Dy ≡

𝜕
𝜕y . (9.5.1)

Αυτή η εξίσωση έχει σαν ανεξάρτητες μεταβλητές τις x και y. Πολύ ωραία ώς εδώ!
Παραπέρα στη μέθοδο τουGalerkin είχαμε υποθέσει σχετική προσέγγιση un(x, y)

της άγνωστης συναρτήσεως u(x, y) της μορφής (9.1.12) και συγκεκριμένα της μορφής

u(x, y) ≈ un(x, y) = c1φ1(x, y) + c2φ2(x, y) +⋯ + cnφn(x, y) =
n


k=1

ckφk(x, y). (9.5.2)

Δηλαδή απλά είχαμε χρησιμοποιήσει γραμμικό συνδυασμό n κατάλληλων συναρ-
τήσεων φk(x, y) και των δύο ανεξάρτητων μεταβλητών x και y στη διαφορική μας
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εξίσωση με μερικές παραγώγους (9.5.1). Τους άγνωστους συντελεστές ck μπορούμε
να τους υπολογίσουμε με τη μέθοδο του Galerkin (Ενότητα Ε9.1) ή με τη γενικότερη
μέθοδο των Petrov–Galerkin (Ενότητα Ε9.2) και ειδικότερα με τη μέθοδο του συντο-
πισμού (Ενότητα Ε9.3) ή με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (Ενότητα Ε9.4).

Εδώ στη μέθοδο του Kantorovich τα πράγματα είναι εντελώς διαφορετικά επα-
ναλαμβάνουμε για την πιο πάνω διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους (9.5.1)
στην ορθογωνική περιοχή D = [a, b] × [c, d]. Συγκεκριμένα εδώ εμείς υποθέτουμε
προσέγγιση un(x, y) της άγνωστης συναρτήσεως u(x, y) της μορφής

u(x, y) ≈ un(x, y) = c1(y)φ1(x) + c2(y)φ2(x) +⋯+ cn(y)φn(x) =
n


k=1

ck(y)φk(x) (9.5.3)

ή εναλλακτικά (με το x στη θέση του y και αντίστροφα το y στη θέση του x)

u(x, y) ≈ u∗n(x, y) = c1(x)φ1(y) + c2(x)φ2(y) +⋯+ cn(x)φn(y) =
n


k=1

ck(x)φk(y). (9.5.4)

Τώρα στη σχέση (9.5.3) οι συναρτήσεις φk είναι συναρτήσεις μόνο της μεταβλη-
τής x, δηλαδή φk = φk(x). Άρα εύλογα επαληθεύουν τις ομογενείς συνοριακές συν-
θήκες μόνο στις πλευρές x = a και x = b της ορθογωνικής περιοχήςD = [a, b]× [c, d].
Η εξάρτηση των προσεγγίσεων un(x, y) από τη δεύτερη μεταβλητή y γίνεται μέσω
των συντελεστών ck(y), που δεν είναι τώρα πια σταθερές, αλλά είναι συναρτήσεις
της δεύτερης μεταβλητής y. Και επιπλέον αναλαμβάνουν και το έργο της πληρώ-
σεως και των άλλων ομογενών συνοριακών συνθηκών, δηλαδή των συνοριακών
συνθηκών και στις άλλες δύο πλευρές y = c και y = d της ορθογωνικής περιοχής
D = [a, b] × [c, d]. Και αντίστοιχα ισχύουν βέβαια εάν χρησιμοποιήσουμε στην πα-
ρούσα μέθοδο του Kantorovich τις δεύτερες προσεγγίσεις (9.5.4) αντί για τις πρώτες
προσεγγίσεις (9.5.3), δηλαδή εάν εναλλάξουμε τους ρόλους των συμβόλων x και y.

Ας περιορισθούμε από εδώ και πέρα στην πρώτη μορφή προσεγγίσεως (9.5.3)
στη μέθοδο του Kantorovich, μια που η δεύτερη μορφή της (9.5.4) είναι εντελώς
παρόμοια. Καταρχήν παρατηρούμε πως το σφάλμα, το υπόλοιπο στη διαφορική
εξίσωση με μερικές παραγώγους (9.5.1), που τη λύση της u(x, y) προσεγγίζουμε εδώ
με το γραμμικό συνδυασμό (9.5.3) στη μέθοδο του Kantorovich, έχει την έκφραση

Rn(x, y) = 𝒜 (Dx ,Dy)un(x, y) − f (x, y) =
n


k=1

𝒜 (Dx ,Dy)ck(y)φk(x) − f (x, y). (9.5.5)

Προφανώς εδώ οι συναρτήσεις φk(x) είναι γνωστές συναρτήσεις της μεταβλητής x
και επαληθεύουν τις ομογενείς συνοριακές συνθήκες για x = a και x = b, όπως ήδη
αναφέραμε. Αντίθετα οι μη σταθεροί (μεταβλητοί) συντελεστές ck(y) στον πιο πάνω
γραμμικό συνδυασμό (9.5.3) είναι άγνωστες συναρτήσεις της δεύτερης μεταβλητής,
της μεταβλητής y και θα πρέπει να επαληθεύουν και τις άλλες ομογενείς συνοριακές
συνθήκες για y = c και y = d, όπως επίσης ήδη αναφέραμε.

Για τονπροσδιορισμό των n συντελεστών ck(y) (που, επαναλαμβάνουμε, εδώδεν
είναι σταθεροί, είναι μεταβλητοί) χρησιμοποιούμε εδώ στη μέθοδο του Kantorovich
τις εξισώσεις (9.2.5) της γενικής μεθόδου των Petrov–Galerkin της Ενότητας Ε9.2.
Δηλαδή εδώ χρησιμοποιούμε τις εξισώσεις σταθμισμένων υπολοίπων

b

a
Rn(x, y)ψm(x)dx = 0 με m = 1, 2,… ,n (9.5.6)

εδώ βέβαια με Rn(x, y) αντί απλά Rn(x), γιατί έχουμε τη διαφορική εξίσωση με μερι-
κές παραγώγους (9.5.1) και όχι τη συνήθη διαφορική εξίσωση (9.1.2). Και ασφαλώς
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από εδώ και πέρα έχουμε πολλές δυνατότητες επιλογής των συναρτήσεων βάρους
ψm(x) σε αυτές τις εξισώσεις (9.5.6). Για παράδειγμα, επιλέγοντας ψm(x) = φm(x), δη-
λαδή τις ίδιες συναρτήσεις που χρησιμοποιήσαμε στο γραμμικό συνδυασμό (9.5.3)
για την προσέγγιση un(x, y), παίρνουμε τις εξισώσεις σταθμισμένων υπολοίπων

b

a
Rn(x, y)φm(x)dx = 0 με m = 1, 2,… , n (9.5.7)

της μεθόδου του Galerkin. Αυτές είναι προφανώς γενικεύσεις των εξισώσεων (9.1.7)
ή (9.2.4) και πάλι στη μέθοδο του Galerkin αλλά για συνήθεις διαφορικές εξισώσεις,
ενώ αντίθετα εδώ έχουμε τη διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους (9.5.1).

Και τώρα απομένει το κύριο καθήκον της εργασίας μας: ο προσδιορισμός των
συντελεστών ck(y) στο γραμμικό συνδυασμό (9.5.3), που υιοθετήσαμε εδώ στη μέθο-
δο τουKantorovich. Αυτός ο προσδιορισμός γίνεται αμέσως από τις εξισώσεις (9.5.6)
απλά αντικαθιστώντας σε αυτές τα υπόλοιπα Rn(x, y) από τις εκφράσεις τους (9.5.5)
φυσικά με τις συναρτήσειςφm(x) γνωστές. Πολύωραία!Μόνο που… Μόνο που εδώ
υπάρχει ο διαφορικός τελεστής 𝒜 (Dx ,Dy) στις σχέσεις (9.5.5). Αυτός περιέχει και
το σύμβολο Dy της μερικής παραγωγίσεως ως προς τη δεύτερη ανεξάρτητη μετα-
βλητή y, που εφαρμόζεται βέβαια στους συντελεστές ck(y). Επομένως αναγκαστικά
προκύπτουν και παράγωγοι c(i )k (y)αυτών των συντελεστών ck(y)ανάλογαβέβαια με
την τάξη της διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους (9.5.1) ως προς y μόνο.

Επομένως οι παραπάνω εξισώσεις (9.5.6) εδώ στη μέθοδο του Kantorovich δεν
είναι απλά αλγεβρικές εξισώσεις (συνήθως μάλιστα γραμμικές) όπως ήσαν στη γε-
νική μέθοδο των Petrov–Galerkin και στις ειδικές περιπτώσεις της: στις μεθόδους
του Galerkin (ή των Bubnov–Galerkin), του συντοπισμού, των ελαχίστων τετραγώ-
νων, κλπ. Εδώ οι εξισώσεις (9.5.6) είναι διαφορικές εξισώσεις. Για την ακρίβεια στην
περίπτωση της διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώγους (9.5.1), όπου περιορί-
ζουμε την προσοχή μας, είναι συνήθεις διαφορικές εξισώσεις εννοείται με άγνωστες
συναρτήσεις τους συντελεστές ck(y). Για την ακρίβεια οι εξισώσεις (9.5.6) αποτελούν
ένα σύστημα n συνήθων διαφορικών εξισώσεων για τον προσδιορισμό αυτών των n
μη σταθερών (μεταβλητών) συντελεστών ck(y). Και επιπλέον κατά την επίλυση αυ-
τού του συστήματος των n συνήθων διαφορικών εξισώσεων θα πρέπει να λάβουμε
υπόψη μας τις ομογενείς συνοριακές συνθήκες στις δύο οριζόντιες πλευρές y = c
και y = d της ορθογωνικής περιοχής D = [a, b] × [c, d] όπου εργαζόμαστε.

Αυτή λοιπόν είναι η ποινή μας, η τιμωρία μας. Έχοντας μια διαφορική εξίσωση
με μερικές παραγώγους, την εξίσωση (9.5.1), εδώ στη μέθοδο του Kantorovich θε-
λήσαμε να χρησιμοποιήσουμε συναρτήσεις φk = φk(x) της μιας μόνο μεταβλητής x
αντί και των δύο μεταβλητών x και y, όπως οφείλαμε και όπως πραγματικά κάναμε
στη μέθοδο του Galerkin και γενικότερα στη μέθοδο των Petrov–Galerkin. Και ανά-
λογα στα σταθμισμένα υπόλοιπά μας (9.5.6) (με ειδική περίπτωσή τους τα σταθμι-
σμένα υπόλοιπα (9.5.7)) είχαμε μονοδιάστατα ολοκληρώματα στο διάστημα [a, b]
αντί για διδιάστατα ολοκληρώματα σε όλη την ορθογωνική περιοχή εργασίας μας
D = [a, b] × [c, d], όπως οφείλαμε. Κερδίσαμε λοιπόν “μειώνοντας” (μέσα σε εισαγω-
γικά) με τεχνητό τρόπο τη διάσταση του προβλήματός μας: αντί για δύο διαστάσεις
x και y δουλέψαμε στη μία διάσταση x. Και ήταν επομένως εύλογο για μια διαφο-
ρική εξίσωση με μερικές παραγώγους, την εξίσωση (9.5.1), την επαναλαμβάνουμε

𝒜 (Dx ,Dy)u(x, y) = f (x, y) με Dx ≡
𝜕
𝜕x και Dy ≡

𝜕
𝜕y , (9.5.8)

να καταλήξουμε σε ένα σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων (αντί σε σύστημα
αλγεβρικών εξισώσεων) για τους άγνωστους συντελεστές ck = ck(y) που θα πρέπει
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να προσδιορίσουμε. Αναμενόμενο ήταν αυτό έτσι όπως επιλέξαμε να δουλέψουμε
εδώ με τη μέθοδο του Kantorovich. Αυτή είναι η μέθοδος Kantorovich …

Ας το δούμε όμως το θέμα και από τη θετική του πλευρά. Εδώ στη μέθοδο του
Kantorovich ας υποθέσουμε πως έχουμε τη δυνατότητα ακριβούς (χωρίς προσεγ-
γίσεις) επιλύσεως του συστήματος των συνήθων διαφορικών εξισώσεων (9.5.6) και
συμβαίνει αυτό μερικές φορές. Πετυχαίνουμε έτσι την ακριβή (χωρίς προσεγγίσεις)
εργασία μας ως προς τη μεταβλητή y περιορίζοντας έτσι τον προσεγγιστικό χαρα-
κτήρα της μεθόδου του Kantorovich, που είναι βέβαια μια προσεγγιστική μέθοδος
και συγκεκριμένα μια μέθοδος σταθμισμένων υπολοίπων. Εντούτοις σε αυτήν την
περίπτωση για τον ίδιο αριθμό n όρων στο γραμμικό συνδυασμό (9.5.3) (ή εναλλα-
κτικά (9.5.4)) στη μέθοδο τουKantorovich με εκείνο στο γραμμικό συνδυασμό (9.5.2)
στη γενική μέθοδο των Petrov–Galerkin (και ειδικότερα στη μέθοδο του Galerkin)
παίρνουμε γενικά αρκετά καλύτερα αποτελέσματα με τη μέθοδο του Kantorovich.
Αυτό συμβαίνει εξαιτίας της ακριβούς επιλύσεως του συστήματος των διαφορικών
εξισώσεων (9.5.6) ή (9.5.7). Άρα μερικές φορές αξίζει τον κόπο να χρησιμοποιούμε
τη μέθοδο του Kantorovich ιδίως για διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους
της μορφής (9.5.1) ή (9.5.8) που ισχύουν σε ορθογωνικές περιοχές D = [a, b] × [c, d].

Στη μέθοδο του Galerkin (ή των Bubnov–Galerkin) και γενικότερα στη μέθοδο
των Petrov–Galerkin (με ειδικές περιπτώσεις της τη μέθοδο του συντοπισμού και τη
μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων) λέμε ότι με τη χρήση γραμμικού συνδυασμού
για την προσέγγιση της λύσεως του προβλήματός μας κάναμε διακριτοποίηση του
προβλήματος έχοντας να προσδιορίσουμε μόνο τους n άγνωστους συντελεστές ck
και όχι την πλήρη άγνωστη συνάρτηση. Αντίθετα εδώ στη μέθοδο του Kantorovich,
όπου προσεγγίζουμε ως προς τη μεταβλητή x με συντελεστές ck = ck(y), λέμε πως
κάνουμε ημιδιακριτοποίηση (ή μερική διακριτοποίηση) του προβλήματος.

Προχωράμε τώρα και σε δύο απλές εφαρμογές της μεθόδου του Kantorovich.

Ε9.5.2
Ε9.5.2. Εφαρμογή σε πρόβλημα ροής Νευτώνειου ρευστού

Θεωρούμε και εδώ το πρόβλημα ροής Νευτώνειου ρευστού σε αγωγό ορθογωνι-
κής διατομής. Αυτό το πρόβλημα το είδαμε επίσης στην Ενότητα Ε8.3 του αμέσως
προηγούμενου Κεφαλαίου Ε8 με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz ελαχιστοποιήσεως
του σχετικού συναρτησιακού (8.3.2), όπως επίσης και στην Παράγραφο Ε9.1.3 της
Ενότητας Ε9.1 αυτού του Κεφαλαίου Ε9 με τη μέθοδο του Galerkin (ή των Bubnov–
Galerkin). Η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους για την ταχύτητα v(x, y)
του ρευστού είναι η εξίσωση (8.3.1) της Παραγράφου Ε8.3.1. Αυτή έχει τη μορφή

𝜕2v(x, y)
𝜕x2 + 𝜕

2v(x, y)
𝜕y2 = f (9.5.9)

με το f = pz /μ μια γνωστή σταθερά, που ήδη την εξηγήσαμε στην Ενότητα Ε8.3.
Αυτή η διαφορική εξίσωση αφορά στην ορθογωνική περιοχή D = [−a, a] × [−b, b],
που είναι η διατομή του ευθύγραμμου αγωγού ροής του Νευτώνειου ρευστού μας.
Οι ομογενείς συνοριακές συνθήκες του προβλήματος αφορούν στο μηδενισμό της
ταχύτητας v(x, y) του ρευστού σε όλο το σύνορο της περιοχήςD και έχουν τη μορφή

v(±a, y) = 0 και v(x, ±b) = 0 με − a ≤ x ≤ a και − b ≤ y ≤ b. (9.5.10)

Εδώ που δουλεύουμε με τη μέθοδο του Kantorovich, υποθέτουμε συναρτήσεις
φk = φk(x) που εξαρτώνται μόνο από τη μεταβλητή x και έχουν εύλογα τη μορφή

φk(x) = (x
2 − a2)x2 (k−1) με k = 1, 2,… (9.5.11)
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λόγω της συμμετρίας του προβλήματος. Και φυσικά πληρούνται και οι δύο πρώτες
συνοριακές συνθήκες (9.5.10) για x = ±a. Όσον αφορά στις άλλες δύο συνοριακές
συνθήκες (9.5.10) για y = ±b, αυτές θα ληφθούν υπόψη αργότερα. Άρα δεχόμαστε
τις προσεγγίσεις un(x, y) της άγνωστης συναρτήσεως u(x, y) των σχέσεων (9.5.3). Εδώ
όμως χρησιμοποιούμε το σύμβολο v αντί για το u για την άγνωστη συνάρτησή μας,
δηλαδή για την ταχύτητα του Νευτώνειου ρευστού. Βέβαια με παρόμοιο τρόπο θα
μπορούσαμε να είχαμε εργασθεί με τις συναρτήσειςφk = φk(y) και με τις αντίστοιχες
προσεγγίσεις (9.5.4).

Από εδώ και πέρα περιοριζόμαστε στην πρώτη προσέγγιση v1(x, y) (με n = 1)
των σχέσεων (9.5.3). Αυτή η προσέγγιση έχει τη μορφή (εδώ πάλι με v αντί για u)

v1(x, y) = c1(y)φ1(x) = c1(y)(x2 − a2). (9.5.12)

Παρατηρούμε ότι η αντίστοιχη μορφή που είχαμε χρησιμοποιήσει στη μέθοδο των
Rayleigh–Ritz στην Ενότητα Ε8.3 ήταν η μορφή (8.3.7) και συγκεκριμένα

v1(x, y) = c1φ1(x, y) = c1(x2 − a2)(y2 − b2). (9.5.13)

Δηλαδή εκεί είχαμε φ1 = φ1(x, y), ενώ εδώ στη μέθοδο του Kantorovich έχουμε απλά
φ1 = φ1(x) έχοντας ενσωματώσει τη μεταβλητή y στον άγνωστο συντελεστή c1(y).
Επομένως με τη μεταβλητή y θα ασχοληθούμε αργότερα και συγκεκριμένα κατά τη
διάρκεια της επιλύσεως της συνήθους διαφορικής εξισώσεως που θα προκύψει εδώ
για τον άγνωστο συντελεστή c1(y), ο οποίος δεν είναι πια σταθερά.

Τώρα με βάση τη σχέση (9.5.5) για τα υπόλοιπα Rn(x), εδώ για n = 1, και φυσικά
για την παρούσα διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους (9.5.9) έχουμε (επίσης
εδώ με v για την άγνωστη συνάρτηση αντί για u στη σχέση (9.5.2))

R1(x) =
𝜕2v1(x, y)
𝜕x2 + 𝜕

2v1(x, y)
𝜕y2 − f . (9.5.14)

Αντικαθιστώντας εδώ την παραπάνω έκφραση (9.5.12) της προσεγγίσεως v1(x, y)
της άγνωστης συναρτήσεως v(x, y) και εκτελώντας τις σχετικές πολύ απλές παραγω-
γίσεις, βρίσκουμε πολύ εύκολα ότι στην παρούσα περίπτωση το υπόλοιπο R1(x, y)
δίνεται από τη σχέση

R1(x, y) = 2c1(y) + (x2 − a2)c1 (y) − f . (9.5.15)

Επομένως μας μένει τώρα να χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις (9.5.6) στη μέθοδο
των Petrov–Galerkin για να οδηγηθούμε στη συνήθη διαφορική εξίσωση για τον
προσδιορισμό τουάγνωστου συντελεστή c1(y). Εδώ επιλέξαμε να χρησιμοποιήσουμε
τη μέθοδο του Galerkin (ή των Bubnov–Galerkin) στην επιλογή των συναρτήσεων
βάρους ψm(x). Επομένως εδώ ισχύουν οι σχέσεις (9.5.7), δηλαδή οι σχέσεις (9.5.6) με
ψm(x) = φm(x) και συγκεκριμένα με

ψ1(x) = φ1(x) = x2 − a2 (9.5.16)

με βάση τις σχέσεις (9.5.11) και εδώ την πρώτη από αυτές για k = 1, επειδή εργαζό-
μαστε με n = 1. Κατά συνέπεια από τις εξισώσεις σταθμισμένων υπολοίπων (9.5.7),
εδώ με n = 1, παίρνουμε a

−a
R1(x, y)φ1(x)dx = 0. (9.5.17)

Λαμβάνοντας τώρα υπόψη μας τη σχέση (9.5.15) για το υπόλοιπο R1(x) καθώς και
τη σχέση (9.5.16) για τη συνάρτηση φ1(x), προκύπτει αμέσως ότι

a

−a
[2c1(y) + (x2 − a2)c1 (y) − f ](x2 − a2)dx = 0. (9.5.18)
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Εκτελούμε τώρα αυτήν την ολοκλήρωση ως προς τη μεταβλητή x, οπότε και
απαλλασσόμαστε από αυτήν τη μεταβλητή x. Με αυτόν τον τρόπο βρίσκουμε (μετά
και τη σχετική απλοποίηση) τη συνήθη διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως

4a2c1 (y) − 10c1(y) = −5f με − b ≤ y ≤ b. (9.5.19)

Αυτή η συνήθης διαφορική εξίσωση συνοδεύεται ασφαλώς και από τις δύο συνο-
ριακές συνθήκες που μας απομένουν να λάβουμε υπόψη μας, δηλαδή τις συνθήκες

c1(±b) = 0. (9.5.20)

Αυτές προκύπτουν αμέσως από τις αρχικές μας συνοριακές συνθήκες v(x, ±b) = 0
στις σχέσεις (9.5.10) με την παρούσαπροσέγγιση v1(x, y) στη σχέση (9.5.12) της άγνω-
στης συναρτήσεως v(x, y): της ταχύτητας του Νευτώνειου ρευστού στον αγωγό.

Αυτή εδώ η βοηθητική διαφορική εξίσωση (9.5.19) είναι μια συνήθης διαφορική
εξίσωση δευτέρας τάξεως, με σταθερούς συντελεστές και με σταθερό δεξιό μέλος f .
Η επίλυσή της μαζί με τις δύο συνοριακές συνθήκες (9.5.20) είναι αρκετά εύκολη.
Προτιμώντας στη λύση μας αυτή c1(y) υπερβολικές συναρτήσεις αντί για εκθετικές
συναρτήσεις, την παίρνουμε τελικά στη μορφή

c1(y) =
f
2
⎛
⎜
⎝
1 − cosh √10 y

2a
sech √10 b

2a
⎞
⎟
⎠
. (9.5.21)

Θυμόμαστε βέβαια τις δύο γνωστές σχέσεις sech z = 1/ cosh z και cosh(−z) = cosh z.
Έτσι διαπιστώνουμε αμέσως ότι πληρούνται κι οι δύο συνοριακές συνθήκες (9.5.20).

Με τη χρήση αυτού του συντελεστή c1(y) η προσέγγισή μας (9.5.12) (με n = 1)
στο παρόν πρόβλημα ροής Νευτώνειου ρευστού παίρνει την τελική της μορφή

v1(x, y) =
f
2
⎛
⎜
⎝
1 − cosh √10 y

2a
sech √10 b

2a
⎞
⎟
⎠
(x2 − a2). (9.5.22)

Στη συνέχεια η παροχή Q του Νευτώνειου ρευστού στην παρούσα ροή του στον
αγωγό, η οποία δίνεται από τη σχέση (8.3.4), παίρνει την προσεγγιστική της μορφή

Q1=
D
v1(x, y)dxdy =

a

−a

b

−b
v1(x, y)dydx =

4a3f
15

⎛
⎜
⎝
−5b + √10 a tanh √

10 b
2a

⎞
⎟
⎠
. (9.5.23)

Επίσης η μέση ταχύτητα v̄ του ρευστού στη διατομή D του αγωγού θα είναι εδώ

v̄1 =
Q1
4ab

= a2f
15b

⎛
⎜
⎝
−5b + √10 a tanh √

10 b
2a

⎞
⎟
⎠
. (9.5.24)

Ειδικά για b = a (για τετραγωνική διατομή D του αγωγού) η σχέση (9.5.23) μας
δίνει το προσεγγιστικό αποτέλεσμα

Q1 ≈ −0.558550 a4f . (9.5.25)

Και προφανώς στην ίδια περίπτωση η μέση ταχύτητα v̄ του ρευστού στη διατομή
του αγωγού θα είναι

v̄1 =
Q1
4a2

≈ −0.139638 a2f . (9.5.26)

Συγκρίνουμε τώρα το πιο πάνωαποτέλεσμα (9.5.25) για την παροχήQ1 του ρευστού
με το αντίστοιχο αποτέλεσμα (8.3.14) με τη μέθοδο των Rayleigh–Ritz, που είναι

Q1 ≈ −0.555556 a4f , (9.5.27)

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ IV για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Ε9.5: Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ KANTOROVICH 221

καθώς και με το αντίστοιχο σχεδόν ακριβές αποτέλεσμα, που είναι

Q ≈ −0.562308 a4f . (9.5.28)

Έτσι παρατηρούμε ότι η μέθοδος του Kantorovich στο παρόν πρόβλημα ροής
Νευτώνειου ρευστού μας δίνει για n = 1 ένα αρκετά ακριβέστερο αποτέλεσμα σε
σύγκριση με το αντίστοιχο αποτέλεσμα που μας δίνει η μέθοδος των Rayleigh–Ritz.
Φυσικά το κόστος μας γι’ αυτήν τη βελτιωμένη ακρίβεια εδώ στη μέθοδο του Kanto-
rovich είναι ότι χρειάστηκε να λύσουμε ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών συγκε-
κριμένα τη διαφορική εξίσωση (9.5.19) μαζί με τις συνοριακές συνθήκες της (9.5.20).
Ε ήσαν λίγο–πολύ αναμενόμενα αυτά, αφού εδώ εργασθήκαμε με προσέγγιση μόνο
ως προς την πρώτη μεταβλητή x. Αντίθετα ως προς τη δεύτερη μεταβλητή y λύσαμε
με απόλυτα ακριβή τρόπο το πρόβλημα συνοριακών τιμών που προέκυψε από την
προσέγγιση που ήδη κάναμε, δηλαδή την προσέγγισή μας ως προς τη μεταβλητή x.

Ε9.5.3
Ε9.5.3. Εφαρμογή σε πρόβλημα πακτωμένης τετραγωνικής πλάκας

Σαν μια δεύτερη και λίγο δυσκολότερη εφαρμογή της μεθόδου του Kantorovich
θεωρούμε το πρόβλημα μιας τετραγωνικής συνήθους πλάκας [−a, a] × [−a, a] δυ-
σκαμψίαςD υπό ομοιόμορφηκάθετη κατανεμημένηφόρτιση p0. Ηπλάκα θεωρείται
εδώ πακτωμένη σε όλο το σύνορό της (και στις τέσσερις πλευρές της). Στο πρόβλημα
της πλάκας το βέλος κάμψεώς της (ή η βύθισή της) w = w(x, y) επαληθεύει, όπως
ήδη γνωρίζουμε, τη διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους (εδώ με p(x, y) = p0 )

𝜕4w
𝜕x4 +2

𝜕4w
𝜕x2𝜕y2 +

𝜕4w
𝜕y4 =

p0
D

και πιο απλά ∇4w =
p0
D

με w = w(x, y). (9.5.29)

Εδώ λόγω της πακτώσεως της πλάκας σε όλο το σύνορό της (και στις τέσσερις
πλευρές της) πρέπει να ισχύουν επίσης και οι οκτώ συνοριακές συνθήκες

w(±a, y) = 0, 𝜕w
𝜕x (±a, y) = 0, w(x, ±a) = 0 και

𝜕w
𝜕y (x, ±a) = 0. (9.5.30)

Από αυτές οι τέσσερις συνοριακές συνθήκες οι οποίες αφορούν στο ίδιο το βέλος
κάμψεως w(x, y) αναφέρονται στο μηδενισμό του σε όλο το σύνορο της παρούσας
πακτωμένης πλάκας. Αντίθετα οι άλλες τέσσερις συνοριακές συνθήκες οι οποίες
αφορούν σε πρώτες μερικές παραγώγους του βέλους κάμψεως w(x, y) αναφέρονται
στο μηδενισμό των σχετικών στροφών πάλι σε όλο το σύνορο της ίδιας πλάκας.

Θα χρησιμοποιήσουμε και στο παρόν πρόβλημα πλάκας τη μέθοδο του Kanto-
rovich με ένα μόνο όρο (με n = 1). Δηλαδή θα εργασθούμε και εδώ ανάλογα με το
προηγούμενο πρόβλημα της ροής Νευτώνειου ρευστού σε αγωγό. Εδώ όμως που
έχουμε τέσσερις συνοριακές συνθήκες στις δύο πλευρές x = ±a της πλάκας, είμαστε
προφανώς αναγκασμένοι να χρησιμοποιήσουμε μια διαφορετική συνάρτησηφ1(x).
Συγκεκριμένα χρησιμοποιούμε τη συνάρτηση

φ1(x) = (x
2 − a2)2. (9.5.31)

Αυτή πληροί φυσικά και τις τέσσερις συνοριακές συνθήκες στις δύο πλευρές x = ±a
της πλάκας, δηλαδή τις συνθήκες

φ(±a) = 0 και φ (±a) = 0. (9.5.32)

Αυτές οι τέσσερις συνθήκες προκύπτουναπό τις πρώτες συνθήκες (9.5.30) για x = ±a.
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Και στη συνέχεια, ακολουθώντας και εδώ τη μέθοδο τουKantorovich, δεχόμαστε
σαν προσέγγιση w1(x, y) του βέλους κάμψεως w(x, y) της πλάκας τη συνάρτηση

w1(x, y) = c1(y)φ1(x) = c1(y)(x2 − a2)
2. (9.5.33)

Τώρα πια άγνωστη συνάρτηση είναι ο μη σταθερός (μεταβλητός) συντελεστής c1(y).
Το σχετικό σφάλμα, το υπόλοιπο R1(x) που προκύπτει από την πιο πάνω διαφορική
εξίσωση (9.5.29) της πλάκας θέτοντας w1 = w1(x, y) στη θέση του w = w(x, y) είναι

R1(x, y) =
𝜕4w1
𝜕x4 + 2 𝜕4w1

𝜕x2𝜕y2 +
𝜕4w1
𝜕y4 −

p0
D

με w1 = w1(x, y). (9.5.34)

Εκτελώντας τους σχετικούς υπολογισμούς με την πιο πάνω συνάρτηση w1(x, y) της
σχέσεως (9.5.33) για το βέλος κάμψεως, βρίσκουμε γι’ αυτό το υπόλοιπο R1(x, y) ότι

R1(x, y) = 24c1(y) + 8(3x2 − a2)c1 (y) + (x2 − a2)
2c1 (y) −

p0
D
. (9.5.35)

Αυτό το υπόλοιπο R1(x, y) το εισάγουμε τώρα στην εξίσωση (9.5.17) επιλέγοντας
και τώρα εδώ στη μέθοδο του Kantorovich να δημιουργήσουμε τη σχετική συνήθη
διαφορική εξίσωση με χρήση της μεθόδου τουGalerkin: με την ίδια συνάρτησηφ1(x)
της σχέσεως (9.5.31). Έτσι παίρνουμε την εξίσωση σταθμισμένων υπολοίπων

a

−a
R1(x, y)φ1(x)dx = 0. (9.5.36)

Με την εκτέλεση των σχετικών υπολογισμών αυτή μας δίνει τη διαφορική εξίσωση

16a4c1 (y) − 96a2c1 (y) + 504c1(y) =
21p0
D

. (9.5.37)

Πρόκειται για συνήθη διαφορική εξίσωση τετάρτης τάξεως, γραμμική, με σταθερούς
συντελεστές και μη ομογενή.Η λύση της θα μας δώσει τον άγνωστο συντελεστή c1(y)
στην προσέγγισηw1(x, y) στη σχέση (9.5.33) του βέλους κάμψεωςw(x, y) της πλάκας.

Φυσικά εδώ πρέπει να λάβουμε υπόψη μας και τις τελευταίες τέσσερις από τις
οκτώ συνολικά συνοριακές συνθήκες (9.5.30) στις πλευρές y = ±a της τετραγωνικής
πλάκας. Με βάση την παρούσα προσέγγιση (9.5.33) του βέλους κάμψεως w(x, y) της
πλάκας προκύπτει εύκολα ότι πρέπει να ισχύουν οι τέσσερις συνοριακές συνθήκες

c1(±a) = 0 και c1(±a) = 0. (9.5.38)

Η λύση της πιο πάνω διαφορικής εξισώσεως (9.5.37) ως προς το συντελεστή c1(y)
στην προσέγγιση (9.5.33) του βέλους κάμψεως, που συνοδεύεται από τις συνοριακές
συνθήκες (9.5.38), είναι η εξής (με δεκαδικές προσεγγίσεις των σταθερών σε αυτήν):

c1(y) ≈
0.0209279p0

D 1.99096 − cos
1.14291y

a
cosh

2.07515y
a

− 0.0875406 sin 1.14291y
a

sinh
2.07515y

a  . (9.5.39)

Καιφυσικά ηπροσέγγισηw1(x, y) του βέλους κάμψεως δίνεται από τη σχέση (9.5.33).
Η μέγιστη τιμή του βέλους κάμψεως παρουσιάζεται βέβαια στο κέντροΟ = (0, 0)

της πλάκας και με βάση αυτήν την προσέγγιση w1(x, y) του βέλους κάμψεως είναι

w1,max = w1(0, 0) ≈
0.0207387a4p0

D
. (9.5.40)

Η αντίστοιχη θεωρητική τιμήwmax που προκύπτει από τη θεωρία των πλακών είναι

wmax = w(0, 0) ≈
0.00126(2a)4p0

D
=
0.02016a4p0

D
. (9.5.41)

Επομένως το σχετικό σφάλμα σε αυτήν τη μέγιστη τιμή wmax είναι περίπου −2.87%.
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο E10
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ GREEN

ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
Στο Κεφάλαιο αυτό Ε10 εξετάζονται οι συναρτήσεις Green. Πρόκειται για πρακτικά πολύ χρήσιμες συ-

ναρτήσεις που έχουν εφαρμογή στην επίλυση μη ομογενών γραμμικών διαφορικών εξισώσεων είτε συνή-
θων είτε με μερικές παραγώγους. Οι συνθήκες που συνοδεύουν τη διαφορική εξίσωση είναι είτε ομογενείς
αρχικές συνθήκες είτε πιο συχνά ομογενείς συνοριακές συνθήκες. Για ένα τέτοιο πρόβλημα αρχικών ή συ-
νοριακών τιμών στη μία διάσταση x (θέση ή χρόνος) προσδιορίζεται η σχετική συνάρτηση Green G(x, ξ )
σαν λύση του ίδιου προβλήματος, αλλά με μοναδιαία σημειακή φόρτιση ή πηγή κλπ. σ’ ένα μόνο σημείο
x = ξ. Έτσι η διαφορική εξίσωση θα έχει σαν δεξιό μέλος της τη συνάρτηση δέλτα του Dirac δ(x− ξ ). Τότε
η άγνωστη συνάρτηση y(x) για οποιαδήποτε φόρτιση ή πηγή, κλπ. f(x) προσδιορίζεται μέσω ενός ολοκλη-
ρωτικού τύπου με πυρήνα τη συνάρτηση Green G(x, ξ ), που πολλαπλασιάζεται όμως επί το δεξιό μέλος f(x)
της διαφορικής εξισώσεως. Άρα, όταν αυτό αλλάζει, τότε η λύση του νέου προβλήματος προκύπτει αμέσως
από τον ήδη γνωστό μας ολοκληρωτικό τύπο απλά με τη χρήση του νέου δεξιού μέλους f(x) της διαφορικής
εξισώσεως: της εισόδου στο σύστημα ή συναρτήσεως εξαναγκασμού ή φορτίσεως ή κατανομής πηγών, κλπ.

Για την επίλυση της διαφορικής εξισώσεως για τη συνάρτηση Green στη μία μόνο διάσταση συνήθως
χρησιμοποιούμε τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace. Αυτή είναι εύκολα εφαρμόσιμη στην παρούσα
περίπτωση που έχουμε δεξιά τη συνάρτηση δέλτα του Dirac. Μπορούμε όμως να αποφύγουμε το μετασχη-
ματισμό Laplace επιλύοντας τη σχετική διαφορική εξίσωση και αριστερά και δεξιά από το σημείο x = ξ της
σημειακής (συγκεντρωμένης) φορτίσεως ή πηγής, κλπ. Ασφαλώς χρειάζεται επίσης να δώσουμε προσοχή
στις αρχικές ή στις συνοριακές συνθήκες που ισχύουν καθώς και στις συνθήκες στο ίδιο το σημείο x = ξ.

Σημειώνεται επίσης ότι οι συναρτήσεις Green ουσιαστικά συμπίπτουν με τις συναρτήσεις επιρροής που
είχαμε συναντήσει στις Ολοκληρωτικές Εξισώσεις στα ΕφαρμοσμέναΜαθηματικά ΙΙΙ. Επίσης διαπιστώνε-
ται ότι για μια διαφορική εξίσωση τάξεως n η παράγωγος τάξεως n−1 της συναρτήσεως Green παρουσιάζει
ασυνέχεια στο σημείο x = ξ της φορτίσεως ή της πηγής, κλπ. Αντίθετα όλες οι παράγωγοι μικρότερης τά-
ξεως (εάν βέβαια υπάρχουν) καθώς και η ίδια η συνάρτηση Green είναι συνεχείς σ’ αυτό το σημείο x = ξ.

Στην πρώτη Ενότητα Ε10.1 αναφερόμαστε γενικά στις συναρτήσεις Green στη μία διάσταση και στη
χρησιμότητά τους. Αναφέρουμε επίσης το σχετικό βασικό θεώρημα και το αποδεικνύουμε λεπτομερώς.
Υπενθυμίζουμε μάλιστα και τη συνάρτηση δέλτα του Dirac που υπεισέρχεται στη διαφορική εξίσωση προσ-
διορισμού της συναρτήσεως Green. Στις Ενότητες Ε10.2, Ε10.3 και Ε10.4 παρουσιάζουμε τρεις εφαρμο-
γές των συναρτήσεων Green ενδιαφέροντος του Πολιτικού Μηχανικού: (α) σε εξαναγκασμένες ταλαντώ-
σεις με απόσβεση, (β) σε καλώδιο (που προσεγγίζεται από χορδή) και (γ) σε δοκό με πάκτωση αριστερά
και κύλιση δεξιά. Στην επόμενη Ενότητα Ε10.5 χρησιμοποιούμε λίγο διαφορετικά τη συνάρτηση Green
σε ένα πρόβλημα μεταφοράς ρύπου με διάχυση στην Περιβαλλοντική Μηχανική. Τέλος στην τελευταία
Ενότητα Ε10.6 αναφερόμαστε σε δύο συναρτήσεις Green αλλά τώρα στις δύο διαστάσεις: (α) στο πρόβλημα
της ορθογωνικής πλάκας με έδραση (απλή στήριξη) σε όλο σύνορό της και (β) στην εξίσωση του Poisson.
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Ε10.1
Ε10.1. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ GREEN ΣΤΗ ΜΙΑ ΔΙΑΣΤΑΣΗ

Ε10.1.1
Ε10.1.1. Εισαγωγή στις συναρτήσεις Green

Οι συναρτήσεις Green είναι ιδιαίτερα χρήσιμες συναρτήσεις στην Επιστήμη του
Πολιτικού Μηχανικού, όπως είναι και σε πολλές άλλες περιοχές της Επιστήμης του
Μηχανικού, της Φυσικής και των Εφαρμοσμένων Μαθηματικών γενικότερα. Υπο-
θέτουμε ότι έχουμε ένα πρόβλημα αρχικών τιμών ή συνοριακών τιμών που αφορά
σε μια μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση n τάξεως της γενικής μορφής

any (n)(x) + an−1y (n−1)(x) +⋯ + a1y (x) + a0y(x) = f(x) (10.1.1)

με σταθερούς συντελεστές ak ή γενικότερα με μη σταθερούς συντελεστές ak = ak(x).
Αυτήν τη διαφορική εξίσωση μπορούμε να τη γράψουμε πιο συνοπτικά στη μορφή

𝒜 (D )y(x) = f(x) (10.1.2)

έχοντας δηλώσει με𝒜 (D) το διαφορικό τελεστή του αριστερού μέλους της. Δηλαδή

𝒜 (D ) = anDn + an−1Dn−1 +⋯ + a1D + a0 (10.1.3)

με το σύμβολο D k να δηλώνει την παράγωγο τάξεως k ως προς τη μεταβλητή x.
Προφανώς σε ένα φυσικό πρόβλημα (όπως π.χ. σε ένα πρόβλημα ταλαντώσεων

ή δοκού) η μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση (10.1.1) ή ισοδύναμα (10.1.2)
συνοδεύεται από n αρχικές ή συνοριακές συνθήκες με n την τάξη της γραμμικής
διαφορικής εξισώσεως. Επομένως εδώ έχουμε ένα πρόβλημα αρχικών τιμών ή ένα
πρόβλημα συνοριακών τιμών. Έτσι η λύση της, για την οποία ενδιαφερόμαστε εδώ,
θα είναι η σχετική μερική λύση της (ή ειδική λύση της) yp(x) που θα επαληθεύει και
τις αρχικές συνθήκες ή τις συνοριακές συνθήκες και όχι η γενική λύση της yg(x).

Ε δεν είναι δα κι η πρώτη φορά που αναφερόμαστε σε προβλήματα αρχικών τι-
μώνή συνοριακών τιμών.ΉδησταΕφαρμοσμέναΜαθηματικά ΙI έχουμε αναφερθεί
σε πολλά τέτοια προβλήματα για μη ομογενείς γραμμικές διαφορικές εξισώσεις τά-
ξεως n της μορφής (10.1.1) ή ισοδύναμα (10.1.2). Και φυσικά σε πολλές περιπτώσεις
έχουμε βρει και τις λύσεις τους, ιδίως εάν η μη ομογενής διαφορική εξίσωση είναι με
σταθερούς συντελεστές. Για να γίνουμε λίγο πιο συγκεκριμένοι επαναλαμβάνουμε
μια πολύ γνωστή εφαρμογή από τα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙI συγκεκριμένα
από το βιβλίο Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς, Τεύχος 1.

v Εφαρμογή
Ενότητα Ε10.1 t Εφαρμογή E10.1 z Εξαναγκασμένες ταλαντώσεις με απόσβεση

Θεωρούμε τις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις με ασθενή (ή υποκρίσιμη) απόσβεση
ενός μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος. Ένα τέτοιο σύστημα μπορεί να είναι
το κλασικό τριπαραμετρικό σύστημα μάζας–ελατηρίου–αποσβεστήρα ή ένα μονώ-
ροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως (ή διατμητικό κτίριο) ή ένας ιδεατός υδατόπυργος.
Επαναλαμβάνουμε ότι πρόκειται για εξαναγκασμένες ταλαντώσεις του μηχανικού
συστήματος. Επομένως η σχετική και ήδη πολύ γνωστή μας διαφορική εξίσωση

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t) (10.1.4)
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είναι μια μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως. Εδώ m είναι
η μάζα, c ο συντελεστής αποσβέσεως και k η σταθερά του ελατηρίου ή ο αντίστοιχος
συντελεστής δυσκαμψίας. Επίσης η άγνωστη συνάρτηση u(t) δηλώνει τη μετατόπιση
της μάζας ή της πλάκας του μονώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως (ή διατμητικού
κτιρίου) ή της δεξαμενής νερού του ιδεατού υδατόπυργου. H συνάρτηση p(t) στο
δεξιό μέλος είναι η φόρτιση του παρόντος μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος,
δηλαδή η εξωτερική δύναμη που ασκείται κατάλληλα σ’ αυτό.

Φυσικά την ίδια διαφορική εξίσωση τη γράφουμε και στην ισοδύναμη μορφή

ü(t) + 2ξω0 u̇(t) + ω20u(t) =
p(t)
m

με ξ = c
2mω0

και ω0 = 
k
m
. (10.1.5)

Το ξ καλείται λόγος αποσβέσεως και το ω0 είναι η κυκλική συχνότητα του αντίστοι-
χου χωρίς απόσβεση (με c = 0 ή ξ = 0) μηχανικού συστήματος κι όχι του παρόντος.
Εδώ εμείς υποθέσαμε ασθενή (ή υποκρίσιμη) απόσβεση, δηλαδή ότι 0 < ξ < 1.

Εδώ θεωρούμε επίσης μηδενικές αρχικές συνθήκες. Δηλαδή θεωρούμε μηδενική
μετατόπιση και μηδενική ταχύτητα την αρχική χρονική στιγμή t = 0:

u(0) = 0 και u̇(0) = 0. (10.1.6)

Το πρόβλημα αυτό μπορούμε να το λύσουμε είτε με τη μέθοδο της μεταβολής των
παραμέτρων είτε με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace. Με τη μέθοδο της
μεταβολής των παραμέτρων καταλήγουμε τελικά στη λύση (6.2.28) της Παραγρά-
φου Α6.2.3 του Μέρους Α (Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς,
Τεύχος 1). Τη λύση αυτή up(t) την επαναλαμβάνουμε κι εδώ

up(t) =
1

mωD

t

0
e−ξω0(t−τ) sin[ωD(t − τ)] p(τ)dτ με ωD = ω01 − ξ

2, (10.1.7)

εδώ που έχουμε υποθέσει ότι έχουμε ασθενή απόσβεση, δηλαδή 0 < ξ < 1. Στην ίδια
ακριβώς λύση καταλήγουμε επίσης και με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace.
Πρόκειται για την εξίσωση (11.8.11) της Ενότητας Α11.8 του Μέρους Α. Και ανά-
λογα ισχύουν σε ταλαντώσεις χωρίς απόσβεση (απλά με ξ = 0), σε ταλαντώσεις με
κρίσιμη απόσβεση (με ξ = 1) και σε ταλαντώσεις με ισχυρή (ή υπερκρίσιμη) από-
σβεση (με ξ > 1). Επίσης θυμόμαστε πολύ καλά ότι η λύση αυτή (10.1.7) είναι μια
μορφή του γνωστού μας ολοκληρωτικού τύπου του Duhamel ή πιο απλά τύπου
του Duhamel.

Πολύ ωραία ώς εδώ! Είχαμε τη μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση δευτέ-
ρας τάξεως (10.1.4) ή ισοδύναμα (10.1.5) με μηδενικές αρχικές συνθήκες u(0) = 0 και
u̇(0) = 0. Γι’ αυτό το πρόβλημα αρχικών τιμών βρήκαμε (είτε με τη μέθοδο της με-
ταβολής των παραμέτρων είτε με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace) τη λύση
του up(t) που μας ενδιαφέρει στον τύπο (10.1.7). Δηλαδή βρήκαμε τη λύση up(t) του
παρόντος προβλήματος αρχικών τιμών και όχι βέβαια τη γενική λύση ug(t) της μη
ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξισώσεως (10.1.4) ή (10.1.5). Δε μας ενδιαφέρει
εδώ η γενική λύση ug(t). Γι’ αυτό το πρόβλημα αρχικών τιμών απλά ξαναγράφουμε
την ίδια ακριβώς λύση up(t) στον τύπο (10.1.7) στην πλήρως ισοδύναμη μορφή της

up(t) =
t

0
G(t, τ)p(τ)dτ (10.1.8)

απλά έχοντας ορίσει τη νέα συνάρτηση

G(t, τ) = 1
mωD

e−ξω0(t−τ) sin[ωD(t − τ)]. (10.1.9)
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Αυτήν εδώ τη συνάρτησηG(t, τ) που μας επιτρέπει να γράψουμε τη λύση (10.1.7)
στην πιο συνοπτική μορφή της (10.1.8) την αποκαλούμε συνάρτηση Green του πα-
ρόντος προβλήματος αρχικών τιμών. Είναι η συνάρτηση που υπεισέρχεται στον
ολοκληρωτικό τύπο (10.1.8), στον ολοκληρωτικό τύπο του Duhamel, στο συγκεκρι-
μένο πρόβλημα που εξετάζουμε. Είναι ο πυρήνας σ’ αυτόν εδώ τον ολοκληρωτικό
τύπο (10.1.8) και προφανώς είναι συνάρτηση δύο χρονικών μεταβλητών: του t και
του τ. (Το τ είναι η μεταβλητή ολοκληρώσεως σ’ αυτόν τον ολοκληρωτικό τύπο.) s

Κι έτσι χωρίς να κουρασθούμε καθόλου, με τις ήδη έτοιμες γνώσεις μας από τα
ΕφαρμοσμέναΜαθηματικά ΙΙ κάναμε κιόλας ένα πρώτο παράδειγμα συναρτήσεως
Green. Στις επόμενες δύο Ασκήσεις Ε10.1 και Ε10.2 ακολουθούν δύο ακόμη εξίσου
απλά και ανάλογα παραδείγματα ξανά στις Ταλαντώσεις.

. Άσκηση
Ενότητα Ε10.1 t Άσκηση E10.1 z Εξαναγκασμένες ταλαντώσεις χωρίς απόσβεση

Με βάση την παραπάνω Εφαρμογή Ε10.1, αλλά και τις γνώσεις μας από τα Εφαρ-
μοσμένα Μαθηματικά ΙΙ, ποια είναι η συνάρτηση Green G(t, τ) στον ολοκληρωτικό
τύπο (10.1.8), όταν δεν υπάρχει απόσβεση (ξ = 0) στις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις
με μηδενικές αρχικές συνθήκες; Υπόδειξη: Τώρα, αφού ξ = 0, ισχύει ωD = ω0. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε10.1 t Άσκηση E10.2 z Εξαναγκασμένες ταλαντώσεις με ισχυρή απόσβεση

Με βάση τις γνώσεις μας από τα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ (ή με εκτέλεση από
την αρχή των σχετικών υπολογισμών) ποια είναι η συνάρτηση Green G(t, τ) στον
ολοκληρωτικό τύπο (10.1.8), όταν υπάρχει ισχυρή (ή υπερκρίσιμη) απόσβεση (ξ > 1)
στις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις με μηδενικές αρχικές συνθήκες; Υπόδειξη: Τώρα
στη συνάρτηση Green G(t, τ) θα έχουμε aD = ω0ξ 2 − 1 αντί για ωD = ω01 − ξ 2
που είχαμε στην περίπτωση της ασθενούς (ή υποκρίσιμης) αποσβέσεως. Επιπλέον
θα έχουμε υπερβολικό ημίτονο (sinh) αντί για τριγωνομετρικό ημίτονο (sin). s

t Παρατήρηση E10.1: Γενικά οι συναρτήσεις Green αναφέρονται πιο συχνά σε
ä Παρατήρηση

προβλήματα που έχουν να κάνουν με τη θέση x παρά με το χρόνο t αντίθετα με την
προηγούμενη εφαρμογή και τις προηγούμενες δύο ασκήσεις. Επίσης, κι αυτό είναι
πιο σημαντικό, συνήθως αναφέρονται σε προβλήματα συνοριακών τιμών παρά σε
προβλήματα αρχικών τιμών ξανά αντίθετα με την προηγούμενη εφαρμογή και τις
προηγούμενες δύο ασκήσεις. Εντούτοις η χρήση τους είτε σε χρονικά προβλήματα
είτε σε προβλήματα αρχικών τιμών, ακριβώς όπως συμβαίνει στην προηγούμενη
εφαρμογή και στις προηγούμενες δύο ασκήσεις, είναι επίσης απόλυτα αποδεκτή.
Κατά συνέπεια ο όρος συνάρτηση Green ισχύει σε κάθε περίπτωση ολοκληρωτικού
τύπου για τη λύση ενός προβλήματος είτε αρχικών τιμών είτε συνοριακών τιμών
είτε στο χώρο είτε στο χρόνο είτε και προβλήματος με συνθήκες και στο χώρο και
στο χρόνο. (Αυτό μπορεί να συμβαίνει σε διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώ-
γους.) Η συνάρτηση Green αφορά στον πυρήνα αυτού του ολοκληρωτικού τύπου,
στην Εφαρμογή Ε10.1 του ολοκληρωτικού τύπου του Duhamel (10.1.7) ή (10.1.8). s

Ε10.1.2
Ε10.1.2. Ορισμός της συναρτήσεως Green

Προχωράμε τώρα στον επίσημο ορισμό της συναρτήσεως Green G(x, ξ ) στη μία
διάσταση x (είτε στο χώρο είτε στο χρόνο). Αυτός είναι ο εξής ορισμός:
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t ΟΡΙΣΜΟΣ E10.1 (Συνάρτηση Green): Θεωρούμε τη μη ομογενή γραμμική

l ΟΡΙΣΜΟΣ

διαφορική εξίσωση n τάξεως της γενικής μορφής (10.1.1), την επαναλαμβάνουμε

any (n)(x) + an−1y (n−1)(x) +⋯ + a1y (x) + a0y(x) = f(x), (10.1.10)

ή σε πιο συνοπτική μορφή (10.1.2) σ’ ένα διάστημα [a, b] (με a ≤ x ≤ b) μαζί με n
ομογενείς γραμμικές αρχικές ή πιο συχνά συνοριακές συνθήκες που τη συνοδεύουν.
Για το πρόβλημα αυτό αρχικών τιμών ή συνοριακών τιμών ορίζουμε τη σχετική
συνάρτηση Green G(x, ξ ) σαν τον πυρήνα του ολοκληρωτικού τύπου

yp(x) =
b

a
G(x, ξ )f(ξ )dξ (10.1.11)

που δίνει τη λύση του yp(x) εννοείται στο διάστημα [a, b]. Ο τύπος αυτός ισχύει για
αυθαίρετο (οποιοδήποτε) δεξιό μέλος f(x) στη διαφορική εξίσωση (10.1.10). Ασφα-
λώς το διάστημα ολοκληρώσεως [a, b] μπορεί να είναι όχι μόνο πεπερασμένο [a, b],
αλλά και ημιάπειρο (−∞, b] ή [a,∞) ή άπειρο (−∞,∞). s

Δηλαδή, με πολύ απλά λόγια, εάν ξέρουμε τη συνάρτηση Green G(x, ξ ) σ’ ένα
πρόβλημα αρχικών ή πιο συχνά συνοριακών τιμών, τότε η λύση yp(x) του προβλή-
ματος δίνεται για κάθε συνάρτηση f(x) από τον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.11). Και
μάλιστα προφανώς πληρούται τόσο η διαφορική εξίσωση (10.1.10) όσο κι οι n ομο-
γενείς γραμμικές αρχικές ή συνοριακές συνθήκες που τη συνοδεύουν. Φυσικά αυτές
οι n ομογενείς γραμμικές συνθήκες περιλαμβάνουν σε κάθε όρο τους είτε την ίδια
την άγνωστη συνάρτηση είτε παραγώγους της με γραμμικό τρόπο και δεν υπάρχει
κανένας άλλος όρος, δηλαδή όρος που να μην περιέχει την άγνωστη συνάρτηση.

Για παράδειγμα, στην προηγούμενη Εφαρμογή Ε10.1 για τις εξαναγκασμένες
ταλαντώσεις με ασθενή (ή υποκρίσιμη) απόσβεση η μη ομογενής γραμμική διαφο-
ρική εξίσωση ήταν η διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως (10.1.4) ή (10.1.5). Επίσης
σχετικές ομογενείς συνθήκες ήσαν οι δύο αρχικές συνθήκες (10.1.6). Τέλος ολοκλη-
ρωτικός τύπος με τη χρήση συναρτήσεως Green G(t, τ) για τη λύση up(t) αυτού του
προβλήματος αρχικών τιμών ήταν ο τύπος (10.1.8). Ο πυρήνας G(t, τ) σ’ αυτόν τον
ολοκληρωτικό τύπο (10.1.8), ο οποίος δίνεται σ’ αυτήν εδώ την εφαρμογή από τον
τύπο (10.1.9), είναι η σχετική συνάρτηση Green. Βέβαια σε τούτη την εφαρμογή εί-
χαμε διαφορετικά σύμβολα από τα σύμβολα στις εξισώσεις (10.1.10) και (10.1.11),
συγκεκριμένα είχαμε t αντί για x και τ αντί για ξ, κάτι που είναι φυσικά ασήμαντο.

Αυτό που είναι σημαντικό είναι να ξεκαθαρίσουμε περισσότερο την κατάσταση
με τη συνάρτηση Green σ’ ένα πρόβλημα είτε αρχικών είτε συνοριακών τιμών (στο
χώρο ή στο χρόνο) και να έχουμε διαθέσιμο ένα συγκεκριμένο τρόπο προσδιορι-
σμού της. Σχετικό είναι το ακόλουθο σημαντικό θεώρημα για τη συνάρτηση Green:

n ΘΕΩΡΗΜΑ E10.1 (Συνάρτηση Green): Θεωρούμε τη συνάρτηση Green G(x, ξ )

ΘΕΩΡΗΜΑ

για ένα πρόβλημα είτε αρχικών είτε συνοριακών τιμών στο πεπερασμένο, ημιά-
πειρο ή άπειρο διάστημα [a, b]. Το πρόβλημααυτό αφορά στη μη ομογενή γραμμική
διαφορική εξίσωση n τάξεως (10.1.10), που συνοδεύεται από n ομογενείς γραμμικές
αρχικές ή συνοριακές συνθήκες. Αυτή η συνάρτηση Green G(x, ξ ) προσδιορίζεται
σαν η λύση της αντίστοιχης μη ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξισώσεως

anG
(n)
x (x, ξ ) + an−1G

(n−1)
x (x, ξ ) +⋯ + a1Gx(x, ξ ) + a0G(x, ξ ) = δ(x − ξ ) (10.1.12)
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μαζί βέβαια με τις ίδιες αρχικές ή συνοριακές συνθήκες φυσικά με δ τη συνάρτηση
δέλτα του Dirac. Δηλαδή η συνάρτηση Green είναι η λύση G(x, ξ ) του αντίστοιχου
προβλήματος αρχικών ή συνοριακών τιμών, τώρα όμως με δεξιό μέλος στη διαφο-
ρική εξίσωση (10.1.10) τη συνάρτηση δ(x − ξ ) στη θέση της συναρτήσεως f(x). s

Εδώ οφείλουμε να σημειώσουμε ότι στην πιο πάνω μη ομογενή γραμμική δια-
φορική εξίσωση (10.1.12) ο δείκτης x στις παραγώγους του αριστερού μέλους απλά
θέλει να δηλώσει παραγωγίσεις της συναρτήσεως Green G(x, ξ ) ως προς την πρώτη
μεταβλητή της x και όχι ως προς τη δεύτερη μεταβλητή της ξ. Και βέβαια είναι έτσι,
αφού η ανεξάρτητη μεταβλητή σ’ αυτήν τη διαφορική εξίσωση είναι το x. To ξ είναι
απλά η παράμετρος στο δεξιό μέλος δ(x − ξ ). Δηλαδή το ξ δεν έχει καμία απολύτως
σχέση με τις παραγωγίσεις στο αριστερό μέλος της διαφορικής εξισώσεως (10.1.12).

Ε10.1.3
Ε10.1.3. Υπενθύμιση της συναρτήσεως δέλτα του Dirac

Στο σημείο αυτό, λίγο πριν αποδείξουμε το πιο πάνω θεμελιώδεςΘεώρημαΕ10.1
για τη συνάρτησηGreenG(x, ξ ), είναι σκόπιμο να θυμηθούμε τον ορισμό της συναρ-
τήσεως δέλτα του Dirac δ(x). Και δε θα πρέπει βέβαια να τη συγχέουμε με το δέλτα
του Kronecker δij, που ήδη ορίσαμε και χρησιμοποιήσαμε εκτενώς και με επιτυχία
στο Κεφάλαιο Ε1. Αυτά τα δύο δ δεν έχουν καμία απολύτως σχέση μεταξύ τους.

Τη συνάρτηση δέλτα του Dirac, συγκεκριμένα τη συνάρτηση δ(x), την ορίσαμε
στην Ενότητα Α10.6 του Κεφαλαίου Α10 του Μέρους Α, δηλαδή στα Εφαρμοσμένα
Μαθηματικά ΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς, Τεύχος 1. Πρόκειται για τη συνάρτηση δ(x)
που έχει τιμή μηδέν για κάθε x ≠ 0 και τιμή άπειρο για x = 0, δηλαδή

δ(x) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

0 για x ≠ 0,
∞ για x = 0,

(10.1.13)

ενώ ταυτόχρονα ισχύει ο τύπος
∞

−∞
δ(ξ )dξ = 1. (10.1.14)

Εμείς εδώ βέβαια στη μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωσή μας (10.1.12) για
τη συνάρτηση GreenG(x, ξ ) έχουμε δεξιά δ(x−ξ ) κι όχι απλά δ(x). Άρα ο απειρισμός
αυτής της συναρτήσεως δ(x − ξ ) θα γίνεται σύμφωνα με τον ορισμό (10.1.13) της
συναρτήσεως δ(x), απλά όταν x− ξ = 0 ή ισοδύναμα όταν x = ξ . Δηλαδή εδώ έχουμε

δ(x − ξ ) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

0 για x ≠ ξ ,
∞ για x = ξ .

(10.1.15)

Επίσης διαπιστώνουμε αρκετά εύκολα ότι ο τύπος (10.1.14) παίρνει τώρα την
τροποποιημένη μορφή του ∞

−∞
δ(x − ξ )dξ = 1. (10.1.16)

Επιπλέον ισχύει φυσικά κι ο γενικότερός του και ήδη γνωστός μας τύπος (10.6.7) της
Ενότητας Α10.6 του Μέρους Α, που το γράφουμε εδώ σε λίγο διαφορετική μορφή

∞

−∞
δ(x − ξ ) f(ξ )dξ = f(x). (10.1.17)

Προφανώς για f(x) = 1, οπότε βέβαια και f(ξ ) = 1, αυτός o δεύτερος και πιο γενικός
τύπος (10.1.17) μεταπίπτει στον προηγούμενό του τύπο (10.1.16).
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Και τώρα που φρεσκάραμε τον ορισμό της συναρτήσεως δέλτα του Dirac δ(x)
και γενικότερα δ(x − ξ ), προχωράμε άμεσα στην απόδειξη του Θεωρήματος Ε10.1.

Ε10.1.4
Ε10.1.4. Απόδειξη του Θεωρήματος Ε10.1

Αναφερόμαστε στη μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση n τάξεως (10.1.10),
που συνοδεύεται βέβαια από n ομογενείς γραμμικές αρχικές ή συνοριακές συνθή-
κες. Εδώ υποθέτουμε ότι έχουμε διαθέσιμη τη σχετική συνάρτησηG(x, ξ ), δηλαδή τη
συνάρτησηGreen αυτού του προβλήματος αρχικών ή συνοριακών τιμών. Σύμφωνα
με το προς απόδειξη Θεώρημα Ε10.1 η συνάρτηση Green G(x, ξ ) είναι λύση της μη
ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξισώσεως n τάξεως (10.1.12) και ισοδύναμα σε
πιο συνοπτική μορφή

𝒜 (D )G(x, ξ ) = δ(x − ξ ) (10.1.18)

με το γραμμικό διαφορικό τελεστή 𝒜 (D ) να ορίζεται από τον τύπο (10.1.3) μαζί
βέβαια με τις ίδιες ακριβώς n ομογενείς γραμμικές αρχικές ή συνοριακές συνθήκες
που συνοδεύουν τη διαφορική εξίσωση (10.1.10) . Εμείς θέλουμε απλά να αποδεί-
ξουμε ότι η λύση yp(x) αυτού εδώ του προβλήματος αρχικών τιμών ή συνοριακών
τιμών δίνεται από τον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.11) στον Ορισμό Ε10.1, που τον
επαναλαμβάνουμε κι εδώ

yp(x) =
b

a
G(x, ξ )f(ξ )dξ . (10.1.19)

Για να τοαποδείξουμε αυτό εφαρμόζουμε το γραμμικό διαφορικό τελεστή𝒜 (D )
στη συνάρτηση yp(x), που είναι πιθανή λύση του προβλήματός μας. Έτσι παίρνουμε

𝒜 (D )yp(x) = 𝒜 (D )
b

a
G(x, ξ )f(ξ )dξ . (10.1.20)

Όμως ο διαφορικός τελεστής D ≡ d/dx αναφέρεται σε παραγώγιση ως προς την
ανεξάρτητη μεταβλητή x και όχι ως προς τη μεταβλητή ξ στο ολοκλήρωμα (10.1.19)
ή (10.1.20). Επομένως ο σχετικός τελεστής𝒜 (D ) που εφαρμόζεται στο ολοκλήρωμα
(10.1.20) δεξιά μπορεί θαυμάσια να εφαρμοσθεί κατευθείαν στην ολοκληρωτέα συ-
νάρτηση G(x, ξ )f(ξ ). Δηλαδή πρακτικά μπορεί να γίνει εναλλαγή της παραγωγί-
σεως (με τον τελεστή 𝒜 (D )) και της ολοκληρώσεως. Το αποτέλεσμα φυσικά είναι

𝒜 (D )yp(x) =
b

a
𝒜 (D )G(x, ξ )f(ξ )dξ , (10.1.21)

μιαπουη γνωστή συνάρτηση f(ξ ), η είσοδός μας, δεν εξαρτάται από τημεταβλητή x.
Πολύ ωραία ώς εδώ. Προχωράμε! Και τώρα, ναι, παρατηρούμε ότι η συνάρτηση

G(x, ξ ), η συνάρτηση Green, πληροί τη διαφορική εξίσωση (10.1.18) με δεξιό μέλος
της τη συνάρτηση δέλτα του Dirac δ(x − ξ ). Έτσι την κατασκευάσαμε με βάση το
Θεώρημα Ε10.1, που θέλουμε εδώ να αποδείξουμε. Κατά συνέπεια ο προηγούμενος
τύπος (10.1.21) παίρνει παραπέρα την πιο απλή μορφή του

𝒜 (D )yp(x) =
b

a
δ(x − ξ )f(ξ )dξ . (10.1.22)

Και τώρα χρησιμοποιούμε τον τύπο (10.1.17) με διάστημα ολοκληρώσεως το [a, b].
Υποθέτουμε βέβαια ότι a < x < b, έτσι ώστε ο απειρισμός της συναρτήσεως δ(x − ξ )
να συμβαίνει ακριβώς μέσα στο ανοικτό διάστημα (a, b), εκεί να είναι το σημείο x
του απειρισμού της συναρτήσεως δ(x − ξ ). Δηλαδή χρησιμοποιούμε τον τύπο

b

a
δ(x − ξ )f(ξ )dξ = f(x) φυσικά με a < x < b. (10.1.23)
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Με αυτόν τον τρόπο η σχέση (10.1.22) παίρνει την τελική μορφή της

𝒜 (D )yp(x) = f(x). (10.1.24)

Κι η μορφή αυτή μας αποκαλύπτει σαφώς ότι ναι, η συνάρτηση yp(x), που ορίσθηκε
από το σχετικό ολοκληρωτικό τύπο (10.1.19) με τη βοήθεια της συναρτήσεως Green
G(x, ξ ) του προβλήματός μας, ναι πραγματικά επαληθεύει τη μη ομογενή γραμμική
διαφορική εξίσωση (10.1.1) ή (10.1.10) και πιο συνοπτικά (10.1.2).

Κι επιπλέον πρέπει να μη λησμονούμε τις ομογενείς γραμμικές αρχικές ή συνο-
ριακές συνθήκες που έχουμε στο πρόβλημά μας (είτε πρόβλημα αρχικών τιμών είτε
πρόβλημα συνοριακών τιμών). Αυτές τις επαληθεύει η συνάρτηση Green G(x, ξ ),
αφού έτσι ακριβώς κατασκευάσθηκε στο προς απόδειξη Θεώρημα Ε10.1: να τις επα-
ληθεύει μαζί βέβαια και με τη διαφορική εξίσωση (10.1.12) ή ισοδύναμα (10.1.18).
Επομένως τις επαληθεύει επίσης κι η λύση yp(x) στον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.19),
επειδή είναι γραμμικές και ομογενείς. Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι ισχύουν
οι εξής δύο ομογενείς συνοριακές συνθήκες:

y(a) = 0 και y (b) = 0 (10.1.25)

και ότι τις επαληθεύει η συνάρτηση Green G(x, ξ ), δηλαδή ότι

G(a, ξ ) = 0 και Gx(b, ξ ) = 0. (10.1.26)

Τότε είναι προφανές από τον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.19) ότι

yp(a) = 0 και yp(b) = 0. (10.1.27)

Η δεύτερη συνθήκη, yp(b) = 0, ισχύει κι αυτή λαμβάνοντας υπόψη την παράγωγο

yp(x) =
b

a
Gx(x, ξ )f(ξ )dξ (10.1.28)

φυσικά με την παράγωγο Gx(x, ξ ) ως προς την πρώτη μεταβλητή της x. Αυτή εδώ
η παράγωγος yp(x) προκύπτει αμέσως από τον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.19) με μία
παραγώγισή του ως προς τη μεταβλητή x. Για τη συνθήκη yp(b) = 0 λαμβάνουμε
βέβαια επίσης υπόψη το γεγονός ότι Gx(b, ξ ) = 0. Και αυτό το γεγονός ισχύει από
την κατασκευή της συναρτήσεως GreenG(x, ξ ), όπως ήδη είπαμε, δηλαδή σύμφωνα
με τη δεύτερη σχέση (10.1.26).

Το συμπέρασμά μας είναι απλά ότι ισχύει το Θεώρημα Ε10.1 κι η λύση yp(x) του
προβλήματος αρχικών ή συνοριακών τιμών που εξετάζουμε προκύπτει πραγματικά
από τον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.19) με πυρήνα του τη συνάρτηση Green G(x, ξ ).
Κι αυτή βέβαια η συνάρτηση Green επαληθεύει τόσο τη μη ομογενή γραμμική δια-
φορική εξίσωση (10.1.12) ή ισοδύναμα (10.1.18) όσο και τις n ομογενείς γραμμικές
αρχικές ή συνοριακές συνθήκες του προβλήματος. Τονίζουμε βέβαια ότι πρόκειται
για ομογενείς συνθήκες είτε αρχικές είτε συνοριακές. Αλλιώς παύουν να ισχύουν
στον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.19) για τη συνάρτηση yp(x) ακόμη κι αν τις πληροί
από την κατασκευή της η συνάρτηση Green G(x, ξ ). Άρα, εάν οι n αρχικές ή συνο-
ριακές συνθήκες δεν είναι ομογενείς, τότε η συνάρτηση yp(x) στον ολοκληρωτικό
τύπο (10.1.19) δεν είναι λύση του προβλήματος αρχικών ή συνοριακών τιμών που
έχουμε να λύσουμε ακόμη και αν η συνάρτηση Green G(x, ξ ) που κατασκευάσαμε
πληροί αυτές τις n μη ομογενείς αρχικές ή συνοριακές συνθήκες.
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Ε10.1.5
Ε10.1.5. Εξηγήσεις για την παρουσία της συναρτήσεως δέλτα του Dirac

Θέλαμε να λύσουμε τη μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση (10.1.1) ή πιο
συνοπτικά (10.1.2) με δεξιό μέλος f(x) μαζί βέβαια με τις σχετικές ομογενείς γραμ-
μικές αρχικές ή συνοριακές συνθήκες. Τελικά όμως βρεθήκαμε να έχουμε μπροστά
μας την αντίστοιχη διαφορική εξίσωση (10.1.12) ή πιο συνοπτικά (10.1.18). Σ’ αυτήν
τη διαφορική εξίσωση (10.1.12) ή πιο συνοπτικά (10.1.18) για τη συνάρτηση Green
G(x, ξ ) τη θέση της συναρτήσεως f(x) στην αρχική μας διαφορική εξίσωση (10.1.1)
ή πιο συνοπτικά (10.1.2) την παίρνει τώρα η συνάρτηση δέλτα του Dirac δ(x − ξ ).
Κι ενώ η συνάρτηση f(x) είναι γενικά μια συνηθισμένη συνάρτηση, συχνά μάλιστα
μια τμηματικά συνεχής συνάρτηση, αντίθετα η συνάρτηση δ(x − ξ ) είναι μια γενι-
κευμένη συνάρτηση. Συγκεκριμένα είναι παντού μηδέν εκτός από το σημείο x = ξ ,
όπου απειρίζεται σύμφωνα με τον τύπο (10.1.15). Πώς και τα καταφέραμε έτσι;

Ναι, ασφαλώς ήμασταν σαφείς. Και μέσα στα πλαίσια της μέτριας μαθηματικής
αυστηρότητας που ακολουθούμε σ’ αυτό εδώ το κεφάλαιο αποδείξαμε στην προη-
γούμενη παράγραφο το βασικό Θεώρημα Ε10.1 για τις συναρτήσεις Green. Δηλαδή
αποδείξαμε ότι πραγματικά η λύση yp(x) του προβλήματός μας αρχικών ή συνορια-
κών τιμών δίνεται από τον τύπο (10.1.19) με χρήση της συναρτήσεως Green G(x, ξ ),
η οποία επαληθεύει τη μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση (10.1.12) ή πιο συ-
νοπτικά (10.1.18). Εντούτοις παρά την απόδειξη το ερώτημα παραμένει: για ποιον
ακριβώς λόγο έγινε αυτή εδώ η εισαγωγή της συναρτήσεως δέλτα του Dirac δ(x− ξ )
δεξιά στη διαφορική εξίσωση (10.1.12) ή (10.1.18) για τη συνάρτηση Green G(x, ξ );
Σ’ αυτήν εδώ την παράγραφο θα επιχειρήσουμε να εξηγήσουμε αυτό το παράξενο
γεγονός τόσο από μαθηματική όσο και από φυσική σκοπιά.

Ξεκινάμε με τη μαθηματική εξήγηση. Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι αναζητούμε τη
λύση yp(x) του προβλήματός μας που αφορά στη μη ομογενή γραμμική διαφορική
εξίσωση (10.1.1) ή (10.1.2). Την επαναλαμβάνουμε στη δεύτερη μορφή της (10.1.2)

𝒜 (D )y(x) = f(x). (10.1.29)

Τη λύση αυτή yp(x) την αναζητούμε στη μορφή του ολοκληρωτικού τύπου (10.1.19).
Τον επαναλαμβάνουμε κι αυτόν τον τύπο

yp(x) =
b

a
G(x, ξ )f(ξ )dξ . (10.1.30)

Εδώ όμως εμείς δε θέτουμε καμία προϋπόθεση ως προς τη συνάρτηση GreenG(x, ξ ),
που είναι ο πυρήνας σ’ αυτόν τον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.30). Θα αποδείξουμε
τώρα ότι η διαφορική εξίσωση (10.1.12) ή (10.1.18), δηλαδή η διαφορική εξίσωση

𝒜 (D )G(x, ξ ) = δ(x − ξ ), (10.1.31)

είναι σίγουρα σωστή επιλογή για τον προσδιορισμό της συναρτήσεωςGreenG(x, ξ ).
Πραγματικά στον τύπο (10.1.30) εφαρμόζουμε και στα δύο μέλη του το διαφο-

ρικό τελεστή 𝒜 (D ) που ορίσθηκε στη σχέση (10.1.3) και κάνουμε εναλλαγή της πα-
ραγωγίσεως με την ολοκλήρωση. Έτσι προκύπτει ο τύπος (10.1.21), δηλαδή ο τύπος

𝒜 (D )yp(x) =
b

a
𝒜 (D )G(x, ξ )f(ξ )dξ . (10.1.32)

Φυσικά εδώ δεν υποθέσαμε καθόλου την ισχύ της διαφορικής εξισώσεως (10.1.31)
για τη συνάρτηση Green G(x, ξ ) του προβλήματος αρχικών ή συνοριακών τιμών
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που έχουμε. Γνωρίζουμε όμως ότι το δεξιό μέλος f(x) στη διαφορική εξίσωση (10.1.29)
επαληθεύει τον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.23). Τον υπενθυμίζουμε κι αυτόν τον τύπο

b

a
δ(x − ξ )f(ξ )dξ = f(x) φυσικά με a < x < b. (10.1.33)

Επομένως η διαφορική εξίσωση (10.1.29) γράφεται και στην ισοδύναμη μορφή της

𝒜 (D )y(x) =
b

a
δ(x − ξ )f(ξ )dξ . (10.1.34)

Και τώρα συγκρίνουμε τους δύο ολοκληρωτικούς τύπους (10.1.32) και (10.1.34).
Και είναι εύλογο να απαιτούμε να έχουμε τις ίδιες ολοκληρωτέες συναρτήσεις και
στους δύο, αφού τα αριστερά τους μέλη συμπίπτουν για τη λύση y(x) = yp(x) της δια-
φορικής εξισώσεως (10.1.29). Έτσι είναι λογικό να απαιτούμε να ισχύει η διαφορική
εξίσωση (10.1.31) για τη συνάρτηση Green G(x, ξ ). Το ότι αυτή η εύλογη απαίτησή
μας είναι και σωστή το αποδείξαμε στην προηγούμενη παράγραφο με την πλήρη
απόδειξη του Θεωρήματος Ε10.1. Κι έτσι εξηγήθηκε μαθηματικά για ποιο λόγο στη
διαφορική εξίσωση (10.1.31) για τη συνάρτηση GreenG(x, ξ ) έχουμε στο δεξιό μέλος
της τη συνάρτηση δέλτα του Dirac δ(x−ξ ), μια απρόσμενη γενικευμένη συνάρτηση.

Και τώρα προχωράμε στη φυσική εξήγηση της παρουσίας της ίδιας ακριβώς συ-
ναρτήσεως δ(x−ξ ) στη διαφορική εξίσωση (10.1.31) για τη συνάρτηση GreenG(x, ξ ).
Φυσική εξήγηση λοιπόν. Άρα και πιο κατανοητή από τη μαθηματική εξήγηση.

Καταρχήν σημειώνουμε πως η συνάρτηση δέλτα του Dirac δ(x) είναι απλά το
όριο ενός ορθογωνικού παλμού μοναδιαίου εμβαδού (είτε στο χώρο είτε στο χρόνο),
όταν το πλάτος ε του παλμού τείνει στο μηδέν, ενώ αντίθετα το ύψος του 1/ε τείνει
στο άπειρο: ε × 1/ε = 1. (Αυτό το γνωρίζουμε καλά ήδη από την Ενότητα Α10.6 στο
Μέρος Α: Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς, Τεύχος 1.) Με τον
τρόπο αυτό σε μια φόρτιση με δ(x− ξ ) παριστάνουμε τη μοναδιαία συγκεντρωμένη
φόρτιση στο σημείο x = ξ. Και ανάλογα ισχύουν και στο χρόνο, όπου με δ(t− τ) πα-
ριστάνουμε τη μοναδιαία ωστική (ή κρουστική) φόρτιση τη χρονική στιγμή t = τ.
Επομένως η συνάρτηση δ(x − ξ ) (είτε με x − ξ είτε με t − τ) στο δεξιό μέλος της μη
ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξισώσεως (10.1.12) ή (10.1.18) ή (10.1.31) πολύ
απλά παριστάνει μια μοναδιαία συγκεντρωμένη (είτε στο χώρο x είτε στο χρόνο t)
συνάρτηση εξαναγκασμού ή είσοδο ή πηγή. Κι αυτή είναι η συνάρτηση που χρησι-
μοποιείται για τον προσδιορισμό της συναρτήσεως Green G(x, ξ ). Για παράδειγμα,
η συνάρτηση δ(x − ξ ) (με x − ξ, με t − τ, κλπ.) μπορεί να παριστάνει ένα μοναδιαίο
συγκεντρωμένο φορτίο, μια μοναδιαία ωστική (ή κρουστική) φόρτιση (μοναδιαία
δύναμη), μια μοναδιαία είσοδο ρύπου (δηλαδή μια μοναδιαία μάζα εισαγόμενου
ρύπου) σ’ ένα υδατόρρευμα στη θέση του x = ξ , κλπ.

Κατά συνέπεια η λύσηG(x, ξ ) αυτής της ομολογουμένως λίγο παράξενης διαφο-
ρικής εξισώσεως (10.1.12) ή (10.1.18) ή (10.1.31), δηλαδή της διαφορικής εξισώσεως

𝒜 (D )G(x, ξ ) = δ(x − ξ ), (10.1.35)

μας δίνει την απόκριση του συστήματος στη μοναδιαία συγκεντρωμένη φόρτιση
στη θέση x = ξ (είτε χωρική είτε χρονική) ή στη μοναδιαία πηγή. Και βέβαια στη
λύση αυτή G(x, ξ ) λαμβάνονται επιπλέον υπόψη και οι αρχικές ή συνοριακές συν-
θήκες που ισχύουν. Αυτό συμβαίνει και στις τρεις περιπτώσεις που αναφέραμε.
Εμείς όμως αναζητούμε τη λύση της αρχικής διαφορικής εξισώσεως (10.1.1), που
γράφεται και πιο συνοπτικά στη μορφή (10.1.2) ή (10.1.29), δηλαδή της εξισώσεως

𝒜 (D )y(x) = f(x). (10.1.36)
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Αυτή έχει δεξιά την αληθινή συνάρτηση εισόδου ή συνάρτηση εξαναγκασμού f(x).
Αυτήν εδώ τη συνάρτηση εισόδου f(x) ή f(ξ ) μπορούμε να τη θεωρήσουμε σαν

άθροισμα πολύ μικρών συγκεντρωμένων εισόδων f(ξ )Δξ στη θέση ξ και στο πολύ
μικρό διάστημα Δξ (είτε στο χώρο είτε στο χρόνο) της ανεξάρτητης μεταβλητής ξ.
Επαναλαμβάνουμε μόνο σ’ αυτό το πολύ μικρό διάστημα Δξ. Τότε η απόκριση του
συστήματος (είτε στο χώρο είτε στο χρόνο) στη θέση x που οφείλεται σ’ αυτήν εδώ
την πολύ μικρή συγκεντρωμένη είσοδο στη θέση ξ θα είναι απλά G(x, ξ )f(ξ )Δξ,
αφού έτσι ακριβώς υπολογίσθηκε η συνάρτηση Green G(x, ξ ) με τη χρήση της δια-
φορικής εξισώσεως (10.1.35) που επαληθεύει. (Βέβαια, όπως ήδη σημειώσαμε, επα-
ληθεύει επιπλέον και τις ομογενείς γραμμικές αρχικές ή συνοριακές συνθήκες που
ισχύουν κάθε φορά.) Να λοιπόν η απόκριση στην πολύ μικρή είσοδο f(ξ )Δξ . Και
συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο και σε άλλες πολύ μικρές φορτίσεις, παίρνουμε τις
αντίστοιχες αποκρίσεις. Τελικά σ’ ολόκληρο το διάστημα [a, b] που μας ενδιαφέρει
(επαναλαμβάνουμε είτε στο χώρο είτε στο χρόνο) παίρνουμε τη συνολική απόκριση

yp,n(x) =
n


k=1

G(x, ξ )f(ξ )Δξ . (10.1.37)

Εδώ βέβαια υποθέσαμε ότι ολόκληρο το διάστημά μας [a, b] το χωρίσαμε σε n
πολύ μικρά υποδιαστήματα όλα πλάτους Δξ = (b − a)/n. Και φυσικά, όταν n→ ∞,
το άθροισμα στο δεξιό μέλος αυτής της προσεγγιστικής λύσεως yp,n(x) στη σχέση
(10.1.37) θα τείνει στο αντίστοιχο ολοκλήρωμα (10.1.30). Το επαναλαμβάνουμε

yp(x) =
b

a
G(x, ξ )f(ξ )dξ . (10.1.38)

Δηλαδή θα ισχύει το όριο

lim
n→∞

yp,n(x) = yp(x) και λίγο πιο απλά yp,n(x) → yp(x) για n→∞. (10.1.39)

Με το ολοκλήρωμα (10.1.38) υπολογίζουμε την απόκριση (την έξοδο) yp(x) του συ-
στήματός μας που αντιστοιχεί στην είσοδο (τη φόρτιση, κλπ.) f(x). Και με τον τρόπο
αυτό και από τη φυσική σκοπιά του θέματος δικαιολογούμε τη λύση (10.1.38) που
χρησιμοποιεί τη συνάρτηση Green G(x, ξ ), δηλαδή την απόκριση του συστήματός
μας (τη μετατόπισή του, κλπ.) σε σημειακή συγκεντρωμένη είσοδο δ(x − ξ ) σ’ αυτό.

Κι αν θέλουμε μάλιστα, ας θυμηθούμε κι εδώ τον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.33).
Αυτός ο τύπος ουσιαστικά αναλύει τη συνάρτηση f(x) στο δεξιό μέλος της διαφο-
ρικής εξισώσεως (10.1.36) σε απειροστά κομματάκια f(ξ )dξ σ’ ολόκληρο το διά-
στημα [a, b]. Με την ολοκλήρωση (10.1.33) αυτά τα κομματάκια ανασυνθέτουν τη
συνάρτηση f(x). Τώρα στο κάθε τέτοιο κομματάκι f(ξ )dξ αντιστοιχεί η απόκριση
G(x, ξ )f(ξ )dξ. Δηλαδή πολλαπλασιάζεται το κομματάκι f(ξ )dξ επί τη συνάρτηση
Green G(x, ξ ). Άρα σ’ όλα μαζί τα κομματάκια f(ξ )dξ αντιστοιχεί η συνολική από-
κριση του συστήματος yp(x) στον προηγούμενο ολοκληρωτικό τύπο (10.1.38). Αυτή
είναι βέβαια κι η λύση του προβλήματός μας: είτε αρχικών είτε συνοριακών τιμών.

Ε10.1.6
Ε10.1.6. Μέθοδοι υπολογισμού της συναρτήσεως Green

Μέχρι τώρα μάθαμε αρκετά για τις συναρτήσεις Green G(x, ξ ). Ανάμεσά τους
είδαμε τον Ορισμό τους Ε10.1. Συγκεκριμένα η συνάρτηση GreenG(x, ξ ) για μια μη
ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση της μορφής (10.1.10), την επαναλαμβάνουμε

any (n)(x) + an−1y (n−1)(x) +⋯ + a1y (x) + a0y(x) = f(x), (10.1.40)
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που ισχύει σ’ ένα διάστημα [a, b] (με a ≤ x ≤ b) μαζί βέβαια με n ομογενείς γραμμι-
κές αρχικές συνθήκες ή πιο συχνά συνοριακές συνθήκες που τη συνοδεύουν είναι
ο πυρήνας G(x, ξ ) του ολοκληρωτικού τύπου

yp(x) =
b

a
G(x, ξ )f(ξ )dξ (10.1.41)

που δίνει τη λύση αυτού του προβλήματος αρχικών ή συνοριακών τιμών. Κι αυτή
είναι η πρώτη μέθοδος υπολογισμού της συναρτήσεως GreenG(x, ξ ). Συγκεκριμένα

• ΠΡΩΤΗΜΕΘΟΔΟΣΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣGREEN:Λύνουμε κα-
τευθείαν τη μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση (10.1.40), εννοείται για
αυθαίρετη (όχι καθορισμένη) συνάρτηση f(x) στο δεξιό μέλος της, μαζί με
τις n ομογενείς γραμμικές αρχικές ή συνοριακές συνθήκες που τη συνοδεύουν.
Και έτσι προσδιορίζουμε τη λύση yp(x) του προβλήματος αυτού στη μορφή
του ολοκληρωτικού τύπου (10.1.41). Ο πυρήνας G(x, ξ ) του ολοκληρωτικού
τύπου (10.1.41) που προκύπτει είναι η ζητούμενη συνάρτηση Green. Τώρα
για την επίλυση της μη ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξισώσεως (10.1.40)
υπάρχουν βασικά τρεις μέθοδοι που είναι μάλιστα και γνωστές σ’ εμάς:

1. Η μέθοδος της μεταβολής των παραμέτρων της Ενότητας Α5.9 του Κε-
φαλαίου Α5 του Μέρους Α: Η μέθοδος αυτή έχει το πλεονέκτημα πως
είναι ίσως πιο άμεση, επειδή δε χρησιμοποιεί μετασχηματισμό Laplace
κι έτσι δουλεύει με την αρχική ανεξάρτητη μεταβλητή στη διαφορική εξί-
σωση, εδώ το x. Ταυτόχρονα όμως γενικά είναι και πιο δύσκολη στους
απαιτούμενους υπολογισμούς σε σύγκριση με τη δεύτερη (την πιο κάτω)
μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace. Επομένως γενικά δεν προτιμάται.

2. Η μέθοδος του μετασχηματισμού Laplace των Κεφαλαίων Α10 και Α11
του Μέρους Α: Η μέθοδος αυτή έχει το μειονέκτημα ότι μας μεταφέρει
από την αρχική μεταβλητή της διαφορικής εξισώσεως, εδώ το x, στη με-
ταβλητή του μετασχηματισμού Laplace, συνήθως το s. Και δυστυχώς το s
δεν έχει φυσική σημασία. Επίσης στο τέλος απαιτείται και επάνοδός μας
στην αρχική μεταβλητή, εδώ στο x. Εντούτοις παρά τα μειονέκτημά της
η μέθοδος του μετασχηματισμού Laplace είναι γενικά πιο εύκολη στους
απαιτούμενους υπολογισμούς σε σύγκριση με την πρώτη (την πιο πάνω)
μέθοδο της μεταβολής των παραμέτρων. Επομένως γενικά προτιμάται.

3. Η μέθοδος του μετασχηματισμού Fourier των Κεφαλαίων Α18 και Α19
του Μέρους Α: Η μέθοδος αυτή χρησιμοποιείται πολύ λιγότερο από τις
δύοπρώτες μεθόδους πουαναφέρθηκαναμέσωςπιο πάνω, χρησιμοποιεί-
ται αρκετά σπάνια. Κυρίως μάλιστα χρησιμοποιείται για άπειρα διαστή-
ματα x ∈ (−∞,∞) ισχύος της διαφορικής εξισώσεως (10.1.40).

Προχωράμε τώρα και στη δεύτερη και πιο εύχρηστη μέθοδο υπολογισμού συ-
ναρτήσεων Green. Αυτή βασίζεται στη διαφορική εξίσωση (10.1.12) του σχετικού
Θεωρήματος Ε10.1 με ισοδύναμη μορφή της τη (10.1.18). Αυτήν τη δεύτερη μορφή
την υπενθυμίζουμε κι εδώ

𝒜 (D )G(x, ξ ) = δ(x − ξ ). (10.1.42)

Αυτή η διαφορική εξίσωση ισχύει κατευθείαν για τον υπολογισμό της συναρτήσεως
Green G(x, ξ ). Τη συνοδεύουν βέβαια και οι ίδιες n ομογενείς γραμμικές αρχικές
ή συνοριακές συνθήκες που ισχύουν για την αρχική μη ομογενή γραμμική διαφο-
ρική εξίσωση (10.1.40). Τίποτε δεν αλλάζει εδώ στις συνθήκες αυτές.Μένουν οι ίδιες!
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• ΔΕΥΤΕΡΗ ΜΕΘΟΔΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ GREEN: Η μέθο-
δος αυτή στηρίζεται στο Θεώρημα Ε10.1, που ήδη διατυπώσαμε και επιπλέον
και αποδείξαμε. Πιο συγκεκριμένα σ’ αυτήν τη μέθοδο λύνουμε κατευθείαν τη
δεύτερη μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση (10.1.42) με τη συνάρτηση
δ(x − ξ ) στο δεξιό μέλος της βέβαια μαζί με τις ίδιες n ομογενείς γραμμικές
αρχικές ή συνοριακές συνθήκες που συνοδεύουν την αρχική διαφορική εξί-
σωση (10.1.40). Έτσι προσδιορίζουμε κατευθείαν τη συνάρτηση Green G(x, ξ )
του προβλήματος μας. Κι αυτήν μπορούμε στη συνέχεια να τη χρησιμοποιή-
σουμε στον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.41). Για την επίλυση της μη ομογενούς
γραμμικής διαφορικής εξισώσεως (10.1.42) υπάρχουν βασικά πάλι τρεις μέθο-
δοι που είναι μάλιστα και γνωστές σ’ εμάς:

1. Η μέθοδος της αναγωγής σε δύο ομογενείς διαφορικές εξισώσεις μαζί
με τις σχετικές συνθήκες στο σημείο ξ: Με βάση αυτήν τη μέθοδο στη
διαφορική εξίσωση (10.1.42) που θέλουμε να λύσουμε το διάστημα ισχύος
της [a, b] το χωρίζουμε στα δύο υποδιαστήματα [a, ξ ) και (ξ, b]. Σε αυτά
η διαφορική εξίσωση είναι βέβαια ομογενής, αφού η συνάρτηση δ(x − ξ )
δεξιά μηδενίζεται για x − ξ ≠ 0. Στη συνέχεια λύνουμε τις δύο όμοιες
ομογενείς διαφορικές εξισώσεις που προέκυψαν.Η καθεμιά τους έχει στη
λύση της nαυθαίρετες σταθερές. Άρα και οι δύο μαζί έχουν 2nαυθαίρετες
σταθερές. Δεν ξεχνάμε βέβαια και τις n συνολικά συνοριακές συνθήκες
στα σημεία x = a (για την πρώτη ομογενή διαφορική εξίσωση) και x = b
(για τη δεύτερη ομογενή διαφορική εξίσωση). Έτσι τελικά απομένουν για
προσδιορισμό μόνο 2n − n = n αυθαίρετες σταθερές. Αυτές οι n σταθερές
που απομένουν προς προσδιορισμό μπορούν να προσδιορισθούν από
τις νέες συνθήκες που οφείλουν να ισχύουν στο σημείο ξ μεταξύ των δύο
υποδιαστημάτων [a, ξ ) και (ξ, b]. Αυτές είναι συνθήκες συνεχείας (εννο-
είται ως προς τη μεταβλητή x, όχι την ξ ) για την άγνωστη συνάρτηση
Green G(x, ξ ) και τις n − 2 πρώτες παραγώγους της. Αντίθετα η n − 1
παράγωγός της είναι ασυνεχής στο σημείο ξ. Αυτό προκύπτει από τη συ-
νάρτηση δ(x−ξ ) δεξιά στη διαφορική εξίσωση (10.1.42). Συγκεκριμένα με
ολοκλήρωση και με βάση τη διαφορική εξίσωση (10.1.40) προκύπτει ότι η
ασυνέχειααυτή είναι ίσημε 1/an. Έτσι προκύπτουν συνολικά (n−1)+1 = n
ακόμη συνθήκες στο σημείο ξ και επομένως προσδιορίζεται πλήρως η συ-
νάρτηση Green G(x, ξ ) και στα δύο υποδιαστήματά μας [a, ξ ) και (ξ, b].
Η μέθοδος την οποία μόλις περιγράψαμε έχει το πλεονέκτημα πως είναι
άμεση, επειδή δε χρησιμοποιεί μετασχηματισμό Laplace κι έτσι δουλεύει
με την αρχική ανεξάρτητη μεταβλητή στη διαφορική εξίσωση, εδώ το x.
Ταυτόχρονα όμως γενικά είναι και κάπως πιο δύσκολη στους απαιτού-
μενους υπολογισμούς σε σύγκριση με τη δεύτερη (την πιο κάτω) μέθοδο
του μετασχηματισμού Laplace. Επομένως γενικά δεν προτιμάται.

2. Η μέθοδος του μετασχηματισμού Laplace των Κεφαλαίων Α10 και Α11
τουΜέρους Α:Ημέθοδος αυτή έχει πάλι το μειονέκτημα ότι μας μεταφέ-
ρει από την αρχική μεταβλητή της διαφορικής εξισώσεως, εδώ το x, στη
μεταβλητή του μετασχηματισμού Laplace, συνήθως το s. Και δυστυχώς
το s δεν έχει φυσική σημασία. Επιπλέον στο τέλος απαιτείται και επά-
νοδός στην αρχική μεταβλητή, εδώ στο x. Όμως παρά τα μειονέκτηματά
της η μέθοδος του μετασχηματισμού Laplace είναι λίγο πιο εύκολη στους
απαιτούμενους υπολογισμούς σε σύγκριση με την πρώτη (την πιο πάνω)
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μέθοδο της αναγωγής σε δύο ομογενείς διαφορικές εξισώσεις. Σ’ αυτό
μας βοηθάει και το γεγονός ότι ο μετασχηματισμός Laplace του δεξιού
μέλους δ(x − ξ ) της διαφορικής εξισώσεως (10.1.42) που είναι

ℒ {δ(x − ξ )} = e−ξs, (10.1.43)

όπως ήδη γνωρίζουμε από την Ενότητα Α10.6 του Κεφαλαίου Α10 του
Μέρους Α, εκεί πρώτη σχέση (10.6.6), είναι αρκετά απλός. Άρα γενικά
προτιμάται κι εδώ η μέθοδος του μετασχηματισμού Laplace.

3. Η μέθοδος του μετασχηματισμού Fourier των Κεφαλαίων Α18 και Α19
του Μέρους Α: Η μέθοδος αυτή χρησιμοποιείται κι εδώ στη διαφορική
εξίσωση (10.1.42) πολύ λιγότερο από τις δύο πρώτες μεθόδους, οι οποίες
αναφέρθηκαν αμέσως πιο πάνω, χρησιμοποιείται σπάνια. Κυρίως χρη-
σιμοποιείται για άπειρα διαστήματα x ∈ (−∞,∞) ισχύος της διαφορικής
εξισώσεως (10.1.42).

Στις επόμενες τρεις Ενότητες Ε10.2, Ε10.3 και Ε10.4 θα εφαρμόσουμε τη θεωρία
αυτής της Ενότητας Ε10.1 στον προσδιορισμό των συναρτήσεων Green σε τρεις εν-
διαφέρουσες εφαρμογές του Πολιτικού Μηχανικού. Οι εφαρμογές αυτές αφορούν
στις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις με ασθενή απόσβεση (Ενότητα Ε10.2) και στα
στατικά προβλήματα του καλωδίου (Ενότητα Ε10.3) και της δοκού (Ενότητα Ε10.4).
Στη συνέχεια στην Ενότητα Ε10.5 θα παρουσιασθεί μια κάπως διαφορετική εφαρ-
μογή των συναρτήσεων Green: σε πρόβλημα μεταφοράς ρύπου με διάχυση. Στην
τελευταία Ενότητα Ε10.6 θα γενικεύσουμε (πάρα πολύ σύντομα) τα αποτελέσματα
αυτής της Ενότητας Ε10.1 για τις συναρτήσεις Green στην περίπτωση που εργα-
ζόμαστε σε πάνω από μία διαστάσεις. Τότε βέβαια δουλεύουμε με μη ομογενείς
γραμμικές διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους στις δύο, στις τρεις ή και
στις τέσσερις ακόμη διαστάσεις.

Ε10.2
Ε10.2. ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΜΕ ΑΠΟΣΒΕΣΗ

Ε10.2.1
Ε10.2.1. Καθορισμός του προβλήματος για τη συνάρτηση Green

Σ’ αυτήν την Ενότητα Ε10.2 απλά συνεχίζουμε την Εφαρμογή Ε10.1 στην αρχή
της προηγούμενης Ενότητας Ε10.1. Αυτή αφορά στις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις
μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος με ασθενή (ή υποκρίσιμη) απόσβεση, δηλαδή
με 0 < ξ < 1. Εδώ απλά θέλουμε να προσδιορίσουμε άμεσα τη σχετική συνάρ-
τησηGreenG(t, τ)αντί να τη διαπιστώσουμε από το σχετικό ολοκληρωτικό τύπο του
Duhamel (10.1.7), όπως κάναμε ήδη στην Ενότητα Ε10.1, σχέση (10.1.9). Δηλαδή εδώ
ενεργούμε λίγο πιο επίσημα για τον προσδιορισμό της συναρτήσεως Green G(t, τ).

Για το σκοπό αυτό στη σχετική διαφορική εξίσωση (10.1.5), την επαναλαμβά-
νουμε σύντομα

ü(t) + 2ξω0 u̇(t) + ω20u(t) =
p(t)
m

, (10.2.1)

χρησιμοποιούμε το Θεώρημα Ε10.1 της προηγούμενης ενότητας θέτοντας στο δεξιό
μέλος δ(t − τ) αντί για p(t). Δηλαδή εδώ ζητάμε να βρούμε την απόκριση του πα-
ρόντος μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος σε ωστική (ή ισοδύναμα κρουστική)
φόρτιση δ(t−τ) τη χρονική στιγμή t = τ. Εδώ βέβαια δουλεύοντας στο χρόνο, χρησι-
μοποιούμε τα σύμβολα t και τ αντί για τα σύμβολα x και ξ που είναι πιο κατάλληλα
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όταν δουλεύουμε στο χώρο. Όσον αφορά στις αρχικές συνθήκες, ακριβώς όπως και
στην Εφαρμογή Ε10.1, που τη συμπληρώνουμε εδώ, υποθέτουμε ξανά πως ισχύουν
οι δύο μηδενικές αρχικές συνθήκες (10.1.6). Τις επαναλαμβάνουμε κι αυτές

u(0) = 0 και u̇(0) = 0. (10.2.2)

Με ωστική (ή κρουστική) φόρτιση p(t) = δ(t−τ) η διαφορική εξίσωσή μας (10.2.1)
παίρνει για τη συνάρτηση Green G(t, τ) που θέλουμε να προσδιορίσουμε τη μορφή

G̈t(t, τ) + 2ξω0 Ġt(t, τ) + ω20G(t, τ) =
δ(t − τ)
m

. (10.2.3)

Εδώ ο δείκτης t στις παραγώγους G̈t(t, τ) και Ġt(t, τ) δηλώνει απλά ότι η παραγωγί-
σεις γίνονται ως προς την πρώτη μεταβλητή t της συναρτήσεως GreenG(t, τ) και όχι
ως προς τη δεύτερη μεταβλητή της τ. Η διαφορική εξίσωση (10.2.3) είναι φυσικά η
ειδική περίπτωση της γενικής διαφορικής εξισώσεως (10.1.12) στο Θεώρημα Ε10.1,
που ισχύει στην παρούσα εφαρμογή στις Ταλαντώσεις. Επιπλέον οι δύο μηδενικές
αρχικές συνθήκες (10.2.2), που είναι βέβαια ομογενείς γραμμικές αρχικές συνθήκες,
ισχύουν, όπως ξέρουμε, και για τη συνάρτηση Green G(t, τ). Επομένως έχουμε

G(0, τ) = 0 και Ġt(0, τ) = 0. (10.2.4)

Για διευκόλυνσή μας την παραπάνω συνάρτηση Green G(t, τ) που θέλουμε να
προσδιορίσουμε τη γράφουμε και με το κάπως απλούστερο σύμβολο uτ(t), δηλαδή
θέτουμε uτ(t) ≡ G(t, τ). Προφανώς ο δείκτης τ επιλέχθηκε εδώ με βάση το γεγονός ότι
στη διαφορική εξίσωση (10.2.3) δεξιά έχουμε τη συνάρτηση δ(t − τ). Και φυσικά το τ
είναι μια παράμετρος σ’ αυτήν τη διαφορική εξίσωση (10.2.3) που έχει ανεξάρτητη
μεταβλητή το t, όχι το τ.

Άρα η διαφορική εξίσωση (10.2.3) γράφεται τώρα με το καινούργιο σύμβολο
uτ(t) για την άγνωστη συνάρτηση στη μορφή

üτ(t) + 2ξω0 u̇τ(t) + ω20uτ(t) =
δ(t − τ)
m

. (10.2.5)

Ανάλογα με τη χρήση του ίδιου συμβόλου uτ(t) και οι δύο αρχικές συνθήκες (10.2.4)
γράφονται πιο απλά σαν

uτ(0) = 0 και u̇τ(0) = 0. (10.2.6)

Δηλαδή με απλά λόγια αλλάξαμε στο δεξιό μέλος στην αρχική διαφορική εξίσωσή
μας (10.2.1) το p(t) σε δ(t − τ) στη νέα διαφορική εξίσωση (10.2.5). Για να θυμόμαστε
μάλιστα τούτη την αλλαγή στη λύση που θα βρούμε, αλλάξαμε και την άγνωστη
συνάρτηση από u(t) σε uτ(t) με τη χρήση της παραμέτρου τ σαν δείκτη στη uτ(t).

Ε10.2.2
Ε10.2.2. Προσδιορισμός της συναρτήσεως Green με μετασχηματισμό Laplace

Ε καιρός είναι τώρα να τη βρούμε αυτήν τη συνάρτηση GreenG(t, τ) ή πιο απλά
uτ(t). Εύκολη είναι η δουλειά μας με τις γνώσεις που ήδη έχουμε από το Μέρος Α,
Κεφάλαια Α10 και Α11 για το μετασχηματισμό Laplace. Εφαρμόζουμε λοιπόν το
μετασχηματισμό Laplace και στα δύο μέλη της διαφορικής εξισώσεως (10.2.5) λαμ-
βάνοντας υπόψη και τις αρχικές συνθήκες (10.2.6). Για το σκοπό αυτό πέρα από τη
γραμμική ιδιότητα στο μετασχηματισμό Laplace θυμόμαστε επίσης και τους τύπους

ℒ {u̇(t)} = sU(s) − u(0), ℒ {ü(t)} = s2U(s) − su(0) − u̇(0) με U(s) = ℒ {u(t)} (10.2.7)
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για τους μετασχηματισμούς Laplace των δύο πρώτων παραγώγων u̇(t) και ü(t) μιας
παραγωγίσιμης συναρτήσεως u(t). Πρόκειται για τους τύπους (10.3.68) και (10.3.69)
της Παραγράφου Α10.3.5 (Ιδιότητα 5) του Κεφαλαίου Α10 του Μέρους Α. Αυτοί
αναφέρονται επίσης και στον Πίνακα Α10.1 του ίδιου κεφαλαίου (Ενότητα Α10.7)
και είναι εξαιρετικά σημαντικοί στο μετασχηματισμό Laplace. Επιπλέον για το με-
τασχηματισμό Laplace της συναρτήσεως δ του Dirac γνωρίζουμε ότι ισχύει ο τύπος

ℒ {δ(t − a)} = e−as κι εδώ ℒ {δ(t − τ)} = e−τs. (10.2.8)

Πρόκειται για το γνωστό μας τύπο (10.6.6) της Ενότητας Α10.6 του Κεφαλαίου Α10
του Μέρους Α: Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς, Τεύχος 1.

Με όλα αυτά τα εφόδια εφαρμόζουμε εύκολα το μετασχηματισμό Laplace και
στη διαφορική εξίσωση (10.2.5) για τη συνάρτηση Green uτ(t) ≡ G(t, τ) που θέλουμε
να προσδιορίσουμε στο πρόβλημά μας. Και προφανώς παίρνουμε υπόψη μας και
τις δύο αρχικές συνθήκες (10.2.6), όπως ήδη είπαμε. Με τον τρόπο αυτό προκύπτει
αμέσως η σχετική αλγεβρική εξίσωση

s2Uτ(s) + 2ξω0 sUτ(s) + ω20Uτ(s) =
e−τs

m
με Uτ(s) = ℒ {uτ(t)}. (10.2.9)

Είναι μια ιδιαίτερα απλή αλγεβρική εξίσωση πρώτου βαθμού μάλιστα ως προς τον
άγνωστο μετασχηματισμό Laplace Uτ(s). Τη λύνουμε πολύ εύκολα και βρίσκουμε

(s2 + 2ξω0 s + ω20)Uτ(s) =
e−τs

m
, οπότε Uτ(s) =

e−τs

m(s2 + 2ξω0 s + ω20 )
. (10.2.10)

Απομένει τώρα και η αντιστροφή αυτού του μετασχηματισμού Laplace Uτ(s).
Δεν είναι δα πολύ δύσκολη κι αυτή. Εδώ μπορούμε μάλιστα να χρησιμοποιήσουμε
τα σχετικά αποτελέσματα της Ενότητας Α11.8 του Κεφαλαίου Α11 του Μέρους Α.
Εκεί χρησιμοποιήσαμε τη συνάρτηση μεταφοράς G(s) στο παρόν πρόβλημα

G(s) = 1
m(s2 + 2ξω0 s + ω20 )

= 1
m[(s + ξω0)

2 + ω2D]
με ωD = ω01 − ξ

2 . (10.2.11)

Εδώ παρατηρούμε ότι πρόκειται ουσιαστικά για το δεξιό μέλος στη λύσηUτ(s) στην
παραπάνω σχέση (10.2.10) δεξιά. Αντιστρέφοντας κατά Laplace, καταλήξαμε ήδη
στο αποτέλεσμα (11.8.10) της Ενότητας Α11.8 του Μέρους Α. Το επαναλαμβάνουμε

g(t) = ℒ −1{G(s)} = 1
mωD

e−ξω0t sinωDt. (10.2.12)

Δηλαδή καταλήξαμε στην ωστική (ή κρουστική) απόκριση g(t) του μονοβάθμιου
μηχανικού συστήματος. Με χρήση τώρα και της μοναδιαίας βηματικής συναρτή-
σεως του HeavisideH(t), που την ορίσαμε στην Παράγραφο Α10.3.4 τουΜέρους Α,
σχέση (10.3.47), το προηγούμενο αποτέλεσμα (10.2.12) γράφεται τώρα και στη λίγο
πιο επίσημη μορφή του

g(t) = ℒ −1{G(s)} = 1
mωD

e−ξω0t sin(ωDt)H(t). (10.2.13)

Εντούτοις κι η αρχική μορφή (10.2.12) της ωστικής (ή κρουστικής) αποκρίσεως
g(t) μια χαρά είναι, αφού οι ταλαντώσεις ξεκινούν τη χρονική στιγμή t = 0, δηλαδή
γίνονται ταλαντώσεις μόνο για t ≥ 0. Έτσι η προσθήκη της μοναδιαίας βηματικής
συναρτήσεως του Heaviside H(t) στη σχέση (10.2.13) δεξιά, που είναι ίση με μηδέν,
H(t) = 0, για αρνητικές τιμές του χρόνου t (t < 0) και ίση με ένα,H(t) = 1, για θετικές
τιμές του χρόνου t (t > 0), δεν είναι αναγκαία σ’ αυτό εδώ το πρόβλημα.
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t Παρατήρηση E10.2: Δυστυχώς εδώ χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο G και
ä Παρατήρηση

για τη συνάρτηση Green G(t, τ) και για τη συνάρτηση μεταφοράς G(s). Αυτές είναι
δύο εντελώς διαφορετικές συναρτήσεις. Επιπλέον η πρώτη έχει δύο μεταβλητές ενώ
η δεύτερη μόνο μία. Επίσης η πρώτη αναφέρεται στο χρόνο t (σ’ άλλες περιπτώσεις
στη θέση x), ενώ η δεύτερη στο εντελώς διαφορετικό πεδίο s του μετασχηματισμού
Laplace. Παράκληση να μη γίνει σύγχυση από τη χρήση του ίδιου συμβόλου G. s

Τώρα το μόνο που μας απομένει σ’ αυτήν την αντιστροφή του μετασχηματισμού
Laplace Uτ(s) στη σχέση (10.2.10) δεξιά είναι ο όρος e−τs στον αριθμητή του Uτ(s).
Αλλ’ εμείς στο μετασχηματισμό Laplace ξέρουμε πολύ καλά και την ιδιότητά του

ℒ {u(t − a)H(t − a)} = e−asU(s) βέβαια με a > 0 και U(s) = ℒ {u(t)}. (10.2.14)

Εδώ H(t) είναι ξανά η μοναδιαία βηματική συνάρτηση του Heaviside. Πρόκειται
για τη γνωστή μας Ιδιότητα 4 του μετασχηματισμού Laplace, σχέση (10.3.48) πάλι
στην Παράγραφο Α10.3.4 τουΜέρους Α. Αυτήν τη σημαντική ιδιότητα την αναφέ-
ραμε επίσης και στον Πίνακα Α10.1 της Ενότητας Α10.7 τουΜέρους Α. Εδώ τη χρη-
σιμοποιούμε με τ αντί για a. Επομένως εμείς που έχουμε τώρα και τον όρο e−τs στον
αριθμητή του μετασχηματισμού Laplace Uτ(s) εδώ στη σχέση (10.2.10) δεξιά δε θα
πάρουμε τώρα πια σαν αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace ακριβώς την ωστική
(ή κρουστική) απόκριση g(t) στη σχέση (10.2.13). Εκεί δε λήφθηκε υπόψη αυτός
ο όρος e−τs. Θα πάρουμε σαν αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace τη συνάρτηση

uτ(t) = ℒ −1{Uτ(s)} =
1

mωD
e−ξω0(t−τ) sin[ωD(t − τ)]Η(t − τ) (10.2.15)

με βάση τον τύπο (10.2.14). Και φυσικά σε σύγκριση με τον πιο πάνω τύπο (10.2.13)
εδώ έχουμε δεξιά t − τ αντί για t κι επίσης τη μετατοπισμένη μοναδιαία βηματική
συνάρτηση του Heaviside H(t − τ) αντί για την απλή, την αρχική μορφή της H(t).

Αυτή είναι η συνάρτηση Green G(t, τ) στο παρόν πρόβλημα εξαναγκασμένων
ταλαντώσεων με ασθενή απόσβεση και με μηδενικές αρχικές συνθήκες. Δηλαδή

G(t, τ) ≡ uτ(t) =
1

mωD
e−ξω0(t−τ) sin[ωD(t − τ)]Η(t − τ). (10.2.16)

Εδώ απλά χρησιμοποιούμε αυτήν τη συνάρτηση Green G(t, τ) σε συνδυασμό με τον
Ορισμό Ε10.1 και το σχετικό Θεώρημα Ε10.1 της προηγούμενης Ενότητας Ε10.1 για
τις συναρτήσειςGreen. Σημειώνουμε βέβαια ότι ο τύπος (10.1.11) στονΟρισμόΕ10.1
της συναρτήσεως Green παίρνει στην περίπτωσή μας τη χρονική μορφή του

up(t) =
t

0
G(t, τ)p(τ)dτ, (10.2.17)

αφού H(t − τ) = 0 για τ > t, οπότε με βάση τη σχέση (10.2.16) η ολοκλήρωση (ως
προς τ) σταματάει τη χρονική στιγμή τ = t. Δηλαδή G(t, τ) = 0 για τ > t και είναι
προφανές αυτό και από φυσικής απόψεως. Άρα η ολοκλήρωση μέχρι τη χρονική
στιγμή τ = t σ’ αυτήν τη σχέση (10.2.17) είναι επαρκής.

Επομένως, εισάγοντας τη συνάρτηση Green G(t, τ) από τη σχέση (10.2.16) σε
τούτη τη σχέση (10.2.17), διαπιστώνουμε ότι η λύση up(t) της διαφορικής εξισώσεως
(10.2.1) με μηδενικές αρχικές συνθήκες (10.2.2) παίρνει εδώ τη μορφή (10.1.7) της
Εφαρμογής μας Ε10.1 στην Ενότητα Ε10.1. Την επαναλαμβάνουμε κι αυτήν τη λύση

up(t) =
1

mωD

t

0
e−ξω0(t−τ) sin[ωD(t − τ)] p(τ)dτ με ωD = ω01 − ξ

2 . (10.2.18)
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Και φυσικά, αφού 0 ≤ τ ≤ t, ισχύει t − τ ≥ 0 κι επομένως εδώ H(t − τ) = 1. Κατά συ-
νέπεια σωστά κάναμε και παραλείψαμε, μπορούμε να παραλείψουμε τη βηματική
συνάρτηση του Heaviside H(t − τ) της σχέσεως (10.2.16) σ’ αυτόν τον τύπο (10.2.18).

t Παρατήρηση E10.3: Συγκρίνουμε τώρα τις δύο σχέσεις (10.2.13) για την ωστική
ä Παρατήρηση

(ή κρουστική) απόκριση g(t) στο παρόν πρόβλημα εξαναγκασμένων ταλαντώσεων
και (10.2.16) για τη σχετική συνάρτηση Green G(t, τ). Με τον τρόπο αυτό διαπιστώ-
νουμε αμέσως ότι η συνάρτηση Green G(t, τ) είναι απλά η μετατοπισμένη χρονικά
κατά χρονικό διάστημα τ ωστική (ή κρουστική) απόκριση g(t). Δηλαδή ισχύει

G(t, τ) = g(t − τ). (10.2.19)

Αυτό το διαπιστώνουμε και από τον τύπο (με συνέλιξη, συνελικτικό ολοκλήρωμα)

u(t) = g(t) ∗ p(t) =
t

0
g(t − τ)p(τ)dτ. (10.2.20)

Αυτός είναι ουσιαστικά ο τύπος (11.8.8) της Ενότητας Α11.8 του Μέρους Α. Συγκε-
κριμένα είναι ο ολοκληρωτικός τύπος του Duhamel στο παρόν πρόβλημα εξανα-
γκασμένων ταλαντώσεων. Φυσικά το πιο πάνω αποτέλεσμα (10.2.19) προέκυψε εδώ
με τη μαθηματική μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace και του αντίστροφου με-
τασχηματισμού Laplace.

Αλλ’ από την άλλη πλευρά αυτό το αποτέλεσμα (10.2.19) είναι απόλυτα εύλογο,
προφανές για τον Πολιτικό Μηχανικό που έχει καταλάβει τι σημαίνει συνάρτηση
Green. Και εδώ η συνάρτηση Green είναι απλά η απόκριση του μηχανικού συστή-
ματος σε μοναδιαία ωστική (ή κρουστική) φόρτιση δ(t − τ) τη χρονική στιγμή t = τ
(με τ > 0) αντί για τη χρονική στιγμή t = 0 που αφορά στην ωστική (ή κρουστική)
απόκριση g(t). Δηλαδή εδώ η φόρτιση δ(t − τ) που αφορά στη συνάρτηση Green
G(t, τ) είναι χρονικά μετατοπισμένη κατά τ (καλύτερα έχει χρονική καθυστέρηση τ)
σχετικά με την αντίστοιχη φόρτιση δ(t) που αφορά στην ωστική (ή κρουστική) από-
κριση g(t). Άρα εδώ είναι εύλογο η σχετική απόκριση, η συνάρτηση Green G(t, τ),
να είναι απλά g(t−τ), κάτι που το διαπιστώσαμε ήδη στη σχέση (10.2.19). Και δε μας
χρειάζονται βέβαια καθόλου μαθηματικά (ούτε μετασχηματισμός Laplace ούτε τί-
ποτε άλλο!) για να το καταλάβουμε αυτό το τόσο απλό για τον Πολιτικό Μηχανικό
φυσικό γεγονός. s

. Άσκηση
Ενότητα Ε10.2 t Άσκηση E10.3 z Εξαναγκασμένες ταλαντώσεις με ισχυρή απόσβεση

Θεωρούμε εδώ την ίδια εφαρμογή, τις ταλαντώσεις μονοβάθμιου μηχανικού συστή-
ματος ξανά με μηδενικές αρχικές συνθήκες, αλλά τώρα με ισχυρή (ή υπερκρίσιμη)
απόσβεση (ξ > 1). Ζητούνται: (α) Πάλι με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace
στη διαφορική εξίσωση (10.2.3) για τη συνάρτηση Green G(t, τ) ζητείται αυτή η συ-
νάρτηση Green G(t, τ). (β) Τώρα με βάση αυτήν τη συνάρτηση Green που βρέθηκε
ζητείται ο ολοκληρωτικός τύπος για την απόκριση up(t) του μηχανικού συστήματος.
(γ) Για ποιο λόγο στον τύπο αυτό δεν παρουσιάζεται τελικά η μοναδιαία βηματική
συνάρτηση του Heaviside εδώ η συνάρτηση Η(t − τ);

ë Απαντήσεις: (α) G(t, τ) = 1
maD

e−ξω0(t−τ) sinh[aD(t − τ)]Η(t − τ) με aD = ω0ξ 2 − 1.

(β) up(t) =
1

maD
∫t0 e

−ξω0(t−τ) sinh[aD(t − τ)] p(τ)dτ. s
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Ε10.3
Ε10.3. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ ΚΑΛΩΔΙΟΥ

Ε10.3.1
Ε10.3.1. Καθορισμός του προβλήματος για τη συνάρτηση Green

Στην Ενότητα αυτή Ε10.3 θα προσδιορίσουμε τη συνάρτηση Green G(x, ξ ) στο
απλό πρόβλημα του καλωδίου το οποίο στηρίζεται στα δύο άκρα του. Εδώ βέβαια
σε αντίθεση με την προηγούμενη Ενότητα Ε10.2 πρόκειται για πρόβλημα στο χώρο
εδώ με συνάρτηση Green G(x, ξ ) και όχι στο χρόνο εκεί με συνάρτηση Green G(t, τ).
Επίσης πρόκειται για πρόβλημα συνοριακών τιμών και όχι για πρόβλημα αρχικών
τιμών. Σημειώνουμε μάλιστα πως ο Πολιτικός Μηχανικός προσεγγίζει το καλώδιο
με χορδή. Δηλαδή ο Πολιτικός Μηχανικός δέχεται ότι το καλώδιο (για παράδειγμα
σε κρεμαστή γέφυρα) δεν έχει καθόλου δυσκαμψία ακριβώς όπως και η χορδή και
αντίθετα με τη δοκό που εκείνη έχει δυσκαμψία ΕΙ. Η σχετική διαφορική εξίσωση
στο στατικό πρόβλημα καλωδίου μήκους L (με 0 ≤ x ≤ L) έχει τη μορφή

−Tv (x) = p(x) ή ισοδύναμα v (x) = − p(x)
T

. (10.3.1)

Εδώ Τ είναι η τάση (η ένταση) κατά μήκος όλου του καλωδίου (σε μονάδες δυνά-
μεως, όχι τάσεως), v(x) η άγνωστη κάθετη μετατόπιση των σημείων του καλωδίου
κατά μήκος του και p(x) η γνωστή κάθετη κατανεμημένη φόρτιση ξανά κατά μή-
κος του καλωδίου. Δηλαδή έχουμε μια μη ομογενή (λόγω της φορτίσεως p(x) δεξιά)
γραμμική συνήθη διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως. Η εξίσωση αυτή συνοδεύε-
ται εδώ στο πρόβλημα του καλωδίου από τις δύο πολύ απλές συνοριακές συνθήκες

v(0) = v(L) = 0. (10.3.2)

Αυτές εκφράζουν τη στήριξη του καλωδίου στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο στα δύο άκρα
του x = 0 και x = L. Είναι μάλιστα ομογενείς αυτές οι συνοριακές συνθήκες (10.3.2),
αφού έχουν αριστερά μόνο την άγνωστη συνάρτηση v(x) και δεξιά το μηδέν.

Το πρόβλημα αυτό το αντιμετωπίσαμε ήδη στο Μέρος Γ, στις Ολοκληρωτικές
Εξισώσεις στα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς, Τεύχος 1 και
συγκεκριμένα εκεί στην Παράγραφο Γ3.5.1. Εκεί είχαμε εργασθεί με δύο διαδοχικές
ολοκληρώσεις της διαφορικής εξισώσεως (10.3.1) σε συνδυασμό με τις συνοριακές
συνθήκες (10.3.2) και προσδιορίσαμε τη σχετική συνάρτηση επιρροής G(x, ξ ), που
συμπίπτει με την αντίστοιχη συνάρτηση Green. Το ίδιο είναι εδώ συνάρτηση επιρ-
ροής και συνάρτηση Green. Την ίδια ακριβώς συνάρτηση θα την προσδιορίσουμε
κι εδώ. Εδώ όμως θα εργασθούμε με τη διαφορική εξίσωση (10.1.12) του Θεωρήμα-
τος Ε10.1 για τη συνάρτηση Green. Αυτή η διαφορική εξίσωση είναι βέβαια η εξής:

−TGx (x, ξ ) = δ(x − ξ ) ή ισοδύναμα Gx (x, ξ ) = −
δ(x − ξ )

T
(10.3.3)

και προέκυψε απλά από την αρχική διαφορική εξίσωση (10.3.1) θέτοντας G(x, ξ )
για άγνωστη συνάρτηση και δ(x − ξ ) στο δεξιό μέλος. Δηλαδή η συνάρτηση Green
G(x, ξ ) είναι απλά η κάθετη (εγκάρσια) μετατόπιση του καλωδίου μας που οφείλεται
σε μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο P = 1 στη θέση x = ξ του καλωδίου. Αυτήν την
ειδική φόρτιση υποδηλώνει το δεξιό μέλος δ(x − ξ ) στη διαφορική εξίσωση (10.3.3).
Φυσικά δεν πρέπει να λησμονούνται εδώ και οι δύο συνοριακές συνθήκες (10.3.2).
Αυτές τώρα για τη συνάρτηση Green G(x, ξ ) παίρνουν προφανώς τη μορφή

G(0, ξ ) = G(L, ξ ) = 0. (10.3.4)
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Για την επίλυση του παρόντος προβλήματος ένας πρώτος και πολύ δημοφιλής
τρόπος είναι η εφαρμογή της ισορροπίας δυνάμεων κατά τον άξονα y κάθετα στο
καλώδιο σε συνδυασμό με τη γεωμετρία του καλωδίου μετά τη μετατόπιση G(x, ξ )
των σημείων του. Αυτή οφείλεται στο μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο P = 1 στη
θέση x = ξ. Στον τρόπο αυτό πέρα από την εξίσωση της ισορροπίας κατά τον άξονα y
λαμβάνονται βέβαια υπόψη οι δύο συνοριακές συνθήκες (10.3.4) καθώς και τα δύο
όμοια τρίγωνα που σχηματίζονται τόσο αριστερά όσο και δεξιά από το σημείο φορ-
τίσεως x = ξ. Προφανώς καμία απολύτως διαφορική εξίσωση δε λύνεται με την τόσο
απλή και ταυτόχρονα απόλυτα σωστή αυτή μέθοδο. Δυστυχώς όμως από την άλλη
πλευρά αυτή η μέθοδος δεν είναι γενικεύσιμη σε άλλα πιο δύσκολα προβλήματα
του Πολιτικού Μηχανικού, όπως π.χ. στο αντίστοιχο πρόβλημα της δοκού.

Εμείς εδώ θα εργασθούμε με τη μη ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση δευ-
τέρας τάξεως (10.3.3) και τις δύο συνοριακές συνθήκες (10.3.4) που τη συνοδεύ-
ουν. Για απλότητα δηλώνουμε εδώ την άγνωστη συνάρτηση με vξ (x) φυσικά με
vξ (x) ≡ G(x, ξ ). Από φυσικής απόψεως αυτή η συνάρτηση vξ (x) παριστάνει βέβαια
την κάθετη (εγκάρσια) μετατόπιση των σημείων του καλωδίου που οφείλεται σ’ ένα
μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο P = 1 στη θέση x = ξ. Έτσι έχουμε το πρόβλημα
συνοριακών τιμών

vξ (x) = −
δ(x − ξ )

T
(10.3.5)

και επίσης
vξ (0) = 0 και vξ (L) = 0. (10.3.6)

Η εργασία μας αυτή θα γίνει μάλιστα με δύο εντελώς διαφορετικούς τρόπους
που αναφέρθηκαν ήδη στην Παράγραφο Ε10.1.6 στη δεύτερη μέθοδο υπολογισμού
συναρτήσεως Green. Συγκεκριμένα θα γίνει

• Με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace και

• Με τη μέθοδο της αναγωγής σε δύο ομογενείς διαφορικές εξισώσεις μαζί με
τις σχετικές συνθήκες στο σημείο ξ.

Ε10.3.2
Ε10.3.2. Επίλυση με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace

Ημέθοδος του μετασχηματισμού Laplace μας είναι οικεία από ταΚεφάλαιαΑ10
και Α11 του Μέρους Α (Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς, Τεύ-
χος 1) ακόμη και στην περίπτωση όπου παρουσιάζεται στη διαφορική μας εξίσωση
η συνάρτηση δέλτα του Dirac, όπως συμβαίνει εδώ. Γι’ αυτήν γνωρίζουμε μάλιστα
ήδη από τον πρώτο τύπο (10.6.6) της Ενότητας Α10.6 ή από τον Πίνακα Α10.2 της
Ενότητας Α10.7, εκεί μετασχηματισμός Laplace 6, ότι

ℒ {δ(x − ξ )} = e−ξs. (10.3.7)

Στο μετασχηματισμό Laplace χρησιμοποιούνται μόνο αρχικές συνθήκες. Όμως
εμείς εδώ έχουμε συνοριακές συνθήκες: τις συνοριακές συνθήκες (10.3.6). Άρα η πα-
ράγωγος vξ (0)που θα χρειασθούμε στο μετασχηματισμόLaplace μας είναι άγνωστη.
Μπορούμε να τη δηλώσουμε απλά με vξ (0) και ακόμη καλύτερα με θ0, μια που εκ-
φράζει (προσεγγιστικά εννοείται) τη γωνία στροφής του καλωδίου στο σημείο του
x = 0 (και σ’ όλα τα σημεία του με 0 ≤ x < ξ, όπως διαπιστώνεται πολύ εύκολα).
Τότε ο μετασχηματισμός Laplace της δευτέρας παραγώγου vξ (x) θα είναι

ℒ {vξ (x)} = s2Vξ (s) − s ⋅ 0 − θ0 = s2Vξ (s) − θ0 , όπου Vξ (s) = ℒ {vξ (x)}. (10.3.8)
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Με αυτές τις προϋποθέσεις, παίρνοντας το μετασχηματισμό Laplace και στα
δύο μέλη της διαφορικής εξισώσεως (10.3.5), βρίσκουμε αμέσως ότι

s2Vξ (s) − θ0 = −
1
T
e−ξs. (10.3.9)

Λοιπόν με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace μετατρέψαμε ήδη τη διαφορική
εξίσωση (10.3.5) στη γραμμική αλγεβρική εξίσωση (10.3.9) ως προς τον άγνωστο με-
τασχηματισμό LaplaceVξ (s) = ℒ {vξ (x)}. (Σημειώνουμε ότι πήραμε ήδη υπόψη μας
και την πρώτη συνοριακή συνθήκη (10.3.6), τη συνθήκη vξ (0) = 0.) Τώρα λύνουμε
αμέσως αυτήν τη γραμμική αλγεβρική εξίσωση (10.3.9). Έτσι προκύπτει ότι

Vξ (s) =
θ0
s2
− 1
T
e−ξs

s2
. (10.3.10)

Και τώρα κάνουμε αντιστροφή κατά Laplace, έτσι ώστε να βρούμε και την ίδια
την άγνωστη συνάρτηση εδώ την κάθετη ή εγκάρσια μετατόπιση vξ (x) των σημείων
του καλωδίου. Σε αυτό το σημείο θυμόμαστε βέβαια και τον ήδη γνωστό μας τύπο

ℒ {u(t − a)H(t − a)} = e−asU(s) βέβαια με a > 0 και U(s) = ℒ {u(t)} (10.3.11)

με H(t) τη γνωστή μας μοναδιαία βηματική συνάρτηση του Heaviside. Πρόκειται
για τον τύπο (10.3.48) στην Παράγραφο Α10.3.4 του Κεφαλαίου Α10 του Μέρους Α
για το μετασχηματισμό Laplace (Ιδιότητα 4 του μετασχηματισμού Laplace, επίσης
στονΠίνακαΑ10.1 της Ενότητας Α10.7). Αυτόν τον τύπο τον αναφέραμε κι εδώ στη
σχέση (10.2.14). Και επειδή επίσης

ℒ {t} = 1
s2

(10.3.12)

με βάση το μετασχηματισμό Laplace 9 του Πίνακα Α10.2 (εδώ όμως για n = 2),
η αντιστροφή του μετασχηματισμού Laplace (10.3.10) της άγνωστης συναρτήσεως
vξ (x) μας δίνει τώρα το αποτέλεσμα

vξ (x) = ℒ −1{Vξ (s)} = θ0x −
1
T
(x − ξ )H(x − ξ ) = θ0x −

1
T
⟨x − ξ ⟩. (10.3.13)

Σημειώνουμε ότι εδώ δεξιά χρησιμοποιήσαμε για απλότητα το συμβολισμό

⟨x − ξ ⟩ ∶= (x − ξ )H(x − ξ ), (10.3.14)

ο οποίος αφορά σε μια συνάρτηση Macaulay. Πρόκειται για τον τύπο (11.15.5) της
Ενότητας Α11.15 του Μέρους Α για τις τόσο χρήσιμες για τον Πολιτικό Μηχανικό
συναρτήσεις Macaulay, εδώ βέβαια στην πιο απλή περίπτωσή τους: με n = 1.

Με βάση τηνπιο πάνωσχέση (10.3.13) γράφουμε τηνπαρούσασυνάρτησηGreen
G(x, ξ ), που εδώ τη συμβολίζουμε για διευκόλυνση σαν vξ (x) ≡ G(x, ξ ), στη μορφή

vξ (x) = vξ1(x) = θ0x, εάν 0 ≤ x ≤ ξ, (10.3.15)

αφού εδώ H(x − ξ ) = 0, όταν 0 ≤ x < ξ. (Σημειώνουμε εδώ ότι για x = ξ έχουμε
επίσης (x − ξ )H(x − ξ ) = 0.) Ανάλογα γράφουμε τη σχέση (10.3.13) και στη μορφή

vξ (x) = vξ2(x) = θ0x −
1
T
(x − ξ ), εάν ξ ≤ x ≤ L, (10.3.16)

αφού εδώ H(x − ξ ) = 1, επειδή ξ ≤ x ≤ L.
Απομένει βέβαια ο προσδιορισμός της προς το παρόν άγνωστης σταθεράς θ0.

Για να τη βρούμε θυμόμαστε ότι πέρα από τη διαφορική εξίσωση (10.3.5) για την
άγνωστη συνάρτηση vξ (x) πήραμε ήδη υπόψη μας και την πρώτη συνοριακή συν-
θήκη (10.3.6), συγκεκριμένα τη συνθήκη vξ (0) = 0, και τις δύο στο μετασχηματισμό
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Laplace (10.3.9) της διαφορικής εξισώσεως (10.3.5). Επομένως θα πρέπει τώρα να
πάρουμε υπόψη μας και τη δεύτερη συνοριακή συνθήκη (10.3.6), συγκεκριμένα τη
συνθήκη vξ (L) = 0, που την είχαμε αγνοήσει μέχρι τώρα. Έτσι με χρήση της σχέσεως
(10.3.16) για x = L προκύπτει αμέσως από αυτήν τη δεύτερη συνοριακή συνθήκη ότι

vξ (L) = vξ2(L) = θ0L −
1
T
(L − ξ ) = 0 και τελικά θ0 =

L − ξ
TL

(10.3.17)

για τη μέχρι τώρα άγνωστη σταθερά θ0 , που τώρα προσδιορίστηκε.
Κι έτσι η συνάρτηση Green του παρόντος προβλήματος (10.3.13) (για 0 ≤ x ≤ L)

και αναλυτικότερα (10.3.15) (για 0 ≤ x ≤ ξ ) και (10.3.16) (για ξ ≤ x ≤ L) γράφεται
τώρα με την τιμή της σταθεράς θ0 που μόλις βρήκαμε στην τελική της μορφή

vξ (x) ≡ G(x, ξ ) =

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

(L − ξ )x
TL

, εάν 0 ≤ x ≤ ξ,

(L − x)ξ
TL

, εάν ξ ≤ x ≤ L,
(10.3.18)

αφού για ξ ≤ x ≤ L διαπιστώνεται πολύ εύκολα ότι ισχύει

θ0x −
1
T
(x − ξ ) = (L − ξ )x

TL
− 1
T
(x − ξ ) = (L − ξ )x − L(x − ξ )

TL
= (L − x)ξ

TL
. (10.3.19)

Σημειώνουμε ότι τις ίδιες ακριβώς εκφράσεις για τη συνάρτησηGreenG(x, ξ ) τις
είχαμε βρει και στα ΕφαρμοσμέναΜαθηματικά ΙΙΙ για ΠολιτικούςΜηχανικούς, Τεύχος 1,
Παράγραφος Γ3.5.1 για τη συνάρτηση επιρροής (που συμπίπτει με τη συνάρτηση
Green) στο πρόβλημα της χορδής, σχέσεις (3.5.11). Εκεί όμως είχαμε εργασθεί με την
κατευθείαν επίλυση του προβλήματος συνοριακών τιμών (10.3.1) και (10.3.2) χωρίς
να κάνουμε χρήση της συναρτήσεως δέλτα του Dirac ούτε βέβαια της μεθόδου του
μετασχηματισμού Laplace.

Σημειώνουμε επίσης ότι αν θέλουμε μάλιστα την ίδια πιο πάνωσυνάρτησηGreen
vξ (x) ≡ G(x, ξ ) τη γράφουμε και στην απόλυτα ισοδύναμη σε ενιαίο τύπο μορφή της

vξ (x) ≡ G(x, ξ ) = (L − ξ )x
TL

H(ξ − x) + (L − x)ξ
TL

H(x − ξ ). (10.3.20)

Εδώ κάναμε ξανά χρήση της βηματικής συναρτήσεως του Heaviside, που χρησιμο-
ποιήθηκε κατάλληλα (υποθέτοντας ότι H(0) = 1/2), ώστε να ξεχωρίζονται τα δύο
διαστήματα 0 ≤ x ≤ ξ και ξ ≤ x ≤ L. Έτσι παίρνουμε τις ίδιες εκφράσεις (10.3.18)
της παρούσας συναρτήσεως Green για το πρόβλημα του καλωδίου που μελετάμε.

Και φυσικά τώρα πια που εμείς γνωρίζουμε τη συνάρτηση Green vξ (x) για το
παρόν πρόβλημα του καλωδίου, μπορούμε να υπολογίσουμε αμέσως την κάθετη
μετατόπισή του (ή εγκάρσια μετατόπισή του) v(x) σε οποιοδήποτε σημείο του x για
οποιαδήποτε φόρτισή του p(x) με βάση τον ολοκληρωτικό τύπο

v(x) =
L

0
G(x, ξ )p(ξ )dξ. (10.3.21)

Και ασφαλώς αυτός εδώ ο τύπος είναι ουσιαστικά ο βασικός τύπος (10.1.11) του
Ορισμού Ε10.1 για τον υπολογισμό της λύσεως yp(x) της μη ομογενούς διαφορικής
εξισώσεως (10.1.10) στο ίδιο θεώρημα μαζί με τις συνθήκες που τη συνοδεύουν (εδώ
στο καλώδιο συνοριακές συνθήκες) με τη χρήση της σχετικής συναρτήσεως Green.

Σημειώνουμε τέλος ότι για x = ξ η κοινή τιμή G(ξ, ξ ) της συναρτήσεως Green
G(x, ξ ) και από αριστερά (με x = ξ ), vξ1(ξ ), και από δεξιά (πάλι με x = ξ ), vξ2(ξ ),
είναι

G(ξ, ξ ) ≡ vξ (ξ ) = vξ1(ξ ) = vξ2(ξ ) =
(L − ξ )ξ
ΤL

. (10.3.22)
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Αυτό προκύπτει αμέσως από την πάνω και από την κάτω σχέση (10.3.18) και ανά-
λογα και από την ισοδύναμη σχέση (10.3.20) για τη συνάρτηση Green. Και αυτό
πρέπει βέβαια να συμβαίνει και από φυσική άποψη, μια που η συνάρτηση Green
vξ (ξ ) ≡ G(x, ξ ) δηλώνει, όπως ήδη αναφέραμε, την κάθετη μετατόπιση των σημείων
του καλωδίου. Και βέβαια αυτή εδώ η τιμή G(ξ, ξ ) είναι η μέγιστη τιμή αυτής της
κάθετης μετατόπισης κατά μήκος του καλωδίου. Επίσης αυτή παρουσιάζεται στο
σημείο x = ξ, όπου για την εύρεση της συναρτήσεως Green G(x, ξ ) εφαρμόζεται το
μοναδιαίο κάθετο συγκεντρωμένο φορτίο P = 1 στο καλώδιο. Μαθηματικά αυτό
το μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο το δηλώσαμε με την κάθετη “κατανεμημένη”
φόρτιση του καλωδίου p(x) = δ(x − ξ ) στη διαφορική εξίσωση (10.3.3) ή ισοδύναμα
στη διαφορική εξίσωση (10.3.5) έχοντας βέβαια χρησιμοποιήσει και στις δύο αυτές
διαφορικές εξισώσεις τη συνάρτηση δέλτα του Dirac δ(x − ξ ).

Ε10.3.3
Ε10.3.3. Επίλυση με τη μέθοδο της αναγωγής σε δύο ομογενείς εξισώσεις

Σε αυτήν εδώ την παράγραφο θα προσδιορίσουμε την ίδια ακριβώς συνάρτηση
Green στο πρόβλημα του καλωδίου που, επαναλαμβάνουμε, εδώ το προσεγγίζουμε
με χορδή χωρίς τη χρήση του μετασχηματισμού Laplace. Εδώ θα εργασθούμε με
τη μέθοδο της αναγωγής του προβλήματος σε δύο ομογενείς διαφορικές εξισώσεις,
που ήδη την αναφέραμε κι αυτή στην Παράγραφο Ε10.1.6. Πιο συγκεκριμένα εδώ
θεωρούμε την ομογενή διαφορική εξίσωση

vξ (x) = 0, (10.3.23)

δηλαδή τη διαφορική εξίσωση (10.3.5) τώρα δίχως το δεξιό μέλος της −δ(x − ξ )/Τ.
Τη θεωρούμε όμως σε δύο χωριστά διαστήματα: (i) Στο διάστημα [0, ξ ) αριστερά
από το σημείο x = ξ εφαρμογής του συγκεντρωμένου φορτίου P = 1 στο καλώδιο
που μελετάμε και (ii) στο διάστημα [ξ, L) δεξιά από το σημείο x = ξ εφαρμογής του
ίδιου συγκεντρωμένου φορτίου P = 1.

Εδώ πρόκειται φυσικά για μια εξαιρετικά απλή διαφορική εξίσωση δευτέρας τά-
ξεως που έχει σαν γενική λύση της απλά ένα πρωτοβάθμιο πολυώνυμο της μορφής

vh(x) = C1x + C2 . (10.3.24)

Δηλώνοντας τη λύση αυτή σαν vξ1(ξ ) για το αριστερό τμήμα [0, ξ ) του καλωδίου
και vξ2(ξ ) για το δεξιό τμήμα (ξ,L] του καλωδίου (βέβαια με διαφορετικές σταθερές
σ’ αυτά τα δύο τμήματα του καλωδίου), έχουμε

vξ1(x) = Ax+B για 0 ≤ x < ξ και vξ2(x) = Cx+D για ξ < x ≤ L. (10.3.25)

Και είναι βέβαια εύλογες αυτές εδώ οι δύο απλές εκφράσεις, επειδή δεν υπάρχει
καθόλου φόρτιση του καλωδίου στα δύο αυτά τμήματά του. Συγκεκριμένα εδώ για
τον προσδιορισμό της συναρτήσεωςGreenG(x, ξ ) ≡ vξ (x) το συγκεντρωμένοφορτίο
P = 1 ασκείται μόνο στο σημείο x = ξ ακριβώς του καλωδίου. Και τώρα στόχο μας
αποτελεί απλά ο προσδιορισμός και των τεσσάρων σταθερών A, B, C καιD στις δύο
πιο πάνω εκφράσεις (10.3.25) για την παρούσα συνάρτηση Green G(x, ξ ) ≡ vξ (x).

Δεν είναι δα και ιδιαίτερα δύσκολη δουλειά αυτή η δουλειά μας, που θα γίνει
σύμφωνα με όσα αναφέραμε για την παρούσα μέθοδο της αναγωγής σε δύο ομο-
γενείς διαφορικές εξισώσεις στην Παράγραφο Ε10.1.6. Πρέπει να προσδιορίσουμε
τέσσερις σταθερές, τις σταθερές A, B, C και D, και έχουμε επίσης τέσσερις συνθήκες.
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Συγκεκριμένα έχουμε (i, ii) τις δύο συνοριακές συνθήκες (10.3.6), (iii) τη συνθήκη
της συνεχείας της άγνωστης συναρτήσεως Green G(x, ξ ) ≡ vξ (x) στο σημείο x = ξ
εφαρμογής του συγκεντρωμένου φορτίου P = 1 και (iv) τη συνθήκη της ασυνεχείας
της πρώτης παραγώγου της ίδιας συναρτήσεως Green στο ίδιο σημείο x = ξ με από-
τομη μεταβολή της εκεί κατά −1/Τ. Πιο συνοπτικά οι τέσσερις συνθήκες στο παρόν
πρόβλημα προσδιορισμού της συναρτήσεως Green G(x, ξ ) ≡ vξ (x) είναι οι εξής:

vξ1(0) = 0, vξ2(L) = 0, vξ1(ξ ) = vξ2(ξ ) και vξ2(ξ ) − vξ1(ξ ) = −
1
T
. (10.3.26)

Αυτές τις τέσσερις συνθήκες θα πρέπει να τις πληρούν εδώ οι δύο άγνωστες ακόμη
συναρτήσεις vξ1(x) και vξ2(x) στις σχέσεις (10.3.25), που εκφράζουν (κι οι δύο μαζί)
τη συνάρτηση Green G(x, ξ ) ≡ vξ (x) στο παρόν πρόβλημα καλωδίου.

Σημειώνουμε ότι είναι εύλογο η συνάρτηση Green να μηδενίζεται και στα δύο
άκρα x = 0 και x = L του καλωδίου (δύο πρώτες συνθήκες), αφού το καλώδιο είναι
στηριγμένο σ’ αυτά τα δύο άκρα του. Επίσης είναι εύλογο να είναι συνεχής ακόμη
και στο σημείο x = ξ (τρίτη συνθήκη), γιατί εκφράζει την κάθετη μετατόπιση των
σημείων του καλωδίου και το καλώδιο είναι συνεχές. Δηλαδή το καλώδιο δεν έχει
σπάσει στο σημείο x = ξ, που είναι βέβαια το σημείο της φορτίσεώς του, δεν έχει
κοπεί στα δύο το καλώδιο σ’ αυτό το σημείο x = ξ.

Τώρα όσον αφορά στην τέταρτη συνθήκη: στην απότομη μεταβολή της πρώτης
παραγώγου της συναρτήσεως Green κατά −1/T στο σημείο x = ξ της φορτίσεως του
καλωδίου, αυτή προκύπτει εύκολα από την ολοκλήρωση της διαφορικής εξισώσεως
(10.3.5) για την παρούσα συνάρτησηGreenG(x, ξ ) ≡ vξ (x) γύρω από το σημείο x = ξ
της ιδιομορφίας δ(x − ξ )/Τ στο δεξιό μέλος της. Και ξέρουμε ότι η συνάρτηση δέλτα
τουDirac περικλείει εμβαδόν ίσο με τη μονάδα γύρω από το σημείο απειρισμού της.
Επομένως εδώ περικλείεται μεταβολή −1/Τ ⋅ 1 = −1/Τ γύρω από αυτό το σημείο.

Και από πιο φυσική άποψη η συνάρτηση −Tv (x) εκφράζει εδώ στο καλώδιο τη
συνολική φόρτιση κατά μήκος του (ανάλογα με τη συνάρτηση EIv (x) στη δοκό
που εκφράζει την τέμνουσα δύναμη Q κατά μήκος της δοκού). Επομένως, μια που
εδώ αυτή η συνολική φόρτιση του καλωδίου αυξάνεται κατά μονάδα στο σημείο
x = ξ εφαρμογής του μοναδιαίου συγκεντρωμένου φορτίου P = 1, θα πρέπει να
υπάρχει η αντίστοιχη μεταβολή (πάλι κατά μονάδα) και στην ποσότητα −Tv (x)
σ’ αυτό το ίδιο σημείο x = ξ. Και διαιρώντας με −1/Τ, θα πρέπει τελικά να ισχύει η
τέταρτη πιο πάνω συνθήκη (10.3.26).

Προχωράμε τώρα στον προσδιορισμό των τεσσάρων σταθερώνΑ,B,C καιD στις
δύο σχέσεις (10.3.25) για την παρούσα συνάρτηση Green vξ (ξ ) με βάση τις τέσσερις
συνθήκες (10.3.26). Εύκολη είναι η εργασία μας αυτή. Ξεκινάμε!

Από την πρώτη σχέση (10.3.25) με βάση την πρώτη συνθήκη (10.3.26) βρίσκουμε
αμέσως ότι B = 0. Επίσης από τη δεύτερη σχέση (10.3.25) με βάση τη δεύτερη συν-
θήκη (10.3.26) βρίσκουμε αμέσως ότι CL +D = 0, οπότε D = −CL. Άρα μέχρι τώρα
βρήκαμε ότι

vξ1(x) = Ax και vξ2(x) = C(x − L). (10.3.27)

Μας απομένει τώρα ο προσδιορισμός των δύο σταθερών A και C. Από την τρίτη
συνθήκη (10.3.26) διαπιστώνουμε αμέσως με τη χρήση των δύο πιο πάνω σχέσεων
(10.3.27) ότι Aξ = C(ξ − L) και επομένως A = C(ξ − L)/ξ υποθέτοντας ότι 0 < ξ < L.
Άρα οι δύο σχέσεις μας (10.3.27) παίρνουν τώρα τη μορφή

vξ1(x) = C
(ξ − L)x

ξ
και vξ2(x) = C(x − L), (10.3.28)
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οπότε
vξ1(x) = C

ξ − L
ξ

και vξ2(x) = C. (10.3.29)

Μία ακόμη σταθερά έχουμε να προσδιορίσουμε: τη σταθερά C. Χρησιμοποιώντας
την τέταρτη (και τελευταία) συνθήκη (10.3.26) σε συνδυασμό με τις δύο παραγώγους
vξ1(x) και vξ2(x) εδώ στις σχέσεις (10.3.29), διαπιστώνουμε αμέσως ότι

vξ2(ξ ) − vξ1(ξ ) = C − C ξ − L
ξ

= − 1
T

⟹ CL
ξ
= − 1

T
⟹ C = − ξ

TL
. (10.3.30)

Εισάγοντας τώρα και αυτήν την τελευταία σταθερά C στις δύο σχέσεις (10.3.28),
παίρνουμε τελικά

vξ1(x) =
(L − ξ )x
TL

και vξ2(x) =
(L − x)ξ
TL

. (10.3.31)

Κι έτσι παρατηρούμε ότι καταλήξαμε και με την παρούσα μέθοδο των δύο ομογε-
νών διαφορικών εξισώσεων ακριβώς στην ίδια συνάρτηση Green vξ (x) ≡ G(x, ξ ) της
σχέσεως (10.3.18), στην οποία είχαμε καταλήξει και στην προηγούμενη παράγραφο,
εκεί βέβαια έχοντας χρησιμοποιήσει τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace.

Κι η εντύπωσή μας είναι εδώ ότι η μέθοδος του μετασχηματισμού Laplace, που
χρησιμοποιεί τη βηματική συνάρτηση του Heaviside H(x) και τη συνάρτηση δέλτα
του Dirac δ(x) στους παρόντες υπολογισμούς, είναι τελικά πιο απλή στην εφαρμογή
της από την παρούσα μέθοδο των δύο ομογενών διαφορικών εξισώσεων. Και αυτό
συμβαίνει, επειδή εκεί χρησιμοποιήσαμε ρητά μόνο τις δύο συνθήκες (10.3.6), τις
δύο συνοριακές συνθήκες του καλωδίου στα άκρα του, δηλαδή μόνο τις δύο πρώτες
συνθήκες (10.3.26). Αντίθετα εδώ χρησιμοποιήσαμε επιπλέον και τις δύο τελευταίες
συνθήκες (10.3.26): τις συνθήκες συνεχείας της συναρτήσεως Green και ασυνεχείας
της πρώτης παραγώγου της ως προς x για x = ξ. Άρα, αν είμαστε εξοικειωμένοι με τη
χρήση του μετασχηματισμού Laplace προφανώς σε συνδυασμό με τις συναρτήσεις
H(x) και δ(x), είναι ίσως σκόπιμο να προτιμάμε τη μέθοδο του μετασχηματισμού
Laplace από τη μέθοδο των δύο ομογενών διαφορικών εξισώσεων.

Και βέβαια υπάρχει πάντοτε και η δυνατότητα της κατευθείαν επιλύσεως της
αρχικής μη ομογενούς διαφορικής εξισώσεως του καλωδίου (10.3.1) με αυθαίρετη
τη φόρτιση p(x) στο δεξιό μέλος της με τη μέθοδο της μεταβολής των παραμέτρων,
που την ξέρουμε πολύ καλά κι αυτήν από τις Συνήθεις Διαφορικές Εξισώσεις. Έτσι
θα βρούμε το σχετικό ολοκληρωτικό τύπο για τη λύση v(x) αυτής της μη ομογενούς
διαφορικής εξισώσεως, που θα εμπεριέχει βέβαια την παρούσα συνάρτηση Green.
Εντούτοις αυτή η τρίτη και από φυσική άποψη απόλυτα κατανοητή μέθοδος δεν εί-
ναι υπολογιστικά εύχρηστη από τη μαθηματική άποψη ως προς τους απαραίτητους
υπολογισμούς που πρέπει να γίνουν.

Συνοψίζοντας εδώ σε γενικές γραμμές η μέθοδος του μετασχηματισμού Laplace
παρόλο που υστερεί σαφώς από τη φυσική άποψη ωστόσο φαίνεται να είναι εδώ
η προτιμητέα μέθοδος από την ωφελιμιστική άποψη των λιγότερων υπολογισμών.
Και βέβαια με κανέναν τρόπο δε μπορούμε να αγνοούμε και αυτήν την άποψη.
Σημειώνουμε τέλος ότι ανάλογα φαίνεται να ισχύουν επίσης σε όσες περιπτώσεις
άπειρων διαστημάτων είμαστε υποχρεωμένοι να εργαζόμαστε με τη συγγενή μέθο-
δο του μετασχηματισμού Fourier αντί με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace.

Μπορούμε τέλος να αποδείξουμε ότι η συνάρτηση Green G(x, ξ ) του καλωδίου,
που υπολογίσθηκε πιο πάνω και δίνεται από τη σχέση (10.3.18), είναι συμμετρική
ως προς τις δύο μεταβλητές της x και ξ. Δηλαδή ισχύει εδώ η σχέση συμμετρίας της

G(x, ξ ) = G(ξ, x) (10.3.32)
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ë Απόδειξη: Αυτή η σχέση είναι φυσικά προφανής για x = ξ. Τώρα για x ≠ ξΑπόδειξη
για την απόδειξη αυτή διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: Υποθέτουμε πρώτα ότι x < ξ,
οπότε με βάση την πρώτη σχέση (10.3.18) έχουμε

G(x, ξ ) = (L − ξ )x
TL

. (10.3.33)

Τώρα αναζητούμε την έκφρασηG(ξ, x), δηλαδή την κάθετη μετατόπιση στο σημείο ξ
με τη μοναδιαία συγκεντρωμένη φόρτιση στο σημείο x. Κάναμε όμως την υπόθεση
ότι x < ξ. Άρα το σημείο ξ κείται δεξιά από το σημείο x. Επομένως θα πρέπει να
χρησιμοποιήσουμε τώρα τη δεύτερη σχέση (10.3.18) προφανώς εναλλάσσοντας εδώ
τους ρόλους των x και ξ. Έτσι όμως παίρνουμε και πάλι το αμέσως πιο πάνω αποτέ-
λεσμα (10.3.33), κάτι που αποδεικνύει τη σχέση (10.3.32), δηλαδή τη συμμετρία της
παρούσας συναρτήσεως Green ως προς x και ξ. Ανάλογη απόδειξη γίνεται και στη
δεύτερη περίπτωση όπου x > ξ με βάση τη δεύτερη σχέση (10.3.18), δηλαδή τη σχέση

G(x, ξ ) = (L − x)ξ
TL

. (10.3.34)

Αυτή η συμμετρία της συναρτήσεως Green αποτελεί συνέπεια της πολύ γνωστής
αρχής της αμοιβαιότητας των μετατοπίσεων τουMaxwell ή των Betti–Maxwell στη
Μηχανική των Υλικών και ασφαλώς δεν ισχύει γενικά στις συναρτήσεις Green. Για
παράδειγμα, δεν ισχύει στη συνάρτηση Green G(t, τ) στη σχέση (10.2.16) της Ενό-
τητας Ε10.2 για τις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις μονοβάθμιου μηχανικού συστή-
ματος, π.χ. ενός μονώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως (ή διατμητικού κτιρίου)
με ασθενή απόσβεση (και ανάλογα με κρίσιμη απόσβεση και με ισχυρή απόσβεση).

. Άσκηση
Ενότητα Ε10.3 t Άσκηση E10.4 z Καλώδιο υπό σταθερή φόρτιση

Θεωρούμε εδώ την ειδική περίπτωση όπου το καλώδιό μας υπό τάση (ένταση) T έχει
σταθερή κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) = p0. Ζητούνται: (α) Με τη χρήση της
πιο πάνω συναρτήσεως Green (10.3.18), που βρέθηκε ήδη με δύο τρόπους για το
πρόβλημα του καλωδίου, να υπολογισθεί η κάθετη μετατόπιση (ή εγκάρσια μετα-
τόπιση) v(x) των σημείων του καλωδίου για την παρούσα σταθερή κάθετη φόρτισή
του p(x) = p0. Υπόδειξη: Εδώ θα πρέπει να χρησιμοποιηθεί ο ολοκληρωτικός τύπος

v(x) =
L

0
G(x, ξ )p(ξ )dξ =

x

0
vξ2(ξ )p0dξ +

L

x
vξ1(ξ )p0dξ. (10.3.35)

(β) Να εξηγηθεί γιατί η συνάρτηση vξ2(ξ ) υπεισέρχεται στο πρώτο ολοκλήρωμα,
ενώ η συνάρτηση vξ1(ξ ) υπεισέρχεται στο δεύτερο και όχι αντίθετα. (γ) Να βρεθεί
το ίδιο ακριβώς αποτέλεσμα, τώρα όμως χωρίς συναρτήσεις Green, δηλαδή με την
άμεση επίλυση της ίδιας της διαφορικής εξισώσεως του καλωδίου (10.3.1) μαζί με
τις σχετικές συνοριακές συνθήκες (10.3.2). (δ) Συμφωνούν τα αποτελέσματα; (ε) Για
ποιο λόγο είναι γενικά προτιμότερη η χρήση της συναρτήσεως Green vξ (x) ≡ G(x, ξ )
και ειδικά εδώ στο πρόβλημα του καλωδίου που μελετήσαμε;

ë Απαντήσεις: (α) και (γ) v(x) = p0(L − x)x/(2T). (δ) Ναι. (ε) Επειδή μας επιτρέπει
να βρίσκουμε απλά με ολοκλήρωση τη λύση του προβλήματος αρχικών ή συνορια-
κών τιμών που έχουμε (διαφορική εξίσωση και αρχικές ή συνοριακές συνθήκες) για
οποιαδήποτε συνάρτηση στο δεξιό μέλος της διαφορικής εξισώσεως, εδώ για οποια-
δήποτε φόρτιση p(x) του καλωδίου μας. Κι έτσι δε χρειάζεται να λύνουμε από την
αρχή αυτό το πρόβλημα, όταν αλλάζει αυτή η συνάρτηση, εδώ η φόρτιση p(x). s
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Ε10.4
Ε10.4. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ ΔΟΚΟΥ

Ε10.4.1
Ε10.4.1. Καθορισμός του προβλήματος για τη συνάρτηση Green

Σε αυτήν την ενότητα προχωράμε ένα βήμα παραπέρα από την προηγούμενη
ενότητα θεωρώντας εδώ δοκό αντί για καλώδιο. Συγκεκριμένα εδώ θεωρούμε το
κλασικό στατικό πρόβλημα της δοκού μήκους L (με 0 ≤ x ≤ L) και δυσκαμψίας ΕΙ
στη Μηχανική των Υλικών. Η κάθετη κατανεμημένη φόρτιση που ασκείται πάνω
στη δοκό είναι p(x) και θεωρείται γνωστή. Όπως γνωρίζουμε, αυτό το πρόβλημα
διέπεται από τη συνήθη διαφορική εξίσωση τετάρτης τάξεως

EIv (x) = p(x) ή ισοδύναμα v (x) = p(x)
EI

(10.4.1)

με άγνωστη συνάρτηση το βέλος κάμψεως v(x) της δοκού που μελετάμε.
Σαν συνοριακές συνθήκες στα δύο άκρα x = 0 και x = L της δοκού μπορούμε

να έχουμε συνθήκες (i) πακτώσεως, (ii) αρθρώσεως ή κυλίσεως και (iii) ελεύθερου
άκρου (εννοείται πάντοτε με στατική ισορροπία της δοκού). Εδώ εμείς επιλέγουμε
αριστερά συνθήκες πακτώσεως και δεξιά συνθήκες κυλίσεως. Δηλαδή υποθέτουμε
τη δοκό μας ότι είναι πακτωμένη αριστερά και με κύλιση δεξιά. (Εντελώς ανάλογα
θαμπορούσαμε να είχαμε υποθέσει αμφίπακτη δοκό, αμφιέρειστη δοκό ήπρόβολο.)
Με βάσηαυτήν την υπόθεσήμας: δοκός με πάκτωση στοαριστερόάκρο της x = 0 και
κύλιση το δεξιό άκρο της x = L, θα ισχύουν οι εξής τέσσερις συνοριακές συνθήκες:

v(0) = 0, v (0) = 0, v(L) = 0 και v (L) = 0. (10.4.2)

Οι εξισώσεις (10.4.1) (διαφορική εξίσωση τετάρτης τάξεως) και (10.4.2) (τέσσερις
συνοριακές συνθήκες) αποτελούν το πρόβλημα που έχουμε να λύσουμε, εδώ βέβαια
με τη μέθοδο της συναρτήσεως Green G(x, ξ ), που θέλουμε να την προσδιορίσουμε.
Η κυριότερη διαφορά από την προηγούμενη Ενότητα Ε10.3, όπου είχαμε εξετάσει
το πρόβλημα του καλωδίου, είναι ότι εδώ έχουμε συνήθη διαφορική εξίσωση τετάρ-
της (αντί δευτέρας τάξεως) και τέσσερις (αντί δύο) συνοριακές συνθήκες. Κατά τα
λοιπά θα εργασθούμε κι εδώ για τη δοκό ανάλογα με τον τρόπο που είχαμε εργασθεί
στην προηγούμενη ενότητα για το καλώδιο περιορίζοντας όμως εδώ την προσοχή
μας αποκλειστικά στη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace. Και αυτή ήταν ήδη
η πρώτη από τις δύο μεθόδους που είχαμε χρησιμοποιήσει και στο καλώδιο.

Για την εργασία μας εδώ προς προσδιορισμό της συναρτήσεως Green G(x, ξ )
για το στατικό πρόβλημα της δοκού (εδώ με πάκτωση–κύλιση στα δύο άκρα της)
δεχόμαστε, ακριβώς όπως και στην προηγούμενη Ενότητα Ε10.3 για το καλώδιο,
σαν φόρτιση μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο P = 1 στο σημείο x = ξ της δοκού
φυσικά με 0 ≤ ξ ≤ L. Δηλαδή δεχόμαστε ότι p(x) = δ(x − ξ ). Τότε η διαφορική
εξίσωσή μας (10.4.1) παίρνει τη μορφή

EIGx (x, ξ ) = δ(x − ξ ) ή ισοδύναμα Gx (x, ξ ) = δ(x − ξ )
EI

(10.4.3)

με τις παραγωγίσεις να εννοούνται ως προς τη μεταβλητή x, την οποία για το σκοπό
αυτό τη θέσαμε σαν δείκτη στην παράγωγο. Επίσης οι συνοριακές συνθήκες (10.4.2)
παίρνουν κι αυτές τις ακόλουθες μορφές τους:

G(0, ξ ) = 0, Gx(0, ξ ) = 0, G(L, ξ ) = 0 και Gx (L, ξ ) = 0 (10.4.4)

με τις παραγωγίσεις να εννοούνται κι εδώ ως προς τη μεταβλητή x.
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Τώρα, ακριβώς όπως και στην προηγούμενη Ενότητα Ε10.3 για το καλώδιο, έτσι
κι εδώ για διευκόλυνσή μας στο συμβολισμό συμβολίζουμε από εδώ και πέρα τη
συνάρτηση Green G(x, ξ ) γενικά με vξ (x). Δηλαδή θέτουμε vξ (x) ≡ G(x, ξ ). Έτσι το
πιο πάνωπρόβλημα συνοριακών τιμών (10.4.3) και (10.4.4) για τη συνάρτησηGreen
που θέλουμε να προσδιορίσουμε γράφεται τώρα λίγο πιο απλά ως εξής:

EIvξ (x) = δ(x − ξ ) ή ισοδύναμα vξ (x) = δ(x − ξ )
EI

(10.4.5)

και επίσης
vξ (0) = 0, vξ (0) = 0, vξ (L) = 0 και vξ (L) = 0. (10.4.6)

Και τώρα στην αμέσως επόμενη παράγραφο θα λύσουμε αυτό εδώ το πρόβλημα
προτιμώντας τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace, που την κρίνουμε σαν την
υπολογιστικά ευκολότερη σχετική δυνατότητά μας. Έτσι θα προσδιορίσουμε την
άγνωστη συνάρτηση vξ (x) σ’ αυτό τοπρόβλημα, δηλαδή τη συνάρτησηGreenG(x, ξ )
στη δοκό μας. Και υπενθυμίζουμε ότι εδώ υποθέσαμε δοκό με πάκτωση–κύλιση στα
δύο άκρα της x = 0 και x = L αντίστοιχα. Εάν είχαμε υποθέσει κάποια άλλη δοκό
(π.χ. αμφίπακτη δοκό, αμφιέρειστη δοκό ή πρόβολο με πάκτωση αριστερά), τότε και
οι συνοριακές συνθήκες θα ήσαν εντελώς διαφορετικές. Και βέβαια και η συνάρ-
τηση Green vξ (x) ≡ G(x, ξ ) που θα προέκυπτε θα ήταν κι αυτή εντελώς διαφορετική.

Ε10.4.2
Ε10.4.2. Επίλυση με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace

Για να μετασχηματίσουμε τώρα κατά Laplace τη διαφορική εξίσωση (10.4.5)
παίρνουμε εδώ υπόψη μας το μετασχηματισμό Laplace (10.3.7) της προηγούμενης
Ενότητας Ε10.3 για τη συνάρτηση δ(x − ξ ) που τον επαναλαμβάνουμε κι εδώ

ℒ {δ(x − ξ )} = e−ξs. (10.4.7)

Επίσης τώρα αντί για το μετασχηματισμό Laplace (10.3.8) της προηγούμενης
Ενότητας Ε10.3 για τη συνάρτηση Green vξ (x), που θέλουμε να βρούμε, παίρνουμε
υπόψη μας εδώ που έχουμε μια διαφορική εξίσωση τετάρτης τάξεως τον αντίστοιχο
μετασχηματισμό Laplace

ℒ {vξ (x)} = s4Vξ (s) − s3 ⋅ 0 − s2 ⋅ 0 − As − B, όπου Vξ (s) = ℒ {vξ (x)}. (10.4.8)

Σημειώνουμε βέβαια ότι σ’ αυτόν το μετασχηματισμό Laplace για την τέταρτη
παράγωγοℒ {vξ (x)} πήραμε ήδη υπόψη μας τις δύο πρώτες από τις συνοριακές
συνθήκες (10.4.6), δηλαδή τις συνθήκες vξ (0) = 0 και vξ (0) = 0. Αυτές αφορούν στην
πάκτωση στο αριστερό άκρο x = 0 της δοκού. Επειδή όμως δεν έχουμε διαθέσιμες
άλλες συνθήκες σ’ αυτό το άκρο, θέσαμε εκεί αυθαίρετα vξ (0) = Α και vξ (0) = B
με σκοπό να προσδιορίσουμε αυτές τις δύο άγνωστες σταθερές αργότερα με βάση
τις άλλες δύο συνοριακές συνθήκες (10.4.6), δηλαδή τις δύο συνθήκες vξ (L) = 0
και vξ (L) = 0. Αυτές όμως αφορούν στην κύλιση στο δεξιό άκρο x = L της δοκού
και δε μπορούμε να τις εκμεταλλευθούμε ακόμη.

Παρενθετικά σημειώνουμε ότι, όπως γνωρίζουμε από τηΜηχανική των Υλικών,
οι δύο σταθερέςΑ και Β στον πιο πάνω μετασχηματισμό Laplace (10.4.8) ουσιαστικά
δηλώνουν τη ροπή κάμψεωςΜ(0) και την τέμνουσα δύναμηQ(0) στην πάκτωση της
δοκού στο αριστερό άκρο της x = 0. Συγκεκριμένα ισχύουν οι δύο γνωστοί τύποι

A = vξ (0) =
M(0)
EI

και B = vξ (0) =
Q(0)
EI

. (10.4.9)
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Εμείς όμως επιλέξαμε εδώ τη χρήση των μαθηματικών συμβόλων Α και Β αντί για
τα φυσικά μεγέθηM(0)/(ΕΙ) και Q(0)/(ΕΙ) στο αριστερό άκρο x = 0 της δοκού. Εάν
βέβαια είχαμε πρόβολο με πάκτωση αριστερά, που είναι ένας ισοστατικός φορέας,
τότε τα πράγματα θα ήσαν λίγο πιο εύκολα, επειδή τότε από τις εξισώσεις στατικής
ισορροπίας θα μπορούσαμε να υπολογίσουμε εύκολα τις ποσότητεςM(0) και Q(0).
Αλλά εδώ έχουμε έναν υπερστατικό φορέα και αυτό δεν είναι τόσο εύκολο. Κι εδώ
όμως δεν υπάρχει ουσιαστικό πρόβλημα. Σε λίγο θα προσδιορισθούν πραγματικά
οι δύο σταθερές Α και Β με βάση τις δύο τελευταίες συνοριακές συνθήκες (10.4.6),
δηλαδή τις δύο συνθήκες vξ (L) = 0 και vξ (L) = 0. Αυτές ισχύουν στην κύλιση στο
δεξιό άκρο x = L της παρούσας δοκού με πάκτωση–κύλιση στα δύο άκρα της.

Και τώρα με τη χρήση των δύο μετασχηματισμών Laplace (10.4.7) και (10.4.8)
η διαφορική εξίσωση (10.4.5) δεξιά με μετασχηματισμό της κατά Laplace ανάγεται
αμέσως στην ακόλουθη γραμμική αλγεβρική εξίσωση:

s4Vξ (s) − As − B =
e−ξs

EI
. (10.4.10)

Αυτήν τη λύνουμε πολύ εύκολα ως προς τον άγνωστό μας μετασχηματισμό Laplace
Vξ (s) = ℒ {vξ (x)} της επίσης άγνωστής μας συναρτήσεως Green vξ (x) ≡ G(x, ξ ),
που εμείς προσπαθούμε να προσδιορίσουμε. Έτσι βρίσκουμε αμέσως ότι

Vξ (s) =
A
s3
+ B
s4
+ e−ξs

EIs4
. (10.4.11)

Βέβαια πρέπει τώρα να επιστρέψουμε από τη μεταβλητή s του μετασχηματισμού
Laplace στην αρχική μεταβλητή x: στη θέση κατά μήκος της δοκού. Γνωρίζουμε ότι

ℒ {tn} = n!
sn+1

, οπότε ℒ −1
1

sn+1 =
tn

n! με n = 0, 1, 2,… . (10.4.12)

Γνωρίζουμε όμως και την πολύ σημαντική ιδιότητα (10.3.11) του μετασχηματισμού
Laplace. Την υπενθυμίζουμε εδώ και αυτήν την ιδιότητα

ℒ {u(t − a)}H(t − a) = e−asU(s) βέβαια με a > 0 και U(s) = ℒ {u(t)}. (10.4.13)

Με τη χρήση τους και με βάση τη σχέση (10.4.11) προσδιορίζουμε αμέσως τον αντί-
στροφο μετασχηματισμό Laplace vξ (x) = ℒ −1{Vξ (s)} της άγνωστης συναρτήσεως:
της συναρτήσεως Green vξ (x) ≡ G(x, ξ ) που θέλουμε να βρούμε. Έτσι προκύπτει ότι

vξ (x) =
Ax2

2
+ Bx3

6
+ 1
6EI

(x − ξ )3H(x − ξ ) = Ax2

2
+ Bx3

6
+ 1
6EI

⟨x − ξ⟩3. (10.4.14)

Ο τύπος αυτός για τη συνάρτηση Green vξ (x) της παρούσας δοκού είναι ανάλογος
με τον τύπο (10.3.13) της προηγούμενης Ενότητας Ε10.3 εκεί για το πρόβλημα του
καλωδίου. Υπενθυμίζουμε ότι στον τύπο αυτό (10.4.14) χρησιμοποιήσαμε τη βημα-
τική συνάρτηση του Heaviside H(x) αλλά και το συμβολισμό για τις συναρτήσεις
Macaulay απόλυτα ανάλογα με ό,τι είχαμε κάνει και στο πρόβλημα του καλωδίου.

Σημειώνουμε βέβαια ότι λόγω της παρουσίας της βηματικής συναρτήσεως του
Heaviside σ’ αυτόν τον τύπο (10.4.14) οι τελικές εκφράσεις της συναρτήσεως Green
vξ (x) ≡ G(x, ξ ) στα δύο τμήματα της δοκού [0, ξ ] (αριστερά από το συγκεντρωμένο
φορτίο P = 1) και [ξ, L] (δεξιά από το ίδιο συγκεντρωμένο φορτίο) θα διαφέρουν.
Αυτό συμβαίνει, απλά επειδή H(x − ξ ) = 0 για x < ξ, ενώ H(x − ξ ) = 1 για x ≥ ξ.
(Ειδικά για το σημείο x = ξ δεν υπάρχει φυσικά κανένα πρόβλημα, αφού εκεί το
γινόμενο (x− ξ)3H(x− ξ ) είναι έτσι κι αλλιώς ίσο με το μηδέν.) Έτσι γράφουμε τώρα
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αναλυτικότερα τον τύπο (10.4.14) με διάκριση αυτών των δύο περιπτώσεων, δηλαδή
των περιπτώσεων (i) 0 ≤ x ≤ ξ (μαζί με την περίπτωση όπου x = ξ ) και (ii) ξ ≤ x ≤ L
ως εξής:

vξ (x) = vξ1(x) =
Ax2

2
+ Bx3

6
, εάν 0 ≤ x ≤ ξ, (10.4.15)

και

vξ (x) = vξ2(x) =
Ax2

2
+ Bx3

6
+ 1
6EI

(x − ξ )3 , εάν ξ ≤ x ≤ L. (10.4.16)

Σχεδόν τελειώσαμε! Το τελευταίο βήμα μας αφορά στον προσδιορισμό των δύο
σταθερών A και Β με βάση τώρα τις δύο τελευταίες συνοριακές συνθήκες (10.4.6),
συγκεκριμένα τις δύο συνοριακές συνθήκες

vξ (L) = 0 και vξ (L) = 0, (10.4.17)

που αναφέρονται στο δεξιό άκρο x = L της δοκού (εκεί με κύλιση της δοκού). Για την
πλήρωση και αυτών των δύο συνοριακών συνθηκών απλά θα αντικαταστήσουμε
σ’ αυτές την έκφραση (10.4.16) (αφού εδώ ξ < x = L) της συναρτήσεως Green vξ (x)
και της δεύτερης παραγώγου της που προκύπτει εύκολα από την έκφραση (10.4.16)
και έχει τη μορφή

vξ (x) = vξ2(x) = A + Bx + x − ξ
EI

. (10.4.18)

Έτσι από τις δύο συνοριακές συνθήκες (10.4.17) στο δεξιό άκρο x = L της δοκού
προκύπτει αμέσως το σύστημα των δύο γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων

AL2

2
+ BL3

6
+ 1
6EI

(L − ξ )3 = 0 και A + BL + L − ξ
EI

= 0 (10.4.19)

προφανώς με αγνώστους τις δύο προς προσδιορισμό σταθερές Α και Β. Λύνοντας
αυτό το τόσο απλό γραμμικό σύστημα, βρίσκουμε τις τιμές των Α και Β που είναι

A = ξ(2L2 − 3Lξ + ξ2)
2ΕΙL2

και Β = − 2L
3 − 3Lξ2 + ξ3

2EIL3
. (10.4.20)

Αυτές προφανώς δεν εξαρτώνται από την ανεξάρτητη μεταβλητή x στη διαφορική
εξίσωση της δοκού (10.4.5) για τη συνάρτηση Green vξ (x) ≡ G(x, ξ ). Αντίθετα όμως
εξαρτώνται από τη θέση ξ του συγκεντρωμένου φορτίου που ασκείται στη δοκό.

Ωραία λοιπόν! Έχουμε τώρα πια προσδιορίσει και τις δύο σταθερές Α και Β στη
συνάρτηση Green (10.4.14) ή πιο αναλυτικά (10.4.15) (για 0 ≤ x ≤ ξ ) και (10.4.16)
(για ξ ≤ x ≤ L). Και αντικαθιστώντας τις σ’ αυτές τις δύο σχέσεις παίρνουμε τελικά

vξ (x) ≡ G(x, ξ ) =

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎩

x2(L − ξ )[2L2(3ξ − x) + ξ2x − Lξ(2x + 3ξ )]
12EIL3

, εάν 0 ≤ x ≤ ξ,

ξ2(L − x)[2L2(3x − ξ ) + x2ξ − Lx(2ξ + 3x)]
12EIL3

, εάν ξ ≤ x ≤ L.
(10.4.21)

Διαπιστώνουμε αρκετά εύκολα ότι αυτή η συνάρτηση Green vξ (x) ≡ G(x, ξ ) στο
παρόν πρόβλημα δοκού με πάκτωση–κύλιση πληροί και τις τέσσερις συνοριακές
συνθήκες (10.4.6) στα δύο άκρα της δοκού x = 0 (με πάκτωση) και x = L (με κύλιση).
Και επιπλέον είναι συνεχής συνάρτηση ακόμη και στο σημείο x = ξ της εφαρμογής
του μοναδιαίου συγκεντρωμένου φορτίου P = 1, όπως βέβαια συμβαίνει και με τις
δύο πρώτες παραγώγους της. Δηλαδή εύλογα εδώ για τη συνάρτηση Green vξ (x) το
βέλος κάμψεως της δοκού, η κλίση της και η ροπή κάμψεώς της (ή καμπτική ροπή
της) είναι και οι τρεις τους συνεχείς συναρτήσεις ακόμη και στη θέση x = ξ εφαρ-
μογής του συγκεντρωμένου φορτίου P = 1. Αντίθετα βέβαια η τέμνουσα δύναμη
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Qξ (x) της δοκού μεταβάλλεται κατά μονάδα στη θέση x = ξ. Προφανώς εκεί η τρίτη
παράγωγος vξ (x) της συναρτήσεως Green vξ (x) = Qξ (x)/(EI) μεταβάλλεται (αυξά-
νεται) απότομα κατά 1/(ΕΙ). Και αυτό είναι βέβαια αναμενόμενο τόσο από φυσική
άποψη (λόγω του μοναδιαίου συγκεντρωμένου φορτίου P = 1) όσο και από μαθη-
ματική άποψη. Και αυτό το δεύτερο συμβαίνει λόγω του δεξιού μέλους δ(x− ξ )/(ΕΙ)
(που με ολοκλήρωσή του γύρω από το σημείο x = ξ μας δίνει 1/(ΕΙ)) στην παρούσα
διαφορική εξίσωση (10.4.5) για τη συνάρτηση Green vξ (x) ≡ G(x, ξ ) της δοκού μας.

Ας σημειώσουμε τέλος τις τιμές που παίρνει το βέλος κάμψεως της δοκού vξ (x),
η κλίση της θξ (x), και η ροπή κάμψεώς της (ή καμπτική ροπή της)Mξ (x) στο σημείο
x = ξ της εφαρμογής του συγκεντρωμένου φορτίου P = 1. Αυτές οι τρεις τιμές είναι

vξ (ξ ) =
(L − ξ )2(4L − ξ )ξ3

12EIL3
, (10.4.22)

θξ (ξ ) = vξ(ξ ) =
(L − ξ )(2L2 − 4Lξ + ξ2)ξ2

4EIL3
, (10.4.23)

Mξ (ξ ) = ΕΙvξ (ξ ) = − (3L
2 − 4Lξ + ξ2)ξ2

2L3
. (10.4.24)

Αντίθετα, όπως ήδη αναφέραμε, η τέμνουσα δύναμη Qξ (x) παίρνει δύο διαφο-
ρετικές τιμές αριστερά και δεξιά από το σημείο x = ξ εφαρμογής του μοναδιαίου
συγκεντρωμένου φορτίου P = 1. Στην περίπτωση αυτή έχουμε αριστερά και δεξιά

Qξ (ξ −) = ΕΙvξ (ξ −) = −1+
(3L − ξ )ξ2

2L3
, Qξ (ξ +) = ΕΙvξ (ξ +) =

(3L − ξ )ξ2

2L3
. (10.4.25)

Προφανώς η διαφορά αυτών των δύο τιμών είναιQξ (ξ +) −Qξ (ξ −) = 1 κι αυτό είναι
απόλυτα εύλογο για την τέμνουσα δύναμη, μια που στο σημείο x = ξ ασκείται το
μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο P = 1, εδώ για τον υπολογισμό της συναρτήσεως
Green vξ (x) ≡ G(x, ξ ) της παρούσας δοκού με πάκτωση–κύλιση στα δυο άκρα της.

Σημειώνουμε τέλος ότι όπως και στο καλώδιο έτσι και εδώ η συνάρτηση Green
vξ (x) ≡ G(x, ξ ) που προσδιορίστηκε στις σχέσεις (10.4.21) είναι συμμετρική ως προς
τις δύο μεταβλητές της x και ξ. Δηλαδή ισχύει και εδώ η σχέση συμμετρίας (10.3.32)
συγκεκριμένα η σχέση G(x, ξ ) = G(ξ, x). Αυτή είναι βέβαια και εδώ συνέπεια της
αρχής της αμοιβαιότητας των μετατοπίσεων του Maxwell ή των Betti–Maxwell στη
Μηχανική τωνΥλικών.Καιφυσικάη σχετικήαπόδειξη, δηλαδήότιG(x, ξ ) = G(ξ, x),
είναι πάρα πολύ εύκολο να γίνει και εδώ στη δοκό με βάση τις σχέσεις (10.4.21) για
τη συνάρτηση Green vξ (x) ≡ G(x, ξ ). Σχεδόν με το μάτι φαίνεται αυτή η συμμετρία!

. Άσκηση
Ενότητα Ε10.4t Άσκηση E10.5 z Αμφιέρειστη δοκός

Θεωρούμε τώρα αμφιέρειστη δοκό αντί για δοκό με πάκτωση–κύλιση στα άκρα της.
Εδώ ζητούνται: (α) Η εύρεση της σχετικής συναρτήσεως Green vξ (x) ≡ G(x, ξ ) με
τους υπολογισμούς να γίνουν και εδώ ανάλογα με τους πιο πάνω υπολογισμούς
ξανά με χρήση της μεθόδου του μετασχηματισμού Laplace. Υπόδειξη: Το μόνο που
αλλάζει εδώ είναι μία συνοριακή συνθήκη στο αριστερό άκρο της δοκού, όπου τώρα
έχουμε άρθρωση αντί για πάκτωση πριν. (β) Για τη συνάρτηση Green που βρέθηκε
να ελεγχθεί εάν είναι ή δεν είναι συμμετρική ως προς τις δύο μεταβλητές της x και ξ.

ë Απαντήσεις: (α) Τώρα vξ (x) ≡ G(x, ξ ) = x(L − ξ )[ξ(2L − ξ ) − x2]
6EIL

, εάν 0 ≤ x ≤ ξ,

και vξ (x) ≡ G(x, ξ ) = ξ(L − x)[x(2L − x) − ξ2]
6EIL

, εάν ξ ≤ x ≤ L. (β) Είναι συμμετρική.s
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Ε10.5
Ε10.5. ΜΕΤΑΦΟΡΑ ΡΥΠΟΥ ΜΕ ΔΙΑΧΥΣΗ

Ε10.5.1
Ε10.5.1. Εισαγωγή

Σε αυτήν την ενότητα θα αναφερθούμε σε μια διαφορετική δυνατότητα που δεν
αφορά άμεσα στη συνηθισμένη συνάρτηση Green, αλλά που σχετίζεται αρκετά με
αυτήν. Συγκεκριμένα θα αναφερθούμε στην περίπτωση όπου η συνάρτηση δέλτα
τουDirac που είχαμε στη μη ομογενή διαφορική εξίσωση (10.1.12) για τη συνάρτηση
Green G(x, ξ ) του Ορισμού Ε10.1 παρουσιάζεται στην αρχική συνθήκη της διαφο-
ρικής εξισώσεως. Αυτή η συνθήκη είναι που εμφανίζει τώρα τη σχετική ιδιομορφία
και όχι η ίδια η διαφορική εξίσωση, που είναι τώρα ομογενής. Εδώ ασφαλώς δεν
πρόκειται ακριβώς για μια συνάρτηση Green. Πρόκειται όμως για μια πολύ συγ-
γενή περίπτωση και αυτό θα γίνει πολύ πιο σαφές στην τελευταία Ενότητα Ε10.6.

Ε10.5.2
Ε10.5.2. Το γενικό πρόβλημα αρχικής τιμής

Εδώ θεωρούμε καταρχήν το μονοδιάστατο πρόβλημα της μεταφοράς ρύπου με
διάχυσή του μέσα σε ένα άπειρο υδατόρρευμα με −∞ < x < ∞ και για χρονικές
στιγμές t ≥ 0. Τότε, όπως ήδη γνωρίζουμε, για την άγνωστη συγκέντρωση c = c(x, t)
του ρύπου ισχύει η ομογενής μονοδιάστατη διαφορική εξίσωση της διαχύσεως

𝜕c
𝜕t = D

𝜕2c
𝜕x2 με c = c(x, t), −∞ < x < ∞, t ≥ 0 (10.5.1)

και D το συντελεστή μοριακής διαχύσεως του ρύπου. Εδώ με −∞ < x < ∞ δεν
έχουμε βέβαια συγκεκριμένες συνοριακές συνθήκες, αλλ’ έχουμε μια συγκεκριμένη
κι εδώ μη ομογενή αρχική συνθήκη: την αρχική (για t = 0) συγκέντρωση του ρύπου

c(x, 0) = c0(x). (10.5.2)

Με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Fourier ως προς τη θέση x λύσαμε αυτό το
πρόβλημα, το πρόβλημα της διαχύσεως ρύπου σε υδατόρρευμα, στηνΕνότηταΒ11.2
των Εφαρμοσμένων Μαθηματικών ΙΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς. Εκεί βρήκαμε μάλι-
στα το σχετικό αποτέλεσμα (11.2.20), που είναι το εξής (εδώ με c0(ξ ) αντί για f (ξ )):

c(x, t) = 1
2√πDt

∞

−∞
c0(ξ )e−(x−ξ )

2/(4Dt) dξ. (10.5.3)

Με βάση τον πυρήνα αυτού του ολοκληρωτικού τύπου ορίζουμε εδώ τη συνάρτηση

G∗(x, t, ξ ) ∶= 1
2√πDt

e−(x−ξ )
2/(4Dt). (10.5.4)

Παρατηρούμε τώρα ότι μπορούμε να γράψουμε την παραπάνω λύση c(x, t) αυτού
του προβλήματος μεταφοράς ρύπου μόνο με διάχυση στην πιο σύντομη μορφή του

c(x, t) =
∞

−∞
G∗(x, t, ξ )c0(ξ )dξ. (10.5.5)

Και ασφαλώς αυτή η μορφή της λύσεώς μας μοιάζει πολύ με τη μορφή (10.1.11)
της λύσεως του αντίστοιχου προβλήματος του Ορισμού Ε10.1 της Ενότητας Ε10.1
για τη συνάρτηση Green. Επομένως μερικές φορές χαρακτηρίζουμε αυτήν τη συ-
νάρτηση G∗(x, t, ξ ) σαν συνάρτηση Green, παρόλο που δεν είναι συνάρτηση Green
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σύμφωνα με τον Ορισμό Ε10.1 της συναρτήσεως Green. Η συνάρτηση Green ανα-
φέρεται (ρητά στον ορισμό της) σε μη ομογενή διαφορική εξίσωση και σε ομογενείς
συνθήκες, ενώ εδώ ισχύουν ακριβώς τα αντίθετα: έχουμε ομογενή διαφορική εξί-
σωση, την εξίσωση (10.5.1), και μη ομογενή συνθήκη, την αρχική συνθήκη (10.5.2).
Στο θέμα αυτό θα αναφερθούμε εκτενέστερα στην επόμενη Ενότητα Ε10.6. Εκεί θα
εξηγήσουμε λεπτομερώς τη σχέση αυτής της συναρτήσεως G∗(x, t, ξ ) με τη συνάρ-
τηση Green G(x, t, ξ, τ) της μη ομογενούς μονοδιάστατης εξισώσεως της διαχύσεως.

Ε10.5.3
Ε10.5.3. Επίλυση του προβλήματος με συνάρτηση δέλτα σαν αρχική συνθήκη

Θα προσδιορίσουμε τώρα την πιο πάνω συνάρτηση cξ (x, t) ≡ G∗(x, t, ξ ) με βάση
την πολύ ειδική περίπτωση όπου έχουμε ιδιόμορφη αρχική συνθήκη της μορφής

cξ (x, 0) ≡ G∗(x, 0, ξ ) = δ(x − ξ ) (10.5.6)

αντί για τη γενική αρχική συνθήκη (10.5.2). Δηλαδή εδώ την αρχική μας χρονική
στιγμή t = 0 υποθέτουμε απλά μοναδιαία συγκεντρωμένη μάζα ρύπου στη θέση ξ
του υδατορρεύματος. Αυτό φαίνεται από τη συνάρτηση δ(x− ξ ) δεξιά σε αυτήν την
αρχική συνθήκη. Η διαφορική μας εξίσωση παραμένει ασφαλώς η μονοδιάστατη
εξίσωση της διαχύσεως (10.5.1). Εδώ πήραμε επιπλέον το θάρρος τη σχετική συνάρ-
τηση για τη μοναδιαία μάζα ρύπου m = 1 στη θέση ξ του υδατορρεύματος και την
αρχική χρονική στιγμή t = 0 να τη δηλώσουμε με cξ (x, t) και επίσης G∗(x, t, ξ ) ανά-
λογα με ό,τι είχαμε κάνει στις δύο προηγούμενες ενότητες για τα μοναδιαία φορτία
σε καλώδιο και σε δοκό αντίστοιχα. Αυτή είναι η μέσα σε εισαγωγικά “συνάρτηση
Green” στο παρόν πρόβλημα μεταφοράς ρύπου με διάχυσή του σε υδατόρρευμα.

Χρησιμοποιούμε και εδώ τη γνωστή μέθοδο του μετασχηματισμού Fourier ως
προς τη θέση x (με −∞ < x < ∞) στη διαφορική εξίσωση (10.5.1). Κι έτσι παίρνουμε

𝜕Cξ (ω, t)
𝜕t = −Dω2Cξ (ω, t) με Cξ (ω, t) = ℱ {cξ (x, t)}. (10.5.7)

Μετασχηματίσαμε έτσι τη διαφορική μας εξίσωση με μερικές παραγώγους (10.5.1)
σε μια συνήθη διαφορική εξίσωση. Η λύση της προκύπτει πολύ εύκολα και είναι

Cξ (ω, t) = A(ω)e−Dω2t (10.5.8)

με τη “σταθερά” τηςΑ(ω) μια άγνωστη προς το παρόν συνάρτηση της μεταβλητής ω
στον παρόντα μετασχηματισμό Fourier. Μετασχηματίζουμε επίσης κατά Fourier
και την αρχική συνθήκη (10.5.6). Επειδή μάλιστα ισχύει ότι

ℱ {δ(x − ξ )} =
∞

−∞
e− iωxδ(x − ξ )dx = e− iωξ, (10.5.9)

όπως γνωρίζουμε, η πιο πάνω αρχική συνθήκη cξ (x, 0) = δ(x − ξ ) παίρνει τη μορφή

Cξ (ω, 0) = e− iωξ. (10.5.10)

Από την πιο πάνω λύση (10.5.8) προκύπτει επίσης ότι Cξ (ω, 0) = Α(ω) και επομένως
Α(ω) = e− iωξ. Άρα η λύση μας Cξ (ω, t) στη σχέση (10.5.8) γράφεται τελικά στη μορφή

Cξ (ω, t) = e− iωξ e−Dω2t. (10.5.11)

Χρησιμοποιούμε τώρα και το γνωστό μας από το μετασχηματισμό Fourier τύπο

ℱ −1 e−Dω2t = 1
2√πDt

e−x2/(4Dt). (10.5.12)
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Αυτός είναι ο τύπος (11.2.18) της Ενότητας Β11.2 των ΕφαρμοσμένωνΜαθηματικών ΙΙΙ
για Πολιτικούς Μηχανικούς, όπου είχαμε επίσης αναφερθεί στη διάχυση ρύπου σε
υδατόρρευμα. Χρησιμοποιούμε ακόμη και την επίσης αρκετά γνωστή μας ιδιότητα
μεταθέσεως (εδώ κατά ξ ) του μετασχηματισμού Fourier (εδώ με F(ω) = ℱ { f (x)})

ℱ −1{e− iωξF(ω)}= 1
2π

∞

−∞
eiωx[e− iωξF(ω)]dω= 1

2π

∞

−∞
eiω(x−ξ )F(ω)dω= f (x − ξ ). (10.5.13)

Αυτήν ουσιαστικά την ιδιότητα την έχουμε ήδη συναντήσει στο Εδάφιο Α18.3.2 του
Κεφαλαίου Α18 στα ΕφαρμοσμέναΜαθηματικά ΙΙ για ΠολιτικούςΜηχανικούς. Αλλ’ εκεί
είχαμε μετάθεση στο χρόνο (κατά t0), ενώ εδώ έχουμε μετάθεση στη θέση (κατά ξ ).
Δηλαδή απλά εδώ έχουμε ξ αντί για t0 και x αντί για t. Αυτή είναι η διαφορά μας!

Τώρα με βάση τον τύπο αντιστροφής (10.5.12) και την ιδιότητα (10.5.13) στον
αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier η λύση μας (10.5.11) με αντιστροφή της κατά
Fourier μας δίνει

cξ (x, t) ≡ G∗(x, t, ξ ) = 1
2√πDt

e−(x−ξ )
2/(4Dt). (10.5.14)

Ε10.5.4
Ε10.5.4. Επίλυση του αρχικού προβλήματος και φυσική ερμηνεία της λύσεως

Προχωράμε τώρα στην επίλυση του αρχικού προβλήματος (10.5.1) και (10.5.2)
με τη χρήση της πιο πάνω συναρτήσεως cξ (x, t) ≡ G∗(x, t, ξ ), τώρα όμως με την πραγ-
ματική μας αρχική συνθήκη (10.5.2). Δηλαδή εδώ αντί για την αρχική μοναδιαία
μάζα ρύπουm = 1 στη θέση ξ, δηλαδή αντί για την αρχική συνθήκη (10.5.6), έχουμε
την πραγματική αρχική συνθήκη (10.5.2). Ε τότε πρέπει να ισχύει ο τύπος (10.5.5).
Τον επαναλαμβάνουμε

c(x, t) =
∞

−∞
G∗(x, t, ξ )c0(ξ )dξ. (10.5.15)

Ναι, πραγματικά! Και πρώτα–πρώτα, επειδή η συνάρτηση cξ (x, t) ≡ G∗(x, t, ξ )
επαληθεύει την ομογενή μονοδιάστατη εξίσωση της διαχύσεως (10.5.1) (έτσι την κα-
τασκευάσαμε!), το ίδιο θα συμβαίνει προφανώς και με αυτήν τη συνάρτηση c(x, t)
στον αμέσως παραπάνω ολοκληρωτικό τύπο (10.5.15). Για την επαλήθευση αυτού
του συμπεράσματός μας αρκεί να εκτελέσουμε τις σχετικές μερικές παραγωγίσεις
(ως προς τη θέση x και το χρόνο t). Εδώ υποθέτουμε πως μπορούμε να αλλάξουμε
τη σειρά των μερικών παραγωγίσεων και της ολοκληρώσεως μετά την παρατήρηση
ότι η μεταβλητή της ολοκληρώσεως ξ στον πιο πάνω ολοκληρωτικό τύπο (10.5.15)
είναι εντελώς διαφορετική από τις μεταβλητές των μερικών παραγωγίσεων x και t.

Δε μας αρκεί βέβαια η πλήρωση της διαφορικής εξισώσεως με μερικές παραγώ-
γους (10.5.1) για τη συγκέντρωση του ρύπου c(x, t) που έχουμε στη λύση (10.5.15).
Επιθυμούμε επίσης να ισχύει εδώ και η αρχική συνθήκη (10.5.2), δηλαδή να ισχύει
η πραγματική αρχική συνθήκη c(x, 0) = c0(x). Και πραγματικά συμβαίνει κι αυτό.
Συγκεκριμένα, θέτοντας t = 0 στη λύση μας c(x, t) στη σχέση (10.5.15), παίρνουμε

c(x, 0) =
∞

−∞
G∗(x, 0, ξ )c0(ξ )dξ =

∞

−∞
δ(x − ξ )c0(ξ )dξ = c0(x). (10.5.16)

Αυτό συμβαίνει εδώ, επειδή η συνάρτηση G∗(x, t, ξ ) κατασκευάσθηκε πιο πάνω έτσι
ώστε να πληροί την αρχική συνθήκη G∗(x, 0, ξ ) = δ(x − ξ ), τη συνθήκη (10.5.6), και
επιπλέον για τη συνάρτηση δέλτα του Dirac δ(x) ισχύει ο πάρα πολύ γνωστός τύπος

∞

−∞
δ(x − ξ ) f (ξ )dξ = f (x). (10.5.17)
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Αυτός είναι ο τύπος (10.1.17) της Παραγράφου Ε10.1.3 πιο πάνω, όπου είχαμε κάνει
μια σύντομη υπενθύμιση της συναρτήσεως δέλτα του Dirac. Επομένως με βάση το
αποτέλεσμα (10.5.16) ισχύει και η αρχική συνθήκη (10.5.2).

Βέβαια ο παρατηρητικός/η παρατηρητικήΠολιτικόςΜηχανικός σημειώνει από
φυσική άποψη ότι η αρχική συγκέντρωση (για t = 0) c0(x) του ρύπου στο υδατόρ-
ρευμα αποτελείται από άπειρες στοιχειώδεις μάζες ρύπου c0(ξ )dξ στις θέσεις ξ κατά
μήκος του υδατορρεύματος. Και αφού η μοναδιαία αρχική μάζα ρύπου m = 1 στη
θέση ξ στο υδατόρρευμαμας δίνει συγκέντρωση του ρύπουG∗(x, t, ξ ), όπως ήδη βρή-
καμε, η στοιχειώδης μη μοναδιαία μάζα ρύπου c0(ξ )dξ θα μας δίνει συγκέντρωση
του ρύπου [c0(ξ )dξ ]G∗(x, t, ξ ) = G∗(x, t, ξ )c0(ξ )dξ. Κατά συνέπεια όλες μαζί οι στοι-
χειώδεις μάζες ρύπου c0(ξ )dξ (επαναλαμβάνεται για t = 0) θα μας δίνουν συνολική
(με −∞ < ξ < ∞) συγκέντρωση του ρύπου ίση με το πιο πάνω ολοκλήρωμα (10.5.15).

Σημειώνουμε βέβαια ότι ασφαλώς αυτή η υπέρθεση (ή επαλληλία) λύσεων ισχύει
φυσικά εδώ που έχουμε γραμμικό πρόβλημα, δηλαδή έχουμε γραμμική διαφορική
εξίσωση με μερικές παραγώγους. Διαφορετικά, σε ένα μη γραμμικό πρόβλημα προ-
φανώς δε θα ίσχυε. Και έτσι ερμηνεύτηκε από φυσική άποψη η λύση (10.5.15) χωρίς
να έχουν απαιτηθεί ούτε μερικές παραγωγίσεις της για την επιβεβαίωση ότι ισχύει
η μονοδιάστατη διαφορική εξίσωση της διαχύσεως (10.5.1) ούτε χρήση της συναρ-
τήσεως δέλτα του Dirac για την επιβεβαίωση ότι ισχύει η αρχική συνθήκη (10.5.2).
Αυτά εξηγήθηκαν έτσι με ένα φυσικό (αλλά όχι και μαθηματικό!) τρόπο. Και εδώ
στο μάθημα των Εφαρμοσμένων Μαθηματικών εύλογα προηγήθηκε η μαθηματική
απόδειξη της ισχύος της λύσεως (10.5.15) από την παραπάνω φυσική ερμηνεία της.

. Άσκηση
Ενότητα Ε10.5t Άσκηση E10.6 z Μεταφορά ρύπου με μεταγωγή και διάχυση

Στην άσκηση αυτή απλά θέλουμε να γενικεύσουμε τα προηγούμενα αποτελέσματα
στην περίπτωση όπου πέρα από τη διάχυση του ρύπου (με συντελεστή μοριακής
διαχύσεως D) μέσα στο υδατόρρευμα γίνεται επίσης μεταφορά του με μεταγωγή,
όπου η ταχύτητα του νερού είναι ίση με V. Επιπλέον θεωρούμε ότι ο ρύπος υφίστα-
ται και αποδόμηση πρώτης τάξεως με σταθερά του ρυθμού αποδομήσεως k. Τώρα
βέβαια αντί για την ομογενή μονοδιάστατη εξίσωση της διαχύσεως (10.5.1) ισχύει
η γνωστή επίσης ομογενής γενικότερη διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους

𝜕c
𝜕t = D

𝜕2c
𝜕x2 − V

𝜕c
𝜕x − kc με c = c(x, t), −∞ < x < ∞ και t ≥ 0. (10.5.18)

Ζητούνται: (α)Με χρήση της μεθόδου του μετασχηματισμού Fourier και εντελώς
ανάλογα με την προηγούμενη διαδικασία να αποδειχθεί ότι στην ειδική περίπτωση
που c(x, 0) = cξ (x, 0) = δ(x − ξ ) για το μετασχηματισμό Fourier Cξ (ω, t) = ℱ {cξ (x, t)}
της συγκεντρώσεως cξ (x, t) του ρύπου σε αυτήν την ειδική περίπτωση ισχύει η σχέση

Cξ (ω, t) = e−iωξ e−(Dω2+iVω+k)t = e−kte−iω(ξ+Vt)e−Dω2t. (10.5.19)

(β) Αντιστρέφοντας τώρα κατά Fourier, να αποδειχθεί ότι εδώ ισχύει η σχέση

cξ (x, t) ≡ G∗(x, t, ξ ) = e−kt

2√πDt
e−(x−ξ−Vt)

2/(4Dt). (10.5.20)

(γ) Στη συνέχεια στη γενική περίπτωση όπου ισχύει η αρχική συνθήκη c(x, 0) = c0(x)
να διαπιστωθεί ανάλογα με πριν πως η συγκέντρωση του ρύπου c(x, t) δίνεται από
τον τύπο (10.5.15) φυσικά τώρα με την παρούσα συνάρτηση cξ (x, t) ≡ G∗(x, t, ξ ). s
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Ε10.6
Ε10.6. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ GREEN ΣΕ ΠΑΝΩ ΑΠΟ ΜΙΑ ΔΙΑΣΤΑΣΕΙΣ

Ε10.6.1
Ε10.6.1. Εισαγωγή στις συναρτήσεις Green σε πάνω από μία διαστάσεις

Μέχρι τώρα αναφερθήκαμε σε συναρτήσεις Green στη μία διάσταση: είτε στη
θέση x είτε στο χρόνο t. Εντούτοις τα σχετικά αποτελέσματά μας είναι άμεσα γε-
νικεύσιμα και σε περισσότερες από μία διαστάσεις, π.χ. στις δύο διαστάσεις (x, y)
στο επίπεδο και στις τρεις διαστάσεις (x, y, z) στο χώρο. Ανάλογες γενικεύσεις γί-
νονται και σε χώρο και χρόνο ταυτόχρονα, π.χ. στη μία διάσταση στο χώρο x και
ταυτόχρονα στο χρόνο t, δηλαδή ουσιαστικά στις δύο διαστάσεις (x, t). Επίσης ταυ-
τόχρονα στις δύο διαστάσεις στο χώρο (x, y) και στο χρόνο t, δηλαδή ουσιαστικά
στις τρεις διαστάσεις (x, y, t). Και ανάλογα και στις τέσσερις διαστάσεις (x, y, z, t):
τρεις στο χώρο (x, y, z) και μία στο χρόνο t. Δεν αποκλείεται και αυτό.

Τα ίδια περίπου με την Ενότητα Ε1.1 ισχύουν φυσικά κι εδώ. Αλλά εδώ βέβαια
για μη ομογενείς γραμμικές διαφορικές εξισώσεις με μερικές παραγώγους μαζί με
τις σχετικές ομογενείς γραμμικές αρχικές ή συνοριακές συνθήκες που ισχύουν. Στην
ΕνότηταΕ1.1. αναπτύξαμε τη λογική για την ίδια τη συνάρτησηGreen ναμπορούμε
να θεωρούμε στο δεξιό μέλος της αρχικής μη ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξι-
σώσεως συγκεντρωμένη συνάρτηση εξαναγκασμού (φόρτιση, πηγή, κλπ.) δ(x − ξ )
αντί για την αρχική συνάρτηση f(x). Αυτή είναι η ιδέα της συναρτήσεωςGreen! Έτσι
εδώ με τη συνάρτηση Green η λύση του αρχικού μη ομογενούς γραμμικού προβλή-
ματος θα εκφράζεται με τη χρήση ολοκληρώματος στις δύο ή και σε περισσότερες
διαστάσεις. Επίσης και η συνάρτηση Green θα μπορεί να υπολογίζεται εδώ με δε-
ξιό μέλος τη συνάρτηση δέλτα του Dirac στις δύο ή και σε περισσότερες διαστάσεις.
Αυτή η συνάρτηση δέλτα του Dirac θα είναι απλά το γινόμενο των αντίστοιχων
μονοδιάστατων συναρτήσεων δέλτα του Dirac.

Ας υποθέσουμε ότι βρισκόμαστε στις δύο διαστάσεις (x, y). Τότε η αρχική μας μη
ομογενής γραμμική συνήθης διαφορική εξίσωση (10.1.1) ή (10.1.2) της μορφής

𝒜 (D )y(x) = f(x) με D ∶= d
dx

(10.6.1)

παίρνει εδώ τη γενικευμένη στις δύο διαστάσεις (x, y) μορφή της

𝒜 (Dx,Dy)u(x, y) = f(x, y) με Dx ∶=
d
dx

και Dy ∶=
d
dy

. (10.6.2)

Δηλαδή εδώ απλά έχουμε μερικές παραγώγους και δηλώνουμε τους δύο σχετικούς
διαφορικούς τελεστές με Dx (για τη μερική παραγώγιση ως προς x) και Dy (για
τη μερική παραγώγιση ως προς y) αντί για συνήθεις παραγώγους που είχαμε στην
εξίσωση (10.6.1). Εκεί δηλώσαμε το σχετικό διαφορικό τελεστή απλά με D. Ανάλογα
στις τρεις διαστάσεις θα έχουμε τους τρεις σχετικούς διαφορικούς τελεστές Dx, Dy
και D z (ή με κάποιες άλλες ανεξάρτητες μεταβλητές αντί για τις x, y και z).

Πάμε τώρα και στον ολοκληρωτικό τύπο (10.1.11) του Ορισμού Ε10.1 πάλι στην
Ενότητα Ε10.1. Αυτός δίνει τη λύση yp(x) του προβλήματος αρχικών ή/και συνο-
ριακών τιμών που έχουμε με χρήση της συναρτήσεως Green G(x, ξ ) που υποτίθεται
ότι έχουμε ήδη βρει. Τον υπενθυμίζουμε κι αυτόν τον τόσο σημαντικό τύπο (10.1.11)

yp(x) =
b

a
G(x, ξ ) f(ξ )dξ. (10.6.3)
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Είναι προφανές ότι στις δύο διαστάσεις (x, y) ο αντίστοιχος τύπος με την αντίστοιχη
συνάρτηση Green G(x, y, ξ, η) θα έχει διπλό ολοκλήρωμα (στη διδιάστατη τώρα πε-
ριοχή D) αντί για απλό ολοκλήρωμα (στο διάστημα [a, b]) και θα είναι της μορφής

up(x, y) =
D
G(x, y, ξ, η) f(ξ, η)dξdη. (10.6.4)

Σημειώνεται βέβαια ότι η συγκεντρωμένη φόρτιση, πηγή, κλπ. βρίσκεται τώρα στο
σημείο (ξ, η) της διδιάστατης περιοχής μας D, ενώ ο υπολογισμός της άγνωστης
(και τώρα πια γνωστής) συναρτήσεως up(x, y) γίνεται στο σημείο (x, y) της ίδιας πε-
ριοχής D. Λογικά είναι αυτά. Και ανάλογα βέβαια μπορούμε να προχωρήσουμε
και στις τρεις διαστάσεις (x, y, z) εκεί φυσικά με τριπλό ολοκλήρωμα στη σχετική
τριδιάστατη περιοχή V.

Ωραία! Και τώρα για την ίδια τη συνάρτηση Green με βάση και τη φυσική ση-
μασία της σαν απόκρισης σε συγκεντρωμένη συνάρτηση εξαναγκασμού (φόρτιση,
πηγή, κλπ.) πολύ συχνά, όπως είδαμε, την υπολογίζουμε με την επίλυση της μη
ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξισώσεως (10.1.18) της Ενότητας Ε10.1, δηλαδή
της εξισώσεως

𝒜 (D )G(x, ξ ) = δ(x − ξ ) (10.6.5)

με τη συνάρτηση δέλτα του Dirac δεξιά. Αυτή αντικαθιστά την αρχική μας διαφο-
ρική εξίσωση (10.6.1): απλά δεξιά με δ(x−ξ )αντί για f(x). (Και δε λησμονούμε βέβαια
τις ομογενείς γραμμικές αρχικές ή συνοριακές συνθήκες που ισχύουν στο πρόβλημα
αρχικών τιμών ή συνοριακών τιμών που έχουμε να λύσουμε.)

Τώρα στις δύο διαστάσεις (x, y) για τον προσδιορισμό της συναρτήσεως Green
G(x, y, ξ , η) θα έχουμε την αντίστοιχη διαφορική εξίσωση (10.6.2), αλλά πάλι με τη
συνάρτηση δέλτα του Dirac δεξιά. Εννοείται τώρα με τη διδιάστατη συνάρτηση
δέλτα του Dirac δ(x − ξ, y − η). Και αυτή διαπιστώνεται εύκολα ότι είναι απλά το
γινόμενο των αντίστοιχων μονοδιάστατων συναρτήσεων δέλτα του Dirac. Δηλαδή
εδώ στις δύο διαστάσεις (x, y) ισχύει

δ(x − ξ, y − η) = δ(x − ξ )δ(y − η). (10.6.6)

Κατά συνέπεια η μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώ-
γους στις δύο διαστάσεις (x, y) για τον προσδιορισμό της συναρτήσεως Green (εδώ
στις δύο διαστάσεις) που αντικαθιστά την αντίστοιχη μη ομογενή γραμμική συ-
νήθη διαφορική εξίσωση (10.6.5) και βασίζεται στην αντίστοιχη διαφορική εξίσωση
με μερικές παραγώγους (10.6.2) θα έχει τη μορφή

𝒜 (Dx,Dy)G(x, y, ξ, η) = δ(x − ξ )δ(y − η). (10.6.7)

Και ανάλογα στις τρεις διαστάσεις (x, y, z) θα ισχύει η διαφορική εξίσωση

𝒜 (Dx,Dy,D z)u(x, y, z) = f(x, y, z) με Dx ∶=
d
dx

, Dy ∶=
d
dy

και D z ∶=
d
dz
, (10.6.8)

που είναι μια διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους, αντί για τη συνήθη δια-
φορική εξίσωση (10.6.2) στις δύο διαστάσεις (x, y). Ακόμη τώρα θα έχουμε τον τύπο

up(x, y, z) =
V
G(x, y, z, ξ, η, ζ ) f(ξ, η, ζ )dξdηdζ (10.6.9)

αντί για τον τύπο (10.6.4) στις δύο διαστάσεις (x, y). Επίσης θα έχουμε τον τύπο

δ(x − ξ, y − η, z − ζ ) = δ(x − ξ )δ(y − η)δ(z − ζ ) (10.6.10)
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αντί για τον τύπο (10.6.6) στις δύο διαστάσεις (x, y). Τέλος θα ισχύει ο τύπος

𝒜 (Dx,Dy,D z)G(x, y, z, ξ, η, ζ ) = δ(x − ξ )δ(y − η)δ(z − ζ ) (10.6.11)

αντί για τον τύπο (10.6.7) στις δύο διαστάσεις (x, y).
Εννοείται βέβαια ότι κάποια από τις ανεξάρτητες μεταβλητές (x, y) στις δύο δια-

στάσεις ή (x, y, z) στις τρεις διαστάσεις μπορεί να είναι ο χρόνος t. Ή μπορεί ακόμη
να έχουμε ταυτόχρονα και τις τέσσερις μεταβλητές (x, y, z, t), δηλαδή τριδιάστατο
χώρο και επιπλέον και χρονική εξάρτηση της άγνωστης συναρτήσεως u(x, y, z, t) και
της αντίστοιχης συναρτήσεως Green G(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ). Ε τότε θα πρέπει ασφαλώς
να κάνουμε ολοκλήρωση στις τέσσερις διαστάσεις (x, y, z, t).

Ε10.6.2
Ε10.6.2. Εφαρμογή στο πρόβλημα της ορθογωνικής πλάκας

Σαν μια απλή εφαρμογή των συναρτήσεων Green σε πάνω από μία διαστάσεις
απλά θα αναφέρουμε εδώ το ήδη πολύ γνωστό μας πρόβλημα της ορθογωνικής
πλάκας P = [0, a]×[0, b] στις δύο διαστάσεις (x, y) από ισότροπο γραμμικά ελαστικό
υλικό. Η πλάκα έχει δυσκαμψία D = Εh3/[12(1 − ν2)] με h το πάχος της, E το μέτρο
ελαστικότητας του υλικού της και ν το λόγο του Poisson του υλικού της. Επιπλέον
έχει απλή στήριξη (έδραση) σε όλο το σύνορό της C, δηλαδή στην περίμετρο του
ορθογωνίου P = [0, a]×[0, b]. Τέλος η κατανεμημένη κάθετη φόρτισή της είναι p(x, y)
(π.χ. σε kΝ/m2 ή kPa).

Το πρόβλημα αυτής της πλάκας P (επαναλαμβάνεται με έδραση, όχι πάκτωση
στο σύνορό της C) το μελετήσαμε με τη μέθοδο τουNavier (1820) στην Ενότητα Β7.1
του Κεφαλαίου Β7 του Μέρους Β: Διαφορικές Εξισώσεις με Μερικές Παραγώγους για
Πολιτικούς Μηχανικούς. Η μέθοδος αυτή βασίζεται στη χρήση διπλών ημιτονικών
σειρών Fourier αρχικά για την κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x, y) της πλάκας P.
Η λύση της σχετικής διαφορικής εξισώσεως τετάρτης τάξεως με μερικές παραγώ-
γους, εξίσωση (7.1.2) της Ενότητας Β.7.1, συγκεκριμένα

𝜕4w
𝜕x4 + 2

𝜕4w
𝜕x2𝜕y2 +

𝜕4w
𝜕y4 =

p(x, y)
D

με w = w(x, y) και (x, y) ∈ P (10.6.12)

και με άγνωστη συνάρτηση το βέλος κάμψεως w(x, y) της πλάκας προσδιορίσθηκε
κι αυτή στη μορφή διπλής ημιτονικής σειράς Fourier στην ίδια Ενότητα Β7.1.

Στη συνέχεια στην Παράγραφο Γ3.5.3 της Ενότητας Γ3.5 τουΜέρους Γ:Ολοκλη-
ρωτικές Εξισώσεις για Πολιτικούς Μηχανικούς προσδιορίσαμε τη σχετική συνάρτηση
επιρροής που συμπίπτει απόλυτα με τη συνάρτηση Green G(x, y, ξ, η) σ’ αυτήν την
πλάκα με απλή στήριξη (με έδραση) στο σύνορό της. Συγκεκριμένα εκεί η φόρτιση
ήταν ένα μοναδιαίο συγκεντρωμένο φορτίο στη θέση (ξ, η), δηλαδή ακριβώς της
παραπάνω μορφής (10.6.6): σχέση (3.5.30) στην Παράγραφο Γ3.5.3, συγκεκριμένα

p(x, y) = δ(x − ξ )δ(y − η). (10.6.13)

Έχουμε λοιπόν ήδη λύσει τη σχετική διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους
(10.6.7), δηλαδή στο πρόβλημά μας την εξίσωση (10.6.12) με τη φόρτιση (10.6.13) και
φυσικά, επαναλαμβάνουμε, με απλή στήριξη (με έδραση) στο σύνορο της πλάκας.
Το τελικό αποτέλεσμα που βρήκαμε εκεί και το επαναλαμβάνουμε κι εδώ (βέβαια
συνεχώς με τη χρήση διπλών ημιτονικών σειρών Fourier) είναι η συνάρτηση Green
του προβλήματός μας. Αυτήν την επαναλαμβάνουμε κι εδώ από τον τύπο (3.5.38)
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της Παραγράφου Γ3.5.3

G(x, y, ξ, η) = 4
π4abD

∞


m=1

∞


n=1

sin
mπx
a

sin
nπy
b

sin
mπξ
a

sin
nπη
b


m
a

2
+ n

b

2


2 . (10.6.14)

Φυσικά εδώ (x, y) ∈ P και (ξ, η) ∈ P. Δηλαδή και τα δύο αυτά σημεία (υπολογισμού
του βέλους κάμψεως και φορτίσεως αντίστοιχα) βρίσκονται πάνω στην πλάκα P.

Τώρα με βάση αυτήν τη συνάρτησηGreen, που την επαναλάβαμε κι εδώ, η λύση
του παρόντος προβλήματος συνοριακών τιμών, δηλαδή εδώ του προβλήματος της
ορθογωνικής πλάκας P με απλή στήριξη (έδραση) στο σύνορό της C, θα είναι της
μορφής (10.6.4). Συγκεκριμένα εδώ με το συμβολισμό που υιοθετήσαμε θα έχουμε

w(x, y) =
P
G(x, y, ξ, η)p(ξ, η)dξdη με (x, y) ∈ P. (10.6.15)

Πρόκειται για τον τύπο (3.5.40) της Παραγράφου Γ3.5.3. Προφανώς με χρήση της
συναρτήσεως Green (10.6.14) μπορούμε να υπολογίζουμε το βέλος κάμψεως w(x, y)
της πλάκας σε κάθε σημείο της (x, y) και μάλιστα για κάθε κάθετη κατανεμημένη
φόρτιση p(x, y) της πλάκας. Και ασφαλώς διαπιστώνουμε αμέσως ότι η συνάρτηση
Green (10.6.14) μηδενίζεται στο σύνορο C της παρούσας ορθογωνικής πλάκας P.
Και η σχετική κάθετη στο σύνορο καμπτική ροπή μηδενίζεται και αυτή στο ίδιο
σύνορο, αφού έχουμε απλή στήριξη (έδραση) της πλάκας. Όχι όμως και η κλίση της
(εννοείται κάθετα στο σύνορο C της πλάκας), αφού δεν έχουμε πακτωμένη πλάκα.

Είναι λοιπόν πάρα πολύ χρήσιμη η συνάρτηση Green και στο παρόν πρόβλημα
πλάκας. Και μάλιστα έχουμε ήδη διαπιστώσει και το διαπιστώνουμε ξανά από τον
τύπο (10.6.14) ότι η συνάρτηση Green G(x, y, ξ, η) είναι μια συμμετρική συνάρτηση.
Συγκεκριμένα, αν εναλλαγούν το σημείο (ξ, η) της συγκεντρωμένης φορτίσεως στην
πλάκα και το σημείο (x, y) του υπολογισμού του βέλους κάμψεωςw(x, y) της πλάκας,
δε μεταβάλλεται η παρούσα συνάρτηση Green G(x, y, ξ, η). Δηλαδή ισχύει η σχέση

G(x, y, ξ, η) = G(ξ, η, x, y). (10.6.16)

Αυτή είναι η σχέση (3.5.39) της Παραγράφου Γ3.5.3. Και αυτήν τη σχέση συμμε-
τρίας τη διαπιστώνουμε άμεσα, κυριολεκτικά άμεσα εναλλάσσοντας τα σύμβολα x
και ξ, επίσης τα σύμβολα y και η στον τύπο (10.6.14) για την παρούσα συνάρτηση
Green. Τόσο απλά εδώ! Αυτά από τη μαθηματική όψη του θέματος. Από τη φυσική
του όψη, την όψη του ΠολιτικούΜηχανικού πρόκειται για την αρχή της αμοιβαιό-
τητας του Maxwell ή των Betti–Maxwell, κάτι που ήδη το αναφέραμε στην Παρά-
γραφο Γ3.5.3. Την αρχή της αμοιβαιότητας του Maxwell ή των Betti–Maxwell την
είχαμε δει βέβαια και στο καλώδιο στην Ενότητα Ε10.3 όπως και στη δοκό στην
Ενότητα Ε10.4 για τις σχετικές συναρτήσεις Green. Όχι όμως και στις Ταλαντώσεις
στην Ενότητα Ε10.2. Φυσικά δεν ισχύει στις Ταλαντώσεις αυτή η αρχή.

. Άσκηση
Ενότητα Ε10.6t Άσκηση E10.7 z Ορθογωνική πλάκα σε ελαστική βάση

Πιο πάνω αναφέραμε σύντομα τα αποτελέσματα της Ενότητας Β7.1 του Μέρους Β
και κυρίως της Παραγράφου Γ3.5.3 του Μέρους Γ για την ορθογωνική πλάκα P
με απλή στήριξη (έδραση) στο σύνορό της C όσον αφορά στη σχετική συνάρτηση
Green G(x, y, ξ, η) στον τύπο (10.6.14). Εδώ ζητείται η αντίστοιχη συνάρτηση Green
για πλάκα P σε ελαστική βάση πάλι με απλή στήριξη στο σύνορό της. Υπόδειξη: Να
χρησιμοποιηθεί η Παράγραφος Β7.1.6 του Κεφαλαίου Β7 του Μέρους Α. s
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Ε10.6.3
Ε10.6.3. Εφαρμογή στη μη ομογενή διδιάστατη εξίσωση της διαχύσεως

Σαν δεύτερη εφαρμογή των συναρτήσεων Green σε πάνω από μία διαστάσεις
θεωρούμε εδώ τημηομογενή διδιάστατη εξίσωση της διαχύσεως.Αυτή έχει τη μορφή

𝜕u
𝜕t = D

⎛
⎜
⎝

𝜕2u
𝜕x2 +

𝜕2u
𝜕y2

⎞
⎟
⎠
+ f (x, y, t) με u = u(x, y, t) (10.6.17)

και αποτελεί γενίκευση στις δύο διαστάσεις της ομογενούς μονοδιάσταστης εξισώ-
σεως της διαχύσεως (10.5.1). Εδώ βέβαια πέρα από τις δύο διαστάσεις x και y (αντί
μόνο x στην εξίσωση (10.5.1)) υπάρχει και ο όρος f (x, y, t) στο δεξιό μέλος, που κάνει
την παρούσα διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους μη ομογενή. Επίσης για
λόγους γενικότητας για την άγνωστη συνάρτηση χρησιμοποιήθηκε το σύμβολο u,
όπως συμβαίνει συνήθως στην εξίσωση της διαχύσεως, αντί για το σύμβολο c στην
εξίσωση (10.5.1), που χρησιμοποιείται συνήθως για τη συγκέντρωση ρύπου.

Σε αυτήν την παράγραφο στόχο μας αποτελεί η εύρεση της σχετικής συναρτή-
σεως Green G(x, y, t, ξ, η, τ). Προφανώς εδώ που έχουμε τρεις ανεξάρτητες μεταβλη-
τές στη διαφορική εξίσωση (10.6.17) η συνάρτηση Green που θέλουμε να βρούμε θα
έχει έξι ανεξάρτητες μεταβλητές. Από αυτές οι τρεις πρώτες αναφέρονται στο ση-
μείο (στο χώρο και στο χρόνο) (x, y, t) όπου θέλουμε να υπολογίσουμε την άγνωστη
συνάρτηση u(x, y, t), ενώ οι άλλες τρεις (και αντίστοιχές τους βέβαια) (ξ, η, τ) ανα-
φέρονται στο ιδιόμορφο σημείο (ξανά στο χώρο και στο χρονο) όπου έχουμε την
ιδιομορφία (την “πηγή”) στο μη ομογενή όρο της παρούσας διδιάστατης εξισώσεως
της διαχύσεως (10.6.17). Πιο συγκεκριμένα εδώ η συνάρτηση Green G(x, y, t, ξ, η, τ)
που θέλουμε να προσδιορίσουμε και που για διευκόλυνσή μας τη δηλώνουμε εδώ
σαν uδ(x, y, t) ≡ G(x, y, t, ξ, η, τ) θα είναι λύση της διαφορικής εξισώσεως

𝜕uδ
𝜕t = D

⎛
⎜
⎝

𝜕2uδ
𝜕x2 +

𝜕2uδ
𝜕y2

⎞
⎟
⎠
+ δ(x − ξ )δ(y − η)δ(t − τ) με uδ = uδ(x, y, t) (10.6.18)

και, υπενθυμίζουμε, uδ(x, y, t) ≡ G(x, y, t, ξ, η, τ). Δηλαδή εδώ απλά συμβολίζουμε
τη συνάρτηση Green με uδ και δίνουμε έμφαση στις μεταβλητές x, y και t. Αυτή
η διαφορική εξίσωση είναι ασφαλώς της γενικής μορφής (10.6.11), εδώ όμως με t
αντί για z και με τ αντί για ζ, δηλαδή με χρόνο αντί για τρίτη διάσταση στο χώρο.

Τονίζουμε ότι στηνπαρούσα εφαρμογήαυτήν τη συνάρτησηGreen θα τηνπροσ-
διορίσουμε στην άπειρη χωρικά περιοχή −∞ < x < ∞ και −∞ < y < ∞, δηλαδή
σε ολόκληρο το επίπεδο Oxy και επομένως χωρίς καθόλου συνοριακές συνθήκες.
Επίσης χρονικά θα την προσδιορίσουμε για μη αρνητικές τιμές του χρόνου t, δη-
λαδή με t ≥ 0, θεωρώντας εδώ μηδενική αρχική συνθήκη, δηλαδή ότι uδ(x, y, 0) = 0.
Μια τέτοια συνάρτηση Green που αναφέρεται σε μια άπειρη περιοχή και δεν έχει
επομένως συνοριακές συνθήκες την καλούμε πάρα πολύ συχνά θεμελιώδη λύση.

Στην περίπτωσή μας μια πολύ κατάλληλη και πολύ συχνά χρησιμοποιούμενη
μέθοδος για τον προσδιορισμό της συναρτήσεως Green uδ(x, y, t) ≡ G(x, y, t, ξ, η, τ)
είναι η μέθοδος του μετασχηματισμού Fourier. Αυτήν μπορούμε να τη χρησιμοποι-
ήσουμε δύο φορές: και ως προς τη μεταβλητή x και ως προς τη μεταβλητή y. Έτσι θα
εξαλειφθούν οι μερικές παράγωγοι ως προς x και ως προς y και η πιο πάνω διαφο-
ρική εξίσωση με μερικές παραγώγους (10.6.18) θα μετατραπεί σε συνήθη διαφορική
εξίσωση, τώρα με ανεξάρτητη μεταβλητή το χρόνο t. Και αυτήν μπορούμε στη συνέ-
χεια να τη λύσουμε εύκολα με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace, όπως ήδη
κάναμε ως προς το χρόνο t στην Ενότητα Ε10.2 για τις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις
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με απόσβεση. Λοιπόν εδώ θα κάνουμε τρεις φορές μετασχηματισμό της διαφορικής
εξισώσεώς μας: δύο φορές μετασχηματισμό Fourier και μία φορά μετασχηματισμό
Laplace. Και έτσι θα καταλήξουμε σε μία γραμμική (πρώτου βαθμού) αλγεβρική
εξίσωση, που λύνεται βέβαια πάρα πολύ εύκολα. Και στη συνέχεια θα πρέπει όμως
να κάνουμε και τρεις αντίστοιχους αντίστροφους μετασχηματισμούς, έτσι ώστε να
επανέλθουμε στις αρχικές μας ανεξάρτητες μεταβλητές x, y και t. Ας εφαρμόσουμε
λοιπόν αναλυτικά αυτήν τη διαδικασία που μόλις περιγράψαμε προσδιορίζοντας
έτσι τελικά τη ζητούμενη συνάρτηση Green uδ(x, y, t) ≡ G(x, y, t, ξ, η, τ) στο παρόν
πρόβλημα διδιάστατης διαχύσεως.

Ξεκινάμε με μετασχηματισμό Fourier της διαφορικής εξισώσεώς μας (10.6.18) ως
προς τη χωρική μεταβλητή x. Θυμόμαστε βέβαια τους δύο παραπλήσιους μετασχη-
ματισμούς Fourier (10.5.9) και Laplace (10.1.43)

ℱ {δ(x − ξ )} = e− iωξ και ℒ {δ(x − ξ )} = e−ξs (10.6.19)

για τη μετατοπισμένη συνάρτηση δ(x − ξ ) του Dirac όπως και τις γνωστές ιδιότητες
για τους μετασχηματισμούς Fourier και Laplace που αφορούν στις παραγώγους
συναρτήσεων. Έτσι από τη διαφορική εξίσωση (10.6.18) προκύπτει εύκολα ότι

𝜕Ux(ωx, y, t)
𝜕t = D

⎛
⎜
⎝
−ω2xUx(ωx , y, t) +

𝜕2Ux(ωx , y, t)
𝜕y2

⎞
⎟
⎠
+ e−iωxξδ(y − η)δ(t − τ) (10.6.20)

με
Ux(ωx , y, t) ∶= ℱx{uδ(x, y, t)}. (10.6.21)

Δηλαδή εδώ στη μεταβλητή x αντιστοιχίσαμε μετά από το σχετικό μετασχηματισμό
Fourierℱx τη μεταβλητή ωx και όχι απλά τη μεταβλητή ω, όπως κάνουμε συνήθως
στο μετασχηματισμό Fourier. Κι αυτό το κάναμε, επειδή σκοπεύουμε στη συνέχεια
να προχωρήσουμε και σε ένα δεύτερο μετασχηματισμό Fourier ℱy , τώρα όμως ως
προς τη δεύτερη χωρική μεταβλητή y.

Πολύ ωραία! Τώρα η νέα διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους (10.6.21)
έχει μονάχα δύο ανεξάρτητες μεταβλητές: τις y και t. Προχωράμε λοιπόν σε αυτήν
ξανά σε μετασχηματισμό Fourier, τώρα όμως ως προς την ανεξάρτητη μεταβλητή y
(αντί πριν τη x). Έτσι προκύπτει εύκολα ότι

𝜕Uxy(ωx ,ωy , t)
𝜕t = −D(ω2x + ω2y)Uxy(ωx ,ωy , t) + e−iωxξ e−iωyηδ(t − τ) (10.6.22)

με
Uxy(ωx ,ωy , t) ∶= ℱy{Ux(ωx , y, t)} = ℱyℱx{uδ(x, y, t)}. (10.6.23)

Φθάσαμε λοιπόν σε μία συνήθη διαφορική εξίσωση, στην εξίσωση (10.6.22), που
περιέχει όμως στο δεξιό μέλος της τη συνάρτηση δέλτα του Dirac δ(t − τ). Επομένως
για να τη λύσουμε θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace,
εδώ όμως με μηδενική αρχική συνθήκη, όπως προκύπτει εύκολα από το γεγονός ότι
δεχθήκαμε μηδενική αρχική συνθήκη στην αρχική μας διαφορική εξίσωση (10.6.18)
για τον προσδιορισμό της παρούσας συναρτήσεωςGreen uδ(x, y, t) ≡ G(x, y, t, ξ, η, τ).

Μετασχηματίζουμε λοιπόν κατάLaplace τη συνήθη διαφορική εξίσωση (10.6.22),
παίρνοντας όμως υπόψη το δεύτερο τύπο (10.6.19) (για μετασχηματισμό Laplace)
αντί για τον πρώτο (για μετασχηματισμό Fourier). Έτσι βρίσκουμε πολύ εύκολα ότι

sUxyt(ωx,ωy, s) = −D(ω2x + ω2y)Uxyt(ωx,ωy, s) + e−iωxξ e−iωyη e−τs (10.6.24)
με

Uxyt(ωx ,ωy , s) ∶= ℒtUxy(ωx,ωy, t)} = ℒt ℱy ℱx{uδ(x, y, t)} (10.6.25)
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λόγω και της σχέσεως (10.6.23). Και τώρα λύνουμε αμέσως αυτήν εδώ τη γραμμική
αλγεβρική εξίσωση (10.6.24) όπου καταλήξαμε (με κάποιο κόπο βέβαια) βρίσκο-
ντας ότι

Uxyt(ωx ,ωy , s) =
e−iωxξ e−iωyη e−τs

s +D(ω2x + ω2y)
= e−(iωxξ+iωyη+τs)

s +D(ω2x + ω2y)
. (10.6.26)

Τελειώσαμε λοιπόν με το πρόβλημά μας ως προς τους ευθείς μετασχηματισμούς
που κάναμε: δύο μετασχηματισμούς Fourier και ένα μετασχηματισμό Laplace, βρι-
σκόμαστε όμως στις βοηθητικές μεταβλητές ωx, ωy και s. Θα πρέπει τώρα να εργα-
σθούμε αντίστροφα κάνοντας έναν αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace και δύο
αντίστροφους μετασχηματισμούς Fourier. Μόνο έτσι θα επανέλθουμε στις αρχικές
μεταβλητές x, y και t, που αντιστοιχούν φυσικά στις ωx, ωy και s. Δεν είναι βέβαια
και ιδιαίτερα δύσκολη αυτή η δουλειά με τις τόσες γνώσεις που έχουμε ήδη αποκτή-
σει και στο μετασχηματισμό Laplace και στο μετασχηματισμό Fourier αλλά και στην
εξίσωση της διαχύσεως. Αυτήν τη συναντήσαμε κυρίως σε προβλήματα μεταφοράς
ρύπου στην ΠεριβαλλοντικήΜηχανική και στερεοποιήσεως στην Εδαφομηχανική.

Ξεκινάμε τώρα την αντίστροφη διαδικασία: τη διαδικασία των τριών αντιστρο-
φών που οφείλουμε να κάνουμε. Με βάση το γνωστό μας μετασχηματισμό Laplace
ℒ {eat} = 1/(s−a) της εκθετικής συναρτήσεως eat, αλλά και την πάραπολύ σημαντική
ιδιότητα (10.2.14) του μετασχηματισμού Laplace, αντιστρέφοντας κατά Laplace την
πιο πάνω σχέση (10.6.26), βρίσκουμε

Uxy(ωx ,ωy , t) = e−(iωxξ+iωyη)e−D(ω
2
x+ω2y)(t−τ)Η(t − τ) (10.6.27)

φυσικά με H(t) τη μοναδιαία βηματική συνάρτηση του Heaviside, εδώ όμως στη
θέση t−τ, δηλαδή μετατοπισμένη κατά τ. Εδώ πήραμε βέβαια επίσης υπόψη μας ότι
η ποσότητα e−(iωxξ+iωyη) είναι σταθερή σε αυτήν την αντιστροφή κατά Laplace, που
αφορά στο χρόνο t και στη βοηθητική μεταβλητή s του μετασχηματισμού Laplace
και όχι στη θέση x και y και στις αντίστοιχες βοηθητικές μεταβλητές ωx και ωy.

Θα κάνουμε τώρα αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier επιστρέφοντας από τη
μεταβλητή ωy στη μεταβλητή y. Εδώ θα χρησιμοποιήσουμε τον ιδιαίτερα χρήσιμο
σε προβλήματα διαχύσεως τύπο αντιστροφής (10.5.12). Τον επαναλαμβάνουμε

ℱ −1e−Dω2y(t−τ) = 1
2√πD(t − τ)

e−y2/ [4D(t−τ)], (10.6.28)

εδώ όμως με ωy αντί για ω, y αντί για x και t − τ αντί για t. (Υπενθυμίζουμε εδώ ότι
σε αυτήν την αντιστροφή κατά Fourier από ωy σε y η ποσότητα t − τ είναι σταθερή.
Και ασφαλώς σταθερές είναι και οι δύο ποσότητες e−iωxξ και e−Dω2x(t−τ) όπως επίσης
και η μοναδιαία βηματική συνάρτηση τουHeavisideΗ(t−τ). Εντούτοις η ποσότητα
e−iωyη δεν είναι σταθερή, αφού αυτή εξαρτάται από τη μεταβλητή ωy σε αυτήν την
αντιστροφή του μετασχηματισμού Fourier (10.6.27). Γι’ αυτήν την ποσότητα e−iωyη

εμείς θα χρησιμοποιήσουμε εδώ την ιδιότητα μεταθέσεως (10.5.13) του μετασχημα-
τισμού Fourier. Αυτήν τη γράφουμε εδώ στη μορφή

ℱ −1{e− iωyηF(ωy)} = f (y − η), (10.6.29)

δηλαδή με τα τωρινά μας σύμβολα ωy, η και y αντί για τα αρχικά σύμβολά της που
ήσαν ω, ξ και x αντίστοιχα. Με τη χρήση λοιπόν αυτών των τύπων η αντιστροφή
κατά Fourier της σχέσεως (10.6.27) από τη μεταβλητή ωy στη μεταβλητή y μας δίνει

Ux(ωx , y, t) =
e−iωxξ e−Dω2x(t−τ)

2√πD(t − τ)
e−(y−η)

2/ [4D(t−τ)]Η(t − τ). (10.6.30)

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ IV για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Ε10.6: ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ GREEN ΣΕ ΠΑΝΩ ΑΠΟ ΜΙΑ ΔΙΑΣΤΑΣΕΙΣ 265

Και τέλος κάνουμε εντελώς ανάλογα αντιστροφή πάλι κατά Fourier αλλά τώρα
από τη μεταβλητή ωx (αντί για ωy) στη μεταβλητή x (αντί για y). Όλες οι υπόλοι-
πες ποσότητες είναι σταθερές σε αυτήν την τελευταία αντιστροφή, που είναι από-
λυτα ανάλογη με την προηγούμενη και βασίζεται ξανά στους τύπους (10.6.28) και
(10.6.29) (τώρα όμως με ωx αντί για ωy, με ξ αντί για η και με x αντί για y). Έτσι προ-
κύπτει ο τελικός τύπος για την άγνωστη συνάρτηση G(x, y, t, ξ, η, τ), τη συνάρτηση
Green στο παρόν πρόβλημα διδιάστατης διαχύσεως, εδώ όμως στο άπειρο επίπεδο
Oxy χωρίς συνοριακές συνθήκες. Άρα αυτή η συνάρτηση Green έχει την έκφραση

uδ(x, y, t) ≡ G(x, y, t, ξ, η, τ) = 1
4πD(t − τ) e

−r2/ [4D(t−τ)]H(t − τ) (10.6.31)
με

r2 = (x − ξ )2 + (y − η)2 (10.6.32)

και ασφαλώς είναι πάρα πολύ σημαντική σε διδιάστατα προβλήματα διαχύσεως.
Και με γνωστή αυτήν τη συνάρτηση Green uδ(x, y, t) ≡ G(x, y, t, ξ, η, τ) η λύση της

αρχικής μας μη ομογενούς διδιάστατης εξισώσεως της διαχύσεως (10.6.17) παίρνει
τώρα την εξής μορφή (με το αριστερό ολοκλήρωμα να αναφέρεται στο χρόνο τ):

u(x, y, t) =
∞

0

∞

−∞

∞

−∞
G(x, y, t, ξ, η, τ)f (ξ, η, τ)dξdηdτ (10.6.33)

με αυτήν ή με διαφορετική σειρά στις τρεις ολοκληρώσεις: δύο στο χώρο (x, y) και
μία στο χρόνο t. Ειδικά όμως για την ολοκλήρωση στο χρόνο t πρέπει να σημειώ-
σουμε ότι λόγω της παρουσίας της μετατοπισμένης μοναδιαίας βηματικής συναρ-
τήσεως H(t − τ) δεξιά στην παραπάνω έκφραση (10.6.31) της συναρτήσεως Green
uδ(x, y, t) ≡ G(x, y, t, ξ, η, τ) αυτή εδώ η συνάρτηση Green μηδενίζεται για t − τ < 0
ή ισοδύναμα για τ > t. Αυτό σημαίνει ότι στη χρονική ολοκλήρωση η μεταβλητή
ολοκληρώσεως τ δε μπορεί να ξεπεράσει το t ή αλλιώς ότι η ολοκλήρωση αρκεί να
γίνει μόνο στο χρονικό διάστημα [0, t]. Έτσι ο αμέσως πιο πάνω τύπος (10.6.33) για
τη λύση της μη ομογενούς διδιάστατης εξισώσεως της διαχύσεως (10.6.17) με χρήση
και της εκφράσεως (10.6.31) της συναρτήσεως Green παίρνει την τελική του μορφή

u(x, y, t) = 1
4πD

t

0

∞

−∞

∞

−∞

e−r2/ [4D(t−τ)]

t − τ f (ξ, η, τ)dξdηdτ (10.6.34)

με το r2 να δίνεται πάλι από τη σχέση (10.6.32).
. Άσκηση
Ενότητα Ε10.6t Άσκηση E10.8 z Μεταφορά ρύπου σε υδατόρρευμα

Θεωρούμε τη μη ομογενή μονοδιάστατη εξίσωση της μεταφοράς ρύπου σε άπειρο
υδατόρρευμα με μεταγωγή (με ταχύτητα του νερού V) και διάχυση (με συντελεστή
μοριακής διαχύσεως D), ενώ υπάρχει επίσης αποδόμηση του ρύπου πρώτης τάξεως
(με σταθερά του ρυθμού αποδομήσεως k). Υπάρχει επίσης εισαγωγή ρύπου στο υδα-
τόρρευμαπου ορίζεται από γνωστή συνάρτηση f (x, t). Η σχετική διαφορική εξίσωση
με μερικές παραγώγους για τη συγκέντρωση c = c(x, t) του ρύπου έχει τη μορφή
𝜕c
𝜕t = D

𝜕2c
𝜕x2 − V

𝜕c
𝜕x − kc + f (x, t) με c = c(x, t), −∞ < x < ∞ και t ≥ 0. (10.6.35)

Στο παρόν πρόβλημαΠεριβαλλοντικής Υδραυλικής ζητούνται: (α)Με διαδικα-
σία ανάλογη της παραπάνω για τη μη ομογενή διδιάστατη εξίσωση της διαχύσεως
να αποδειχθεί ότι η σχετική συνάρτηση Green uδ(x, t) ≡ G(x, t, ξ, τ) έχει τη μορφή

uδ(x, t) ≡ G(x, t, ξ, τ) = e−k(t−τ)

2√πD(t − τ)
e−[x−ξ−V(t−τ)]

2/ [4D(t−τ)]H(t − τ). (10.6.36)
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