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ÓÕÍÔÏÌÏ ÂÉÏÃÑÁÖÉÊÏ ÔÏÕ ÓÕÃÃÑÁÖÅÁ

Ï Íéêüëáïò É. Éùáêåéìßäçò ãåííÞèçêå óôçí ÊáëëéèÝá ÁôôéêÞò ôï 1950. Ôåëåßùóå ôï ÃõìíÜóéï
(1965) êáé ôï Ëýêåéï (1968) óôïí ÐåéñáéÜ. Åßíáé äéðëùìáôïý÷ïò Ìç÷áíïëüãïò--Çëåêôñïëüãïò Ìç-
÷áíéêüò (1973) ôïõ ÅèíéêïýÌåôóïâßïõÐïëõôå÷íåßïõ (Å.Ì.Ð.) êáé ÄéäÜêôùñÌç÷áíéêüò (1976) ðÜëé
ôïõ Å.Ì.Ð. Ç äéðëùìáôéêÞ åñãáóßá ôïõ (1973) êáé ç äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ ôïõ (1976) áíáöÝñïíôáé
óôçí Åëáóôéêüôçôá êáé óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ.

Áðü ôï 1970 óáí óðïõäáóôÞò Þôáí áíåðßóçìïò óõíåñãÜôçò ôïõ Åñãáóôçñßïõ Áíôï÷Þò Õëéêþí
ôïõ Å.Ì.Ð. Ôï 1976 õðÞñîå åñåõíçôÞò óôï ßäéï åñãáóôÞñéï. Áðü ôï 1976 ìÝ÷ñé ôï 1980 Þôáí
ÅðéìåëçôÞò óôéò ¸äñåò Ìç÷áíéêÞò Á êáé Â ôïõ Å.Ì.Ð. Áðü ôï 1980 ìÝ÷ñé ôï 1982 Þôáí ¸êôá-
êôïò ÊáèçãçôÞò êáé áðü ôï 1982 ìÝ÷ñé óÞìåñá åßíáé ÊáèçãçôÞò ôçò Ðïëõôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò ôïõ
Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí. Áðü ôï 1982 óáí ÊáèçãçôÞò åñãÜæåôáé óôï Ãåíéêü ÔìÞìá óôïí ÔïìÝá
ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí êáé Ìç÷áíéêÞò.

Óôï Å.Ì.Ð. óõììåôÝó÷å óôá åñãáóôÞñéá ÐåéñáìáôéêÞò Áíôï÷Þò Õëéêþí êáé Ýêáíå öñïíôéóôÞñéá
ìáèçìÜôùí Ìç÷áíéêÞò. Åðßóçò äßäáîå Ýíá åîÜìçíï ôï ìÜèçìá Áíôï÷Þ Õëéêþí. Óôçí Ðïëõôå÷íéêÞ
Ó÷ïëÞ ôïõÐáíåðéóôçìßïõÐáôñþí äßäáîå ìáèÞìáôáÌáèçìáôéêþí, ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí
êáé Ðéèáíïèåùñßáò--ÓôáôéóôéêÞò óå äéÜöïñá ôìÞìáôá. ÊáôÜ ôá ôåëåõôáßá Ýôç äéäÜóêåé áðïêëåé-
óôéêÜóôï ÔìÞìáÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí ôáìáèÞìáôá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ êáé åêôåëåß
ôá ó÷åôéêÜ åñãáóôÞñéá óôï Õðïëïãéóôéêü ÊÝíôñï ôïõ ÔìÞìáôïò. ÄéäÜóêåé åðßóçò ôï ìåôáðôõ÷éáêü
ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ðÜëé óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí.

Ôï åñåõíçôéêü Ýñãï ôïõ áíáöÝñåôáé óôç Ìç÷áíéêÞ, ôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ, ôá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ, ôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç, ôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç (Áñéè-
ìçôéêÞ ÏëïêëÞñùóç êáé åðßëõóç Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí) êáé ôïõò Óõìâïëéêïýò Õðïëïãéóìïýò
óôç Ìç÷áíéêÞ. Åßíáé óõããñáöÝáò êáé óõóõããñáöÝáò ðïëëþí åðéóôçìïíéêþí åñãáóéþí ðïõ Ý÷ïõí
äçìïóéåõèåß óôçí ÁããëéêÞ ãëþóóá óå ðïëëÜ äéåèíÞ ðåñéïäéêÜ ôùí ðéï ðÜíù åðéóôçìïíéêþí ðåñéï-
÷þí (êáé ìßá åñãáóßá óôç Èåùñßá Ðñïóåããßóåùò) óå äéÜöïñåò ÷þñåò. Óáí ìåãáëýôåñç åñåõíçôéêÞ
óõìâïëÞ ôïõ èåùñåß ôçí áíáãùãÞ ðñïâëçìÜôùí ñùãìþí óå éäéüìïñöåò êáé õðåñéäéüìïñöåò ïëï-
êëçñùôéêÝò åîéóþóåéò êáé ôçí åðßëõóÞ ôïõò ìå ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.

ÐÝñá áðü ôéò åðéóôçìïíéêÝò åñãáóßåò ôïõ Ý÷åé êñßíåé ðïëëÝò åñãáóßåò Üëëùí óõããñáöÝùí
ãéá äéåèíÞ åðéóôçìïíéêÜ ðåñéïäéêÜ ôçò Ìç÷áíéêÞò, ôçò Èñáõóôïìç÷áíéêÞò, ôùí ÅöáñìïóìÝíùí
Ìáèçìáôéêþí êáé ôçò ÁñéèìçôéêÞò Áíáëýóåùò. ÕðÞñîå êñéôÞò ãéá ôá ðåñéïäéêÜ êñéôéêþí Applied
Mechanics Reviews êáé Mathematical Reviews êáé ìÝëïò ôçò ÅêäïôéêÞò ÅðéôñïðÞò ôïõ ðåñéïäéêïý
International Journal of Solids and Structures.

ÊáôÜ ôá ôåëåõôáßá Ýôç êáôáâÜëëåé óõóôçìáôéêÞ ðñïóðÜèåéá ãéá ôçí áíáâÜèìéóç ôùí ìáèçìÜ-
ôùí ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõ äéäÜóêåé óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí ôçò Ðïëõ-
ôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí: óôçí áßèïõóá äéäáóêáëßáò, óôï åñãáóôÞñéï, ìÝóù
óõ÷íþí åîåôÜóåùí ðñïüäïõ êáé åñãáóôçñßïõ êáé ìÝóù ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí Åöáñìï-
óìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõ áðåõèýíïíôáé áðïêëåéóôéêÜ óå Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò êáé ü÷é
ãåíéêÜ óå Ìç÷áíéêïýò. Óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõ áõôÞ Ý÷åé ôý÷åé ðïëýôéìçò âïÞèåéáò êáé óõìðáñá-
óôÜóåùò êÜèå ìïñöÞò áðü ðïëëïýò óõíáäÝëöïõò ôïõ êáèþò êáé ôçò åíåñãÞò óõììåôï÷Þò ôùí
öïéôçôþí êáé öïéôçôñéþí ôïõÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí êáé åßíáé åõãíþìùí óå üëïõò êáé üëåò ãé’ áõôÜ.

ÔÝëïò óôá ÐáíåðéóôçìéáêÜ èÝìáôá ç èÝóç ôïõ Þôáí êáé åßíáé õðÝñ ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ óôçí
êëáóéêÞ ôïõ ìïñöÞ, üðùò ôçí Ý÷åé æÞóåé êáé ôç æåé êáé ï ßäéïò åðß ðïëëÜ ÷ñüíéá. ÅðïìÝíùò åßíáé
åíáíôßïí êÜèå åðé÷åéñçìáôéêÞò Þ ïéêïíïìéêÞò äéåéóäýóåùò ôñßôùí óôïí Ðáíåðéóôçìéáêü ÷þñï.
Åßíáé åðßóçò èåñìüò õðïóôçñéêôÞò ôçò åëåýèåñçò Ýñåõíáò óôá ÐáíåðéóôÞìéá ìå ôçí Ýííïéá üôé ôá
åñåõíçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðñÝðåé íá åßíáé áðüëõôá ðñïóéôÜ óå êÜèå ìÝñïò ôïõ êüóìïõ ÷ùñßò
ðåñéïñéóìïýò ìÝóù ôçò äçìïóéåýóåþò ôïõò åßôå óå âéâëßá åßôå óå ðåñéïäéêÜ åßôå óôï äéáäßêôõï.
Ôïýôï Ý÷åé ðñÜîåé êáé ï ßäéïò ÷ùñßò êáìßá åîáßñåóç.
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ÐÑÏËÏÃÏÓ

Ôï ðáñüí ÌÝñïò Â ôùí óõããñáììÜôùí ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò
Ìç÷áíéêïýò êáëýðôåé ôç ó÷åôéêÞ èåùñßá, ç ïðïßá áöïñÜ óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþ-
óåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò. Ôï ÌÝñïò Â áðïôåëåß ôï ðñþôï (êáé ôï
ðéï åêôåíÝò: 300 ðåñßðïõ óåëßäåò) ôìÞìá ôïõ Ôåý÷ïõò 1 ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá Ìáèç-
ìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Åéäéêüôåñá óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí ôïõ Ðáíåðé-
óôçìßïõ Ðáôñþí ôï óýããñáììá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ðñï-
ïñßæåôáé ãéá ôï áíôßóôïé÷ï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ôïõ ôñßôïõ åîáìÞíïõ óðïõäþí.

Ôá õðüëïéðá ôñßá ìÝñç ôçò èåùñßáò áöïñïýí óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîé-
óþóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Á), óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò
ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Ã) êáé óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Ä). Áðü áõôÜ ôï ÌÝñïò Á áðïôåëåß ôï Ôåý÷ïò 1 ôïõ ðñþôïõ
óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Áíôßèåôá ôá ÌÝñç Ã
êáé Ä áðïôåëïýí ôìÞìáôá ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 1 ôïõ äåõôÝñïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Ôá ÌÝñç Ã êáé Ä áêïëïõèïýí åäþ ôï ðáñüí ÌÝñïò Â.

Óýìöùíá ìå ôç óýã÷ñïíç Üðïøç (ðïõ õéïèåôåßôáé êáé åäþ ÷ùñßò åðéöõëÜîåéò) óáí èåùñßá óôï
ðáñüí ÌÝñïò Â ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò
äå íïåßôáé ìüíï ç ßäéá ç èåùñßá, áëëÜ êáé ôá ðáñáäåßãìáôá êáé ïé åöáñìïãÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðïõ ôç óõíïäåýïõí. Ïé åöáñìïãÝò áõôÝò ðñïÝñ÷ïíôáé åäþ êõñßùò áðü ôçí
Åëáóôéêüôçôá (ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy, óôñÝøç), ôéò ïñèïãùíéêÝò ÐëÜêåò (ìÝèïäïé ôùí Navier
êáé Le’vy), ôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí (áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäùí êáé êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò
äïêþí, ôáëáíôþóåéò ðëáêþí), ôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ (äéÞèçóç êáé óôåñåïðïßçóç), ôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ
(ìüíéìç äéäéÜóôáôç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý), ôçíÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ (ìåôáöïñÜ êáé áðïäüìçóç
ñýðïõ óå õäáôüññåõìá) êáé ôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ ãåíéêüôåñá êáé ôçí ÊõêëïöïñéáêÞ ÑïÞ.

Ôï ðáñüí Ôåý÷ïò 1 ôùí ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí ÉÉÉ ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò óõìðëç-
ñþíåôáé áðü Ýíá áêüìç (áëëÜ ìéêñüôåñï) ôåý÷ïò: Ôï Ôåý÷ïò 2 ìå ôßôëï ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò
êáé Notebooks III ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Áõôü ôï ÷ùñéóôü ôåý÷ïò ðåñéëáìâÜíåé ôéò Üëõôåò
(áëëÜ üìùò åöáñìïóìÝíåò) áóêÞóåéò êáé áðü ôá ôñßá ÌÝñç Â, Ã êáé Ä ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 1
ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ãéá ôï öïéôçôÞ êáé ôç öïéôÞ-
ôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. ÐåñéëáìâÜíåé åðßóçò åííÝá notebooks ôçò Mathematica ìå ëõìÝíåò ïìÜäåò
áóêÞóåùí, äýï notebooks ìå åöáñìïãÝò êáé äýï áêüìç áíÜëïãá notebooks ãéá animations (êéíïý-
ìåíá ó÷Þìáôá). ÔÝëïò ôï Ôåý÷ïò 3 ôïõ ðñþôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ìå ôßôëï ×ñÞóéìåò ÅíôïëÝò ôçò Mathematica ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò
áðïôåëåß ïõóéáóôéêÜ Ýíá åêôåíÝò «åõñåôÞñéï» ôùí êõñéüôåñùí åíôïëþí ôçò Mathematica ôéò ïðïßåò
÷ñåéÜæåôáé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ãéá ôçí åðßëõóç áóêÞóåùí åßôå ãåíéêþí åßôå ôçò åðéóôÞìçò ôïõ.

Åîáéñþíôáò ôçí Ýìöáóç ç ïðïßá äßíåôáé ó’ áõôü ôï ÌÝñïò Â óå ðñïâëÞìáôá ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, êáôÜ ôá ëïéðÜ êáëýðôåôáé óå ìåãÜëï ìÝñïò ç ãíùóôÞ ýëç ôùí Äéáöïñéêþí
Åîéóþóåùí ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò (Þ Ìåñéêþí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí) ðïõ åßíáé äéáèÝóéìç óôá
êëáóéêÜ äéäáêôéêÜ âéâëßá. Ç ýëç ôïõ ìÝñïõò áõôïý áíáöÝñåôáé åêôåíþò óôïí ðßíáêá ôùí ðåñéå÷ï-
ìÝíùí ôïõóôéòðñïçãïýìåíåò äýïóåëßäåò, ðïõ äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá åðáíáëçöèåß, êáé êáôáíÝìåôáé
óå äþäåêá êåöÜëáéá, Üëëá ìéêñüôåñçò êé Üëëá ìåãáëýôåñçò Ýêôáóçò. Óå áñêåôÜ óçìåßá ç ðáñïýóá
ýëç õóôåñåß ó÷åôéêÜ ìå åêåßíç óôá êëáóéêÜ äéäáêôéêÜ âéâëßá. ÔÝôïéá óçìåßá áöïñïýí óå åéäéêÝò åîé-
óþóåéò êáé ìåèüäïõò åðéëýóåùò êáé åðßóçò óå èåùñçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ Ý÷ïõí ðáñáëåéöèåß.



x (Ðñüëïãïò) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Ïé êýñéåò ìÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé åäþ ãéá ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìå-
ñéêÝò ðáñáãþãïõò åßíáé ðñþôá ìåñéêÝò áðëÝò ìÝèïäïé åõñÝóåùò êëåéóôþí ëýóåùí, óôç óõíÝ÷åéá
ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (üðïõ äßíåôáé éäéáßôåñç Ýìöáóç åðéðëÝïí êáé ìå åðÝ-
êôáóÞ ôçò óå ìç ïìïãåíåßò åîéóþóåéò) êáé ïé ìÝèïäïé ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace êáé Fourier.
¸íá êåöÜëáéï áöïñÜ óå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå ðïëéêÝò, êõëéíäñéêÝò
êáé óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé ôï ôåëåõôáßï óýíôïìï êåöÜëáéï óôéò ó÷åôéêÝò ðñïóåããéóôéêÝò êáé
áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò. Ôá ðÝíôå ÊåöÜëáéá Â2, Â3, Â6, Â7 êáé Â8 áöïñïýí ðëÞñùò óå äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

ÐÝñááðü ôïíðñïóáíáôïëéóìü ôïõðáñüíôïòÌÝñïõò Â ãéá ôéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìåÌåñéêÝò
Ðáñáãþãïõò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý äßíåôáé åðßóçò Ýìöáóç óôç äõíáôüôçôá
ó÷åôéêÜ åýêïëçò êáôáíïÞóåþò ôïõ áðü ôï ìÝóï öïéôçôÞ êáé ôç ìÝóç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.
Ãéá ôï óêïðü áõôü Ýãéíå ìéá Ýíôïíç ðñïóðÜèåéá íá åßíáé ãñáììÝíï áðëÜ, ðÜñá ðïëý áðëÜ, ðáñüëï
ðïõ áõôü óõíåðÜãåôáé ðïëý ìåãáëýôåñç ÝêôáóÞ ôïõ, êáé åðßóçò óå ü÷é õøçëü ìáèçìáôéêü åðßðåäï.

ÅðáíáëáìâÜíù üôé åßìáé ðñáãìáôéêÜ, åéëéêñéíÝóôáôá ðïëý åõôõ÷Þò ãéá ôç óõíå÷Þ åíèÜññõíóç
êáé ôç âïÞèåéá ðïõ ìïõ äüèçêå êáé ìïõ äßíåôáé áðü ôïõò óõíáäÝëöïõò ìïõ óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí
Ìç÷áíéêþíùòðñïò ôáìáèÞìáôá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõìïõ Ý÷ïõíáíáôåèåß ìÝóù
ôïõ Ãåíéêïý ÔìÞìáôïò. Áò ìïõ åðéôñáðåß íá áíáöåñèþ ðÜëé éäéáßôåñá óôï óõíÜäåëöï ÊáèçãçôÞ
ê. ÄçìÞôñéï ÌðÝóêï ôïõ ÔïìÝá Êáôáóêåõþí êáé íá ôïí åõ÷áñéóôÞóù èåñìÜ. Áõôüò ìïõ õðÝäåéîå
ôçí ðéèáíÞ ÷ñçóéìüôçôá ìéáò ðñïóðÜèåéáò ðñïåôïéìáóßáò äéäáêôéêþí óõããñáììÜôùí ãéá ôá äýï
áõôÜ ìáèÞìáôá. Áêüìç üìùò ìåãáëýôåñç åíèÜññõíóç ìïõ Ýäùóáí ç óõíåñãáóßá, ç óõíÝðåéá êé ï
æÞëïò ôùí öïéôçôþí êáé öïéôçôñéþí ìïõ ÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí óôá ìáèÞìáôá ôùí ÅöáñìïóìÝíùí
Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ, ôá ïðïßá Ý÷ù åäþ êáé ðïëëÜ ÷ñüíéá ôçí ôéìÞ êáé ôç ÷áñÜ íá ôïõò äéäÜóêù.

Èá áðïôåëïýóå åðßóçò éäéáßôåñç ôéìÞ êáé ÷áñÜ ìïõ áí ôï ðáñüí ÌÝñïò Â ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝ-
íåò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ìðïñïýóå íá
óõìâÜëåé, Ýóôù êáé ðÜñá ðïëý ëßãï, óôçí êáëýôåñç ìåëÝôç ôïõ åíäéáöÝñïíôïò áõôïý èÝìáôïò áðü
ôïõò öïéôçôÝò êáé ôéò öïéôÞôñéåò Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Ó’ áõôïýò êáé ó’ áõôÝò áðåõèýíåôáé êáé
áõôü ôïÌÝñïò Â, üðùò öáßíåôáé êé áðü ôïí ôßôëï ôïõ, êé ü÷é óå êÜèå öïéôçôÞ êáé öïéôÞôñéá Ýóôù êáé
Ìç÷áíéêü. Ðñüêåéôáé, íïìßæù, ãéá ìéá ðñïóÝããéóç êÜðùò äéáöïñåôéêÞ óôï ðåñéå÷üìåíï êáé óôïõò
óôü÷ïõò ôçò áðü áõôÝò óôá áíáìößâïëá ðïëý áîéïëïãüôåñá äéáèÝóéìá ó÷åôéêÜ äéäáêôéêÜ âéâëßá.

Óôï óçìåßï áõôü èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù êáé ðÜëé ôéò GOTSIS Åêäüóåéò óôçí ÐÜôñá êáé
éäéáßôåñá ôïí õðåýèõíü ôïõò ê. ¢ããåëï Ãêüôóç ãéá ôï åíäéáöÝñïí ôïõò ó’ ïëüêëçñï ôï ðáñüí âéâëßï
êáé ôçí ôüóï åðéìåëçìÝíç ðñïåôïéìáóßá êáé åêôýðùóÞ ôïõ. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá éäéáßôåñá áîéÝðáéíç
ðñùôïâïõëßá áðü ôéò GOTSIS Åêäüóåéò êáé ìÜëéóôá ÷ùñßò éäéáßôåñï ïéêïíïìéêü üöåëïò. Ôïýôï
äõóôõ÷þò éó÷ýåé åîáéôßáò ôïõ åîåéäéêåõìÝíïõ ÷áñáêôÞñá ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí ðïõ äåí
åðéôñÝðåé ôç äéÜèåóÞ ôïõò óå åõñý áíáãíùóôéêü êïéíü ðåñéïñßæïíôÜò ôç óå ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò.

Åíôïýôïéò èåùñþ ðùò åßíáé ðñïôéìüôåñï íá äéáèÝôïõí ïé öïéôçôÝò êáé ïé öïéôÞôñéåò Ðïëéôéêïß
Ìç÷áíéêïß ôá «äéêÜ ôïõò» âéâëßá ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí. Ìå ôá óõããñÜììáôá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò ãßíåôáé ðñïóðÜèåéá íá êáôáóôåß åìöáíÝò üôé ôá
ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ äåí åßíáé áðïêïììÝíá áðü ôá Üëëá ìáèÞìáôá ðïõ äéäÜóêåôáé
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. Áíôßèåôá åßíáé öõóéïëïãéêÜ óõíäåäåìÝíá ìå áõôÜ óå ìéá áëõóßäá ãíþóåùí.

Tåëåéþíïíôáò, èá Þèåëá íá óçìåéþóù üôé ìå ðïëý ìåãÜëç ÷áñÜ ìïõ èá äå÷èþ êÜèå õðüäåéîç
ãéá ôç âåëôßùóç áõôïý ôïõ âéâëßïõ åßôå ìå ôç äéüñèùóç ëáèþí êáé óçìåßùí ìå áóÜöåéåò ðïõ Ý÷ïõí
ðáñåéóöñýóåé åßôå ìå ïõóéáóôéêüôåñåò õðïäåßîåéò ùò ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïõ ðåñéå÷ïìÝíïõ, ôùí ðá-
ñáäåéãìÜôùí êáé ôùí åöáñìïãþí, êëð. Èá åßìáé ðñáãìáôéêÜ åõãíþìùí ãéá êÜèå ôÝôïéá õðüäåéîç!

ÐÜôñá, ÖåâñïõÜñéïò 2008
Íéêüëáïò É. Éùáêåéìßäçò

e-mail: n.ioakimidis@upatras.gr



ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ (ÐáñáôçñÞóåéò) xi

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

Ôï ðåñéå÷üìåíï óôï ðáñüí ÌÝñïò Â ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí

ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, ðïõ áöïñÜ óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò

Ðáñáãþãïõò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, åßíáé áðüëõôá êëáóéêü (ôüóï óôç èåùñßá üóï êáé óôéò

åöáñìïãÝò) êáé âáóßæåôáé óôç ó÷åôéêÞ åêôåíÝóôáôç ìáèçìáôéêÞ êáé ôå÷íéêÞ âéâëéïãñáößá. Ôá ßäéá

éó÷ýïõí êáé ãéá ôá ðåñéå÷üìåíá óôï ÌÝñïò Á ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþ-

óåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, óôï ÌÝñïò Ã ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò

ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò êáèþò êáé ÌÝñïò Ä ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò

ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ôùí ßäéùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðï-

ëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Ç óõìâïëÞ ôïõ ãñÜöïíôá ðåñéïñßæåôáé áðëÜ óôïí ôñüðï ðáñïõóéÜóåùò

ôçò ôüóï êëáóéêÞò áõôÞò ýëçò, ðïõ äßíåé Ýíôïíç Ýìöáóç óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓH ÃÉÁ ÔÇÍ ÁÑÉÈÌÇÓÇ ÔÙÍ ÔÕÐÙÍ

Ïé ìáèçìáôéêïß ôýðïé áñéèìïýíôáé áíÜ êåöÜëáéï êáé åíüôçôá. Ï êÜèå ôýðïò Ý÷åé ôï äéêü

ôïõ áñéèìü óôç ìïñöÞ: áñéèìüò êåöáëáßïõ, ôåëåßá, áñéèìüò åíüôçôáò, ôåëåßá, áñéèìüò ôýðïõ,

üðùò áêñéâþò ãßíåôáé êáé óôá ðåñéóóüôåñá åðéóôçìïíéêÜ âéâëßá. Äåí õðÜñ÷åé Ýôóé ðåñßðôùóç

óõã÷ýóåùò óôçí áñßèìçóç ôùí ôýðùí. Ðïëýôéìïò âïçèüò ãéá ôéò áíáöïñÝò áðü ôï êåßìåíï óå

ìáèçìáôéêïýò ôýðïõò (óå êÜèå åíüôçôá ÷ùñéóôÜ) õðÞñîå ôï ãíùóôü ðñüãñáììá óôïé÷åéïèåóßáò

LATEX, ôï ïðïßï Ý÷åé öõóéêÜ êáé ôï ðëåïíÝêôçìá üôé äåí êÜíåé ëÜèç ó’ áõôü ôï ôüóï ÷ñÞóéìï Ýñãï ôïõ.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÇ ÓÔÏÉ×ÅÉÏÈÅÓÉÁ

Ç âáóéêÞ ãñáììáôïóåéñÜ óôá ðáñüíôá äéäáêôéêÜ âéâëßá åßíáé ç Optima, ìéá ãñáììáôïóåéñÜ
êõñßùò íåïêëáóéêïý ôýðïõ. Ç Optima ó÷åäéÜóèçêå áðü ôï äéÜóçìï ó÷åäéáóôÞ ãñáììáôïóåéñþí
Hermann Zapf ìåôáîý ôùí åôþí 1952 êáé 1955 êáé äéáôÝèçêå åìðïñéêÜ áñ÷éêÜ áðü ôçí åôáéñåßá
Linotype ôï 1958. Ç ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôçò, ç MgOptima, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åäþ, äéáôßèåôáé
áðü ôçí åôáéñåßáMagenta óôçí ÁèÞíá óå CD-ROM Åëëçíéêþí ãñáììáôïóåéñþí. Êáé ç ÅëëçíéêÞ ðá-
ñáëëáãÞ ôçò Optima, ç Optima Greek, ó÷åäéÜóèçêå áñ÷éêÜ áðü ôïí ßäéï ôï Zapf êáé êõêëïöüñçóå
ðñþôá åðßóçò áðü ôç Linotype ôï 1971.1 Ôï êåßìåíï êáé ïé ìáèçìáôéêïß ôýðïé óôïé÷åéïèåôÞèçêáí ìå
ôá ðñïãñÜììáôá óôïé÷åéïèåóßáò Õ&Y TEX êáé LATEX óôçí ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôïõò. Ôá ðñïãñÜììáôá
áõôÜ åßíáé éó÷õñüôáôá éäßùò ãéá ôç óôïé÷åéïèåóßá ìáèçìáôéêïý êåéìÝíïõ êáé õðïóôçñßæïõí ãñáì-
ìáôïóåéñÝò PostScript. Ôá ôåëéêÜ áñ÷åßá åßíáé óå ìïñöÝò DVI (Device Independent) êáé PDF (Portable
Document Format). ÖõóéêÜ, üðùò óõìâáßíåé óõíÞèùò, óôçí ôåëéêÞ åêôýðùóç ÷ñçóéìïðïéÞèçêå
ç ìïñöÞ PDF. ÁõôÞ åßíáé êáé ç ðéï åý÷ñçóôç êáé ãåíéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýìåíç óôéò åêôõðþóåéò.

1¼ëåò áõôÝò ïé ðëçñïöïñßåò ãéá ôç ãñáììáôïóåéñÜ Optima ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôï ôüóï åíäéáöÝñïí âéâëßï ôïõ
Bringhurst, R. (2001), Óôïé÷åßá ôçò ÔõðïãñáöéêÞò ÔÝ÷íçò (ÅëëçíéêÞ ìåôÜöñáóç ôïõ Áããëéêïý ðñùôüôõðïõ: The Ele-
ments of Typographic Style, 2ç ¸êäïóç. Hartley & Marks, 1996). Åôáéñåßá Åëëçíéêþí Ôõðïãñáöéêþí Óôïé÷åßùí êáé
ÐáíåðéóôçìéáêÝò Åêäüóåéò ÊñÞôçò, ÇñÜêëåéï, ó. 292.

ÅíäéáöÝñïíôá ó÷üëéá ãéá ôçí Optima áíáöÝñïíôáé åðßóçò êáé óôï âéâëßï ôùí Grosvenor, J., Morrison, K. and Pim, A.
(1992), The PostScript Font Handbook: A Directory of Type 1 Fonts (áíáèåùñçìÝíç Ýêäïóç). Addison-Wesley, Wokingham,
England, ó. 308. Ìåôáîý áõôþí ôùí ó÷ïëßùí áíáöÝñåôáé üôé çOptima åßíáé ßóùò çðéïðñùôüôõðç ó÷åäßáóç (ãñáììáôï-
óåéñÜò åííïåßôáé) ôïõHermann Zapf. Åðßóçò ç åìöÜíéóÞ ôçò ôï 1958ðñïêÜëåóå «èüñõâï» óôïí êüóìï ôçò ôõðïãñáößáò.
¸÷åé áñêåôÜ ðá÷åßò êáé óáöåßò ÷áñáêôÞñåò êáé èåùñåßôáé êáôÜëëçëç ü÷é ìüíï ãéá ôßôëïõò, áëëÜ êáé ãéá óõíå÷Ýò êåßìåíï,
üðùò óõìâáßíåé åäþ.



xii (ÐáñáôçñÞóåéò) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓH ÃÉÁ ÔÁ ÄÕÏ Ó×ÇÌÁÔÁ ÓÔÇÍ ÁÑ×Ç (ÌÅÔÁ ÔÇ ÓÅËÉÄÁ ÔÉÔËÏÕ) ÔÏÕ ÌÅÑÏÕÓ B

Ôá äýï áõôÜ ó÷Þìáôá áíáöÝñïíôáé óå äýï êëáóéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé äçìéïõñãÞèçêáí ìå ÷ñÞóç ôçò Mathematica.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá ôï ðñþôï ó÷Þìá áíáöÝñåôáé óôéò éóü÷ñïíåò êáìðýëåò óôï ðñüâëçìá ôçò
ìïíïäéÜóôáôçò óôåñåïðïéÞóåùò óôñþìáôïò áñãßëïõ óýìöùíá ìå ôç èåùñßá ôïõ Terzaghi (1923).
Ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá âáóßæåôáé óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (8.1.1) êáé ëýíåôáé óôï
ÊåöÜëáéï Â8 ôïõ ðáñüíôïò ÌÝñïõò Â. Åäþ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ïé äýï áäéÜóôáôåò ìåôáâëçôÝò zr
êáé Tv ôùí ó÷Ýóåùí (8.1.23). Óôï ó÷Þìá áõôü ôï ðÜíù ìéóü ìÝñïò ôïõ (áðü zr = 1 ìÝ÷ñé zr = 2)
áíôéóôïé÷åß óå çìéðåñéïñéóìÝíï (çìßêëåéóôï) óôñþìá áñãßëïõ ìå áäéáðÝñáôï ôï êÜôù óýíïñü ôïõ
zr = 1 êáé äéáðåñáôü ôï ðÜíù zr = 2. Áíôßèåôá óôï ßäéï ó÷Þìá ôï êÜôù ìéóü ìÝñïò ôïõ (áðü
zr = 0 ìÝ÷ñé zr = 1) áíôéóôïé÷åß ðÜëé óå çìéðåñéïñéóìÝíï (çìßêëåéóôï) óôñþìá áñãßëïõ, áëëÜ ôþñá
ìå äéáðåñáôü ôï êÜôù óýíïñü ôïõ zr = 0 êáé áäéáðÝñáôï ôï ðÜíù zr = 1. Êáé ôá äýï áõôÜ ìÝñç
ìáæß (áðü zr = 0 Ýùò zr = 2) áöïñïýí óå áíïéêôü óôñþìá áñãßëïõ äéðëïý üìùò ðÜ÷ïõò d∗ = 2d.

Ïé éóü÷ñïíåò êáìðýëåò ðïõ ó÷åäéÜóèçêáí áöïñïýí óôçí ðñüóèåôç õäñïóôáôéêÞ ðßåóç (õðåñ-
ðßåóç ôïõ íåñïý ôùí ðüñùí) u(zr, Tv) ôïõ óôñþìáôïò áñãßëïõ ðïõ åîåôÜæåôáé óôçí ðåñßðôùóç
óôáèåñÞò áñ÷éêÞò ôéìÞò ôçò ui(zr) = ui0 êáé óå áäéÜóôáôç ìïñöÞ, äçëáäÞ ur(zr, Tv) := u∗(zr, Tv)/ui0.
ÖõóéêÜ óôéò éóü÷ñïíåò êáìðýëåò Ý÷ïõìå óõãêåêñéìÝíåò (óôáèåñÝò) ôéìÝò ôïõ ðáñÜãïíôá ÷ñüíïõ
(Þ ÷ñïíéêïý ðáñÜãïíôá) Tv . Ìå ÷ñÞóç ôùí ó÷Ýóåùí (8.1.24) êáé (8.1.25) ðñïêýðôåé ç ôåëéêÞ ó÷Ýóç

ur(zr, Tv) := u∗(zr, Tv)
ui0

=
∞∑
n=1

2
Mn

sinMnzr e−M2
n Tv ìå Mn = (2n− 1)ð

2
.

ÁõôÞ ç ó÷Ýóç ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ôç ó÷åäßáóç ôùí éóü÷ñïíùí êáìðýëùí ôïõ ðñþôïõ ó÷Þìáôïò
ãéá Tv = 0.1, 0.2, . . . , 1.0 (áðü äåîéÜ ðñïò ôá áñéóôåñÜ óôï ó÷Þìá áõôü). Ó÷åäéÜóèçêå åðßóçò êáé
ç ðñüóèåôç éóü÷ñïíç êáìðýëç ãéá Tv = 10. ÁõôÞ ïõóéáóôéêÜ áöïñÜ óôçí ðëÞñç óôåñåïðïßçóç
ôïõ óôñþìáôïò áñãßëïõ êáé åßíáé ç êáôáêüñõöç êáìðýëç (ìå ôï ìÜôé ç åõèåßá) áñéóôåñÜ. Óå üëåò
ôéò éóü÷ñïíåò êáìðýëåò ç ðéï ðÜíù óåéñÜ ðñïóåããßóèçêå ìå ôïõò ðÝíôå ðñþôïõò üñïõò ôçò. ÁõôÞ
ç ðñïóÝããéóç åßíáé åðáñêÞò ëüãù ôïõ üñïõMn óôïí ðáñïíïìáóôÞ êáé êõñßùò ëüãù ôïõ åêèåôéêïý
ðáñÜãïíôá óôç óåéñÜ ðïõ ôåßíåé ðïëý ãñÞãïñá óôï ìçäÝí, üðùò öáßíåôáé áðü ôïí åêèÝôç ôïõ.

ÁíáöÝñáìå Þäç üôé ôï ðñþôï ó÷Þìá áðü ôá äýï ó÷Þìáôá ìåôÜ ôç óåëßäá ôßôëïõ óôï ðáñüí
ÌÝñïò Â áíáöÝñåôáé óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò. Ôï äåýôåñï ó÷Þìá óôçí ßäéá
óåëßäá áíáöÝñåôáé óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace êáé áöïñÜ óôéò ãñáììÝò ñïÞò ãýñù áðü
êýëéíäñï ìå êõêëïöïñßá. Ìå ôç öñÜóç áõôÞ åííïïýìå ôçí ïìïéüìïñöç, äéäéÜóôáóôç (åðßðåäç),
ìüíéìç (óôáèåñÞ) ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ìå ôá÷ýôçôá V∞ ðáñÜëëçëç ìå ôïí
ïñéæüíôéï Üîïíá Ox ðïõ ðáñåìðïäßæåôáé üìùò áðü óôáèåñü, óôåñåü, êõêëéêü êýëéíäñï áêôßíáò a
ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï = (0, 0). Óôç ñïÞ áõôÞ õðïèÝôïõìå åðéðëÝïí ôçí ýðáñîç
êáé êõêëïöïñßáò Ã = 2êð ãýñù áðü ôïí êýëéíäñï. Ïé ãñáììÝò ñïÞò åßíáé ïé êáìðýëåò åêåßíåò
üðïõ ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò) Ø(x, y) ðáßñíåé óôáèåñÝò ôéìÝò (ÅäÜöéï Â3.4.5 óôï
ÊåöÜëáéï Â3). ÓõãêåêñéìÝíá óôï ðáñüí ðñüâëçìá ñïÞò ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

Ø(x, y) = V∞ y
(
1− a2

x2 + y2

)
+ ê ln

√
x2 + y2

a
.

Ç åîßóùóç áõôÞ äßíåôáé óôç óåëßäá 188 ôïõ êëáóéêïý âéâëßïõ ôïõ Milne--Thomson Theoretical Hy-
drodynamics ðïõ áíáöÝñåôáé ëåðôïìåñþò óôç âéâëéïãñáößá ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò ôïõ ÌÝñïõò Ä.

Óôï ó÷Þìá áõôü ó÷åäéÜóèçêáí 35 ãñáììÝò ñïÞò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ a = 1, ê = 2
êáé V∞ = 1 ìå ÷ñÞóç ôçò ó÷åôéêÞò åíôïëÞò ContourPlot ôçò Mathematica. Åßíáé åíäéáöÝñïõóåò ïé
ìïñöÝò ôïõò ðïõ äåß÷íïõí ôçí êßíçóç ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý. ÅðåéäÞ åäþ ê = 2aV∞, ðñüêåéôáé ãéá
ôçí êñßóéìç ðåñßðôùóç ðïõ ôá äýï óçìåßá áíáêïðÞò óõìðßðôïõí êáé âñßóêïíôáé óôï êáôþôåñï
óçìåßï (0, − a) ôïõ êõëßíäñïõ. Åäþ ç ýðáñîç êõêëïöïñßáò Ã = 2êð êáèéóôÜ áõôü ôï ðåäßï ñïÞò
ìç óõììåôñéêü ùò ðñïò ôïí Üîïíá Ox, åíþ ôï áíôßóôïé÷ï ðåäßï ñïÞò ìå ê = 0 åßíáé óõììåôñéêü.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B1
ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ ÊÁÉ ×ÁÑÁÊÔÇÑÉÓÌÏÉ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Ôï ðñïçãïýìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ áöïñïýóå óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò. Óôï ðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ èá åîåôáóèïýí êáôáñ÷Þí ïé äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Óôçí áñ÷Þ ôïõ åéóáãùãéêïý áõôïý êåöáëáßïõ ãßíåôáé ç êáôÜ
ôï äõíáôüí ïìáëÞ ìåôÜâáóç áðü ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ðñþôï ðáñÜäåéãìá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí
äïêïý. ÁõôÞ åßíáé ìßá áðü ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò éäéáßôåñïõ åíäéáöÝ-
ñïíôïò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ìéá Üëëç åßíáé ç åîßóùóç ôïõ Laplace (óôéò äýï êáé óôéò ôñåéò
äéáóôÜóåéò), ç ïðïßá åðßóçò áíáöÝñåôáé óôï êåöÜëáéï áõôü. Åîçãïýíôáé áêüìç ïé Ýííïéåò ôùí
áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí êáé ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò (ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò) êáèþò
êáé ç Ýííïéá ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò óáí ãåíßêåõóç ôçò óõíÞèïõò ðáñáãùãßóåùò.

Óôç óõíÝ÷åéá ïñßæïíôáé áñêåôÜ ëåðôïìåñþò ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áíÜëïãá: (á) ìå ôçí ôÜîç ôïõò (ðñþôçò, äåõôÝñáò, êëð.), (â) ìå ôï áí åßíáé
ãñáììéêÝò Þ ìç ãñáììéêÝò, (ã) åéäéêÜ áí åßíáé ãñáììéêÝò, ìå ôï áí Ý÷ïõí óôáèåñïýò Þ ìç óôáèåñïýò
(ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò, (ä) êáé ðÜëé áí åßíáé ãñáììéêÝò, áí åßíáé ïìïãåíåßò Þ ìç ïìïãåíåßò, (å) ìå
ôïí áñéèìü ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí: óõíÞèùò äýï, ôñåéò Þ ôÝóóåñéò, ð.÷., x, y, z (èÝóç) êáé t
(÷ñüíïò), áðü ôéò ïðïßåò ôï ðïëý ìßá ÷ñïíéêÞ, ç t, êáé áêñéâþò ìßá ãéá ôÝóóåñéò ìåôáâëçôÝò: x, y, z
êáé t. (óô) ÅéäéêÜ ãéá ôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìå äýï áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò ãßíåôáé ç äéÜêñéóÞ ôïõò áíÜëïãá ìå ôïí ôýðï ôïõò, äçëáäÞ áí åßíáé (i) õðåñâïëéêïý
ôýðïõ (Þ õðåñâïëéêÝò), (ii) ðáñáâïëéêïý ôýðïõ (Þ ðáñáâïëéêÝò) Þ (iii) åëëåéðôéêïý ôýðïõ (Þ åëëåé-
ðôéêÝò). Áíôßóôïé÷á ðáñáäåßãìáôá áðïôåëïýí: (i) ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ
åîßóùóç), (ii) ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò êáé (iii) ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace.

Áêïëïýèùò áíáöÝñåôáé êáé åîçãåßôáé ç ôüóï ÷ñÞóéìç áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëý-
óåùí ãéá ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ãéá ôéò ìç ïìïãåíåßò
åîéóþóåéò åîçãåßôáé åðßóçò ðþò ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõò ðñïêýðôåé áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò
ïìïãåíïýò óõí ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò. Ãßíåôáé åðßóçò áíáöïñÜ óôéò Ýííïéåò ôùí áñ÷é-
êþí êáé ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí óå ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí óôéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Óôç óõíÝ÷åéá äßíåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá êáôáóêåõÞò (åõñÝóåùò,
ìïñöþóåùò, ó÷çìáôéóìïý) ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (óõãêåêñéìÝíá
ôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò) áðü ìéá ãåíéêÞ êáé äýï öïñÝò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç. ÁíáöÝ-
ñïíôáé áêüìç êáé ïé âáóéêÝò ìÝèïäïé åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.
Áðü ôéò ìåèüäïõò áõôÝò ôéò äýï óçìáíôéêüôåñåò áíáëõôéêÝò ìåèüäïõò, äçëáäÞ ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ù-
ñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí êáèþò êáé ôç ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí (Laplace êáé
Fourier) èá ôéò åîåôÜóïõìå åêôåíþò óå åðüìåíá êåöÜëáéá (ÊåöÜëáéá Â5 Ýùò Â11). ÐÜñá ðïëý ëßãá
óôïé÷åßá ãéá ôéò ðñïóåããéóôéêÝò êáé ôéò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò èá áíáöåñèïýí óôï ÊåöÜëáéï Â12.
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B1.1. ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ

B1.1.1. ÅéóáãùãéêÝò ðáñáôçñÞóåéò

Ðïëýóõ÷íÜ ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò óõíáíôÜóôçí åðéóôÞìç ôïõ óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.
Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ôÝôïéá åßíáé ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ôïõ áñìïíéêïý
ôáëáíôùôÞ óå Ýíá ìïíïâÜèìéï (äçëáäÞ ìå Ýíá ìüíï âáèìü åëåõèåñßáò) äéðáñáìåôñéêü (äçëáäÞ ìå
äýï ðáñáìÝôñïõò) ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÜæáò m êáé åëáôçñßïõ S óôáèåñÜò k. Ôï
áðëü ìç÷áíéêü áõôü óýóôçìá èåùñåßôáé üôé åêôåëåß åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò õðü öüñôéóç
(åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï Ì. ÁõôÞ ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç Ý÷åé ôç ãíùóôÞ ìïñöÞ

m
d2u(t)
dt2

+ ku(t) = p(t), t > 0, (1.1.1)

ìå t ôï ÷ñüíï êáé u = u(t) ôçí ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì ùò ðñïò
ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ Ï. Óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé
ï ÷ñüíïò t êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç ìåôáôüðéóç (ïõóéáóôéêÜ
ç èÝóç) u = u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. Èá ìðïñïýóå åðßóçò íá óçìåéùèåß üôé ç óõíÞèçò äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç (1.1.1) åßíáé ãñáììéêÞ, äåõôÝñáò ôÜîåùò, öõóéêÜ ðñþôïõ âáèìïý, ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò (ôéò óôáèåñÝò m êáé k) êáé âÝâáéá ìç ïìïãåíÞò (ëüãù ôçò öïñôßóåùò p(t)).

Åßíáé åðßóçò ðïëý ãíùóôÞ óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò
ôÜîåùò ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò (ó÷åäüí éóïäýíáìá ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò) v = v(x) óå óõíÞèç äïêü
óå êÜìøç. Ôï ìÞêïò ôçò äïêïý åßíáé L (0 ≤ x ≤ L). Ç äïêüò Ý÷åé åðßóçò óôáèåñÞ äõóêáìøßá EI: ìÝôñï
åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young) ôïõ õëéêïý ôçò E åðß ôç ñïðÞ áäñáíåßáò ôçò äéáôïìÞò ôçò I ùò
ðñïò ôïí ïõäÝôåñï Üîïíá Oz ôçò äéáôïìÞò áõôÞò óôçí êÜìøç. Õößóôáôáé åðßóçò êáôáíåìçìÝíç
êÜèåôç öüñôéóç p = p(x) (óå kN/m Þ óå áíÜëïãç ìïíÜäá) ðÜíù óôç äïêü. ÁõôÞ ç óõíÞèçò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

EI
d4v(x)
dx4

= p(x), 0 < x < L. (1.1.2)

Óôçíðåñßðôùóç äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (Þ åëáóôéêïý èåìåëßïõ) óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç
ôïõ Winkler ç åîßóùóç áõôÞ (1.1.2) ðáßñíåé ôçí õðïëïãéóôéêÜ êÜðùò äõóêïëüôåñç ìïñöÞ

EI
d4v(x)
dx4

+ k̂ v(x) = p(x), 0 < x < L. (1.1.3)

Ç óôáèåñÜ k̂ åßíáé êáôÜëëçëç óôáèåñÜ ðïõ ïöåßëåôáé óôçí áíôßäñáóç ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò,
óõíÞèùò ôïõ åäÜöïõò. Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò óôáèåñÜò áõôÞò k̂ ëáìâÜíïíôáé õðüøç ôüóï ç
óôáèåñÜ k0 áíôéäñÜóåùò ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò (ðïõ êáëåßôáé êáé ìÝôñï ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò
Þ ìÝôñï ôïõ åäÜöïõò) üóï êáé ôï ðëÜôïò b ôçò äïêïý. ÓõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé ç áðëÞ ó÷Ýóç k̂ = k0b.

Óôéò óõíÞèåéò áõôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (1.1.2) êáé (1.1.3) ìïíáäéêÞ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ
åßíáé ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (áíôß ãéá ôï ÷ñüíï t óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.1)
ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ). ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) v = v(x) åßíáé ôï
âÝëïò êÜìøåùò (ç åãêÜñóéá Þ êÜèåôç ìåôáôüðéóç) ôùí óçìåßùí ôçò äïêïý. ÁõôÞ äçìéïõñãåß
ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò. Ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (1.1.2) êáé (1.1.3) åßíáé ãñáììéêÝò,
ôåôÜñôçò ôÜîåùò, ðñïöáíþò ðñþôïõ âáèìïý, ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìç ïìïãåíåßò êáé
ðÜëé ëüãù ôçò êáôáíåìçìÝíçò êÜèåôçò öïñôßóåùò p = p(x). ÂÝâáéá ôþñá ç öüñôéóç p = p(x) åßíáé
óõíÜñôçóç ôçò èÝóåùò x êáé ü÷é ôïõ ÷ñüíïõ t, áíôßèåôá ìå ü,ôé óõíÝâáéíå óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (1.1.1) ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ.

Ìðïñïýí âÝâáéá íá áíáöåñèïýí êáé ðïëëÜ, ðÜñá ðïëëÜ áêüìç êëáóéêÜ ðáñáäåßãìáôá åì-
öáíßóåùò óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óôçí åðéóôÞìç ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý. ÁíÜëïãá êáé
ðáñáäåßãìáôá óõóôçìÜôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÓõóôÞìáôá óõíÞèùí äéáöïñéêþí
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åîéóþóåùí ðáñïõóéÜæïíôáé ð.÷. óå ðïëõâÜèìéá (äçëáäÞ ìå ðïëëïýò âáèìïýò åëåõèåñßáò) ìç÷á-
íéêÜ óõóôÞìáôá. ÔÝôïéá åßíáé ôá óõóôÞìáôá ìáæþí--åëáôçñßùí--áðïóâåóôÞñùí óå óõæåõãìÝíåò
ôáëáíôþóåéò Þ óå åîéäáíéêåõìÝíåò êáôáóêåõÝò, üðùò óå Ýíá êôßñéï äéáôìÞóåùò, üðïõ Ý÷ïõí ãßíåé
ïñéóìÝíåò ïõóéáóôéêÝò áðëïðïéçôéêÝò ðáñáäï÷Ýò ùò ðñïò Ýíá áíôßóôïé÷ï ðñáãìáôéêü êôßñéï.

B1.1.2. ÁíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò

Ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé ôùí áíôßóôïé÷ùí óõóôçìÜôùí
åßíáé üôé õðÜñ÷åé ó’ áõôÝò ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (1.1.1) áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ï ÷ñüíïò t: ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ. Áíôßèåôá óôéò óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (1.1.2) êáé (1.1.3) áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý:
÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ. (Óçìåéþíåôáé üôé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.3) áöïñÜ óå äïêü åðß åëáóôéêÞò
âÜóåùò.) ÅðïìÝíùò ïéðáñáãùãßóåéò óôéò äéáöïñéêÝò áõôÝò åîéóþóåéò åßíáé óõíÞèåéòðáñáãùãßóåéò
êáé äßíïõí óõíÞèåéò ðáñáãþãïõò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, åÜí

u(t) = A cosùt 
⇒ u̇(t) = −ùA sinùt 
⇒ ü(t) = −ù2A cosùt (1.1.4)

ìå ôï åýñïò ôùí ôáëáíôþóåùí Á êáé ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôÜ ôïõò ù (ù > 0) ãíùóôÝò óôáèåñÝò.

ÂÝâáéá ó÷åäüí ðÜíôïôå ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èåùñåß üôé ç óõíÜñôçóç u(t) óôéò ðéï ðÜíù
ó÷Ýóåéò åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôïõ ÷ñüíïõ t. Ôï óýìâïëï ù èåùñåßôáé üôé ðáñéóôÜíåé áðëÜ ìéá
ðáñÜìåôñï, åäþ ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôùí ôáëáíôþóåùí, êáé ü÷é ìéá áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ.
ÃñÜöïõìå äçëáäÞ áðëÜ u = u(t) êáé ü÷é u = u(ù, t) Þ u = u(t,ù), ðáñüëï ðïõ êáé ïé óõìâïëéóìïß
u(ù, t) êáé u(t,ù) åßíáé êáé áõôïß áðïäåêôïß áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò.

Ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (êáé ôïõ Ìç÷áíéêïý ãåíéêüôåñá) óõíÞ-
èùò åßíáé ìüíï ï ÷ñüíïò t êáé ç èÝóç x (óôç ìßá äéÜóôáóç). Óôéò äýï äéáóôÜóåéò ãéá ôç èÝóç Ý÷ïõìå
ôéò äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x (ôåôìçìÝíç) êáé y (ôåôáãìÝíç) óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò
Þ ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò r (ðïëéêÞ áêôßíá) êáé è (ðïëéêÞ ãùíßá) óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò.
ÐÜëé ãéá ôç èÝóç óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò Ý÷ïõìå ôéò ôñåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x, y êáé z óå Êáñ-
ôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò. ÁíÜëïãá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò ôñåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò r, è êáé z óôéò
êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ãåíéêåýïíôáò ôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò.
Åðßóçò óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò óå óöáéñéêÝò ðåñéï÷Ýò Þ óå ðåñéï÷Ýò ìå óöáéñéêÞ óõììåôñßá (äçëáäÞ
ìå óõììåôñßá ùò ðñïò ôï êÝíôñï Ï ìéáò óöáßñáò) ùò ðñïò ôï æçôïýìåíï öõóéêü ìÝãåèïò åíäåß-
êíõôáé óõ÷íÜ íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ñ, è êáé ö, ðïõ åßíáé åðßóçò ôñåéò.
Óå åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò áðïäåéêíýïíôáé ÷ñÞóéìá êáé Üëëá åßäç óõíôåôáãìÝíùí óôéò äýï äéáóôÜóåéò
(öõóéêÜ äýï ìüíï óõíôåôáãìÝíåò) êáé óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (ìüíï ôñåéò óõíôåôáãìÝíåò).

Óõíïøßæïíôáò, ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé óõ÷íÜ (âÝâáéá ü÷é ðÜíôïôå) óáí áíåîÜñôçôåò ìå-
ôáâëçôÝò óôá ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôÜ ôïõ ôéò åîÞò: (á) ôï ÷ñüíï t, üðùò óõìâáßíåé, ð.÷., óôç óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.1) Þ (â) ôç èÝóç x, üðùò óõìâáßíåé, ð.÷., óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(1.1.2) ãéá ôï ìïíïäéÜóôáôï ðñüâëçìá ôçò óõíÞèïõò äïêïý. ¼ôáí åñãÜæåôáé óôéò äýï äéáóôÜóåéò,
óå óôáôéêÜ ðñïâëÞìáôá Ý÷åé äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, ð.÷. (á) ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò
x êáé y Þ (â) ôéò áíôßóôïé÷åò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è. ÁíÜëïãá, üôáí åñãÜæåôáé óôéò ôñåéò äéá-
óôÜóåéò, ðÜëé óå óôáôéêÜ ðñïâëÞìáôá (äçëáäÞ óå ìüíéìåò êáôáóôÜóåéò), Ý÷åé ôñåéò áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò, ð.÷. (á) ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x, y êáé z Þ (â) ôéò êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò
r, è êáé z Þ (ã) ôéò óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ñ, è êáé ö. Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ïé äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå ðïëéêÝò, êõëéíäñéêÝò êáé óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ìåëåôþíôáé
óôï ÊåöÜëáéï Â9.

ÅðéðëÝïí óå äõíáìéêÜ (ü÷é ðéá óå óôáôéêÜ) ðñïâëÞìáôá ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé óáí áíå-
îÜñôçôç ìåôáâëçôÞ êáé ôï ÷ñüíï t. ÄçëáäÞ óôï äõíáìéêü ðñüâëçìá ìéáò äïêïý (óõíÞèïõò Þ åðß
åëáóôéêÞò âÜóåùò) ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß óáí áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ôüóï ôç
èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý üóï êáé ôï ÷ñüíï t, äçëáäÞ äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò x êáé t.
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ÅðïìÝíùò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò ôçò óõíÞèïõò äïêïý (1.1.2) èá ðñÝðåé íá ôñïðï-
ðïéçèåß óôï äõíáìéêü öáéíüìåíï. Óôï öáéíüìåíï áõôü ç åîßóùóç (1.1.2) èá ðÜñåé ôçí áêüëïõèç
ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ∂ (áíôß ôïõ d) ðïõ äçëþíåé ìåñéêÞ (êáé ü÷é óõíÞèç) ðáñáãþãéóç:

EI
∂4v(x, t)

∂x4
= p(x, t)− ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

, t > 0, 0 < x < L. (1.1.5)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ôï óýìâïëï ñ äçëþíåé ôç óõíÞèç ðõêíüôçôá (ìÜæá áíÜ ìïíÜäá üãêïõ) ôïõ
õëéêïý áðü ôï ïðïßï Ý÷åé êáôáóêåõáóèåß ç äïêüò êáé ôï óýìâïëï Á ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôçò S.
ÅðïìÝíùò ôï ãéíüìåíï ñÁ åêöñÜæåé ôçí ðõêíüôçôá áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ôçò äïêïý: ôç ãñáììéêÞ
ðõêíüôçôá. Ç ãñáììéêÞ áõôÞðõêíüôçôá ìåñéêÝò öïñÝò äçëþíåôáé êáé óáím, äçëáäÞ åäþm = ñA.
Êáé ôéò äýï áõôÝò ðïóüôçôåò ñ êáé Á, ÷Üñéí áðëüôçôáò, ôéò èåùñïýìå åäþ óôáèåñÝò. ÄçëáäÞ
ç óõíÞèçò äïêüò áðïôåëåßôáé áðü ïìïãåíÝò õëéêü êáè’ üëï ôï ìÞêïò ôçò (óôáèåñü ñ). Åðßóçò åßíáé
óôáèåñÞò äéáôïìÞò S åìâáäïý Á (óôáèåñü Á). ÖõóéêÜ ç äéáôïìÞ áõôÞ S äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá
åßíáé ïñèïãùíéêÞ: ìðïñåß íá åßíáé ïðïéïõäÞðïôå ó÷Þìáôïò, ð.÷. ó÷Þìáôïò ôáõ (Ô) Þ, êáëýôåñá,
äéðëïý ôáõ. Ôá äýï áõôÜ ó÷Þìáôá åßíáé åõíïúêÜ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, åðåéäÞ äçìéïõñãïýí
ìåãÜëç ñïðÞ áäñáíåßáò I ùò ðñïò ôïí ïõäÝôåñï Üîïíá Oz ôçò äéáôïìÞò S ôçò äïêïý (ãéá ôçí ßäéá
ìÜæá õëéêïý). ¢ñá êáé ç äõóêáìøßá EI óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (1.1.2), (1.1.3), (1.1.5), êëð. ðïõ
áöïñïýí óôçí êÜìøç äïêþí åßíáé åðßóçò ìåãÜëç êáé ôïýôï åßíáé ÷ñÞóéìï ãéá ìåéùìÝíç êÜìøç.

Äå óõìâáßíåé ôßðïôå ôï ôñïìåñü óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.5). ÁðëÜ ôþñá ç Üãíùóôç óõ-
íÜñôçóç, äçëáäÞ ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x, t), åîáñôÜôáé ôüóï áðü ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò
äïêïý (0 ≤ x ≤ L) üóï êáé áðü ôï ÷ñüíï t (t ≥ 0) ëüãù ôçò äõíáìéêÞò (ìåôáâáëëüìåíçò ìå ôï
÷ñüíï t) êáôáðïíÞóåùò ôçò äïêïý óå êÜìøç. ÃåíéêÜ êáé ç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p = p(x, t) ôçò
äïêïý (ð.÷. óå kN/m) åßíáé êáé áõôÞ óõíÜñôçóç êáé ôçò èÝóåùò x êáé ôïõ ÷ñüíïõ t óå äõíáìéêÜ
öáéíüìåíá. ÕðÜñ÷ïõí åðïìÝíùò äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò óôç äïêü: ç èÝóç x êáé ï ÷ñüíïò t
óôï èåùñïýìåíï äõíáìéêü ðñüâëçìá äïêïý óå êÜìøç, êÜôé ôï ðïëý óõíçèéóìÝíï ãéá ôïí Ðïëé-
ôéêü Ìç÷áíéêü (éäßùò óå ðåñéðôþóåéò óåéóìþí). ¢ñá, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå, ïé ðáñÜãùãïé óôç
ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.5) åßíáé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé (ðïõ äçëþíïíôáé ìå ôï óýìâïëï ∂) êáé
ü÷é óõíÞèåéò ðáñÜãùãïé (ðïõ äçëþíïíôáé ìå ôï óýìâïëï d). Áíôßèåôá óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò (1.1.1), (1.1.2) (ôçò ïðïßáò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.5) áðïôåëåß ãåíßêåõóç óôï äõíá-
ìéêü öáéíüìåíï êÜìøåùò äïêïý) êáé (1.1.3) Ý÷ïõìå óõíÞèåéò ðáñáãþãïõò. ÁõôÝò äçëþíïíôáé ìå
ôï óýìâïëï d.

Ðáñåìðéðôüíôùò ìðïñåß íá óçìåéùèåß üôé ôï üñèéï óýìâïëï d äçëþíåé äéáöïñéêÜ, ðïõ ÷ñçóé-
ìïðïéïýíôáé åðßóçò óôç óõíÞèçðáñáãþãéóç, ð.÷. du/dt (ìå ôï óýìâïëï d üñèéï, åíþ ôá óýìâïëá u
êáé t ðëÜãéá). Áíôßèåôá ôï ðëÜãéï óýìâïëï d ìðïñåß íá ðáñéóôÜíåé êÜðïéá ìáèçìáôéêÞ Þ öõóéêÞ
ðïóüôçôá Þ óõíÜñôçóç, ð.÷. ìéá áðüóôáóç d. ÁíÜëïãá êáé ãéá ôá óýìâïëá D (ôï äéáöïñéêü
ôåëåóôÞ: üñèéï D, ð.÷. Du ãéá ôçí ðáñÜãùãï u̇ = u̇(t) ôçò óõíáñôÞóåùò u ìéáò ìåôáâëçôÞò t)
êáé D (ð.÷. äõóêáìøßá óõíÞèïõò ðëÜêáò: ðëÜãéï D). Ôï üñèéï óýìâïëï D äçëþíåé åðßóçò êáé ôçí
ïëéêÞ ðáñÜãùãï, ç ïðïßá ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõ÷íÜ óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí),
ð.÷. Du/D t (ìå ôï óýìâïëï D üñèéï, åíþ ôá óýìâïëá u êáé t ðÜëé ðëÜãéá). Ç ïëéêÞ ðáñÜãùãïò,
ð.÷. ç Du/D t, êáëåßôáé óõ÷íÜ êáé õëéêÞ ðáñÜãùãïò, åðåéäÞ áíáöÝñåôáé óôçí êßíçóç ôçò ýëçò áðü
ôçí ïðïßá áðïôåëåßôáé ôï ñåõóôü, êáé ðñáãìáôéêÜ óôïí ïñéóìü ôçò ðåñéÝ÷åôáé ç ôá÷ýôçôá V ôïõ
êéíïýìåíïõ ñåõóôïý.

B1.1.3. ÐáñáôçñÞóåéò ãéá ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

Åð’ åõêáéñßá áò óçìåéùèåß üôé ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé äçëþíïõí êáé áõôÝò ðáñáãþãéóç, áëëÜ ìå
óáöÞ Ýíäåéîç ùò ðñïò ðïéá Þ ðïéåò áðü ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óôçí
ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.5) ðáñáôçñïýìå ôçí ðáñïõóßá ôçò ôÝôáñôçò ìåñéêÞò ðáñáãþ-
ãïõ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò) v(x, t) ùò ðñïò ôç èÝóç x êáèþò êáé ôçò
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äåýôåñçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò v(x, t) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, äçëáäÞ

∂4v(x, t)
∂x4

êáé
∂2v(x, t)

∂t2
(1.1.6)

áíôßóôïé÷á. Êáé óôéò äýï áõôÝò ìåñéêÝò ðáñáãùãþãïõò ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ðïõ äåí áöïñÜ
óôçí ðáñáãþãéóç èåùñåßôáé óáí óôáèåñÜ, óáí ðáñÜìåôñïò êáôÜ ôçí þñá ôçò ðáñáãùãßóåùò.

¸ôóé, áí õðïèåôéêÜ äå÷èïýìå üôé

v(x, t) = Bx5 sinùt (1.1.7)

ìå ôï B ãíùóôÞ óôáèåñÜ êáé ù (ù > 0) ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôáëáíôþóåùí óôï õðïèåôéêü
áõôü ðáñÜäåéãìá, ôüôå ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé (1.1.6) ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(1.1.5) èá Ý÷ïõí ôéò åêöñÜóåéò

∂4v(x, t)
∂x4

= 5! Bx sinùt = 120 Bx sinùt êáé
∂2v(x, t)

∂t2
= −ù2Âx5 sinùt. (1.1.8)

Áõôü äéáðéóôþíåôáé åýêïëá ìå ôçí åêôÝëåóç ôùí ðáñáãùãßóåùí.

ÁñêåôÜ óõ÷íÜ ðáñïõóéÜæïíôáé êáé ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé, áí êáé áõôü äå óõìâáßíåé óôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.5). ÕðïèÝôïíôáò êáé ðÜëé ôçí éó÷ý ôçò ó÷Ýóåùò (1.1.7) ãéá ôç óõíÜñôçóç
ôùí äýï ìåôáâëçôþí v(x, t) (åäþ ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý v(x, t) åîáñôÜôáé êáé áðü ôç èÝóç x
êáôÜ ìÞêïò ôçò, áëëÜ êáé áðü ôï ÷ñüíï t), âñßóêïõìå êáé ôçí åîÞò ìéêôÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãï:

∂2v(x, t)
∂x ∂t

≡ ∂

∂x

(
∂v(x, t)

∂t

)
= ∂

∂x

(
∂

∂t

(
Bx5 sinùt

)) = ∂

∂x

(
ùBx5 cosùt

) = 5ùÂx4 cosùt. (1.1.9)

ÁíÜëïãá ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé áíùôÝñùí ôÜîåùí. Ôï åõ÷Üñé-
óôï ðÜíôùò åßíáé üôé åÜí ïé æçôïýìåíåò ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé õðÜñ÷ïõí êáé åßíáé óõíå÷åßò
óõíáñôÞóåéò, ôüôå åðéôñÝðåôáé ïðïéáäÞðïôå áëëáãÞ óôç óåéñÜ ôùí ðáñáãùãßóåùí, ð.÷.

∂2v(x, t)
∂x ∂t

= ∂2v(x, t)
∂t ∂x

. (1.1.10)

ÄçëáäÞ ìå óáöÝóôåñç ãñáöÞ (óõ÷íÜ ãßíïíôáé ëÜèç óôç èåùñçôéêÞ åñìçíåßá ôçò óåéñÜò ôùí ðá-
ñáãùãßóåùí óå ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò!) ç éóüôçôá (1.1.10) äçëþíåé üôé

∂

∂x

(
∂v(x, t)

∂t

)
= ∂

∂t

(
∂v(x, t)

∂x

)
. (1.1.11)

Ôïýôï ðïëý åýêïëá ìðïñåß íá åðáëçèåõèåß óôï ðáñÜäåéãìá ôçò óõíáñôÞóåùò (1.1.7) áóöáëþò
ìå áðïôÝëåóìá (êáé óôá äýï ìÝëç ôçò éóüôçôáò (1.1.10) Þ, éóïäýíáìá, (1.1.11)) ôï (1.1.9).

Óçìåéþíåôáé üôé áíôßèåôá ìå ôï óõìâïëéóìü (1.1.10) (áíáëõôéêüôåñá (1.1.11)), üôáí ÷ñçóéìï-
ðïéåßôáé ï óõìâïëéóìüò ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ÷ùñßò ôï óýìâïëï ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ∂,
áëë’ áðëÜ ìå äåßêôåò, ôüôå ï ðñþôïò äåßêôçò äçëþíåé ôç ìåôáâëçôÞ óôçí ðñþôç ìåñéêÞ ðáñá-
ãþãéóç, ï äåýôåñïò óôç äåýôåñç, êëð. ¸ôóé ç ó÷Ýóç (1.1.10) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôç ìïñöÞ

vtx = vxt (1.1.12)
ðïõ åßíáé ìÜëéóôá êáé óõíôïìüôåñç.

B1.1.4. ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

Ç åîßóùóç (1.1.5), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå ìåôáöÝñïíôáò ôç ÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôïõ
äåîéïý ìÝëïõò ôçò óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò (âÝâáéá ìå ðñüóçìï óõí ôþñá)

EI
∂4v(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L, (1.1.13)
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åßíáé öõóéêÜ ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áëë’ Ý÷åé äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò
ôçò äïêïý êáé ôï ÷ñüíï t. ÅðïìÝíùò, üðùò Þäç óáöþò åîçãÞóáìå, ðåñéÝ÷åé ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
(êáé ü÷é óõíÞèåéò ðáñáãþãïõò) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò v(x, t).

Óõíôïìüôåñç ãñáöÞ ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.1.13) åßíáé
äõíáôÞ ìå ôç ÷ñÞóç äåéêôþí ãéá ôç äÞëùóç ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ùò åîÞò:

EI vxxxx + ñÁ vtt = p, t > 0, 0 < x < L. (1.1.14)

Ç ãñáöÞ áõôÞ åßíáé áðüëõôá áðïäåêôÞ êáé ðñáãìáôéêÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åõñýôáôá ôüóï áðü
ôï Ìáèçìáôéêü üóï êáé áðü ôï Ìç÷áíéêü. ÐáñÜ ôáýôá óôá ðáñüíôá äéäáêôéêÜ âéâëßá èá ðñï-
ôéìÞóïõìå ôçí åðéóçìüôåñç (êáé óáöÝóôåñç) ãñáöÞ (1.1.13). ÌÜëéóôá ìåñéêÝò öïñÝò, ãéá íá
áðïöåýãïíôáé óõã÷ýóåéò ìåôáîý ìåñéêþí ðáñáãþãùí êáé áðëþí äåéêôþí, ðñéí áðü ôéò äçëþóåéò
ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí óôïõò äåßêôåò ìðáßíåé êüììá. ¸ôóé ç åîßóùóç (1.1.14) ãñÜöåôáé êáé óôç
ìïñöÞ

EI v, xxxx + ñÁ v, tt = p, t > 0, 0 < x < L. (1.1.15)

Ç ôåëåõôáßá ãñáöÞ (1.1.15) óõíéóôÜôáé, éäßùò üôáí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôáõôü÷ñïíá ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò êáé áðëïýò äåßêôåò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí áðëïß äåßêôåò ÷ñçóéìï-
ðïéïýíôáé ãéá ôéò ôÜóåéò óij, ôéò ìåôáôïðßóåéò ui, ôéò ðáñáìïñöþóåéò åij êáé ôéò ñïðÝò áäñáíåßáò Iij
(óõíÞèùò ìå i, j ∈ {x, y, z}). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ êáé óå ðáñüìïéåò ðåñéðôþóåéò (üðïõ óõíÞèùò
ïé äåßêôåò áíáöÝñïíôáé óôéò óõíéóôþóåò äéáíõóìáôéêþí êáé ôáíõóôéêþí ìåãåèþí) ç ÷ñÞóç ôïõ
êüììáôïò ðñéí áðü ôéò ìåôáâëçôÝò ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí åßíáé áíáãêáßá. (Ðñïöáíþò áõôü
âÝâáéá éó÷ýåé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé äçëþíïíôáé ìå ôç ÷ñÞóç äåéêôþí.)

ÔÝôïéåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáëïýíôáéäéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò. ÌÜëé-
óôá ó÷åôéêÜ ðñüóöáôá ôåßíåé íá åðéêñáôÞóåé ï ðéï óýíôïìïò üñïò ìåñéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò,
üìùò ßóùò ìå êÜðïéá óýã÷õóç ãéá ôï áí Ý÷ïõìå ìåñéêÝò (êÜðïéåò) óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
Þ ðñáãìáôéêÜ äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Óôá ÁããëéêÜ õðÜñ÷ïõí äýï öñÜóåéò
ìå îå÷ùñéóôÝò Ýííïéåò: (i) some differential equations êáé (ii) partial differential equations, óôá Åë-
ëçíéêÜ üìùò ðñïêýðôåé óýã÷õóç. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ êáé ç ëÝîç «some» êáé ç ëÝîç «partial»
óôá ÁããëéêÜ ìåôáöñÜæïíôáé êáé ïé äýï óôá ÅëëçíéêÜ ìå ôç ëÝîç «ìåñéêÝò». Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé,
êáé ïé äýï üñïé åßíáé áðïäåêôïß, áëë’ ï ãñÜöùí (üðùò êáé Üëëïé) äåß÷íåé ðñïôßìçóç óôïí ðñþôï:
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Áõôüò öáßíåôáé íá åßíáé êáé ï óáöÝóôåñïò. Åðï-
ìÝíùò ï ãñÜöùí èá ÷ñçóéìïðïéåß ó’ áõôü ôï äéäáêôéêü âéâëßï, üðùò êáé óôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ, áðïêëåéóôéêÜ ôïí üñï áõôü.

Óôï ðáñüí êáé óôá åðüìåíá êåöÜëáéá èá åîåôÜóïõìå ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò, ïé ïðïßåò áðïôåëïýí ãåíßêåõóç ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ¸íá ðñþôï
ðáñÜäåéãìá áðåôÝëåóå ç åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý (1.1.13). ¸íá
Üëëï ðáñÜäåéãìá äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò åßíáé ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

∂2u(x, y)
∂x2

+ ∂2u(x, y)
∂y2

= 0. (1.1.16)

Ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé ìéá ðÜñá ðïëý ãíùóôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé
êáëåßôáé åîßóùóç ôïõ Laplace óôéò äýï äéáóôÜóåéò (Þ áðëïýóôåñá äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace).
Áõôü ðïõ ðáñáôçñïýìå óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace åßíáé ç ýðáñîç äýï áíåîÜñôçôùí
ìåôáâëçôþí èÝóåùò: ôùí x êáé y, ðïõ äçëþíïõí ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) óôï åðßðåäï
Oxy. Áðü áõôÝò ôéò äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åîáñôÜôáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ) u = u(x, y). (Ï ÷ñüíïò t äåí õðåéóÝñ÷åôáé óáí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ óôç äéäéÜóôáôç
åîßóùóç ôïõ Laplace (1.1.16).) ÅðåéäÞ Ý÷ïõìå êáé ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç
ôïõ Laplace (1.1.16), ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ó’ áõôÞí ôï óýìâïëï ôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂ ãéá ôéò äýï
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áíôß ãéá ôï óõíçèéóìÝíï óõìâüëï d ãéá ôéò óõíÞèåéò ðáñáãþãïõò.
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Ç åîßóùóç ôïõ Laplace óôéò äýï äéáóôÜóåéò (1.1.16) ãåíéêåýåôáé âÝâáéá êáé óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò:
ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace. Åêåß ðáßñíåé ôçí ðñïöáíÞ ìïñöÞ

∂2u(x, y, z)
∂x2

+ ∂2u(x, y, z)
∂y2

+ ∂2u(x, y, z)
∂z2

= 0 (1.1.17)

ìå ôñåéò ôþñá áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò èÝóåùò: ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z) óôïí ôñé-
äéÜóôáôï ÷þñï. ÅíáëëáêôéêÝò ìïñöÝò ôçò éó÷ýïõí óôéò ðåñéðôþóåéò ôùí ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí
(r, è) óôéò äýï äéáóôÜóåéò êáé ôùí êõëéíäñéêþí óõíôåôáãìÝíùí (r, è, z) êáèþò êáé ôùí óöáéñéêþí óõ-
íôåôáãìÝíùí (ñ, è,ö) óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò. Èá ìåëåôÞóïõìå ôéò ìïñöÝò áõôÝò óôï ÊåöÜëáéï Â9.

Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí üôé óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé áíÜãêç íá ÷ñçóé-
ìïðïéåß äýï, ôñåéò Þ êáé ôÝóóåñéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, üðùò ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò
(x, y, z) (Þ êáé Üëëåò óõíôåôáãìÝíåò èÝóåùò) Þ/êáé ôï ÷ñüíï t öèÜíïíôáò ôï ðïëý óôéò ôÝóóåñéò
áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ç êÜèå óõíéóôþóá Vx, Vy êáé Vz ôçò äéáíõóìá-
ôéêÞò ôá÷ýôçôáò V ôïõ áíÝìïõ ðïõ åðçñåÜæåé ìéá ãÝöõñá (üðùò ôç ãÝöõñá Ñßïõ--Áíôéññßïõ)
Þ ôïí ðýñãï åëÝã÷ïõ åíüò áåñïäñïìßïõ åîáñôÜôáé êáé áðü ôéò ôÝóóåñéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëç-
ôÝò x, y, z êáé t, äçëáäÞ Vx = Vx(x, y, z, t), êëð. Ôï ßäéï áêñéâþò óõìâáßíåé êáé ãéá ôç óõãêÝíôñùóç
c = c(x, y, z, t) åíüò ñýðïõ (äçëáäÞ ìéáò ñõðáßíïõóáò ïõóßáò) óå ðïôáìü Þ óå ëßìíç Þ áêüìç êáé óôç
èÜëáóóá, üðïõ áðïâÜëëïíôáé äéÜöïñåò ïõóßåò áðü ðáñáêåßìåíåò âéïìç÷áíßåò Þ Üëëá áðüâëçôá
(ð.÷. áóôéêÜ áðüâëçôá).

ÅðïìÝíùò ðÜñá ðïëëÜ ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý áíáãêáóôéêÜ ÷ñçóéìï-
ðïéïýí óôç ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóÞ ôïõò äýï, ôñåéò Þ êáé ôÝóóåñéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò.
ÁõôÝò ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé óõíÞèùò ìßá, äýï Þ áêüìç êáé ôñåéò áðü ôéò ìåôáâëçôÝò
èÝóåùò: x, y êáé z (÷ùñéêÝò ìåôáâëçôÝò) óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (áíÜëïãá êáé óå Üëëá
óõóôÞìáôá óõíôåôáãìÝíùí) Þ/êáé ï ÷ñüíïò t (÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ). Ïäçãïýí åðßóçò óå äéáöïñé-
êÝò åîéóþóåéò åîáéôßáò ôùí öõóéêþí íüìùí ðïõ éó÷ýïõí êáé ðïõ óõ÷íÜ ðåñéÝ÷ïõí ðáñáãþãïõò
(óõíÞèåéò Þ ìåñéêÝò).

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ôÝôïéïé ðïëý ãíùóôïß íüìïé ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ðáñáãþãïõò åßíáé ïé åîÞò:
(á) ï ôüóï èåìåëéþäçò äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá (1686) óôç Ìç÷áíéêÞ, (â) ï íüìïò ôçò äéá÷ý-
óåùò ôïõ Fick (1855), ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óáí âáóéêüò íüìïò êáé óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ,
(ã) ï íüìïò ôïõ Darcy (1856) óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ (ãñáììÝíïò óôç ìïñöÞ ôïõ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ
õäñáõëéêïý öïñôßïõ h), êëð., êëð. Ï íüìïò ôïõ Darcy ïäÞãçóå åðßóçò êáé óôç ãíùóôÞ èåùñßá
ôïõ Terzaghi ãéá ôç óôåñåïðïßçóç åäÜöïõò. ÁõôÞ ç èåùñßá, áò óçìåéùèåß áõôü ôï «ðáñÜîåíï»,
êáôáëÞãåé óôçí ôåëéêÞ åîßóùóÞ ôçò óôçí ßäéá ìáèçìáôéêÜ åîßóùóç (ïõóéáóôéêÜ óôçí åîßóùóç ôçò
äéá÷ýóåùò) ìå ôï íüìï ôçò äéá÷ýóåùò ôïõ Fick!

Ôï ðñïöáíÝò óõìðÝñáóìá åßíáé üôé åîßóïõ áíáãêáóôéêÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ïäçãåßôáé óå
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ôÝôïéåò åßíáé ç åîßóùóç ôùí
(åîáíáãêáóìÝíùí) êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý (1.1.13) êáé ç åîßóùóç ôïõ Laplace
óôéò äýï äéáóôÜóåéò (1.1.16) êáèþò êáé óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (1.1.17). ÔÝôïéåò äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò (ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò) Ý÷åé óõ÷íÜ ðñïò åðßëõóç áíáëõôéêÞ Þ ðñïóåããéóôéêÞ Þ áêüìç êáé
áñéèìçôéêÞ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. Ç ðñïóåããéóôéêÞ êáé éäßùò ç áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ÷ñçóéìï-
ðïéïýíôáé áñêåôÜ óõ÷íÜ óå ðïëýðëïêá, óå óýíèåôá ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ äåí åðéäÝ÷ïíôáé
áêñéâÞ áíáëõôéêÞ ëýóç. Ðïëý ëßãá óôïé÷åßá ãéá ôéò ðñïóåããéóôéêÝò êáé ôéò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò
åðéëýóåùò ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò
èá áíáöåñèïýí óôï ÊåöÜëáéï Â12.

B1.2. ÂÁÓÉÊÏÉ ×ÁÑÁÊÔÇÑÉÓÌÏÉ

Ðåñéïñßæïõìå ôçíðñïóï÷Þ ìáò óôçí åîßóùóç ôùí (åîáíáãêáóìÝíùí) êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí
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äïêïý (1.1.13)

EI
∂4v(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L, (1.2.1)

êáé óôçí ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z)) (1.1.17)

∂2u(x, y, z)
∂x2

+ ∂2u(x, y, z)
∂y2

+ ∂2u(x, y, z)
∂z2

= 0. (1.2.2)

Óôçí åîßóùóç ôçò äïêïý (1.2.1) (óôï äõíáìéêü âÝâáéá ðñüâëçìá ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò äïêïý)
ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ç èÝóç x êáé ï ÷ñüíïò t, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå, åíþ ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç óõíÜñôçóç v = v(x, t). Áðü öõóéêÞò áðüøåùò ç óõ-
íÜñôçóç áõôÞ ðáñéóôÜíåé ôï âÝëïò êÜìøåùò, äçëáäÞ ôçí åãêÜñóéá (ôçí êÜèåôç) ìåôáôüðéóç ôùí
óçìåßùí ôçò äïêïý, ç ïðïßá äçìéïõñãåß ìéá óõãêåêñéìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò
äïêïý ìå 0 ≤ x ≤ L. (ÖõóéêÜ åäþ ç åëáóôéêÞ áõôÞ ãñáììÞ ìåôáâÜëëåôáé ìå ôï ÷ñüíï t.) Èá äþ-
óïõìå ôþñá ìåñéêïýò ïñéóìïýò ãéá ÷áñáêôçñéóìïýò êáé ôáîéíïìÞóåéò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

B1.2.1. ÔÜîç

ÔÜîç ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáëåßôáé ç ôÜîç ôçò ìåãáëýôåñçò
óå ôÜîç ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç,
ç åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý (1.2.1) åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò åîáéôßáò
ôçò ðáñïõóßáò ôçò ôåôÜñôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂4v(x, t)/∂x4 óôïí ðñþôï üñï ôïõ áñéóôåñïý
ìÝëïõò ôçò. Áíôßèåôá ç ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (1.2.2) åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò, åðåéäÞ êáé
ïé ôñåéò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ó’ áõôÞí (ùò ðñïò x, ùò ðñïò y êáé ùò ðñïò z) åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò
êáé äåí õðÜñ÷åé êáìßá ðáñÜãùãïò ôÜîåùò ìåãáëýôåñçò ôçò äåõôÝñáò. ÓõíÞèùò ïé äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíé-
êïý åßíáé ìÝ÷ñé ôåôÜñôçò ôÜîåùò. Áõôü üìùò äå óõìâáßíåé ðÜíôïôå. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óå
Ýíá ðñüâëçìá êõêëéêïý êõëéíäñéêïý êåëýöïõò ðáñïõóéÜæåôáé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ïãäüçò ôÜîåùò.

B1.2.2. Ãñáììéêüôçôá

Ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ÷áñáêôçñßæåôáé óáí ãñáììéêÞ, åÜí ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ó’ áõôÞí êáé êÜèå ìåñéêÞ ðáñÜãùãüò ôçò ðáñïõóéÜæåôáé (óå üóïõò üñïõò ç êáèåìßá
ðáñïõóéÜæåôáé) õøùìÝíç áêñéâþò óôçí ðñþôç äýíáìç. Åðßóçò äåí ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí êáèüëïõ
ãéíüìåíá ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò ìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò ïýôå êáé ôùí ìåñéêþí ðá-
ñáãþãùí ôçò ìåôáîý ôïõò. Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïß ôçò ðñÝðåé åðßóçò
íá ìçí åìöáíßæïíôáé ü÷é ìüíï óå äõíÜìåéò (äéáöïñåôéêÝò ôçò ðñþôçò), óå ñßæåò, êëð., áëë’ ïýôå
êáé ìÝóá óå ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç üðùò óôéò óõíáñôÞóåéò sin, cos, tan, sinh, cosh, tanh, ôéò
áíôßóôñïöÝò ôïõò, óôéò óõíáñôÞóåéò exp, ln, erf (error function, óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò), êëð., êëð.

Ìå ôçí Ýííïéá áõôÞ ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.2.1) êáé (1.2.2) åßíáé
êáé ïé äýï ãñáììéêÝò. Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ó’ áõôÝò v(x, t) êáé u(x, y, z)
áíôßóôïé÷á ðáñïõóéÜæïíôáé (óå üóïõò üñïõò ðáñïõóéÜæïíôáé) óôç ìïñöÞ ìåñéêþí ðáñáãþãùí
õøùìÝíùí óôçí ðñþôç äýíáìç. Áíôßèåôá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

(
∂2u(x, y)

∂x2

)3

+ ∂2u(x, y)
∂y2

= 0 (1.2.3)

åßíáé ìç ãñáììéêÞ. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ï ðñþôïò üñïò ôçò óôï áñéóôåñü ìÝëïò åßíáé ìåñéêÞ
ðáñÜãùãïò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u = u(x, y) õøùìÝíç óôçí ôñßôç äýíáìç. Åðßóçò êáé
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ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

sinh u(x, y, z)+ ∂2u(x, y, z)
∂y2

+ ∂u(x, y, z)
∂z

= x + y + z (1.2.4)

åßíáé êáé áõôÞ ìç ãñáììéêÞ. Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, y, z) óôïí ðñþôï
üñï ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò ôçò åìöáíßæåôáé óáí üñéóìá óôç óõíÜñôçóç õðåñâïëéêü çìßôïíï (sinh).
Ç ðïëý ãíùóôÞ óåéñÜ Maclaurin ôçò óõíáñôÞóåùò õðåñâïëéêü çìßôïíï

sinh u = u+ u3

3!
+ u5

5!
+ u7

7!
+ u9

9!
+ u11

11!
+ · · · (1.2.5)

êáôáäåéêíýåé ôï ìç ãñáììéêü ÷áñáêôÞñá ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.2.4), ãéáôß ðáñïõóéÜæïíôáé
äõíÜìåéò ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò u: u3, u5, u7, êëð.

Ìç ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óõíáíôÜ ìåñéêÝò öïñÝò ï Ðïëéôé-
êüò Ìç÷áíéêüò óôçí ðñÜîç. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ïé ôüóï âáóéêÝò êáé ÷ñÞóéìåò åîéóþóåéò ôùí
Navier--Stokes óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí) áðïôåëïýí Ýíá óýóôçìá ìç ãñáììé-
êþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åîáéôßáò ôçò ðáñïõóßáò ãéíïìÝíùí ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí (ôùí
óõíéóôùóþí ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý) ìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôïõò. Ôéò åîéóþóåéò ôùí
Navier--Stokes óôï ãÞéíï ðåäßï âáñýôçôáò èá ôéò áíáöÝñïõìå óôçí ÐáñÜãñáöï Â3.3.2 ôïõ Êåöá-
ëáßïõ Â3. Ìéá Üëëç (êáé ðéï áðëÞ) ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõòðñþôçò
ôÜîåùò ðïõ áöïñÜ óôçí ÊõêëïöïñéáêÞ ÑïÞ ï÷çìÜôùí (áõôïêéíÞôùí) ðïõ êéíïýíôáé åëåýèåñá óå
áõôïêéíçôüäñïìï èá ôçí áíáöÝñïõìå ðéï êÜôù óôï êåöÜëáéï áõôü.

Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ìå äýï áíåîÜñ-
ôçôåò ìåôáâëçôÝò x êáé y Ý÷åé ôçí åîÞò ìïñöÞ:

P(x, y)
∂u
∂x

+Q(x, y)
∂u
∂y

+ R(x, y) u = S(x, y). (1.2.6)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ x êáé y åßíáé ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò êáé u = u(x, y) ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç
(Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ). Ïé óõíáñôÞóåéò P(x, y), Q(x, y), R(x, y) êáé S(x, y) èåùñïýíôáé ãíùóôÝò
óõíáñôÞóåéò åðßóçò ôùí äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí x êáé y. Ìðïñåß âÝâáéá ç ìßá áðü ôéò äýï
áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x êáé y íá åßíáé ï ÷ñüíïò t (ð.÷. áíôß ãéá ôç ìåôáâëçôÞ y).

Ìå üìïéï ôñüðï äéáðéóôþíåôáé åýêïëá üôé ç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò
ôÜîåùò åðßóçò ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x êáé y Ý÷åé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

A
∂2u
∂x2

+ B
∂2u

∂x ∂y
+ C

∂2u
∂y2

+ D
∂u
∂x

+ E
∂u
∂y

+ Fu = S. (1.2.7)

Ôá óýìâïëá x êáé y äçëþíïõí êáé ðÜëé ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. Ç óõíÜñôçóç u = u(x, y)
åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ), åíþ ïé óõíáñôÞóåéò A = A(x, y), B = B(x, y),
C = C(x, y), D = D(x, y), E = E(x, y), F = F(x, y) êáé S = S(x, y) åßíáé ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò åðßóçò
ôùí äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí x êáé y. ÁñêåôÝò öïñÝò êáé ïé äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x
êáé y áíáöÝñïíôáé óôï ÷þñï, åßíáé äçëáäÞ ÷ùñéêÝò ìåôáâëçôÝò. ÐïëëÝò öïñÝò üìùò ç ìßá ìüíï
(ð.÷. ç x) áíáöÝñåôáé óôï ÷þñï, åíþ ç äåýôåñç (ð.÷. ç y) áíáöÝñåôáé óôï ÷ñüíï. ÖõóéêÜ óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï óýìâïëï t áíôß ôïõ y ãéá ôç ÷ñïíéêÞ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ.

Óôï ðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ èá ðåñéïñßóïõìå ó÷åäüí ðëÞñùò ôçí ðñï-
óï÷Þ ìáò óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ÁõôÝò åßíáé êáé ïé ðéï
åýêïëåò óôçí åðßëõóÞ ôïõò, áëëÜ, ôáõôü÷ñïíá, êáé ïé ðéï óõ÷íÜ ðáñïõóéáæüìåíåò óôá ôå÷íéêÜ
ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÂÝâáéá åßíáé áêñéâÝò üôé óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò, óôéò
ðåñéóóüôåñåò ìÜëéóôá ðåñéðôþóåéò, ç åìöÜíéóç ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (åßôå óõíÞ-
èïõò åßôå ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò) áðïôåëåß ôç óõíÝðåéá êÜðïéùíðáñáäï÷þí êáé áðëïõóôåýóåùí
ðïõ ãñáììéêïðïéïýí ìéá êáôáñ÷Þí ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ êáëåßôáé
ãñáììéêïðïßçóç êáé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñÝðåé íá Ý÷åé åðßãíùóç ôùí ó÷åôéêþí ðåñéïñéóìþí
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êáé ôùí ïñßùí ôçò éó÷ýïò ôçò (ôåëéêÜ) ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïêýðôåé (åßôå áõôÞ
åßíáé óõíÞèçò åßôå ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò).

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ãéá ôçí êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí ôçò
äïêïý (1.2.1) ï ðñþôïò üñïò ôçò

EI
∂4v(x, t)

∂x4
(1.2.8)

ðñïÝêõøå êáôüðéí ðáñáäï÷þí, áëëÜ êáé ãñáììéêïðïéÞóåùò óôïí áêüëïõèï ôýðï ãéá ôçí (ðñï-
óçìáóìÝíç) êáìðõëüôçôá ôçò äïêïý:

ê(x, t) = v′′(x, t)[√
1+ v′2(x, t)

]3 ≡ v′′(x, t)[
1+ v′2(x, t)

]3/2 . (1.2.9)

Óôïí ôýðï áõôü ïé ôüíïé óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç v(x, t) äçëþíïõí ðáñáãùãßóåéò ùò ðñïò ôç
÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ (ôç ìåôáâëçôÞ èÝóåùò) x, ü÷é ùò ðñïò ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ t. (Áíôßèåôá ãéá
ôéò ÷ñïíéêÝò ðáñáãþãïõò óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ôåëåßåò, ð.÷.
v̈ = v̈(x, t) ãéá ôç äåýôåñç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï áíôß v′′ = v′′(x, t) ãéá ôç äåýôåñç ÷ùñéêÞ ðáñÜãùãï.)
Ôþñá ãéá ôç ãñáììéêïðïßçóç óôïí ôýðï ôçò êáìðõëüôçôáò (1.2.9) ï üñïò v′2(x, t) óôçí ôåôñáãùíéêÞ
ñßæá óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôïõ ôýðïõ áõôïý áðëÜ áãíïåßôáé óõãêñéíüìåíïò ìå ôç
ìïíÜäá óôçí ßäéá ñßæá. ÅðïìÝíùò

ê(x, t) ≈ v′′(x, t) ≡ ∂2v(x, t)
∂x2

. (1.2.10)

Óôç óõíÝ÷åéá ãéá ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x, t) óôç äïêü Ý÷ïõìå

M(x, t) = EI ê(x, t) ≈ EI
∂2v(x, t)

∂x2
, (1.2.11)

êëð. ìÝ÷ñé íá öèÜóïõìå (ìå Üëëåò äýï ðáñáãùãßóåéò) óôïí ðñþôï üñï (1.2.8) ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (1.2.1).

Åßíáé ìÜëéóôá áñêåôÜ äéêáéïëïãçìÝíç ç ôüóï ãíùóôÞ áõôÞ ãñáììéêïðïßçóç. Êáé ôïýôï ãéáôß ç
ðñþôç ÷ùñéêÞ (ùò ðñïò ôç èÝóç x) ðáñÜãùãïò v′(x, t) óå ìéá äïêü (ðïõ ðáñéóôÜíåé ôçí êëßóç ôçò
äïêïý) åßíáé óõíÞèùòðïëý ìéêñÞ, Ýóôù |v′(x, t)| < 0.1 (êáé áêüìç ìéêñüôåñç). ¢ñá ãéá ôï ôåôñÜãùíü
ôçò v′2(x, t) Ý÷ïõìå v′2(x, t) < 0.12 = 0.01. ÅðïìÝíùò äéêáéïëïãçìÝíá ôï áãíïïýìå óå óýãêñéóç ìå
ôç ìïíÜäá óôçí ôåôñáãùíéêÞ ñßæá óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ ôýðïõ (1.2.9) ãéá ôçí (ðñïóçìáóìÝíç)
êáìðõëüôçôá ê(x, t) ôçò äïêïý. ÐÜñá ðïëý óðÜíéá èá ìðïñïýóå áõôÞ ç ãñáììéêïðïßçóç íá
ðñïêáëÝóåé êÜðïéá ïõóéáóôéêÞ ìåßùóç ôçò áêñßâåéáò åðéëýóåùò (åßôå áíáëõôéêÞò åßôå áñéèìçôéêÞò)
åíüò ðñïâëÞìáôïò óõíÞèïõò äïêïý. Ãé’ áõôü êáé ó÷åäüí ðÜíôïôå õéïèåôåßôáé áðü ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü.

Óõíïøßæïíôáò, ìåôÜ áðü ïñéóìÝíåò åîéäáíéêåýóåéò êáé ãñáììéêïðïéÞóåéò, ï Ðïëéôéêüò Ìç÷á-
íéêüò áñêåßôáé óõíÞèùò óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (åßôå óõíÞèåéò åßôå ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò). Óôï ðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ åîåôÜæïõìå ôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

B1.2.3. Óôáèåñüôçôá ôùí óõíôåëåóôþí

ÅéäéêÜ óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (üðùò êáé óôéò óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò) ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷áñáêôçñßæåôáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëå-
óôÝò, áðëÜ åÜí ïé óõíôåëåóôÝò ôùí üñùí ôçò åßíáé óôáèåñïß. Åííïåßôáé üôé ïé óõíôåëåóôÝò áõôïß
ðïëëáðëáóéÜæïõí åßôå ôçí ßäéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u åßôå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé ãåíéêÝò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðñþôçò
ôÜîåùò (1.2.6) êáé äåõôÝñáò ôÜîåùò (1.2.7) õðåôÝèçóáí ãåíéêÜ ìå ìç óôáèåñïýò (ìå ìåôáâëçôïýò)
óõíôåëåóôÝò. ÁíáöÝñèçêå ìÜëéóôá ñçôÜ ç åîÜñôçóç ôùí óõíôåëåóôþí ôïõò áðü ôéò áíåîÜñôçôåò



ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ ÊÁÉ ×ÁÑÁÊÔÇÑÉÓÌÏÉ (ÊåöÜëáéï B1) 11

ìåôáâëçôÝò. Ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.2.6) ìðïñåß âÝâáéá íá ãñáöåß
êáé óôç ìïñöÞ

P
∂u
∂x

+Q
∂u
∂y

+ Ru = S(x, y) (1.2.12)

êáé íá äçëùèåß óáöþò üôé ïé ðïóüôçôåò P, Q êáé R åßíáé óôáèåñÝò. Ðñüêåéôáé ôþñá ãéá ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò P, Q êáé R.

ÁíÜëïãá ç äÞëùóç üôé ïé ðïóüôçôåò A, B, C,D, E êáé F åßíáé óôáèåñÝò áñêåß ãéá ôï ÷áñáêôçñéóìü
ôçò ãåíéêÞò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò (1.2.7)
óáí åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò (ü÷é ðéá ìç óôáèåñïýò, ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò. Åííïåßôáé üôé
ïé óõíáñôÞóåéò S = S(x, y) óôá äåîéÜ ìÝëç ôùí åîéóþóåùí (1.2.6) êáé (1.2.7) äåí åðçñåÜæïõí ôï
÷áñáêôçñéóìü ôïõò óáí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò áêüìç êáé üôáí åîáñôþíôáé ðñáãìáôéêÜ áðü ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x êáé y.

Áò åðáíÝëèïõìå ðñïò óôéãìÞ óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.2.1)

EI
∂4v(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L. (1.2.13)

ÁõôÞ ç åîßóùóç áöïñÜ, åðáíáëáìâÜíåôáé, óôéò (åîáíáãêáóìÝíåò) êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞ-
èïõò äïêïý êáé åßíáé ðÜñá ðïëý ìåãÜëçò óðïõäáéüôçôáò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôç ÄõíáìéêÞ
ôùí Êáôáóêåõþí. Ðñüêåéôáé ðñïöáíþò ãéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò,
üðùò Þäç áíáöÝñèçêå. ÅÜí ïé óõíôåëåóôÝò ÅÉ (ç äõóêáìøßá ôçò äïêïý) êáé ñÁ (ç ãñáììéêÞ ðõ-
êíüôçôá êáôÜ ìÞêïò ôçò) åßíáé óôáèåñïß, ôüôå ç ßäéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷áñáêôçñßæåôáé
êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ç öüñôéóç p(x, t) óôï äåîéü ìÝëïò ìðïñåß öõóéêÜ íá åîáñôÜôáé êáé
áðü ôéò äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (ôç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ)
êáé ôï ÷ñüíï t (ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ). ¸ôóé üðùò åßíáé ãñáììÝíç ç åîßóùóç (1.2.13) äçëþíåé üôé
Ý÷åé óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò EI êáé ñÁ. ÅÜí ïé ðïóüôçôåò ÅÉ êáé ñÁ äåí åßíáé óôáèåñÝò êáôÜ ìÞêïò
ôçò äïêïý, ôüôå áðïäåéêíýåôáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåþí üôé ç åîßóùóç (1.2.13) ðáßñíåé ôçí
ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ

∂2

∂x2

[
E(x) I(x)

∂2v(x, t)
∂x2

]
+ ñ(x)Á(x)

∂2v(x, t)
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L. (1.2.14)

Áí êáé ìáèçìáôéêÜ åßíáé óïâáñü ëÜèïò êáé Ýíôïíá êáôáêñéôÝï, åíôïýôïéò óôçí ðñÜîç ï Ðïëéôé-
êüò Ìç÷áíéêüò äåí áðïêëåßåôáé íá èåùñÞóåé ôç äõóêáìøßá EI êáé ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ óáí
åíéáßá óýìâïëá áíôß ãéíüìåíá. ÃñÜöåé Ýôóé ôçí åîßóùóç (1.2.14) óôçí êÜðùò áóáöÞ ìïñöÞ ôçò

∂2

∂x2

[
EI(x)

∂2v(x, t)
∂x2

]
+ ñÁ(x)

∂2v(x, t)
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L, (1.2.15)

åííïþíôáò ôç äõóêáìøßá EI êáé ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ ìåôáâëçôÝò êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý.
Áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ç åîßóùóç áõôÞ (1.2.15) óßãïõñá åßíáé ãñáììéêÞ êáé ìå ìç óôáèåñïýò
(ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò. ÐáñÜ ôáýôá ç ìåôáâëçôüôçôá ôùí óõíôåëåóôþí ïöåßëåôáé áðïêëåé-
óôéêÜ óôç ìåôáâëçôÞ ñïðÞ áäñáíåßáò I = I(x) ôçò äéáôïìÞò S ôçò äïêïý ðåñß ôïí ïõäÝôåñï ÜîïíÜ
ôçò Oz óôçí êÜìøç êáé óôï ìåôáâëçôü åìâáäüí A = A(x) ôçò ßäéáò äéáôïìÞò. ÅðéðëÝïí êáé ðÜëé
áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò (ü÷é ðÜíôïôå áðü ôçò óêïðéÜò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý) ôï ìÝôñï
åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young) E êáé ç ðõêíüôçôá ñ ôïõ õëéêïý ôçò äïêïý åßíáé óôáèåñÜ êáôÜ
ìÞêïò ôçò. ÂÝâáéá, áöïý ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.2.15) (ìåôÜ
ôçí ðëÞñç åêôÝëåóç ôùí ðáñáãùãßóåùí óôïí ðñþôï üñï ôçò) Ý÷åé Ýôóé êé áëëéþò ìåôáâëçôïýò
óõíôåëåóôÝò, ôï ó÷üëéï ðïõ ðñïçãÞèçêå äåí åßíáé ïõóéáóôéêÞò óçìáóßáò óôçí ðñÜîç.

Áò ðáñáôçñçèåß ôÝëïò üôé äåí åßíáé áóõíÞèçò ç ÷ñÞóç ìéáò äïêïý ìåôáâëçôÞò äéáôïìÞò, ð.÷.
ìéáò äïêïý ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò óôáèåñïý ðëÜôïõò b êáé ýøïõò h ìå ôï ýøïò áõôü h ìåôá-
âáëëüìåíï ìå ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, äçëáäÞ ìå h = h(x). Áõôü üìùò óõìâáßíåé éäßùò
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óå ðñïâüëïõò ìå ôï h ìåéïýìåíï êáèþò áðïìáêñõíüìáóôå áðü ôçí ðÜêôùóç, Ýóôù óôï Üêñï
x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ. Ïé óôçñßîåéò óôïõò åîþóôåò (óôá ìðáëêüíéá) ôùí ëéãïóôþí íåïêëáóéêþí
êôéñßùí ðïõ åðÝæçóáí ôçò áíïéêïäïìÞóåùò áðïôåëïýí ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ
ðñïöáíþò éó÷ýïõí ïé ôýðïé

A = A(x) = bh(x) êáé I = I(x) = bh3(x)
12

. (1.2.16)

Ï ìåí ðñþôïò ôýðïò, ãéá ôï åìâáäüí Á ôçò äéáôïìÞò S ôçò äïêïý, åßíáé ðñïöáíÞò áðü ôç Ãåù-
ìåôñßá. ¼óïí áöïñÜ óôï äåýôåñï ôýðï, ãéá ôç ñïðÞ áäñáíåßáò É ôçò ßäéáò äéáôïìÞò S ùò ðñïò
ôïí ïõäÝôåñï ÜîïíÜ ôçò Oz óôçí êÜìøç, åßíáé ãíùóôüò áðü ôçí Ôå÷íéêÞ Ìç÷áíéêÞ--ÓôáôéêÞ. Èá
åðáíáëçöèåß åðßóçò óýíôïìá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí óôï 4ï ÅîÜìçíï Óðïõäþí. ¸íôïíç åßíáé
ëïéðüí ç åðéññïÞ ôïõ ýøïõò h = h(x) éäßùò óôç äõóêáìøßá EI = EI(x) óôï ðáñÜäåéãìá ïñèïãùíéêÞò
äéáôïìÞò ðïõ ìåëåôïýìå.

Áõôü ðïõ ðñÝðåé íá óõãêñáôÞóåé óôç ìíÞìç ôïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åßíáé üôé ïé ãñáììéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò,
üðùò ç (1.2.14) Þ ç êÜðùò áóáöÞò ìïñöÞ ôçò (1.2.15), ðáñïõóéÜæïíôáé ìåñéêÝò öïñÝò óôçí åðé-
óôÞìç ôïõ. Åíôïýôïéò áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ç ìåôáâëçôüôçôá ôùí óõíôåëåóôþí ðñïêáëåß
ðñïöáíþò óçìáíôéêüôáôç äõóêïëßá óôçí åðßëõóÞ ôïõò. Ôï ßäéï áêñéâþò óõíÝâáéíå êáé óôéò óõ-
íÞèåéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò Þ êáé áíùôÝñáò ôÜîåùò, üðïõ êáôáöåýãáìå óôç
ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí óå ðåñéðôþóåéò ìç óôáèåñþí (ìåôáâëçôþí) óõíôåëåóôþí ìå áîéïóç-
ìåßùôç åîáßñåóç ôçí åîßóùóç ôùí Cauchy--Euler. ÅéäéêÜ áõôÞ ç åîßóùóç åðéëýåôáé êáôåõèåßáí ìå
ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p(∂) = 0 Þ, Ýóôù, áíÜãåôáé óå ãñáììéêÞ óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáôüðéí áëëáãÞò ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò ôçò.

B1.2.4. ÏìïãÝíåéá

Êáé ðÜëé åéäéêÜ óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (áêñéâþò üðùò
êáé óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò) ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (åßôå ìå óôáèåñïýò åßôå
ìå ìåôáâëçôïýò óõíôåëåóôÝò) êáëåßôáé ïìïãåíÞò, åÜí üëïé ïé üñïé ôçò ðåñéÝ÷ïõí Þ ôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç Þ êÜðïéá áðü ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò. (Åííïåßôáé âÝâáéá ÷ùñßò õøþóåéò óå äõ-
íÜìåéò, ñßæåò, ãéíüìåíá, ôñéãùíïìåôñéêÝò, åêèåôéêÝò êáé õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé áíôßóôñïöÝò
ôïõò, êëð., êëð., ãéáôß Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç.) Åðßóçò åßíáé ðñïöáíÝò üôé
áõôü ðñÝðåé íá óõìâáßíåé åßôå ïé üñïé áõôïß âñßóêïíôáé óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò åîéóþóåùò åßôå
óôï äåîéü. Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç, äçëáäÞ åÜí êÜðïéïò üñïò (Þ êÜðïéïé üñïé) äåí ðåñéÝ÷ïõí ôçí
Üãíùóôç óõíÜñôçóç Þ ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò, ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷áñáêôçñßæåôáé
óáí ìç ïìïãåíÞò.

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðñþôçò ôÜîåùò êáé
ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x êáé y (1.2.6), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

P(x, y)
∂u
∂x

+Q(x, y)
∂u
∂y

+ R(x, y) u = S(x, y), (1.2.17)

åßíáé ðñïöáíþò ìç ïìïãåíÞò. Ôïýôï óõìâáßíåé, åðåéäÞ õðÜñ÷åé ï üñïò S(x, y) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò.
Áíôßèåôá, åÜí ï üñïò áõôüò ìçäåíéóèåß åê ôáõôüôçôïò (S(x, y) ≡ 0), äçëáäÞ åÜí Ý÷ïõìå

P(x, y)
∂u
∂x

+Q(x, y)
∂u
∂y

+ R(x, y) u = 0, (1.2.18)

ôüôå ç ßäéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé êáôáóôåß ïìïãåíÞò. Ðïëý óðÜíéá ÷ñçóéìïðïéåßôáé
åðßóçò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ìç÷áíéêïý êáé ï üñïò ðëÞñçò áíôß ôïõ ìç ïìïãåíÞò. Êáëü üìùò åßíáé
ôïýôï íááðïöåýãåôáé. ÅðßóçòðÜñáðïëýóðÜíéá ï üñïò ïìïãåíÞò ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ìå åíôåëþò
äéáöïñåôéêÞ Ýííïéá áíÜëïãç ìå åêåßíç ðïõ åß÷áìå óõíáíôÞóåé óôéò ïìïãåíåßò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò, äçëáäÞ óå óõó÷åôéóìü ìå ôéò ïìïãåíåßò óõíáñôÞóåéò. Äå èá õðÜñîåé
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üìùò ôÝôïéï èÝìá óôï ðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ. Óôï ìÜèçìá áõôü ï üñïò
ïìïãåíÞò èá ÷ñçóéìïðïéåßôáé áðïêëåéóôéêÜ ìå ôçí Ýííïéá áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ.

Óáí äåýôåñï ðáñÜäåéãìá ðáñáôçñïýìå üôé ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí (åîáíáãêáóìÝ-
íùí) êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý (1.1.5), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

EI
∂4v(x, t)

∂x4
= p(x, t)− ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

, t > 0, 0 < x < L, (1.2.19)

åßíáé ìç ïìïãåíÞò. Ôïýôï éó÷ýåé áðïêëåéóôéêÜ åîáéôßáò ôïõ üñïõ p(x, t) (ôçò êáôáíåìçìÝíçò êÜèåôçò
öïñôßóåùò) óôïí ðñþôï üñï ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôçò. Ç áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç Ý÷åé ôçí åîÞò ìïñöÞ (ðñïöáíþò ìå p(x, t) ≡ 0):

EI
∂4v(x, t)

∂x4
= −ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

, t > 0, 0 < x < L. (1.2.20)

ÖõóéêÜ ðÜñá ðïëý óõ÷íÜ ïé üñïé ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé ôéò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ôçò âñßóêïíôáé (Þ ìåôáöÝñïíôáé) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç åîßóùóç (1.2.19) ãñÜöåôáé óõíÞèùò óôç ìïñöÞ (1.2.1),
ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êáé áõôÞ

EI
∂4v(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L. (1.2.21)

ÏðôéêÜ ìéá ôÝôïéá ãñáöÞ (åíôåëþò áíÜëïãá ìå ü,ôé óõíÝâáéíå êáé óôéò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñé-
êÝò åîéóþóåéò) ìáò âïçèÜåé Üìåóá íá äéáðéóôþíïõìå, áí ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé ïìïãåíÞò
Þ ü÷é. ÓõãêåêñéìÝíá ç åîßóùóç (1.2.21) äåí åßíáé ïìïãåíÞò. Ç áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞò åîßóùóç åßíáé ç
åîÞò:

EI
∂4v(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

= 0, t > 0, 0 < x < L. (1.2.22)

Ó’ áõôÞí äåí õðÜñ÷åé ï üñïò ôçò êáôáíåìçìÝíçòöïñôßóåùò p(x, t) óôï äåîéü ìÝëïò (áëë’ ïýôå âÝâáéá
êáé óôï áñéóôåñü, åêåß öõóéêÜ èá åìöáíéæüôáí ìå ìåßïí). ¼ôáí äåí õðÜñ÷åé öüñôéóç p(x, t), ïðüôå
ç ðáñïýóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò äïêïý åßíáé ïìïãåíÞò, äçëáäÞ p(x, t) ≡ 0, ôüôå ìéëÜìå
ãéá åëåýèåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ôçò äïêïý. Áíôßèåôá, üôáí åßíáé ìç ïìïãåíÞò, ìå p(x, t) �≡ 0,
ôüôå ìéëÜìå ãéá åîáíáãêáóìÝíåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ôçò äïêïý.

Ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí (÷ùñßò óõãêåêñéìÝíåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
ãéá t = 0 óôï äõíáìéêü ðñüâëçìá êÜìøåùò ôçò äïêïý ðïõ åîåôÜæïõìå) áðïôåëïýí ïé êáëïý-
ìåíåò éäéïôáëáíôþóåéò. Óôéò éäéïôáëáíôþóåéò ðñïöáíþò äåí õðÜñ÷åé åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(x, t).
¸ôóé êé áëëéþò ôï ðñüèåìá «éäéï» óôç ëÝîç éäéïôáëáíôþóåéò ôï áðïêáëýðôåé áõôü. Åðßóçò óôéò
éäéïôáëáíôþóåéò äïêïý äåí õðÜñ÷ïõí óõãêåêñéìÝíåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. ÅðïìÝíùò óôï ðñüâëçìá
ôùí éäéïôáëáíôþóåùí äïêïý äåí åßíáé ãíùóôÝò (äåí Ý÷åé Ýííïéá íá åßíáé!) ç áñ÷éêÞ èÝóç f (x) êáé
ç áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá g(x) ôùí óçìåßùí ôçò x ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ, óõíÞèùò ôç óôéãìÞ t = 0.
(Óôéò éäéïôáëáíôþóåéò åíäéáöåñüìáóôå ïõóéáóôéêÜ áðëÜ ãéá ôïõò äõíáôïýò ôñüðïõò ôáëáíôþ-
óåùò ôçò äïêïý.) Åíôïýôïéò êáé óôéò éäéïôáëáíôþóåéò ëáìâÜíïíôáé ðëÞñùò õðüøç ïé óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá ôçò äïêïý, óõíÞèùò óôá óçìåßá x = 0 êáé x = L. Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
ðáßæïõí éäéáßôåñá êñßóéìï ñüëï óôéò éäéïôáëáíôþóåéò äïêþí, áëëÜ êáé óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò
êáé óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ãåíéêüôåñá. ÅðïìÝíùò ìå êáíÝíáí ôñüðï äåí åðéôñÝðåôáé
íá áãíïïýíôáé Þ, Ýóôù, íá ìç ëáìâÜíïíôáé áðüëõôá óùóôÜ õðüøç áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé ïé ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò,
üðùò åßíáé ç åîßóùóç (1.2.22), åßíáé ðïëý ðéï åýêïëï íá ëõèïýí áðü ôéò ìç ïìïãåíåßò, üðùò åßíáé
ç åîßóùóç (1.2.21), üôáí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí êëáóéêÞ ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Ãéá
ôï ëüãï áõôü óôá ÊåöÜëáéá Â5 êáé Â6 ðáñáêÜôù èá åîåôÜóïõìå ðñþôá ôéò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ êáé óôç óõíÝ÷åéá (êáé óå ìéêñüôåñï
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âáèìü ìÜëéóôá) ôéò ìç ïìïãåíåßò. ÐáñÜ ôáýôá áíáãíùñßæïõìå ðëÞñùò ôç óðïõäáéüôçôá êáé ôùí
ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé Ý÷ïõìå ôçí ðñüèåóç
íá áöéåñþóïõìå êÜðïéï ÷þñï êáé ó’ áõôÝò éäßùò óôá ÊåöÜëáéá Â5 (óôï ôÝëïò) êáé Â6 (äïêïß, êëð.).

Áò óçìåéùèåß ðáñåíèåôéêÜ üôé ç ãñáöÞ (1.2.19) áõôÞò ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áðÝâëåðå âáóéêÜ óôï íá äåßîåé üôé óôï äõíáìéêü ðñüâëçìá ôçò
äïêïý ðÝñá áðü ôçí êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, t) ç «éóïññïðßá» åðéôõã÷Üíåôáé ìå ôçí ðñïóèÞêç
óôç öüñôéóç áõôÞ êáé ôçò áäñáíåéáêÞò êáôáíåìçìÝíçò äõíÜìåùò

pI(x, t) = −ñÁ a(x, t) = −ñÁ
∂2v(x, t)

∂t2
. (1.2.23)

(Ï äåßêôçò É óôïóýìâïëï pI(x, t) ðñïÝñ÷åôáé áðü ôç ëÝîç inertia, áäñÜíåéá.) Óôç ó÷ÝóçáõôÞ (1.2.23)
ôï ãéíüìåíï ñÁ äçëþíåé âÝâáéá ôçí áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ìÜæá ôçò äïêïý (óõíÞèçò ðõêíüôçôá ñ åðß
åìâáäüí Á ôçò äéáôïìÞò S ôçò äïêïý). Åðßóçò ç óõíÜñôçóç a = a(x, t) äçëþíåé ôçí åðéôÜ÷õíóç ôùí
óçìåßùí ôçò äïêïý, åííïåßôáé êáôÜ ôç äéåýèõíóç Oy ôçò êáìðôéêÞò ðáñáìïñöþóåþò ôçò êÜèåôá
óôïí Üîïíá Ox ôçò äïêïý êáé óôï êáôáêüñõöï åðßðåäï Oxy. ¢ñá

a(x, t) = ∂2v(x, t)
∂t2

. (1.2.24)

Óõíåðþòìå ôïí ôñüðï ãñáöÞò (1.2.19) ôçò åîéóþóåùò ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò êáôáíïåß êáëýôåñá ôç ìåôÜâáóç áðü ôï óôáôéêü ðñüâëçìá óôï äõíáìéêü.
Óçìåéþíåôáé üôé ôï óôáôéêü ðñüâëçìá äéÝðåôáé áðü ôç ãíùóôÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

EI
d4v(x)
dx4

= p(x), 0 < x < L. (1.2.25)

Eäþ áðëÜ ìå v = v(x) õðÜñ÷åé áíåîáñôçóßá áðü ôï ÷ñüíï t ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò ðïõ ó÷çìáôßæåé
ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò äïêïý. Áíôßèåôá ôï äõíáìéêü ðñüâëçìá äéÝðåôáé áðü ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.2.19), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

EI
∂4v(x, t)

∂x4
= p(x, t)− ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

, t > 0, 0 < x < L. (1.2.26)

ÅðïìÝíùò ç ìåôÜâáóç áðü ôï óôáôéêü ðñüâëçìá óôï äõíáìéêü óôç óõíÞèç äïêü êáôïñèþèçêå
áðëÜ (á) ìå ôçí Ýíäåéîç üôé ôþñá v = v(x, t) ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v (ü÷é ðëÝïí v = v(x), êÜôé
ðïõ éó÷ýåé ìüíï óôï óôáôéêü ðñüâëçìá) êáé (â) ìå ôçí Ýíäåéîç p(x, t) áíôß p(x) (êÜôé ðïõ åßíáé
üìùò äåõôåñåýïí) ãéá ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p. Ôï óçìáíôéêüôåñï, ôï êýñéï åßíáé
ç ðñïóèÞêç óôï äåîéü ìÝëïò ôçò óôáôéêÞò åîéóþóåùò (1.2.25) ôçò áäñáíåéáêÞò êáôáíåìçìÝíçò
äõíÜìåùò pI(x, t). ÁõôÞ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (1.2.23) ìå ðñüóçìï ðëçí ìÜëéóôá, åðåéäÞ åßíáé
áäñáíåéáêÞ äýíáìç! ¢ñá ôåëéêÜ óôï äåîéü ìÝëïò åìöáíßæåôáé ç óõíïëéêÞ êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç

p0(x, t) = p(x, t)+ pI(x, t) = p(x, t)− ñÁ
∂2v(x, t)

∂t2
. (1.2.27)

(Ðñïóï÷Þ óôï ðñüóçìï ðëçí ôçò åêöñÜóåùò (1.2.23) ôçò áäñáíåéáêÞò äõíÜìåùò pI(x, t), åßíáé
ðëçí ü÷é óõí!) ÖõóéêÜ ç ðéï ðÜíù Ýêöñáóç (1.2.23) ôçò êáôáíåìçìÝíçò áäñáíåéáêÞò äõíÜìåùò
pI(x, t) ïöåßëåôáé áðëÜ óôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá êáé äçëþíåé ôï ãéíüìåíï ìÜæáò åðß åðéôÜ-
÷õíóç (åðáíáëáìâÜíåôáé ìå ðñüóçìï ðëçí óå áäñáíåéáêÝò äõíÜìåéò). ÅéäéêÜ åäþ ðñüêåéôáé ãéá
êáôáíåìçìÝíç ìÜæá, äçëáäÞ ãéá ìÜæá áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ôçò äïêïý (ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ).

Ôåëåéþíïíôáò óçìåéþíïõìå üôé ïé ìç ïìïãåíåßò üñïé óôéò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äçëþíïõí óõíÞèùò êÜðïéá åßóïäï, êÜðïéá åîùôåñéêÞ äéÝãåñóç óôï
ìç÷áíéêü óýóôçìá ðïõ åîåôÜæïõìå. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý ï
üñïò p(x, t) óôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç (1.2.21) äçëþíåé ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôçöüñôéóç (åîùôåñéêÞ
äýíáìç óå N/m Þ óå kN/m) áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ôçò äïêïý. ÅðïìÝíùò ìéëÜìå ãéá åîáíáãêáóìÝíåò
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êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò. ÅÜí ï üñïò áõôüò p(x, t) ëåßðåé, üðùò óõìâáßíåé óôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ
åîßóùóç (1.2.22), ôüôå ìéëÜìå ãéá åëåýèåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò. Óå ðåñßðôùóç áðïõóßáò áñ-
÷éêþí óõíèçêþí êáé åîåôÜæïíôáò ìåìïíùìÝíá êÜèå äõíáôü ôñüðï ôáëáíôþóåùò ôçò äïêïý, ìéëÜìå
ãéá êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò. Ìå õðÝñèåóç (åðáëëçëßá) éäéïôáëáíôþóåùí êáé ëáìâÜíïíôáò
õðüøç êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ïäçãïýìáóôå óôç ëýóç åíüò ðñïâëÞìáôïò åëåýèåñùí êáìðôé-
êþí ôáëáíôþóåùí óôçí ßäéá äïêü. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò (üðùò êáé
ãéá ôéò óôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò). Èá ìåëåôÞóïõìå ëåðôïìåñþò ôá èÝìáôá áõôÜ óôï ÊåöÜëáéï Â6.

B1.2.5. Áñéèìüò áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí

¸íáò áêüìç ÷áñáêôçñéóìüò ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (åßôå ãñáììé-
êÞò åßôå ìç ãñáììéêÞò) áöïñÜ óôïí áñéèìü ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí ôçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç
åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý (1.2.1), äçëáäÞ ç åîßóùóç

EI
∂4v(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L, (1.2.28)

Ý÷åé äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý x (ôç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ) êáé
ôï ÷ñüíï t (ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ). Áíôßèåôá ç ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (1.2.2), äçëáäÞ ç
åîßóùóç

∂2u(x, y, z)
∂x2

+ ∂2u(x, y, z)
∂y2

+ ∂2u(x, y, z)
∂z2

= 0 (1.2.29)

Ý÷åé ôñåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò x, y êáé z. Ïé ôñåéò áõôÝò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ïé
ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò, áöïñïýí óôç èÝóç, åßíáé äçëáäÞ ÷ùñéêÝò ìåôáâëçôÝò. Åäþ õðÜñ÷åé
áíåîáñôçóßá áðü ôï ÷ñüíï t.

ÓõíÞèùò ï áñéèìüò ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óå ìéá äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý äåí õðåñâáßíåé ôéò ôÝóóåñéò: èÝóç
(ìå ôñåéò ôï ðïëý áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò) êáé ÷ñüíïò (ìå ìßá áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ). ÂÝâáéá
óõ÷íÜ ìßá Þ äýï áðü áõôÝò ëåßðïõí. Ôïýôï óõìâáßíåé óå ìïíïäéÜóôáôá êáé äéäéÜóôáôá äõíáìéêÜ
ðñïâëÞìáôá (ìå åîÜñôçóç áðü ôï ÷ñüíï t) êáèþò êáé óå äéäéÜóôáôá êáé ôñéäéÜóôáôá ðñïâëÞìáôá
ðïõ áöïñïýí óå ìüíéìåò êáôáóôÜóåéò (ìå áíåîáñôçóßá áðü ôï ÷ñüíï t). Ðñïöáíþò, üôáí õðÜñ÷åé
ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ôüôå ÷ñçóéìïðïéïýìå ãé’ áõôÞí ôï
÷áñáêôçñéóìü óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ü÷é äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

Óôéò åîéóþóåéò (1.2.28) êáé (1.2.29) Ý÷ïõìå âÝâáéá êáé áðü ìßá Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ðïõ êá-
ëåßôáé åðßóçò êáé åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ): ôç v êáé ôç u áíôßóôïé÷á. Áõôü óõìâáßíåé ðÜíôïôå óå
ìåìïíùìÝíåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ÐïëëÝò öïñÝò üìùò ðáñïõóéÜæïíôáé
êáé óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ìÜëéóôá ðñïåñ÷üìåíá êáôåõ-
èåßáí áðü èåìåëéþäåéò öõóéêïýò íüìïõò. Èá áíáöåñèïýìå óýíôïìá óå Ýíá ôÝôïéï óýóôçìá óå
åðüìåíç åíüôçôá ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý. Ðéï ëåðôïìåñþò èá áíáöåñèïýìå óå ôÝôïéá óõóôÞìáôá
óôï ÊåöÜëáéï Â3, óõãêåêñéìÝíá óôéò ÅíüôçôÝò ôïõ Â3.1 (ðïõ áöïñÜ óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí)
êáèþò êáé Â3.3 êáé Â3.4 (ðïõ áöïñïýí êáé ôá äýï óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí).

B1.3. ÔÕÐÏÉ ÃÑÁÌÌÉÊÙÍ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ ÄÅÕÔÅÑÁÓ ÔÁÎÅÙÓ

B1.3.1. Åîéóþóåéò õðåñâïëéêïý, ðáñáâïëéêïý êáé åëëåéðôéêïý ôýðïõ

Ï ôýðïò ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé
ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò (õðåñâïëéêüò, ðáñáâïëéêüò Þ åëëåéðôéêüò ôýðïò, üðùò èá ôïõò
ïñßóïõìå ðáñáêÜôù) áðïôåëåß Ýíáí áêüìç, áëë’ éäéáßôåñá óçìáíôéêü, ÷áñáêôçñéóìü ìéáò ôÝôïéáò
åîéóþóåùò. Ôïýôï óõìâáßíåé êõñßùò, ãéáôß ï ôýðïò ôçò åîéóþóåùò áõôÞò êáèïñßæåé êáé ôç ìïñöÞ
ôùí ëýóåþí ôçò ðïõ äéáöÝñïõí Ýíôïíá óå åîéóþóåéò äéáöïñåôéêïý ôýðïõ. Ãé’ áõôü êáé áöéåñþ-
íïõìå îå÷ùñéóôÞ åíüôçôá (êáé ü÷é áðëÜ ìéá ðáñÜãñáöï) óôï ÷áñáêôçñéóìü áõôü áíôß íá ôïí
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Ý÷ïõìå åíóùìáôþóåé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â1.2.

Èåùñïýìå êáé ðÜëé ôç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (1.2.7) ìå äýï
áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò x êáé y. Ç åîßóùóç áõôÞ, ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå, Ý÷åé ôç ìïñöÞ

A
∂2u
∂x2

+ B
∂2u

∂x ∂y
+ C

∂2u
∂y2

+ D
∂u
∂x

+ E
∂u
∂y

+ Fu = S. (1.3.1)

Ç ßäéá åîßóùóç (1.3.1) åßíáé åßôå ìå óôáèåñïýò åßôå ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò
A = A(x, y), B = B(x, y), C = C(x, y), D = D(x, y), E = E(x, y) êáé F = F(x, y). Åðßóçò ôï äåîéü ìÝëïò
ôçò S = S(x, y), åöüóïí õðÜñ÷åé, ìðïñåß íá åßíáé êáé áõôü óôáèåñÜ Þ óõíÜñôçóç ôùí áíåîÜñôçôùí
ìåôáâëçôþí x êáé y. Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç u = u(x, y).

ÅéäéêÜ, áðïêëåéóôéêÜ ãéá ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.3.1) ïñß-
æïõìå ôïí ôýðï ôçò áíÜëïãá ìå ôïõò ôñåéò óõíôåëåóôÝò A, B êáé C ôùí äåõôÝñùí (ìüíï ôùí
äåõôÝñùí!) ìåñéêþí ðáñáãþãùí: ùò ðñïò x, ùò ðñïò y êáé ôçò ó÷åôéêÞò ìéêôÞò ìåñéêÞò ðáñá-
ãþãïõ áíôßóôïé÷á. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ï ôýðïò ôçò åîéóþóåùò (1.3.1) ðïõ áíáöÝñáìå êáèïñßæåôáé
áðïêëåéóôéêÜ áðü ôç äéáêñßíïõóá

Ä = B2 − 4AC. (1.3.2)

Óçìåéþíåôáé üôé ç äéáêñßíïõóá áõôÞ Ä ìðïñåß óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò íá åîáñôÜôáé êáé áðü
ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x êáé y, äçëáäÞ íá åßíáé Ä = Ä(x, y). Ãéá íá åßìáóôå óáöåßò, áõôü óõì-
âáßíåé, åÜí ç ãñáììéêÞ åîßóùóç (1.3.1) Ý÷åé ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò A, B êáé C
ôùí äåõôÝñùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ôçò (ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá ìç óôáèåñü óõíôåëåóôÞ). Áêüìç ðéï óõ-
ãêåêñéìÝíá ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.3.1) ÷áñáêôçñßæåôáé óáí õðåñâïëéêïý, ðáñáâïëéêïý
Þ åëëåéðôéêïý ôýðïõ (áðëïýóôåñá óáí õðåñâïëéêÞ, ðáñáâïëéêÞ Þ åëëåéðôéêÞ áíôßóôïé÷á), åöüóïí
ç äéáêñßíïõóÜ ôçò Ä åßíáé èåôéêÞ, ìçäÝí Þ áñíçôéêÞ áíôßóôïé÷á. ÅðïìÝíùò:

ÅÜí Ä = B2 − 4AC > 0, ôüôå ç åîßóùóç (1.3.1) êáëåßôáé õðåñâïëéêïý ôýðïõ.

ÅÜí Ä = B2 − 4AC = 0, ôüôå ç åîßóùóç (1.3.1) êáëåßôáé ðáñáâïëéêïý ôýðïõ. (1.3.3)

ÅÜí Ä = B2 − 4AC < 0, ôüôå ç åîßóùóç (1.3.1) êáëåßôáé åëëåéðôéêïý ôýðïõ.

Ïé ïñéóìïß áõôïß áíôéóôïé÷ïýí óôïõò ïñéóìïýò ôùí êùíéêþí ôïìþí: õðåñâïëÞò, ðáñáâïëÞò êáé
åëëåßøåùò áíôßóôïé÷á óôçí ÁíáëõôéêÞ Ãåùìåôñßá óôï åðßðåäï Oxy. ÖõóéêÜ äåí åßíáé áíáãêáßï ïé
áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò íá åßíáé ïé x êáé y. Èá ìðïñïýóáí íá Þóáí êáé Üëëåò, ð.÷. ç èÝóç x êáé ï
÷ñüíïò t. ÁíÜëïãá êáé ãéá ôçí åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ u. Èá ìðïñïýóå íá åßíáé ç v, ç w, êëð.

B1.3.2. Ôñßá êëáóéêÜ ðáñáäåßãìáôá

Ôá ôñßá êëáóéêÜ ó÷åôéêÜ ðáñáäåßãìáôá áöïñïýí:

(á) Óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0, (1.3.4)

ç ïðïßá åßíáé ïìïãåíÞò, êáé óôçí áíôßóôïé÷ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Poisson

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= f (x, y). (1.3.5)

Ç åîßóùóç ôïõ Poisson (áíôßèåôá ìå ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace) åßíáé ìç ïìïãåíÞò. Áõôü óõìâáßíåé
åîáéôßáò ôçò ðáñïõóßáò ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò f (x, y) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò, ç ïðïßá üìùò äåí
åðçñåÜæåé ôïí ôýðï ôçò. Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, ïé äýï áõôÝò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò åßíáé åëëåéðôéêïý ôýðïõ, åðåéäÞ êáé óôéò äýï Ý÷ïõìå

A = 1, B = 0, C = 1, ïðüôå Ä = B2 − 4AC = 02 − 4 · 1 · 1 = −4 < 0. (1.3.6)
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Áõôü äéáðéóôþíåôáé Üìåóá óôéò ðáñïýóåò äýï áðëÝò ðåñéðôþóåéò ôçò ãåíéêÞò ãñáììéêÞò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò (1.3.1) âÜóåé êáé ôùí ïñéóìþí (1.3.3).

(â) Óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç)

∂2u
∂x2

= 1
c2

∂2u
∂t2

(1.3.7)

ìå ôï c ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ: ôçí áðüëõôï ôéìÞ ôçò ôá÷ýôçôáò äéáäüóåùò ôïõ êýìáôïò. Ç
Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç u = u(x, t) ìå x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï. (Tþñá Ý÷ïõìå ôéò äýï áíåîÜñ-
ôçôåò ìåôáâëçôÝò x êáé t áíôß ôùí x êáé y óôçí áñ÷éêÞ åîßóùóç (1.3.1).) Ç åîßóùóç áõôÞ (1.3.7)
ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

∂2u
∂x2

− 1
c2

∂2u
∂t2

= 0. (1.3.8)

Ç ìïñöÞ áõôÞ ìáò èõìßæåé êáëýôåñá ôç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò
(1.3.1). Óôçí åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (1.3.7) Þ, êáëýôåñá, (1.3.8) éó÷ýïõí ðñïöáíþò ôá åîÞò:

A = 1, B = 0, C = − 1
c2

, ïðüôå Ä = B2 − 4AC = 02 − 4 · 1 ·
(
− 1

c2

)
= 4

c2
> 0. (1.3.9)

¢ñá ðÜëé âÜóåé ôùí ïñéóìþí (1.3.3) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç) åßíáé
õðåñâïëéêïý ôýðïõ.

(ã) Óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, ç ïðïßá áíáöÝñåôáé êáé óôç ìïíïäéÜóôáôç
ìåôÜäïóç èåñìüôçôáò

∂2u
∂x2

= 1
a2

∂u
∂t

(1.3.10)

ìå ôï a ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Ôçí îáíáãñÜöïõìå ìåôáöÝñïíôáò ðÜëé ôï äåîéü ìÝëïò óôï áñé-
óôåñü óôç ìïñöÞ

∂2u
∂x2

− 1
a2

∂u
∂t

= 0 (1.3.11)

áðëÜ ãéá Ýíáí êÜðùò êáëýôåñï óõó÷åôéóìü ôçò ìå ôç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.3.1).
Ðáñáôçñïýìå üôé ç ÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) åßíáé ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò
ðñþôçò ôÜîåùò. ¢ñá äåí åðçñåÜæåé êáèüëïõ ôïí ôýðï ôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò (1.3.10) êáé,
éóïäýíáìá, (1.3.11). Ðñüêåéôáé ãéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðáñáâï-
ëéêïý ôýðïõ. Ôïýôï óõìâáßíåé, åðåéäÞ ôþñá

A = 1, B = 0, C = 0, ïðüôå Ä = B2 − 4AC = 02 − 4 · 1 · 0 = 0. (1.3.12)

Óçìåéþíïõìå üôé Ý÷ïõìå åðßóçò E = −1/a2, áëë’ ï óõíôåëåóôÞò áõôüò Å äåí åðåìâáßíåé êáèü-
ëïõ óôïõò ïñéóìïýò (1.3.3) ôïõ ôýðïõ ôçò ãåíéêÞò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.3.1), åí
ðñïêåéìÝíù ôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò (1.3.10).

B1.3.3. Ìåôáâáëëüìåíïò ôýðïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Áóöáëþò, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå, ç äéáêñßíïõóá Ä ìðïñåß íá åîáñôÜôáé áðü ôç ìßá Þ êáé áðü
ôéò äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, ð.÷. ôéò x êáé y. Ôüôå ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (1.3.1) èá åßíáé
(á) õðåñâïëéêïý ôýðïõ óôçí ðåñéï÷Þ (Þ ôéò ðåñéï÷Ýò) ôïõ åðéðÝäïõ Oxy üðïõ Ä = Ä(x, y) > 0,
(â) ðáñáâïëéêïý ôýðïõ óôçí ðåñéï÷Þ (óõíÞèùò ôçí êáìðýëç Þ ôéò êáìðýëåò) ôïõ ßäéïõ åðéðÝäïõ
Oxy üðïõ Ä = Ä(x, y) = 0 êáé, ôÝëïò, (ã) åëëåéðôéêïý ôýðïõ óôçí ðåñéï÷Þ (Þ ôéò ðåñéï÷Ýò) ôïõ ßäéïõ
åðéðÝäïõ Oxy üðïõ Ä = Ä(x, y) < 0. ÁõôÜ åßíáé åýëïãá, áëëÜ óõíÞèùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
óõíáíôÜ ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò
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(1.3.1) ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ðñïöáíþò ôüôå ï ôýðïò ôçò åîéóþóåùò (1.3.1) (õðåñâïëéêüò,
ðáñáâïëéêüò Þ åëëåéðôéêüò) åßíáé ï ßäéïò óå êÜèå óçìåßï ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò óôï åðßðåäï Oxy.

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ç ãíùóôÞ åîßóùóç ôïõ Tricomi

y
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 (1.3.13)
Ý÷åé

A = y, B = 0, C = 1, ïðüôå Ä = B2 − 4AC = 02 − 4 · y · 1 = −4y. (1.3.14)

Óõíåðþò ç åîßóùóç ôïõ Tricomi åßíáé (á) åëëåéðôéêïý ôýðïõ (áðëïýóôåñá åëëåéðôéêÞ) ãéá y > 0
(Üíù çìéåðßðåäï, üðïõ Ä < 0 âÜóåé ôïõ ðéï ðÜíù áðïôåëÝóìáôïò (1.3.14) ãéá ôç äéáêñßíïõóá
áõôÞ Ä), (â) ðáñáâïëéêïý ôýðïõ (áðëïýóôåñá ðáñáâïëéêÞ) ãéá y = 0 (Üîïíáò Ox, üðïõ Ä = 0)
êáé (ã) õðåñâïëéêïý ôýðïõ (áðëïýóôåñá õðåñâïëéêÞ) ãéá y < 0 (êÜôù çìéåðßðåäï, üðïõ Ä > 0).

Óå ìéá åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ ðåñßðôùóç èåùñïýìå ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò åðßóçò ôÜîåùò

(1−M2)
∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

= 0. (1.3.15)

Ç åîßóùóç áõôÞ áðáíôÜôáé óå Ýíá ðñüâëçìá ìüíéìçò (óôáèåñÞò) äéäéÜóôáôçò ñïÞò óõìðéåóôïý
(áëëÜ ÷ùñßò óõíåêôéêüôçôá, éîþäåò) ñåõóôïý ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá V0 = V0 i (ìå V0 > 0) êáôÜ
ôïí Üîïíá Ox. Ç ôá÷ýôçôá áõôÞ V0 èåùñåßôáé üôé ìåôáâÜëëåôáé åëáöñÜ êáôÜ v (êáé ðáßñíåé ôçí
ôåëéêÞ ÝêöñáóÞ ôçò V = V0 + v) ëüãù ôçò ðáñïõóßáò åíüò ìéêñïý (êáé ìå Þðéá åðéññïÞ óôç ñïÞ)
åìðïäßïõ óôç äéäéÜóôáôç áõôÞ ñïÞ. Ôï óýìâïëïÌ äçëþíåé åäþ ôïí áñéèìüMach ôçò ñïÞò (ðïõ óôç
Ñåõóôïìç÷áíéêÞ óõìâïëßæåôáé óõ÷íüôåñá ìå Ma áðü ôï üíïìá Mach). Ï áñéèìüò áõôüò ïñßæåôáé
óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ óáí ôï ðçëßêï ôïõ ìÝôñïõ V0 ôçò âáóéêÞò ôá÷ýôçôáò V0 ôïõ ñåõóôïý (åäþ
êáôÜ ôïí Üîïíá Ox) äéá ôçò ôá÷ýôçôáò Vs ôïõ Þ÷ïõ óôï ñåõóôü, äçëáäÞ

M = V0

Vs
. (1.3.16)

Ìå âÜóç ôïí ïñéóìü áõôü ç ñïÞ ôïõ ñåõóôïý ÷áñáêôçñßæåôáé (á) óáí õðåñç÷çôéêÞ áí Ì > 1
(äçëáäÞ V0 > Vs), (â) óáí ç÷çôéêÞ áí Ì = 1 (äçëáäÞ V0 = Vs) êáé (ã) óáí õðïç÷çôéêÞ áí Ì < 1
(äçëáäÞ V0 < Vs).

ÐáñáðÝñá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) Ö = Ö(x, y) óôçí ßäéá ðéï ðÜíù
åîßóùóç (1.3.15) ðáñéóôÜíåé ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò ôçò ñïÞò. Áðü ôï äõíáìéêü áõôü ðñïêýðôåé
(óáí êëßóç Þ âáèìßäá: grad) ç «äéüñèùóç» v = v(x, y) ôçò ôá÷ýôçôáò V0 ìÝóù ôïõ ôýðïõ

v(x, y) = gradÖ(x, y) ≡ ∇Ö(x, y) ⇐⇒ vx = ∂Ö
∂x

êáé vy = ∂Ö
∂y

(1.3.17)

ìå vx = vx(x, y) êáé vy = vy(x, y) ôçò óõíéóôþóåò ôçò «äéïñèþóåùò» áõôÞò v. Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé
ç åîßóùóç (1.3.15) åßíáé ðñïóåããéóôéêÞ (áíáëõôéêüôåñá ðñïÞëèå áðü ãñáììéêïðïßçóç) êáé éó÷ýåé
ìüíï ãéá ìéêñÝò «äéïñèþóåéò» v ôçò ôá÷ýôçôáò V0 ðïõ ïöåßëïíôáé óå åëáöñü (Þðéï) åìðüäéï óôç
ñïÞ.

Áõôü ðïõ ðñÝðåé íá ôïíéóèåß óôçí ðåñßðôùóç ôçò åîéóþóåùò (1.3.15) åßíáé üôé ìå ôïí áñéèìü
Mach M (Þ Ma) íá õðïôßèåôáé óôáèåñüò, äçëáäÞ ìå ôçí åîßóùóç áõôÞ íá Ý÷åé óôáèåñïýò óõíôå-
ëåóôÝò: 1 − M2 êáé 1, ï áñéèìüò áõôüò Mach ÷áñáêôçñßæåé (áíÜëïãá ìå ôéò ôéìÝò ðïõ ðáßñíåé)
ôïí ôýðï ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò (1.3.15).
ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôçí åîßóùóç áõôÞ éó÷ýåé

A = 1−Ì2, B = 0, C = 1, ïðüôå Ä = B2 − 4AC = 02 − 4 · (1−Ì2) · 1 = 4(Ì2 − 1). (1.3.18)

Óýìöùíá ìå ôï áðïôÝëåóìá áõôü ãéá ôç äéáêñßíïõóá Ä óôï ðáñüí ðñüâëçìá ñïÞò ãéá ìåí
õðåñç÷çôéêÝò ñïÝò (ìå Ì > 1, éóïäýíáìá ìå V0 > Vs ëüãù ôïõ ðéï ðÜíù ïñéóìïý (1.3.16) ôïõ
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áñéèìïýMachM ÞMa), ç åîßóùóç (1.3.15) åßíáé õðåñâïëéêïý ôýðïõ, ãéáôß, ðñïöáíþò, ôüôå Ä > 0.
Áíôßèåôá, ãéá õðïç÷çôéêÝò ñïÝò (ìå Ì < 1, éóïäýíáìá ìå V0 < Vs) ç ßäéá åîßóùóç (1.3.15) åßíáé
åëëåéðôéêïý ôýðïõ, åðåéäÞ ôüôå Ä < 0. Óôçí åíäéÜìåóç ðåñßðôùóç ôçò ç÷çôéêÞò ñïÞò (ìå Ì = 1,
éóïäýíáìá ìå V0 = Vs) ç ßäéá åîßóùóç (1.3.15) åßíáé ðáñáâïëéêïý ôýðïõ, êáèüóïí óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ Ä = 0. Äõóôõ÷þò üìùò ëüãù ôïõ ðñïóåããéóôéêïý ÷áñáêôÞñá ôçò åîéóþóåùò áõôÞò (1.3.15)
ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå, ç åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç Ì = 1 êáé ï ó÷åôéêüò ÷áñáêôçñéóìüò ôçò åîéóþ-
óåùò (1.3.15) óáí ðáñáâïëéêïý ôýðïõ ðñÝðåé íá áðïöåýãïíôáé éäßùò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ.

B1.3.4. Ãåíßêåõóç ôùí ïñéóìþí ôýðïõ

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé ïé ðéï ðÜíù ÷áñáêôçñéóìïß (1.3.3) ôïõ ôýðïõ: (á) õðåñâïëéêüò, (â) ðá-
ñáâïëéêüò Þ (ã) åëëåéðôéêüò ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò
(1.3.1) åðåêôåßíïíôáé êáôÜëëçëá êáé óå ðåñéóóüôåñåò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, ü÷é üìùò óå ìå-
ãáëýôåñç ôçò äåõôÝñáò ôÜîåùò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (1.1.17) Þ
(1.2.29) ÷áñáêôçñßæåôáé êáé áõôÞ (üðùò êáé ç äéäéÜóôáôç áíÜëïãÞ ôçò (1.1.16) Þ (1.3.4)) óáí åë-
ëåéðôéêïý ôýðïõ (Þ, áðëïýóôåñá, åëëåéðôéêÞ). Ï ÷áñáêôçñéóìüò áõôüò äßíåôáé, ðáñüëï ðïõ ç
åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé ôñåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò x, y êáé z. Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôçí åîßóùóç
ôïõ Poisson (1.3.5).

ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôéò ìïíïäéÜóôáôåò åîéóþóåéò ôïõ êýìáôïò (êõìáôéêÞ åîßóùóç) (1.3.7)
(ðïõ åßíáé õðåñâïëéêïý ôýðïõ) êáé ôçò äéá÷ýóåùò (1.3.10) (ðïõ åßíáé ðáñáâïëéêïý ôýðïõ). Óõ-
ãêåêñéìÝíá êáé ïé åîéóþóåéò áõôÝò äéáôçñïýí ôïõò ßäéïõò áêñéâþò ÷áñáêôçñéóìïýò ùò ðñïò ôïí
ôýðï ôïõò êáé óôéò äéäéÜóôáôåò êáé óôéò ôñéäéÜóôáôåò ìïñöÝò ôïõò, ôþñá üìùò ìå äýï Þ ôñåéò
áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò èÝóåùò áíôßóôïé÷á: óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò ôéò x êáé y (óôéò
äéäéÜóôáôåò ìïñöÝò ôïõò) Þ ôéò x, y êáé z (óôéò ôñéäéÜóôáôåò ìïñöÝò ôïõò) ðëÝïí ôïí ÷ñüíï t.
ÐáñáìÝíïõí äçëáäÞ ïé áñ÷éêïß ÷áñáêôçñéóìïß ôïõò áðü ôéò ìïíïäéÜóôáôåò ìïñöÝò ôïõò, åêåß ìå
äýï ìüíï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò x êáé t. Äå èá åðåêôáèïýìå üìùò ó’ áõôü ôï äéäáêôéêü
âéâëßï óå ðåñéóóüôåñåò áðü äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò üóïí áöïñÜ óôïí ôýðï ìéáò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò.

B1.4. ÁÑ×Ç ÔÇÓ ÕÐÅÑÈÅÓÅÙÓ (¹ ÅÐÁËËÇËÉÁÓ) ËÕÓÅÙÍ

B1.4.1. Äéáôýðùóç ôçò áñ÷Þò ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí

Ìüíï ãéá ôéò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (åßôå óõíÞèåéò åßôå ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò êáé áêüìç åßôå ìå óôáèåñïýò åßôå ìç óôáèåñïýò, ìåôáâëçôïýò óõíôåëåóôÝò) éó÷ýåé ç áñ÷Þ
ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí. Ç áñ÷Þ áõôÞ äçëþíåé üôé

• Áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí: Èåùñïýìå ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç åßôå óõíÞèç åßôå ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, åðßóçò åßôå ìå óôáèåñïýò åßôå ìå ìç óôáèåñïýò
(ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò êáé ïðïéáóäÞðïôå ôÜîåùò. ÅÜí ïé n äéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò u1, u2,
. . . , un åßíáé ëýóåéò ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò áõôÞò, ôüôå êáé ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôïõò

u =
n∑

k=1

ckuk (1.4.1)

(ìå ôá c1, c2, . . . , cn áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) åßíáé åðßóçò ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

¸÷ïõìå åýêïëá áðïäåßîåé êáé ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôçí áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí
óôéò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Éó÷ýåé áêñéâþò ôï ßäéï êáé ãéá ôéò ïìïãåíåßò
ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (¼÷é ãéá ôéò ìç ïìïãåíåßò âÝâáéá!)
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B1.4.2. Áðüäåéîç óôçí åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí äïêïý

Óáí ðáñÜäåéãìá, èá áðïäåßîïõìå ôçí éó÷ý ôçò áñ÷Þò ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëý-
óåùí óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí (êáé ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí
ãåíéêüôåñá) óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L (1.2.22) ãéá äýï äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò ôçò v1 = v1(x, t) êáé
v2 = v2(x, t). Ç ôüóï âáóéêÞ áõôÞ åîßóùóç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôá-
óêåõþí Ý÷åé ôç ìïñöÞ

EI
∂4v(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

= 0, t > 0, 0 < x < L. (1.4.2)

Ðñïöáíþò åßíáé ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Åßíáé åðßóçò
ôåôÜñôçò ôÜîåùò, ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ÅÉ, ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý, êáé ñÁ, ôç ãñáììéêÞ
ðõêíüôçôá ôçò äïêïý (ðïõ åßíáé âÝâáéá ßóç ìå ôï ãéíüìåíï ôçò óõíÞèïõò ðõêíüôçôáò ôïõ õëéêïý
ôçò ñ åðß ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôçò Á). ¸÷åé áêüìç äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò x êáé t.
Åíôïýôïéò üëåò ïé ôåëåõôáßåò áõôÝò éäéüôçôåò äå ìáò áöïñïýí éäéáßôåñá. Ìáò áöïñÜ áðëÜ üôé
åßíáé ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Èá áðïäåßîïõìå (ðïëý åýêïëá ìÜëéóôá) üôé åÜí ïé
óõíáñôÞóåéò v1 = v1(x, t) êáé v2 = v2(x, t) åßíáé ëýóåéò ôçò, ôüôå êáé ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôïõò

v(x, t) =
2∑

k=1

ckvk(x, t) = c1v1(x, t)+ c2v2(x, t) (1.4.3)

(ìå ôá c1 êáé c2 áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) åßíáé êáé áõôüò ëýóç ôçò ßäéáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò (1.4.2).

Áðüäåéîç: Áöïý åî õðïèÝóåùò ïé óõíáñôÞóåéò v1(x, t) êáé v2(x, t) åßíáé ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý (1.4.2), èá éó÷ýåé ãéá ôç v1(x, t)

EI
∂4v1(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v1(x, t)
∂t2

= 0, t > 0, 0 < x < L. (1.4.4)

Ôï ßäéï âÝâáéá èá éó÷ýåé êáé ãéá ôç óõíÜñôçóç--ëýóç v2(x, t). ¢ñá

EI
∂4v2(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v2(x, t)
∂t2

= 0, t > 0, 0 < x < L. (1.4.5)

ÁõôÝò ïé äýï ó÷Ýóåéò (1.4.4) êáé (1.4.5) áðïôåëïýí ôéò õðïèÝóåéò ìáò. Ôþñá ðñÝðåé íá áðïäåé-
÷èåß üôé ç óõíÜñôçóç v = v(x, t) ðïõ äßíåôáé áðü ôï ãñáììéêü óõíäõáóìü (1.4.3) åßíáé êáé áõôÞ ëýóç
ôçò ßäéáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.4.2). ×ñåéÜæåôáé
äçëáäÞ íá áðïäåé÷èåß üôé ãéá ôï ãñáììéêü áõôü óõíäõáóìü (1.4.3) êáé ìÜëéóôá ãéá ïðïéåóäÞðïôå
óôáèåñÝò c1 êáé c2 ó’ áõôüí éó÷ýåé

EI
∂4 [c1v1(x, t)+ c2v2(x, t)]

∂x4
+ ñÁ

∂2 [c1v1(x, t)+ c2v2(x, t)]
∂t2

= 0, t > 0, 0 < x < L. (1.4.6)

Ãíùñßæïõìå üìùò áðü ôï äéáöïñéêü ëïãéóìü (ôéò ðáñáãþãïõò) üôé ç ðáñÜãùãïò (óõíÞèçò Þ ìå-
ñéêÞ ùò ðñïò óõãêåêñéìÝíç ìåôáâëçôÞ Þ ìåôáâëçôÝò) åíüò ãñáììéêïý óõíäõáóìïý óõíáñôÞóåùí
éóïýôáé ìå ôïí áíôßóôïé÷ï ãñáììéêü óõíäõáóìü ôùí ó÷åôéêþí óõíÞèùí Þ ìåñéêþí ðáñáãþãùí.
ÅðïìÝíùò ãéá ôéò ðáñáãþãïõò óôç ó÷Ýóç (1.4.6): áõôÞ ôçò ôåôÜñôçò ôÜîåùò (ùò ðñïò ôç ìå-
ôáâëçôÞ èÝóåùò Þ, êáëýôåñá, ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ x) êáé åêåßíç ôçò äåõôÝñáò ôÜîåùò (ùò ðñïò ôç
ìåôáâëçôÞ ÷ñüíïõ Þ, êáëýôåñá, ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ t) èá éó÷ýïõí ïé ôýðïé

∂4 [c1v1(x, t)+ c2v2(x, t)]
∂x4

= c1
∂4v1(x, t)

∂x4
+ c2

∂4v2(x, t)
∂x4

, (1.4.7)

∂2 [c1v1(x, t)+ c2v2(x, t)]
∂t2

= c1
∂2v1(x, t)

∂t2
+ c2

∂2v2(x, t)
∂t2

. (1.4.8)
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Ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò áõôïýò ðáñáãùãßóåùò ç ðñïò áðüäåéîç ó÷Ýóç (1.4.6) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

EI
[
c1

∂4v1(x, t)
∂x4

+ c2
∂4v2(x, t)

∂x4

]
+ ñÁ

[
c1

∂2v1(x, t)
∂t2

+ c2
∂2v2(x, t)

∂t2

]
= 0. (1.4.9)

Ç åõèýò ðáñáðÜíù ðñïò áðüäåéîç ó÷Ýóç ãñÜöåôáé Üìåóá (áðëÜ ìå áíáäéÜôáîç ôùí üñùí óôï
áñéóôåñü ôçò ìÝëïò) óôç ìïñöÞ

c1

[
EI

∂4v1(x, t)
∂x4

+ ñÁ
∂2v1(x, t)

∂t2

]
+ c2

[
EI

∂4v2(x, t)
∂x4

+ ñÁ
∂2v2(x, t)

∂t2

]
= 0. (1.4.10)

ÁëëÜ êáé ïé äýï üñïé ìÝóá óôéò áãêýëåò åßíáé ìçäåíéêïß, ãéáôß ïé óõíáñôÞóåéò v1(x, t) êáé v2(x, t)
õðåôÝèçóáí êáé ïé äýï áðü ôçí áñ÷Þ üôé åßíáé ëýóåéò ôçò åîéóþóåùò (1.4.2). Ôïýôï äçëþèçêå êáé
ñçôÜ ìå ôéò ó÷Ýóåéò (1.4.4) êáé (1.4.5) áíôßóôïé÷á. ¢ñá êáé ïé äýï üñïé ìÝóá óôéò áãêýëåò ôçò ðñïò
áðüäåéîç ó÷Ýóåùò (1.4.10) åßíáé ìçäåíéêïß åê ôáõôüôçôïò, åðåéäÞ ôï ßäéï áêñéâþò óõìâáßíåé ãéá
ôéò ó÷Ýóåéò (1.4.4) êáé (1.4.5): éó÷ýïõí åê ôáõôüôçôïò. ÅðïìÝíùò ç ðñïò áðüäåéîç ó÷Ýóç (1.4.10)
êáôáëÞãåé óôçí ðñïöáíÞ ôáõôüôçôá

0 = 0. (1.4.11)

Ç ó÷Ýóç (ôáõôüôçôá) áõôÞ äåß÷íåé üôé êáé ç ó÷Ýóç (1.4.10) éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò. ÅðïìÝíùò áðï-
äåß÷èçêå üôé ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò v = v(x, t) ðïõ ïñßóèçêå óôç ó÷Ýóç (1.4.3) åßíáé ëýóç ôçò
ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.4.2) ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò
äïêïý. ¸÷åé ãßíåé âÝâáéá Þäç ç õðüèåóç üôé êáé ïé äýï óõíáñôÞóåéò v1(x, t) êáé v2(x, t) óôï ãñáììéêü
áõôü óõíäõáóìü (1.4.3) åßíáé ëýóåéò ôçò ßäéáò åîéóþóåùò (1.4.2) (ó÷Ýóåéò (1.4.4) êáé (1.4.5)).

Óôï ðáñÜäåéãìá áõôü áðïäåßîáìå ôçí áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí óå ïìïãå-
íåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò óôçí åéäéêÞðåñßðôùóç ôçò åîéóþóåùò
(1.4.2) ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý êáé ìå äýï ìüíï óõíáñôÞóåéò--ëýóåéò
(n = 2) óôï ãñáììéêü óõíäõáóìü (1.4.3). Ç ãåíßêåõóç ôçò áðïäåßîåùò áõôÞò óå ðåñéóóüôåñåò,
ãåíéêÜ óå n (ü÷é ìüíï óå äýï), óõíáñôÞóåéò--ëýóåéò óôï ãñáììéêü óõíäõáóìü (1.4.3) åßíáé Üìåóç (ìå
n áíôß ôïõ 2). Äåí ðáñïõóéÜæåé êáìßá åðéëÝïí ïõóéáóôéêÞ äõóêïëßá.

Ìå üìïéï ôñüðï ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ç áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí êáé óå
ïðïéáäÞðïôå Üëëç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ïðïéáóäÞðïôå ôÜîåùò (ç åîßóùóç (1.4.2)
Þôáí ôåôÜñôçò ôÜîåùò) ìå óôáèåñïýò Þ êáé ìå ìç óôáèåñïýò (ìå ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò. Ç
ßäéá åîßóùóç (1.4.2) éó÷ýåé üìùò ìüíï ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ÅÉ (äõóêáìøßá ôçò äïêïý) êáé ñÁ
(ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ôçò äïêïý).

B1.4.3. Ìéá óçìáíôéêÞ ãåíßêåõóç

Ç ôüóï ÷ñÞóéìç áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí ãåíéêåýåôáé êáé óå óåéñÝò ôçò
ìïñöÞò

u =
∞∑
k=1

ckuk, (1.4.12)

äçëáäÞ ìå Üðåéñïõò üñïõò (ìå n → ∞) óôç ó÷Ýóç (1.4.1). ÖõóéêÜ õðïèÝôïõìå üôé üëåò ïé óõíáñôÞ-
óåéò uk (k = 1, 2, . . . ) åßíáé ëýóåéò ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ åîåôÜæåôáé
êÜèå öïñÜ. Óôçí ðåñßðôùóç üìùò áõôÞ (ôçò óåéñÜò (1.4.12)) ðñÝðåé íá áðïäåé÷èåß ðñþôá ç óý-
ãêëéóç ôçò óåéñÜò óå óõãêåêñéìÝíç óõíÜñôçóç u. ÐñÝðåé åðßóçò íá áðïäåé÷èåß êáé ç äõíáôüôçôá
ìåñéêþí ðáñáãùãßóåùí áõôÞò ôçò óõíáñôÞóåùò u ìÝóù ôùí áíôßóôïé÷ùí ðáñáãùãßóåùí ôùí óõ-
íáñôÞóåùí uk ìßá ðñïò ìßá óôç óåéñÜ (1.4.12). ÂÝâáéá, åííïåßôáé, ç áðüäåéîç áõôÞ ÷ñåéÜæåôáé ìüíï
óå üóï âáèìü ïé ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò åßíáé áðáñáßôçôåò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ åîåôÜæå-
ôáé. Ç áíáãêáéüôçôá ôùí ìåñéêþí ðáñáãùãßóåùí ðïõ áðáéôïýíôáé óçìáßíåé áóöáëþò üôé ðñÝðåé
íá áðïäåé÷èåß êáé ç äõíáôüôçôá åíáëëáãÞò ôùí óõìâüëùí ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ∂ êáé ôïõ
áèñïßóìáôïò áðåßñùí üñùí

∑∞
k=1 óôéò áíáãêáßåò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò ôçò óåéñÜò (1.4.12).
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ÃåíéêÜ ðÜíôùò äå÷üìáóôå, ðáñáëåßðïíôáò ôç ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç, üôé ïé óåéñÝò ôçò ìïñöÞò
(1.4.12) ðïõ èá óõíáíôÞóïõìå óõãêëßíïõí óå óõíÜñôçóç u êáé ìÜëéóôá ìðïñïýí íá ðáñáãùãé-
óèïýí ìåñéêÜ üñï ðñïò üñï. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ãéá ôçí ôÝôáñôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ùò ðñïò
ôç ìåôáâëçôÞ x (ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôçí åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò
äïêïý (1.4.2)) äå÷üìáóôå üôé éó÷ýåé

∂4u
∂x4

=
∞∑
k=1

ck
∂4uk

∂x4
. (1.4.13)

ÁíÜëïãá êáé ãéá êÜèå Üëëç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï (åßôå ùò ðñïò ìéá ìüíï ìåôáâëçôÞ åßôå ìéêôÞ ìåñéêÞ
ðáñÜãùãï). ÁõôÜ áðëÜ ôá äå÷üìáóôå üôé éó÷ýïõí êáé óõíÞèùò ðñáãìáôéêÜ éó÷ýïõí. Äåí éó÷ýïõí
üìùò ðÜíôïôå! Áíôßèåôá, üðùò Þäç åßäáìå, ç áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ðåðåñáóìÝ-
íïõ áñéèìïý n ëýóåùí (1.4.1) éó÷ýåé ðÜíôïôå ãéá ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åßôå
óõíÞèåéò åßôå ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

B1.5. ÃÅÍÉÊÇ ËÕÓÇ ÔÇÓ ÌÇ ÏÌÏÃÅÍÏÕÓ ÃÑÁÌÌÉÊÇÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÇÓ ÅÎÉÓÙÓÅÙÓ

Èåùñïýìå ôþñá ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ð.÷. ôçí
åîßóùóç

Au = f . (1.5.1)

Ôï êáëëéãñáöéêü óýìâïëï A äçëþíåé ôï óõíïëéêü ãñáììéêü äéáöïñéêü ôåëåóôÞ (åäþ ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò âÝâáéá) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ðïõ åöáñìüæåôáé óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u (ôùí
áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí, ð.÷. ôùí x, y, z, t, êëð.). Åðßóçò ôï óýìâïëï f äçëþíåé ìéá ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç (åðßóçò ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí).

Óáí ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå êáé ðÜëé ôç ãíùóôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí åîáíáãêáóìÝíùí êá-
ìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý (1.1.13), äçëáäÞ ôçí åîßóùóç

EI
∂4v(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L. (1.5.2)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ï ãñáììéêüò äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò A ôçò ãåíéêÞò åîéóþóåùò (1.5.1) åßíáé ôå-
ôÜñôçò ôÜîåùò, üðùò áêñéâþò êáé ç ßäéá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.5.2). Ï ôåëåóôÞò áõôüò A Ý÷åé
ôþñá ðñïöáíþò ôç ìïñöÞ

A = EI
∂4

∂x4
+ ñÁ

∂2

∂t2
. (1.5.3)

Ïéðïóüôçôåò ÅÉ (ç äõóêáìøßá ôçò äïêïý) êáé ñÁ (ç ãñáììéêÞðõêíüôçôá ôçò äïêïý) õðïôßèåíôáé üôé
åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Áõôüò ï ãñáììéêüò äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò A åöáñìüæåôáé óôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç, åäþ óôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý v = v(x, t). Ç ÷ñÞóç ôïõ ãñáììéêïý äéáöïñéêïý
ôåëåóôÞ A óôç ãåíéêÞ åîßóùóç (1.5.1) áðïôåëåß áðëÜ Ýíá ìÜëëïí ÷ñÞóéìï óõìâïëéóìü ãéá ãåíéêÝò
ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé Ý÷ïõìå âñåé ôç ãåíéêÞ ëýóç vh = vh(x, t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (ìå p(x, t) ≡ 0) ðïõ åßíáé áíôßóôïé÷ç ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (1.5.2). Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç
ëýóç áõôÞ vh = vh(x, t) ìðïñåß íá åßíáé ãíùóôÞ óå ìïñöÞ áíÜëïãç ôçò óåéñÜò (1.4.12) ìå ôçí õðÝñ-
èåóç (åðáëëçëßá) ìåñéêþí ëýóåùí ðïõ äçëþíïíôáé åäþ óáí vk = vk(x, t). ¸óôù åðßóçò üôé Ý÷ïõìå
ðñïóäéïñßóåé êáé ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç vp = vp(x, t) ôçò ìç ïìïãåíïýò (ôçò áñ÷éêÞò) äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (1.5.2) (ìå p(x, t) �≡ 0). ÅðïìÝíùò ïé äýï áõôÝò ëýóåéò vh = vh(x, t) êáé vp = vp(x, t) èá
åðáëçèåýïõí áíôßóôïé÷á ôéò åîÞò äýï ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò:

EI
∂4vh
∂x4

+ ñÁ
∂2vh
∂t2

= 0, t > 0, 0 < x < L, (1.5.4)

EI
∂4vp
∂x4

+ ñÁ
∂2vp
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L. (1.5.5)
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ÐñïóèÝôïõìå ôþñá êáôÜ ìÝëç áõôÝò ôéò äýï åîéóþóåéò êáé ëáìâÜíïõìå õðüøç ôç ãñáììéêÞ
éäéüôçôá óôçí ðáñáãþãéóç ðáñáãùãßóéìùí óõíáñôÞóåùí. Äéáðéóôþíïõìå Ýôóé üôé ç óõíÜñôçóç

vt = vh + vp óáöÝóôåñá vt(x, t) = vh(x, t)+ vp(x, t) (1.5.6)

åðáëçèåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

EI
∂4vt
∂x4

+ ñÁ
∂2vt
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L. (1.5.7)

¢ñá ç óõíÜñôçóç áõôÞ vt = vh + vp, äçëáäÞ ôï Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò vh = vh(x, t)
ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óõí ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ)
ëýóç vp = vp(x, t) ôçò áíôßóôïé÷çò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò, åßíáé ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.
(ÁíÜëïãá ßó÷õáí âÝâáéá êáé óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí Åíü-
ôçôá Á5.7 óôï ÌÝñïò Á ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí.) ÖõóéêÜ áõôÞ ç ðáñáôÞñçóç Ý÷åé ãåíéêÞ
éó÷ý ãéá ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé äåí ðåñéïñßæåôáé óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá.

Ðéï åðßóçìá ôþñá èåùñïýìå ôç ãåíéêÞ ëýóç vg ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.5.2) êáèþò êáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò vp. Ðñïöáíþò èá Ý÷ïõìå

EI
∂4vg
∂x4

+ ñÁ
∂2vg
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L, (1.5.8)

EI
∂4vp
∂x4

+ ñÁ
∂2vp
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L. (1.5.9)

(Ç äåýôåñç ó÷Ýóç åßíáé ç (1.5.5).) Áöáéñïýìå ôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò êáôÜ ìÝëç, ïðüôå óôï äåîéü
ìÝëïò p(x, t)− p(x, t) = 0. ËáìâÜíïõìå åðßóçò õðüøç üôé ç ðáñÜãùãïò (åäþ ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò)
äéáöïñÜò äýï óõíáñôÞóåùí éóïýôáé ìå ôç äéáöïñÜ ôùíáíôßóôïé÷ùíðáñáãþãùí. ¸ôóé ðñïêýðôåé

EI
∂4(vg − vp)

∂x4
+ ñÁ

∂2(vg − vp)

∂t2
= 0, t > 0, 0 < x < L. (1.5.10)

ÅðïìÝíùò ç äéáöïñÜ vg − vp åßíáé ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, åäþ ìå p(x, t) = 0. ¢ñá ç ãåíéêüôåñç ìïñöÞ ôçò äéáöïñÜò vg − vp
åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç vh ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðåñéëáìâÜíåé êáé áõèáßñåôåò
óõíáñôÞóåéò óå áñéèìü ßóåò ìå ôçí ôÜîç n ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÊáôÜ óõíÝðåéá Ý÷ïõìå

vg − vp = vh êáé ôåëéêÜ vg = vh + vp . (1.5.11)

Ðñïöáíþò ïé óõëëïãéóìïß ìáò áõôïß åßíáé ãåíéêÞò éó÷ýïò ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.5.1) êáé äåí ðåñéïñßæïíôáé óôçí ðáñïýóá åîßóùóç (1.5.2) ôçò äïêïý.

B1.6. ÁÑ×ÉÊÅÓ ÊÁÉ ÓÕÍÏÑÉÁÊÅÓ ÓÕÍÈÇÊÅÓ

Ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðùò ðïëý óõ÷íÜ ìéá ôÝôïéá åîßóùóç
óõíïäåýåôáé êáé áðü áñ÷éêÝò Þ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Ôüôå ëÝìå üôé Ý÷ïõìå Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí
ôéìþí Þ Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí áíôßóôïé÷á. Óå ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá Ý÷ïõìå Þäç áíáöåñ-
èåß óôçí Åíüôçôá Á1.9 ôïõ ÌÝñïõò Á ãéá ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò: ÐáñÜãñáöïò Á1.9.1
ãéá ôá ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí êáé ÐáñÜãñáöïò Á1.9.2 ãéá ôá ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôé-
ìþí. ÓõíáíôÞóáìå åðßóçò êáé ðÜñá ðïëëÜ ó÷åôéêÜ ðáñáäåßãìáôá êáé åöáñìïãÝò óå ïëüêëçñï ôï
ÌÝñïò Á. Áò áíáöåñèïýìå êáé åäþ óå äýï áêüìç åöáñìïãÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý:

▼ ÅöáñìïãÞ B1.1 (Ôáëáíôþóåéò: Ìç÷áíéêü Óýóôçìá Õëéêïý Óçìåßïõ--Åëáôçñßïõ): Ïé ôñåéò
åîéóþóåéò

m
d2u(t)
dt2

+ ku(t) = p(t), u(0) = u0, u̇(0) = v0 (1.6.1)
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áðïôåëïýí Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ìå äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. ÓõãêåêñéìÝíá äçëþíïõí ôï
ðñüâëçìá ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí (ìå öüñôéóç p(t)) óå ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá
õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k) ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå î = 0). Ç ðñþôç áðü
ôéò ôñåéò áõôÝò åîéóþóåéò åßíáé ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç, åíþ ïé åðüìåíåò äýï åîéóþóåéò åßíáé
ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 ìå áñ÷éêÞ èÝóç ôçò ìÜæáò ôç èÝóç u0 êáé áñ÷éêÞ
ôá÷ýôçôÜ ôçò ôçí ôá÷ýôçôá v0. Åðéóçìáßíåôáé ôÝëïò üôé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé åäþ äýï, áðëÜ
åðåéäÞ ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ç ðñþôç åîßóùóç (1.6.1), åßíáé åäþ äåõôÝñáò ôÜîåùò. ÔÝëïò
õðåíèõìßæåôáé üôé ôï ßäéï áêñéâþò ðñüâëçìá áöïñÜ êáé óå ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò
ìå ôç ìÜæá ôïõ m íá õðïôßèåôáé óõãêåíôñùìÝíç óôï ýøïò h ôçò ðëÜêáò ôïõ. ▲

▼ ÅöáñìïãÞ B1.2 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ÊÜìøåùò: Äïêïß): ÁíÜëïãá ìðïñåß
íá Ý÷ïõìå ôéò ðÝíôå åîéóþóåéò

EI
d4v(x)
dx4

= p(x), v(0) = 0, v′′(0) = 0, v(L) = 0, v′(L) = 0. (1.6.2)

ÁõôÝò áðïôåëïýí Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. ÓõãêåêñéìÝíá áöïñïýí óå Ýíá óôáôéêü ðñü-
âëçìá óõíÞèïõò äïêïý, åäþ ìéáò ìïíüðáêôçò õðåñóôáôéêÞò äïêïý ìå êýëéóç óôï áñéóôåñü Üêñï
ôçò x = 0 êáé ðÜêôùóç óôï äåîéü Üêñï ôçò x = L. Ôï ìÞêïò ôçò äïêïý åßíáé L êáé ç äõóêáìøßá
ôçò EI. Ç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôç äïêü åßíáé p(x). Ôï ðñüâëçìá
áõôü ðåñéëáìâÜíåé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: äýï óôï óçìåßï x = 0 (óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò
äïêïý) êáé äýï óôï óçìåßï x = L (óôï äåîéü Üêñï ôçò äïêïý). Åäþ ìéëÜìå ãéá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí
ôéìþí (êáé ü÷é ãéá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí), åðåéäÞ ïé óõíèÞêåò åßíáé óå äýï äéáöïñåôéêÜ óçìåßá:
óôá óçìåßá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý. Áí êáé ïé ôÝóóåñéò áõôÝò óõíèÞêåò Þóáí óå Ýíá ìüíï óçìåßï,
ð.÷. óôï óçìåßï x = 0 ôçò äïêïý, ôüôå èá ìéëïýóáìå êé åäþ ãéá Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí.
Óçìåéþíåôáé ôÝëïò üôé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åßíáé ôÝóóåñéò, áðëÜ åðåéäÞ ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôçò äïêïý, ç ðñþôç åîßóùóç (1.6.2), åßíáé åäþ ôåôÜñôçò ôÜîåùò. ▲

Åíôåëþò áíÜëïãá ðïëý óõ÷íÜ éäßùò óå Ýíá åöáñìïóìÝíï ðñüâëçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óõíïäåýåôáé áðü áñ÷éêÝò
Þ/êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. ÁõôÝò åðéôñÝðïõí ôçí åýñåóç ìéáò ìüíï ëýóåùò ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞ-
ìáôïò, ðïõ åßíáé óõíÞèùò Ýíá öõóéêü ðñüâëçìá, åäþ ðáñìÝíï áðü ôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý. ÄçëáäÞ óôçí ðñÜîç äå èÝëïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò. ÈÝëïõìå ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò: áêñéâþò ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ Ý÷ïõìå.
¼ðùò óõìâáßíåé êáé óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, Ýôóé êáé óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìå-
ñéêÝò ðáñáãþãïõò Ý÷ïõìå ôüóåò óõíèÞêåò üóåò ðñïâëÝðïõí ïé åìöáíéæüìåíåò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé
ìå ôéò ôÜîåéò ôïõò. Ìüíï ðïõ áõôÝò åßíáé åäþ ùò ðñïò äýï ôïõëÜ÷éóôïí ìåôáâëçôÝò. Ãéíüìáóôå
ôþñá ðéï óáöåßò ìå áíáöïñÜ ìáò óå ôñåéò óõãêåêñéìÝíåò åöáñìïãÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý:

▼ ÅöáñìïãÞ B1.3 (ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ:ÌåôáöïñÜÑýðïõ óå Õäáôüññåõìá): Èåùñïýìå
ôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå (á) äéÜ÷õóÞ ôïõ (ìå óõíôåëåóôÞ ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò D,
ðïõ ìðïñåß íáðåñéëáìâÜíåé êáé ôç äéáóðïñÜ ôïõ) êáé (â) ìåôáãùãÞ ôïõ (ìå ôá÷ýôçôá ôïõ íåñïý V ).
ÐáñïõóéÜæåôáé åðßóçò êáé áðïäüìçóç ðñþôçò ôÜîåùò ôïõ ñýðïõ (ìå óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðï-
äïìÞóåùò k). Ôüôå ìðïñåß íá ðñïêýøåé ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá ìå ôÝóóåñéò óõíïëéêÜ åîéóþóåéò:

∂c
∂t

= D
∂2c
∂x2

− V
∂c
∂x

− kc, c(x, 0) = c0(x), c(x1, t) = f1(t), c(x2, t) = f2(t). (1.6.3)

¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ c = c(x, t) óôï õäáôüññåõìá. ÁõôÞ åîáñôÜôáé
ôüóï áðü ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò, åäþ ìå x1 ≤ x ≤ x2, üóï êáé áðü ôï ÷ñüíï t,
åäþ ìå t ≥ 0. Åßíáé äçëáäÞ óõíÜñôçóç äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí: ôùí x êáé t.

Ðñïöáíþò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò åßíáé ç ðñþôç áðü ôéò åîéóþóåéò
áõôÝò (1.6.3). Ïé üñïé ôçò êáôÜ óåéñÜ áöïñïýí: óôç óõóóþñåõóç, óôç äéÜ÷õóç, óôç ìåôáãùãÞ êáé
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óôçí áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ. Ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ç ìüíç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé
åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò. ¢ñá èá Ý÷ïõìå ìüíï ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, åäþ ãéá t = 0.
ÁõôÞ åßíáé ç äåýôåñç åîßóùóç

c(x, 0) = c0(x) (1.6.4)

áðü ôéò ðéï ðÜíù ôÝóóåñéò åîéóþóåéò êáé åêöñÜæåé ôçí áñ÷éêÞ óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ c0(x) óôï
õäáôüññåõìá, äçëáäÞ ôç óõãêÝíôñùóÞ ôïõ ãéá t = 0. (Çðñþôç åîßóùóç (1.6.3) åßíáé ç ßäéá ç äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôï ðáñüí ðñüâëçìá ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò--áðïäïìÞóåùò
ñýðïõ óå õäáôüññåõìá.)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò åäþ Ý÷ïíôáò õðïèÝóåé üôé
x1 ≤ x ≤ x2. ¼ìùò ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x ç äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò,
ç ðñþôç åîßóùóç (1.6.3), ðåñéëáìâÜíåé êáé äåýôåñç ðáñÜãùãï. (Ãéá ôï ëüãï áõôü êáé ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç÷áñáêôçñßæåôáé óáí äåõôÝñáò ôÜîåùò.) Ùñáßá! ÔþñáüìùòðñÝðåé (åîáéôßáò ôçò äåõôÝñáò
ðáñáãþãïõ ùò ðñïò x) íá Ý÷ïõìå äýï óõíèÞêåò ùò ðñïò x. Åäþ èåùñïýìå ôéò óõíèÞêåò áõôÝò
óôéò äéáöïñåôéêÝò èÝóåéò x1 êáé x2 êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò. ÅðïìÝíùò, åðåéäÞ Ý÷ïõìå
óôéò óõíèÞêåò ìáò ùò ðñïò x äýï èÝóåéò êáé ü÷é ìüíï ìßá, åäþ ìéëÜìå ãéá óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé
ü÷é ãéá áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Ðñüêåéôáé ãéá ôéò äýï ôåëåõôáßåò åîéóþóåéò (1.6.3), ôéò åîéóþóåéò

c(x1, t) = f1(t) êáé c(x2, t) = f2(t). (1.6.5)

ÁõôÝò áíáöÝñïíôáé óôéò óõãêåíôñþóåéò ôïõ ñýðïõ f1(t) êáé f2(t) óôéò èÝóåéò x = x1 êáé x = x2 ôïõ
õäáôïññåýìáôïò. Åäþ ôéò õðïèÝôïõìå ãíùóôÝò, ð.÷. áðü óõíå÷åßò ìåôñÞóåéò ôçò óõãêåíôñþóåùò
ôïõ ñýðïõ c(x, t) óôéò äýï áõôÝò èÝóåéò x1 êáé x2. ¸÷ïõìå äýï óõíèÞêåò ùò ðñïò ôç èÝóç x, áðëÜ
åðåéäÞ Ý÷ïõìå äåýôåñç ðáñÜãùãï ùò ðñïò x óôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

Áí õðïèåôéêÜ Ýëåéðå ôï öáéíüìåíï ôçò äéá÷ýóåùò, äçëáäÞ åß÷áìå D = 0 óôç ìåôáöïñÜ ôïõ
ñýðïõ, ôüôå èá åß÷áìå ìüíï ìßá óõíèÞêç ùò ðñïò x, áò õðïèÝóïõìå ôç óõíèÞêç c(x1, t) = f1(t) óôç
èÝóç x1. Èá ôç ÷áñáêôçñßæáìå ìÜëéóôá óáí áñ÷éêÞ óõíèÞêç êáé áõôÞ, åðåéäÞ èá áíáöåñüìáóôáí
ìüíï óôç èÝóç x1 êáé ü÷é óå äýï äéáöïñåôéêÝò èÝóåéò x1 êáé x2, üðùò óõìâáßíåé óôïðáñüíðñüâëçìá.

Åíôïýôïéò áíôßèåôá áí Ýëåéðå ôïöáéíüìåíï ôçò ìåôáãùãÞò, äçëáäÞ åß÷áìå V = 0 óôç ìåôáöïñÜ
ôïõ ñýðïõ (åíþD > 0: ðáñïõóßá ôïõ öáéíïìÝíïõ ôçò äéá÷ýóåùò), å ôüôå èá óõíå÷ßæáìå íá ÷ñåéá-
æüìáóôå íá Ý÷ïõìå äýï óõíèÞêåò ùò ðñïò x, óõãêåêñéìÝíá êáé ôéò äýï ðáñáðÜíù óõíèÞêåò (1.6.5),
äçëáäÞ êáé ôéò äýï ôåëåõôáßåò åîéóþóåéò (1.6.3). Áõôü èá óõíÝâáéíå, ãéáôß ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç
èá óõíÝ÷éæå íá Ý÷åé äåýôåñç ðáñÜãùãïùò ðñïò ôç èÝóç x ðáñáìÝíïíôáò Ýôóé äåõôÝñáò ôÜîåùò. ▲

▼ ÅöáñìïãÞB1.4 (ÌåôÜäïóçÈåñìüôçôáò): Ôþñáèåùñïýìå ôçÌåôÜäïóçÈåñìüôçôáòóå ôïß÷ï
ðÜ÷ïõò L ìå 0 ≤ x ≤ L. Ç áñ÷éêÞ èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ óôïí ôïß÷ï åßíáé ãíùóôÞ: è(x, 0) = f (x).
Åðßóçò ï ôïß÷ïò Ý÷åé ãíùóôÞ óôáèåñÞ èåñìïêñáóßá è(0, t) = è0 ãéá x = 0 êáé åßíáé áðüëõôá
ìïíùìÝíïò ãéá x = L, ïðüôå (∂è/∂x)(L, t) = 0. Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ
éó÷ýåé óôïðñüâëçìá áõôü åßíáé ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç
èåñìïêñáóßá è = è(x, t) óôïí ôïß÷ï. Ôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò èá ôçí åîåôÜóïõìå åêôåíþò óôçí
ÐáñÜãñáöï Â2.1.4 ôïõ åðüìåíïõ Êåöáëáßïõ Â2 êáé óå ðáñáðÝñá åðüìåíá êåöÜëáéá. ¸÷ïõìå
ëïéðüí ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò êáé óõíïñéáêþí ôéìþí:

∂2è
∂x2

= 1
a2

∂è
∂t

, è(x, 0) = f (x), è(0, t) = è0,
∂è
∂x

(L, t) = 0 (1.6.6)

ìå è = è(x, t) êáé ìå ôÝóóåñéò óõíïëéêÜ åîéóþóåéò: ìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôñåéò óõíèÞêåò.

Ç ðñþôç åîßóùóç åßíáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò äéá÷ýóåùò ìå a2 ôï
óõíôåëåóôÞ äéáäüóåùò èåñìüôçôáò. Ç äåýôåñç åîßóùóç åßíáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
ãéá t = 0 ðïõ Þäç ôçí áíáöÝñáìå. Åßíáé ìüíï ìßá, åðåéäÞ ç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãïò óôçí åîßóùóç
ôçò äéá÷ýóåùò åßíáé, üðùò ðáñáôçñïýìå, ðñþôçò ôÜîåùò. Ïé Üëëåò äýï åîéóþóåéò (ç ôñßôç êáé
ç ôÝôáñôç) åßíáé ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (ãéá x = 0 êáé x = L) ðïõ Þäç ôéò
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Ý÷ïõìå áíáöÝñåé êáé áõôÝò. Åßíáé äýï åäþ ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, åðåéäÞ ç ÷ùñéêÞ (ùò ðñïò ôç
èÝóç x) ìåñéêÞðáñÜãùãïòóôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò åßíáé, üðùòâëÝðïõìå, äåõôÝñáò ôÜîåùò.▲

▼ ÅöáñìïãÞ B1.5 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óáí ôåëåõôáßá åöáñìïãÞ åîåôÜæïõìå
ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìéáò óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L, äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáììéêÞò
ðõêíüôçôáò ñÁ. Ôç äïêü ôç èåùñïýìå ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêü ìå êýëéóç óôï áñéóôåñü Üêñï
ôçò x = 0 êáé ðÜêôùóç óôï äåîéü Üêñï ôçò x = L. Ç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóÞ ôçò åßíáé
p(x, t). Åäþ Ý÷ïõìå îáíÜ ôç äåýôåñç ÅöáñìïãÞ Â1.2. Ôþñá üìùò ìåôáöåñèÞêáìå áðü ôï åõêïëü-
ôåñï óôáôéêü ðñüâëçìá óôï äõóêïëüôåñï äõíáìéêü ðñüâëçìá. Åäþ ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý
v = v(x, t) åîáñôÜôáé êáé áðü ôç èÝóç x (ìå 0 ≤ x ≤ L üðùò êáé ðñéí) êáé áðü ôï ÷ñüíï t (ìå t ≥ 0).

¸÷ïõìå åðôÜ óõíïëéêÜ åîéóþóåéò óôï ðáñüí ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí:

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= p(x, t), v(x, 0) = f (x),
∂v
∂t

(x, 0) = g(x),

v(0, t) = 0,
∂2v
∂x2

(0, t) = 0, v(L, t) = 0,
∂v
∂x

(L, t) = 0 (1.6.7)

ìå ðñþôç ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.1.13) ðïõ áöïñÜ óôï ðáñüí ðñü-
âëçìá. (Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áðü ôéò ðéï ãíùóôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôçí
ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.) Ïé äýï óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) ãéá ôçí áñ÷éêÞ èÝóç êáé ôçí
áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá (ãéá t = 0) ôùí óçìåßùí ôçò äïêïý åßíáé ãíùóôÝò. ÏõóéáóôéêÜ óå óýãêñéóç ìå ôçí
ÅöáñìïãÞ Â1.2 ðÝñá áðü ôï ÷ñüíï t, ôþñá v = v(x, t) êáé p = p(x, t), õðÜñ÷ïõí êáé ïé äýï áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò. Åßíáé ìÜëéóôá åýëïãï áõôü, åðåéäÞ ç ÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t)
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, äçëáäÞ óôçí ðñþôç áðü ôéò åðôÜ ðéï ðÜíù
åîéóþóåéò (1.6.7), åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò. Åðßóçò ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åßíáé ôÝóóåñéò, áêñéâþò
üðùò êáé óôçí ÅöáñìïãÞ Â1.2. Eßíáé êáé áõôü ðñïöáíÝò, åðåéäÞ ç ÷ùñéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò (ùò
ðñïò ôç èÝóç x) åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò, áêñéâþò üðùò óõíÝâáéíå êáé óôï óôáôéêü ðñüâëçìá. ▲

Èá ìðïñïýóáìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå êáé óå ðÜñá ðïëëÝò áêüìç åöáñìïãÝò ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý üðïõ íá ðáñïõóéÜ-
æïíôáé áñ÷éêÝò Þ/êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, áëëÜ ðñïöáíþò äå èá ôï êÜíïõìå. ÁðëÜ ðåñéïñéæü-
ìáóôå íá åðáíáëÜâïõìå üôé ï áñéèìüò ôùí óõíèçêþí ðïõ áöïñÜ óå ìéá ìåôáâëçôÞ y èá ðñÝðåé
íá åßíáé ï óùóôüò, äçëáäÞ íá áíôéóôïé÷åß óôçí ôÜîç ôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ áíþôåñçò ôÜîåùò
ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ y. Óå êáèáñÜ ÷ùñéêÜ ðñïâëÞìáôá, ð.÷. ìå u = u(x, y), üðùò óõìâáßíåé óôç
äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 ìå u = u(x, y), (1.6.8)

Ý÷ïõìå óõ÷íÜ áðïêëåéóôéêÜ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (åäþ ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: äýï ãéá ôç
ìåôáâëçôÞ x êáé äýï ãéá ôç ìåôáâëçôÞ y) êáé êáìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç.

B1.7. ËÕÓÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ

Ãéá ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò n ôÜîåùò ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôçí x êáé Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ôçí y = y(x) îÝñïõìå (áðü ôçí Åíüôçôá Á1.6 ôïõ ÌÝñïõò Á) üôé ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõò
yg(x) ðåñéëáìâÜíåé n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1, C2, . . . , Cn. Áðü ôïýôç ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ìå
êáèïñéóìü ôùí n áõôþí óôáèåñþí (ìÝóù áñ÷éêþí Þ óõíïñéáêþí óõíèçêþí) ðñïêýðôïõí ìåñéêÝò
ëýóåéò (Þ åéäéêÝò ëýóåéò) yp(x) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò
ðáñïõóéÜæïíôáé åðßóçò êáé éäéÜæïõóåò ëýóåéò ys(x). ÁõôÝò äå ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí áðü ôç
ãåíéêÞ ëýóç yg(x). (¼ìùò ïé ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåí Ý÷ïõí ðïôÝ éäéÜæïõóåò
ëýóåéò!) ¼ëåò ìáæß ïé ëýóåéò óõíéóôïýí ôçí ðëÞñç ëýóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁõôÜ ãåíéêåýïíôáé êáé óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Èåùñïýìå ìéá äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò n ôÜîåùò ìåm áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x1, x2, . . . , xm êáé
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ÜãíùóôçóõíÜñôçóç ôçu = u(x1, x2, . . . , xm). ÓôçíðåñßðôùóçáõôÞ ç ãåíéêÞ ëýóçug(x1, x2, . . . , xm)
ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ðåñéëáìâÜíåé n áõèáßñåôåò (áëëÜ êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìåò)
óõíáñôÞóåéò áíôß ãéá n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. (Áõôü áðïôåëåß ïõóéþäç äéáöïñÜ ó÷åôéêÜ ìå ôéò
óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò!) Ìå ôïí êáèïñéóìü ôùí áõèáßñåôùí óõíáñôÞóåùí ðñïêýðôïõí
ìåñéêÝò ëýóåéò (Þ åéäéêÝò ëýóåéò) up(x1, x2, . . . , xm) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò. Áõôüò ï êáèïñéóìüò ãßíåôáé óõíÞèùò ìÝóù áñ÷éêþí Þ óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí Üãíù-
óôç óõíÜñôçóç, üðùò ôéò åßäáìå áíáëõôéêÜ óôéò åöáñìïãÝò ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Â1.6. Óå
ïñéóìÝíåòðåñéðôþóåéò ìðïñïýí åðßóçò íáðáñïõóéáóèïýí êáé éäéÜæïõóåò ëýóåéò us(x1, x2, . . . , xm)
ðïõ äåí ðñïêýðôïõí áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç ug(x1, x2, . . . , xm) ãéá óõãêåêñéìÝíåò óõíáñôÞóåéò óôéò èÝ-
óåéò ôùí áõèáßñåôùí óõíáñôÞóåùí. ¼ìùò ïé éäéÜæïõóåò ëýóåéò äå èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí åäþ.
ÔÝëïò ôï óýíïëï üëùí áíåîáéñÝôùò ôùí ëýóåùí ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
áðïôåëåß ôçí ðëÞñç ëýóç ôçò. Áò ãßíïõìå ôþñá óáöÝóôåñïé óå üëá áõôÜ ìå ìéá áðëÞ åöáñìïãÞ:

▼ ÅöáñìïãÞ B1.6 (ÄéäéÜóôáôç Eîßóùóç ôïõ Laplace): Ðñüêåéôáé ãéá ôçí åîßóùóç (1.6.8) ôçò
ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Â1.6, ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 ìå u = u(x, y). (1.7.1)

ÁõôÞ åßíáé ç ôüóï ãíùóôÞ äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace êáé ðáñïõóéÜæåôáé óåðÜñáðïëëÜðñï-
âëÞìáôá ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý (êáé ü÷é ìüíï!) ðïõ èá ôá áíáöÝñïõìå óôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.1
ôïõ åðüìåíïõ Êåöáëáßïõ Â2. Åßíáé åðßóçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò
ôÜîåùò. ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò èá ðñÝðåé íá ðåñéëáìâÜíåé äýï áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò.

Ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç èá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå ðéï êÜôù óôçí ÐáñÜãñáöï Â4.4.3 ôïõ Êåöá-
ëáßïõ Â4: åîßóùóç (4.4.17). ÁõôÞ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

ug(x, y) = ö(x + iy)+ ÷(x − iy) ìå i = √−1 (1.7.2)

ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá (ìå i2 = −1). Ïé äýï áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò ö(z)
êáé ÷(z) ìéáò ìüíï ìåôáâëçôÞò z. ÖõóéêÜ õðïôßèåôáé üôé äéáèÝôïõí äåýôåñåò ðáñáãþãïõò ö′′(z)
êáé ÷′′(z), Ýôóé þóôå íá ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (1.7.1).

Ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõò ãßíåôáé ìå ôç ÷ñÞóç áñ÷éêþí êáé åäþ (óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ
Laplace) óõíçèÝóôåñá óõíïñéáêþí óõíèçêþí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç (1.7.2) ôçò
äéäéÜóôáôçò åîßóùóçò ôïõ Laplace (1.7.1) ìå ôéò óõãêåêñéìÝíåò óõíáñôÞóåéò

ö(z) = ÷(z) = z2 ìå z = x + iy (1.7.3)

ðñïêýðôåé ç áêüëïõèç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò äéäéÜóôáôçò åîßóùóçò ôïõ Laplace (1.7.1):

up(x, y) = (x + iy)2 + (x − iy)2 = (x2 − y2 + 2ixy)+ (x2 − y2 − 2ixy) = 2(x2 − y2). (1.7.4)

ÐáñáêÜôù óôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.1 èá áíáöÝñïõìå êáé áñêåôÝò áêüìç ìåñéêÝò ëýóåéò ôçò
äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (1.7.1). Åßíáé óô’ áëÞèåéá ðÜìðëïõôç óå ìåñéêÝò ëýóåéò up(x, y)
ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace. Áñêåß áðëÜ íá âÜëïõìå äýï óõãêåêñéìÝíåò óõíáñôÞóåéò ö(z)
êáé ÷(z) (ðïõ íá äéáèÝôïõí üìùò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò ö′′(z) êáé ÷′′(z)) óôç ãåíéêÞ ëýóç (1.7.2). ▲

B1.8. ÅÐÁËÇÈÅÕÓÇ ËÕÓÅÙÍ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ

Ôï ïõóéáóôéêü Ýñãï ìáò ìå ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò åßíáé âÝâáéá íá
ìÜèïõìå íá ôéò ëýíïõìå ôïõëÜ÷éóôïí óå üóåò ðåñéðôþóåéò áõôü åßíáé åöéêôü êáé ü÷é éäéáßôåñá êï-
ðéáóôéêü áðü áðüøåùò õðïëïãéóôéêïý êüóôïõò. Óå ôïýôç ôçí åíüôçôá ôïõ åéóáãùãéêïý áõôïý
Êåöáëáßïõ Â1 èá êÜíïõìå êáé ôçí áíôßóôñïöç åñãáóßá. Èá äïýìå óå äýï åöáñìïãÝò üôé ãåíéêÜ åý-
êïëá ìðïñïýìå íá åðáëçèåýïõìå ãíùóôÝò ëýóåéò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.
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ÁðëÜ ðñÝðåé ðáñáãùãßæïíôÜò ôéò íá âñïýìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé íá ôéò áíôéêáôáóôÞóïõìå ó’ áõôÞí. Èá ðñÝðåé íá ðñïêýøåé ôáõôüôçôá,
ôåëéêÜ 0 = 0. Áí åßíáé áíáãêáßï, ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ôïí õðïëïãéóôÞ ãéá ôéò ìåñéêÝò ðáñáãùãß-
óåéò ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé, óõãêåêñéìÝíá Ýíá ðñüãñáììá óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí, üðùò åßíáé ð.÷.
ç Mathematica Þ ç Maxima. ÅîÜëëïõ äåí ðñÝðåé íá áðïêñýðôåôáé üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðïõ
èÝëåé íá åßíáé óßãïõñïò ãéá ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôïõ (áêüìç êáé üôáí ÷ñçóéìïðïéåß ôïí õðïëïãéóôÞ!)
èá ðñÝðåé íá ìçí áìåëåß íá ôá åðáëçèåýåé. Áõôü ãßíåôáé åäþ ìå Üìåóç áíôéêáôÜóôáóç ôçò ëý-
óåùò ðïõ âñÝèçêå óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ðñï÷ùñÜìå ëïéðüí óôéò äýï
åöáñìïãÝò ìáò: ðñþôá ìéá åýêïëç êáé ìåôÜ ìéá ëßãï äõóêïëüôåñç:

▼ ÅöáñìïãÞ B1.7 (ÄéäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Laplace): Íá åðáëçèåõèåß üôé ïé äýï óõíáñôÞóåéò

u1(x, y) = x2 − y2 êáé u2(x, y) = tan−1
(y
x

)
ìå x �= 0 (1.8.1)

åßíáé ëýóåéò ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (1.6.8) Þ (1.7.1), äçëáäÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 ìå u = u(x, y). (1.8.2)

Ëýóç: ÎåêéíÜìå ìå ôçí ðñþôç óõíÜñôçóç (1.8.1), ç ïðïßá åßíáé ïõóéáóôéêÜ (ìå äéáöïñÜ ôïõ
ðáñÜãïíôá 2) ç ëýóç (1.7.4) ðïõ âñÞêáìå óôçí ðñïçãïýìåíç EöáñìïãÞ B1.6. ÁðëÜ Ý÷ïõìå ôï
êáèÞêïí íá êÜíïõìå äýï ðáñáãùãßóåéò ùò ðñïò x êáé äýï ùò ðñïò y êáé íá áíôéêáôáóôÞóïõìå
ôéò äåýôåñåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ ðñïêýðôïõí (ùò ðñïò x êáé ùò ðñïò y) óôç äéäéÜóôáôç
åîßóùóç ôïõ Laplace (1.8.2). Áõôïß åßíáé ïé ìüíïé õðïëïãéóìïß ìáò êáé åßíáé ôüóï ìá ôüóï áðëïß:

u1(x, y) = x2 − y2 
⇒ ∂2u1

∂x2
= 2,

∂2u1

∂y2
= −2 
⇒ ∂2u1

∂x2
+ ∂2u1

∂y2
= 2− 2 = 0 
⇒ 0 = 0. (1.8.3)

Óõíå÷ßæïõìå ôþñá ìå ôç äåýôåñç óõíÜñôçóç: ôç óõíÜñôçóç

u2(x, y) = tan−1
(y
x

)
ìå x �= 0. (1.8.4)

(Èõìßæïõìå âÝâáéá ðùò ôï óýìâïëï tan−1 äçëþíåé ôçí áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç ôçò åöáðôïìÝíçò,
ôï ôüîï åöáðôïìÝíçò: äçëáäÞ tan−1 ≡ arctan.) Êáé áñ÷ßæïõìå ôç äïõëåéÜ ìáò âñßóêoíôáò üôé

∂u2

∂x
= −y/x2

1+ (y/x)2
= − y

x2 + y2

⇒ ∂2u2

∂x2
= 2xy

(x2 + y2)2
(1.8.5)

êáé áíÜëïãá
∂u2

∂y
= 1/x

1+ (y/x)2
= x

x2 + y2

⇒ ∂2u2

∂y2
= − 2xy

(x2 + y2)2
. (1.8.6)

¢ñá ôåëéêÜ
∂2u2

∂x2
+ ∂2u2

∂y2
= 2xy

(x2 + y2)2
− 2xy

(x2 + y2)2
= 0 
⇒ 0 = 0. (1.8.7)

Ïëïêëçñþèçêáí ëïéðüí ìå åðéôõ÷ßá êáé ïé äýï åðáëçèåýóåéò ó’ áõôÞí åäþ ôçí áðëÞ åöáñìïãÞ. ▲

▼ ÅöáñìïãÞ B1.8 (ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÄéÜ÷õóç Ñýðïõ): Óå ðñüâëçìá ìïíïäéÜóôáôçò
äéá÷ýóåùò ñýðïõ ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ ðñïêýðôåé ç ëýóç

c(x, t) = c0 erfc
(

x

2
√
Dt

)
(1.8.8)

ìå D ôï óõíôåëåóôÞ ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò êáé c0 ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Ôï óýìâïëï erfc äçëþíåé
ôç óõìðëçñùìáôéêÞ óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò, óôçí ïðïßá èá áíáöåñèïýìå åêôåíþò ðáñáêÜôù
óôçí ÐáñÜãñáöï Â10.4.5 ôïõ Êåöáëáßïõ Â10. Åäþ áðëÜ áíáöÝñïõìå ôïí ôýðï õðïëïãéóìïý ôçò

erfc (x) := 1− erf (x) = 1− 2√
ð

∫ x

0
e−î2 dî, (1.8.9)
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üðïõ ç óõíÜñôçóç

erf (x) := 2√
ð

∫ x

0
e−î2 dî (1.8.10)

åßíáé ç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò (error function). Æçôåßôáé íá åðáëçèåõèåß üôé ç ðéï ðÜíù óõíÜñ-
ôçóç c(x, t) åßíáé ðñáãìáôéêÜ ìéá ëýóç (ðñïöáíþò ìéá ìåñéêÞ ëýóç) ôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò

∂c
∂t

= D
∂2c
∂x2

. (1.8.11)

Ëýóç: Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôÞ áñêåß íá ðáñáãùãßóïõìå ôçí ðéèáíÞ ëýóç c(x, t) ðïõ ìáò äüèçêå
óôç ó÷Ýóç (1.8.8), óõãêåêñéìÝíá íá õðïëïãßóïõìå ôçí ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãü ôçò ùò ðñïò ôï
÷ñüíï t êáé ôç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãü ôçò ùò ðñïò ôç èÝóç x. Ôéò ìåñéêÝò áõôÝò ðáñáãþãïõò
ðñÝðåé óôç óõíÝ÷åéá íá ôéò áíôéêáôáóôÞóïõìå óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (1.8.11),
þóôå íá åëÝãîïõìå åÜí áõôÞ éó÷ýåé Þ ü÷é åëðßæïíôáò üôé èá éó÷ýåé. Ôßðïôå Üëëï!

ÎåêéíÜìå ëïéðüí! Ðñþôá ðáñáãùãßæïõìå ôç óõìðëçñùìáôéêÞ óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò (1.8.9)
ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ ôýðïõ ãéá ôçí ðáñÜãùãï åíüò áüñéóôïõ ïëïêëçñþìáôïò. ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé

d erfc (x)
dx

≡ erfc ′(x) = − 2√
ð

e−x2 . (1.8.12)

Ìå âÜóç êáé áõôüí ôïí ôýðï ðñïóäéïñßæïõìå ôçí ðñþôç ÷ñïíéêÞ (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) ìåñéêÞ
ðáñÜãùãï ôçò ðéèáíÞò ëýóåùò c(x, t) ðïõ ìáò äüèçêå óôç ó÷Ýóç (1.8.8). Åýêïëá âñßóêïõìå üôé

∂c(x, t)
∂t

= c0

(
− 2√

ð

)
exp

(
− x2

4Dt

)(
− x

4
√
D

t−3/2

)
= c0x

2
√
ðD

t−3/2 exp
(
− x2

4Dt

)
. (1.8.13)

Ìå áíÜëïãï ôñüðï ðñïóäéïñßæïõìå ôçí ðñþôç êáé áðü áõôÞí êáé ôç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï
ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò, ôçò óõãêåíôñþóåùò c(x, t), ôþñá üìùò ùò ðñïò ôç èÝóç x. Ðñïêýðôåé

∂c(x, t)
∂x

= c0

(
− 2√

ð

)
exp

(
− x2

4Dt

)
1

2
√
Dt

= − c0√
ðDt

exp
(
− x2

4Dt

)
(1.8.14)

êáé ìåôÜ
∂2c(x, t)

∂x2
= − c0√

ðDt
exp

(
− x2

4Dt

) −2x
4Dt

= c0x

2
√
ðD

1
D

t−3/2 exp
(
− x2

4Dt

)
. (1.8.15)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôéò äýï ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ âñÞêáìå (ôçí ðñþôç (1.8.13) ùò ðñïò
ôï ÷ñüíï t êáé ôç äåýôåñç (1.8.15) ùò ðñïò ôç èÝóç x) óôç ìïíïäéÜóôáôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò
äéá÷ýóåùò (1.8.11). Äéáðéóôþíïõìå Ýôóé åýêïëá üôé áõôÞ åðáëçèåýåôáé åê ôáõôüôçôïò. ÅðïìÝíùò
ç óõíÜñôçóç c(x, t) óôç ó÷Ýóç (1.8.8) åßíáé óô’ áëÞèåéá ëýóç ôçò ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.8.11), äçëáäÞ ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò. ▲

B1.9. ÓÕÓÔÇÌÁÔÁ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ

B1.9.1. ÅéóáãùãéêÜ ó÷üëéá

ÓåðïëëÝò ðåñéðôþóåéò Ýíáðñüâëçìá ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý áíÜãåôáé óå ìéá äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò ìßá Üãíùóôç óõíÜñôçóç (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ). ÖõóéêÜ
óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ðÜíù áðü ìßá.
(Áëëéþò èá åß÷áìå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç.) ÃåíéêÜ ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ïé Êáñôå-
óéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x, y êáé z (Þ Üëëåò êáôÜëëçëåò óõíôåôáãìÝíåò) êáé ï ÷ñüíïò t Þ êÜðïéåò
áðü áõôÝò. (Ãéá ðáñÜäåéãìá, óå óôáôéêÜ ðñïâëÞìáôá êáé ãåíéêüôåñá óå ðñïâëÞìáôá ìüíéìùí
êáôáóôÜóåùí ëåßðåé ï ÷ñüíïò t, åíþ óå äéäéÜóôáôá ðñïâëÞìáôá ëåßðåé ç ìåôáâëçôÞ èÝóåùò z.)

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå ðïëý óýíôïìá óôï ãåãïíüò üôé óå ìåñéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ
ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïýðáñïõóéÜæïíôáé óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
(ðïõ Ý÷ïõí ðÜíù áðü ìßá Üãíùóôç óõíÜñôçóç) áíôß ãéá áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò
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ðáñáãþãïõò (ìå ìßá ìüíï Üãíùóôç óõíÜñôçóç). Ðåñéïñéæüìáóôå óôçí áíáöïñÜ äýï áðëþí ôÝ-
ôïéùí ðñïâëçìÜôùí: Ýíá áðü ôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí) êáé Ýíá áðü ôçí
Åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Óôï âéâëßï áõôü äåí ðñüêåéôáé íá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí
åðßëõóç óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ¼ìùò åß÷áìå áó÷ïëçèåß
ìå ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá óôéò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò: ÊåöÜëáéá Á12 (èåùñßá) êáé Á13
(åöáñìïãÝò êõñßùò óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí) ôïõ ÌÝñïõò Á.

B1.9.2. ¸íá áðëü óýóôçìá óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ

Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ èåùñïýìå ôç ìüíéìç (óôáèåñÞ, áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t) áóôñüâéëç
(÷ùñßò óôñïâéëéóìü, ÷ùñßò ðåñéóôñïöÞ) äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) ñïÞ åíüò éäåáôïý ñåõóôïý (ìå óôá-
èåñÞ ðõêíüôçôá ñ êáé ÷ùñßò óõíåêôéêüôçôá, éîþäåò ì: ì = 0). Ôçí ðáñïýóá ñïÞ ñåõóôïý èá
ôç ìåëåôÞóïõìå åêôåíþò ðáñáêÜôù óôçí Åíüôçôá Â3.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Â3 êáé åéäéêüôåñá óôéò
ÐáñáãñÜöïõò Â3.4.3 êáé Â3.4.4 ðïõ áíáöÝñïíôáé ìüíï óå äéäéÜóôáôç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý.

Åäþ ðåñéïñéæüìáóôå íá áíáöÝñïõìå üôé óôçí ðéï ðÜíù ñïÞ éó÷ýïõí ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò,
åîßóùóç (3.4.20),

∂u
∂x

+ ∂v
∂y

= 0 (1.9.1)

êáé ç åîßóùóç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò, åîßóùóç (3.4.18),

∂u
∂y

− ∂v
∂x

= 0, (1.9.2)

ðïõ ôç ãñÜøáìå åäþ óå åëÜ÷éóôá äéáöïñåôéêÞ ìïñöÞ. Ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò åßíáé ïé äýï óõíé-
óôþóåò u = u(x, y) êáé v = v(x, y) ôçò äéáíõóìáôéêÞò ôá÷ýôçôáò V = V(x, y) ôïõ ñåõóôïý. ¸÷ïõìå
ëïéðüí Ýíá óýóôçìá äýï ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ðñþôçò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: (á) ôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (1.9.1) êáé (â) ôçí
åîßóùóç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò (1.9.2).

Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý ìðïñïýìå íá ôï áíáãÜãïõìå óå äýï äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ìßá ìüíï Üãíùóôç óõíÜñôçóç ç êáèåìßá. Ðñïò ôï óêïðü áõôü
ðáñáãùãßæïõìå ôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (1.9.1) ùò ðñïò x êáé ôçí åîßóùóç ôïõ áóôñüâéëïõ
(1.9.2) ùò ðñïò y êáé ôéò ðñïóèÝôïõìå. ÕðïèÝôïõìå ôéò ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò v(x, y) üôé åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò êáé èõìüìáóôå üôé ôüôå éó÷ýåé ç éóüôçôá

∂2v
∂x∂y

= ∂2v
∂y ∂x

, (1.9.3)

äçëáäÞ üôé åðéôñÝðåôáé ç åíáëëáãÞ ôùí ìåñéêþí ðáñáãùãßóåùí. ¸ôóé ç ðéï ðÜíù ðñüóèåóç ìáò
ïäçãåß áìÝóùò óôçí åîßóùóç

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0, (1.9.4)

äçëáäÞ óôç ãíùóôÞ ìáò äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace. Åíôåëþò áíÜëïãá êáé åîßóïõ åýêïëá
ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé êáé ç Üëëç Üãíùóôç óõíÜñôçóç v(x, y) åðáëçèåýåé êáé áõôÞ ôçí ßäéá
áêñéâþò åîßóùóç: ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (1.9.4).

¸ôóé ôï áñ÷éêü ìáò óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.9.1) êáé
(1.9.2) ìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò, ôéò u = u(x, y) êáé v = v(x, y), Ý÷åé áíá÷èåß óå äýï ÷ùñéóôÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ìüíï ðïõ áõôÝò (êé ïé äõï ôïõò óõìðßðôïõí ìå ôç
äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace) åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò, åíþ ôï áñ÷éêü óýóôçìá (1.9.1) êáé (1.9.2)
Þôáí ðñþôçò ôÜîåùò, äçëáäÞ êé ïé äýï åîéóþóåéò ôïõ åß÷áí ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìüíï ðñþôçò ôÜ-
îåùò. Áõôü (ç áýîçóç ôçò ôÜîåùò) åßíáé ôï êüóôïò ìáò ãéá íá ìåôáôñÝøïõìå ôï óýóôçìá ôùí äýï
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.9.1) êáé (1.9.2) óå äýï ÷ùñéóôÝò äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ôß íá êÜíïõìå; ÐÜñá ðïëëÜ ðñÜãìáôá Ý÷ïõí êÜðïéï êüóôïò . . .
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Ôï âáóéêü ìåéïíÝêôçìá óôçí ðéï ðÜíù äéáäéêáóßá åßíáé ðùò áíáãêáóèÞêáìå íá ðáñáãùãß-
óïõìå ôéò äéáöïñéêÝò ìáò åîéóþóåéò óôï áñ÷éêü óýóôçìá (1.9.1) êáé (1.9.2), þóôå íá ïäçãçèïýìå
óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (1.9.4) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, y). (ÁíÜëïãá
éó÷ýïõí êáé ãéá ôç äåýôåñç Üãíùóôç óõíÜñôçóç v = v(x, y).) Áõôü äåí Þôáí éäéáßôåñá Ýîõðíï,
åðåéäÞ ïé ðáñáãùãßóåéò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åéóÜãïõí óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ ðñïêý-
ðôïõí ðñüóèåôåò ëýóåéò ðïõ äåí åßíáé ãåíéêÜ áðïäåêôÝò. Ãéá íá áíôéìåôùðéóèåß áõôÞ ç äõóêïëßá
óôï ðáñüí ðñüâëçìá ñïÞò, åéóÜãåôáé êáôÜëëçëá ìéá íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç Ö = Ö(x, y) ðïõ
ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé êáé áõôÞ åðáëçèåýåé ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace. ÁõôÞí ôçí
áíôéìåôþðéóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò èá ôç äïýìå ðéï áíáëõôéêÜ óôéò ÐáñáãñÜöïõò Â3.4.2 êáé Â3.4.3
ôïõ Êåöáëáßïõ Â3. Åðßóçò ìéá áðüëõôá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá ìå ìéá äéáöïñåôéêÞ íÝá Üãíùóôç
óõíÜñôçóç Ø = Ø(x, y) (îáíÜ ãéá ôï ðáñüí ðñüâëçìá ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý) èá ôç äïýìå óôçí
ÐáñÜãñáöï Â3.4.4 ðÜëé ôïõ Êåöáëáßïõ Â3. ÁñêåôÜ üìùò þò åäþ ãéá ôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ!

B1.9.3. ¸íá áðëü óýóôçìá óôçí Åëáóôéêüôçôá

Óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí óôï óôáôéêü (ü÷é äõíáìéêü) ðñüâëçìá
ïé âáóéêÝò Üãíùóôåò ðïóüôçôåò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý åßíáé ïé ôñåéò ôÜóåéò óx = óx(x, y),
óy = óy(x, y) (ïñèÝò ôÜóåéò) êáé ôxy = ôxy(x, y) (äéáôìçôéêÞ ôÜóç). Ðñüêåéôáé ãéá ôñåéò Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò ðïõ ðÝñá áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åðáëçèåýïõí êáé Ýíá óýóôçìá ôñéþí ãñáì-
ìéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ÁõôÝò åßíáé ïé äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò
(êáôÜ ôéò äéåõèýíóåéò ôùí áîüíùí Ox êáé Oy óôï åðßðåäï Oxy) êáé ç åîßóùóç ôïõ óõìâéâáóôïý
ôùí ðáñáìïñöþóåùí ãñáììÝíç üìùò åäþ ôåëéêÜ óõíáñôÞóåé ôùí ôÜóåùí óáí íá Þôáí åîßóùóç
óõìâéâáóôïý ôùí ôÜóåùí, åíþ ðñïöáíþò äåí åßíáé.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí Ý÷ïõìå êáèüëïõ êáèïëéêÝò äõíÜìåéò (óõíÞèùò ôï âÜñïò ôïõ åëáóôé-
êïý ìÝóïõ ðïõ ãåíéêÜ áãíïåßôáé) ðñïêýðôåé ôï åîÞò óýóôçìá ôùí ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò:

∂óx

∂x
+ ∂ôxy

∂y
= 0,

∂ôxy
∂x

+ ∂óy

∂y
= 0,

∂2(óx + óy)

∂x2
+ ∂2(óx + óy)

∂y2
= 0. (1.9.5)

(Ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò åßíáé ç äýï ðñþôåò, ç åîßóùóç ôïõ óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí
ç ôñßôç.) Ôï óýóôçìá áõôü åßíáé Ýíá ãñáììéêü êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ïìïãåíÝò óýóôçìá
ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ôñåéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò: ôéò ôÜóåéò
óx = óx(x, y), óy = óy(x, y) êáé ôxy = ôxy(x, y). ×áñáêôçñßæåôáé åðßóçò óáí äåõôÝñáò ôÜîåùò, áðëÜ
åðåéäÞ ç åîßóùóç ôïõ óõìâéâáóôïý (ç ôñßôç åîßóùóç) åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò. (Êé áò åßíáé ïé äýï
åîéóþóåéò éóïññïðßáò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìüëéò ðñþôçò ôÜîåùò!)

Áõôü ôï óõãêåêñéìÝíï êáé ôüóï åíäéáöÝñïí óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý èá ôï ìåëåôÞóïõìå åêôåíþò ðáñáêÜôù óôçí Åíüôçôá Â3.1.
Åêåß èá áðïäåßîïõìå üôé ìðïñïýìå ôá ôï áíáãÜãïõìå óå ìßá ìüíï áðüëõôá éóïäýíáìç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ðñüêåéôáé ãéá ôçí åîßóùóç (3.1.41). Áò ôçí áíáöÝñïõìå êáé åäþ

∂4A
∂x4

+ 2
∂4A

∂x2∂y2
+ ∂4A

∂y4
= 0. (1.9.6)

ÁõôÞ ç åîßóùóç Ý÷åé ìéá íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç A = A(x, y) ðïõ êáëåßôáé ôáóéêÞ óõíÜñôçóç
ôïõ Airy Þ ìåñéêÝò öïñÝò ôáóåïóõíÜñôçóç ôïõ Airy. Ìüëéò õðïëïãéóèåß, õðïëïãßæïíôáé Üìåóá ìå
ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò êáé ïé ôñåéò ôÜóåéò óx = óx(x, y), óy = óy(x, y) êáé ôxy = ôxy(x, y).

ÐñÝðåé üìùò íá áíáöåñèåß üôé ïé áñ÷éêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.9.5)
Þóáí ìüëéòðñþôçò ôÜîåùò (ïé äýïðñþôåò: ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò) êáé äåõôÝñáò ôÜîåùò (ç ôñßôç:
ç åîßóùóç ôïõ óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí). ÖõóéêÜ Ý÷ïõìå 1+1+2 = 4 êáé ðñáãìáôéêÜ
ç ôåëéêÞ åîßóùóç (1.9.6) ãéá ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x, y) ðñïêýðôåé ôåôÜñôçò ôÜîåùò.
Áõôü åßíáé ôï êüóôïò ìáò. Êáé ïöåßëïõìå íá ôï õðïìåßíïõìå. ¢ëëùóôå ôé åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá
Ý÷ïõìå; Ôé êáëýôåñï èá ìðïñïýóáìå íá êÜíïõìå;
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B1.10. ÌÇ ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ

¼ðùò óõìâáßíåé êáé óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, Ýôóé êáé óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ïé ãñáììéêÝò åîéóþóåéò åßíáé áõôÝò ðïõ èá Þèåëå ðÜíôá íá Ý÷åé ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò. Êé áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ìðïñïýí óõ÷íÜ íá ëõèïýí áíáëõôéêÜ, åíþ ïé ìç ãñáììéêÝò ãåíéêÜ äå ìðïñïýí. Êé Ýôóé ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò áíáãêÜæåôáé íá ðñïóöåýãåé óå áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò åðéëýóåùò ðïõ äåí Ý÷ïõí êáìßá
ãåíéêüôçôá: éó÷ýïõí áðïêëåéóôéêÜ ãéá ôéò óõãêåêñéìÝíåò áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ãéá ôéò ïðïßåò âñÝèçêáí.
ÊÜôé íá áëëÜîåé ëßãï êáé (ãåíéêÜ ìéëþíôáò) ïé áñéèìçôéêïß õðïëïãéóìïß ðñÝðåé íá åðáíáëçöèïýí.

Äõóôõ÷þò üìùò óõ÷íÜ ðáñïõóéÜæïíôáé êáé ìç ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò ðïõ, åðáíáëáìâÜíïõìå, ãåíéêÜ äå ìðïñïýí íá ëõèïýí áíáëõôéêÜ. ÔÝôïéåò åîéóþóåéò
(ìç ãñáììéêÝò) åßíáé ïé åîáéñåôéêÜ óçìáíôéêÝò êáé ãåíéêÝò ôñåéò åîéóþóåéò ôùí Navier--Stokes óôç
Ñåõóôïìç÷áíéêÞ áóõìðßåóôïõ ñåõóôïý ìå óõíåêôéêüôçôá (ìå éîþäåò: ì > 0) Þ êáé ÷ùñßò óõíåêôé-
êüôçôá (ìå ìçäåíéêü éîþäåò: ì = 0). ÁõôÝò ôéò ìç ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò èá ôéò áíáöÝñïõìå åêôåíÝóôåñá ðáñáêÜôù óôçí ÐáñÜãñáöï Â3.3.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Â3:
åîéóþóåéò (3.3.7) Ýùò (3.3.9) ãéá óõíåêôéêü ñåõóôü (ìå éîþäåò: ì > 0) êáé (3.3.23) Ýùò (3.3.25) ãéá ìç
óõíåêôéêü ñåõóôü (÷ùñßò éîþäåò: ì = 0). Ìáæß ìå ôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (ðïõ áõôÞ åõôõ÷þò
åßíáé ãñáììéêÞ) áðïôåëïýí Ýíá óýóôçìá ôåóóÜñùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò äõóôõ÷þò üìùò ìç ãñáììéêü åîáéôßáò ôùí ôñéþí åîéóþóåùí ôùí Navier--Stokes. Ðñïöáíþò
åìåßò ïýôå êáí èá äéáíïçèïýìå íá áðïðåéñáèïýìå ôçí åðßëõóÞ ôïõ ìå áíáëõôéêÝò ìåèüäïõò.

B1.11. ÁËËÁÃÇ ÁÍÅÎÁÑÔÇÔÙÍ ÌÅÔÁÂËÇÔÙÍ

ÌåñéêÝò öïñÝò óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ç áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìåôá-
âëçôþí ïäçãåß óå áðëïýóôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóçðïõ ìðïñåß ìÜëéóôá íá äéáèÝôåé êáé êëåéóôÞ ëýóç
ìå åýêïëï ðñïóäéïñéóìü ôçò. ÔÝôïéåò áëëáãÝò ìåôáâëçôþí èá äïýìå áíáëõôéêÜ ðáñáêÜôù óôï
ÊåöÜëáéï Â4. Åäþ ðåñéïñéæüìáóôå óôï íá áíáöÝñïõìå ôéò ôñåéò ðéï åíäéáöÝñïõóåò áðü áõôÝò.

▼ ÅöáñìïãÞ B1.9 (ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò): Èåùñïýìå ðñþôá ôç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç)

∂2u
∂x2

= 1
c2

∂2u
∂t2

ìå u = u(x, t) (1.11.1)

êáé ôï c ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ ðïõ äçëþíåé ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ êýìáôïò. ÅöáñìïãÝò áõôÞò
ôçò åîéóþóåùò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý èá áíáöÝñïõìå áíáëõôéêÜ óôçí ÐáñÜ-
ãñáöï Â2.1.3 ôïõ åðüìåíïõ Êåöáëáßïõ Â2.

¼ðùò èá äïýìå áíáëõôéêÜ óôçí ÐáñÜãñáöï Â4.1.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Â4, ç áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí
ìåôáâëçôþí

î = x + ct, ç = x − ct (1.11.2)

ìåôáôñÝðåé ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (1.11.1) óôçíðïëýðéï áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂2u
∂î ∂ç

= 0. (1.11.3)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ äéáôçñÞóáìå (ìÜëëïí êáêþò . . . ) ôï óýìâïëï u ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç.

Ðñüêåéôáé ôþñá ãéá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
ìðïñïýìå åýêïëá íá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå ìå äýï ïëïêëçñþóåéò: ìßá ùò ðñïò î êáé ìßá ùò ðñïò ç.
¸ôóé ðñïêýðôåé åýêïëá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò (1.11.1)

ug(x, t) = ö(x − ct)+ ÷(x + ct), (1.11.4)

üðùò èá äïýìå áíáëõôéêüôåñá ðáñáêÜôù óôçí ÐáñÜãñáöï Â4.1.3 ôïõ Êåöáëáßïõ Â4. ▲
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▼ ÅöáñìïãÞ B1.10 (ÄéäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Laplace): Ãéá c = i (Þ c = −i) ìéá áëëáãÞ áíåîÜñôç-
ôùí ìåôáâëçôþí áíÜëïãç ìå ôçí (1.11.2), óõãêåêñéìÝíá ç áëëáãÞ ìåôáâëçôþí (ìå c = i êáé t = y)

z = x + iy, z̄ = x − iy (1.11.5)

áðëïðïéåß ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (1.7.1) ìåôáôñÝðïíôÜò ôç óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

∂2u
∂z ∂ z̄

= 0. (1.11.6)

(Êáé ðÜëé êáêþò ßóùò äéáôçñÞóáìå ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò ôï óýìâïëï u ãéá ôçí ÜãíùóôçóõíÜñôçóç.)
Áðü áõôÞí ôçí íÝá ìïñöÞ (1.11.6) ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (1.7.1) ðñïêýðôåé
ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (1.7.2). Áõôü äéáðéóôþíåôáé åýêïëá ìå äýï ïëïêëçñþóåéò ôçò áðëïðïéçìÝíçò
ôþñá äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.11.6): ìßá ùò ðñïò z êáé ìßá ùò ðñïò z̄.
ÂÝâáéá äåí ðñÝðåé íá îå÷íéïýíôáé êáé ïé áëëáãÝò ìåôáâëçôþí (1.11.5): z = x+ iy êáé z̄ = x− iy. ▲

▼ ÅöáñìïãÞ B1.11 (ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ óå Õäáôüññåõìá): Óáí ìéá
ôñßôç êáé ôåëåõôáßá åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôçò áëëáãÞò ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí èåùñïýìå
ôþñá ôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò--áðïäïìÞóåùò ñýðïõ óå õäáôüññåõìá:

∂c
∂t

= D
∂2c
∂x2

− V
∂c
∂x

− kc (1.11.7)

ìå c = c(x, t) ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ óôï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò. Ôïýôç ç åîßóùóç åßíáé
ç ðñþôç åîßóùóç (1.6.3). Åäþ èåùñïýìå ôçí áëëáãÞ ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí

î = x − Vt, ô = t. (1.11.8)

ÁõôÞ èá ôç ìåëåôÞóïõìå åêôåíþò ðáñáêÜôù óôçí ÐáñÜãñáöï Â4.3.3 ôïõ Êåöáëáßïõ Â4. Áðü
öõóéêÞò áðüøåùò ç áëëáãÞ áõôÞ äçëþíåé êßíçóç ôïõ ðáñáôçñçôÞ ôçò óõãêÝíôñùóçò ôïõ ñýðïõ
áêñéâþò ìå ôçí ôá÷ýôçôá V ôïõ íåñïý óôï õäáôüññåõìá, äçëáäÞ óáí íá Þôáí ïðáñáôçñçôÞò ìÝóá
óå ìéá âÜñêá (÷ùñßò êïõðéÜ!). Ç âÜñêá áðëÜðáñáóýñåôáé ìå ôç ñïÞ ôïõ íåñïý óôï õäáôüññåõìá.

Ìðïñåß Ýôóé áñêåôÜ åýêïëá íá áðïäåé÷èåß üôé ç ðéï ðÜíù åîßóùóç (1.11.7) ôçò ìåôáãùãÞò--
äéá÷ýóåùò--áðïäïìÞóåùò ñýðïõ áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

∂c
∂ô

= D
∂2c
∂î2

− kc (1.11.9)

(ìå ôç äéáôÞñçóç ôïõ óõìâüëïõ c ãéá ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ). Ðáñáôçñïýìå üôé ôþñá ðéá
áðïõóéÜæåé åíôåëþò ï üñïò ôçò ìåôáãùãÞò ôïõ ñýðïõ: ï üñïò ìå ôçí ôá÷ýôçôá V ôïõ íåñïý. ¢ñá
Þôáí ÷ñÞóéìç áõôÞ ç áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí (1.11.8). «ÊéíçèÞêáìå» ìáæß ìå ôï íåñü óôï
õäáôüññåõìá (êáé ôï ñýðï ðïõ áõôü ðáñáóýñåé ìå ìåôáãùãÞ) êáé êáôáöÝñáìå íá áðáëëáãïýìå
áðü ôïí üñï ôçò ìåôáãùãÞò ôïõ ñýðïõ −V (∂c /∂x). Óôçí áìÝóùò åðüìåíç Åíüôçôá Â1.12 èá ìÜ-
èïõìå ðþò ìðïñïýìå íá áðáëëáãïýìå åðéðëÝïí êé áðü ôïí üñï áðïäïìÞóåùò ôïõ ñýðïõ −kc. ▲

B1.12. ÁËËÁÃÇ ÁÃÍÙÓÔÇÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÓ

Óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðÝñá êáé áíåîÜñôçôá áðü ôçí áëëáãÞ ôùí
áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò åßíáé ÷ñÞóéìï íá áëëÜæïõìå êáé ôçí ßäéá ôçí
Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Ôç äõíáôüôçôá áõôÞ ôç äåß÷íïõìå êáé ðÜëé óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ
êáé óõãêåêñéìÝíá óôç ãíùóôÞ ìáò ðéá åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò--áðïäïìÞóåùò ñýðïõ.

▼ ÅöáñìïãÞ B1.12 (ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ óå Õäáôüññåõìá): Èåù-
ñïýìå êé åäþ ôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ìåôáãùãÞ êáé äéÜ÷õóç (ðïõ ðåñéëáìâÜíåé
êáé ôç äéáóðïñÜ), åíþ ðáñïõóéÜæåôáé êáé ðÜëé êáé áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ. Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
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åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò åßíáé ç ðñþôç åîßóùóç (1.6.3) ðïõ Ý÷åé åðßóçò åðáíáëçöèåß êáé
óáí åîßóùóç (1.11.7). Áò ôçí îáíáåðáíáëÜâïõìå êé åäþ, áí êáé êïíôåýïõìå íá ôç ìÜèïõìå áðÝîù!

∂c
∂t

= D
∂2c
∂x2

− V
∂c
∂x

− kc (1.12.1)

ìå c = c(x, t) ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ ðïõ, äõóôõ÷þò, Ý÷åé ñõðÜíåé ôï íåñü óôï õäáôüññåõìá.

Åäþ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí Ýêöñáóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò

c(x, t) = ĉ(x, t)e−kt êáé éóïäýíáìá ĉ(x, t) = c(x, t)ekt. (1.12.2)

ÁõôÞ ïõóéáóôéêÜ áëëÜæåé ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç áðü c(x, t) óå ĉ(x, t). Ãéá íá äïýìå êáé ôé êá-
ôáöÝñíïõìå Ýôóé. Ðáñáãùãßæïíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç (1.12.2) ùò ðñïò t (ìßá öïñÜ ìáò öèÜíåé,
éó÷ýåé êáé ï ãíùóôüò ìáò êáíüíáò ðáñáãùãßóåùò ãéíïìÝíïõ) êáé ùò ðñïò x (ôþñá äýï öïñÝò:
Ý÷ïõìå êáé äåýôåñç ÷ùñéêÞ ðáñÜãùãï óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.12.1)), ðáßñíïõìå ðïëý åýêïëá

∂c
∂t

= ∂ ĉ
∂t

e−kt − kĉe−kt,
∂c
∂x

= ∂ ĉ
∂x

e−kt,
∂2c
∂x2

= ∂2ĉ
∂x2

e−kt ìå c = c(x, t) êáé ĉ = ĉ(x, t). (1.12.3)

Ôþñá áðëÜ áíôéêáèéóôïýìå áõôÝò ôéò ôñåéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.12.3) êáèþò êáé ôçí áëëáãÞ
Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (1.12.2) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.12.1). Ôüôå áõôÞ ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

∂ ĉ
∂t

e−kt − kĉe−kt = D
∂2ĉ
∂x2

e−kt − V
∂ ĉ
∂x

e−kt − kĉe−kt. (1.12.4)

Äå ìáò áðïìÝíåé ðáñÜ íá äéáðéóôþóïõìå üôé ï üñïò áðïäïìÞóåùò −kĉe−kt ðáñïõóéÜæåôáé ïëü-
éäéïò ôüóï óôï áñéóôåñü ìÝëïò üóï êáé óôï äåîéü ìÝëïò. ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ôïí áðëïðïéÞ-
óïõìå. Ìðïñïýìå åðßóçò íá áðëïðïéÞóïõìå êáé ôïí åêèåôéêü ðáñÜãïíôá e−kt (óçìåéþíïõìå üôé
e−kt > 0) ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óå üëïõò ôïõò üñïõò. Ðáßñíïõìå Ýôóé ôåëéêÜ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

∂ ĉ
∂t

= D
∂2ĉ
∂x2

− V
∂ ĉ
∂x

(1.12.5)

÷ùñßò ðéá (ù ôé ÷áñÜ ìáò!) ôïí üñï áðïäïìÞóåùò −kc. Äåí ðñÝðåé âÝâáéá íá îå÷íÜìå ðùò ôåëéêÜ
c(x, t) = ĉ(x, t)e−kt ìå ôçí áëëáãÞ ôçò Üãíùóôçò óõíÜñôçóçò (Þ åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò) (1.12.2).

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò ðùò áí áõôÞí ôçí åñãáóßá ôçí åß÷áìå åêôåëÝóåé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.11.19), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êé áõôÞ

∂c
∂ô

= D
∂2c
∂î2

− kc, (1.12.6)

ðïõ äåí Ý÷åé üñï ìåôáãùãÞò (ôïí áðáëåßøáìå Þäç!), èá ðáßñíáìå áíÜëïãá ôçí éóïäýíáìç åîßóùóç

∂ ĉ
∂ô

= D
∂2ĉ
∂î2

. (1.12.7)

ÄçëáäÞ äå èá åß÷áìå ïýôå üñï ìåôáãùãÞò ïýôå üñï áðïäïìÞóåùò. Ìüíï ïé üñïé óõóóùñåýóåùò
ôïõ ñýðïõ (áñéóôåñÜ) êáé äéá÷ýóåùò ôïõ ñýðïõ (äåîéÜ) èá Þóáí ðáñüíôåò. ÄçëáäÞ èá åß÷áìå
ïäçãçèåß áðü ôçí áñ÷éêÞ åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò--áðïäïìÞóåùò ñýðïõ (1.12.1) óôçí
áðëÞ êáé ôüóï êëáóéêÞ ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò. ÅöáñìïãÝò ôçò ôåëåõôáßáò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò èá áíáöÝñïõìå óôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.4 ôïõ åðüìåíïõ Êåöáëáßïõ Â2. ▲

➤ ÐáñáôÞñçóç B1.1: Êáé áíôßóôñïöá, åÜí åöáñìüóïõìå ôçí áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí
(1.11.8) óôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.12.5), ðåôõ÷áßíïõìå ìå ëßãï
äéáöïñåôéêü, åíáëëáêôéêü ôñüðï íá åîáëåßøïõìå êáé ôïí üñï ìåôáãùãÞò ôïõ ñýðïõ. ÊáôáëÞãïõìå
Ýôóé êáé ðÜëé óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (1.12.7). Åßíáé äçëáäÞ éóïäýíáìåò åñãáóßåò
(á) íá åîáëåßøïõìå ðñþôá ôïí üñï ìåôáãùãÞò (ìå áëëáãÞ ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí) êáé ìå-
ôÜ ôïí üñï áðïäïìÞóåùò (ìå áëëáãÞ ôçò Üãíùóôçò óõíÜñôçóçò) Þ (â) áíôßóôñïöá. Ôï ßäéï êÜíåé!



ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÔÏÍ ÐÏËÉÔÉÊÏ ÌÇ×ÁÍÉÊÏ (ÊåöÜëáéï B2) 35

Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B2
ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÔÏÍ ÐÏËÉÔÉÊÏ ÌÇ×ÁÍÉÊÏ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï ÊåöÜëáéï áõôü Â2 èá áíáöÝñïõìå ïñéóìÝíåò âáóéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò êáé óõóôÞìáôá ôÝôïéùí åîéóþóåùí ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óå ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý. Ó÷åäüí üëåò ïé åîéóþóåéò áõôÝò èá åßíáé ãñáììéêÝò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.
Óôçí áñ÷Þ áíáöåñüìáóôå óå ôÝóóåñéò êëáóéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
äåõôÝñáò ôÜîåùò ðïõ áíÞêïõí óôéò êáëïýìåíåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÖõóéêÞò.
¸÷ïõí üìùò êáé åíôïíüôáôç åöáñìïãÞ óå ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ðñüêåé-
ôáé ãéá ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò: (á) ôïõ Laplace (åëëåéðôéêïý ôýðïõ), (â) ôçí áíôßóôïé÷ç (ôç ìç
ïìïãåíÞ) åîßóùóç ôïõ Poisson (åðßóçò åëëåéðôéêïý ôýðïõ), (ã) ôïõ êýìáôïò Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç
(õðåñâïëéêïý ôýðïõ) êáé (ä) ôçò äéá÷ýóåùò (ðáñáâïëéêïý ôýðïõ). Ãéá ôéò åîéóþóåéò áõôÝò ðÝ-
ñáí ôçò áíáëõôéêÞò ìïñöÞò ôïõò óôç ìßá Þ äýï Þ ôñåéò äéáóôÜóåéò (êáé ôï ÷ñüíï üðïõ áðáéôåßôáé),
ðáñÝ÷ïíôáé êáé ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôïõò óýìöùíá ìå üóá áíáöåñèÞêáíå ðñïçãïõìÝíùò.

Åîßóïõ óçìáíôéêÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé ïé ëåðôïìåñåßò áíáöïñÝò ôùí ðñïâëçìÜôùí
üðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé (áðü ôéò ïðïßåò ðñïêýðôïõí) ïé äéáöïñéêÝò áõôÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò: (á) óôçí ÊëáóéêÞÌç÷áíéêÞ, (â) óôçÌç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí êáé óôçí Åëáóôéêüôçôá (åäþ
ìå éó÷ý ôïõ íüìïõ ôïõ Hooke), (ã) óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò (Þ ÄéÜäïóç Èåñìüôçôáò), (ä) óôç
Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí), (å) óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ, (óô) óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ
ÕäñáõëéêÞ, (æ) óôçí ÊõêëïöïñéáêÞ ÑïÞ, êëð. Äåí áðïäåéêíýåôáé åäþ ç éó÷ýò ôùí åîåôáæüìåíùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôéò ðáñáðÜíù ðåñéï÷Ýò ôçò åðéóôÞìçò, åäþ,
åéäéêüôåñá, êáôáñ÷Þí ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Åíôïýôïéò ðáñÝ÷åôáé ìéá óáöÞò åéêüíá ãéá ôï
éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ðïõ ðáñïõóéÜæïõí ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ãéá ôïí
Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ôï åíäéáöÝñïí áõôü åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí åîßóïõ óçìáíôéêü (êáé ßóùò êÜðùò óç-
ìáíôéêüôåñï) áðü ôï áíôßóôïé÷ï åíäéáöÝñïí ðïõ ðáñïõóéÜæïõí ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

Óôç óõíÝ÷åéá óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Â2 áíáöåñüìáóôå êáé óå ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìå-
ñéêÝò ðáñáãþãïõò ôåôÜñôçò ôÜîåùò ôþñá, ðïõ ðáñïõóéÜæïõí êáé áõôÝò óçìáíôéêü åíäéáöÝñïí
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. ÓõãêåêñéìÝíá áíáöåñüìáóôå: (á) óôçí åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí ôá-
ëáíôþóåùí äïêïý óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí (ðïõ Þäç ôçí åîåôÜóáìå êáé óôï ðñïçãïýìåíï
ÊåöÜëáéï Â1), (â) óôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç, ôçí ïðïßá åðáëçèåýåé ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy óôçí
åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá óôçÌç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, (ã) óôç óôáôéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò
óôéòÐëÜêåò, ðïõ åßíáé ïõóéáóôéêÜ ôï ìç ïìïãåíÝò áíÜëïãï ôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò, êáé (ä) óôç
äõíáìéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò, óôçí åîßóùóç ôùí ôáëáíôþóåùí ôçò ðëÜêáò.

Óôï ôÝëïò äßíïõìå äýï ðáñáäåßãìáôá óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò êáé Ýíá ðáñÜäåéãìá ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ÌåñéêÜ
óõãêåêñéìÝíá èÝìáôá åõñÝóåùò (êáôáóêåõÞò) ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ðïõ éó÷ýïõí óå óõãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìáôá èá áíáöåñèïýí åêôåíþò óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Â3.
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Ïé ôÝóóåñéò âáóéêüôåñåò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÖõóéêÞò ïé ïðïßåò ðá-
ñïõóéÜæïíôáé óå ðñïâëÞìáôá ôçò ÖõóéêÞò êáé ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ Ìç÷áíéêïý åßíáé: (á) ç åîßóùóç
ôïõ Laplace, (â) ç åîßóùóç ôïõ Poisson, (ã) ç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç) êáé
(ä) ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò.

B2.1.1. Ç åîßóùóç ôïõ Laplace

ÌïñöÞ: Ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) Ý÷åé ôç ìïñöÞ
(1.1.16), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0. (2.1.1)

Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç u = u(x, y). Óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò êáé ðÜëé óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôå-
ôáãìÝíåò (x, y, z) ç åîßóùóç ôïõ Laplace ðáßñíåé ôçí ðñïöáíÞ ãåíéêåõìÝíç ìïñöÞ ôçò (1.2.2)

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 0. (2.1.2)

Ôþñá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u åîáñôÜôáé êáé áðü ôéò ôñåéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z),
äçëáäÞ u = u(x, y, z). Óçìåéþíåôáé üôé ðïëý óðÜíéá ç åîßóùóç ôïõ Laplace êáëåßôáé êáé áñìïíéêÞ
åîßóùóç óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç, ðïõ èá ôçí áíáöÝñïõìå ðáñáêÜôù. Ïé ëý-
óåéò u ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (Þ áñìïíéêÞò åîéóþóåùò) êáëïýíôáé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò åßôå
áíáöåñüìáóôå óôéò äýï äéáóôÜóåéò åßôå óôéò ôñåéò. ÅéäéêÜ óôéò äýï äéáóôÜóåéò èá åîåôÜóïõìå ôéò
áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò ëåðôïìåñþò êáé óôï ÌÝñïò Ä áõôþí ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ÅöáñìïóìÝ-
íùíÌáèçìáôéêþí ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò. Ôï ìÝñïò áõôü áöïñÜ óôéòÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò.

Ðáñáäåßãìáôá ëýóåùí: Ç åîßóùóç ôïõ Laplace Ý÷åé ðÜñá ðïëëÝò ëýóåéò êáé óôéò äýï êáé óôéò
ôñåéò äéáóôÜóåéò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y) ç ðéï ðÜíù åîßóùóç (2.1.1) Ý÷åé
ìåôáîý ðÜñá ðïëëþí ëýóåùí êáé ôéò åîÞò óõíáñôÞóåéò u = u(x, y): (á) ðïëõùíõìéêÝò ëýóåéò, ð.÷.

x2 − y2, 2xy, x3 − 3xy2, 3x2y − y3, x4 − 6x2y2 + y4, x3y − xy3, (2.1.3)

(â) ëýóåéò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç, õðåñâïëéêÝò êáé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò,
ð.÷.

ex cos y, cos x cosh y, sin x cosh y (2.1.4)
êáé ðáñáðÝñá

x cosh x cos y − y sinh x sin y, x sinh x sin y + y cosh x cos y. (2.1.5)

(ã) Ôç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç: ln, ôç óõíÜñôçóç ôüîï åöáðôïìÝíçò: tan−1

ln (x2 + y2) (öõóéêÜ ìå x2 + y2 �= 0), tan−1
(y
x

)
(öõóéêÜ ìå x �= 0) (2.1.6)

êáèþò êáé (ä) ðÜñá ðïëëÝò, Üðåéñåò Üëëåò óõíáñôÞóåéò áðëÝò Ýùò êáé åîáéñåôéêÜ ðïëýðëïêåò.

Tï ÌÝñïò Ä áõôþí ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí áöïñÜ óôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç. Åêåß ðÝñá èá
åîçãÞóïõìå üôé ôüóï (á) ôïðñáãìáôéêü ìÝñïò (real part, Re,�) u = u(x, y) üóï êáé (â) ôïöáíôáóôéêü
ìÝñïò (imaginary part, Im, �) v = v(x, y) ìéáò áíáëõôéêÞò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) = u + iv ìå
z = x + iy (üðïõ i = √−1 äçëþíåé ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá) åßíáé êáé ôá äýï äéäéÜóôáôåò áñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò. ÅðïìÝíùò åðáëçèåýïõí ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.1).

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé áðïôåëåß áðëïýóôáôï êáèÞêïí ç åðáëÞèåõóç üôé üëåò ïé ðáñáðÜíù
óõíáñôÞóåéò (2.1.3), (2.1.4), (2.1.5) êáé (2.1.6) åßíáé äéäéÜóôáôåò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò u = u(x, y).
Áõôü ðåôõ÷áßíåôáé áðëÜ ìå ôïí õðïëïãéóìü ó’ áõôÝò: (á) ôçò äåýôåñçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ùò
ðñïò x êáé (â) áíÜëïãá êáé ôçò äåýôåñçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ùò ðñïò y êáé Üèñïéóç ôùí áðïôåëå-
óìÜôùí. Ìå ôïí ôñüðïáõôü äéáðéóôþíåôáé ç éó÷ýò ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (2.1.1).
Ïé ìåñéêÝò áõôÝòðáñáãùãßóåéò ìðïñïýí íá ãßíïõí åßôå ìå ôï ÷Ýñé åßôå ìå êÜðïéïðñüãñáììáóõìâï-
ëéêþí õðïëïãéóìþí (computer algebra system), üðùò åßíáé ç Mathematica. (Ï ãñÜöùí, ãéá íá åßíáé
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åéëéêñéíÞò, ðñïôéìÜåé ôç äåýôåñç áõôÞ äõíáôüôçôá, ðïõ åßíáé ÷ñïíéêÜ ðïëý ïéêïíïìéêüôåñç êáé
õðïëïãéóôéêÜ ðïëý áóöáëÝóôåñç. ÁõôÜ éó÷ýïõí éäßùò ãéá ðïëýðëïêåò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò.)

ÅðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß: Ç åîßóùóç ôïõ Laplace åßíáé ïìïãåíÞò, ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝòðáñáãþãïõò, äåõôÝñáò ôÜîåùò, ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, åëëåéðôéêïý ôýðïõ (ÐáñÜãñá-
öïò Â1.3.2á ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Â1) êáé ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò Êáñôåóéá-
íÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) óôç äéäéÜóôáôç ìïñöÞ ôçò (2.1.1). ÁíÜëïãá, áëëÜ ìå ôñåéò áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò: ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z) óôçí ôñéäéÜóôáôç ìïñöÞ ôçò (2.1.2).

Ðïý ðáñïõóéÜæåôáé: Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðÜñá ðïëý óõíçèéóìÝíç êáé ÷ñÞóéìç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôç ÌáèçìáôéêÞ ÖõóéêÞ êáé, áõôü ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé åäþ, óôçí
åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÓõãêåêñéìÝíá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u ìðïñåß íá äçëþíåé:

(á) Óôçí ÊëáóéêÞ Ìç÷áíéêÞ ôï äõíáìéêü âáñýôçôáò (Þ âáñõôéêü äõíáìéêü) Ö = Ö(x, y, z).
Áõôü åðáëçèåýåé ôçí ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.2), äçëáäÞ

∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

+ ∂2Ö
∂z2

= 0, (2.1.7)

åöüóïí âÝâáéá äåí õðÜñ÷åé êáôáíåìçìÝíç ìÜæá óôçí ôñéäéÜóôáôç ðåñéï÷Þ éó÷ýïò ôçò åîéóþóåùò
áõôÞò. Ôïýôï åßíáé óõíÝðåéá ôïõ íüìïõ ôçò ðáãêïóìßïõ Ýëîåùò óôç Âáñýôçôá. Áêñéâþò ôï ßäéï
éó÷ýåé óôïí Çëåêôñéóìü ãéá ôï çëåêôñéêü äõíáìéêü ö = ö(x, y, z), åöüóïí âÝâáéá äåí õðÜñ÷åé
êáôáíåìçìÝíï çëåêôñéêü öïñôßï óôçí ðåñéï÷Þ éó÷ýïò ôçò ßäéáò åîéóþóåùò. Ðáñüìïéá êáé ãéá ôï
ìáãíçôéêü äõíáìéêü. Ãéá ôï ëüãï áõôü ç åîßóùóç ôïõ Laplace áðïêáëåßôáé ìåñéêÝò öïñÝò (éäßùò
áðïêáëåßôï ðáëáéüôåñá) êáé åîßóùóç ôïõ äõíáìéêïý.

(â) Óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò (Þ ÄéÜäïóç Èåñìüôçôáò) óôç èåñìïêñáóßá óôç ìüíéìç (óôá-
èåñÞ) êáôÜóôáóç (÷ùñßò åîÜñôçóç áðü ôï ÷ñüíï t) åßôå óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y): äéäéÜóôáôç
ìïñöÞ (2.1.1) åßôå óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z): ôñéäéÜóôáôç ìïñöÞ (2.1.2). Ç Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç u ðáñéóôÜíåé ôþñá ôç èåñìïêñáóßá. Ç áðüëõôç èåñìïêñáóßá óõ÷íÜ äçëþíåôáé êáé ìå ôï
óýìâïëï T , äçëáäÞ u = T . Ç èåñìïêñáóßá óå âáèìïýò Êåëóßïõ óõ÷íÜ äçëþíåôáé êáé ìå ôï óýì-
âïëï è, äçëáäÞ u = è. ÓõãêåêñéìÝíá ôüôå Ý÷ïõìå

∂2è
∂x2

+ ∂2è
∂y2

= 0 (2.1.8)

óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y). ÁíÜëïãá êáé óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z):

∂2è
∂x2

+ ∂2è
∂y2

+ ∂2è
∂z2

= 0. (2.1.9)

ÏÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò åßíáé õðï÷ñåùìÝíïò íá ìåëåôÜåé ï ßäéïò ìÝ÷ñéò åíüò óçìåßïõ ôáðñïâëÞìáôá
èåñìïìïíþóåùò óå Ýíá êôßñéï. Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðñÝðåé íá åðéëÝãåé êáôÜëëçëá èåñìïìïíùôéêÜ
õëéêÜ, áí åßíáé äõíáôüí êáé ç÷ïìïíùôéêÜ ôáõôü÷ñïíá, ôïõò êáôÜëëçëïõò õáëïðßíáêåò, êëð.

(ã) Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí) ãéá éäåáôü ñåõóôü. ÓõãêåêñéìÝíá óôç
ìüíéìç (óôáèåñÞ) áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñ-
ôçóç. Åðáëçèåýåé äçëáäÞ ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.1) óôéò äýï äéáóôÜóåéò êáé óå ÊáñôåóéáíÝò
óõíôåôáãìÝíåò (x, y) Þ (2.1.2) óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò êáé ðÜëé óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z).
¢ñá óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y)

∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

= 0. (2.1.10)

Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç Ö = Ö(x, y). Óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò êáé ðÜëé óå ÊáñôåóéáíÝò óõ-
íôåôáãìÝíåò (x, y, z) ç åîßóùóç (2.1.10) ðáßñíåé ôçí ðñïöáíÞ ãåíéêåõìÝíç ìïñöÞ ôçò (áíÜëïãç ôçò
(2.1.2)) ôþñá ìå Ö = Ö(x, y, z)

∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

+ ∂2Ö
∂z2

= 0. (2.1.11)



38 (ÊåöÜëáéï B2) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Åðßóçò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ éäåáôïý ñåõóôïý êáé îáíÜ óôç ìüíéìç äéäéÜóôáôç áóôñüâéëç ñïÞ
êáé ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò)Ø = Ø(x, y) åðáëçèåýåé ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.1),
åßíáé äçëáäÞ êáé áõôÞ áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. ¢ñá

∂2Ø
∂x2

+ ∂2Ø
∂y2

= 0. (2.1.12)

Ôïíßæåôáé ìå Ýìöáóç üôé ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò) Ø = Ø(x, y) áöïñÜ ìüíï óå äéäéÜ-
óôáôá (ü÷é êáé óå ôñéäéÜóôáôá)ðñïâëÞìáôáìüíéìçò (óôáèåñÞò) áóôñüâéëçò ñïÞò éäåáôïýñåõóôïý.

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå Þäç ðñïóäéïñßóåé ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö áðü ôçí åðßëõóç ôçò åîé-
óþóåùò ôïõ Laplace (2.1.10) Þ (2.1.11) ìáæß ìå ôéò ó÷åôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Óôç óõíÝ÷åéá
ìðïñïýìå åýêïëá (ìå áðëÝò ðáñáãùãßóåéò) íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôéò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôç-
ôáò V ôïõ ñåõóôïý óå êÜèå óçìåßï ôçò ìüíéìçò ñïÞò ðïõ åîåôÜæïõìå. Èá åðåêôáèïýìå óôá èÝìáôá
áõôÜ óôçí Åíüôçôá Â3.4 ôïõ åðüìåíïõ Êåöáëáßïõ Â3. Åêåß ìÜëéóôá èá áðïäåßîïõìå üôé ïé óõíáñ-
ôÞóåéò Ö êáé Ø ðñáãìáôéêÜ åðáëçèåýïõí ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace: åßíáé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò.

(ä) Óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ óôçí ÕäñáõëéêÞ ôùí Åäáöþí êáé óõãêåêñéìÝíá óôï öáéíüìåíï ôçò
äéçèÞóåùò, ôçò ñïÞò íåñïý (ýäáôïò) Þ, óðÜíéá, Üëëïõ ñåõóôïý ìÝóù ôïõ åäÜöïõò ìå z (z > 0) ôï
âÜèïò ìÝóá óôï Ýäáöïò. Ãßíïíôáé ïé õðïèÝóåéò áóõìðßåóôïõ ñåõóôïý (óõíÞèùò ôïõ íåñïý) êáé
áóõìðßåóôïõ êáé äéáðåñáôïý ðïñþäïõò åäÜöïõò, åðßóçò äå ç õðüèåóç äéäéÜóôáôçò êáé ìüíéìçò
(óôáèåñÞò) ñïÞò ôïõ ñåõóôïý ìÝóá óôï Ýäáöïò. Ôüôå áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýåé ç åîßóùóç ôçò
óõíå÷åßáò ãéá ôéò óõíéóôþóåò vx = vx(x, z) êáé vz = vz(x, z) ôçò äéáíõóìáôéêÞò ôá÷ýôçôáò V ôïõ
ñåõóôïý. Ìå âÜóç ôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò ðñïêýðôåé üôé ïé óõíéóôþóåò áõôÝò vx = vx(x, z) êáé
vz = vz(x, z) (êáôÜ ôçí ïñéæüíôéá äéåýèõíóç x êáé ôçí êáôáêüñõöç äéåýèõíóç z áíôßóôïé÷á) ìðïñïýí
íá èåùñçèïýí üôé ðñïÝñ÷ïíôáé áðü äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ = Ö(x, z). ÁìÝóùòðéï ðÜíù åßäáìå üôé
áêñéâþò ôï ßäéï éó÷ýåé êáé óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ éäåáôïý ñåõóôïý. Ôï äõíáìéêü áõôü ôá÷ýôçôáò Ö
åðáëçèåýåé êáé åäþ, óôï öáéíüìåíï ôçò äéçèÞóåùò ôïõ íåñïý óôï Ýäáöïò óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ,
ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.10) (ôþñá üìùò ìå z áíôß y ãéá ôï âÜèïò åíôüò ôïõ åäÜöïõò). Ôçí
ßäéá åîßóùóç åðáëçèåýåé êáé óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ éäåáôïý ñåõóôïý. Áêñéâþò áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé
ãéá ôç óõíÜñôçóç ñïÞò Þ ñïúêÞ óõíÜñôçóçØ = Ø(x, z) óôï ßäéï öáéíüìåíï ôçò äéçèÞóåùò. ÄçëáäÞ
êáé ç óõíÜñôçóç áõôÞØ(x, z) åðáëçèåýåé ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.12) âÝâáéá ðÜëé ìå z áíôß y.

Ôï íÝï óôïé÷åßï óôï öáéíüìåíï ôçò äéçèÞóåùò óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ ó÷åôéêÜ ìå ôç Ñåõóôïìç-
÷áíéêÞ åßíáé üôé óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ éó÷ýåé õðü ó÷åôéêÜ Þðéåò ðñïûðïèÝóåéò ï íüìïò ôïõ Darcy
(1856). Óýìöùíá ìå ôï èåìåëéþäç áõôü íüìï óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ éó÷ýåé ãéá éóüôñïðï Ýäáöïò

vx = kix = −k
∂h
∂x

, vz = kiz = −k
∂h
∂z


⇒ V = −k grad h ≡ −k∇h. (2.1.13)

Óôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò ôá óýìâïëá vx êáé vz äçëþíïõí, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå, ôéò óõíéóôþóåò ôçò
ôá÷ýôçôáò V ôïõ íåñïý (ôïõ ýäáôïò) ðïõ äéçèåßôáé åíôüò ôïõ åäÜöïõò. Ôïíßæåôáé üôé ç ôá÷ýôçôá
áõôÞ V åßíáé ç öáéíïìåíéêÞ ìÝóç ôá÷ýôçôá êéíÞóåùò ôïõ íåñïý: ðáñï÷Þ áíÜ ìïíÜäá åðéöáíåßáò
ôïõ åäÜöïõò, åéäéêÞ ðáñï÷Þ, ðïõ êáëåßôáé óõ÷íÜ ôá÷ýôçôá Darcy. Áíôßèåôá ç ðñáãìáôéêÞ ìÝóç
ôá÷ýôçôá êéíÞóåùò ôïõ íåñïý Vs (ç ôá÷ýôçôá äéçèÞóåùò) åßíáé ðïëý ìåãáëýôåñç: Vs = V/n ìå n ôï
ðïñþäåò ôïõ åäÜöïõò: äéáôïìÞ äéáêÝíùí Ak óôï Ýäáöïò äéá ôçò óõíïëéêÞò äéáôïìÞò A: n = Ak /A.
ÄçëáäÞ óôï ðïñþäåò n ëáìâÜíåôáé õðüøç ôï ðïóïóôü ôùí äéáêÝíùí (ôùí ðüñùí) óå ìéá äéáôïìÞ
ôïõ åäÜöïõò. ÖõóéêÜ ìüíï ó’ áõôÜ ôá äéÜêåíá ñÝåé ðñáãìáôéêÜ ôï íåñü! ÐáñáðÝñá ôï óýìâïëï k
äçëþíåé ôï óõíôåëåóôÞ äéáðåñáôüôçôáò ôïõ åäÜöïõò õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ðïõ óõíÞèùò ôï
÷ñçóéìïðïéåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. Åðßóçò ôá óýìâïëá ix = −∂h/∂x êáé iz = −∂h/∂z äçëþíïõí
ôéò õäñáõëéêÝò êëßóåéò êáôÜ ôçí ïñéæüíôéá äéåýèõíóç x êáé ôçí êáôáêüñõöç z áíôßóôïé÷á. ÔÝëïò
ôï óýìâïëï h äçëþíåé ôï õäñáõëéêü öïñôßï (Þ ôç äéáöïñÜ ðéåæïìåôñéêÞò óôÜèìçò) óôï ðáñüí
ðñüâëçìá äéçèÞóåùò.

Ôï ôåëéêü óõìðÝñáóìááðüôï íüìï ôïõDarcy (2.1.13) åßíáé üôé ç ôá÷ýôçôáV = V(x, z) ôïõ íåñïý
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(ôïõ ýäáôïò) ôï ïðïßï äéçèåßôáé ìÝóù ôïõ åäÜöïõò õðïëïãßæåôáé óáí ç êëßóç (Þ âáèìßäá, grad, ∇)
ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö. Õðïëïãßæåôáé åðßóçò êáé óáí ç êëßóç ôïõ õäñáõëéêïý öïñôßïõ h,
ðïëëáðëáóéáóìÝíïõ üìùò åðß −k (ìå k ôï óõíôåëåóôÞ äéáðåñáôüôçôáò ôïõ åäÜöïõò). ÄçëáäÞ

V(x, z) = gradÖ(x, z) = −k grad h(x, z), éóïäýíáìá V(x, z) = ∇Ö(x, z) = −k∇h(x, z) (2.1.14)

ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ∇ ãéá ôçí êëßóç (âáèìßäá, grad). ¢ñá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ = Ö(x, z)
êáé ôï õäñáõëéêü öïñôßï h = h(x, z) ðñÝðåé íá óõíäÝïíôáé ìÝóù ôçò ó÷Ýóåùò

Ö(x, z) = −kh(x, z)+ C (2.1.15)

ìå ôïC óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò. Åíôïýôïéò ç óôáèåñÜ áõôÞC äåí Ý÷åé éäéáßôåñçðñáêôéêÞ óçìáóßá,
éäßùò üôáí ãßíïíôáé ðáñáãùãßóåéò, üðùò óõìâáßíåé åäþ ëüãù ôùí ó÷Ýóåùí (2.1.13) Þ (2.1.14). ¢ñá,
åöüóïí ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö = Ö(x, z) åðáëçèåýåé ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.10), áêñéâþò
ôï ßäéï ðñÝðåé íá óõìâáßíåé êáé ìå ôï õäñáõëéêü öïñôßï h = h(x, z). ÓõãêåêñéìÝíá áíôéêáèéóôþ-
íôáò ôç ó÷Ýóç (2.1.15) óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.10) (áëëÜ ôþñá ìå z áíôß y) êáé
äéáéñþíôáò ìå −k, ðáßñíïõìå êáé ðÜëé ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace, ôþñá óôç ìïñöÞ

∂2h
∂x2

+ ∂2h
∂z2

= 0. (2.1.16)

Ôþñá âÝâáéá ç åîßóùóç áõôÞ éó÷ýåé ãéá ôï õäñáõëéêü öïñôßï h = h(x, z).

Ùò åäþ åß÷áìå õðïèÝóåé éóüôñïðï Ýäáöïò êáé, åðïìÝíùò, åß÷áìå ôïí ßäéï óõíôåëåóôÞ äéáðå-
ñáôüôçôáò k ôüóï êáôÜ ôçí ïñéæüíôéá äéåýèõíóç x üóï êáé êáôÜ ôçí êáôáêüñõöç äéåýèõíóç z óôï
ðáñüí öáéíüìåíï äéçèÞóåùò. Ôïýôï üìùò ãåíéêÜ äåí éó÷ýåé: ôï Ýäáöïò åßíáé áíéóüôñïðï ìå äýï
äéáöïñåôéêïýò óõíôåëåóôÝò äéáðåñáôüôçôáò: kx êáé kz êáôÜ ôéò äéåõèýíóåéò x (ïñéæüíôéá) êáé z
(êáôáêüñõöç) áíôßóôïé÷á. Ó’ áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, äçëáäÞ ôïõ áíéóüôñïðïõ åäÜöïõò, ï íüìïò
ôïõ Darcy (2.1.13) ðáßñíåé ôçí åîÞò ãåíéêåõìÝíç ìïñöÞ ôïõ:

vx = kxix = −kx
∂h
∂x

, vz = kziz = −kz
∂h
∂z


⇒ V = vx i + vz k = −kx
∂h
∂x

i − kz
∂h
∂z

k (2.1.17)

ìå äéáöïñåôéêïýò óõíôåëåóôÝò äéáðåñáôüôçôáò kx êáé kz êáôÜ ôéò äéåõèýíóåéò x êáé z áíôßóôïé÷á.

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò ãéá ôéò óõíéóôþóåò vx êáé vz ôçò äéáíõóìáôéêÞò
ôá÷ýôçôáò V ôïõ íåñïý ðïõ äéçèåßôáé ðáßñíåé, üðùò ìÜëëïí åýêïëá ìðïñåß íá äéáðéóôùèåß, ôçí
åîÞò ôåëéêÞ ìïñöÞ ôçò:

kx
∂2h
∂x2

+ kz
∂2h
∂z2

= 0. (2.1.18)

Ç åîßóùóç áõôÞ äåí åßíáé âÝâáéá ç ßäéá ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.1) Þ ìÜëëïí (2.1.16),
üìùò ìïéÜæåé áñêåôÜ ìáæß ôçò. ¸÷åé åðßóçò áêñéâþò ôïõò ßäéïõò ÷áñáêôçñéóìïýò óõìðåñéëáìâá-
íüìåíïõ êáé ôïõ ôýðïõ: åßíáé ðñïöáíþò åëëåéðôéêïý ôýðïõ (Þ, áðëïýóôåñá, åëëåéðôéêÞ). Áõôü
âÝâáéá éó÷ýåé, åðåéäÞ ïé óõíôåëåóôÝò äéáðåñáôüôçôáò kx êáé kz åßíáé èåôéêïß: kx, kz > 0.

(å) Óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (Þ Áíôï÷Þ ôùí Õëéêþí) õðïèÝôïíôáò ôçí éó÷ý ôïõ èåìåëéþäïõò
íüìïõ ôïõ Hooke óôç ãñáììéêÞ Åëáóôéêüôçôá. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé ôï åëáóôéêü ðñüâëçìá
åßíáé åðßðåäï, äçëáäÞ üôé Ý÷ïõìå óõíèÞêåò åßôå (á) åðßðåäçò åíôÜóåùò: Ýíá ðÜñá ðïëý ëåðôü
åëáóôéêü ìÝóïí åßôå (â) åðßðåäçò ðáñáìïñöþóåùò: Ýíá ðÜñá ðïëý ðá÷ý åëáóôéêü ìÝóïí. ÔÝëïò
õðïèÝôïõìå üôé ôï åëáóôéêü ìÝóïí åßíáé éóüôñïðï. Ôüôå áðïäåéêíýåôáé üôé ôï Üèñïéóìá ôùí ïñèþí
ôÜóåùí s = óx + óy åðáëçèåýåé êáé áõôü ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.1). Óçìåéþíåôáé
üôé ôï ßäéï Üèñïéóìá s = s(x, y) åßíáé ßóï êáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí êõñßùí ôÜóåùí ó1 êáé ó2, äçëáäÞ
s = óx + óy = ó1 + ó2. Êáé áõôü áðïäåéêíýåôáé óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. ÅðïìÝíùò

∂2s
∂x2

+ ∂2s
∂y2

= 0, éóïäýíáìá
∂2(óx + óy)

∂x2
+ ∂2(óx + óy)

∂y2
= 0 (2.1.19)
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ìå s = s(x, y) = óx(x, y) + óy(x, y), åðåéäÞ áíáöåñüìáóôå óôï åðßðåäï ðñüâëçìá, äçëáäÞ óôéò
äýï äéáóôÜóåéò (x, y). Ôï áðïôÝëåóìá áõôü äå ãåíéêåýåôáé Üìåóá óôï ôñéäéÜóôáôï ðñüâëçìá ôçò
Åëáóôéêüôçôáò, ðáñüëï ðïõ êáé åêåß ðáñïõóéÜæïíôáé ðÜñá ðïëý óõ÷íÜ áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò u.

(óô) ÐñáãìáôéêÜ óôçí ôñéäéÜóôáôç Åëáóôéêüôçôá óôçÌç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ðÜëé ìå ôçí éó÷ý
ôïõ íüìïõ ôïõ Hooke áðïäåéêíýåôáé üôé ïé óõíéóôþóåò ôùí ìåôáôïðßóåùí u, v êáé w ìðïñïýí
Üìåóá íá ðñïóäéïñéóèïýí ìå âÜóç ôÝóóåñéò óõíáñôÞóåéò: ôéò ö0 = ö0(x, y, z), ö1 = ö1(x, y, z),
ö2 = ö2(x, y, z) êáé ö3 = ö3(x, y, z). Åßíáé êáé ïé ôÝóóåñéò áñìïíéêÝò. (ÂÝâáéá ôþñá áíáöåñüìáóôå
óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z).) EðïìÝíùò åðáëçèåýïõí ôçí ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.2)

∂2ök

∂x2
+ ∂2ök

∂y2
+ ∂2ök

∂z2
= 0, k = 0, 1, 2, 3. (2.1.20)

Áóöáëþò ìå ãíùóôÝò ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò ök = ök(x, y, z) êáé ôéò ìåôáôïðßóåéò u, v êáé w, ðïõ
Üìåóá ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí áðü áõôÝò, åßíáé äõíáôüí óôç óõíÝ÷åéá íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé
ðáñáìïñöþóåéò åij êáèþò êáé ïé ôÜóåéò óij óôï ôñéäéÜóôáôï éóüôñïðï åëáóôéêü ìÝóïí.

(æ) ÐáñáìÝíïõìå óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (Þ Áíôï÷Þ ôùí Õëéêþí), ôþñá üìùò áíáöåñü-
ìáóôå óôç óôñÝøç óõíÞèïõò ñÜâäïõ. Ìå ôïí üñï óõíÞèçò ñÜâäïò åííïïýìå åäþ ìéá ëåðôÞ åõ-
èýãñáììç ñÜâäï, ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ z ≤ L), óôáèåñÞò äéáôïìÞò S, áðü ïìïãåíÝò,
éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü êáé ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ìüíï óôá äýï Üêñá ôçò z = 0
êáé z = L. Óôï ðñüâëçìá áõôü ç óõíÜñôçóç óôñåâëþóåùòø = ø(x, y) ôçò áñ÷éêÜ åðßðåäçò äéáôï-
ìÞò S ôçò ñÜâäïõ õðü óôñåðôéêÞ êáôáðüíçóç ðëçñïß, åðáëçèåýåé êáé áõôÞ ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç
ôïõ Laplace (2.1.1) óôï åðßðåäï Oxy ôçò äéáôïìÞò S ôçò êáôáðïíïýìåíçò óå óôñÝøç ñÜâäïõ. ¢ñá

∂2ø
∂x2

+ ∂2ø
∂y2

= 0. (2.1.21)

Ìå ôçí åðßëõóç ôçò åîéóþóåùò áõôÞò (ìáæß ìå ôéò ó÷åôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò) ðñïêýðôåé ç óõ-
íÜñôçóç óôñåâëþóåùòø = ø(x, y). Óôç óõíÝ÷åéá ïé äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ôxz êáé ôyz ðñïóäéïñßæïíôáé
Üìåóá áðü ôïõò ôýðïõò

ôxz = Gè
(

∂ø
∂x

− y
)

êáé ôyz = Gè
(

∂ø
∂y

+ x
)

(2.1.22)

ìåG ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò ñÜâäïõ êáé è ôçí áíÜ
ìïíÜäá ìÞêïõò ãùíßá óôñÝøåþò ôçò (Þ óôñïöÞò ôçò). Áò óçìåéùèåß ðáñåìðéðôüíôùò üôé üëåò ïé
õðüëïéðåò ôÜóåéò (óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí) åßíáé ìçäåíéêÝò óå ðñüâëçìá êáèáñÞò
óôñÝøåùò ñÜâäïõ, äçëáäÞ éó÷ýåé üôé óxx = óyy = ózz = ôxy = 0 (ìå áðëïýóôåñï óõìâïëéóìü ãéá ôéò
ôñåéò ïñèÝò ôÜóåéò: óx = óy = óz = ôxy = 0) óå ïëüêëçñç ôç äéáôïìÞ S ôçò ñÜâäïõ. ¢ñá ìå ãíùóôÞ
ôç óõíÜñôçóç óôñåâëþóåùò ø(x, y) óôç äéáôïìÞ S ôçò ñÜâäïõ õðü óôñåðôéêÞ êáôáðüíçóç üëåò
ïé ôÜóåéò (ïõóéáóôéêÜ ïé äýï ìç ìçäåíéêÝò äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ôxz êáé ôyz) ðñïóäéïñßæïíôáé Üìåóá
âÜóåé ôùí ôýðùí (2.1.22). Ïé õðüëïéðåò ôÜóåéò åßíáé ìçäåíéêÝò óå ïëüêëçñç ôç äéáôïìÞ S.

Åéäéêüò óõìâïëéóìüò: Åßíáé ðÜñá ðïëý ãíùóôÞ êáé ÷ñÞóéìç ç åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.1)
(óôéò äýï äéáóôÜóåéò) êáé (2.1.2) (óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò) êáé ðáñïõóéÜæåôáé ðÜñá ðïëý óõ÷íÜ óå
ðñïâëÞìáôá ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÖõóéêÞò êáé ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ Ìç÷áíéêïý. (Ðéï ðÜíù äüèçêå
âÝâáéá êÜðïéá Ýìöáóç óå ðñïâëÞìáôá ðïõ ðñáãìáôéêÜ óõíáíôÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôçí
åðéóôÞìç ôïõ.) Ãéá ôï ëüãï áõôü ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõ÷íüôáôá ôï óýìâïëï ∇2 ãéá ôïí ôåëåóôÞ ôïõ
Laplace (ôïí áñìïíéêü ôåëåóôÞ, ôç ËáðëáóéáíÞ, Laplacian) ìå ïñéóìü

∇2 ≡ ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
(2.1.23)

óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y), áëëÜ êáé óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z) ìå ôï ßäéï áêñéâþò óýìâïëï

∇2 ≡ ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
. (2.1.24)
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(Óçìåéþíåôáé üôé ôï ßäéï ôï óýìâïëï ∇ êáëåßôáé áíÜäåëôá êáé åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìï óôç Äéáíõ-
óìáôéêÞ ÁíÜëõóç.) ¢ñá ç åîßóùóç ôïõ Laplace óôéò äýï äéáóôÜóåéò (2.1.1) êáé ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç
óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (2.1.2) ìðïñïýí ðëÝïí íá ãñáöïýí óôçí åíéáßá ìïñöÞ

∇2u = 0. (2.1.25)

Áò óçìåéùèåß üôé áñêåôÝò öïñÝò éäßùò óôç ìáèçìáôéêÞ âéâëéïãñáößá, ðáëáéüôåñá êáé óôçí ôå-
÷íéêÞ âéâëéïãñáößá, ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ôï óýìâïëï Ä áíôß ôïõ ∇2, äçëáäÞ Ä ≡ ∇2. Ôï óýìâïëï Ä
åßíáé âÝâáéá êáé áõôü êáôáñ÷Þí áðïäåêôü, áí êáé óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìå åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ
Ýííïéá, êõñßùò ãéá ìéêñÝò ðåðåñáóìÝíåò (ü÷é áðåéñïóôÝò) äéáöïñÝò, ð.÷. Ä x = x2− x1. Ôïýôï óõì-
âáßíåé éäßùò óôçí êáôáóêåõÞ äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, üðùò, ð.÷., óôçí Åíüôçôá Â3.2 ôïõ åðüìåíïõ
Êåöáëáßïõ Â3 ãéá ôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ. Åðßóçò êáé óôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç ãéá ôéò
ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò êáé ôçí áñéèìçôéêÞ ðáñáãþãéóç ìå ôç ÷ñÞóç ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí.

Ï åíéáßïò óõìâïëéóìüò (2.1.25) ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace åßôå óôç äéäéÜóôáôç ìïñöÞ ôçò
(2.1.1) åßôå óôçí ôñéäéÜóôáôç ìïñöÞ ôçò (2.1.2) åßíáé áóöáëþò êáé åíäéáöÝñùí êáé ÷ñÞóéìïò. Ðñïû-
ðïèÝôåé üìùò üôé ï ÷ñÞóôçò ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (2.1.25) åßíáé
Þäç åíçìåñùìÝíùò êáé åðïìÝíùò ãíùñßæåé åê ôùí ðñïôÝñùí ðïý áêñéâþò áíáöÝñåôáé ç åîßóùóç
ôïõ Laplace (2.1.25). Ìðïñåß íá áíáöÝñåôáé åßôå (á) óôéò äýï äéáóôÜóåéò (ð.÷. ãéá ôç ñïúêÞ óõ-
íÜñôçóç Ø óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ) åßôå (â) ôüóï óôéò äýï üóï êáé óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (ð.÷. ãéá ôï
äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö åðßóçò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ) åßôå (ã) áðïêëåéóôéêÜ óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò
(ð.÷. ãéá ôéò ôÝóóåñéò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéòök, ìå k = 0, 1, 2, 3, óôçí ôñéäéÜóôáôç Åëáóôéêüôçôá).

B2.1.2. Ç åîßóùóç ôïõ Poisson

ÌïñöÞ: Ç åîßóùóç ôïõ Poisson åßíáé ìç ïìïãåíÞò óå áíôßèåóç ìå ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace,
ðïõ åßíáé ïìïãåíÞò. ÓõãêåêñéìÝíá áðïôåëåß áðëÜ ôç ãåíßêåõóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace, üôáí
õðÜñ÷åé êáé ãíùóôü äåîéü ìÝëïò, ðïõ ôçí êáèéóôÜ ìç ïìïãåíÞ. Èá ìðïñïýóå åðïìÝíùò íá åß÷å
÷áñáêôçñéóèåß óáí ç ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç ôïõ Laplace. Ç åîßóùóç ôïõ Poisson Ý÷åé ôç ìïñöÞ

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= f (x, y) (2.1.26)

óôéò äýï äéáóôÜóåéò ìå ôç óõíÜñôçóç f = f (x, y) ôï äåîéü ìÝëïò ãíùóôÞ. Ç ìïñöÞ áõôÞ áðïôåëåß
öõóéêÜ ãåíßêåõóç ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (2.1.1). Áðïëýôùò áíÜëïãá óôéò ôñåéò
äéáóôÜóåéò ç åîßóùóç ôïõ Poisson ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= f (x, y, z). (2.1.27)

Ç ìïñöÞ áõôÞ óõíéóôÜ ãåíßêåõóç ôçò ôñéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (2.1.2). Êáé ïé äýï
áõôÝò åîéóþóåéò (2.1.26) êáé (2.1.27) ìðïñïýí âÝâáéá íá ãñáöïýí êáé ìå ôïí åíéáßï óõìâïëéóìü

∇2u = f . (2.1.28)

Ï óõìâïëéóìüò áõôüò ÷ñçóéìïðïéåß ôï óýìâïëï ∇ (áíÜäåëôá) êáé áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôçò åîéóþ-
óåùò ôïõ Laplace (2.1.25). ÖõóéêÜ óôçí åîßóùóç ôïõ Poisson (2.1.28) ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u,
üðùò åðßóçò êáé ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f óôï äåîéü ìÝëïò, åßíáé óõíáñôÞóåéò åßôå ôùí äýï ìåôáâëç-
ôþí (x, y) åßôå êáé ôùí ôñéþí ìåôáâëçôþí (x, y, z). ÂÝâáéá áõôü åîáñôÜôáé áðü ôçí åñìçíåßá ôçò
åîéóþóåùò áõôÞò (2.1.28) óáí ôçò äéäéÜóôáôçò Þ ôçò ôñéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Poisson.

×áñáêôçñéóìïß: ¼ðùò êáé óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace, áëë’ ç åîßóùóç ôïõ Poisson åßíáé ìç
ïìïãåíÞò. (Õðïôßèåôáé üôé áõôü äéêáéïëïãåß êáé ôçí åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ ïíïìáóßá ôçò!)

Ðïý ðáñïõóéÜæåôáé: ¼ðïõ õðÜñ÷åé êáé ãíùóôü äåîéü ìÝëïò f = f (x, y) (óôéò äýï äéáóôÜóåéò)
Þ f = f (x, y, z) (óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò) óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace, äçëáäÞ ç åîßóùóç ôïõ Laplace
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êáèßóôáôáé ìç ïìïãåíÞò. Ôï äåîéü áõôü ìÝëïò f åßíáé âÝâáéá ðÜíôïôå ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç óôçí
åîßóùóç ôïõ Poisson êáé ìðïñåß íá ðáñéóôÜíåé:

(á) Ìéá êáôáíåìçìÝíç ìÜæá óôçí ÊëáóéêÞ Ìç÷áíéêÞ óôï ðåäßï âáñýôçôáò. ÄçëáäÞ ï ÷þñïò
éó÷ýïò ôçò åîéóþóåùò ôïõ Poisson Ý÷åé ðõêíüôçôá (åííïåßôáé ìÜæáò, óõíçèéóìÝíç ðõêíüôçôá)
ñ = ñ(x, y, z). Áíáöåñüìáóôå öõóéêÜ óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò. (ÁíÜëïãá Ýíá êáôáíåìçìÝíï çëåêôñéêü
öïñôßï óôïí Çëåêôñéóìü åðßóçò óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò.)

(â) Ìéá êáôáíåìçìÝíç ðçãÞ (Þ áðáãùãÞ) èåñìüôçôáò óôçÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò (Þ ÄéÜäïóç
Èåñìüôçôáò) ôþñá åßôå óôéò äýï åßôå óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò.

(ã) ºóùò ðïëý ðéï åíäéáöÝñïõóá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé ç åìöÜíéóç ôçò äéäéÜóôáôçò
åîéóþóåùò ôïõ Poisson (2.1.26) óôïðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò óõíÞèïõò ñÜâäïõ óôçÌç÷áíéêÞ ôùí
Õëéêþí (Þ Áíôï÷Þ ôùí Õëéêþí). Óôï åíäéáöÝñïí áõôü öáéíüìåíï ôçò óôñÝøåùò åîåôÜæïõìå ôç
óôñÝøç óõíÞèïõò åõèýãñáììçò ñÜâäïõ (öõóéêÜ óôáèåñÞò äéáôïìÞò) áðü éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ
åëáóôéêü õëéêü. Ç óõíÜñôçóç óôñåâëþóåùòø = ø(x, y) ôçò áñ÷éêÜ åðßðåäçò äéáôïìÞò ôçò ñÜâäïõ
õðü óôñåðôéêÞ êáôáðüíçóç ðëçñïß, åðáëçèåýåé êáé áõôÞ ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace
(2.1.1). Óôï ðñüâëçìá áõôü áíáöåñèÞêáìå Þäç ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò óôñåâëþóåùò
ø = ø(x, y), ðïõ åðáëçèåýåé ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.21), äçëáäÞ

∂2ø
∂x2

+ ∂2ø
∂y2

= 0. (2.1.29)

Ïé äýï ìç ìçäåíéêÝò äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ôxz êáé ôyz äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò (2.1.22), óõãêåêñéìÝíá

ôxz = Gè
(

∂ø
∂x

− y
)

êáé ôyz = Gè
(

∂ø
∂y

+ x
)
. (2.1.30)

Áíôß ãéá ôç óõíÜñôçóç óôñåâëþóåùòø(x, y) óõíÞèùò ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò (áëëÜ êáé ïÌç÷á-
íïëüãïòÌç÷áíéêüò) ÷ñçóéìïðïéïýí óôçí ðñÜîç ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Prandtlö(x, y) áêñéâþò
ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá óôñÝøåùò óõíÞèïõò ñÜâäïõ. Ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Prandtl óôç óôñÝøç
ö(x, y) áíáöÝñåôáé êáé áõôÞ óôï åðßðåäï Ïxy ôçò äéáôïìÞò ôçò êáôáðïíïýìåíçò óå óôñÝøç ñÜ-
âäïõ, áëëÜ ðëçñïß ôçí áêüëïõèç åîßóùóç ôïõ Poisson:

∂2ö
∂x2

+ ∂2ö
∂y2

= −2Gè. (2.1.31)

ÄçëáäÞ åäþ f (x, y) = −2Gè óôï äåîéü ìÝëïò ôçò åîéóþóåùò áõôÞò. Ôï ãéíüìåíï áõôü −2Gè åßíáé
óôáèåñÜ ìå ôï óýìâïëïG íá äçëþíåé ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý
õëéêïý ôçò õðü óôñÝøç óõíÞèïõò ñÜâäïõ, ôï äå óýìâïëï è ôçí áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ãùíßá óôñÝ-
øåùò (Þ óôñïöÞò) ôçò ßäéáò ñÜâäïõ. (Óçìåéþíåôáé üôé ç ãùíßá óôñÝøåùò è ìåôñéÝôáé óå áêôßíéá
áíÜ ìÝôñï, rad/m, Þ óå áíôßóôïé÷ç ìïíÜäá ìå áêôßíéá, ü÷é üìùò ìå ìïßñåò.) Ç ßäéá óõíÜñôçóçö(x, y)
ðáßñíåé óôáèåñÜ (óõíÞèùò ìçäåíéêÞ) ôéìÞ óôï óýíïñï C ôçò äéáôïìÞò S ôçò ñÜâäïõ. Ìå ãíùóôÞ
ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ö(x, y) ïé äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ôxz êáé ôyz ðñïóäéïñßæïíôáé ôþñá áðü ôïõò
åîÞò áðëïýò ôýðïõò:

ôxz = ∂ö
∂y

êáé ôyz = − ∂ö
∂x

. (2.1.32)

Ïé ôýðïé áõôïß åßíáé áðëïýóôåñïé áðü ôïõò ôýðïõò (2.1.30), ðïõ âáóßæïíôáé óôç óõíÜñôçóç
óôñåâëþóåùò ø(x, y). EðéðëÝïí äéêáéïëïãïýí êáé ôï ÷áñáêôçñéóìü ôçò óõíáñôÞóåùò ö(x, y) ôïõ
Prandtl óáí ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò, äçëáäÞ óáí ìéáò óõíáñôÞóåùò ðïõ åýêïëá ìáò äßíåé ôéò ôÜóåéò,
åäþ, óôï ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò, ôéò äýï äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ôxz êáé ôyz. (¼ëåò ïé õðüëïéðåò
ôÜóåéò åßíáé ìçäåíéêÝò!) Åßíáé ëïéðüí áñêåôÜ ÷ñÞóéìç ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Prandtl ö(x, y) óå
óõíÞèåéò ñÜâäïõò êáôáðïíïýìåíåò óå óôñÝøç!

Åð’ åõêáéñßá, áò ãßíïõí êáé äõï--ôñåéò ðáñáôçñÞóåéò: Ç ãåíéêÞ ëýóç ö(x, y) ôçò åîéóþóåùò
ôïõ Poisson (2.1.31) åßíáé áíáìößâïëá ßóç ìå ôï Üèñïéóìá: (á) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò öh(x, y) ôçò
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áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (ìå äåîéü ìÝëïò ìçäÝí), äçëáäÞ ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace

∂2öh

∂x2
+ ∂2öh

∂y2
= 0 (2.1.33)

óõí (â) ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç öp(x, y) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.31) ôïõ
Poisson. Óå ðåñßðôùóçðïõ ç óõíÜñôçóç f (x, y) óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé óôáèåñÜ: ð.÷. f (x, y) = −2Gè,
üðùò óõìâáßíåé åäþ, ôÝôïéåò ìåñéêÝò ëýóåéò ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóèïýí ðïëý åýêïëá.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, äýï ôÝôïéåò äéáöïñåôéêÝò ìåñéêÝò ëýóåéò åßíáé ôçò ìïñöÞò

öpx(x, y) = Ax2, öpy(x, y) = By2 (2.1.34)

ìå ôï Á óôçí ðñþôç Þ ôï Â óôç äåýôåñç ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ. Ðáñáãùãßæïíôáò Ýôóé äýï
öïñÝò ôçí ðñþôç óõíÜñôçóç öpx(x, y) (ùò ðñïò x åííïåßôáé), âñßóêïõìå åýêïëá üôé

öpx(x, y) = Ax2 
⇒ ∂öpx(x, y)

∂x
= 2Ax 
⇒ ∂2öpx(x, y)

∂x2
= 2A. (2.1.35)

Ðñïöáíþò ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ y åßíáé ìçäåíéêÝò, áðëÜ åðåéäÞ ç óõíÜñ-
ôçóç áõôÞ öpx(x, y) äåí åîáñôÜôáé áðü ôç ìåôáâëçôÞ y. ¢ñá, áíôéêáèéóôþíôáò ôç äåýôåñç ìåñéêÞ
ðáñÜãùãï ∂2öpx(x, y)/∂x2 = 2A óôçí åîßóùóç ôïõ Poisson (2.1.31), äéáðéóôþíïõìå åõèýò üôé

2A+ 0 = −2Gè 
⇒ A = −Gè 
⇒ öpx(x, y) = −Gèx2. (2.1.36)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ Poisson (2.1.31) ãéá ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ
Prandtl ö(x, y) Ý÷åé ôç ìïñöÞ

ö(x, y) = öh(x, y)− Gèx2 Þ ö(x, y) = öh(x, y)− Gèy2, (2.1.37)

åÜí åß÷áìå ðñïôéìÞóåé ôç äåýôåñç ìåñéêÞ ëýóç öpy(x, y) = By2 óôéò ó÷Ýóåéò (2.1.34). Ðñïöáíþò
óôéò ãåíéêÝò ëýóåéò (2.1.37) ç óõíÜñôçóçöh(x, y) äçëþíåé ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÁõôÞ äåí åßíáé Üëëç áðü ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (2.1.33). (Ç ïìïãåíÞò
åîßóùóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ìéá åîßóùóç ôïõ Poisson åßíáé áðëÜ ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç ôïõ Laplace!)

Ðïëý åýêïëá ìðïñåß íá åðáëçèåõèåß üôé ôï çìéÜèñïéóìá ôùí äýï ìïñöþí (2.1.37) ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò ö(x, y) ôçò åîéóþóåùò ôïõ Poisson (2.1.31) åêöñÜæåé êáé áõôü ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ßäéáò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ¢ñá ìéá ôñßôç ìïñöÞ (êáé ôþñá, ßóùò êáëýôåñá,
óõììåôñéêÞ óôçí åìöÜíéóç) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ö(x, y) ôçò åîéóþóåùò ôïõ Poisson (2.1.31) åßíáé
ç áêüëïõèç:

ö(x, y) = öh(x, y)− Gè
2

(x2 + y2). (2.1.38)

Ìðïñåß åðïìÝíùò íá ðñïôéìÞóåé êáíåßò ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ Poisson (2.1.31) óôçí
ðñþôç ìïñöÞ ôçò (2.1.37) Þ óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôçò (2.1.37) Þ óôç óõììåôñéêÞ ìïñöÞ ôçò (2.1.38).
ÅÜí ìÜëéóôá õðÜñ÷åé êõêëéêÞ óõììåôñßá, ð.÷. óå êõêëéêÞ Þ óå äáêôõëéïåéäÞ äéáôïìÞ S ôçò ñÜâäïõ,
êáëýôåñç åßíáé ç óõììåôñéêÞ ìïñöÞ (2.1.38), ðáñüëï ðïõ ôï èÝìá äåí åßíáé êáé ðïëý ìåãÜëçò
ðñáêôéêÞò óçìáóßáò.

B2.1.3. Ç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò

ÌïñöÞ:Ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç) Ý÷åé ôç ìïñöÞ (1.3.7) ìå x
ôç èÝóç (óôç ìßá äéÜóôáóç) êáé t ôï ÷ñüíï. Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êáé áõôÞ

∂2u
∂x2

= 1
c2

∂2u
∂t2

. (2.1.39)
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¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç u = u(x, t). Ç ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ c (c > 0) äçëþíåé ôçí ôá÷ýôçôá
äéáäüóåùò ôïõ êýìáôïò (êáô’ áðüëõôï ôéìÞ). Ç äéäéÜóôáôç ìïñöÞ ôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò
(Þ êõìáôéêÞò åîéóþóåùò) åßíáé ðñïöáíþò ç áêüëïõèç ãåíßêåõóç ôçò åîéóþóåùò (2.1.39):

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 1
c2

∂2u
∂t2

. (2.1.40)

¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ðÜëé ç u = u(x, y, t). Ôþñá üìùò åîáñôÜôáé áðü äýï ÷ùñéêÝò áíåîÜñ-
ôçôÝò ìåôáâëçôÝò: ôéò x êáé y êáé ìßá ðÜëé ÷ñïíéêÞ: ôçí t. ÁíÜëïãç åßíáé êáé ç ôñéäéÜóôáôç ìïñöÞ
ôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞò åîéóþóåùò)

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 1
c2

∂2u
∂t2

. (2.1.41)

Ôþñá üìùò Ý÷åé ðñïóôåèåß êáé ôñßôç ÷ùñéêÞ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ: ç z. ÅðïìÝíùò ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç u = u(x, y, z, t) Ý÷åé ðëÝïí ôÝóóåñéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò x, y, z êáé t. Ç äéäéÜ-
óôáôç êáé ç ôñéäéÜóôáôç ìïñöÞ ôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞò åîéóþóåùò) ãñÜöïíôáé
óõ÷íÜ êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace (ôçò Laplacian, ËáðëáóéáíÞò) ∇2 óôç ìïñöÞ

∇2u = 1
c2

∂2u
∂t2

, (2.1.42)

áêñéâþò üðùò åßäáìå üôé óõìâáßíåé êáé óôéò åîéóþóåéò ôïõ Laplace (2.1.25) êáé ôïõ Poisson (2.1.28).

ÅðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß: Ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíÞ, ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò, äåõôÝñáò ôÜîåùò, ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, õðåñâïëéêïý ôýðïõ (üðùò åîçãÞóáìå óôï
ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Â1, ÐáñÜãñáöïò Â1.3.2â ãéá ôç ìïíïäéÜóôáôç ðåñßðôùóç (2.1.39)) êáé ìå
äýï, ôñåéò Þ ôÝóóåñéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò (ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x Þ/êáé y Þ/êáé z êáé
ôï ÷ñüíï t) óôç ìïíïäéÜóôáôç ìïñöÞ ôçò (2.1.39), óôç äéäéÜóôáôç (2.1.40) êáé óôçí ôñéäéÜóôáôç
(2.1.41) áíôßóôïé÷á. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (äéäéÜóôáôç ìïñöÞ) êáèþò êáé
óå êõëéíäñéêÝò êáé óå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (ôñéäéÜóôáôç ìïñöÞ).

Ðïý ðáñïõóéÜæåôáé: Ðñüêåéôáé åðßóçò ãéá ìéá ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôç ÌáèçìáôéêÞ ÖõóéêÞ êáé óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Óõ-
ãêåêñéìÝíá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u ìðïñåß íá äçëþíåé:

(á) Óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (2.1.39) ôçí åãêÜñóéá (êÜèåôç) ìåôáôüðéóç ôùí
óçìåßùí x ÷ïñäÞò óôï ó÷åôéêü äõíáìéêü ðñüâëçìá. Ãé’ áõôü êáé ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ
êýìáôïò (2.1.39) êáëåßôáé óõ÷íÜ êáé åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç óôáèåñÜ c2

åßíáé ôï ðçëßêï ôçò ôÜóåùò T êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò äéá ôçò ãñáììéêÞò ðõêíüôçôÜò ôçòm, äçëáäÞ

c =
√

T
m

. (2.1.43)

ÖõóéêÜ ç óôáèåñÜ áõôÞ c Ý÷åé ìïíÜäåò ôá÷ýôçôáò, ð.÷. m/sec. (Áò óçìåéùèåß üôé åäþ ç ëÝîç ôÜóç
åííïåßôáé ìå ôçí Ýííïéá ôçò åöåëêõóôéêÞò äõíÜìåùò Ô ðïõ áóêåßôáé óôç ÷ïñäÞ, ü÷é üðùò óôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí.)

(â) Óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (2.1.40) êáé ðÜëé ôçí åãêÜñóéá (êÜèåôç) ìåôáôüðéóç,
áëëÜ ôþñá óå ìåìâñÜíç óôï ó÷åôéêü äõíáìéêü ðñüâëçìá. Ãé’ áõôü êáé ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ
êýìáôïò (2.1.40) êáëåßôáé óõ÷íÜ êáé åîßóùóç ôçò ìåìâñÜíçò (Þ ôïõ ôõìðÜíïõ). Óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ ç óôáèåñÜ c2 åßíáé ôï ðçëßêï ôçò ôÜóåùò áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò Ô óôç ìåìâñÜíç äéá ôçò åðé-
öáíåéáêÞò ðõêíüôçôÜò ôçò ó, äçëáäÞ

c =
√

T
ó
. (2.1.44)

Áóöáëþò ç óôáèåñÜ c Ý÷åé êáé åäþ ìïíÜäåò ôá÷ýôçôáò, êÜôé ðïõ åðáëçèåýåôáé åýêïëá. Óçìåéþ-
íåôáé åðßóçò üôé ç ôÜóç áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò Ô õðïôßèåôáé óôáèåñÞ óå üëá ôá óçìåßá (x, y) ôçò
ìåìâñÜíçò, ðñïò üëåò ôéò êáôåõèýíóåéò êáé êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t.
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(ã) ÅðéóôñÝöïíôáò óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (2.1.39), ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç
u = u(x, t) ìðïñåß åðßóçò íá áíáöÝñåôáé óå áîïíéêÝò (Þ äéáìÞêåéò) ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ñÜâäïõ,
óõãêåêñéìÝíá óå éäéïôáëáíôþóåéò êáé óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôçò ñÜâäïõ. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ
u = u(x, t) äçëþíåé ôþñá ôçí áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôçò ñÜâäïõ óôï ó÷åôéêü äõíáìéêü
ðñüâëçìá. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç óôáèåñÜ c2 åßíáé ôï ðçëßêï ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝ-
ôñïõ ôïõ Young) E ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò ñÜâäïõ äéá ôçò ðõêíüôçôáò
(ôçò óõíçèéóìÝíçò ðõêíüôçôáò, ü÷é ôçò ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò m) ôïõ ßäéïõ õëéêïý ñ. ÄçëáäÞ

c =
√

Å
ñ

(2.1.45)

öõóéêÜ óå ìïíÜäåò ôá÷ýôçôáò êáé ðÜëé. Óôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ, ðïõ áðïôåëïýí
óçìáíôéêü èÝìá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, èá áíáöåñèïýìå åêôåíþò óôçí Åíüôçôá Â3.2 ôïõ Êå-
öáëáßïõ Â3. Åêåß ðñáãìáôéêÜ èá âñïýìå (èá êáôáóêåõÜóïõìå) ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ êýìáôïò
(2.1.39) ãéá ôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ. Åðßóçò óôçí Åíüôçôá Â6.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Â6.

(ä) Åíôåëþò áíÜëïãá ç ßäéá ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (2.1.39) áöïñÜ êáé óôéò óôñå-
ðôéêÝò ôáëáíôþóåéò (êáëýôåñá éäéïôáëáíôþóåéò) ñÜâäïõ ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, t) ôþñá
ôç ãùíßá óôñÝøåùò (Þ óôñïöÞò) è = è(x, t) áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ôçò ñÜâäïõ. Åßíáé êáé áõôü Ýíá
÷ñÞóéìï ðñüâëçìá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Óôéò óôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ èá áíáöåñ-
èïýìå ìå ðïëý óýíôïìï ôñüðï óôçíÐáñÜãñáöï Â3.2.7 ôïõ Êåöáëáßïõ Â3. Åßíáé åíôåëþò áíÜëïãåò
ìå ôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ. Ç ìüíç äéáöïñÜ åßíáé üôé óôçí ðåñßðôùóç ôùí óôñåðôéêþí
ôáëáíôþóåùí ç óôáèåñÜ c2 åßíáé ôï ðçëßêï ôïõ ìÝôñïõ äéáôìÞóåùò G ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáì-
ìéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò ñÜâäïõ (ðïëëáðëáóéáóìÝíïõ åðß Ýíáí áñéèìçôéêü óõíôåëåóôÞ ê) äéá
ôçò ðõêíüôçôáò ñ ôïõ ßäéïõ õëéêïý, äçëáäÞ

c =
√

êG
ñ

. (2.1.46)

Óçìåéþíïõìå üôé ï óõíôåëåóôÞò ê åîáñôÜôáé áðü ôç ãåùìåôñßá ôçò äéáôïìÞò ôçò óõíÞèïõò ñÜâäïõ
õðü óôñåðôéêÞ êáôáðüíçóçðïõ åîåôÜæïõìå. Ãéá êõêëéêÝò äéáôïìÝò ï óõíôåëåóôÞò áõôüò êðáßñíåé
ôç «öõóéêÞ» ôïõ ôéìÞ ê = 1 Þ, éóïäýíáìá, äåí åìöáíßæåôáé óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (2.1.46).

Áò ðáñáôçñçèåß óôï óçìåßï áõôü üôé ôï äõíáìéêü ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò ìéáò óõíÞèïõò
ñÜâäïõ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé óõ÷íÜ åíôåëþò äéáöïñåôéêü áðü ôï ðñüâëçìá ìéáò óôñå-
öüìåíçò êáé óõíÞèùò êõêëéêÞò áôñÜêôïõ óå ìéá ìç÷áíÞ ìå ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá ù0, óõ÷íÜ ó÷åäüí
óôáèåñÞ. Ôï äåýôåñï áõôü ðñüâëçìá (ôçò áôñÜêôïõ) ôï áíôéìåôùðßæåé ðïëý óõ÷íÜ ï Ìç÷áíï-
ëüãïò Ìç÷áíéêüò. Åäþ, ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ãßíåôáé áíáöïñÜ óå éäéïôáëáíôþóåéò êáé óå
åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ õðü óôñåðôéêÞ êáôáðüíçóç ãýñù áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôçò
óå êÜðïéï äõíáìéêü öáéíüìåíï êáé ü÷é óôç óõóôçìáôéêÞ ðåñéóôñïöÞ ìéáò áôñÜêôïõ óå ìç÷áíÞ.

Áò áíáöåñèåß åðßóçò üôé óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò óå Ýíá ãñáììéêü öïñÝá (üðùò óå ìéá äïêü) ôá
öáéíüìåíá ôçò êáìðôéêÞò, ôçò áîïíéêÞò êáé ôçò óôñåðôéêÞò êáôáðïíÞóåùò ìðïñåß íá ðáñïõóéÜ-
æïíôáé ü÷é ìüíï ìåìïíùìÝíá, áëëÜ êáé óå óõíäõáóìïýò. Ôüôå ìéëÜìå ãéá óýíèåôç êáôáðüíçóç ôïõ
öïñÝá. Ìéá ôÝôïéá êáôáðüíçóç ìðïñåß íá åßíáé åßôå óôáôéêÞ åßôå äõíáìéêÞ êáé íá ðåñéëáìâÜíåé
êáé ôéò ôñåéò âáóéêÝò êáôáðïíÞóåéò: êáìðôéêÞ, áîïíéêÞ êáé óôñåðôéêÞ. Äå èá åîåôÜóïõìå ó’ áõôü
ôï âéâëßï ôç óýíèåôç êáôáðüíçóç ñÜâäïõ. Èá ðåñéïñéóèïýìå óôéò ôñåéò âáóéêÝò êáôáðïíÞóåéò:
(á) êáìðôéêÞ, (â) áîïíéêÞ êáé (ã) óôñåðôéêÞ ÷ùñéóôÜ ôçí êáèåìßá: ìåìïíùìÝíá áðü ôéò Üëëåò äýï.

Ìç ïìïãåíÞò ìïñöÞ: Ç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç) óôç ìïíïäéÜóôáôç ìïñöÞ
ôçò (2.1.39) åìöáíßæåôáé ìåñéêÝò öïñÝò ãåíéêåõìÝíç êáé óôç ìç ïìïãåíÞ ìïñöÞ ôçò, ð.÷. óôç ìïíï-
äéÜóôáôç ìç ïìïãåíÞ ìïñöÞ

∂2u
∂x2

+ f (x, t) = 1
c2

∂2u
∂t2

. (2.1.47)

Ôþñá õðÜñ÷åé êáé ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x, t) óôï áñéóôåñü ìÝëïò, ðïõ åýêïëá ìåôáöÝñåôáé
êáé óôï äåîéü ìå ðñüóçìï ðëçí. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ f (x, t) êáèéóôÜ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.47)
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ìç ïìïãåíÞ, ðáñüëï ðïõ åßíáé óôï áñéóôåñü ôçò ìÝëïò. Óôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ ç ßäéá
óõíÜñôçóç f (x, t) ðáñéóôÜíåé ôï åîùôåñéêü áîïíéêü öïñôßï áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ðïõ áóêåßôáé óôçí
áîïíéêÜ ôáëáíôïýìåíç ñÜâäï. ÔÝôïéï öïñôßï ìðïñåß íá åßíáé áêüìç êáé ôï ßäéï âÜñïò ôçò ñÜâäïõ
(ôï äéêü ôçò âÜñïò). Óôéò èåìåëéþóåéò ìå ðáóóÜëïõò Þ êïëþíåò áíÜëïãï áîïíéêü öïñôßï f (x, t) áíÜ
ìïíÜäá ìÞêïõò áóêåßôáé áðü ôï Ýäáöïò ðñïò ôç ñÜâäï (ôïí ðÜóóáëï Þ ôçí êïëüíá) êáé ìÜëéóôá
ìåôáâÜëëåôáé ìå ôç èÝóç x, êáëýôåñá óôï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá ìå ôï âÜèïò z (áíôß x) ãéá
ôç èÝóç åíôüò ôïõ åäÜöïõò. Ó’ üëåò áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò ìéëÜìå ãéá åîáíáãêáóìÝíåò (ü÷é ðéá
åëåýèåñåò) áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ. Êáé ôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (2.1.47) èá
ôçí êáôáóêåõÜóïõìå óôçí Åíüôçôá Â3.2 ãéá áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé
ãéá ôçí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò ìå f (x, t) íá äçëþíåé ôþñá ôï êÜèåôï êáôáíåìçìÝíï åîùôåñéêü öïñôßï
áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ôçò ÷ïñäÞò óå åîáíáãêáóìÝíåò êáé ðÜëé ôáëáíôþóåéò. ÔÝëïò áíÜëïãá (áëëÜ
óðÜíéá óôçí ðñÜîç) éó÷ýïõí ãéá êáôáíåìçìÝíç åîùôåñéêÞ ñïðÞ óôñÝøåùò f (x, t) ≡ m̂t(x, t) óå
åîáíáãêáóìÝíåò óôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ.

Áò ôïíéóèåß âÝâáéá üôé ç ëÝîç ôáëáíôþóåéò áíáöÝñåôáé ãåíéêÜ óå êÜèå äõíáìéêü öáéíüìåíï:
ü÷é ìüíï óôéò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç, áëëÜ êáé óôéò ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç: (á) áóèåíÞ
Þ õðïêñßóéìç, (â) êñßóéìç êáé (ã) éó÷õñÞ Þ õðåñêñßóéìç. Áóöáëþò ìå ôçí êëáóéêÞ Ýííïéá ç êñßóéìç
êáé ç éó÷õñÞ áðüóâåóç äåí ðñïêáëïýí ôáëáíôþóåéò, áëëÜ ÷áñáêôçñßæïíôáé óõíÞèùò êáé áõôÝò
óáí ôáëáíôþóåéò, ðáñüëï ðïõ äåí åßíáé. Óôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (2.1.47) õößóôáôáé
åîÜëëïõ êáé ç åîùôåñéêÞ öüñôéóç f (x, t) (áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò), ðïõ êáé ç ßäéá ðñïêáëåß êÜðïéáò
ìïñöÞò äõíáìéêÞ áðüêñéóç (áêüìç êáé óôéò óõíçèéóìÝíåò ôáëáíôþóåéò) óôç ñÜâäï Þ óôç ÷ïñäÞ.

ÐÝñá áðü ôç ìïíïäéÜóôáôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (2.1.47) Ý÷ïõìå öõóéêÜ êáé ôç
äéäéÜóôáôç áíÜëïãç åîßóùóç

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ f (x, y, t) = 1
c2

∂2u
∂t2

(2.1.48)

ôþñá ìå u = u(x, y, t) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé ìå ôç óõíÜñôçóç f (x, y, t) ãíùóôÞ óõíÜñôçóç
ôùí ôñéþí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí x, y êáé t. Óôç ìç ïìïãåíÞ áõôÞ åîßóùóç (2.1.48) ç ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç f (x, y, t) ìðïñåß íá ðáñéóôÜíåé ôçí êáôáíåìçìÝíç (áíÜ ìïíÜäá åðéöáíåßáò ôçò ìåì-
âñÜíçò Þ ôïõ ôõìðÜíïõ) êÜèåôç åîùôåñéêÞ öüñôéóç êáé éó÷ýïõí áíÜëïãá ìå ôç ìïíïäéÜóôáôç
ðåñßðôùóç (2.1.47). Äå èá äþóïõìå Ýìöáóç óôçí åîßóùóç (2.1.48), åðåéäÞ ðÜñá ðïëý óõ÷íüôåñá
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé óáí âáóéêü åðßðåäï åðéöáíåéáêü öïñÝá ôçí ðëÜêá êáé ü÷é ôç ìåì-
âñÜíç. Ç ðëÜêá (áêñéâþò üðùò êáé ç äïêüò) ðáñïõóéÜæåé áíôßóôáóç óôçí êÜìøç (äõóêáìøßá).
Áíôßèåôá ç ìåìâñÜíç (áêñéâþò üðùò êáé ç ÷ïñäÞ) äåí ðáñïõóéÜæåé ôÝôïéá áíôßóôáóç, Ý÷åé äçëáäÞ
ìçäåíéêÞ äõóêáìøßá.

ÌåñéêÝò öïñÝò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß ôïí üñï äïêüò êáé ãéá ñÜâäï ìüíï õðü
áîïíéêÝò Þ/êáé óôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò, ãéáôß ðñüêåéôáé ïõóéáóôéêÜ ãéá ôïí ßäéï áêñéâþò ãñáììéêü
öïñÝá. Åíôïýôïéò ï üñïò äïêüò õðïäçëþíåé óõíÞèùò ôçí ýðáñîç êáé êÜðïéáò ìïñöÞò êáìðôéêÞò
êáôáðïíÞóåùò óå áíôßèåóç ìå ôïí üñï ñÜâäïò. ÂÝâáéá, üôáí õðÜñ÷åé óýíèåôç êáôáðüíçóç ðïõ
ðåñéëáìâÜíåé êáé êÜìøç (ð.÷. êáé êáìðôéêÞ êáé áîïíéêÞ êáôáðüíçóç ôáõôü÷ñïíá), ôüôå åðéâÜë-
ëåôáé íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï üñïò äïêüò. Åðßóçò óå ñÜâäïõò õðü áîïíéêÞ èëßøç ðïõ óôçñßæïõí
êáôáóêåõÝò ÷ñçóéìïðïéåßôáé âÝâáéá êáé ï üñïò óôýëïò Þ õðïóôýëùìá Þ êïëüíá ìå åëáöñÜ ðñïôß-
ìçóç óôá ìáèÞìáôá ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ óôïí üñï óôýëïò.

B2.1.4. Ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò

ÌïñöÞ: Ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò ðÜëé ìå x ôç èÝóç (óôç ìßá äéÜóôáóç) êáé t
ôï ÷ñüíï Ý÷åé ôç ìïñöÞ (1.3.10), óõãêåêñéìÝíá

∂2u
∂x2

= 1
a2

∂u
∂t

(2.1.49)
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ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç u = u(x, t) êáé ìå ôç èåôéêÞ óôáèåñÜ a (a > 0) ãíùóôÞ. Óôéò äýï
äéáóôÜóåéò (x, y) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 1
a2

∂u
∂t

(2.1.50)

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç u = u(x, y, t). ÐáñáðÝñá óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z) ðáßñíåé ôçí
áíÜëïãç ìïñöÞ

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 1
a2

∂u
∂t

, (2.1.51)

ôþñá ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç u = u(x, y, z, t). Ç äéäéÜóôáôç êáé ç ôñéäéÜóôáôç ìïñöÞ ôçò
åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò ãñÜöïíôáé óõ÷íÜ êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace (ôçò Laplacian,
ËáðëáóéáíÞò) ∇2 óôçí åíéáßá ìïñöÞ

∇2u = 1
a2

∂u
∂t

. (2.1.52)

Ôï ßäéï áêñéâþò óõìâáßíåé êáé óôéò åîéóþóåéò ôïõ Laplace, ôïõ Poisson êáé ôïõ êýìáôïò (ôçí êõìáôéêÞ
åîßóùóç), üðùò Þäç åßäáìå.

Óýãêñéóç ìå ôçí åîßóùóç ôïõ êýìáôïò: Ðáñáôçñïýìå üôé ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò ìïéÜæåé
ðÜñá ðïëý ìå ôçí åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç), óôçí ïðïßá åß÷áìå áíáöåñèåß óôçí
ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Â2.1.3. Ç ìüíç äéáöïñÜ ôïõò Ýãêåéôáé óôï ãåãïíüò üôé ôþñá ç ÷ñï-
íéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u (äçëáäÞ ç ðáñÜãùãïò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) åßíáé
ìüëéò ðñþôçò ôÜîåùò, åíþ óôçí åîßóùóç ôïõ êýìáôïò Þôáí äåõôÝñáò ôÜîåùò. Áðü ìáèçìáôé-
êÞò áðüøåùò ç äéáöïñÜ áõôÞ ÷áñáêôçñßæåé ôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò óáí ðáñáâïëéêïý ôýðïõ
áíôßèåôá ìå ôçí åîßóùóç ôïõ êýìáôïò ðïõ åßíáé õðåñâïëéêïý ôýðïõ. Ôïýôï Þäç ôï äéáðéóôþóáìå
óôçí Åíüôçôá Â1.3.2 ãéá ôéò ìïíïäéÜóôáôåò ìïñöÝò ôùí äýï áõôþí åîéóþóåùí. Áðü öõóéêÞò áðü-
øåùò ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò áíáöÝñåôáé óôï öáéíüìåíï ôçò äéá÷ýóåùò óôç ãåíéêÞ ôïõ ìïñöÞ
(ìå îåêßíçìá áñ÷éêÜ áðü ôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò) êáé ôïýôï ïäçãåß óå ðñþôçò ôÜîåùò ÷ñï-
íéêÞ ðáñÜãùãï. Áíôßèåôá ç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò êáé áõôÞ óôç ãåíéêÞ ôçò ìïñöÞ (ôáëáíôïýìåíç
÷ïñäÞ, ñÜâäïò, êëð.) Ý÷åé ôç âÜóç ôçò óôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá: äýíáìç F ßóïí ìÜæá m åðß
åðéôÜ÷õíóç a. ¼ìùò ç åðéôÜ÷õíóç a, ðïõ éóïýôáé ìå ôç äåýôåñç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï ôçò èÝóåùò,
åßíáé áõôÞ ðïõ ïäçãåß óôç äåýôåñç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï óôçí åîßóùóç ôïõ êýìáôïò óå üëá ôá ðñï-
âëÞìáôá üðïõ áõôÞ ðáñïõóéÜæåôáé. Óôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ áíáöåñèÞêáìå áñêåôÜ åêôåíþò óôçí
ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Â2.1.3. ÔÝëïò áðü ðñáêôéêÞò, õðïëïãéóôéêÞò áðüøåùò ï ðáñáâïëéêüò
ôýðïò ôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò ïäçãåß óå åíôåëþò äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò óå óýãêñéóç ìå åêåßíåò
ôéò ëýóåéò ðïõ ðñïêýðôïõí óôçí åîßóùóç ôïõ êýìáôïò, ç ïðïßá åßíáé õðåñâïëéêïý ôýðïõ.

ÅðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß: Ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíÞ, ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò, äåõôÝñáò ôÜîåùò, ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, ðáñáâïëéêïý ôýðïõ (üðùò åîçãÞóáìå óôï
ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Â1, ÐáñÜãñáöïò Â1.3.2ã óôç ìïíïäéÜóôáôç ðåñßðôùóç (2.1.49)) êáé ìå
äýï, ôñåéò Þ ôÝóóåñéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò (ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x Þ/êáé y Þ/êáé z
êáé ôï ÷ñüíï t) óôç ìïíïäéÜóôáôç ìïñöÞ ôçò (2.1.49), óôç äéäéÜóôáôç (2.1.50) êáé óôçí ôñéäéÜ-
óôáôç (2.1.51) áíôßóôïé÷á. ÁíÜëïãá óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (äéäéÜóôáôç ìïñöÞ) êáèþò êáé óå
êõëéíäñéêÝò êáé óå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (ôñéäéÜóôáôç ìïñöÞ).

Ðïý ðáñïõóéÜæåôáé: ¼ðùò êáé ïé åîéóþóåéò ôïõ Laplace, ôïõ Poisson êáé ôïõ êýìáôïò (êõìá-
ôéêÞ åîßóùóç), Ýôóé êáé ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò åßíáé ìéá ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôç ÌáèçìáôéêÞ ÖõóéêÞ êáé óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.
ÓõãêåêñéìÝíá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u ìðïñåß íá äçëþíåé:

(á) Óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (2.1.49) ôç èåñìïêñáóßá u (óå âáèìïýò Êåëóßïõ è,
ôçí áðüëõôç èåñìïêñáóßá Ô , êëð.) óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò (Þ ÄéÜäïóç Èåñìüôçôáò). Áõôü
åßíáé êáé ôï âáóéêü ðñüâëçìá óôï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéÞèçêå áñ÷éêÜ ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò. Ãéá ôï
ëüãï áõôü ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò áíáöÝñåôáé ðïëý óõ÷íÜ óôç âéâëéïãñáößá êáé óáí åîßóùóç
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ôçò äéáäüóåùò èåñìüôçôáò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç óôáèåñÜ a2 (ðïõ êáëåßôáé êáé óõíôåëåóôÞò
äéáäüóåùò èåñìüôçôáò ê ìå ê = a2) åßíáé ôï ðçëßêï ôçò èåñìéêÞò áãùãéìüôçôáò K ôïõ õëéêïý
åíôüò ôïõ ïðïßïõ ãßíåôáé ç ìåôÜäïóç ôçò èåñìüôçôáò äéá ôïõ ãéíïìÝíïõ ñó. Óôï ãéíüìåíï áõôü ñó
ôï óýìâïëï ñ äçëþíåé ôçí ðõêíüôçôá ôïõ õëéêïý áõôïý êáé ôï óýìâïëï ó ôçí åéäéêÞ èåñìüôçôÜ
ôïõ. ÅðïìÝíùò

a =
√

Ê
ñó

. (2.1.53)

Óçìåéþíåôáé ìå Ýìöáóç âÝâáéá üôé ç ìåôÜäïóç ôçò èåñìüôçôáò ìðïñåß íá áíáöÝñåôáé åßôå (á) óôç
ìßá äéÜóôáóç, ìïíïäéÜóôáôï ðñüâëçìá: åîßóùóç (2.1.49) åßôå (â) óôéò äýï äéáóôÜóåéò, äéäéÜ-
óôáôï ðñüâëçìá: åîßóùóç (2.1.50) åßôå (ã) óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò, ôñéäéÜóôáôï ðñüâëçìá: åîß-
óùóç (2.1.51). Éó÷ýåé äçëáäÞ êáé óôéò ôñåéò ðåñéðôþóåéò ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò ìå Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ôçí ßäéá ôç èåñìïêñáóßá u êáé ü÷é âÝâáéá êÜðïéáò ìïñöÞò ðáñï÷Þ èåñìüôçôáò q.

(â) Óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò áöïñÜ óôç èåùñßá óôåñåïðïéÞóåùò óôçí
õäñáõëéêÞ ôùí åäáöþí. Ôï öáéíüìåíï ôçò óôåñåïðïéÞóåùò, ðïõ åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêü óôçí
Åäáöïìç÷áíéêÞ, óõíßóôáôáé óôçí áðïâïëÞ ôïõ íåñïý (Þ ýäáôïò) ðïõ ðëåïíÜæåé áðü óôñþìá
(Þ óôñþóç) åäÜöïõò ìå ôçí áýîçóç ôçò ðéÝóåùò (ôïõ öïñôßïõ) ðïõ áóêåßôáé åðß óõìðéåóôïý,
ðïñþäïõò êáé êïñåóìÝíïõ åäÜöïõò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôï íåñü ðïõ åéóÝñ÷åôáé óôï èåùñïý-
ìåíï óôñþìá åäÜöïõò åßíáé ëéãüôåñï áðü ôï íåñü ðïõ åîÝñ÷åôáé êáé óéãÜ--óéãÜ ôï óôñþìá áõôü
ôïõ åäÜöïõò óôåñåïðïéåßôáé. Ç ðñüóèåôç õäñïóôáôéêÞ ðßåóç ðïõ ðñïêáëåß ôï öáéíüìåíï ôçò
óôåñåïðïéÞóåùò êáëåßôáé ðßåóç óôåñåïðïéÞóåùò. ×ñçóéìïðïéåßôáé ç ðïëý ãíùóôÞ èåùñßá óôåñå-
ïðïéÞóåùò ôïõ Terzaghi (1923), ç ïðïßá âáóßæåôáé âÝâáéá óå ïñéóìÝíåò áðëïðïéçôéêÝò ðáñáäï÷Ýò,
êáèþò êáé ï èåìåëéþäçò íüìïò ôïõ Darcy (1856) óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ. Áðïäåéêíýåôáé Ýôóé üôé ç
ðñüóèåôç õäñïóôáôéêÞ ðßåóç u = u(z, t) (ìå z ôï âÜèïò åíôüò ôïõ åäÜöïõò êáé t ôï ÷ñüíï) ìÝóá
óôï óôåñåïðïéïýìåíï óôñþìá (Þ óôñþóç) åäÜöïõò åðáëçèåýåé ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò
äéá÷ýóåùò (2.1.49). ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ç åîßóùóç

∂2u
∂z2

= 1
cv

∂u
∂t

⇐⇒ ∂u
∂t

= cv
∂2u
∂z2

. (2.1.54)

Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç ðñüóèåôç õäñïóôáôéêÞ ðßåóç u = u(z, t), ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå. Ïé áíåîÜñôç-
ôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ôï âÜèïò z åíôüò ôïõ åäÜöïõò êáé ï ÷ñüíïò t. Ï óõíôåëåóôÞò cv êáëåßôáé
óõíôåëåóôÞò óôåñåïðïéÞóåùò. Ï óõíôåëåóôÞò áõôüò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

cv = k
ãwmv

= k
ñwgmv

(2.1.55)

êáé èåùñåßôáé ðñïóåããéóôéêÜ óôáèåñüò êáôÜ ôç äéáäéêáóßá ôçò óôåñåïðïéÞóåùò, áêñéâþò üðùò
êáé ïé ðïóüôçôåò k, ãw êáé mv .

Óôïí ôýðï áõôü (2.1.55) k åßíáé ï óõíôåëåóôÞò äéáðåñáôüôçôáò ôïõ åäÜöïõò, üðùò ôïí ÷ñç-
óéìïðïéåß óõíÞèùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. (Ðñïóï÷Þ: äåí ðñÝðåé íá óõã÷Ýåôáé ìå ôç äéáðåñáôü-
ôçôá Ê ôïõ åäÜöïõò!) Åðßóçò ãw = ñwg åßíáé ôï åéäéêü âÜñïò ôïõ íåñïý (ìå ñw ôçí ðõêíüôçôÜ ôïõ
êáé g ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò) êáé ôÝëïò mv åßíáé ï óõíôåëåóôÞò ôçò êáô’ üãêï óõìðéåóôü-
ôçôáò ôïõ åäÜöïõò. ÔåëéêÜ ïé ìïíÜäåò ôïõ óõíôåëåóôÞ óôåñåïðïéÞóåùò cv åßíáé m2/sec êáé, ðïëý
êáëýôåñá óôçí ðñÜîç ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý, m2/Ýôïò. Ôïýôï åßíáé åîÜëëïõ ðñïöáíÝò áðü ôçí
åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (2.1.54), åðåéäÞ ç ÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) åßíáé
ðñþôçò ôÜîåùò, ç äå ÷ùñéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò (ùò ðñïò ôï âÜèïò z) åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò.

(ã) Óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò áöïñÜ óôç óõãêÝíôñùóç c
åíüò ñýðïõ êáé ü÷é ðëÝïí óôç èåñìïêñáóßá u. Ðñïêýðôåé áðü ôï ãíùóôü íüìï ôïõ Fick (1855) ãéá
ôç ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç. Ï íüìïò áõôüò áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ íüìïõ ôïõ Fourier óôç
äéÜäïóç èåñìüôçôáò. Êáé ðÜëé éó÷ýåé ç ßäéá áêñéâþò åîßóùóç, äçëáäÞ: (á) ç åîßóùóç (2.1.49) óôç
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ìßá äéÜóôáóç x, üðïõ c = c(x, t), (â) ç åîßóùóç (2.1.50) óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y), üðïõ c = c(x, y, t),
êáé ôÝëïò (ã) ç åîßóùóç (2.1.51) óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z), üðïõ c = c(x, y, z, t). Åäþ ç ìåôáâïëÞ
ôçò óõãêåíôñþóåùò c ïöåßëåôáé áðïêëåéóôéêÜ óå ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ êáé ü÷é óå ìåôáöïñÜ
ôïõ ñýðïõ ìå ìåôáãùãÞ. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóá åöáñìïãÞ ôçò åîéóþóåùò ôçò
äéá÷ýóåùò óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ç óôáèåñÜ a2 äçëþíåé ôþñá ôï óõíôåëåóôÞ
ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò D (äçëáäÞ åäþ a2 = D). Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôç ìßá äéÜóôáóç ç åîßóùóç ôçò
äéá÷ýóåùò (2.1.49) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

∂2c
∂x2

= 1
D

∂c
∂t

⇐⇒ ∂c
∂t

= D
∂2c
∂x2

. (2.1.56)

Óôéò äýï Þ ôñåéò äéáóôÜóåéò ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (2.1.52) ãñÜöåôáé åäþ óôç ìïñöÞ

∇2c = 1
D

∂c
∂t

⇐⇒ ∂c
∂t

= D∇2c (2.1.57)

ìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç c, åðáíáëáìâÜíåôáé, íá äçëþíåé ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ. ÁðëÞ
ãåíßêåõóç ôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ áðïôåëåß ç åîßóùóç ôçò
ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò. Ó’ áõôÞí áíáöåñüìáóôå áìÝóùò ðéï êÜôù.

B2.1.5. Ç åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò

ÌïñöÞ--Ðïý ðáñïõóéÜæåôáé: Ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (2.1.56) óôçí Ðåñéâáë-
ëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ ãåíéêåýåôáé, üôáí õðÜñ÷åé ü÷é ìüíï äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ, áëëÜ êáé ìåôáãùãÞ
ôïõ (åîáéôßáò ôçò êéíÞóåùò ôïõ ñåõóôïý: ôïõ íåñïý ìå ôá÷ýôçôá V ) óôç ìïñöÞ

D
∂2c
∂x2

= ∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

⇐⇒ ∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= D
∂2c
∂x2

. (2.1.58)

Ç åîßóùóç áõôÞ êáëåßôáé åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò. Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôç-
ìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ðÜëé ç óõãêÝíôñùóç c = c(x, t) ôïõ ñýðïõ, åíþ áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò
åßíáé îáíÜ ç èÝóç x (åäþ óôç ìßá äéÜóôáóç) êáé ï ÷ñüíïò t. Ôï óýìâïëï D äçëþíåé ðÜëé ôï óõíôå-
ëåóôÞ ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò êáé ôï óýìâïëï V ôç óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá ñïÞò ôïõ ñåõóôïý (óõíÞèùò
ôïõ íåñïý, ôïõ ýäáôïò) óôï ðáñüí ìïíïäéÜóôáôï ðñüâëçìá. ÓõíÞèùò ðñüêåéôáé ãéá Ýíá õäáôüñ-
ñåõìá (üðùò åßíáé Ýíáò ðïôáìüò) ìå ôï íåñü íá ðåñéÝ÷åé êáé ñýðï ìå óõãêÝíôñùóç c = c(x, t).
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç ìïíïäéÜóôáôç ñïÞ ôïõ íåñïý ìå ôá÷ýôçôá V , ç ïðïßá ìåôáöÝñåé êáé ôï
ñýðï (ìå ôçí ßäéá ôá÷ýôçôá V ): öáéíüìåíï ìåôáãùãÞò, óõíäõÜæåôáé ìå ôç äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ
óôï íåñü (ìå óõíôåëåóôÞ ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò D): öáéíüìåíï äéá÷ýóåùò. ÄçëáäÞ ç ìåôáöïñÜ
ôïõ ñýðïõ ïöåßëåôáé óå óõíäõáóìü: (á) ìåôáãùãÞò ôïõ ìáæß ìå ôï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò êáé
(â) äéá÷ýóåþò ôïõ ìÝóá óôï ßäéï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò.

ÅðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß: Éó÷ýïõí áêñéâþò ïé ßäéïé ÷áñáêôçñéóìïß ìå ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò
äéá÷ýóåùò. Áò óçìåéùèåß üìùò üôé ôþñá ðáñïõóéÜæåôáé êáé ÷ùñéêÞ (ùò ðñïò ôç èÝóç x) ðñþôç
ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò: ç ∂c/∂x. ¸÷ïõìå åðßóçò äýï óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: (á) ôï óõíôåëåóôÞ
ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò D êáé (â) ôçí ôá÷ýôçôá V ôïõ íåñïý óôï õäáôüññåõìá.

ÅéäéêÝò ðåñéðôþóåéò: áðëÞ äéÜ÷õóç, áðëÞ ìåôáãùãÞ: ÅÜí äåí õðÜñ÷åé ñïÞ: V = 0, äåí õðÜñ-
÷åé ïýôå ìåôáãùãÞ ôïõ ñýðïõ. Ôüôå ç åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò (2.1.58) ìåôáðßðôåé
óôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (2.1.56). Áíôßèåôá ìðïñåß íá õðÜñ÷åé ñïÞ óôï õäáôüññåõìá ìå óôá-
èåñÞ ôá÷ýôçôá V �= 0 (ïðüôå ðñáãìáôïðïéåßôáé êáé ìåôáãùãÞ ôïõ ñýðïõ), áëëÜ íá ìçí õðÜñ÷åé
äéÜ÷õóç: D = 0. Ôüôå ç åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò (2.1.58) ìåôáðßðôåé óôçí áêüìç ðéï
áðëÞ åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò

∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= 0. (2.1.59)

Êáé ç åîßóùóç áõôÞ ôçò ìåôáãùãÞò (2.1.59) åßíáé éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷á-
íéêü. Áóöáëþò ðñüêåéôáé ãéá ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå
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óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (ôïõò 1 êáé V ) êáé ðñþôçò ôÜîåùò óå áíôßèåóç ìå üëåò ôéò ðñïçãïýìåíåò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò óôçí åíüôçôááõôÞ, ïé ïðïßåò Þóáí äåõôÝñáò ôÜîåùò.
ÅðåéäÞ ìÜëéóôá åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò, ç åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (2.1.59) äå ìðïñåß íá ÷áñáêôç-
ñéóèåß óáí õðåñâïëéêïý, ðáñáâïëéêïý Þ åëëåéðôéêïý ôýðïõ (éóïäýíáìá õðåñâïëéêÞ, ðáñáâïëéêÞ
Þ åëëåéðôéêÞ áíôßóôïé÷á). Ïé ÷áñáêôçñéóìïß áõôïß áíáöÝñïíôáé áðïêëåéóôéêÜ óå ãñáììéêÝò äéá-
öïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò.

Ãåíßêåõóç ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò: ìåôáãùãÞ êáé áðïäüìçóç ðñþôçò ôÜîåùò: Ìéá
áðëÞ ãåíßêåõóç ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò (2.1.59) áðïôåëåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìåôá-
ãùãÞò ìå áðïäüìçóç −kc ðñþôçò ôÜîåùò. Ç áðïäüìçóç áõôÞ −kc èá ðáñïõóéáóèåß óôï äåîéü
ìÝëïò ôçò åîéóþóåùò (2.1.59). Ç óôáèåñÜ k êáëåßôáé óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò. Ç íÝá
áõôÞ åîßóùóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= −kc ⇐⇒ ∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

+ kc = 0. (2.1.60)

Êáé ðÜëé Ý÷ïõìå ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò êáé, öõóéêÜ, ðñþôçò ôÜîåùò. Áò óçìåéùèåß üôé ï üñïò kc áöïñÜ óôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç c: óôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ. Äåí ðñüêåéôáé åðïìÝíùò ãéá ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç,
áëëÜ ãéá ïìïãåíÞ. Ìç ïìïãåíÞò èá ãéíüôáí ç åîßóùóç áõôÞ (2.1.60), åÜí õðÞñ÷å êáé óõãêåêñéìÝíç
åîùôåñéêÞ ðáñáãùãÞ (Þ áðáãùãÞ) ñýðïõ êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò (êáôÜ ôç äéåýèõíóç x)
ìå ãíùóôÞ ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç f (x, t). ¼ìùò áðëÜ ç áðïäüìçóç ðñþôçò ôÜîåùò ôïõ ñýðïõ ìå
ñõèìü k äåí êáèéóôÜ ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (2.1.60) ìç ïìïãåíÞ.

ÐëÞñç ìåëÝôç ôïõ èÝìáôïò ôçò ìåôáöïñÜò ñýðïõ ìå äéÜ÷õóÞ ôïõ Þ/êáé ìåôáãùãÞ ôïõ (åîéóþ-
óåéò (2.1.56) Ýùò (2.1.60)) ìðïñåß íá âñåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôéò åíäéáöÝñïõóåò Ðáíåðéóôç-
ìéáêÝò Ðáñáäüóåéò ôïõ ÊáèçãçôÞ ôïõ ÔìÞìáôïò Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí ôçò Ðïëõôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò
ôïõÐáíåðéóôçìßïõÐáôñþí Áëåî. Ê. Äçìçôñáêüðïõëïõ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ, ÐÜôñá, 1999,
éäßùò óôï ÊåöÜëáéï 3 êáé óôï ÐáñÜñôçìá Ä ôùí Ðáíåðéóôçìéáêþí áõôþí Óçìåéþóåùí.

Ôçí áðëÞ åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (÷ùñßò áðïäüìçóç) ñýðïõ óå õäáôüññåõìá (2.1.59) èá
ôç ëýóïõìå ëåðôïìåñþò óôçí Åíüôçôá Â10.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Â10 ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßôå (á) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t åßôå (â) ùò ðñïò ôç èÝóç x. Ìå ôç ìÝèïäï
áõôÞ ôçìåôáó÷çìáôßæïõìå óåóõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò ôÜîåùòùòðñïò ôçíáíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ ðïõ áðïìÝíåé (x Þ t áíôßóôïé÷á) ÷ùñßò ðéá ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé ôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò (2.1.58) ìðïñïýìå íá ôçí áíá-
ãÜãïõìå óôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (2.1.56) áðëÜ ìå áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí (ìÜëëïí
ìüíï ôçò ÷ùñéêÞò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò x). Ôç ó÷åôéêÞ äéáäéêáóßá ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç áõôÞ
åîßóùóç (2.1.58) ôçí åêèÝóáìå ëåðôïìåñþò óôçí Åíüôçôá Â1.14 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Â1.

B2.2. ÏÉ ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÔÅÔÁÑÔÇÓ ÔÁÎÅÙÓ ÃÉÁ ÔÏÍ ÐÏËÉÔÉÊÏ ÌÇ×ÁÍÉÊÏ

Ïé ôÝóóåñéò âáóéêüôåñåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôåôÜñôçò ôÜîåùò ðïõ
ðáñïõóéÜæïíôáé óå ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý åßíáé ïé åîÞò: (á) ç åîßóùóç ôùí êá-
ìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý, (â) ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç ãéá ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç
ôïõ Airy, (ã) ç åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò õðü óôáôéêÝò óõíèÞêåò êáé (ä) ç áíôßóôïé÷ç
åîßóùóç õðü äõíáìéêÝò óõíèÞêåò (óå ôáëáíôþóåéò). Èá áíáöåñèïýìå ìå óõíôïìßá êáé óôéò
ôÝóóåñéò áõôÝò åîéóþóåéò.

B2.2.1. Ç åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý

ÌïñöÞ êáé ðáñáôçñÞóåéò: Ç ôüóï óçìáíôéêÞ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åîßóùóç ôùí êá-
ìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L ðáñïõóéÜæåôáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí
êáé Ý÷åé ôç ìïñöÞ (1.1.5) Þ (1.1.13). Ó’ áõôÞí Ý÷ïõìå Þäç áíáöåñèåß åêôåíþò óôï ðñïçãïýìåíï
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ÊåöÜëáéï Â1. Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= p(x, t) ìå v = v(x, t), t > 0, 0 < x < L. (2.2.1)

Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x, t). Ç ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç p = p(x, t) óôï äåîéü ìÝëïò áöïñÜ óôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç (óå N/m Þ
óå kN/m) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý óôï ðáñüí äõíáìéêü öáéíüìåíï ãéá ôï ãñáììéêü öïñÝá, ôç äïêü,
ðïõ åîåôÜæïõìå. Ïé óõíôåëåóôÝò EI (äõóêáìøßá ôçò äïêïý) êáé ñÁ (ãñáììéêÞ ðõêíüôçôám = ñÁ
ôçò äïêïý) èåùñïýíôáé åäþ óôáèåñïß, üðùò óõíÞèùò óõìâáßíåé. Óå ðåñßðôùóç áðïõóßáò ôçò
åîùôåñéêÞò öïñôßóåùò p(x, t) ðáßñíïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= 0 ðÜëé ìå v = v(x, t), t > 0, 0 < x < L. (2.2.2)

¼ôáí áíáöåñüìáóôå óôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç (2.2.1), ìéëÜìå ãéá åîáíáãêáóìÝíåò êáìðôéêÝò
ôáëáíôþóåéò ôçò äïêïý (ìå ôçí åõñåßá Ýííïéá ôïõ üñïõ ôáëáíôþóåéò: ïõóéáóôéêÜ Ý÷ïõìå Ýíá äõíá-
ìéêü öáéíüìåíï). Áíôßèåôá, üôáí áíáöåñüìáóôå óôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç (2.2.2), ìéëÜìå
ãéá åëåýèåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò. ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí áðïôå-
ëïýí ïé éäéïôáëáíôþóåéò. Óôéò éäéïôáëáíôþóåéò äåí õðÜñ÷ïõí áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (áíôßèåôá ìå ôéò
åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò), õðÜñ÷ïõí üìùò êáèïñéóìÝíåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (áêñéâþò üðùò êáé
óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò). Óôéò éäéïôáëáíôþóåéò äßíåôáé Ýìöáóç óôïõò äéáêåêñéìÝíïõò (÷ùñé-
óôïýò) äõíáôïýò ôñüðïõò ôáëáíôþóåùò. Èá áíáöåñèïýìå åêôåíþò ó’ áõôÝò óôï ÊåöÜëáéï Â6.

¸îé ÷áñáêôçñéóìïß:Ðñüêåéôáé ãéá ìç ïìïãåíÞ (åîßóùóç (2.2.1)) Þ ãéá ïìïãåíÞ (åîßóùóç (2.2.2))
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ôåôÜñôçò ôÜîåùò, ìå óôáèåñïýò óõíôåëå-
óôÝò: ôïõò EI, ôç äõóêáìøßá, êáé ñÁ, ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá, êáé ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò:
ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý êáé ôï ÷ñüíï t. ÅðåéäÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ôåôÜñôçò ôÜ-
îåùò, äå íïåßôáé ï ôýðïò ôçò. ÄçëáäÞ äåí Ý÷åé Ýííïéá íá åðé÷åéñÞóïõìå íá ôç ÷áñáêôçñßóïõìå óáí
õðåñâïëéêïý, ðáñáâïëéêïý Þ åëëåéðôéêïý ôýðïõ.

B2.2.2. Ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç êáé ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy

Ó÷çìáôéóìüò, ìïñöÞ êáé ðáñáôçñÞóåéò: ¸÷ïõìå Þäç áíáöåñèåß óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ
Laplace (2.1.1), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 
⇒ ∇2u = 0 (2.2.3)

ìå ôç ÷ñÞóç åðßóçò êáé ôïõ óõìâüëïõ ∇2, äçëáäÞ åäþ, óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y), ôïõ äéáöïñéêïý
ôåëåóôÞ

∇2 = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
. (2.2.4)

Ï ôåëåóôÞò áõôüò ïíïìÜæåôáé, üðùò îÝñïõìå, ôåëåóôÞò ôïõ Laplace Þ, áðëïýóôåñá, Laplacian
(ËáðëáóéáíÞ). Èá ìðïñïýóå ßóùò íá åß÷å ïíïìáóèåß êáé áñìïíéêüò ôåëåóôÞò, åðåéäÞ ïé ëýóåéò ôçò
åîéóþóåùò ôïõ Laplace (2.2.3) êáëïýíôáé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ôïí ôåëåóôÞ áõôü ôïí Ý÷ïõìå
Þäç áíáöÝñåé êáé óôïí ïñéóìü ôïõ (2.1.23) óôéò äýï äéáóôÜóåéò, ðïõ ìüëéò ôïí åðáíáëÜâáìå.

Áí åöáñìüóïõìå ôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 (ìå ïñéóìü óôéò äýï äéáóôÜóåéò ôï (2.2.4)) óôç
äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (2.2.3), ðñïêýðôåé ç íÝá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò

∇2

(
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

)
=
(

∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2

)(
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

)
= 0. (2.2.5)

Ç åîßóùóç áõôÞ ìðïñåß âÝâáéá íá ãñáöåß êáé óôç óõíôïìüôåñç ìïñöÞ

∇2(∇2u) = 0. (2.2.6)
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Ãéá íá êáôáóôåß óáöÞò ç åîßóùóç (2.2.5), èá ðñÝðåé íá ãñÜøïõìå êáèáñüôåñá ôéò ìåñéêÝò
ðáñáãùãßóåéò. ¸ôóé îáíáãñÜöïõìå ôçí ßäéá åîßóùóç (2.2.5) óôç óáöÝóôåñç ìïñöÞ

∂2

∂x2

(
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

)
+ ∂2

∂y2

(
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

)
= 0 (2.2.7)

êáé áêüìç óáöÝóôåñá óôç ìïñöÞ(
∂4u
∂x4

+ ∂4u
∂x2∂y2

)
+
(

∂4u
∂y2∂x2

+ ∂4u
∂y4

)
≡ ∂4u

∂x4
+
(

∂4u
∂x2∂y2

+ ∂4u
∂y2∂x2

)
+ ∂4u

∂y4
= 0. (2.2.8)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ áëëÜîáìå êáé ôç óåéñÜ ôùíðáñåíèÝóåùí óôïõò üñïõò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

Ãíùñßæïõìå üìùò üôé õðïèÝôïíôáò ôéò ìéêôÝò ðáñáãþãïõò ü÷é ìüíï üôé õðÜñ÷ïõí, áëë’ åðé-
ðëÝïí üôé åßíáé êáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò, ôüôå ìðïñïýìå íá áëëÜîïõìå ôç óåéñÜ ôùí ìåñéêþí
ðáñáãùãßóåùí. Ìå Üëëá ëüãéá äýï ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò u êáé ìå ôïí
ßäéï áñéèìü ìåñéêþí ðáñáãùãßóåùí ùò ðñïò êÜèå ìßá óõãêåêñéìÝíç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé
ìåôáîý ôïõò ßóåò, åöüóïí õðÜñ÷ïõí êáé åßíáé óõíå÷åßò. ¢ñá óôçí ðåñßðôùóç ôùí ìéêôþí ìåñéêþí
ðáñáãþãùí óôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (2.2.8) éó÷ýåé ãåíéêÜ (ãéá
óõíå÷åßò ôéò ìéêôÝò áõôÝò ðáñáãþãïõò, êÜôé ðïõ ôï õðïèÝôïõìå) üôé

∂4u
∂x2∂y2

= ∂4u
∂y2∂x2

. (2.2.9)

Óõíåðþò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.2.8) ãñÜöåôáé êáé óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

∂4u
∂x4

+ 2
∂4u

∂x2∂y2
+ ∂4u

∂y4
= 0. (2.2.10)

ÁõôÞ åßíáé ç êáëïýìåíç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y). Óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò
(x, y, z) ç ìïñöÞ ôçò åßíáé ðïëõðëïêüôåñç (ëüãù ôçò ðáñïõóßáò êáé ôçò ôñßôçò ìåôáâëçôÞò z). Äå
èá áó÷ïëçèïýìå êáèüëïõ ìå ôçí ðåñßðôùóç ôùí ôñéþí äéáóôÜóåùí óôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç.

Óõíïøßæïíôáò, óôéò äýï äéáóôÜóåéò ç åîßóùóç ôïõ Laplace (ðïõ ðïëý óðÜíéá áðïêáëåßôáé êáé
áñìïíéêÞ åîßóùóç) ìå ëýóåéò ôçò ôéò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò Ý÷åé ôç ìïñöÞ (2.2.3) ìå ôï äéäéÜóôáôï
ôåëåóôÞ ôïõ Laplace (2.2.4) íá åöáñìüæåôáé óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u. Ìßá åöáñìïãÞ ëïéðüí
ôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 êáé ðáßñíïõìå ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (2.2.3). Ôþñá ìßá äåýôåñç
åöáñìïãÞ ôïõ ßäéïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 êáé öèÜíïõìå óôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (2.2.10). Ôï
ãåãïíüò ôçò äéðëÞò åöáñìïãÞò ôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 óôç óõíÜñôçóç u öáßíåôáé êáèáñÜ êáé
óôç óõíïðôéêÞ ìïñöÞ ãñáöÞò ôçò (2.2.6). ÁõôÞ ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôç óõíïðôéêüôåñç ìïñöÞ

∇4u = 0. (2.2.11)

ÖõóéêÜ åäþ âñéóêüìáóôå óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y) ìå u = u(x, y) êáé, åðáíáëáìâÜíïõìå, áñêïý-
ìáóôå åäþ ó’ áõôÝò ùò ðñïò ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç. Ï ôåëåóôÞò∇4 óôçí åîßóùóç (2.2.11) êáëåßôáé
åýëïãá äéáñìïíéêüò ôåëåóôÞò êáé åßíáé áôõ÷Ýò ìÜëéóôá ðïõ ï ôåëåóôÞò ôïõ Laplace (Þ Laplacian,
ËáðëáóéáíÞ) äåí êáëåßôáé óõíÞèùò áñìïíéêüò ôåëåóôÞò. ¸ôóé ÷Üíåôáé êÜðùò (ìÜëëïí áñêåôÜ!)
ç ïìïéoìïñößá óôçí ïñïëïãßá.

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, ìå óýãêñéóç ôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò óôçí áíáëõôéêÞ ôçò ìïñöÞ
(2.2.10) êáé óôç óõíïðôéêÞ ôçò ìïñöÞ (2.2.11) ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äéáñìïíéêïý ôåëåóôÞ ∇4, äéá-
ðéóôþíïõìå üôé ï äéáñìïíéêüò ôåëåóôÞò ∇4 Ý÷åé (åííïåßôáé óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y)) ôç ìïñöÞ

∇4 ≡ ∂4

∂x4
+ 2

∂4

∂x2∂y2
+ ∂4

∂y4
. (2.2.12)

Ç éó÷ýò ôçò åêöñÜóåùò áõôÞò ôïõ äéäéÜóôáôïõ äéáñìïíéêïý ôåëåóôÞ ∇4 ðñïêýðôåé åðßóçò áðëÜ
ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò ðïõ ðñïçãÞèçêáí (ó÷Ýóåéò (2.2.5) Ýùò (2.2.10))
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ãéá ôç äéðëÞ åöáñìïãÞ ôïõ áðëïýóôåñïõ äéäéÜóôáôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 óôç óõíÜñôçóç
u = u(x, y). Áóöáëþò ç óõíÜñôçóç áõôÞ u èåùñåßôáé ìéá êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç.

Ðïëý óõ÷íÜ óôç ìáèçìáôéêÞ âéâëéïãñáößá (áëëÜ êáé óôçí ôå÷íéêÞ âéâëéïãñáößá éäßùò ðáëáéü-
ôåñá) ÷ñçóéìïðïéåßôáé, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå, êáé ôï óýìâïëï Ä ãéá ôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2.
¢ñá åýëïãá ãéá ôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ ∇4 ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ôï óýìâïëï Ä2. ÅðïìÝíùò

Ä ≡ ∇2 
⇒ Ä2 ≡ ∇4. (2.2.13)

Íá ìç ëçóìïíåßôáé âÝâáéá üôé óå ôïýôá ôá äéäáêôéêÜ âéâëßá (üðùò åðßóçò êáé ó’ Ýíá ìåãÜëï
ìÝñïò ôçò óýã÷ñïíçò ôå÷íéêÞò âéâëéïãñáößáò) ôï óýìâïëï Ä Ý÷åé Üëëï, åíôåëþò äéáöïñåôéêü ñüëï:
÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá äçëþíåé ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò êáé ü÷é ôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace. ÅêôåíÞò
÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ Ä ãéá ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò èá ãßíåé óôçí Åíüôçôá Â3.2 ôïõ åðüìåíïõ
Êåöáëáßïõ Â3, ç ïðïßá áöïñÜ óôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ñÜâäïõ. ÁíÜëïãá êáé óôï
ÊåöÜëáéï Â12 óôéò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, üðïõ
ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé èá ðñïóåããßæïíôáé áðü ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç,
Äu = u2 − u1, Äx = x2 − x1, Äy = y2 − y1, êëð. Ïé äéáöïñÝò áõôÝò èá åßíáé ìåí ðåðåñáóìÝíåò,
áëëÜ óõíÞèùò ôáõôü÷ñïíá êáé åðáñêþò ìéêñÝò.

¸îé ÷áñáêôçñéóìïß:ÇäéáñìïíéêÞ åîßóùóç (2.2.10) åßíáé ïìïãåíÞò, ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ôåôÜñôçò ôÜîåùò, ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1, 2 êáé 1, êáé ìå äýï
áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) óôï åðßðåäïOxy. (Áò ìçí îå÷íÜìå
åîÜëëïõ üôé Ý÷ïõìå ðåñéïñéóèåß óôéò äýï äéáóôÜóåéò!) ÅðåéäÞ üìùò ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (2.2.10)
åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò, åßíáé áäýíáôïò ï ÷áñáêôçñéóìüò ôçò óáí õðåñâïëéêïý, ðáñáâïëéêïý Þ
åëëåéðôéêïý ôýðïõ. Ïé ôýðïé áõôïß áíáöÝñïíôáé ìüíï óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò
ôÜîåùò, êáìßáò Üëëçò.

Ðïý ðáñïõóéÜæåôáé: Ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (2.2.10) åßíáé ðÜñá ðïëý óçìáíôéêÞ ãéá ôïí Ðïëé-
ôéêü Ìç÷áíéêü êáé èá áíáöåñèïýìå êáé ðÜëé ó’ áõôÞí. ÓõãêåêñéìÝíá ðáñïõóéÜæåôáé óôçí ôáóéêÞ
óõíÜñôçóç (Þ ôáóåïóõíÜñôçóç) ôïõ Airy A = A(x, y) óôçí åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ
ôùí Õëéêþí. ÄçëáäÞ éó÷ýåé ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (2.2.10) åí ðñïêåéìÝíù óôç ìïñöÞ ôçò

∂4A
∂x4

+ 2
∂4A

∂x2∂y2
+ ∂4A

∂y4
= 0 ⇐⇒ ∇4A = 0 ìå A = A(x, y). (2.2.14)

Óôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç (Þ ôáóåïóõíÜñôçóç) ôïõ Airy A = A(x, y) èá áíáöåñèïýìå åêôåíþò
óôçí Åíüôçôá Â3.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Â3. Åêåß èá äåßîïõìå ôç ìåãÜëç óðïõäáéüôçôÜ ôçò óôï åðßðåäï
åëáóôéêü ðñüâëçìá. Áöéåñþíïõìå åðßóçò ó’ áõôÞí êé ïëüêëçñï ôï Notebook EN-EMIII-2 óôï ÖÜ-
êåëï 4 ìå ôç ÷ñÞóç ôçòMathematica. ÅðéðëÝïí èá áó÷ïëçèïýìå óýíôïìá êáé ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò (2.2.10), éóïäýíáìá (2.2.14): (á) ìå ôç ÷ñÞóç äýï áñìïíéêþí óõíáñôÞóåùí
óôçí Åíüôçôá Â4.6 ôïõ Êåöáëáßïõ Â4 êáé (â) ìå ôç ÷ñÞóç äýï áíáëõôéêþí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí
óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ðáñáêÜôù óôï ÌÝñïò Ä
áõôþí ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò.

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå üìùò ôþñá óôç ãåíßêåõóç ôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò (2.2.10) Þ (2.2.14)
óôç ìç ïìïãåíÞ ôçò ìïñöÞ, äçëáäÞ êáé ìå ãíùóôü äåîéü ìÝëïò. Ç åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé
ç óôáôéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò.

B2.2.3. Ç óôáôéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò

ÌïñöÞ êáé ðáñáôçñÞóåéò: Ï äéáñìïíéêüò ôåëåóôÞò ∇4 óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y) åßíáé åðßóçò
ðïëý ÷ñÞóéìïò êáé óôç óôáôéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò. ËÝãïíôáò óõíÞèç ðëÜêá åííï-
ïýìå ìéá ëåðôÞ, åðßðåäç (ðñéí ôçí êáôáðüíçóÞ ôçò) ðëÜêá P óôáèåñïý ðÜ÷ïõò h, áðü éóüôñïðï
êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü ìå óôáèåñÝò E (ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò) êáé í (ëüãïò ôïõ Poisson). Ãéá
ôçí åýñåóç ôçò åíôáôéêÞò êáé ôçò ðáñáìïñöùóéáêÞò êáôáóôÜóåùò óôç óõíÞèç ðëÜêá P õðïèÝ-
ôïõìå åðßóçò üôé éó÷ýïõí ïé ó÷åôéêÝò áðëïðïéçôéêÝò ðáñáäï÷Ýò óôç Èåùñßá ôùí Ðëáêþí, ðïõ ôéò
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ðáñáëåßðïõìå åäþ. Õðü óôáôéêÝò óõíèÞêåò öïñôßóåùò áðïäåéêíýåôáé üôé óôï åðßðåäï Oxy ôçò
óõíÞèïõò ðëÜêáò éó÷ýåé óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò: çóôáôéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõòðëÜêáò (Notebook EN-EMIII-1 ðÜëé óôïÖÜêåëï 4):

∇4w = p(x, y)
D

⇐⇒ ∂4w
∂x4

+ 2
∂4w

∂x2∂y2
+ ∂4w

∂y4
= p(x, y)

D
ìå w = w(x, y), (x, y) ∈ P. (2.2.15)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ)w = w(x, y) åßíáé ôï âÝëïò
êÜìøåùò (Þ êÜèåôç ìåôáôüðéóç Þ âýèéóç) ôçò ðëÜêáò óå êÜèå óçìåßï ôçò (x, y). Ôï âÝëïò êÜìøåùò
áõôüw(x, y) õðïôßèåôáé ó÷åôéêÜ ìéêñüóå óýãêñéóç ìå ôéò äéáóôÜóåéò ôçòðëÜêáò P. (Ïé ÊáñôåóéáíÝò
óõíôåôáãìÝíåò x êáé y åßíáé ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò.) Ôï âÝëïò êÜìøåùò w(x, y) ðñïêáëåßôáé
áðü ôçí åðßäñáóç ôçò êáôáíåìçìÝíçò êÜèåôçò öïñôßóåùò p(x, y) (óå N/m2 ≡ Pa Þ, êáëýôåñá,
óå kN/m2 ≡ kPa) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôçí ðëÜêá. Ç öüñôéóç áõôÞ p(x, y) èåùñåßôáé ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç. Ç åðéöÜíåéá ç ïðïßá äçìéïõñãåßôáé áðü ôï âÝëïò êÜìøåùò w(x, y) óå ïëüêëçñç ôçí
ðëÜêá P êáëåßôáé åëáóôéêÞ åðéöÜíåéá ôçò ðëÜêáò. Ç óôáèåñÜ D óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ðáñáðÜíù
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.2.15) åßíáé åðßóçò ãíùóôÞ. Ðñüêåéôáé ãéá ôç äõóêáìøßáD ôçò ðëÜêáò P.
ÁõôÞ õðïëïãßæåôáé ìÝóù ôïõ ôýðïõ

D = Eh3

12(1− í2)
. (2.2.16)

Ïé óôáèåñÝò E (ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò), í (ëüãïò ôïõ Poisson) êáé h (ðÜ÷ïò) Ý÷ïõí Þäç áíáöåñèåß.

×áñáêôçñéóìïß: Éó÷ýïõí áêñéâþò ïé ßäéïé ÷áñáêôçñéóìïß ìå ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç ãéá ôçí
ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x, y), ìüíï ðïõ ôþñá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò (2.2.15) åßíáé ìéá ìç ïìïãåíÞò äéáñìïíéêÞ åîßóùóç. Êáìßá Üëëç äéáöïñÜ!

Ðïý ðáñïõóéÜæåôáé: Óôï ðñüâëçìá ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò õðü óôáôéêÞ êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç
öüñôéóç p(x, y), üðùò Þäç åêôåíþò åîçãÞóáìå.

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôï áíôßóôïé÷ï äõíáìéêü ðñüâëçìá ãéá ôçí ßäéá óõíÞèç ðëÜêá.

B2.2.4. Ç åîßóùóç ôùí ôáëáíôþóåùí ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò

ÌïñöÞ êáé ðáñáôçñÞóåéò: Õðü äõíáìéêÞ öüñôéóç p = p(x, y, t) (ìå åðéðëÝïí áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t) ôï âÝëïò êÜìøåùò w = w(x, y, t) ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò P èá åîáñôÜôáé
ôþñá êáé áðü ôï ÷ñüíï t. Èá Ý÷ïõìå äçëáäÞ ôñåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: (á) ôéò äýï ÷ùñéêÝò
ìåôáâëçôÝò: ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) êáé (â) ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ: ôï ÷ñüíï t. Óôï
äõíáìéêü áõôü ðñüâëçìá, ðïõ ïäçãåß óå ôáëáíôþóåéò ôçò ðëÜêáò P, ðÝñá áðü ôçí åîùôåñéêÞ
öüñôéóç p = p(x, y, t) ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ç ðëÜêá öïñôßæåôáé óå êÜèå óçìåßï ôçò (x, y)
êáé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t êáé áðü ôçí êáôáíåìçìÝíç áäñáíåéáêÞ äýíáìç pi = pi(x, y, t)

pi = −ñh
∂2w
∂t2

(2.2.17)

(ìå ðñüóçìï ìåßïí). Ç êáôáíåìçìÝíç áõôÞ äýíáìç pi åßíáé ßóç ìå ôï ãéíüìåíï ôçò åðéöáíåéáêÞò
ðõêíüôçôáò ñh ôçò ðëÜêáò (óõíÞèçò ðõêíüôçôá ñ ôïõ õëéêïý ôçò åðß ôï ðÜ÷ïò ôçò h) åðß ôçí
êÜèåôç åðéôÜ÷õíóç ôùí óçìåßùí (x, y) ôçò ðëÜêáò ìå ðñüóçìï ìåßïí. Ç êÜèåôç áõôÞ åðéôÜ÷õíóç
åßíáé ðñïöáíþò ç äåýôåñç ÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ∂2w/∂t2 ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò w = w(x, y, t).
¢ñá ç óôáôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò (2.2.15) ãåíéêåýåôáé ôþñá óôç ìïñöÞ

∇4w = p+ pi

D
⇐⇒ ∂4w

∂x4
+ 2

∂4w
∂x2 ∂y2

+ ∂4w
∂y4

+ ñh
D

∂2w
∂t2

= p
D

, (x, y) ∈ P, t > 0, (2.2.18)

åäþ âÝâáéá ìå w = w(x, y, t) êáé p = p(x, y, t). Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí ôçí ýðáñîç êáé ôïõ ÷ñüíïõ t
óáí áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò êáèþò êáé ôçí ðáñïõóßá ôçò äåýôåñçò ÷ñïíéêÞò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ
∂2w/∂t2 ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò) w = w(x, y, t). ÊáôÜ ôá õðüëïéðá
ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äõíáìéêÞò åîéóþóåùò ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò (2.2.18) åßíáé ßäéïé ìå åêåßíïõò
ôçò áíôßóôïé÷çò óôáôéêÞò åîéóþóåùò (2.2.15).
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B3
ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ ÃÉÁ ÔÏÍ ÐÏËÉÔÉÊÏ ÌÇ×ÁÍÉÊÏ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÕðÜñ÷ïõí åêáôïíôÜäåò åíäéáöÝñïíôá ðáñáäåßãìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò êáé óõóôçìÜôùí ôÝôïéùí åîéóþóåùí ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý. Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áó÷ïëçèïýìå ìå ðÝíôå áðü ôá ðáñáäåßãìáôá áõôÜ: (á) Ôçí ôá-
óéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x, y), ðïõ åßíáé èåìåëéþäïõò óçìáóßáò óôï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá
óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Ç óçìáóßá ôçò ïöåßëåôáé óôï üôé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ðëçñïýíôáé áõôüìáôá
êáé ïé äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò ðïõ éó÷ýïõí. ÔåëéêÜ ôï ó÷åôéêü óýóôçìá áðü ôñåéò äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áíÜãåôáé óå ìéá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò:
ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç. (â) Ôï ðñüâëçìá ôùí áîïíéêþí (Þ äéáìÞêùí) ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò ñÜ-
âäïõ. Ôï ðñüâëçìá áõôü, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï íüìï ôïõ Hooke êáé ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá,
áíÜãåôáé óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç). (ã) Ôéò åîéóþóåéò ôïõ
éäåáôïý ñåõóôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí) óå ôñéäéÜóôáôç ñïÞ, üðïõ åßíáé
èåìåëéþäïõò óçìáóßáò ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò êáé ïé ôñåéò åîéóþóåéò ôùí Navier--Stokes. (ä) Óôç
óõíÝ÷åéá èá åîåôÜóïõìå åêôåíþò ôçí áóôñüâéëç êáé ìüíéìç (óôáèåñÞ, áíåîÜñôçôç ôïõ ÷ñüíïõ) ñïÞ
éäåáôïý ñåõóôïý åéóÜãïíôáò ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y, z). Ôï äõíáìéêü áõôü ðëçñïß ôçí åîß-
óùóç ôïõ Laplace (åßíáé äçëáäÞ áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç) ôüóï óôçí ôñéäéÜóôáôç üóï êáé óôç äéäéÜóôáôç
áóôñüâéëç êáé ìüíéìç ñïÞ. ÅéäéêÜ óôç äéäéÜóôáôç ìüíéìç ñïÞ ç åéóáãùãÞ ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò
Ø(x, y) åðéôñÝðåé ôçí áõôüìáôç ðëÞñùóç ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò. (å) ÔÝëïò èá åîåôÜóïõìå
óýíôïìá êáé ôï ðñüâëçìá ôçò ÊõêëïöïñéáêÞò ÑïÞò óå áõôïêéíçôüäñïìï. Óôï ðñüâëçìá áõôü
ðñïêýðôåé ìéá ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôçí ðõêíüôçôá ôùí áõôïêéíÞôùí.

Óå üëá áõôÜ ôá ðáñáäåßãìáôá ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý äåí åðéäéþêïõìå ôçí åðßëõóç ôùí ôåëé-
êþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ÁõôÞ èá áðïôåëÝóåé áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò óå
åðüìåíá êåöÜëáéá üóïí áöïñÜ óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Åäþ åðéäéþêïõìå áðëÜ íá
äåßîïõìå ôç ÷ñçóéìüôçôá ôùí ôüóï óçìáíôéêþí åîéóþóåùí áõôþí óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý. Åðßóçò íá äåßîïõìå ôç äõíáôüôçôá (ìåñéêÝò öïñÝò) ôçò áðëïðïéÞóåùò åíüò ãñáììé-
êïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ôçí áíáãùãÞ ôïõ óå ìéá ìüíï
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ï óôü÷ïò áõôüò üìùò áðáéôåß óõ÷íÜ ôçí åéóáãùãÞ
íÝùí Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí. ÅéäéêÜ óôçí Åíüôçôá Â3.2 ç áíÜëõóç ãéá ôéò áîïíéêÝò (Þ äéáìÞ-
êåéò) ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ñÜâäïõ áðïâëÝðåé óôçí ðëÞñç êáôÜóôñùóç áðü êáèáñÜ ìç÷áíéêÝò
Ýííïéåò êáé íüìïõò (óõãêåêñéìÝíá ôïõ Íåýôùíá êáé ôïõ Hooke) ôçò éó÷ýïõóáò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ÓõãêåêñéìÝíá ðñüêåéôáé ãéá ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò
(Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç). Ç ßäéá áíÜëõóç ìå åëÜ÷éóôåò ôñïðïðïéÞóåéò (ìå äéáöïñÝò ìüíï óôá ÷ñçóéìï-
ðïéïýìåíá ìåãÝèç) éó÷ýåé êáé ãéá ôéò óôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ñÜâäïõ. Ìðïñåß ìÜëéóôá
íá ãåíéêåõèåß êáé óôéò êÜðùò äõóêïëüôåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý. Åíôïýôïéò
áõôÞ ç ãåíßêåõóç äå èá áðïôåëÝóåé áíôéêåßìåíï ëåðôïìåñïýò ìåëÝôçò óôï ðáñüí êåöÜëáéï.
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B3.1. Ç ÔÁÓÉÊÇ ÓÕÍÁÑÔÇÓÇ ÔÏÕ AIRY ÓÔÇÍ ÅÐÉÐÅÄÇ ÅËÁÓÔÉÊÏÔÇÔÁ

B3.1.1. ÅéóáãùãÞ óôï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá

Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò åðßðåäçò åëáóôéêüôçôáò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ãéá
ïìïãåíÝò, éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü ìÝóïíD óôï åðßðåäïOxy. ÅîåôÜæïõìå ôáõôü÷ñïíá äýï
åéäþí óõíèÞêåò: (á) ÓõíèÞêåò (ãåíéêåõìÝíçò) åðßðåäçò åíôÜóåùò, äçëáäÞ Ýíá ðÜñá ðïëý ëåðôü
åëáóôéêü ìÝóïí êáôÜ ôïí êÜèåôï ó’ áõôü ÜîïíáOz. ¸íá ôÝôïéï åëáóôéêü ìÝóïí êáëåßôáé åëáóôéêüò
äßóêïò êáôÜ ôçí ïñïëïãßá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôïí üñï åëáóôéêÞ ðëÜêá.
(â) ÓõíèÞêåò åðßðåäçò ðáñáìïñöþóåùò, äçëáäÞ Ýíá ðÜñá ðïëý ðá÷ý åëáóôéêü ìÝóïí êáôÜ ôïí
ßäéï Üîïíá Oz.

Óå Ýíá ôÝôïéï åëáóôéêü ìÝóïí D ìáò åíäéáöÝñïõí êõñßùò ïé ôÜóåéò (Þ, áêñéâÝóôåñá, ïé óõíé-
óôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí) óx, óy (äýï ïñèÝò ôÜóåéò) êáé ôxy (ìéá äéáôìçôéêÞ ôÜóç) óôï
åðßðåäï Oxy ôïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ D. Ìáò åíäéáöÝñïõí åðßóçò êáé ïé ðáñáìïñöþóåéò (Þ, áêñé-
âÝóôåñá, ïé óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ðáñáìïñöþóåùí) åx, åy (ïñèÝò ðáñáìïñöþóåéò) êáé
åxy = ãxy /2, ïðüôå êáé ãxy = 2åxy (äéáôìçôéêÞ ðáñáìüñöùóç) óôï ßäéï åðßðåäï Oxy. Ðñüêåéôáé ãéá
ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò åðßðåäçò åëáóôéêüôçôáò, óôáôéêÞò âÝâáéá (ü÷é äõíáìéêÞò) ìå ôá ìåãÝèç
áõôÜ áíåîÜñôçôá ôïõ ÷ñüíïõ t. ×Üñç äéåõêïëýíóåùò, õðïèÝôïõìå åðßóçò üôé äåí õðÜñ÷ïõí äõíÜ-
ìåéò ìÜæáò (êáèïëéêÝò äõíÜìåéò), üðùò åßíáé ç äýíáìç ôçò âáñýôçôáò, óôá óçìåßá ôïõ åëáóôéêïý
ìÝóïõ D ðïõ åîåôÜæïõìå.

Åäþ èá ìåëåôÞóïõìå ôéò åîéóþóåéò ðïõ äéÝðïõí ôï ðáñüí ðñüâëçìá ãéá ôï åëáóôéêü ìÝóïí D.
Èá äéáðéóôþóïõìå üôé Ý÷ïõìå Ýíá óýóôçìá åîéóþóåùí, êõñßùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò. Ôï óýóôçìá áõôü èá ôï áíáãÜãïõìå óå ìéá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò, ôçí ðïëý ãíùóôÞ äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (åííïåßôáé óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y))

∇4A ≡ ∂4A
∂x4

+ 2
∂4A

∂x2 ∂y2
+ ∂4A

∂y4
= 0 ìå A = A(x, y), (x, y) ∈ D. (3.1.1)

¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç êáëïýìåíç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç (Þ ôáóåïóõíÜñôçóç) A = A(x, y) ôïõ
Airy. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ óõ÷íÜ óõìâïëßæåôáé êáé ìå ôï óýìâïëï ö áíôß ôïõ A, ðïõ åßíáé ôï áñ÷éêü
ôïõ ïíüìáôïò Airy, ï ïðïßïò ôçí åéóÞãáãå óôçí åëáóôéêüôçôá. Áò îåêéíÞóïõìå üìùò áðü ôçí áñ÷Þ,
ãéá íá êáôáëÞîïõìå ôåëéêÜ óôçí åîßóùóç (3.1.1), ðïõ åßíáé ìéá ôüóï óçìáíôéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

B3.1.2. Ïé åîéóþóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò

Èåùñïýìå ôï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá, ðïõ Þäç ðåñéãñÜøáìå óýíôïìá, ãéá ïìïãåíÝò,
éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü ÷ùñßò äõíÜìåéò ìÜæáò (êáèïëéêÝò äõíÜìåéò), üðùò óõíÞèùò
õðïôßèåôáé. ¼ðùò åßíáé ãíùóôü áðü ôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, óôï åðßðåäï áõôü ðñüâëçìá
éó÷ýïõí ïé åîÞò åîéóþóåéò:

(á) Ïé äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò:
∂óx

∂x
+ ∂ôxy

∂y
= 0, (3.1.2)

∂ôxy
∂x

+ ∂óy

∂y
= 0. (3.1.3)

Ðñüêåéôáé ãéá äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, áëëÜ ìå ôñåéò Üãíùóôåò óõíáñ-
ôÞóåéò: ôéò ïñèÝò ôÜóåéò óx, óy êáé ôç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ôxy . ÅðïìÝíùò ïé äýï áõôÝò åîéóþóåéò äåí
áñêïýí ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò åðßðåäïõ åëáóôéêïý ðñïâëÞìáôïò.

(â) Ç åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí:

∂2åx
∂y2

+ ∂2åy
∂x2

= ∂2ãxy
∂x ∂y

. (3.1.4)
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Ç åîßóùóç áõôÞ ìáò âåâáéþíåé üôé ïé ðáñáìïñöþóåéò åx, åy êáé ãxy (ìå ïñéóìïýò ôïõò ìÝóù ôùí
ìåôáôïðßóåùí u êáé v êáôÜ ôïõò Üîïíåò x êáé y áíôßóôïé÷á) åßíáé óõìâéâáóôÝò. Ìå Üëëá ëüãéá ìáò
åîáóöáëßæåé ôï ìïíïóÞìáíôï ôùí ìåôáôïðßóåùí u êáé v, åÜí ïé ðáñáìïñöþóåéò áõôÝò èåùñçèïýí
ãíùóôÝò. ÐáñåíèåôéêÜ óçìåéþíåôáé üôé ç åîßóùóç áõôÞ (3.1.4) ðñïêýðôåé áðü ôïõò ãíùóôïýò
ïñéóìïýò ôùí ðáñáìïñöþóåùí åx, åy êáé ãxy óáí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ôùí ìåôáôïðßóåùí u êáé v:

åx = ∂u
∂x

, åy = ∂v
∂y

, ãxy = ∂u
∂y

+ ∂v
∂x

. (3.1.5)

Ïé ïñéóìïß áõôïß äßíïõí ôéò ôñåéò áõôÝò ðáñáìïñöþóåéò áðü äýï ìüíï ìåôáôïðßóåéò: ôéò u êáé v.
ÅðïìÝíùò ïé ðáñáìïñöþóåéò áõôÝò (åx, åy êáé ãxy) äåí åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò. Áõôü
ìðïñïýìå íá ôï äéáðéóôþóïõìå åýêïëá. Ðáñáãùãßæïõìå: (á) ôïí áìÝóùò ðéï ðÜíù ïñéóìü ôçò
ðáñáìïñöþóåùò åx äýï öïñÝò ùò ðñïò y, (â) ôïí ïñéóìü ôçò ðáñáìïñöþóåùò åy äýï öïñÝò ùò
ðñïò x êáé (ã) ôïí ïñéóìü ôçò ðáñáìïñöþóåùò ãxy (ðïõ åßíáé ßóç ìå 2åxy) ìéá öïñÜ ùò ðñïò x êáé
ìéáùòðñïò y. ÕðïèÝôïíôáò ìÜëéóôá êáé ôç äõíáôüôçôá åíáëëáãÞò ôçò óåéñÜò ôùíðáñáãùãßóåùí
óå ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ðáßñíïõìå Ýôóé ôéò åîÞò ôñåéò ó÷Ýóåéò:

∂2åx
∂y2

= ∂3u
∂x ∂y2

,
∂2åy
∂x2

= ∂3v
∂x2 ∂y

,
∂2ãxy
∂x ∂y

= ∂3u
∂x ∂y2

+ ∂3v
∂x2 ∂y

. (3.1.6)

ÐñïóèÝôïõìå ôþñá ôéò äýï ðñþôåò áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò êáé áöáéñïýìå ôçí ôñßôç. Ìå ôïí ôñüðï
áõôü äéáðéóôþíïõìå üôé

∂2åx
∂y2

+ ∂2åy
∂x2

− ∂2ãxy
∂x ∂y

= 0 . (3.1.7)

Ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé ðñáãìáôéêÜ ç æçôïýìåíç óõíèÞêç óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí êáé
ôáõôßæåôáé öõóéêÜ ìå ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ ôçò (3.1.4), ôçí ïðïßá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðáñáêÜôù.

(ã) Ï íüìïò ôïõ Hooke, ðïõ óõíäÝåé ôéò ôÜóåéò ìå ôéò ðáñáìïñöþóåéò óôç ãñáììéêÞ Åëáóôé-
êüôçôá. Ï íüìïò áõôüò óôçí ðáñïýóá åðßðåäç åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ:

åx = 1
E
(óx − íóy), (3.1.8)

åy = 1
E
(óy − íóx), (3.1.9)

ãxy = 2åxy = 1
G

ôxy = 2(1+ í)
E

ôxy . (3.1.10)

ÐåñéïñéóèÞêáìå óôéò êáèáñÜ åðßðåäåò (êáé ïõóéáóôéêÜ ìüíåò åíäéáöÝñïõóåò óôï ðáñüí ðñü-
âëçìá) ôÜóåéò: ôéò óx, óy êáé ôxy êáé ðáñáìïñöþóåéò: ôéò åx, åy êáé ãxy = 2åxy . Ï ðáñáðÜíù íüìïò
ôïõ Hooke óôï åðßðåäï, (3.1.8) Ýùò (3.1.10), åßíáé ï âáóéêüò íüìïò ôçò ãñáììéêÞò Åëáóôéêüôçôáò
óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ãéá éóüôñïðá åëáóôéêÜ ìÝóá. Óôï íüìï áõôü ôï óýìâïëï E äçëþíåé ôï
ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young), ôï óýìâïëï G ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò (ðïõ åßíáé ßóï ìå ôç
äåýôåñç óôáèåñÜ ì ôïõ Lame: G = ì) êáé ôï óýìâïëï í ôo ëüãï ôïõ Poisson (0 < í < 1/2) ôïõ ðá-
ñüíôïò éóüôñïðïõ åëáóôéêïý õëéêïý. Éó÷ýåé ìÜëéóôá, üðùò åßíáé ãíùóôü, ç Þäç ÷ñçóéìïðïéçèåßóá
óôïí ôýðï (3.1.10) ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí ôñéþí áõôþí óôáèåñþí

G = E
2(1+ í)

. (3.1.11)

ÅðïìÝíùò ïõóéáóôéêÜ äýï ìüíï åßíáé ïé áíåîÜñôçôåò óôáèåñÝò óå Ýíá éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ
åëáóôéêü õëéêü, Ýóôù ïé E êáé í.

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, ôåëéêÜ Ý÷ïõìå Ýíá óýóôçìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýîé óõíïëéêÜ åîéóþóåéò.
Ïé åîéóþóåéò áõôÝò åßíáé: (á) ôñåéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò: ïé
äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò (3.1.2) êáé (3.1.3) êáé ç ìßá åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý ôùí
ðáñáìïñöþóåùí (3.1.4) êáé (â) ôñåéò åîéóþóåéò áðü ôï íüìï ôïõ Hooke óôï åðßðåäï: ïé åîéóþóåéò
(3.1.8), (3.1.9) êáé (3.1.10). ÁõôÝò åßíáé óõíÞèåéò ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò (ü÷é äéáöïñéêÝò) åîéóþóåéò.
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Ïé Ýîé áõôÝò åîéóþóåéò Ý÷ïõí êáé Ýîé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò: ôéò ôñåéò ôÜóåéò: óx, óy êáé ôxy êáé
ôéò ôñåéò ðáñáìïñöþóåéò: åx, åy êáé ãxy . Åê ðñþôçò üøåùò, ç äéáèåóéìüôçôá Ýîé åîéóþóåùí (ôñéþí
äéáöïñéêþí êáé ôñéþí áëãåâñéêþí, ãñáììéêþí üìùò üëùí) ìå Ýîé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò óôï ðáñüí
åðßðåäï åëáóôéêü ìÝóïí D (åßôå ðåðåñáóìÝíï åßôå Üðåéñï) ç÷åß ìå èåôéêü ôñüðï. ÐñáãìáôéêÜ ïé
Ýîé áõôÝò åîéóþóåéò ìðïñïýí íá ïäçãÞóïõí, êáôáñ÷Þí ôïõëÜ÷éóôïí, óôç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñï-
âëÞìáôïò ëáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï óýíïñï C ≡ ∂D ôïõ åëáóôéêïý
ìÝóïõ D. Åìåßò óôçí ðáñïýóá åíüôçôá èá áãíïÞóïõìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Èá ðåñéïñé-
óèïýìå áðëÜ óôçí áíáãùãÞ ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò ôùí Ýîé åîéóþóåùí ìå Ýîé Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò óå ìéá ìüíï åîßóùóç: óôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (3.1.1). Ó’ áõôÞí Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç åßíáé ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç (Þ ôáóåïóõíÜñôçóç) ôïõ Airy A(x, y). ¼ðùò Þäç áíáöÝñáìå, ç
óõíÜñôçóç áõôÞ A(x, y) ðïëý óõ÷íÜ óõìâïëßæåôáé êáé ìå ö(x, y).

Ôï ðñþôï âÞìá ó÷åôéêÜ ìå ôçí áíáãùãÞ áõôÞ åßíáé ç áðáëïéöÞ ôùí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí
åð’ ùöåëåßá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò åííïåßôáé. Áõôü åßíáé Ýíá ìÜëëïí
ðïëý åõ÷åñÝò Ýñãï ðáßñíïíôáò ôéò ðáñáìïñöþóåéò áðü ôï íüìï ôïõ Hooke (3.1.8), (3.1.9) êáé
(3.1.10) êáé áíôéêáèéóôþíôáò ôéò êáôåõèåßáí óôçí åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý ôùí ðáñá-
ìïñöþóåùí (3.1.4). Áðëïðïéþíôáò ìÜëéóôá óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò E ôïõ
éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôïõ ìÝóïõ D ðïõ åîåôÜæïõìå, âñßóêïõìå Üìåóá áðü
ôçí åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) (3.1.4) üôé

∂2(óx − íóy)

∂y2
+ ∂2(óy − íóx)

∂x2
= 2(1+ í)

∂2ôxy
∂x ∂y

. (3.1.12)

ÁõôÞ åßíáé ç åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí (3.1.4) ãñáììÝíç üìùò ôþñá
ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôÜóåùí óx, óy êáé ôxy . Ç åîßóùóç áõôÞ ìðïñåß íá áðïêëçèåß áðëÜ êáé åîßóùóç
(Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý. ÌÜëéóôá ãéá üðïéïí Ý÷åé êáôáíïÞóåé ôß áêñéâþò Ýãéíå êáé Ý÷åé êáé ôï
ó÷åôéêü èñÜóïò, èá ìðïñïýóå íá áðïêëçèåß áêüìç êáé óõíèÞêç óõìâéâáóôïý ôùí ôÜóåùí.

Ôþñá ðéá Ý÷ïõìå Ýíá óýóôçìá ôñéþí ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò: (á) ôùí äýï åîéóþóåùí éóïññïðßáò (3.1.2) êáé (3.1.3) êáé (â) ôçò åîéóþóåùò óõì-
âéâáóôïý (3.1.12). Ôñåéò ìüíï åßíáé ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò óôéò åîéóþóåéò áõôÝò: ïé äýï ïñèÝò
ôÜóåéò óx êáé óy êáé ç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ôxy . ÄéáèÝôïõìå ëïéðüí ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ôñåéò
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò. ÅðïìÝíùò èá èÝëáìå íá âñåèïýí ïé ëýóåéò ôïõò óx, óy êáé ôxy (ïé ôÜóåéò)
åßôå (á) ãåíéêÜ: ãåíéêÞ ëýóç åßôå (â) õðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ éó÷ýïõí êÜèå öïñÜ: ìåñéêÞ
ëýóç Þ, êáëýôåñá, ëýóç ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí. Óôç óõíÝ÷åéá ïé ðáñáìïñ-
öþóåéò åx, åy êáé ãxy = 2åxy ìðïñïýí êáé áõôÝò èáõìÜóéá íá ðñïóäéïñéóèïýí áðü ôï íüìï ôïõ
Hooke óôï åðßðåäï, óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò áðü ôïõò ôýðïõò (3.1.8), (3.1.9) êáé (3.1.10). ÔÝëïò ëïé-
ðüí êáé ìå ôéò ðáñáìïñöþóåéò. Ðåñéïñéæüìáóôå óôç óõíÝ÷åéá óôéò ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy , åííïåßôáé
ðÜíôïôå óôï åðßðåäï, ìÝóá óôï åëáóôéêü ìÝóïí D ðïõ åîåôÜæïõìå.

B3.1.3. Áðëïðïßçóç ôçò åîéóþóåùò óõìâéâáóôïý

¼ðùò åßäáìå, Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôï óýóôçìá ôùí åîéóþóåùí (3.1.2), (3.1.3) êáé (3.1.12). Ìðïñïýìå
âÝâáéá íá åñãáóèïýìå ìå áõôü, áëëÜ äåí åßìáóôå áêüìç áðüëõôá åõ÷áñéóôçìÝíïé. Ç åîßóùóç ôïõ
óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí (áëëÜ ôþñá ìå ôéò ôÜóåéò ó’ áõôÞí), ç åîßóùóç óõìâéâáóôïý
(áò ðåñéïñéóèïýìå óôç öñÜóç áõôÞ) (3.1.12) ìðïñåß íá áðëïðïéçèåß áñêåôÜ. Áõôü ôï êáôïñèþ-
íïõìå ëáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò (3.1.2) êáé (3.1.3), ðïõ éó÷ýïõí ôáõôü-
÷ñïíá. ÐñáãìáôéêÜ áðü ôéò äýï áõôÝò åîéóþóåéò éóïññïðßáò ìå ðáñáãùãßóåéò ùò ðñïò x êáé y
áíôßóôïé÷á, ðñïêýðôåé üôé

∂óx

∂x
+ ∂ôxy

∂y
= 0 
⇒ ∂2óx

∂x2
+ ∂2ôxy

∂x ∂y
= 0, (3.1.13)

∂ôxy
∂x

+ ∂óy

∂y
= 0 
⇒ ∂2óy

∂y2
+ ∂2ôxy

∂x ∂y
= 0. (3.1.14)
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Óôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò ïé ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò äéáôìçôéêÞò ôÜóåùò ôxy Ý÷ïõí öõóéêÜ èåùñçèåß
ßóåò ìåôáîý ôïõò. ÐñïóèÝôïíôáò ôþñá ôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò (3.1.13) êáé (3.1.14), âñßóêïõìå
åðßóçò åýêïëá üôé

2
∂2ôxy
∂x ∂y

= −
(

∂2óx

∂x2
+ ∂2óy

∂y2

)
. (3.1.15)

ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå ôþñá íá áðáëåßøïõìå ôç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ôxy áðü ôçí åîßóùóç óõìâéâá-
óôïý (3.1.12) áíôéêáèéóôþíôáò ôçí åêåß (óôï äåîéü ìÝëïò) áðü ôç ìüëéò åõñåèåßóá ó÷Ýóç (3.1.15).
¸ôóé ðñïêýðôåé ìåôÜ ìÜëéóôá ÷ùñéóôÞ ãñáöÞ ôùí ðáñáãþãùí ôùí ïñèþí ôÜóåùí óx êáé óy óôï
áñéóôåñü ìÝëïò (âÜóåé ôçò ðïëý ãíùóôÞò ãñáììéêÞò éäéüôçôáò óôçí ðáñáãþãéóç) üôé

∂2óx

∂y2
− í

∂2óy

∂y2
+ ∂2óy

∂x2
− í

∂2óx

∂x2
= −(1+ í)

(
∂2óx

∂x2
+ ∂2óy

∂y2

)
. (3.1.16)

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé üñïé ðïõ åßíáé ðïëëáðëáóéáóìÝíïé åðß ôï ëüãï ôïõ Poisson í áðëïðïéïý-
íôáé. ÅðïìÝíùò áðïìÝíïõí ïé õðüëïéðïé üñïé

∂2óx

∂y2
+ ∂2óy

∂x2
= −

(
∂2óx

∂x2
+ ∂2óy

∂y2

)
. (3.1.17)

ÌåôáöÝñïíôáò ìÜëéóôá ôï äåîéü ìÝëïò óôï áñéóôåñü êáé áíáäéáôÜóóïíôáò ôïõò ôÝóóåñéò üñïõò
óôï ðéï ðÜíù Üèñïéóìá äåõôÝñùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ùò ðñïò x êáé y, ëáìâÜíïõìå

∂2óx

∂x2
+ ∂2óx

∂y2
+ ∂2óy

∂x2
+ ∂2óy

∂y2
= 0. (3.1.18)

ÅÜí ìÜëéóôá èõìçèïýìå êáé ôïí ïñéóìü (2.1.23) ôïõ ôåëåóôÞ ∇2 (∇2 ≡ Ä) ôïõ Laplace (ôçò Ëáðëá-
óéáíÞò, Laplacian) óôéò äýï äéáóôÜóåéò x êáé y

∇2 ≡ ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
, (3.1.19)

ôüôå ç ðáñáðÜíù åîßóùóç (3.1.18) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ(
∂2óx

∂x2
+ ∂2óx

∂y2

)
+
(

∂2óy

∂x2
+ ∂2óy

∂y2

)
≡ ∇2óx + ∇2óy = 0. (3.1.20)

¼ìùò ôï Üèñïéóìá äýï ïìïßùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí éóïýôáé ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ðáñÜ-
ãùãï ôïõ áèñïßóìáôïò. ÁõôÞ, åðáíáëáìâÜíïõìå, åßíáé ç ðïëý ãíùóôÞ ãñáììéêÞ éäéüôçôá óôçí
ðáñáãþãéóç. ¢ñá ç ãñáììéêÞ êáé ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.1.20),
óôçí ïðïßá êáôáëÞîáìå, ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ(

∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2

)
(óx + óy) ≡ ∇2(óx + óy) = 0. (3.1.21)

Óõìðåñáßíïõìå åðïìÝíùò üôé ç åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý (3.1.12) (ìå ôç ÷ñÞóç ôùí
ôÜóåùí) ìå ôçí åðéêïýñçóç êáé ôùí åîéóþóåùí éóïññïðßáò (3.1.2) êáé (3.1.3), ðïõ åðßóçò éó÷ýïõí,
ìðïñåß íá ðÜñåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ (3.1.21). Ç ìïñöÞ áõôÞ äçëþíåé óáöþò üôé ôü Üèñïéóìá
ôùí ïñèþí ôÜóåùí óx + óy óôï äéäéÜóôáôï ðñüâëçìá ôçò Åëáóôéêüôçôáò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëé-
êþí åðáëçèåýåé ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace, Ý÷åé ËáðëáóéáíÞ, Laplacian ìçäÝí. Åßíáé äçëáäÞ áñìïíéêÞ
óõíÜñôçóç, áêñéâþò üðùò êáé ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö êáé ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç
ñïÞò) Ø óôç äéäéÜóôáôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí. (ÁõôÜ èá ôá äïýìå ëåðôï-
ìåñþò êáé ðéï êÜôù óôçí Åíüôçôá Â3.4.) Åðßóçò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé êáé ç èåñìïêñáóßá u
(Þ è) óå ìüíéìç (óôáèåñÞ) êáôÜóôáóç óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò. Åßíáé åðßóçò êáé áñêåôÝò Üëëåò
óõíáñôÞóåéò åíäéáöÝñïíôïò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Óôï óçìåßï áõôü êÜíïõìå ó÷åôéêÞ áíá-
öïñÜ óôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.1 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Â2. Óôçí ÐáñÜãñáöï åêåßíç Â2.1.1
äéáðéóôþóáìå ôï ðïëý ìåãÜëï åíäéáöÝñïí ðïõ ðñÝðåé íá åðéäåéêíýåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ãéá
ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace êáé óôç äéäéÜóôáôç êáé óôçí ôñéäéÜóôáôç ìïñöÞ ôçò.
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Áðü ôá ðáñáðÜíù óõíÜãïõìå üôé ôï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí
ðïõ åîåôÜæïõìå Ý÷åé áíá÷èåß ôåëéêÜ óå Ýíá óýóôçìá ôñéþí ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò öõóéêÜ). Ðñüêåéôáé ãéá ôï óýóôçìá
ôùí åîéóþóåùí (3.1.2), (3.1.3) êáé (3.1.21), üðïõ âÝâáéá Ý÷ïõìå áìåëÞóåé ôéò äõíÜìåéò ìÜæáò, ðïõ
åßíáé êáèïëéêÝò äõíÜìåéò. Óôï óýóôçìá áõôü ïé äýï ðñþôåò åîéóþóåéò (3.1.2) êáé (3.1.3), ðïõ åßíáé
êáé ðñþôçò ôÜîåùò, åßíáé ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò. Ç ôñßôç åîßóùóç (3.1.21), ðïõ åßíáé äåõôÝñáò
ôÜîåùò, åßíáé ç åîßóùóç óõìâéâáóôïý, ôñïðïðïéçìÝíç üìùò, üðùò Þäç åîçãÞèçêå ðéï ðÜíù.

ÅðáíáëáìâÜíïõìå ëïéðüí ôï ôåëéêü óýóôçìá ôùí ôñéþí åîéóþóåùí óôï ïðïßï êáôáëÞîáìå
óôï ãåíéêü ðñüâëçìá ôçò åðßðåäçò Åëáóôéêüôçôáò åßôå (á) õðü óõíèÞêåò (ãåíéêåõìÝíçò) åðßðåäçò
åíôÜóåùò åßôå (â) õðü óõíèÞêåò åðßðåäçò ðáñáìïñöþóåùò

∂óx

∂x
+ ∂ôxy

∂y
= 0, (3.1.22)

∂ôxy
∂x

+ ∂óy

∂y
= 0, (3.1.23)

∇2(óx + óy) = 0. (3.1.24)

Ðñüêåéôáé ãéá ôéò äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò: (3.1.22) êáé (3.1.23) êáèþò êáé ôçí åîßóùóç óõì-
âéâáóôïý: (3.1.24). ¸÷ïõìå ôþñá ÷ñçóéìïðïéÞóåé óôçí åîßóùóç óõìâéâáóôïý (3.1.24) ìüíï ôïí
áñìïíéêü ôåëåóôÞ ∇2 (ôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace, ôç ËáðëáóéáíÞ, Laplacian).

B3.1.4. ÂïçèçôéêÝò ôáóéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy

¸÷ïõìå Þäç ðñïóäéïñßóåé ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá ôñéþí ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.1.22), (3.1.23) êáé (3.1.24). Ôï óýóôçìá áõôü Ý÷åé ôñåéò Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò: ôéò ôÜóåéò (Þ óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí) óx, óy êáé ôxy . Ïé äýï ðñþôåò
óx êáé óy åßíáé ïé ïñèÝò ôÜóåéò êáé ç ôñßôç ôxy ç äéáôìçôéêÞ ôÜóç. Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí
áðüäåéîç üôé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò (Þ ôáóåïóõíáñôÞóåùò) ôïõ Airy A = A(x, y)
ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá áíÜãåôáé óå ìéá ìüíï ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò. ÁõôÞ åßíáé ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (3.1.1) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí A(x, y), äçëáäÞ

∇4A ≡ ∂4A
∂x4

+ 2
∂4A

∂x2 ∂y2
+ ∂4A

∂y4
= 0 ìå A = A(x, y), (x, y) ∈ D. (3.1.25)

Ç áðüäåéîç áõôÞ, áí êáé äåí åßíáé Üìåóá ðñïöáíÞò, åßíáé üìùò áñêåôÜ áðëÞ óôçí êáôáíüçóÞ ôçò.

ÐñÜãìáôé, ãéá ôçí áðüäåéîç áõôÞ ðñï÷ùñþíôáò ìå ôç óåéñÜ, èá åðéæçôÞóïõìå êáôáñ÷Þí ôçí
ðëÞñùóç ôçò ðñþôçò åîéóþóåùò éóïññïðßáò (3.1.22). Ãéá ôçí ðëÞñùóç ôçò åîéóþóåùò áõôÞò
ëáìâÜíïõìå õðüøç üôé ç ó÷åôéêÞ áíáãêáßá êáé éêáíÞ óõíèÞêç åßíáé ç ýðáñîç âïçèçôéêÞò ôáóéêÞò
óõíáñôÞóåùò p = p(x, y), ôÝôïéáò þóôå

óx = ∂p
∂y

, ôxy = − ∂p
∂x

. (3.1.26)

Ç óêÝøç áõôÞ åßíáé áðüëõôá áíôßóôïé÷ç åêåßíçò ðïõ Ýãéíå óôéò ðëÞñåéò (Þ áêñéâåßò) óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò.

Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôéò ôÜóåéò óx êáé ôxy óôçí ðñþôç åîßóùóç éóïññïðßáò (3.1.22), ðáñá-
ôçñïýìå üôé

∂óx

∂x
+ ∂ôxy

∂y
= 0 
⇒ ∂2p

∂x ∂y
− ∂2p

∂y ∂x
= 0 . (3.1.27)

Ç ôåëåõôáßá üìùò åîßóùóç ðëçñïýôáé áõôüìáôá, ãéáôß ïé ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò âïçèçôé-
êÞò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò p = p(x, y) ðïõ åéóáãÜãáìå åßíáé ßóåò. (Õðïôßèåôáé âÝâáéá üôé õðÜñ÷ïõí
êáé åßíáé óõíå÷åßò, üðùò ðÜíôïôå äå÷üìáóôå óôçí ðñÜîç.) ¢ñá ç åéóáãùãÞ ôçò âïçèçôéêÞò ôá-
óéêÞò óõíáñôÞóåùò p = p(x, y) ìáò åðÝôñåøå íá áðáëëáãïýìå áðü êÜèå Ýãíïéá ùò ðñïò ôçí
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ðëÞñùóç ôçò ðñþôçò åîéóþóåùò éóïññïðßáò (3.1.22), äçëáäÞ ôçò ðñþôçò áðü ôéò ôñåéò ãñáì-
ìéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôïõ ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò. Áóöáëþò êáé
åßìáóôå åõ÷áñéóôçìÝíïé áðü ôçí åðéôõ÷ßá ìáò áõôÞ, ðáñüëï âÝâáéá ðïõ äåí ïöåßëåôáé ó’ åìÜò!

Ìå åíôåëþò áíÜëïãï ôñüðï ðëçñïýôáé áõôüìáôá êáé ç áðüëõôá áíôßóôïé÷ç äåýôåñç åîßóùóç
éóïññïðßáò (3.1.23). Áñêåß ôþñá íá åéóáãÜãïõìå êáé äåýôåñç (ðÝñáí ôçò p = p(x, y)) ðáñüìïéá
âïçèçôéêÞ ôáóéêÞ óõíÜñôçóç q = q(x, y), ôÝôïéá þóôå ïé ôÜóåéò óy êáé ôxy íá ðñïêýðôïõí áðü
áõôÞ ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò

óy = ∂q
∂x

, ôxy = − ∂q
∂y

. (3.1.28)

Ïé ôýðïé áõôïß åßíáé áðüëõôá áíÜëïãïé ôùí ôýðùí (3.1.26).

Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôéò ôÜóåéò óy êáé ôxy óôç äåýôåñç åîßóùóç éóïññïðßáò (3.1.23), ðáñá-
ôçñïýìå üôé

∂ôxy
∂x

+ ∂óy

∂y
= 0 
⇒ − ∂2q

∂x ∂y
+ ∂2q

∂y ∂x
= 0 . (3.1.29)

ÅðïìÝíùò ðëçñïýôáé êáé ç åîßóùóç áõôÞ éóïññïðßáò ãéá êÜèå åðéëïãÞ ôçò âïçèçôéêÞò ôáóéêÞò
óõíáñôÞóåùò q = q(x, y). Áñêåß âÝâáéá ç óõíÜñôçóç áõôÞ q = q(x, y) íá äéáèÝôåé äåýôåñåò óõíå÷åßò
ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ïðüôå áõôÝò åßíáé êáé ßóåò ìåôáîý ôïõò.

¢ñá ðëçñïýíôáé ôþñá êáé ïé äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò (3.1.22) êáé (3.1.23) ìåôÜ ôçí åéóáãùãÞ
ôùí äýï âïçèçôéêþí ôáóéêþí óõíáñôÞóåùí: ôùí p = p(x, y) êáé q = q(x, y) ðïõ ðñáãìáôïðïéÞ-
óáìå. Áðü ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò ìå áðëÝò ðáñáãùãßóåéò ðñïêýðôïõí ïé ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy .
ÅðïìÝíùò ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò p êáé q äéêáéïëïãçìÝíá Ý÷ïõí Þäç áðïêëçèåß âïçèçôéêÝò ôáóéêÝò
óõíáñôÞóåéò. Áõôü üìùò äåí åßíáé éäéáßôåñçò óçìáóßáò. Ôïýôï óõìâáßíåé ðñþôá ìåí ãéáôß ïé âïç-
èçôéêÝò ôáóéêÝò óõíáñôÞóåéò p êáé q åßíáé äýï óõíáñôÞóåéò áíôß ìéáò ìüíï. ¸÷ïõìå äçëáäÞ äýï
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò: ôéò p êáé q áíôß ôñéþí áñ÷éêÜ: ôùí ôÜóåùí óx, óy êáé ôxy . Èá èÝëáìå üìùò
íá åß÷áìå ìüíï ìéá Üãíùóôç óõíÜñôçóç. ÐáñáðÝñá, äåýôåñïí, ðáñáôçñïýìå üôé ç äéáôìçôéêÞ
ôÜóç ôxy åêöñÜæåôáé ôüóï óáí ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò p (ùò ðñïò x) üóï óáí ðñþôç ìåñéêÞ
ðáñÜãùãïò ôçò q (ùò ðñïò y). Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå ðñüóçìï ìåßïí ìå âÜóç ôïõò
äåýôåñïõò áðü ôïõò ôýðïõò (3.1.26) êáé (3.1.28) áíôßóôïé÷á. ¢ñá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç åîßóùóç

ôxy = − ∂p
∂x

= − ∂q
∂y

, (3.1.30)

ðïõ ãñÜöåôáé Üìåóá êáé óôç ìïñöÞ
∂p
∂x

− ∂q
∂y

= 0. (3.1.31)

Ç åîßóùóç áõôÞ (3.1.31) åßíáé ìéá åðéðëÝïí äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ
ìáò åîáóöáëßæåé ôï óõìâéâáóôü ôçò äéáôìçôéêÞò ôÜóåùò ôxy , åÜí ÷ñçóéìïðïéçèïýí ôáõôü÷ñïíá
êáé ïé äýï âïçèçôéêÝò ôáóéêÝò óõíáñôÞóåéò p êáé q. Óõãêñßíïíôáò ôþñá ôçí åîßóùóç (3.1.31) ìå ôéò
åîéóþóåéò éóïññïðßáò (3.1.22) êáé (3.1.23), ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé ó÷åäüí ôïõ ßäéïõ ìå áõôÝò ôýðïõ.
ÅðïìÝíùòáíáãêáßá êáé éêáíÞ óõíèÞêç ãéá ôçíðëÞñùóç ôçò åîéóþóåùò (3.1.31) áðïôåëåß ç ýðáñîç
ìéáò íÝáò óõíáñôÞóåùò A = A(x, y), áðü ôçí ïðïßá ìå ðñþôåò êáé ðÜëé ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò íá
ðñïêýðôïõí ïé âïçèçôéêÝò ôáóéêÝò óõíáñôÞóåéò p êáé q ùò åîÞò:

p = ∂A
∂y

, q = ∂A
∂x

. (3.1.32)

Ôüôå ç åîßóùóç áõôÞ (3.1.31) ìáò äßíåé

∂p
∂x

− ∂q
∂y

= 0 
⇒ ∂2A
∂x ∂y

− ∂2A
∂y ∂x

= 0 
⇒ ∂2A
∂x ∂y

= ∂2A
∂y ∂x

. (3.1.33)

Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ ïé ìéêôÝò áõôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé õðïôßèåíôáé üôé åßíáé ßóåò êáé ðñáãìá-
ôéêÜ åßíáé, åÜí õðÜñ÷ïõí êáé åßíáé êáé óõíå÷åßò, êÜôé ðïõ ãßíåôáé ãåíéêÜ äåêôü. ¢ñá ìå ôç ÷ñÞóç
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êáé ôçò óõíáñôÞóåùò A = A(x, y) åßìáóôå ðëÞñùò áðáëëáãìÝíïé êáé áðü ôéò äýï åîéóþóåéò éóïñ-
ñïðßáò (3.1.22) êáé (3.1.23) ìå ôçí åéóáãùãÞ ìüíï ìéáò óõíáñôÞóåùò: ôçò A(x, y). Ç óõíÜñôçóç
áõôÞ A(x, y) åßíáé ðïëý ãíùóôÞ óôçí åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá ãéá éóüôñïðï ìÝóïí êáé áðïêáëåßôáé
ôáóéêÞ óõíÜñôçóç (Þ, ßóùò áðëïýóôåñá, ôáóåïóõíÜñôçóç) ôïõ Airy.

B3.1.5. Ðñïóäéïñéóìüò ôùí ôÜóåùí

Ìå ãíùóôÞ ôç óõíÜñôçóç áõôÞ A(x, y) óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá ãéá
éóüôñïðï ìÝóïíD ïé ðñþôåò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3.1.26) êáé (3.1.32) ìáò äßíïõí áìÝóùò ãéá ôçí ðñþôç
ïñèÞ ôÜóç óx

óx = ∂2A
∂y2

. (3.1.34)

ÁíÜëïãá ç ðñþôç áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3.1.28) êáé ç äåýôåñç áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3.1.32) ìáò äßíïõí ãéá
ôç äåýôåñç ïñèÞ ôÜóç óy

óy = ∂2A
∂x2

. (3.1.35)

ÔÝëïò ïé ó÷Ýóåéò (3.1.30) êáé (3.1.32) ìáò åðéôñÝðïõí åîßóïõ Üìåóá ôïí ðñïóäéïñéóìü êáé ôçò
äéáôìçôéêÞò ôÜóåùò ôxy

ôxy = − ∂2A
∂x ∂y

= − ∂2A
∂y ∂x

. (3.1.36)

(¼ìùò ïé ìéêôÝò áõôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé åßíáé ãåíéêÜ ßóåò!) Ìå ôéò åêöñÜóåéò (3.1.34), (3.1.35) êáé
(3.1.36) éó÷ýïõí (áõôüìáôá êáé ôáõôü÷ñïíá) êáé ïé äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò (3.1.22) êáé (3.1.23),
üðùò ðñáãìáôéêÜ áíåìåíüôáí.

B3.1.6. Äéáñìïíéêüôçôá ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy

ÅðïìÝíùò ìå ôçí åéóáãùãÞ ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò A(x, y): ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò (Þ ôá-
óåïóõíáñôÞóåùò) ôïõ Airy, Ý÷ïõìå ðéá íá áó÷ïëçèïýìå áðïêëåéóôéêÜ ìå ôçí ðëÞñùóç ôçò åîéóþ-
óåùò (Þ óõíèÞêçò) óõìâéâáóôïý (3.1.24). (ÐáñåíèåôéêÜ óçìåéþíïõìå üôé ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç
ôïõ Airy A(x, y) äåí õðÜñ÷åé óïâáñüò ëüãïò íá ôçí áðïêáëïýìå âïçèçôéêÞ. Åíôïýôïéò ìáò âïçèÜåé
ðïëý, ðÜñá ðïëý óôï Ýñãï ìáò ôçò åðéëýóåùò ôïõ åðßðåäïõ åëáóôéêïý ðñïâëÞìáôïò óôç Ìç÷á-
íéêÞ ôùí Õëéêþí.) Ôþñá ðéá åßíáé åýêïëç, ðñáãìáôéêÜ ðïëý åýêïëç, ç åñãáóßá ôçò ðëçñþóåùò
ôçò åîéóþóåùò (Þ óõíèÞêçò) óõìâéâáóôïý (3.1.24) óõíáñôÞóåé ôùí ôÜóåùí êáé ó’ áõôÞí ôçí ôåëéêÞ
ôçò, ôçí áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ (3.1.24), ðïõ ìÝ÷ñé óôéãìÞò åß÷áìå áãíïÞóåé. Ðñïò ôï óêïðü áõôü
áñêåß íá áíôéêáôáóôÞóïõìå óôçí åîßóùóç áõôÞ (3.1.24) ôéò åêöñÜóåéò ôùí ïñèþí ôÜóåùí (3.1.34)
êáé (3.1.35). Ôüôå åõèýò ðñïêýðôåé üôé

∇2(óx + óy) = 0 
⇒ ∇2

(
∂2A
∂y2

+ ∂2A
∂x2

)
= 0. (3.1.37)

Óôç óõíÝ÷åéá ðáñáôçñoýìå üôé, åðåéäÞ, üðùò îÝñïõìå: ïñéóìüò (2.1.23) Þ (3.1.19), óôï åðß-
ðåäï Oxy,

∇2 ≡ ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
, (3.1.38)

ðñÝðåé íá éó÷ýåé êáé ç åîßóùóç

∇2(∇2A) ≡ ∇4A = 0. (3.1.39)

Ç åîßóùóç áõôÞ ãñÜöåôáé ðñïöáíþò êáé óå áíáëõôéêüôåñç ìïñöÞ ùò åîÞò:(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2

)(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2

)
A = 0. (3.1.40)
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Äçëþíïíôáò ìÜëéóôá ôéò ðáñáãùãßóåéò êáôÜ óáöÝóôåñï êáé ðéï áðëïðïéçìÝíï ôñüðï êáé äå-
÷üìåíïé êáé ðÜëé ôç äõíáôüôçôá åíáëëáãÞò ôçò óåéñÜò ôùí ðáñáãùãßóåùí óôéò ìéêôÝò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò, äéáðéóôþíïõìå üôé ðñáãìáôéêÜ éó÷ýåé ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (3.1.1)

∇4A ≡ ∂4A
∂x4

+ 2
∂4A

∂x2 ∂y2
+ ∂4A

∂y4
= 0 ìå A = A(x, y), (x, y) ∈ D. (3.1.41)

ÁõôÞ åßíáé ç åîßóùóç ðïõ åîáñ÷Þò èÝëáìå íá áðïäåßîïõìå üôé ðñÝðåé íá åðáëçèåýåôáé áðü ôçí
ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x, y).

B3.1.7. ÓõìðåñÜóìáôá

Ôá óõìðåñÜóìáôÜ ìáò åßíáé ðïëý áðëÜ:

• Óôï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá ç ÷ñÞóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò (Þ ôáóåïóõíáñôÞóåùò)
ôïõ Airy A(x, y) ìáò åðéôñÝðåé ôçí áõôüìáôç ðëÞñùóç êáé ôùí äýï åîéóþóåùí éóïññïðßáò
(3.1.22) êáé (3.1.23) ÷ùñßò êáíÝíáí ðñüóèåôï êüðï. Áõôü éó÷ýåé õðü óõíèÞêåò åßôå (ãåíé-
êåõìÝíçò) åðßðåäçò åíôÜóåùò åßôå åðßðåäçò ðáñáìïñöþóåùò êáé ìå ôçí áðïõóßá äõíÜ-
ìåùí ìÜæáò (êáèïëéêþí äõíÜìåùí). ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ôáóéêÞ óõíáñôÞóç ôïõ Airy A(x, y)
ðñïóäéïñßæïõìå êáé ôéò ôñåéò ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy âÜóåé ôùí ôýðùí (3.1.34), (3.1.35) êáé
(3.1.36) áíôßóôïé÷á. Ïé ôýðïé áõôïß áðáéôïýí áðëÜ ôïí õðïëïãéóìü ôùí äåýôåñùí ìåñéêþí
ðáñáãþãùí: ùò ðñïò y, ùò ðñïò x êáé ìéêôÞò áíôßóôïé÷á.

• Áíôßèåôá ç åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý (3.1.24) áðáéôåß ãéá ôçí éó÷ý ôçò ôç äéáñìï-
íéêüôçôá ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy A(x, y), äçëáäÞ ôçí ðëÞñùóç ôçò äéáñìïíéêÞò
åîéóþóåùò (3.1.39) êáé, áíáëõôéêüôåñá, (3.1.41). Åßíáé ëïéðüí ç óõíÜñôçóç A(x, y) äéáñìïíéêÞ
êáé ü÷é áðëÜ áñìïíéêÞ, üðùò åßíáé, ð.÷., ôï Üèñïéóìá ôùí ïñèþí ôÜóåùí óx + óy ëüãù ôçò
åîéóþóåùò (3.1.21).

• Óýìöùíá ìå áõôÜ ôï óýóôçìá ôùí äýï åîéóþóåùí éóïññïðßáò êáé ôçò åîéóþóåùò (Þ óõíèÞ-
êçò) óõìâéâáóôïý (3.1.22), (3.1.23) êáé (3.1.24) Ý÷åé áíá÷èåß óå ìéá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò: ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (3.1.39) Þ (3.1.41). Ôï óýóôçìá áõôü ôùí
ôñéþí åîéóþóåùí (3.1.22), (3.1.23) êáé (3.1.24) åßíáé âÝâáéá Ýíá óýóôçìá ôñéþí ïìïãåíþí
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Áðü ôéò åîéóþóåéò áõôÝò ïé äýï
ðñþôåò åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò: ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò (3.1.22) êáé (3.1.23) êáé ç ôñßôç äåõ-
ôÝñáò ôÜîåùò: ç åîßóùóç óõìâéâáóôïý (3.1.24). Êáé ïé ôñåéò áõôÝò åîéóþóåéò åßíáé ìå óôá-
èåñïýò óõíôåëåóôÝò. ÐáñáðÝñá êáé ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (3.1.39) Þ (3.1.41) ãéá ôçí ôáóéêÞ
óõíÜñôçóç ôïõ Airy åßíáé ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå
óôáèåñïýò åðßóçò óõíôåëåóôÝò. ¼ìùò ôï êüóôïò ãéá ôçí áðëïðïßçóç ôïõ åðßðåäïõ åëáóôé-
êïý ðñïâëÞìáôïò ðïõ ðåñéãñÜøáìå åßíáé ç áýîçóç ôçò ôÜîåùò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôçí ïðïßá êáôáëÞîáìå. ÐñáãìáôéêÜ ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (3.1.41)
åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò. Ç ôÜîç ôçò åßíáé ìÜëéóôá ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôÜîåùí: 1+ 1+ 2
ôùí ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò (3.1.22),
(3.1.23) êáé (3.1.24). ¸íá ôÝôïéï êüóôïò äåí åßíáé ðáñÜäïîï êáé óõ÷íÜ ðáñïõóéÜæåôáé óáí
áíôéóôÜèìéóìá êÜðïéùí ìáèçìáôéêþí áðëïðïéÞóåùí üðùò ç ðáñïýóá.

• ÕðÜñ÷åé üìùò êáé Ýíá áêüìç êüóôïò ìå ôçí åéóáãùãÞ ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò (Þ ôáóåï-
óõíáñôÞóåùò) ôïõ Airy A(x, y). Ôïýôï åßíáé üôé ç óõíÜñôçóç áõôÞ A(x, y) äåí Ý÷åé êáìßá
öõóéêÞ óçìáóßá áíôßèåôá ìå ôéò ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy , ôéò ïðïßåò áíôéêáôÝóôçóå óáí Üãíù-
óôç óõíÜñôçóç. (Ôþñá ðéá åñãáæüìáóôå ìå ôç äéáñìïíéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.1.39) Þ,
áíáëõôéêüôåñá, (3.1.41).)

• ÐñÝðåé åðßóçò íá áíáöåñèåß üôé êáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï óýíïñï C ôïõ åëáóôéêïý
ìÝóïõ D ãßíïíôáé ðïëõðëïêüôåñåò ùò ðñïò ôç ãñáöÞ ôïõò, åÜí ÷ñçóéìïðïéçèåß ó’ áõôÝò ç
ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x, y).
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• Ðáñ’ üëá áõôÜ, ç óçìáíôéêüôáôç áðëïðïßçóç ôïõ ìáèçìáôéêïý ðñïâëÞìáôïò ìå ôçí áõ-
ôüìáôç éó÷ý êáé ôùí äýï åîéóþóåùí éóïññïðßáò (3.1.22) êáé (3.1.23) åßíáé ôüóï ìåãÜëç ðïõ
áíôéóôáèìßæåé ôá ôñßá ìåéïíåêôÞìáôá åê ôçò ÷ñÞóåùò ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy
A(x, y) ðïõ ðñïáíáöÝñáìå. Ç áðëïðïßçóç áõôÞ êáèéóôÜ ôç óõíÜñôçóç áõôÞ A(x, y) Ýíá
÷ñçóéìüôáôï åñãáëåßï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ Ý÷åé íá åðéëýóåé
åðßðåäá ðñïâëÞìáôá ãéá éóüôñïðá êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêÜ ìÝóá.

B3.1.8. ÉóôïñéêÜ ó÷üëéá

Ç åéóáãùãÞ ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy A(x, y), óôçí ïðïßá áöéåñþóáìå ôçí ðáñïýóá
åíüôçôá (ðéèáíüôáôá äßêáéá ëüãù ôçò ìåãÜëçò óðïõäáéüôçôÜò ôçò) Ýãéíå áðü ôïí G. B. Airy ôï
1862. Ï Airy óôç ó÷åôéêÞ åðéóôçìïíéêÞ åñãáóßá ôïõ ðÜíù óå åðßðåäá ðñïâëçìÜôá äïêþí (ðïõ
èåùñÞèçêáí óáí ïñèïãùíéêÜ åëáóôéêÜ ìÝóá) ðñïóäéüñéóå ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò (3.1.22) êáé
(3.1.23). ÁðÝäåéîå åðßóçò ôçí áõôüìáôç ðëÞñùóÞ ôïõò ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (3.1.34), (3.1.35)
êáé (3.1.36) ãéá ôïí êáèïñéóìü ôùí ôÜóåùí ìÝóù ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò A(x, y). Ç óõíÜñôçóç
áõôÞ A(x, y) öÝñåé óÞìåñá ôï üíïìÜ ôïõ: ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy. ¼ëá áõôÜ áíáöÝñïíôáé
áðü ôïí S. P. Timoshenko óôï ôüóï åíäéáöÝñïí âéâëßï ôïõ History of Strength of Materials (Éóôïñßá
ôçò Áíôï÷Þò Õëéêþí). Dover Publications, 1983, óó. 224--225.

ÐáñÜ ôáýôá ï Airy äåí Ýëáâå õðüøç ôïõ ôçí åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý. EðïìÝíùò
ç áíÜëõóÞ ôïõ äåí Þôáí ðëÞñçò. Ôçí ôåëåõôáßá áõôÞ åîßóùóç ôçí ðÞñå áñãüôåñá õðüøç ôïõ ï
J. C. Maxwell. Áõôüò ðñþôïò áðÝäåéîå üôé ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x, y) ðñÝðåé íá ðëçñïß
ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (3.1.39) Þ (3.1.41), ðñÝðåé äçëáäÞ íá åßíáé äéáñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé ç ãåíéêÞ ðñáãìáôéêÞ ëýóç ôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç äýï
áõèáßñåôùí áíáëõôéêþí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí âñÝèçêå áðü ôïí E. Goursat ôï 1898. ÔÝëïò ï
êáèïñéóìüò ôùí ôÜóåùí óx, óy êáé ôxy ìå âÜóç ôéò äýï áõôÝò áíáëõôéêÝò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò
ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôç ãåíéêÞ ðñáãìáôéêÞ ëýóç ôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò (3.1.39) Þ (3.1.41)
ïöåßëåôáé óôïí G. V. Kolosov êáé ðñáãìáôïðïéÞèçêå ôï 1909.

B3.2. ÁÎÏÍÉÊÅÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÑÁÂÄÏÕ

B3.2.1. Ôï öõóéêü ðñüâëçìá

Èåùñïýìå óõíÞèç ñÜâäï ìÞêïõò L, äçëáäÞ ëåðôÞ åõèýãñáììç ñÜâäï áðü ïìïãåíÝò êáé éóü-
ôñïðï ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü ìåðõêíüôçôá ñ (ìÜæááíÜ ìïíÜäá üãêïõ, ü÷é ãñáììéêÞðõêíüôçôá)
êáé ìå ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young) E. ÅðéðëÝïí ç äéáôïìÞ S ôçò ñÜâäïõ èåùñåßôáé
óôáèåñÞ êáé åìâáäïý A. ÌåñéêÝò öïñÝò (áëë’ ü÷é ðïëëÝò) ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åîåôÜæåé ñÜâäïõò
(áëëÜ êáé äïêïýò, ðïõ åßíáé åðßóçò ãñáììéêïß öïñåßò) ìåôáâëçôÞò äéáôïìÞò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ
ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôïõò Á åßíáé óõíÜñôçóç ôçò èÝóåùò x êáôÜ ìÞêïò ôïõò, äçëáäÞ A = A(x).
Åðßóçò (áêüìç óðáíéüôåñá) åîåôÜæïíôáé ñÜâäïé êáé äïêïß ìå ìåôáâëçôÝò åëáóôéêÝò óôáèåñÝò ôïõ
õëéêïý ôïõò. ¸ôóé óôçí ðåñßðôùóç ôùí ñÜâäùí óå áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò èá ìðïñïýóå íá åßíáé
ìåôáâëçôü ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò E = E(x). Ç ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò äåí
åßíáé ðïëý äõóêïëüôåñç ó’ áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò. Åäþ üìùò èá ðåñéïñéóèïýìå ãéá ëüãïõò áðëü-
ôçôáò óå óõíÞèåéò ñÜâäïõò ìå óôáèåñÜ êáôÜ ìÞêïò ôïõò: (á) ôï åìâáäüí Á ôçò äéáôïìÞò ôïõò S
êáé (â) ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young) Å ôïõ éóüôñïðïõ åëáóôéêïý õëéêïý ôïõò.

Èá åîåôÜóïõìå ôéò áîïíéêÝò (ðïõ ðïëý óõ÷íÜ êáëïýíôáé êáé äéáìÞêåéò) ôáëáíôþóåéò ìéáò óõíÞ-
èïõò ñÜâäïõ ìÞêïõò L. Óôéò ôáëáíôþóåéò áõôÝò áíáðôýóóåôáé ìüíï áîïíéêÞ (éóïäýíáìá äéáìÞêçò)
ìåôáôüðéóç u = u(x, t) êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ ìå x ôç èÝóç (óõíÞèùò ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé t ôï ÷ñüíï
(óõíÞèùò ìå t ≥ 0). Ç áîïíéêÞ áõôÞ ìåôáôüðéóç u(x, t) ïöåßëåôáé óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (óõíÞ-
èùò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0) Þ/êáé óôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá ôçò ñÜâäïõ (óõíÞèùò ôá
óçìåßá x = 0 êáé x = L). ¼÷é ôüóï óõ÷íÜ, óðÜíéá, ïöåßëåôáé åðßóçò êáé óå åîùôåñéêÞ áîïíéêÞ
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öüñôéóç ôçò ñÜâäïõ êáôÜ ìÞêïò ôçò f (x, t) áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ôçò ñÜâäïõ. Ìéá ôÝôïéá åîùôåñéêÞ
öüñôéóç f (x, t) ðáñïõóéÜæåôáé ð.÷. óå ðáóóÜëïõò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óå èåìåëéþóåéò áðü ôçí
áíôßäñáóç ôïõ åäÜöïõò Þ, áðëïýóôåñá, ôï ßäéï âÜñïò ôçò ñÜâäïõ óå ðåñßðôùóç êáôáêüñõöçò
ñÜâäïõ: óôýëïõ Þ ðáóóÜëïõ. Ç êáèáñÜ áîïíéêÞ áõôÞ êáôáðüíçóç ôçò ñÜâäïõ f (x, t) èåùñåß-
ôáé åðßóçò ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíç óôç äéáôïìÞ S ôçò ñÜâäïõ ìå åìâáäüí A óôáèåñü. ÄçëáäÞ
áãíïåßôáé ç ìéêñÞ åðéññïÞ ôïõ ëüãïõ ôïõ Poisson í ôïõ éóüôñïðïõ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò ñÜâäïõ
ùò ðñïò ôç ìåôáâïëÞ ôïõ åìâáäïý A ôçò äéáôïìÞò ôçò S. Ç áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç ôçò ñÜâäïõ u(x, t),
ôçí ïðïßá æçôïýìå, èá åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç óôçí õðü ðñïóäéïñéóìü äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. YðÜñ÷ïõí üìùò êáé Üëëá áêüìç ìåãÝèç åíäéáöÝñïíôïò ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý óôçí áîïíéêÜ ôáëáíôïýìåíç ñÜâäï.

Ôï ðñþôï áðü ôá ìåãÝèç áõôÜ åßíáé ç ïñèÞ áîïíéêÞ (Þ äéáìÞêçò) ðáñáìüñöùóç åx êáôÜ
ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ. ÁõôÞ ïñßæåôáé áðëÜ óáí ç ðñþôç ÷ùñéêÞ (åí ðñïêåéìÝíù ùò ðñïò ôç èÝóç x)
ðáñÜãùãïò ôçò áîïíéêÞò ìåôáôïðßóåùò u = u(x, t) êáôÜ ìÞêïò ôçò ßäéáò ñÜâäïõ, äçëáäÞ

å = ∂u
∂x

. (3.2.1)

(Óôïí ïñéóìü áõôü (3.2.1) ðáñáëåßøáìå ôï äåßêôç x, äçëáäÞ ãñÜøáìå å ≡ åx, ÷Üñéí áðëüôçôáò
óôï óõìâïëéóìü.) Ôï äåýôåñï ìÝãåèïò ðïõ åíäéáöÝñåé åðßóçò ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé ç ïñèÞ
áîïíéêÞ (Þ äéáìÞêçò) ôÜóç ó êáé ðÜëé êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ: ó ≡ óx. Ç ôÜóç áõôÞ ó âÜóåé
ôïõ ðïëý ãíùóôïý áðü ôçí Åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí íüìïõ ôïõ Hooke åßíáé åäþ
áíÜëïãç ôçò áîïíéêÞò ðáñáìïñöþóåùò å êáé ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôïí ôüóï èåìåëéþäç ôýðï

ó = Åå. (3.2.2)

Ç óôáèåñÜ áíáëïãßáò E åßíáé ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young) ôïõ éóüôñïðïõ êáé
ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò åîåôáæüìåíçò ñÜâäïõ ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå.

Ç óõíïëéêÞ (óå üëç ôçí åðéöÜíåéá A ôçò äéáôïìÞò) áîïíéêÞ äýíáìç N = N(x, t) óå ìéá äéáôïìÞ x
ôçò ñÜâäïõ éóïýôáé ðñïöáíþò ìå ôçí áîïíéêÞ ôÜóç ó åðß ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò Á, ðïõ Þäç
Ý÷åé õðïôåèåß óôáèåñü, äçëáäÞ P = Aó. (Óçìåéþíåôáé üôé ç äýíáìç N èåùñåßôáé èåôéêÞ, åÜí åßíáé
åöåëêõóôéêÞ, ü÷é èëéðôéêÞ: ôüôå èåùñåßôáé áñíçôéêÞ). ¹ áëëéþò ç áîïíéêÞ (êáé ïñèÞ áóöáëþò)
ôÜóç ó åßíáé ôï ðçëßêï ôçò áîïíéêÞò äõíÜìåùò N äéá ôïõ åìâáäïý ôçò äéáôïìÞò Á:

ó = N
A

⇐⇒ N = Aó. (3.2.3)

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò ôüóï áðëÝò ó÷Ýóåéò (3.2.3), (3.2.2) êáé (3.2.1), äéáðéóôþíïõìå åðßóçò åõêï-
ëüôáôá üôé

N = Aó = Á(Åå) = (EA)å 
⇒ N = EA
∂u
∂x

. (3.2.4)

Ç óçìáíôéêÞ óôáèåñÜ ÅA åîáñôÜôáé êáé áðü ôç ãåùìåôñßá ôçò ñÜâäïõ (ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò
ôçò Á), áëëÜ êáé áðü ôï õëéêü ôçò (ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò Å). Ãéá ôç óôáèåñÜ áõôÞ ÅA ÷ñçóéìï-
ðïéåßôáé (áí êáé, ðñÝðåé íá ïìïëïãçèåß, ü÷é éäéáßôåñá óõ÷íÜ) ï üñïò äõóôÝíåéá ôçò ñÜâäïõ áíÜëïãá
ìå ôïõò üñïõò äõóêáìøßá óôçí êÜìøç äïêïý êáé äõóôñåøßá óôç óôñÝøç ñÜâäïõ. ÌåãÜëåò ôéìÝò
ôçò äõóôÝíåéáò ÅA ôçò ñÜâäïõ äõóêïëåýïõí áóöáëþò ôçí áýîçóç ôïõ ìÞêïõò ôçò óå åöåëêõóìü
(áëëÜ êáé ôç ìåßùóÞ ôïõ óå èëßøç) õðü óõãêåêñéìÝíåò óõíèÞêåò áîïíéêÞò öïñôßóåùò.

B3.2.2. ÁíáãùãÞ óå óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

Óå ìéá ôÝôïéá (óõíÞèç åííïåßôáé) ñÜâäï áðïìïíþíïõìå Ýíá ðÜñá ðïëý ìéêñü, áðåéñïóôü óôïé-
÷åßï ôçò ìÞêïõò Äx ðïõ ðåñéïñßæåôáé áðü ôéò äéáôïìÝò ôçò ñÜâäïõ óôéò èÝóåéò x (áñéóôåñÜ) êáé
x+Äx (äåîéÜ) êáôÜ ìÞêïò ôçò (ìå Äx > 0). Ðåñéïñéæüìáóôå óôï óôïé÷åßï áõôü ôçò ñÜâäïõ [x, x+Äx]
êáé èá åîåôÜóïõìå ôçí éóïññïðßá ôïõ (êáôÜ ôïí Üîïíá x ôçò ñÜâäïõ) áêñéâþò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t.
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Äåí õðÜñ÷ïõí ôÝìíïõóåò (åãêÜñóéåò, äéáôìçôéêÝò) äõíÜìåéò Q (óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ôï óýì-
âïëï V áíôß ôïõ Q) ïýôå êáìðôéêÝò ñïðÝò (ñïðÝò êÜìøåùò) M. Áí õðÞñ÷áí, èá ìéëïýóáìå ãéá
äïêü, ü÷é ãéá ñÜâäï, áêüìç êáé ìå ôçí ðáñïõóßá áîïíéêÞò äõíÜìåùò N óå óýíèåôç êáôáðüíçóç
ôïõ ãñáììéêïý áõôïý öïñÝá.

Óôï óôïé÷åßï ôçò ñÜâäïõ [x, x+Äx] ðïõ åîåôÜæïõìå ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t åöáñìüæïíôáé ïé åîÞò
ôñåéò äõíÜìåéò: (á) Ç áîïíéêÞ äýíáìç N(x, t) óôï áñéóôåñü óýíïñï ôïõ óôïé÷åßïõ x (äçëáäÞ óôç
äéáôïìÞ ôçò ñÜâäïõ óôçí èÝóç x) ìå äéåýèõíóç ðñïò ôá áñéóôåñÜ, åÜí åßíáé èåôéêÞ (äçëáäÞ Ý÷ïõìå
åöåëêõóìü), (â) Ç áíôßóôïé÷ç äýíáìç N(x + Äx, t) ôçí ßäéá áêñéâþò ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, áëëÜ ôþñá
óôï äåîéü óýíïñï ôïõ óôïé÷åßïõ x + Äx ìå äéåýèõíóç ðñïò ôá äåîéÜ, êáé ðÜëé åÜí åßíáé èåôéêÞ êáé
(ã) Ôï åîùôåñéêü áîïíéêü öïñôßï f (x, t) Äx ðÜíù óôï óôïé÷åßï áõôü ôçò ñÜâäïõ, ðïõ åßíáé öõóéêÜ
ßóï ìå ôï áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò áîïíéêü öïñôßï f (x, t) åðß ôï ìÞêïò ôïõ óôïé÷åßïõ Äx (öõóéêÜ ìå
Äx > 0). ÁõôÜ âÝâáéá éó÷ýïõí ãéá ðÜñá ðïëý ìéêñü, áðåéñïóôü ìÞêïò Äx ôïõ óôïé÷åßïõ [x, x+Äx]
ôçò ñÜâäïõ ðïõ áðïìïíþóáìå êáé åîåôÜæïõìå. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç óõíÜñôçóç ôçò åîùôåñéêÞò
áîïíéêÞò öïñôßóåùò f (x, t) äå ìåôáâÜëëåôáé ïõóéáóôéêÜ óôï ìÞêïò Äx ôïõ óôïé÷åßïõ.

Ìðïñïýìå åðïìÝíùò íá õðïëïãßóïõìå ôç óõíïëéêÞ (êáé áðåéñïóôÞ êáé áõôÞ âÝâáéá) äýíáìç
ÄF åðß ôïõ áðåéñïóôïý áõôïý óôïé÷åßïõ [x, x + Äx] ôçò ñÜâäïõ, ôï ïðïßï áðïìïíþóáìå áðü ôçí
üëç ñÜâäï, êáé áóöáëþò êáôÜ ôïí Üîïíá x ôçò ñÜâäïõ. Ôç èåùñïýìåíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ç äýíáìç
áõôÞ ÄF èá éóïýôáé ðñïöáíþò ìå

ÄF = −N(x, t)+ N(x + Äx, t)+ f (x, t) Äx. (3.2.5)

ÁëëÜ óýìöùíá ìå ôïí ôüóï ãíùóôü äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá, ç áîïíéêÞ áõôÞ äýíáìç ÄF éóïýôáé
åðßóçò ìå ôç (óôïé÷åéþäç) ìÜæá Äm ôïõ óôïé÷åßïõ áõôïý ôçò ñÜâäïõ åðß ôçí åðéôÜ÷õíóÞ ôïõ a:

ÄF = Äma. (3.2.6)

Óôç óõíÝ÷åéá ç ìÜæá Äm ôïõ óôïé÷åßïõ åßíáé ðñïöáíþò ßóç ìå ôïí üãêï ôïõ ÄV = ÁÄx (A åßíáé
ôï Þäç áíáöåñèÝí óôáèåñü åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôçò ñÜâäïõ) åðß ôçí ðõêíüôçôá ñ ôïõ õëéêïý
ôçò ñÜâäïõ, äçëáäÞ

Äm = ñÄV 
⇒ Äm = ñÁÄx. (3.2.7)

Åðßóçò ç áîïíéêÞ åðéôÜ÷õíóç a ôïõ óôïé÷åßïõ (ðïõ êáé áõôÞ èåùñåßôáé üôé äå ìåôáâÜëëåôáé óôï
ðáñüí óôïé÷åßï áðåéñïóôïý ìÞêïõò [x, x+Äx]) åßíáé ðñïöáíþò ç äåýôåñç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãïò (ùò
ðñïò ôï ÷ñüíï t, ü÷é ôç èÝóç x) ôçò áîïíéêÞò (Þ äéáìÞêïõò) ìåôáôïðßóåùò u = u(x, t) ôïõ óôïé÷åßïõ:

a = ∂2u
∂t2

. (3.2.8)

¢ñá ï íüìïò ôïõ Íåýôùíá (3.2.6) ëüãù ôùí ó÷Ýóåùí (3.2.7) êáé (3.2.8) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ÄF = (ñÁÄx)
∂2u
∂t2

= ñÁ
∂2u
∂t2

Äx. (3.2.9)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ðñÝðåé ôþñá íá åéóáãÜãïõìå ôç äýíáìç ÄF, ðïõ ç ôéìÞ ôçò åßíáé Þäç äéáèÝóéìç
áðü ôç ó÷Ýóç (3.2.5). Ôüôå ðñïêýðôåé ç ðáñáðÝñá ó÷Ýóç

− N(x, t)+ N(x + Äx, t)+ f (x, t) Äx = ñÁ
∂2u
∂t2

Äx. (3.2.10)

ÁëëÜæïõìå ôþñá ôç óåéñÜ ôùí äýï ðñþôùí üñùí (áîïíéêþí äõíÜìåùí N óôéò äéáôïìÝò x êáé
x + Äx ôçò ñÜâäïõ áíôßóôïé÷á) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (3.2.10). Äéáéñïýìå åðßóçò êáé
ôá äýï ìÝëç ôçò äéá ôïõ áðåéñïóôïý ìÞêïõò Äx ôïõ óôïé÷åßïõ [x, x + Äx] ôçò ðáñïýóáò áîïíéêÜ
êáôáðïíïýìåíçò êáé ôáëáíôïýìåíçò ñÜâäïõ ðïõ åîåôÜæïõìå. ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé

N(x + Äx, t)− N(x, t)
Äx

+ f (x, t) = ñÁ
∂2u
∂t2

. (3.2.11)
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Óôï üñéï ìå Äx → 0, üðùò Ý÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé (áðåéñïóôü óôïé÷åßï ìÞêïõò Äx), ôï áñéóôåñü
ìÝëïò åêöñÜæåé ðñïöáíþò ôçí ðñþôç ÷ùñéêÞ (ùò ðñïò ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ) ìåñéêÞ
ðáñÜãùãï ∂N/∂x ôçò áîïíéêÞò äõíÜìåùò N, åðåéäÞ

lim
Ä x→0

N(x + Äx, t)− N(x, t)
Äx

= ∂N
∂x

. (3.2.12)

Áõôüò åßíáé ï ïñéóìüò ôçò ðáñïýóáò (ôçò ðñþôçò ÷ùñéêÞò) ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ.

¢ñá ç ó÷Ýóç (3.2.11) (ìå Äx → 0 öõóéêÜ) ìåôáðßðôåé óôçí åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò:

∂N
∂x

+ f (x, t) = ñÁ
∂2u
∂t2

. (3.2.13)

Äõóôõ÷þò üìùò äå öèÜóáìå áêüìç óôç æçôïýìåíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ëüãù ôçò ôáõôü÷ñïíçò ðáñïõóßáò äýï Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí: ôçò áîïíéêÞò äõíÜìåùò N, áëëÜ
êáé ôçò áîïíéêÞò ìåôáôïðßóåùò u óôç ñÜâäï. ÊáôáëÞîáìå Üñáãå óå ìéá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, áëëÜ ìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò; ¼÷é âÝâáéá, ãéáôß åßíáé Þäç äéáèÝóéìç
êáé Üëëç ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ç (3.2.4), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå:

N = EA
∂u
∂x

. (3.2.14)

Ç åîßóùóç áõôÞ óõíäÝåé ôéò ßäéåò äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò: ôçí áîïíéêÞ äýíáìçN êáé ôçí áîïíéêÞ
ìåôáôüðéóç u (óôç ìïñöÞ ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂u/∂x) ìÝóù ôçò äõóôÝíåéáò EA ôçò ñÜâäïõ.

◆ ÓõìðÝñáóìá: Ðñïò ôï ðáñüí åßíáé äéáèÝóéìï Ýíá óýóôçìá äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå êáôáñ÷Þí ôçí åîßóùóç (3.2.13). Ç åîßóùóç
áõôÞ åßíáé ãåíéêÜ ìç ïìïãåíÞò, ëüãù ôçò ðáñïõóßáò óôï áñéóôåñü (ü÷é óôï äåîéü) ìÝëïò ôçò ôçò
ãíùóôÞò åîùôåñéêÞò áîïíéêÞò öïñôßóåùò áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò f (x, t). Åßíáé åðßóçò äåõôÝñáò ôÜîåùò
ëüãù ôçò äåõôÝñáò ÷ñïíéêÞò ðáñáãþãïõ óôï äåîéü ìÝëïò ôçò, ðïõ åêöñÜæåé ôçí áîïíéêÞ åðéôÜ-
÷õíóç a. ¸÷ïõìå åðßóçò êáé ôçí åîßóùóç (3.2.14), ðïõ åßíáé áðëïýóôåñç, ïìïãåíÞò êáé ðñïöáíþò
ðñþôçò ôÜîåùò. Ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (Þ åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò) åßíáé äýï: (á) ç áîïíéêÞ
äýíáìç N = N(x, t) êáé (â) ç åðßóçò áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç u = u(x, t). Ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò
åßíáé êáé áõôÝò äýï: (á) ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ (0 ≤ x ≤ L) êáé (â) ï ÷ñüíïò t (t ≥ 0).
¢ñá Ý÷ïõìå Ýíá áðëü óýóôçìá äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò ñA êáé EA, êáé ìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò: ôéò N êáé u.

B3.2.3. ÁíáãùãÞ óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò

ÔïðáñáðÜíùóýóôçìá äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò (3.2.13)
êáé (3.2.14) ðïëý åýêïëá áíÜãåôáé óå ìéá ìüíï áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ÐñáãìáôéêÜ, áíôé-
êáèéóôþíôáò ôçí áîïíéêÞ äýíáìç N áðü ôç äåýôåñç åîßóùóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý (3.2.14) óôçí
ðñþôç (3.2.13), äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé

EA
∂2u
∂x2

+ f (x, t) = ñÁ
∂2u
∂t2

. (3.2.15)

ÄéáèÝôïõìå åðïìÝíùò ôþñá ìéá ìüíï ãñáììéêÞ êáé ãåíéêÜ ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò. (¸÷ïõìå äåýôåñåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôüóï ùò ðñïò ôç èÝóç x
üóï êáé ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t.) Ç åîßóùóç áõôÞ (3.2.15) Ý÷åé åðßóçò óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò EA
êáé ñA êáé, öõóéêÜ, ìéá ìüíï Üãíùóôç óõíÜñôçóç: ôçí áîïíéêÞ (Þ äéáìÞêç) ìåôáôüðéóç u.

Ðïëý óõ÷íÜ (áëë’ ü÷é ðÜíôïôå) ç åîùôåñéêÞ áîïíéêÞ öüñôéóç áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò f (x, t) åßíáé
ìçäåíéêÞ Þ áãíïåßôáé. ÂÝâáéá óå êáôáêüñõöïõò óôýëïõò ôï ßäéï âÜñïò (äçëáäÞ ôï äéêü ôïõò
âÜñïò) áðïôåëåß ìéá åîùôåñéêÞ áîïíéêÞ öüñôéóç. Ôï ßäéï éó÷ýåé åðßóçò óå ðáóóÜëïõò, ó’ áõôïýò
ìå åîùôåñéêÞ áîïíéêÞ öüñôéóç ôçí áíôßäñáóç ôïõ åäÜöïõò êáôÜ ìÞêïò ôïõò åíôüò ôïõ åäÜöïõò.
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Êáëýôåñá üìùò íá ìçí åðåêôáèïýìå óôï èÝìá áõôü. ÔåëéêÜ ìå f (x, t) ≡ 0 ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.2.15), óôçí ïðïßá Þäç êáôáëÞîáìå, êáèßóôáôáé ïìïãåíÞò êáé áðëïðïéåßôáé
óôç ìïñöÞ

EA
∂2u
∂x2

= ñÁ
∂2u
∂t2

. (3.2.16)

Äéáéñïýìå ìÜëéóôá êáé ôá äýï ìÝëç ôçò ìå ôç óôáèåñÜ ñÁ ôïõ äåîéïý ìÝëïõò. Ïñßæïõìå åðßóçò ôçí
ôá÷ýôçôá c ôùí áîïíéêþí (äéáìÞêùí) êõìÜôùí óôçí ðáñïýóá ñÜâäï (ôýðïò (2.1.45))

c =
√

E
ñ
. (3.2.17)

¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôçí ôüóï êëáóéêÞ ìïíïäéÜóôáôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ
åîßóùóç)

c2
∂2u
∂x2

= ∂2u
∂t2

⇐⇒ ∂2u
∂x2

= 1
c2

∂2u
∂t2

. (3.2.18)

Ç åîßóùóç áõôÞ (3.2.18) óõíÞèùò áíáöÝñåôáé êáé óáí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò óôç ìéá äéÜóôáóç x,
åðåéäÞ áðáíôÜôáé êáé óôï ðñüâëçìá ôùí åãêÜñóéùí ôáëáíôþóåùí ÷ïñäÞò. Ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç éó÷ýåé (ðñïóåããéóôéêÜ âÝâáéá) êáé ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò (åãêÜñóéåò) ôáëáíôþóåéò åõèýãñáì-
ìïõ êáëùäßïõ. ÔÝôïéá êáëþäéá õðÜñ÷ïõí, ð.÷. óôéò êáëùäéùôÝò ãÝöõñåò, üðùò åßíáé ç ãÝöõñá
Ñßïõ--Áíôéññßïõ. Ç ðñïóÝããéóç åíüò êáëùäßïõ áðü ÷ïñäÞ ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò üôé ôï êáëþäéï
ðáñïõóéÜæåé ìéá ðïëý ìéêñÞ äõóêáìøßá. (Áíôßèåôá ç ÷ïñäÞ äåí ðáñïõóéÜæåé.)

ÁëëÜ, íá ìç ëçóìïíåßôáé ôïýôï, óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u äçëþíåé
ôçí åãêÜñóéá (êÜèåôç) ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí x ôçò ÷ïñäÞò. Áíôßèåôá óôçí ðáñïýóá äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ôçí (3.2.18), ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u äçëþíåé ôçí áîïíéêÞ
(äéáìÞêç) ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí x ôçò ñÜâäïõ êáé ü÷é ðéá ÷ïñäÞò. Êáé óôç óôáèåñÜ c õðÜñ÷åé
âÝâáéá äéáöïñÜ. Ï ïñéóìüò ôçò åßíáé åíôåëþò äéáöïñåôéêüò óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò êáé óôï
ðáñüí ðñüâëçìá áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí ñÜâäïõ. ÓõãêåêñéìÝíá óôï ðáñüí ðñüâëçìá ñÜâäïõ
éó÷ýåé, üðùò Þäç åßäáìå, ï ïñéóìüò (3.2.17) ìÝóù ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò E êáé ôçò (óõíÞèïõò)
ðõêíüôçôáò (ü÷é ôçò ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò) ñ ôïõ éóüôñïðïõ êáé åëáóôéêïý õëéêïý ôçò ñÜâäïõ.

ÂÝâáéá, üðùò äéáðéóôþíåôáé åýêïëá êáé åßíáé Ýôóé êé áëëéþò áíáãêáßï, ç óôáèåñÜ c êáé óôï
ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò Þ/êáé ôïõ êáëùäßïõ (óå åãêÜñóéåò ôáëáíôþóåéò) êáé óôï ðáñüí ðñüâëçìá
ôçò ñÜâäïõ (óå áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò) Ý÷åé äéáóôÜóåéò ôá÷ýôçôáò (ð.÷. m/sec). Óôï ðáñüí ðñü-
âëçìá ñÜâäïõ ðïëý åýêïëá åðáëçèåýåôáé ôï ãåãïíüò áõôü, ãéáôß: (á) ÓõíÞèçò ìïíÜäá ôïõ ìÝôñïõ
åëáóôéêüôçôáò E åßíáé ôï Pascal:

Pa = N
m2

= kg m/sec2

m2
= kg

m sec2
(3.2.19)

(êáé ôá ðïëý óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýìåíá ðïëëáðëÜóéÜ ôïõ öõóéêÜ üðùò ôï kPa). (â) ÓõíÞèçò
ìïíÜäá ôçò ðõêíüôçôáò ñ åßíáé ôï kg/m3. ¢ñá óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü (3.2.17) ôçò óôáèåñÜò c
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.2.18) óõíÞèçò ìïíÜäá ôçò óôáèåñÜò áõôÞò c èá åßíáé ôï m/sec, åðåéäÞ:√

Pa

kg /m3 =
√

N/m2

kg /m3 =
√

kg /(m sec2)

kg /m3 =
√

m2

sec2
= m

sec
(3.2.20)

ëüãù êáé ôçò ðñïçãïõìÝíçò ó÷Ýóåùò ìïíÜäùí (3.2.19). Ðñïêýðôåé åðïìÝíùò ìïíÜäá ôá÷ýôçôáò
ãéá ôçí ðáñïýóá óôáèåñÜ c. Ôï ßäéï áêñéâþò éó÷ýåé êáé óå êÜèå åìöÜíéóç ôçò ìïíïäéÜóôáôçò
åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò (óå ðïéêßëá öõóéêÜ ðñïâëÞìáôá: ÐáñÜãñáöïò Â2.1.3 ôïõ Êåöáëáßïõ Â2)
ãéá ôç ó÷åôéêÞ óôáèåñÜ c. ¢ñá ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (3.2.18) (ðïõ åßíáé áðëÜ ç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôïõ êýìáôïò) åßíáé óùóôÞ, üðùòðñáãìáôéêÜáíáìåíüôáí, êáé áðüáðüøåùò äéáóôÜóåùí.
Åð’ åõêáéñßá õðåíèõìßæåôáé üôé ìéá ìåôáôüðéóç (üðùò åäþ ç u) Ý÷åé ìïíÜäåò ìÞêïõò, Ýóôù êáé áí
åßíáé ðÜñá ðïëý ìéêñÞ, åíþ ç ðáñáìüñöùóç å (ïñéóìüò ôçò óôïí ôýðï (3.2.1)) åßíáé öõóéêÜ Ýíá
áäéÜóôáôï ìÝãåèïò.
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B3.2.4. ÅíáëëáêôéêÝò ìïñöÝò ôçò ðáñïýóáò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò

Áðü ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.2.13)
êáé (3.2.14) ðïëý åýêïëá êáôáëÞîáìå Þäç óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ
åîßóùóç) (3.2.18) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç u = u(x, t). (ÔåëéêÜ õðïèÝóáìå
åðßóçò üôé f = f (x, t) ≡ 0.) ËáìâÜíïíôáò õðüøç êáôÜëëçëåò áñ÷éêÝò êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé
ëýíïíôáò ôçí åîßóùóç (3.2.18), ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå (ìå ìåèüäïõò ðïõ èá åîçãÞóïõìå óå
åðüìåíá êåöÜëáéá) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç: ôçí áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç u = u(x, t). Ôüôå ç áîïíéêÞ
äýíáìç N = N(x, t) ìðïñåß ðëÝïí êáé áõôÞ íá ðñïóäéïñéóèåß Üìåóá áðü ôçí åîßóùóç (3.2.14)
êáôüðéí ðáñáãùãßóåùò ôçò ìåôáôïðßóåùò u ðïõ âñÞêáìå ùò ðñïò x.

Åíôïýôïéò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óõíÞèùò åíäéáöÝñåôáé ãéá ôçí ôÜóç ó: ôçí ïñèÞ ôÜóç ó = óx

êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá x ôçò ñÜâäïõ. Ôïýôï óõìâáßíåé, ãéáôß ìå õøçëÝò ôéìÝò ôçò ôÜóåùò
áõôÞò ó, äçëáäÞ ìå ó ≥ ó0 Ýóôù êáé óå Ýíá ìüíï óçìåßï x ôçò ñÜâäïõ, ç ñÜâäïò èá áóôï÷Þóåé.
(Ôï óýìâïëï ó0 äçëþíåé ðñïöáíþò ôï üñéï ôçò áíôï÷Þò ôïõ õëéêïý ôçò ñÜâäïõ, óõíÞèùò ôï üñéï
äéáññïÞò.) ÔåëéêÜ ìðïñåß êáé íá èñáõóèåß. ÖõóéêÜ ï êßíäõíïò áõôüò åßíáé áíÜëïãïò êáé ìå ôçí
áíôï÷Þ ôïõ õëéêïý ôçò ñÜâäïõ ùò ðñïò ôç äéáññïÞ êáé ôç èñáýóç, Ýíá èÝìá ðïõ åîåôÜæåôáé
ëåðôïìåñþò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, ãéá íá ìç óõìâåß äéáññïÞ Þ èñáýóç,
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èá ðñÝðåé íá åëÝã÷åé ôçí ôÜóç ó = ó(x, t) ðïõ áíáðôýóóåôáé êáôÜ ìÞêïò
ôçò ðáñïýóáò áîïíéêÜ êáôáðïíïýìåíçò ñÜâäïõ (óå êÜèå èÝóç x êáé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t).
Ðéï áíáëõôéêÜ èá ðñÝðåé ðáíôïý (äçëáäÞ ãéá 0 ≤ x ≤ L ìå L ôï ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ) êáé ðÜíôïôå
(äçëáäÞ ãéá t ≥ 0 ìå t0 = 0 ôç óôéãìÞ åíÜñîåùò ôùí ôáëáíôþóåùí ôçò ñÜâäïõ) íá éó÷ýåé ï
ðåñéïñéóìüò

ó(x, t) < ó0, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0. (3.2.21)

Áõôüò åßíáé Ýíáò áíéóïôéêüò ðåñéïñéóìüò ëüãù ôçò ðáñïõóßáò áíéóüôçôáò ó’ áõôüí. Óôïí ðåñéï-
ñéóìü áõôü (3.2.21) ôï óýìâïëï ó0 äçëþíåé öõóéêÜ ôï üñéï äéáññïÞò ôïõ õëéêïý ôçò ñÜâäïõ.

ÅðáíáëáìâÜíåôáé üôé áõôÜ áðïôåëïýí Ýíá èÝìá ðïõ áöïñÜ óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Åäþ
áðëÜ óçìåéþíåôáé üôé ëüãù ôùí âáóéêþí ôýðùí (3.2.1) êáé (3.2.2) Ý÷ïõìå ãéá ôçí ôÜóç ó = ó(x, t)

ó = Å
∂u
∂x

. (3.2.22)

ÅðïìÝíùò ç ëýóç ôçò åîéóþóåùò (3.2.18) (÷ùñßò íá áãíïïýíôáé âÝâáéá ïé áñ÷éêÝò êáé ïé óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò) ìáò äßíåé êáé ôçí ôÜóç ó = ó(x, t) êáôÜ ìÞêïò üëçò ôçò ñÜâäïõ. Åßìáóôå Ýôóé óå èÝóç íá
åëÝã÷ïõìå ôçí éó÷ý ôïõ ðåñéïñéóìïý (ôçò áíéóüôçôáò) (3.2.21) ãéá ôïí áðïêëåéóìü ôçò áóôï÷ßáò
ôçò ñÜâäïõ óå êÜðïéï óçìåßï ôçò x ìéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t. Ëßãï ðéï åðßóçìá (ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ
óõìâüëïõ ∀, ðïõ óçìáßíåé «ãéá êÜèå») ï ðåñéïñéóìüò (3.2.21) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôç ìïñöÞ

∀ x ∈ [0, L] êáé ∀ t ∈ [0,∞) ó(x, t) < ó0. (3.2.23)

ÁöåôÝñïõ, åÜí ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìåôÜ ôçí áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç u ðñïóäéüñéóå ðñþôá ôçí
áîïíéêÞ äýíáìç N ìÝóù ôïõ ôýðïõ (3.2.14), ôüôå ç áîïíéêÞ (êáé ïñèÞ áóöáëþò) ôÜóç ó = ó(x, t)
ðñïóäéïñßæåôáé áðëÜ óáí ôï ðçëßêï ó = N/A óôïí ðñþôï ôýðï (3.2.3).

Ìéá Üëëç, ôïõëÜ÷éóôïí èåùñçôéêÞ (áò åßìáóôå åéëéêñéíåßò: áðëÜ èåùñçôéêÞ) äõíáôüôçôá ãéá
ôïíðñïóäéïñéóìü ôçò áîïíéêÞò äõíÜìåùòNðáñÝ÷åé ç åýñåóç ôçò äéêéÜò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áðü ôï ßäéï óýóôçìá ôùí åîéóþóåùí (3.2.13) êáé (3.2.14). Ðñïò ôï óêïðü
áõôü ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò x ôçí åîßóùóç (3.2.13), ïðüôå âñßóêïõìå üôé

∂2N
∂x2

+ ∂f
∂x

= ñÁ
∂3u

∂x ∂t2
. (3.2.24)
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Ðáßñíïõìå åðßóçò õðüøç êáé ôç äõíáôüôçôá åíáëëáãÞò ôçò óåéñÜò ôùí ìåñéêþí ðáñáãùãßóåùí
óå ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, åäþ óôï äåîéü ìÝëïò ôçò åîéóþóåùò (3.2.24). Óôç óõíÝ÷åéá, ÷ñç-
óéìïðïéþíôáò êáé ôçí åîßóùóç (3.2.14) (ïðüôå ∂u/∂x = N/(EA)) åðßóçò óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ßäéáò
åîéóþóåùò (3.2.24), äéáðéóôþíïõìå üôé

∂2N
∂x2

+ ∂f
∂x

= ñ
Å

∂2N
∂t2

. (3.2.25)

ÅðïìÝíùò ðåôý÷áìå ôþñá ôçí áðáëïéöÞ ôçò áîïíéêÞò ìåôáôïðßóåùò u (áíôß ôçò áîïíéêÞò
äõíÜìåùò N ðñïçãïõìÝíùò) óôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
(3.2.13) êáé (3.2.14). ÐáñÝìåéíå Ýôóé ìüíï ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç N óôçí ôåëéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.2.25). ÕðïèÝôïíôáò ôþñá êáé ðÜëé üôé f = f (x, t) ≡ 0, üðùò óõ÷íÜ
óõìâáßíåé óôçí ðñÜîç, ç åîßóùóç (3.2.25) ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò

∂2N
∂x2

= 1
c2

∂2N
∂t2

, (3.2.26)

áí èõìçèïýìå êáé ôïí ïñéóìü (2.1.45) Þ (3.2.17) ôçò óôáèåñÜò c (ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ êýìáôïò),
ðïõ åßíáé c = √E/ñ. ÐñïÝêõøå ëïéðüí ç ßäéá (áêñéâþò ç ßäéá) ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò,
áëëÜ ôþñá ãéá ôçí áîïíéêÞ äýíáìç N óôç ñÜâäï ðïõ åîåôÜæïõìå. Áíôßèåôá ç åîßóùóç (3.2.18)
ðñïçãïõìÝíùò áöïñïýóå óôçí áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç u óôçí ßäéá ñÜâäï.

Áóöáëþò, óßãïõñá Ýôóé åßíáé, üðùò êáé Üìåóá äéáðéóôþíåôáé ðáñáãùãßæïíôáò ôçí åîßóùóç
ôïõ êýìáôïò (3.2.18) óôï ðáñüí ðñüâëçìá ñÜâäïõ ùò ðñïò ôç èÝóç x

∂2u
∂x2

= 1
c2

∂2u
∂t2


⇒ ∂3u
∂x3

= 1
c2

∂3u
∂x ∂t2


⇒ EA
∂3u
∂x3

= EA
c2

∂3u
∂t2 ∂x

(3.2.27)

êáé ìçí îå÷íþíôáò áðü ôï äåýôåñï ôýðï (3.2.4) üôé EA(∂u/∂x) = N. ÅðïìÝíùò ðñïêýðôåé êáé ðÜëé
ç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (3.2.26).

Êáé áêüìç ðéï ðÝñá, åðåéäÞ ó = N/A (ðñþôïò ôýðïò (3.2.3)), äéáéñþíôáò ìå Á (ôï óôáèåñü
åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôçò ñÜâäïõ, üðùò õðïèÝóáìå) êáé ôá äýï ìÝëç ôçò åîéóþóåùò (3.2.26),
ðáßñíïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç êáé ðÜëé ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò ãéá ôçí áîïíéêÞ ïñèÞ
ôÜóç ó êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ. (Áò ìçí áðïêáëïýìå ôçí åîßóùóç áõôÞ åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò, ãéáôß
áíáöåñüìáóôå óå áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ñÜâäïõ.) ÅðïìÝíùò

∂2ó
∂x2

= 1
c2

∂2ó
∂t2

. (3.2.28)

Ç ßäéá åîßóùóç éó÷ýåé âÝâáéá êáé ãéá ôçí áîïíéêÞ ðáñáìüñöùóç å ëüãù ôïõ ôýðïõ ïñéóìïý ôçò
(3.2.1) Þ, áðëïýóôåñá, ôïõ íüìïõ ôïõ Hooke (3.2.2).

ÐñáêôéêÜ âÝâáéá ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (3.2.18) ãéá ôçí áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç u
áñêåß. Ç áîïíéêÞ äýíáìç N ðñïêýðôåé óôç óõíÝ÷åéá áðü ôï äåýôåñï ôýðï (3.2.4) êáé, ðáñáðÝñá,
ç áîïíéêÞ ôÜóç ó áðü ôïí ðñþôï ôýðï (3.2.3). Ç ßäéá ôÜóç ó ðñïêýðôåé åðßóçò êáé ðéï Üìåóá, êá-
ôåõèåßáí: ÷ùñßò ôçí ðáñÝìâáóç ôçò áîïíéêÞò äõíÜìåùòN, áðü ôïí ôýðï (3.2.22). Ï ôýðïò áõôüò
åßíáé ïõóéáóôéêÜ ï äéÜóçìïò íüìïò ôïõ Hooke óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ãéá éóüôñïðá êáé ãñáì-
ìéêÜ åëáóôéêÜ õëéêÜ. Ôéò äýï áõôÝò éäéüôçôåò (éóïôñïðßá êáé ãñáììéêÞ åëáóôéêüôçôá) ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò ôéò õðïèÝôåé üôé éó÷ýïõí ãéá ðÜñá ðïëëÜ õëéêÜ ôïõ, áëë’ ü÷é ãéá üëá. Óå áñêåôÝò üìùò
ðåñéðôþóåéò ç õðüèåóç áõôÞ áðïôåëåß áðëÜ ìéá ðñïóÝããéóç ôçò ðñáãìáôéêüôçôáò. Ç ðñïóÝã-
ãéóç áõôÞ Ý÷åé üìùò óáí óôü÷ï Ýíá ðïëý áðëïýóôåñï ìáèçìáôéêü ìïíôÝëï. Áõôü êáé åðéäéþêåôáé
ôïõëÜ÷éóôïí ìÝ÷ñé ôçí áêüìç ðáñáðÝñá åîÝëéîç óôéò óçìåñéíÝò äõíáôüôçôåò ôùí çëåêôñïíéêþí
õðïëïãéóôþí, þóôå íá åßíáé õðïëïãéóôéêÜ åý÷ñçóôá êáé ðïëý ðïëõðëïêüôåñá ìáèçìáôéêÜ ìï-
íôÝëá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (Þ Áíôï÷Þ ôùí Õëéêþí)!
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B3.2.5. ×ñÞóç èåùñçìÜôùí ìÝóçò ôéìÞò

Óôçí ÐáñÜãñáöï Â3.2.2 ðñïçãïõìÝíùò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå Ýíá áðåéñïóôü óôïé÷åßï ôçò ôáëá-
íôïýìåíçò ñÜâäïõ, äçëáäÞ Ýíá óôïé÷åßï áðåéñïóôïý ìÞêïõò Äx (Äx > 0), ìå óêïðü ôçí áíáãùãÞ
ôïõ üëïõ ðñïâëÞìáôïò ôåëéêÜ (óôçí ÐáñÜãñáöï Â3.2.3) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò (3.2.15). Áðü ôçí åîßóùóç áõôÞ (3.2.15) óôç óõíÝ÷åéá (ìå f (x, t) ≡ 0) ïäçãçèÞêáìå óôç
ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (3.2.18). Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá áðïóýñïõìå ôïí ðéï
ðÜíù ðåñéïñéóìü: ôïõ áðåéñïóôïý ìÞêïõò Äx, èåùñþíôáò ãåíéêüôåñá Ýíá óôïé÷åßï [x, x + Äx]
(âÝâáéá ðÜëé ìå Äx > 0) ôçò ôáëáíôïýìåíçò ñÜâäïõ ÷ùñßò üìùò áõôü íá åßíáé êáôáñ÷Þí áðåéñï-
óôü. Ìüíï óôï ôÝëïò ôçò üëçò äéáäéêáóßáò èá õðïèÝóïõìå üôé Äx → 0. ÖõóéêÜ åßíáé áõôïíüçôï
üôé 0 ≤ x < x + Äx ≤ L ãéá ñÜâäï [0, L] ìå áñ÷Þ ôï óçìåßï x = 0 êáé ìÞêïò L. Ãéá ôçí ðáñïýóá
áíôéìåôþðéóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò áîïíéêÜ ôáëáíôïýìåíçò ñÜâäïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá
èåùñÞìáôá ôçò ìÝóçò ôéìÞò óôïí Áðåéñïóôéêü Ëïãéóìü.

Ðñþôá ëáìâÜíïõìå õðüøç ôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ãéá ðáñáãþãïõò óôï Äéáöïñéêü Ëï-
ãéóìü. Ôï èåþñçìá áõôü áíáöÝñåé üôé ãéá óõíÜñôçóç h(x) óõíå÷Þ óôï êëåéóôü äéÜóôçìá [a, b]
(ìå a < b) êáé ðáñáãùãßóéìç óôï áíôßóôïé÷ï áíïéêôü äéÜóôçìá (a, b) õðÜñ÷åé (Ýíáò ôïõëÜ÷éóôïí)
áñéèìüò î óôï áíïéêôü äéÜóôçìá (a, b), ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

h(b)− h(a) = h′(î)(b− a), a < î < b. (3.2.29)

Ç ó÷Ýóç áõôÞ ìðïñåß íá ãñáöåß êáé ëßãï ðéï åðßóçìá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìáèçìáôéêïý óõìâüëïõ ∃
(ðïõ óçìáßíåé «õðÜñ÷åé») ùò åîÞò:

∃î ∈ (a, b) ôÝôïéï þóôå h(b)− h(a) = h′(î )(b− a), a < b. (3.2.30)

ÃíùóôÞ åéäéêÞ ðåñßðôùóç, ðüñéóìá ôïõ èåùñÞìáôïò áõôïý ôçò ìÝóçò ôéìÞò óôï Äéáöïñéêü Ëïãé-
óìü áðïôåëåß ôï èåþñçìá ôïõ Rolle, óýìöùíá ìå ôï ïðïßï, åÜí h(a) = h(b), ôüôå

∃î ∈ (a, b) ôÝôïéï þóôå h′(î) = 0, h(a) = h(b), a < b. (3.2.31)

Åäþ äå èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáèüëïõ ôï èåþñçìá ôïõ Rolle, áðëÜ ôï áíáöÝñáìå. Èá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå üìùò ôï âáóéêü èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôïõ Äéáöïñéêïý Ëïãéóìïý (ãéá ðáñáãþãïõò)
(3.2.29) Þ (3.2.30) ãéá óõíÜñôçóç h(x) ðáñáãùãßóéìç (Üñá êáé óõíå÷Þ) óôï óôïé÷åßï [x, x+Äx] ôçò
ñÜâäïõ ðïõ åîåôÜæïõìå. Ôçí éäéüôçôá ôçò ðáñáãùãéóéìüôçôáò ùò ðñïò x ôçí Ý÷ïõí ðñáãìáôéêÜ
ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ Ý÷ïõìå óôï óôïé÷åßï áõôü ãéá ôç óõíÞèç ñÜâäï ðïõ õðïèÝóáìå. Ôïýôï âÝâáéá
åßíáé áëçèÝò, åöüóïí êáé ç åîùôåñéêÞ öüñôéóç f (x, t) (åÜí õðÜñ÷åé) èåùñçèåß êáé áõôÞ ðáñáãùãß-
óéìç óõíÜñôçóç. Ãéá ìéá ôÝôïéá óõíÜñôçóç h(x) ðñïêýðôåé åðïìÝíùò óôï ðáñáðÜíù óôïé÷åßï
[x, x + Äx] ôçò ñÜâäïõ (äçëáäÞ ìå a = x êáé b = x + Äx, ïðüôå b− a = Äx) áðü ôïí ôýðï (3.2.29)
üôé

h(x + Äx)− h(x) = h′(x + èÄx) Äx, 0 < è < 1, (3.2.32)

ãéá ìéá ôïõëÜ÷éóôïí ôéìÞ ôïõ è. Óçìåéþíïõìå üôé óôïí ôýðï áõôü (3.2.32) èÝóáìå x + èÄx (ìå
0 < è < 1) óôç èÝóç ôïõ î.

ÁíÜëïãá éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôïé÷ï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ãéá ïëïêëçñþìáôá óôïí Ïëïêëç-
ñùôéêü Ëïãéóìü. Ôï èåþñçìá áõôü áíáöÝñåé üôé ãéá óõíÜñôçóç h(x) óõíå÷Þ óôï êëåéóôü äéÜóôçìá
[a, b] ìå a < b (äå ÷ñåéÜæåôáé íá åßíáé ðáñáãùãßóéìç ç óõíÜñôçóç áõôÞ) õðÜñ÷åé (Ýíáò ôïõëÜ÷é-
óôïí) áñéèìüò î óôï áíïéêôü äéÜóôçìá (a, b), ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç∫ b

a
h(ç) dç = h(î) (b− a), a < î < b. (3.2.33)
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Êáé ðÜëé ëßãï ðéï åðßóçìá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìáèçìáôéêïý óõìâüëïõ ∃ («õðÜñ÷åé») ç ó÷Ýóç áõôÞ
(3.2.33) ãñÜöåôáé êáé ðéï óýíôïìá ùò åîÞò:

∃î ∈ (a, b) ôÝôïéï þóôå
∫ b

a
h(ç) dç = h(î) (b− a), a < b. (3.2.34)

ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé î ôÝôïéï þóôå

h(î) =
∫ b
a h(ç) dç

b− a
, a < î < b. (3.2.35)

ÁõôÞ åßíáé ç ìÝóç ôéìÞ ôçò óõíáñôÞóåùò h óôï äéÜóôçìá [a, b]. Ãé’ áõôü ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ç
ïíïìáóßá èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò.

Óôï äéêü ìáò óôïé÷åßï ñÜâäïõ [x, x + Äx] ôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôïõ Ïëïêëçñùôéêïý
Ëïãéóìïý (ãéá ïëïêëçñþìáôá) (3.2.33) Þ (3.2.34) ìå óõíå÷Þ ôç óõíÜñôçóç h(x) (áí êáé äåí ôçí
Ý÷ïõìå êáèïñßóåé áêüìç) ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ (ìå a = x êáé b = x+Äx, ïðüôå b− a = Äx
êáé ðÜëé) ∫ x+Ä x

x
h(ç) dç = h(x + èÄx) Äx, 0 < è < 1. (3.2.36)

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ìïñöÞ áõôÞ åßíáé áíÜëïãç ìå ôç ìïñöÞ (3.2.32) ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò ìÝóçò
ôéìÞò ôïõ Äéáöïñéêïý Ëïãéóìïý (ãéá ðáñáãþãïõò) óôï ßäéï áêñéâþò óôïé÷åßï [x, x+Äx] ôçò ñÜâäïõ
ðïõ åîåôÜæïõìå.

ÅðïìÝíùò üóïí áöïñÜ óôéò äõíÜìåéò ðïõ áóêïýíôáé óôï èåùñïýìåíï óôïé÷åßï [x, x + Äx] ôçò
áîïíéêÜ ôáëáíôïýìåíçò ñÜâäïõ (ðñïò ôï ðáñüí ü÷é êáô’ áíÜãêç áðåéñïóôü) Ý÷ïõìå ôç ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ t:

(á) Ôçí åëáóôéêÞ äýíáìç ÄFe, ðïõ ïöåßëåôáé óôçí áîïíéêÞ äýíáìç N óôéò äýï ðëåõñÝò x êáé
x + Äx ôïõ óôïé÷åßïõ áõôïý,

ÄFe = N(x + Äx, t)− N(x, t) = ∂N
∂x

(x + è1 Äx, t) Äx, 0 < è1 < 1. (3.2.37)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ è1 åßíáé Ýíáò (ôïõëÜ÷éóôïí) êáôÜëëçëïò áñéèìüò, ðïõ õðÜñ÷åé üìùò óôï äéÜóôçìá
(0, 1). ÐÞñáìå õðüøç ôïõò ó÷åôéêïýò ìå ôçí áîïíéêÞ äýíáìç N üñïõò óôç ó÷Ýóç (3.2.5). Åðßóçò
ðÞñáìå õðüøç êáé ôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôïõ Äéáöïñéêïý Ëïãéóìïý (3.2.32) ãéá ôï ðáñüí
óôïé÷åßï ñÜâäïõ ùò ðñïò ôçí óõíÜñôçóç N(x, t). Óôç óõíÜñôçóç áõôÞ ç èÝóç x (ü÷é ï ÷ñüíïò t)
Ý÷åé õðïôåèåß üôé åßíáé ç êýñéá ìåôáâëçôÞ, äçëáäÞ ç ìåôáâëçôÞ óôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôç
óõãêåêñéìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ðïõ èåùñïýìå.

(â) Ôç äýíáìç ÄFa áðü ôçí åîùôåñéêÞ áîïíéêÞ öüñôéóç f (x, t) (áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò) ðïõ áóêåß-
ôáé óôï ßäéï óôïé÷åßï [x, x + Äx] ôçò áîïíéêÜ ôáëáíôïýìåíçò ñÜâäïõ ðïõ åîåôÜæïõìå óôï ðáñüí
äõíáìéêü öáéíüìåíï. Ç äýíáìç áõôÞ ÄFa ðÜíù óå ïëüêëçñï ôï óôïé÷åßï [x, x + Äx] ôçò ñÜâäïõ
Ý÷åé ôçí Ýêöñáóç

ÄFa =
∫ x+Ä x

x
f (ç, t) dç = f (x + è2 Äx, t) Äx, 0 < è2 < 1. (3.2.38)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ôï è2 åßíáé Ýíáò (ôïõëÜ÷éóôïí) êáôÜëëçëïò áñéèìüò, ðïõ åðßóçò õðÜñ÷åé óôï
äéÜóôçìá (0, 1) êáé åßíáé ãåíéêÜ äéáöïñåôéêüò áðü ôïí áñéèìü è1 óôç ó÷Ýóç (3.2.37). ÐÞñáìå
ôþñá õðüøç ôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôïõ Ïëïêëçñùôéêïý Ëïãéóìïý (3.2.36) ãéá ôï ðáñüí
óôïé÷åßï ñÜâäïõ [x, x+Äx] ùò ðñïò ôç óõíÜñôçóç f (x, t) ôçò åîùôåñéêÞò áîïíéêÞò öïñôßóåùò. Êáé
ðÜëé ç èÝóç x (êáé ü÷é ï ÷ñüíïò t) åßíáé ç êýñéá ìåôáâëçôÞ ìáò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, óôçí ïðïßá
áíáöåñüìáóôå.

(ã) ÁëëÜæïíôáò ôç óõìðåñéöïñÜ ìáò Ýíáíôé ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.2.2, èåùñïýìå ôþñá ñçôÜ
êáé ôçí áäñáíåéáêÞ áîïíéêÞ äýíáìç ÄFi (ìåßïí ìÜæá dm åðß åðéôÜ÷õíóç a = ∂2u/∂t2) óôï ðáñüí
óôïé÷åßï ñÜâäïõ [x, x + Äx]. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ðÜëé ôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôïõ
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Ïëïêëçñùôéêïý Ëïãéóìïý (3.2.36). ¸ôóé, ïëïêëçñþíïíôáò óôï óôïé÷åßï [x, x+Äx], äéáðéóôþíïõìå
üôé

ÄFi = −ñÁ
∫ x+Ä x

x
a(ç, t) dç

= −ñÁ
∫ x+Ä x

x

∂2u
∂t2

(ç, t) dç

= −ñÁ
∂2u
∂t2

(x + è3 Äx, t) Äx, 0 < è3 < 1, (3.2.39)

üðïõ dm = ñÁ dx ìå ôçí ðõêíüôçôá ñ ôïõ õëéêïý ôçò ñÜâäïõ êáé ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôçò A
íá Ý÷ïõí õðïôåèåß óôáèåñÜ. Óôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (3.2.39) õðÜñ÷åé Ýíáò (ôïõëÜ÷éóôïí) áñéèìüò è3

(ìå 0 < è3 < 1). Ï áñéèìüò áõôüò è3 ãåíéêÜ äå óõìðßðôåé ìå ôïí áñéèìü è2 (ãéá ôï ßäéï èåþñçìá
ôçò ìÝóçò ôéìÞò óôç ó÷Ýóç (3.2.38)) ïýôå âÝâáéá êáé ìå ôïí áñéèìü è1 (ãéá ôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò
ôéìÞò ôïõ Äéáöïñéêïý Ëïãéóìïý óôç ó÷Ýóç (3.2.37)).

Ãßíåôáé õðåíèýìéóç íá ìç ëçóìïíåßôáé ôï ðñüóçìï ìåßïí óôéò áäñáíåéáêÝò äõíÜìåéò, üðùò åßíáé
ç ÄFi óôï ðáñüí óôïé÷åßï ñÜâäïõ [x, x + Äx]. ÅðïìÝíùò åäþ äå èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï äåýôåñï
íüìï ôïõ Íåýôùíá óôçí êëáóéêÞ ôïõ ìïñöÞ, åí ðñïêåéìÝíù

ÄFe + ÄFa = ÄFc. (3.2.40)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ÄFc = −ÄFi. ÄçëáäÞ ç äýíáìç ÄFc åßíáé ßóç ìå ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ ôýðïõ (3.2.39)
÷ùñßò üìùò ôï ðñüóçìï ìåßïí, ãéáôß äåí áíáöåñüìáóôå óå áäñáíåéáêÞ äýíáìç åéäéêÜ óôçí áìÝóùò
ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (3.2.40). Èá ìåôáöÝñïõìå ôþñá ôï äåîéü ìÝëïò ÄFc ôçò ó÷Ýóåùò (3.2.40) óôï
áñéóôåñü ìÝëïò ôþñá óáí áäñáíåéáêÞ äýíáìç ÄFi (ìå ÄFi = −ÄFc). Óõíåðþò Ý÷ïõìå ôñåéò äõíÜìåéò
íá áóêïýíôáé óôï óôïé÷åßï [x, x + Äx] ôçò ñÜâäïõ ðïõ åîåôÜæïõìå: (á) ôç ÄFe (åëáóôéêÞ áîïíéêÞ
äýíáìç), (â) ôçÄFa (åîùôåñéêÞ áîïíéêÞ äýíáìç) êáé (ã) ôçÄFi (áäñáíåéáêÞáîïíéêÞ äýíáìç). Ïé ôñåéò
áõôÝò äõíÜìåéò âñßóêïíôáé óå «óôáôéêÞ» éóïññïðßá (ìå ôç ëÝîç óôáôéêÞ ìÝóá óå åéóáãùãéêÜ, åðåéäÞ
ç äýíáìç ÄFi åßíáé áäñáíåéáêÞ äýíáìç óôï ðáñüí äõíáìéêü öáéíüìåíï: áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò
ñÜâäïõ), äçëáäÞ

ÄFe + ÄFa + ÄFi = 0. (3.2.41)

Ôï ðñüóçìï óõí éó÷ýåé ëïéðüí êáé ãéá ôçí áäñáíåéáêÞ äýíáìç ÄFi, áöïý âÝâáéá Ýãêáéñá ðñïíïÞ-
óáìå (êáé äå ëçóìïíÞóáìå) íá èÝóïõìå ôï ðñüóçìï ðëçí óôç ó÷Ýóç õðïëïãéóìïý ôçò (3.2.39).

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôéò ôåëéêÝò åêöñÜóåéò (3.2.37), (3.2.38) êáé (3.2.39) ãéá ôéò ôñåéò äõíÜìåéò:
ÄFe, ÄFa êáé ÄFi áíôßóôïé÷á óôçí ðéï ðÜíù óõíèÞêç «óôáôéêÞò» éóïññïðßáò (3.2.41) ôïõ åîåôáæü-
ìåíïõ óôïé÷åßïõ [x, x + Äx] ôçò ñÜâäïõ óôï ðáñüí äõíáìéêü öáéíüìåíï. Äéáéñïýìå åðßóçò êáé ìå
ôï ìÞêïò Äx ôïõ óôïé÷åßïõ áõôïý. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðáßñíïõìå

∂N
∂x

(x + è1 Äx, t)+ f (x + è2 Äx, t)− ñÁ
∂2u
∂t2

(x + è3 Äx, t) = 0, 0 < è1, 2, 3 < 1. (3.2.42)

ÁðïìÝíåé ôþñá ç ïñéáêÞ äéáäéêáóßá, äçëáäÞ íá ðÜñïõìå ôï üñéï ãéá Äx → 0. Ôüôå ç ðéï ðÜíù
ó÷Ýóç (3.2.42) áðëïõóôåýåôáé óôç ìïñöÞ

∂N
∂x

(x, t)+ f (x, t)− ñA
∂2u
∂t2

(x, t) = 0. (3.2.43)

Ðñïêýðôåé äçëáäÞ ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ìÜëéóôá ç åîßóùóç (3.2.13),
åÜí ìåôáöÝñïõìå ôïí áäñáíåéáêü üñï−ñA (∂2u/∂t2)(x, t) óôï äåîéü ìÝëïò. ¢ñá êáôáëÞîáìå óôï ßäéï
áêñéâþò áðïôåëÝóìá ìå åêåßíï ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.2.2. Åêåß åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé áðåéñïóôü
óôïé÷åßï ôçò ñÜâäïõ êáôÜ ìç áõóôçñü ìáèçìáôéêÜ ôñüðï áíôßèåôá ìå ôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï.
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B3.2.6. ×ñÞóç ôçò ðáñáãþãïõ áïñßóôïõ ïëïêëçñþìáôïò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ðåñéãñÜøïõìå Ýíáí åíáëëáêôéêü êáé ßóùò ðñïôéìüôåñï ôñüðï áõ-
óôçñïý ðñïóäéïñéóìïý ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.2.13) Þ (3.2.43) ðïõ
éó÷ýåé. Äå èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá èåùñÞìáôá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ðïõ åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé óôçí
ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Â3.2.5. Ïýôå êáé ôç ìç áõóôçñÞ ìÝèïäï ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.2.2. Óôçí
ðáñïýóá ðáñáãñÜöï èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò ðáñáãùãßóåùò áïñßóôïõ ïëïêëçñþ-
ìáôïò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá èåùñïýìå ôï ôìÞìá [0, x] ôçò ñÜâäïõ áðü ôï áñéóôåñü ôçò Üêñï x = 0
ìÝ÷ñé ôï ôõ÷áßï óçìåßï ôçò x (ìå 0 < x ≤ L).

ÁíÜëïãá ìå üóá Þäç áíáöÝñèçêáí óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Â3.2.5, óôï ôìÞìá áõôü
[0, x] ôçò ñÜâäïõ áóêïýíôáé: (á) Ç åëáóôéêÞ áîïíéêÞ äýíáìç Fe, ðïõ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

Fe = N(x, t)− N(0, t), (3.2.44)

(â) Ç äýíáìç Fa ç ïöåéëüìåíç óôçí åîùôåñéêÞ áîïíéêÞ öüñôéóç f (x, t) (áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò), ðïõ
äßíåôáé áðü ôï ïëïêëÞñùìá

Fa =
∫ x

0
f (ç, t) dç (3.2.45)

êáé (ã) Ç áäñáíåéáêÞ áîïíéêÞ äýíáìç Fi, ðïõ äßíåôáé áðü ôï ïëïêëÞñùìá

Fi = −ñA
∫ x

0
a(ç, t) dç = −ñA

∫ x

0

∂2u
∂t2

(ç, t) dç. (3.2.46)

Ïé ôýðïé áõôïß åßíáé áðüëõôá áíÜëïãïé ìå ôïõò ôýðïõò (3.2.37), (3.2.38) êáé (3.2.39) áíôßóôïé÷á
ôçò ðñïçãïýìåíçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.2.5. Ôþñá üìùò äåí Ý÷ïõìå êÜíåé êáèüëïõ ÷ñÞóç èåùñçìÜôùí
ìÝóçò ôéìÞò.

ÅðïìÝíùòçáîïíéêÞ «óôáôéêÞ» éóïññïðßá ôïõ åîåôáæüìåíïõ ôìÞìáôïò [0, x] ôçò ñÜâäïõáðáéôåß
íá éó÷ýåé ç åîßóùóç éóïññïðßáò

Fe + Fa + Fi = 0 (3.2.47)

áíÜëïãá ìå ôç ó÷Ýóç (3.2.41). Áíôéêáèéóôþíôáò ó’ áõôÞí ôçí åîßóùóç éóïññïðßáò ôéò åêöñÜ-
óåéò ôùí ôñéþí äõíÜìåùí Fe, Fa êáé Fi áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3.2.44), (3.2.45) êáé (3.2.46) áíôßóôïé÷á,
äéáðéóôþíïõìå üôé ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

N(x, t)− N(0, t)+
∫ x

0
f (ç, t) dç− ñA

∫ x

0

∂2u
∂t2

(ç, t) dç = 0. (3.2.48)

ÂÝâáéá ç ó÷Ýóç áõôÞ ðñÝðåé íá éó÷ýåé ãéá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï x, äçëáäÞ ãéá ïðïéïäÞðïôå
ôìÞìá [0, x] ôçò èåùñïýìåíçò ñÜâäïõ ìå 0 < x ≤ L. Ìå ôçí Ýííïéá áõôÞ ôá ïëïêëçñþìáôá
óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (3.2.48) ìðïñïýí íá èåùñçèïýí áüñéóôá ïëïêëçñþìáôá, ãéáôß ôï Üíù
üñéï ïëïêëçñþóåùò x ó’ áõôÜ åßíáé ìåôáâëçôü ìå ìüíï ðåñéïñéóìü ôïõ ôïí 0 < x ≤ L. ÁíÜëïãá
êáé ôï óýìâïëï x óôçí áîïíéêÞ äýíáìç N(x, t) óôç èÝóç x äçëþíåé ôçí ßäéá ìåôáâëçôÞ. Ìå ôç
ëïãéêÞ áõôÞ ìðïñïýìå åðïìÝíùò íá ðáñáãùãßóïõìå ôçí åîßóùóç éóïññïðßáò (3.2.48) ùò ðñïò
ôç ìåôáâëçôÞ èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ (ìå 0 < x < L). ËáìâÜíïõìå åðßóçò õðüøç, üðùò
åßíáé ãíùóôü áðü ôïí Áðåéñïóôéêü Ëïãéóìü, ôï åîÞò èåìåëéþäåò èåþñçìá: Ãéá óõíÜñôçóç h(x)
óõíå÷Þ óå Ýíá äéÜóôçìá [a, b] ç ðáñÜãùãïò ôïõ áïñßóôïõ ïëïêëçñþìáôüò ôçò ùò ðñïò ôï Üíù
üñéï ïëïêëçñþóåùò x (êáé ìå óôáèåñü ôï êÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò a) õðÜñ÷åé óå êÜèå óçìåßï x
ìå a < x < b êáé äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

d
dx

∫ x

a
h(ç) dç = h(x). (3.2.49)

Ðñïêýðôåé óõíåðþò ç ßäéá ç ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç h(x) óáí áðïôÝëåóìá ôçò ðáñáãùãßóåùò.
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Óýìöùíá ìå áõôÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ ðáñáãùãßóåùò (3.2.49) (ùò ðñïò ôç èÝóç x, ü÷é
ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) áðü ôçí åîßóùóç éóïññïðßáò (3.2.48) ìå ìåñéêÞ ðáñáãþãéóÞ ôçò ùò ðñïò ôç
èÝóç x ðñïêýðôåé üôé

∂N
∂x

(x, t)+ f (x, t)− ñA
∂2u
∂t2

(x, t) = 0. (3.2.50)

Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ï üñïò N(0, t) óôçí åîßóùóç éóïññïðßáò (3.2.48) äåí åîáñôÜôáé áðü ôç
÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ (ôç ìåôáâëçôÞ èÝóåùò) x. ¢ñá Ý÷åé ìçäåíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ùò ðñïò x.

ÅðïìÝíùò ðñïêýðôåé êáé ðÜëé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.2.43) ôçò ðñïç-
ãïýìåíçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.2.5 (Ý÷ïíôáò üìùò ÷ñçóéìïðïéÞóåé åêåß èåùñÞìáôá ôçò ìÝóçò ôéìÞò) ìå
áíÜëïãá óõìðåñÜóìáôá. Ìðïñåß åðßóçò íá ãßíåé ç ðáñáôÞñçóç üôé ç ìÝèïäïò ôçò ðáñïýóáò
ðáñáãñÜöïõ, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ôï èåþñçìá ôçò ðáñáãùãßóåùò áïñßóôïõ ïëïêëçñþìáôïò áíôß
ãéá ôá èåùñÞìáôá ôçò ìÝóçò ôéìÞò, åßíáé áðëïýóôåñç áðü åêåßíç ôçò ðñïçãïýìåíçò ÐáñáãñÜöïõ
Â3.2.5. Ôïýôï ìÜëéóôá óõìâáßíåé ÷ùñßò ç ðáñïýóá ìÝèïäïò íá õóôåñåß óå ìáèçìáôéêÞ áõóôçñü-
ôçôá. Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ðéèáíüôáôá ç ìÝèïäïò ôïõ áðåéñïóôïý óôïé÷åßïõ ñÜâäïõ [x, x+Äx]
ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.2.2 åßíáé ðéï öõóéêÞ óôç óêÝøç êáé ëßãï ðéï êáôáíïçôÞ óôï ÷ñÞóôç áðü ôéò
äýï ðñïáíáöåñèåßóåò ìåèüäïõò. Äõóôõ÷þò üìùò õóôåñåß óôç ìáèçìáôéêÞ áõóôçñüôçôá, áí êáé
ãåíéêÜ ïäçãåß óå óùóôÜ áðïôåëÝóìáôá.

B3.2.7. ÓôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ

¼ëá áêñéâþò ðïõ áíáöÝñèçêáí óôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõò ôçò ðáñïýóáò Åíüôçôáò
Â3.2 åßíáé Üìåóá ãåíéêåýóéìá, ìå óáöÝóôåñåò ëÝîåéò éó÷ýïõí ðëÞñùò óôéò óôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò
óõíÞèïõò ñÜâäïõ åðßóçò óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí. Ï éó÷õñéóìüò áõôüò ìðïñåß ìÜëëïí
åýêïëá íá áðïäåé÷èåß. Ðñïò ôï óêïðü áõôü áñêåß âÝâáéá íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ôá ìåãÝèç êáé
óýìâïëá ðïõ áñìüæïõí óôéò óôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá: áíôß ãéá ôçí áîïíéêÞ ðáñáìüñöùóç u ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ãùíßá
óôñÝøåùò (Þ ãùíßá óôñïöÞò) è. Áíôß ãéá ôçí áîïíéêÞ äýíáìç N ç óôñåðôéêÞ ñïðÞ T , ðïõ óõ÷íÜ
äçëþíåôáé êáé ìå ôï óýìâïëï Mt. Áíôß ãéá ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò E ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò G. Áíôß
ãéá ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò A ç ðïëéêÞ ñïðÞ áäñáíåßáò Jùòðñïò ôï êÝíôñï ôçò êõêëéêÞò äéáôïìÞò
êáé óå ðåñßðôùóç ìç êõêëéêþí äéáôïìþí (áëëÜ ìå äýï Üîïíåò óõììåôñßáò) ðïëëáðëáóéáóìÝíç åðß
Ýíáí áñéèìçôéêü óõíôåëåóôÞ ê, äçëáäÞ ê J. (Ï óõíôåëåóôÞò áõôüò ê åîáñôÜôáé áðü ôç ãåùìåôñßá
ôçò äéáôïìÞò.) Ãåíéêüôåñá ç ðïóüôçôá J∗ = ê J äçëþíåé ìéá ãåùìåôñéêÞ ðáñÜìåôñï ôçò äéáôïìÞò
(ãéá êÜèå ó÷Þìá êáé äéáóôÜóåéò ôçò äéáôïìÞò) ìå ìïíÜäåò ñïðÞò áäñáíåßáò: ìÞêïò óôçí ôÝôáñôç
äýíáìç, ð.÷. m4. ÅðïìÝíùò áíôß ãéá ôç äõóôÝíåéá EA óôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ðñÝðåé ôþñá
(óôéò óôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò) íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç äõóôñåøßá GJ êáé ãéá ìç êõêëéêÝò äéáôïìÝò
GJ∗ = êGJ. (Ðñïöáíþò ç äõóôñåøßá åêöñÜæåé ôç óôñåðôéêÞ áíôßóôáóç ôçò ñÜâäïõ.) ¢ñá ç
ôá÷ýôçôá c äéáäüóåùò ôïõ óôñåðôéêïý êýìáôïò óôç ñÜâäï èá éóïýôáé ìå

c =
√

êG
ñ

(3.2.51)

ìå ê = 1 ãéá êõêëéêÝò äéáôïìÝò êáé ìå ñ êáé ðÜëé ôç óõíçèç ðõêíüôçôá ôïõ õëéêïý ôçò ñÜâäïõ.
(AõôÞ ôïõëÜ÷éóôïí ìÝíåé ç ßäéá, åõôõ÷þò!) ÔÝëïò áíôß ãéá ôçí åîùôåñéêÞ áîïíéêÞ öüñôéóç f (x, t)
ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç áíôßóôïé÷ç óôñåðôéêÞ öüñôéóç ft(x, t) ìÝóù êáôáíåìçìÝíùí ñïðþí,
ü÷é ðéá êáôáíåìçìÝíùí äõíÜìåùí. ÓõíÞèùò üìùò äåí áóêåßôáé ôÝôïéá åîùôåñéêÞ öüñôéóç ft(x, t).

Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé ï âáóéêüò ôýðïò (3.2.4) (ï äåýôåñïò ôýðïò (3.2.4)), ðïõ óõíäÝåé
ôçí áîïíéêÞ äýíáìç N ìå ôçí áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç u óôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ñÜâäïõ
ðáßñíåé óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù óôéò óôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ôçò ßäéáò ñÜâäïõ ôçí áíÜëïãç
ìïñöÞ

T = GJ∗
∂è
∂x

, J∗ = ê J. (3.2.52)
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Óôïí ôýðï áõôü ôï óýìâïëï T äçëþíåé ôç óôñåðôéêÞ ñïðÞ, ôï óýìâïëï è ôç ãùíßá óôñÝøåùò êáé
ôï ãéíüìåíï GJ ∗ ôç äõóôñåøßá.

ÓõìðåñáóìáôéêÜ áò áíáöÝñïõìå üôé ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (3.2.18) ãéá ôéò
áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ðáñáìÝíåé óå éó÷ý êáé ãéá ôéò óôñåðôéêÝò (xùñßò åîùôåñé-
êÝò êáôáíåìçìÝíåò ñïðÝò ft(x, t) êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ). Ôþñá üìùò Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé
ç ãùíßá óôñÝøåùò (Þ óôñïöÞò) è áíôß ãéá ôçí áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç u. Åðßóçò ç óôáèåñÜ c ðáßñíåé
ôçí ðéï ðÜíù ôéìÞ ôçò (3.2.51).

B3.2.8. ÊáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý

Ìå áíÜëïãç (áëë’ ü÷é áêñéâþò ôçí ßäéá) äéáäéêáóßá ìå åêåßíç ðïõ áêïëïõèÞèçêå ãéá ôéò áîïíéêÝò
ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ìðïñïýí íá ìåëåôçèïýí êáé ïé êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò
äïêïý. (Åêåß âÝâáéá åîåôÜæåôáé ç éóïññïðßá ôùí êáìðôéêþí ñïðþí óôï óôïé÷åßï Þ ôìÞìá ôçò
äïêïý ðïõ ìåëåôÜôáé.) Ç üëç äéáäéêáóßá ðåñéãñÜöåôáé óôá âéâëßá ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí.

Åäþ èá ðåñéïñéóèïýìå óôï íá óçìåéþóïõìå üôé ëáìâÜíïõìå õðüøç ôçí ðïëý ãíùóôÞ óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò äïêþí õðü óôáôéêÝò óõíèÞêåò óôçí Ôå÷íéêÞÈåùñßá ôçò ÊÜìøåùò
óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí

EI
d4v
dx4

= p(x), 0 < x < L. (3.2.53)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ôï ãéíüìåíï EI äçëþíåé ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý. Ç óõíÜñôçóç v = v(x) äçëþíåé
ôï âÝëïò êÜìøåþò ôçò (Þ êÜèåôç ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôçò). ÁõôÞ äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ
ãñáììÞ ôçò äïêïý. ÔÝëïò ç óõíÜñôçóç p(x) äçëþíåé ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç ôçò äïêïý.
ÐñïóèÝôïõìå ôþñá óôï äåîéü ìÝëïò ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.2.53) ôçí áäñáíåéáêÞ
êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç

pi(x, t) = −ñÁ
∂2v
∂t2

(3.2.54)

óôçí ðåñßðôùóç äõíáìéêÞò êÜìøåùò, äçëáäÞ óå êáìðôéêÞ ôáëÜíôùóç ôçò äïêïý. Ïäçãïýìáóôå
Ýôóé óôçí áêüëïõèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò:

EI
∂4v
∂x4

= p(x, t)+ pi(x, t) = p(x, t)− ñÁ
∂2v
∂t2

, 0 < x < L. (3.2.55)

×ùñßò åîùôåñéêÞ êÜèåôç öüñôéóç p(x, t) ç ðéï ðÜíù åîßóùóç ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí éóïäýíáìç
ìïñöÞ ôçò

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= 0, 0 < x < L. (3.2.56)

Óôéò åîéóþóåéò (3.2.55) êáé (3.2.56) Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé êáé ðÜëé ôï âÝëïò êÜìøåùò v
ôçò äïêïý. Ôþñá üìùò åîáñôÜôáé ôüóï áðü ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý üóï êáé áðü ôï
÷ñüíï t, äçëáäÞ v = v(x, t). Ôï ßäéï õðïèÝóáìå üôé éó÷ýåé (óôçí åîßóùóç (3.2.55)) êáé ãéá ôçí êÜèåôç
êáôáíåìçìÝíçöüñôéóç p, äçëáäÞ üôé p = p(x, t). Ìå ôçí ôüóï èåìåëéþäç ãéá ôïíÐïëéôéêüÌç÷áíéêü
åîßóùóç (3.2.55) êáé éäßùò ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóÞ ôçò (3.2.56) èá áó÷ïëçèïýìå åêôåíÝóôåñá óôï
ÊåöÜëáéï Â6. Ôï êåöÜëáéï áõôü èá åßíáé áöéåñùìÝíï óå ôáëáíôþóåéò ñÜâäùí êáé äïêþí. Åêåß
âÝâáéá èá ìåëåôçèåß ç åðßëõóÞ ôïõò êáé ü÷é áðëÜ ç êáôÜóôñùóÞ ôïõò.

B3.3. ÉÄÅÁÔÏ ÑÅÕÓÔÏ ÓÔÇ ÑÅÕÓÔÏÌÇ×ÁÍÉÊÇ

B3.3.1. Ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò

Ôá äýï ðñïçãïýìåíá ðáñáäåßãìáôá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü áöïñïýóáí óôçÌç÷áíéêÞ ôùí
Óôåñåþí: (á) åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá óôçÌç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí óôçí Åíüôçôá Â3.1 (ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy) êáé (â) áîïíéêÝò (êõñßùò) ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ñÜâäïõ óôç Äõ-
íáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí óôçí Åíüôçôá Â3.2. Óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Â3.3 êáèþò êáé óôçí åðüìåíç
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Åíüôçôá Â3.4 èá áíáöåñèïýìå óôç ñïÞ ñåõóôïý, êõñßùò éäåáôïý ñåõóôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ
(Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí). Èá îåêéíÞóïõìå áðü ôç ìç ìüíéìç ôñéäéÜóôáôç ñïÞ ãåíéêïý ñåõóôïý
êáé âáèìéáßá èá êáôáëÞîïõìå óôç ìüíéìç êáé áóôñüâéëç äéäéÜóôáôç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý.

ÁñêåôÝò öïñÝò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå (ãéá ìáèçìáôéêÞ êõñßùò äéåõêüëõíóç) ôçí
áñêåôÜ áðëÞ èåùñßá åíüò éäåáôïý ñåõóôïý (óå áíôßèåóç ìå Ýíá ðñáãìáôéêü ñåõóôü). Áóöáëþò
ç óõìðåñéöïñÜ ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý óôç ñïÞ áðïôåëåß ðñïóÝããéóç ôçò áëçèéíÞò óõìðåñéöïñÜò
åíüòðñáãìáôéêïý ñåõóôïý. ¸íá éäåáôü ñåõóôü õðïôßèåôáé üôé åßíáé: (á) ïìïãåíÝò, (â)áóõìðßåóôï
(Ý÷åé óôáèåñÞ ðõêíüôçôá ñ, äçëáäÞ ñ = óôáèåñÜ) êáé (ã) ìç óõíåêôéêü (äåí Ý÷åé óõíåêôéêüôçôá,
éîþäåò ì, äçëáäÞ ì = 0). Ç ôá÷ýôçôá ôùí óçìåßùí ôïõ V = V(x, y, z, t) êáôÜ ôç ñïÞ óôç èÝóç
(x, y, z) êáé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t Ý÷åé ôç ìïñöÞ

V = ui+ v j+ wk. (3.3.1)

Ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý êáôÜ ôïõò ôñåéò Üîïíåò Ïx, Ïy êáé Ïz ôùí Êáñôå-
óéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y, z) äçëþíïíôáé ìå ôá óýìâïëá u, v êáé w áíôßóôïé÷á.

ÃåíéêÜ óôç ñïÞ ñåõóôïý (åßôå éäåáôïý åßôå ðñáãìáôéêïý åðßóçò åßôå åîáñôþìåíç áðü ôï ÷ñüíï t,
äçëáäÞ ìç ìüíéìç, åßôå ìüíéìç, äçëáäÞ óôáèåñÞ, áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t) óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ
áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýåé ç èåìåëéþäçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò

∂ñ
∂t

= −
[
∂(ñu)

∂x
+ ∂(ñv)

∂y
+ ∂(ñw)

∂z

]
. (3.3.2)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ôï óýìâïëï ñ = ñ(x, y, z, t) äçëþíåé ôçí ðõêíüôçôá ôïõ ñåõóôïý. Ç åîßóùóç
ôçò óõíå÷åßáò äçëþíåé üôé ç óõíïëéêÞ óôïé÷åéþäçò ìÜæá ôïõ ñåõóôïý dm óå óôïé÷åéþäç (áëëÜ
óôáèåñü êáôÜ ôï ó÷Þìá êáé ôç èÝóç) üãêï ôïõ dV = dxdydz äéáôçñåßôáé: äéáôÞñçóç ôçò ìÜæáò. (Ï
óôïé÷åéþäçò áõôüò üãêïò èåùñåßôáé óå ó÷Þìá ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ êáé ìå áðåéñïóôÝò
ðëåõñÝò dx, dy êáé dz ðáñÜëëçëåò óôïõò Üîïíåò Ox, Oy êáé Oz áíôßóôïé÷á.) Ç Ýííïéá áõôÞò ôçò
äéáôçñÞóåùò ôçò ìÜæáò åßíáé üôé ç ìåôáâïëÞ (∂ñ/∂t) dV ôçò ìÜæáò ôïõ ñåõóôïý dmðïõ ðåñéÝ÷åôáé
óôïóôïé÷åéþäç êáé óôáèåñüáõôü üãêï dV óåáðåéñïóôü ÷ñüíï dt ïöåßëåôáé áðïêëåéóôéêÜóôç ìÜæá
ôïõ ñåõóôïý ðïõ óõíïëéêÜ åéóÝñ÷åôáé óôïí üãêï dV . ÄçëáäÞ ðñüêåéôáé ãéá ôç äéáöïñÜ ôçò ìÜæáò
ðïõ åéóÝñ÷åôáé ìåßïí ôç ìÜæá ðïõ åîÝñ÷åôáé: åéóñïÞ ìåßïí åêñïÞ ñåõóôïý óôïí ßäéï óôïé÷åéþäç êáé
óôáèåñü üãêï dV ôïõ ñåõóôïý áðü ôçí åðéöÜíåéÜ ôïõ üãêïõ áõôïý dV . Ãßíåôáé âÝâáéá ç õðüèåóç
üôé äåí õðÜñ÷åé êÜðïéá ðçãÞ Þ êáôáâüèñá ôïõ ñåõóôïý óôïí åîåôáæüìåíï óôïé÷åéþäç üãêï dV .

Ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.3.2) ìðïñåß öõóéêÜ íá ãñáöåß êáé óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

∂ñ
∂t

+ ∂(ñu)
∂x

+ ∂(ñv)
∂y

+ ∂(ñw)
∂z

= 0. (3.3.3)

Ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.3.2) Þ (3.3.3) åêöñÜæåé ôçí áñ÷Þ äéáôçñÞóåùò ôçò ìÜæáò óå êÜèå
óçìåßï (x, y, z) ôïõ ñåõóôïý êáé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t. Ç ßäéá åîßóùóç áðïôåëåß åðßóçò êáé
ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ ðåñéÝ÷åé ôÝóóåñéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (Þ
åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò). ÁõôÝò åßíáé ç ðõêíüôçôá ñ ôïõ ñåõóôïý (ìßá Üãíùóôç óõíÜñôçóç) êáé
ïé ôñåéò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôÜò ôïõ u, v êáé w (ôñåéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò) óå óýóôçìá Êáñ-
ôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y, z). Ïé ôÝóóåñéò áõôÝò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ãåíéêÜ åîáñôþíôáé
áðü ôéò ôÝóóåñéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z) êáé ôï ÷ñüíï t.
Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí ôç öõóéêÞ åìöÜíéóç ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò:
ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò (3.3.2) Þ (3.3.3), ðïõ åêöñÜæåé Ýíá öõóéêü ãåãïíüò. ÓõãêåêñéìÝíá
åêöñÜæåé ôç äéáôÞñçóç (Þ ìÜëëïí ôï éóïæýãéï) ôçò ìÜæáò óôç ñïÞ åíüò éäåáôïý Þ ðñáãìáôéêïý
ñåõóôïý óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé åéäéêüôåñá óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, ðïõ åßíáé
ôüóï ÷ñÞóéìç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.
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Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç åíüò áóõìðßåóôïõ ñåõóôïý (üðùò åßíáé Ýíá éäåáôü ñåõóôü), ç ðõêíü-
ôçôá ñ ôïõ ñåõóôïý åßíáé êáé ÷ùñéêÜ êáé ÷ñïíéêÜ óôáèåñÞ: ñ = óôáèåñÜ. Ôüôå åýêïëá äéáðéóôþ-
íåôáé üôé ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.3.3) áðëïðïéåßôáé êáé ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

= 0. (3.3.4)

×ñçóéìïðïéïýìå ôþñá äéáíõóìáôéêü óõìâïëéóìü ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôåëåóôÞ div ãéá ôçí áðüêëéóç
(divergence) äéáíõóìáôéêïý ðåäßïõ, åí ðñïêåéìÝíù ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý, äçëáäÞ ìå

divV ≡ ∇ · V = ∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

. (3.3.5)

Ìå ôï óõìâïëéóìü áõôü ç ðéï ðÜíù åîßóùóç (3.3.4) ðáßñíåé ôçí éóüäõíáìç (áëë’ áðëïýóôåñç óôçí
åìöÜíéóç) ìïñöÞ

divV = 0. (3.3.6)

Ç åîßóùóç áõôÞ éó÷ýåé óôç ñïÞ áóõìðßåóôïõ ñåõóôïý åßôå áõôÞ åßíáé ìüíéìç (óôáèåñÞ, áíåîÜñôçôç
áðü ôï ÷ñüíï t) åßôå êáé ìç ìüíéìç. Ç íÝá áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ç (3.3.4)
(éóïäýíáìá ç (3.3.6)), Ý÷åé ôþñá ôñåéò ìüíï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (Þ åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò).
ÓõãêåêñéìÝíá ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò åßíáé ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý u, v êáéw.
¸÷åé åðßóçò ôñåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò óå ìüíéìç ñïÞ: ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x, y êáé z.
Óå ìç ìüíéìç ñïÞ ðñïóôßèåôáé êáé ï ÷ñüíïò t óôéò ôñåéò áõôÝò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x, y êáé z.

Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.3.3) êáé (3.3.4) åßíáé
ðñïöáíþò ðñþôçò ôÜîåùò, ãéáôß ðåñéÝ÷ïõí ìüíï ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

B3.3.2. Ïé åîéóþóåéò ôùí Navier--Stokes

ÖõóéêÜ äåí Ý÷åé éäéáßôåñï íüçìá ìéá áðüðåéñá åðéëýóåùò ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò ãéá
áóõìðßåóôï ñåõóôü (3.3.4) ìüíçò ôçò ëüãù ôçò õðÜñîåùò ôñéþí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí ó’ áõ-
ôÞí. Ç åîßóùóç áõôÞ (3.3.4) ðñÝðåé íá óõìðëçñùèåß áðü ôéò ôñåéò åîßóïõ óçìáíôéêÝò åîéóþóåéò
ôùí Navier--Stokes. ÁõôÝò åßíáé ïé ãåíéêÝò åîéóþóåéò ôçò êéíÞóåùò ôïõ ñåõóôïý. Ðñüêåéôáé ãéá
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé éó÷ýïõí ãéá ñåõóôÜ ðïõ åßíáé (á) áóõìðßåóôá
äçëáäÞ ìå ðõêíüôçôá ñ óôáèåñÞ êáé (â) ìå óôáèåñÞ óõíåêôéêüôçôá (éîþäåò) ì. Áðïäåéêíýåôáé
óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ üôé ïé åîéóþóåéò ôùí Navier--Stokes Ý÷ïõí ôçí åîÞò ìïñöÞ óôï ãÞéíï ðåäßï
âáñýôçôáò:

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+ w
∂u
∂z

= −g
∂h
∂x

− 1
ñ

∂p
∂x

+ ì
ñ

(
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

)
, (3.3.7)

∂v
∂t

+ u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+ w
∂v
∂z

= −g
∂h
∂y

− 1
ñ

∂p
∂y

+ ì
ñ

(
∂2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

+ ∂2v
∂z2

)
, (3.3.8)

∂w
∂t

+ u
∂w
∂x

+ v
∂w
∂y

+ w
∂w
∂z

= −g
∂h
∂z

− 1
ñ

∂p
∂z

+ ì
ñ

(
∂2w
∂x2

+ ∂2w
∂y2

+ ∂2w
∂z2

)
. (3.3.9)

Óôéò åîéóþóåéò áõôÝò ç óõíÜñôçóç h äçëþíåé ôï õøüìåôñï åíüò óçìåßïõ P ôïõ ðåäßïõ ñïÞò. Ôï
õøüìåôñï h åîáñôÜôáé âÝâáéá áðü ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z) ôïõ óçìåßïõ áõôïý P,
äçëáäÞ h = h(x, y, z), êáé åßíáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. Ôï óýìâïëï g äçëþíåé ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò
âáñýôçôáò. Ôï óýìâïëï ñ äçëþíåé ôç óôáèåñÞ ðõêíüôçôá ôïõ ñåõóôïý. (¼ðùò Þäç Ý÷åé áíáöåñ-
èåß, óå áóõìðßåóôï ñåõóôü éó÷ýåé ñ = óôáèåñÜ.) ÔÝëïò ôï óýìâïëï ì äçëþíåé ôç óõíåêôéêüôçôá
(Þ ôï óõíôåëåóôÞ óõíåêôéêüôçôáò Þ óõíôåëåóôÞ éîþäïõò, áðëïýóôåñá ôï éîþäåò) ôïõ ñåõóôïý.
Êáé ç óõíåêôéêüôçôá ì õðïôßèåôáé üôé åßíáé óôáèåñÞ. ÅðéðëÝïí ç óõíÜñôçóç p = p(x, y, z, t) äçëþ-
íåé ôçí ðßåóç ôïõ ñåõóôïý. ÁõôÞ åßíáé ìéá Üãíùóôç óõíÜñôçóç, üðùò áêñéâþò åßíáé êáé ïé ôñåéò
óõíéóôþóåò (u, v,w) ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý.
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Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ðïëý óõ÷íÜ ìáò äéåõêïëýíåé ç ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ D (éóïäýíáìá d:
ôï óýìâïëï ôçò óõíÞèïõò ðáñáãùãßóåùò) ôçò ïëéêÞò ðáñáãþãïõ (Þ õëéêÞò ðáñáãþãïõ, ãéáôß
áíáöÝñåôáé óå Ýíá ñåõóôü óùìáôßäéï) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ãéá ìéá óõíÜñôçóç f = f (x, y, z, t).
Ç óõíÜñôçóç áõôÞ åîáñôÜôáé ôüóï áðü ôï ÷ñüíï t üóï êáé áðü ôéò ôñåéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáã-
ìÝíåò (x, y, z). Ç ïëéêÞ (Þ õëéêÞ) áõôÞ ðáñÜãùãïò ïñßæåôáé ùò åîÞò:

D f
D t

≡ df
dt

= ∂f
∂t

+ ∂f
∂x

dx
dt

+ ∂f
∂y

dy
dt

+ ∂f
∂z

dz
dt

= ∂f
∂t

+ u
∂f
∂x

+ v
∂f
∂y

+ w
∂f
∂z

. (3.3.10)

Óôïí ïñéóìü áõôü Ý÷ïõí ëçöèåß õðüøç êáé ïé óõíéóôþóåò (u, v,w) ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý
ìå ôïõò äéêïýò ôïõò ðñïöáíåßò ïñéóìïýò

u = dx
dt

, v = dy
dt

, w = dz
dt

. (3.3.11)

Ç ðáñáðÜíù ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ D áíáöÝñåôáé óå ðáñáãþãéóç ìéáò óõíáñôÞóåùò f (x, y, z, t)
ðïõ åêöñÜæåé ìéá éäéüôçôá (üðùò ç ðßåóç) Þ ìéá óõíéóôþóá ôçò ôá÷ýôçôáò åíüò ñåõóôïý óùìá-
ôéäßïõ. ¼ìùò ç éäéüôçôá áõôÞ Þ ç óõíéóôþóá ôçò ôá÷ýôçôáò èåùñåßôáé üôé ìåôáâÜëëåôáé ìå ôï
÷ñüíï t óå ìéá óõãêåêñéìÝíç èÝóç (x, y, z) ôïõ ðåäßïõ ñïÞò (ôïðéêÞ ìåôáâïëÞ). Ôáõôü÷ñïíá üìùò
ç ñïÞ ôïõ ñåõóôïý ðñïêáëåß ôçí êßíçóç ôïõ ñåõóôïý áõôïý óùìáôéäßïõ, äçëáäÞ ôç ìåôáâïëÞ ôçò
èÝóåþò ôïõ (x, y, z) ìå ôï ÷ñüíï t. ¢ñá êáé ç èÝóç ôïõ ñåõóôïý óùìáôéäßïõ (x, y, z) åßíáé êáé áõôÞ
óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t. (Äåí ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá áêßíçôï óçìåßï!) ÐñÝðåé åðïìÝíùò êáé ôï
ãåãïíüò áõôü (äçëáäÞ ç ìåôáâïëÞ ôçò óõíáñôÞóåùò f ëüãù ìåôáãùãÞò, êéíÞóåùò ôïõ ñåõóôïý)
íá ëçöèåß õðüøç óôçí ïëéêÞ ðáñáãþãéóÞ ôçò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. Áõôü ðñáãìáôéêÜ Ýãéíå óôïí
ðéï ðÜíù ôýðï (3.3.10) ïñéóìïý ôçò ïëéêÞò ðáñáãþãïõ (Þ õëéêÞò ðáñáãþãïõ) D f /D t ùò ðñïò
ôï ÷ñüíï t ìå ôç âïÞèåéá êáé ôùí óõíéóôùóþí (3.3.11) ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý.

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá ðÝñá áðü ôç âáèìùôÞ óõíÜñôçóç f . Èá åîåôÜóïõìå ìéá äéáíõóìáôéêÞ
óõíÜñôçóç, üðùò åßíáé ç ôá÷ýôçôá V ôïõ ñåõóôïý ìå óõíéóôþóåò (u, v,w):

V = ui+ v j+ wk. (3.3.12)

Óôçí ðåñßðôùóç äéáíõóìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò V ç ïëéêÞ (Þ õëéêÞ) ôçò ðáñÜãùãïò DV/D t ùò ðñïò
ôï ÷ñüíï t åýëïãá ïñßæåôáé ùò åîÞò:

DV
D t

≡ dV
dt

:= Du
D t

i+ Dv
D t

j+ Dw
D t

k. (3.3.13)

Ëüãù ìÜëéóôá êáé ôùí ôýðùí (3.3.10) ãéá âáèìùôÝò óõíáñôÞóåéò f = f (x, y, z, t) êáé (3.3.12), ç ïëéêÞ
(Þ õëéêÞ) áõôÞ ðáñÜãùãïò ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôç ìïñöÞ

DV
D t

≡ dV
dt

:= ∂V
∂t

+ u
∂V
∂x

+ v
∂V
∂y

+ w
∂V
∂z

. (3.3.14)

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï óõìâüëï D ôçò ïëéêÞò (Þ õëéêÞò) ðáñáãþãïõ ðïõ Þäç ïñßóèçêå.
Åðßóçò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôï óýìâïëï

grad f ≡ ∇f := ∂f
∂x

i+ ∂f
∂y

j+ ∂f
∂z

k (3.3.15)

ãéá ôçí êëßóç Þ âáèìßäá (gradient) âáèìùôÞò óõíáñôÞóåùò f = f (x, y, z, t). Åðßóçò ôï óýìâïëï

∇2f = ∂2f
∂x2

+ ∂2f
∂y2

+ ∂2f
∂z2

(3.3.16)

ãéá ôïí áñìïíéêü ôåëåóôÞ∇2 (ôåëåóôÞ ôïõ Laplace, ËáðëáóéáíÞ, Laplacian) ãéá âáèìùôÞ óõíÜñôçóç
f = f (x, y, z, t). Ôïí ôåëåóôÞ áõôü ∇2 ôïí Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé óôçí Åíüôçôá Â2.1, ïñéóìüò (2.1.24)
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óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z). Ìðïñïýìå íá ãåíéêåýóïõìå ôç ÷ñÞóç ôïõ áñìïíéêïý ôåëåóôÞ ∇2 óå
äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç, üðùò åßíáé ç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý V = V(x, y, z, t)

V = u i+ v j+ w k. (3.3.17)

Ç ãåíßêåõóç áõôÞ èá åßíáé ðñïöáíþò ç åîÞò:

∇2V := ∇2u i+ ∇2v j+ ∇2w k. (3.3.18)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü äéáðéóôþíïõìå ðùò ïé Þäç áíáöåñèåßóåò ôüóï âáóéêÝò åîéóþóåéò ôùí Navier--
Stokes (3.3.7), (3.3.8) êáé (3.3.9) óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ åíüò áóõìðßåóôïõ ñåõóôïý (äçëáäÞ ñåõóôïý
ìå ðõêíüôçôá ñ = óôáèåñÜ) ìðïñïýí íá ãñáöïýí êáé óõíôïìüôåñá ùò åîÞò:

Du
D t

= −g
∂h
∂x

− 1
ñ

∂p
∂x

+ ì
ñ
∇2u, (3.3.19)

Dv
D t

= −g
∂h
∂y

− 1
ñ

∂p
∂y

+ ì
ñ
∇2v, (3.3.20)

Dw
D t

= −g
∂h
∂z

− 1
ñ

∂p
∂z

+ ì
ñ
∇2w. (3.3.21)

Ç ãñáöÞ áõôÞ åßíáé ç óõíÞèçò âáèìùôÞ ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí âáèìùôþí Üãíùóôùí óõíáñôÞ-
óåùí u, v êáé w. ÁõôÝò åßíáé ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý êáôÜ ôïõò Üîïíåò x, y
êáé z áíôßóôïé÷á ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí, ó÷Ýóç (3.3.17). Åßíáé åðßóçò
äõíáôÞ êáé ç áíôßóôïé÷ç (êáé áêüìç ðéï óýíôïìç) äéáíõóìáôéêÞ ãñáöÞ

DV
D t

= −g grad h− 1
ñ
grad p+ ì

ñ
∇2V. (3.3.22)

(Ãéá ôç äéáíõóìáôéêÞ áõôÞ ãñáöÞ ôùí åîéóþóåùí ôùí Navier--Stokes ãéá áóõìðßåóôï ñåõóôü Ýãéíå
÷ñÞóç ôçò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóåùò V = ui + v j + wk.) Óçìåéþíåôáé âÝâáéá üôé êáé ç ðßåóç
p = p(x, y, z, t) ôïõ ñåõóôïý åßíáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç.

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, áíåîÜñôçôá óõíôïìåõìÝíùí ãñáöþí ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ç ñïÞ
(óôïí ôñéäéÜóôáôï ãåíéêÜ ÷þñï) åíüò áóõìðßåóôïõ ñåõóôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ áíÜãåôáé óôï
óýóôçìá ôùí åîéóþóåùí ôçò óõíå÷åßáò (3.3.4) êáé ôùí Navier--Stokes (3.3.7), (3.3.8) êáé (3.3.9).
(Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ðñÜãìáôé ôá ðåñéóóüôåñá ñåõóôÜ ðïõ óõíáíôÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò,
õãñÜ óõíÞèùò êáé êõñßùò ôï íåñü, åßíáé ïõóéáóôéêÜ áóõìðßåóôá.) Ïé ðéï ðÜíù ôÝóóåñéò åîéóþóåéò
(3.3.4), (3.3.7), (3.3.8) êáé (3.3.9) óõíéóôïýí Ýíá óýóôçìá ôåóóÜñùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìå-
ñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ôï óýóôçìá áõôü åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò ëüãù ôçò ðáñïõóßáò ôùí äåõôÝñùí
ìåñéêþí ðáñáãþãùí óôï äåîéü ìÝëïò ôùí ôñéþí åîéóþóåùí ôùí Navier--Stokes. Åßíáé åðßóçò ìç
ãñáììéêü ëüãù ôùí ðáñïõóéáæüìåíùí ãéíïìÝíùí ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí u, v êáé w åðß ôéò
ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôïõò óôá áñéóôåñÜ ìÝëç ôùí ôñéþí åîéóþóåùí ôùí Navier--Stokes.
Óôéò ôÝóóåñéò áõôÝò åîéóþóåéò õðÜñ÷ïõí ôÝóóåñéò óõíïëéêÜ Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (Þ åîáñôçìÝ-
íåò ìåôáâëçôÝò). ÁõôÝò åßíáé ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò (u, v,w) êáé ç ðßåóç p ôïõ ñåõóôïý óå
ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z). ÕðÜñ÷ïõí åðßóçò ôÝóóåñéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. ÁõôÝò
åßíáé ïé ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z) óôïí ôñéäéÜóôáôï ÷þñï êáé ï ÷ñüíïò t. Äåí ðñüêåé-
ôáé ãéá êáèüëïõ åýêïëï ðñïò åðßëõóç óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.
Åíôïýôïéò óßãïõñá ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óáöÝò äåßãìá ôçò ðñáêôéêÞò ÷ñçóéìüôçôáò ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, óôçí ðåñßðôùóÞ
ìáò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí).

¹äç Ý÷ïõí ãßíåé ïé õðïèÝóåéò áóõìðßåóôïõ ñåõóôïý (ñåõóôïý ìå ðõêíüôçôá ñ = óôáèåñÜ)
êáé ãÞéíïõ ðåäßïõ âáñýôçôáò (ìå åðéôÜ÷õíóç g). Ìéá Üëëç åíäéáöÝñïõóá õðüèåóç ðïõ ìðïñåß
íá áðëïðïéÞóåé óçìáíôéêÜ ôéò åîéóþóåéò ôùí Navier--Stokes (3.3.7), (3.3.8) êáé (3.3.9) (óå áñêåôÜ
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óõíôïìüôåñç ãñáöÞ (3.3.19), (3.3.20) êáé (3.3.21) êáé äéáíõóìáôéêÜ (3.3.22)) åßíáé ç õðüèåóç ôïõ
ìç óõíåêôéêïý ñåõóôïý. ÕðïèÝôïõìå äçëáäÞ ñåõóôü ìå ìçäåíéêÞ óõíåêôéêüôçôá (Þ óõíôåëåóôÞ
óõíåêôéêüôçôáò Þ éîþäåò)ì: ì = 0. Ìå ôçí õðüèåóçáõôÞ:ì = 0, ðïõ éó÷ýåé óôá éäåáôÜñåõóôÜ (ôá
ïðïßá åßíáé âÝâáéá ôáõôü÷ñïíá êáé áóõìðßåóôá: ìå ðõêíüôçôá ñ = óôáèåñÜ), ïé ôñåéò åîéóþóåéò
ôùí Navier--Stokes (3.3.7), (3.3.8) êáé (3.3.9) ðáßñíïõí ôéò áñêåôÜ áðëïýóôåñåò ìïñöÝò ôïõò

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+ w
∂u
∂z

= −g
∂h
∂x

− 1
ñ

∂p
∂x

, (3.3.23)

∂v
∂t

+ u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+ w
∂v
∂z

= −g
∂h
∂y

− 1
ñ

∂p
∂y

, (3.3.24)

∂w
∂t

+ u
∂w
∂x

+ v
∂w
∂y

+ w
∂w
∂z

= −g
∂h
∂z

− 1
ñ

∂p
∂z

. (3.3.25)

Ïé áðëïðïéçìÝíåò áõôÝò åîéóþóåéò ôùí Navier--Stokes (ìå ì = 0) êáëïýíôáé ðëÝïí åîéóþóåéò
ôïõ Euler êáé Ý÷ïõí ôï ðñüóèåôï ðëåïíÝêôçìá üôé åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò êáé ü÷é äåõôÝñáò ôÜîåùò.
Ç áíôßóôïé÷ç äéáíõóìáôéêÞ ìïñöÞ ôùí åîéóþóåùí ôïõ Euler åßíáé ç åîÞò:

DV
D t

= −g grad h− 1
ñ
grad p. (3.3.26)

Ç åîßóùóç áõôÞ ðñïÝêõøå Ý÷ïíôáò áðëÜ èÝóåé ì = 0 ãéá ôç óõíåêôéêüôçôá (ôï éîþäåò) ì óôç
óõíïðôéêÞ, äéáíõóìáôéêÞ ãñáöÞ (3.3.22) ôùí åîéóþóåùí ôùí Navier--Stokes.

B3.3.3. Ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

ÓõìðåñáóìáôéêÜ êáôáëÞãïõìå óôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.3.4) (äéáíõóìáôéêÜ (3.3.6)) êáé
óôéò åîéóþóåéò ôïõ Euler (3.3.23), (3.3.24) êáé (3.3.25) (äéáíõóìáôéêÜ (3.3.26)). Ïé ôÝóóåñéò áõôÝò
åîéóþóåéò áðïôåëïýí ôï èåìåëéþäåò óýóôçìá ôùí ôåóóÜñùí ìç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðñþôçò ôÜîåùò óôçí ôñéäéÜóôáôç êáé ãåíéêÜ ìç ìüíéìç (åîáñôþìåíç áðü
ôï ÷ñüíï t) ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý. ¸÷ïõí ôÝóóåñéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò: ôéò óõíéóôþóåò ôçò
ôá÷ýôçôáò (u, v,w) êáé ôçí ðßåóç p ôïõ ñåõóôïý. ¼ðùò üìùò õðïèÝóáìå, ôï ñåõóôü åßíáé ôáõ-
ôü÷ñïíá êáé áóõìðßåóôï: ñ = óôáèåñÜ, êáé ìç óõíåêôéêü: ì = 0. Ïé åîéóþóåéò áõôÝò áöïñïýí
âÝâáéá óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ìÝóá óôï ãÞéíï ðåäßï âáñýôçôáò (ìå åðéôÜ÷õíóç g). Åßíáé ðñïöáíÝò
üôé ç åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý äåí åßíáé êáèüëïõ áðëÞ óôéò ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò êáé
äå èá åðé÷åéñçèåß åäþ. ÖõóéêÜ ç ëýóç ôïõ (ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ìüëéò âñåèïýí) èá åîáñôÜôáé
êáé áðü ôéò ôÝóóåñéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, äçëáäÞ êáé áðü ôç èÝóç (x, y, z) êáé áðü ôï ÷ñüíï t.

B3.4. ÌÏÍÉÌÇ ÁÓÔÑÏÂÉËÇ ÑÏÇ ÉÄÅÁÔÏÕ ÑÅÕÓÔÏÕ

B3.4.1. Ïé âáóéêÝò åîéóþóåéò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá èåùñÞóïõìå ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò ìüíéìçò (äçëáäÞ áíåîÜñôçôçò
áðü ôï ÷ñüíï t) ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý (ñ = óôáèåñÜ êáé åðßóçò ì = 0) ìå ôçí éó÷ý ôçò åîéóþóåùò
ôçò óõíå÷åßáò (3.3.4)

∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

= 0. (3.4.1)

(Óçìåéþíåôáé üôé ðÜíôïôå éó÷ýåé ç åîßóùóç áõôÞ ãéá éäåáôÜ ñåõóôÜ, áêüìç êáé óå ìç ìüíéìç ñïÞ!)
Ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.4.1) áöïñÜ óôéò ôñåéò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý: ôéò
u, v êáé w. ÕðïèÝôïõìå åðéðëÝïí üôé ç ñïÞ åßíáé áóôñüâéëç, äçëáäÞ Ý÷åé ìçäåíéêÝò ôéò ãùíéáêÝò
ôá÷ýôçôåò ðåñéóôñïöÞòùx, ùy êáéùz ãýñù áðü ôïõò Üîïíåò x, y êáé z áíôßóôïé÷á óå êÜèå óçìåßï
ôïõ ñåõóôïý. ÅðïìÝíùò éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

ùx = 1
2

(
∂w
∂y

− ∂v
∂z

)
= 0, ùy = 1

2

(
∂u
∂z

− ∂w
∂x

)
= 0, ùz = 1

2

(
∂v
∂x

− ∂u
∂y

)
= 0 (3.4.2)



82 (ÊåöÜëáéï B3) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

êáé éóïäýíáìá
∂w
∂y

= ∂v
∂z

,
∂u
∂z

= ∂w
∂x

,
∂v
∂x

= ∂u
∂y

. (3.4.3)

Ìéá ôÝôïéá ñïÞ êáëåßôáé áóôñüâéëç ñïÞ. Ó’ áõôÞí ôï äéÜíõóìá ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ðåñé-
óôñïöÞò Ù åßíáé êáé áõôü ìçäåíéêü ëüãù ôùí ôýðùí (3.4.2)

Ù = ùx i+ùy j+ùz k = 0. (3.4.4)

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôþñá êáé ôçí Ýííïéá ôïõ óôñïâéëéóìïý (ôçò óôñïâéëüôçôáò), üðùò óõíÞ-
èùò êáëåßôáé ç ðåñéóôñïöÞ, ôï curl ìéáò äéáíõóìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò éäßùò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ.
¸ôóé ôï ðéï ðÜíù äéÜíõóìá Ù åßíáé ßóï (êáé ðÜëé ëüãù ôùí ôýðùí (3.4.2)) êáé ìå ôï ìéóü ôïõ
óôñïâéëéóìïý æ ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý ìå

æ = curlV ≡ ∇ × V, (3.4.5)

äçëáäÞ äéáðéóôþíïõìå üôé

Ù = 1
2
æ = 1

2
curlV = 1

2




i j k
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z

u v w


 . (3.4.6)

Ç ôá÷ýôçôá V ôïõ ñåõóôïý äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

V = u i+ v j+ w k (3.4.7)

ìÝóù ôùí óõíéóôùóþí ôçò u, v êáé w.

¢ñá ëüãù ôùí ôýðùí (3.4.2) êáé (3.4.6) ï óôñïâéëéóìüò (Þ ðåñéóôñïöÞ, curl) æ ôçò ôá÷ýôçôáò
V ôïõ ñåõóôïý åßíáé ßóïò ìå ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá 0 = (0, 0, 0). Ôï ßäéï ìÜëéóôá óõìâáßíåé, üðùò
Þäç áíáöÝñèçêå óôç ó÷Ýóç (3.4.4), êáé ãéá ôï äéÜíõóìá ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ðåñéóôñïöÞò Ù.
ÅðïìÝíùò, óõíïøßæïíôáò Ý÷ïõìå

Ù = 1
2
æ = 1

2
curlV = 0 (3.4.8)

óôçí ðáñïýóá áóôñüâéëç ñïÞ.

B3.4.2. Ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé óôçí áóôñüâéëç êáé ìüíéìç (óôáèåñÞ, áíåîÜñôçôç ôïõ ÷ñüíïõ t) ñïÞ
åíüò éäåáôïý ñåõóôïý ðïõ åîåôÜæïõìå éó÷ýïõí ïé ôÝóóåñéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò (3.4.1): ìßá åîßóùóç êáé (3.4.3): ôñåéò åîéóþóåéò. ¢ãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ó’ áõôÝò åßíáé ïé
ôñåéò óõíéóôþóåò u, v êáéw ôçò äéáíõóìáôéêÞò ôá÷ýôçôáò V ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý ðïõ åîåôÜæïõìå.
¸÷ïõìå Ýôóé Ýíá óýóôçìá ôåóóÜñùí êáé (åõôõ÷þò!) ãñáììéêþí ôþñá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþ-
ôçò ôÜîåùò, üðùò åõèýò äéáðéóôþíïõìå. ¸÷ïõìå åðßóçò ôñåéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò êáèþò êáé
ôñåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x, y êáé z. Ç ñïÞ Ý÷åé õðïôåèåß
ìüíéìç (óôáèåñÞ) êáé åðïìÝíùò ï ÷ñüíïò t äå óõìðåñéëáìâÜíåôáé óôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò.
Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý èåùñïýìå ôçí ôá÷ýôçôá V ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý óáí êëßóç
(Þ âáèìßäá, gradient) ìéáò âáèìùôÞò óõíáñôÞóåùò Ö = Ö(x, y, z):

V = gradÖ ≡ ∇Ö, (3.4.9)

ðéï óõãêåêñéìÝíá óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z)

u = ∂Ö
∂x

, v = ∂Ö
∂y

, w = ∂Ö
∂z

. (3.4.10)

Ç íÝá áõôÞ óõíÜñôçóç Ö, ðïõ êáëåßôáé êáé óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò (Þ äõíáìéêÞ
óõíÜñôçóç) Þ, áðëïýóôåñá êáé êáôÜ ðñïôßìçóç, äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò, åßíáé ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìç
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óôï ðáñüí ðñüâëçìá áóôñüâéëçò êáé ìüíéìçò ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý. ÐñáãìáôéêÜ, õðïèÝôïíôáò
üôé ïé ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ìéáò óõíáñôÞóåùò õðÜñ÷ïõí êáé åßíáé óõíå÷åßò (üðùò óõíÞèùò
éó÷ýåé), ç åíáëëáãÞ ôçò óåéñÜò óôéò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò äå ìåôáâÜëëåé êáèüëïõ ôï áðïôÝëåóìá
ôùí ðáñáãùãßóåùí áõôþí. ¸ôóé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ãéá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö Ý÷ïõìå

∂

∂y

(
∂Ö
∂z

)
= ∂

∂z

(
∂Ö
∂y

)
,

∂

∂z

(
∂Ö
∂x

)
= ∂

∂x

(
∂Ö
∂z

)
,

∂

∂x

(
∂Ö
∂y

)
= ∂

∂y

(
∂Ö
∂x

)
. (3.4.11)

Ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò ãñÜöïíôáé êáé ìå óõíôïìüôåñï éóïäýíáìï óõìâïëéóìü (ðïõ åßíáé êáé ï ðéï óõ-
íçèéóìÝíïò) ãéá ôéò ßäéåò áêñéâþò ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂2Ö
∂y ∂z

= ∂2Ö
∂z ∂y

,
∂2Ö
∂z ∂x

= ∂2Ö
∂x ∂z

,
∂2Ö
∂x ∂y

= ∂2Ö
∂y ∂x

. (3.4.12)

Ïé åîéóþóåéò (3.4.3) áöïñïýí óôçí õðüèåóç åëëåßøåùò óôñïâéëéóìïý (Þ ðåñéóôñïöÞò, óôï êá-
ëïýìåíï áóôñüâéëï, ç ëÝîç áóôñüâéëï åäþ åßíáé ïõóéáóôéêü!) ôçò ðáñïýóáò ñïÞò. ËáìâÜíïõìå
õðüøç ôéò åîéóþóåéò áõôÝò óå óõíäõáóìü ìå ôïí ïñéóìü (3.4.10) ôùí óõíéóôùóþí (u, v,w) ôçò
ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý ìÝóù ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö. Äéáðéóôþíïõìå Ýôóé Üìåóá üôé ìå
ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáòÖ êáé ïé ôñåéò åîéóþóåéò (3.4.3) (ðïõ áóöáëþò åßíáé äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò) åðáëçèåýïíôáé áõôüìáôá ãéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç äõíá-
ìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö ôùí Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y, z). Áõôü óõìâáßíåé áðëÜ ãéáôß ìå ôç
÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáòÖ ïé åîéóþóåéò (3.4.3) áíÜãïíôáé óôïõò ôýðïõò (3.4.12), ïé ïðïßïé
éó÷ýïõí. Áñêåß âÝâáéá ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö: (á) íá ïñßæåôáé óôçí ðåñéï÷Þ D ôïõ
ðåäßïõ ñïÞò ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé êáé (â) åðéðëÝïí íá äéáèÝôåé ôéò áíáãêáßåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ìå óõíå÷åßò ìÜëéóôá ôéò ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôùí ôýðùí (3.4.11) êáé éóïäýíáìá (3.4.12).

Äéáðéóôþíåôáé Ýôóé üôé ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.4.3)
Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò, ìßá ãéá êÜèå óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò (Þ áðëÜ ãéá êÜèå äõíáìéêü
ôá÷ýôçôáò) Ö = Ö(x, y, z). Ç óõíÜñôçóç áõôÞ ìðïñåß íá åðéëåãåß óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù.
Óôçí ïõóßá åßíáé ìéá ó÷åäüí áðüëõôá áõèáßñåôç óõíÜñôçóç. ÅðïìÝíùò ç éäÝá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö ìáò åðÝôñåøå ïõóéáóôéêÜ íá ðáýóïõìå íá áó÷ïëïýìáóôå ìå ôéò ôñåéò
åîéóþóåéò (3.4.3) ôçò áóôñüâéëçò êáé ìüíéìçò ñïÞò ôïõ ðáñüíôïò éäåáôïý ñåõóôïý. Õðåíèõìßæåôáé
üôé ôï éäåáôü ñåõóôü åßíáé Ýíá ñåõóôü: (á) áóõìðßåóôï: ìå ðõêíüôçôá ñ = óôáèåñÜ êáé åðßóçò
(â) ìç óõíåêôéêü: ìå óõíåêôéêüôçôá Þ éîþäåò ì = 0.

Áò ìçí ëçóìïíïýìå åîÜëëïõ üôé áðü ôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç åßíáé ðïëý ãíùóôü üôé éó÷ýåé
ï âáóéêüò ôýðïò

curl (gradÖ) ≡ ∇ × (∇Ö) = 0. (3.4.13)

Ï ôýðïò áõôüò äçëþíåé ìçäåíéêü óôñïâéëéóìü (ðåñéóôñïöÞ) ôçò êëßóåùò åíüò âáèìùôïý ðåäßïõ.
¢ñá, ìå äéáíõóìáôéêü ôþñá óõìâïëéóìü, ëüãù ôïõ ôýðïõ (3.4.9) ãéá ôçí ôá÷ýôçôá V ôïõ ñåõóôïý
êáèþò êáé ôïõ ôýðïõ (3.4.13), éó÷ýåé

curlV ≡ ∇ × V = 0, åðåéäÞ V = gradÖ ≡ ∇Ö. (3.4.14)

Ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá ìéá óõíïðôéêüôåñç ãñáöÞ ôïõ ãåãïíüôïò üôé éó÷ýïõí áõôüìáôá êáé ïé ôñåéò
åîéóþóåéò (3.4.3) ìå ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö. Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ äõíáìéêïý áõôïý êá-
èïñßæïíôáé ïé óõíéóôþóåò (u, v,w) ôçò ôá÷ýôçôáòV ôïõ ñåõóôïýóôçíðáñïýóáñïÞ: ôýðïé (3.4.10).

Èåùñïýìå åðïìÝíùò ôþñá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö óáí ôç ìüíç Üãíùóôç óõíÜñôçóÞ ìáò
óôï ðñüâëçìá ñïÞò ðïõ ìåëåôÜìå. ¢ñá ç óõíÜñôçóç áõôÞ Ö ðñÝðåé íá åðáëçèåýåé ôþñá ìüíï
ôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.4.1). Ç åîßóùóç áõôÞ (3.4.1) ëüãù ôùí ðéï ðÜíù ôýðùí (3.4.10)
ãéá ôéò ôñåéò õíéóôþóåò (u, v,w) ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

∇2Ö ≡ ∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

+ ∂2Ö
∂z2

= 0. (3.4.15)
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¢ñá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö ðñÝðåé íá åðáëçèåýåé ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace, åäþ óôéò ôñåéò
äéáóôÜóåéò: ôçí ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (3.4.15). ÄçëáäÞ áðáéôåßôáé íá åßíáé áñìïíéêÞ
óõíÜñôçóç: óõíÜñôçóç ìå ËáðëáóéáíÞ (Laplacian) ßóç ìå ôï ìçäÝí. Ìå ôïí ôñüðï áõôü, äçëáäÞ
ìå ôçí åéóáãùãÞ ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö, ðåôý÷áìå íá áíáãÜãïõìå ôï üëï ðñüâëçìá ôïõ
ðñïóäéïñéóìïý ôùí óõíéóôùóþí (u, v,w) ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý óå ìßá ìüíï äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò: óôçí ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (3.4.15). Êáé ìÜëéóôá
ç åîßóùóçáõôÞ Ý÷åé êáé ìßá ìüíï Üãíùóôç óõíÜñôçóç: ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ óôçí ôñéäéÜóôáôç
ðåñéï÷Þ D ôçò ðáñïýóáò ìüíéìçò ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý.

ÐÝñá áðü ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (3.4.15) ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá
ðëçñïß êáé ôç ó÷åôéêÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç óôï óýíïñï C ≡ ∂D ôïõ ðåäßïõ ñïÞò D. ÕðïèÝôïíôáò
ôï óýíïñï áõôü C óôåñåü êáé áêßíçôï, åßíáé öõóéêÜ êáôáíïçôü üôé ôï ñåõóôü äå ìðïñåß ïýôå íá
åéóÝñ÷åôáé óôçí ðåñéï÷Þ D ïýôå êáé íá åîÝñ÷åôáé áðü ôçí ðåñéï÷Þ áõôÞ êáôÜ ìÞêïò ôïõ óõíüñïõ
ôçò C. ÐñÝðåé åðïìÝíùò ç êÜèåôç óõíéóôþóá Vn ôçò ôá÷ýôçôáò V, äçëáäÞ ç ðñïâïëÞ ôçò ôá÷ýôç-
ôáò V ðÜíù óôï ìïíáäéáßï êÜèåôï äéÜíõóìá n óôï óýíïñï C íá åßíáé ßóç ìå ìçäÝí. (Áò óçìåéùèåß
üôé óõíÞèùò áõôü ôï êÜèåôï äéÜíõóìá n Ý÷åé äéåýèõíóç ðñïò ôá Ýîù ôçò ðåñéï÷Þò ñïÞò D, áí êáé
áõôü äåí Ý÷åé êáìßá óçìáóßá åäþ.) ¢ñá

Vn = ∂Ö
∂n

= 0 (3.4.16)

ìå ôï óýìâïëï ∂Ö/∂n íá äçëþíåé ôçí ðáñÜãùãï êáôÜ ôçí êÜèåôï n. ÅðïìÝíùò ðñïêýðôåé óõíï-
ñéáêÞ óõíèÞêç ôýðïõ Neumann ãéá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö õðü ôéò ðáñïýóåò õðïèÝóåéò.

ÓõìðåñáóìáôéêÜ ôï ðñüâëçìá ôçò ìüíéìçò (áíåîÜñôçôçò ôïõ ÷ñüíïõ t) êáé áóôñüâéëçò ñïÞò
éäåáôïý (áóõìðßåóôïõ: ñ = óôáèåñÜ, êáé ìç óõíåêôéêïý: ì = 0) ñåõóôïý áíÜãåôáé: (á) óôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ Laplace (3.4.15) óôï ðåäßï ñïÞò D (åäþ ôñéäéÜóôáôï) êáé (â) óôç óõíïñéáêÞ
óõíèÞêç (3.4.16). ÁõôÞ ç óõíèÞêç éó÷ýåé ãéá óôåñåü êáé áêßíçôï óýíïñï C ôïõ ðåäßïõ ñïÞò D.
(Åíôïýôïéò ç ßäéá óõíèÞêç (3.4.16) ìðïñåß íá ôñïðïðïéçèåß êáôÜëëçëá ãéá Üëëïõò ôýðïõò óõíüñùí
ôïõ ðåäßïõ ñïÞò.) ÐñÝðåé åðßóçò íá ðÜñïõìå õðüøç ôéò óõíèÞêåò óôï Üðåéñï (ð.÷. ïìïéüìïñöç
ôá÷ýôçôá V∞) ãéá Üðåéñá ðåäßá ñïÞò. Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé ç åîßóùóç ôïõ Laplace (3.4.15),
óôçí ïðïßá êáôáëÞîáìå, åßíáé ìéá éäéáßôåñá ãíùóôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
äåõôÝñáò ôáîåùò, ãñáììéêÞ, ïìïãåíÞò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Åßíáé åðßóçò åëëåéðôéêïý
ôýðïõ, áí ãåíéêåýóïõìå ôïí ôåëåõôáßï üñï: åëëåéðôéêïý ôýðïõ áðü ôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y) óôéò
ôñåéò (x, y, z).

ÐñÝðåé åîÜëëïõ íá óçìåéùèåß üôé óôçí ðáñïýóá ñïÞ áðïäåéêíýåôáé óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ üôé
ïé ôñåéò åîéóþóåéò ôïõ Euler (3.3.23), (3.3.24) êáé (3.3.25) ðïõ Þäç áíáöÝñáìå áíÜãïíôáé óôçí
åîßóùóç ôïõ Bernoulli

V2

2g
+ p

ñg
+ h = H = óôáèåñÜ. (3.4.17)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ìå V = |V| äçëþíåôáé ôï ìÝôñï ôçò ôá÷ýôçôáò V êáé ç óôáèåñÜ H êáëåßôáé
õäñáõëéêü öïñôßï Þ ïëéêü öïñôßï. Ç åîßóùóç áõôÞ, ðïõ åßíáé ìéá óõíÞèçò áëãåâñéêÞ åîßóùóç
êáé ü÷é ðéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ìáò åðéôñÝðåé ôïí õðïëïãéóìü êáé ôçò
ðéÝóåùò p óå êÜèå óçìåßï (x, y, z) ôçò ñïÞò ôïõ ñåõóôïý. Äåí åðåìâáßíåé üìùò óôïí ðñïóäéïñéóìü
ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö.

B3.4.3. Ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò äéäéÜóôáôçò ñïÞò

Áêñéâþò ôá ßäéá éó÷ýïõí êáé óôç äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) ðåñßðôùóç (óôï åðßðåäï Oxy) ôçò
ìüíéìçò êáé áóôñüâéëçò ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý. Ìüíï ðïõ ôþñá ôá ìåãÝèç ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé:
u êáé v (ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý), Ö (ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò) êáé p (ç ðßåóç
ôïõ ñåõóôïý) åîáñôþíôáé ìüíï áðü ôéò äýï ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x êáé y. Áðü ôçí Üëëç
ðëåõñÜ ç óõíéóôþóá w ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý êáôÜ ôïí Üîïíá Oz åßíáé ìçäåíéêÞ: w = 0.
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Óôçí åéäéêÞ (áëëÜ êáé ôüóï óõíçèéóìÝíç!) áõôÞ ðåñßðôùóç ïé åîéóþóåéò (3.4.3) ãéá ôçí Ýëëåéøç
óôñïâéëéóìïý (ôï áóôñüâéëï) ôçò ñïÞò ðñïöáíþò ìåéþíïíôáé áðü ôñåéò óå ìßá ìüíï: ôçí ôñßôç

∂v
∂x

= ∂u
∂y

. (3.4.18)

Åðßóçò ïé ôýðïé (3.4.10), ïé ïðïßïé áöïñïýí óôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óõíéóôùóþí (u, v,w) ôçò
ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý, ìåéþíïíôáé öõóéêÜ êáé áõôïß óå äýï: óôïõò äýï ðñþôïõò (åðåéäÞ
Ö = Ö(x, y), ïðüôå êáé w = 0), óôïõò åîÞò:

u = ∂Ö
∂x

, v = ∂Ö
∂y

. (3.4.19)

ÅðéðëÝïí êáé ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.4.1) áðëïðïéåßôáé êáé áõôÞ óôç äéäéÜóôáóôç ìïñöÞ ôçò

∂u
∂x

+ ∂v
∂y

= 0 (3.4.20)

ëüãù ôçò ìç õðÜñîåùò ôá÷ýôçôáò w êáôÜ ôïí Üîïíá Oz. ÔÝëïò, áóöáëþò êáé ç åîßóùóç ôïõ
Laplace (3.4.15) ãéá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö (ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò
(3.4.1)) ðáßñíåé êáé áõôÞ äéäéÜóôáôç ìïñöÞ, ôçí åîÞò:

∇2Ö ≡ ∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

= 0 (3.4.21)

ìå ∇2Ö ≡ div (gradÖ) ≡ ∇ · (∇Ö). Ôï æçôïýìåíï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò (Þ óõíÜñôçóç äõíáìéêïý
ôá÷ýôçôáò) Ö = Ö(x, y) åßíáé âÝâáéá êáé áõôü óõíÜñôçóç ìüíï äýï Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí:
ôùí x êáé y. (Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ áíáöåñüìáóôå óõíå÷þò óå åðßðåäç ñïÞ.)

Êáé óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ôçò åðßðåäçò ñïÞò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö
ðëçñïýôáé áõôüìáôá ç åîßóùóç (3.4.18), ðïõ áöïñÜ óôçí Ýëëåéøç óôñïâéëéóìïý (óôï áóôñüâéëï)
ôçò ñïÞò. Åßíáé üìùò áðáñáßôçôï íá ìçí áãíïçèåß, íá ëçöèåß õðüøç ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò
(3.4.20). Áõôü ïäçãåß óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (3.4.21). ÔÝëïò, üóïí áöïñÜ óôç óõ-
íçèéóìÝíç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (3.4.16) (Vn = ∂Ö/∂n = 0) ãéá óôåñåü êáé áêßíçôï óýíïñï C ôïõ
ðåäßïõ ñïÞò D (áëëÜ äéäéÜóôáôïõ ôþñá ðåäßïõ ñïÞò), áõôÞ ðáñáìÝíåé âÝâáéá óå éó÷ý. Åíôïýôïéò
õðïëïãéóôéêÜ ãßíåôáé áðëïýóôåñç, ãéáôß ôþñá ôï óýíïñï C ôïõ äéäéÜóôáôïõ ðéá ðåäßïõ ñïÞò D
åßíáé ìïíïäéÜóôáôï. ÂÝâáéá üëåò áõôÝò ïé äéáðéóôþóåéò åßíáé ëßãï--ðïëý ðñïöáíåßò.

B3.4.4. Ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø

Ôï êáèáñÜ íÝï óôïé÷åßï óôç äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) êáé ìüíéìç (óôáèåñÞ) ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý
åßíáé ìéá åðéðëÝïí äõíáôüôçôá ðïõ äåí ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí áíôßóôïé÷ç ôñéäéÜóôáôç ñïÞ ïýôå
êáé åßíáé ãåíéêåýóéìç ó’ áõôÞí. Ç äõíáôüôçôá áõôÞ óõíßóôáôáé óôçí åéóáãùãÞ êáé ìéáò íÝáò
óõíáñôÞóåùò Ø = Ø(x, y), ðïõ êáëåßôáé ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò). Ç óõíÜñôçóç
áõôÞ Ø = Ø(x, y) ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß áíôß ãéá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö = Ö(x, y) Þ/êáé
ðáñÜëëçëá ìå ôï äõíáìéêü áõôü. Ç öéëïóïößá ðïõ õðïêñýðôåôáé ðßóù áðü ôçí åéóáãùãÞ ôçò
ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò Ø (åðáíáëáìâÜíåôáé ìüíï óôç äéäéÜóôáôç êáé ìüíéìç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý
ðïõ åîåôÜæïõìå) åßíáé áðëÜ ç «áõôüìáôç» ðëÞñùóç ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò (3.4.20) óôç
ñïÞ áõôÞ áðü ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø. ÈÝôïõìå üìùò êáé ðÜëé ôçí ðñïûðüèåóç üôé êáé ç ñïúêÞ
óõíÜñôçóç Ø äéáèÝôåé óõíå÷åßò ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò y ðñþôá êáé, óôç óõíÝ÷åéá,
êáé ùò ðñïò x (êáé áíôßóôñïöá áóöáëþò). Ôüôå Ý÷ïõìå

∂2Ø
∂x ∂y

= ∂2Ø
∂y ∂x

, (3.4.22)

êÜôé ðïõ ó÷åäüí ðÜíôïôå éó÷ýåé ãéá ìéá óõíçèéóìÝíç óõíÜñôçóç Ø = Ø(x, y).

Èåùñïýìå ôþñá ôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.4.20). Áò ìçí îå÷íÜìå üôé áõôÞ åßíáé ïõóéáóôéêÜ
ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò ôéò Üãíùóôåò óõíéóôþóåò u êáé v ôçò
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ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå Ýôóé Ýíá óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò: ôéò óõíéóôþóåò áõôÝò u êáé v. Ç ðñþôç
åîßóùóç ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.4.20) êáé ç äåýôåñç ç åîßóùóç ôçò
åëëåßøåùò óôñïâéëéóìïý óôç ñïÞ, ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò (3.4.18).

Ðáñáôçñþíôáò ôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.4.20), óôçí ðåñßðôùóç ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞ-
óåùò Ø, áðëÜ õðïëïãßæïõìå ôéò óõíéóôþóåò u êáé v ôçò ôá÷ýôçôáò (äéäéÜóôáôçò ðëÝïí) V ôïõ
ñåõóôïý ìÝóù ôùí ôýðùí

u = ∂Ø
∂y

, v = − ∂Ø
∂x

. (3.4.23)

Ïé ôýðïé áõôïß åðéëÝ÷èçêáí óêüðéìá, þóôå íá ðëçñïýôáé áõôüìáôá ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò
(3.4.20). ÂÝâáéá ðëçñïýôáé áõôüìáôá ìå ôçí õðüèåóç éó÷ýïò ôïõ ôýðïõ (3.4.22) ãéá ôç äõíáôü-
ôçôá åíáëëáãÞò ôçò óåéñÜò ôùí ìåñéêþí ðáñáãùãßóåùí êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìéêôÞò ìåñéêÞò
ðáñáãþãïõ ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞóåùòØ. (ÁõôÞ ç äõíáôüôçôá åíáëëáãÞò åßíáé åäþ ó÷åäüí âÝâáéç.)
Ç áõôüìáôç ðëÞñùóç ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò (3.4.20) äéáðéóôþíåôáé ðÜñá ðïëý åýêïëá
ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôùí ôýðùí (3.4.23) óôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.4.20). ¢ñá ìå ôç ÷ñÞóç
ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò Ø ðëçñïýôáé áõôüìáôá ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (3.4.20). Åíôïýôïéò
äõóôõ÷þò äå óõìâáßíåé ôï ßäéï êáé ãéá ôç óõíèÞêç (3.4.18) ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò (âÝâáéá ìå
ôç ñïÞ íá Ý÷åé õðïôåèåß üôé åßíáé áóôñüâéëç). Áíôßèåôá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö
óõíÝâáéíå áêñéâþò ôï áíôßóôñïöï, üðùò Þäç ëåðôïìåñþò äéáðéóôþóáìå.

Ãéá ôçí ðëÞñùóç ôçò óõíèÞêçò ôïõ áóôñüâéëïõ (ìçäåíéêïý óôñïâéëéóìïý, ìçäåíéêÞò ðåñéóôñï-
öÞò) (3.4.18) ôçò ðáñïýóáò ìüíéìçò äéäéÜóôáôçò ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý ðñÝðåé (äõóôõ÷þò áíá-
ãêáóôéêÜ ðñÝðåé!) íá ãßíåé ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (3.4.23). Áðü ôïõò ôýðïõò áõôïýò êáèïñßæïíôáé
ïé óõíéóôþóåò u êáé v ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý ìÝóù ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò Ø.
Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò óõíéóôþóåò áõôÝò u êáé v óôç óõíèÞêç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò (3.4.18),
åýêïëá ðñïêýðôåé üôé

∂

∂x

(
− ∂Ø

∂x

)
= ∂

∂y

(
∂Ø
∂y

)
. (3.4.24)

Ôþñá, ìåôáöÝñïíôáò ôï äåîéü ìÝëïò óôï áñéóôåñü êáé áëëÜæïíôáò ôï ðñüóçìï, äéáðéóôþíïõìå
üôé ç ñïúêÞ óõíÜñôçóçØ ðñÝðåé íá åßíáé áñìïíéêÞ, äçëáäÞ íá åðáëçèåýåé ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace

∇2Ø ≡ ∂2Ø
∂x2

+ ∂2Ø
∂y2

= 0. (3.4.25)

Ôï ßäéï áêñéâþò óõíÝâáéíå óôçí áíÜëïãç åîßóùóç (3.4.21) êáé ãéá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö õðü
ôéò ßäéåò áêñéâþò óõíèÞêåò ñïÞò. Ìüíï ðïõ ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö åßíáé ÷ñÞóéìï êáé óôéò ôñåéò
äéáóôÜóåéò (x, y, z) (ü÷é ìüíï óôéò äýï (x, y)), åíþ ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø áíáöÝñåôáé óôéò äýï ìüíï
äéáóôÜóåéò (x, y). Äõóôõ÷þò äåí åßíáé ãåíéêåýóéìç êáé áõôÞ êáé óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z).

B3.4.5. Ïñèïãùíéüôçôá ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí êáé ôùí ãñáììþí ñïÞò: äßêôõï ñïÞò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ðåñéïñéæüìáóôå óôç ìüíéìç êáé áóôñüâéëç äéäéÜóôáôç ñïÞ éäåáôïý
ñåõóôïý (óôï åðßðåäï Oxy). Óçìåéþíïõìå êáôáñ÷Þí üôé ôüóï ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö = Ö(x, y)
üóï êé ç ñïúêÞ óõíÜñôçóçØ = Ø(x, y) åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìåò óõíáñôÞóåéò. Áõôü åßíáé ðñïöáíÝò,
åðåéäÞ ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò (Þ ç ìßá Þ çÜëëç) åðéôñÝðïõí, üðùòÞäç åßäáìå, ôçí áíáãùãÞ ôïõ üëïõ
ðñïâëÞìáôïò ôçò ñïÞò ðïõ õðïèÝóáìå óôçí åðßëõóç ìéáò ìüíï äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò. ÓõãêåêñéìÝíá ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé: (á) ç åîßóùóç ôïõ Laplace (3.4.21)
ãéá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö êáé (â) ç åîßóùóç ôïõ Laplace (3.4.25) ãéá ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø.

Ìå ôçí åðßëõóç åßôå ôçò ìéáò åßôå ôçòÜëëçòáðü ôéò äýïáõôÝò äéäéÜóôáôåò åîéóþóåéò ôïõ Laplace
êáé ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö Þ ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò Ø ðëçñïýíôáé ïé
åîéóþóåéò êáé ôçò óõíå÷åßáò êáé ôïõ áóôñüâéëïõ ôïõ ðåäßïõ ñïÞò. ÅðéðëÝïí üìùò åßíáé äõíáôüò
êáé ï ðñïóäéïñéóìüò êáé ôùí óõíéóôùóþí u êáé v ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý. Áõôü åßíáé
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ìéá åýêïëç åñãáóßá ðïõ ãßíåôáé ìå ôïí õðïëïãéóìü ôùí ðñþôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí åßôå ôïõ
äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö åßôå ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò Ø, åðåéäÞ éó÷ýïõí ïé ôýðïé

u = ∂Ö
∂x

= ∂Ø
∂y

, (3.4.26)

v = ∂Ö
∂y

= − ∂Ø
∂x

. (3.4.27)

Ïé ôýðïé áõôïß ðñïÝêõøáí ìå óõíäõáóìü ôùí ôýðùí (3.4.19) êáé (3.4.23) ìå ôïõò ðñþôïõò íá
áíáöÝñïíôáé óôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö êáé ôïõò äåýôåñïõò óôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø.

Êáé ïé äýï óõíáñôÞóåéò: (á) ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö êáé (â) ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø óôç ñïÞ
ðïõ åîåôÜæïõìå ðëçñïýí ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace. Åßíáé åðïìÝíùò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò.
ÅðéðëÝïí üìùò ðëçñïýí êáé ôéò åîéóþóåéò (3.4.26) êáé (3.4.27), ðïõ ãñÜöïíôáé óáöÝóôåñá (÷ùñßò
ôéò óõíéóôþóåò u êáé v ôçò ôá÷ýôçôáò V ó’ áõôÝò) ùò åîÞò:

∂Ö
∂x

= ∂Ø
∂y

, (3.4.28)

∂Ö
∂y

= − ∂Ø
∂x

. (3.4.29)

Ïé ðáñáðÜíù åîéóþóåéò êáëïýíôáé åîéóþóåéò ôùí Cauchy--Riemann. Äýï áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò
ðïõ ôéò ðëçñïýí ïíïìÜæïíôáé óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. ¢ñá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö
êáé ç ñïúêÞ óõíÜñôçóçØ åßíáé óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò Þ, áêñéâÝóôåñá, ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç
Ø åßíáé óõæõãÞò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö.

Ìéá êáìðýëçm óôï ðáñüí åðßðåäï, áóôñüâéëï êáé ìüíéìï ðåäßï ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý, ðÜíù
óôçí ïðïßá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö Ý÷åé óôáèåñÞ ôéìÞ CÖ,m êáëåßôáé éóïäõíáìéêÞ ãñáììÞ ôïõ
ðåäßïõ ñïÞò. Áðïäåéêíýåôáé åðßóçò åýêïëá óôç Ñåóôïìç÷áíéêÞ üôé ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø Ý÷åé
óôáèåñÞ ôéìÞ CØ, n óå êÜèå ãñáììÞ ñïÞò (Þ ñïúêÞ ãñáììÞ) n. ÅðïìÝíùò óå ìéá éóïäõíáìéêÞ
ãñáììÞ m ìå Ö = CÖ,m êáé óå ìéá ãñáììÞ ñïÞò n ìå Ø = CØ, n, äéáöïñßæïíôáò áõôÝò ôéò äýï
åîéóþóåéò: Ö = CÖ,m êáé Ø = CØ, n áíôßóôïé÷á, ðáñáôçñïýìå üôé éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

dÖ = ∂Ö
∂x

dx + ∂Ö
∂y

dy = 0 (éóïäõíáìéêÞ ãñáììÞ), (3.4.30)

dØ = ∂Ø
∂x

dx + ∂Ø
∂y

dy = 0 (ãñáììÞ ñïÞò). (3.4.31)

Ðñïöáíþò ôá äåîéÜ ìÝëç åßíáé ßóá ìå ôï ìçäÝí, ãéáôß ôá äéáöïñéêÜ ôùí óôáèåñþí CÖ,m êáé CØ, n

åßíáé ßóá ìå ôï ìçäÝí.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ç éóïäõíáìéêÞ ãñáììÞ ìå Ö = CÖ,m êáé ç ãñáììÞ ñïÞò ìå Ø = CØ, n

ôÝìíïíôáé óå Ýíá óçìåßï (x0, y0) ôïõ ðåäßïõ ñïÞò. Ôüôå áðü ôéò äýï ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò (3.4.30) êáé
(3.4.31) äéáðéóôþíïõìå üôé (

dy
dx

)
CÖ,m

= − ∂Ö/∂x
∂Ö/∂y

= − u
v
, (3.4.32)

(
dy
dx

)
CØ, n

= − ∂Ø/∂x
∂Ø/∂y

= − −v
u

= v
u

(3.4.33)

ëüãù ôùí ôýðùí (3.4.19) êáé (3.4.23) áíôßóôïé÷á Þ áðëÜ ôùí óõíäõáóìÝíùí ôýðùí (3.4.26) êáé
(3.4.27). Åßíáé åðïìÝíùò óáöÝò áðü ôïõò äýï áõôïýò ôýðïõò (3.4.32) êáé (3.4.33) üôé óôï óçìåßï
ôïìÞò (x0, y0) (

dy
dx

)
CÖ,m

(
dy
dx

)
CØ, n

= −1. (3.4.34)

¢ñá ôï ãéíüìåíï ôùí êëßóåùí ìéáò éóïäõíáìéêÞò êáìðýëçò m (ìå Ö = CÖ,m) êáé ìéáò ãñáììÞò
ñïÞò n (ìåØ = CØ, n) óå óçìåßï ôïìÞò ôïõò (x0, y0) åßíáé ßóï ìå−1. Ç äéáðßóôùóç áõôÞ éó÷ýåé ãåíéêÜ
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óå êÜèå óçìåßï ôïìÞò ïðïéùíäÞðïôå äýï ôÝôïéùí êáìðýëùí. ÅðïìÝíùò ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò
êáé ïé ãñáììÝò ñïÞò óôçí ðáñïýóá ìüíéìç (óôáèåñÞ) êáé áóôñüâéëç åðßðåäç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý
ôÝìíïíôáé ðÜíôïôå êáôÜ ïñèÞ ãùíßá. Óõíåðþò áðïôåëïýí óýóôçìá ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí êáé
ó÷çìáôßæïõí Ýíá äßêôõï ñïÞò.

Óå åêôåíÝóôåñï âáèìü ç ìåëÝôç ñïþí üðùò ç ðáñïýóá èá åîåôáóèåß óôï ôåëåõôáßï ìÝñïò ôïõ
ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ, ðïõáöïñÜóôçÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç. ÇÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç
áðïôåëåß Ýíá éäéáßôåñá ÷ñÞóéìï åñãáëåßï ãéá ôç ìåëÝôç ðñïâëçìÜôùí ðïõ Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå
áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò, üðùò óôçí ðáñïýóá åðßðåäç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý.

B3.5. ÊÕÊËÏÖÏÑÉÁÊÇ ÑÏÇ ÓÅ ÁÕÔÏÊÉÍÇÔÏÄÑÏÌÏ

B3.5.1. Äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

Èåùñïýìå ôç ñïÞ áõôïêéíÞôùí (ï÷çìÜôùí) óå áõôïêéíçôüäñïìï óå äéÜóôçìá [a, b] (a ≤ x ≤ b)
ôïõ áõôïêéíçôüäñïìïõ ÷ùñßò íá õðÜñ÷ïõí ïýôå åßóïäïé ïýôå Ýîïäïé áõôïêéíÞôùí óôï äéÜóôçìá
áõôü [a, b]. Äçëþíïõìå ôçí ðõêíüôçôá (ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá óå áõôïêßíçôá/km) Þ, éóïäýíáìá,
ôç óõãêÝíôñùóç ôùí áõôïêéíÞôùí ìå ôï óýìâïëï c. Ðñïöáíþò c = c(x, t) ìå x ôç èÝóç (ìåôñïýìåíç
óå km) êáôÜ ìÞêïò ôïõ áõôïêéíçôüäñïìïõ óôï äéÜóôçìá [a, b] êáé t ôï ÷ñüíï (ðéèáíþò ìåôñïýìåíï
óå þñåò êáé óõíÞèùò ìå t ≥ 0). Äçëþíïõìå åðßóçò ôçí ôá÷ýôçôá ôùí áõôïêéíÞôùí (óå km/h, ôï
óýìâïëï h äçëþíåé þñá Þ, óå Üëëç ðåñßðôùóç, þñåò) ìå ôï óýìâïëï v. Ðñïöáíþò v = v(x, t).
Ãéá íá åßìáóôå áêñéâåßò, óôï ðáñüí ðñüâëçìá ëÝãïíôáò ôá÷ýôçôá v = v(x, t) åííïïýìå ôç ìÝóç
ôá÷ýôçôá ôùí áõôïêéíÞôùí óôï óçìåßï x ôïõ áõôïêéíçôüäñïìïõ êáé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t.

Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò êõêëïöïñéáêÞò ñïÞò ç ñïÞ q = q(x, t) ôùí áõôïêéíÞôùí (áõôïêßíçôá/h,
áõôïêßíçôá áíÜ þñá ðïõ ðåñíïýí áðü ôï óçìåßï x) êáôÜ ìÞêïò ôïõ áõôïêéíçôüäñïìïõ óôï óç-
ìåßï x êáé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t èá åßíáé ßóç ìå

q = cv êáé ìå óáöÝóôåñç ãñáöÞ q(x, t) = c(x, t)v(x, t). (3.5.1)

Ç ñïÞ áõôÞ q èá Ý÷åé ìïíÜäåò (áõôïêßíçôá/km)·(km/h), äçëáäÞ áõôïêßíçôá/h, üðùò åßíáé åýëïãï. Ç
ôá÷ýôçôá v ôùí áõôïêéíÞôùí èåùñåßôáé öõóéêÜ èåôéêÞ ðñïò ôéò áõîáíüìåíåò ôéìÝò ôçò èÝóåùò x.
To ßäéï óõìâáßíåé êáé ìå ôç ñïÞ q. ÕðïèÝôïõìå üôé áõôÜ éó÷ýïõí åäþ.

Óêïðü ôçò åíüôçôáò áõôÞò áðïôåëåß áðëÜ ç åýñåóç ôçò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ äéÝðåé ôï ðáñüí ðñüâëçìá êõêëïöïñéáêÞò ñïÞò. Óôçí ôåëéêÞ åîßóùóç
ðïõ èá âñïýìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç èá åßíáé ç ðõêíüôçôá (Þ óõãêÝíôñùóç) c = c(x, t) ôùí áõôïêé-
íÞôùí. ÅíäéÜìåóá èá ðñïêýøåé üìùò êáé ç åîßóùóç ôçò äéáôçñÞóåùò, ìéá éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóá
åîßóùóç, åäþ ìå öõóéêÞ åñìçíåßá ôçò ôç äéáôÞñçóç ôùí áõôïêéíÞôùí.

ÐñÝðåé åðßóçò íá ðáñáôçñçèåß üôé ç ðáñïýóá ìÝèïäïò ãéá ôçí ÊõêëïöïñéáêÞ ÑïÞ óôçñßæåôáé
óôï áíôßóôïé÷ï õäñïäõíáìéêü ìïíôÝëï óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, ãé’ áõôü êáé ç öñÜóç êõêëïöïñéáêÞ
ñïÞ. ÂÝâáéá óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ðáñïõóéÜæåôáé êáôÜ ôç ñïÞ ñåõóôïý êßíçóç ôùí ìïñßùí ôïõ
ñåõóôïý, åíþ åäþ Ý÷ïõìå êßíçóç áõôïêéíÞôùí (ï÷çìÜôùí ãåíéêüôåñá). Åðßóçò óôçí Êõêëïöï-
ñéáêÞ ÑïÞ ãßíåôáé ðñïóÝããéóç åíüò äéáêñéôïý ìïíôÝëïõ ìå óõíå÷Ýò. (Ôá áõôïêßíçôá åßíáé åíôåëþò
äéáêñéôÜ, ðïëý ðéï äéáêñéôÜ áðü ôá ìüñéá åíüò ñåõóôïý!) ÐáñÜ ôáýôá ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ
ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí áðü ôï ðáñüí ìïíôÝëï óôçí ÊõêëïöïñéáêÞ ÑïÞ óå áõôïêéíçôüäñïìï åßíáé
åíäéáöÝñïíôá êáé Ý÷ïõí áñêåôÞ áêñßâåéá áëëÜ êáé ÷ñçóéìüôçôá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

B3.5.2. Åýñåóç ôçò åîéóþóåùò ôçò äéáôçñÞóåùò

Ðåñéïñßæïõìå ôþñá óôçí ðñïóï÷Þ ìáò óå Ýíá ðÜñá ðïëý ìéêñü, áðåéñïóôü ôìÞìá [x, x + Äx]
ôïõ áõôïêéíçôüäñïìïõ ìÝóá âÝâáéá óôï äéÜóôçìá [a, b] ðïõ åîåôÜæïõìå. Èåùñïýìå åðßóçò Ýíá
÷ñïíéêü äéÜóôçìá [t, t+Ä t] ìå ôï Ä t åðßóçò ðÜñá ðïëý ìéêñü, áðåéñïóôü. Ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t1 = t
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ï áñéèìüò ôùí áõôïêéíÞôùí m = m(x, t) ìÝóá óôï äéÜóôçìá [x, x + Äx] èá åßíáé ßóïò ìå

m1 ≡ m(x, t) = c(x, t) Äx. (3.5.2)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ áãíïÞóáìå ôïõò üñïõò ôïõ Äx2 êáé áíþôåñçò ôÜîåùò, åðåéäÞ ôï ìÞêïò Äx ôïõ
äéáóôÞìáôïò [x, x + Äx] ðïõ åîåôÜæïõìå èåùñÞèçêå áðåéñïóôü. ÐáñáðÝñá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
t2 = t+Ä t ï áñéèìüò ôùí áõôïêéíÞôùí ìÝóá óôï ßäéï áêñéâþò äéÜóôçìá [x, x+Äx] èá åßíáé ßóïò ìå

m2 ≡ m(x, t + Ä t) = c(x, t + Ä t) Äx. (3.5.3)

Êáé ðÜëé áãíïÞóáìå ôïõò üñïõò ôïõ Äx2 êáé áíþôåñçò ôÜîåùò.

ÁëëÜ ãéá ðÜñá ðïëý ìéêñü, áðåéñïóôü ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá Ä t éó÷ýåé ðñïöáíþò üôé

c(x, t + Ä t) = c(x, t)+ ∂c
∂t

(x, t) Ä t (3.5.4)

ìå ðåñéïñéóìü ìáò óôïõò äýï ðñþôïõò üñïõò ôçò ó÷åôéêÞò óåéñÜò Taylor. (ÄçëáäÞ ôþñá áãíïïýìå
ôïí üñï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï Ä t2 êáé ôïõò üñïõò áíþôåñçò ôÜîåùò: ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôï Ä t3, ôï Ä t4,
êëð.). ¢ñá ï áýîçóç Äm ôïõ áñéèìïý ôùí áõôïêéíÞôùí m = m(x, t) óôï äéÜóôçìá [x, x + Äx] ôïõ
áõôïêéíçôüäñïìïõ ðïõ åîåôÜæïõìå áðü ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ìÝ÷ñé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t+Ä t èá åßíáé
ßóç ìå

Äm = m2 −m1 = m(x, t + Ä t)−m(x, t) = c(x, t + Ä t) Äx − c(x, t) Äx

= [c(x, t + Ä t)− c(x, t)] Äx =
[∂c
∂t

(x, t) Ä t
]
Äx = ∂c

∂t
(x, t) Äx Ä t (3.5.5)

åîáéôßáò ôïõ ôýðïõ (3.5.4). Åßíáé âÝâáéá ðñïöáíÝò üôé ãéá áýîçóç ôïõ áñéèìïý ôùí áõôïêéíÞôùí
óôï äéÜóôçìá [x, x+Äx] ç ðéï ðÜíùðïóüôçôáÄm åßíáé èåôéêÞ. Áíôßèåôá ãéá ìåßùóç åßíáé áñíçôéêÞ.

Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (3.5.5) êáèéóôÜ óáöÝò üôé ãéá áýîçóç ôçò ðõêíüôçôáò (Þ óõãêåíôñþóåùò)
ôùí áõôïêéíÞôùí c = c(x, t) óôç èÝóç x ôïõ áõôïêéíçôüäñïìïõ ìå ôï ÷ñüíï t (äçëáäÞ ìå ôç ìåñéêÞ
ðáñÜãùãï ∂c/∂t èåôéêÞ) èá õðÜñ÷åé êáé áýîçóç Äm ôïõ áñéèìïý ôùí áõôïêéíÞôùí óôï äéÜóôçìá
[x, x+Äx] ôïõ áõôïêéíçôüäñïìïõ. Ç áýîçóç áõôÞ Äm (Þ ìåßùóç ãéá áñíçôéêÝò ôéìÝò ôïõ Äm) åßíáé
âÝâáéá ðñïöáíÞò êáé äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (3.5.5). Ðïý ïöåßëåôáé üìùò óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ç
áýîçóç (Þ ìåßùóç) áõôÞ êáôÜ ôç äéÜñêåéá Ä t ôïõ ÷ñïíéêïý äéáóôÞìáôïò [t, t + Ä t]; ÖõóéêÜ óôçí
åßóïäï áõôïêéíÞôùí óôï äéÜóôçìá [x, x + Äx] óôçí áñ÷Þ ôïõ x1 = x ìå ôá÷ýôåñï ñõèìü áðü ôçí
Ýîïäï áõôïêéíÞôùí áðü ôï ßäéï äéÜóôçìá [x, x + Äx] óôï ôÝëïò ôïõ x2 = x + Äx.

Ðéï áíáëõôéêÜ ç åßóïäïò áõôïêéíÞôùí óôï äéÜóôçìá áõôü [x, x+Äx] óôçí áñ÷Þ ôïõ x1 = x áðü
ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t1 = t ìÝ÷ñé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t2 = t + Ä t èá éóïýôáé ìå

n1 = q(x, t) Ä t (3.5.6)

ìå q = q(x, t) ôç ñïÞ ôùí áõôïêéíÞôùí óôç èÝóç x1 = x. (AãíïÞóáìå ðÜëé ôïõò üñïõò ôïõ Ä t2 êáé
áíþôåñçò ôÜîåùò.)

Ç ðïóüôçôá n1 äçëþíåé ôá áõôïêßíçôá ðïõ ìðÞêáí óôï ÷ùñéêü äéÜóôçìá [x, x + Äx] ôïõ
áõôïêéíçôüäñïìïõ êáôÜ ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [t, t + Ä t]. Ðüóá üìùò áõôïêßíçôá âãÞêáí áðü ôï
ßäéï ÷ùñéêü äéÜóôçìá [x, x+Äx] êáôÜ ôï ßäéï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [t, t+Ä t]; Ï áñéèìüò ôïõò n2 äßíåôáé
ðñïöáíþò áðü ôç ó÷Ýóç

n2 = −q(x + Äx, t) Ä t. (3.5.7)

Ç ó÷Ýóç áõôÞ åßíáé åíôåëþò áíÜëïãç ìå ôçí (3.5.6) ãéá ôá áõôïêßíçôá ðïõ åéóÞëèáí óôçí áñ÷Þ
x1 = x ôïõ ÷ùñéêïý äéáóôÞìáôïò [x, x + Äx]. Ôþñá üìùò áíáöåñüìáóôå óôï ôÝëïò x2 = x + Äx
ôïõ äéáóôÞìáôïò áõôïý. Óôç ó÷Ýóç (3.5.7) õðÜñ÷åé åðßóçò ôï ðñüóçìï ìåßïí, åðåéäÞ ðñüêåéôáé
ãéá Ýîïäï ôùí áõôïêéíÞôùí óôï óçìåßï x2 = x + Äx, ü÷é ãéá åßóïäï áíôßèåôá ìå ôç ó÷Ýóç (3.5.6).
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ÊáôÜóõíÝðåéá ç óõíïëéêÞ áýîçóçÄn ôïõáñéèìïý ôùíáõôïêéíÞôùí ìÝóáóôï ÷ùñéêü äéÜóôçìá
[x, x + Äx] ôïõ áõôïêéíçôüäñïìïõ êáôÜ ôç äéÜñêåéá Ä t ôïõ ÷ñïíéêïý äéáóôÞìáôïò [t, t + Ä t] èá
åßíáé ðñïöáíþò ßóç ìå

Än = n1 − n2 = q(x, t) Ä t − q(x + Äx, t) Ä t = −[q(x + Äx, t)− q(x, t)] Ä t. (3.5.8)

Ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá ôç äéáöïñÜ n1 − n2 ôùí áñéèìþí ôùí áõôïêéíÞôùí n1 ðïõ åéóÞëèáí óôï
äéÜóôçìá áõôü [x, x + Äx] ôïõ áõôïêéíçôüäñïìïõ (åííïåßôáé áðü ôï óçìåßï ôïõ x1 = x) ìåßïí ôïí
áñéèìü ôùí áõôïêéíÞôùí n2 ðïõ åîÞëèáí áðü ôï ßäéï äéÜóôçìá [x, x+Äx] (åííïåßôáé áðü ôï óçìåßï
x2 = x + Äx ôïõ áõôïêéíçôüäñïìïõ). Åßíáé áðüëõôá ëïãéêü áõôü, áí èõìçèïýìå üôé õðïèÝóáìå
ðùò äåí õðÜñ÷ïõí ïýôå åßóïäïé ïýôå Ýîïäïé ôïõ áõôïêéíçôüäñïìïõ óå ïëüêëçñï ôï åîåôáæüìåíï
äéÜóôçìÜ ôïõ [a, b]. Ôïõ óõíïëéêïý áõôïý äéáóôÞìáôïò [a, b] ôï äéÜóôçìá [x, x+Äx] áðïôåëåß Ýíá
áðåéñïóôü õðïóýíïëï (Þ õðïäéÜóôçìá).

ÁëëÜ ìå áðåéñïóôü ôï Äx ãéá ôç ñïÞ q ôùí áõôïêéíÞôùí (ï÷çìÜôùí) éó÷ýåé ðñïöáíþò üôé

q(x + Äx, t) = q(x, t)+ ∂q
∂x

(x, t) Äx (3.5.9)

ìå ðåñéïñéóìü ìáò óôïõò äýï ðñþôïõò üñïõò ôçò ó÷åôéêÞò óåéñÜò Taylor. Ï ôýðïò áõôüò (3.5.9)
åßíáé ðÜëé ç óåéñÜ Taylor ìå äýï ìüíï üñïõò, áëëÜ ãéá ôç ñïÞ ôùí áõôïêéíÞôùí q(x, t) êáé ùò ðñïò ôç
èÝóç x. Ï áíôßóôïé÷ïò ôýðïò (3.5.4) ðñïçãïõìÝíùò áöïñïýóå óôçí ðõêíüôçôá (Þ óõãêÝíôñùóç)
ôùí áõôïêéíÞôùí c(x, t) êáé Þôáí ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, ü÷é ùò ðñïò ôç èÝóç x. Ôþñá ìå âÜóç ôïí
ôýðï (3.5.9) ç ó÷Ýóç (3.5.8) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Än = n1 − n2 = − ∂q
∂x

(x, t) Äx Ä t. (3.5.10)

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé ôá áõôïêßíçôá ïýôå åîáöáíßæïíôáé áëë’ ïýôå êáé äçìéïõñãïýíôáé åê ôïõ
ìçäåíüò óå Ýíá ôìÞìá [x, x+Äx] áõôïêéíçôüäñïìïõ ÷ùñßò åéóüäïõò êáé åîüäïõò. ¢ñá ç ðáñáðÜíù
äéáöïñÜ Än = n1 − n2 ôùí áõôïêéíÞôùí (ï÷çìÜôùí) ðïõ åéóÞëèáí óôïí áõôïêéíçôüäñïìï ìåßïí
ôá áõôïêßíçôá ðïõ åîÞëèáí ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá éóïýôáé ìå ôçí áýîçóç ôïõ áñéèìïý ôùí
áõôïêéíÞôùí Äm = m2 −m1 óôï ßäéï äéÜóôçìá [x, x+Äx]. (Õðåíèõìßæåôáé üôé ç áýîçóç áõôÞ Äm
èá åßíáé ìåßùóç, åÜí Äm < 0. Áõôü åßíáé êÜôé ôï ðñïöáíÝò.) EðïìÝíùò

Än = Äm êáé éóïäýíáìá Äm− Än = 0. (3.5.11)

×ñçóéìïðïéïýìå ôþñá êáé ôá áðïôåëÝóìáôá (3.5.5) êáé (3.5.10) ãéá ôéò äéáöïñÝò Äm êáé Än
áíôßóôïé÷á

Äm = ∂c
∂t

(x, t) Äx Ä t, Än = − ∂q
∂x

(x, t) Äx Ä t. (3.5.12)

¢ñá ç èåìåëéþäçò ó÷Ýóç (3.5.11) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

∂c
∂t

(x, t) Äx Ä t + ∂q
∂x

(x, t) Äx Ä t = 0 
⇒
[
∂c
∂t

(x, t)+ ∂q
∂x

(x, t)
]
Äx Ä t = 0. (3.5.13)

ÔåëéêÜ äéáéñïýìå êáé ìå Äx Ä t (Ýôóé êé áëëéþò Äx > 0 êáé åðßóçò Ä t > 0). ¸ôóé ðñïêýðôåé ç ôåëéêÞ
ìáò åîßóùóç

∂c
∂t

+ ∂q
∂x

= 0. (3.5.14)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ðáñáëåßøáìå ìÜëéóôá íá äçëþóïõìå ñçôÜ ôçí åîÜñôçóç ôçò ðõêíüôçôáò (Þ
óõãêåíôñþóåùò) c = c(x, t) ôùí áõôïêéíÞôùí êáèþò êáé ôçò ñïÞò ôïõò q = q(x, t) áðü ôç èÝóç x
(ôç ÷ùñéêÞ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ) êáé ôï ÷ñüíï t (ôç ÷ñïíéêÞ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ).

Áõôü ðïõ ðñÝðåé åðßóçò íá ôïíéóèåß åßíáé üôé ç ðáñáðÜíù åîßóùóç (3.5.14) åêöñÜæåé ìéá
öõóéêÞ áñ÷Þ äéáôçñÞóåùò, óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ôçí áñ÷Þ äéáôçñÞóåùò ôùí áõôïêéíÞôùí óå Ýíá
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ôìÞìá [x, x + Äx] áõôïêéíçôüäñïìïõ ÷ùñßò ïýôå åéóüäïõò ïýôå åîüäïõò. ÂÝâáéá óå ðïëëÜ Üëëá
ðñïâëÞìáôá ç ßäéá åîßóùóç äéáôçñÞóåùò (3.5.14) óå Ýíá öáéíüìåíï ìåôáöïñÜò áöïñÜ óå Üëëåò,
óå åíôåëþò äéáöïñåôéêÝò ðïóüôçôåò êáé ü÷é óå áõôïêßíçôá. Êëáóéêü ó÷åôéêü ðáñÜäåéãìá áðïôåëåß
ç äéáôÞñçóç ôçò ìÜæáò óå ìïíïäéÜóôáôç ñïÞ óõìðéåóôïý ñåõóôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò ìå Ýìöáóç üôé åñãáóèÞêáìå óôçí ÐáñÜãñáöï áõôÞ Â3.5.2 ìå ìÝèïäï
áíôßóôïé÷ç ìå åêåßíç ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.2.2 óôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ. Èá ìðïñïýóáìå
üìùò íá åß÷áìå åñãáóèåß êáé ìå ôéò ìåèüäïõò ôùí ÐáñáãñÜöùí Â3.2.5 (÷ñÞóç èåùñçìÜôùí ìÝóçò
ôéìÞò) êáé Â3.2.6 (÷ñÞóç ôçò ðáñáãþãïõ áïñßóôïõ ïëïêëçñþìáôïò), ãéá íá êáôáëÞîïõìå óôçí
ßäéá áêñéâþò åîßóùóç äéáôçñÞóåùò (3.5.14). Ç ìÝèïäïò ôçò ðáñáãñÜöïõ Â3.2.6 åßíáé ìÜëéóôá
óõíôïìüôåñç áðü åêåßíç ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.2.5 êáé ðïëý óõ÷íÜ ðñïôéìÜôáé. ÂÝâáéá êáé ïé äýï
áõôÝò ìÝèïäïé åßíáé ìáèçìáôéêÜ áêñéâåßò óå áíôßèåóç ìå ôçí ðáñïýóá, üðïõ õðïèÝóáìå ðÜñá
ðïëý ìéêñÜ, áðåéñïóôÜ ôá äéáóôÞìáôá Äx (÷ùñéêü) êáé Ä t (÷ñïíéêü). Ôï ðëåïíÝêôçìá üìùò ôçò
ðáñïýóáò ìåèüäïõ åßíáé üôé åßíáé ðïëý áðëÞ óôç öõóéêÞ êáôáíüçóÞ ôçò, ãéáôß äå óôçñßæåôáé óå
ìç Üìåóá ðñïöáíÞ èåùñÞìáôá ôïõ Áðåéñïóôéêïý Ëïãéóìïý. ÅðïìÝíùò ç áðëüôçôÜ ôçò áõôÞ
ôçí êáèéóôÜ óõ÷íÜ ôçí ðñïôéìüôåñç ðñïò ÷ñÞóç áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óå Ýíá ðñáêôéêü
ðñüâëçìá üðùò ôï ðáñüí ðñüâëçìá êõêëïöïñéáêÞò ñïÞò.

B3.5.3. Åýñåóç ôçò ôåëéêÞò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

ÊáôáëÞîáìå åðïìÝíùò óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò: óôçí åîßóùóç äéá-
ôçñÞóåùò (3.5.14). ÁõôÞ Ý÷åé äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò x êáé t êáé, äõóôõ÷þò, åðßóçò äýï
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (Þ åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò): ôéò c (ðõêíüôçôá Þ óõãêÝíôñùóç ôùí áõôï-
êéíÞôùí) êáé q (ñïÞ ôùí áõôïêéíÞôùí). Åßíáé âÝâáéá áäýíáôï íá åðéëýóïõìå ôçí åîßóùóç áõôÞ
(3.5.14), ãéáôß Ý÷åé äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò. Êáìßá öõóéêÞ óêÝøç äå ìðïñåß íá ìáò âïçèÞóåé
óôï èÝìá áõôü. Áðü åäþ êáé ðÝñá ç ìÝèïäïò ðïõ áêïëïõèåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åßíáé íá ïñßóåé
ôç ñïÞ q ôùí áõôïêéíÞôùí óõíáñôÞóåé ôçò ðõêíüôçôÜò ôïõò c âÜóåé ðåéñáìáôéêþí äåäïìÝíùí,
äçëáäÞ áëçèéíþí ìåôñÞóåùí ðÜíù óå áõôïêéíçôüäñïìï. Ïé ìåôñÞóåéò áõôÝò áêïëïõèïýìåíåò áðü
ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ìðïñïýí íá ïäçãÞóïõí óå ìéá ðñïóåããéóôéêÞ
óõíÜñôçóç

q = q(c) = q
(
c(x, t)

)
, (3.5.15)

ðïõ ôçí áðïäÝ÷åôáé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. ¢ñá õéïèåôþíôáò ôç óõíÜñôçóç áõôÞ q = q(c)
÷ñåéÜæåôáé íá õðïëïãßóïõìå ìüíï ôçíðõêíüôçôá c ôùí áõôïêéíÞôùí óôïí áõôïêéíçôüäñïìï. ÁõôÞ
åßíáé êáé ç âáóéêÞ ìáò Üãíùóôç óõíÜñôçóç.

Äåí áðïìÝíåé ôþñáðáñÜ ìüíï ç áíôéêáôÜóôáóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò qáðü ôçí åðßóçò
Üãíùóôç óõíÜñôçóç c óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.5.14) (ôçí åîßóùóç ôçò
äéáôçñÞóåùò) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò (3.5.15). Ç óõíÜñôçóç áõôÞ q = q(c) (ðïõ èåùñåßôáé
ôþñá óõãêåêñéìÝíç, ãíùóôÞ) âñÝèçêå ìå âÜóç ðåéñáìáôéêÜ êõêëïöïñéáêÜ äåäïìÝíá ðïõ ðñïÝñ-
÷ïíôáé áðü áëçèéíÝò ìåôñÞóåéò êáé ðñïóÝããéóÞ ôïõò áðü óõíçèéóìÝíç óõíÜñôçóç q = q(c). Ìå
ôïí ôñüðï áõôü êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá ôçò áëõóßäáò ãéá ôéò ðáñáãþãïõò (ôçò áëëçëïõ÷ßáò
ôùí ðáñáãþãùí) óôï Äéáöïñéêü Ëïãéóìü ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.5.14)
ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

∂c
∂t

+ dq
dc

∂c
∂x

= 0 
⇒ ∂c
∂t

+ V (c)
∂c
∂x

= 0. (3.5.16)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ åéóáãÜãáìå óôï ôÝëïò êáé ôç íÝá óõíÜñôçóç

V (c) = dq
dc

, (3.5.17)

ç ïðïßá Ý÷åé ðñïöáíþò ìïíÜäåò ôá÷ýôçôáò.
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Ìéá áñêåôÜ êáëÞ ðñïóÝããéóç ôçò ðñáãìáôéêüôçôáò (ôùí äéáèÝóéìùí ðåéñáìáôéêþí êõêëïöï-
ñéáêþí ìåôñÞóåùí óå áëçèéíïýò áõôïêéíçôüäñïìïõò) áðïôåëåß ç ôñéôïâÜèìéá óõíÜñôçóç q(c) =
Ac−Bc2+Cc3 ìå ôá Á, Â êáé C ðåéñáìáôéêÜ ðñïóäéïñéæüìåíåò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ óõíÞèùò Ý÷ïõìå

q(c) = Ác − Bc2 + Cc3 
⇒ V (c) = dq
dc

= A− 2Bc + 3Cc2, (3.5.18)

ïðüôå
∂c
∂t

+ V (c)
∂c
∂x

= 0 
⇒ ∂c
∂t

+ (A− 2Bc + 3Cc2)
∂c
∂x

= 0. (3.5.19)

Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãåíéêÜ ãéá ìéá ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå
áíôßèåóç ìå üëåò ôéò ðñïçãïýìåíåò åîéóþóåéò óôï êåöÜëáéï áõôü. Ç ìç ãñáììéêüôçôá áõôÞ ðñï-
êáëåß âÝâáéá ðïëý óïâáñÝò äõóêïëßåò óôçí åðßëõóç ôçò ðéï ðÜíù åîéóþóåùò (3.5.19). Åäþ äå èá
áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí åðßëõóç áõôÞ.

Ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ

q(c) = Ac 
⇒ V (c) = dq
dc

= A (3.5.20)

ïäçãåß âÝâáéá óôç ãñáììéêÞ åîßóùóç

∂c
∂t

+ V (c)
∂c
∂x

= 0 
⇒ ∂c
∂t

+ A
∂c
∂x

= 0. (3.5.21)

ÏõóéáóôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá ôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (2.1.59), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= 0 (3.5.22)

åäþ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ A áíôß ôïõ V .

Äõóôõ÷þò üìùò ç ðéï ðÜíù ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.5.21)
äåí åßíáé êáèüëïõ áêñéâÞò, äå óõìöùíåß ìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí êõêëïöïñéáêþí ìåôñÞóåùí óå
áõôïêéíçôüäñïìïõò êáé åðïìÝíùò äåí åßíáé êáèüëïõ áîéüðéóôç. Áíôßèåôá ç ìç ãñáììéêÞ åîßóùóç
(3.5.19) åßíáé ðïëý áîéüðéóôç êáé óõíÞèùò åðáñêÞò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü õðü ôçí ðñï-
öáíÞ âÝâáéá ðñïûðüèåóç êõêëïöïñéáêþí ìåôñÞóåùí ðñïò êáèïñéóìü ôùí óôáèåñþí A, B êáé C
ó’ áõôÞí.

ÔÝëïò áò ìç ëçóìïíÞóïõìå üôé êáé ç åîßóùóç (3.5.19) (êáé óôçí áñéóôåñÞ ãåíéêÞ ôçò ìïñöÞ êáé
óôç äåîéÜ åéäéêÞ ôçò ìïñöÞ) åêöñÜæåé ôç äéáôÞñçóç ôùí áõôïêéíÞôùí. Ôï ßäéï áêñéâþò óõìâáßíåé
êáé ìå ôçí áêüìç ðéï èåìåëéþäç êáé ðñáãìáôéêÜ ãåíéêÞ åîßóùóç äéáôçñÞóåùò (3.5.14), áðü ôçí
ïðïßá ðñïÝêõøå ç åîßóùóç (3.5.19).

Áðü ôïáìÝóùò åðüìåíïÊåöÜëáéï Â4 èá îåêéíÞóïõìå íáðåñéãñÜöïõìå ôéò äéÜöïñåò äéáèÝóéìåò
êáé ôáõôü÷ñïíá áðïôåëåóìáôéêÝò ìåèüäïõò ãéá ôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ôáõôü÷ñïíá èá ôéò åöáñìüæïõìå êáé óå óõãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìáôá ôçò
ÅðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B4
ÃÅÍÉÊÅÓ ËÕÓÅÉÓ ÓÅ ÅÉÄÉÊÅÓ ÐÅÑÉÐÔÙÓÅÉÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá åîåôáóèïýí ïñéóìÝíåò áðëÝò ìÝèïäïé åõñÝóåùò ãåíéêþí ëýóåùí óå óõ-
ãêåêñéìÝíåò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò. Óôçí Åíüôçôá Â4.1 åêôßèåôáé ç êëáóéêÞ ìÝèïäïò ôïõ d’Alembert ãéá ôçí åýñåóç ôçò
ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò åíäéáöÝñïõóáò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò, ðïõ èåùñåßôáé åäþ
óáí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò. ÐÝñáí ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ðñïóäéïñßæåôáé êáé ç ëýóç ôïõ d’Alembert ãéá
ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí óôç ÷ïñäÞ. Óôçí Åíüôçôá Â4.2 ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò
ôçò ÷ïñäÞò, ðïõ Þäç âñÝèçêå óôçí Åíüôçôá Â4.1, ôñïðïðïéåßôáé, Ýôóé þóôå íá ðñïóäéïñéóèåß êáé
ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîßóïõ åíäéáöÝñïõóáò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace. ÄéåñåõíÜôáé åðßóçò
ëåðôïìåñþò ç öõóéêÞ áðáßôçóç áðü ìéá ôÝôïéá ëýóç óôçí ðñÜîç íá åßíáé ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç.

Óôçí Åíüôçôá Â4.3 ðáñïõóéÜæåôáé ìéá åíäéáöÝñïõóá ãåíéêÞ ìÝèïäïò ðñïóäéïñéóìïý ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò ìéáò åéäéêÞò êáôçãïñßáò ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò ðñþôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. Ç ìÝèïäïò
áõôÞ âáóßæåôáé óå ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p(ì) = 0, üðùò ðåñßðïõ óõìâáßíåé êáé óôéò ïìïãåíåßò
ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Óôçí Åíüôçôá Â4.4 ç ßäéá
áêñéâþò ìÝèïäïò ãåíéêåýåôáé êáé óå áíôßóôïé÷åò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò. Ç ìÝèï-
äïò åßíáé ôþñá åöáñìüóéìç (êáé ðñáãìáôéêÜ åöáñìüæåôáé óôçí åíüôçôá áõôÞ) ôüóï óôçí åîßóùóç
ôçò ÷ïñäÞò üóï êáé óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace.

Óôçí Åíüôçôá Â4.5 áíáöÝñåôáé ìéá åíáëëáêôéêÞ êáé êÜðùò ãåíéêüôåñç ìÝèïäïò ðïõ âáóßæåôáé
óå åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç (áíÜëïãá ìå ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò). Ç ìÝèïäïò áõôÞ åöáñ-
ìüæåôáé óôçí åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý: (á) óôçí ïìïãåíÞ åîßóùóç
(óå éäéïôáëáíôþóåéò êáé óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò äïêïý) êáé (â) óôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç (óå
åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò äïêïý üìùò õðü åéäéêÞ åêèåôéêÞ êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç).

ÔÝëïò óôçí Åíüôçôá Â4.6 ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéäéÜóôáôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò êáèïñßæåôáé
ìÝóù äýï áñìïíéêþí óõíáñôÞóåùí, äçëáäÞ ìÝóù äýï ìåñéêþí ëýóåùí ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace.

B4.1. ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÇÓ ×ÏÑÄÇÓ: ËÕÓÇ ÔÏÕ D’ALEMBERT

B4.1.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðïëý åéäéêÞ ìÝèïäï åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò (åýñåóç ãåíéêÞò ëýóåùò), ðïõ ïöåßëåôáé óôï d’Alembert êáé åßíáé åöáñìüóéìç óôç ìïíïäéÜ-
óôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò. Åäþ èá åîåôáóèåß ç åîßóùóç áõôÞ óôçí ðåñßðôùóç ôçò ôáëáíôïý-
ìåíçò (ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò, äçëáäÞ, áðëïýóôåñá, ç åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò. ÁõôÞ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

∂2u
∂t2

= c2
∂2u
∂x2

⇐⇒ ∂2u
∂x2

= 1
c2

∂2u
∂t2

ìå u = u(x, t). (4.1.1)
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Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) u = u(x, t) åêöñÜæåé ôçí åãêÜñóéá (êÜèåôç) ìåôá-
ôüðéóç ôùí óçìåßùí ôçò ÷ïñäÞò, ðïõ äçìéïõñãåß ôï ó÷Þìá ôçò óôéò ðáñïýóåò ôáëáíôþóåéò. Ç
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x äçëþíåé ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò, åíþ ç åðßóçò áíåîÜñôçôç ìå-
ôáâëçôÞ t ôï ÷ñüíï. Åðßóçò ôï óýìâïëï c = √

T /m äçëþíåé ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ ìå äéáóôÜóåéò
ôá÷ýôçôáò. Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ãéá ôç óôáèåñÜ c ôï óýìâïëï T ðáñáóôÜíåé ôç óôáèåñÞ åöåëêõóôéêÞ
ôÜóç êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò. (Åäþ ðñüêåéôáé ïõóéáóôéêÜ ãéá äýíáìç, ð.÷. óå Í, ü÷é ãéá ôÜóç,
ð.÷. óå Pa = N/m2, ìå ôçí Ýííïéá ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí.) Åðßóçò ôï óýìâïëï m ðáñéóôÜíåé
ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá (ìÜæá áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò, ð.÷. kg/m) êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò. Åýêïëá
ìðïñïýìå íá åðáëçèåýóïõìå üôé ç óôáèåñÜ c Ý÷åé äéáóôÜóåéò ôá÷ýôçôáò, m/sec, ëáìâÜíïíôáò
õðüøç üôé 1 N = 1 kg · m/sec2. Ôïýôï Üëëùóôå ïöåßëåé íá óõìâáßíåé, üðùò åßíáé ðñïöáíÝò áðü
ôçí ßäéá ôçí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (4.1.1), ðïõ åßíáé áðëÜ ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áãíïçèåß êÜèå óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ìå ôç ÷ïñäÞ íá õðïôßèåôáé üôé Ý÷åé
Üðåéñï ìÞêïò (−∞ < x < ∞). Áíôßèåôá èá ëçöèïýí õðüøç ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá t = 0)

u(x, 0) = f (x) êáé
∂u
∂t

(x, 0) = g(x), −∞ < x < ∞. (4.1.2)

Ïé óõíèÞêåò áõôÝò åêöñÜæïõí: (á) ôçí áñ÷éêÞ (êáé êÜèåôç óôç ÷ïñäÞ) ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí
ôçò ÷ïñäÞò (äçëáäÞ ôï áñ÷éêü ó÷Þìá ôçò): ç óõíÜñôçóç f (x), êáé (â) ôçí áñ÷éêÞ (êáé åðßóçò êÜèåôç
óôç ÷ïñäÞ) ôá÷ýôçôá ôùí óçìåßùí ôçò: ç óõíÜñôçóç g(x). Êáé ïé äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò, f (x)
êáé g(x), èåùñïýíôáé ãíùóôÝò. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (4.1.1) êáé ôéò
äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (4.1.2). Êáé ïé ôñåéò ìáæß óõíéóôïýí Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí.

B4.1.2. ÁëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí: áðëïðïßçóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò åîéóþóåùò ôçò ÷ïñäÞò ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôïõ d’Alembert èá ìå-
ôáó÷çìáôßóïõìå áñ÷éêÜ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (4.1.1) ìå áëëáãÞ ôùí
áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí (ôçò èÝóåùò x êáé ôïõ ÷ñüíïõ t) ôçò ìïñöÞò

î = x + ct, ç = x − ct. (4.1.3)

Ðñïóðáèïýìå Ýôóé íá öÝñïõìå ôçí åîßóùóç (4.1.1) óå áðëïýóôåñç ìïñöÞ. (Ïé íÝåò áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò åßíáé ïé î êáé ç.) Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå ôéò äýï ðñþôåò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò (êáé ùò ðñïò ôç èÝóç x êáé ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t)
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí êáíüíá ôçò áëõóßäáò (Þ êáíüíá ôçò áëõóéäùôÞò ðáñáãùãßóåùò Þ ôÝëïò
êáíüíá ôçò áëëçëïõ÷ßáò ôùí ðáñáãþãùí). Äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé

∂î
∂x

= ∂ç
∂x

= 1,
∂î
∂t

= − ∂ç
∂t

= c. (4.1.4)

Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóäéïñßæïõìå ôéò ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t)

∂u
∂x

= ∂u
∂î

∂î
∂x

+ ∂u
∂ç

∂ç
∂x

= ∂u
∂î

+ ∂u
∂ç

, (4.1.5)

∂u
∂t

= ∂u
∂î

∂î
∂t

+ ∂u
∂ç

∂ç
∂t

= c
(

∂u
∂î

− ∂u
∂ç

)
. (4.1.6)

ÄéáôçñÞóáìå ðéï ðÜíù ôï óýìâïëï u ãéá ôç äÞëùóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò êáé ùò ðñïò
ôéò íÝåò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò î êáé ç, áí êáé ìáèçìáôéêÜ èá Þôáí óáöþò ïñèüôåñç ç ÷ñÞóç
êÜðïéïõ íÝïõ óõìâüëïõ, ð.÷. ôïõ û. Ôüôå èá ßó÷õåé

u(x, t) ≡ û(î, ç) = û(x + ct, x − ct) (4.1.7)

ëüãù ôùí ïñéóìþí (4.1.3) ôùí íÝùí ìåôáâëçôþí î êáé ç. ÐñáêôéêÜ üìùò ç ÷ñÞóç ôïõ ßäéïõ
óõìâüëïõ u ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ôüóï ìå ôéò áñ÷éêÝò ìåôáâëçôÝò x êáé t üóï êáé ìå ôéò
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íÝåò ìåôáâëçôÝò î êáé ç) äåí ðñïêáëåß óõíÞèùò óýã÷õóç êáé óõ÷íÜ õéïèåôåßôáé. Áõôü ãßíåôáé êáé
åäþ.

Èåùñïýìå åðßóçò (üðùò êÜíïõìå ðÜíôïôå) ôéò ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò u(x, t) óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò, ïðüôå åßíáé êáé ßóåò ìåôáîý ôïõò. ¢ñá

∂

∂î

(
∂u
∂ç

)
= ∂

∂ç

(
∂u
∂î

)
êáé óå éóïäýíáìç ãñáöÞ

∂2u
∂î ∂ç

= ∂2u
∂ç ∂î

. (4.1.8)

ÁíÜëïãá õðïëïãßæïõìå êáé ôéò äåýôåñåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (êáé ùò ðñïò x êáé ùò ðñïò t) ôçò
Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t) ÷ñçóéìïðïéþíôáò âÝâáéá ôéò åêöñÜóåéò (4.1.5) êáé (4.1.6) ôùí ðñþ-
ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí, ôéò ïðïßåò ìüëéò âñÞêáìå. ¸ôóé ðñïêýðôïõí ïé ôýðïé

∂2u
∂x2

= ∂

∂x

(
∂u
∂x

)
= ∂

∂x

(
∂u
∂î

+ ∂u
∂ç

)

= ∂

∂î

(
∂u
∂î

+ ∂u
∂ç

)
∂î
∂x

+ ∂

∂ç

(
∂u
∂î

+ ∂u
∂ç

)
∂ç
∂x

= ∂2u
∂î2

+ 2
∂2u

∂î ∂ç
+ ∂2u

∂ç2
, (4.1.9)

∂2u
∂t2

= ∂

∂t

(
∂u
∂t

)
= c

∂

∂t

(
∂u
∂î

− ∂u
∂ç

)

= c
[

∂

∂î

(
∂u
∂î

− ∂u
∂ç

)
∂î
∂t

+ ∂

∂ç

(
∂u
∂î

− ∂u
∂ç

)
∂ç
∂t

]

= c2
(

∂2u
∂î2

− 2
∂2u

∂î ∂ç
+ ∂2u

∂ç2

)
. (4.1.10)

ÏõóéáóôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá éäéáßôåñá áðëÝò ðáñáãùãßóåéò, ðáñüëï ðïõ ïé ðáñáðÜíù ôýðïé
öáßíïíôáé êÜðùò ðïëýðëïêïé. Ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá èá åßíáé ìÜëéóôá åíôõðùóéáêü. ÐñÜãìáôé,
áíôéêáèéóôþíôáò ôááðïôåëÝóìáôá ôùíáìÝóùòðñïçãïõìÝíùíðáñáãùãßóåùí (4.1.9) êáé (4.1.10)
óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (4.1.1), äéáðéóôþíïõìå åõèýò üôé ç åîßóùóç áõôÞ
ìåôáó÷çìáôßæåôáé óôçí áêüëïõèç åîßóùóç:

∂2u
∂î2

+ 2
∂2u

∂î ∂ç
+ ∂2u

∂ç2
= 1

c2

[
c2
(

∂2u
∂î2

− 2
∂2u

∂î ∂ç
+ ∂2u

∂ç2

)]
. (4.1.11)

¢ìåóç áðëïðïßçóç ôçò åîéóþóåùò áõôÞò ìáò äßíåé

2
∂2u

∂î ∂ç
= −2

∂2u
∂î ∂ç

. (4.1.12)

ÅðïìÝíùò, ìåôáöÝñïíôáò ôï äåîéü ìÝëïò óôï áñéóôåñü êáé äéáéñþíôáò ìå ôï 4, âñßóêïõìå ôåëéêÜ
üôé

∂2u
∂î ∂ç

= 0. (4.1.13)

B4.1.3. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ç öõóéêÞ åñìçíåßá ôçò

Äéáðéóôþóáìå ëïéðüí üôé ïé áëëáãÝò áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí (4.1.3) ìáò ïäÞãçóáí óå ìéá
íÝá êáé éäéáßôåñá áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ, ôçí (4.1.13), ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò (4.1.1) ãéá ôç ÷ïñäÞ ðïõ åîåôÜæïõìå. Ôçò íÝáò áõôÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (4.1.13)
ç êëåéóôÞ ãåíéêÞ ëýóç (÷ùñßò ïýôå óõíïñéáêÝò ïýôå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (4.1.2)
èá ëçöèïýí õðüøç áñãüôåñá) ìðïñåß íá âñåèåß ðÜñá ðïëý åýêïëá. ÐñáãìáôéêÜ, ãñÜöïíôáò ëßãï
óáöÝóôåñá ôçí ôåëéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (4.1.13)

∂

∂î

(
∂u
∂ç

)
= 0, (4.1.14)
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ðáñáôçñïýìå üôé ç ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ∂u/∂ç (ùò ðñïò ç) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u
Ý÷åé ìçäåíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ùò ðñïò î. ¢ñá åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôç ìåôáâëçôÞ î. ÅðïìÝíùò
éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

∂u
∂ç

= ö0(ç), (4.1.15)

üðïõ ö0(ç) åßíáé ìéá êáôáñ÷Þí áõèáßñåôç óõíÜñôçóç (ðïõ äéáèÝôåé üìùò óõíå÷Þ ðñþôç ðáñÜ-
ãùãï). Ìå åíôåëþò éóïäýíáìï íüçìá áõôü ðïõ êÜíáìå Þôáí íá Ý÷ïõìå Þäç ïëïêëçñþóåé ôç äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç (4.1.14) ùò ðñïò î ÷ùñßò íá Ý÷ïõìå âÝâáéá áìåëÞóåé ôç óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò ö0.
¼ìùò ç «óôáèåñÜ» áõôÞ ìðïñåß áóöáëþò åí ðñïêåéìÝíù (äçëáäÞ ãéá ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò î) íá
åßíáé óõíÜñôçóç ôçò äåýôåñçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò ç, ãéáôß ðñïöáíþò ∂ö0(ç)/∂î = 0.

Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.1.15) ðïõ ðñïÝêõøå åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò êáé åîáéñåôéêÜ áðëÞ. Áðáé-
ôåßôáé ìüíï ìéá ïëïêëÞñùóç, áõôÞí ôç öïñÜ ùò ðñïò ç, þóôå íá ðñïóäéïñéóèåß ç Üãíùóôç óõ-
íÜñôçóç u óõíáñôÞóåé ôùí äýï íÝùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí î êáé ç. ¸ôóé ðñïêýðôåé

u =
∫

ö0(ç) dç+ ÷(î). (4.1.16)

Åäþ ç óõíÜñôçóç ÷(î) åßíáé ìéá äåýôåñç êáé åðßóçò êáôáñ÷Þí áõèáßñåôç óõíÜñôçóç ðïõ äéáèÝôåé
üìùò óõíå÷Þ äåýôåñç ðáñÜãùãï. ÄçëáäÞ ðñüêåéôáé ãéá ôç «óôáèåñÜ» ïëïêëçñþóåùò, ðïõ ìðïñåß
åíôïýôïéò íá åßíáé óõíÜñôçóç ôçò ìåôáâëçôÞò î, ü÷é âÝâáéá êáé ôçò ìåôáâëçôÞò ç, ùò ðñïò ôçí
ïðïßá Ýãéíå ç ïëïêëÞñùóç.

×ñçóéìïðïéþíôáò ìÜëéóôá ôç óõíÜñôçóç ö(ç), ðïõ ïñßæåôáé óáí ç áíôéðáñÜãùãïò (ó÷åäüí
éóïäýíáìá ôï áüñéóôï ïëïêëÞñùìá) ôçò ö0(ç), äçëáäÞ

ö(ç) =
∫

ö0(ç) dç, (4.1.17)

ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôïí ôåëéêü ôýðï (4.1.16) óôç ìïñöÞ

u = ö(ç)+ ÷(î). (4.1.18)

Ìå ôç âïÞèåéá ôùí ïñéóìþí (4.1.3) ôùí íÝùí (êáé âïçèçôéêþí) ìåôáâëçôþí î êáé ç âñßóêïõìå
åõèýò ôçí ôåëéêÞ ãåíéêÞ ëýóç

u = u(x, t) = ö(x − ct)+ ÷(x + ct) (4.1.19)

ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (4.1.1) ôçò ÷ïñäÞò, äçëáäÞ ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ
êýìáôïò. Åäþ âÝâáéá ãßíåôáé ç õðüèåóç üôé ïé óõíáñôÞóåéò ö êáé ÷, ðïõ, ôïíßæåôáé áõôü, åßíáé
óõíáñôÞóåéò ìéáò ìüíï ìåôáâëçôÞò, ü÷é äýï, äéáèÝôïõí óõíå÷åßò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò.

Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ d’Alembert, ç ïðïßá ðåñéãñÜöèçêå ðéï ðÜíù, ïäçãçèÞêáìå óôçí ôåëéêÞ
(êáé ãåíéêÞ) ëýóç (4.1.19) (ëýóç ôïõ d’Alembert) ôçò åîéóþóåùò ôçò ÷ïñäÞò (4.1.1). Ç ëýóç áõôÞ
åßíáé ìÜëéóôá ìéá ðÜñá ðïëý áðëÞ ëýóç ùò ðñïò ôç ìïñöÞ ôçò êáé, åðéðëÝïí, åíôåëþò ãåíéêÞ.
¸ôóé ìðïñåß íá åíóùìáôþóåé êÜèå áñ÷éêÞ Þ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ìåôáðßðôïíôáò áðü ãåíéêÞ ëýóç
óå ìåñéêÞ ëýóç. Óôçí åíüôçôá áõôÞ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ìéá Üðåéñç ÷ïñäÞ êáé Ýôóé äå äéáèÝôïõìå
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. ¸÷ïõìå üìùò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (4.1.2): áñ÷éêÞ ìåôáôüðéóç f (x) êáé
ó÷åôéêÞ ìå áõôÞí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá g(x). Óå ëßãï èá ôéò ëÜâïõìå êáé áõôÝò õðüøç.

Ðñéí üìùò ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åñãáóßá ìáò áõôÞ, êáëü åßíáé íá åðáëçèåýóïõìå ôç ãåíéêÞ
ëýóç (4.1.19) ðïõ ðñïóäéïñßóáìå áíôéêáèéóôþíôáò ôçí óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ôçò ÷ïñäÞò (4.1.1), äçëáäÞ óôçí åîßóùóç

∂2u
∂x2

= 1
c2

∂2u
∂t2

. (4.1.20)
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Äåí ðñÝðåé åðßóçò íá îå÷íÜìå üôé ïé áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò ö êáé ÷ õðïôßèåíôáé üôé äéáèÝôïõí
äåýôåñåò ðáñáãþãïõò. ¸ôóé ìå ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (4.1.19) (äýï öïñÝò ùò
ðñïò x êáé áíåîÜñôçôá êáé äýïùòðñïò t) ðñïêýðôïõí ïé åêöñÜóåéò ôùí æçôïýìåíùíðáñáãþãùí:

∂u
∂x

= ö′(x − ct)+ ÷′(x + ct) 
⇒ ∂2u
∂x2

= ö′′(x − ct)+ ÷′′(x + ct), (4.1.21)

∂u
∂t

= c
[−ö′(x − ct)+ ÷′(x + ct)

] 
⇒ ∂2u
∂t2

= c2
[
ö′′(x − ct)+ ÷′′(x + ct)

]
. (4.1.22)

Ôþñá äéáðéóôþíåôáé Üìåóá ç éó÷ýò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò ÷ïñäÞò (4.1.1) (Þ (4.1.20)). ÊáôÜ
óõíÝðåéá, ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ôïõ d’Alembert (4.1.19) åßíáé ðëÞñçò.

Åðßóçò, ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åýñåóç ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò ðïõ ëáìâÜíåé õðüøç êáé ôéò äýï
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (4.1.2), êáëü åßíáé íá óçìåéþóïõìå óýíôïìá êáé ôçí êëáóéêÞ öõóéêÞ åñìçíåßá ôùí
óõíáñôÞóåùí ö êáé ÷. Îåêéíþíôáò áðü ôç óõíÜñôçóç ö, ðáñáôçñïýìå üôé ãéá äýï äéáöïñåôéêÜ
óçìåßá x1 êáé x2 ôçò ÷ïñäÞò êáé äýï äéáöïñåôéêÝò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t1 êáé t2, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ

x1 − ct1 = x2 − ct2 ⇐⇒ c = x2 − x1
t2 − t1

ìå x2 �= x1, t2 �= t1, c �= 0, (4.1.23)

ôüôå, ðñïöáíþò, êáé
ö(x1 − ct1) = ö(x2 − ct2). (4.1.24)

Ç ó÷Ýóç áõôÞ äçëþíåé üôé ç óõíÜñôçóç ö ðáñéóôÜíåé êýìá ðïõ äéáäßäåôáé ðñïò ôá äåîéÜ óôçí
åîåôáæüìåíç ÷ïñäÞ êáé Ý÷åé óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá V = c. Åíôåëþò áíÜëïãá, èÝôïíôáò áðëÜ −c áíôß
ôïõ c óôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò (4.1.23), äéáðéóôþíïõìå üôé ç óõíÜñôçóç ÷ åêöñÜæåé êýìá ðïõ
äéáäßäåôáé ðñïò ôá áñéóôåñÜ óôçí ßäéá ÷ïñäÞ êáé Ý÷åé óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá V = −c. ÅðïìÝíùò ç
ðëÞñçò ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç (4.1.19) åêöñÜæåé êáé ôá äýï áõôÜ êýìáôá: êáé ôï ðñïò ôá äåîéÜ:
óõíÜñôçóç ö, êáé ôï ðñïò ôá áñéóôåñÜ: óõíÜñôçóç ÷. Ôá êýìáôá áõôÜ äéáäßäïíôáé êáôÜ ìÞêïò
ôçò ÷ïñäÞò ìå ôá÷ýôçôåò Vö, ÷ = ±c áíôßóôïé÷á.

B4.1.4. Ç ëýóç ôïõ d’Alembert ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí åýñåóç ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò up(x, t) ôçò ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ôçò ÷ïñäÞò (4.1.1) ðïõ íá ðëçñïß êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (4.1.2), äçëáäÞ ôéò óõíèÞêåò

u(x, 0) = f (x) êáé
∂u
∂t

(x, 0) = g(x), −∞ < x < ∞, (4.1.25)

ãéá ôçí áñ÷éêÞ åãêÜñóéá (êÜèåôç) ìåôáôüðéóç f (x) êáé ôçí ôá÷ýôçôá ìåôáâïëÞò ôçò g(x) áíôßóôïé÷á.

Ðñïò ôï óêïðü áõôü áñêåß ùò ðñïò ôçí ðñþôç ìåí áñ÷éêÞ óõíèÞêç íá èÝóïõìå áðëÜ t = 0 óôç
ëýóç ôïõ d’Alembert u = u(x, t) ðïõ Þäç âñÞêáìå (åîßóùóç (4.1.19)) åîéóþíïíôáò ôï áðïôÝëåóìá
u(x, 0) ìå ôç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x). Ç óõíÜñôçóç áõôÞ f (x) åêöñÜæåé ôï áñ÷éêü ó÷Þìá ôçò
ôáëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò, éóïäýíáìá ôçí åãêÜñóéá, ôçí êÜèåôç ìåôáôüðéóç ôùí
óçìåßùí ôçò. Ôüôå Ý÷ïõìå áðü ôç ëýóç (4.1.19)

u(x, 0) = ö(x)+ ÷(x) = f (x), −∞ < x < ∞. (4.1.26)

Ùò ðñïò ôç äåýôåñç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (4.1.25) ðáñáãùãßæïõìå ôþñá êáôáñ÷Þí ôçí ßäéá ãåíéêÞ
ëýóç (4.1.19) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. Ç ðñþôç ìåñéêÞ áõôÞ ðáñÜãùãïò Ý÷åé ðñïöáíþò ôç ìïñöÞ

∂u
∂t

(x, t) = c
[−ö′(x − ct)+ ÷′(x + ct)

]
. (4.1.27)

ÈÝôïõìå ôþñá t = 0 óôç ìåñéêÞ áõôÞ ðáñÜãùãï êáé åîéóþíïõìå ôï áðïôÝëåóìá ìå ôçí áñ÷éêÞ
(åãêÜñóéá) ôá÷ýôçôá g(x) ôùí óçìåßùí ôçò ôáëáíôïýìåíçò ÷ïñäÞò. ÁìÝóùò âñßóêïõìå üôé

∂u
∂t

(x, 0) = c
[−ö′(x)+ ÷′(x)

] = g(x). (4.1.28)



98 (ÊåöÜëáéï B4) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Ìå áüñéóôç ïëïêëÞñùóç ôçò ó÷Ýóåùò áõôÞò ùò ðñïò ôç èÝóç x, îåêéíþíôáò áðü ìéá ôõ÷áßá
(êáé ÷ùñßò óçìáóßá) èÝóç x0, êáé ìå äéáßñåóç äéá ôçò èåôéêÞò óôáèåñÜò c, äéáðéóôþíïõìå åðßóçò
üôé

− ö(x)+ ÷(x) = 1
c

∫ x

x0

g(s) ds+ K . (4.1.29)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ôï óýìâïëï K äçëþíåé ôç óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò. Ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò
óôïðáñáðÜíùáüñéóôï ïëïêëÞñùìá äçëþèçêå ìå ôï íÝï óýìâïëï s. ¸ôóé áðïöåýãåôáé ç óýã÷õóç
ìå ôç ìåôáâëçôÞ x, ðïõ åßíáé ôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò óôï ðéï ðÜíù áüñéóôï ïëïêëÞñùìá.

Ïé ó÷Ýóåéò (4.1.26) (äåîéÜ éóüôçôá) êáé (4.1.29) áðïôåëïýí Ýíá áðëü óýóôçìá äýï ãñáììéêþí
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ùò ðñïò ôéò äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ö(x) êáé ÷(x). Ç ëýóç ôïõ óõóôÞ-
ìáôïò áõôïý ðñïêýðôåé åýêïëá (áöáéñþíôáò êáé ðñïóèÝôïíôáò ôéò åîéóþóåéò áõôÝò) ùò åîÞò:

ö(x) = 1
2

[
f (x)− 1

c

∫ x

x0

g(s) ds− K
]
, (4.1.30)

÷(x) = 1
2

[
f (x)+ 1

c

∫ x

x0

g(s) ds+ K
]
. (4.1.31)

Ìå ãíùóôÝò ðëÝïí (åêðåöñáóìÝíåò óõíáñôÞóåé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí f (x) êáé g(x)) ôéò äýï
áñ÷éêÜ áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò ö(x) êáé ÷(x), áñêåß ðéá ç áíôéêáôÜóôáóÞ ôïõò óôç ãåíéêÞ ëýóç
(4.1.19). Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ðñïêýðôåé ç áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç up(x, t) ôçò åîéóþóåùò ôçò
÷ïñäÞò (4.1.1), ç ïðïßá ðëçñïß êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (4.1.2) (Þ (4.1.25)). Ç ëýóç áõôÞ up(x, t)
ëüãù ôùí ó÷Ýóåùí (4.1.30) êáé (4.1.31), ðïõ ìüëéò âñÝèçêáí, åßíáé ðñïöáíþò ç åîÞò:

up(x, t) = 1
2

[
f (x − ct)− 1

c

∫ x−ct

x0

g(s) ds− K + f (x + ct)+ 1
c

∫ x+ct

x0

g(s) ds+ K
]
. (4.1.32)

Åýêïëá äéáðéóôþíåôáé (ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí äýï ïëïêëçñùìÜôùí ôçò óõíáñôÞóåùò g(s) áðü
Ýíá ìüíï ïëïêëÞñùìá) üôé ç ßäéá ìåñéêÞ ëýóç up(x, t) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

up(x, t) = 1
2

[
f (x − ct)+ f (x + ct)

]+ 1
2c

∫ x+ct

x−ct
g(s) ds. (4.1.33)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ äåí åìöáíßæåôáé ðëÝïí ôï êÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò x0. ÁõôÞ åßíáé ç äéÜóçìç
ëýóç ôïõ d’Alembert ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (4.1.1) êáé (4.1.2) ãéá ôçí åîßóùóç ôçò ôá-
ëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò, ðïõ èåùñÞèçêå åäþ üôé Ý÷åé Üðåéñï ìÞêïò: −∞ < x < ∞.

B4.1.5. Ìéá áðëÞ åöáñìïãÞ

Óáí ìéá áðëÞ åöáñìïãÞ, áò èåùñÞóïõìå ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ ç áñ÷éêÞ åãêÜñóéá ôá÷ý-
ôçôá g(x) ôùí óçìåßùí ôçò ÷ïñäÞò åßíáé ìçäåíéêÞ (ç ôáëÜíôùóç ôçò ÷ïñäÞò îåêéíÜ áðü ôçí çñåìßá),
åíþ ôï áñ÷éêü ó÷Þìá ôçò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

f (x) = d0 exp
[
−
(x
L

)2]
. (4.1.34)

Ôá óýìâïëá d0 êáé L ðáñéóôÜíïõí ãíùóôÝò óôáèåñÝò ìå äéáóôÜóåéò ìÞêïõò êáé exp åßíáé ç ãíùóôÞ
åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç (exponential function ìå exp y ≡ ey). Ôþñá ç ðáñáðÜíù ëýóç up(x, t) (ó÷Ýóç
(4.1.33)) èá ðÜñåé ôç ìïñöÞ

up(x, t) = d0

2

{
exp

[
−
(
x − ct

L

)2
]
+ exp

[
−
(
x + ct

L

)2
]}

. (4.1.35)

ÅðåéäÞ üìùò
(x ∓ ct)2 = x2 + c2t2 ∓ 2ctx, (4.1.36)

åðßóçò äå åî ïñéóìïý

cosh y = exp y + exp (− y)
2

, (4.1.37)
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ç ëýóç (4.1.35) ãñÜöåôáé êáé óôç ëßãï áðëïýóôåñç ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

up(x, t) = d0 exp
(
− x2 + c2t2

L2

)
cosh

(
2ctx
L2

)
. (4.1.38)

Ç ëýóç áõôÞ, üðùò Üìåóá ðáñáôçñïýìå óôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ ôçò: ôçí (4.1.38), åßíáé âÝâáéá ìéá
Üñôéá óõíÜñôçóç ôçò èÝóåùò x êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò (åðåéäÞ ∀y cosh (− y) = cosh y). Áêñéâþò
ôï ßäéï óõíÝâáéíå êáé ìå ôï áñ÷éêü ó÷Þìá ôçò ÷ïñäÞò f (x), üðùò ôï õðïèÝóáìå (ó÷Ýóç (4.1.34)).

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé o äåßêôçò p óôç ðéï ðÜíù ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç up(x, t) áóöáëþò èá
ìðïñïýóå íá åß÷å ðáñáëåéöèåß. Áõôü åßíáé äõíáôü ìå èåþñçóç ôçò ëýóåùò áõôÞò (4.1.33) óáí
ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (4.1.1) êáé (4.1.2): ôçò ìïíáäéêÞò ôïõ ìÜëéóôá ëýóåùò.
Áíôßèåôá ï ßäéïò äåßêôçò p ôÝèçêå èåùñþíôáò ôçí ßäéá áêñéâþò ëýóç (4.1.33) óáí ôç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ)
ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò ôáëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò (4.1.1) ðïõ ðñïÝêõøå
áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò u(x, t) (ó÷Ýóç (4.1.19)) õðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (4.1.2). ÖõóéêÜ ç ëåðôÞ
áõôÞ äéÜêñéóç óôï ÷áñáêôçñéóìü ôçò ëýóåùò (4.1.33) åßíáé åíôåëþò åðïõóéþäçò.

B4.2. ÅÖÁÑÌÏÃÇ ÓÔÇ ÄÉÄÉÁÓÔÁÔÇ ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÏÕ LAPLACE

B4.2.1. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace

¼ðùò åßíáé ãíùóôü, ç åîßóùóç ôïõ Laplace ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü. ÁñêåôÝò ó÷åôéêÝò åöáñìïãÝò ôçò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé óôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.1 ôïõ
Êåöáëáßïõ Â2. Ç äéäéÜóôáôç ìïñöÞ ôçò óôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) åßíáé ç (2.1.1), ôçí
åðáíáëáìâÜíïõìå êáé åäþ

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 (4.2.1)

ìå áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x êáé y. Ç ìïñöÞ áõôÞ ìðïñåß íá
èåùñçèåß ìáèçìáôéêÜ (ü÷é öõóéêÜ) óáí ìéá êÜðùò åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþ-
óåùò ôïõ êýìáôïò (åîéóþóåùò ôçò ÷ïñäÞò) (4.1.1) óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â4.1, äçëáäÞ ôçò
åîéóþóåùò

∂2u
∂x2

= 1
c2

∂2u
∂t2

. (4.2.2)

ÐñÝðåé ôþñá íá ôåèåß áðëÜ c = −i (Þ c = i ìå i ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá: i = √−1 ), ïðüôå
c2 = i2 = −1, êáé åðßóçò íá áíôéêáôáóôáèåß ï ÷ñüíïò t áðü ôçí ÊáñôåóéáíÞ óõíôåôáãìÝíç (ôçí
ôåôìçìÝíç) y. Ôüôå ç åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (4.2.2) ìåôáðßðôåé óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace
(4.2.1). Áñêåß åðïìÝíùò íá åðáíáëçöèåß ç äéáäéêáóßá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Eäáößïõ B4.1 ìå c = −i
(Þ c = i) Þ, áðëïýóôåñá, íá ôåèåß c = −i óôçí ôåëéêÞ ëýóç (4.1.19) ôçò åîéóþóåùò ôçò ÷ïñäÞò
(4.2.2). Ôüôå ðñïêýðôåé ç åîÞò ãåíéêÞ ëýóç u(x, y) ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (4.2.1):

u = u(x, y) = ö(x + iy)+ ÷(x − iy). (4.2.3)

Ïé ëýóåéò u ôçò äéäéÜóôáôçò êáé ôçò ôñéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace êáëïýíôáé áñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò. ¸ôóé êé áëëéþò áõôÞ ç ëýóç (4.2.3) ìðïñåß åýêïëá íá åðáëçèåõèåß ìå ôéò êáôÜëëçëåò
ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá õðïëïãßæïõìå ôéò ðñþôåò êáé ôéò äåýôåñåò ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò ôçò ðéï ðÜíù óõíáñôÞóåùò u = u(x, y) ôüóï ùò ðñïò x üóï êáé ùò ðñïò y. Ðñïêýðôåé
Ýôóé üôé

∂u
∂x

= ö′(x + iy)+ ÷′(x − iy) 
⇒ ∂2u
∂x2

= ö′′(x + iy)+ ÷′′(x − iy), (4.2.4)

∂u
∂y

= i
[
ö′(x + iy)− ÷′(x − iy)

] 
⇒ ∂2u
∂y2

= − [ö′′(x + iy)+ ÷′′(x − iy)
]

(4.2.5)
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áðïëýôùò áíÜëïãá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â4.1 ãéá ôçí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (4.1.1). Óôç
óõíÝ÷åéá ãéá ôçí åðáëÞèåõóç áñêåß áðëÜ íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò äåýôåñåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
(4.2.4) êáé (4.2.5) óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (4.2.1).

B4.2.2. ÐñáãìáôéêÝò ëýóåéò ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace

ÌáèçìáôéêÜ üëá åßíáé ðëÝïí åíôÜîåé, áëë’ áðü öõóéêÞò áðüøåùò õðÜñ÷åé Ýíá óçìáíôéêü
ðñüâëçìá. Ôï ðñüâëçìá áõôü óõíßóôáôáé óôï üôé ëüãù ôçò ðáñïõóßáò ôçò öáíôáóôéêÞò ìïíÜäáò
i = √−1 óôçí ðáñïýóá ëýóç (4.2.3) ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (4.2.1), ç ëýóç áõôÞ,
ãåíéêÜ ìéëþíôáò, äåí åßíáé ðñáãìáôéêÞ, áëë’ åßíáé óõíÞèùò ìéãáäéêÞ. ¼ìùò áõôü åßíáé ï÷ëçñü Þ
ìÜëëïí áðáñÜäåêôï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, ï ïðïßïò èÝëåé ôá öõóéêÜ ìåãÝèç ôïõ íá åßíáé
ðñáãìáôéêÜ. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ç èåñìïêñáóßá u(x, y) åßíáé ðÜíôïôå ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç.
¼ðùò åßíáé ãíùóôü, óôï óôáôéêü (êáé ÷ùñßò ðçãÝò èåñìüôçôáò) èåñìïêñáóéáêü ðñüâëçìá (äç-
ëáäÞ óôç ìüíéìç äéäéÜóôáôç êáôÜóôáóç) ìÝóá óå ìéá äéäéÜóôáôç ðåñéï÷Þ D ç èåñìïêñáóßá u(x, y)
åðáëçèåýåé åðßóçò ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (4.2.1). ¢ñá åßíáé áðüëõôá áíáãêáßï íá ðåñéïñéóèåß
óå ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ç ãåíéêüôçôá ôçò ëýóåùò (4.2.3) ãéá ôçí áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç u(x, y).

Ôïýôï åðéôõã÷Üíåôáé ðÜñá ðïëý åýêïëá, áñêåß ïé óõíáñôÞóåéòö êáé ÷ óôç ëýóç (4.2.3) íá åßíáé
êáé ïé äýï ðñáãìáôéêÝò êáé ßóåò, äçëáäÞ

ö = ÷. (4.2.6)

Áõôü üìùò äåí åßíáé åðéèõìçôü, ãéáôß Ýôóé ðåñéïñßæåôáé õðåñâïëéêÜ ç ãåíéêüôçôá ôçò ëýóåùò u(x, y).
ÅíáëëáêôéêÞ êáé ðëÞñùò áðïäåêôÞ äõíáôüôçôá åßíáé, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé óõíáñôÞóåéòö êáé ÷
äåí åßíáé ðñáãìáôéêÝò, áëë’ åßíáé ìéãáäéêÝò, íá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí óõæõãåßò ìéãáäéêÝò, äçëáäÞ

ö = ÷̄ ⇐⇒ ÷ = ȫ. (4.2.7)

¸ôóé êÜèå öïñÜ ðïõ èá ðáñïõóéÜæåôáé ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 óôïí ðñþôï üñï ö(x+ iy)
ôçò ëýóåùò (4.2.3), èá ðáñïõóéÜæåôáé ìå áñíçôéêü ðñüóçìï (äçëáäÞ óáí −i) êáé óôï äåýôåñï üñï
÷(x − iy) ôçò ßäéáò ëýóåùò. Áêñéâþò áõôü Þäç óõìâáßíåé óôï üñéóìá ôïõ üñïõ áõôïý, ðïõ åßíáé
x − iy, äçëáäÞ óôï üñéóìá ôçò óõíáñôÞóåùò ÷, áíôß ôïõ x + iy óôï üñéóìá ôçò óõíáñôÞóåùò ö.

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ðñáãìáôéêÞ ëýóç ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (4.2.1) Ý÷åé ôçí
åîÞò ìïñöÞ ìå ÷ = ȫ óôç ëýóç (4.2.3):

u = u(x, y) = ö(x + iy)+ ȫ(x − iy) = 2 Re [ö(x + iy)]. (4.2.8)

×ñçóéìïðïéÞóáìå ôï óýìâïëï Re ãéá ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò (real part, Re Þ�, ðïõ åßíáé êáé áõôü éóï-
äýíáìï óýìâïëï) ìéáò ìéãáäéêÞò ðïóüôçôáò. Ôï óýìâïëï áõôü èá ôï óõíáíôÞóïõìå åêôåíÝóôåñá
óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ðïõ áðïôåëïýí åðßóçò
ìÝñïò ôïõ ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ) óôï ÌÝñïò Ä áõôþí ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí.

B4.2.3. ÐáñÜäåéãìá ðñáãìáôéêÞò ëýóåùò ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace

Óáí Ýíá ðïëý áðëü ðáñÜäåéãìá áò èåùñÞóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò ôçò ìåôáâëçôÞò w

ö = ö(w) = w2 + 2iw + 3 êáé ÷ = ÷(w) = w2 − 2iw + 3. (4.2.9)

Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò åßíáé ðñïöáíþò óõæõãåßò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò, åðåéäÞ ç äåýôåñç, ç ÷,
ðñïêýðôåé èÝôïíôáò −i óôç èÝóç ôïõ i ôçò ðñþôçò, ôçò ö. Ôüôå ÷ = ȫ Þ áíôßóôñïöá, áëë’
éóïäýíáìá, ö = ÷̄. Ãéá ôéò åéäéêÝò áõôÝò óõíáñôÞóåéò ö êáé ÷ ç ëýóç u(x, y) ôçò åîéóþóåùò ôïõ
Laplace óôç ó÷Ýóç (4.2.3) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

u = u(x, y) = ö(x + iy)+ ÷(x − iy)

= [
(x + iy)2 + 2i(x + iy)+ 3

]+ [(x − iy)2 − 2i(x − iy)+ 3
]
. (4.2.10)
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ÁõôÞ ç ìïñöÞ ìáò äßíåé åýêïëá óáí áðïôÝëåóìá ôçí áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç

u(x, y) = 2(x2 − y2)− 4y + 6. (4.2.11)

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ u(x, y) åßíáé áóöáëþò ìéá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç êáé ìÜëéóôá äéäéÜóôáôç
áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç êáé ëýóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (4.2.1). Áõôü äéáðéóôþíåôáé ðÜñá ðïëý
åýêïëá ìåôÜ ôéò ó÷åôéêÝò áðëÝò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò. ÅðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç áõôÞ u(x, y) èá
ìðïñïýóå ßóùò íá ðáñéóôÜíåé: (á) ôç èåñìïêñáóßá (èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ u(x, y)) óå ìüíéìï
(óôáôéêü) åðßðåäï èåñìïêñáóéáêü ðñüâëçìá óôçÌåôÜäïóçÈåñìüôçôáò (Þ ÄéÜäïóçÈåñìüôçôáò)
Þ (â) ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ Þ ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóçØ óå ìüíéìç åðßðåäç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïýóôç
Ñåõóôïìç÷áíéêÞ Þ (ã) ôï Üèñïéóìá ôùí êõñßùí ôÜóåùí s = óx +óy óå åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá
óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, êëð. ÂÝâáéá üëá áõôÜ èá ìðïñïýóáí
íá éó÷ýïõí ìüíï õðü ôéò êáôÜëëçëåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. ÁõôÝò üìùò äå ìáò áðáó÷üëçóáí
óôç ãåíéêÞ ðñáãìáôéêÞ ëýóç (4.2.8) ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (4.2.1), ðïõ ìüëéò ðñïóäéïñßóáìå.
Åíôïýôïéò èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí åêôåíþò óôá åðüìåíá êåöÜëáéá.

B4.3. ÃÅÍÉÊÇ ËÕÓÇ ÃÉÁ ÅÉÄÉÊÅÓ ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÐÑÙÔÇÓ ÔÁÎÅÙÓ

B4.3.1. Ðñïóäéïñéóìüò ôçò ëýóåùò ìÝóù ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò

Ç éäéáßôåñá óôïé÷åéþäçò áõôÞ ìÝèïäïò áöïñÜ ìüíï óå ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìÜëéóôá ìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç
u = u(x, y) õðü ôç ìïñöÞ ìüíï ìåñéêþíðáñáãþãùí êáé, åðéðëÝïí, ìå üëåò ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ôçò ßäéáò ôÜîåùò. Èá ôçí åðéäåßîïõìå óå áðëÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò (óôçí Åíüôçôá áõôÞ
Â4.3) êáé äåõôÝñáò ôÜîåùò (óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Â4.4). Ðñüêåéôáé ãéá ìéá éäéáßôåñá åîåéäéêåõìÝíç
ìÝèïäï åðéëýóåùò ðïëý åéäéêþí ðåñéðôþóåùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò,
áëëÜ óõíÜìá êáé ðïëý ÷ñÞóéìç óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò.

Èåùñïýìå ôçí áêüëïõèç ãåíéêÞ ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ðñþôçò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò:

A
∂u
∂x

+ B
∂u
∂y

= 0. (4.3.1)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ïé óõíôåëåóôÝò A êáé Â õðïôßèåíôáé óôáèåñïß êáé äéÜöïñïé ôïõ ìçäåíüò (A �= 0
êáé B �= 0), ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç u = u(x, y) êáé ïé áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò åßíáé ïé x êáé y. Óôçí ôüóï áðëÞ áõôÞ åîßóùóç õðïèÝôïõìå ëýóç ôçò ìïñöÞò

u(x, y) = ö(x + ìy). (4.3.2)

Ç óõíÜñôçóç ö(x + ìy) = ö(s) èåùñåßôáé ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ôçò ìéáò ìåôáâëçôÞò s ìå

s = x + ìy, ïðüôå ðñïöáíþò
∂s
∂x

= 1 êáé
∂s
∂y

= ì. (4.3.3)

Ç óôáèåñÜ ì óôç ëýóç (4.3.2) ðïõ õðïèÝóáìå êáé óôç ìåôáâëçôÞ s = x + ìy äåí åßíáé ðñïò ôï
ðáñüí ãíùóôÞ. ¼ìùò èá ðñïóäéïñéóèåß åýêïëá ìå ôç âïÞèåéá ðñùôïâÜèìéáò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò p1(ì) = 0, éóïäýíáìá ìÝóù ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ p1(ì) ßóïõ ìå ôï ìçäÝí.

ÐñáãìáôéêÜ, ðáñáãùãßæïíôáò ôçí ðéèáíÞ ëýóç (4.3.2) ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ôüóï ùò ðñïò x
üóï êáé ùò ðñïò y, äéáðéóôþíïõìå ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ ãíùóôïý ìáò êáíüíá ôçò áëõóßäáò (Þ êáíüíá
ôçò áëõóéäùôÞò ðáñáãùãßóåùò Þ ôÝëïò êáíüíá ôçò áëëçëïõ÷ßáò ôùí ðáñáãþãùí) üôé

∂u
∂x

= dö
ds

∂s
∂x

= ö′(s) · 1 = ö′(s) = ö′(x + ìy), (4.3.4)

∂u
∂y

= dö
ds

∂s
∂y

= ö′(s) · ì = ìö′(s) = ìö′(x + ìy). (4.3.5)
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Óçìåéþíïõìå êáé ðÜëé üôé ç óõíÜñôçóç ö åßíáé óõíÜñôçóç ìéáò ìüíï ìåôáâëçôÞò (Ýóôù ôçò s),
ü÷é äýï. ¢ñá ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá ôéò ðáñáãþãïõò ôçò (üðùò ôç ö′) ôï óýìâïëï ôçò óõíÞèïõò
ðáñáãùãßóåùò d êáé ü÷é åêåßíï ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ∂.

Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (4.3.4) êáé (4.3.5) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (4.3.1) ðïõ èÝëïõìå íá åðéëýóïõìå, âñßóêïõìå Üìåóá üôé

Aö′(x + ìy)+ Âìö′(x + ìy) = 0 
⇒ (A+ Âì)ö′(x + ìy) = 0. (4.3.6)

Ðñïöáíþò ç ðáñÜãùãïò ö′(x + ìy) äå ìðïñåß íá åßíáé åê ôáõôüôçôïò ßóç ìå ôï ìçäÝí óå ìéá
ìç ôåôñéììÝíç ëýóç ö(x + ìy) �≡ C (ìå ôï óýìâïëï C íá äçëþíåé áðëÜ óôáèåñÜ). ¢ñá ðñÝðåé
ïðùóäÞðïôå ï üñïò A+ Âì íá åßíáé áõôüò ßóïò ìå ôï ìçäÝí. ¸ôóé èá éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(4.3.1). Ðñïêýðôåé åðïìÝíùò ìéá ðñùôïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p1(ì) = 0, ç åîÞò:

p1(ì) = A+ Âì ≡ Bì+ A = 0 
⇒ ì = ì1 = − Á
Â
. (4.3.7)

Áöïý Ý÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé üôé åßíáé A �= 0 êáé B �= 0, ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò áõôÞò åßíáé
öõóéêÜ ç ðéï ðÜíù: ì = ì1 = −Á/Â.

¢ñá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (4.3.1) Ý÷åé óáí ëýóç ôçò êÜèå ðáñáãùãßóéìç
óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò (4.3.2) ìå ì = ì1 = −Á/Â, äçëáäÞ

u(x, y) = ö(x + ì1y) = ö
(
x − (Á/Â)y

) = ö∗(Âx − Áy), üðïõ ôÝèçêå ö∗(s) := ö(s/Â), (4.3.8)

ìå ðïëëáðëáóéáóìü ôçò ìåôáâëçôÞò x − (Á/Â)y åðß Â. Ìå ôïí ôñüðï áõôü äåí åìöáíßæåôáé óôï
ôÝëïò, óôç óõíÜñôçóç ö∗(Âx − Áy), ï ðáñïíïìáóôÞò Â. Áðïäåéêíýåôáé ìÜëéóôá üôé ç ëýóç áõôÞ
u = u(x, y) åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åéäéêÞò ìïñöÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
(4.3.1) ðïõ åîåôÜæïõìå. ¢ñá êÜèå áõèáßñåôç óõíÜñôçóç ö∗ = ö∗(s) ðïõ äéáèÝôåé üìùò óõíå÷Þ
ðñþôç ðáñÜãùãï äßíåé êáé áðü ìßá ëýóç ôçò åîéóþóåùò (4.3.1): óõãêåêñéìÝíá ôç ëýóç (4.3.8).

¼ðùò äéáðéóôþóáìå, ç ìÝèïäïò áõôÞ êáôáëÞãåé óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p1(ì) = 0,
ó÷åäüí éóïäýíáìá óôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï p1(ì) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò. ÐáñïõóéÜæåé åðïìÝíùò êÜðïéá áíáëïãßá ìå ôçí áóöáëþò ðïëý ãåíéêüôåñç ìÝèïäï
ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p(ì) = 0 Þ ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ p(ì) óôéò ïìïãåíåßò
ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Â4.4
èá ãåíéêåýóïõìå ôçí ßäéá ìÝèïäï óå áíôßóôïé÷åò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò.

B4.3.2. ÅöáñìïãÞ óôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò

Óáí åöáñìïãÞ ôçò åéäéêÞò áõôÞò ìåèüäïõ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p1(ì) = 0 èåùñïýìå
ôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (2.1.47) ñýðïõ (êáé ãåíéêüôåñáïðïéáóäÞðïôå ïõóßáò) óå õäáôüññåõìá
óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ. Ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé ç åîÞò:

∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= 0 ⇐⇒ V
∂c
∂x

+ ∂c
∂t

= 0 (4.3.9)

ìå c = c(x, t) ôç óõãêÝíôñùóç ôçò ôïõ ñýðïõ êáé V ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ íåñïý (ôïõ ýäáôïò) óôï
õäáôüññåõìá. Ôçí ôá÷ýôçôá V ôçí õðïèÝôïõìå óôáèåñÞ. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé äåí õðÜñ÷åé
oýôå äçìéïõñãßá ïýôå áðïâïëÞ ïýôå áðïäüìçóç (÷çìéêÞ êáôáóôñïöÞ) ôïõ ñýðïõ, áëë’ ïýôå êáé
äéÜ÷õóÞ ôïõ óôï íåñü. ÁðëÜ ç êßíçóÞ ôïõ ïöåßëåôáé áðïêëåéóôéêÜ óôçí êßíçóç ôïõ íåñïý ìå
ôá÷ýôçôá V . ÅðïìÝíùò ðñüêåéôáé ãéá áðëÞ ìåôáãùãÞ ôïõ ñýðïõ ëüãù ôçò êéíÞóåùò ôïõ íåñïý
óôï õäáôüññåõìá ìå ôá÷ýôçôá V .

Ç åîßóùóç (4.3.9) (ðñïôéìÜôáé ç äåýôåñç ìïñöÞ ôçò) åßíáé ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðñþôçò ôÜîåùò áêñéâþò ôçò ìïñöÞò (4.3.1) ìå A = V êáé B = 1.
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Ç ìüíç äéáöïñÜ åßíáé üôé ôþñá áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåý-
ìáôïò êáé ï ÷ñüíïò t. ÕðïèÝôïõìå ëýóç ôçò åîéóþóåùò (4.3.9) ôçò ìïñöÞò (4.3.2), åí ðñïêåéìÝíù

c(x, t) = ö(x + ìt) (4.3.10)

ôþñá ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôçí t áíôß ôçò y. Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò äýï ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò ôçò óôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (4.3.9) (Ýóôù óôçí ðñþôç ìïñöÞ ôçò), âëÝðïõìå üôé

ìö′(x + ìt)+ Vö′(x + ìt) = 0 
⇒ (ì+ V )ö′(x + ìt) = 0. (4.3.11)

Ôþñá ç ðñùôïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p1(ì) = 0 ðáßñíåé óôï ðáñüí ðñüâëçìá ôç ìïñöÞ

p1(ì) = ì+ V = V + ì = 0 
⇒ ì = ì1 = −V . (4.3.12)

Ðñïöáíþò ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôçò åßíáé ç ì = ì1 = −V . ¢ñá ç ëýóç ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò
(4.3.9) ðáßñíåé ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ

c = c(x, t) = ö(x − Vt). (4.3.13)

Áõôü äéáðéóôþíåôáé áìÝóùò áðü ôç ó÷Ýóç (4.3.10). Ôï üôé ç ó÷Ýóç (4.3.13) áðïôåëåß ëýóç ôçò
åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò (4.3.9) ìðïñåß êáé Üìåóá íá åðáëçèåõèåß áðëÜ ìå áíôéêáôÜóôáóç ôçò
ëýóåùò áõôÞò (4.3.13) óôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (4.3.9).

ÅîÜëëïõ áðü öõóéêÞò áðüøåùò ç ëýóç (4.3.13) åßíáé ðñïöáíÞò, áí óêåöèïýìå üôé ï ñýðïò
áðëÜ êéíåßôáé ìáæß ìå ôï íåñü óôï õäáôüññåõìá, áëëÜ äåí êéíåßôáé ó÷åôéêÜ ìå áõôü. ¢ñá ç ìåôá-
âëçôÞ s = x−Vt ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôç ëýóç (4.3.13) åßíáé åýëïãç êáé áíáìåíüìåíç. Äåí õðÜñ÷åé
åðßóçò ïýôå ðáñáãùãÞ ïýôå áðïâïëÞ ïýôå áðïäüìçóç áëë’ ïýôå êáé äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ. Åðï-
ìÝíùò Ýíáò Ýìðåéñïò Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò êáé ãíþóôçò âÝâáéá ôùí öõóéêþí öáéíïìÝíùí èá ìðï-
ñïýóå ßóùò íá åß÷å ìáíôÝøåé ôç ëýóç áõôÞ (4.3.13) ÷ùñßò íá êáôáöýãåé óå ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò
êáé óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p1(ì) = ì+ V = 0.

ÊáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ç ðéï ðÜíù ëýóç (4.3.13) åßíáé áíÜëïãç ìå ôçí ðñþôç áõèáßñåôç óõ-
íÜñôçóç ö = ö(x − ct) óôç ãåíéêÞ ëýóç (4.1.19) ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò (ôçò
åîéóþóåùò ôçò ÷ïñäÞò) (4.1.1) ðáñÜ ôï äéáöïñåôéêü óõìâïëéóìü ãéá ôçí ôá÷ýôçôá: åäþ ìå V áíôß
ãéá c óôç ëýóç (4.1.19). Ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (4.1.1) åßíáé üìùò äåõôÝñáò ôÜîåùò.
ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (4.1.19) ðåñéÝ÷åé äýï áõèáßñåôåò (áëëÜ ðáñáãùãßóéìåò äýï öïñÝò)
óõíáñôÞóåéò ö êáé ÷. Áíôßèåôá åäþ ç åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (4.3.9) åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò. ¢ñá ç
ëýóç ôçò (4.3.13) åßíáé åýëïãï íá ðåñéÝ÷åé ìüíï ìßá áõèáßñåôç (êáé ðÜëé ðáñáãùãßóéìç, áëëÜ ôþñá
ìßá öïñÜ ìüíï áñêåß) óõíÜñôçóç ö. Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, ç ëýóç (4.3.13) ìðïñåß íá èåùñçèåß
üôé åêöñÜæåé Ýíá áðëü êýìá ðïõ äéáäßäåôáé ìå ôï ÷ñüíï t êáôÜ ôéò áýîïõóåò ôéìÝò ôçò èÝóåùò x,
äçëáäÞ ðñïò ôçí åêâïëÞ ôïõ õäáôïññåýìáôïò. Áíôßèåôá ç ëýóç (4.1.19) ìðïñåß íá èåùñçèåß üôé
åêöñÜæåé äýï êýìáôá ðïõ äéáäßäïíôáé ìå ôï ÷ñüíï t: (á) ôï ðñþôï êáôÜ ôéò áõîáíüìåíåò ôéìÝò
ôçò èÝóåùò x (äçëáäÞ ðñïò ôá äåîéÜ), åíþ (â) ôï äåýôåñï êáôÜ ôéò ìåéïýìåíåò ôéìÝò ôçò èÝóåùò x
(äçëáäÞ ðñïò ôá áñéóôåñÜ). Ôá äýï áõôÜ êýìáôá Ý÷ïõí ìÜëéóôá ôçí ßäéá êáôÜ ìÝôñï ôá÷ýôçôá c.

B4.3.3. Ãåíéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò

Ç ôüóï áðëÞ ëýóç (4.3.13): c(x, t) = ö(x−Vt) ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò (4.3.9), ôçí ïðïßá
âñÞêáìå ðéï ðÜíù, åßíáé ðñáãìáôéêÜ ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò. Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôïý ôïõ ìÜëëïí
ðñïöáíþò éó÷õñéóìïý ìðïñïýìå íá åñãáóèïýìå ìå ôç ìÝèïäï ôçò Åíüôçôáò Â4.1, ôçí ïðïßá Þäç
÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá ôçí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò, ëýíïíôáò ôþñá ôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (4.3.9)
ìå áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí. Áðü ôç ìïñöÞ c(x, t) = ö(x − Vt) ôçò ëýóåùò (4.3.13) ðïõ
ðñïóäéïñßóáìå, óõìðåñáßíïõìå üôé êáôÜëëçëåò áëëáãÝò áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí åßíáé ïé åîÞò:

î = x − Vt, ô = t. (4.3.14)
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ÅðïìÝíùò ïõóéáóôéêÞ áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò åßíáé ìüíï ç ðñþôç: î = x − Vt. Åßíáé êáé åýëïãç
âÝâáéá áðü öõóéêÞò áðüøåùò. Ôïýôï óõìâáßíåé, åðåéäÞ ôï íåñü óôï õäáôüññåõìá êéíåßôáé ìå
óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá V . Ôüôå êáé ç ï ñýðïò êéíåßôáé ìå áêñéâþò ôçí ßäéá ôá÷ýôçôá V êáé ìÜëéóôá ÷ùñßò
äéÜ÷õóç, üðùò Þäç Ý÷ïõìå õðïèÝóåé. ¢ñá êáëü åßíáé êáé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðïõ ðáñáôçñåß ôï
öáéíüìåíï ôçò ìåôáãùãÞò áõôÞò íá êéíåßôáé êáé áõôüò êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò ìå ôçí ßäéá
ôá÷ýôçôá V , ðïõ åßíáé óôáèåñÞ ìå ôï ÷ñüíï t (åííïåßôáé ðñïò ôçí åêâïëÞ ôïõ õäáôïññåýìáôïò).
¸ôóé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èá âñßóêåôáé óôç èÝóç î = x − Vt, áêñéâþò üðùò
äçëþíåé ç ðñþôç áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò (4.3.14). Ç äåýôåñç áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò ô = t åßíáé åíôåëþò
âïçèçôéêÞ (áðëÜ ÷ñÞóéìç óôéò ðáñáãùãßóåéò), ü÷é ïõóéþäçò.

Åñãáæüìáóôå ôþñá áíÜëïãá ìå ôçí ÐáñÜãñáöï Â4.1.2 ãéá ôçí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò. Êáé åêåß
Ýãéíå áëëáãÞ ìåôáâëçôþí (ìå ëßãï äéáöïñåôéêÜ üìùò óýìâïëá). ¸ôóé êáôáñ÷Þí áðü ôéò áëëáãÝò
ìåôáâëçôþí (4.3.14) âñßóêïõìå ðÜñá ðïëý åýêïëá ôéò ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôùí íÝùí
ìåôáâëçôþí î êáé ô ùò ðñïò ôéò áñ÷éêÝò ìåôáâëçôÝò x êáé t. Ðñïêýðôïõí ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé

∂î
∂x

= 1,
∂î
∂t

= −V ,
∂ô
∂x

= 0,
∂ô
∂t

= 1. (4.3.15)

ÃñÜöïõìå ôþñá ôçí ÜãíùóôçóõíÜñôçóç c(x, t) (ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõóôï õäáôüññåõìá)
êáé óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò ĉ(î, ô) áðëÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí íÝùí ìåôáâëçôþí î êáé ô. Ôüôå Ý÷ïõìå

ĉ(î, ô) ≡ ĉ(x − Vt, t) ≡ c(x, t) (4.3.16)

ëüãù ôùí áëëáãþí ìåôáâëçôþí (4.3.14). ¸ôóé áðïöåýãïõìå êÜèå ðåñßðôùóç óõã÷ýóåùò.

Óêïðü ìáò áðïôåëåß ç áíôéêáôÜóôáóç ôùí áñ÷éêþí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí x êáé t áðü ôéò
íÝåò î êáé ô óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (4.3.9), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= 0. (4.3.17)

Ãéá íá ðåôý÷ïõìå ôï óêïðü áõôü, åöáñìüæïõìå ôïí êáíüíá ôçò áëõóéäùôÞò ðáñáãùãßóåùò (Þ ôçò
áëëçëïõ÷ßáò ôùí ðáñáãþãùí) óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç c(x, t). ÌåôÜ ôçí áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí
ìåôáâëçôþí ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç c(x, t) äçëþíåôáé ìå ôï íÝï óýìâïëï ĉ(î, ô), üðùò åßäáìå óôç
ó÷Ýóç (4.3.16). Ìå ôïí ôñüðï áõôü êáé ìå âÜóç ôéò ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (4.3.15), ðïõ
ðñï ïëßãïõ õðïëïãßóáìå, äéáðéóôþíïõìå üôé

∂c
∂x

= ∂ ĉ
∂î

∂î
∂x

+ ∂ ĉ
∂ô

∂ô
∂x

= ∂ ĉ
∂î

· 1+ ∂ ĉ
∂ô

· 0 = ∂ ĉ
∂î

, (4.3.18)

∂c
∂t

= ∂ ĉ
∂î

∂î
∂t

+ ∂ ĉ
∂ô

∂ô
∂t

= ∂ ĉ
∂î

· (− V )+ ∂ ĉ
∂ô

· 1 = −V
∂ ĉ
∂î

+ ∂ ĉ
∂ô

. (4.3.19)

ÁðïìÝíåé ôþñá ç áíôéêáôÜóôáóç ôùí äýï áõôþíðñþôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí óôçí ðéï ðÜíù
åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (4.3.17). ¸ôóé ðñïêýðôåé

∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= 0 
⇒
(
−V

∂ ĉ
∂î

+ ∂ ĉ
∂ô

)
+ V

∂ ĉ
∂î

= 0. (4.3.20)

¢ñá ìå ôçí ðñïöáíÞ áðëïðïßçóç ôùí áíôßóôïé÷ùí üñùí (áõôþí ðïõ Ý÷ïõí óõíôåëåóôÝò ôçí
ôá÷ýôçôá V ) ðáßñíïõìå ôçí ôåëéêÞ (êáé áðëïýóôáôç ìÜëéóôá) åîßóùóç

∂ ĉ
∂ô

= 0. (4.3.21)

Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò áõôÞò ðñïêýðôåé Üìåóá ìå ïëïêëÞñùóç (öõóéêÜ ùò ðñïò ôçí åíôå-
ëþò âïçèçôéêÞ ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ ô). ¸ôóé âñßóêïõìå üôé

ĉ = ĉ(î, ô) = ö(î) 
⇒ c = c(x, t) = ö(x − Vt). (4.3.22)



ÃÅÍÉÊÅÓ ËÕÓÅÉÓ ÓÅ ÅÉÄÉÊÅÓ ÐÅÑÉÐÔÙÓÅÉÓ (ÊåöÜëáéï B4) 105

Óôç ëýóç áõôÞ êáôáñ÷Þí ëÜâáìå õðüøç ìáò üôé ç ïëïêëÞñùóç ãßíåôáé ùò ðñïò ô. ¢ñá ôï î
äåí åßíáé ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò. ÅðïìÝíùò ç «óôáèåñÜ» (åíôüò åéóáãùãéêþí) ïëïêëçñþóåùò
óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ðñþôçò ó÷Ýóåùò (4.3.22) ìðïñåß íá åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ î. Ôç ãñÜöïõìå óáí
áõèáßñåôç óõíÜñôçóç ö(î) ôçò ìåôáâëçôÞò áõôÞò î. ÅðéðëÝïí ðñÝðåé íá ãõñßóïõìå ðßóù óôéò
áñ÷éêÝò ìåôáâëçôÝò ìáò x êáé t, åÜí äå èÝëïõìå íá åßìáóôå êáé åìåßò êéíïýìåíïé ðáñáôçñçôÝò ôçò
ñïÞò ôïõ íåñïý (ìáæß ìå ôï ñýðï) óôï õäáôüññåõìá ìå ôá÷ýôçôá V , áêñéâþò üðùò åßíáé êáé ôï
íåñü. ¢ñá óôç èÝóç ôçò ìåôáâëçôÞò î óôç ëýóç (4.3.22) âÜæïõìå ôï x − Vt ìçí îå÷íþíôáò ôçí
áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò î = x − Vt ðïõ åß÷áìå êÜíåé (ðñþôç ó÷Ýóç (4.3.14)).

¸ôóé êáôáëÞîáìå óôçí ôåëéêÞ ëýóç c(x, t) = ö(x−Vt) ìå ôç óõíÜñôçóçö(x−Vt) áõèáßñåôçðáñá-
ãùãßóéìç (ìéá öïñÜ áñêåß!) óõíÜñôçóç. Ç ëýóç áõôÞ óõìðßðôåé áðüëõôá ìå ôç ëýóç (4.3.13), ðïõ
åß÷áìå âñåß ìå ôçí áðëïýóôåñç ìÝèïäï ôçò ðñùôïâÜèìéáò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (4.3.12):
p1(ì) = ì+ V = 0 óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï ÷ùñßò áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí. Åäþ,
ó’ áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï êÜíáìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí (4.3.14) êáé ìå ðåñéóóüôåñï êüðï êá-
ôáëÞîáìå óôçí ßäéá áêñéâþò ëýóç (4.3.13), åäþ (4.3.22). Ôï ìåéïíÝêôçìá áõôÞò ôçò ìåèüäïõ åßíáé
ï åðéðëÝïí êüðïò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ãéá ôçí áëëáãÞ ôùí ìåôáâëçôþí, êõñßùò ïé ó÷åôéêÝò ìåñéêÝò
ðáñáãùãßóåéò.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ôï ðëåïíÝêôçìá ôçò ðáñïýóáò ìåèüäïõ åßíáé üôé ï ôñüðïò åñãáóßáò
ìáò äéáâåâáéþíåé üôé äå ÷Üóáìå êáìßá áðïëýôùò ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò
(4.3.9) Þ (4.3.17). Ôïýôï áðïôåëåß áðüäåéîç (üìùò ìå åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï åñãáóßáò) üôé
ç ëýóç (4.3.13) ðïõ ðñïóäéïñßóèçêå ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p1(ì) = 0 ôçò
åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò (4.3.9) Þ (4.3.17) åßíáé ðñáãìáôéêÜ ç ãåíéêÞ ôçò ëýóç êáé ü÷é áðëÜ ìéá
ìåñéêÞ ëýóç. Áõôü âÝâáéá áíáìåíüôáí, ãéáôß ç åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò åßíáé ìüëéò ðñþôçò ôÜîåùò
êáé ðñáãìáôéêÜ õðÜñ÷åé ìéá áõèáßñåôç óõíÜñôçóç ö óôç ëýóç ôçò (4.3.13). ¢ñá Þôáí ðïëý
ðéèáíü áõôÞ íá Þôáí ç ãåíéêÞ ôçò ëýóç. Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ áðïäåßîáìå ôï ãåãïíüò áõôü,
äçëáäÞ üôé Þôáí ç ãåíéêÞ ëýóç, áëëÜ ìå êÜðïéï õðïëïãéóôéêü êüðï. Äõóôõ÷þò ìåñéêÝò öïñÝò åßíáé
áíáãêáßïò ï õðïëïãéóôéêüò êüðïò ãéá ïñéóìÝíåò äéáðéóôþóåéò. ÁöåôÝñïõ ç åíáëëáêôéêÞ ìÝèïäïò
åðéëýóåùò ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ìáò Ýäåéîå åðßóçò üôé ç ìÝèïäïò
ôçòðñïçãïýìåíçòÐáñáãñÜöïõ Â4.3.2 Þôáí óùóôÞ. ÂñÞêáìå äçëáäÞ áêñéâþò ôçí ßäéá ëýóç ìå äýï
åíôåëþò äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò. Ç áðåõèåßáò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò åßíáé óôïé÷åéþäçò
êáé äåí áîßæåé ôïí êüðï íá ôç ãñÜøïõìå åäþ.

B4.4. ÃÅÍÉÊÇ ËÕÓÇ ÃÉÁ ÅÉÄÉÊÅÓ ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÄÅÕÔÅÑÁÓ ÔÁÎÅÙÓ

B4.4.1. Ðñïóäéïñéóìüò ôçò ëýóåùò ìÝóù ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ áðëÜ èá åðåêôåßíïõìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p(ì) = 0
(ó÷åäüí éóïäýíáìá ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ p(ì)) óå ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò äåõôÝñáò ôÜîåùò. Óôç äéáöïñéêÞ ìáò
åîßóùóç õðïèÝôïõìå åðßóçò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, y) íá åìöáíßæåôáé õðü ôç ìïñöÞ
ìüíï ìåñéêþí ðáñáãþãùí êáé ìÜëéóôá áðïêëåéóôéêÜ äåõôÝñáò ôÜîåùò. ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé
ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðïëý åîåéäéêåõìÝíç ìÝèïäï åðéëýóåùò ïñéóìÝíùí ìüíï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, áëëÜ êáé ðñá-
êôéêÜ óçìáíôéêþí. ÔÝôïéåò åîéóþóåéò åßíáé ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò êáé ç äéäéÜóôáôç
åîßóùóç ôïõ Laplace.

Èåùñïýìå ôþñá ôç ãåíéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò ðïõ ìüëéò ðåñéãñÜøáìå

A
∂2u
∂x2

+ B
∂2u

∂x ∂y
+ C

∂2u
∂y2

= 0. (4.4.1)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ïé ôñåéò óõíôåëåóôÝò A, Â êáé C õðïôßèåíôáé óôáèåñïß, ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç



106 (ÊåöÜëáéï B4) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

(Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç u = u(x, y) êáé ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ðÜëé ïé x êáé y.
Áêñéâþò üðùò êÜíáìå êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â4.3 ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç ðñþôçò
ôÜîåùò (4.3.1), Ýôóé õðïèÝôïõìå êáé ðÜëé ëýóç ôçò ìïñöÞò

u(x, y) = ö(x + ìy). (4.4.2)

Ç óõíÜñôçóç ö åßíáé óõíÜñôçóç ôçò ìéáò ìåôáâëçôÞò s = x + ìy êáôáñ÷Þí ìÜëéóôá áõèáßñåôç
óõíÜñôçóç ôçò ìåôáâëçôÞò áõôÞò. ÕðïèÝôïõìå üìùò üôé äéáèÝôåé óõíå÷Þ äåýôåñç ðáñÜãùãï.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ç ìïñöÞ áõôÞ (4.4.2) ôçò ëýóåùò u = u(x, y) ðïõ õðïèÝóáìå óõìðßðôåé
ìå ôç ìïñöÞ (4.3.2), ôçí ïðïßá åß÷áìå õéïèåôÞóåé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â4.3. ÅðïìÝíùò
ðñïöáíþò éó÷ýïõí ïé ôýðïé (4.3.3), (4.3.4) êáé (4.3.5) ôçò Åíüôçôáò Â4.3 ãéá ôéò ó÷åôéêÝò ðñþôåò
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ÖõóéêÜ åäþ ïé ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé äåí áñêïýí, ãéáôß ç åîßóùóç
(4.4.1) åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò. Ðáñáãùãßæïõìå åðïìÝíùò ôç ó÷Ýóç (4.3.4) ôüóï ùò ðñïò x üóï
êáé ùò ðñïò y, þóôå íá öèÜóïõìå óå äåýôåñåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Åýêïëá ðñïêýðôåé üôé

∂2u
∂x2

= ö′′(x + ìy),
∂2u

∂y ∂x
= ìö′′(x + ìy). (4.4.3)

ÁíÜëïãá ðáñáãùãßæïõìå êáé ôç ó÷Ýóç (4.3.5) ðÜëé êáé ùò ðñïò x êáé ùò ðñïò y êáé âñßóêïõìå

∂2u
∂x ∂y

= ìö′′(x + ìy),
∂2u
∂y2

= ì2ö′′(x + ìy). (4.4.4)

ÂÝâáéá Þôáí áíáìåíüìåíç ç éóüôçôá áõôþí ôùí ìéêôþí ìåñéêþí ðáñáãþãùí, äçëáäÞ ç ó÷Ýóç

∂2u
∂y ∂x

= ∂2u
∂x ∂y

= ìö′′(x + ìy). (4.4.5)

Óêïðü ìáò áðïôåëåß öõóéêÜ ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò Üãíùóôçò óôáèåñÜò ì óôçí õðüèåóç ëýóåùò
(4.4.2). Áõôü èá ãßíåé êáé ðÜëé ìå ôç âïÞèåéá ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p2(ì) = 0, ôþñá üìùò
äåõôÝñïõ âáèìïý. Ðñüêåéôáé ãéá ðïëý åýêïëï êáèÞêïí. ÐñáãìáôéêÜ, áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôéò
äåýôåñåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (4.4.3) êáé (4.4.4) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
(4.4.1) ðïõ èÝëïõìå íá åðéëýóïõìå, âñßóêïõìå üôé

Aö′′(x + ìy)+ Âìö′′(x + ìy)+ Cì2ö′′(x + ìy) = 0 
⇒ (A+ Âì+ Cì2)ö′′(x + ìy) = 0. (4.4.6)

ÅðåéäÞ üìùò ç ðáñÜãùãïò ö′′(x + ìy) äå ìðïñåß êáé ðÜëé íá åßíáé åê ôáõôüôçôoò ßóç ìå ôï
ìçäÝí óå ìç ôåôñéììÝíç ëýóç, ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå ï üñïò A + Âì + Cì2 íá åßíáé áõôüò ßóïò ìå
ôï ìçäÝí. ¸ôóé èá éó÷ýåé (åê ôáõôüôçôïò) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.4.1). Ðñïêýðôåé åðïìÝíùò ìéá
÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p2(ì) = 0, ôþñá üìùò äåõôåñïâÜèìéá, ç åîÞò:

p2(ì) = A+ Âì+ Cì2 ≡ Cì2 + Bì+ A = 0 
⇒ ì1, 2 = −B±√
B2 − 4AC
2C

= −B±√
Ä

2C
(4.4.7)

ìå Ä = B2 − 4AC ôç ó÷åôéêÞ äéáêñßíïõóá. ÁõôÞ áêñéâþò ç äéáêñßíïõóá Ä êáèïñßæåé êáé ôïí ôýðï
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (4.4.1)! (Ôïýôï ôï ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôçí Åíüôçôá Â1.3.) Ïé ñßæåò
ôçò ðéï ðÜíù äåõôåñïâÜèìéáò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p2(ì) = 0 åßíáé öõóéêÜ ïé ì1, 2 ðéï
ðÜíù. ÕðïèÝôïõìå åðéðëÝïí üôé åßíáé äéáêåêñéìÝíåò, äçëáäÞ äýï äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò (ì1 �= ì2)
åßôå ðñáãìáôéêÝò (åÜí Ä = B2 − 4AC > 0: åîßóùóç (4.4.1) õðåñâïëéêïý ôýðïõ) åßôå ìéãáäéêÝò (åÜí
Ä = B2 − 4AC < 0: åîßóùóç (4.4.1) åëëåéðôéêïý ôýðïõ). ÅÜí Ý÷ïõìå ìßá ìüíï ñßæá ì = ì1 =
ì2 = −B/(2C) (ãéá ìçäåíéêÞ äéáêñßíïõóá Ä = B2 − 4AC = 0: åîßóùóç (4.4.1) ðáñáâïëéêïý ôýðïõ),
ôüôå áðáéôåßôáé ÷ùñéóôÞ äéáäéêáóßá. Ôçí ðåñßðôùóç áõôÞ: ôçò ìéáò ìüíï ñßæáò ì = ì1 èá ôçí
ðáñáëåßøïõìå åäþ.

ÖõóéêÜ ç ðéï ðÜíù äåõôåñïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p2(ì) = A+ Âì+Cì2 = 0 ãéá ôçí
ðáñïýóáäéáöïñéêÞ åîßóùóçìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò (4.4.1) äåõôÝñáò ôÜîåùò åßíáé áðëÜ ãåíßêåõóç
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ôçò áíôßóôïé÷çò ðñùôïâÜèìéáò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p1(ì) = A+Âì = 0 (åîßóùóç (4.3.7)).
Óôçí ðñùôïâÜèìéá áõôÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (4.3.7) åß÷áìå êáôáëÞîåé óôçí ðñïçãïýìåíç
Åíüôçôá Â4.3 ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (4.3.1).

¢ñá ç ðáñïýóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (4.4.1) Ý÷åé óáí ëýóç ôçò êÜèå áõèáß-
ñåôç (áëëÜ äéáèÝôïõóá óõíå÷Þ äåýôåñç ðáñÜãùãï) óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò (4.4.2). Ðñïò ôïýôï
áðáéôåßôáé âÝâáéá ç óôáèåñÜ ì íá åðéëåãåß óáí ñßæá ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p2(ì) = 0,
äçëáäÞ åßôå óáí ì = ì1 åßôå óáí ì = ì2 ìå ì1, 2 ôéò ëýóåéò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (4.4.7),
ðïõ õðïëïãßóèçêáí åðßóçò óôçí ßäéá ó÷Ýóç (4.4.7). ÅðïìÝíùò ç ëýóç u(x, y) óôç ó÷Ýóç (4.4.2) ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (4.4.1) ìðïñåß íá åßíáé Þ ôçò ìéáò Þ ôçò Üëëçò áðü
ôéò ðáñáêÜôù äýï ìïñöÝò:

u1(x, y) = ö(x + ì1y) Þ u2(x, y) = ÷(x + ì2y). (4.4.8)

Óôéò ëýóåéò áõôÝò ïé óõíáñôÞóåéò ö êáé ÷ äçëþíïõí (óýìöùíá ìå üóá Ý÷ïõí Þäç áíáöåñèåß)
áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò ôçò ìéáò ìåôáâëçôÞò s ðïõ äéáèÝôïõí üìùò óõíå÷åßò äåýôåñåò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ö′′ êáé ÷′′ áíôßóôïé÷á.

¼ðùò ãíùñßæïõìå üìùò áðü ôçí áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí (Åíüôçôá Â1.4),
êÜèå ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôçò ìïñöÞò c1u1 + c2u2 äýï ëýóåùí u1 êáé u2 (ìå ôá c1 êáé c2 áõèáß-
ñåôïõò óõíôåëåóôÝò) óå ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé êáé áõôüò ëýóç. ¢ñá ãéá
ôçí åîßóùóç (4.4.1), ç ïðïßá äéáèÝôåé áðïäåäåéãìÝíá ôéò ëýóåéò u1(x, y) êáé u2(x, y) (ëýóåéò (4.4.8)),
ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôïõò

u(x, y) = c1u1(x, y)+ c2u2(x, y) = c1ö(x + ì1y)+ c2÷(x + ì2y) ìå ì1 �= ì2 (4.4.9)

áðïôåëåß ðñïöáíþò êáé áõôüò ëýóç ôçò ßäéáò åîéóþóåùò (4.4.1). Áóöáëþò äåí õðÜñ÷åé êáíÝ-
íáò ëüãïò, þóôå íá ìçí åíóùìáôþóïõìå ôïõò óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò c1 êáé c2 óôéò áíôßóôïé÷åò
óõíáñôÞóåéò ö êáé ÷. ¸ôóé ç ëýóç (4.4.9) ôçò åîéóþóåùò (4.4.1) ãñÜöåôáé óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

u(x, y) = ö(x + ì1y)+ ÷(x + ì2y) ìå ì1 �= ì2. (4.4.10)

Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìÜëéóôá üôé ç ëýóç áõôÞ (4.4.10) åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ãñáììéêÞò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (4.4.1) ðïõ ìåëåôÜìå. Ôï ãåãïíüò áõôü èá åîçãçèåß
óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò (Þ ìïíïäéÜóôáôçò êõìáôéêÞò åîéóþ-
óåùò). Ôçí åîßóùóç áõôÞ èá ôçí åîåôÜóïõìå áìÝóùò ðáñáêÜôù óáí ðáñÜäåéãìá åöáñìïãÞò ôçò
ðáñïýóáò ìåèüäïõ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p2(ì) = 0.

Õðåíèõìßæåôáé êáé ðÜëé üôé ç ðáñïýóá ìÝèïäïò, ç ïðïßá ÷ñçóéìïðïéåß ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîß-
óùóç p2(ì) = 0, åßíáé áñêåôÜ áíÜëïãç (ü÷é ðëÞñùò âÝâáéá, õðÜñ÷ïõí äéáöïñÝò áðü ôç ìßá áíå-
îÜñôçôç ìåôáâëçôÞ óôéò äýï!) ôçò áíôßóôïé÷çò êáé ôüóï ãíùóôÞò ìåèüäïõ óôéò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

ÅêèÝóáìå ðáñáðÜíù ôçí éäéáßôåñá áðïôåëåóìáôéêÞ ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò
p2(ì) = 0 (Þ ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ p2(ì)) ãéá êáôÜëëçëåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò. Óôçí ßäéá ìÝèïäï åß÷áìå åðßóçò áíáöåñèåß êáé óôçí ðñïç-
ãïýìåíç Åíüôçôá Â4.3, åêåß üìùò ãéá áíôßóôïé÷åò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò. Óôï óçìåßï
áõôü óçìåéþíïõìå üôé ç ìÝèïäïò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p(ì) = 0 ãåíéêåýåôáé áíÜëïãá
êáé óå áíôßóôïé÷åò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôÜîåùò áíùôÝñáò ôçò äåõôÝñáò. Ôç ãåíßêåõóç áõôÞ, ðïõ
åßíáé Ýôóé êé áëëéþò áðëÞ êáé ðñïöáíÞò, èá ôçí ðáñáëåßøïõìå. Äåí ðáñïõóéÜæåé Üëëùóôå éäéáß-
ôåñï åíäéáöÝñïí ïýôå áðü èåùñçôéêÞò, áëë’ ïýôå êáé áðü ðñáêôéêÞò áðüøåùò. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá
óå ôñåéò åöáñìïãÝò ôçò ðáñïýóáò ìåèüäïõ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò.



108 (ÊåöÜëáéï B4) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

B4.4.2. ÅöáñìïãÞ óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò

Ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ ìïíïäéÜóôáôç êõìáôéêÞ åîßóùóç Þ åîßóùóç ôçò ÷ïñ-
äÞò, ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé êáé óôéò áîïíéêÝò êáèþò êáé óôéò óôñåðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ,
ÐáñÜãñáöïò Â2.1.3) Ý÷åé åðßóçò ôç ìïñöÞ (4.1.1), ôçí îáíáãñÜöïõìå

∂2u
∂x2

= 1
c2

∂2u
∂t2

⇐⇒ ∂2u
∂x2

− 1
c2

∂2u
∂t2

= 0. (4.4.11)

Ðñüêåéôáé áóöáëþò ãéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (ìÜëéóôá
ðáñáãþãïõò áðïêëåéóôéêÜ äåõôÝñáò ôÜîåùò) ôçò ìïñöÞò (4.4.1) êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò

A = 1, B = 0, C = − 1
c2

. (4.4.12)

Ðáñáôçñåßôáé åðßóçò üôé ç äåýôåñç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé åäþ ï ÷ñüíïò t, ðïõ ðáßñíåé ôç
èÝóç ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò y óôçí åîßóùóç (4.4.1)). Ç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò åßíáé ìÜëéóôá
õðåñâïëéêïý ôýðïõ, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå ìÝóù ôçò ó÷åôéêÞò äéáêñßíïõóáò Ä = 4/c2 > 0 áðü
ôçí ÐáñÜãñáöï Â1.3.2â. Áõôü óõìâáßíåé, áðëÜ åðåéäÞ Ä > 0.

Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (4.4.7) ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

p2(ì) = 1− 1
c2

ì2 = 0 
⇒ ì2

c2
= 1 
⇒ ì2 = c2 
⇒ ì1, 2 = ±c Þ ∓ c. (4.4.13)

(Ôï ßäéï êÜíåé êáé ìå ∓ ðïõ ìáò äéåõêïëýíåé åäþ!) ¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôéò äýï ñßæåò ì1, 2 = ∓c. ¢ñá
ç ëýóç ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞò åîéóþóåùò) (4.4.11), ðïõ ðáñïõ-
óéÜæåôáé óå áñêåôÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, Ý÷åé ôç ìïñöÞ (4.4.10), åí ðñïêåéìÝíù

u = u(x, t) = ö(x + ì1t)+ ÷(x + ì2t) = ö(x − ct)+ ÷(x + ct). (4.4.14)

Óõãêñßíïõìå ôç ëýóç áõôÞ (ðïõ âñÝèçêå åäþ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò
p2(ì) = 0) ìå ôç ëýóç (4.1.19) óôçí ÐáñÜãñáöï Â4.1.3 (ç ïðïßá âñÝèçêå åêåß ìå ôç ìÝèïäï ôçò
áëëáãÞò ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí áðü x êáé t óå î êáé ç) ôçò ßäéáò áêñéâþò åîéóþóåùò: ôçò
ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò Þ åîéóþóåùò ôçò ÷ïñäÞò (4.1.1) Þ (4.4.11)). Äéáðéóôþíïõìå
áðëÜ ôçí ðëÞñç óýìðôùóÞ ôïõò. Ç ðáñïýóá ìÝèïäïò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p2(ì) = 0
åßíáé ðïëý áðëïýóôåñç óôç ÷ñÞóç ôçò, áëëÜ, äõóôõ÷þò, äåí áðïäåéêíýåé óáöþò ôç ãåíéêüôçôá
ôçò ëýóåùò (4.4.14).

Áíôßèåôá ç ìÝèïäïò ôçò áëëáãÞò ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí x êáé t, ðïõ åöáñìüóèçêå
óôçí Åíüôçôá Â4.1 óôçí ßäéá åîßóùóç, åßíáé ðïëõðëïêüôåñç óôçí åöáñìïãÞ ôçò. ¼ìùò áðü
ôçò èåôéêÞò ðëåõñÜò ìáò âåâáéþíåé ãéá ôç ãåíéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò
ôïõ êýìáôïò ðïõ ðñïóäéïñßóèçêå (ãåíéêÞ ëýóç (4.1.19) Þ (4.4.14)). ÐñÝðåé üìùò íá óçìåéùèåß
üôé êáé ç ðáñïýóá ëýóç (4.4.14) ðåñéÝ÷åé äýï áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò: ôéò ö êáé ÷. ÂÝâáéá äåí
áðïäåß÷èçêå óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ üôé åßíáé åßíáé ç æçôïýìåíç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ
êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞò åîéóþóåùò) (4.4.11). Åíôïýôïéò ç ðáñïõóßá äýï áõèáßñåôùí óõíáñôÞóåùí
óå ëýóç ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò áðïôåëåß éó÷õñÞ
Ýíäåéîç (áí êáé ü÷é áðüäåéîç) üôé ðñüêåéôáé ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç. ÔÝôïéá (ìå ðáñïýóåò äýï áõèáßñåôåò
óõíáñôÞóåéò ö êáé ÷) åßíáé ç ëýóç (4.4.14) ôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò (4.4.11) ðïõ åîåôÜæïõìå.

B4.4.3. ÅöáñìïãÞ óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace

Áðïëýôùò áíÜëïãá ìðïñïýìå âÝâáéá íá åñãáóèïýìå êáé ìå ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace
∇2u = 0. ÁõôÞ åßíáé, üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Â1.3.2á, åîßóùóç åëëåéðôéêïý ôýðïõ
êáé Ý÷åé óôéò äýï äéáóôÜóåéò ôç ìïñöÞ (1.1.16), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

∇2u = ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 ìå u = u(x, y). (4.4.15)
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Êáé ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace åßíáé áêñéâþò ôçò ìïñöÞò (4.4.1) (êáé ìÜëéóôá ìå Â = 0).
ÅðïìÝíùò ìðïñåß êáé áõôÞ íá ëõèåß ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p2(ì) = 0 óôç
ó÷Ýóç (4.4.7). Äçëþíïíôáò ìå i ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá: i = √−1, Ý÷ïõìå

A = C = 1 êáé B = 0 
⇒ p2(ì) = 1+ì2 = 0 
⇒ ì2 = −1 
⇒ ì1, 2 = ±i. (4.4.16)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (4.4.15) åßíáé ç åîÞò:

u = u(x, y) = ö(x + iy)+ ÷(x − iy). (4.4.17)

ÖõóéêÜ ç ëýóç áõôÞ óõìðßðôåé ðëÞñùò ìå ôç ëýóç (4.2.3), ðïõ åß÷áìå âñåé óôçí Åíüôçôá Â4.2
ìå åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï. Óçìåéþíïõìå êáé ðÜëé üôé ãéá ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò u(x, y) ôçò
åîéóþóåùò ôïõ Laplace (áõôÝò ðïõ ðñáãìáôéêÜ åðéæçôåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò) èá ðñÝðåé ïé
óõíáñôÞóåéò ö êáé ÷ óôç ãåíéêÞ ëýóç (4.4.17) íá åßíáé óõæõãåßò ìéãáäéêÝò: ö = ÷̄, éóïäýíáìá ÷ = ȫ
(óõíèÞêç (4.2.7) óôçí Åíüôçôá Â4.2).

B4.4.4. ÅöáñìïãÞ óå ìéá åîßóùóç ìüíéìçò ñïÞò óõìðéåóôïý ñåõóôïý

Óáí ôñßôç (êáé ôåëåõôáßá) åöáñìïãÞ èåùñïýìå ôçí åîßóùóç

(1−M2)
∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

= 0. (4.4.18)

Ôçí åîßóùóç áõôÞ Þäç ôçí áíáöÝñáìå óôçí ðáñÜãñáöï Â1.3.3 (åîßóùóç (1.3.15)). ÁöïñÜ óå
ìüíéìç äéäéÜóôáôç ñïÞ óõìðéåóôïý ñåõóôïý (áëëÜ ÷ùñßò óõíåêôéêüôçôá, éîþäåò) ìå Ì (Ì > 0)
ôïí áñéèìü Mach ôçò ñïÞò. Õðåíèõìßæïõìå üôé ç åîßóùóç áõôÞ (4.4.18) åßíáé: (á) õðåñâïëéêïý
ôýðïõ ãéá Ì > 1 (ãéá õðåñç÷çôéêÝò ñïÝò) êáé (â) åëëåéðôéêïý ôýðïõ ãéá Ì < 1 (ãéá õðïç÷çôéêÝò
ñïÝò). Äéáðéóôþíïõìå åðßóçò üôé åßíáé ôçò ìïñöÞò (4.4.1) (ðÜëé ìå Â = 0) êáé èá ðñïóäéïñßóïõìå
ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (4.4.7). Ðñïöáíþò Ý÷ïõìå

A = 1−M2, B = 0, C = 1 
⇒ p2(ì) = 1−M2+ì2 = 0 
⇒ ì1, 2 = ±
√
M2 − 1 . (4.4.19)

¢ñá ìå âÜóç ôïí ôåëéêü ôýðï (4.4.10) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò (4.4.18) Ý÷åé ôç ìïñöÞ

u(x, y) = ö(x + ì0y)+ ÷(x − ì0y) ìå ì0 =
√
M2 − 1 . (4.4.20)

Ãéá õðåñç÷çôéêÝò ñïÝò: M > 1, ïðüôå ôï ì0 åßíáé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, ç ãåíéêÞ ëýóç (4.4.20)
åßíáé åðáñêÞò óôç ìïñöÞ ôçò áõôÞ. Áíôßèåôá ãéá õðïç÷çôéêÝò ñïÝò: M < 1, ïðüôå ôï ì0 åßíáé
êáèáñÜ öáíôáóôéêüò áñéèìüò: ì0 = i

√
1−M2, êáëü åßíáé íá îáíáãñÜøïõìå ôç ëýóç (4.4.20) óôçí

áêüëïõèç åíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ ôçò (ìå ôï óýìâïëï i íá äçëþíåé ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá: i = √−1 )

u(x, y) = ö(x + iì∗0y)+ ÷(x − iì∗0y), ôþñá ìå ì∗0 =
√
1−M2 , áöïý åäþ M < 1. (4.4.21)

Ç ìïñöÞ áõôÞ ôçò ëýóåùò åßíáé áñêåôÜ ðéï óáöÞò áðü ôçí áñ÷éêÞ ôçò ìïñöÞ (4.4.20) óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ. Áðü êáèáñÜ ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ãéá Ì = 0 Ý÷ïõìå ì∗0 = 1 (Þ ì0 = i) êáé
ç ðáñïýóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.4.18) ìåôáðßðôåé óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (4.4.15).
Óôçí ðïëý åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç åðáíåñ÷üìáóôå âÝâáéá óôç ãåíéêÞ ëýóç (4.4.17) ôçò äéäéÜóôá-
ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace. Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé ãéá 0 < Ì < 1 (ãéá õðïç÷çôéêÞ ñïÞ) ãéá
ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò u(x, y) èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå êáé åäþ ö = ÷̄, éóïäýíáìá ÷ = ȫ óôç ãåíéêÞ ëýóç
(4.4.21). Áõôü áêñéâþò óõíÝâáéíå êáé óôçí áíôßóôïé÷ç ëýóç (4.4.17) óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ
Laplace óôçí áìÝóùò ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Â4.4.3.
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B4.5. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÅÊÈÅÔÉÊÇÓ ÁÍÔÉÊÁÔÁÓÔÁÓÅÙÓ

B4.5.1. ÃåíéêÞ ëýóç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

ÊÜðùò ãåíéêüôåñç áðü ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíü-
ôçôáò Â4.4, ðïõ âáóéæüôáí óå áõèáßñåôç ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ö(x + ìy), åßíáé ç ìÝèïäïò
ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôç ìÝèïäï áõôÞ äïêéìÜæïõìå ìéá êáôÜëëçëç
åêèåôéêÞ óõíÜñôçóçóáíðéèáíÞ ëýóç ôçòðñïò åðßëõóç äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝòðáñáãþ-
ãïõò. Ç åîßóùóç áõôÞðñÝðåé óõíÞèùò íá åßíáé ïìïãåíÞò, ãñáììéêÞ êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.
Óôçí åíüôçôááõôÞ èá åðéäåßîïõìåáñ÷éêÜ ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùòóôçí åîßóùóç
ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí (êáé åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí, ü÷é åîáíáãêáóìÝíùí) óõíÞèïõò
äïêïý. Óôçí åðüìåíç ÐáñÜãñáöï Â4.5.2 èá ðñïóäéïñßóïõìå ôç ìåñéêÞ ëýóç ìéáò áíôßóôïé÷çò ìç
ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôï äåîéü ìÝëïò ôçò íá åßíáé åéäéêÞò åêèåôéêÞò ìïñöÞò.

Ç ôüóï êëáóéêÞ åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí êáé åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí óõ-
íÞèïõò äïêïý Ý÷åé ôç ìïñöÞ (1.2.22), ôçí îáíáãñÜöïõìå

∂4v(x, t)
∂x4

+ 1
a2

∂2v(x, t)
∂t2

= 0 åäþ ìå a =
√

EI
ñÁ

. (4.5.1)

Óôç óõíôïìåõìÝíç áõôÞ ìïñöÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ðñïò äéåõêüëõíóç êáé ôç âïçèçôéêÞ óôáèåñÜ
a = √

EI /(ñÁ) ìå ÅÉ ôç äõóêáìøßá êáé ñÁ ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ôçò äïêïý. Ç åîßóùóç áõôÞ
(4.5.1) åßíáé ðñïöáíþò ôåôÜñôçò ôÜîåùò, ïìïãåíÞò, ãñáììéêÞ êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò, õðïèÝôïõìå ôþñá åêèåôéêÞ ëýóç
ôçò ìïñöÞò

v(x, t) = exp (iëx + iìt) (4.5.2)

ìå ôï óýìâïëï exp íá äçëþíåé ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç (exp y ≡ ey) êáé ìå ôéò äýï óôáèåñÝò ë êáé ì
ðñïò ðñïóäéïñéóìü. Åîáéôßáò ôùí ãíùóôþí ôýðùí ôïõ Euler

exp (± iè) = cos è± i sin è (4.5.3)

ðñïôéìÞóáìå íá èÝóïõìå êáé ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 óáí ðïëëáðëáóéáóôÞ ôùí üñùí ôïõ
åêèÝôç ëx + ìt óôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç (4.5.2), ôçí ïðïßá õðïèÝôïõìå óáí ðéèáíÞ ëýóç. ¸ôóé
èá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò áðïöåýãïíôáò ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò, ðïõ
äåí áñìüæïõí óå Ýíá ðñüâëçìá éäéïôáëáíôþóåùí êáé åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí ãåíéêüôåñá.

Ç ðáñáãþãéóç ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò åßíáé ðïëý áðëÞ. ÓõãêåêñéìÝíá ðñïêýðôåé

∂4v(x, t)
∂x4

= ë4 exp (iëx + iìt),
∂2v(x, t)

∂t2
= −ì2 exp (iëx + iìt) (i2 = −1 
⇒ i4 = 1) (4.5.4)

ãéá ôçí åêèåôéêÞ ëýóç (4.5.2) ðïõ Þäç õðïèÝóáìå. Ôþñá áíôéêáèéóôïýìå ôéò åêèåôéêÞò ðÜëé ìïñöÞò
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (4.5.4) óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (4.5.1). Ðñïêýðôåé Üìåóá

ë4 exp (iëx + iìt)− ì2

a2
exp (iëx + iìt) = 0 
⇒

(
ë4 − ì2

a2

)
exp (iëx + iìt) = 0. (4.5.5)

ÅðïìÝíùò ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç áêüëïõèç åîßóùóç:

ë4 − ì2

a2
= 0 
⇒ ì2 = a2ë4 
⇒ ì = ±aë2 (4.5.6)

ìåôáîý ôùí äýï óôáèåñþí ë êáé ì óôçí åêèåôéêÞ ëýóç (4.5.2) ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé. ¢ñá ç óôá-
èåñÜ ì Ý÷åé ôþñá åêöñáóèåß óõíáñôÞóåé ôçò Üëëçò óôáèåñÜò, ôçò ë, ìÝóù ôùí ó÷Ýóåùí ì = ±aë2.
(Êáé ôï áíôßóôñïöï åßíáé âÝâáéá äõíáôü, áëëÜ äå óõíéóôÜôáé, þóôå íá áðïöåõ÷èïýí ïé ôåôñáãù-
íéêÝò ñßæåò!) ÅðïìÝíùò ç óôáèåñÜ ë ðáñáìÝíåé áõèáßñåôç, ìðïñåß íá ðÜñåé ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ,
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åßôå ðñáãìáôéêÞ åßôå ìéãáäéêÞ, áí êáé åìåßò ðñïôéìïýìå åäþ ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò ôçò. Ôþñá ç ëýóç
(4.5.2) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

v(x, t) = exp (iëx ± iaë2t) = exp (iëx) exp (± iaë2t). (4.5.7)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ ÷ùñßóôçêáí óôï ôÝëïò ï ÷ùñéêüò üñïò exp (iëx), ðïõ åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôç
èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, êáé ï ÷ñïíéêüò üñïò exp ( ± iaë2t), ðïõ åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï
÷ñüíï t. Åðßóçò ðñüêåéôáé ïõóéáóôéêÜ ãéá äýï ëýóåéò, ôéò åîÞò:

v1(x, t) = exp (iëx) cos (aë2t) êáé v2(x, t) = exp (iëx) sin (aë2t) (4.5.8)

ëüãù ôïõ ðñïóÞìïõ ± óôç äéðëÞ ëýóç (4.5.7) êáé ôçò éó÷ýïò ôùí ôýðùí ôïõ Euler (4.5.3).

ÖõóéêÜ, ëüãù ôçò éó÷ýïò ôçò áñ÷Þò ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí (Åíüôçôá Â1.4)
êÜèå ãñáììéêüò óõíäõáóìüò c1v1 + c2v2 ôùí ëýóåùí (4.5.8) åßíáé êáé áõôüò ëýóç. Ïé äýï óôá-
èåñÝò c1 êáé c2 ìðïñïýí ìÜëéóôá íá åîáñôþíôáé áðü ôçí ðáñÜìåôñï ë. Ôïýôï éó÷ýåé, åðåéäÞ
ç ðáñÜìåôñïò áõôÞ ë äåí õðåéóÝñ÷åôáé óôéò ðáñáãùãßóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (4.5.1), äåí
åßíáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, åßíáé áðëÜ ìéá ðáñÜìåôñïò. ¸ôóé èåùñþíôáò êÜèå ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ
ôçò ðáñáìÝôñïõ ë (−∞ < ë < ∞), äéáðéóôþíïõìå üôé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò (4.5.1) Ý÷åé
ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ

v(x, t) =
∫ ∞

−∞
exp (iëx)

[
C1(ë) cos (aë2t)+ C2(ë) sin (aë2t)

]
dë. (4.5.9)

Ç ëýóç áõôÞ ðñïÝñ÷åôáé áðü ãåíßêåõóç ôçò áñ÷Þò ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí
(Åíüôçôá Â1.4) ìå ïëïêëÞñùìá áíôß ãéá Üèñïéóìá. Ìðïñåß ìÜëéóôá íá áðïäåé÷èåß üôé ç ó÷Ýóç
(4.5.9) ðñáãìáôéêÜ åßíáé ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (4.5.1) ðïõ åîåôÜæïõìå ìå ôçí Üìåóç
áíôéêáôÜóôáóÞ ôçò. ÕðïèÝôïõìå âÝâáéá üôé Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá åíáëëÜîïõìå ôç óåéñÜ ôçò
ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò (ùò ðñïò x Þ ùò ðñïò t) êáé ôçò ïëïêëçñþóåùò (ùò ðñïò ë) åêôåëþíôáò
ðñþôá ôç ìåñéêÞ ðáñáãþãéóç êáé Ýðåéôá ôçí ïëïêëÞñùóç. (Ç õðüèåóç áõôÞ éó÷ýåé óõíÞèùò!)
Óôçí ßäéá ëýóç (4.5.9) ïé óôáèåñÝò c1 êáé c2 Ý÷ïõí ôþñá áíôéêáôáóôáèåß áðü ôéò óõíáñôÞóåéò C1(ë)
êáé C2(ë) áíôßóôïé÷á. Åðßóçò ï ÷ùñéêüò üñïò exp (iëx) (exp (iëx) = cos (ëx)+ i sin (ëx)) ôÝèçêå êïéíüò
ðáñÜãùí óôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç óôç ëýóç (4.5.9).

Ç ôåëéêÞ áõôÞ ëýóç (4.5.9) åßíáé ðáñüìïéá ìå ôç ëýóç (11.3.21) ðáñáêÜôù óôçí Åíüôçôá Â11.3
(åêåß ìå ôï óýìâïëï ù áíôß ôïõ ë óáí ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò) ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá êáìðôéêþí
ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý, áëë’ åêåß êáé ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò. Ôç
ëýóç (11.2.21) èá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå óôçí Åíüôçôá Â11.3 ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Fourier. ÁõôÞ åßíáé ìéá åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ êáé ßóùò êÜðùò äõóêïëüôåñç ìÝèïäïò.

B4.5.2. ÌåñéêÞ ëýóç åéäéêÞò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Èåùñïýìå ôþñá ôïðñüâëçìá ôùí åîáíáãêáóìÝíùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí äïêïý õðü åîù-
ôåñéêÞ êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, t) ìéáò ðïëý åéäéêÞò åêèåôéêÞò ìïñöÞò, óõãêåêñéìÝíá

p(x, t) = p0 exp
(
x − ct

d

)
. (4.5.10)

Óôç óõíÜñôçóç áõôÞ p(x, t) ôï p0 åßíáé ãíùóôÞ óôáèåñÜ öïñôßóåùò (óå N/m Þ, êáëýôåñá, kN/m),
ôï c äçëþíåé ôçí ôá÷ýôçôá «êéíÞóåùò» ôçò ðáñïýóáò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x, t) ðñïò ôá
äåîéÜ êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý êáé ôï d ðáñéóôÜíåé ìéá óôáèåñÜ ìÞêïõò. Ç óôáèåñÜ áõôÞ d åßíáé
áíáãêáßá óôç óõíÜñôçóç êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò (4.5.10), åðåéäÞ ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç äå
ìðïñåß íá Ý÷åé Üëëï üñéóìáðáñÜìüíïáäéÜóôáôïáñéèìü. (Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá üëåò ôéò áíôßóôïé÷åò
óõíáñôÞóåéò!)
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Ìå äåäïìÝíç ôç öüñôéóç áõôÞ p(x, t) ç åîßóùóç ôùí åîáíáãêáóìÝíùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí
óõíÞèïõò äïêïý (1.1.13), ðáßñíåé ôç åîÞò ìïñöÞ (ðÜëé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò a):

∂4v(x, t)
∂x4

+ 1
a2

∂2v(x, t)
∂t2

= p0

EI
exp

(
x − ct

d

)
ìå a =

√
EI
ñÁ

. (4.5.11)

Ç öüñôéóç p(x, t) Ý÷åé åéóá÷èåß óôï äåîéü ìÝëïò. Ðñüêåéôáé ôþñá ãéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ç áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞò Þôáí ç (4.5.1) êáé Ý÷ïõìå Þäç
ðñïóäéïñßóåé ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (4.5.9). Ç ãåíéêÞ ëýóç vg(x, t) ôçò ðáñïýóáò ìç ïìïãåíïýò åîé-
óþóåùò (4.5.11) (óå åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç) èá åßíáé ðñïöáíþò (Åíüôçôá Â1.5) ßóç ìå ôï
Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (4.5.9) ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (4.5.1) óõí ìéá ìåñéêÞ ëýóç vp(x, t)
ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (4.5.11). Ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç vp(x, t) èá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå óôçí
ðáñÜãñáöï áõôÞ.

Ëüãù ôçò ðïëý åéäéêÞò åêèåôéêÞò ìïñöÞò (4.5.10) ôçò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x, t) åðß ôçò
äïêïý (öïñôßóåùò ðïõ «êéíåßôáé» ìå ôá÷ýôçôá c ðñïò ôá äåîéÜ), ìðïñïýìå åäþ íá õðïèÝóïõìå
ìåñéêÞ ëýóç vp(x, t) áíÜëïãçò åêèåôéêÞò ìïñöÞò. ÓõãêåêñéìÝíá õðïèÝôïõìå ëýóç ôçò ìïñöÞò

vp(x, t) = B exp
(
x − ct

d

)
(4.5.12)

ìå ôç óôáèåñÜ Â ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ áíÜëïãá ìå ôéò áíôßóôïé÷åò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò. Èá ðñïóäéïñßóïõìå åýêïëá ôï óõíôåëåóôÞ áõôü B. ÁðëÜ ðáñáãùãßæïõìå ôç ìåñéêÞ ëýóç
vp(x, t) ðïõ õðïèÝóáìå ôÝóóåñéò öïñÝò ùò ðñïò ôç èÝóç x. Åðßóçò ðáñáãùãßæïõìå ôçí ßäéá ëýóç
äýï öïñÝò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. Ðñüêåéôáé ãéá ðïëý áðëÝò ðáñáãùãßóåéò êáé äéáðéóôþíïõìå üôé

∂4vp(x, t)

∂x4
= B

d4
exp

(
x − ct

d

)
êáé

∂2vp(x, t)

∂t2
= Bc2

d2
exp

(
x − ct

d

)
. (4.5.13)

Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí ðáñáãþãùí áõôþí óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.5.11) ç åîßóùóç
áõôÞ áíÜãåôáé (ìå áðëïðïßçóç ôïõ åêèåôéêïý üñïõ óôá äýï ìÝëç ôçò) óôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

B
d4

+ 1
a2

Bc2

d2
= p0

EI
, ïðüôå

a2 + c2d2

a2d4
B = p0

EI
êáé ôåëéêÜ Â = a2d4

a2 + c2d2

p0

EI
. (4.5.14)

Ðñïóäéïñßóèçêå Ýôóé ï Üãíùóôïò óõíôåëåóôÞò Â óôç ìåñéêÞ ëýóç (4.5.12), ðïõ ôþñá åßíáé
ðëÝïí áðüëõôá ãíùóôÞ. ÖõóéêÜ ç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç vp(x, t) âñÝèçêå ôüóï åýêïëá, áðëÜ åðåéäÞ
ç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, t) Þôáí åéäéêÞò åêèåôéêÞò ìïñöÞò. (ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá üìïéåò
óõíçìéôïíéêÝò êáé çìéôïíéêÝò ìïñöÝò.) Áò ìç ëçóìïíåßôáé âÝâáéá üôé óôçí åíüôçôá áõôÞ ðñïóäéïñß-
óáìå ãåíéêÝò ëýóåéò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò Ý÷ïíôáò
áãíïÞóåé ôéò óõíèÞêåò (óõíïñéáêÝò êáé áñ÷éêÝò) ðïõ Ý÷ïõìå óå Ýíá ðñüâëçìá ôáëáíôþóåùí äïêïý.

B4.6. ÃÅÍÉÊÇ ËÕÓÇ ÔÇÓ ÄÉÄÉÁÓÔÁÔÇÓ ÄÉÁÑÌÏÍÉÊÇÓ ÅÎÉÓÙÓÅÙÓ ÌÅÓÙ ÄÕÏ ÁÑ-
ÌÏÍÉÊÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ

B4.6.1. Ç äéäéÜóôáôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç

Ç äéäéÜóôáôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (óôï åðßðåäï, óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y)) Ý÷åé ôç ìïñöÞ
(2.2.10) (ÊåöÜëáéï Â2), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

∇4ö = 0, ö = ö(x, y). (4.6.1)
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Óôçí åîßóùóç áõôÞ ö = ö(x, y) åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç, ðïõ êáëåßôáé äéáñìïíéêÞ óõíÜñôçóç
êáé áíáöÝñåôáé óôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ. Ï ôåëåóôÞò áõôüò, üðùò îÝñïõìå áðü ôçí Åíüôçôá Â2.2
ôïõÊåöáëáßïõ Â2, ðáñïõóéÜæåôáé óåðñïâëÞìáôá åëáóôéêþí äßóêùí êáé ðëáêþí êáé Ý÷åé ôç ìïñöÞ

∇4 ≡ ∇2 ∇2 =
(

∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2

)(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2

)
= ∂4

∂x4
+ 2

∂4

∂x2 ∂y2
+ ∂4

∂y4
. (4.6.2)

¸÷ïõìå åðïìÝíùò óôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ ∇4 ôçí åöáñìïãÞ (óå ìéá êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìç
óõíÜñôçóç ö = ö(x, y)) ôïõ äéäéÜóôáôïõ áñìïíéêïý ôåëåóôÞ Þ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 (ôçò Ëá-
ðëáóéáíÞò, Laplacian) óôéò äýï äéáóôÜóåéò ìå ôïí áêüëïõèï ïñéóìü:

∇2 := ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
(4.6.3)

åðß ôüí åáõôü ôïõ (∇2 êáé ðÜëé). Ôüôå ðñïêýðôïõí ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôåôÜñôçò ôÜîåùò, üðùò
ðáñáôçñåßôáé ðéï ðÜíù. Óå ïñéóìÝíá, óå áñêåôÜ óõããñÜììáôá ï áñìïíéêüò ôåëåóôÞò (Þ Ëáðëá-
óéáíÞ, Laplacian)∇2 óõìâïëßæåôáé êáé óáí Ä, äçëáäÞ∇2 ≡ Ä. Ìå ôï óõìâïëéóìü áõôü ï äéáñìïíéêüò
ôåëåóôÞò ∇4 óõìâïëßæåôáé êáé óáí Ä2, äçëáäÞ ∇4 ≡ Ä2.

ÅðïìÝíùò, ëüãù ôïõ ôýðïõ (4.6.2) ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (4.6.1) óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y)
ãñÜöåôáé áíáëõôéêÜ ùò åîÞò:

∂4ö
∂x4

+ 2
∂4ö

∂x2 ∂y2
+ ∂4ö

∂y4
= 0, (4.6.4)

üðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôï ÊåöÜëáéï Â2. Ïé ìéêôÝò ðáñÜãùãïé: äýï öïñÝò ìåñéêÞ ðáñáãþãéóç
ôçò öùò ðñïò x êáé äýï åðßóçò öïñÝò ùò ðñïò y êáé áíôßóôñïöá èåùñÞèçêáí âÝâáéá ßóåò ìåôáîý
ôïõò, äçëáäÞ, óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò,

∂4ö
∂y2 ∂x2

≡ ∂2

∂y2

(
∂2ö
∂x2

)
= ∂2

∂x2

(
∂2ö
∂y2

)
≡ ∂4ö

∂x2 ∂y2
. (4.6.5)

Ôïýôï ãåíéêÜ éó÷ýåé. Áñêåß âÝâáéá ïé ðáñÜãùãïé áõôÝò íá õðÜñ÷ïõí êáé íá åßíáé åðéðëÝïí óõíå÷åßò
óõíáñôÞóåéò. Ðñüêåéôáé ãéá åðáñêÞ óõíèÞêç, ç ïðïßá èåùñåßôáé ãåíéêÜ üôé éó÷ýåé óôçí ðñÜîç.

B4.6.2. ÃåíéêÞ ëýóç ìÝóù äýï äéäéÜóôáôùí áñìïíéêþí óõíáñôÞóåùí

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åýñåóç ìéáò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò äéäéÜóôáôçò äéáñìïíéêÞò åîé-
óþóåùò ∇4ö = 0 óôéò äýï äéáóôÜóåéò x êáé y (ìå ãåíßêåõóç êáé óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò). Êáôáñ÷Þí
ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß üôé, åÜí ïé óõíáñôÞóåéò u = u(x, y) êáé v = v(x, y) åßíáé êáé ïé äýï
áñìïíéêÝò, äçëáäÞ åÜí

∇2u = ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 êáé åðßóçò ∇2v = ∂2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

= 0, (4.6.6)

êáé äéáèÝôïõí ôéò áðáéôïýìåíåò ôÝôáñôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ôüôå êÜèå ìéá áðü ôéò ôñåéò óõ-
íáñôÞóåéò

ö1 = xu+ v, ö2 = yu+ v, ö3 = r2u+ v ìå r2 = x2 + y2 (4.6.7)

åßíáé äéáñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. Áðïôåëåß ìÜëéóôá ãåíéêÞ ëýóç ö ôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò (4.6.1):
∇4ö = 0. Ïé ó÷åôéêÝò áðïäåßîåéò ìüíï óå ü,ôé áöïñÜ óôç äéáñìïíéêüôçôá ôùí ôñéþí áõôþí
óõíáñôÞóåùí ö1, ö2 êáé ö3 åßíáé Üìåóåò.

Èåùñïýìå ðñþôá ôç óõíÜñôçóç ö1 = xu + v êáé ôçí ðáñáãùãßæïõìå äýï öïñÝò ìåñéêÜ ùò
ðñïò x (ìå ôï y óôáèåñü). ¸ôóé âñßóêïõìå ÷ùñßò êáìßá äõóêïëßá (ïé êáíüíåò ðáñáãùãßóåùò
áèñïßóìáôïò êáé ãéíïìÝíïõ áñêïýí!) üôé

∂ö1

∂x
= x

∂u
∂x

+ u+ ∂v
∂x


⇒ ∂2ö1

∂x2
=
(
x

∂2u
∂x2

+ ∂u
∂x

)
+ ∂u

∂x
+ ∂2v

∂x2
= x

∂2u
∂x2

+ 2
∂u
∂x

+ ∂2v
∂x2

. (4.6.8)
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ÁíÜëïãïò êáé ìÜëéóôá ëßãï áêüìç áðëïýóôåñïò åßíáé ï õðïëïãéóìüò ôùí äýï ðñþôùí ìåñéêþí
ðáñáãþãùí ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò ö1, áëëÜ ôþñá ùò ðñïò y:

∂ö1

∂y
= x

∂u
∂y

+ ∂v
∂y


⇒ ∂2ö1

∂y2
= x

∂2u
∂y2

+ ∂2v
∂y2

. (4.6.9)

Ëüãù ôçò ìïñöÞò (4.6.3) ôïõ äéäéÜóôáôïõ áñìïíéêïý ôåëåóôÞ ∇2, áðü ôïõò ôýðïõò (4.6.8) êáé
(4.6.9) ðñïêýðôåé Üìåóá ï åîÞò ôýðïò ãéá ôç óõíÜñôçóç ∇2ö1:

∇2ö1 = ∂2ö1

∂x2
+ ∂2ö1

∂y2
=
(
x

∂2u
∂x2

+ 2
∂u
∂x

+ ∂2v
∂x2

)
+
(
x

∂2u
∂y2

+ ∂2v
∂y2

)

= x
(

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

)
+ 2

∂u
∂x

+
(

∂2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

)
= x · 0+ 2

∂u
∂x

+ 0 = 2
∂u
∂x

. (4.6.10)

Ï ôýðïò áõôüò óôçñß÷èçêå óôçí áñìïíéêüôçôá ðïõ õðïèÝóáìå (åðáëçèåýóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ
Laplace: ËáðëáóéáíÞ ßóç ìå ôï ìçäÝí) (4.6.6) êáé ôùí äýï óõíáñôÞóåùí u êáé v, ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé
óôéò ðñïò áðüäåéîç ãåíéêÝò ëýóåéò (4.6.7) ôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò (4.6.1). ¢ñá ç óõíÜñôçóç
∇2ö1 = 2(∂u/∂x) äåí åßíáé ãåíéêÜ áñìïíéêÞ. Èá áðïäåßîïõìå üìùò üôé åßíáé äéáñìïíéêÞ åöáñìüæï-
íôáò êáé ðÜëé ôïí áñìïíéêü ôåëåóôÞ ∇2 ó’ áõôÞí. ¢ñá Ý÷ïõìå ëüãù êáé ôïõ ôýðïõ (4.6.10)

∇4ö1 = ∇2(∇2ö1) = ∇2

(
2

∂u
∂x

)
= 2

∂

∂x
(∇2u) = 2 · 0 = 0, (4.6.11)

åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç u (üðùò êáé ç v öõóéêÜ) õðåôÝèç áñìïíéêÞ (ðñþôç åê ôùí ó÷Ýóåùí (4.6.6)).

Óôçí áìÝóùò ðéï ðÜíù áðüäåéîç ëÜâáìå õðüøç üôé ï áñìïíéêüò ôåëåóôÞò ∇2 åßíáé ãñáììéêüò
äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé Ýôóé Ýãéíå äõíáôÞ ç åíáëëáãÞ ôïõ ìå ôïí
áðëïýóôåñï ôåëåóôÞ ∂/∂x ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ùò ðñïò x. Ïé ó÷åôéêÝò áðëÝò ðñÜîåéò
áíáëõôéêüôåñá:

∇2

(
2

∂u
∂x

)
= 2

(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2

)
∂u
∂x

= 2
(

∂3u
∂x3

+ ∂3u
∂y2 ∂x

)
= 2

[
∂

∂x

(
∂2u
∂x2

)
+ ∂

∂x

(
∂2u
∂y2

)]

= 2
∂

∂x

(
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

)
= 2

∂

∂x
∇2u = 2

∂

∂x
0 = 2 · 0 = 0 (4.6.12)

ëüãù ôçò ðñþôçò ó÷Ýóåùò (4.6.6). ¸ãéíå âÝâáéá êáé áëëáãÞ ôçò óåéñÜò ôùí ìåñéêþí ðáñáãùãß-
óåùí óôç ìéêôÞ ðáñÜãùãï óôçí ôñßôç ðéï ðÜíù éóüôçôá. Óõìðëçñþèçêå Ýôóé ç áðüäåéîç üôé
ç óõíÜñôçóç ö1 = xu + v åßíáé äéáñìïíéêÞ. Ìðïñåß ìÜëéóôá íá áðïäåé÷èåß åðßóçò üôé ç ßäéá óõ-
íÜñôçóç ö1 åßíáé ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò (4.6.1). Ôá ßäéá áêñéâþò éó÷ýïõí êáé ãéá
ôç óõíÜñôçóç ö2, ç ïðïßá ïñßæåôáé êáé áõôÞ óôéò ó÷Ýóåéò (4.6.7). ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôç
óõíÜñôçóç ö3 óôéò ßäéåò ó÷Ýóåéò, áëëÜ ìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò ëßãï ðéï äýóêïëåò ôþñá.

Ôï óõìðÝñáóìá ðïõ åîÜãåôáé åßíáé üôé êÜèå äéäéÜóôáôç äéáñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ö ìðïñåß íá
åêöñáóèåß ìå ôç âïÞèåéá äýï áñìïíéêþí óõíáñôÞóåùí u êáé v. Åéäéêüôåñá ãéá ôç óõíÜñôçóç
ö3 = r2u+ v = (x2 + y2) u+ v (ôñßôç ó÷Ýóç (4.6.7)) áõôÞ ðáñïõóéÜæåé óõììåôñßá óôïí ïñéóìü ôçò
ùòðñïò x êáé y (åðåéäÞ r2 = x2+y2) áíôßèåôá ìå ôéòö1 êáéö2. Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß åðßóçò üôé Ý÷åé
êáé ôï åðéðëÝïí óïâáñü ðëåïíÝêôçìá ðùò ãéá êÜèå óõãêåêñéìÝíç äéáñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ö3 ôçò
ðáñáðÜíù ìïñöÞò ïé áíôßóôïé÷åò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò u êáé v åßíáé ìïíïóÞìáíôá êáèïñéóìÝíåò.
ÏìïíïóÞìáíôïò êáèïñéóìüò ôùíáñìïíéêþíóõíáñôÞóåùíu êáé v, ç ìïíáäéêüôçôá ôïõ êáèïñéóìïý
ôïõò äåí éó÷ýåé üìùò ãéá ôéò äéáñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò ö1 êáé ö2 (ðñþôåò äýï ó÷Ýóåéò (4.6.7)).
ÅðïìÝíùò ïé äéáñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò ö1 êáé ö2 ìåéïíåêôïýí áð’ áõôÞò ôçò áðüøåùò ùò ðñïò
ôçí ôñßôç êáé åðßóçò äéáñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ö3.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B5
H ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ×ÙÑÉÓÌÏÕ ÔÙÍ ÌÅÔÁÂËÇÔÙÍ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü åîåôÜæåôáé ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (Þ ôùí ÷ùñéæüìå-
íùí ìåôáâëçôþí), ðïõ ìåñéêÝò öïñÝò êáëåßôáé êáé ìÝèïäïò ôïõ Fourier, ãéá ôçí åðßëõóç êõñßùò
ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ç åðßëõóç áõôÞ âáóßæåôáé
óôï ÷ùñéóìü ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç, ð.÷. u(x, t) = X(x) T (t) ãéá
Üãíùóôç óõíÜñôçóç u äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí: ôùí x êáé t. Ìå ôïí ôñüðï áõôü åðéôõã-
÷Üíåôáé ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò: ôüóåò óôïí áñéèìü üóåò êáé ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. Áêïëïõèåß ç åðßëõóç ôùí óõíÞ-
èùí áõôþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé ç õðÝñèåóç ôùí ìåñéêþí ëýóåùí un(x, t) (n = 1, 2, . . . ) ðïõ
ðñïêýðôïõí. ¸ôóé êáèïñßæåôáé ç ëýóç u(x, t) =∑∞

n=1 un(x, t) óå ìïñöÞ óåéñÜò. Ïé óõíïñéáêÝò Þ/êáé
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ éó÷ýïõí ëáìâÜíïíôáé åðßóçò êáôÜëëçëá õðüøç. Ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí åßíáé åöáñìüóéìç ìüíï óå ïñéóìÝíåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò: óôéò äéá÷ùñßóéìåò åîéóþóåéò. Åíôïýôïéò ç ìÝèïäïò áõôÞ áðïôåëåß ßóùò ôç ãåíéêüôåñç ìÝèïäï
åðéëýóåùò ôÝôïéùí åîéóþóåùí, ðïõ ðÜíôïôå âÝâáéá óõíïäåýïíôáé áðü ôéò êáôÜëëçëåò óõíïñéá-
êÝò Þ/êáé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. ÄçëáäÞ ðÜíôïôå áíáöåñüìáóôå óå ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí Þ/êáé
áñ÷éêþí ôéìþí. ÊáôÜ ôçí åðßëõóç ôÝôïéùí ðñïâëçìÜôùí èá Ý÷ïõìå ôçí åõêáéñßá íá áíáöåñèïýìå
êáé óôéò ôüóï âáóéêÝò Ýííïéåò ôùí éäéïôéìþí (Þ ÷áñáêôçñéóôéêþí ôéìþí) êáé ôùí éäéïóõíáñôÞóåùí
(Þ ÷áñáêôçñéóôéêþí óõíáñôÞóåùí) ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôéò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.

ÌåôÜ áðü ìéá óýíôïìç åéóáãùãÞ óôçí Åíüôçôá Â5.1 èá åðéäåßîïõìå åêôåíþò ôç ìÝèïäï ôïõ
÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (Þ ìÝèïäï ôïõ Fourier) óå ôñßá êëáóéêÜ ðñïâëÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (ðëÝïí ôéò óõíïñéáêÝò Þ/êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò). Ðéï óõãêåêñéìÝíá
óôçí Åíüôçôá Â5.2 èá ëýóïõìå ôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò, äçëáäÞ ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êý-
ìáôïò õðü äýï óõíïñéáêÝò êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Óôçí Åíüôçôá Â5.3 èá ëýóïõìå Ýíá ðñüâëçìá
Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò óå ôïß÷ï ìå éó÷ý ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò õðü äýï
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç. Óôç óõíÝ÷åéá óôçí Åíüôçôá Â5.4 èá ëýóïõìå ôç äéäéÜ-
óôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace óå Ýíá ðñüâëçìá Dirichlet, äçëáäÞ ìå ãíùóôÝò ôéò ôéìÝò ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò óôï óýíïñï ôçò åîåôáæüìåíçò ðåñéï÷Þò ôüóï ãéá ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ üóï êáé ãéá
çìéëùñßäá. ÔÝëïò óôéò Åíüôçôåò Â5.5 êáé Â5.6 èá áíáöåñèïýìå óôéò åðåêôÜóåéò ôçò ìåèüäïõ óå ìç
ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé óå ìç ïìïãåíåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

Ôá åðüìåíá ôÝóóåñá êåöÜëáéá èá åßíáé åðßóçò áöéåñùìÝíá óôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìå-
ôáâëçôþí ìå ðáñáðÝñá åöáñìïãÝò ôçò. Ïé åöáñìïãÝò áõôÝò èá áöïñïýí: (á) óôï ÊåöÜëáéï Â6 óå
ðñïâëÞìáôá ñÜâäùí êáé äïêþí óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, (â) óôï ÊåöÜëáéï Â7 óå ðñïâëÞ-
ìáôá åëáóôéêþí äßóêùí êáé ðëáêþí êáé (ã) óôï ÊåöÜëáéï Â8 óå Üëëá ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý. ÔÝëïò óôï ÊåöÜëáéï Â9 ç ßäéá ìÝèïäïò èá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé óå ðñïâëÞìáôá ðïõ
áöïñïýí ü÷é ðéá óå ÊáñôåóéáíÝò, áëëÜ óå ðïëéêÝò, êõëéíäñéêÝò êáé óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò.
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Ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (Þ ôùí ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí Þ ìÝèïäïò ôïõ
Fourier, üðùò åðßóçò áðïêáëåßôáé) åßíáé ìéá åíäéáöÝñïõóá êáé áðïôåëåóìáôéêÞ ìÝèïäïò ãéá ôçí
áíáëõôéêÞ åðßëõóç ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óõíÞèùò ïìï-
ãåíïýò. Ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé åðßóçò ãåíéêÜ (áëë’ ü÷é áíáãêáßá) ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ìéá
ôÝôïéá åîßóùóç ìðïñåß íá åßíáé ðñþôçò Þ áíùôÝñáò ôÜîåùò. ÐñáêôéêÜ óõíÞèùò Ý÷åé äýï, ôñåéò
Þ ôÝóóåñéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, ð.÷. ôéò x, y, z êáé t, äçëáäÞ ôéò ôñåéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáã-
ìÝíåò (x, y, z) óôï ÷þñï êáé ôï ÷ñüíï t. Åíäéáöåñüìáóôå öõóéêÜ íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç. Áò ôç èåùñÞóïõìå ìå ôÝóóåñéò ôáõôü÷ñïíá áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. Êáôáñ÷Þí
êÜíïõìå ôçí õðüèåóç üôé ìéá ÷ñÞóéìç ìåñéêÞ ëýóç u = u(x, y, z, t) ôçò ðñïò åðßëõóç äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìðïñåß ßóùò íá ãñáöåß áðëïýóôåñá óáí ôï ãéíüìåíï ôåóóÜñùí
íÝùí óõíáñôÞóåùí ôçò ìéáò ìüíï ìåôáâëçôÞò, ð.÷. åäþ ôùí X(x), Y (y), Z(z) êáé T (t), äçëáäÞ

u(x, y, z, t) = X(x)Y (y)Z(z)T (t). (5.1.1)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x, y, z êáé t Üñ÷éóáí íá ÷ùñßæïíôáé, ãéáôß åìöá-
íéæüíôáé óáí ïñßóìáôá óå ÷ùñéóôÝò íÝåò óõíáñôÞóåéò ôçò ìéáò ìüíï ìåôáâëçôÞò: X(x), Y (y), Z(z)
êáé T (t) áíôßóôïé÷á. Ç åðéëïãÞ âÝâáéá ôùí óõìâüëùí ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ôçò ìéáò ìåôáâëçôÞò
ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé êáèÞêïí ôïõ ÷ñÞóôç ôçò ìåèüäïõ. ÓõíÞèùò
üìùò ãßíåôáé ìå ëïãéêü ôñüðï, üðùò óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç.

Áêïëïõèïýí ôá åðüìåíá âÞìáôá óôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Áñ÷éêÜ ðñïó-
äéïñßæïíôáé ïé áíáãêáßåò ìåñéêÝòðáñÜãùãïé ìåðáñáãþãéóç ôçò ó÷Ýóåùò (5.1.1). ÂÝâáéá óôçó÷Ýóç
áõôÞ ç êÜèå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ðáñïõóéÜæåôáé óå ìéá ìüíï óõíÜñôçóç, ð.÷. ç ìåôáâëçôÞ x
ðáñïõóéÜæåôáé ìüíï óôç óõíÜñôçóç X(x). Óôç óõíÝ÷åéá ïé ìåñéêÝò áõôÝò ðáñÜãùãïé åéóÜãïíôáé
óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Åðüìåíï âÞìá áðïôåëåß ç äéáßñåóç ìå
ôï ãéíüìåíï ôùí óõíáñôÞóåùí ôçò ìéáò ìåôáâëçôÞò, ð.÷. X(x)Y (y)Z(z)T (t) óôç ó÷Ýóç (5.1.1). Êáô’
áõôüí ôïí ôñüðï ðñïêýðôïõí êëÜóìáôá ôçò ìéáò ìüíï ìåôáâëçôÞò, ôá ïðïßá ðñÝðåé åðïìÝíùò
íá åßíáé ßóá ìå óôáèåñÝò. Äéáðéóôþíåôáé üôé Ýôóé ç áñ÷éêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ìðïñåß íá áíá÷èåß óå åðßóçò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ïé åîéóþóåéò
áõôÝò åßíáé ßóåò óôïí áñéèìü ìå ôïí áñéèìü ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí, ð.÷. ôùí ôåóóÜñùí
ìåôáâëçôþí x, y, z êáé t óôçí ó÷Ýóç (5.1.1). Áêïëïõèåß ç åðßëõóç ôùí óõíÞèùí áõôþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ìå ðñïóäéïñéóìü ôùí ãåíéêþí ëýóåþí ôïõò. (ÂÝâáéá ïé ãåíéêÝò áõôÝò ëýóåéò ðåñéÝ÷ïõí
áõèáßñåôåò óôáèåñÝò!) ¸ðåéôá åöáñìüæïíôáé êáôÜëëçëá ïé äéáèÝóéìåò óõíÞèùò ïìïãåíåßò êáé
ãñáììéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. ¸ôóé ðñïêýðôïõí ôåëéêÜ ìåñéêÝò (Þ åéäéêÝò) ëýóåéò un ôçò áñ÷éêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ïé ìåñéêÝò áõôÝò ëýóåéò ðëçñïýí åðßóçò êáé ôéò
ïìïãåíåßò áðü ôéò ãñáììéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ éó÷ýïõí.

Ìå âÜóç ôçí áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí óå ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé óå áíôßóôïé÷åò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, ç æçôïýìåíç
ëýóç u åêöñÜæåôáé óáí óåéñÜ ìåñéêþí ëýóåùí, äçëáäÞ

u =
∞∑
n=1

un. (5.1.2)

Ç ëýóç áõôÞ u ðëçñïß ôüóï ôçí áñ÷éêÞ ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò üóï êáé ôéò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Ïé äéáèÝóéìåò óôç ëýóç áõôÞ u óôáèåñÝò
ïöåßëïíôáé âÝâáéá óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ Ý÷ïõí Þäç åðéëõèåß. Ïé óôáèåñÝò áõôÝò
ðñïóäéïñßæïíôáé ôåëéêÜ áðü ôéò áñ÷éêÝò Þ/êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ äåí ðÜñèçêáí áêüìç
õðüøç, Ýôóé þóôå óôï ôÝëïò íá åðáëçèåýåôáé êáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò,
áëëÜ êáé üëåò ïé óõíèÞêåò ðïõ ôç óõíïäåýïõí. Ïé óõíèÞêåò áõôÝò åßíáé: (á) ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò,
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ðïõ áíáöÝñïíôáé óôï ÷ñüíï t, åÜí õðÜñ÷ïõí (ð.÷. óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace äåí õðÜñ÷ïõí), êáé
(â) ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, ðïõ áíáöÝñïíôáé óôç èÝóç, ð.÷. (x, y, z) óôïí ôñéäéÜóôáôï ÷þñï.

Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá èá åðéäåé÷èåß êáé åëðßæåôáé üôé èá äéáóáöçíéóèåß óôéò ôñåéò êëáóéêÝò
åöáñìïãÝò ðïõ áêïëïõèïýí êáé åßíáé áñêåôÜ ëåðôïìåñåßò, éäßùò ç ðñþôç. Óôç óõíÝ÷åéá ç ßäéá
äéáäéêáóßá èá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé óôéò ðéï åîåéäéêåõìÝíåò óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
åöáñìïãÝò ôùí åðüìåíùí ôñéþí êåöáëáßùí.

ÊáôÜ âÜóç èá åîåôáóèïýí ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Åíôïýôïéò óôï ôÝëïò áõôïý ôïõ Êåöáëáßïõ Â5, óõãêåêñéìÝíá óôéò
Åíüôçôåò Â5.5 êáé Â5.6 êáé éäßùò óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Â6 èá õðÜñîïõí êáé áðëÝò åöáñìïãÝò ôçò
ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí êáé óå ìç ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (Åíüôçôá Â5.5),
åðßóçò êáé óå ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò (Åíüôçôá Â5.6 êáé ÊåöÜëáéï Â6). ¼ìùò ãéá ôéò ôåëåõôáßåò áõôÝò åöáñìïãÝò (óå ìç
ïìïãåíåßò åîéóþóåéò) èá áðáéôçèåß ãåíßêåõóç ôçò ìåèüäïõ. Ç ãåíßêåõóç áõôÞ (óôçí Åíüôçôá Â5.6
ðáñáêÜôù) ðáñïõóéÜæåé êÜðïéá áíáëïãßá (áëë’ ü÷é ðëÞñç áíáëïãßá) ìå ôç ãíùóôÞ ìÝèïäï ôçò
ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí óôéò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

B5.2. ÅÖÁÑÌÏÃÇ ÓÔÇ ÌÏÍÏÄÉÁÓÔÁÔÇ ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÏÕ ÊÕÌÁÔÏÓ

B5.2.1. Ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí

Óáí ðñþôï ðáñÜäåéãìá ôùí äõíáôïôÞôùí ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí èá
ôçí åöáñìüóïõìå óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò, ðéï óõãêåêñéìÝíá óôçí åîßóùóç ôçò
ôáëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò

∂2u
∂x2

= 1
c2

∂2u
∂t2

ìå u = u(x, t). (5.2.1)

Óçìåéþíïõìå üôé ç ßäéá åîßóùóç éó÷ýåé ðñïóåããéóôéêÜ êáé ãéá êáëþäéá, ð.÷. óå êáëùäéùôÝò ãÝöõ-
ñåò, üðùò åßíáé ç ãÝöõñá Ñßïõ--Áíôéññßïõ. Óôçí åîßóùóç áõôÞ, ðïõ åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç
äåõôÝñáò ôÜîåùò, óõìâïëßæïõìå ìå x ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò, ìå t ôï ÷ñüíï êáé ìå u = u(x, t)
ôçí åãêÜñóéá (êÜèåôç) ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôçò ÷ïñäÞò. Ôï óýìâïëï c äçëþíåé ãíùóôÞ èåôéêÞ
óôáèåñÜ ìå äéáóôÜóåéò ôá÷ýôçôáò, üðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß óôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.3. Ôç ÷ïñäÞ
áõôÞ ôç èåùñïýìå üôé êåßôáé êáôÜ ìÞêïò ôïõ ÜîïíáOx êáé üôé Ý÷åé ìÞêïò L ìå 0 ≤ x ≤ L. Åðßóçò ôá
äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L õðïôßèåíôáé óôåñåùìÝíá ìå ôçí Ýííïéá üôé ïé åãêÜñóéåò ìåôáôïðßóåéò
ôïõò u êáôÜ ôïí Üîïíá Oy (ðïõ åßíáé êÜèåôïò óôç ÷ïñäÞ) åßíáé óõíå÷þò ìçäåíéêÝò. ¸÷ïõìå Ýôóé
ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t ≥ 0, (5.2.2)

êáé óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ÷ïñäÞò êáé ìÜëéóôá ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ìå t ≥ 0.

ÐÝñá áðü ôéò óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò õðïèÝôïõìå åðßóçò ãíùóôÝò êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
(ãéá t = 0), óõãêåêñéìÝíá ôéò áñ÷éêÝò ìåôáôïðßóåéò êáé ôá÷ýôçôåò ôùí óçìåßùí ôçò ÷ïñäÞò

u(x, 0) = f (x),
∂u
∂t

(x, 0) = g(x), 0 ≤ x ≤ L (5.2.3)

áíôßóôïé÷á. Óôéò áñ÷éêÝò áõôÝò óõíèÞêåò ïé óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) åßíáé ãíùóôÝò. Ëüãù ôùí
ïìïãåíþí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.2.2), ðïõ ìüëéò áíáöÝñèçêáí, ðñÝðåé áóöáëþò ãéá ôéò óõíáñ-
ôÞóåéò f (x) (áñ÷éêÞ ìïñöÞ, áñ÷éêü ó÷Þìá ôçò ÷ïñäÞò) êáé g(x) (áñ÷éêÝò ôá÷ýôçôåò ôùí óçìåßùí ôçò
÷ïñäÞò) íá éó÷ýïõí ïé ðåñéïñéóìïß

f (0) = f (L) = 0, g(0) = g(L) = 0 (5.2.4)

óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ÷ïñäÞò.
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Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé åßíáé åýëïãï íá Ý÷ïõìå äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: ôéò (5.2.2) êáé äýï
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: ôéò (5.2.3). ÁõôÜ óõìâáßíïõí, åðåéäÞ ç åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (5.2.1) ðåñéÝ÷åé êáé
äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôç èÝóç x: ôçí ðáñÜãùãï ∂2u/∂x2 óôï áñéóôåñü ôçò ìÝëïò.
Åðßóçò ç ßäéá åîßóùóç (5.2.1) ðåñéÝ÷åé êáé äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï êáé ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t:
ôçí ðáñÜãùãï ∂2u/∂t2 óôï äåîéü ìÝëïò. ÅðïìÝíùò åßíáé åýëïãï íá áðáéôïýíôáé äýï óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (åäþ ãéá x = 0 êáé x = L): ïé (5.2.2) êáé åðßóçò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá t = 0): ïé (5.2.3).

B5.2.2. ×ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí

Óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå åðïìÝíùò ðñïò åðßëõóç ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíï-
ñéáêþí ôéìþí ôçò ôáëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò, ðïõ áðïôåëåßôáé: (á) áðü ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (5.2.1), (â) áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.2) êáé (ã) áðü ôéò
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3). Ôï êëáóéêü áõôüðñüâëçìá èá ôï åðéëýóïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.2.1) ôçò ÷ïñäÞò. Äå÷üìáóôå êáôáñ÷Þí (ìüíï
êáôáñ÷Þí) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, t) (ðïõ åêöñÜæåé ôçí åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí
ôçò ÷ïñäÞò, ôç ìïñöÞ, ôï ó÷Þìá ôçò ÷ïñäÞò) óáí ãéíüìåíï äýï åðßóçò áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí:
ìéáò óõíáñôÞóåùò X(x) ôçò èÝóåùò x ìüíï åðß ìéá óõíÜñôçóç T (t) ôïõ ÷ñüíïõ t ìüíï. Äå÷üìáóôå
äçëáäÞ üôé

u(x, t) = X(x) T (t). (5.2.5)

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðÜñïõìå õðüøç ìáò ðñþôá ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.2) êáé Ýðåéôá êáé ôéò
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3) ìå áõôÞí ôçóåéñÜáðëÜ ãéá õðïëïãéóôéêïýò ëüãïõò. ÄçëáäÞõðïëïãéóôéêÜ
ðñÝðåé íá ëçöèïýí õðüøç ðñþôá ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.2), ðïõ åßíáé ïìïãåíåßò (äçëáäÞ ìå
ôá äåîéÜ ôïõò ìÝëç ìçäåíéêÜ), êáé Ýðåéôá ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3), ïé ïðïßåò åßíáé ìç ïìïãåíåßò
(äçëáäÞ ìå ôá äåîéÜ ôïõò ìÝëç ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x)). ¢ñá ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3)
åßíáé óáöþò ðéï äýóêïëåò óôï íá ëçöèïýí õðüøç.

ÎåêéíÜìå ôïõò õðïëïãéóìïýò ìáò áðü ôç âáóéêÞ åîßóùóç (5.2.5) ÷ùñéóìïý ôùí áíåîÜñôçôùí
ìåôáâëçôþí x êáé t. Ðñïóäéïñßæïõìå åýêïëá ôç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôçò Üãíùóôçò óõíáñ-
ôÞóåùò u(x, t) ùò ðñïò ôç èÝóç x (äåýôåñç ÷ùñéêÞ, ùò ðñïò x, ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ìå ôï ÷ñüíï t
óôáèåñÜ). Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóäéïñßæïõìå êáé ôç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò
u(x, t) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t (äåýôåñç ÷ñïíéêÞ, ùò ðñïò t, ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ìå ôç èÝóç x óôáèåñÜ).
¸ôóé ðÜñá ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé

∂2u
∂x2

(x, t) = X ′′(x)T (t),
∂2u
∂t2

(x, t) = X(x) T̈ (t) (5.2.6)

Ý÷ïíôáò åðéëÝîåé ãéá ôç äÞëùóç ôùí ÷ñïíéêþí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ôç ÷ñÞóç ôçò ôåëåßáò áíôß
ôçò ïîåßáò, ôïõ ôüíïõ, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôç äÞëùóç ôùí ÷ùñéêþí ìåñéêþí ðáñáãþãùí.
(ÅîÜëëïõ áõôÞ ç åðéëïãÞ óõíçèßæåôáé íá ãßíåôáé!) Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ
(5.2.6) óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (5.2.1), âñßóêïõìå üôé

X ′′(x)T (t) = 1
c2

X(x) T̈ (t). (5.2.7)

Áêïëïýèùò õðïèÝôïõìå ôéò äýï íÝåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò X(x) êáé T (t) óõíå÷þò ìç ìçäåíéêÝò
êáé äéáéñïýìå ìå ôï ãéíüìåíü ôïõò X(x)T (t) ôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç (5.2.7). ¸ôóé ôç öÝñíïõìå óôçí
åîÞò ìïñöÞ:

X ′′(x)
X(x)

= 1
c2

T̈ (t)
T (t)

. (5.2.8)

ÐñáãìáôéêÜ óôç ìïñöÞ áõôÞ óôï êëÜóìá ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò ðáñïõóéÜæåôáé ìüíï ç ÷ùñéêÞ
ìåôáâëçôÞ x, åíþ óôï êëÜóìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ìüíï ç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ t. ¸ôóé ðåôý÷áìå ôï
÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí óôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (5.2.1) (üðùò áíáöÝñáìå,
éó÷ýåé ðñïóåããéóôéêÜ êáé ãéá êáëþäéá!), ðïõ åßíáé âÝâáéá ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò.
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Ôþñá, ðáñáãùãßæïíôáò ôçí åîßóùóç áõôÞ (5.2.8) ùò ðñïò ôç èÝóç x, âñßóêïõìå üôé

d
dx

(
X ′′(x)
X(x)

)
= 0. (5.2.9)

Ç åîßóùóç áõôÞ éó÷ýåé, ãéáôß ç ðáñÜãùãïò ùò ðñïò x ôïõ äåîéïý êëÜóìáôïò T̈ (t)/T (t) åßíáé ðñï-
öáíþò ßóç ìå ìçäÝí, åðåéäÞ ôï êëÜóìá áõôü åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôç èÝóç x. ÅðïìÝíùò ìå ôçí
ðáñÜãùãï ôçò óõíáñôÞóåùò X ′′(x)/X(x) ôçò èÝóåùò x (ìüíï) íá åßíáé ßóç ìå ôï ìçäÝí, ïëïêëçñþ-
íïíôáò ôç ó÷Ýóç áõôÞ (5.2.9) (ùò ðñïò ôç èÝóç x ðñïöáíþò), äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé ç ßäéá ç
óõíÜñôçóç áõôÞ X ′′(x)/X(x) ðñÝðåé íá åßíáé áðëÜ ìéá óôáèåñÜ ë, äçëáäÞ

X ′′(x)
X(x)

= ë. (5.2.10)

ÎÝñïõìå üìùò áðü ôç ó÷Ýóç (5.2.8) üôé ôï êëÜóìá áõôü åßíáé ßóï êáé ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ðáñÜóôáóç
(1/c2) T̈ (t)/T (t) ôïõ ÷ñüíïõ t óôï äåîéü ìÝëïò (ìå ôï c óôáèåñÜ). ¢ñá ç ó÷Ýóç (5.2.8), áðëÜ ëüãù ôçò
ó÷Ýóåùò (5.2.10), ðáßñíåé Üìåóá ôç ìïñöÞ

X ′′(x)
X(x)

= 1
c2

T̈ (t)
T (t)

= ë. (5.2.11)

Ôï ßäéï áêñéâþò áðïôÝëåóìá ìðïñåß âÝâáéá íá ðñïêýøåé ðáñáãùãßæïíôáò ôç ó÷Ýóç (5.2.8) ùò
ðñïò ôï ÷ñüíï t. Ôüôå ðñïêýðôåé

1
c2

d
dt

(
T̈ (t)
T (t)

)
= 0. (5.2.12)

Ïëïêëçñþíïíôáò ôç ó÷Ýóç áõôÞ, ðïõ ôï áñéóôåñü ôçò ìÝëïò åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t,
ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, ðñïöáíþò äéáðéóôþíïõìå üôé

1
c2

T̈ (t)
T (t)

= ë (5.2.13)

ìå ôï ë óôáèåñÜ. Ëüãù ôçò áñ÷éêÞò ó÷Ýóåùò (5.2.8) (÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí) ïäçãïýìáóôå êáé
ðÜëé óôï ßäéï áðïôÝëåóìá (5.2.11).

Ôï üôé ôá äýï ßóá ìÝëç ôçò åîéóþóåùò (5.2.8) åßíáé ßóá êáé ìå óôáèåñÜ, äçëáäÞ üôé ç ðïóüôçôá ë
óôç ó÷Ýóç (5.2.11) åßíáé óôáèåñÜ: ïýôå óõíÜñôçóç ôïõ x, áëë’ ïýôå êáé ôïõ t, ðñïêýðôåé êáé
÷ùñßò ðáñáãþãéóç, Üìåóá êáé ìå êáôáíïçôü ôñüðï êáôåõèåßáí áðü ôçí åîßóùóç (5.2.8). Óôï
óõìðÝñáóìá áõôü ïäçãïýìáóôå ìå ôïí áêüëïõèï ôñüðï óêÝøåùò: Óôç ó÷Ýóç áõôÞ (5.2.8) ôï
áñéóôåñü ìÝëïò åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôïõ x, ôï äå äåîéü ìÝëïò ìüíï ôïõ t. ¢ñá ç ðïóüôçôá ë óôç
ó÷Ýóç (5.2.11) äå ìðïñåß íá ìåôáâÜëëåôáé ìå ôï t, ãéáôß ç ðïóüôçôá X ′′(x)/X(x), ìå ôçí ïðïßá åßíáé
ßóç, äå ìåôáâÜëëåôáé ìå ôï t, åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ t. Ìå áíÜëïãï ôñüðï óêÝøåùò ç ðïóüôçôá ë
óôç ó÷Ýóç (5.2.11) äå ìðïñåß íá ìåôáâÜëëåôáé ïýôå êáé ìå ôï x, åðåéäÞ çðïóüôçôá (1/c2) T̈ (t)/T (t) äå
ìåôáâÜëëåôáé ìå ôï x, åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ x. ¢ñá ç ðïóüôçôá ë óôç ó÷Ýóç (5.2.11) äåí åîáñôÜôáé
ïýôå áðü ôï t, áëë’ ïýôå êáé áðü ôï x. Åßíáé åðïìÝíùò óôáèåñÜ óôç ó÷Ýóç áõôÞ.

Êáé ìå Üëëåò, éóïäýíáìåò ëÝîåéò, åÜí ôï ë åîáñôéüôáí áðü ôï t óôç ó÷Ýóç (5.2.11), ôüôå èá
ìåôáâáëëüôáí ìå ôï t. Áõôü üìùò ôï óõìðÝñáóìá åßíáé áðïëýôùò Üôïðï, ãéáôß ôï ë åßíáé ßóï ìå
ôï êëÜóìá X ′′(x)/X(x), ðïõ óáöþò äå ìåôáâÜëëåôáé ìå ôï t (åîáñôþìåíï ìüíï áðü ôï x). Ìå üìïéï
óõëëïãéóìü, åÜí ôï ë åîáñôéüôáí áðü ôï x óôçí ßäéá ó÷Ýóç (5.2.11), ôüôå èá ìåôáâáëëüôáí ìå ôï x.
Êáé áõôü üìùò ôï óõìðÝñáóìá åßíáé åîßóïõ áðïëýôùò Üôïðï, ãéáôß ôï ë åßíáé ßóï ìå ôï êëÜóìá
(1/c2) T̈ (t)/T (t), ðïõ óáöþò äå ìåôáâÜëëåôáé ìå ôï x (åîáñôþìåíï ìüíï áðü ôï t).

Ìå üëåò áõôÝò ôéò áëëçëïåðéêáëõðôüìåíåò óêÝøåéò èåùñåßôáé âÝâáéï üôé ç áñ÷Þ ôçò ìåèüäïõ
ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (Þ, Ýóôù, ôùí ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí) Ýãéíå ðëÞñùò êáôáíïçôÞ
áðü ôï öïéôçôÞ êáé ôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôï ðáñüí ðñþôï ðáñÜäåéãìá åöáñìïãÞò
ôçò ìåèüäïõ. Õðåíèõìßæåôáé üôé ç åöáñìïãÞ áõôÞ áöïñÜ óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò
(5.2.1) Þ åîßóùóç ôçò ôáëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò óôçí ðáñïýóá åéäéêÞ åöáñìïãÞ.
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Ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò ðáñïõóéÜæåôáé âÝâáéá êáé óå áñêåôÜ Üëëá ðñïâëÞìáôá
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, üðùò Ý÷åé Þäç åêôåíþò áíáöåñèåß óôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.3.

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí êáèåáõôü åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôá-
âëçôþí ìå óêïðü ôçí åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí. Èá
îåêéíÞóïõìå áðü ôç ó÷Ýóç (5.2.11) êáé èá áíáãÜãïõìå ôç äåõôÝñáò ôÜîåùò ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (5.2.1) ôçò ÷ïñäÞò óå äýï óõíÞèåéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò åðßóçò äåõôÝñáò ôÜîåùò. Ïé óõíÞèåéò áõôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò èá åðéëõèïýí åýêïëá
ìå ôéò äéáèÝóéìåò ãíþóåéò áðü ôï ðñïçãïýìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ.

B5.2.3. Ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

ÐñáãìáôéêÜ ëüãù ôçò ó÷Ýóåùò (5.2.5) êáé ôïõ ó÷åôéêïý ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (ôçò èÝ-
óåùò x áðü ôï ÷ñüíï t) óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ôçí åãêÜñóéá, êÜèåôç ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí
ôçò ÷ïñäÞò)

u(x, t) = X(x) T (t) (5.2.14)

ïé íÝåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò X(x) êáé T (t) ðëçñïýí ôç ó÷Ýóç (5.2.11) ìå ôï ë óôáèåñÜ. Áõôü Þäç
åðåîçãÞèçêå óáöþò. ¢ñá áðü ôç ó÷Ýóç (5.2.11) äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé Ý÷ïõìå ôéò åîÞò äýï
óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò:

X ′′(x)
X(x)

= ë,
1
c2

T̈ (t)
T (t)

= ë (5.2.15)

ìå ôçí ßäéá áêñéâþò óôáèåñÜ ë! Ïé åîéóþóåéò áõôÝò ìåôÜ áðü ðïëëáðëáóéáóìïýò ôïõò åðß X(x)
êáé c2T (t) áíôßóôïé÷á ãñÜöïíôáé óôéò éóïäýíáìåò ìïñöÝò ôïõò

X ′′(x)− ëX(x) = 0 (5.2.16)
êáé

T̈ (t)− ëc2T (t) = 0. (5.2.17)

Ðñüêåéôáé äçëáäÞ ãéá ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ìå äåäïìÝíï üôé êáé ïé äýï ðïóüôçôåò ë êáé c åßíáé óôáèåñÝò.

B5.2.4. Ãéá ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

Èá îåêéíÞóïõìå áðü ôçí åðßëõóç ôçò ðñþôçò áðü ôéò äýï áõôÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò: ôçò (5.2.16). ÁõôÞ áöïñÜ óôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò. ÁõôÞ ç åðéëïãÞ ãßíåôáé, åðåéäÞ
ïé ó÷åôéêÝò óõíèÞêåò, ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.2)

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t ≥ 0, (5.2.18)

ðïõ éó÷ýïõí óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ðáñïýóáò ÷ïñäÞò, åßíáé ðÜñá ðïëý áðëÝò êáé
ïìïãåíåßò (ìå ìçäåíéêÜ ôá äåîéÜ ôïõò ìÝëç). Áíôßèåôá ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3) åßíáé ìç ïìïãåíåßò.
ÐåñéëáìâÜíïõí ìÜëéóôá äýï óõíáñôÞóåéò: ôéò f (x) êáé g(x). Ìå Üëëá ëüãéá èá åîáóöáëßóïõìå êáôÜ
ôçí åðßëõóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.16) ùò ðñïò ôç èÝóç x ôçí ðëÞñùóç ôùí
óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.2.18). Èá åîáóöáëßóïõìå äçëáäÞ üôé ôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò
÷ïñäÞò åßíáé óôåñåùìÝíá, äå ìðïñïýí íá õðïóôïýí åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç.

Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé íá óçìåéùèåß üôé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.18) ëüãù ôïõ ÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí (5.2.14) ãñÜöïíôáé óôç ìïñöÞ

u(0, t) = X(0) T (t) = 0, u(L, t) = X(L) T (t) = 0, t ≥ 0. (5.2.19)
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Áðü ôçí ðñþôç áðü ôéò óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò äéáðéóôþíïõìå üôé óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0
ôçò ÷ïñäÞò èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå X(0) T (t) = 0 ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t (t ≥ 0). Åßíáé åðïìÝíùò
áíáãêáßï íá éó÷ýåé ôïõëÜ÷éóôï ìéá áðü ôéò åîÞò äýï óõíèÞêåò:

X(0) = 0, T (t) = 0, t ≥ 0. (5.2.20)

Çðñþôç áðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò, ç X(0) = 0, åßíáé öõóéêÜ êáé ìáèçìáôéêÜ áðüëõôá áðïäåêôÞ.
Åßíáé ç óõíèÞêç ðïõ èá ðñïôéìçèåß óôçí ðáñáðÝñá åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò ôçò
ôáëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò. Áíôßèåôá ç äåýôåñç ðéèáíÞ óõíèÞêç T (t) = 0 (ãéá êÜèå
ìç áñíçôéêü t, äçëáäÞ ∀t ≥ 0 T (t) = 0) ðáñïõóéÜæåé ôï óçìáíôéêü ìåéïíÝêôçìá üôé åîáíáãêÜæåé ôç
÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç T (t) óôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí (5.2.5) Þ (5.2.14) íá åßíáé óõíå÷þò (óå êÜèå
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t) ìçäåíéêÞ. Ôüôå Üìåóá ðñïêýðôåé áðü áõôüí ôïí ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí üôé ç
Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, t) ðñÝðåé íá åßíáé êáé áõôÞ óõíå÷þò ìçäåíéêÞ: u(x, t) = X(x) T (t) ≡ 0. ¢ñá
ìå ôçí áíåðéôõ÷Þ õéïèÝôçóç ôçò äåýôåñçò áðü ôéò äõíáôüôçôåò (5.2.20) ðñïêýðôåé ç ôåôñéììÝíç, ç
ôáõôïôéêÜ ìçäåíéêÞ ëýóç u(x, t) ≡ 0 ãéá ôç æçôïýìåíç åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç, ôç ìïñöÞ ôçò ÷ïñäÞò
u(x, t). Áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ç ôáõôïôéêÜ ìçäåíéêÞ ëýóç u(x, t) ≡ 0 åßíáé áíáìöéóâÞôçôá ìéá
ðñïöáíÞò ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò ÷ïñäÞò (5.2.1) ÷ùñßò âÝâáéá ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
(5.2.3). Ôáõôü÷ñïíá üìùò åßíáé êáé ìéá ëýóç ðïõ äåí ðáñïõóéÜæåé êáíÝíá öõóéêü åíäéáöÝñïí ãéá
ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü êáé åîÜëëïõ ìáèçìáôéêÜ äå ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå ëýóç ôïõ ðáñüíôïò
ðñïâëÞìáôïò ôçò ÷ïñäÞò õðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3).

Åßìáóôå åðïìÝíùò áíáãêáóìÝíïé íá áðïäå÷èïýìå ìüíï ôçí ðñþôç äõíáôüôçôá óôéò ó÷Ýóåéò
(5.2.20): X(0) = 0. Ç äõíáôüôçôá áõôÞ ìáò åîáóöáëßæåé ôçí ðëÞñùóç ôçò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò
u(0, t) = 0 óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò ÷ïñäÞò, ðïõ åßíáé Ýíá óôåñåùìÝíï Üêñï. Ìå áðüëõôá
áíÜëïãåò óêÝøåéò ïöåßëïõìå íá áðïäå÷èïýìå êáé ôçí áíôßóôïé÷ç äõíáôüôçôá X(L) = 0 óôï äåîéü
êáé åðßóçò óôåñåùìÝíï Üêñï x = L ôçò ÷ïñäÞò. ¢ñá óõìðåñáóìáôéêÜ åßìáóôå áðüëõôá åõ÷áñé-
óôçìÝíïé (êáé ôïýôï åîÜëëïõ áðïôåëåß ôç ìïíáäéêÞ ìáò ñåáëéóôéêÞ åðéëïãÞ) ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç
ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.2.19) óôá äýï óôåñåùìÝíá Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ÷ïñäÞò áðü ôéò
áíôßóôïé÷åò êáèáñÜ ÷ùñéêÝò óõíèÞêåò

X(0) = 0, X(L) = 0. (5.2.21)

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé áõôÝò ïé äýï óõíèÞêåò åîáóöáëßæïõí áðüëõôá ôçí ðëÞñùóç ôùí äýï óõíïñéá-
êþí óõíèçêþí (5.2.2) Þ (5.2.18) Þ (5.2.19) (ìåôÜ ôï ÷ùñéóìü ôùí äýï ìåôáâëçôþí: ôçò èÝóåùò x
êáé ôïõ ÷ñüíïõ t).

B5.2.5. Åðßëõóç ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Ôþñá ãéá ôçí åðßëõóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.16), ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôç
÷ùñéêÞ, äçëáäÞ áíáöåñüìåíç óôç èÝóç x, ìåôáâïëÞ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t), õðÜñ÷ïõí
ôñåéò äõíáôüôçôåò ùò ðñïò ôç óôáèåñÜ ë óôçí åîßóùóç áõôÞ: (á) Íá Ý÷åé ìçäåíéêÞ ôéìÞ: ë = 0,
(â) Íá Ý÷åé èåôéêÞ ôéìÞ: ë > 0 êáé (ã) Íá Ý÷åé áñíçôéêÞ ôéìÞ: ë < 0. Èá åîåôÜóïõìå ÷ùñéóôÜ
ôéò ôñåéò áõôÝò ðåñéðôþóåéò. ÁðïâëÝðïõìå üìùò óõíå÷þò óôç äõíáôüôçôá ðëçñþóåùò êáé ôùí
óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.2.21).

(á) Ðñþôç äõíáôüôçôá: ë = 0: ÅÜí ç óôáèåñÜ ë Ý÷åé ìçäåíéêÞ ôéìÞ (ìéá ïìïëïãïõìÝíùò ðïëý
åéäéêÞ ðåñßðôùóç), ç åîßóùóç (5.2.16) áðëïðïéåßôáé ùò åîÞò:

X ′′(x) = 0, 0 < x < L. (5.2.22)

Ôüôå Üìåóá ìå äýï ïëïêëçñþóåéò Þ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ì2 = 0 (ìå äéðëÞ
ñßæá ôçò ôï ìçäÝí: ì1, 2 = 0) óõíÜãåôáé üôé

X(x) = A x + B (5.2.23)
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ìå ôá A êáé B áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç ìéá ãñáììéêÞ
ìåôáâïëÞ ôçò óõíáñôÞóåùò X(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò. ¼ìùò ìéá ôÝôïéá ìåôáâïëÞ åßíáé áðá-
ñÜäåêôç áðü öõóéêÞò áðüøåùò ãéá óôåñåùìÝíá Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ÷ïñäÞò áõôÞò.

ÐñÜãìáôé áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.21) ðñïêýðôåé ãéá ôçí ðáñáðÜíù ëýóç X(x) üôé

X(0) = A · 0+ B = Â = 0 
⇒ Â = 0, X(L) = A L+ B = A L = 0 
⇒ A = 0. (5.2.24)

Ç ó÷Ýóç áõôÞ, Á = 0, éó÷ýåé, åðåéäÞ B = 0, üðùò Þäç âñÝèçêå, êáé åðßóçò áóöáëþò éó÷ýåé üôé
L > 0. ¢ñá

A = B = 0 
⇒ X(x) ≡ 0 
⇒ u(x, t) = X(x) T (t) ≡ 0. (5.2.25)

ÅðïìÝíùò ïäçãçèÞêáìå óôçí ôåôñéììÝíç êáé ðñïöáíÞ ìçäåíéêÞ ëýóç u(x, t) ≡ 0 ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.2.1). Ðñïöáíþò áõôÞ äåí åßíáé ç åðéèõìÞ ëýóç ðïõ áíáæçôïýìå ïýôå êáé åßíáé äõíá-
ôüí íá ðÜñïõìå óôç óõíÝ÷åéá õðüøç ôéò ìç ïìïãåíåßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3). ¢ñá ç ðáñïýóá
ðñþôç äõíáôüôçôá, áí êáé êáôáëÞãåé óå ðïëý áðëÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, óôçí (5.2.22),
áðëÜ áðïññßðôåôáé.

(â) Äåýôåñç äõíáôüôçôá: ë > 0: ÅÜí ôþñá ç óôáèåñÜ ë Ý÷åé èåôéêÞ ôéìÞ, ð.÷. ë = p2 (ìå ôï p
Ýóôù èåôéêÞ óôáèåñÜ: p > 0), ç åîßóùóç (5.2.16) áðëïðïéåßôáé ùò åîÞò:

X ′′(x)− p2X(x) = 0, 0 < x < L. (5.2.26)

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ì2 − p2 = 0, ðïõ Ý÷åé äýï
ðñáãìáôéêÝò ñßæåò: ì1, 2 = ±p (Þ, åíáëëáêôéêÜ, ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace) óõíÜ-
ãåôáé üôé

X(x) = A0epx + B0e−px. (5.2.27)

Tá A0 êáé B0 åßíáé åðßóçò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, áêñéâþò üðùò ßó÷õå êáé ãéá ôéò óôáèåñÝò A êáé B
óôçí ðåñßðôùóç (á), áëëÜ ôþñá ãéá äéáöïñåôéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç: ôçí (5.2.26).

ÐÜñá ðïëý óõ÷íÜ (öõóéêÜ êáé åäþ) åßíáé åýëïãï ï ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò íá ðñïôéìÜåé ôç ãñáöÞ
ôçò ðáñáðÜíù ëýóåùò (5.2.27) ìå ôç ÷ñÞóç õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá ôï õðåñ-
âïëéêü óõíçìßôïíï cosh z êáé ôï õðåñâïëéêü çìßôïíï sinh z ïñßæïíôáé ùò åîÞò:

cosh z = ez + e−z

2
, sinh z = ez − e−z

2
. (5.2.28)

Ôþñá äéáðéóôþíåôáé Üìåóá üôé

ez = cosh z + sinh z, e−z = cosh z − sinh z. (5.2.29)

ÅðïìÝíùò ç ëýóç (5.2.27) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.26) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé
óôçí áêüëïõèç éóïäýíáìç õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ, äçëáäÞ ìå ôç ÷ñÞóç õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí
áíôß ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò:

X(x) = A cosh px + B sinh px. (5.2.30)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ âÝâáéá Ý÷ïõìå ðñïöáíþò õðïèÝóåé üôé Á = Á0 + Â0 êáé B = A0 − B0. Áöïý üìùò
êáé ïé óôáèåñÝò A êáé B åßíáé áõèáßñåôåò, áêñéâþò üðùò Þóáí êáé ïé A0 êáé B0 óôç ëýóç (5.2.27), ïé
ó÷Ýóåéò áõôÝò äåí Ý÷ïõí éäéáßôåñç óçìáóßá. Èá ìðïñïýóáí ìÜëéóôá íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ôá ßäéá
óýìâïëá, Ýóôù A êáé B, êáé óôéò äýï (áðüëõôá éóïäýíáìåò) ìïñöÝò (5.2.27) êáé (5.2.30) ôçò ëýóåùò
X(x) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.26). ¸ôóé üìùò õðÜñ÷åé êßíäõíïò óõã÷ýóåùò áðü
ôïí áêüìç Üðåéñï óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.
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Ðåñéïñéæüìáóôå óôç ìïñöÞ (5.2.30) ôçò ëýóåùò X(x). ÁõôÞ åßíáé áóöáëþò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
ðáñïýóáò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.26). Åðéæçôïýìå ôþñá, ìå ë = p2 > 0, ôçí
ðëÞñùóç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.2.21) (óôåñåùìÝíá Üêñá ôçò ÷ïñäÞò x = 0 êáé x = L).
Óôçí ðëÞñùóç áõôÞ áðïôý÷áìå óôçí ðñþôç ðñïóðÜèåéÜ ìáò ìå ôç äõíáôüôçôá (á), äçëáäÞ ìå
ë = 0. Ôþñá ãéá ôçí ðáñáðÜíù ëýóç X(x) ðñïêýðôåé áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.21) üôé

X(0) = A cosh 0+ B sinh 0 = A · 1+ B · 0 = Á = 0 
⇒ A = 0, (5.2.31)

X(L) = A cosh pL+ B sinh pL = B sinh pL = 0 
⇒ B = 0, (5.2.32)

åðåéäÞ A = 0, üðùò Þäç âñÝèçêå, êáé åðéðëÝïí sinh pL > 0, ãéáôß p > 0 êáé L > 0. ÂÝâáéá ëÞöèçêå
õðüøç üôé cosh 0 = 1 êáé sinh 0 = 0, åðßóçò äå üôé sinh z > 0 ãéá z > 0. ¢ñá, áêñéâþò üðùò êáé
óôçí ðáñáðÜíù äõíáôüôçôá (á),

A = B = 0 
⇒ X(x) ≡ 0 
⇒ u(x, t) = X(x) T (t) ≡ 0. (5.2.33)

ÅðïìÝíùò ïäçãçèÞêáìå (äõóôõ÷þò) êáé ðÜëé óôçí ôåôñéììÝíç êáé ðñïöáíÞ ìçäåíéêÞ ëýóç
u(x, t) ≡ 0 ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.1), ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò, ìå
åðáíÜëçøç ôùí áñíçôéêþí óõìðåñáóìÜôùí ôçò äõíáôüôçôáò (á) (ãéá ë = 0). ¢ñá êáé ç ðáñïýóá
äåýôåñç äõíáôüôçôá (ìå ë > 0) áðëÜ áðïññßðôåôáé. Áðü åêðáéäåõôéêÞò áðüøåùò üìùò, ðÝñá
áðü ôç ÷ñÞóç ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï, ìáò Ýäåéîå êáé ôï ðüóï
ðñïóåêôéêüò ðñÝðåé íá åßíáé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò êáôÜ ôçí åðßëõóç ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ óõíïäåýåôáé áðü óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. ÐñÝðåé íá åßíáé áñêåôÜ
ðñïóåêôéêüò, þóôå íá ìçí ïäçãçèåß óå ôåôñéììÝíåò, ìçäåíéêÝò ëýóåéò. Áõôü äåí áðïöåý÷èçêå
ïýôå óôçí ðáñïýóá äåýôåñç äõíáôüôçôá, áëëÜ ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá áðïöåõ÷èåß óôçí ôñßôç
äõíáôüôçôá åõèýò ðéï êÜôù, ðïõ åßíáé êáé ç ôåëåõôáßá ðïõ áðïìÝíåé.

(ã) Ôñßôç äõíáôüôçôá: ë < 0: Óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ äõíáôüôçôá ç óôáèåñÜ ë õðïôßèåôáé üôé
Ý÷åé áñíçôéêÞ ôéìÞ, ð.÷. ë = −p2 < 0 (ìå ôï p Ýóôù èåôéêÞ óôáèåñÜ: p > 0). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ
ç ÷ùñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.2.16) ðïõ åîåôÜæåôáé áðëïðïéåßôáé ùò åîÞò:

X ′′(x)+ p2X(x) = 0, 0 < x < L. (5.2.34)

Ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ì2+p2 = 0, ðïõ Ý÷åé ôþñá äýï öáíôáóôéêÝò ñßæåò:
ì1, 2 = ±ip ìå i = √−1 (Þ, åíáëëáêôéêÜ, ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace) óõìðåñáßíïõìå
üôé

X(x) = A0eipx + B0e−ipx. (5.2.35)

Óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç ôá A0 êáé B0 ðáñéóôÜíïõí êáé ðÜëé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, áêñéâþò üðùò
åß÷å óõìâåß êáé óôéò äõíáôüôçôåò (á) êáé (â). Ôþñá üìùò Ý÷ïõìå äéáöïñåôéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç: ôçí (5.2.34).

Ó÷åäüí ðÜíôïôå (êáé åäþ öõóéêÜ) åßíáé áíáãêáßï ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò íá ðñïôéìÜ ôç ãñáöÞ
ôçò ðáñáðÜíù ëýóåùò (5.2.35) ìå ôç ÷ñÞóç ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí: ôïõ óõíçìéôüíïõ êáé
ôïõ çìéôüíïõ (áíôß ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò). Ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò áõôÝò óõíáñôÞóåéò
åðáëçèåýïõí ôïõò ôýðïõò

cos z = eiz + e−iz

2
, sin z = eiz − e−iz

2i
. (5.2.36)

Áðü ôïõò ôýðïõò áõôïýò äéáðéóôþíåôáé Üìåóá ç éó÷ýò ôùí ôýðùí ôïõ Euler

eiz = cos z + i sin z, e−iz = cos z − i sin z. (5.2.37)
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ÅðïìÝíùò ç ëýóç (5.2.35) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.34) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé
óôçí áêüëïõèç éóïäýíáìç (êáé ÝíôïíáðñïôéìçôÝá) ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ôçò, äçëáäÞ ìå ôç ÷ñÞóç
ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí áíôß ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò:

X(x) = A cos px + B sin px. (5.2.38)

BÝâáéá óôç ìïñöÞ áõôÞ èÝóáìå Á = Á0 + Â0 êáé B = i(A0 − B0), áëëÜ, áêñéâþò üðùò êáé óôçí
ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç (â), ôïýôï äåí Ý÷åé éäéáßôåñç óçìáóßá.

Áõôü ðïõ Ý÷åé óçìáóßá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé üôé ç óõíÜñôçóç X(x) (ç ÷ùñéêÞ óõ-
íÜñôçóç, ç óõíÜñôçóç ôçò èÝóåùò x) óôç ëýóç u(x, t) ðïõ åðéèõìïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå óôçí
åîåôáæüìåíç åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá åßíáé ðñáãìáôéêÞ. (Áëßìïíï ìÜëéóôá áí
äåí Þôáí: ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, t) ðáñéóôÜíåé ôçí åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôçò
÷ïñäÞò óõíáñôÞóåé ôçò èÝóåùò x êáôÜ ìÞêïò ôçò êáé ôïõ ÷ñüíïõ t. Åßíáé ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç!)
ÅðïìÝíùò ç ìïñöÞ (5.2.35) ôçò ëýóåùò X(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.34) åßíáé ðïëý äý-
ó÷ñçóôç, ãéáôß ðåñéëáìâÜíåé ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç (ìå ïñßóìáôá ±ipx). ¢ñá óôç ëýóç
áõôÞ (5.2.35) ïé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò A0 êáé B0 ðñÝðåé íá åðéëåãïýí óáí êáôÜëëçëåò ìéãáäéêÝò
óôáèåñÝò. Ìüíï Ýôóé èá ðñïêýøåé ôåëéêÜ ðñáãìáôéêÞ ëýóç X(x), ðïõ íá åßíáé êáé áðü öõóé-
êÞò áðüøåùò áðïäåêôÞ óå Ýíá ðñüâëçìá ÷ïñäÞò. Ôïýôï, áí êáé åßíáé åöéêôü, áðáéôåß åíôïýôïéò
êÜðïéá åìðåéñßá, áíôßèåôá ìå ôç ìïñöÞ (5.2.38) ôçò ßäéáò ëýóåùò X(x), ðïõ ïäçãåß Üìåóá óå ðñáã-
ìáôéêÝò ìåñéêÝò (åéäéêÝò) ëýóåéò. Ç óôáèåñÜ p Ý÷åé Þäç õðïôåèåß èåôéêÞ. (Èá ìðïñïýóå âÝâáéá íá
åß÷å õðïôåèåß êáé áñíçôéêÞ.) Áóöáëþò áñêåß ðéá êáé ïé óôáèåñÝò A êáé B óôç ãåíéêÞ ëýóç (5.2.38)
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.34) íá åßíáé êáé áõôÝò ðñáãìáôéêÝò.

B5.2.6. Ïé éäéïôéìÝò êáé ïé éäéïóõíáñôÞóåéò

Óýìöùíá ìå áõôÝò ôéò óêÝøåéò ðåñéïñéæüìáóôå óôç ìïñöÞ (5.2.38) ôçò ëýóåùò X(x). Åðéæç-
ôïýìå êáé ðÜëé (ôþñá üìùò Ý÷ïíôáò åðéëÝîåé ë = −p2 < 0) ôçí ðëÞñùóç ôùí äýï óõíïñéáêþí
óõíèçêþí (5.2.21). (ÅðáíáëáìâÜíåôáé üôé áõôÝò áðëÜ äçëþíïõí óôåñåùìÝíá Üêñá ôçò ÷ïñäÞò:
x = 0 êáé x = L.) Ùò ðñïò ôçí ðëÞñùóç ôùí äýï áõôþí óõíèçêþí (5.2.21) óçìåéþíïõìå üôé åß÷áìå
áðïôý÷åé ôüóï óôçí ðñþôç ðñïóðÜèåéÜ ìáò ìå ôç äõíáôüôçôá (á), Ý÷ïíôáò õðïèÝóåé ë = 0, üóï
êáé êáé óôç äåýôåñç ìå ôç äõíáôüôçôá (â), Ý÷ïíôáò õðïèÝóåé ë > 0. Ìå ôçí ðéï ðÜíù ëýóç (5.2.38)
ãéá ôç ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç X(x) ðñïêýðôåé áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.21) üôé

X(0) = A cos 0+ B sin 0 = A · 1+ B · 0 = Á = 0 
⇒ A = 0, (5.2.39)

X(L) = A cos pL+ B sin pL = B sin pL = 0, (5.2.40)

åðåéäÞ A = 0, üðùò Þäç âñÝèçêå.

¢ñá äýï õðïäõíáôüôçôåò åßíáé ôþñá äéáèÝóéìåò. (i) Ðñþôç õðïäõíáôüôçôá áðïôåëåß ç õðü-
èåóç üôé Â = 0, áêñéâþò üðùò êáé óôéò ðáñáðÜíù äõíáôüôçôåò (á) êáé (â). Ìå ôçí õðüèåóç áõôÞ
äõóôõ÷þò ðñïêýðôåé üôé

A = B = 0 
⇒ X(x) ≡ 0 
⇒ u(x, t) = X(x) T (t) ≡ 0. (5.2.41)

ÊáôáëÞãïõìå åðïìÝíùò êáé ðÜëé óôçí ôåôñéììÝíç êáé ðñïöáíÞ ìçäåíéêÞ ëýóç u(x, t) ≡ 0 ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.1). (ii) Äåýôåñç õðïäõíáôüôçôá áðïôåëåß ç õðüèåóç üôé

sin pL = 0 
⇒ pL = nð 
⇒ p = pn = nð
L

, n = 1, 2, . . . , (5.2.42)

ìå ôï n èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü, Ýôóé þóôå p > 0, üðùò Þäç õðïèÝóáìå óôçí ðáñïýóá äõíáôü-
ôçôá (ã). Ôéò ôéìÝò áõôÝò ôïõ p (ìéá ôéìÞ ãéá êÜèå èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü n) ôéò óõìâïëßæïõìå åýëïãá
ìå pn êáé, üðùò äéáðéóôþóáìå, åßíáé ßóåò ìå nð/L.
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Ìå ôïí ôñüðï áõôü åðéëïãÞò ôùí ôéìþí ôçò èåôéêÞò óôáèåñÜò p, äçëáäÞ óáí

p = pn = nð
L

, n = 1, 2, . . . , (5.2.43)

ðñïóäéïñßæïõìå êáé ôéò áíôßóôïé÷åò åêöñÜóåéò ôùí ëýóåùí X(x) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (5.2.34). Ç åîßóùóç (5.2.34) ðñïÝêõøå áðü ôçí áñ÷éêÞ ìïñöÞ ôçò (5.2.16) Ý÷ïíôáò èÝóåé
ó’ áõôÞ ë = −p2, äçëáäÞ óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò (5.2.43) Ý÷ïíôáò èÝóåé

ë = ën = −p2
n = −

(nð
L

)2
, n = 1, 2, . . . . (5.2.44)

Êáëïýìå Xn(x) ôç ëýóç X(x) ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ìéá ôéìÞ pn Þ óôçí áíôßóôïé÷ç ôéìÞ ën. Ðáßñíïõìå
õðüøç ôç ãåíéêÞ ëýóç (5.2.38), ðïõ óõíïäåýåôáé áðü ôï áðïôÝëåóìá A = 0 áðü ôç ó÷Ýóç (5.2.39).
(Ç ó÷Ýóç áõôÞ (5.2.39) äçëþíåé áðëÜ ôç óôÞñéîç, ôçí áäõíáìßá êéíÞóåùò óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0
ôçò ÷ïñäÞò.) ËáìâÜíïõìå åðßóçò õðüøç êáé ôï ðáñáðÝñá áðïôÝëåóìá p = pn = nð/L áðü ôç
ó÷Ýóç (5.2.42) Þ ôçí (5.2.43). (Ç ó÷Ýóç (5.2.42) äçëþíåé åðßóçò óôÞñéîç, åðïìÝíùò êáé áäõíáìßá
êéíÞóåùò, åðéðëÝïí êáé óôï äåîéü Üêñï x = L ôçò ÷ïñäÞò.) ¢ñá Ý÷ïõìå

×(x) = Xn(x) = Bn sin pnx = Bn sin
nðx
L

, n = 1, 2, . . . . (5.2.45)

Óôéò åêöñÜóåéò áõôÝò ôùí óõíáñôÞóåùí Xn(x) ðÞñáìå ôçí ðñùôïâïõëßá íá äçëþóïõìå ôç óôá-
èåñÜ B óáí Bn. Äåß÷íïõìå Ýôóé üôé ç óôáèåñÜ áõôÞ ìðïñåß íá äéáöÝñåé áðü ìéá óõíÜñôçóç Xn(x)
óå ìéá Üëëç óõíÜñôçóç Xm(x), äçëáäÞ ãéá Üëëç ôéìÞ m �= n ôïõ èåôéêïý áêÝñáéïõ áñéèìïý n. Áõôü
üìùò äåí åßíáé åäþ ôï èÝìá ìå ôç ìåãáëýôåñç óçìáóßá.

To âáóéêü óõìðÝñáóìÜ ìáò áðü ôéò ðáñáðÜíù ìåñéêÝò ëýóåéò Xn(x), ðïõ äßíïíôáé áðü ôïõò
ôýðïõò (5.2.45), åßíáé üôé ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò åðáëçèåýïõí ôüóï ôç ÷ùñéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (5.2.16) üóï êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.21). ÁõôÜ ìðïñïýí íá åðáëçèåõèïýí ðïëý
åýêïëá. (Óçìåéþíåôáé âÝâáéá üôé áõôÜ éó÷ýïõí ãéá ôéò ðñïóäéïñéóèåßóåò ôéìÝò ën ôïõ ë óôéò ó÷Ýóåéò
(5.2.44).) ÐñáãìáôéêÜ

X ′′
n (x)− ënXn(x) = −Bn

(nð
L

)2
sin

nðx
L

+
(nð

L

)2
Bn sin

nðx
L

= 0 (5.2.46)

ùò ðñïò ôçí åðáëÞèåõóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.16). Ôá ðñÜãìáôá åßíáé áêüìç
åõêïëüôåñá ùò ðñïò ôçí åðáëÞèåõóç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.2.21):

Xn(0) = Bn sin
nð · 0

L
= sin 0 = 0, Xn(L) = Bn sin

nðL
L

= sin nð = 0, (5.2.47)

ãéáôß ôï n åßíáé èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò.

Ãéá ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí

X ′′(x)− ëX(x) = 0 
⇒ X ′′(x) = ëX(x), X(0) = X(L) = 0, (5.2.48)

ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå êáé ðïõ ãñÜöåôáé éóïäýíáìá óáí(
d2

dx2
− ë
)
X(x) = 0, X(0) = X(L) = 0, (5.2.49)

ïé åéäéêÝò ôéìÝò ën ôïõ ë ðïõ Þäç âñÝèçêáí: ó÷Ýóåéò (5.2.44) êáëïýíôáé éäéïôéìÝò Þ ÷áñáêôçñé-
óôéêÝò ôéìÝò. Ùò åê ôïýôïõ ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá (5.2.48) êáëåßôáé êáé ðñüâëçìá éäéïôéìþí
Þ ÷áñáêôçñéóôéêþí ôéìþí. Ïé áíôßóôïé÷åò (óôéò éäéïôéìÝò ën) óõíáñôÞóåéò Xn(x) êáëïýíôáé éäéï-
óõíáñôÞóåéò Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò. Åíôïýôïéò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß, üðùò
èá ãßíåé êáëýôåñá êáôáíïçôü óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Â6, íá áðïêáëåß ôéò óõíáñôÞóåéò Xn(x) êáé
éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò (Þ áðëÜ éäéïìïñöÝò) ôçò ðáñïýóáò ÷ïñäÞò. Ï üñïò éäéïìïñöÝò åßíáé
åýëïãïò, ãéáôß ïé óõíáñôÞóåéò Xn(x) äåß÷íïõí ôç ìïñöÞ ôçí ïðïßá ðáßñíåé ç ÷ïñäÞ êáôÜ ôçí êßíçóç
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ôùí óçìåßùí ôçò (áíåîÜñôçôá âÝâáéá áðü ôç ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç T (t)) Ýðåéôá áðü ôï ÷ùñéóìü ôùí
ìåôáâëçôþí (5.2.14) Þ áëëéþò óå ìéá óõãêåêñéìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = t0. Ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþ-
óåùò Xn(x) êáëïýíôáé åðßóçò êáé ôñüðïé ôáëáíôþóåùò. Ôï ãéáôß üìùò ðñüêåéôáé ãéá ôáëÜíôùóç
ôçò ÷ïñäÞò èá åîçãçèåß áìÝóùò ðéï êÜôù.

B5.2.7. Åðßëõóç ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Ìå ãíùóôÝò ôþñá ôéò éäéïôéìÝò ë = ën = −p2
n = −(nð/L)2 (ó÷Ýóåéò (5.2.44)), ìðïñïýìå ðëÝïí

íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ìå óêïðü ôçí åðßëõóç êáé
ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.17), ðïõ áöïñÜ óôç ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç T (t).
Ç åîßóùóç áõôÞ ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

T̈n(t)− ënc2Tn(t) = 0 
⇒ T̈n(t)+
(nðc

L

)2
Tn(t) = 0, n = 1, 2, . . . , (5.2.50)

ãéá ôéò éäéïôéìÝò ën ðïõ Þäç âñÝèçêáí óôéò ó÷Ýóåéò (5.2.44). Ãéá ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(5.2.50) ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p∗(ì) = 0 êáé ôéò ñéæåò ôçò ì1, 2:

p∗(ì) = ì2 +
(nðc

L

)2 = 0 
⇒ ì = ì1, 2 = ± i nðc
L

. (5.2.51)

¸ôóé äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò (áðïëýôùò áíÜëïãá ìå ü,ôé Þäç Ýãéíå óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.2.34))
üôé ïé æçôïýìåíåò óõíáñôÞóåéò Tn(t) äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

Tn(t) = Cn cos
nðct
L

+ Dn sin
nðct
L

, n = 1, 2, . . . . (5.2.52)

Óôïõò ôýðïõò áõôïýò ôá óýìâïëá Cn êáé Dn ðáñéóôÜíïõí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ðïõ èá ðñïóäéï-
ñéóèïýí óôç óõíÝ÷åéá áðü ôéò ìç ïìïãåíåßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3).

Ïé ðéï ðÜíù ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò Tn(t) åßíáé öõóéêÜ áðïäåêôÝò óå ðñüâëçìá ÷ïñäÞò
êáé äçëþíïõí éäéïôáëáíôþóåéò ôçò ÷ïñäÞò ÷ùñßò ÷ñïíéêÞ áýîçóç, áëë’ ïýôå êáé ìåßùóç, ôïõ åýñïõò
ôïõò. ¸ôóé êé áëëéþò äåí õðåéóÝñ÷åôáé áðüóâåóç óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ôçò ÷ïñäÞò (5.2.1) ïýôå âÝâáéá êáé óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (5.2.50).

Óôï óçìåßï áõôü áò ãßíåé ìéá ðáñáôÞñçóç. Ç Þäç áðïññéöèåßóá åðéëïãÞ ë = 0 (ðñþôç äõíáôü-
ôçôá) ãéá ôéò ÷ùñéêÝò óõíáñôÞóåéò X(x) ïäçãåß óôçí áêüëïõèç ó÷åôéêÞ ÷ñïíéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç,
ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.2.17):

T̈ (t) = 0 ìå ãåíéêÞ ëýóç T (t) = Ct + D, t ≥ 0 (ë = 0). (5.2.53)

Óôç ëýóç áõôÞ ôá óýìâïëá C êáé D äçëþíïõí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ¼ìùò ïé óõíáñôÞóåéò T (t)
ãéá ôéò ó÷åôéêÝò ÷ñïíéêÝò ìåôáâïëÝò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t) = X(x) T (t) åßíáé ðñïöáíþò
áðáñÜäåêôåò áðü öõóéêÞò áðüøåùò, åðåéäÞ áõîÜíïõí (êáô’ áðüëõôï ôéìÞ) ìå ôï ÷ñüíï t.

Åíôåëþò áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôçí åðéëïãÞ ë = p2 (äåýôåñç äõíáôüôçôá), ðïõ ïäçãåß óôçí
åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò T (t):

T̈ (t)− p2c2T (t) = 0 ìå ãåíéêÞ ëýóç T (t) = C cosh pct + D sinh pct (ë = p2 > 0). (5.2.54)

Êáé ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò T (t) ãéá ôéò ÷ñïíéêÝò ìåôáâïëÝò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t) =
X(x) T (t) åßíáé åîßóïõ áðáñÜäåêôåò áðüöõóéêÞò áðüøåùò, ãéáôß êáé áõôÝò áõîÜíïõí (êáô’ áðüëõôï
ôéìÞ) ìå ôï ÷ñüíï t.

ÁõôÜ åßíáé åìöáíÞ, åðåéäÞ, åðáíáëáìâÜíåôáé, ðáñïõóéÜæåôáé ôï öõóéêÜ áðáñÜäåêôï öáé-
íüìåíï ôçò êáô’ áðüëõôï ôéìÞ ÷ñïíéêÞò áõîÞóåùò (óå êÜèå èÝóç x = x0 åðß ôçò ÷ïñäÞò) ôçò
óõíáñôÞóåùò u(x, t), äçëáäÞ ôçò åãêÜñóéáò ìåôáôïðßóåùò ôùí óçìåßùí x ôçò ÷ïñäÞò. Ôïýôï äå
äéêáéïëïãåßôáé ìå êáíÝíáí ôñüðï ÷ùñßò ôçí ðáñïõóßá êáôÜëëçëçò åîùôåñéêÞò öïñôßóåùò p(x, t)
åðß ôùí óçìåßùí x ôçò ÷ïñäÞò êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t åßôå êáôáíåìçìÝíçò åßôå óõãêåíôñùìÝíçò.
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Ç ðáñáôÞñçóç áõôÞ áðïôåëåß êáé åðáëÞèåõóç ôïõ ãåãïíüôïò (ôþñá áðü ôçò ÷ñïíéêÞò óêïðéÜò
âÝâáéá) üôé ðñÜãìáôé ïé éäéïôéìÝò ë = ën ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá åßíáé áñíçôéêÝò. ÔåëéêÜ ôï üëï
ðñüâëçìá áðïäåß÷èçêå (ìÝóù ôçò ëýóåùò ìÝ÷ñé ôï ðáñüí óçìåßï) üôé åßíáé ðñüâëçìá éäéïôáëá-
íôþóåùí ôçò ÷ïñäÞò. Êáëýôåñá èá ëÝãáìå üôé åßíáé ðñüâëçìá åëåýèåñùí (ü÷é åîáíáãêáóìÝíùí)
ôáëáíôþóåùí, üðùò èá ãßíåé óáöÝò áìÝóùò ðéï êÜôù, üðïõ èá ëçöèïýí õðüøç êáé ïé áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò (5.2.3).

B5.2.8. ÌåñéêÝò ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

ÌåôÜ ôçí ðáñáðÜíù ðáñáôÞñçóç ðñï÷ùñÜìå óôçí åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí. Ôï ðñüâëçìá áõôü áðïôåëåßôáé: (á) áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (5.2.1) ôçò ôáëáíôïýìåíçò (Þðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò, (â) áðü ôéò äýï óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (5.2.2), ðïõ áöïñïýí óôá óôçñéæüìåíá (óôáèåñÜ) Üêñá ôçò ÷ïñäÞò êáé (ã) áðü ôéò äýï
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3), ðïõ áöïñïýí óôçí áñ÷éêÞ èÝóç f (x) êáé óôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá g(x) ôùí
óçìåßùí x ôçò ÷ïñäÞò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0. Åßíáé Þäç ãíùóôÝò ïé óõíáñôÞóåéò (êáëýôåñá
ïé éäéïóõíáñôÞóåéò) Xn(x) (áðü ôç ëýóç (5.2.45)) êáé Tn(t) (áðü ôç ëýóç (5.2.52)). ÅðïìÝíùò ïé
áíôßóôïé÷åò ëýóåéò

un(x, t) = Xn(x) Tn(t), 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0, (5.2.55)

ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.1) (óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (5.2.5))
ðïõ åðáëçèåýïõí êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.2) (åßíáé êáé áõôÝò ïé ëýóåéò éäéïóõíáñôÞóåéò)
ðáßñíïõí ôç ìïñöÞ

un(x, t) = sin
nðx
L

(
C∗
n cos

nðct
L

+ D∗
n sin

nðct
L

)
, n = 1, 2, . . . . (5.2.56)

Åäþ ç óôáèåñÜ Bn óôç óõíÜñôçóç Xn(x) óôç ëýóç (5.2.45) Ý÷åé åíóùìáôùèåß óôéò óôáèåñÝò Cn

êáé Dn óôç óõíÜñôçóç Tn(t) óôç ëýóç (5.2.52), äçëáäÞ ôÝèçêå

C∗
n = Bn Cn, D∗

n = Bn Dn, n = 1, 2, . . . . (5.2.57)

ÅîÜëëïõ äåí õðÞñ÷å êáíÝíáò ëüãïò áíåîÜñôçôçò ðáñïõóßáò ôçò óôáèåñÜò Bn óôç ëýóç (5.2.56)!

Åýêïëá äéáðéóôþíåôáé üôé ðñáãìáôéêÜ ç óõíÜñôçóç un(x, t) óôç ëýóç (5.2.56) åðáëçèåýåé êáé
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (5.2.1), áëëÜ êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.2) ôçò óôåñåù-
ìÝíçò (óôá äýï Üêñá ôçò åííïåßôáé) ÷ïñäÞò. ÅðïìÝíùò áðïìÝíåé ç ðëÞñùóç ôùí äýï áñ÷éêþí
óõíèçêþí (5.2.3). ÐñÜãìáôé õðÜñ÷ïõí äýï óôáèåñÝò, ïé C∗

n êáé D∗
n, óôç ëýóç (5.2.56), ðïõ èá

öáíïýí éäéáßôåñá ÷ñÞóéìåò ãéá ôï óêïðü áõôü ìå ôïí ôñüðï ðïõ èá åêôåèåß áìÝóùò ðáñáêÜôù.

B5.2.9. ÕðÝñèåóç ôùí ìåñéêþí ëýóåùí

Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé åðßóçò íá ðáñáôçñçèåß üôé ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3)

u(x, 0) = f (x),
∂u
∂t

(x, 0) = g(x), 0 ≤ x ≤ L, (5.2.58)

ðåñéëáìâÜíïõí äýï óõíáñôÞóåéò: (á) ôçí f (x) (áñ÷éêÞ åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç) êáé (â) ôç g(x) (áñ÷éêÞ
åãêÜñóéá ôá÷ýôçôá) üëùí ôùí óçìåßùí x ôçò ÷ïñäÞò. ÅðïìÝíùò äýï ìüíï óôáèåñÝò äåí áñêïýí,
þóôå íá ëçöèïýí ðëÞñùò õðüøç ïé áñ÷éêÝò áõôÝò óõíèÞêåò. ¢ñá åßíáé áíáãêáßï íá ëçöèåß õðüøç
ü÷é ìüíï ìéá ìåñéêÞ ëýóç (éäéïóõíÜñôçóç) un(x, t) (Ýóôù ãéá êÜðïéá èåôéêÞ áêÝñáéá ôéìÞ n = n0),
áëë’ Ýíáò ðëÞñçò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò Üðåéñùí ôÝôïéùí ëýóåùí ôçò ìïñöÞò

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

(
C∗
n cos

nðct
L

+ D∗
n sin

nðct
L

)
sin

nðx
L

. (5.2.59)

¸íáò ôÝôïéïò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ðëçñïß âÝâáéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (5.2.1),
ãéáôß áõôÞ åßíáé ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ðëçñïß üìùò êáé
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ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.2) óôá Üêñá ôçò ÷ïñäÞò, åðåéäÞ êáé áõôÝò åßíáé ïìïãåíåßò. Ôïýôï
ðáñáôçñåßôáé áðëÜ èÝôïíôáò x = 0 êáé x = L óôïí ðéï ðÜíù ôýðï (5.2.59). ¸ãéíå ëïéðüí óôïí
ôýðï áõôü õðÝñèåóç (Þ åðáëëçëßá) Üðåéñùí ìåñéêþí ëýóåùí un(x, t).

¸÷ïõìå ôþñá äéáèÝóéìåò ãéá ôçí ðëÞñùóç ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (5.2.3) ôüóï (á) ôçí áðåéñßá
ôùí ðñïò ôï ðáñüí áõèáßñåôùí óôáèåñþí C∗

n üóï êáé (â) ôçí áðåéñßá ôùí åðßóçò áõèáßñåôùí óôá-
èåñþí D∗

n. ÖõóéêÜ, åýëïãá ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óçìåéþíåé üôé ëÝãïíôáò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò
åííïïýìå ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò, ãéáôß ç åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç u(x, t) ôùí óçìåßùí ôçò ÷ïñäÞò ðñÝ-
ðåé íá åßíáé ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç. Áõèáßñåôåò ìåí óôáèåñÝò, áëëÜ ìÝóá óôï öõóéêü ðåñéâÜëëïí
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óå Ýíá ðñüâëçìá ôáëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò. ÂÝâáéá óå Ýíá
ôÝôïéï ðñüâëçìá êáé ïé óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3) åßíáé áóöáëþò êáé
áõôÝò ðñáãìáôéêÝò êáé áõôü ðñÜãìáôé ïäçãåß óå ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò C∗

n êáé D∗
n.

B5.2.10. ÐëÞñùóç êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí

Ðñïöáíþò, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå, ãéá ôçí ðëÞñùóç êáé ôùí äýï áñ÷éêþí óõíèçêþí (5.2.3)
èá õðïëïãéóèïýí êáôÜëëçëá ïé óôáèåñÝò C∗

n êáé D∗
n óôç ëýóç (5.2.59), ðïõ åßíáé óå ìïñöÞ óåéñÜò.

Ãéá ôï áñ÷éêü ó÷Þìá ôçò ÷ïñäÞò f (x) (áñ÷éêÝò åãêÜñóéåò ìåôáôïðßóåéò ôùí óçìåßùí ôçò) èÝôïõìå
áðëÜ t = 0 óôç ëýóç (5.2.59) (óçìåéþíïíôáò üôé cos 0 = 1 êáé sin 0 = 0). Ôüôå ðñïêýðôåé

u(x, 0) =
∞∑
n=1

C∗
n sin

nðx
L

= f (x). (5.2.60)

Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôþñá ôùí óôáèåñþí C∗
n èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áðëÜ ôç ãíùóôÞ Ýêöñáóç

ôïõ áíáðôýãìáôïò ìéáò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò h(x) óå çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier óôï äéÜóôçìá [0, L]

h(x) =
∞∑
n=1

bn sin
nðx
L

, 0 ≤ x ≤ L. (5.2.61)

Óôçí Ýêöñáóç áõôÞ ïé óõíôåëåóôÝò bn (n = 1, 2, . . . ) ðñïóäéïñßæïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

bn = 2
L

∫ L

0
h(x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . . (5.2.62)

¸ôóé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ôïõ áíáðôýãìáôïò (5.2.60) ãéá ôï áñ÷éêü ó÷Þìá ôçò ÷ïñäÞò ìå ãíùóôÞ
ôç óõíÜñôçóç f (x) ðñïóäéïñßæïõìå ôïõò óõíôåëåóôÝò C∗

n âÜóåé ôùí áíôßóôïé÷ùí ôýðùí

C∗
n = 2

L

∫ L

0
f (x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . . (5.2.63)

¹äç áðïìÝíåé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç ãéá ôçí åãêÜñóéá áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá g(x) ôùí óçìåßùí ôçò
÷ïñäÞò (ç äåýôåñç áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3)). Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðáñáãùãßæïõìå ùò
ðñïò ôï ÷ñüíï t (ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò) ôç ó÷åäüí ôåëéêÞ ëýóç (5.2.59). ¸ôóé âñßóêïõìå åýêïëá ãéá
ôçí ôá÷ýôçôá (áêñéâÝóôåñá ôçí åãêÜñóéá ôá÷ýôçôá) ôùí óçìåßùí x ôçò ÷ïñäÞò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t
ôç ó÷Ýóç

∂u(x, t)
∂t

=
∞∑
n=1

∂un(x, t)
∂t

=
∞∑
n=1

nðc
L

(
−C∗

n sin
nðct
L

+ D∗
n cos

nðct
L

)
sin

nðx
L

. (5.2.64)

ÂÝâáéá óôç ó÷Ýóç áõôÞ (5.2.64) ïé óõíôåëåóôÝò C∗
n åßíáé Þäç ãíùóôïß áðü ôéò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò

(5.2.63). ÈÝôïíôáò ôþñá t = 0 óôç ó÷Ýóç (5.2.64), âñßóêïõìå ãéá ôçí áñ÷éêÞ åãêÜñóéá ôá÷ý-
ôçôá g(x) üôé

∂u
∂t

(x, 0) =
∞∑
n=1

nðc
L

D∗
n sin

nðx
L

=
∞∑
n=1

D̂∗
n sin

nðx
L

= g(x), (5.2.65)

üðïõ ïé íÝïé óõíôåëåóôÝò D̂∗
n ïñßóèçêáí ðñïöáíþò ùò åîÞò:

D̂∗
n =

nðc
L

D∗
n 
⇒ D∗

n =
L

nðc
D̂∗

n . (5.2.66)
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Ç ó÷Ýóç (5.2.65) åßíáé åêöñáóìÝíç ìå ôïõò íÝïõò óõíôåëåóôÝò D̂∗
n. Åßíáé åðßóçò áðüëõôá

áíÜëïãç ìå ôçí (5.2.60) ãéá ôo áñ÷éêü ó÷Þìá f (x) ôçò ÷ïñäÞò. ÅðïìÝíùò ç ó÷Ýóç áõôÞ (5.2.65) ìáò
åðéôñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå ôïõò Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò D̂∗

n åðßóçò óáí óõíôåëåóôÝò çìéôïíéêÞò
óåéñÜò Fourier âÜóåé ôùí ôýðùí (5.2.62) êáé ðÜëé. Ôþñá üìùò Ý÷ïõìå óôï äåîéü ìÝëïò ôç ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç g(x) ôùí áñ÷éêþí ôá÷õôÞôùí ôùí óçìåßùí ôçò ÷ïñäÞò. ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé

D̂∗
n =

2
L

∫ L

0
g(x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . . (5.2.67)

Ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò (5.2.67) åßíáé áðüëõôááíÜëïãåò ôùíó÷Ýóåùí (5.2.63) êáé ìÜëéóôá (áêñéâþò üðùò
êáé ïé (5.2.63)) ðáßñíïíôáò ôéò ðëçñïöïñßåò ôïõò (ìÝóù ôçò ïëïêëçñþóåùò) êáôÜ ìÞêïò ïëüêëçñçò
ôçò ôáëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò [0, L]. Ôïýôï éó÷ýåé óå üëåò ôéò óåéñÝò Fourier, üðùò
åßíáé êáé ïé ðáñïýóåò çìéôïíéêÝò óåéñÝò Fourier. Áíôßèåôá ïé óåéñÝò Taylor äçìéïõñãïýíôáé ìå âÜóç
ðëçñïöïñßåò áðü Ýíá ìüíï óçìåßï x = x0 ãéá ôç óõíÜñôçóç êáé ôéò ðáñáãþãïõò ôçò. ¢ñá ïé óåéñÝò
Fourier ãåíéêÜ ðëåïíåêôïýí ôùí óåéñþí Taylor óôï óçìåßï áõôü.

Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äåýôåñùí áðü ôéò ó÷Ýóåéò (5.2.66) åðéóôñÝöïõìå ôþñááðü ôïõò âïçèçôéêïýò
óõíôåëåóôÝò D̂∗

n óôïõò áñ÷éêïýò óõíôåëåóôÝò D∗
n ôùí ôýðùí (5.2.59) êáé (5.2.64). ¸ôóé áðëÜ

ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ôéò ó÷Ýóåéò (5.2.67) åðß L/(nðc) âñßóêïõìå üôé

D∗
n =

2
nðc

∫ L

0
g(x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . . (5.2.68)

Ôï ðáñüí ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò åßíáé Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ áðï-
ôåëåßôáé: (á) áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (5.2.1) (ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç
ôïõ êýìáôïò Þ åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò), (â) áðü ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.2.2) óôá äýï Üêñá
x = 0 êáé x = L ôçò ÷ïñäÞò êáé (ã) áðü ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.3) ãéá t = 0. Ï ôåëéêüò
ôýðïò ãéá ôç ëýóç u(x, t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý åßíáé ï ôýðïò (5.2.59). Õðåíèõìßæïõìå üôé ïé
óõíôåëåóôÝò C∗

n êáé D∗
n óôïí ôýðï áõôü (5.2.59) ðñïóäéïñßæïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò (5.2.63) êáé

(5.2.68) áíôßóôïé÷á, ðïõ ðñïÝêõøáí ìå ôç ÷ñÞóç çìéôïíéêþí óåéñþí Fourier.

B5.2.11. ÅðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò

Ç åðáëÞèåõóç ôïõ ôåëéêïý áõôïý ôýðïõ (5.2.59) åßíáé åíôåëþò Üìåóç ùò ðñïò ôéò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (ãé’ áõôü êáé ÷ñçóéìïðïéÞèçêå êáôÜëëçëç çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier ùò ðñïò ôç èÝóç x).
Åßíáé åðßóçò ðïëý åýêïëç ùò ðñïò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Åíôïýôïéò áðáéôåß ôéò áíáãêáßåò ìåñéêÝò
ðáñáãùãßóåéò (äçëáäÞ ôïí õðïëïãéóìü ôùí äåõôÝñùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ùò ðñïò ôç èÝóç x êáé
ôï ÷ñüíï t) ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôçò ßäéáò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.1). ÐñÜãìáôé, ðáñáãùãß-
æïíôáò ôç ëýóç (5.2.59) äýï öïñÝò ùò ðñïò ôç èÝóç x, âñßóêïõìå åýêïëá üôé

∂2u(x, t)
∂x2

= −
(ð
L

)2 ∞∑
n=1

n2

(
C∗
n cos

nðct
L

+ D∗
n sin

nðct
L

)
sin

nðx
L

. (5.2.69)

ÁíÜëïãá ìå äýï ðáñáãùãßóåéò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t âñßóêïõìå åîßóïõ åýêïëá üôé

∂2u(x, t)
∂t2

= −
(ðc

L

)2 ∞∑
n=1

n2

(
C∗
n cos

nðct
L

+ D∗
n sin

nðct
L

)
sin

nðx
L

. (5.2.70)

ÁíôéêáôÜóôáóç áõôþí ôùí äåýôåñùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ôáëáíôïý-
ìåíçò (ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò (5.2.1) ìáò âåâáéþíåé Üìåóá ãéá ôçí éó÷ý ôçò, üðùò äéáðéóôþíïõìå
áìÝóùò. Áðïôåëåß åðßóçò ìåñéêÞ åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò (5.2.59) ðïõ âñÝèçêå ãéá ôçí åãêÜñóéá
ìåôáôüðéóç u(x, t) ôùí óçìåßùí x ôçò ÷ïñäÞò (0 ≤ x ≤ L) êÜèå èåôéêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t (t ≥ 0).

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óå ìéá äåýôåñç (êáé åîßóïõ êëáóéêÞ) åöáñìïãÞ ôçò ôüóï ÷ñÞóéìçò
ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí: óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò.
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B5.3. ÅÖÁÑÌÏÃÇ ÓÔÇ ÌÏÍÏÄÉÁÓÔÁÔÇ ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÇÓ ÄÉÁ×ÕÓÅÙÓ

B5.3.1. Ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí

Óáí äåýôåñï ðáñÜäåéãìá ôùí äõíáôïôÞôùí ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (Þ
ôùí ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí), èá ôçí åöáñìüóïõìå óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò.
Ðéï óõãêåêñéìÝíá èá ìåëåôÞóïõìå ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò (Þ ìå-
ôáöïñÜò èåñìüôçôáò):

∂2u
∂x2

= 1
a2

∂u
∂t

, u = u(x, t), (5.3.1)

Ýóôù êáôÜ ìÞêïò ôïß÷ïõ ðÜ÷ïõò L ìå 0 ≤ x ≤ L êáé ìå äõíáôüôçôá ìåôáäüóåùò ôçò èåñìüôçôáò
ìüíï êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá x êáôÜ ôï ðÜ÷ïò ôïõ ôïß÷ïõ. ÕðïèÝôïõìå äçëáäÞ ôïí ôïß÷ï
íá åêôåßíåôáé ðñïóåããéóôéêÜ óôï Üðåéñï êáôÜ ôéò äéåõèýíóåéò ôùí áîüíùí Oy êáé Oz. Ióïäýíáìo
ðñüâëçìá åßíáé åêåßíï ôçò ëåðôÞò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ìÞêïõò L, áëëÜ ìå ðëÞñç ðëåõñéêÞ ìüíùóç,
þóôå ç ìåôÜäïóç ôçò èåñìüôçôáò íá ãßíåôáé ìüíï êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá Ox. Ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (5.3.1) åßíáé öõóéêÜ ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
äåõôÝñáò ôÜîåùò (äåýôåñç ðáñÜãùãïò ùò ðñïò ôç èÝóç x óôï áñéóôåñü ìÝëïò êáé ðñþôç ðáñÜ-
ãùãïò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t óôï äåîéü ìÝëïò) êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: 1 êáé 1/a2. Ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ó’ áõôÞí ðáñéóôÜíåé ôç èåñìïêñáóßá u = u(x, t) óå êÜèå óçìåßï x ôïõ ôïß÷ïõ ðïõ
åîåôÜæïõìå (0 < x < L) êáé ãéá êÜèå èåôéêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t (t > 0).

¼ðùò Þäç åßäáìå óôçí ÐáñÜãñáöï Â1.3.2ã, ðñüêåéôáé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðáñáâïëéêïý
ôýðïõ. Ç ïõóéáóôéêÞ äéáöïñÜ ôçò áðü ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ åäþ åîßóùóç
ôçò ÷ïñäÞò) (5.2.1), ôçí ïðïßá åîåôÜóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â5.2, åßíáé ç ýðáñîç ôþñá
ðñþôçò ÷ñïíéêÞò ðáñáãþãïõ (óôï äåîéü ìÝëïò) áíôß äåõôÝñáò ÷ñïíéêÞò ðáñáãþãïõ, ðïõ åß÷áìå
óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (5.2.1). Ùò ðñïò ôç èåôéêÞ óôáèåñÜ a2 (õðïèÝôïíôáò êáé
üôé a > 0), áõôÞ ðñïóäéïñßæåôáé öõóéêÜ ùò

a2 = ê = K
óñ

. (5.3.2)

ÏóõíôåëåóôÞò ê êáëåßôáéóõíôåëåóôÞòìåôáäüóåùò ôçò èåñìüôçôáò. Åðßóçò ôïóýìâïëï Ê äçëþíåé
ôç èåñìéêÞ áãùãéìüôçôá, ôï óýìâïëï ó ôçí åéäéêÞ èåñìüôçôá êáé ôï óýìâïëï ñ ôçí ðõêíüôçôá
ôïõ õëéêïý ôïõ ôïß÷ïõ, ðïõ áóöáëþò õðïôßèåôáé üôé åßíáé ïìïãåíÞò.

Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìåôáäüóåùò ôçò èåñìüôçôáò óôï ðáñüí ìïíïäéÜóôáôï ðñüâëçìá
ôïß÷ïõ óõíïäåýåôáé áðü äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôéò åðßðåäåò åðéöÜíåéåò x = 0 êáé x = L
ôïõ ôïß÷ïõ. Ïé óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò èåùñïýíôáé ïìïãåíåßò (áöïñïýí óå ìçäåíéêÝò èåñìï-
êñáóßåò) êáé åßíáé ïé åîÞò:

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0. (5.3.3)

ÊáôÜ óõíÝðåéá êáé ïé äýï åðéöÜíåéåò ôïõ ôïß÷ïõ x = 0 êáé x = L âñßóêïíôáé óå ìçäåíéêÞ èåñìï-
êñáóßá êÜèå èåôéêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t > 0. Ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé åßíáé
áóöáëþò ïé áðëïýóôåñåò äõíáôÝò. Óçìåéþíåôáé üôé áðüöõóéêÞò áðüøåùò åßíáé åýëïãï íá Ý÷ïõìå
äéáèÝóéìåò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, ãéáôß ï åîåôáæüìåíïò ôïß÷ïò Ý÷åé äýï åðéöÜíåéåò: ôçí x = 0
êáé ôçí x = L. ÁëëÜ êáé áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò åßíáé åýëïãç ç ýðáñîç äýï óõíïñéáêþí óõí-
èçêþí, ãéáôß ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò (5.3.1) ðåñéëáìâÜíåé
äåýôåñç ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôç èÝóç x êáôÜ ôï ðÜ÷ïò ôïõ ôïß÷ïõ.

ÐÝñáí ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.3.3) Ý÷ïõìå åðßóçò äéáèÝóéìç êáé ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç:
áõôÞ ãéá ôçí áñ÷éêÞ èåñìïêñáóßá f (x) óôá óçìåßá x ôïõ ôïß÷ïõ, äçëáäÞ

u(x, 0) = f (x), 0 ≤ x ≤ L. (5.3.4)
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Êáé ç áñ÷éêÞ áõôÞ óõíèÞêç åßíáé áíáãêáßá áðü öõóéêÞò áðüøåùò, åðåéäÞ ðñÝðåé íá îÝñïõìå
ôçí áñ÷éêÞ èåñìïêñáóßá f (x) êáôÜ ôï ðÜ÷ïò ôïõ ôïß÷ïõ óôï ðáñüí ìïíïäéÜóôáôï ðñüâëçìá ìå-
ôáäüóåùò èåñìüôçôáò. ÁëëÜ êáé áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò åßíáé åîßóïõ áíáãêáßá, ãéáôß ç ìï-
íïäéÜóôáôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò (ôçò äéá÷ýóåùò ãåíéêüôåñá) (5.3.1)
ðåñéëáìâÜíåé ðñþôç ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t.

B5.3.2. ×ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí êáé ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí (5.3.1), (5.3.3)
êáé (5.3.4) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ðÜëé ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (Þ ôùí ÷ù-
ñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí). Ôï ßäéï áêñéâþò êÜíáìå Þäç êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â5.2 ãéá ôç
ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (ôçí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò) (5.2.1), ðïõ åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ
åîßóùóç õðåñâïëéêïý ôýðïõ (ÐáñÜãñáöïò Â1.3.2â). Áíôßèåôá ç ðáñïýóá ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç
ôçò äéá÷ýóåùò (Þ, åí ðñïêåéìÝíù, ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò) (5.3.1) åßíáé ðáñáâïëéêïý ôýðïõ
(ÐáñÜãñáöïò Â1.3.2ã). Ç äéáöïñÜ áõôÞ óôïí ôýðï ôçò åîéóþóåùò èá åðçñåÜóåé óçìáíôéêÜ ôç
ëýóç ðïõ èá âñïýìå ùò ðñïò ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâïëÞ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t) ôïõ ðñï-
âëÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå. ÓõãêåêñéìÝíá óôçí åíüôçôá áõôÞ äå èá äéáðéóôùèåß êáìßá ôáëÜíôùóç
Þ äéÜäïóç êýìáôïò. ÊáôÜ ôá õðüëïéðá ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí åßíáé ïõóéáóôéêÜ
ç ßäéá êáé óôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ ôçò êáé óôçí ðáñïýóá ùò ðñïò ôç ìåèïäïëïãßá ðïõ èá
áêïëïõèçèåß. Áõôü èá ìáò äþóåé ôçí åõêáéñßá íá åßìáóôå êÜðùò ôá÷ýôåñïé êáé ëåêôéêÜ êÜðùò
ëéôüôåñïé óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ óå óýãêñéóç ìå åêåßíç ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Â.5.2.

¸ôóé óôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí èåùñïýìå ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, t)
êáé ðÜëé üôé

u(x, t) = X(x) T (t). (5.3.5)

Ôþñá âÝâáéá ç Üãíùóôç áõôÞ óõíÜñôçóç u(x, t) ðáñéóôÜíåé ôç èåñìïêñáóßá (èåñìïêñáóéáêÞ êá-
ôáíïìÞ) êáôÜ ôï ðÜ÷ïò ôïõ ôïß÷ïõ (0 ≤ x ≤ L) ãéá êÜèå èåôéêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t > 0. Áíôßèåôá óôçí
ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ðïõ åê
ðñïèÝóåùò åß÷å äçëùèåß ìå ôï ßäéï áêñéâþò óýìâïëï u(x, t)) ðáñßóôáíå ôçí åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç
êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò ðïõ åîåôÜóèçêå åêåß êáé ðÜëé ãéá êÜèå èåôéêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t > 0.

Åêôåëïýìå ôþñá äýï ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò ôçò ó÷Ýóåùò (5.3.5) ùò ðñïò ôç èÝóç x. Åðßóçò ìéá
ìåñéêÞ ðáñáãþãéóç ôçò ßäéáò ó÷Ýóåùò (5.3.5) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t (ìå ôç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï íá äç-
ëþíåôáé ìå ôåëåßá êáé ðÜëé, ü÷é ìå ïîåßá). Áíôéêáèéóôþíôáò êáé ôéò äýï áõôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
óôçí ðáñïýóá ìïíïäéÜóôáôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.3.1), âñßóêïõìå üôé

X ′′(x) T (t) = 1
a2

X(x) Ṫ (t). (5.3.6)

Äéáéñþíôáò ôþñá ìå ôï ãéíüìåíï X(x) T (t) (õðïèÝôïíôáò üôé äåí åßíáé ìçäÝí), Ý÷ïõìå ðëÝïí
åðéôý÷åé ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí (ôç èÝóç x áðü ôï ÷ñüíï t) ùò åîÞò:

X ′′(x)
X(x)

= 1
a2

Ṫ (t)
T (t)

= ë. (5.3.7)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ (5.3.7) ôï óýìâïëï ë äçëþíåé ðñïöáíþò ìéá óôáèåñÜ, åðåéäÞ äå ìðïñåß íá åîáñ-
ôÜôáé áðü ôç èÝóç x, ãéáôß ôï äåýôåñï êëÜóìá: (1/a2)(Ṫ (t)/T (t)), ìå ôï ïðïßï ç ðïóüôçôá ë åßíáé ßóç,
äåí åîáñôÜôáé áðü ôç èÝóç x. ÅðéðëÝïí äå ìðïñåß íá åîáñôÜôáé ïýôå êáé áðü ôï ÷ñüíï t, åðåéäÞ ôï
ðñþôï êëÜóìá: X ′′(x)/X(x), ìå ôï ïðïßï ç ßäéá ðïóüôçôá ë åßíáé åðßóçò ßóç, äåí åîáñôÜôáé áðü ôï
÷ñüíï t. ¢ñá ìüíç äõíáôüôçôá ãéá ôçí ðïóüôçôá ë áðïôåëåß ç áíåîáñôçóßá ôçò êáé áðü ôç èÝóç x
(êáôÜ ôï ðÜ÷ïò ôïõ ôïß÷ïõ) êáé áðü ôï ÷ñüíï t. ÅðïìÝíùò ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá ìéá óôáèåñÜ.

Äéáóðïýìå ôþñá ôç äéðëÞ éóüôçôá (5.3.7) óå äýï ÷ùñéóôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé ìÜëéóôá
ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ç ðñþôç åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò (ùò ðñïò
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ôç èÝóç x), åßíáé ç ÷ùñéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç

X ′′(x)− ëX(x) = 0, 0 < x < L. (5.3.8)

Ç äåýôåñç åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t), åßíáé ç ÷ñïíéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç

Ṫ (t)− ëa2T (t) = 0, t > 0. (5.3.9)

B5.3.3. Åðßëõóç ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Èá îåêéíÞóïõìå ôçí åðßëõóç áðü ôç ÷ùñéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.3.8), ãéáôß áõôÞ
óõíïäåýåôáé áðü ôéò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.3.3), äçëáäÞ ìçäåíéêÝò èåñìïêñáóßåò êáé
óôéò äýï åðéöÜíåéåò x = 0 êáé x = L ôïõ ôïß÷ïõ. Ç åñãáóßá åßíáé åíôåëþò áíÜëïãç ìå åêåßíç ðïõ
åêèÝóáìå óôçí åöáñìïãÞ ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Â5.2 ãéá ôçí ôáëáíôïýìåíç (Þ ðáëëüìåíç)
÷ïñäÞ. Äéáðéóôþíïõìå üôé ãéá ôç äõíáôüôçôá åõñÝóåùò ìç ôáõôïôéêÜ ìçäåíéêÞò ëýóåùò u(x, t)
(äçëáäÞ æçôþíôáò u(x, t) �≡ 0) åßíáé áíáãêáßï íá áðáéôÞóïõìå óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(5.3.8) íá éó÷ýïõí ïé óõíèÞêåò

X(0) = X(L) = 0. (5.3.10)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü èá éó÷ýïõí ïé áñ÷éêÜ ïñéóèåßóåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.3.3).

Ðñï÷ùñÜìå óôç ó÷åôéêÞ äéåñåýíçóç ãéá ôéò äõíáôÝò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò ë: (á) ìçäåíéêÞ: ë = 0,
(â) èåôéêÞ: ë > 0 Þ (ã) áñíçôéêÞ: ë < 0. Ïäçãïýìáóôå Ýôóé åýêïëá êáé ðÜëé (åíôåëþò áíÜëïãá ìå
ôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ óôï ðñüâëçìá ôçò ôáëáíôïýìåíçò Þ ðáëëüìåíçò ÷ïñäÞò) óôéò åîÞò
ôñåéò äéáðéóôþóåéò: (á) Ç ðñþôç äõíáôüôçôá: ë = 0 ìå ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.3.8)
ôçí

X(x) = Ax + B (5.3.11)

ïäçãåß óôçí ôåôñéììÝíç ëýóç X(x) ≡ 0 ëüãù ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.3.10). (â) Ôï ßäéï áêñéâþò
óõìâáßíåé êáé ãéá ôç äåýôåñç äõíáôüôçôá: ë = p2 > 0 (ìå p > 0) ìå õðåñâïëéêÞ (åíáëëáêôéêÜ
åêèåôéêÞ) ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ðïõ óõìðßðôåé ìå ôçí (5.2.30)), ôç ëýóç

×(x) = Á cosh px + B sinh px. (5.3.12)

(ã) ÅðïìÝíùò ìüíç åöéêôÞ äõíáôüôçôá åßíáé ç ôñßôç: ë = −p2 < 0 (ìå p > 0), áêñéâþò üðùò
êáé óôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ, ìå ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.3.8) (ðïõ
óõìðßðôåé ìå ôçí (5.2.38)) ôçí

×(x) = Á cos px + B sin px. (5.3.13)

Ç ëýóç áõôÞ åßíáé êáé ç ðñáãìáôéêÜ áðïäåêôÞ, ãéáôß åßíáé ðéá äõíáôÞ ç ðëÞñùóç ôùí óõíïñéáêþí
óõíèçêþí (5.3.3) ìå áðáßôçóç ëüãù ôùí ïõóéáóôéêÜ éóïäýíáìùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.3.10)
íá éó÷ýåé

X(0) = A = 0, X(L) = A cos pL+ B sin pL = B sin pL = 0. (5.3.14)

Áðïöåýãïíôáò ôþñá ôç ìçäåíéêÞ ëýóç (äçëáäÞ õðïèÝôïíôáò üôé B �= 0), Ý÷ïõìå ôéò åîÞò
áðïäåêôÝò ôéìÝò p = pn ôçò èåôéêÞò óôáèåñÜò p:

sin pL = 0 
⇒ pL = nð 
⇒ p = pn = nð
L

, n = 1, 2, . . . . (5.3.15)

Ïé ôéìÝò áõôÝò p = pn ìçäåíßæïõí ôçí çìéôïíéêÞ Ýêöñáóç sin pL óôéò ó÷Ýóåéò (5.3.14) êáé åðéôñÝðïõí
Ýôóé ôçí ðëÞñùóç êáé ôùí äýï óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.3.3) (ôåëéêÜ (5.3.10)) óôï ðáñüí ðñüâëçìá
ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò. ÅðïìÝíùò ïé éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò) ë = ën óôï ðáñüí
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ðñüâëçìá äßíïíôáé êáé ðÜëé (áêñéâþò üðùò êáé óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò ðïõ åîåôÜóèçêå óôçí
ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â5.2, ó÷Ýóåéò (5.2.44)) áðü ôïõò ôýðïõò

ë = ën = −p2
n = −

(nð
L

)2
, n = 1, 2, . . . . (5.3.16)

¢ñá ç ëýóç X(x) ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí (5.3.8) êáé (5.3.10) ðïõ åîåôÜæïõìå Ý÷åé
êáé ðÜëé (ëüãù ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò ëýóåùò (5.3.13) êáé ôùí ó÷Ýóåùí (5.3.14)) ôçí åîÞò ìïñöÞ,
ðïõ åßíáé áíÜëïãç ôçò (5.2.45):

X(x) = Xn(x) = sin
nðx
L

, n = 1, 2, . . . . (5.3.17)

Ìå âÜóç ôïí ôñüðï óõëëïãéóìïý ðïõ Ý÷åé åêôåèåß óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â5.2 óôç ìïñöÞ
áõôÞ (5.3.17) ôçò ëýóåùò ðÞñáìå ìÜëéóôá ôçí ðñùôïâïõëßá íá ðáñáëåßøïõìå ôç óôáèåñÜ Bn.
ÈåùñÞóáìå Ýôóé êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï üôé ç óôáèåñÜ Bn åíóùìáôþíåôáé óôç óôáèåñÜ Cn ðïõ
èá ðñïêýøåé êáôÜ ôçí åýñåóç ôçò áíôßóôïé÷çò ÷ñïíéêÞò óõíáñôÞóåùò Tn(t) áðü ôç äåýôåñç, ôç
÷ñïíéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.3.9). Äåí åßíáé áíÜãêç íá Ý÷ïõìå ôï ãéíüìåíï Bn Cn äýï
óôáèåñþí: ôùí Bn êáé Cn óôç ìåñéêÞ ëýóç un(x, t) ðïõ èÝëïõìå íá âñïýìå. Ç óôáèåñÜ Cn áñêåß!
Áóöáëþò, åéäéêÜ óôï ðáñüí ðñüâëçìá, êáé ç óôáèåñÜ Bn èá áñêïýóå. ÅíáëëáêôéêÜ èá ìðïñïý-
óáìå íá áöÞóïõìå ôç óôáèåñÜ Bn íá åßíáé ðáñïýóá óôç ëýóç (5.3.17), áëëÜ êáé ôçí áíôßóôïé÷ç
óôáèåñÜ Cn óôçí áíôßóôïé÷ç ëýóç Tn(t) ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.3.9). Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ óôï ãéíüìåíï un(x, t) = Xn(x) Tn(t) èá åß÷áìå ôç äõíáôüôçôá íá èÝóïõìå C∗

n = Bn Cn

áíÜëïãá ìå ü,ôé åðéëÝîáìå íá êÜíïõìå óôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò
(ó÷Ýóåéò (5.2.57)).

Åäþ âÝâáéá, óôï ìïíïäéÜóôáôï ðñüâëçìá ôçò äéá÷ýóåùò, ç êáôÜóôáóç åßíáé óáöþò áðëïý-
óôåñç. Åßíáé áðëïýóôåñç, åðåéäÞ ç ÷ñïíéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.3.9) åßíáé ðñþôçò
ôÜîåùò. (¢ñá ç ëýóç ôçò ðåñéÝ÷åé ìéá ìüíï óôáèåñÜ Cn.) Áíôßèåôá ç áêñéâþò áíôßóôïé÷ç óõíÞèçò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò (ç åîßóùóç (5.2.50)) Þôáí äåõôÝñáò ôÜîåùò. ¢ñá ç
ëýóç ôçò üöåéëå íá ðåñéÝ÷åé äýï óôáèåñÝò: ôéò Cn êáé Dn êáé ðñáãìáôéêÜ áõôü åß÷å óõìâåß óôçí
ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â5.2 óôç ëýóç (5.2.52). ÓõìðåñáóìáôéêÜ åäþ åðéëÝîáìå íá åíóùìáôþóïõìå
ôéò óôáèåñÝò Bn óôéò áíôßóôïé÷åò óôáèåñÝò Cn êáé íá ìçí ôéò åìöáíßóïõìå óôç ëýóç (5.3.17).

Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé óôéò éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò) ën, ðïõ äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò
(5.3.16), áíôéóôïé÷ïýí ïé éäéïóõíáñôÞóåéò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò) Xn(x), ðïõ äßíïíôáé áðü
ôïõò ôýðïõò (5.3.17). Ïé éäéïóõíáñôÞóåéò áõôÝò Xn(x) ðëçñïýí êáé ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(5.3.8) (ãéá ë = ën áóöáëþò), áëëÜ êáé ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.3.10) óôéò äýï åðéöÜíåéåò
x = 0 êáé x = L ôïõ ôïß÷ïõ.

Áò ðñïóèÝóïõìå üôé Þôáí ðñÜãìáôé áöÝëåéá, áëë’ Ýãéíå ãéá åêðáéäåõôéêïýò ëüãïõò, íá åîåôÜ-
óïõìå êáé ôéò äõíáôüôçôåò ìçäåíéêÞò êáé èåôéêÞò ôéìÞò ôçò óôáèåñÜò ë. ¸ðñåðå åîáñ÷Þò íá åß÷áìå
áðïêëåéóôéêÜ óôñáöåß óôçí áñíçôéêÞ ôéìÞ ë = −p2 ôçò óôáèåñÜò áõôÞò. Ôïýôï éó÷ýåé, ãéáôß êáé
ç ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç (5.3.11) áëëÜ êáé ç õðåñâïëéêïý ôýðïõ óõíÜñôçóç (5.3.12) åßíáé áðïëý-
ôùò áäýíáôï íá ìçäåíßæïíôáé ôáõôü÷ñïíá óå äýï óçìåßá: óôéò äýï åðéöÜíåéåò x = 0 êáé x = L
óôïí ôïß÷ï ðïõ åîåôÜæïõìå. Ôïõò ìçäåíéóìïýò áõôïýò ôïõò áðáéôïýí ïé äýï ïìïãåíåßò óõíïñéá-
êÝò óõíèÞêåò (5.3.3) Þ, êáëýôåñá, (5.3.10). Êáôáñ÷Þí ùò ðñïò ôç ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç (5.3.11),
ôïýôï åßíáé áóöáëþò ðñïöáíÝò: ìéá åõèåßá ãñáììÞ ðïõ ðåñíÜåé áðü äýï óçìåßá ôïõ Üîïíá Ox
óõìðßðôåé ìå ôïí Üîïíá áõôü, åßíáé ç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç. ÁöåôÝñïõ ùò ðñïò ôçí õðåñâïëéêïý
ôýðïõ óõíÜñôçóç (5.3.12), ðñüêåéôáé ðÜëé ãéá ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ôï
ìåí õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï cosh z åßíáé óõíå÷þò èåôéêü (ìå åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôï 1 ãéá z = 0), ôï äå
õðåñâïëéêü çìßôïíï sinh z ðïõ áðïìÝíåé ìçäåíßæåôáé ìüíï ãéá z = 0. Áíôßèåôá ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò
óõíáñôÞóåéò cos z êáé sin z Ý÷ïõí áðåéñßá ðñáãìáôéêþí ñéæþí. ¢ñá åßíáé ïé êáôÜëëçëåò óõíáñôÞ-
óåéò óôï ðáñüí ðñüâëçìá ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò, áêñéâþò üðùò õðÞñîáí êáé óôï ðñüâëçìá
ôçò ÷ïñäÞò õðü ïìïãåíåßò (ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, áêñéâþò üðùò ïé ðáñïýóåò (5.3.3) Þ
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ìÜëëïí (5.3.10). ÊáôÜ óõíÝðåéá ç äõíáôüôçôá (ã) (áñíçôéêÞ ôéìÞ ôïõ ë: ë = −p2 < 0) èá Ýðñåðå
íá åß÷å åðéëåãåß åîáñ÷Þò óôï ðáñüí ðñüâëçìá ÷ùñßò éäéáßôåñá ëåðôïìåñÞ äéåñåýíçóç.

B5.3.4. Åðßëõóç ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åðßëõóç êáé ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (5.3.9)

Ṫ (t)− ëa2T (t) = 0, t > 0, (5.3.18)

ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí x êáé t.
Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñü óõ-
íôåëåóôÞ: ôï−ëa2. Ç åîßóùóç áõôÞ ìðïñåß íá ëõèåß Üìåóá, ð.÷. ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò

p1(ì) = ì− ëa2 = 0 
⇒ ì = ì1 = ëa2 (5.3.19)

ìå ìéá ìüíï ñßæá: ôç ì1 = ëa2. Ôüôå ç ëýóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò åßíáé

T (t) = C eì1t = C eëa
2t ≡ C exp (ëa2t), t ≥ 0, (5.3.20)

ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ exp ãéá ôç óõíÞèç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç: exp y ≡ ey).

Áò äéáêüøïõìå êáé ðÜëé ðñïò óôéãìÞ ôïõò õðïëïãéóìïýò ìáò êáé áò ðáñáôçñÞóïõìå ôç ëýóç
(5.3.20), ðïõ ìüëéò ðñïóäéïñßóáìå, ãéá ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâïëÞ T (t) ôçò èåñìïêñáóßáò u = u(x, t)
óå êÜðïéï óçìåßï x = x0 êáôÜ ôï ðÜ÷ïò ôïõ ôïß÷ïõ ðïõ åîåôÜæïõìå: 0 ≤ x ≤ L. Ôß ðñÝðåé
íá ðáñáôçñÞóåé Üìåóá ï êÜèå Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò; ÁðëÜ üôé, åÜí áðü áâëåøßá ç óôáèåñÜ ë
õðïôåèåß èåôéêÞ, ôüôå ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ (áóöáëþò óùóôÜ) ðáñïõóéÜæåôáé óôç ëýóç
áõôÞ T (t) ïäçãåß óå ìéá åîáéñåôéêÜ ãñÞãïñç áýîçóç ôçò èåñìïêñáóßáò u óôï óçìåßï x = x0 ðïõ
èåùñïýìå ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ t ðñïò ôï óõí Üðåéñï (+∞), åÜí ç óôáèåñÜ C åßíáé èåôéêÞ.
(Áò èõìçèïýìå êáé ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò exp x ≡ ex ãéá èåôéêÝò
ôéìÝò ôçò ìåôáâëçôÞò x.) ÁíÜëïãá ðáñïõóéÜæåôáé ôá÷åßá ìåßùóç ðñïò ôï ðëçí Üðåéñï (−∞), åÜí
ç óôáèåñÜ C åßíáé áñíçôéêÞ. Êáé ïé äýï áõôïß áðåéñéóìïß (ðñïò ôï óõí Þ ôï ðëçí Üðåéñï) åßíáé
áðïëýôùò áðáñÜäåêôïé áðü öõóéêÞò áðüøåùò. Ôïýôï éó÷ýåé éäßùò ìÜëéóôá åðåéäÞ ïé åðéöÜíåéåò
x = 0 êáé x = L ôïõ ôïß÷ïõ äéáôçñïýíôáé óå ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá u = 0 åîáéôßáò ôùí óõíïñéáêþí
óõíèçêþí (5.3.3). Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò (5.3.3) åýëïãá ðñïóäïêÜôáé üôé ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ
÷ñüíïõ t ç èåñìïêñáóßá u óå êÜèå óçìåßï x = x0 êáôÜ ôï ðÜ÷ïò ôïõ ôïß÷ïõ ðñÝðåé êáé áõôÞ íá
ôåßíåé óôï ìçäÝí. Ïýôå íá ôåßíåé óôï óõí Üðåéñï, áëë’ ïýôå êáé óôï ðëçí Üðåéñï. Êáé óôéò äýï
áõôÝò ðåñéðôþóåéò ðáñáâéÜæåôáé êáôÜ ôï ÷åéñüôåñï ôñüðï ç áñ÷Þ äéáôçñÞóåùò ôçò åíåñãåßáò
ëüãù ôçò ðáñïõóßáò ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò exp (ëa2t) óôçí ëýóç T (t) ðïõ âñÞêáìå.

Áðåíáíôßáò, åÜí ç óôáèåñÜ ë åßíáé áñíçôéêÞ: ë = −p2 < 0, üðùò Þäç äéáðéóôþèçêå êáé ñçôÜ
åêöñÜóèçêå ìÝóù ôùí ó÷Ýóåùí (5.3.16), ç ëýóç T (t) = C eëa

2t ðïõðñïóäéïñßóèçêå ôåßíåé óôï ìçäÝí
ãéá t → ∞. Ôïýôï áíáìåíüôáí öõóéêÜ âÜóåé ôùí óõëëïãéóìþí ðïõ êÜíáìå. Ìå Üëëá ëüãéá ôï
üôé ç óôáèåñÜ ë ðñÝðåé íá åßíáé áñíçôéêÞ äåí áðïôåëåß ìüíï «÷ùñéêÞ» áðáßôçóç ôùí óõíïñéáêþí
óõíèçêþí (5.3.3) (ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá u = 0 êáé óôéò äýï ìÜëéóôá åðéöÜíåéåò x = 0 êáé x = L
ôïõ ôïß÷ïõ). Áðïôåëåß ôáõôü÷ñïíá ìå áíåîÜñôçôï ôñüðï óêÝøåùò êáé «÷ñïíéêÞ» áðáßôçóç, þóôå
íá ìçí ðáñáâéáóèåß ç áñ÷Þ äéáôçñÞóåùò ôçò åíåñãåßáò.

ÁíÜëïãá âÝâáéá éó÷ýïõí êáé ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò ôáëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò óôçí
ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â5.2. Ìüíï ðïõ åêåß ç Ýêöñáóç ôçò ÷ñïíéêÞò óõíáñôÞóåùò T (t), ó÷Ýóåéò
(5.2.52), åßíáé ëßãï óõíèåôüôåñç (ìå äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Cn êáé Dn ó’ áõôÞí). ÐÜíôùò êáé åêåß
ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå ëýóç ôñéãùíïìåôñéêïý ôýðïõ T (t) (üðùò êáé Þäç ðñáãìáôéêÜ äéáðéóôþóáìå) êáé
ü÷é õðåñâïëéêïý ôýðïõ. Ìéá ëýóç õðåñâïëéêïý ôýðïõ èá ðáñáâßáæå êáé áõôÞ ôçí áñ÷Þ äéáôç-
ñÞóåùò ôçò åíåñãåßáò, ôçò ìç÷áíéêÞò åíåñãåßáò âÝâáéá óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò ðïõ åîåôÜæáìå.
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Áò åßíáé åðïìÝíùò ðñïóåêôéêüò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Þ, ìÜëëïí, áò óêÝðôåôáé üôé ìðïñåß ìåñéêÝò
öïñÝò íá äéåñåõíÜ êáé áðü öõóéêÞò áðüøåùò ôïõò ìáèçìáôéêïýò óõëëïãéóìïýò ôïõ êáé íá åëÝã÷åé
ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí õðïëïãéóìþí ôïõ êáé ìå öõóéêÝò óêÝøåéò.

B5.3.5. Ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

ÌåôÜ ôçí ðéï ðÜíù ðáñáôÞñçóç, áò ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìá-
ôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí. Ïé éäéïôéìÝò ë = ën = −p2

n = −(nð/L)2 Þäç ðñïóäéïñßóèçêáí
êáé äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò (5.3.16). ÅðïìÝíùò ç ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç T (t), ðïõ Þäç âñÝèçêå óôç
ëýóç (5.3.20), ðáßñíåé ôçí åîÞò ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ:

Tn(t) = Cn exp
[
−
(anð

L

)2
t
]
, t ≥ 0, n = 1, 2, . . . , ìå exp y ≡ ey , (5.3.21)

ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞóåéò Tn(t).

¢ñá ïé ìåñéêÝò ëýóåéò (ïé éäéïóõíáñôÞóåéò) un(x, t) ôçò ðáñïýóáò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò
ôçò äéá÷ýóåùò (5.3.1) ðáßñíïõí ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí x (ãéá ôç
èÝóç) êáé t (ãéá ôï ÷ñüíï) óôç ó÷Ýóç (5.3.5) ôç ìïñöÞ

un(x, t) = Xn(x) Tn(t) = Cn sin
nðx
L

exp
[
−
(anð

L

)2
t
]
, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0, n = 1, 2, . . . . (5.3.22)

(Óçìåéþíåôáé üôé åäþ ç äéÜ÷õóç áöïñÜ óå èåñìéêÞ äéÜ÷õóç, ñïÞ, ìåôáöïñÜ, ìåôÜäïóç èåñìü-
ôçôáò.) Óôç ìïñöÞ áõôÞ (5.3.22) ðÞñáìå õðüøç ôéò ëýóåéò (5.3.17) êáé (5.3.21) ðïõ âñÝèçêáí
ðéï ðÜíù ôùí ó÷åôéêþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ÷ùñéêÝò, Xn(x), êáé
÷ñïíéêÝò, Tn(t), óõíáñôÞóåéò. Õðåíèõìßæåôáé üôé ïé ó÷åôéêÝò óôáèåñÝò Bn ôùí ÷ùñéêþí ëýóåùí
Xn(x) ïõóéáóôéêÜ åíóùìáôþèçêáí óôéò áíôßóôïé÷åò óôáèåñÝò Cn ôùí ÷ñïíéêþí ëýóåùí Tn(t). ¸ôóé
áðïöåýãåôáé ç ðáñïõóßá ãéíïìÝíùí BnCn, ðïõ Ýôóé êé áëëéþò äåí åîõðçñåôïýí êáíÝíá óêïðü.

Ïé ðáñáðÜíù ëýóåéò un(x, t) ðñïöáíþò åðáëçèåýïõí ôéò ïìïãåíåßò (ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (5.3.3). Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ, üðùò åýêïëá ðáñáôçñïýìå,

un(0, t) = un(L, t) = 0, t ≥ 0. (5.3.23)

Åðáëçèåýïõí åðßóçò êáé ôçí ßäéá ôç ìïíïäéÜóôáôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò
äéá÷ýóåùò (5.3.1). Ôïýôï óõìâáßíåé, åðåéäÞ, üðùò åýêïëá äéáðéóôþíåôáé ìå ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò
óôéò ëýóåéò (5.3.22),

∂2un(x, t)
∂x2

= X ′′
n (x) Tn(t) = −Cn

(nð
L

)2
sin

nðx
L

exp
[
−
(anð

L

)2
t
]
, n = 1, 2, . . . (5.3.24)

(åðáíáëáìâÜíåôáé ìå exp y ≡ ey) êáé åðßóçò

∂un(x, t)
∂t

= Xn(x) Ṫn(t) = −Cn

(anð
L

)2
sin

nðx
L

exp
[
−
(anð

L

)2
t
]
, n = 1, 2, . . . . (5.3.25)

ÅðïìÝíùò ðñïöáíþò åðáëçèåýåôáé ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (åäþ ôçò èåñìéêÞò áãùãéìüôçôáò)
(5.3.1), üðùò äéáðéóôþíåôáé Üìåóá.

Ôï ìüíï ðïõ áðïìÝíåé ðéá åßíáé ç ðëÞñùóç êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (5.3.4) ãéá t = 0: ãíùóôÞ
áñ÷éêÞ èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ, áðëïýóôåñá áñ÷éêÞ èåñìïêñáóßá, f (x) óôïí ôïß÷ï ðïõ åîåôÜ-
æïõìå åäþ ìå 0 ≤ x ≤ L. Ðñïò ôï óêïðü áõôü ìßá ìüíï éäéïóõíÜñôçóç un(x, t) ðñïöáíþò äåí
áñêåß, áí êáé, üðùò äéáðéóôþóáìå ðñïçãïõìÝíùò, åßíáé åðáñêÞò ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò
äéá÷ýóåùò (5.3.1) êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.3.3). Åßìáóôå åðïìÝíùò áíáãêáóìÝíïé êé åäþ,
áêñéâþò üðùò êáé óôçí åîßóùóç ôçò ôáëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò óôçí ðñïçãïýìåíç
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Åíüôçôá Â5.2 (êáé ãåíéêüôåñá ó÷åäüí óå êÜèå åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëç-
ôþí), íá äå÷èïýìå Üèñïéóìá Üðåéñùí éäéïóõíáñôÞóåùí un(x, t). ¸÷ïõìå åðïìÝíùò óåéñÜ u(x, t)
ôÝôïéùí éäéïóõíáñôÞóåùí un(x, t) (ìå ôï äåßêôç n áðü 1 Ýùò Üðåéñï) ôçò ìïñöÞò

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

Cn sin
nðx
L

exp
[
−
(anð

L

)2
t
]
, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0. (5.3.26)

¸ôóé ðåôõ÷áßíïõìå ôçí ðëÞñùóç êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (5.3.4) êáé, åðïìÝíùò, ôçí ðëÞñç
åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò. Ðñïöáíþò êáé ç óõíÜñôçóç áõôÞ
u(x, t) åßíáé ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (5.3.1) (ôçò åîéóþóåùò ôçò
äéá÷ýóåùò). Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò, üðïõ éó÷ýåé ç áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ ôçò åðáëëçëßáò) ëýóåùí (5.1.2). Åðßóçò ç
ßäéá óõíÜñôçóç u(x, t) ðëçñïß êáé ôéò ïìïãåíåßò (ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.3.3).

B5.3.6. ÐëÞñùóç êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò

Ôþñá óôï ôåëéêü óôÜäéï ôçò üëçò äéáäéêáóßáò ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí x êáé t èá ðñïóäéïñß-
óïõìå êáôÜëëçëá ôéò óôáèåñÝò Cn óôçí ðáñáðÜíù ëýóç (5.3.26), þóôå íá ðëçñïýôáé êáé ç áñ÷éêÞ
óõíèÞêç (áñ÷éêÞ èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ f (x)) (5.3.4). ÈÝôïíôáò t = 0 óôçí õðü ìïñöÞ óåéñÜò
ëýóç (5.3.26), ðáßñíïõìå

u(x, 0) =
∞∑
n=1

Cn sin
nðx
L

= f (x) (5.3.27)

(åðåéäÞ e0 = 1) ìå ãíùóôÞ ôç óõíÜñôçóç f (x) áðü ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (5.3.4). ÅðïìÝíùò ïé óôá-
èåñÝò Cn ðñÝðåé íá åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò ôçò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò
f (x) óôï äéÜóôçìá [0, L]. (Óçìåéþíåôáé üôé ôïýôï éó÷ýåé êáé åäþ áíÜëïãá ìå ôï ðñüâëçìá ôçò ôáëá-
íôïýìåíçò ÷ïñäÞò óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â5.2, ìüíï ðïõ åêåß åß÷áìå äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò:
ôéò (5.2.3) ãéá ôéò áñ÷éêÝò ìåôáôïðßóåéò f (x) êáé ôéò ó÷åôéêÝò ôá÷ýôçôåò g(x), åíþ åäþ Ý÷ïõìå ìüíï
ìßá: ôçí (5.3.4).) ÖõóéêÜ åäþ ôï äéÜóôçìá [0, L] áöïñÜ ôþñá óôï ðÜ÷ïò ôïõ ôïß÷ïõ, êáôÜ ôï ïðïßï
æçôïýìå íá âñïýìå ôç èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ u(x, t) óå êÜèå óçìåßï x (0 ≤ x ≤ L) êáé ãéá êÜèå
èåôéêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t (t > 0). ¢ñá, ìå âÜóç ôï ãíùóôü ôýðï ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò çìéôïíéêþí
óåéñþí Fourier óôï âáóéêü äéÜóôçìá [0, L], áðü ôç ó÷Ýóç (5.3.27) (ðïõ éó÷ýåé ãéá t = 0) ðñïêýðôåé

Cn = 2
L

∫ L

0
f (x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2 . . . . (5.3.28)

Ïé ôýðïé áõôïß åßíáé áðïëýôùò áíÜëïãïé ìå ôïõò ôýðïõò (5.2.63) óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â5.2.

ÅðïìÝíùò ìå ãíùóôÞ ôç óõíÜñôçóç f (x) êáé ìå õðïëïãéóìü ôùí ðáñáðÜíù ïëïêëçñùìÜôùí
(5.3.28) õðïëïãßæïíôáé ïé óõíôåëåóôÝò Cn. (Ï õðïëïãéóìüò ôùí ïëïêëçñùìÜôùí áõôþí åßíáé êÜôé
ðïõ èåùñåßôáé ãíùóôü êáé åöéêôü. ÓõíÞèùò ãßíåôáé áíáëõôéêÜ ìå ôï ÷Ýñé Þ ìå ôç âïÞèåéá êáé ôïõ
õðïëïãéóôÞ. ÌåñéêÝò öïñÝò üìùò, óå äýóêïëåò ðåñéðôþóåéò, ðñï÷ùñÜìå óå áñéèìçôéêü õðïëï-
ãéóìü ôùí ïëïêëçñùìÜôùí ìå ôç ÷ñÞóç áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.) Ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò Cn

ðñïóäéïñéóìÝíïõò ç ëýóç ôïõ üëïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôç èåñìï-
êñáóéáêÞ êáôáíïìÞ u(x, t) óôïí ôïß÷ï ðïõ åîåôÜæïõìå äßíåôáé áðü ôïí ôåëéêü ôýðï (5.3.26).

Áíïßãïíôáò ìéá ìéêñÞ ðáñÝíèåóç óôïõò ìáèçìáôéêïýò õðïëïãéóìïýò, áò óçìåéþóïõìå üôé áðü
öõóéêÞò áðüøåùò ç ëýóç (5.3.26) åßíáé áðüëõôá áðïäåêôÞ. Êáôáñ÷Þí ç ëýóç áõôÞ (5.3.26) åðáëç-
èåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.3.1). Åðáëçèåýåé åðßóçò ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (5.3.4)
(ìå ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (5.3.28) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò Cn) êáé ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.3.3).
Åßíáé åðßóçò óçìáíôéêü ôï üôé ç ëýóç áõôÞ (5.3.26) ìáò äåß÷íåé üôé ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ t ç
èåñìïêñáóßá u(x, t) óôïí ôïß÷ï (êáôÜ ôï ðÜ÷ïò x ôïõ ôïß÷ïõ) èá öèÜóåé ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ ÷ñü-
íïõ t (êáèþò t → ∞) ôç èåñìïêñáóßá ôùí äýï åðéöáíåéþí ôïõ ôïß÷ïõ x = 0 êáé x = L. Èá öèÜóåé
äçëáäÞ ôç ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá u = 0. (Áõôü åßíáé ðñïöáíÝò, åðåéäÞ ï åêèåôéêüò üñïò óõíå÷þò
ìåéþíåôáé, ãéáôß limz→∞ e−z = 0.) Ôïýôï åßíáé áðüëõôá åýëïãï áðü öõóéêÞò áðüøåùò, åðåéäÞ
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ç èåñìïêñáóßá óå Ýíá ìÝóïí ìåôáâÜëëåôáé ÷ñïíéêÜ óå Ýíá óçìåßï ìå ôÝôïéï ôñüðï, þóôå íá åîé-
óïññïðïýíôáé ìå ôï ÷ñüíï ïé õðÜñ÷ïõóåò èåñìïêñáóéáêÝò äéáöïñÝò. Åðßóçò óôçí åîåôáæüìåíç
ðåñßðôùóç äåí õðÜñ÷åé êáìßá ðçãÞ èåñìüôçôáò (èåôéêÞ Þ áñíçôéêÞ, ãéá ðáñáãùãÞ Þ áðþëåéá
èåñìüôçôáò áíôßóôïé÷á) ìÝóá óôïí ôïß÷ï ðïõ èåùñïýìå. ÅÜí õðÞñ÷å, ôüôå ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (5.3.1) èá Þôáí äéáöïñåôéêÞ, óõãêåêñéìÝíá èá Þôáí ìç ïìïãåíÞò, Ýôóé þóôå
ç ó÷åôéêÞ ðçãÞ (Þ ðçãÝò) èåñìüôçôáò íá åß÷å (åß÷áí) ëçöèåß êáé áõôÝò êáôÜëëçëá õðüøç.

B5.4. ÅÖÁÑÌÏÃÇ ÓÔÇ ÄÉÄÉÁÓÔÁÔÇ ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÏÕ LAPLACE

B5.4.1. Ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace

Óáí ôñßôï ðáñÜäåéãìá åöáñìïãÞò ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (Þ ôùí ÷ùñéæü-
ìåíùí ìåôáâëçôþí) èá åîåôÜóïõìå ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace óôï åðßðåäï Oxy. Ïðùò
Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé óôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.1, ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace åßíáé ìéá êëá-
óéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ¸÷åé ôç ìïñöÞ

∇2u ≡ ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 ìå u = u(x, y). (5.4.1)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ôï óýìâïëï ∇2 ðáñéóôÜíåé ôïí åîÞò äéáöïñéêü ôåëåóôÞ:

∇2 ≡ ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
. (5.4.2)

Ï ôåëåóôÞò áõôüò äçëþíåôáé ìåñéêÝò öïñÝò êáé ìå ôï éóïäýíáìï óýìâïëï Ä, äçëáäÞ Ä ≡ ∇2.

Ç åîßóùóç (5.4.1) åßíáé êáé ðÜëé ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç u = u(x, y). ÁíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ïé x êáé y. Ïé äýï áõôÝò ìåôáâëçôÝò
áíáöÝñïíôáé óôï åðßðåäï Oxy óôéò äýï äéáóôÜóåéò: åßíáé ïé ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x êáé y.
Ìå ôçí Ýííïéá áõôÞ ç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) åßíáé êÜðùò äéáöïñåôéêÞ áðü ôç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôïõ êýìáôïò êáé ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, ðïõ åîåôÜóèçêáí óôéò äýï
ðñïçãïýìåíåò Åíüôçôåò Â5.2 êáé Â5.3 áíôßóôïé÷á. Áõôü óõìâáßíåé, ãéáôß ïé åîéóþóåéò åêåßíåò åêôüò
áðü ôç èÝóç x óôï ÷þñï, ðñþôç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, åß÷áí êáé ôï ÷ñüíï t óáí äåýôåñç áíå-
îÜñôçôç ìåôáâëçôÞ. Áíôßèåôá ç ðáñïýóá åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) áíáöÝñåôáé ìüíï óôï ÷þñï,
óõãêåêñéìÝíá åäþ óôï åðßðåäï Oxy, äçëáäÞ óå óôáôéêÜ öáéíüìåíá, éóïäýíáìá óå ìüíéìåò (äçëáäÞ
ìç ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíåò) êáôáóôÜóåéò. Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1)
èá ìðïñïýóå ßóùò íá áðïêëçèåß (êáé ìåñéêÝò öïñÝò, ü÷é üìùò ðïëëÝò, ðñáãìáôéêÜ áðïêáëåßôáé)
êáé áñìïíéêÞ åîßóùóç êáô’ áíáëïãßá ìå ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç Ä2u ≡ ∇4u = 0. ÂÝâáéá êÜèå ëýóç
u = u(x, y) ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (5.4.1) (áóöáëþò ìå Ä u ≡ ∇2u = 0) êáëåßôáé (óå üëá ôá
óõããñÜììáôá) áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.

ÐñÝðåé åðßóçò íá ôïíéóèåß üôé, åíþ ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (5.2.1) åßíáé õðåñ-
âïëéêïý ôýðïõ êáé ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.3.1) åßíáé ðáñáâïëéêïý ôýðïõ, ç äé-
äéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) åßíáé åëëåéðôéêïý ôýðïõ (ÐáñÜãñáöïò Â1.3.2).

B5.4.2. ×ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí êáé ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Èá åðé÷åéñÞóïõìå ôþñá ôçí åðßëõóç ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (5.4.1) ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Ç üëç äéáäéêáóßá åßíáé ïõóéáóôéêÜ áíÜëïãç ìå åêåßíç ðïõ
Þäç áêïëïõèÞèçêå óôéò äýï ðñïçãïýìåíåò Åíüôçôåò Â5.2 êáé Â5.3 ãéá ôéò ìïíïäéÜóôáôåò åîéóþóåéò
ôïõ êýìáôïò êáé ôçò äéá÷ýóåùòáíôßóôïé÷á. Óýìöùíáìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí
èåùñïýìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, y) óáí ãéíüìåíï ìéáò óõíáñôÞóåùò X(x) ôçò (÷ùñéêÞò)
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ìåôáâëçôÞò x åðß ìéá óõíÜñôçóç Y (y) ôçò (åðßóçò ÷ùñéêÞò) ìåôáâëçôÞò y. ÕðïèÝôïõìå äçëáäÞ üôé

u(x, y) = X(x)Y (y). (5.4.3)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü äéáðéóôþíïõìå üôé ç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

∂2
(
X(x)Y (y)

)
∂x2

+ ∂2
(
X(x)Y (y)

)
∂y2

= 0 
⇒ X ′′(x)Y (y)+ X(x)Y ′′(y) = 0. (5.4.4)

ÕðïèÝôïõìå óôç óõíÝ÷åéá ôï ãéíüìåíï X(x)Y (y) óõíå÷þò äéÜöïñï ôïõ ìçäåíüò êáé äéáéñïýìå ìå
ôï ãéíüìåíï áõôü. Ðåôõ÷áßíïõìå Ýôóé ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí x êáé y. Ðéï óõãêåêñéìÝíá

X ′′(x)
X(x)

+ Y ′′(y)
Y (y)

= 0 
⇒ X ′′(x)
X(x)

= − Y ′′(y)
Y (y)

(5.4.5)

êáé ôåëéêÜ
X ′′(x)
X(x)

= − Y ′′(y)
Y (y)

= ë. (5.4.6)

Áðïëýôùò áíÜëïãá ìå ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò Åíüôçôåò Â5.2 êáé Â5.3 ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï âïçèç-
ôéêü óýìâïëï ë ãéá ôá äýï ßóá (üðùò Þäç äéáðéóôþóáìå) ðçëßêá X ′′(x)/X(x) êáé −Y ′′(y)/Y (y).

ÅÜí ôï ë (õðïèåôéêÜ) åîáñôéüôáí áðü ôï x, äçëáäÞ åÜí ë = ë(x), ôüôå áðü ôéò åîéóþóåéò (5.4.6)
èá ðñïÝêõðôå áìÝóùò üôé

− Y ′′(y)
Y (y)

= ë(x). (5.4.7)

Ôïýôï åßíáé üìùò Üôïðï, åðåéäÞ ôï áñéóôåñü ìÝëïò åìöáíßæåôáé êáôáñ÷Þí íá åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ
y, åíþ ôï äåîéü ìÝëïò óõíÜñôçóç ôïõ x. ÁíÜëïãá, åÜí ôï ë åîáñôéüôáí (ðÜëé õðïèåôéêÜ) áðü ôï y,
äçëáäÞ åÜí ë = ë(y), êáé ðÜëé áðü ôéò åîéóþóåéò (5.4.6) èá ðñïÝêõðôå üôé

X ′′(x)
X(x)

= ë(y), (5.4.8)

ðïõ ãéá áíÜëïãï ëüãï åßíáé åðßóçò Üôïðï. ¢ñá ç ìïíáäéêÞ äõíáôüôçôá ðïõ ìáò áðïìÝíåé ãéá ôçí
ðïóüôçôá ë åßíáé íá åßíáé óôáèåñÜ: ïýôå óõíÜñôçóç ôïõ x, áëë’ ïýôå êáé ôïõ y.

Êáé ìå Üëëç, ðáñáðëÞóéá áéôéïëüãçóç, ðáñáãùãßæïíôáò ôç äåýôåñç åîßóùóç (5.4.5) ùò ðñïò x
êáé åýëïãá ðñïôéìþíôáò ãéá ôçí ðáñÜãùãï óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç ôï óýìâïëï d áðü ôï ∂,
äéáðéóôþíïõìå üôé

d
dx

(
X ′′(x)
X(x)

)
= 0. (5.4.9)

Áõôü éó÷ýåé, ãéáôß ç ðáñÜãùãïò ùò ðñïò x ôïõ äåîéïý êëÜóìáôïò ôçò äåýôåñçò åîéóþóåùò (5.4.5)
åßíáé ðñïöáíþò ìçäÝí. Ç ó÷Ýóç (5.4.9) åßíáé ìéá ðïëý óôïé÷åéþäçò óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ðñþôçò ôÜîåùò ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí Ù(x) = X ′′(x)/X(x) êáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôçí x.
¢ñá, ïëïêëçñþíïíôáò ôç ó÷Ýóç (5.4.9) (åííïåßôáé ùò ðñïò x), äéáðéóôþíïõìå üôé

Ù(x) = ë 
⇒ X ′′(x)
X(x)

= ë (5.4.10)

ìå ôï ë áõèáßñåôç óôáèåñÜ. ÅðïìÝíùò, ëüãù êáé ôçò åîéóþóåùò (5.4.5), ðñïêýðôåé ç åîßóùóç
(5.4.6). Åíôåëþò áíÜëïãç åñãáóßá ìðïñåß íá ãßíåé êáé ìå âÜóç ôï ëüãï Ù∗(y) = −Y ′′(y)/Y (y).

Ôï ôåëéêü óõìðÝñáóìá åßíáé êáé ðÜëé óáöÝò: ç ðïóüôçôá ë óôéò åîéóþóåéò (5.4.6) åßíáé óôá-
èåñÜ. Ðéï óõãêåêñéìÝíá äåí õðÜñ÷åé Üëëç äõíáôüôçôá ãéá ìéá óõíÜñôçóç ôçò áíåîÜñôçôçò ìå-
ôáâëçôÞò x: ôç óõíÜñôçóç Ù(x) = X ′′(x)/X(x) íá åßíáé åê ôáõôüôçôïò (äçëáäÞ ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ
x) ßóç ìå ìéá óõíÜñôçóç ôçò Üëëçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò y (êáé ìÜëéóôá ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ y):
ôç óõíÜñôçóç Ù∗(y) = −Y ′′y)/Y (y). Áðü ’äþ êáé ðÝñá ï áíáãíþóôçò Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èá
èåùñåßôáé åîïéêåéùìÝíïò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí äß÷ùò Üëëåò ëåðôïìåñåßò
åðåîçãÞóåéò ôçò äéáäéêáóßáò áõôÞò, ðïõ åßíáé ôüóï ìá ôüóï êëáóéêÞ óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
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ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò! Ïé åðåîçãÞóåéò ðïõ äüèçêáí êéíäõíåýïõí Þäç íá èåùñçèïýí éäéáßôåñá
åðáíáëçðôéêÝò.

×ñçóéìïðïéÞóáìå ðéï ðÜíù ôéò åîéóþóåéò (5.4.6) êáé ôç âïçèçôéêÞ óôáèåñÜ ë, ôç óôáèåñÜ
äéá÷ùñéóìïý, ó’ áõôÝò. Êáôïñèþóáìå Ýôóé íá áíáãÜãïõìå ìå ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí x êáé y ôç
äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1), ðïõ åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
äåõôÝñáò ôÜîåùò, óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åðßóçò äåõôÝñáò ôÜîåùò. Ïé óõíÞèåéò
áõôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñïêýðôïõí Üìåóá áðü ôéò ó÷Ýóåéò (5.4.6) êáé åßíáé ïé áêüëïõèåò:

X ′′(x)− ëX(x) = 0 (5.4.11)
êáé

Y ′′(y)+ ëY (y) = 0. (5.4.12)

Ç óôáèåñÜ ë åßíáé ìåí áõèáßñåôç, áëë’ åßíáé ç ßäéá êáé óôéò äýï áõôÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.4.11) êáé (5.4.12). Óçìåéþíïõìå åðßóçò ôç äéáöïñÜ ðñïóÞìïõ ðñéí
áðü ôï ë óôá áñéóôåñÜ ìÝëç áõôþí ôùí äýï óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ãéá öõóéêïýò
ëüãïõò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò áíáöÝñåôáé óõíÞèùò óå ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò, üðùò åßíáé,
ð.÷., ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, y) óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1). Èá ðñÝðåé
åðïìÝíùò ç óôáèåñÜ ë íá åßíáé êáé áõôÞ ðñáãìáôéêÞ, þóôå êáé ïé äýï óõíáñôÞóåéò X(x) êáé Y (y)
íá ìðïñïýí íá åßíáé êáôáñ÷Þí ðñáãìáôéêÝò. Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ôåëéêÜ êáé ôï ãéíüìåíü ôïõò

u(x, y) = X(x)Y (y) (5.4.13)

èá åßíáé êáé áõôü ìéá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç.

B5.4.3. Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ëßãï ðáñáêÜôù óôçí åðßëõóç ôùí äýï ôüóï áðëþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (5.4.11) êáé (5.4.12), óôéò ïðïßåò êáôáëÞîáìå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëç-
ôþí x êáé y: ó÷Ýóç (5.4.13) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, y). Ðñïçãïýìåíùò üìùò êáëü åßíáé
íá êáèïñßóïõìå ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí ôï ïðïßï Ý÷ïõìå ôçí ðñüèåóç íá åðéëýóïõìå,
äçëáäÞ ôçí ðåñéï÷Þ (ôï ÷ùñßï)D ôïõ åðéðÝäïõOxy óôçí ïðïßá èá åñãáóèïýìå. ÐñÝðåé åðßóçò íá
êáèïñßóïõìå êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï óýíïñï C ≡ ∂D ôçò ðåñéï÷Þò áõôÞòD. Óçìåéþíïõìå
åðßóçò üôé ôï óýìâïëï ∂D äçëþíåé áðëÜ ôï óýíïñï C ôçò ðåñéï÷Þò D.

×Üñéí áðëüôçôáò óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ, óáí ðåñéï÷ÞD èåùñïýìå ôçí ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ
0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b (ìå ôá a êáé b èåôéêÝò óôáèåñÝò), éóïäýíáìá ôçí ðåñéï÷Þ [0, a] × [0, b].
Ç ðåñéï÷Þ áõôÞ D ìáò äéåõêïëýíåé åîáéñåôéêÜ óôï Ýñãï ìáò ôçò åðéëýóåùò ôùí óõíÞèùí äéáöïñé-
êþí åîéóþóåùí (5.4.11) êáé (5.4.12). Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ôï äéÜóôçìá [0, a] ãéá ôç ìåôáâëçôÞ x
åßíáé óõãêåêñéìÝíï (óôáèåñü), üôáí ìåôáâÜëëåôáé ôï y, äçëáäÞ äåí åîáñôÜôáé áðü ôç ìåôáâëçôÞ y.
ÁíÜëïãá êáé ôï äéÜóôçìá [0, b] ãéá ôç ìåôáâëçôÞ y åßíáé êáé áõôü óõãêåêñéìÝíï (óôáèåñü), üôáí
ìåôáâÜëëåôáé ôï x, äçëáäÞ äåí åîáñôÜôáé áðü ôç ìåôáâëçôÞ x.

Ôþñá ùò ðñïò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï óýíïñï C ≡ ∂D ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D,
èåùñïýìå üôé ãíùñßæïõìå óôï óýíïñï áõôü ôéò ôéìÝò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u = u(x, y).
¸íá ôÝôïéï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace, äçëáäÞ ìå ãíùóôÝò ôéò
ôéìÝò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u óôï óýíïñï C ôçò ðåñéï÷Þò D, êáëåßôáé ðñüâëçìá Dirichlet,
üðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôï ÊåöÜëáéï Â1. Áíôßèåôá, åÜí Þóáí ãíùóôÝò ïé ôéìÝò ∂u/∂n ôçò
ðáñáãþãïõ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u êáôÜ ôçí êÜèåôï n óôï ßäéï óýíïñï C (ðáñÜãùãïò
êáôÜ ôçí êÜèåôï), ôüôå èá åß÷áìå Ýíá ðñüâëçìá Neumann, üðùò åðßóçò ãíùñßæïõìå. ÖõóéêÜ äåí
áðïêëåßïíôáé êáé ìéêôÜ ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí ìå óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ôýðïõ Dirichlet óå
Ýíá ôìÞìá C1 ôïõ óõíüñïõ C êáé óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ôýðïõ Neumann óôï õðüëïéðï ôìÞìá C2 ôïõ
óõíüñïõ C (ìå C1 ∪ C2 = C: üëï ôï óýíïñï C, êáé C1 ∩ C2 = ∅: ôï êåíü óýíïëï). Åðßóçò ìåñéêÝò
öïñÝò ðáñïõóéÜæïíôáé êáé ðéï ðïëýðëïêåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò áðü ôéò óõíèÞêåò Dirichlet êáé
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Neumann, ïé ïðïßåò åßíáé ïìïëïãïõìÝíùò áðëÝò (éäßùò ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet) êáé ôéò
Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé.

Óôï ðáñüí ðñüâëçìá Dirichlet (äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞ-
êåò Dirichlet) õðïèÝôïõìå ïìïãåíåßò (ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet óôéò ôñåéò ðëåõñÝò
x = 0, y = 0 êáé x = a ôïõ óõíüñïõ C ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D ðïõ ìåëåôÜìå. ¼ìùò óôçí
ôÝôáñôç ðëåõñÜ y = b ôçò ßäéáò ðåñéï÷Þò D èåùñïýìå ìç ìçäåíéêÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet:
u(x, b) = f (x). Ðéï óõãêåêñéìÝíá óõíïëéêÜ Ý÷ïõìå ôéò åîÞò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò:

u(0, y) = u(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b, u(x, 0) = 0 êáé u(x, b) = f (x), 0 ≤ x ≤ a, (5.4.14)

ìå ãíùóôÞ êáé õðïôéèÝìåíç ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ ôç óõíÜñôçóç f (x).

B5.4.4. Åðßëõóç ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Áò åîåôÜóïõìå ðñþôá ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.4.11) õðü ïìïãåíåßò (Þ éóïäýíáìá
ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá x = 0 êáé x = a

X ′′(x)− ëX(x) = 0 ìå X(0) = X(a) = 0. (5.4.15)

Ïé óõíèÞêåò áõôÝò (5.4.15) ðñïêýðôïõí ðïëý åýêïëá áðü ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí (5.4.13):
u(x, y) = X(x)Y (y) óå óõíäõáóìü ìå ôéò äýï ðñþôåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet (5.4.14).

ÊÜíïõìå áêñéâþò ôçí ßäéá äéåñåýíçóç ãéá ôéò áðïäåêôÝò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò ë, üðùò êáé óôéò
äýï ðñïçãïýìåíåò Åíüôçôåò Â5.2 êáé Â5.3, ôþñá üìùò ãéá ôï ðéï ðÜíù ðñüâëçìá óõíïñéáêþí
ôéìþí (5.4.15). Ç ðñþôç äõíáôüôçôá: (á) ë = 0 ïäçãåß áóöáëþò óôçí áêüëïõèç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.4.15):

×(x) = Áx + Â (5.4.16)

ìå ôá A êáé B áõèáßñåôåò ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò. Ìüëéò üìùò ëçöèïýí õðüøç êáé ïé ìçäåíéêÝò óõ-
íïñéáêÝò óõíèÞêåò X(0) = X(a) = 0, ðïõ óõíïäåýïõí ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.4.15), ïäçãïýìáóôå
óôçí ôåôñéììÝíç, óôçí ôáõôïôéêÜ ìçäåíéêÞ ëýóç X(x) ≡ 0. Áõôü åßíáé ðñïöáíÝò, ãéáôß ç åîßóùóç
ìéáò åõèåßáò ãñáììÞò ìå äýï ñßæåò (åäþ ôéò x = 0 êáé x = a) åßíáé áðëÜ ï ßäéïò ï Üîïíáò Ox.

Ìå üìïéï ôñüðï êáé ç äåýôåñç äõíáôüôçôá: (â) ë = p2 > 0 (ìå p > 0, áí êáé ôïýôï äåí Ý÷åé óôçí
ðáñïýóá ðåñßðôùóç éäéáßôåñç óçìáóßá) áðïññßðôåôáé åðßóçò. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç ó÷åôéêÞ
ãåíéêÞ ëýóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.4.15)

X(x) = A cosh px + B sinh px (5.4.17)

(ìå ôá A êáé B åðßóçò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) ïäçãåß êáé ðÜëé óôç ìçäåíéêÞ ëýóç X(x) ≡ 0. Ç ìçäåíéêÞ
áõôÞ ëýóç ïöåßëåôáé óôéò ßäéåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: X(0) = X(a) = 0 óôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí
ôéìþí (5.4.15), ðéï áðëÜ óôéò äýï êáôáêüñõöåò ðëåõñÝò x = 0 êáé x = a ôçò ïñèïãùíéêÞò ðå-
ñéï÷Þò D ðïõ åîåôÜæåôáé. (Ïé óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò ïäçãïýí óôï áðïôÝëåóìá A = 0 ëüãù
ôçò ðñþôçò êáé, óôç óõíÝ÷åéá, êáé B = 0 ëüãù êáé ôçò äåýôåñçò.) Êáé ôï ãåãïíüò ôïýôï, äçëáäÞ
ç ìçäåíéêÞ ëýóç X(x) ≡ 0, Þôáí áíáìåíüìåíï ãéá ôçí ðáñïýóá áêáôÜëëçëç åðéëïãÞ ë = p2 > 0
ôçò óôáèåñÜò äéá÷ùñéóìïý ë. Ç êáêÞ áõôÞ åðéëïãÞ ïäÞãçóå óå õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò óôç
ó÷åôéêÞ ëýóç (5.4.17) (åíáëëáêôéêÜ, éóïäýíáìá óôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç), ðïõ óôåñïýíôáé ñéæþí.
ÓõãêåêñéìÝíá ç óõíÜñôçóç õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï (cosh z) äåí Ý÷åé êáèüëïõ ðñáãìáôéêÝò ñßæåò,
åíþ ç óõíÜñôçóç õðåñâïëéêü çìßôïíï (sinh z) Ý÷åé ìüíç ðñáãìáôéêÞ ñßæá ôçí ðñïöáíÞ ñßæá z = 0.

ÅðïìÝíùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èá ðñÝðåé íá êáôáëÞîåé óôçí ôñßôç (êáé ôåëåõôáßá ðïõ ôïõ
áðïìÝíåé) åðéëïãÞ ãéá ôç óôáèåñÜ ë: (ã) ë = −p2 > 0 (ìå p > 0 êáé ðÜëé, áðëÜ ÷Üñéí åõêïëßáò).
Ôþñá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.4.15) èá åßíáé ç

X(x) = A cos px + B sin px (5.4.18)
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ìå ôá A êáé B îáíÜ áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ¼ìùò ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï
êáé çìßôïíï ó’ áõôÞí ôçí ëýóç (5.4.18) åßíáé ðïëý ðéï «åõÝëéêôåò» ùò ðñïò ôéò ñßæåò ôïõò áðü ôéò
áíôßóôïé÷åò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò óôçí ðñïáíáöåñèåßóá êáé Þäç áðïññéöèåßóá ëýóç (5.4.17).

Óõíåðþò õðü ôéò ßäéåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï ðñüâëçìá (5.4.15): X(0) = X(a) = 0 ïäçãïý-
ìáóôå åýêïëá óôï åîÞò ôüóï óôïé÷åéþäåò óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí:

A · 1+ B · 0 = 0, A cos pa+ B sin pa = 0. (5.4.19)

Ôï óýóôçìá áõôü Ý÷åé ðñïöáíÞ ëýóç: ôç ëýóç

A = 0 êáé sin pa = 0 
⇒ p = pn = nð
a


⇒ ën = −p2
n = −

(nð
a

)2
, n = 1, 2, . . . , (5.4.20)

åöüóïí äåí åðéèõìïýìå íá Ý÷ïõìå ôáõôü÷ñïíá êáé Â = 0 êáé íá êáôáëÞîïõìå êáé ðÜëé óôç ìçäåíéêÞ
ëýóç X(x) ≡ 0. Ç ëýóç (5.4.20) åßíáé åíôåëþò áíÜëïãç ìå ôéò áíôßóôïé÷åò ëýóåéò óôéò ðñïçãïýìåíåò
äýï Åíüôçôåò Â5.2 êáé Â5.3, áëëÜ ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ a áíôß ôïõ L. Ïé ðïóüôçôåò ën
åßíáé âÝâáéá ïé éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò) óôïðáñüíðñüâëçìáóõíïñéáêþí ôéìþí (5.4.15).
Óôéò éäéïôéìÝò áõôÝò ën áíôéóôïé÷ïýí ïé éäéïóõíáñôÞóåéò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò)

Xn(x) = Bn sin pnx = Bn sin
nðx
a

, 0 ≤ x ≤ a, (5.4.21)

ðïõ ðñïêýðôïõí ôþñá áðü ôç ëýóç (5.4.18). ÅðïìÝíùò ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëç-
ôþí (5.4.13): u(x, y) = X(x)Y (y) ïäçãåß óôçí ðëÞñùóç ôùí äýï ðñþôùí ïìïãåíþí (ìçäåíéêþí)
óõíïñéáêþí óõíèçêþí Dirichlet (5.4.14) óôéò ðëåõñÝò x = 0 êáé x = a ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷ÞòD,
ôçí ïðïßá ìåëåôÜìå óôï ðáñüí ðñüâëçìá Dirichlet.

Ìðïñïýìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå ðëÝïí óôçí åðßëõóç êáé ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(5.4.12) êáôÜ ôçí êáôåýèõíóç y. Ç åîßóùóç áõôÞ ðáßñíåé ôþñá, ëüãù ôùí éäéïôéìþí ën = −p2

n,
ðïõ Þäç ðñïóäéïñßóèçêáí óôéò ó÷Ýóåéò (5.4.20), ôç ìïñöÞ

Y ′′
n (y)− p2

nYn(y) = 0, 0 ≤ y ≤ b. (5.4.22)

Ç ãåíéêÞ ëýóç Yn(y) áõôÞò ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åßíáé ç óõíÜñôçóç

Yn(y) = C0n epny + D0n e−pny = Cn cosh pny + Dn sinh pny. (5.4.23)

Äåß÷íïõìå ðñïôßìçóç óôç äåýôåñç Ýêöñáóç ôçò ëýóåùò áõôÞò ìå ôç ÷ñÞóç õðåñâïëéêþí óõíáñôÞ-
óåùí (õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï: cosh, êáé õðåñâïëéêü çìßôïíï: sinh) áíôß ôçò ðñþôçò åêöñÜóåþò
ôçò ìå ôç ÷ñÞóç åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé óôç äåýôåñç áõôÞ Ýêöñáóç
Ý÷åé ãßíåé ç áðëÞ áëëáãÞ ôùí áõèáßñåôùí óôáèåñþí áðü C0n êáé D0n óå Cn êáé Dn áíôßóôïé÷á.

ÅðåéäÞ ìÜëéóôá ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêçDirichlet ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, y) Ý÷åé õðïôåèåß
ïìïãåíÞò (ìçäåíéêÞ) êáé óôçí êÜôù ðëåõñÜ y = 0 ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D, ðñïêýðôåé åýêïëá
üôé èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé

Yn(0) = 0 
⇒ Cn · 1+ Dn · 0 = 0 
⇒ Cn = 0. (5.4.24)

ÅðïìÝíùò ôþñá
Yn(y) = Dn sinh pny = Dn sinh

nðy
a

(5.4.25)

ëüãù êáé ôùí ó÷Ýóåùí (5.4.20) ãéá ôéò éäéïôéìÝò ën = −p2
n, ôéò ïðïßåò Þäç ðñïóäéïñßóáìå.

B5.4.5. ÌåñéêÝò ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

Óýìöùíá ìå ôáðáñáðÜíù, ëüãù ôùí ëýóåùí (5.4.21) êáé (5.4.25) ðïõ Þäç âñÞêáìå, ìðïñïýìå
ðëÝïí íá èåùñÞóïõìå ôéò åîÞò éäéïóõíáñôÞóåéò un(x, y) ãéá ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace
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(äéäéÜóôáôç áñìïíéêÞ åîßóùóç) (5.4.1) ðïõ åîåôÜæïõìå óôï ðáñüí ðñüâëçìá Dirichlet:

un(x, y) = Xn(x)Yn(y) = En sin
nðx
a

sinh
nðy
a

. (5.4.26)

Ïé éäéïóõíáñôÞóåéò áõôÝò un(x, y) ðñïÝêõøáí áðü ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí (5.4.13), ôïí åðá-
íáëáìâÜíïõìå: u(x, y) = X(x)Y (y). Ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò Ý÷ïõìå åðßóçò èÝóåé En = Bn Dn. Åýêïëá
äéáðéóôþíïõìå üôé ïé ßäéåò éäéïóõíáñôÞóåéò un(x, y) åßíáé ðñáãìáôéêÜ áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Óõ-
ãêåêñéìÝíá éó÷ýåé

∇2un = ∂2un

∂x2
+ ∂2un

∂y2
= − En

(nð
a

)2
sin

nðx
a

sinh
nðy
a

+ En
(nð

a

)2
sin

nðx
a

sinh
nðy
a

= 0, (5.4.27)

ãéáôß, üðùò åßíáé ãíùóôü áðü ôï äéáöïñéêü ëïãéóìü, ìå ôï c óôáèåñÜ éó÷ýïõí ïé åîÞò áðëïß ôýðïé
ðáñáãùãßóåùò:

d2 sin cz
dz2

= −c2 sin cz êáé
d2 sinh cz

dz2
= c2 sinh cz. (5.4.28)

ÁöåôÝñïõ Üìåóá äéáðéóôþíåôáé áðü ôéò ëýóåéò (5.4.26) üôé ïé ßäéåò éäéïóõíáñôÞóåéò un(x, y)
ðëçñïýí ôéò ôñåéò ðñþôåò áðü ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet (5.4.14) ôïõ ðáñüíôïò
ðñïâëÞìáôïò Dirichlet. (Ôï ðñüâëçìá áõôü Dirichlet áðïôåëåßôáé áðü ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç
ôïõ Laplace (5.4.1) óôçí ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ D ðëÝïí ôéò ãíùóôÝò ôéìÝò (5.4.14) ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò u(x, y) óôï óýíïñï C ≡ ∂D ôçò ßäéáò ðåñéï÷Þò D.) ¢ñá ðëçñïýíôáé ïé äýï ïìïãåíåßò
(ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet ãéá x = 0 êáé x = a. Ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ôéò åß÷áìå ðÜñåé
ðñþôåò õðüøç óôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí (5.4.15) ãéá ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò
ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç X(x) óôï ðñüâëçìá áõôü. Ðëçñïýôáé åðßóçò êáé ç ôñßôç ïìïãåíÞò
(ìçäåíéêÞ) óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet ãéá y = 0. Êáé áõôÞí ôç óõíèÞêç ôç ëÜâáìå Þäç õðüøç
óôç ëýóç (5.4.25) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç Yn(y) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.4.22).
ÅðïìÝíùò êáé óôéò ôñåéò áõôÝò ðëåõñÝò: x = 0, x = a êáé y = 0 ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D ðïõ
åîåôÜæïõìå éó÷ýåé üôé un = 0. ¢ñá éó÷ýïõí ïé ôñåéò ðñþôåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet (5.4.14).
Ìáò áðïìÝíåé åíôïýôïéò ç ôÝôáñôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç: u(x, b) = f (x) ãéá y = b. ÁõôÞ åßíáé ìç
ïìïãåíÞò (ìç ìçäåíéêÞ) óõíïñéáêÞ óõíèÞêç. Ó’ áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï.

B5.4.6. ÕðÝñèåóç ìåñéêþí ëýóåùí êáé ðëÞñùóç êáé ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò

ÁíáöÝñáìå Þäç üôé ìáò áðïìÝíåé ç ðëÞñùóç êáé ôçò êÜðùò äõóêïëüôåñçò (ôçò ìç ïìïãåíïýò)
óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò Dirichlet

u(x, b) = f (x), 0 ≤ x ≤ a. (5.4.29)

ÁõôÞ åßíáé ç ôÝôáñôç êáé ôåëåõôáßá áðü ôéò óõíïñéáêÝò ìáò óõíèÞêåò Dirichlet (5.4.14) êáé ðñÝðåé
íá éó÷ýåé óôçí åðÜíù ðëåõñÜ y = b ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D (ìå 0 ≤ x ≤ a) ðïõ åîåôÜæïõìå.
Ç óõíèÞêç áõôÞ åßíáé äõóôõ÷þò ìç ïìïãåíÞò, äçëáäÞ ìç ìçäåíéêÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç, óå áíôßèåóç
ìå ôéò Üëëåò ôñåéò: ôéò ôñåéòðñþôåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåòDirichlet (5.4.14), ïé ïðïßåò åßíáé ïìïãåíåßò
(ìçäåíéêÝò) êáé Þäç ëçöèÞêáíå ðëÞñùò õðüøç. Ãéá ôçí ðëÞñùóç êáé ôçò ôÝôáñôçò óõíïñéáêÞò
óõíèÞêçò (5.4.29), ç ïðïßá åßíáé áóöáëþò êÜðùò ðïëõðëïêüôåñç áðü ôéò Üëëåò ôñåéò, ç äéáèÝóéìç
áõèáßñåôç óôáèåñÜ En óôçí éäéïóõíÜñôçóç un(x, y) óôç ëýóç (5.4.26) äåí áñêåß. Èá áñêïýóå ìüíï
óôçí åîáéñåôéêÜ åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x) Þôáí ôçò ìïñöÞò

f (x) = F sin
nðx
a

, 0 ≤ x ≤ a, (5.4.30)

ãéá êÜðïéá áêÝñáéç ôéìÞ ôïõ n êáé ìå ôï F óôáèåñÜ. Ôüôå áðü ôç ëýóç (5.4.26) èá ðñïÝêõðôå (ãéá
y = b öõóéêÜ) üôé

En sin
nðx
a

sinh
nðb
a

= F sin
nðx
a


⇒ En = F

sinh
nðb
a

= F csch
nðb
a

. (5.4.31)
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(Õðåíèõìßæåôáé üôé ôï óýìâïëï csch äçëþíåé ôçí õðåñâïëéêÞ óõíôÝìíïõóá.) Ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí
ðïëý áðëü ôýðï óôçí ðïëý åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ãéá ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç u(x, b) = f (x).

ÃåíéêÜ üìùò, äçëáäÞ ãéá ôõ÷áßá óõíÜñôçóç f (x), èá ÷ñåéáóèåß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áñ÷Þ
ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí (5.1.2). (Óçìåéþíåôáé üôé óôçí áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò
Ý÷ïõìå åêôåíþò áíáöåñèåß óôçí Åíüôçôá Â1.4.) Èá õðïèÝóïõìå äçëáäÞ óáí ëýóç u(x, y) ôçò
ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (5.4.1) (êáé ç ëýóç áõôÞ èá åßíáé âÝâáéá áñìïíéêÞ
óõíÜñôçóç!) Ýíá ãñáììéêü óõíäõáóìü ôùí ìåñéêþí ëýóåùí (éäéïóõíáñôÞóåùí) un(x, y), ðïõ äß-
íïíôáé ìÝóù ôïõ ôýðïõ (5.4.26). ÁíÜëïãá ìå ü,ôé Ýãéíå êáé óôéò äýï ðñïçãïýìåíåò åöáñìïãÝò
ôïõ Êåöáëáßïõ áõôïý Â5 ï ãñáììéêüò áõôüò óõíäõáóìüò èá ðåñéÝ÷åé Üðåéñïõò üñïõò (óå ìïñöÞ
óåéñÜò) êáé èá Ý÷åé ðñïöáíþò ôç ìïñöÞ

u(x, y) =
∞∑
n=1

un(x, y) =
∞∑
n=1

En sin
nðx
a

sinh
nðy
a

. (5.4.32)

Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. ÄçëáäÞ ðëçñïýôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ Laplace
(5.4.1), ðïõ ìåñéêÝò öïñÝò êáëåßôáé êáé áñìïíéêÞ åîßóùóç. (Ç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) åßíáé
âÝâáéá ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò.) Ï
ðéï ðÜíù ãñáììéêüò óõíäõáóìüò (5.4.32) ðëçñïß, åðáëçèåýåé åðßóçò êáé ôéò ôñåéò ðñþôåò, ôéò
ïìïãåíåßò (ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet (5.4.14): (á) óôéò äýï êáôáêüñõöåò ðëåõñÝò
x = 0 êáé x = a êáé (â) óôçí êÜôù ïñéæüíôéá ðëåõñÜ y = 0 ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D.

Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ãñáììéêïý óõíäõáóìïý u(x, y) óôç ëýóç (5.4.32) Ý÷ïõìå ðéá äéáèÝóéìåò Üðåé-
ñåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò En (n = 1, 2, . . . ) ðñïò êáèïñéóìü. Ï êáèïñéóìüò áõôüò èá ãßíåé êáôÜ
ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå íá ðëçñïýôáé êáé ç ôåëåõôáßá, ç ìç ïìïãåíÞò (ìç ìçäåíéêÞ) óõíïñéáêÞ óõí-
èÞêç (5.4.29) ãéá y = b. Áñêåß åðïìÝíùò íá èÝóïõìå y = b óôç ëýóç (5.4.32) óå óõíäõáóìü ìå ôç
óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (5.4.29) ãéá y = b. Ôüôå ðñïêýðôåé Üìåóá ç ó÷Ýóç

∞∑
n=1

En sin
nðx
a

sinh
nðb
a

= f (x), 0 ≤ x ≤ a. (5.4.33)

Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áêüëïõèùí âïçèçôéêþí óôáèåñþí Fn óôç ó÷Ýóç áõôÞ (5.4.33):

Fn = En sinh
nðb
a

(5.4.34)

ðáßñíïõìå ôç óõíÞèç çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier

∞∑
n=1

Fn sin
nðx
a

= f (x), 0 ≤ x ≤ a. (5.4.35)

Ãíùñßæïõìå üìùò áðü ôéò çìéôïíéêÝò óåéñÝò Fourier (áñ÷éêÜ óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ) üôé
ïé óõíôåëåóôÝò Fn óôç óåéñÜ (5.4.35) ðñÝðåé íá äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

Fn = 2
a

∫ a

0
f (x) sin

nðx
a

dx, n = 1, 2, . . . . (5.4.36)

ÅðéóôñÝöïíôáò ôþñá óôéò áñ÷éêÝò óôáèåñÝò En ìÝóù ôùí ó÷Ýóåùí (5.4.34), äéáðéóôþíïõìå üôé

En = Fn

sinh
nðb
a

= 2

a sinh
nðb
a

∫ a

0
f (x) sin

nðx
a

dx, n = 1, 2, . . . . (5.4.37)

ÁõôÝò åßíáé ïé ôåëéêÝò åêöñÜóåéò ôùí Üãíùóôùí óõíôåëåóôþí En óôç ëýóç (5.4.32) ôïõ ðáñü-
íôïò ðñïâëÞìáôïò Dirichlet: åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) óôçí ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ D êáé óõíïñéá-
êÝò óõíèÞêåò Dirichlet (5.4.14) óôï óýíïñü ôçò C ≡ ∂D. (Õðåíèõìßæåôáé üôé åäþ ôï óýìâïëï ∂D
áíáöÝñåôáé óôï óýíïñï ôçò ðåñéï÷Þò D.) Åýêïëá äéáðéóôþíåôáé üôé ç ëýóç u(x, y) óôç ó÷Ýóç
(5.4.32) åðáëçèåýåé ôüóï (á) ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1), ðïõ åîåôÜæïõìå óôçí ðáñïýóá
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ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ D, üóï êáé (â) ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet (5.4.14) êáé óôéò ôÝóóåñéò
ðëåõñÝò ôçò ðåñéï÷Þò áõôÞò: x = 0, x = a, y = 0 êáé y = b. ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé áðü ôéò óõíèÞ-
êåò áõôÝò (5.4.14) ìç ïìïãåíÞò (ìç ìçäåíéêÞ) åßíáé áðïêëåéóôéêÜ ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç u(x, b) = f (x)
óôçí åðÜíùðëåõñÜ y = b ôçò ïñèïãùíéêÞòðåñéï÷ÞòD. Ôïíßæïõìå åðßóçò üôé ç ëýóç (5.4.32) ðñïÝ-
êõøå åí ðñïêåéìÝíù ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (5.4.13): u(x, y) = X(x)Y (y), ðïõ
áðïäåß÷èçêå Ýôóé éäéáßôåñá áðïôåëåóìáôéêÞ êáé óôï ðñüâëçìá áõôü: Ýíá ðñüâëçìá Dirichlet, ðïõ
áöïñÜ öõóéêÜ óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1).

Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé óôç ëýóç (5.4.32) ðïõ ðñïÝêõøå ôåëéêÜ ãéá ôçí Üãíùóôç áñìïíéêÞ
óõíÜñôçóç u(x, y) ðáñïõóéÜæïíôáé ôüóï ç óõíÜñôçóç ôñéãùíïìåôñéêü çìßôïíï (ç áðëÞ çìéôïíéêÞ
óõíÜñôçóç) üóï êáé ç óõíÜñôçóç õðåñâïëéêü çìßôïíï. Áíôßèåôá óôçí åöáñìïãÞ ôçò Åíüôçôáò
Â5.2 (åîßóùóç ôçò ôáëáíôïýìåíçò Þ ðáëëüìåíçò ÷ïñäÞò) ðáñïõóéÜóèçêáí ìüíï ôñéãùíïìåôñé-
êÝò óõíáñôÞóåéò (óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï) óôçí åêåß ôåëéêÞ ëýóç (5.2.59). Åðßóçò óôçí åöáñìïãÞ
ôçò Åíüôçôáò Â5.3 (ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò) ðáñïõóéÜóèçêå óôçí åêåß ôåëéêÞ ëýóç
(5.3.26) êáé ðÜëé ç ôñéãùíïìåôñéêÞ óõíÜñôçóç çìßôïíï óå óõíäõáóìü üìùò ìå ôçí åêèåôéêÞ óõ-
íÜñôçóç. Ïé äéáöïñÝò áõôÝò åîçãïýíôáé ðïëý åýêïëá ìå ôéò ðáñáôçñÞóåéò üôé: (á) ç åîßóùóç
ôçò ôáëáíôïýìåíçò (Þ ðáëëüìåíçò) ÷ïñäÞò (5.2.1) åßíáé õðåñâïëéêïý ôýðïõ, (â) ç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.3.1) åßíáé ðáñáâïëéêïý ôýðïõ, åíþ (ã) ç ðáñïýóá äéäéÜóôáôç åîßóùóç
ôïõ Laplace (5.4.1) åßíáé åëëåéðôéêïý ôýðïõ. Ðñüêåéôáé ãéá ôïõò ôñåéò âáóéêïýò ôýðïõò ãñáììéêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò, óôéò ðáñïýóåò åöáñìïãÝò ìÜëéóôá êáé ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò. Óôïõò ôñåéò áõôïýò ôýðïõò áíáöåñèÞêáìå Þäç óôçí Åíüôçôá Â1.3, åéäéêüôåñá ìÜ-
ëéóôá óôçí ÐáñÜãñáöï Â1.3.2 ãéá ôéò ôñåéò ðéï ðÜíù ôüóï ãíùóôÝò åîéóþóåéò (5.2.1), (5.3.1) êáé
(5.4.1).

B5.4.7. ÐáñÜäåéãìá

Óáí ðáñÜäåéãìá óôï ðñüâëçìá Dirichlet ðïõ ìüëéò åðéëýèçêå ãéá ôçí ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ
D = [0, a] × [0, b], åîåôÜæïõìå ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ ç óõíÜñôçóç f (x) ðïõ äßíåôáé óôï
åðÜíù üñéï y = b ôçò ðåñéï÷Þò áõôÞò D åßíáé óôáèåñÜ u0, äçëáäÞ,

u(x, b) = f (x) = u0, 0 ≤ x ≤ a. (5.4.38)

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óôï ìüíéìï (óôáôéêü) èåñìïêñáóéáêü ðñüâëçìá Ý÷ïõìå ôþñá ôçí ïñèïãù-
íéêÞ ðåñéï÷Þ D = [0, a]× [0, b] ìå ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá u = 0 óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôçò x = 0, x = a
êáé y = 0 êáé óôáèåñÞ èåñìïêñáóßá u = u0 óôçí ôÝôáñôç ðëåõñÜ ôçò y = b.

Óå Ýíá áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá åðßðåäçò åëáóôéêüôçôáò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí Ý÷ïõìå áíôß
ôçò èåñìïêñáóßáò u = u(x, y) ôï Üèñïéóìá

s = s(x, y) = óx + óy = ó1 + ó2 (5.4.39)

ôùí ïñèþí ôÜóåùí óx êáé óy , ðïõ åßíáé âÝâáéá ßóï êáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí êõñßùí ôÜóåùí ó1

êáé ó2. (Áõôü åßíáé ãíùóôü áðü ôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí.) ÅðïìÝíùò ôï Üèñïéóìá áõôü s = s(x, y)
õðïôßèåôáé åäþ üôé åßíáé ìçäåíéêü óôéò ôñåéò ðñïáíáöåñèåßóåò ðëåõñÝò: x = 0, x = a êáé y = 0
ôçò ðåñéï÷Þò D, äçëáäÞ óx = −óy êáé ó1 = −ó2 óôéò ðëåõñÝò áõôÝò. Åäþ õðïôßèåôáé åðßóçò üôé ôï
ßäéï Üèñïéóìá s(x, y) åßíáé ßóï ìå u0 (Þ ìå êÜðïéï êáôáëëçëüôåñï óýìâïëï, ð.÷. s0 áíôß ôïõ u0) óôçí
ôÝôáñôç ðëåõñÜ y = b ôçò éäßáò ðåñéï÷Þò D ðïõ åîåôÜæïõìå óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ôþñá.
Óõíåðþò ç ãíþóç ôçò ôéìÞò s0 èá ìáò åðéôñÝøåé ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò êáôáíïìÞò ôïõ áèñïßóìá-
ôïò ôùí ïñèþí (êáé ôùí êõñßùí) ôÜóåùí s(x, y) óå ïëüêëçñç ôçí ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ D. (Ç ãíþóç
áõôÞ ôçò ôéìÞò s0 ìðïñåß íá ðñïÝñ÷åôáé ð.÷. áðü ãíùóôÞ åîùôåñéêÞ öüñôéóç ôáõôü÷ñïíá ìå
ðåéñáìáôéêÝò ìåôñÞóåéò.) Aóöáëþò áõôÜ éó÷ýïõí (á) ôüóï óå ðåñßðôùóç åðßðåäçò ðáñáìïñöþ-
óåùò, äçëáäÞ óå èåùñçôéêÜ Üðåéñï êáôÜ ôï ðÜ÷ïò h åëáóôéêü ìÝóïí D, üóï êáé (â) óå ðåñßðôùóç
(ãåíéêåõìÝíçò) åðßðåäçò åíôÜóåùò, äçëáäÞ óå åîáéñåôéêÜ ëåðôü êáôÜ ôï ðÜ÷ïò h åëáóôéêü ìÝóïí.
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×ñçóéìïðïéþíôáò ôï óýìâïëï u0 (áíôß ôïõ s0), áò ðñïóäéïñßóïõìå ôþñá ôïõò óõíôåëåóôÝò Fn
ôçò ðáñïýóáò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (5.4.36). ¸÷ïíôáò õðïèÝóåé üôé
f (x) = u0, åýêïëá õðïëïãßæïõìå ôá ó÷åôéêÜ ïëïêëçñþìáôá ãéá n = 1, 2, . . . :

Fn = 2
a

∫ a

0
u0 sin

nðx
a

dx = − 2u0

a

cos
(nðx

a

)
nð
a

∣∣∣∣∣∣∣
a

0

= 2u0

nð
(1− cos nð), n = 1, 2, . . . . (5.4.40)

Ôþñá ãéá Üñôéåò ôéìÝò ôïõ n (n = 2k) ðñïêýðôåé üôé

F2k = 2u0

2kð
(1− cos 2kð) = 0, k = 1, 2, . . . , (5.4.41)

åðåéäÞ, üðùò åßíáé ãíùóôü, cos 2kð = cos 0 = 1 ãéá áêÝñáéåò ôéìÝò ôïõ k. Áíôßóôïé÷á ãéá ðåñéôôÝò
ôéìÝò ôïõ n (n = 2k − 1) ðñïêýðôåé üôé

F2k−1 = 2u0

(2k − 1)ð
[1−cos (2k−1)ð] = 2u0

(2k − 1)ð
[1−(−1)] = 4u0

(2k − 1)ð
, k = 1, 2, . . . , (5.4.42)

ãéáôß, üðùò åßíáé åðßóçò ãíùóôü, cos (2k − 1)ð = cosð = −1 êáé ðÜëé ãéá áêÝñáéåò ôéìÝò ôïõ k.
¢ñá ìüíï ãéá ðåñéôôÝò ôéìÝò ôïõ n (n = 2k − 1) Ý÷ïõìå ìç ìçäåíéêïýò óõíôåëåóôÝò Fn.

Óôç óõíÝ÷åéá, ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò (5.4.37), ðñïóäéïñßæïõìå Üìåóá êáé ôïõò áíôßóôïé÷ïõò óõ-
íôåëåóôÝò ðåñéôôÞò ôÜîåùò E2k−1 ÷ñçóéìïðïéþíôáò üìùò êáé ôïõò ôýðïõò (5.4.42), äçëáäÞ áðëÜ
äéáéñþíôáò ôïõò ìå sinh

(
(2k − 1)ðb/a

)
. (Ïé óõíôåëåóôÝò Üñôéáò ôÜîåùò E2k åßíáé ðñïöáíþò ßóïé

ìå ôï ìçäÝí ëüãù ôùí ðéï ðÜíù ó÷Ýóåùí (5.4.41) ãéá ôïõò áíôßóôïé÷ïõò óõíôåëåóôÝò F2k.) Óôç
óõíÝ÷åéá ôïõò óõíôåëåóôÝò áõôïýò E2k−1 ôïõò åéóÜãïõìå óôç ëýóç (5.4.32) ôïõ ðáñüíôïò ðñï-
âëÞìáôïò Dirichlet (äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet), ðïõ Þäç
Ý÷ïõìå ðñïóäéïñßóåé. ¸ôóé âñßóêïõìå ôï åîÞò ôåëéêü áðïôÝëåóìá óôï ðáñüí áðëü ðáñÜäåéãìá:

u(x, y) = 4u0

ð

∞∑
k=1

sin
(2k − 1)ðx

a
sinh

(2k − 1)ðy
a

(2k − 1) sinh
(2k − 1)ðb

a

, (x, y) ∈ D = [0, a]× [0, b]. (5.4.43)

Ï õðïìïíåôéêüò áíáãíþóôçò Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß íá åðáëçèåýóåé üôé ç ðáñáðÜíù
ëýóç u(x, y) ðëçñïß ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1). Ç åðáëÞèåõóç ôçò ðëçñþóåùò ôùí
ôñéþí ïìïãåíþí (ìçäåíéêþí) óõíïñéáêþí óõíèçêþí Dirichlet (5.4.14) óôéò ðëåõñÝò x = 0, x = a
êáé y = 0 ôçò ðåñéï÷Þò D åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôçò ðëçñþóåùò êáé ôçò ôÝôáñôçò
óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò Dirichlet (5.4.14), äçëáäÞ ôçò óõíèÞêçò u(x, b) = u0, ðñÝðåé íá ôåèåß y = b
óôçí ðéï ðÜíù ôåëéêÞ ëýóç (5.4.43) êáé íá ãßíåé ç ó÷åôéêÞ áðëïðïßçóç óôï êëÜóìá ôçò ëýóåùò
áõôÞò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé üôé

u(x, b) = 4u0

ð

∞∑
k=1

sin
(2k − 1)ðx

a
2k − 1

. (5.4.44)

ÐñÝðåé ôÝëïò íá ëçöèåß õðüøç êáé ç çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (5.4.35), ðïõ ìüëéò ðñïóäéïñßóèçêå
(óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá), ìå óõíôåëåóôÝò ðïõ äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò (5.4.42). Äéáðéóôþíåôáé
åðßóçò üôé ç ðáñáðÜíù ëýóç u(x, y), ó÷Ýóç (5.4.43) óôçí ðåðåñáóìÝíç ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ ìáò
D = [0, a] × [0, b] åßíáé öñáãìÝíç âÝâáéá õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé êáé ç óõíÜñôçóç f (x) åßíáé
öñáãìÝíç, üðùò óõìâáßíåé ð.÷. ìå ôç óõíÜñôçóç f (x) = u0.

Áò ðáñáôçñçèåß åðßóçò üôé, áóöáëþò, ç ßäéá ôåëéêÞ ëýóç (5.4.43) ìðïñåß åýêïëá íá ãñáöåß êáé
ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ áñ÷éêïý äåßêôç n (áíôß ôïõ k) ìå n = 2k− 1. Áñêåß íá óçìåéùèåß ñçôÜ óôç ó÷åôéêÞ
óåéñÜ (óôï Üèñïéóìá) üôé ï äåßêôçò n ðåñéïñßæåôáé óå ðåñéôôÝò èåôéêÝò ôéìÝò (ð.÷. ãñÜöïíôáò ñçôÜ
n = 1, 3, 5, . . . ). Ôïýôï èá ïäçãÞóåé óå ìéá êÜðùò óõíôïìåõìÝíç Ýêöñáóç ôçò ßäéáò ëýóåùò u(x, y),
ôçí ïðïßá óõ÷íÜ (ðÜñá ðïëý óõ÷íÜ!) êáé äéêáéïëïãçìÝíá ðñïôéìÜåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò.
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B5.4.8. ÐáñáôçñÞóåéò

Åßíáé ßóùò ëßãï ðáñÜäïîï ðþò (á) ìéá ôüóï áðëÞ ðåñéï÷Þ: ç ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ D, (â) ìéá
ôüóï áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò: ç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) óôéò äýï
äéáóôÜóåéò (x, y) êáé (ã) ïé ôüóï áðëÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet (5.4.14) (ôñåéò ïìïãåíåßò, ìç-
äåíéêÝò, êáé ìéá óôáèåñÜ: u(x, b) = u0) ïäÞãçóáí óôçí åìöÜíéóç ôñéãùíïìåôñéêþí êáé õðåñâïëéêþí
çìéôüíùí óôç ëýóç (5.4.43). Ç ëýóç áõôÞ åßíáé åðßóçò óå ìïñöÞ óåéñÜò (áèñïßóìáôïò ìå Üðåéñïõò
üñïõò) êáé ìÜëéóôá ÷ùñßò ôç äõíáôüôçôá áðëïðïéÞóåþò ôçò. Äõóôõ÷þò áõôü åßíáé ôï ìáèçìá-
ôéêü áðïôÝëåóìá ãéá ôç ëýóç u(x, y) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí, ðïõ åßíáé Ýíá
ðñüâëçìá Dirichlet êáé äåí õðÜñ÷åé êáìßá äõíáôüôçôá ïõóéáóôéêÞò áëëáãÞò ôïõ. Õðåíèõìßæåôáé
üôé Ýíá ôÝôïéï ðñüâëçìá ìðïñåß íá áöïñÜ åßôå (á) óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò óå ìüíéìç, óôáôéêÞ
êáôÜóôáóç, åßôå (â) óôçí åðßðåäç åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, åðßóçò óå óôáôéêü
ðñüâëçìá, åßôå (ã) óå êÜðïéï Üëëï öõóéêü ðñüâëçìá ìå éó÷ý ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace, üðùò,
ð.÷., óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ éäåáôïý ñåõóôïý. (Èõìßæïõìå åðßóçò üôé ïñéóìÝíá ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá
ðïõ óõíáíôÜ ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò Ý÷ïõí áíáöåñèåß óôçíÐáñÜãñáöï Â2.1.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Â2.)

Áò ðáñáôçñçèåß ó÷åôéêÜ üôé áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé óôçí ðåñßðôùóç ìéáò ïñèïãùíéêÞò (Þ êáé
ôåôñáãùíéêÞò ãéá a = b) óõíÞèïõò ðëÜêáò, ç ïðïßá ôüóï ðïëý åíäéáöÝñåé ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü
êáé èá ìåëåôçèåß ìå óýíôïìï ôñüðï óôï ÊåöÜëáéï Â7. Ç ïñèïãùíéêÞ (êáé ç ôåôñáãùíéêÞ öõóéêÜ)
ðëÜêá P õðü óôáèåñÞ êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x, y) = p0 êáé õðü áðëÞ óôÞñéîç (Þ ðÜ-
êôùóç) óå ïëüêëçño ôo óýíïñü ôçò C ≡ ∂P áðïôåëåß Ýíá áñêåôÜ äýóêïëï ðñüâëçìá ðñïò åðßëõóç.
Ç åðßëõóÞ ôïõ ïäçãåß åðßóçò óå óåéñÝò ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò (ôçí êÜèåôç ìåôáôüðéóç, ôç âýèéóç)
w(x, y), üðùò êáé åäþ, ìå ôç ÷ñÞóç êÜðïéáò ìïñöÞò ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí x êáé y, üðùò ðåñß-
ðïõ êáé åäþ. Ôïýôï óõìâáßíåé óå áíôßèåóç ìå ôçí êõêëéêÞ ðëÜêá, ôçí åëëåéðôéêÞ ðëÜêá êáé ôçí
ôñéãùíéêÞ ðëÜêá óå ìïñöÞ éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ (ðÜëé õðü áðëÞ óôÞñéîç Þ ðÜêôùóç óôï óýíïñü
ôïõò C) êáé îáíÜ õðü óôáèåñÞ êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p0. Êáé ïé ôñåéò áõôÝò ðëÜêåò äéáèÝôïõí
áðëÝò, êëåéóôÝò ëýóåéò w(x, y). ÁëëÜ ó’ áõôÜ ôá óçìåßá èá åðáíÝëèïõìå óôï ÊåöÜëáéï Â7.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé óôï ðáñüí ðñüâëçìá Dirichlet èåùñÞóáìå ïìïãåíåßò (ìçäåíéêÝò) óõíï-
ñéáêÝò óõíèÞêåò óôéò ôñåéò áðü ôéò ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D = [0, a]× [0, b],
óõãêåêñéìÝíá óôéò ðëåõñÝò x = 0, x = a êáé y = 0 (ôñåéò ðñþôåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.4.14)).
Ìüíï óôçí ðëåõñÜ y = b èåùñÞóáìå ìç ïìïãåíÞ (ìç ìçäåíéêÞ) óõíïñéáêÞ óõíèÞêç: u(x, b) = f (x)
(ôÝôáñôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (5.4.14)). Ìå áñêåôÜ áíÜëïãï ôñüðï ìðïñïýìå áóöáëþò íá åñãá-
óèïýìå êáé ðÜëé ãéá ôñåéò ïìïãåíåßò êáé ìßá ìç ïìïãåíÞ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, áëëÜ ôþñá ìå ôç ìç
ïìïãåíÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç óôçí ðëåõñÜ y = 0 ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D. ÁíÜëïãá êáé ãéá
ôéò ðëåõñÝò x = a êáé x = 0 (áíôß ôùí y = b êáé y = 0 ðéï ðÜíù áíôßóôïé÷á), üðïõ êáôÜ âÜóç
åíáëëÜóóïíôáé ïé ñüëïé ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí x êáé y.

Ç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò Dirichlet ìå ìç ïìïãåíåßò (ìç ìçäåíéêÝò) óõ-
íïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé óôéò ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷ÞòD áíôéìåôùðßæåôáé ìå ôïí
åîÞò ôñüðï: Êáôáñ÷Þí ëýíïõìå ÷ùñéóôÜ ôá ôÝóóåñá áðëÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ ðñïáíáöÝñèçêáí:
ìå ìç ïìïãåíÞ (ìç ìçäåíéêÞ) óõíïñéáêÞ óõíèÞêç óå ìéá ìüíï ðëåõñÜ ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D:
óôéò Üëëåò ôñåéò ìå ïìïãåíåßò (ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. ¸ôóé ðñïóäéïñßæïõìå ôéò ôÝóóåñéò
ó÷åôéêÝò ëýóåéò u1, 2, 3, 4(x, y). Ôç ìßá Þäç ôç âñÞêáìå ðéï ðÜíù, ôåëéêüò ôýðïò åßíáé ï (5.4.32).
(Óôï ðáñÜäåéãìá ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â5.4.7 ôåëéêüò ôýðïò åßíáé ï (5.4.43).) Óôç óõíÝ÷åéá áðëÜ
áèñïßæïõìå ôéò ôÝóóåñéò áõôÝò ëýóåéò. Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ðñïêýðôåé ç ôåëéêÞ ëýóç

u0(x, y) =
4∑

m=1

um(x, y), (x, y) ∈ D. (5.4.45)

Ç ëýóç áõôÞ ðñïöáíþò èá åßíáé ëýóç ôçò äéäéÜóôáôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ Laplace
(5.4.1) óôï ðáñüí ðñüâëçìá Dirichlet. Áõôü éó÷ýåé, ãéáôß ç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) åßíáé ìéá
ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Óõíåðþò ôï Üèñïéóìá äýï (Þ êáé
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ðåñéóóüôåñùí, üðùò óõìâáßíåé óôï åîåôáæüìåíï ðñüâëçìá) ëýóåùí èá åßíáé êáé áõôü ðñïöáíþò
ëýóç âÜóåé ôçò áñ÷Þò ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) ëýóåùí. ÁöåôÝñïõ óôéò ôÝóóåñéò ðëåõñÝò
ôéò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D ôï ßäéï Üèñïéóìá u0(x, y) èá ðëçñïß ôçí éó÷ýïõóá óå êÜèå ðëåõñÜ ìç
ïìïãåíÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç. Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ ïé ôñåéò áðü ôéò ôÝóóåñéò óõíáñôÞóåéò um(x, y)
ðëçñïýí ôçí ïìïãåíÞ (ìçäåíéêÞ) óõíïñéáêÞ óõíèÞêç óôçí ðëåõñÜ áõôÞ, åîáéôßáò ôçò ðñïáíáöåñ-
èåßóáò êáôáóêåõÞò ôïõò, ç äå ôÝôáñôç ðëçñïß ôç ìç ïìïãåíÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ðïõ ðñáãìáôéêÜ
éó÷ýåé óôçí ßäéá ðëåõñÜ.

B5.4.9. ÇìéÜðåéñç ëùñßäá

Óôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ ôçò ðáñïýóáò Åíüôçôáò Â5.4 åîåôÜóáìå ëåðôïìåñþò ôï ðñü-
âëçìá Dirichlet (äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet) óôçí ïñèï-
ãùíéêÞ ðåñéï÷Þ D = [0, a] × [0, b]. Ôþñá èá åîåôÜóïõìå ôï óõããåíÝò ðñüâëçìá ôçò çìéÜðåéñçò
ëùñßäáò (çìéëùñßäáò) D∗ = [0, a] × [0,∞), üðïõ åßíáé åðßóçò åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñé-
óìïý ôùí ìåôáâëçôþí ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace, ðáñüëï ðïõ ôþñá 0 < y < ∞. Ðïëý ëßãåò
åßíáé ïé äéáöïñÝò óôç äéáäéêáóßá åðéëýóåùò óå óýãêñéóç ìå ôçí ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ D. Óôéò êá-
ôáêüñõöåò ðëåõñÝò ôçò çìéëùñßäáò x = 0 êáé x = a èá èåùñÞóïõìå ðÜëé ïìïãåíåßò (ìçäåíéêÝò)
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, y). Áíôßèåôá óôç âÜóç y = 0 ôçò çìéëùñßäáò
èá èåùñÞóïõìå ôç ìç ïìïãåíÞ (ìç ìçäåíéêÞ) óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet

u(x, 0) = f (x), 0 ≤ x ≤ a, (5.4.46)

ìå ôçí f (x) ãíùóôÞ öñáãìÝíç êáé ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ óõíÜñôçóç. Èá õðïèÝóïõìå åðßóçò üôé ç
Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, y) óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) åßíáé öñáãìÝíç óôï åðÜíù
Üêñï y → ∞ ôçò çìéëùñßäáò. Áõôü åßíáé åýëïãï áðü öõóéêÞò áðüøåùò.

Åðßóçò áðü öõóéêÞò áðüøåùò ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí (ðïõ åßíáé Ýíá
ðñüâëçìá Dirichlet) ìðïñåß íá åñìçíåõèåß óáí ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò èåñìïêñáóßáò u(x, y) óôçí
çìéÜðåéñç ëùñßäá D∗ = [0, a]× [0,∞) ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå. Óôçí çìéëùñßäá áõôÞ ç èåñìïêñáóßá
u(x, 0) = f (x) óôç âÜóç ôçò y = 0 èåùñåßôáé ãíùóôÞ. Åðßóçò ïé èåñìïêñáóßåò u = 0 êáé óôéò äýï
çìéÜðåéñåò ðëåõñÝò, x = 0 êáé x = a, ôçò çìéëùñßäáò õðïôßèåíôáé üôé åßíáé ìçäåíéêÝò. Ðñüêåéôáé
áóöáëþò ãéá ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) õðü óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet, ðïõ
áöïñÜ óå ìüíéìç (óôáèåñÞ) êáôÜóôáóç ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò, ü÷é óå ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï.
ÄçëáäÞ äåí åìöáíßæåôáé ï ÷ñüíïò t. ÕðïèÝôïíôáò ðñïò óôéãìÞí üôé ç óõíÜñôçóç f (x) åßíáé èåôéêÞ
ãéá 0 ≤ x ≤ a, Ý÷ïõìå ðñïöáíþò ìåôÜäïóç èåñìüôçôáò áðü ôç âÜóç y = 0 ôçò çìéëùñßäáò D∗

êõñßùò ðñïò ôéò äýï çìéÜðåéñåò ðëåõñÝò ôçò x = 0 êáé x = a, ïé ïðïßåò áóöáëþò äåí åßíáé
ìïíùìÝíåò èåñìéêÜ. Áí Þóáí, ôüôå äå èá åß÷áìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet óôéò ðëåõñÝò áõôÝò.
Èá åß÷áìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neumann êáé ìÜëéóôá ïìïãåíåßò ôçò ìïñöÞò

∂u
∂x

(0, y) = ∂u
∂x

(a, y) = 0. (5.4.47)

Áõôü èá óõíÝâáéíå, åðåéäÞ ôï êÜèåôï äéÜíõóìá n óôéò ðëåõñÝò áõôÝò x = 0 êáé x = a Ý÷åé óáí
äéåýèõíóç ôç äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá Ox (ðñïò ôá áñíçôéêÜ êáé ôá èåôéêÜ x áíôßóôïé÷á). ÁëëÜ äåí
Ý÷ïõìå ôçí ðñüèåóç íá åîåôÜóïõìå åäþ áõôü ôï ðñüâëçìá Neumann.

Óôï ðñüâëçìá Dirichlet ðïõ ðñáãìáôéêÜ ìåëåôÜìå åäþ âáóéæüìáóôå êáé ðÜëé óôç ìÝèïäï ôïõ
÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ìÝóù ôçò ó÷Ýóåùò (5.4.3): u(x, y) = X(x)Y (y). (Áêñéâþò ôï ßäéï åß÷áìå
êÜíåé êáé óôçí ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ D.) Ïäçãïýìáóôå Ýôóé êáé ðÜëé óôéò ßäéåò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò (5.4.11) ãéá ôç óõíÜñôçóç X(x) êáé (5.4.12) ãéá ôç óõíÜñôçóç Y (y). Õðü ôéò ïìïãåíåßò
(ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet óôéò çìéÜðåéñåò (ìå 0 ≤ y < ∞) êáôáêüñõöåò ðëåõñÝò
x = 0 êáé x = a ôçò çìéëùñßäáò D∗ ðïõ Þäç õðïèÝóáìå, ðñïêýðôïõí êáé ðÜëé ïé éäéïóõíáñôÞóåéò

Xn(x) = Bn sin
nðx
a

, 0 ≤ x ≤ a. (5.4.48)
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Áêñéâþò ôéò ßäéåò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) åß÷áìå âñåé êáé ðñùôýôåñá óôéò ëýóåéò (5.4.21), êÜôé ôï
áíáìåíüìåíï, Ýôóé þóôå íá Ý÷ïõìå óôéò äýï áõôÝò ðëåõñÝò x = 0 êáé x = a

Xn(0) = Xn(a) = 0 
⇒ un(0, y) = un(a, y) = 0. (5.4.49)

ÁöåôÝñïõ ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéò Yn(y) éó÷ýåé êáé ðÜëé ç ëýóç (5.4.23), ìüíï ðïõ
ôþñá èá ðñïôéìÞóïõìå ôçí ðñþôç, ôçí åêèåôéêÞ ìïñöÞ ôçò

Yn(y) = C0n epny + D0n e−pny , pn = nð
a

, 0 ≤ y < ∞. (5.4.50)

Ôþñá äçëáäÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç áíôß ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí õðåñ-
âïëéêü óõíçìßôïíï (cosh) êáé õðåñâïëéêü çìßôïíï (sinh). Ôïýôï ìáò äéåõêïëýíåé óôçí ðáñïýóá
çìéÜðåéñç ëùñßäá (çìéëùñßäá) D∗, åðåéäÞ, üðùò Þäç óçìåéþóáìå, èÝëïõìå ç Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóÞ ìáò u(x, y) íá åßíáé öñáãìÝíç ãéá y → ∞. ¢ñá ï üñïò C0n epny = C0n enðy/a óôçí áìÝóùò
ðéï ðÜíù ëýóç (5.4.50) ðñÝðåé íá åîáëåéöèåß. Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå áðëÜ èÝôïíôáò C0n = 0
(ìå n = 1, 2, . . . ). ÅðïìÝíùò óåâüìáóôå êáé ôç óõíèÞêç öñáãìÝíçò, ðåðåñáóìÝíçò Üãíùóôçò óõ-
íáñôÞóåùò u(x, y) óôï Üðåéñï (ãéá y → ∞) óôï åðÜíù ìÝñïò ôçò çìéëùñßäáò D∗. ¢ñá ìå C0n = 0
ç ó÷Ýóç (5.4.50) ðáßñíåé ôþñá ôçí áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôçò

Yn(y) = D0n e−pny = D0n e−nðy/a, 0 ≤ y < ∞. (5.4.51)

¸ôóé ïé éäéïóõíáñôÞóåéò un(x, y) = Xn(x)Yn(y) ðáßñíïõí ôþñá, ëüãù ôùí ëýóåùí (5.4.48) êáé
(5.4.51) ðïõ ðñïÝêõøáí ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí, ôç äéáöïñåôéêÞ
ìïñöÞ

un(x, y) = Xn(x)Yn(y) = E∗n sin
nðx
a

e−nðy/a, 0 ≤ x ≤ a, y ≥ 0. (5.4.52)

Óôéò éäéïóõíáñôÞóåéò áõôÝò ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ïé íÝåò óôáèåñÝò E∗n = Bn D0n, ïé ïðïßåò êáé ðñÝðåé
íá ðñïóäéïñéóèïýí. Óçìåéþíåôáé üôé äåí èá åîõðçñåôïýóå óå ôßðïôå ôï ßäéï ôï ãéíüìåíï Bn D0n.

Ï ðñïóäéïñéóìüò áõôüò èá ãßíåé áðëÜ ìÝóù ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò (5.4.46)
óôç âÜóç y = 0 (ìå 0 ≤ x ≤ a) ôçò çìéëùñßäáòD∗. ÂÝâáéá ðñïçãïõìÝíùò ðñÝðåé íá ãßíåé õðÝñèåóç
(åðáëëçëßá) ôùí ëýóåùí un(x, y) ìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, y) ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ ôçò óåéñÜò

u(x, y) =
∞∑
n=1

un(x, y) =
∞∑
n=1

E∗n sin
nðx
a

e−nðy/a, (x, y) ∈ D∗. (5.4.53)

ÈÝôïõìå ôþñá y = 0 óôç ëýóç áõôÞ, ïðüôå ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ãßíåôáé ìïíÜäá: e0 = 1. Ëáì-
âÜíïõìå åðßóçò õðüøç ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (5.4.46), äçëáäÞ üôé u(x, 0) = f (x). Äéáðéóôþíïõìå
Ýôóé üôé

u(x, 0) =
∞∑
n=1

E∗n sin
nðx
a

= f (x), 0 ≤ x ≤ a. (5.4.54)

¢ñá ïé æçôïýìåíïé óõíôåëåóôÝò En åßíáé áðëÜ ïé óõíôåëåóôÝò ôïõ áíáðôýãìáôïò ôçò ãíùóôÞò
óõíáñôÞóåùò f (x) óå çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier óôï äéÜóôçìá [0, a], äçëáäÞ óå üëï ôï ðëÜôïò ôçò
çìéëùñßäáò D∗ óôç âÜóç ôçò y = 0. ÅðïìÝíùò éó÷ýïõí ïé ôýðïé

E∗n =
2
a

∫ a

0
f (x) sin

nðx
a

dx, n = 1, 2, . . . . (5.4.55)

Ïé ôýðïé áõôïß óõìðßðôïõí ïõóéáóôéêÜ ìå ôïõò ôýðïõò (5.4.36) êáé åßíáé, äéêáéïëïãçìÝíá, êÜðùò
áðëïýóôåñïé áðü ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ôýðïõò (5.4.37), ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôçí ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷ÞD.
ÁëëÜ óôïõò ôýðïõò (5.4.37) åß÷áìå äéáöïñåôéêÞ ãåùìåôñßá êáé äéáöïñåôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.

Ôþñá ðéá ç ôåëéêÞ ëýóç (5.4.53) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, y) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞ-
ìáôïò Dirichlet åßíáé ðëÞñùò êáèïñéóìÝíç. ¢ñá áõôü ðïõ áðïìÝíåé ãéá ôïí áíáãíþóôç Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü åßíáé ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò. ÐñÝðåé äçëáäÞ íá äåé÷èåß üôé áõôÞ åðáëçèåýåé:
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(á) ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (5.4.1) (ïé ó÷åôéêÝò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò åßíáé áðëïýóôá-
ôåò!), (â) ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôéò ôñåéò ðëåõñÝò x = 0, x = a êáé y = 0 ôçò çìéëùñßäáò D∗

êáé (ã) åðéðëÝïí ôçí áðáßôçóç ç ëýóç áõôÞ u(x, y) íá åßíáé öñáãìÝíç óôï óõí Üðåéñï, äçëáäÞ ãéá
y → ∞. Êáé ôï êáèÞêïí áõôü åßíáé ðïëý áðëü ãéá ôç ëýóç u(x, y) óôç ó÷Ýóç (5.4.53) åîáéôßáò êáé
ôùí åêöñÜóåùí (5.4.55) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò En êáé èáðáñáëåéöèåß åäþ. Ôï óõìðÝñáóìáðÜíôùò
åßíáé üôé ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí åßíáé åöáñìüóéìç êáé óå çìéÜðåéñåò ðåñéï÷Ýò
üðùò ç ðáñïýóá çìéëùñßäá D∗. Äåí ðáñïõóéÜæåôáé êáìßá íÝá äõóêïëßá åêôüò áðü ôçí ïöåéëü-
ìåíç ðñïóï÷Þ, þóôå ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, y) íá ðñïêýðôåé öñáãìÝíç óôï Üðåéñï. Ôïýôï
åßôå áðáéôåßôáé ñçôÜ åßôå õðïíïåßôáé ìå ôçí Ýííïéá üôé ðñÝðåé íá éó÷ýåé ãéá öõóéêïýò ëüãïõò.

Áò ðáñáôçñçèåß åðßóçò üôé áðü ôç ëýóç (5.4.53) óõíÜãåôáé üôé êáèþò ôï y ìåãáëþíåé (äçëáäÞ
áðïìáêñõíüìáóôå áðü ôç âÜóç y = 0 ôçò çìéëùñßäáò D∗), ôüóï ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, y)
ôåßíåé óôï ìçäÝí (u → 0) óå üëï ôï ðëÜôïò [0, a] ôçò çìéëùñßäáò D∗. (Áõôü ïöåßëåôáé óôïõò
åêèåôéêïýò üñïõò, ìå áñíçôéêïýò åêèÝôåò, óôç ëýóç (5.4.53).) Ôï ßäéï áêñéâþò (u = 0) éó÷ýåé êáé
óôéò ðëåõñÝò x = 0 êáé x = a ôçò çìéëùñßäáò ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ y áóöáëþò ìå y > 0. Áõôü óôç
ÌåôÜäïóçÈåñìüôçôáò (Þ ÄéÜäïóçÈåñìüôçôáò) óçìáßíåé áðëÜ üôé ç ìåôáöïñÜ, ç ñïÞ èåñìüôçôáò
óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíôåëåßôáé áðü ôç âÜóç y = 0 ôçò çìéëùñßäáò ðñïò ôï êÜôù êõñßùò
ìÝñïò ôùí êáôáêüñõöùí ðëåõñþí ôçò x = 0 êáé x = a, ðïõ åßíáé ðéï êïíôÜ óôç âÜóç y = 0
(Þ áíôßóôñïöá). Ôïýôï åßíáé öõóéêü. Êáèþò üìùò ôï y ìåãáëþíåé, ïé ðëåõñÝò áõôÝò x = 0 êáé x = a,
ðïõ âñßóêïíôáé óõíå÷þò óå ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá, Ý÷ïõí «áðïññïöÞóåé» (áí åðéôñÝðåôáé ç ëÝîç
áõôÞ) ÷ùñéêÜ ôéò èåñìïêñáóßåò ôùíóçìåßùí ôçò âÜóåùò y = 0 ôçò çìéëùñßäáòD∗. Ïé èåñìïêñáóßåò
áõôÝò ïöåßëïíôáé ãåíéêÜ óôç ìç ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ f (x) óôç âÜóç áõôÞ y = 0. Äåí
Ý÷ïõìå âÝâáéá ÷ñïíéêÝò ìåôáâïëÝò, åðåéäÞ áíáöåñüìáóôå óå ìüíéìç, óôáèåñÞ êáôÜóôáóç óôï
ðáñüí ðñüâëçìá Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò. Ãé’ áõôü êáé éó÷ýåé ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace
(5.4.1), ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôï ÷ñüíï t. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò ìéá ìüíéìç ñïÞ èåñìüôçôáò.

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï åîåôÜóáìå Þäç ôñåéò åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëç-
ôþí óôçí åðßëõóç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Óõãêåêñé-
ìÝíá åöáñìüóáìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí: (á) óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ
êýìáôïò, (â) óôçí åðßóçò ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò êáé (ã) óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ
Laplace. Ïé ôñåéò áõôÝò åîéóþóåéò áðïôåëïýí óßãïõñá ôéò ðéï êëáóéêÝò åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ ôïõ
÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ðïõ ìåëåôÜìå. Ðïëý ðéï åîåéäéêåõìÝíåò åöáñìïãÝò ôçò ßäéáò ìåèüäïõ
ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý èá åîåôáóèïýí ëåðôï-
ìåñþò óôá áìÝóùò åðüìåíá ôñßá êåöÜëáéá. Áíáëõôéêüôåñá èá åîåôáóèïýí: (á) óôï ÊåöÜëáéï Â6
åöáñìïãÝò óå ôáëáíôþóåéò ñÜâäùí êáé äïêþí), (â) óôï ÊåöÜëáéï Â7 åöáñìïãÝò óå ðñïâëÞìáôá
äßóêùí êáé ðëáêþí êáé (ã) óôï ÊåöÜëáéï Â8 Üëëåò åöáñìïãÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

Ç ãåíßêåõóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí óå ðïëéêÝò, êõëéíäñéêÝò êáé óöáéñéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò èá åîåôáóèåß óôï ÊåöÜëáéï Â9. ÏðùóäÞðïôå ç ìåèüäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôá-
âëçôþí åßíáé ç ðéï äçìïöéëÞò ìÝèïäïò áíáëõôéêÞò åðéëýóåùò ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå üóåò âÝâáéá áðü ôéò åîéóþóåéò áõôÝò åßíáé åöáñìüóéìç. (Ïé åîéóþ-
óåéò áõôÝò êáëïýíôáé äéá÷ùñßóéìåò åîéóþóåéò.) Íá ìç ëçóìïíåßôáé åðßóçò üôé ðÝñáí ôçò ìåèüäïõ
ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáé ïé ìÝèïäïé ôùí ïëïêëçñùôéêþí ìå-
ôáó÷çìáôéóìþí, êõñßùò ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace êáé Fourier. Ïé ìÝèïäïé ôùí äýï áõôþí
ìåôáó÷çìáôéóìþí ãéá ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò èá åîåôáóèïýí
óôá ÊåöÜëáéá Â10 êáé Â11 áíôßóôïé÷á. Óôç óõíÝ÷åéá óôï ÊåöÜëáéï Â12 èá åîåôáóèïýí êáé ïñé-
óìÝíåò áðëÝò ðñïóåããéóôéêÝò êáé áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé ãéá ôçí åðßëõóç ôùí åîéóþóåùí áõôþí.

Ðñïò ôï ðáñüí, ãéá íá óõìðëçñþóïõìå ôï ÊåöÜëáéï áõôü Â5, èá áíáöåñèïýìå óýíôïìá êáé
óå äýï áðëÝò ãåíéêåýóåéò ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. ÓõãêåêñéìÝíá èá åîåôÜ-
óïõìå: (á) áðëÝò ìç ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Â5.5 êáé (â) áðëÝò ìç
ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôç ìåèåðüìåíç Åíüôçôá Â5.6.
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Êáé ïé äýï áõôÝò ãåíéêåýóåéò ðáñïõóéÜæïõí ðñáêôéêü åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.
ÌÜëéóôá ôç äåýôåñç ãåíßêåõóç èá ôç ìåëåôÞóïõìå åêôåíÝóôåñá óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Â6. Ðéï
óõãêåêñéìÝíá ç åöáñìïãÞ ôçò óå äõíáìéêÜ (ü÷é áðëÜ óôáôéêÜ) ðñïâëÞìáôá óõíÞèùí äïêþí ðå-
ðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò L åßíáé åîáéñåôéêÜ åíäéáöÝñïõóá êáé ÷ñÞóéìç óôçí ôüóï óõíçèéóìÝíç ãéá ôïí
ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü ðåñßðôùóç åîùôåñéêÞò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x, t) ðÜíù óôç äïêü. Óôçí
åéäéêÞ áõôÞ åöáñìïãÞ, ðïõ áöïñÜ óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, èá åðéìåßíïõìå óôï åðüìåíï
ÊåöÜëáéï Â6.

B5.5. ÌÇ ÏÌÏÃÅÍÅÉÓ ÓÕÍÏÑÉÁÊÅÓ ÓÕÍÈÇÊÅÓ

B5.5.1. Ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åîåôÜóïõìå ôçí ðåñßðôùóç ôùí ìç ïìïãåíþí (ìç ìçäåíéêþí) óõíïñéá-
êþí óõíèçêþí. Èá åðéäåßîïõìå ôç ó÷åôéêÞ ìÝèïäï óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò. Ðéï
óõãêåêñéìÝíá, áêñéâþò üðùò êáé óôçí Åíüôçôá Â5.3, èá ìåëåôÞóïõìå êáé åäþ ôç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôçò Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò Þ Äéáäüóåùò Èåñìüôçôáò (5.3.1):

∂2u
∂x2

= 1
a2

∂u
∂t

, u = u(x, t), (5.5.1)

Ýóôù êáôÜ ôï ðÜ÷ïò ôïß÷ïõ óõíïëéêïý ðÜ÷ïõò L ìå 0 ≤ x ≤ L. Ôçí åîßóùóç áõôÞ ôçí õðïèÝóáìå
óôçí Åíüôçôá Â5.3 üôé óõíïäåýåôáé áðü ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.3.3), äçëáäÞ ôéò óõíèÞêåò

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0, (5.5.2)

óôéò äýï åðéöÜíåéåò x = 0 êáé x = L ôïõ ôïß÷ïõ. Ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíåßò (ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò. ÁõôÝò åßíáé öõóéêÜ êáé ïé ðéï áðëÝò áðü üëåò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. ÐÝñá áðü ôéò
äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.5.2) óôçí ÅíüôçôáÂ5.3 åß÷áìå åðßóçò äéáèÝóéìç êáé ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç
(ãéá t = 0): ôç óõíèÞêç (5.3.4) ãéá ôçí áñ÷éêÞ èåñìïêñáóßá f (x) óôá óçìåßá x ôïõ ôïß÷ïõ, äçëáäÞ

u(x, 0) = f (x), 0 ≤ x ≤ L. (5.5.3)

Åß÷áìå åðïìÝíùò ðñïò åðßëõóç Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ áðïôåëåßôï
áðü: (á) ôçí åîßóùóç (5.5.1): ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, åäþ ôç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, (â) ôéò åîéóþóåéò (5.5.2): ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé (ã) ôçí åîßóùóç
(5.5.3): ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç. Ôï ðñüâëçìá áõôü ôï åðéëýóáìå Þäç óôçí Åíüôçôá Â5.3 ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá õðïèÝóáìå óôç ó÷Ýóç (5.3.5) üôé

u(x, t) = X(x) T (t) (5.5.4)

êáé âñÞêáìå ôåëéêÜ óáí ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôç óåéñÜ (5.3.26), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

Cn sin
nðx
L

exp
[
−
(anð

L

)2
t
]
, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0. (5.5.5)

Ðáñáôçñïýìå üôé ùò ðñïò ôç èÝóç x ç óåéñÜ áõôÞ ìðïñåß íá ÷áñáêôçñéóèåß êáé óáí çìéôïíéêÞ
óåéñÜ Fourier.

Óôç óõíÝ÷åéá óôç óåéñÜ áõôÞ èÝóáìå t = 0 êáé ðÞñáìå åðßóçò õðüøç ìáò ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
(5.5.3). Ôüôå ðñïÝêõøå ç ó÷Ýóç (5.3.27), óõãêåêñéìÝíá ç ó÷Ýóç

u(x, 0) =
∞∑
n=1

Cn sin
nðx
L

= f (x). (5.5.6)
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Ìå ôïí ôñüðï áõôü äéáðéóôþóáìå üôé ïé óõíôåëåóôÝòCn äåí åßíáé ôßðïôå ÜëëïðáñÜ ïé óõíôåëåóôÝò
Fourier ôçò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò f (x) óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (5.5.3).
ÅðïìÝíùò ðñïóäéïñßóèçêáí áðü ôïõò ôýðïõò (5.3.28), ôïõò åðáíáëáìâÜíïõìå êáé áõôïýò

Cn = 2
L

∫ L

0
f (x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2 . . . . (5.5.7)

Óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Â5.5 èá ãåíéêåýóïõìå ëßãï ôï ðéï ðÜíù ðñüâëçìá êáé ôç ëýóç ôïõ
u(x, t) óôçí ðåñßðôùóç ôùí åîÞò ìç ïìïãåíþí (ìç ìçäåíéêþí) óõíïñéáêþí óõíèçêþí:

u(0, t) = È1, u(L, t) = È2, t > 0. (5.5.8)

Äå÷üìáóôå äçëáäÞ åäþ êáé ìç ìçäåíéêÝò èåñìïêñáóßåòÈ1 êáéÈ2 óôéò äýï åðéöÜíåéåò x = 0 êáé x = L
ôïõ ôïß÷ïõ áíôßóôïé÷á. Ôéò ãåíéêÜ ìç ìçäåíéêÝò áõôÝò èåñìïêñáóßåòÈ1 êáéÈ2 ôéò õðïèÝôïõìå üìùò
óôáèåñÝò êáé ü÷é óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t. Ôï ðñüâëçìá ôùí ÷ñïíéêÜ åîáñôçìÝíùí óõíïñéáêþí
óõíèçêþí È1 = È1(t) êáé È2 = È2(t) åßíáé áñêåôÜ ðéï äýóêïëï óôçí áíôéìåôþðéóÞ ôïõ êáé äå èá
áíáöåñèïýìå êáèüëïõ ó’ áõôü.

Óõíïøßæïíôáò, Ý÷ïõìå åäþ ðñïò åðßëõóç ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.1),
(5.5.8) êáé (5.5.3). Ôï ðñüâëçìá áõôü äéáöÝñåé áðü ôï ðñüâëçìá ôçò Åíüôçôáò Â5.3 ìüíï ùò ðñïò
ôï óçìåßï ôùí ìç ïìïãåíþí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.5.8). Ìå ôçí ïõóéþäç áõôÞ äéáöïñÜ êáé ç
ëýóç (5.5.5) ìå ôïõò óõíôåëåóôÝòCn ó’ áõôÞ íáðñïóäéïñßæïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò (5.5.7) èáðñÝðåé
íá ôñïðïðïéçèåß êáôÜëëçëá. Ç ôñïðïðïßçóç áõôÞ èá âáóßæåôáé óôéò êáéíïýñãéåò, ôéò ìç ïìïãåíåßò
(ìç ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.5.8). Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìï ðñüâëçìá, ãéáôß
äåí åßíáé äõíáôüí íá äå÷üìáóôå ðÜíôïôå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò u(0, t) = u(L, t) = 0 óôéò
äýï åðéöÜíåéåò ôïõ ôïß÷ïõ. ×ùñßò êáìßá Üëëç ÷ñïíïôñéâÞ, áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åðßëõóç
ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.1), (5.5.8) êáé (5.5.3) ðïõ êáôáóôñþóáìå.

B5.5.2. Åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôç ìüíéìç êáôÜóôáóç

Îåêéíþíôáò ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ ìüëéò èÝóáìå, êÜíïõìå óôçí áñ÷Þ ôçí åóöáë-
ìÝíç õðüèåóç üôé Ý÷ïõìå Ýíá èåñìïêñáóéáêü ðñüâëçìá óå ìüíéìç, óôáèåñÞ êáôÜóôáóç (steady
state) áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t. Ôç ó÷åôéêÞ ëýóç èá ôçí áðïêáëÝóïõìå ès(x) êáé öõóéêÜ áõôÞ
äå èá åîáñôÜôáé áðü ôï ÷ñüíï t.

Óôç ìüíéìç, óôáèåñÞ, «óôáôéêÞ» áõôÞ ðåñßðôùóç ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò
(5.5.1) èá áðëïðïéçèåß ðáßñíïíôáò ôç ìïñöÞ ìéáò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

d2ès

dx2
= 0, ès = ès(x). (5.5.9)

Ç ìïñöÞ áõôÞ éó÷ýåé, áðëÜ åðåéäÞ ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç ès(x) Ý÷åé õðïôåèåß áíåîÜñôçôç áðü ôï
÷ñüíï t. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (5.5.9) åßíáé ðñïöáíþò Ýíá
ðñùôïâÜèìéï ðïëõþíõìï ôçò èÝóåùò x êáôÜ ôï ðÜ÷ïò ôïõ ôïß÷ïõ 0 ≤ x ≤ L, äçëáäÞ

ès(x) = Ax + B. (5.5.10)

Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò äýï ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôåò óôáèåñÝò Á êáé Â, èá ÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõìå ôéò äýï ìç ïìïãåíåßò (ìç ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.5.8) ãéá ôçí ðáñïýóá óõíÜñôçóç
ès(x). Èá Ý÷ïõìå åðïìÝíùò ôþñá êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

ès(0) = È1, ès(L) = È2. (5.5.11)



152 (ÊåöÜëáéï B5) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Óçìåéþíïõìå üôé ôéò óõíïñéáêÝò èåñìïêñáóßåòÈ1 êáéÈ2 Þäç ôéò õðïèÝóáìå óôáèåñÝò, áíåîÜñôçôåò
áðü ôï ÷ñüíï t. ÈÝôïíôáò ôþñá x = 0 óôç ãåíéêÞ ëýóç (5.5.10) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç ès(x)
ôçò ìüíéìçò êáôáóôÜóåùò (äçëáäÞ ãéá t → ∞), äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

ès(0) = B = È1, ïðüôå ès(x) = Ax +È1. (5.5.12)

Åýêïëïò åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò êáé ôçò äåýôåñçò óôáèåñÜò Â. ÐñáãìáôéêÜ, èÝôïíôáò x = L óôç
óõíÜñôçóç ès(x) = Ax + È1, ôçí ïðïßá ìüëéò âñÞêáìå óôçí åíäéÜìåóç áõôÞ ëýóç (5.5.12), êáé
ðáßñíïíôáò õðüøç êáé ôç äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (5.5.11), óõìðåñáßíïõìå üôé

ès(L) = AL+È1 = È2 
⇒ AL = È2 −È1 
⇒ A = È2 −È1

L
. (5.5.13)

¢ñá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ãéá ôéò óôáèåñÝò Á êáé Â óôçí áñ÷éêÞ êáé ãåíéêÞ ëýóç (5.5.10) ôéò ôéìÝò

B = È1 êáé A = È2 −È1

L
. (5.5.14)

Åðßóçò ãéá ôç óõíÜñôçóç ès(x) óôç ìüíéìç, ôç óôáèåñÞ, ôç «óôáôéêÞ» , ôçí áíåîÜñôçôç áðü ôï
÷ñüíï t êáôÜóôáóç Ý÷ïõìå ôþñá

ès(x) = È1 + È2 −È1

L
x. (5.5.15)

Áí èÝëïõìå ìÜëéóôá, ìðïñïýìå Üìåóá íá åðáëçèåýóïõìå ôç ëýóç áõôÞ ü÷é ìüíï ùò ðñïò ôéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.5.11), áëëÜ êáé ùò ðñïò ôçí ßäéá ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò
(5.5.1). ÂÝâáéá ó’ áõôÞí ôçí åîßóùóç ç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãïò óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé ìçäåíéêÞ ãéá ôç
ëýóç ìáò ès(x), ðïõ Ý÷åé õðïôåèåß óõíÜñôçóç ìüíï ôçò èÝóåùò x êáé áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t.

B5.5.3. ÐëÞñçò åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìå ôéò ìç ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí ðëÞñç åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ
åîåôÜæïõìå, äçëáäÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôùí åîéóþóåùí (5.5.1), (5.5.8) êáé (5.5.3) ìå ôéò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (5.5.8) ìç ïìïãåíåßò (ìç ìçäåíéêÝò). Ðñïò ôï óêïðü áõôü èá ðÜñïõìå õðüøç ìáò ôç
ëýóç (5.5.15), ðïõ âñÞêáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï ãéá ôç óõíÜñôçóç ès(x) ôçò ìüíéìçò
êáôáóôÜóåùò, ôç ÷ñïíéêÜ ôåëéêÞ óõíÜñôçóç (ãéá t → ∞) ìåôÜ áðü ôï ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï.

ÂÝâáéá ç ÷ñïíéêÜ åîáñôçìÝíç ëýóç u(x, t) ôïõ ðëÞñïõò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí
ôéìþí (5.5.1), (5.5.8) êáé (5.5.3) èá åîáñôÜôáé êáé áðü ôï ÷ñüíï t (ü÷é ìüíï áðü ôç èÝóç x) áíôßèåôá
ìå ôç óõíÜñôçóç ès(x) ôçò ìüíéìçò, óôáèåñÞò, «óôáôéêÞò» êáôáóôÜóåùò. Äçëþíïõìå ôç äéáöïñÜ
ìåôáîý ôùí äýï áõôþí óõíáñôÞóåùí ìå ôç âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç è(x, t), ïðüôå

è(x, t) = u(x, t)− ès(x) ⇐⇒ u(x, t) = è(x, t)+ ès(x). (5.5.16)

Ìå ãíùóôÞ üìùò ôç óõíÜñôçóç ès(x) áðü ôç ëýóç (5.5.15), áðïìÝíåé ðéá ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò
âïçèçôéêÞò óõíáñôÞóåùò è(x, t). Ç óõíÜñôçóç áõôÞ åêöñÜæåé ôç äéáöïñÜ, ôçí áðüêëéóç ìåôáîý
ôçò áëçèéíÞò êáé ðëÞñïõò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò u(x, t) êáé ôçò ôåëéêÞò êáé áíåîÜñôçôçò
áðü ôï ÷ñüíï t (ãéá t → ∞) ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò ès(x).

Áíôéêáèéóôïýìå åðïìÝíùò ôçí Üãíùóôç êáé ÷ñïíéêÜ åîáñôçìÝíç óõíÜñôçóç u(x, t) áðü ôç äåý-
ôåñç ó÷Ýóç (5.5.16) óôéò åîéóþóåéò (5.5.1), (5.5.8) êáé (5.5.3). Ôþñá åýêïëá ðáñáôçñïýìå üôé ç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (5.5.1), ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, èá
ðÜñåé ôç áêüëïõèç ìïñöÞ:

∂2u
∂x2

= 1
a2

∂u
∂t


⇒ ∂2(è+ ès)
∂x2

= 1
a2

∂(è+ ès)
∂t


⇒ ∂2è
∂x2

+ d2ès

dx2
= 1

a2
∂è
∂t

+ 0, (5.5.17)
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äçëáäÞ ôåëéêÜ
∂2è
∂x2

= 1
a2

∂è
∂t

. (5.5.18)

Ãéá ôçí åýñåóç ôçò ìïñöÞò áõôÞò ðÞñáìå öõóéêÜ õðüøç ìáò ôçí éó÷ý ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.5.9) ãéá ôç óõíÜñôçóç ès(x) ôçò ìüíéìçò êáôáóôÜóåùò. ÁõôÞ åßíáé áóöáëþò Ýíá
ðñùôïâÜèìéï ðïëõþíõìï. Áõôü ôï äéáðéóôþóáìå Þäç óôç ëýóç ôçò (5.5.10) êáé ôåëéêÜ (5.5.15).

ÁíÜëïãá ïé ìç ïìïãåíåßò (ìç ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.5.8) ðáßñíïõí ôþñá ôç ìïñöÞ

u(0, t) = è(0, t)+ ès(0) = È1 
⇒ è(0, t) = 0, (5.5.19)

u(L, t) = è(L, t)+ ès(L) = È2 
⇒ è(L, t) = 0. (5.5.20)

Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t óõíÜñôçóç ès(x) åðáëçèåýåé Þäç ôéò ìç ïìï-
ãåíåßò (ìç ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.5.8). (¸ôóé ôçí êáôáóêåõÜóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç
ÐáñÜãñáöï Â5.5.2: ìå ôéò ìç ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.5.11).) ¢ñá ç äéáöïñÜ ôçò è(x, t)
áðü ôçí ðëÞñç ëýóç u(x, t) èá åðáëçèåýåé ôéò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

è(0, t) = è(L, t) = 0. (5.5.21)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü (ìÜëëïí ôï ôÝ÷íáóìá áõôü) ðåôý÷áìå íá êáôáóôÞóïõìå ïìïãåíåßò ôéò óõíï-
ñéáêÝò óõíèÞêåò óôéò äýï åðéöÜíåéåò x = 0 êáé x = L ôïõ ôïß÷ïõ. «ÏìïãåíïðïéÞóáìå» Ýôóé ôï
ðñüâëçìÜ ìáò ùò ðñïò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, áí åðéôñÝðåôáé ç ÷ñÞóç ôçò ëÝîåùò áõôÞò áíôß
ãéá ôçí ðïëý ðéï äüêéìç öñÜóç «êáôáóôÞóáìå ïìïãåíÝò».

Áò áíáöåñèïýìå ôåëéêÜ êáé óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (5.5.3). ÁõôÞ ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

u(x, 0) = è(x, 0)+ ès(x) = f (x) 
⇒ è(x, 0) = f ∗(x) := f (x)− ès(x), 0 ≤ x ≤ L. (5.5.22)

Ëüãù ôçò ëýóåùò (5.5.15): ès(x) = È1 + (È2 − È1)x/L Ý÷ïõìå óôçí áñ÷éêÞ áõôÞ óõíèÞêç ôç íÝá
÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç

f ∗(x) := f (x)− ès(x) = f (x)−È1 − È2 −È1

L
x, 0 ≤ x ≤ L. (5.5.23)

¢ñá ç æçôïýìåíç âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç, ç áðüêëéóç

è(x, t) = u(x, t)− ès(x), (5.5.24)

ç äéáöïñÜ ôçò ðëÞñïõò ëýóåùò u(x, t) ìåßïí ôçí ôåëéêÞ ôçò Ýêöñáóç ès(x) (ãéá t → ∞, ðïõ åßíáé,
åðáíáëáìâÜíåôáé, áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t) èá åðáëçèåýåé êáé áõôÞ, ç áðüêëéóç è(x, t), ôç
ìïíïäéÜóôáôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.5.18). Áõôü ôï áðïäåßîáìå Þäç. Ôþñá üìùò ïé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá ôç âïçèçôéêÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç è(x, t) èá åßíáé ïìïãåíåßò: óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (5.5.21). (Ôï ðñüâëçìÜ ìáò Ý÷åé åõôõ÷þò êáôáóôåß ïìïãåíÝò!) ÔÝëïò ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç
(5.5.3) Ý÷åé ðÜñåé ôþñá ôçí ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ (5.5.22). Óôç ìïñöÞ áõôÞ ðáñáôçñïýìå üôé ç
óõíÜñôçóç ôùí áñ÷éêþí ôéìþí f (x) Ý÷åé áðëÜ ôñïðïðïéçèåß óôç ìïñöÞ (5.5.23). ÏõóéáóôéêÜ Ý÷åé
áíôéêáôáóôáèåß áðü ôç íÝá êáé åðßóçò âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç áñ÷éêþí ôéìþí f ∗(x) := f (x)− ès(x).

Óõìðåñáßíïõìå åðïìÝíùò ðùò ç æçôïýìåíç âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç è(x, t), ç ïðïßá áíáöÝñåôáé
ôþñá óôéò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.5.21), èá äßíåôáé áðü ôç ãíùóôÞ ëýóç (5.5.5) ôïõ
ïìïãåíïýò ùò ðñïò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðñïâëÞìáôïò. ÄçëáäÞ èá Ý÷ïõìå

è(x, t) =
∞∑
n=1

èn(x, t) =
∞∑
n=1

C ∗
n sin

nðx
L

exp
[
−
(anð

L

)2
t
]
, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0. (5.5.25)
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Åíôïýôïéò ïé óõíôåëåóôÝò C ∗
n ôçò óåéñÜò áõôÞò íáé ìåí èá äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò (5.5.7), áëëÜ

ôþñá ìå óõíÜñôçóç áñ÷éêþí ôéìþí ôç âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç f ∗(x) := f (x) − ès(x) áíôß ãéá ôçí
áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç f (x). Ðñïêýðôåé åðïìÝíùò üôé

C ∗
n =

2
L

∫ L

0
f ∗(x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2 . . . . (5.5.26)

Ðñïöáíþò ç ðëÞñçò ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.1), (5.5.8) êáé
(5.5.3) èá äßíåôáé áðü ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (5.5.16). ÄçëáäÞ ëüãù êáé ôçò ëýóåùò (5.5.15) ôåëéêÜ èá
Ý÷ïõìå

u(x, t) = è(x, t)+ ès(x) = è(x, t)+È1 + È2 −È1

L
x (5.5.27)

ìå ôçóõíÜñôçóç è(x, t) íá Ý÷åé êáèïñéóèåß áðü ôç ëýóç (5.5.25) ôïõáíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýòðñïâëÞ-
ìáôïò óå óõíäõáóìü ìå ôïõò ôýðïõò (5.5.26). Åýêïëá ìðïñïýìå íá åðáëçèåýóïõìå ôçí ïñèüôçôá
ôçò ëýóåùò áõôÞò (5.5.27): (á) ùò ðñïò ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.5.1), (â) ùò
ðñïò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.5.8) êáé (ã) ùò ðñïò ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (5.5.3).

Áò ðáñáôçñÞóïõìå åðßóçò üôé ìåôÜ ôçí åîÜëåéøç ôïõ ìåôáâáôéêïý öáéíïìÝíïõ (ìáèçìáôéêü-
ôåñá ãéá t → ∞) éó÷ýåé ðñïöáíþò ôï üñéï

è(x,∞) := lim
t→∞ è(x, t) = 0, 0 ≤ x ≤ L. (5.5.28)

ÇðáñáôÞñçóç áõôÞðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôç ó÷åôéêÞ ëýóç (5.5.25) ãéá t → ∞, ïðüôå ïé áñíçôéêïß
åêèåôéêïß ÷ñïíéêïß ðáñÜãïíôåò óôïõò üñïõò ôçò ìçäåíßæïíôáé. Äéáðéóôþíåôáé åðïìÝíùò áðü ôçí
ðëÞñç ëýóç (5.5.27) ôïõ ìç ïìïãåíïýò ðñïâëÞìáôïò üôé

u(x,∞) := lim
t→∞ u(x, t) = ès(x) = È1 + È2 −È1

L
x, 0 ≤ x ≤ L. (5.5.29)

Óõíåðþò åðáëçèåýåôáé, Þôáí áðüëõôá äéêáéïëïãçìÝíïò ï éó÷õñéóìüò ìáò üôé ç ëýóç ès(x) áöïñÜ
óôç ìüíéìç (óôç óôáèåñÞ) êáôÜóôáóç ìåôÜ ôçí åîÜëåéøç ôïõ ìåôáâáôéêïý öáéíïìÝíïõ, ðïõ åê-
öñÜæåôáé áðü ôç óõíÜñôçóç è(x, t). Áõôü ôï ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï åîáëåßöåôáé ìå ôçí ðÜñïäï
ôïõ ÷ñüíïõ t.

Óáí õðïóçìåßùóç áò ðáñáôçñçèåß ôÝëïò üôé ìå êáôÜëëçëç ôç óõíÜñôçóç áñ÷éêþí ôéìþí f (x),
óõãêåêñéìÝíá ãéá ôçí åéäéêÞ óõíÜñôçóç f (x) = ès(x) èá éó÷ýåé êáé f ∗(x) = f (x) − ès(x) ≡ 0, ïðüôå
êáé è(x, t) ≡ 0. Ó’ áõôÞí ôçí ðïëý åéäéêÞ ðåñßðôùóç, êáé ìüíï ó’ áõôÞ, äåí õðÜñ÷åé ìåôáâáôéêü
öáéíüìåíï. ¸÷ïõìå äçëáäÞ áðü ôçí áñ÷Þ t = 0 ôïõ ÷ñüíïõ ôç ìüíéìç êáôÜóôáóç ès(x) ãéá ôç
èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ (ôç èåñìïêñáóßá) u(x, t) êáôÜ ôï ðÜ÷ïò ôïõ ôïß÷ïõ ðïõ åîåôÜæïõìå.

ÁíÜëïãá éó÷ýïõí öõóéêÜ êáé ãéá ñÜâäï ìÞêïõò L (åðßóçò ìå 0 ≤ x ≤ L) õðü ôéò ßäéåò óõíèÞêåò.
Áñêåß âÝâáéá ç ñÜâäïò áõôÞ íá åßíáé ðëåõñéêÜ áðüëõôá ìïíùìÝíç. Ôüôå èá éó÷ýåé ðñÜãìáôé áðü
èåñìéêÞò áðüøåùò ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.5.1) ìå ìåôÜäïóç ôçò èåñìüôçôáò
ìüíï êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ: êáôÜ ôç äéåýèõíóç x êáé ü÷é êáé åãêÜñóéá ðñïò ôï ðåñéâÜëëïí.

B5.6. ÌÇ ÏÌÏÃÅÍÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ

B5.6.1. Ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí

Óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â5.5 äéáðéóôþóáìå üôé ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí
åßíáé åöáñìüóéìç êáé óå ðñïâëÞìáôá ìå ìç ïìïãåíåßò (ìç ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ìå ôç
÷ñÞóç âïçèçôéêÞò óõíáñôÞóåùò. Óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Â5.6 èá äïýìå üôé åßíáé åðßóçò ãåíéêåý-
óéìç êáé óå ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò. Äõóôõ÷þò ç ðáñïýóá ãåíßêåõóç åßíáé êÜðùò ðéï äýóêïëç áðü åêåßíç ôçò ðñïçãïý-
ìåíçò Åíüôçôáò Â5.5. Åßíáé üìùò êáé ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìç ëüãù ôçò áñêåôÜ óõ÷íÞò åìöáíßóåùò ìç
ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.
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Èåùñïýìå îáíÜ ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.3.1), üðùò êáé óôçí Åíüôçôá Â5.3,
åñìçíåýïíôÜò ôçí êáé ðÜëé óáí åîßóùóç ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò Þ äéáäüóåùò èåñìüôçôáò.
ÕðÜñ÷åé üìùò ôþñá ç áîéïóçìåßùôç äéáöïñÜ üôé èá Ý÷ïõìå êáé Ýíáí åðéðëÝïí üñï p(x, t): ìéá
ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôçò èÝóåùò x (0 ≤ x ≤ L) êáé ôïõ ÷ñüíïõ t (t ≥ 0). Ï ãíùóôüò áõôüò üñïò
p(x, t) óôï äåîéü ìÝëïò èá êáôáóôÞóåé ôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.3.1) ìç ïìïãåíÞ. (Óçìåéþíåôáé
üôé äåí õðÜñ÷åé åéäéêÞ ïíïìáóßá ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò. Áíôßèåôá õðÜñ÷åé ãéá
ôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç ôïõ Laplace, ç ïðïßá êáëåßôáé åîßóùóç ôïõ Poisson.) Èá Ý÷ïõìå óõíåðþò
ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂2u
∂x2

= 1
a2

∂u
∂t

− p(x, t) , u = u(x, t), (5.6.1)

Ýóôù êáé ðÜëé êáôÜ ôï ðÜ÷ïò ôïß÷ïõ óõíïëéêïý ðÜ÷ïõò L ìå 0 ≤ x ≤ L.

Áêñéâþò üðùò êÜíáìå êáé óôçí Åíüôçôá Â5.3, õðïèÝôïõìå êáé åäþ üôé ç ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíÞò
åîßóùóç (5.6.1) óõíïäåýåôáé áðü ôéò ïìïãåíåßò (ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.3.3), äçëáäÞ
áðü ôéò óõíèÞêåò

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0, (5.6.2)

êáé óôéò äýï åðéöÜíåéåò x = 0 êáé x = L ôïõ ôïß÷ïõ. ÐÝñá áðü ôéò óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò
(5.6.2) èåùñåßôáé öõóéêÜ åðßóçò äéáèÝóéìç êáé ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç: ç óõíèÞêç (5.3.4) ãéá ôçí áñ÷éêÞ
(ãéá t = 0) èåñìïêñáóßá f (x) óôá óçìåßá x ôïõ ôïß÷ïõ, äçëáäÞ

u(x, 0) = f (x), 0 ≤ x ≤ L. (5.6.3)

¸÷ïõìå åðïìÝíùò êáé ðÜëé ðñïò åðßëõóç Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ
áðïôåëåßôáé áðü: (á) ôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç (5.6.1): ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò, åäþ ôç ìç ïìïãåíÞ ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, (â) ôéò åîéóþóåéò (5.6.2): ôéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé (ã) ôçí åîßóùóç (5.6.3): ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç. (Ðáñáôçñïýìå üôé ïé óõíï-
ñéáêÝò óõíèÞêåò (5.6.2) åßíáé öõóéêÜ äýï, åðåéäÞ ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.6.1)
Ý÷åé äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôç èÝóç x. Áíôßèåôá ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (5.6.3) åßíáé ìüíï
ìßá, åðåéäÞ ç ßäéá åîßóùóç (5.6.1) Ý÷åé ìüíï ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t.) Ôï
ðáñáðÜíù ðñüâëçìá (5.6.1), (5.6.2) êáé (5.6.3) ôï åðéëýóáìå Þäç óôçí Åíüôçôá Â5.3 ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ãéá ôçí ïìïãåíÞ ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.3.1),
äçëáäÞ ìå p(x, t) ≡ 0 óôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç (5.6.1), ïðüôå áõôÞ ìåôáðßðôåé óôçí áíôßóôïé÷ç
ïìïãåíÞ åîßóùóç. Åäþ èá åîåôÜóïõìå ôï áñêåôÜ ãåíéêüôåñï ðñüâëçìá áõôÞò ôçò ìç ïìïãåíïýò
åîéóþóåùò (5.6.1) (ìå p(x, t) �≡ 0).

Óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò (Þ ÄéÜäïóç Èåñìüôçôáò) ç óõíÜñôçóç p(x, t) åßíáé áíÜëïãç ôçò
ðáñáãùãÞò ãéá p(x, t) > 0 (Þ ôçò áðáãùãÞò ãéá p(x, t) < 0) èåñìüôçôáò (èåôéêÞ Þ áñíçôéêÞ êá-
ôáíåìçìÝíç ðçãÞ èåñìüôçôáò áíôßóôïé÷á). ÁõôÞ èåùñåßôáé ãåíéêÜ óõíÜñôçóç ôçò èÝóåùò x êáé
ôïõ ÷ñüíïõ t. ÖõóéêÜ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ðïëý ðéï åíäéáöÝñïõóá åßíáé ç ðåñßðôùóç
öïñôßóåùò p(x, t) óôéò áîïíéêÝò (äéáìÞêåéò) åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ êáé, éäßùò, óôéò
åîáíáãêáóìÝíåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý. Ôá èÝìáôá áõôÜ èá åîåôáóèïýí óôï åðüìåíï
ÊåöÜëáéï Â6: óôéò Åíüôçôåò Â6.1 (ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ) êáé Â6.2 (ôáëáíôþóåéò äïêïý) áíôßóôïé÷á.

Åäþ èá ðåñéïñéóèïýìå óôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí (5.6.1), (5.6.2) êáé (5.6.3)
ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.6.1). Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ðÜëé
ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí, üðùò Þäç êÜíáìå (åðéôõ÷þò ìÜëéóôá) êáé óôçí Åíü-
ôçôá Â5.3 óôçí ðåñßðôùóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò ðñïâëÞìáôïò ìå p(x, t) ≡ 0. Ðéï óõãêåêñé-
ìÝíá óôçí Åíüôçôá Â5.3 õðïèÝóáìå óôç ó÷Ýóç (5.3.5) ôï ÷ùñéóìü ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí

u(x, t) = X(x)T (t). (5.6.4)
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ÂñÞêáìå ôåëéêÜ óáí ëýóç ôç óåéñÜ (5.3.26), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå, áëëÜ ôþñá ìå ôçí åìöÜíéóç
ôïõ ÷ñïíéêïý üñïõ (ôïõ áñíçôéêïý åêèåôéêïý üñïõ) ðñéí áðü ôï ÷ùñéêü üñï (ôïí çìéôïíéêü üñï):

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

Cn exp
[
−
(anð

L

)2
t
]
sin

nðx
L

, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0. (5.6.5)

ÁíáöÝñïõìå êáé ðÜëé üôé ùò ðñïò ôç èÝóç x ç óåéñÜ áõôÞ èá ìðïñïýóå íá ÷áñáêôçñéóèåß êáé
óáí çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier. ÃåíéêÜ ìéëþíôáò, ìéá çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier, Ýóôù ãéá ôç ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç f (x) óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (5.6.3), Ý÷åé ôç ìïñöÞ

f (x) =
∞∑
n=1

Fn sin
nðx
L

. (5.6.6)

Ïé óõíôåëåóôÝò Fn óôçí çìéôïíéêÞ áõôÞ óåéñÜ Fourier äßíïíôáé áðü ôïõò ãíùóôïýò ôýðïõò

Fn = 2
L

∫ L

0
f (x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . . (5.6.7)

ÁíÜëïãá õðÜñ÷ïõí âÝâáéá êáé ïé óõíçìéôïíéêÝò óåéñÝò Fourier, ïé ðëÞñåéò ôñéãùíïìåôñéêÝò
óåéñÝò Fourier, ïé ìéãáäéêÝò Þ åêèåôéêÝò óåéñÝò Fourier, êëð. Ôéò óåéñÝò Fourier ôéò åîåôÜóáìå áñ-
÷éêÜ óôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ: óôá ÊåöÜëáéá Á16 (èåùñßá êáé ðáñáäåßãìáôá)
êáé Á17 (åöáñìïãÝò) ôïõ ÌÝñïõò Á. Óôï ÊåöÜëáéï áõôü Â5 ôéò åöáñìüóáìå Þäç óôçí åðßëõóç
ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.
Óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ Åíüôçôá Â5.6 ôïõ ðáñüíôïò Êåöáëáßïõ Â5 èá äåßîïõìå ôç ÷ñçóéìüôçôá êáé
ôçí åöáñìïãÞ ôùí óåéñþí Fourier êáé óå ìç ïìïãåíåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò. ÓõãêåêñéìÝíá èá åðéëýóïõìå ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí (5.6.1), (5.6.2)
êáé (5.6.3), ôï ïðïßï Þäç èÝóáìå.

B5.6.2. Ç ìÝèïäïò ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïóõíáñôÞóåéò

Óôï ðáñüí ðñüâëçìá (5.6.1), (5.6.2) êáé (5.6.3) ìå ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò
(5.6.1) ìç ïìïãåíÞ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ðÜëé ôéò éäéïóõíáñôÞóåéò

Xn(x) = sin
nðx
L

, n = 1, 2, . . . . (5.6.8)

Ôéò éäéïóõíáñôÞóåéò áõôÝò ôéò âñÞêáìå áñ÷éêÜ óôéò ó÷Ýóåéò (5.3.17) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â5.3.3 ôçò
Åíüôçôáò Â5.3 ãéá ôçí ïìïãåíÞ ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.3.1). Åßíáé ðñáãìáôéêÜ
óêüðéìï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé åäþ ôéò ÷ùñéêÝò áõôÝò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x). Áõôü óõìâáßíåé,
åðåéäÞ áõôÝò ðñïÝêõøáí áðü ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (5.6.4) êáé, ôï óçìáíôé-
êüôåñï, ðëçñïýí êáé ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.6.2). Ç áëëáãÞ ðïõ èá êÜíïõìå åäþ åßíáé
áðëÜ ç ôñïðïðïßçóç ôçò óåéñÜò óôç ëýóç (5.6.5) óôç íÝá, ãåíéêåõìÝíç ôçò ìïñöÞ

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

qn(t) sin
nðx
L

, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0. (5.6.9)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ ïé óõíôåëåóôÝò Cn êáé ïé áñíçôéêïß åêèåôéêïß üñïé óôç ëýóç (5.6.5) áíôéêá-
ôáóôÜèçêáí áðü ôéò ãåíéêüôåñåò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò qn(t). Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò åßíáé ðñïò
ôï ðáñüí Üãíùóôåò, áí êáé ãíùñßæïõìå áðü ôç ëýóç (5.6.5) üôé ãéá ôçí ïìïãåíÞ ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (ìå p(x, t) ≡ 0) Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ

qn(t) = Cn exp
[
−
(anð

L

)2
t
]
, n = 1, 2, . . . . (5.6.10)

Äßíïõìå ëïéðüí ìåãÜëç åëåõèåñßá óôçí õðü ìïñöÞ óåéñÜò ëýóç (5.6.9) ðïõ õðïèÝôïõìå åäþ ãéá
ôç ìç ïìïãåíÞ ðåñßðôùóç: p(x, t) �≡ 0 óôç ìç ïìïãåíÞ ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò
(5.6.1). ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå äéáèÝóéìåò ðñïò ðñïóäéïñéóìü Üðåéñåò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò qn(t).
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Åëðßæïõìå üôé áõôÝò ïé Üðåéñåò êáé áêüìç áðñïóäéüñéóôåò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò qn(t) èá ìáò
åðéôñÝøïõí ìå ôïí êáôÜëëçëï ðñïóäéïñéóìü ôïõò íá «áíôéìåôùðßóïõìå» ôï ìç ïìïãåíÞ üñï p(x, t)
óôçí áñ÷éêÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (5.6.1). Åõôõ÷þò èá áðïäåé÷èåß ðéï
êÜôù áëçèéíÞ ç åëðßäá ìáò áõôÞ.

Áò ðáñáôçñÞóïõìå âÝâáéá üôé äßíïíôáò âáñýôçôá óôç ÷ùñéêÞ (ùò ðñïò ôç èÝóç) áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ x, ç ëýóç (5.6.9) åßíáé ìéá çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t)
ìå óõíôåëåóôÝò qn(t). Ï ÷ñüíïò t åßíáé áðëÜ ìéá ðáñÜìåôñïò óôçí çìéôïíéêÞ áõôÞ óåéñÜ Fourier.
Áí îÝñáìå ôïõò óõíôåëåóôÝò áõôïýò qn(t), ðïõ äåí åßíáé âÝâáéá óôáèåñÝò, áëëÜ óõíáñôÞóåéò ôïõ
÷ñüíïõ t, èá åß÷áìå äéáèÝóéìç ôçí ðëÞñç ëýóç (5.6.9) ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí
ôéìþí (5.6.1), (5.6.2) êáé (5.6.3). Äåí ôïõò îÝñïõìå üìùò! ¸÷ïõìå åíôïýôïéò ôçí ðñüèåóç êáé ôç
äõíáôüôçôá íá ôïõò ðñïóäéïñßóïõìå.

Áðü ìéá äéáöïñåôéêÞ ïðôéêÞ ãùíßá ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò qn(t) óôçí ðéèáíÞ ëýóç (5.6.9),
ôçí ïðïßá õðïèÝóáìå ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, t), ìáò èõìßæïõí ëßãï ôç ìÝèïäï ôçò ìåôá-
âïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ôïýôï ãßíåôáé áñêåôÜ óáöÝóôåñï,
áí èåùñÞóïõìå ôïõò áñ÷éêÜ óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò Cn óôç ëýóç (5.6.5) ôïõ ïìïãåíïýò ðñïâëÞ-
ìáôïò (ìå p(x, t) ≡ 0) óáí óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t, äçëáäÞ Cn = Cn(t) (n = 1, 2, . . . ). Óêïðü ìáò
áðïôåëåß ç åðßëõóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ìç ïìïãåíïýò ðñïâëÞìáôïò (ìå p(x, t) �≡ 0). Ïé ðéï ðÜíù
óõíáñôÞóåéò Cn(t) óôç èÝóç ôùí óôáèåñþí Cn ðñáãìáôéêÜ ìáò èõìßæïõí ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò
ôùí ðáñáìÝôñùí óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Óôç óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå ôá ãéíüìåíá

qn(t) = Cn(t) exp
[
−
(anð

L

)2
t
]
, n = 1, 2, . . . , (5.6.11)

óáí ôéò óõíïëéêÝò Üãíùóôåò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò ìáò óôç óåéñÜ (5.6.9). Ôç óåéñÜ áõôÞ ôçí Ý÷ïõìå
Þäç õðïèÝóåé óáí ôçí ðéèáíÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò (5.6.1), (5.6.2) êáé (5.6.3).

¸÷ïíôáò õðïèÝóåé ôç ëýóç u(x, t) óôç ìïñöÞ ôçò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier (5.6.9), èá áíôé-
êáôáóôÞóïõìå ôç ëýóç áõôÞ óôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.6.1). Ðñïóäïêïýìå Ýôóé
íá ìðïñÝóïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò qn(t), äçëáäÞ ôïõò ðñïò ôï ðáñüí
Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò óåéñÜò Fourier (5.6.9). Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå
êáé åêåßíåò ôéò ðáñáãþãïõò ôçò ðéèáíÞò ëýóåùò u(x, t) ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí åîßóùóç (5.6.1),
äçëáäÞ: (á) ôç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x (äåýôåñç ÷ùñéêÞ
ðáñÜãùãï) êáé (â) ôçí ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ t (ðñþôç
÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï). ÕðïèÝôïõìå, üðùò óõíÞèùò óõìâáßíåé, üôé ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò óåéñÜò
(5.6.9) åßíáé ßóåò ìå ôéò óåéñÝò ôùí áíôßóôïé÷ùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí: üñï ðñïò üñï ðáñáãþãéóç
óôç óåéñÜ. ¸ôóé, åðåéäÞ d2sin ax/dx2 = −a2 sin ax, ìå a = nð /L áðü ôç óåéñÜ (5.6.9) âñßóêïõìå üôé

∂2u(x, t)
∂x2

=
∞∑
n=1

∂2un(x, t)
∂x2

= −
∞∑
n=1

(nð
L

)2
qn(t) sin

nðx
L

, 0 < x < L, t > 0. (5.6.12)

Åðßóçò ãéá ôçí ðñþôç ÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò u(x, t) Ý÷ïõìå

∂u(x, t)
∂t

=
∞∑
n=1

∂un(x, t)
∂t

=
∞∑
n=1

q̇n(t) sin
nðx
L

, 0 < x < L, t > 0, (5.6.13)

ìå q̇n(t) ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï (åííïåßôáé óõíÞèç ðáñÜãùãï) ôçò ÷ñïíéêÞò óõíáñôÞóåùò qn(t).

Óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.6.1), ôç ìç ïìïãåíÞ ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, ôçí ïðïßá
åðéäéþêïõìå íá ëýóïõìå, õðÜñ÷åé åðßóçò êáé ï üñïò p(x, t) óôï äåîéü ìÝëïò. Áõôüò åßíáé âÝâáéá
ï üñïò ðïõ ôçí êáèéóôÜ ìç ïìïãåíÞ êáé äçìéïýñãçóå ôçí áíÜãêç íá ãñáöåß ç ðáñïýóá åíüôçôá.
Áêñéâþò üðùòèåùñÞóáìå üôé ç ÜãíùóôçóõíÜñôçóçu = u(x, t) äéáèÝôåé çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier ôçò
ìïñöÞò (5.6.9), áíÜëïãá èåùñïýìå üôé êáé ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç p(x, t) äéáèÝôåé êáé áõôÞ áíôßóôïé÷ç
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çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier êáé ðÜëé âÝâáéá ùò ðñïò ôç èÝóç x. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå

p(x, t) =
∞∑
n=1

Pn(t) sin
nðx
L

, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0. (5.6.14)

Ôþñá âÝâáéá ç óõíÜñôçóç p(x, t) åßíáé ãíùóôÞ êáé ü÷é Üãíùóôç áíôßèåôá ìå ôç óõíÜñôçóç u(x, t),
ðïõ åßíáé áêüìç Üãíùóôç. ÅðïìÝíùò ïé óõíôåëåóôÝò Pn(t) óôçí ðéï ðÜíù çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier
(5.6.14) åßíáé êáé áõôïß ãíùóôïß. ÓõãêåêñéìÝíá ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí áðü ôïõò ôýðïõò
(5.6.7). Óôç óõãêåêñéìÝíç üìùò ðåñßðôùóç ôçò óõíáñôÞóåùò p(x, t) óôç óåéñÜ (5.6.14) (áíôß ãéá
ôç óõíÜñôçóç f (x) óôç óåéñÜ (5.6.6)) ïé ôýðïé (5.6.7) ðáßñíïõí ôçí áíôßóôïé÷ç ìïñöÞ

Pn(t) = 2
L

∫ L

0
p(x, t) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2 . . . . (5.6.15)

Áíôéêáèéóôïýìå ëïéðüí ôüóï ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, t) üóï êáé ôç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç
p(x, t) óôç ìç ïìïãåíÞ ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.6.1). Ãéá ôï óêïðü áõôü ÷ñçóé-
ìïðïéïýìå ôéò çìéôïíéêÝò óåéñÝò Fourier (5.6.12), (5.6.13) êáé (5.6.14) ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ x, ôéò ïðïßåò ìüëéò âñÞêáìå. ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé

−
∞∑
n=1

(nð
L

)2
qn(t) sin

nðx
L

= 1
a2

∞∑
n=1

q̇n(t) sin
nðx
L

−
∞∑
n=1

Pn(t) sin
nðx
L

. (5.6.16)

Ìðïñåß íá ãñáöåß êáé áðëïýóôåñá ç óåéñÜ áõôÞ (5.6.16), óôçí ïðïßá ìåôáôñÝøáìå ôç äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (5.6.1). Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå óõãêåíôñþíïíôáò üëïõò
ôïõò üñïõò ôçò óå ìßá ìüíï óåéñÜ (áíôß ãéá ôñåéò ðéï ðÜíù) êáé âãÜæïíôáò êïéíü ðáñÜãïíôá ôï
÷ùñéêü üñï sin (nðx/L). Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðáßñíïõìå ôçí áðëïðïéçìÝíç åîßóùóç

∞∑
n=1

[
1
a2

q̇n(t)+
(nð

L

)2
qn(t)− Pn(t)

]
sin

nðx
L

= 0 (5.6.17)

ðÜëé âÝâáéá óå ìïñöÞ çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x. ÅðåéäÞ
ìÜëéóôá ôï äåîéü ìÝëïò ôçò åîéóþóåùò (5.6.17) åßíáé ôï ìçäÝí, ç óåéñÜ óôï áñéóôåñü ìÝëïò åßíáé
áðëÜ ç çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (ùò ðñïò x åðáíáëáìâÜíåôáé) ôçò ìçäåíéêÞò óõíáñôÞóåùò. ¢ñá
üëïé ïé óõíôåëåóôÝò ìÝóá óôéò áãêýëåò óôï áñéóôåñü ìÝëïò, ðïõ äåí åßíáé âÝâáéá óõíáñôÞóåéò ôçò
èÝóåùò x (åßíáé ìüíï ôïõ ÷ñüíïõ t), ðñÝðåé íá ìçäåíßæïíôáé ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò (5.6.7), åäþ ìå
ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç áíôß ãéá ôçí f (x) óôá ïëïêëçñþìáôá. ÅðïìÝíùò èá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

1
a2

q̇n(t)+
(nð

L

)2
qn(t)− Pn(t) = 0, n = 1, 2, . . . . (5.6.18)

Åßíáé åîÜëëïõ ðñïöáíÝò üôé áöïý ç çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (5.6.17) åßíáé åê ôáõôüôçôáò ìçäåíéêÞ,
ðñÝðåé íá ìçäåíßæïíôáé üëïé ïé óõíôåëåóôÝò ôçò. ÐñÝðåé äçëáäÞ íá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò (5.6.18).

Ãéá ôï óêïðü ðïõ åðéäéþêïõìå åäþ, äçëáäÞ ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí Üãíùóôùí ÷ñïíéêþí
óõíáñôÞóåùí qn(t), ïé ó÷Ýóåéò (5.6.18) äåí åßíáé áðëÝò ó÷Ýóåéò. Åßíáé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ùò ðñïò ôéò Üðåéñåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò qn(t). ÅðåéäÞ ìÜëéóôá ç óõíÜñôçóç p(x, t) óôç ìç
ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (5.6.1) åßíáé ãíùóôÞ, ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôïõò
óõíôåëåóôÝò Pn(t) óôçí çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (5.6.15), üðùò Þäç áíáöÝñáìå. Åßíáé åðïìÝíùò
óêüðéìï íá ìåôáöÝñïõìå áõôïýò ôïõò ãíùóôïýò óõíôåëåóôÝò Pn(t) áðü ôá áñéóôåñÜ ìÝëç ôùí
óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (5.6.18) óôá äåîéÜ ôþñá ìÜëéóôá ìå ðñüóçìá óõí. Ìå ôïí ôñüðï
áõôü ðáßñíïõìå ôéò Üðåéñåò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

1
a2

q̇n(t)+
(nð

L

)2
qn(t) = Pn(t), n = 1, 2, . . . . (5.6.19)

Éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé êáé ìéá êÜðùò åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá ãéá ôï ó÷çìáôé-
óìü ôùí ßäéùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (5.6.19). Êáé áõôÞ ç äõíáôüôçôá âáóßæåôáé óôç
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ëýóç (5.6.9) õðü ôç ìïñöÞ çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier ðïõ õðïèÝóáìå ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç
u(x, t) êáé óôéò ó÷åôéêÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò (5.6.12) êáé (5.6.13) ðñïò ÷ñÞóç óôç ìç ïìïãåíÞ
ìïíïäéÜóôáôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.6.1). Áíôéêáèéóôþíôáò êáé ôþñá ôéò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò (5.6.12) êáé (5.6.13) óôçí åîßóùóç (5.6.1), ðáßñíïõìå ôçí åîßóùóç

−
∞∑
n=1

(nð
L

)2
qn(t) sin

nðx
L

= 1
a2

∞∑
n=1

q̇n(t) sin
nðx
L

− p(x, t) (5.6.20)

÷ùñßò íá Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôçí çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (5.6.14) ôçò ãíùóôÞò ÷ñïíéêÞò óõ-
íáñôÞóåùò p(x, t). ÎáíáãñÜöïõìå ôçí åîßóùóç (5.6.20) óõìðôýóóïíôáò ôþñá ôéò äýï çìéôïíéêÝò
óåéñÝò Fourier óå ìßá êáé áíáäéáôÜóóïíôáò ôïõò üñïõò ôçò óôá äýï ìÝëç ôçò. Åýêïëáðñïêýðôåé üôé

p(x, t) =
∞∑
n=1

[
1
a2

q̇n(t)+
(nð

L

)2
qn(t)

]
sin

nðx
L

. (5.6.21)

Åßíáé ôþñá ðñïöáíÝò üôé êáôáëÞîáìå óôçí çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x)
ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò p(x, t). ÅðïìÝíùò ïé üñïé ìÝóá óôéò áãêýëåò óôç óåéñÜ áõôÞ (5.6.21)
åßíáé ðñïöáíþò ïé ó÷åôéêïß óõíôåëåóôÝò Fourier. ¢ñá

1
a2

q̇n(t)+
(nð

L

)2
qn(t) = 2

L

∫ L

0
p(x, t) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2 . . . . (5.6.22)

Áí ìÜëéóôá äçëþóïõìå ôá ïëïêëçñþìáôá óôá äåîéÜ ìÝëç ìå Pn(t), üðùò Þäç ôï êÜíáìå óôéò ó÷Ýóåéò
(5.6.15), êáôáëÞãïõìå êáé ðÜëé áêñéâþò óôéò ßäéåò Üðåéñåò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (5.6.19).
Áõôüò åßíáé Ýíáò äåýôåñïò êáé ðñïôéìüôåñïò ôñüðïò ãéá ôçí åýñåóç ôùí åîéóþóåùí áõôþí (5.6.19).

B5.6.3. Åðßëõóç ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá åðéëýóïõìå ôéò åîéóþóåéò (5.6.19). Ðñüêåéôáé ãéá ìç ïìïãåíåßò ãñáì-
ìéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Åßíáé åðï-
ìÝíùò åýêïëç ç åðßëõóÞ ôïõò, ð.÷. ìå ôï ó÷åôéêü ãåíéêü ôýðï, ìå ïëïêëçñùôéêü ðáñÜãïíôá, ìå
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, êëð. Åäþ èá ðñïôéìÞóïõìå ôç ãíùóôÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôá-
óôÜóåùò êáé ôçò ó÷åôéêÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ïìïãåíåßò åîéóþóåéò

1
a2

q̇n(t)+
(nð

L

)2
qn(t) = 0, n = 1, 2, . . . . (5.6.23)

Åðßóçò ãéá ôéò ìç ïìïãåíåßò åîéóþóåéò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìåðáñáêÜôù ôçíðïëý ãåíéêÞ ìÝèïäï ôçò
ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ Þ ôùí ðáñáìÝôñùí: ãéá ãñáììéêÝò ìç ïìïãåíåßò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò áíùôÝñáò ôçò ðñþôçò ôÜîåùò.

Áò îåêéíÞóïõìå áðü ôéò ïìïãåíåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (5.6.23), ïé ïðïßåò áíôéóôïé÷ïýí óôéò ìç
ïìïãåíåßò åîéóþóåéò (5.6.19) ðïõ èÝëïõìå íá ëýóïõìå. ÕðïèÝôïõìå ôéò åêèåôéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò

qn(t) = eìnt 
⇒ q̇n(t) = ìneìnt, n = 1, 2, . . . , (5.6.24)

êáé áíôéêáèéóôïýìå ôéò åêèåôéêÝò áõôÝò åêöñÜóåéò óôéò ïìïãåíåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (5.6.23).
Ìå ôïí ôñüðï áõôü âñßóêïõìå üôé

1
a2

ìneìnt +
(nð

L

)2
eìnt = 0 
⇒

[
ìn +

(nða
L

)2]
eìnt = 0. (5.6.25)

Áðëïðïéþíôáò ìÜëéóôá ôïõò åêèåôéêïýò üñïõò eìnt (ðïõ äå ìçäåíßæïíôáé ðïôÝ), ðáßñíïõìå ôéò
áíôßóôïé÷åò ÷áñáêôçñéóôéêÝò åîéóþóåéò êáé ôéò ëýóåéò ôïõò ìn. ÓõãêåêñéìÝíá

ìn +
(nða

L

)2 = 0 
⇒ ìn = −
(nða

L

)2 = −(pna)2 = −p2
na

2, (5.6.26)
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áí èõìçèïýìå êáé ôïõò ôýðïõò (5.3.15) óôçí ÐáñÜãñáöï Â5.3.3 ãéá ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò
pn = nð/L óôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò ðñüâëçìá.

ÅðïìÝíùò ïé ãåíéêÝò ëýóåéò qnh(t) (n = 1, 2, . . . ) ôùí ïìïãåíþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
(5.6.23) èá Ý÷ïõí ôéò ìïñöÝò

qnh(t) = Aneìnt ≡ An exp ìnt = An exp
[
−
(nða

L

)2
t
]
= An exp

(−p2
na

2t
)
, n = 1, 2, . . . , (5.6.27)

åðáíáëáìâÜíïõìå ìå pn = nð/L. Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá ãåíéêÝò ëýóåéò êáé ïé óõíôåëåóôÝòAn ó’ áõôÝò
åßíáé ðñïò ôï ðáñüí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Èá ôïõò ðñïóäéïñßóïõìå óå ëßãï.

Ôï ðñþôï ìáò ìÝëçìá ôþñá åßíáé íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ìåñéêÝò (Þ åéäéêÝò) ëýóåéò qnp(t) ôùí
ìç ïìïãåíþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (5.6.19): ìßá ìåñéêÞ ëýóç qnp(t) ãéá êáèåìßá áðü
ôéò Üðåéñåò áõôÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (ìå n = 1, 2, . . . ). ÕðÜñ÷ïõí äéÜöïñåò ó÷åôéêÝò
ìÝèïäïé, üðùò: ç ìÝèïäïò ôùí ïëïêëçñùôéêþí ðáñáãüíôùí, ç ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñá-
ìÝôñïõ êáé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Åßíáé áêüìç äéáèÝóéìïò êáé ï ôåëéêüò ôýðïò.
Åäþ èá ðñïôéìÞóïõìå, üðùò Þäç áíáöÝñáìå, ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ.

ÕðïèÝôïõìå åðïìÝíùò ôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò An óôéò ëýóåéò (5.6.27) ôùí áíôßóôïé÷ùí ïìï-
ãåíþí åîéóþóåùí (5.6.23) üôé ìåôáâÜëëïíôáé, åßíáé óõíáñôÞóåéò ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò t:
ôïõ ÷ñüíïõ t. ¸ôóé óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ (Þ ôùí ðáñáìÝôñùí
ãåíéêüôåñá) Ý÷ïõìå ãéá ôéò æçôïýìåíåò ìåñéêÝò (Þ åéäéêÝò) ëýóåéò qnp(t)

qnp(t) = An(t) exp
(−p2

na
2t
)
, n = 1, 2, . . . . (5.6.28)

ÐñÝðåé ôþñá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò An(t). Áõôü èá ôï ðåôý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéþ-
íôáò ôéò ßäéåò ôéò ìç ïìïãåíåßò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (5.6.19). Êáôáñ÷Þí ðáñáãùãßæïõìå
áõôÝò ôéò ìåñéêÝò ëýóåéò (5.6.28)

q̇np(t) = Ȧn(t) exp
(−p2

na
2t
)− p2

na
2An(t) exp

(−p2
na

2t
)
, n = 1, 2, . . . . (5.6.29)

(ÅðáíáëáìâÜíåôáé üôé ç ôåëåßá Þ ïé äýï ôåëåßåò ðÜíù áðü ôï óýìâïëï ìéáò óõíáñôÞóåùò ìáò
äçëþíïõí ôçí ðñþôç êáé ôç äåýôåñç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï áíôßóôïé÷á ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò.)

Ôþñá áðëÜ áíôéêáèéóôïýìå ôéò ó÷Ýóåéò (5.6.28) êáé (5.6.29) óôéò ìç ïìïãåíåßò óõíÞèåéò äéáöï-
ñéêÝò åîéóþóåéò (5.6.19). ¸ôóé ðñïêýðôåé åýêïëá, áöïý ìÜëéóôá (1/a2)a2 = 1, üôé[ 1

a2
Ȧn(t)− p2

n An(t)+ p2
n An(t)

]
exp

(−p2
na

2t
) = Pn(t), n = 1, 2, . . . , (5.6.30)

ìå ôïõò åêèåôéêïýò ðáñÜãïíôåò exp
(−p2

na
2t
)
êïéíïýò ðáñÜãïíôåò óôá áñéóôåñÜ ìÝëç. ÌåôÜ ìÜ-

ëéóôá ôçí ðñïöáíÞ áðëïðïßçóç ôùí áíôßèåôùí üñùí ∓p2
n An(t) óôéò áãêýëåò óôá áñéóôåñÜ ìÝëç

êáé ôç ìåôáöïñÜ ôçò óôáèåñÜò a2 êáé ôùí åêèåôéêþí üñùí óôá äåîéÜ ìÝëç, ðáßñíïõìå ôåëéêÜ

Ȧn(t) = a2Pn(t) exp
(
p2
na

2t
)
, n = 1, 2, . . . . (5.6.31)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ìå ïëïêëçñþóåéò (åäþ óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá áðü 0 Ýùò t) ðñïêýðôïõí áìÝóùò
ïé ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò (ïé ÷ñïíéêÝò ðáñÜìåôñïé) An(t)

An(t) = a2
∫ t

0
Pn(ô) exp

(
p2
na

2ô
)
dô + En, n = 1, 2, . . . . (5.6.32)

Ïé óôáèåñÝò ôçò ïëïêëçñþóåùò En åßíáé öõóéêÜ áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ¸ôóé ðáßñíïõìå áðü ôéò
ó÷Ýóåéò (5.6.28) ôéò ãåíéêÝò ëýóåéò

qng(t) =
[
En + a2

∫ t

0
Pn(ô) exp

(
p2
na

2ô
)
dô
]
exp

(−p2
na

2t
)
, n = 1, 2, . . . . (5.6.33)
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¸÷ïíôáò åðéëÝîåé íá äéáôçñÞóïõìå ôéò óôáèåñÝò En ôùí ïëïêëçñþóåùí ôùí ó÷Ýóåùí (5.6.31)
(áíôß íá ôéò ìçäåíßóïõìå), êáôáëÞîáìå óôéò ãåíéêÝò ëýóåéò (5.6.33) ôùí ìç ïìïãåíþí óõíÞèùí äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí (5.6.19). Áíôßèåôá, áí åß÷áìå åðéëÝîåé íá ðáñáëåßøïõìå ôéò óôáèåñÝò áõôÝò En
óôéò ëýóåéò (5.6.32), ôüôå ïé ðéï ðÜíù ëýóåéò qng(t) (ìå En = 0) èá Þóáí ðñáãìáôéêÜ ìåñéêÝò (Þ åé-
äéêÝò) ëýóåéò qnp(t). ¼ìùò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá Ýðñåðå íá ðñïóôåèïýí ó’ áõôÝò ïé ãåíéêÝò
ëýóåéò qnh(t) ôùí áíôßóôïé÷ùí ïìïãåíþí åîéóþóåùí (5.6.23) áðü ôéò ó÷Ýóåéò (5.6.27), þóôå íá
ðñïêýøïõí ïé ãåíéêÝò ëýóåéò qng(t) ôùí ó÷Ýóåùí (5.6.33). Åßíáé üìùò áêñéâþò ôï ßäéï áðëÜ íá ìçí
áðáëåßøïõìå ôéò óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò En óôéò ëýóåéò, óôá ïëïêëçñþìáôá (5.6.32). Ðáßñíïõìå
Ýôóé êáôåõèåßáí ôéò ãåíéêÝò ëýóåéò qng(t) áíôß ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ìåñéêÝò (Þ åéäéêÝò) ëýóåéò qnp(t).

B5.6.4. Ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí

Ãéá íá êáôáëÞîïõìå óôçí ðëÞñç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí
(5.6.1), (5.6.2) êáé (5.6.3), èá ðñÝðåé âÝâáéá íá Ý÷ïõìå ðñïóäéïñßóåé êáé ôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò En
óôéò ðéï ðÜíù ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò qng(t). ÁõôÝò åßíáé ïé ãåíéêÝò ëýóåéò ôùí ìç ïìïãåíþí óõíÞèùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (5.6.19) (ãéá n = 1, 2, . . . ). Åìåßò äå èÝëïõìå ôéò ãåíéêÝò áõôÝò ëýóåéò qng(t).
ÈÝëïõìå ôéò ëýóåéò qn(t) ðïõ ðëçñïýí êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (5.6.3), äçëáäÞ ôç óõíèÞêç

u(x, 0) = f (x), 0 ≤ x ≤ L. (5.6.34)

Ôçí áñ÷éêÞ áõôÞ óõíèÞêç äåí ôç ëÜâáìå áêüìç êáèüëïõ õðüøç. Áõôü üìùò èá ôï êÜíïõìå ôþñá.
Ðéï óõãêåêñéìÝíá èÝôïõìå t = 0 óôç ëýóç (5.6.9) (õðü ôç ìïñöÞ çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier) ðïõ
Þäç õðïèÝóáìå êáé ðáßñíïõìå

u(x, 0) = f (x) =
∞∑
n=1

qn(0) sin
nðx
L

, 0 ≤ x ≤ L, (5.6.35)

Ý÷ïíôáò ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôáõôü÷ñïíá êáé ôçí ðáñáðÜíù áñ÷éêÞ óõíèÞêç (5.6.34).

Ìå ôïí ôñüðï áõôü äéáðéóôþíïõìå üôé ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò qn(0) ôùí ÷ñïíéêþí óõíôåëåóôþí qn(t)
óôç ëýóç, óôçí çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (5.6.9), äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ ïé óõíôåëåóôÝò Fourier Fn
ôçò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò f (x) ôùí áñ÷éêþí èåñìïêñáóéþí u(x, 0)
óôïí ôïß÷ï ôïí ïðïßï åîåôÜæïõìå. ÊáôÜ óõíÝðåéá, ìå âÜóç êáé ôïõò ôýðïõò (5.6.7) ãé’ áõôïýò
ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier Fn, Ý÷ïõìå ôåëéêÜ

qn(0) = Fn = 2
L

∫ L

0
f (x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . . (5.6.36)

¢ñá ãéá ôéò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò qn(t), ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier (5.6.9),
õðü ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå ðáñáóôÞóåé ôç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí
ôéìþí (5.6.1), (5.6.2) êáé (5.6.3) äéáèÝôïõìå ðéá êáé ôéò áñ÷éêÝò ôéìÝò ôïõò qn(0) = Fn. Ìáò åßíáé
ðñáãìáôéêÜ ðïëýôéìåò ïé ôéìÝò áõôÝò qn(0) = Fn. Ìüíï Ýôóé èá ìðïñÝóïõìå íá êáèïñßóïõìå
ðëÞñùò ôéò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò qn(t). ÐñáãìáôéêÜ, èÝôïíôáò t = 0 óôéò ãåíéêÝò ëýóåéò (5.6.33)
ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò, ðñïêýðôåé Üìåóá üôé

qn(0) = En = Fn = 2
L

∫ L

0
f (x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . , (5.6.37)

ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí ó÷Ýóåùí (5.6.36).

ÅðïìÝíùò åðéëÝãïõìå ôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò En óáí En = Fn óôéò ãåíéêÝò ëýóåéò (5.6.33)
ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò qn(t). Ôüôå ïé ëýóåéò áõôÝò ìåôáðßðôïõí óôéò æçôïýìåíåò ìåñéêÝò (Þ åéäéêÝò)
ëýóåéò qn(t), ïé ïðïßåò óÝâïíôáé êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (5.6.34). Ðéï óõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé üôé

qn(t) =
[
Fn + a2

∫ t

0
Pn(ô) exp

(
p2
na

2ô
)
dô
]
exp

(−p2
na

2t
)
, n = 1, 2, . . . . (5.6.38)
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ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé ïé ëýóåéò (5.6.33) Þóáí ïé ãåíéêÝò ëýóåéò ôùí ìç ïìïãåíþí óõíÞèùí äéáöïñé-
êþí åîéóþóåùí (5.6.19) ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò qn(t) ìå áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ó’ áõôÝò ôéò En. Áíôßèåôá
ïé ëýóåéò (5.6.38) åßíáé ïé ìåñéêÝò ëýóåéò qn(t) ôùí ßäéùí åîéóþóåùí (5.6.19) ðïõ åðéæçôïýóáìå íá
âñïýìå. Ó’ áõôÝò ôéò ìåñéêÝò ëýóåéò qn(t) ïé óôáèåñÝò Fn äçëþíïõí áðëÜ ôïõò ãíùóôïýò áðü ôïõò
ïëïêëçñùôéêïýò ôýðïõò (5.6.7) Þ (5.6.36) çìéôïíéêïýò óõíôåëåóôÝò Fourier ôçò åðßóçò ãíùóôÞò
óõíáñôÞóåùò áñ÷éêþí ôéìþí f (x) óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (5.6.3) Þ (5.6.34).

ÅðïìÝíùò ç ôåëéêÞ ëýóç u(x, t) ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò (5.6.1), (5.6.2) êáé (5.6.3) (Þ (5.6.34)) Ý÷åé
ôç ìïñöÞ ôçò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier (5.6.9) (ùò ðñïò ôç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ: ôç èÝóç x), äçëáäÞ

u(x, t) =
∞∑
n=1

qn(t) sin
nðx
L

, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0. (5.6.39)

Ïé óõíôåëåóôÝò qn(t) óôç ëýóç áõôÞ äßíïíôáé áðü ôéò ðéï ðÜíù ìåñéêÝò ëýóåéò (5.6.38) êáé åßíáé
ðéá áðüëõôá ãíùóôïß. ¸ôóé ôï ðñüâëçìÜ ìáò åßíáé ïñéóôéêÜ ëõìÝíï ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí ìáæß ìå ôçí êáôÜëëçëç ÷ñÞóç çìéôïíéêþí óåéñþí Fourier ùò ðñïò ôç èÝóç x.

B5.6.5. ÔåëéêÝò ðáñáôçñÞóåéò

Êáôáñ÷Þí ðáñáôçñïýìå üôé óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ p(x, t) ≡ 0, äçëáäÞ óôçí ïìïãåíÞ
ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, ïé ÷ñïíéêïß óõíôåëåóôÝò qn(t) óôéò ó÷Ýóåéò (5.6.38) ìåôáðß-
ðôïõí óôïõò áíôßóôïé÷ïõò óõíôåëåóôÝò (5.6.10) (åêåß ìå ôï óýìâïëï Cn óôç èÝóç ôïõ óõìâüëïõ Fn).

Ìðïñïýìå íá óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé ïé éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) = sin (nðx/L) ìáò åîáóöáëß-
æïõí ôçí ðëÞñùóç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.6.2). Åðßóçò ïé ó÷Ýóåéò (5.6.36) Þ/êáé (5.6.37) ìáò
åîáóöáëßæïõí ôçí ðëÞñùóç êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (5.6.3) Þ (5.6.34). ÔÝëïò ï ôñüðïò ó÷çìá-
ôéóìïý ôùí Üðåéñùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (5.6.19) ùò ðñïò ôéò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò,
ôïõò ÷ñïíéêïýò óõíôåëåóôÝò qn(t) óôçí ÐáñÜãñáöï Â5.6.2 ìáò åîáóöáëßæåé ôçí ðëÞñùóç ôçò ßäéáò
ôçò ìç ïìïãåíïýò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò (5.6.1). Áõôü ôï êáôïñèþóáìå ìÝóù
ôïõ áíáðôýãìáôïò ôçò åîéóþóåùò (5.6.1) óôçí çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (5.6.17). Ìðïñåß öõóéêÜ
íá ãßíåé ó÷åôéêÜ åýêïëá êáé ç åðáëÞèåõóç üëùí áõôþí ôùí éó÷õñéóìþí.

H ðáñïýóá äéáäéêáóßá áíáöÝñåôáé óõíÞèùò óáí ìÝèïäïò ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïóõíáñ-
ôÞóåéò. To êÜðùò áñíçôéêü óçìåßï óôç äéáäéêáóßá áõôÞ åßíáé ôï ãåíïíüò üôé ôï üëï ðñüâëçìá ôï
áíáãÜãáìå óôéò Üðåéñåò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (5.6.19) ùò ðñïò ôïõò ÷ñïíéêïýò óõíôåëå-
óôÝò Fourier qn(t) (n = 1, 2, . . . ), ðïõ èÝëáìå íá ðñïóäéïñßóïõìå. ÊÜôé ôÝôïéï äåí åß÷å ÷ñåéáóèåß
óôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ãéá ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñé-
êÝò ðáñáãþãïõò, üðùò Þôáí ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.3.1). Áðáéôåßôáé ìüíï ãéá ìç ïìïãåíåßò
åîéóþóåéò, üðùò åßíáé ç áíôßóôïé÷ç ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.6.1).

Óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Â6, üðùò Þäç áíáöÝñáìå, èá Ý÷ïõìå ôçí åõêáéñßá íá ÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïóõíáñôÞóåéò óå ðñïâëÞìáôá: (á) åîáíá-
ãêáóìÝíùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèùí ñÜâäùí êáé åðßóçò (â) åîáíáãêáóìÝíùí êáìðôéêþí
ôáëáíôþóåùí óõíÞèùí äïêþí. Óôéò ðåñéðôþóåéò ñÜâäùí êáé äïêþí ïé ó÷åôéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò
(Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò) Xn(x) êáëïýíôáé éäéïìïñöÝò (Þ éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùí) áðü
ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü êáé åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÝò óå äõíáìéêÜ ðñïâëÞìáôá óôéò êáôáóêåõÝò.

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé ç ðáñïýóá ìÝèïäïò ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) åßíáé
áóöáëþò åöáñìüóéìç êáé õðü äéáöïñåôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôéò äýï ðëåõñÝò x = 0 êáé x = L
ôïõ ôïß÷ïõ. ÄéáöïñåôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò áöïñïýí ð.÷. óôçí ðåñßðôùóç èåñìéêÜ ìïíùìÝ-
íùí ðëåõñþí x = 0 êáé x = L. ÂÝâáéá óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ ðåñßðôùóç ïé ðáñáðÜíù çìéôïíéêÝò
óåéñÝò Fourier èá áíôéêáôáóôáèïýí áðü áíôßóôïé÷åò óõíçìéôïíéêÝò óåéñÝò. Óå ðéï äýóêïëåò ðåñé-
ðôþóåéò ðñïêýðôïõí áóöáëþò åéäéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x), ðïõ äåí åßíáé áðëÜ ôñéãùíïìåôñéêÝò
óõíáñôÞóåéò. ÔÝôïéåò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) èá óõíáíôÞóïõìå óå ðñïâëÞìáôá åîáíáãêáóìÝíùí
êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèùí äïêþí óôï áìÝóùò åðüìåíï ÊåöÜëáéï Â6: óôçí Åíüôçôá Â6.2.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B6
ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÅ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÑÁÂÄÙÍ ÊÁÉ ÄÏÊÙÍ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü åðéäåéêíýåôáé ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí óôçí
åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí áîïíéêþí (Þ äéáìÞêùí) ôáëáíôþóåùí óå óõíÞèåéò ñÜâäïõò êáèþò êáé ðñï-
âëçìÜôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óå óõíÞèåéò äïêïýò. (AíÜëïãåò ìå ôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò
óå ñÜâäïõò åßíáé êáé ïé óôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò.) Êáé ïé ñÜâäïé êáé ïé äïêïß áðïôåëïýí ãñáììéêïýò
öïñåßò óôçí ïñïëïãßá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ×ñçóéìïðïéïýìå åäþ ôïí üñï ñÜâäïò óôçí ðåñß-
ðôùóç ôùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí (áîïíéêÞ êáôáðüíçóç) Þ/êáé ôùí óôñåðôéêþí ôáëáíôþóåùí
(óôñåðôéêÞ êáôáðüíçóç). Ôç ÷ñÞóç ôïõ üñïõ äïêüò ôçí ðåñéïñßæïõìå óôçí ðåñßðôùóç êáìðôéêþí
ôáëáíôþóåùí (êáìðôéêÞ êáôáðüíçóç) êáé ó÷åôéêþí óýíèåôùí äõíáìéêþí êáôáðïíÞóåùí.

Ç ìÝèïäïò ðïõ åöáñìüæåôáé ôüóï óôéò áîïíéêÝò üóï êáé óôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò åßíáé ç ìÝ-
èïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Ç ìÝèïäïò áõôÞ Þäç åîçãÞèçêå ëåðôïìåñþò óôï ðñïçãïý-
ìåíï ÊåöÜëáéï Â5. Óôï ßäéï êåöÜëáéï Ýãéíå ìÜëéóôá êáé åðßäåéîÞ ôçò óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ
êýìáôïò, ðïõ åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé äéÝðåé ôéò åãêÜñóéåò ôáëáíôþóåéò ÷ïñäþí êáé êáëùäßùí.
Ç ßäéá åîßóùóç éó÷ýåé êáé óôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäùí, ðïõ åîåôÜæïíôáé óôï êåöÜëáéï áõôü.
Áíôßèåôá ãéá ôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêþí ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò.

Ôï ðáñüí êåöÜëáéï äåí áðïôåëåßôáé áðëÜ ìüíï áðü åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí
ìåôáâëçôþí êáé ôçò õðåñèÝóåùò (åðáëëçëßáò) ôùí ó÷åôéêþí ìåñéêþí ëýóåùí. Äßíåôáé åðßóçò Ýì-
öáóç óôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá ôçò ñÜâäïõ Þ ôçò äïêïý, óôéò ó÷åôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò,
óôéò éäéïìïñöÝò (ôéò éäéïóõíáñôÞóåéò) ôáëáíôþóåùò êáé óôçí ïñèïãùíéüôçôÜ ôïõò. ÅîåôÜæïíôáé
åðßóçò ÷ùñéóôÜ: (á) ïé éäéïôáëáíôþóåéò, äçëáäÞ ïé öõóéêïß ôñüðïé ôáëáíôþóåùò, (â) ïé åëåýèåñåò
ôáëáíôþóåéò (ìå ôçí õðÝñèåóç éäéïôáëáíôþóåùí êáé õðü áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) êáé (ã) ïé åîáíáãêáóìÝ-
íåò ôáëáíôþóåéò ìå ôçí õðÝñèåóç éäéïìïñöþí. Óçìåéþíåôáé üôé óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò
ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ éó÷ýïõí êáèßóôáíôáé ìç ïìïãåíåßò. ÅðïìÝíùò
ç åðßëõóÞ ôïõò (ìå ôçí õðÝñèåóç éäéïìïñöþí) åßíáé êÜôé ðïõ ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí.

Ïé ðáñïýóåò åöáñìïãÝò áðïôåëïýí ðáñáäåßãìáôá ôçò ÷ñÞóåùò ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí êáé ôçò õðåñèÝóåùò ôùí ìåñéêþí ëýóåùí (ìåèüäïõ ôïõ Fourier) óôéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ïìïãåíåßò êáé ìç ïìïãåíåßò ìå ïðïéåóäÞðïôå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
êáé ìå ðïéêßëåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. ÅðéðëÝïí üìùò áðü ôçò áðüøåùò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
ïé ðáñïýóåò åöáñìïãÝò óå ôáëáíôþóåéò ãñáììéêþí öïñÝùí (åäþ áðëþí åõèýãñáììùí óõíÞèùí
ñÜâäùí êáé äïêþí) âïçèïýí óôçí åéóáãùãÞ óôéò ó÷åôéêÝò Ýííïéåò. ÔÝôïéåò åßíáé ïé Ýííïéåò: (á) ôùí
áîïíéêþí êáé ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí, (â) ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí êáé ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþ-
óåùí, (ã) ôùí éäéïôáëáíôþóåùí, ôùí åëåýèåñùí êáé ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí, (ä) ôùí
êáíïíéêþí Þ êýñéùí óõíôåôáãìÝíùí, êëð. Ç åéóáãùãÞ óôéò Ýííïéåò áõôÝò ßóùò öáíåß ÷ñÞóéìç óôçí
åêôåíÞ ÷ñÞóç ôïõò áñãüôåñá óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí êáé óôç óùóôÞ äõíáìéêÞ (ðïõ ðåñé-
ëáìâÜíåé êáé ôçí áíôéóåéóìéêÞ) ìåëÝôç óýíèåôùí êáôáóêåõþí, üðùò, ð.÷., ðïëõþñïöùí êôéñßùí.
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B6.1. ÁÎÏÍÉÊÅÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÑÁÂÄÏÕ

B6.1.1. Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

Èåùñïýìå óõíÞèç ñÜâäï, äçëáäÞ åõèýãñáììç ñÜâäï ìÞêïõò L (0 ≤ x ≤ L) áðü ïìïãåíÝò,
éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü ðõêíüôçôáò ñ êáé ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñïõ ôïõ
Young) E êáé ìå óôáèåñÞ äéáôïìÞ åìâáäïý A. Ç óõíÞèçò áõôÞ ñÜâäïò êáôáðïíåßôáé óå áîïíéêÝò
ôáëáíôþóåéò. (Éóïäýíáìïò êáé åîßóïõ áðïäåêôüò åßíáé ï üñïò äéáìÞêåéò ôáëáíôþóåéò.) Óõìâïëß-
æïõìå ìå f (x, t) ôçí êáôáíåìçìÝíç áîïíéêÞ åîùôåñéêÞöüñôéóçðïõ åöáñìüæåôáé áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò
ôçò ñÜâäïõ. Ôï üëï ðñüâëçìá äéÝðåôáé áðü ôçí åîÞò ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò:

EA
∂2u
∂x2

+ f (x, t) = ñÁ
∂2u
∂t2

. (6.1.1)

Ôçí åîßóùóç áõôÞ åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá ôçí êáôáóôñþóïõìå ìå ôñåéò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò
óôçí Åíüôçôá Â3.2 (åîßóùóç (3.2.15) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.2.3). ÖõóéêÜ ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç
åßíáé ç áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç u(x, t) ôùí óçìåßùí ôçò ñÜâäïõ êáôÜ ìÞêïò ôçò êáé ü÷é ç åãêÜñóéá
ìåôáôüðéóç, üðùò åß÷áìå óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò óôçí åîßóùóç (5.2.1). Ôï ãéíüìåíï ÅÁ óôçí
ðéï ðÜíù åîßóùóç (6.1.1) ôï Ý÷ïõìå áðïêáëÝóåé äõóôÝíåéá. Ï üñïò áõôüò åßíáé áíÜëïãïò ôùí
áíôßóôïé÷ùí üñùí äõóêáìøßá óå êÜìøç êáé äõóôñåøßá óå óôñÝøç ðáñáìïñöþóéìùí ãñáììéêþí
öïñÝùí, üðùò åßíáé êáé ç ðáñïýóá ñÜâäïò. Óçìåéþíïõìå üôé ïé áíôßóôïé÷ïé üñïéáôÝíåéá, áêáìøßá
êáé áóôñåøßá (ìå ðñüèåìá «á» ãéá Üñíçóç áíôß «äõó» ãéá äõóêïëßá) ðñïöáíþò áöïñïýí óå ìç
ðáñáìïñöþóéìïõò (áðüëõôá óôåñåïýò) ãñáììéêïýò öïñåßò.

ÊáôáíåìçìÝíç áîïíéêÞ öüñôéóç f (x, t) ôçò ñÜâäïõ êáôÜ ìÞêïò ôçò ðáñïõóéÜæåôáé ìüíï óå ïñé-
óìÝíá ðñïâëÞìáôá ñÜâäùí. ÔÝôïéá åßíáé ð.÷. ôá ðñïâëÞìáôá ðáóóÜëùí ìðçãìÝíùí óôï Ýäáöïò
ãéá èåìåëéþóåéò êáôáóêåõþí ìå ðáóóÜëïõò õðü äõíáìéêÞ (ð.÷. êñïõóôéêÞ Þ óåéóìéêÞ) öüñôéóç.
ÅÜí äåí õðÜñ÷åé ôÝôïéáöüñôéóç, f (x, t) ≡ 0, çðáñáðÜíùìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.1.1) áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ (3.2.16), äçëáäÞ óôç ìïñöÞ

EA
∂2u
∂x2

= ñÁ
∂2u
∂t2

ìå u = u(x, t), (6.1.2)

êáé êáèßóôáôáé ïìïãåíÞò. Ìå ôçí åéóáãùãÞ ìÜëéóôá êáé ôçò ôá÷ýôçôáò ôùí áîïíéêþí åëáóôéêþí
êõìÜôùí (3.2.17), äçëáäÞ ìå

c =
√

E
ñ
, (6.1.3)

ðñïêýðôåé Üìåóá ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (3.2.18) óôçí êëáóéêÞ ôçò ìïñöÞ

∂2u
∂x2

= 1
c2

∂2u
∂t2

. (6.1.4)

ÁõôÞ áêñéâþò åßíáé ç åîßóùóç ðïõ äéÝðåé êáé ôéò åãêÜñóéåò ôáëáíôþóåéò ôçò ÷ïñäÞò (ç åîßóùóç
ôçò ÷ïñäÞò) êáé ìå êÜðïéá ìéêñÞ ðñïóÝããéóç êáé ôïõ êáëùäßïõ, üðùò óõìâáßíåé óôá êáëþäéá
ôùí êáëùäéùôþí ãåöõñþí, ð.÷. ôçò ãÝöõñáò Ñßïõ--Áíôéññßïõ. Ôçí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò åß÷áìå ôçí
åõêáéñßá íá ôç ìåëåôÞóïõìå ðïëý óõóôçìáôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí óôçí
Åíüôçôá Â5.2 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Â5.

Óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Â6.1 èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ðÜëé ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí
ìåôáâëçôþí, ôþñá üìùò ãéá ôéò áîïíéêÝò (Þ äéáìÞêåéò) ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ. Åðßóçò äå èá ðå-
ñéïñßóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ìçäåíéóìïý ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò
u(x, t) êáé óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ñÜâäïõ, üðùò ßó÷õå óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò óôçí
Åíüôçôá Â5.2. Ðñïò ôï óêïðü áõôü èá áëëÜîïõìå ëßãï ôç äéáäéêáóßá åðéëýóåùò. Èá áíáöåñèïýìå
åðßóçò êáé óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.1.1) åðåêôåßíïíôáò üóá
áíáöÝñèçêáí ãéá ìç ïìïãåíåßò åîéóþóåéò óôçí Åíüôçôá Â5.6 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Â5.
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ÁõôÞ åßíáé ìéá óçìáíôéêÞ êáé ìÜëëïí åíäéáöÝñïõóá åðÝêôáóç ôçò âáóéêÞò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí. ÓõíÞèùò êáëåßôáé ìÝèïäïò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) éäéïóõíáñôÞóåùí, óôéò
ðáñïýóåò åöáñìïãÝò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò) éäéïìïñöþí. Åðßóçò ç ìÝèïäïò áõôÞ áðïôåëåß
êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ãåíßêåõóç êáé ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí áðü ôéò ìç ïìï-
ãåíåßò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óôéò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (6.1.4) äéáèÝôåé êáé êëåéóôÞ ãåíéêÞ
ëýóç (÷ùñßò ÷ñÞóç óåéñþí): ôç ëýóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ d’Alembert (4.1.19), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

u(x, t) = ö(x − ct)+ ÷(x + ct). (6.1.5)

Óôç ëýóç áõôÞ ãßíåôáé ÷ñÞóç äýï áõèáßñåôùí óõíáñôÞóåùí ö êáé ÷ ôçò ìéáò ìåôáâëçôÞò ðïõ äéá-
èÝôïõí óõíå÷åßò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò. (Åäþ ç óôáèåñÜ c äßíåôáé áðü ôïí ôýðï (6.1.3).) ¼ìùò
ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (ðïõ Þäç âñÞêáìå êáé ìåëåôÞóáìå óôçí ÐáñÜãñáöï Â4.1.3) äåí åßíáé êáé ç ðéï
ðñüóöïñç óå ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí üðùò óôçí ðáñïýóá ðåðåñáóìÝíç ñÜâäï ìÞêïõò L
(0 ≤ x ≤ L). Óå ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá ðëåïíåêôåß ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí óå óõí-
äõáóìü âÝâáéá ìå ôçí õðÝñèåóç (Þ åðáëëçëßá) ìåñéêþí ëýóåùí. ÁõôÞ åßíáé ç ìÝèïäïò ôïõ Fourier.

B6.1.2. ×ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí

Óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç) (5.2.1) Þ (6.1.4) óôï ðñüâëçìá
ôùí åãêÜñóéùí ôáëáíôþóåùí ôçò ÷ïñäÞò óôçí Åíüôçôá Â5.2 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Â5
åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí x (÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ) êáé t (÷ñïíéêÞ ìåôá-
âëçôÞ). Áêñéâþò ôï ßäéï èá êÜíïõìå êáé åäþ óôï ðñüâëçìá ôùí áîïíéêþí (äéáìÞêùí) ôáëáíôþóåùí
ñÜâäïõ ìå ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí (5.2.5), ôïí îáíáãñÜöïõìå êáé åäþ

u(x, t) = X(x) T (t). (6.1.6)

Áíôéêáèéóôïýìå áõôü ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí óôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.1.4). ÕðïèÝôïõìå åðéðëÝïí üôé äåí õðÜñ÷åé êáôáíåìçìÝíç åîùôåñéêÞ
áîïíéêÞöüñôéóç: f (x, t) = 0). ¸ôóé ðñïêýðôåé åýêïëá (ìå äéáßñåóç ìå X(x) T (t) êáé ðïëëáðëáóéáóìü
åðß c2) ç ó÷Ýóç

c2
X ′′(x)
X(x)

= T̈ (t)
T (t)

= −ù2. (6.1.7)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ðÞñáìå ìÜëéóôá ôçí ðñùôïâïõëßá íá õðïèÝóïõìå ôç óôáèåñÜ ë ôïõ äéá÷ùñé-
óìïý ôùí ìåôáâëçôþí áñíçôéêÞ êáé ßóç ìå ë = −ù2. Èá ðáñáëåßøïõìå ôç ó÷åôéêÞ äéåñåýíçóç ôçò
ÐáñáãñÜöïõ Â5.2.5 óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò. Áñêïýìáóôå óôçí ðáñáôÞñçóç üôé áíáìÝíïõìå
íá Ý÷ïõìå áîïíéêÝò (Þ äéáìÞêåéò) ôáëáíôþóåéò ôçò ðáñïýóáò ñÜâäïõ êáé ôïýôï åßíáé åöéêôü ìå ôç
óôáèåñÜ −ù2 (äçëáäÞ ìå áñíçôéêÞ óôáèåñÜ) óôá äýï ßóá êëÜóìáôá (ôï ÷ùñéêü êáé ôï ÷ñïíéêü)
ôçò ó÷Ýóåùò (6.1.7). ÐñáãìáôéêÜ áðü ôç äåýôåñç éóüôçôá ôçò ßäéáò ó÷Ýóåùò ðñïêýðôåé Üìåóá
çðïëý ãíùóôÞ ïìïãåíÞò êáé ãñáììéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò áñìïíéêÞò
ôáëáíôþóåùò

T̈ (t)+ù2T (t) = 0. (6.1.8)

Ç åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé ôçí åîßóïõ ãíùóôÞ ãåíéêÞ ëýóç

T (t) = C cosùt + D sinùt = Å cos (ùt − á) (6.1.9)

(ìå ôá C êáé D Þ E êáé á óôáèåñÝò, á åßíáé ç ãùíßá öÜóåùò). Ç ëýóç áõôÞ äçëþíåé áñìïíéêÞ ôáëÜ-
íôùóç ìå óõ÷íüôçôá (êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) ù. Óõíåðþò õðÞñîå ëïãéêÞ ç åðéëïãÞ ôïõ óõìâüëïõ ù
óôïí üñï−ù2 äåîéÜ óôç ó÷Ýóç (6.1.7), ç ïðïßá ðñïÝêõøå áðü ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí x êáé t.
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ÁõôÜ ãéá ôç ÷ñïíéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò (6.1.8). Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá êáé óôç
÷ùñéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ãéá ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ), ðïõ ðñïóäéïñßæåôáé êáé
ðÜëé áðü ôç ó÷Ýóç (6.1.7) ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Ç åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé ðñïöáíþò ôç ìïñöÞ

X ′′(x)+
(ù
c

)2
X(x) = 0 (6.1.10)

êáé åßíáé åðßóçò ïìïãåíÞò êáé ãñáììéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò. ¸ôóé áêñé-
âþò Þôáí êáé ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç (5.2.34) óôçí ÐáñÜãñáöï Â5.2.5 ãéá ôç ÷ïñäÞ (óôçí ôñßôç
êáé åðéôõ÷Þ äõíáôüôçôá ðïõ äéåñåõíÞèçêå åêåß). Åäþ üìùò Ý÷ïõìå ôï óýìâïëï ù/c áíôß ãéá ôï p.
Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò áõôÞò (6.1.10) åßíáé ðñïöáíþò ç åîÞò:

X(x) = A cos
ùx
c

+ B sin
ùx
c

. (6.1.11)

B6.1.3. Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá ôçò ñÜâäïõ

Óôç ó÷Ýóç (6.1.7) ðáñáôçñïýìå ôçí êáôåõèåßáí ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ù óôï ÷ùñéóìü ôùí ìå-
ôáâëçôþí x êáé t. Ðáñáôçñïýìå üìùò ôþñá êáé ìéá ÷ñïíïôñéâÞ, Ýíá ìéêñü äéóôáãìü ùò ðñïò
ôç ÷ùñéêÞ ëýóç (6.1.11) Ý÷ïíôáò âñåé ôç ÷ñïíéêÞ ëýóç (6.1.9) ðñéí áðü ôç ÷ùñéêÞ (6.1.11). Áõôü
åßíáé áíôßèåôï áðü ü,ôé óõíÝâç óôçí Åíüôçôá Â5.2. Äå óõìâéâÜæåôáé åðßóçò ìå ôçí Þäç äéáèÝóéìç
ó÷åôéêÞ åìðåéñßá óôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ãéá ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ
êýìáôïò (6.1.4). Ç åîßóùóç áõôÞ éó÷ýåé ôüóï óôçí Åíüôçôá Â5.2 óôï ðñüâëçìá ôùí åãêÜñóéùí
ôáëáíôþóåùí ôçò ÷ïñäÞò (Þ ôïõ êáëùäßïõ) üóï êáé óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Â6.1, åäþ óôï ðñü-
âëçìá ôùí áîïíéêþí (Þ äéáìÞêùí) ôáëáíôþóåùí ôçò ñÜâäïõ. Ãéáôß Üñáãå áõôÞ ç áðüêëéóç óôïí
ôñüðï åñãáóßáò;

Ç áðÜíôçóç, ÷ùñßò êáèõóôÝñçóç, åßíáé ðïëý áðëÞ. Óôçí Åíüôçôá Â5.2 óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñ-
äÞò (Þ ôïõ êáëùäßïõ) ç ÷ïñäÞ èåùñÞèçêå óôåñåùìÝíç êáé óôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L. Áõôü
Þôáí êÜôé ôï åýëïãï ãéá Ýíáí áðüëõôá åýêáìðôï ãñáììéêüöïñÝá (ïõóéáóôéêÜ ìå ìçäåíéêü åìâáäüí
äéáôïìÞò Á). Äåí éó÷ýåé üìùò ôï ßäéï êáé óôç ñÜâäï ðïõ åîåôÜæåôáé åäþ (óå áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò).
Ç ñÜâäïò áõôÞ Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï åìâáäüí äéáôïìÞò Á. Ôï åìâáäüí áõôü Á õðåéóÝñ÷åôáé âÝâáéá
óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.1.1): ôç ìç ïìïãåíÞ, êáé (6.1.2): ôçí áíôß-
óôïé÷ç ïìïãåíÞ. Ìå Üëëá ëüãéá åäþ óôç ñÜâäï êáé óå áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò Ý÷ïõìå ôéò åîÞò äýï
êýñéåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ñÜâäïõ: åßôå (á) óôÞñéîç (Þ ðÜêôùóç)
óå Ýíá Üêñï x = a, ïðüôå ðñïöáíþò

u(a, t) = 0 
⇒ X(a) = 0 (6.1.12)

áðü ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí (6.1.6), åßôå (â) åëåýèåñï Üêñï x = a, ïðüôå

N(a, t) = EA
∂u
∂x

(a, t) = 0 
⇒ X ′(a) = 0. (6.1.13)

Ãéá ôï ôåëåõôáßï áðïôÝëåóìá: X ′(a) = 0 ðñÝðåé íá èõìçèïýìå: (á) îáíÜ ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëç-
ôþí (6.1.6), (â) ôïí ôýðï (3.2.4) ôçò Åíüôçôáò Â3.2 (ðïõ ðñïÝêõøå áðü ôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí,
óõãêåêñéìÝíá áðü ôï íüìï ôïõ Hooke óôç ìéá äéÜóôáóç x) êáé (ã) ôï ðñïöáíÝò ãåãïíüò üôé óå
åëåýèåñï Üêñï ñÜâäïõ ç áîïíéêÞ äýíáìç N åßíáé ìçäÝí.

ÓõíäõÜæïõìå ôþñá ôéò äýï áõôÝò êýñéåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (6.1.12) êáé (6.1.13). (ÕðÜñ÷ïõí
âÝâáéá êáé Üëëåò, üðùò åßíáé ç óôÞñéîç åíüò Üêñïõ ñÜâäïõ ìÝóù åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k êáôÜ ôïí
Üîïíá ôçò ñÜâäïõ.) Ìå ôï óõíäõáóìü áõôü ðáßñíïõìå ôåëéêÜ ôéò áêüëïõèåò ôÝóóåñéò äõíáôÝò
ðåñéðôþóåéò óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôçí áîïíéêÜ ôáëáíôïýìåíç ñÜâäï:

(á) ÓôåñåùìÝíá êáé ôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ñÜâäïõ (áìößðáêôç ñÜâäïò), ïðüôå

u(0, t) = u(L, t) = 0 
⇒ X(0) = X(L) = 0. (6.1.14)
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(â) ÓôåñåùìÝíï ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé åëåýèåñï ôï äåîéü x = L ôçò ñÜâäïõ (ðñüâïëïò),
ïðüôå

u(0, t) = ∂u
∂x

(L, t) = 0 
⇒ X(0) = X ′(L) = 0. (6.1.15)

(ã) Åëåýèåñï ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé óôåñåùìÝíï ôï äåîéü x = L ôçò ñÜâäïõ (åðßóçò
ðñüâïëïò), ïðüôå

∂u
∂x

(0, t) = u(L, t) = 0 
⇒ X ′(0) = X(L) = 0. (6.1.16)

ÖõóéêÜ ç ðåñßðôùóç áõôÞ (ã) åßíáé áðüëõôá áíÜëïãç ôçò ðåñéðôþóåùò (â) åõèýò ðéï ðÜíù êáé
åðïìÝíùò äå ÷ñåéÜæåôáé åéäéêÞ ìåëÝôç.

(ä) Åëåýèåñá êáé ôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ñÜâäïõ (åëåýèåñç ñÜâäïò, ðïõ õðüêåéôáé
ðñïöáíþò êáé óå êßíçóç óôåñåïý óþìáôïò ðÝñá áðü ôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò, ãéáôß äåí õðÜñ÷åé
óôÞñéîÞ ôçò), ïðüôå

∂u
∂x

(0, t) = ∂u
∂x

(L, t) = 0 
⇒ X ′(0) = X ′(L) = 0. (6.1.17)

Óôç ÷ïñäÞ (Þ, ðñïóåããéóôéêÜ, êáé óôï êáëþäéï, óôï ïðïßï óõíÞèùò áãíïïýìå ôçí ðÜñá ðïëý
ìéêñÞ äõóêáìøßá ôïõ) ðïõ ìåëåôÞèçêå óôçí Åíüôçôá Â5.2 åß÷áìå ìüíï ôçí ðåñßðôùóç óôçñßîåùò
óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L. Áíôßèåôá åäþ óôçí áîïíéêÜ ôáëáíôïýìåíç ñÜâäï ðáñáôçñïýìå
üôé Ý÷ïõìå ôÝóóåñéò ðåñéðôþóåéò óôçñßîåùò (âÝâáéá ìå ôçí ðñþôç áðüëõôá áíÜëïãç åêåßíçò óôï
ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò êáé ìå ôç äåýôåñç êáé ôçí ôñßôç ðáñüìïéåò ìåôáîý ôïõò). Ôï ãåãïíüò áõôü
ìáò åðéâÜëëåé íá ðñïóöýãïõìå óå äõï--ôñåéò êáôÜëëçëïõò ìáèçìáôéêïýò ÷åéñéóìïýò ðïõ èá ôïõò
äïýìå óôç óõíÝ÷åéá êáé ðïõ äåí õðÞñîáí áíáãêáßïé óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò óôçí Åíüôçôá Â5.2.
Ïé ßäéïé ïõóéáóôéêÜ ìáèçìáôéêïß ÷åéñéóìïß èá åßíáé åîßóïõ áíáãêáßïé êáé óôï áñêåôÜ äõóêïëüôåñï
(êáé öõóéêÜ ðïëý ðéï ÷ñÞóéìï ãéá ôïí ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü) ðñüâëçìá ôçò êáìðôéêÜ ôáëáíôïýìåíçò
äïêïý. Ôï åíäéáöÝñïí áõôü ðñüâëçìá èá ôï åîåôÜóïõìå óôçí áìÝóùò åðüìåíç Åíüôçôá Â6.2.

B6.1.4. ÓôåñåùìÝíç êáé óôá äýï Üêñá (áìößðáêôç) ñÜâäïò

Ðñüêåéôáé ãéá ôçí åõêïëüôåñç ðåñßðôùóç ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôéò (6.1.14). Ç ðåñßðôùóç
áõôÞ åßíáé áðüëõôá áíÜëïãç ìå åêåßíç ôçò ÷ïñäÞò óôçí Åíüôçôá Â5.2. (Åêåß üìùò áíáöåñüìáóôáí
óå åãêÜñóéåò ôáëáíôþóåéò, ü÷é óå áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò!) Áðü ôç ÷ùñéêÞ ëýóç (6.1.11) êáé ôéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (6.1.14) ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé A = 0 (ëüãù ôçò ðñþôçò óõíèÞêçò (6.1.14)).
Ðñïêýðôåé åðßóçò êáé ç óôïé÷åéþäçò åîßóùóç (ëüãù ôçò äåýôåñçò óõíèÞêçò (6.1.14))

sin
ùL
c

= 0 (6.1.18)

ãéá ìç ôåôñéììÝíåò ëýóåéò X(x) �≡ 0 (ìå B �= 0). ¢ñá ïé éäéïóõ÷íüôçôåò (êõêëéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò
åííïåßôáé) ùn óôï ðáñüí ðñüâëçìá ôáëáíôþóåùí èá åßíáé Üðåéñåò, äéáêåêñéìÝíåò êáé ïé åîÞò:

ùnL
c

= nð 
⇒ ùn = nðc
L

, n = 1, 2, . . . . (6.1.19)

Ïé áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) ðñïêýðôïõí áìÝóùò áðü ôç ëýóç (6.1.11) (ìå Á = 0, üðùò
Þäç óçìåéþèçêå) óôç ìïñöÞ

Xn(x) = Bn sin
ùnx
c

= Bn sin
nðx
L

. (6.1.20)

ÖõóéêÜ ç ôéìÞ n = 0 ïäçãåß óôçí ôåôñéììÝíç ëýóç X0(x) ≡ 0, ç ïðïßá áðïññßðôåôáé. (¸ôóé êé áëëéþò
ç ôéìÞ n = 0 äåí áöïñÜ óå ôáëáíôþóåéò!)

ÁöåôÝñïõ ãéá ôç ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç T (t) ç ó÷åôéêÞ ëýóç (6.1.9) ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

Tn(t) = Cn cosùnt + Dn sinùnt = Cn cos
nðct
L

+ Dn sin
nðct
L

(6.1.21)
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ìå ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn Þäç êáèïñéóìÝíåò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (6.1.19).

ÅðïìÝíùò ç ëýóç ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò (6.1.4) óôï ðáñüí ðñüâëçìá
ôùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí óôåñåùìÝíçò êáé óôá äýï Üêñá (áìößðáêôçò) ñÜâäïõ ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (6.1.6) Ý÷åé ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ

un(x, t) = Xn(x) Tn(t) = sin
ùnx
c

(
C∗
n cosùnt + D∗

n sinùnt
)

(6.1.22)

ãéá ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ùn. Óçìåéþíåôáé üôé ç óôáèåñÜ Bn óôçí éäéïóõíÜñôçóç Xn(x) Ý÷åé åíóùìá-
ôùèåß óôéò óôáèåñÝò Cn êáé Dn (ìå C∗

n = BnCn êáé D∗
n = BnDn). Éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò ðáñáðÜíù

ëýóåùò (6.1.22) (ìå ôç ÷ñÞóç ãùíßáò öÜóåùò án êáé íÝáò óôáèåñÜò E∗n) åßíáé êáé ç åîÞò:

un(x, t) = E∗n sin
ùnx
c

cos (ùnt − án). (6.1.23)

ÌåñéêÝò öïñÝò ìÜëéóôá ç ìïñöÞ áõôÞ ðñïôéìÜôáé áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Åðßóçò åõêïëüôáôá äéáðéóôþíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (6.1.20) üôé

Xn(0) = Xn(L) = 0 
⇒ u(0, t) = u(L, t) = 0. (6.1.24)

¢ñá åðáëçèåýåôáé üôé ðñüêåéôáé ãéá ñÜâäï óôåñåùìÝíç êáé óôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L.
Óôá Üêñá áõôÜ ç óõíÜñôçóç Xn(x), ç ïðïßá ðáñéóôÜíåé ôï «ó÷Þìá» ôçò áîïíéêÜ ôáëáíôïýìåíçò
ñÜâäïõ ÷ùñßò üìùò ôç ÷ñïíéêÞ åîÜñôçóÞ ôïõ Tn(t), ðñïöáíþò ìçäåíßæåôáé. ÅðéðëÝïí üìùò ç ßäéá
óõíÜñôçóç Xn(x) ìçäåíßæåôáé (ãéá n > 1) êáé óôá óçìåßá

xk = kL
n

, k = 1, 2, . . . , n− 1, (6.1.25)

ôçò ñÜâäïõ. Áêñéâþò üðùò êáé ôá Üêñá x = x0 = 0 êáé x = xn = L ôçò ñÜâäïõ, Ýôóé êáé ôá
óçìåßá xk áðïôåëïýí êüìâïõò ôùí áîïíéêþí áõôþí ôáëáíôþóåùí, äçëáäÞ óçìåßá ôçò ñÜâäïõ ðïõ
ìÝíïõí óõíå÷þò åíôåëþò áêßíçôá. (ÂÝâáéá äåí ðñÝðåé íá óõã÷Ýïíôáé ïé êüìâïé óôéò ôáëáíôþóåéò
÷ïñäþí, ñÜâäùí êáé äïêþí ìå ôïõò êüìâïõò óôçí áíÜëõóç ôùí êáôáóêåõþí Þ ìå ôïõò êüìâïõò
óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç, óôá ðåðåñáóìÝíá êáé ôá óõíïñéêÜ óôïé÷åßá, êëð. Ç ëÝîç êüìâïò
÷ñçóéìïðïéåßôáé óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìå äéáöïñåôéêÝò óçìáóßåò!)

B6.1.5. ÉäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò êáé éäéïôáëáíôþóåéò

ÁíáöåñèÞêáìå Þäç óôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn ôçò áîïíéêÜ ôáëáíôïýìåíçò ñÜâäïõ. Ïé áíôßóôïé-
÷åò óõíáñôÞóåéò ó÷Þìáôïò, ïé éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) óôéò ó÷Ýóåéò (6.1.20), ðïëý óõ÷íÜ êáëïýíôáé
éäéïìïñöÝò ôùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí ôçò ñÜâäïõ êáé áðëïýóôåñá éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò
Þ, áêüìç ðéï áðëÜ, éäéïìïñöÝò. Ôïõò üñïõò áõôïýò (éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Þ éäéïìïñöÝò)
ôïõò ðñïêñßíïõìå, ôïõò ðñïôéìÜìå êáé èá ôïõò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åêôåíþò óôï êåöÜëáéï áõôü.
ÓõãêåêñéìÝíá èá êÜíïõìå ÷ñÞóç ôùí üñùí áõôþí ôüóï ãéá ôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ
(óôçí ðáñïýóá åíüôçôá) üóï êáé ãéá ôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý (óôçí åðüìåíç åíüôçôá êáé
áñêåôÜ ðéï åíäéáöÝñïõóá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü).

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ç êáèåìßá ìåñéêÞ ëýóç un(x, t) ðïõ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (6.1.22) åê-
öñÜæåé Ýíáí ôñüðï, Ýíá öõóéêü ôñüðï áîïíéêÞò (Þ äéáìÞêïõò) ôáëáíôþóåùò ôçò ñÜâäïõ. ÊÜèå
ôÝôïéá ëýóç (Þ öõóéêüò ôñüðïò ôáëáíôþóåùò) ðëçñïß ôüóï ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò (6.1.4) üóï êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, óôçíðåñßðôùóÞ ìáò ôéò (6.1.14). ¼ôáí áëëÜæåé
ôï n, äçëáäÞ áëëÜæåé ç éäéïóõ÷íüôçôá ôáëáíôþóåùò ùn, ôüôå ðáßñíïõìå Ýíáí Üëëï öõóéêü ôñüðï
áîïíéêÞò ôáëáíôþóåùò ôçò ñÜâäïõ. Ïé éäéïóõíáñôÞóåéò áõôÝò un(x, t) åêöñÜæïõí ôïõò öõóéêïýò
ôñüðïõò ôáëáíôþóåùò ôçò ñÜâäïõ (÷ùñßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ïýôå êáé êáôáíåìçìÝíç áîïíéêÞ öüñ-
ôéóç f (x, t) ôçò ñÜâäïõ), äçëáäÞ ôéò éäéïôáëáíôþóåéò ôçò ñÜâäïõ. ÁõôÝò åßíáé Üðåéñåò óôïí áñéèìü
áêñéâþò ìßá ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ n.
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ÕðÝñèåóç (Þ åðáëëçëßá) ôùí éäéïôáëáíôþóåùí áõôþí èá ìáò åðéôñÝøåé íá áíôéìåôùðßóïõìå
óå åðüìåíç ðáñÜãñáöï ôçò åíüôçôáò áõôÞò ôï ãåíéêü ðñüâëçìá ôùí åëåýèåñùí áîïíéêþí ôáëá-
íôþóåùí ôçò ñÜâäïõ õðü áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Áõôü Þäç ôï êÜíáìå êáé óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò
óôçí ÐáñÜãñáöï Â5.2.10. Ôï ðñüâëçìá ôùí åîáíáãêáóìÝíùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí ñÜâäïõ
åßíáé áêüìç ðéï äýóêïëï. Ç äõóêïëßá áõôÞ ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò üôé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.1.1) ðïõ ôï äéÝðåé åßíáé ìç ïìïãåíÞò. Ôï ðñüâëçìá ôùí åîáíáãêáóìÝíùí
ôáëáíôþóåùí èá áíôéìåôùðéóèåß êáé áõôü óå åðüìåíç ðáñÜãñáöï ôçò ðáñïýóáò åíüôçôáò ìå
âÜóç ôéò ßäéåò áêñéâþò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x). Ôïýôï áðïôåëåß åðÝêôáóç ôçò ìåèïäï-
ëïãßáò ðïõ áíáöÝñèçêå óôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Â5 ãéá ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò âÝâáéá.

B6.1.6. ÓôåñåùìÝíç óôï Ýíá Üêñï êáé åëåýèåñç óôï Üëëï (ðñüâïëïò) ñÜâäïò

Èåùñïýìå ðñþôá óôåñåùìÝíï (ðáêôùìÝíï) ôï áñéóôåñü Üêñï ôçò ñÜâäïõ x = 0 êáé åëåýèåñï
ôï äåîéü x = L. Ôüôå éó÷ýïõí ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (6.1.15), óõãêåêñéìÝíá

X(0) = X ′(L) = 0. (6.1.26)

Ôþñá áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç (6.1.11) ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.10), åðáëáì-
âÜíïõìå ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç

X(x) = A cos
ùx
c

+ B sin
ùx
c

, (6.1.27)

ðñïêýðôåé åõèýò (ëüãù ôçò ðñþôçò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò (6.1.26)) üôé

A = 0 
⇒ X(x) = B sin
ùx
c

. (6.1.28)

Óôç óõíÝ÷åéá áðü ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï ôçò ßäéáò ëýóåùò (6.1.11) (Þ (6.1.27))

X ′(x) = − Aù
c

sin
ùx
c

+ Bù
c

cos
ùx
c

(6.1.29)

ìå A = 0 (ðñþôç ó÷Ýóç (6.1.28)) ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

X ′(x) = Bù
c

cos
ùx
c

. (6.1.30)

Ôþñá ç äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (6.1.26) (ãéá Ýíá åëåýèåñï Üêñï x = L) áðáéôåß íá éó÷ýåé

X ′(L) = 0 
⇒ cos
ùL
c

= 0 (6.1.31)

ãéá ìç ôåôñéììÝíç ëýóç: X(x) �≡ 0 (äçëáäÞ ìå B �= 0). Ôüôå ïé éäéïóõ÷íüôçôåòùn äßíïíôáé ðñïöáíþò
áðü ôïõò ôýðïõò

ùnL
c

= (2n− 1)ð
2


⇒ ùn = (2n− 1)ðc
2L

= [n− (1/2)]ðc
L

, n = 1, 2, . . . . (6.1.32)

Åðßóçò ëüãù ôçò äåýôåñçò ó÷Ýóåùò (6.1.28) ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) äßíïíôáé áðü ôïõò
ôýðïõò

Xn(x) = Bn sin
ùnx
c

= Bn sin
(2n− 1)ðx

2L
, n = 1, 2, . . . . (6.1.33)

Óõãêñßíïõìå ôþñá ôéò ó÷Ýóåéò (6.1.19) ãéá ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn óôçí áìößðáêôç ñÜâäï êáé
(6.1.32) ãéá ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç ñÜâäïõ ìå ôï áñéóôåñü Üêñï ôçò
óôåñåùìÝíï (ðáêôùìÝíï) êáé ôï äåîéü åëåýèåñï (ðñüâïëïò). Ðáñáôçñïýìå üôé ïé éäéïóõ÷íüôçôåò
(6.1.32) êåßíôáé áêñéâþò óôá ìÝóá ôùí äéáóôçìÜôùí ðïõ ïñßæïõí ç ôåôñéììÝíç (êáé ìç éó÷ýïõóá)
éäéïóõ÷íüôçôá ù0 = 0 êáé ïé áëçèéíÝò éäéïóõ÷íüôçôåò (6.1.19) ãéá ôç ñÜâäï êáé ìå ôá äýï Üêñá ôçò
óôåñåùìÝíá (ôçí áìößðáêôç ñÜâäï).
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Áðïëýôùò áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï áñéóôåñü Üêñï ôçò ñÜâäïõ x = 0
åßíáé åëåýèåñï, åíþ ôï äåîéü x = L åßíáé óôåñåùìÝíï (ðáêôùìÝíï). Ôþñá âÝâáéá èá éó÷ýïõí ïé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (6.1.16) áíôß ãéá ôéò (6.1.15). Ôüôå åýêïëá äéáðéóôþíåôáé üôé Â = 0. Åðßóçò
åýêïëá ðñïêýðôåé üôé ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ùn äßäïíôáé êáé ðÜëé áðü ôïõò ôýðïõò (6.1.32), áêñéâþò
ôïõò ßäéïõò ôýðïõò! Áíôßèåôá ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) åßíáé ôþñá óõíçìéôïíéêÝò êáé Ý÷ïõí
ôç ìïñöÞ

Xn(x) = An cos
ùnx
c

= An cos
(2n− 1)ðx

2L
, n = 1, 2, . . . , (6.1.34)

åíþ ïé ðñïçãïýìåíåò éäéïìïñöÝò (6.1.33) Þóáí çìéôïíéêÝò. ÖõóéêÜ äåí õðÜñ÷åé êáìßá ïõóéáóôéêÞ
äéáöïñÜ ìåôáîý ôùí åêöñÜóåùí (6.1.33) êáé (6.1.34) ãéá ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x).

B6.1.7. Åëåýèåñç êáé óôá äýï Üêñá ñÜâäïò

Ç ôåëåõôáßá âáóéêÞ ðåñßðôùóç ñÜâäïõ, áõôÞ ÷ùñßò êáèüëïõ óôçñßîåéò, ßóùò íá îåíßæåé ëßãï
åê ðñþôçò üøåùò êáé ðñáãìáôéêÜ ðåñéëáìâÜíåé êáé êßíçóç óôåñåïý óþìáôïò, üðùò èá äïýìå
áìÝóùò ðéï êÜôù. Ïé ó÷åôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åßíáé ôþñá ïé (6.1.17), äçëáäÞ

X ′(0) = X ′(L) = 0. (6.1.35)

Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.10) åßíáé ðÜëé ç (6.1.11), éóïäý-
íáìá (6.1.27), äçëáäÞ

X(x) = A cos
ùx
c

+ B sin
ùx
c

. (6.1.36)

Ç ðáñÜãùãïò ôçò ëýóåùò áõôÞò X(x) åßíáé ç (6.1.29), ôçí îáíáãñÜöïõìå êáé áõôÞ

X ′(x) = − Aù
c

sin
ùx
c

+ Bù
c

cos
ùx
c

. (6.1.37)

Áóöáëþò üìùò ôþñá B = 0 ëüãù ôçò ðñþôçò áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (6.1.35): ôçò óõíèÞêçò
X ′(0) = 0. ÅðïìÝíùò ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (6.1.37) ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

X ′(x) = − Aù
c

sin
ùx
c

. (6.1.38)

Óôç óõíÝ÷åéá ç äåýôåñç áðü ôéò ßäéåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (6.1.35): ç óõíèÞêç X ′(L) = 0 ìáò äßíåé
ôçí åîßóùóç ãéá ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò

X ′(L) = 0 
⇒ ù sin
ùL
c

= 0. (6.1.39)

ÅðïìÝíùò ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ùn äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò

ùnL
c

= nð 
⇒ ùn = nðc
L

, n = 0, 1, 2, . . . . (6.1.40)

Óôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò äå ëçóìïíÞóáìå êáé ôç ìçäåíéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá ù0 = 0. Åíôïýôïéò ïõóéá-
óôéêÜ áõôÞ äåí åßíáé éäéïóõ÷íüôçôá áîïíéêÞò ôáëáíôþóåùò ôçò ñÜâäïõ, áëëÜ äçëþíåé áðëÜ ôçí
êßíçóç ôçò ñÜâäïõ óáí óôåñåïý óþìáôïò. Ç êßíçóç áõôÞ åßíáé ðñïöáíÞò, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå,
åîáéôßáò ôçí ðëÞñïõò åëëåßøåùò óôçñßîåùí óôç ñÜâäï. ÄçëáäÞ ç ñÜâäïò ìðïñåß íá êéíåßôáé êáé
óáí óôåñåü óþìá êáé íá ôáëáíôþíåôáé áîïíéêÜ ôáõôü÷ñïíá. Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ïé ðéï ðÜíù
éäéïóõ÷íüôçôåò (6.1.40) ãéá ôçí åëåýèåñç ñÜâäï (åêôüò áðü ôç ìçäåíéêÞ ù0 = 0) óõìðßðôïõí ìå
ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò (6.1.19) ãéá ôçí áìößðáêôç ñÜâäï. ÂÝâáéá, üðùò èá öáíåß êáé áìÝóùò ðéï
êÜôù, äåí éó÷ýåé ôï ßäéï êáé ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x), ðïõ äéáöÝñïõí.

Áðü ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò (6.1.40) ðñïêýðôïõí êáé ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) ëüãù ôçò
ó÷Ýóåùò (6.1.36) ìå Â = 0, üðùò Þäç äéáðéóôþèçêå. ÓõãêåêñéìÝíá ïé éäéïìïñöÝò áõôÝò Xn(x)
äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

Xn(x) = An cos
ùnx
c

= An cos
nðx
L

, n = 0, 1, 2, . . . . (6.1.41)
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Ç êßíçóç ôçò ñÜâäïõ óáí óôåñåü óþìá (óå áíôßèåóç ìå ôéò åëáóôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò ôçò) ðñï-
êýðôåé öõóéêÜ ãéá n = 0, ïðüôå ùn = ù0 = 0. ¸÷åé åðïìÝíùò ôç ìïñöÞ

X0(x) = A0 (6.1.42)

ìå ôï A0 óôáèåñÜ. (Ç åéäéêÞ éäéïìïñöÞ X0(x) êáëåßôáé êáé óôåñåÜ éäéïìïñöÞ.) Áóöáëþò, åðáíáëáì-
âÜíåôáé, ç êßíçóç ôçò ñÜâäïõ óáí óôåñåü óþìá äåí áðïôåëåß ôáëÜíôùóç, óõãêåêñéìÝíá ù0 = 0.
¢ñá, áí èÝëåé, ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ôçí áãíïåß óôéò ðáñïýóåò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò. Áðü öõóé-
êÞò üìùò áðüøåùò ç êßíçóç óôåñåïý óþìáôïò åßíáé áðüëõôá äõíáôÞ óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç
ðëÞñïõò áíõðáñîßáò óôçñßîåùí ôçò ñÜâäïõ.

Ìå ôçí ðåñßðôùóç ôçò åëåýèåñçò ñÜâäïõ óõìðëçñþóáìå ôç ìåëÝôç ôùí áîïíéêþí éäéïôáëá-
íôþóåùí óõíÞèïõò ñÜâäïõ Ý÷ïíôáò åîåôÜóåé êáé ôéò ôÝóóåñéò âáóéêÝò ðåñéðôþóåéò óôçñßîåùò (á)
Ýùò êáé (ä) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â6.1.3 ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôéò (6.1.14) Ýùò êáé (6.1.17) áíôß-
óôïé÷á. ÐÝñá áðü ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn óå êáèåìßá áðü ôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò ðñïóäéïñßóáìå
êáé ôéò áíôßóôïé÷åò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x). ÁõôÝò óå üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò ðñïÝêõøáí ìå
ðïëý áðëÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò åêöñÜóåéò. ÔåëéêÜ ïé éäéïôáëáíôþóåéò ðñïóäéïñßæïíôáé âÜóåé ôùí
ãåíéêüôåñùí ôýðùí

un(x, t) = Xn(x) Tn(t), n = 1, 2, . . . . (6.1.43)

Óôïõò ôýðïõò áõôïýò ïé ÷ñïíéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò Tn(t) äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò (6.1.21), óõãêå-
êñéìÝíá

Tn(t) = Cn cosùnt + Dn sinùnt = Ån cos (ùnt − án), n = 1, 2, . . . . (6.1.44)

(ÖõóéêÜ ïé óôáèåñÝò án ðáñéóôÜíïõí ãùíßåò öÜóåùò.) Ç ìïíáäéêÞ óôáèåñÜ An Þ Bn ôùí éäéï-
ìïñöþí ôáëáíôþóåùò Xn(x) ìðïñåß åýêïëá íá åíóùìáôùèåß óôéò óôáèåñÝò Cn êáé Dn Þ óôç óôá-
èåñÜ En. ¢ñá ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) óõíÞèùò ãñÜöïíôáé ÷ùñßò ôç óôáèåñÜ áõôÞ,
äçëáäÞ ìå An = 1 Þ Bn = 1 Þ ìå êÜðïéá Üëëç êáôÜëëçëç ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò áõôÞò. Óôï óçìåßï
áõôü èá åðáíÝëèïõìå óôç ìåèåðüìåíç ÐáñÜãñáöï Â6.1.9, ç ïðïßá áöïñÜ óôçí ïñèïãùíéüôçôá
(Þ ïñèïãùíéêüôçôá) ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò Xn(x).

B6.1.8. Ìéá áðëïýóôåñç åéäéêÞ äõíáôüôçôá óôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí

¸÷ïíôáò ëýóåé ôç ÷ñïíéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.8) ðïõ ðñïÝêõøå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí, äéáðéóôþóáìå üôé ç ÷ñïíéêÞ åîÜñôçóç T (t) ôùí áîïíéêþí ôáëáíôþ-
óåùí ðïõ åîåôÜæïõìå åßíáé ôñéãùíïìåôñéêÞò ìïñöÞò (ó÷Ýóç (6.1.9)). Ôïýôï äåí ìáò åêðëÞóóåé, èá
ëÝãáìå ìÜëëïí åìåßò ôï åðéäéþîáìå ìåôÜ êáé áðü ôç ëåðôïìåñÞ áíÜëõóç ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â5.2.5
óôï ðñüâëçìá ôùí åãêÜñóéùí ôáëáíôþóåùí ôçò ÷ïñäÞò. Óôï ðñüâëçìá åêåßíï åß÷å ãßíåé äéÜêñéóç
ôùí ôñéþí äõíáôïôÞôùí: (á) ìçäåíéêÞò, (â) èåôéêÞò êáé (ã) áñíçôéêÞò óôáèåñÜò äéá÷ùñéóìïý ë óôç
ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí x êáé t. ¸ãéíå åðéëïãÞ ôçò ôñßôçò äõíáôüôçôáò (áñíçôéêÞ
óôáèåñÜ ë, ë < 0) êáé óôçí Åíüôçôá Â5.2 êáé óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Â6.1, üðïõ Þäç åðéëÝîáìå
áñíçôéêÞ óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë, óõãêåêñéìÝíá ôç óôáèåñÜ ë = −ù2 óôç ó÷Ýóç (6.1.7).

Áóöáëþò ðïëý óùóôÜ åíåñãÞóáìå êáé óôçí Åíüôçôá Â5.2 êáé óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Â6.1.
Ìå ôïí ôñüðï áõôü ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ñÜâäïõ ìðïñïýí íá
ðëçñùèïýí ìå ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x). ÊÜôé ôÝôïéï èá Þôáí áíÝöéêôï
ìå õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò, cosh Þ/êáé sinh, óôéò éäéïìïñöÝò áõôÝò Xn(x). Ôï êõñéüôåñï üìùò
åßíáé üôé ìå ôçí åðéëïãÞ áñíçôéêÞò óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý, óõãêåêñéìÝíá ìå ë = −ù2, ðáßñíïõìå
ðñáãìáôéêÜ ôáëáíôþóåéò. ÄçëáäÞ ðáßñíïõìå ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò (cos êáé sin) óôéò
÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò Tn(t) óôïõò ôýðïõò (6.1.44) êáé ü÷é õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò (cosh êáé sinh).
Ïé ôåëåõôáßåò èá ïäçãïýóáí ü÷é ìüíï óå ðëÞñç Ýëëåéøç ôùí áíáìåíüìåíùí ôáëáíôþóåùí, áëë’
åðßóçò êáé óå áðåéñéóìü ôùí áíôßóôïé÷ùí áîïíéêþí ìåôáôïðßóåùí un(x, t) ãéá t → ∞ ëüãù ôùí
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ó÷Ýóåùí (6.1.43). ÓáöÝóôåñá ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ñÜâäïõ
äå èá ìðïñïýóáí íá ðëçñùèïýí ôáõôü÷ñïíá. ÅðéðëÝïí ç áñ÷Þ äéáôçñÞóåùò ôçò åíÝñãåéáò èá
ðáñáâéáæüôáí êáé áõôÞ ëüãù ôïõ áðåéñéóìïý ôùí óõíáñôÞóåùí un(x, t) ãéá t → ∞ óå êÜèå
óçìåßï 0 < x < L ôçò ñÜâäïõ. Áõôü ìÜëéóôá èá óõíÝâáéíå õðü óõíèÞêåò áíõðáñîßáò êÜèå ìïñöÞò
êáôáíåìçìÝíçò åîùôåñéêÞò áîïíéêÞò öïñôßóåùò f (x, t).

Ìå ôçí åéóáãùãÞ áõôÞ ãßíåôáé êáôáíïçôü üôé áñ÷éêÜ ìåí ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åßíáé ðïëý
êáëü íá êÜíåé ôçí ðëÞñç äéåñåýíçóç ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â5.2.5 óôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí
ìåôáâëçôþí. Óôç óõíÝ÷åéá üìùò ìðïñåß íá åðéëÝãåé êáôåõèåßáí áñíçôéêÞ óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí ë = −ù2 óå ðñïâëÞìáôá ôáëáíôþóåùí, üðùò Þäç Ýãéíå óôç ó÷Ýóç (6.1.7). Ìå
åðáñêÞ ðëÝïí åìðåéñßá óôï èÝìá áõôü ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß ðáñáðÝñá íá õðïèÝôåé
ìüíïò ôïõ (åîáñ÷Þò êáé ÷ùñßò äéåñåýíçóç) ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ôçò ÷ñïíéêÞò óõíáñôÞóåùò T (t)
óå ðñïâëÞìáôá ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò áðüóâåóç, ð.÷. ôç ìïñöÞ

T (t) = cos (ùt − á). (6.1.45)

(ÔÝôïéáò ìïñöÞò åßíáé êáé ïé ðáñïýóåò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò.) Ôüôå óôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí ç ó÷Ýóç (6.1.6) áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

u(x, t) = X(x) cos (ùt − á). (6.1.46)

Ç áðëïðïßçóç áõôÞ óõíßóôáôáé óôï üôé ôþñá ìéá ìüíï óõíÜñôçóç åßíáé Üãíùóôç, ç ÷ùñéêÞ óõíÜñ-
ôçóç X(x) ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò. Ç ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç T (t) Ý÷åé ïñèÜ õðïôåèåß åîáñ÷Þò
óôç ìïñöÞ (6.1.45) Þ óå êÜðïéá áíÜëïãç ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ, üðùò ìå çìßôïíï áíôß ìå óõíçìß-
ôïíï, Þ óôçí áíáëõôéêüôåñç ìïñöÞ C cosùt + D sinùt.

Ðáñáãùãßæïíôáò ôþñá äýï öïñÝò êáé ùò ðñïò ôç èÝóç x êáé ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ôç ó÷Ýóç
(6.1.46), âñßóêïõìå åýêïëá üôé

∂2u
∂x2

= X ′′(x) cos (ùt − á),
∂2u
∂t2

= −ù2X(x) cos (ùt − á). (6.1.47)

Ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äåõôÝñùí áõôþí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò (6.1.4) (ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò) ãéá ôéò ðáñïýóåò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò
ìáò ïäçãåß óå ìéá ìüíï óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ôçí åîßóùóç (6.1.10), ðïõ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

X ′′(x)+
(ù
c

)2
X(x) = 0. (6.1.48)

Áêñéâþò ôï ßäéï óõíÝâáéíå êáé ðñïçãïõìÝíùò. Ðåôý÷áìå Ýôóé ôçí áðëïýóôåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôüò
ìáò Ý÷ïíôáò áðáëëáãåß áðü ôç ÷ñïíéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.8). ÂÝâáéá ïé óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (6.1.14) Þ (6.1.15) Þ (6.1.16) Þ (6.1.17) óôá Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò áîïíéêÜ ôáëáíôïý-
ìåíçò ñÜâäïõ ðñÝðåé íá ëçöèïýí êáé ôþñá õðüøç, áêñéâþò üðùò Ýãéíå êáé ðñïçãïõìÝíùò.

ÕðïèÝôïõìå ðñïò óôéãìÞ üôé åíäéáöåñüìáóôå ìüíï ãéá ôéò éäéïóõ÷íüôçôåòùn êáé ôéò éäéïìïñöÝò
ôáëáíôþóåùò Xn(x) óå éäéïôáëáíôþóåéò. Ïé éäéïôáëáíôþóåéò äçëþíïõí üôé äåí õðÜñ÷åé åîùôåñéêÞ
áîïíéêÞ öüñôéóç f (x, t) êáé üôé åðßóçò äåí õðÜñ÷ïõí áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôç ñÜâäï. (Äåí áãíïïýíôáé
üìùò óôéò éäéïôáëáíôþóåéò ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá ôçò ñÜâäïõ!) Ìå ôçí õðüèåóç
áõôÞ èá ìðïñïýóáìå íá ðÜñïõìå ìéá ïðïéáäÞðïôå ôñéãùíïìåôñéêÞ óõíÜñôçóç T (t) óôï ÷ùñéóìü
ôùí ìåôáâëçôþí (6.1.46), ð.÷. ôç óõíÜñôçóç

T (t) = cosùt Þ/êáé T (t) = sinùt. (6.1.49)

Áí ìÜëéóôá êáôáëáâáßíïõìå ôß êÜíïõìå, èá ìðïñïýóáìå íá ðÜñïõìå áêüìç êáé ìéãáäéêÞ óõ-
íÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

T (t) = eiùt. (6.1.50)
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Áíáãíùñßæïõìå âÝâáéá üôé áðü öõóéêÞò áðüøåùò ìéá ôÝôïéá Ýêöñáóç (äçëáäÞ ìéá ìéãáäéêÞ Ýê-
öñáóç) åßíáé áðáñÜäåêôç. Ç Ýííïéá ôçò ìéãáäéêÞò áõôÞò óõíáñôÞóåùò T (t) åßíáé üôé ç áëçèéíÞ
÷ñïíéêÞ åîÜñôçóç ôùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí ðïõ åîåôÜæïõìå åßíáé åßôå (á) ôï ðñáãìáôéêü ìÝ-
ñïò cosùt åßôå (â) ôïöáíôáóôéêü ìÝñïò sinùt ôçòðéïðÜíùìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò eiùt.
Áõôü åßíáé äõíáôüí, åðåéäÞ óýìöùíá ìå ôïí ôýðï ôïõ Euler

eiùt = cosùt + i sinùt, ïðüôå cosùt = Re eiùt êáé sinùt = Im eiùt. (6.1.51)

Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ôá óýìâïëá Re (åðéóçìüôåñá áðü áðüøåùò êëáóéêÞò óôïé÷åéïèåóßáò �)
êáé Im (åðéóçìüôåñá �) äçëþíïõí ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò áíôßóôïé÷á ìéáò ìé-
ãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò. ÅéäéêÜ åäþ ðñüêåéôáé ãéá ôçí åêèåôéêÞ ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç eiùt åííïåßôáé
ðÜíôïôå ãéá ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù.

Ðáñáôçñåßôáé åðßóçò êáé ìå Ýìöáóç ìÜëéóôá üôé ç áðëïðïéçìÝíç äéáäéêáóßá ôçò ðáñïýóáò
ðáñáãñÜöïõ õðÞñîå äõíáôÞ åîáéôßáò ôçò ìç õðÜñîåùò áðïóâÝóåùò ôùí ôáëáíôþóåùí. Ìå
ðéï ìáèçìáôéêïýò üñïõò áõôü åðéôåý÷èçêå, åðåéäÞ ç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãïò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.1.4) (óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò) Þôáí äåõôÝñáò ôÜîåùò
ìå ôçí ðñþôç ÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãï (üðùò êáé êÜèå ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï ðåñéôôÞò ôÜîåùò)
áðïýóá. Ôïýôï åßíáé åýëïãï (õðü ôçí áíõðáñîßá áðïóâÝóåùí) ãéá ôéò áäñáíåéáêÝò äõíÜìåéò.
Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ïé áäñáíåéáêÝò äõíÜìåéò åßíáé áíÜëïãåò ôçò åðéôá÷ýíóåùò a(x, t), óôçí
ðåñßðôùóÞ ìáò ôçò äåýôåñçò ÷ñïíéêÞò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂2u/∂t2 ôçò ìåôáôïðßóåùò u(x, t). Ðéï
óõãêåêñéìÝíá ç ðáñÜãùãïò áõôÞ ∂2u/∂t2 åìöáíßæåôáé óôï äåîéü ìÝëïò ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.1.1) õðü ìéá êáôáíåìçìÝíç áîïíéêÞ öüñôéóç, f (x, t) �≡ 0,
Þ (6.1.2) ÷ùñßò áîïíéêÞ öüñôéóç, f (x, t) = 0, óå éäéïôáëáíôþóåéò êáé óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò.

B6.1.9. Ïñèïãùíéüôçôá ôùí éäéïìïñöþí: ç êëáóéêÞ ìÝèïäïò ôçò Ôñéãùíïìåôñßáò

ÅîåôÜóáìå ðñïçãïõìÝíùò ôéò ôÝóóåñéò âáóéêÝò ðåñéðôþóåéò óõíïñéáêþí óõíèçêþí êáé óôá
äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ìéáò áîïíéêÜ ôáëáíôïýìåíçò óõíÞèïõò ñÜâäïõ (÷ùñßò êáôáíåìçìÝíç
åîùôåñéêÞ áîïíéêÞ öüñôéóç f (x, t)). Ïé ó÷åôéêÝò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) Þäç ðñïóäéïñßóèç-
êáí óôéò ÐáñáãñÜöïõò Â6.1.4, Â6.1.6 êáé Â6.1.7. Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìÜëéóôá üôé ïé éäéïìïñöÝò
áõôÝò áðïôåëïýí óõóôÞìáôá ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ, äçëáäÞ óôï äéÜ-
óôçìá [0, L]. Äåí õðÜñ÷åé ìÜëéóôá óõíÜñôçóç âÜñïõòw(x), äçëáäÞw(x) = 1. Ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç
ðåñßðôùóç óõíÞèïõò ñÜâäïõ éó÷ýïõí åðïìÝíùò ïé ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò)∫ L

0
×m(x) Xn(x) dx = 0, m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.1.52)

Ìå óõíôïìüôåñï (êáé ëßãï ìáèçìáôéêüôåñï) óõìâïëéóìü ãéá ôï ðáñáðÜíù ïëïêëÞñùìá ïé ßäéåò
ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò ìðïñïýí íá ãñáöïýí êáé óôç ìïñöÞ

〈 Xm, Xn〉 = 0, m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.1.53)

Ïé áðïäåßîåéò åßíáé éäéáßôåñááðëÝò ãéá ôéò ôüóïóôïé÷åéþäåéò ôñéãùíïìåôñéêÝò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþ-
óåùò Xn(x), ôéò ïðïßåò ðñïóäéïñßóáìå, ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ðïëý ãíùóôþí ôñéãùíïìåôñéêþí ôýðùí

cosá cosâ = 1
2
[cos (á− â)+ cos (á+ â)], (6.1.54)

siná sinâ = 1
2
[cos (á− â)− cos (á+ â)]. (6.1.55)

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ãéá ôç óôåñåùìÝíç êáé óôá äýï Üêñá (áìößðáêôç) ñÜâäï ôçò ÐáñáãñÜ-
öïõ Â6.1.4 ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ (6.1.20), äçëáäÞ (ìå ôç óôáèåñÜ Bn = 1)

Xn(x) = sin
nðx
L

. (6.1.56)
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ÅðïìÝíùò ç ðñïò áðüäåéîç éäéüôçôá ïñèïãùíéüôçôáò (áðü ôï åðßèåôï ïñèïãþíéïò Þ ïñèïãùíéêü-
ôçôáò áðü ôï åðßèåôï ïñèïãùíéêüò, ðïõ åßíáé éóïäýíáìïò üñïò) (6.1.52) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ∫ L

0
Xm(x) Xn(x) dx =

∫ L

0
sin

mðx
L

sin
nðx
L

dx = 0, m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.1.57)

Ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ êëáóéêïý ôñéãùíïìåôñéêïý ôýðïõ (6.1.55) ìåôáôñÝðïõìå ôï ãéíüìåíï ôùí
çìéôïíéêþí óõíáñôÞóåùí óå äéáöïñÜ óõíçìéôïíéêþí óõíáñôÞóåùí êáé óôç óõíÝ÷åéá õðïëïãßæïõìå
åýêïëá ôï ó÷åôéêü ïëïêëÞñùìá. Ìå ôïí ôñüðï áõôü äéáðéóôþíïõìå üôé∫ L

0
Xm(x) Xn(x) dx = 1

2

∫ L

0

[
cos

(m− n)ðx
L

− cos
(m+ n)ðx

L

]
dx

= L
2(m− n)ð

sin
(m− n)ðx

L

∣∣∣∣
L

0
− L

2(m+ n)ð
sin

(m+ n)ðx
L

∣∣∣∣
L

0

= 0, m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.1.58)

ÁõôÞ ç ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò éó÷ýåé, åðåéäÞ sin kð = 0 ãéá áêÝñáéåò ôéìÝò ôïõ k, üðùò ðñÜãìáôé
åßíáé ïé ôéìÝò k = 0, k = m− n êáé k = m+ n (ìå m �= n) óôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (6.1.58).

¢ñá áðïäåß÷èçêå ç éäéüôçôá ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþíáîïíéêþí ôáëáíôþóåùí Xn(x) ãéá
ôçí áìößðáêôç ñÜâäï. Ôßðïôå ôï ðáñÜäïîï! ¹ôáí áíáìåíüìåíç ç éäéüôçôá áõôÞ, Þôáí ëßãï--ðïëý
ãíùóôÞ áðü ôéò óåéñÝò Fourier ãéá ôéò çìéôïíéêÝò óõíáñôÞóåéò, ðïõ Ý÷ïõí åîåôáóèåß óôï ìÜèçìá
ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ: ÌÝñïò Á áõôþí ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí, ÊåöÜëáéï Á16. Åíôåëþò
áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò åëåýèåñçò ñÜâäïõ ìå ôéò áíôßóôïé÷åò óõíçìéôïíéêÝò
éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò (6.1.41). Ç áðüäåéîç åßíáé áðïëýôùò ðáñüìïéá êáé åîßóïõ áðëÞ, ôþñá
üìùò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôñéãùíïìåôñéêïý ôýðïõ (6.1.54) áíôß ôïõ (6.1.55).

ÖõóéêÜ ç éäéüôçôá ôçò ïñèïãùíéüôçôáò (6.1.52) (Þ (6.1.53) ìå óõíôïìüôåñï óõìâïëéóìü) Ý÷åé
íüçìá ìüíï ãéá äéáöïñåôéêÝò éäéïìïñöÝò (m �= n), üðùò Þäç Ý÷ïõìå ôïíßóåé. ÄçëáäÞ ãéá m = n ôï
ó÷åôéêü ïëïêëÞñùìá äåí åßíáé ìçäÝí êáé õðïëïãßæåôáé (êáé ðÜëé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôñéãùíïìåôñéêïý
ôýðïõ (6.1.55), ôþñá üìùò ìå á = â) ãéá áìößðáêôç ñÜâäï ùò åîÞò:∫ L

0
X2
n (x) dx =

∫ L

0
sin2 nðx

L
dx = 1

2

∫ L

0

(
1− cos

2nðx
L

)
dx = L

2
, n = 1, 2, . . . . (6.1.59)

(Ôï ßäéï áðïôÝëåóìá, L/2, éó÷ýåé êáé ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôçò åëåýèåñçò ñÜâäïõ.) ÅðïìÝíùò ìå
óõíäõáóìü ôùí ó÷Ýóåùí (6.1.52) (Þ (6.1.57)) êáé (6.1.59) ç éäéüôçôá ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí
éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò Xn(x) ðáßñíåé ôç ãåíéêÞ ôçò ìïñöÞ∫ L

0
×m(x) Xn(x) dx = L

2
ämn, m, n = 1, 2, . . . . (6.1.60)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ôï óýìâïëï ämn äçëþíåé ôï ãíùóôü äÝëôá ôïõ Kronecker, ðïõ ïñßæåôáé ùò åîÞò:

ämn =
{

0, åÜí m �= n,

1, åÜí m = n.
(6.1.61)

Óçìåéþíåôáé üôé ôï äÝëôá ôïõ Kronecker ämn äåí Ý÷åé êáìßá ó÷Ýóç ìå ôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ)
óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac, ðïõ ôçí Ý÷ïõìå óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéÞóåé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace.

Ç ãåíéêåõìÝíç éäéüôçôá ïñèïãùíéüôçôáò (6.1.60) ãéá ôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) éó÷ýåé
ìå ôéò ó÷åôéêÝò óôáèåñÝò (ôéò Bn óôçí áìößðáêôç ñÜâäï, ôéò An óôçí åëåýèåñç ñÜâäï) íá Ý÷ïõí
ðáñáëåéöèåß óôéò éäéïìïñöÝò Xn(x), äçëáäÞ íá Ý÷ïõí èåùñçèåß ßóåò ìå ôç ìïíÜäá. Áõôü äåí åßíáé
âÝâáéá õðï÷ñåùôéêü: ç óçìáíôéêÞ áõôÞ éäéüôçôá (ìå ìçäÝí äåîéÜ, üôáí m �= n) éó÷ýåé öõóéêÜ êáé
ìå ðïëëáðëáóéáóôéêÝò óôáèåñÝò óôéò éäéïìïñöÝò Xn(x): áðëÜ, üôáím = n, áëëÜæåé ôï äåîéü ìÝëïò.
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ÓõíÞèùò óôçí ðñÜîç ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñïôéìÜåé ôç ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéï-
ìïñöþí Xn(x) óôç ìïñöÞ ôçò (6.1.60), áëëÜ ìå ôï êëÜóìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò L/2 ãñáììÝíï óáí

L
2
= ñÁL

2ñÁ
= ñÁL/2

ñÁ
= Mn

ñÁ
ìå Mn := ñÁL

2
êáé n = 1, 2, . . . (6.1.62)

öõóéêÜ ìå ñÁ ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá (ðõêíüôçôá áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò) ôçò ñÜâäïõ. ¸ôóé åéóÜ-
ãïíôáé ïé êáëïýìåíåò ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò Mn ãéá ôéò ðáñïýóåò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ.
Ðñüêåéôáé ãéá ìéá åíäéáöÝñïõóá ó÷Ýóç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, ðïõ åßíáé öõóéêÜ ðëÞñùò
åîïéêåéùìÝíïò ìå öõóéêÝò Ýííïéåò üðùò ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ êáé ôç ìÜæá Ì.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ãéá ôï Ìáèçìáôéêü åßíáé ßóùò ðïëý êáëýôåñá ç óôáèåñÜ An Þ Bn óôéò
éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) íá åðéëåãåß ßóç ìå

√
2/L. Ôüôå åýëïãá ïé ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò

(6.1.60) èá ðÜñïõí ìéá ðáñüìïéá, áëëÜ ìáèçìáôéêÜ ðéï êáíïíéêÞ ìïñöÞ ìå ôï äåîéü ìÝëïò 1 · ämn.
¸÷ïõìå ôüôå ôéò êáíïíéêïðïéçìÝíåò éäéïìïñöÝò X̂n(x), ðïõ äåí åßíáé üìùò éäéáßôåñá óçìáíôéêÝò ãéá
ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, äçëáäÞ äåí ðñïêáëïýí óçìáíôéêÞ áðëïðïßçóç óôïõò õðïëïãéóìïýò ôïõ.

Óôï óçìåßï áõôü áò õðåíèõìßóïõìå ôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) êáé ãéá ôéò ôÝóóåñéò
âáóéêÝò ðåñéðôþóåéò óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôç óõíÞèç ñÜâäï ìáò óå áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò:

Xn(x) = sin
nðx
L

áðü ôéò ó÷Ýóåéò (6.1.20) ãéá áìößðáêôç ñÜâäï, (6.1.63)

Xn(x) = sin
(2n− 1)ðx

2L
áðü ôéò ó÷Ýóåéò (6.1.33) ãéá ñÜâäï ìå óôÞñéîç áñéóôåñÜ, (6.1.64)

Xn(x) = cos
(2n− 1)ðx

2L
áðü ôéò ó÷Ýóåéò (6.1.34) ãéá ñÜâäï ìå óôÞñéîç äåîéÜ, (6.1.65)

Xn(x) = cos
nðx
L

áðü ôéò ó÷Ýóåéò (6.1.41) ãéá (áðüëõôá) åëåýèåñç ñÜâäï. (6.1.66)

Óôçí ôåëåõôáßá áõôÞðåñßðôùóç: ôçò åëåýèåñçò ñÜâäïõ åðéôñÝðåôáé, üðùò Þäç Ý÷ïõìå áíáöÝñåé,
êáé ç óôåñåÜ éäéïìïñöÞ X0(x) = 1 ìå ìçäåíéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá ù0 = 0: êßíçóç óôåñåïý óþìáôïò.

¸÷ïõìå äéáèÝóéìåò ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) ôùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí ôçò ñÜâäïõ. Ìðïñïýìå
ôþñá ó÷åôéêÜ åýêïëá íá áðïäåßîïõìå ôéò éäéüôçôåò ïñèïãùíéüôçôÜò ôïõò (6.1.52) êáé óôéò ôÝóóåñéò
ðéï ðÜíù ðåñéðôþóåéò ÷ñçóéìïðïéþíôáò áðëÞ Ôñéãùíïìåôñßá êáé õðïëïãßæïíôáò îáíÜ êáé îáíÜ
ôá ó÷åôéêÜ ïëïêëçñþìáôá (6.1.52). Áõôü åßíáé ìéá ðïëý ùñáßá Üóêçóç êáé Þäç ôï êÜíáìå óôçí
ðáñÜãñáöï áõôÞ óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç: ôçò áìößðáêôçò ñÜâäïõ. Åßíáé üìùò «óôï óôõë» ôïõ
ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé åíéáßá áíôéìåôþðéóç ôïõ
ðñïâëÞìáôïò ôçò áðïäåßîåùò ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí ìå ìßá áðüäåéîç êáé ãéá ôéò
ôÝóóåñéò ðéï ðÜíù ðåñéðôþóåéò ñÜâäùí. Ìéá êé Ýîù ç áðüäåéîç: ìå ìßá ðñïóðÜèåéá ãéá üëåò ôéò
ðåñéðôþóåéò óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôç ñÜâäï. Êáé ÷áñïýìåíïé ðñï÷ùñÜìå áìÝóùò ó’ áõôÞí!

B6.1.10. Ïñèïãùíéüôçôá ôùí éäéïìïñöþí: ç ìÝèïäïò ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí

Èá áðïäåßîïõìå ìå ãåíéêü ôñüðï ôçí éäéüôçôá (6.1.52) ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí Xn(x)
áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí ñÜâäïõ. Ôçí õðåíèõìßæïõìå∫ L

0
×m(x) Xn(x) dx = 0, m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.1.67)

Ïé éäéïìïñöÝò Xn(x) ìðïñåß íá åßíáé ïé éäéïìïñöÝò ôùí ó÷Ýóåùí (6.1.63), ôùí ó÷Ýóåùí (6.1.64), ôùí
ó÷Ýóåùí (6.1.65) Þ ôùíó÷Ýóåùí (6.1.66) (óôéò ôåëåõôáßåò Ý÷ïõìå êáé ôçí éäéïóõ÷íüôçôáù0 = 0), ü÷é
üìùò áíáêáôùìÝíá: ìüíï ãéá ìßá ðåñßðôùóç ñÜâäïõ, äçëáäÞ óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôç ñÜâäï.

Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôÞ ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí Xn(x) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç
÷ùñéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.10). Ôçí îáíáãñÜöïõìå óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò:

X ′′(x) = −
(ù
c

)2
X(x) ìå c =

√
Å
ñ
, (6.1.68)
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üðùò Þäç îÝñïõìå áðü ôç ó÷Ýóç (6.1.3) ãéá ôçí ôá÷ýôçôá c ôùí áîïíéêþí åëáóôéêþí êõìÜôùí. Ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.68) ôç ãñÜöïõìå ãéá ôéò äýï éäéïìïñöÝò Xm(x) êáé Xn(x) (ìåm �= n) ùò åîÞò:

X ′′
m(x) = −

(ùm

c

)2
Xm(x), (6.1.69)

X ′′
n (x) = −

(ùn

c

)2
Xn(x) (6.1.70)

ìå ùm êáé ùn ôéò áíôßóôïé÷åò éäéïóõ÷íüôçôåò. ¼ìùò, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôéò ó÷Ýóåéò
(6.1.19), (6.1.32) êáé (6.1.40), ïé äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ùm êáé ùn åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò
ãéá m �= n. ÄçëáäÞ äåí ðáñïõóéÜæïíôáé äéðëÝò Þ ðïëëáðëÝò éäéïóõ÷íüôçôåò óôéò áîïíéêÝò ôáëá-
íôþóåéò ñÜâäïõ. Åßìáóôå ôþñá Ýôïéìïé íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áðüäåéîç ôçò âáóéêÞò ó÷Ýóåùò
ïñèïãùíéüôçôáò (6.1.67) óôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ (åßôå åëåýèåñåò åßôå åîáíáãêáóìÝíåò).

Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðïëëáðëáóéÜæïõìå ðñþôá êáé ôá äýï ìÝëç ôçò ãñáììéêÞò óõíÞèïõò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.70), ðïõ áíáöÝñåôáé óôçí éäéïìïñöÞ Xn(x), åðß ôçí Üëëç éäéïìïñöÞ Xm(x)
(üìùò ãéá ôçí ßäéá óõíÞèç ñÜâäï êáé öõóéêÜ ìå m �= n). ¸ðåéôá ïëïêëçñþíïõìå ôçí ßäéá óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.70) êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ: áðü x = 0 ìÝ÷ñé x = L. ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé∫ L

0
Xm(x)X ′′

n (x) dx = −
(ùn

c

)2∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx. (6.1.71)

Åðéèõìïýìå âÝâáéá íá áðïäåßîïõìå ðùò ôï ïëïêëÞñùìá óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé ßóï ìå ôï ìçäÝí.
Äõóôõ÷þò áðáéôåßôáé êÜðïéïò ìéêñüò êüðïò ãéá ôçí êáôÜ ôá Üëëá åíäéáöÝñïõóá áõôÞ áðüäåéîç.

Óôï÷åýïõìå íá öÝñïõìå ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò ôçò ßäéáò ó÷Ýóåùò (6.1.71) óå
ìéá áðüëõôá óõììåôñéêÞ ìïñöÞ êáé óôç óõíÝ÷åéá íá ôçí åêìåôáëëåõèïýìå ãéá ôçí áðüäåéîÞ ìáò.
Ðñïò ôï óêïðü áõôü åêôåëïýìå ìéá ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç (Þ ïëïêëÞñùóç êáôÜ ðáñÜãïíôåò
Þ êáôÜ ìÝñç) óôï ïëïêëÞñùìá áõôü. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï ÷ùñßò êáìßá äõóêïëßá ðñïêýðôåé üôé∫ L

0
Xm(x)X ′′

n (x) dx = Xm(x)X ′
n(x)
∣∣L
0 −

∫ L

0
X ′
m(x)X

′
n(x) dx

= Xm(L)X ′
n(L)− Xm(0)X ′

n(0)−
∫ L

0
X ′
m(x)X

′
n(x) dx. (6.1.72)

Ðåôý÷áìå Ýôóé áíôß íá Ý÷ïõìå ôç ìçäåíéêÞ ðáñÜãùãï Xm(x) (äçëáäÞ ôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç Xm(x))
êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï X ′′

n (x) ôçò óõíáñôÞóåùò Xn(x) óôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç Xm(x)X ′′
n (x)

íá Ý÷ïõìå áðëÜ ìüíï ôéò ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôïõò X ′
m(x) êáé X

′
n(x) áíôßóôïé÷á. Áõôü åßíáé Ýíá

ðñáãìáôéêÜ åíäéáöÝñïí óõììåôñéêü áðïôÝëåóìá.

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá ðùò ï ðñþôïò üñïò Xm(L)X ′
n(L) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.1.72),

ï ïðïßïò áöïñÜ óôï äåîéü Üêñï x = L ôçò ñÜâäïõ, åßíáé ðÜíôá ßóïò ìå ôï ìçäÝí. ÐñáãìáôéêÜ äýï
ìüíï óõíçèéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò õðÜñ÷ïõí ãéá ôï äåîéü áõôü Üêñï x = L: (á) íá åßíáé óôçñéæüìåíï
(ðáêôùìÝíï) Üêñï ìå ×(L) = 0 êáé (â) íá åßíáé åëåýèåñï Üêñï ìå X ′(L) = 0. ÅðïìÝíùò ìçäåíßæåôáé
åßôå ï ðñþôïò ðáñÜãïíôáò Xm(L) åßôå ï äåýôåñïò ðáñÜãïíôáò X ′

n(L) óôï ãéíüìåíï Xm(L)X ′
n(L) ôçò

ó÷Ýóåùò (6.1.72). ÊáôÜ óõíÝðåéá êáé óôéò äýï ðéï ðÜíù óõíçèéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò ôïõ äåîéïý
Üêñïõ x = L ï ðñþôïò áõôüò üñïò Xm(L)X ′

n(L) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.1.72) åßíáé ßóïò ìå
ìçäÝí. Áõôü éó÷ýåé åßôå åîáéôßáò ôïõðñþôïõðáñÜãïíôÜ ôïõ Xm(L) åßôå åîáéôßáò ôïõ äåõôÝñïõ X ′

n(L).

Åßíáé ðñïöáíÝò ðùò áðüëõôá ßäéá åßíáé ç êáôÜóôáóç êáé ìå ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò
óõíÞèïõò ñÜâäïõ ìáò. Óôï Üêñï áõôü x = 0 ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï óêÝøåùò äéáðéóôþíïõìå
áìÝóùòüôé ï üñïò−Xm(0)X ′

n(0) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.1.72) åßíáé êáé áõôüò ßóïò ìå ôï ìçäÝí
åßôå ðñüêåéôáé ãéá óôçñéæüìåíï Üêñï åßôå ãéá åëåýèåñï Üêñï. Áðüëõôá áíÜëïãç åßíáé ç áéôéïëüãçóç
êáé ôïõ óõìðåñÜóìáôüò ìáò áõôïý.

ÅðïìÝíùò ç ó÷Ýóç (6.1.72) ðáßñíåé ôþñá ðïõ Ý÷ïõí ìçäåíéóèåß ïé äýï ðñþôïé üñïé Xm(L)X ′
n(L)

êáé −Xm(0)X ′
n(0) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò (ðñéí áðü ôï ïëïêëÞñùìá) ôçí áñêåôÜ ðéï áðëÞ óõììåôñéêÞ
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óôï äåîéü ìÝëïò ôçò (ìå äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò óôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç) ìïñöÞ∫ L

0
Xm(x)X ′′

n (x) dx = −
∫ L

0
X ′
m(x)X

′
n(x) dx. (6.1.73)

ÁõôÞ åßíáé êáé ç ôåëéêÞ, ç åðéèõìçôÞ ãéá ìáò ìïñöÞ. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ êáôïñèþóáìå Þäç
íá Ý÷ïõìå óõììåôñéêÞ ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç óôï äåîéü ìÝëïò, áöïý ðñïöáíþò

X ′
m(x)X

′
n(x) = X ′

n(x)X
′
m(x), ïðüôå êáé

∫ L

0
X ′
m(x)X

′
n(x) dx =

∫ L

0
X ′
n(x)X

′
m(x) dx. (6.1.74)

Ç óõììåôñßá áõôÞ èá ãßíåé åìöáíÞò ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôïõ ïëïêëçñþìáôïò
∫ L
0 Xm(x)X ′′

n (x) dx
óôïáñéóôåñü ìÝëïò ôçò âáóéêÞò ìáò ó÷Ýóåùò (6.1.71) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ó÷Ýóåùò (6.1.73), óôçí ïðïßá
êáôáëÞîáìå ìå ôçí ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç ðïõ êÜíáìå. ¸ôóé ðáßñíïõìå áðü ôç ó÷Ýóç (6.1.71)∫ L

0
X ′
m(x)X

′
n(x) dx =

(ùn

c

)2∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx. (6.1.75)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðëÞñùò óõììåôñéêÞ ó÷Ýóç (ùò ðñïò ôïõò äåßêôåòm êáé n ìåm, n = 1, 2, . . . ) êáé
ôéò äýï ïëïêëçñùôÝåò óõíáñôÞóåéò: (á) X ′

m(x)X
′
n(x) = X ′

n(x)X
′
m(x) (óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ áñéóôåñïý

ìÝëïõò) êáé (â) Xm(x)Xn(x) = Xn(x)Xm(x) (óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò).

Áíôßèåôá äåí õðÜñ÷åé êáèüëïõ óõììåôñßá ùò ðñïò ôçí éäéïóõ÷íüôçôá (êõêëéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá),
åäþ õøùìÝíç óôï ôåôñÜãùíï: ù2

n. ÓõãêåêñéìÝíá óôç ó÷Ýóç áõôÞ (6.1.75) ðáñïõóéÜæåôáé ìüíï
ç éäéïóõ÷íüôçôá ùn, áëë’ ü÷é êáé ç éäéïóõ÷íüôçôá ùm. Åìåßò üìùò êáìßá áðïëýôùò äéÜêñéóç äåí
êÜíáìå áíÜìåóá óôéò äýï éäéïìïñöÝò áîïíéêþí (Þ äéáìÞêùí) ôáëáíôþóåùí Xm(x) êáé Xn(x). Êáé
ïé äõï ôïõò åßíáé äýï åîßóïõ áðïäåêôÝò éäéïìïñöÝò ãéá ôçí ðáñïýóá ñÜâäï ìáò õðü äõíáìéêÞ
áîïíéêÞ êáôáðüíçóç. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò èáõìÜóéá ôç äõíáôüôçôá íá èåùñÞóïõìå ôçí ßäéá áêñé-
âþò ó÷Ýóç (6.1.75) íá éó÷ýåé (á) ìå ôçí n-éäéïìïñöÞ Xn(x) áíôß ãéá ôçím-éäéïìïñöÞ Xm(x) êáé åðßóçò
(â) ìå ôçím-éäéïìïñöÞ Xm(x) áíôß ãéá ôçí n-éäéïìïñöÞ Xn(x). ÄçëáäÞ áðëÜ èÝôïõìå óôç ó÷Ýóç áõôÞ
(á) n áíôß ãéá m êáé åðßóçò (â) m áíôß ãéá n. ¢ñá åíáëëÜóóïõìå ôïõò äýï äåßêôåò m êáé n. Ôüôå
âÝâáéá èá ðñÝðåé íá èÝóïõìå êáé ù2

m áíôß ãéá ù2
n óôï äåîéü ìÝëïò.

Ìå ôçí åíáëëáãÞ ëïéðüí ôùí äýï äåéêôþí m êáé n ç ßäéá âáóéêÞ ó÷Ýóç (6.1.75) îáíáãñÜöåôáé
óôç ìïñöÞ ∫ L

0
X ′
n(x)X

′
m(x) dx =

(ùm

c

)2∫ L

0
Xn(x)Xm(x) dx. (6.1.76)

Ìå ôç ÷ñÞóç ìÜëéóôá ôçò ôüóï óôïé÷åéþäïõò êáé ãíùóôÞò ìáò áíôéìåôáèåôéêÞò éäéüôçôáò óôïí
áðëü ðïëëáðëáóéáóìü äýï áñéèìþí, åäþ óôá ãéíüìåíá ôùí ïëïêëçñùôÝùí óõíáñôÞóåùí:

X ′
n(x)X

′
m(x) = X ′

m(x)X
′
n(x) êáé åðßóçò Xn(x)Xm(x) = Xm(x)Xn(x), (6.1.77)

ðáßñíïõìå ôåëéêÜ ∫ L

0
X ′
m(x)X

′
n(x) dx =

(ùm

c

)2∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx. (6.1.78)

ÏäçãçèÞêáìå Ýôóé óå Ýíá êÜðùò ðáñÜîåíï, ãéá íá åßìáóôå åéëéêñéíåßò óå Ýíá áðñïóäüêçôï
óõìðÝñáóìá: ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ôáõôü÷ñïíá êáé ïé äýï ó÷Ýóåéò (6.1.75) êáé (6.1.78). Åßíáé ó÷åäüí
ïëüéäéåò. Ç ìüíç äéáöïñÜ ôïõò óõíßóôáôáé óôï ãåãïíüò üôé ç ðñþôç Ý÷åé ôïí ðáñÜãïíôá ù2

n óôï
äåîéü ìÝëïò ôçò, åíþ ç äåýôåñç Ý÷åé ôïí ðáñÜãïíôá ù2

m óôï ßäéï ìÝëïò ôçò. Áöáéñþíôáò ôéò êáôÜ
ìÝëç (ôá áñéóôåñÜ ìÝëç ôïõò Ýôóé êé áëëéþò óõìðßðôïõí) êáé ðïëëáðëáóéÜæïíôáò åðß c2 (þóôå íá
öýãïõí ïé ðáñïíïìáóôÝò), ïäçãïýìáóôå óôï óõìðÝñáóìá

0 = (ù2
n −ù2

m)
∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx. (6.1.79)

¸÷ïõìå üìùò åîçãÞóåé áðü ôçí áñ÷Þ üôé ïé äýï éäéïóõ÷íüôçôåò áîïíéêþí (Þ äéáìÞêùí) éäéïôáëáíôþ-
óåùí ùm êáé ùn åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò: ùm �= ùn. Êáéñüò åßíáé íá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
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óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (6.1.79), óôçí ïðïßá ìå êüðï êáôáëÞîáìå. ÓõãêåêñéìÝíá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå
ìÝ÷ñé óôéãìÞò: (á) ìßá ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç (Þ ïëïêëÞñùóç êáôÜ ðáñÜãïíôåò Þ êáôÜ ìÝñç)
êáé åðßóçò (â) ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ñÜâäïõ ìáò ìå ôï êáèÝíá
ôïõò íá åßíáé åßôå (á) óôçñéæüìåíï (ðáêôùìÝíï) Üêñï åßôå (â) åëåýèåñï Üêñï.

ÐñáãìáôéêÜ ìåùm �= ùn ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ìáò (6.1.79) êáôáëÞãåé áìÝóùò óôçí ôåëéêÞ ôçò êáé
ôüóï óçìáíôéêÞ óôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ (åßôå åëåýèåñåò åßôå åîáíáãêáóìÝíåò) ìïñöÞ∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx = 0 öõóéêÜ ìå m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.1.80)

ÁõôÞ åßíáé ç ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) ôùí éäéïìïñöþí ×m(x) (ìåm = 1, 2, . . . ),
ôçí ïðïßá áðïäåßîáìå. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ó÷Ýóç èåìåëéþäïõò óçìáóßáò. Ìáò åßíáé áðüëõôá áíá-
ãêáßá êáôÜ ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.1.1) ôùí áîïíéêþí
(Þ äéáìÞêùí) ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò ñÜâäïõ. Áõôü éó÷ýåé ìÜëéóôá åßôå (á) óå åëåýèåñåò ôáëáíôþ-
óåéò ñÜâäïõ: ÷ùñßò êáèüëïõ êáôáíåìçìÝíç áîïíéêÞ åîùôåñéêÞöüñôéóç f (x, t), äçëáäÞ ìå f (x, t) ≡ 0:
ïìïãåíÞò åîßóùóç (6.1.2), åßôå (â) óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ: åêåß ìå êáôáíåìçìÝíç
áîïíéêÞ (Þ äéáìÞêç) åîùôåñéêÞ öüñôéóç f (x, t), äçëáäÞ ìå f (x, t) �≡ 0: ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç (6.1.1).

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé âÝâáéá óêüðéìï íá èõìçèïýìå îáíÜ ôïí ïñéóìü∫ b

a
f (x)g(x) dx = 0 (6.1.81)

ôçò ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) äýï äéáöïñåôéêþí óõíáñôÞóåùí f (x) êáé g(x) óôï äéÜ-
óôçìá [a, b]. Óôç èåìåëéþäïõò óçìáóßáò áõôÞ Ýííïéá ôçò ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò)
óõíáñôÞóåùí åß÷áìå Þäç ôçí åõêáéñßá íá áíáöåñèïýìå óôçí Åíüôçôá Á16.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á16
óôï äéäáêôéêü âéâëßï ãéá ôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ (ÌÝñïò Á). Åêåß, êáé óõãêåêñéìÝíá óôçí
ÐáñÜãñáöï Á16.1.2, êÜíáìå åðßóçò ñçôÞ áíáöïñÜ êáé óå ðÝíôå óõóôÞìáôá (óýíïëá) ïñèïãùíßùí
ðïëõùíýìùí. ÐáñáðÝñá óôï ßäéï ÊåöÜëáéï Á16 ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí Ýííïéá ôçò ïñèïãùíéüôç-
ôáò óôéò ôüóï ãíùóôÝò ìáò ðéá óåéñÝò Fourier ìå ðÜñá ðïëëÝò ðáñáðÝñá åöáñìïãÝò. Óå ôïýôï ôï
äéäáêôéêü âéâëßï ãéá ôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ (ÌÝñïò Â) åßäáìå áñêåôÝò ôÝôïéåò åöáñìïãÝò
óôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Â5 óôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Èá äïýìå åðßóçò êáé
Üëëåò óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Â6.2 áõôïý ôïõ Êåöáëáßïõ Â6 óôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý.

Óôï óçìåßï áõôü áò êÜíïõìå åðßóçò ìéá ðïëý óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç. Ìå ôç âáóéêÞ ó÷Ýóç ïñ-
èïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) (6.1.80) íá éó÷ýåé ôï ó÷åôéêü ïëïêëÞñùìá ãéá äýï äéáöïñåôéêÝò
éäéïìïñöÝò Xm(x) êáé Xn(x) èá åßíáé ßóï ìå ôï ìçäÝí. Ôüôå üìùò, üðùò Üìåóá ðáñáôçñïýìå áðü ôç
ó÷Ýóç (6.1.75) Þ (6.1.76) (ôï ßäéï êÜíåé!), êáé ôï áíôßóôïé÷ï ïëïêëÞñùìá ôùí ðñþôùí ðáñáãþãùí
ôïõò X ′

m(x) êáé X
′
n(x) áíôßóôïé÷á èá åßíáé êáé áõôü ßóï ìå ôï ìçäÝí. ÄçëáäÞ éó÷ýåé üôé∫ L

0
X ′
m(x)X

′
n(x) dx = 0 öõóéêÜ êáé ðÜëé ìå m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.1.82)

¢ñá ü÷é ìüíï ïé ßäéåò ïé éäéïìïñöÝò Xn(x), áëëÜ êáé ïé ðñþôåò ðáñÜãùãïß ôïõò X ′
n(x) áðïôåëïýí

óõóôÞìáôá ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí óå áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ñÜâäïõ. Êáé ìÜëéóôá
ãéá ïðïéïõóäÞðïôå óõíäõáóìïýò óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôá äýï Üêñá ôçò. ¸íá ôÝôïéï Üêñï
ìðïñåß íá åßíáé åßôå (á) óôçñéæüìåíï (ðáêôùìÝíï) åßôå (â) åëåýèåñï, üðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé.
Ïé äýï óõíèÞêåò ïñèïãùíéüôçôáò (6.1.80) êáé (6.1.82) éó÷ýïõí óå êÜèå ðåñßðôùóç ñÜâäïõ!

Áêïëïõèïýí ôñåéò ðïëý óçìáíôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôçí ÅðéóôÞìç
ôïõ, åäþ öõóéêÜ óôçí ðåñéï÷Þ ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí ãéá óõíå÷Þ (ü÷é äéáêñéôÜ) ìç÷áíéêÜ
óõóôÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý: åäþ ãéá ãñáììéêïýò öïñåßò êáé óõãêåêñéìÝíá ñÜâäïõò:

➤ ÐáñáôÞñçóç B6.2: Ïé ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí Xn(x) ãåíéêåýïíôáé
êáé üôáí ç äõóôÝíåéá EÁ Þ/êáé ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ ôçò ñÜâäïõ äåí åßíáé óôáèåñÝò (ç ìßá
Þ ç Üëëç Þ êáé ïé äýï ìáæß) êáôÜ ìÞêïò ôçò. Äå èá õðåéóÝëèïõìå üìùò óôéò ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò.



ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÅ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÑÁÂÄÙÍ ÊÁÉ ÄÏÊÙÍ (ÊåöÜëáéï B6) 179

➤ ÐáñáôÞñçóçB6.3: ÇðéïðÜíùáðüäåéîç ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò
óôç ó÷Ýóç (6.1.80) õðÞñîå ìéá êáèáñÜ ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç. Åßíáé üìùò äõíáôüí ç ßäéá áðüäåéîç
íá âáóéóèåß êáé óôç Ìç÷áíéêÞ, óõãêåêñéìÝíá óôï èåþñçìá ôçò áìïéâáéüôçôáò ôùí Betti--Maxwell,
áí êáé óôï ðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ðñïôéìÞèçêå ç ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç.
ÁõôÞ áêñéâþò åßíáé ç ðñïôßìçóç êáé óôá ðåñéóóüôåñá óõããñÜììáôá ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí.

➤ ÐáñáôÞñçóç B6.4: ¼ëåò áõôÝò ïé ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò éó÷ýïõí ãéám �= n: ãéá
äýï äéáöïñåôéêÝò éäéïìïñöÝò Xm(x) êáé Xn(x). Ãéá m = n áóöáëþò êáé äåí ðåñéìÝíïõìå íá éó÷ýåé
ç ïñèïãùíéüôçôá ôçò éäéïìïñöÞò Xn(x) ìå ôïí åáõôü ôçò. ÊÜôé ôÝôïéï èá Þôáí óïâáñü óöÜëìá ìáò
êáé èá ïäçãïýóå óå öïâåñÜ õðïëïãéóôéêÜ ëÜèç. Óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç m = n áðëÜ Ý÷ïõìå

Nn :=
∫ L

0
X2
n (x) dx �= 0 ìå n = 1, 2, . . . . (6.1.83)

Ïé ðñïöáíþò èåôéêÝò ðïóüôçôåò Nn, ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ïñéóèåß óôçí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç (6.1.83),
êáëïýíôáé íüñìåò ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùí. Ãéá íá áðïöýãåé áõôÝò ôéò íüñìåò, ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß ãåíéêÜ óôç èÝóç ôïõò ôéò ðïóüôçôåò Mn := ñÁNn, äçëáäÞ ôéò ðïóüôçôåò

Mn = ñÁ
∫ L

0
X2
n (x) dx �= 0 ðÜëé ìå n = 1, 2, . . . , (6.1.84)

áêüìç êáé üôáí ìåëåôÜåé óõíÞèåéò ñÜâäïõò. Ìå ñÁ ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ôçò óõíÞèïõò ñÜâäïõ,
ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) áäéÜóôáôåò óõíáñôÞóåéò êáé ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ (0 ≤ x ≤ L)
åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç öõóéêÞ äéÜóôáóç ôùí íÝùí áõôþí ðïóïôÞôùíMn åßíáé ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá
(ìÜæá áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò) ôçò ñÜâäïõ åðß ìÞêïò, êáôÜ óõíÝðåéá ìÜæá. Ïé ðïóüôçôåò áõôÝò Mn

êáëïýíôáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò åäþ ãéá áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò.

Ôåëåéþíïíôáò ôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ãéá ôçí ïñèïãùíéüôçôá ôùí éäéïìïñöþí Xn(x) áîïíéêþí ôá-
ëáíôþóåùí óõíÞèïõò ñÜâäïõ óçìåéþíïõìå üôé áíôßóôïé÷ç éäéüôçôá ïñèïãùíéüôçôáò éó÷ýåé êáé ãéá
ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) (õéïèåôïýìå ôïí ßäéï óõìâïëéóìü) êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý.
Ôç ó÷åôéêÞ áðüäåéîç, ðïõ åßíáé ìÜëéóôá êÜðùò ðéï äýóêïëç, åðåéäÞ ÷ñåéÜæåôáé äýï ðáñáãïíôéêÝò
ïëïêëçñþóåéò áíôß ãéá ìßá åäþ, èá ôçí êÜíïõìå ëåðôïìåñþò óôçí ÐáñÜãñáöï Â6.2.4 ðáñáêÜôù.

B6.1.11. Ç ìÝèïäïò ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïìïñöÝò

Óôï óçìåßï áõôü èåùñïýìå îáíÜ ôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.1.1)

EA
∂2u
∂x2

+ f (x, t) = ñÁ
∂2u
∂t2

, (6.1.85)

ç ïðïßá äéÝðåé ôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ. Ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá x = 0
êáé x = L ôçò ñÜâäïõ Ý÷ïõí ëçöèåß õðüøç óôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x): óõíïðôéêÜ óôéò
ó÷Ýóåéò (6.1.63) Ýùò (6.1.66). Ìå ôéò éäéïìïñöÝò áõôÝò Xn(x) åßìáóôå óßãïõñïé ãéá ôçí åðáëÞèåõóç
ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí. ÄéáèÝôïõìå âÝâáéá êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá t = 0): ôçí áñ÷éêÞ
áîïíéêÞ èÝóçu(x, 0) êáé ôçí áñ÷éêÞáîïíéêÞ ôá÷ýôçôá u̇(x, 0) ôùíóçìåßùí ôçò ñÜâäïõ, óõãêåêñéìÝíá

u(x, 0) = f̂ (x) êáé u̇(x, 0) ≡ ∂u
∂t

(x, 0) = g(x) (6.1.86)

ìå ôéò äýï óõíáñôÞóåéò f̂ (x) êáé g(x) ãíùóôÝò êáé íá óÝâïíôáé ìÜëéóôá ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.

Áóöáëþò ôï åðüìåíï âÞìá ìáò èá åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ãíùóôÞ ìáò ðéá (áðü ôçí
ÐáñÜãñáöï Â5.6.2 ôçò Åíüôçôáò Â5.6) ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïóõíáñôÞóåéò, ðïõ åäþ
äßêáéá ôçí áðïêáëïýìå ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïìïñöÝò. (Áõôü ôï êÜíïõìå, ãéáôß ïé éäéï-
óõíáñôÞóåéò ìáò åßíáé åäþ ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x).) ÊáôÜ óõíÝðåéá äå÷üìáóôå óáí ëýóç
ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.85) ôùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí ñÜâäïõ ôç óõíÜñôçóç

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

qn(t)Xn(x), 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0. (6.1.87)
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Ãåíéêåýïõìå Ýôóé ôç ó÷åôéêÞ çìéôïíéêÞ ëýóç (5.6.9), ðïõ åß÷áìå äå÷èåß óôçí ÐáñÜãñáöï Â5.6.2
ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.6.1). (ÄçëáäÞ åäþ ôá ðñÜãìáôá åßíáé
ëßãï ðéï äýóêïëá ìå ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) óôç èÝóç ôùí éäéïóõíáñôÞóåùí sin (nðx/L) óôçí åîßóùóç
ôçò äéá÷ýóåùò.) Ïé éäéïìïñöÝò Xn(x) ìáò åßíáé ãíùóôÝò, åíþ ïé ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò qn(t), ðïõ
êáëïýíôáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò (Þ êáíïíéêÝò óõíôåôáãìÝíåò
Þ óõíôåôáãìÝíåò ôùí ôñüðùí ôáëáíôþóåùò), ìáò åßíáé Üãíùóôåò êáé ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéóèïýí.

Êáé ôþñá ç áíôéêáôÜóôáóç ôçò ëýóåùò (6.1.87) ðïõ õðïèÝóáìå óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.1.85). Ãéá ôï óêïðü áõôü ÷ñåéáæüìáóôå ôç äåýôåñç ÷ùñéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜ-
ãùãï u′′(x, t) êáèþò êáé ôç äåýôåñç ÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ü(x, t). Ðáñáãùãßæïõìå ëïéðüí ôï
áíÜðôõãìá óå éäéïìïñöÝò (6.1.87) ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé óáí ëýóç u(x, t) êáé åýêïëá âñßóêïõìå üôé

u′′(x, t) ≡ ∂2u
∂x2

=
∞∑
n=1

qn(t)X ′′
n (x) êáé åðßóçò ü(x, t) ≡ ∂2u

∂t2
=

∞∑
n=1

q̈n(t)Xn(x). (6.1.88)

Ôçí ðñþôç áðü ôéò ìåñéêÝò áõôÝò ðáñáãþãïõò ìðïñïýìå íá ôç ãñÜøïõìå êáé óå ëßãï áðëïýóôåñç
ìïñöÞ ðáßñíïíôáò õðüøç ìáò ôç ÷ùñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.68) óôç ìïñöÞ ôçò (6.1.70) ãéá
ôçí n-óôÞ éäéïìïñöÞ Xn(x): X ′′

n (x) = −(ùn /c)2Xn(x). Ìå ôïí ôñüðï áõôü äéþ÷íïõìå ôç äåýôåñç
ìåñéêÞ ðáñÜãùãï X ′′

n (x) óôçí ðñþôç ó÷Ýóç (6.1.88) êáé ôç ãñÜöïõìå óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò

u′′(x, t) ≡ ∂2u
∂x2

= − 1
c2

∞∑
n=1

ù2
nqn(t)Xn(x) = − ñ

E

∞∑
n=1

ù2
nqn(t)Xn(x), áöïý c =

√
E
ñ
. (6.1.89)

Åßìáóôå ëïéðüí Ýôïéìïé! Áíôéêáèéóôïýìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò u′′(x, t) áðü ôç ó÷Ýóç (6.1.89)
êáé ü(x, t) áðü ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (6.1.88) óôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (6.1.85). ¸ôóé ðáßñíïõìå

− EA
ñ
E

∞∑
n=1

ù2
nqn(t)Xn(x)+ f (x, t) = ñÁ

∞∑
n=1

q̈n(t)Xn(x). (6.1.90)

ÔÝëïò êÜíïõìå ôçí áðëïðïßçóç EA(ñ/E) = ñÁ êáé áíáäéáôÜóóïõìå ôïõò üñïõò óôçí åîßóùóç áõôÞ
óõìðôýóóïíôáò ìÜëéóôá ôéò äýï óåéñÝò (ðïõ öõóéêÜ ôéò õðïèÝôïõìå üôé óõãêëßíïõí) óå ìßá ìüíï
óåéñÜ. ¸ôóé âñßóêïõìå

ñA
∞∑
n=1

[
q̈n(t)+ù2

nqn(t)
]
Xn(x) = f (x, t) (6.1.91)

÷ùñßò íá îå÷íÜìå üôé õðÜñ÷ïõí êáé ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (6.1.86): u(x, 0) = f̂ (x), u̇(x, 0) = g(x).

Óôï óçìåßï áõôü èá êÜíïõìå Ýíá ìåãÜëï äéÜëåéììá. Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéï-
ìïñöÝò öÝñáìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.85) ôùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò ñÜâäïõ óôç
ìïñöÞ (6.1.91) ìå ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) ãíùóôÝò êáé ìÜëéóôá íá áðïôåëïýí óýóôçìá ïñèïãùíßùí
óõíáñôÞóåùí êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ. Ôþñá óôçí áìÝóùò åðüìåíç Åíüôçôá Â6.2 èá êÜíïõìå
ôçí ßäéá áêñéâþò åñãáóßá êáé óôçí áñêåôÜ ðéï äýóêïëç ðåñßðôùóç ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí
äïêïý. (Èõìßæïõìå üôé óõíÞèùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß ôïí üñï ñÜâäïò áíôß ãéá ôïí
üñï äïêüò, üðùò êÜíïõìå êáé åäþ, áðëÜ üôáí äåí Ý÷åé êÜèåôç, êáìðôéêÞ öüñôéóç.) Èá ðñïó-
äéïñßóïõìå êáé åêåß ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) (ðïõ üìùò äåí åßíáé ôüóï áðëÝò) êáé èá áðïäåßîïõìå êáé
ãé’ áõôÝò ôçí ïñèïãùíéüôçôÜ ôïõò. ÔåëéêÜ èá êáôáëÞîïõìå óôçí åîßóùóç (6.2.127), ðïõ åßíáé áêñé-
âþò ç ßäéá åîßóùóç (6.1.91) áðëÜ ìå ôï óõìâïëéóìü p(x, t) ãéá ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç
ôçò äïêïý áíôß (åäþ) ãéá ôï óõìâïëéóìü f (x, t) ãéá ôçí êáôáíåìçìÝíç áîïíéêÞ öüñôéóç ôçò ñÜâäïõ.

Êé áìÝóùòìåôÜ, áðüôï ÅäÜöéï Â6.2.6.4 êáé ìåôÜ, èá ëýóïõìå ôçí åîßóùóç (6.2.127), ðïõóõìðß-
ðôåé üðùò åßðáìå ìå ôçí (6.1.91), ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå åéäéêÞ ðåñßðôùóç óôï ôÝëïò
ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò. ÕðïìïíÞ ëïéðüí, þóôå íá ìðïñÝóïõìå íá öÝñïõìå êáé ôï ðñüâëçìá
ôùí åîáíáãêáóìÝíùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí äïêïý åêåß üðïõ Þäç öÝñáìå ôï ðñüâëçìá ôùí
åîáíáãêáóìÝíùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí ñÜâäïõ: óôçí åîßóùóç (6.1.91). ÕðïìïíÞ ÷ùñßò ìÜëéóôá
íá îå÷íÜìå ðùò óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ïé êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý åßíáé
ðéï óçìáíôéêÝò áðü ôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ, ðïõ åßíáé üìùò ìáèçìáôéêÜ áðëïýóôåñåò.
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B6.2. ÊÁÌÐÔÉÊÅÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÄÏÊÏÕ

B6.2.1. Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

Ïé äïêïß áðïôåëïýí Ýíáí éäéáßôåñá óçìáíôéêü ãñáììéêü öïñÝá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôéò
êáôáóêåõÝò ôïõ. Åäþ èá åðéëýóïõìå ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò
óõíÞèïõò äïêïý óôï äõíáìéêü ðñüâëçìá ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí äïêïý

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= p(x, t) ìå v = v(x, t). (6.2.1)

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí êáé ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéï-
óõíáñôÞóåéò, ïé ïðïßåò ðñïçãïõìÝíùò óå ñÜâäï êáé åäþ óå äïêü êáëïýíôáé óõíÞèùò éäéïìïñöÝò
ôáëáíôþóåùí êáé áðëïýóôåñá éäéïìïñöÝò. Ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.1) åßíáé èåìå-
ëéþäçò åîßóùóç óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí êáé ìáò åßíáé ðÜñáðïëý êáëÜ ãíùóôÞ Þäç áðü ôçí
Åíüôçôá Â1.1: åîéóþóåéò (1.1.5) êáé (1.1.13). Õðåíèõìßæïõìå åðßóçò üôé ó’ áõôÞí ïé ðïóüôçôåò ÅÉ
êáé ñÁ åßíáé ç äõóêáìøßá ôçò äïêïý êáé ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôÜ ôçò áíôßóôïé÷á. Êáé ôéò äõï ôéò
èåùñïýìå åäþ óå óõíÞèç äïêü óôáèåñÝò. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò (ç êÜèåôç
ìåôáôüðéóç) v(x, t) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (ìå x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï), åíþ ç óõíÜñôçóç p(x, t)
åßíáé ãíùóôÞ êáé äçëþíåé ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç åðßóçò êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý.

Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (6.2.1) óõíïäåýåôáé áðü ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: áíÜ äýï óå
êÜèå Üêñï ôçò äïêïý, åäþ óôá Üêñá x = 0 êáé x = L. Éó÷ýïõí åðßóçò êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ
áöïñïýí óôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0. Óå üëåò áõôÝò ôéò óõíèÞêåò èá áíáöåñèïýìå ðéï êÜôù.

Åäþ áðëÜ ôïíßæïõìå ôç ÷ñçóéìüôçôá ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü,
ï ïðïßïò ðÜñáðïëý óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåß êáé äïêïýò óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ. Åîßóïõ óõ÷íÜ óõíáíôÜåé
êáé äõíáìéêÜ öáéíüìåíá, ð.÷. óå äïêïýò õðü ôçí åðéññïÞ ôïõ áíÝìïõ, êéíïýìåíùí öïñôßùí (üðùò
ï÷çìÜôùí ðÜíù óå ìéá ãÝöõñá) êáé óåéóìéêþí öáéíïìÝíùí. ¼ëá áõôÜ ðñÝðåé íá ôá ëáìâÜíåé
Ýãêáéñá õðüøç óôéò ìåëÝôåò ôïõ ãéá ôéò êáôáóêåõÝò ôïõ êáé áóöáëþò äå ìðïñåß íá ôá áãíïåß. Ìå
ôçí Ýííïéá áõôÞ ç ðáñïýóá åíüôçôá ãéá ôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý êñßíåôáé ðïëý
óçìáíôéêÞ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. ÅðïìÝíùò ßóùò èá Þôáí ïõóéáóôéêü óöÜëìá ç ðáñÜëåéøÞ
ôçò óôï ðáñüí äéäáêôéêü âéâëßï ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò.

B6.2.2. ×ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí

Ãéá ôçí ðéï ðÜíù ãñáììéêÞ êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò (6.2.1) èá åöáñìüóïõìå êáôáñ÷Þí ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí x êáé t óôçí áíôßóôïé÷ç
ïìïãåíÞ (÷ùñßò öüñôéóç: p(x, t) ≡ 0) äéáöïñéêÞ åîßóùóç, äçëáäÞ óôçí åîßóùóç

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= 0 ðÜëé ìå v = v(x, t). (6.2.2)

Ðñïöáíþò ìå ìåôáâëçôÝò ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (0 ≤ x ≤ L) êáé ôï ÷ñüíï t (t ≥ 0)
ðñÝðåé íá èÝóïõìå

v(x, t) = X(x)T (t). (6.2.3)

¸ôóé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç v(x, t) äéá÷ùñßæåôáé óå ìéá ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç X(x) êáé óå ìéá ÷ñïíéêÞ
óõíÜñôçóç T (t). Åêôåëþíôáò ôéò ó÷åôéêÝò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò, äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé

∂4v
∂x4

= X ′′′′(x)T (t) êáé åðßóçò
∂2v
∂t2

= X(x) T̈ (t) (6.2.4)

ìå ôïõò ôüíïõò íá õðïäçëþíïõí ÷ùñéêÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ôéò ôåëåßåò ÷ñïíéêÝò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò. ÐáñåíèåôéêÜ óçìåéþíïõìå êáé ôïõò óõìâïëéóìïýò

v′′′′(x, t) := ∂4v
∂x4

, v̈(x, t) := ∂2v
∂t2

, (6.2.5)
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ôïõò ïðïßïõò áñêåôÜ óõ÷íÜ õéïèåôåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.
Åíôïýôïéò åìåßò ãéá ðåñéóóüôåñç óáöÞíåéá èá áðïöýãïõìå ôç ÷ñÞóç ôïõò.

Äåí Ý÷ïõìå ôþñá ðáñÜ íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.2.4) óôçí ïìïãåíÞ
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.2.2). ¸ôóé ðñïêýðôåé Üìåóá üôé

EIX ′′′′(x)T (t)+ ñÁX(x) T̈ (t) = 0. (6.2.6)

Äéáéñþíôáò ôþñá ìå ôï ãéíüìåíï v(x, t) = X(x)T (t) (õðïèÝôïíôÜò ôï óõíå÷þò äéÜöïñï ôïõ ìçäåíüò),
äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé

EI
X ′′′′(x)
X(x)

+ ñÁ
T̈ (t)
T (t)

= 0. (6.2.7)

Ôþñá äéáéñïýìå äéá ñÁ, ìåôáöÝñïõìå ôï ÷ñïíéêü êëÜóìá T̈ (t)/T (t) óôï äåîéü ìÝëïò êáé åéóÜãïõìå
ôÝëïò ôç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë = ù2, åäþ èåôéêÞ: ù2. ¸ôóé ðáßñíïõìå

EI
ñÁ

X ′′′′(x)
X(x)

= − T̈ (t)
T (t)

= ù2. (6.2.8)

Åßíáé ôþñá, ìå v(x, t) = X(x)T (t), ðñïöáíÝò üôé Ý÷ïõìå êáôáëÞîåé (öõóéêÜ ìå ôçí ðáñïýóá ìÝ-
èïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí) óôéò äýï ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

X ′′′′(x)− ñÁù2

ÅÉ
X(x) = 0 : ÷ùñéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç, (6.2.9)

T̈ (t)+ù2T (t) = 0 : ÷ñïíéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (6.2.10)

Ìáò åßíáé ðïëý áðëÞ (êáé öõóéêÜ ãíùóôÞ!) ç ÷ñïíéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.10). Ç ãåíéêÞ
ëýóç ôçò åßíáé âÝâáéá ôñéãùíïìåôñéêÞò ìïñöÞò (êáé ÷ùñßò áðüóâåóç ìÜëéóôá!)

T (t) = E cosùt + F sinùt = G cos (ùt − á), (6.2.11)

áí èåëÞóïõìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá ìüíï ôñéãùíïìåôñéêü üñï ìå ãùíßá öÜóåùò á. (ÖõóéêÜ
ôá äýï óýìâïëá E êáé F Þ, åíáëëáêôéêÜ, ôá äýï óýìâïëá G êáé á äçëþíïõí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.)

Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé Þôáí ðñáãìáôéêÜ ÷ñÞóéìï íá äéáéñÝóïõìå ôçí
åîßóùóç (6.2.7) ìå ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ. Ðéï óçìáíôéêü åßíáé üìùò íá ôïíßóïõìå üôé Þôáí
áðüëõôá áíáãêáßï íá õðïèÝóïõìå ôç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë = ù2 (èåôéêÞ óôáèåñÜ ë êáé ßóç
ìå ù2). ¸ôóé êáôïñèþóáìå íá êáôáëÞîïõìå óôç ãåíéêÞ ëýóç (6.2.11) ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.10) ìå ðáñÜìåôñï ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôáù ôùí ôáëáíôþóåùí ðÝñá áðü
ôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò E êáé F (Þ G êáé á). Áëßìïíï, áí äåí åß÷áìå êáôáëÞîåé óå ôñéãùíïìå-
ôñéêÞ ëýóç óå áöüñôéóç äïêü (óå éäéïôáëáíôþóåéò êáé ãåíéêüôåñá óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò). Èá
åß÷áìå Ýôóé ðáñáâéÜóåé êáôÜöùñá ôçí áñ÷Þ äéáôçñÞóåùò ôçò åíåñãåßáò ìå õðåñâïëéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò (õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï êáé õðåñâïëéêü çìßôïíï) óôç ëýóç áõôÞ (6.2.11) (ãéá ë = −ù2) Þ
êáé ìå ãñáììéêÞ ëýóç (ãéá ë = 0). Åíôïýôïéò ìüíï ç ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç (6.2.11) (ãéá ë = ù2) åßíáé
áðïäåêôÞ áðü öõóéêÞò áðüøåùò êáé åðïìÝíùò õéïèåôåßôáé. Ç ßäéá ëýóç (ãéá ë = ù2, èåôéêü ë)
èá åßíáé ïõóéáóôéêÜ áõôÞ ðïõ èá ìáò åðéôñÝøåé íá ëÜâïõìå ðáñáêÜôù óùóôÜ õðüøç ìáò êáé ôéò
ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý óå êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò.

Ôþñá üóïí áöïñÜ óôç ÷ùñéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.9), ðïõ ôçí îáíáãñÜöïõìå êáé
óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

X ′′′′(x)− â4 X(x) = 0 ìå â = 4
√

ñÁù2

ÅÉ
, (6.2.12)

ìáò åßíáé êáé áõôÞ ãíùóôÞ áðü ôçí Åíüôçôá Á9.2 ôïõ äéäáêôéêïý âéâëßïõ ÅöáñìïóìÝíá Ìáèçìá-
ôéêÜ ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Õðåíèõìßæïõìå êé åäþ ôç ãíùóôÞ ìáò åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç
X0(x) = eìx êé Ýðåéôá ôç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ç ïðïßá ðñïêýðôåé ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ:

ì4 − â4 = 0, éóïäýíáìá (ì2 − â2)(ì2 + â2) = 0. (6.2.13)
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Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ áõôÞ åîßóùóç Ý÷åé ðñïöáíþò ôÝóóåñéò ñßæåò, ôçò åîÞò:

ì1, 2 = ±â êáé ì3, 4 = ±iâ. (6.2.14)

Óôçí Åíüôçôá Á9.2 åß÷áìå åðßóçò åýêïëá ðñïóäéïñßóåé ôç ãåíéêÞ ëýóç (9.2.17) ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (6.2.12):

X(x) = A coshâx + B sinhâx + C cosâx + D sinâx. (6.2.15)

Ç ëýóç áõôÞ ðåñéëáìâÜíåé ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò A, B, C êáé D. Áõôü åßíáé áíáìåíü-
ìåíï ãéá ìéá ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò, üðùò åßíáé ç åîßóùóç (6.2.12).

Ïé ôÝóóåñéò áõôÝò óôáèåñÝò A, B, C êáé D ìðïñïýí áóöáëþò íá ðñïóäéïñéóèïýí áðü ôéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý. ÅéäéêÜ ãéá ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü
åß÷áìå âñåé óôçí Åíüôçôá Á9.2, ó÷Ýóåéò (9.2.34) ôéò éäéïóõíáñôÞóåéò (ðïõ óôéò ñÜâäïõò êáé óôéò
äïêïýò êáëïýíôáé, üðùò ãíùñßæïõìå êáëÜ, éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò êáé ðéï áðëÜ éäéïìïñöÝò)

Xn(x) = Dn sin
nðx
L

Þ áðëïýóôåñá ìå Dn = 1: Xn(x) = sin
nðx
L

ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.16)

ÄçëáäÞðáñáôçñïýìå üôé ìüíï ï çìéôïíéêüò üñïòD sinâx ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (6.2.15) Ý÷åé áðïìåßíåé
ó’ áõôÞí ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç, äçëáäÞ óôçí ðåñßðôùóç ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý.

B6.2.3. Ïñèïãùíéüôçôá ôùí éäéïìïñöþí

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ãéá ôéò çìéôïíéêÝò éäéïìïñöÝò Xn(x) óôéò ó÷Ýóåéò (6.2.16) éó÷ýåé ç ïñèïãù-
íéüôçôá (Þ ïñèïãùíéêüôçôá) óôï äéÜóôçìá [0, L] ôçò äïêïý. Áõôü ôï îÝñïõìå Þäç áðü ôéò óåéñÝò
Fourier (ÊåöÜëáéï Á16) êáé åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôï ÊåöÜëáéï Â5 êá-
èþò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â6.1 ãéá ñÜâäïõò. Ç éäéüôçôá áõôÞ åßíáé åðáñêÞò ãéá ôçí
áìöéÝñåéóôç äïêü (ðïõ åßíáé Ýôóé ç õðïëïãéóôéêÜ åõêïëüôåñç äïêüò) óôçí åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò
ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí óôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý. Åíôïýôïéò äå
ìáò åßíáé åðáñêÞò ãéá Üëëïõò ôñüðïõò óôçñßîåùò ôçò äïêïý: (á) áìößðáêôç äïêü, (â) ðñüâïëï
êáé (ã) äïêü ðáêôùìÝíç óôï Ýíá Üêñï ôçò êáé ìå êýëéóç óôï Üëëï. Åðßóçò ãéá ôéò äýï óôáôéêÜ áðá-
ñÜäåêôåò äïêïýò: (ä) ìå áðëÞ óôÞñéîç óôï Ýíá Üêñï êáé åëåýèåñï ôï Üëëï êáé (å) ìå åëåýèåñá êáé ôá
äýï Üêñá. (ÁõôÝò ïé óôáôéêÜ áðáñÜäåêôåò äïêïß åßíáé åíôïýôïéò áðïäåêôÝò óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôá-
óêåõþí. Åêåß ç êßíçóç ìéáò äïêïý êáôáñ÷Þí åðéôñÝðåôáé!) Ç áíåðÜñêåéá áõôÞ ôùí óåéñþí Fourier
ðáñïõóéÜæåôáé, åðåéäÞ, üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù, óå üëåò ôéò ðáñáðÜíù äïêïýò ìå åîáßñåóç
ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) äåí Ý÷ïõí ðéá ôçí áðëÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ
ìïñöÞ (6.2.16): Ý÷ïõí ðïëýðëïêåò ìïñöÝò. Áõôü èá ôï äéáðéóôþóïõìå óôçí ÐáñÜãñáöï Â6.2.5.

Óôçí åðüìåíç ÐáñÜãñáöï Â6.2.4 èá áðïäåßîïõìå üôé óå üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò óõíÞèùí óôçñß-
îåùí/åëëåßøåùò óôçñßîåùò óôá äýï Üêñá ìéáò äïêïý: (á) ðÜêôùóç, (â) áðëÞ óôÞñéîç (Üñèñùóç
Þ êýëéóç) êáé (ã) åëåýèåñï Üêñï (ãéá êÜèå óõíäõáóìü ôùí óôçñßîåùí áõôþí) ïé éäéïìïñöÝò Xn(x)
êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý åßíáé ïñèïãþíéåò ìåôáîý ôïõò. ÄçëáäÞ èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx = 0 ìå m �= n êáé m, n = 1, 2, . . . (6.2.17)

ãéá äýï ïðïéåóäÞðïôå äéáöïñåôéêÝò éäéïìïñöÝò Xm(x) êáé ×n(x) ìéáò óõíÞèïõò äïêïý ìå ôï áñéóôåñü
Üêñï ôçò x = 0 ìå ðÜêôùóç, áðëÞ óôÞñéîç Þ åëåýèåñï êáé áíÜëïãá êáé ãéá ôï äåîéü Üêñï ôçò x = L.

Óôçí áðüäåéîç áõôÞ èá õðïèÝóïõìå üôé ïé äýï äéáöïñåôéêÝò éäéïìïñöÝò Xm(x) êáé Xn(x) óôç
ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò (6.2.17) áíôéóôïé÷ïýí óå äýï äéáöïñåôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ùm êáé ùn ôçò
äïêïý: ùm �= ùn. ¼ìùò ç éäéüôçôá ïñèïãùíéüôçôáò (6.2.17) ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé éó÷ýåé êáé
óôéò åîáéñåôéêÜ óðÜíéåò ðåñéðôþóåéò äýï äéáöïñåôéêþí éäéïìïñöþí Xm(x) �≡ Xn(x) ðïõ áíôéóôïé-
÷ïýí üìùò óå ìéá ðïëëáðëÞ éäéïóõ÷íüôçôá ùm = ùn. ÖõóéêÜ ç ðáñáôÞñçóç áõôÞ äåí áöïñÜ
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óôçí áìöéÝñéóôç äïêü, üðïõ, üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí Åíüôçôá A9.2, ïé éäéïóõ÷íüôçôÝò ôçò

ùn =
(nð

L

)2√ EI
ñÁ

ìå n = 1, 2, . . . (6.2.18)

(ó÷Ýóåéò (9.2.33) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á9.2.3) åßíáé óßãïõñá äéáêñéôÝò: äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí ðáñïýóá áðüäåéîç (óôçí áìÝóùò åðüìåíç ÐáñÜãñáöï Â6.2.4),
áò åðáíáëÜâïõìå ôéò ôüóï ãíùóôÝò ìáò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óå Ýíá ïðïéïäÞðïôå Üêñï x = a
óõíÞèïõò äïêïý. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå

X(a) = 0 êáé X ′(a) = 0 ãéá ðáêôùìÝíï Üêñï äïêïý,

X(a) = 0 êáé X ′′(a) = 0 ãéá áðëÜ óôçñéæüìåíï Üêñï äïêïý: Üñèñùóç Þ êýëéóç,

X ′′(a) = 0 êáé X ′′′(a) = 0 ãéá åëåýèåñï Üêñï äïêïý.

(6.2.19)

Åííïåßôáé üôé åîáéôßáò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (6.2.3): v(x, t) = X(x)T (t) éó÷ýïõí ôá åîÞò:

1. H óõíïñéáêÞ óõíèÞêç X(a) = 0 åêöñÜæåé ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò (åãêÜñóéá, êÜèåôç ìåôá-
ôüðéóç) v(a, t) = 0 óôï Üêñï áõôü x = a.

2. ÇóõíïñéáêÞóõíèÞêç X ′(a) = 0 åêöñÜæåé ìçäåíéêÞ êëßóç (Þ ãùíßá êëßóåùòè(a, t) = 0ÞóôñïöÞ)
óôï Üêñï x = a ðïõ èåùñïýìå.

3. Ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç X ′′(a) = 0 åêöñÜæåé ìçäåíéêÞ ñïðÞ êÜìøåùò (Þ êáìðôéêÞ ñïðÞ)
M(a, t) = 0 óôï Üêñï x = a ðïõ åîåôÜæïõìå.

4. ÔÝëïò ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç X ′′′(a) = 0 åêöñÜæåé ìçäåíéêÞ ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ
äýíáìç) Q(a, t) = 0 (Þ V (a, t) = 0) óôï ßäéï Üêñï x = a.

Äå÷üìáóôå ëïéðüí üôé êÜðïéï æåýãïò áðü ôá ôñßá æåýãç óõíïñéáêþí óõíèçêþí (6.2.19) éó÷ýåé
ãéá ôï áñéóôåñü Üêñï a = 0 ôçò óõíÞèïõò äïêïý ðïõ ìåëåôÜìå, åíþ ôï ßäéï Þ êÜðïéï Üëëï æåýãïò
óõíïñéáêþí óõíèçêþí éó÷ýåé ãéá ôï äåîéü Üêñï x = L ôçò ßäéáò äïêïý.

B6.2.4. Áðüäåéîç ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí

ÌåôÜ áðü üóá áíáöÝñáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Â6.2.3 åßìáóôå ôþñá ðéá Ýôïéìïé
íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áðüäåéîç ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí éäéïìïñöþí Xn(x)
óôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò êáé óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìéáò óõíÞèïõò äïêïý. ÄçëáäÞ èá
ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áðüäåéîç ôçò ó÷Ýóåùò ïñèïãùíéüôçôáò (6.2.17), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx = 0 ìå m �= n êáé m, n = 1, 2, . . . . (6.2.20)

Ðñïò ôï óêïðü áõôü èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ÷ùñéêÞ ìáò óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.12).
Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå:

X ′′′′(x)− â4 X(x) = 0 ìå â = 4
√

ñÁù2

ÅÉ
. (6.2.21)

Ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôç ãñÜöïõìå ãéá ôéò äýï éäéïìïñöÝò Xm(x) êáé Xn(x) (ìåm �= n) ùò åîÞò:

X ′′′′
m (x) = â4

m Xm(x) ìå âm = 4
√

ñÁù2
m

ÅÉ
, (6.2.22)

X ′′′′
n (x) = â4

n Xn(x) ìå ân = 4
√

ñÁù2
n

ÅÉ
. (6.2.23)

¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, êÜíïõìå êáé ôçí õðüèåóç üôé ïé äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ùm êáé ùn ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óôéò äýï âïçèçôéêÝò óôáèåñÝò âm êáé ân áíôßóôïé÷á åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò.
¢ñá ìå ôçí åðéðëÝïí áõôÞ õðüèåóç èá Ý÷ïõìå

ùm �= ùn, ïðüôå êáé âm �= ân. (6.2.24)
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Åßìáóôå ôþñá ðáíÝôïéìïé íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áðüäåéîç ôçò ôüóï âáóéêÞò óôéò êáìðôéêÝò
ôáëáíôþóåéò äïêþí (åßôå åëåýèåñåò åßôå åîáíáãêáóìÝíåò) ó÷Ýóåùò ïñèïãùíéüôçôáò (6.2.20).

Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðïëëáðëáóéÜæïõìå ðñþôá êáé ôá äýï ìÝëç ôçò ãñáììéêÞò óõíÞèïõò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.23), ðïõ áíáöÝñåôáé óôçí éäéïìïñöÞ Xn(x), åðß ôçí Üëëç éäéïìïñöÞ Xm(x)
(ãéá ôçí ßäéá óõíÞèç äïêü êáé öõóéêÜ ìå m �= n). ÌåôÜ ïëïêëçñþíïõìå ôçí ßäéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (6.2.23) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý: áðü x = 0 ìÝ÷ñé x = L. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé üôé∫ L

0
Xm(x)X ′′′′

n (x) dx = â4
n

∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx. (6.2.25)

Åðéèõìïýìå áóöáëþò íá áðïäåßîïõìå ðùò ôï ïëïêëÞñùìá óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé ßóï ìå ôï ìçäÝí.
Äõóôõ÷þò áðáéôåßôáé êÜðïéïò êüðïò ãéá ôçí êáôÜ ôá Üëëá åíäéáöÝñïõóá áõôÞ áðüäåéîç.

Óôï÷åýïõìå íá öÝñïõìå ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò ôçò ßäéáò ó÷Ýóåùò (6.2.25) óå
ìéá ðëÞñùò óõììåôñéêÞ ìïñöÞ êáé óôç óõíÝ÷åéá íá ôçí åêìåôáëëåõèïýìå ãéá ôçí áðüäåéîÞ ìáò.
Ðñïò ôï óêïðü áõôü åêôåëïýìå ìéá ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç (ïëïêëÞñùóç êáôÜ ðáñÜãïíôåò
Þ êáôÜ ìÝñç) óôï ïëïêëÞñùìá áõôü. Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ÷ùñßò êáìßá äõóêïëßá ðñïêýðôåé üôé∫ L

0
Xm(x)X ′′′′

n (x) dx = Xm(x)X ′′′
n (x)

∣∣L
0 −

∫ L

0
X ′
m(x)X

′′′
n (x) dx

= Xm(L)X ′′′
n (L)− Xm(0)X ′′′

n (0)−
∫ L

0
X ′
m(x)X

′′′
n (x) dx. (6.2.26)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðåôý÷áìå áíôß íá Ý÷ïõìå ôç ìçäåíéêÞ ðáñÜãùãï Xm(x) (äçëáäÞ ôçí ßäéá ôç
óõíÜñôçóç Xm(x)) êáé ôçí ôÝôáñôç ðáñÜãùãï X ′′′′

n (x) (ãéá ôç óõíÜñôçóç Xn(x)) óôçí ïëïêëçñùôÝá
óõíÜñôçóç Xm(x)X ′′′′

n (x) íá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï X ′
m(x) êáèþò êáé ôçí ôñßôç ðáñÜ-

ãùãï X ′′′
n (x) áíôßóôïé÷á. Ìéá áêüìç ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç êáé èá Ý÷ïõìå ïäçãçèåß óå äåýôåñåò

ðáñáãþãïõò X ′′
m(x) êáé X

′′
n (x) êáé ãéá ôéò äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò Xm(x) êáé Xn(x) áíôßóôïé÷á. Áõôü

èá åßíáé Ýíá ðñáãìáôéêÜ åíäéáöÝñïí óõììåôñéêü áðïôÝëåóìá.

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé ï ðñþôïò üñïò Xm(L)X ′′′
n (L) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.2.26),

ï ïðïßïò áöïñÜ óôï äåîéü Üêñï x = L ôçò äïêïý, éóïýôáé ìå ôï ìçäÝí. ÐñáãìáôéêÜ ôñåéò ìüíï
óõíçèéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò õðÜñ÷ïõí ãéá ôï Üêñï áõôü x = L: (á) Êáôáñ÷Þí ïé äýï ðñþôåò
ðåñéðôþóåéò (6.2.19): ðáêôùìÝíï Üêñï êáé áðëÜ óôçñéæüìåíï Üêñï (Üñèñùóç Þ êýëéóç) êáé ïé
äõï ôïõò ìå X(a) = 0, åäþ ìå X(L) = 0 óôï äåîéü áõôü Üêñï a = L ôçò äïêïý: ìçäåíéêü âÝëïò
êÜìøåùò. ¢ñá ìçäåíßæåôáé ï ðñþôïò ðáñÜãïíôáò Xm(L) óôï ãéíüìåíï Xm(L)X ′′′

n (L) (åîáéôßáò ôçò
éäéïìïñöÞò Xm(x) ôçò äïêïý ìáò). (â) ÔÝëïò ç ôñßôç ðåñßðôùóç (6.2.19): åëåýèåñï Üêñï, áõôÞ ìå
X ′′′(a) = 0, åäþ ìå X ′′′(L) = 0 óôï äåîéü Üêñï a = L ôçò äïêïý ðïõ èåùñïýìå: ìçäåíéêÞ ôÝìíïõóá
äýíáìç. ¢ñá ìçäåíßæåôáé ï äåýôåñïò ðáñÜãïíôáò X ′′′

n (L) óôï ßäéï ãéíüìåíï Xm(L)X ′′′
n (L) (ôþñá üìùò

åîáéôßáò ôçò éäéïìïñöÞò Xn(x) ôçò äïêïý ìáò). ÊáôÜ óõíÝðåéá óå êÜèå óõíçèéóìÝíç ðåñßðôùóç ôïõ
äåîéïý Üêñïõ x = L: (i) ðÜêôùóç, (ii) áðëÞ óôÞñéîç (Ýäñáóç): Üñèñùóç Þ êýëéóç êáé (iii) åëåýèåñï
Üêñï ï ðñþôïò áõôüò üñïò Xm(L)X ′′′

n (L) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.2.26) åßíáé ßóïò ìå ôï ìçäÝí.
Áõôü óõìâáßíåé åßôå åîáéôßáò ôïõ ðñþôïõ ðáñÜãïíôÜ ôïõ Xm(L) åßôå åîáéôßáò ôïõ äåýôåñïõ X ′′′

n (L).

Åßíáé ðñïöáíÝò ðùò áðüëõôá ßäéá åßíáé ç êáôÜóôáóç êáé ìå ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò
äïêïý, åêåß ìå a = 0. Óôï Üêñï áõôü ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï óêÝøåùò äéáðéóôþíïõìå Üìåóá
áðü ôá æåýãç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (6.2.19) üôé ï üñïò −Xm(0)X ′′′

n (0) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò
ó÷Ýóåùò (6.2.26) åßíáé êáé áõôüò ßóïò ìå ôï ìçäÝí åßôå ðñüêåéôáé ãéá ðÜêôùóç åßôå ãéá áðëÞ
óôÞñéîç (Üñèñùóç Þ êýëéóç) åßôå ãéá åëåýèåñï Üêñï. Áðüëõôá áíÜëïãç åßíáé ç áéôéïëüãçóç êáé ôïõ
óõìðåñÜóìáôüò ìáò áõôïý.

ÅðïìÝíùò ç ó÷Ýóç (6.2.26) ðáßñíåé ôþñá ðïõ Ý÷ïõí ìçäåíéóèåß ïé äýï ðñþôïé üñïé óôï äåîéü
ìÝëïò ôçò (ðñéí áðü ôï ïëïêëÞñùìá) ôçí áñêåôÜ áðëïýóôåñç ìïñöÞ∫ L

0
Xm(x)X ′′′′

n (x) dx = −
∫ L

0
X ′
m(x)X

′′′
n (x) dx. (6.2.27)
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Óôç ìïñöÞ áõôÞ ç ìçäåíéêÞ ðáñÜãùãïò Xm(x) óôçí éäéïìïñöÞ Xm(x) (äçëáäÞ ç ßäéá ç éäéïìïñöÞ
áõôÞ!) êáé ç ôÝôáñôç ðáñÜãùãïò X ′′′′

n (x) óôçí éäéïìïñöÞ Xn(x) Ý÷ïõí ðëÝïí ìåôáôñáðåß óå ðñþôç
ðáñÜãùãï X ′

m(x) êáé óå ôñßôç ðáñÜãùãï X ′′′
n (x) áíôßóôïé÷á.

Ìå ìéá áêüìç ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç (Þ ïëïêëÞñùóç êáôÜ ðáñÜãïíôåò Þ êáôÜ ìÝñç), ôþñá
óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.2.27), ïäçãïýìáóôå óôç óõììåôñéêÞ ðåñßðôùóç äýï äåõôÝñùí
ðáñáãþãùí óôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç åêåß. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå∫ L

0
X ′
m(x)X

′′′
n (x) dx = X ′

m(x)X
′′
n (x)

∣∣L
0 −

∫ L

0
X ′′
m(x)X

′′
n (x) dx

= X ′
m(L)X

′′
n (L)− X ′

m(0)X
′′
n (0)−

∫ L

0
X ′′
m(x)X

′′
n (x) dx, (6.2.28)

ïðüôå ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç (6.2.27) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ∫ L

0
Xm(x)X ′′′′

n (x) dx = −X ′
m(L)X

′′
n (L)+ X ′

m(0)X
′′
n (0)+

∫ L

0
X ′′
m(x)X

′′
n (x) dx. (6.2.29)

Ìðïñïýìå íá äéáðéóôþóïõìå üôé êáé ðÜëé óôï äåîéü ìÝëïò ïé äýï ðñþôïé üñïé −X ′
m(L)X

′′
n (L)

êáé X ′
m(0)X

′′
n (0) åßíáé ßóïé ìå ôï ìçäÝí. Ãéáôß; Áò åîåôÜóïõìå ðñþôá ôïí ðñþôï üñï −X ′

m(L)X
′′
n (L)

ãéá ôéò ôñåéò óõíçèéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò ôïõ äåîéïý áõôïý Üêñïõ x = L ôçò äïêïý ìå óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (6.2.19): (á) Ðñþôá--ðñþôá ç ðñþôç ðåñßðôùóç: ðáêôùìÝíï Üêñï, áõôÞ ìå X ′(a) = 0,
åäþ ìå X ′(L) = 0 óôï äåîéü Üêñï a = L ôçò äïêïý ðïõ èåùñïýìå: ìçäåíéêÞ êëßóç (Þ ãùíßá êëßóåùò
Þ óôñïöÞ) óôï Üêñï áõôü. ¢ñá Ý÷ïõìå ìçäåíéóìü ôïõ üñïõ (ôïõ ãéíïìÝíïõ) −X ′

m(L)X
′′
n (L) áðü ôïí

ðñþôï ðáñÜãïíôÜ ôïõ X ′
m(L) (åîáéôßáò ôçò éäéïìïñöÞò Xm(x) ôçò äïêïý ìáò). (â) ¸ðåéôá ïé äýï

Üëëåò ðåñéðôþóåéò: áðëÜ óôçñéæüìåíï Üêñï (Üñèñùóç Þ êýëéóç) êáé åëåýèåñï Üêñï êáé ïé äõï
ôïõò ìå X ′′(a) = 0, åäþ ìå X ′′(L) = 0 óôï äåîéü Üêñï a = L ôçò äïêïý: ìçäåíéêÞ ñïðÞ êÜìøåùò
(Þ êáìðôéêÞ ñïðÞ) óôï Üêñï áõôü. ÊáôÜ óõíÝðåéá Ý÷ïõìå êáé ðÜëé ìçäåíéóìü ôïõ üñïõ (ôïõ ãéíï-
ìÝíïõ) −X ′

m(L)X
′′
n (L), ôþñá üìùò ï ìçäåíéóìüò áõôüò ïöåßëåôáé óôï äåýôåñï ðáñÜãïíôÜ ôïõ X ′′

n (L)
(åîáéôßáò ôçò éäéïìïñöÞò Xn(x) ôçò äïêïý ìáò). ÅðïìÝíùò óå êÜèå óõíçèéóìÝíç ðåñßðôùóç ôïõ
äåîéïý Üêñïõ x = L: (i) ðÜêôùóç, (ii) áðëÞ óôÞñéîç (Ýäñáóç): Üñèñùóç Þ êýëéóç êáé (iii) åëåýèåñï
Üêñï ï ðñþôïò áõôüò üñïò −X ′

m(L)X
′′
n (L) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.2.29) éóïýôáé ìå ôï ìçäÝí.

Áðüëõôá ßäéá åßíáé îáíÜ ç êáôÜóôáóç êáé ìå ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý, åêåß ìå a = 0.
Óôï Üêñï áõôü ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï óêÝøåùò äéáðéóôþíïõìå Üìåóá áðü ôá ôñßá æåýãç
óõíïñéáêþí óõíèçêþí (6.2.19) üôé ï üñïò X ′

m(0)X
′′
n (0) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.2.29) åßíáé

êáé áõôüò ßóïò ìå ôï ìçäÝí åßôå ðñüêåéôáé ãéá ðÜêôùóç åßôå ãéá áðëÞ óôÞñéîç åßôå ãéá åëåýèåñï
Üêñï. Êáé ðÜëé éó÷ýåé ç ßäéá áéôéïëüãçóç ôïõ óõìðåñÜóìáôüò ìáò áõôïý.

ÊáôÜóõíÝðåéá çó÷Ýóç (6.2.29)ðáßñíåé ôþñáðïõìçäåíßóèçêáí ïé äýïðñþôïé üñïé−X ′
m(L)X

′′
n (L)

êáé åðßóçò X ′
m(0)X

′′
n (0) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ôçí áñêåôÜ áðëïýóôåñç ìïñöÞ∫ L

0
Xm(x)X ′′′′

n (x) dx =
∫ L

0
X ′′
m(x)X

′′
n (x) dx. (6.2.30)

ÁõôÞ åßíáé êáé ç ôåëéêÞ, ç åðéèõìçôÞ ãéá ìáò ìïñöÞ. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ Þäç êáôïñèþóáìå íá
Ý÷ïõìå óõììåôñéêÞ ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç óôï äåîéü ìÝëïò, áöïý ðñïöáíþò

X ′′
m(x)X

′′
n (x) = X ′′

n (x)X
′′
m(x), ïðüôå êáé

∫ L

0
X ′′
m(x)X

′′
n (x) dx =

∫ L

0
X ′′
n (x)X

′′
m(x) dx. (6.2.31)

ÇóõììåôñßááõôÞèá ãßíåé åìöáíÞò ìå ôçíáíôéêáôÜóôáóç ôïõïëïêëçñþìáôïò
∫ L
0 Xm(x)X ′′′′

n (x) dx
óôïáñéóôåñü ìÝëïò ôçò âáóéêÞò ìáò ó÷Ýóåùò (6.2.25) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ó÷Ýóåùò (6.2.30), óôçí ïðïßá
êáôáëÞîáìå ìå ôéò äýï ðáñáãïíôéêÝò ïëïêëçñþóåéò. ¸ôóé ðáßñíïõìå ôåëéêÜ áðü ôç ó÷Ýóç (6.2.25)∫ L

0
X ′′
m(x)X

′′
n (x) dx = â4

n

∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx. (6.2.32)
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Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áðüëõôá óõììåôñéêÞ ó÷Ýóç (ùò ðñïò ôïõò äåßêôåòm êáé n ìåm, n = 1, 2, . . . ) êáé
ôéò äýï ïëïêëçñùôÝåò óõíáñôÞóåéò: (á) X ′′

m(x)X
′′
n (x) = X ′′

n (x)X
′′
m(x) (óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ áñéóôåñïý

ìÝëïõò) êáé (â) Xm(x)Xn(x) = Xn(x)Xm(x) (óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò).

Áíôßèåôá äåí õðÜñ÷åé êáèüëïõ óõììåôñßá ùò ðñïò ôç óôáèåñÜ ân, åäþ õøùìÝíç óôçí ôÝôáñôç
äýíáìç: â4

n. ÓõãêåêñéìÝíá óôç ó÷Ýóç áõôÞ (6.2.32) ðáñïõóéÜæåôáé ìüíï ç óôáèåñÜ ân, áëë’ ü÷é êáé
ç óôáèåñÜ âm. Åìåßò üìùò êáìßá áðïëýôùò äéÜêñéóç äåí Ý÷ïõìå êÜíåé áíÜìåóá óôéò äýï éäéïìïñöÝò
êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí Xm(x) êáé Xn(x). Êáé ïé äõï ôïõò åßíáé äýï åîßóïõ áðïäåêôÝò éäéïìïñöÝò
ãéá ôçí ðáñïýóá äïêü ìáò õðü äõíáìéêÞ êáìðôéêÞ êáôáðüíçóç. Ìðïñïýìå åðïìÝíùò èáõìÜóéá
íá èåùñÞóïõìå ôçí ßäéá áêñéâþò ó÷Ýóç (6.2.32) íá éó÷ýåé (á) ìå ôçí n-éäéïìïñöÞ Xn(x) áíôß ãéá ôçí
m-éäéïìïñöÞ Xm(x) êáé åðßóçò (â) ìå ôçí m-éäéïìïñöÞ Xm(x) áíôß ãéá ôçí n-éäéïìïñöÞ Xn(x). ÄçëáäÞ
áðëÜ èÝôïõìå óôç ó÷Ýóç áõôÞ (á) n áíôßm êáé åðßóçò (â)m áíôß n. ÅðïìÝíùò åíáëëÜóóïõìå ôïõò
äýï äåßêôåò m êáé n. Ôüôå âÝâáéá èá ðñÝðåé íá èÝóïõìå êáé â4

m áíôß ãéá â4
n óôï äåîéü ìÝëïò.

Ìå ôçí åíáëëáãÞ ëïéðüí ôùí äýï äåéêôþí m êáé n ç ßäéá èåìåëéþäçò ó÷Ýóç (6.2.32) îáíáãñÜ-
öåôáé óôç ìïñöÞ ∫ L

0
X ′′
n (x)X

′′
m(x) dx = â4

m

∫ L

0
Xn(x)Xm(x) dx. (6.2.33)

Ìå ôç ÷ñÞóç ìÜëéóôá ôçò ôüóï óôïé÷åéþäïõò êáé ðñïöáíïýò áíôéìåôáèåôéêÞò éäéüôçôáò óôïí áðëü
ðïëëáðëáóéáóìü äýï áñéèìþí, åäþ óôá ãéíüìåíá ôùí ïëïêëçñùôÝùí óõíáñôÞóåùí:

X ′′
n (x)X

′′
m(x) = X ′′

m(x)X
′′
n (x) êáé åðßóçò Xn(x)Xm(x) = Xm(x)Xn(x) (6.2.34)

Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ∫ L

0
X ′′
m(x)X

′′
n (x) dx = â4

m

∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx. (6.2.35)

ÏäçãçèÞêáìå Ýôóé óå Ýíá ðáñÜîåíï óõìðÝñáóìá: ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ôáõôü÷ñïíá êáé ïé äýï
ó÷Ýóåéò (6.2.32) êáé (6.2.35). Åßíáé ó÷åäüí ïëüéäéåò. Ç ìüíç äéáöïñÜ ôïõò Ýãêåéôáé óôï ãåãïíüò üôé
ç ðñþôç Ý÷åé â4

n óôï äåîéü ìÝëïò ôçò, åíþ ç äåýôåñç Ý÷åé â4
m óôï ßäéï ìÝëïò ôçò. Áöáéñþíôáò ôéò

êáôÜ ìÝëç (ôá áñéóôåñÜ ìÝëç ôïõò Ýôóé êé áëëéþò óõìðßðôïõí), ïäçãïýìáóôå óôï áðïôÝëåóìá

0 = (â4
n − â4

m)
∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx. (6.2.36)

¸÷ïõìå üìùò õðïèÝóåé áðü ôçí áñ÷Þ ðùò ïé äýï éäéïóõ÷íüôçôåò êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí ùm

êáé ùn åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò: ùm �= ùn. Ç õðüèåóç áõôÞ ìáò Ý÷åé ïäçãÞóåé êáé óôï
óõìðÝñáóìá üôé êáé ïé äýï óôáèåñÝò âm êáé ân åßíáé êáé áõôÝò äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò: âm �= ân.
Ôá Ý÷ïõìå Þäç óçìåéþóåé áõôÜ óôéò áíéóüôçôåò (6.2.24). Êáéñüò åßíáé íá ôá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôç
ó÷Ýóç ìáò (6.2.36), óôçí ïðïßá ìå ôüóï êüðï êáôáëÞîáìå. ÓõãêåêñéìÝíá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ìÝ÷ñé
óôéãìÞò: (á) äýï ðáñáãïíôéêÝò ïëïêëçñþóåéò (Þ ïëïêëçñþóåéò êáôÜ ðáñÜãïíôåò Þ êáôÜ ìÝñç) êáé
åðßóçò (â) ôá ôñßá æåýãç óõíïñéáêþí óõíèçêþí (6.2.19) óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý
ìáò (åßôå ðáêôùìÝíï åßôå áðëÜ óôçñéæüìåíï åßôå åëåýèåñï Üêñï).

ÐñáãìáôéêÜ ìå âm �= ân ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ìáò (6.2.36) êáôáëÞãåé Üìåóá óôçí ôåëéêÞ ôçò êáé
ôüóï óçìáíôéêÞ óôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêþí (åßôå åëåýèåñåò åßôå åîáíáãêáóìÝíåò) ìïñöÞ∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx = 0 öõóéêÜ ìå m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.2.37)

ÁõôÞ åßíáé ç ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) ôùí éäéïìïñöþí ×m(x) (ìåm = 1, 2, . . . ),
ôçí ïðïßá áðïäåßîáìå. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ó÷Ýóç èåìåëéþäïõò óçìáóßáò. Èá Ý÷ïõìå ôçí åõêáéñßá
íá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åêôåíþò ðáñáêÜôù êáôÜ ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí äïêïý. Áõôü èá ôï êÜíïõìå ìÜëéóôá åßôå
(á) óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò: ÷ùñßò êáèüëïõ êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(x, t), äç-
ëáäÞ ìå p(x, t) ≡ 0, ïìïãåíÞò åîßóùóç (6.2.2), åßôå (â) óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò: åêåß ìå êá-
ôáíåìçìÝíç êÜèåôç åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(x, t), äçëáäÞ ìå p(x, t) �≡ 0, ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç (6.2.1).
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Óôï óçìåßï áõôü åßíáé âÝâáéá óêüðéìï íá îáíáèõìçèïýìå ôïí ïñéóìü∫ b

a
f (x)g(x) dx = 0 (6.2.38)

ôçò ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) äýï äéáöïñåôéêþí óõíáñôÞóåùí f (x) êáé g(x) óôï äéÜ-
óôçìá [a, b]. Óôç èåìåëéþäïõò óçìáóßáò áõôÞ Ýííïéá ôçò ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò)
óõíáñôÞóåùí åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá áíáöåñèïýìå óôçí Åíüôçôá Á16.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á16 óôï âé-
âëßï ãéá ôá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ. Åêåß, êáé óõãêåêñéìÝíá óôçí ÐáñÜãñáöï Á16.1.2, êÜíáìå
åðßóçò ñçôÞ áíáöïñÜ êáé óå ðÝíôå óõóôÞìáôá (óýíïëá) ïñèïãùíßùí ðïëõùíýìùí: (á) Legendre
Pn(x), (â êáé ã) Chebyshev ðñþôïõ åßäïõò Tn(x) êáé äåõôÝñïõ åßäïõò Un(x), (ä) Laguerre Ln(x) êáé
(å) Hermite Hn(x). ÐáñáðÝñá óôï ßäéï ÊåöÜëáéï Á16 ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí Ýííïéá ôçò ïñèïãù-
íéüôçôáò óôéò ôüóï ðéá ãíùóôÝò ìáò óåéñÝò Fourier ìå ðÜñá ðïëëÝò ðáñáðÝñá åöáñìïãÝò. Óôï
ðáñüí âéâëßï ãéá ôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ åßäáìå ôÝôïéåò åöáñìïãÝò óôï ðñïçãïýìåíï Êå-
öÜëáéï Â5 óôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí, áëëÜ êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â6.1
ôïõ ðáñüíôïò Êåöáëáßïõ Â6 óôéò áîïíéêÝò (Þ äéáìÞêåéò) ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ.

Åäþ ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôçò ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) (6.2.38) áðëÜ äéáðéóôþ-
íïõìå üôé ïé ïñèïãþíéåò óõíáñôÞóåéò äåí ðåñéïñßæïíôáé óå ëßãï--ðïëý ìáèçìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò,
áëëÜ åðåêôåßíïíôáé êáé óå óõíáñôÞóåéò ìå êáèáñÜöõóéêÞðñïÝëåõóçóôçí ÅðéóôÞìç ôïõÐïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý. ÔÝôïéåò óõíáñôÞóåéò åßíáé åäþ ïé éäéïìïñöÝò (êáëýôåñá ïé éäéïìïñöÝò êáìðôéêþí ôá-
ëáíôþóåùí) ×n(x) ìå n = 1, 2, . . . Êáé áõôÝò áðïôåëïýí Ýíá óýóôçìá ïñèïãùíßùí (Þ ïñèïãùíéêþí)
óõíáñôÞóåùí. Ôï ßäéï áêñéâþò Ý÷ïõìå äåé ðùò óõìâáßíåé (á) ìå ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò
óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óåéñÝò Fourier, (â) ìå ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç
óôéò ìéãáäéêÝò Þ åêèåôéêÝò óåéñÝò Fourier êáé (ã) ìå ôá ðÝíôå óõóôÞìáôá ïñèïãùíßùí ðïëõùíýìùí
ðïõ áíáöÝñáìå ëßãï ðñïçãïõìÝíùò.

Óôï óçìåßï áõôü áò êÜíïõìå åðßóçò ìéá ðïëý óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç. Ìå ôç âáóéêÞ ó÷Ýóç
ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) (6.2.37) íá éó÷ýåé ôï ó÷åôéêü ïëïêëÞñùìá ãéá äýï äéáöïñå-
ôéêÝò éäéïìïñöÝò Xm(x) êáé Xn(x) èá åßíáé ßóï ìå ôï ìçäÝí. Ôüôå üìùò, üðùò Üìåóá ðáñáôçñïýìå
áðü ôç ó÷Ýóç (6.2.32) Þ (6.2.35) (ôï ßäéï êÜíåé!), êáé ôï áíôßóôïé÷ï ïëïêëÞñùìá ôùí äåõôÝñùí
ðáñáãþãùí ôïõò X ′′

m(x) êáé X
′′
n (x) áíôßóôïé÷á èá åßíáé êáé áõôü ßóï ìå ôï ìçäÝí. ÄçëáäÞ éó÷ýåé üôé∫ L

0
X ′′
m(x)X

′′
n (x) dx = 0 öõóéêÜ êáé ðÜëé ìå m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.2.39)

ÅðïìÝíùò ü÷é ìüíï ïé éäéïìïñöÝò Xn(x), áëëÜ êáé ïé äåýôåñåò ðáñÜãùãïß ôïõò X ′′
n (x) áðïôåëïýí

óõóôÞìáôá ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí óå êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý. Êáé ìÜëéóôá
ãéá ïðïéïõóäÞðïôå óõíäõáóìïýò óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôá äýï Üêñá ôçò. ¸íá ôÝôïéï Üêñï
ìðïñåß íá åßíáé åßôå (á) ðáêôùìÝíï åßôå (â) áðëÜ óôçñéæüìåíï (Üñèñùóç Þ êýëéóç) åßôå (ã) åëåýèåñï,
üðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé. Ïé äýï óõíèÞêåò ïñèïãùíéüôçôáò (6.2.37) êáé (6.2.39) éó÷ýïõí óå êÜèå
ðåñßðôùóç: (á) áìößðáêôç äïêü, (â) áìöéÝñåéóôç äïêü, (ã) äïêü ìå ðáêôùìÝíï ôï Ýíá Üêñï ôçò
êáé åëåýèåñï ôï Üëëï êáé (ä) ðñüâïëï. ÁõôÜ åßíáé ôá óôáôéêÜ áðïäåêôÜ åßäç óõíÞèùí äïêþí, üðïõ
äåí Ý÷ïõìå åíäéÜìåóåò óôçñßîåéò ôçò äïêïý.

ÕðÜñ÷ïõí üìùò êáé óôáôéêÜ áðáñÜäåêôåò óõíÞèåéò äïêïß. ÁõôÝò åßíáé (å) ç äïêüò ìå ôï Ýíá
Üêñï ôçò áñèñùìÝíï êáé ôï Üëëï åëåýèåñï êáé (óô) ç äïêüò êáé ìå ôá äýï Üêñá ôçò åëåýèåñá.
Ðñïöáíþò ôÝôïéåò äïêïß äåí ðáñïõóéÜæïíôáé óôéò óõíÞèåéò êáôáóêåõÝò, áëëÜ ãåíéêÜ ìéëþíôáò
åßíáé áðïäåêôÝò óå äõíáìéêÜ öáéíüìåíá ðïõ äéÝðïíôáé áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò (6.2.2) (÷ùñßò åîùôåñéêÞ öüñôéóç: p(x, t) ≡ 0) êáé ãåíéêüôåñá (6.2.1) (ìå åîùôåñéêÞ
öüñôéóç: p(x, t) �≡ 0) ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí äïêïý. Êáé ó’ áõôÝò ôéò äïêïýò éó÷ýïõí
áêñéâþò ïé ßäéåò óõíèÞêåò ïñèïãùíéüôçôáò (6.2.37) ãéá ôéò éäéïìïñöÝò ôïõò Xn(x) êáé (6.2.39) ãéá
ôéò äåýôåñåòðáñáãþãïõò X ′′

n (x) ôùí éäéïìïñöþí ôïõò Xn(x). Åìåßò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìåðáñáêÜôù
ìüíï ôéò óõíèÞêåò ïñèïãùíéüôçôáò (6.2.37) ãéá ôéò ßäéåò ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x).
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ÐáñåíèåôéêÜáòóçìåéþóïõìå åðßóçò üôéðáßñíïíôáò õðüøçìáò ôéò ó÷Ýóåéò (6.2.25) êáé (6.2.37),
äéáðéóôþíïõìå åðéðëÝïí üôé∫ L

0
Xm(x)X ′′′′

n (x) dx = 0 öõóéêÜ îáíÜ ìå m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.2.40)

ÄçëáäÞ êáé ïé óõíáñôÞóåéò Xm(x) êáé X ′′′′
n (x) ìå m �= n åßíáé êáé áõôÝò ïñèïãþíéåò êáôÜ ìÞêïò

ôçò óõíÞèïõò äïêïý ìáò. Äåí õðÜñ÷åé üìùò ó÷åôéêü óýóôçìá ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí, åðåéäÞ
Ý÷ïõìå ôçí éäéïìïñöÞ Xm(x) êáé ôçí ôÝôáñôç ðáñÜãùãï X ′′′′

n (x) ôçò éäéïìïñöÞò Xn(x). ¸ôóé êé áëëéþò
äåí åßíáé ðñáêôéêÜ óçìáíôéêÝò ïé ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò (6.2.40). Êëåßíåé ç ðáñÝíèåóç áõôÞ.

Áêïëïõèïýí ôñåéò ðïëý óçìáíôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôçí ÅðéóôÞìç
ôïõ, åäþ öõóéêÜ óôçí ðåñéï÷Þ ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí:

➤ ÐáñáôÞñçóç B6.5: Ïé ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí Xn(x) ãåíéêåýïíôáé
êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç äõóêáìøßá EI Þ/êáé ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ ôçò äïêïý äåí åßíáé
óôáèåñÝò (ç ìßá Þ ç Üëëç Þ/êáé ïé äýï ìáæß) êáôÜ ìÞêïò ôçò. ÊÜôé ôÝôïéï ìðïñåß íá óõìâáßíåé,
ð.÷., óå äïêü ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò ìå ìåôáâëçôü ýøïò h = h(x) ôçò ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò ôçò
êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, üðùò óå äïêü ðïõ óôçñßæåé åãêÜñóéá Ýíáí åîþóôç (ìðáëêüíé). Óå ôÝôïéåò
ðåñéðôþóåéò åßíáé åýëïãï íá Ý÷ïõìå ìåãáëýôåñï ýøïò ìéáò äïêïý óôçñßîåùò ôïõ åîþóôç ðñïò
ôï ìÝñïò ôïõ êôéñßïõ (ðñïò ôá ìÝóá) ðáñÜ ðñïò ôï ìÝñïò ôïõ äñüìïõ Þ ôïõ áêÜëõðôïõ ÷þñïõ
(ðñïò ôá Ýîù). ÖõóéêÜ ìéá ôÝôïéá äïêüò äåí åßíáé óõíÞèçò äïêüò ìå ôçí Ýííïéá ðïõ åìåßò Ý÷ïõìå
áðïäþóåé óôïí üñï áõôü. Ç ó÷åôéêÞ áðüäåéîç ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí Xn(x) áðïôåëåß
áðëÜ ãåíßêåõóç ôçò ðñïçãïýìåíçò áðïäåßîåùò (ìå ôçí ßäéá áêñéâþò ìåèïäïëïãßá) ôþñá üìùò ìå
ìåôáâëçôÞ ôç äõóêáìøßá ÅI: EI = EI(x) Þ/êáé ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ: ñÁ = ñÁ(x) ôçò äïêïý.
Áðïäåéêíýåôáé Ýôóé üôé ç âáóéêÞ ó÷åôéêÞ óõíèÞêç ïñèïãùíéüôçôáò (6.2.37) ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ∫ L

0
ñÁ(x)Xm(x)Xn(x) dx = 0 ðÜëé ìå m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.2.41)

Óôç óõíèÞêç áõôÞ ç ìåôáâëçôÞ ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ(x) ôçò äïêïý êáôÜ ìÞêïò ôçò áðïôåëåß
ïõóéáóôéêÜ ôç óõíÜñôçóç âÜñïõò w(x) = ñÁ(x). Áí êáé åäþ èá ðåñéïñéóèïýìå óå óõíÞèåéò äïêïýò
ìå ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ óôáèåñÞ, åßíáé åíôïýôïéò óêüðéìï íá ãíùñßæïõìå ôçí åíäéáöÝñïõóá
áõôÞ ãåíßêåõóç. ÁíÜëïãá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ïé óõíèÞêåò ïñèïãùíéüôçôáò (6.2.39) ãéá ôéò
äåýôåñåò ðáñáãþãïõò X ′′

n (x) ôùí éäéïìïñöþí Xn(x) ðáßñíïõí ôþñá ôéò ãåíéêåõìÝíåò ìïñöÝò ôïõò∫ L

0
EI(x)X ′′

m(x)X
′′
n (x) dx = 0 îáíÜ ìå m �= n, m, n = 1, 2, . . . . (6.2.42)

Óçìåéþíïõìå üôé åäþ Ý÷ïõìå óáí óõíÜñôçóç âÜñïõòw(x) ôç óõíÜñôçóç EI(x), äçëáäÞ ôç ìåôáâëçôÞ
äõóêáìøßá ôçò äïêïý (ìç óõíÞèïõò äïêïý ìå ôçí ïñïëïãßá ðïõ õéïèåôÞóáìå) êáôÜ ìÞêïò ôçò.

ÐáñåíèåôéêÜ áò óçìåéùèåß êáé ðÜëé üôé ï ìáèçìáôéêÜ óùóôüò óõìâïëéóìüò ãéá ôç ãñáììéêÞ
ðõêíüôçôá ôçò äïêïý åßíáé ñ(x)A(x) Þ ì(x) (ìå ì(x) := ñ(x)A(x)) êáé ü÷é ñÁ(x). Åíôïýôïéò óõíÞèùò
êáé ï óõìâïëéóìüò áõôüò ñÁ(x) ãéá ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá äåí ðñïêáëåß óýã÷õóç óôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ìåôáâëçôÞ äõóêáìøßá (Þ ìÝôñï äõóêáìøßáò) EI(x) ìå óùóôü
óõìâïëéóìü ôïí E(x)I(x) Þ éóïäýíáìá D(x) ìå D(x) := E(x)I(x) íá äçëþíåé ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý.

➤ ÐáñáôÞñçóç B6.6: Ç ðéï ðÜíù áðüäåéîç ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí óôç ó÷Ýóç
(6.2.37), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êáé åäþ (åßíáé ôüóï ìá ôüóï óçìáíôéêÞ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü!):∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx = 0 öõóéêÜ ìå m �= n, m, n = 1, 2, . . . (6.2.43)

âáóßóèçêå óå ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç. ÓõãêåêñéìÝíá âáóßóèçêå: (á) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñé-
êÝò ðáñáãþãïõò (6.2.2) ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí êáé åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò
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äïêïý êáé óôç ó÷åôéêÞ ÷ùñéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.12), (â) óôçí ðáñáãïíôéêÞ ïëï-
êëÞñùóç óôïí Ïëïêëçñùôéêü Ëïãéóìü êáé (ã) óôéò êëáóéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá äïêþí.
Åíôïýôïéò åßíáé äõíáôüí ç ßäéá áðüäåéîç íá âáóéóèåß êáé óôçÌç÷áíéêÞ, óõãêåêñéìÝíá óôï èåþñçìá
ôçò áìïéâáéüôçôáò ôùí Betti--Maxwell. Óôçí áðüäåéîç áõôÞ ôï Ýñãï ôùí áäñáíåéáêþí äõíÜìåùí
ôïõ m ôñüðïõ éäéïôáëáíôþóåùò ôçò äïêïý ðÜíù óôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò ôïõ n ôñüðïõ éäéï-
ôáëáíôþóåùò ôçò ßäéáò äïêïý åßíáé ßóï ìå ôï áíôßóôïé÷ï Ýñãï ìå åíáëëáãÞ ôùí m êáé n óôïõò
ôñüðïõò ôáëáíôþóåùò ôçò äïêïý. Ç åíáëëáêôéêÞ áõôÞ áðüäåéîç åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïõóá áðü
öõóéêÞò áðüøåùò, ðñáãìáôéêÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìåñéêÝò öïñÝò óå óõããñÜììáôá ôçò ÄõíáìéêÞò
ôùí Êáôáóêåõþí êáé åßíáé åîáéñåôéêÜ áðëÞ ïõóéáóôéêÜ ìå ðïëý ìéêñÞ áíáãêáéüôçôá õðïëïãéóìþí.
Èá ìðïñïýóå Ýôóé íá Ý÷åé åõñýôåñç õéïèÝôçóç, áëë’ ç öõóéêÞ âÜóç ôçò äåí åßíáé ôüóï óáöÞò óôï
ðáñüí äõíáìéêü ðñüâëçìá ôáëáíôþóåùí, éäéáßôåñá óå ìÜèçìá ìüëéò ôïõ ôñßôïõ åîáìÞíïõ óðïõ-
äþí. ¸ôóé óôï ðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ðñïôéìÞèçêå ç ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç,
áêñéâþò üðùò óõìâáßíåé êáé óôá ðåñéóóüôåñá óõããñÜììáôá ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí.

➤ ÐáñáôÞñçóç B6.7: ¼ëåò áõôÝò ïé ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò éó÷ýïõí ãéám �= n: ãéá
äýï äéáöïñåôéêÝò éäéïìïñöÝò Xm(x) êáé Xn(x). Ãéá m = n áóöáëþò êáé äåí ðåñéìÝíïõìå íá éó÷ýåé
ç ïñèïãùíéüôçôá ôçò éäéïìïñöÞò Xn(x) ìå ôïí åáõôü ôçò. ÊÜôé ôÝôïéï èá Þôáí óïâáñü óöÜëìá ìáò
êáé èá ïäçãïýóå óå ôñáãéêÜ õðïëïãéóôéêÜ ëÜèç. Óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç áðëÜ èá Ý÷ïõìå

Nn :=
∫ L

0
X2
n (x) dx �= 0 ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.44)

Ïé ðñïöáíþò èåôéêÝò ðïóüôçôåò Nn ðïõ ïñßóèçêáí óôçí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç (6.2.44) êáëïýíôáé
íüñìåò ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùí. ¼ìùò ç ëÝîç íüñìá, ðïõ Ý÷åé ãåíéêÜ ìáèçìáôéêÞ êáé ü÷é
öõóéêÞ óçìáóßá, äåí åßíáé êáé ðïëý áñåóôÞ óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, ï ïðïßïò åßíáé åîïéêåéùìÝíïò
ìå ðéï öõóéêÝò Ýííïéåò. Ãéá ôï ëüãï áõôü ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß ãåíéêÜ áíôß ãéá ôéò
íüñìåò Nn ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò Xn(x) ôéò ðïóüôçôåò Mn := ñÁNn, äçëáäÞ ôéò ðïóüôçôåò

Mn = ñÁ
∫ L

0
X2
n (x) dx �= 0 ðÜëé ìå n = 1, 2, . . . , (6.2.45)

áêüìç êáé üôáí ìåëåôÜåé óõíÞèåéò äïêïýò. Ìå ñÁ ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ôçò óõíÞèïõò äïêïý, ôéò
éäéïìïñöÝò Xn(x) áäéÜóôáôåò óõíáñôÞóåéò êáé ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (0 ≤ x ≤ L) åßíáé
ðñïöáíÝò üôé ç öõóéêÞ äéÜóôáóç ôùí íÝùí áõôþí ðïóïôÞôùíMn åßíáé áðëÜ ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá
(ìÜæá áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ôçò äïêïý) åðß ìÞêïò êáé êáôÜ óõíÝðåéá ôåëéêÜ ìÜæá. Ïé ðïóüôçôåò
áõôÝòMn êáëïýíôáé óôçÄõíáìéêÞ ôùíÊáôáóêåõþí ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò. ÇðñáêôéêÞ ÷ñçóéìüôçôÜ
ôïõò èá öáíåß ðáñáêÜôù óôçí ðáñïýóá åíüôçôá (ðñïò ôï ôÝëïò ôçò), ìéá åíüôçôá ðïõ åßíáé
åî ïëïêëÞñïõ áöéåñùìÝíç óôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèùí äïêþí. ÖõóéêÜ, üôáí ç äïêüò Ý÷åé
ìåôáâëçôÞ ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò, ç ÷ñÞóç ôùí ãåíéêåõìÝíùí ìáæþí Mn (áíôß
ãéá ôéò íüñìåò Nn) åßíáé áðüëõôá áíáãêáßá êáé ìÜëéóôá ìå ôï ñÁ(x) ìÝóá óôï ïëïêëÞñùìá (6.2.45).

Ôåëåéþíïíôáò ôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ãéá ôçí ïñèïãùíéüôçôá ôùí éäéïìïñöþí êáìðôéêþí ôáëá-
íôþóåùí äïêïý, áò óçìåéþóïõìå üôé óôçí åéäéêÞ (êáé åîáéñåôéêÜ áðëÞ) ðåñßðôùóç ôçò áìöéÝñåé-
óôçò äïêïý ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùí Xn(x) äßíïíôáé áðü ôéò áðëÝò çìéôïíéêÝò ó÷Ýóåéò (6.2.16):
Xn(x) = sin (nðx/L). Ôï ôüóï áðëü áõôü áðïôÝëåóìá ôï îÝñïõìå êáëÜ Þäç áðü ôá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ: ÐáñÜãñáöïò Á9.2.3, ó÷Ýóåéò (9.2.34), üðïõ åß÷áìå ëýóåé ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá óõ-
íïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí. Óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý ç éó÷ýò ôùí
ðáñáðÜíù éäéïôÞôùí ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí, êõñßùò ôçò âáóéêÞò éäéüôçôáò (6.2.43),
åßíáé ðñïöáíÞò. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ïé óõíáñôÞóåéò sin (nðx/L) (n = 1, 2, . . . ) áðïôåëïýí Ýíá
óýóôçìá ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí. Ôïýôï ôï ãíùñßæïõìå Þäç ðïëý êáëÜ êáé åß÷áìå ôçí åõêáéñßá
íá ôï áðïäåßîïõìå óôçí ÐáñÜãñáöï Â6.1.9 ãéá ôéò áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò áìößðáêôçò ñÜâäïõ.

Óôçí åðüìåíç ÐáñÜãñáöï Â6.2.5 èá åîåôÜóïõìå ôç äõóêïëüôåñç ðåñßðôùóç éäéïìïñöþí Xn(x)
ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óå ìéá óõíÞèç äïêü ìå ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò êáé êýëéóç óôï äåîéü.
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B6.2.5. Ðñïóäéïñéóìüò ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò äïêïý

B6.2.5.1. Ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí

¸÷ïõìå Þäç ìåëåôÞóåé óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ óôçí Åíüôçôá Á9.2 ôéò éäéïìïñöÝò
ôáëáíôþóåùò Xn(x) áìöéÝñåéóôçò äïêïý ìÞêïõò L (0 ≤ x ≤ L), ðïõ äßíïíôáé áðü ôéò áðëÝò ó÷Ýóåéò

Xn(x) = sin
nðx
L

ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.46)

Ôç ìåëÝôç ôùí éäéïìïñöþí áõôþí Xn(x) ôçí êÜíáìå óôá ðëáßóéá åíüò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí
ôéìþí êáé éäéïôéìþí ãéá óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ÷ùñßò êáìßá áðïëýôùò áíáöïñÜ óôç äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.2.2). ×ñçóéìïðïéÞóáìå üìùò, üðùò êáé Ýðñåðå, ôç
ó÷åôéêÞ ÷ùñéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.12) êáé ìÜëéóôá Ýôïéìç, ãíùóôÞ. ÖõóéêÜ ÷ñçóé-
ìïðïéÞóáìå åðßóçò êáé ôï äåýôåñï æåýãïò óõíïñéáêþí óõíèçêþí (6.2.19) (ðïõ áöïñÜ óå áðëÜ
óôçñéæüìåíï Üêñï äïêïý) êáé ãéá ôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý. Åßíáé
ðñïöáíÝò üôé ïé éäéïìïñöÝò (6.2.46) åßíáé ðïëý áðëÝò êáé áõôü åßíáé éäéáßôåñá åõíïúêü ãéá ôçí
åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí äïêïý
åßôå (á) åëåýèåñùí: åîßóùóç (6.2.2), åßôå (â) åîáíáãêáóìÝíùí: åîßóùóç (6.2.1). Óôçí åðßëõóç áõôÞ
(ãåíéêÜ ãéá êÜèå óõíÞèç äïêü, ü÷é ìüíï ãéá ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü) èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åðüìåíç
ÐáñÜãñáöï Â6.2.6, ðïõ èá åßíáé êáé ç ôåëåõôáßá áõôÞò ôçò Åíüôçôáò Â6.2.

Óå ôïýôç ôçí ÐáñÜãñáöï Â6.2.5 èá áíáöåñèïýìå óå ìéá ðéï äýóêïëç ðåñßðôùóç óõíïñéáêþí
óõíèçêþí óôç óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L (0 ≤ x ≤ L) ðïõ åîåôÜæïõìå. ÓõãêåêñéìÝíá èá áíáöåñèïýìå
óôç äïêü ìå ðáêôùìÝíï ôï áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0 êáé ìå êýëéóç ôï äåîéü x = L. (ÌåñéêÝò
öïñÝò ìéá ôÝôïéá äïêüò êáëåßôáé ìïíüðáêôç äïêüò, åðåéäÞ Ý÷åé ìßá ìüíï ðÜêôùóç, óå áíôßèåóç
ìå ôïí êáèéåñùìÝíï üñï áìößðáêôç äïêüò. Åäþ äå èá õéïèåôÞóïõìå ôïí üñï ìïíüðáêôç äïêüò.)
Ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò Xn(x) áõôÞò ôçò äïêïý èá âáóßæåôáé êáé ðÜëé óôçí
ßäéá ãåíéêÞ ëýóç (6.2.15) ôçò ãíùóôÞò ìáò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.12). Ôçí
áíáöÝñïõìå êáé åäþ

X ′′′′(x)− â4 X(x) = 0 ìå â = 4
√

ñÁù2

ÅÉ
. (6.2.47)

ÅðáíáëáìâÜíïõìå åðßóçò êáé ôç ãåíéêÞ ëýóç (6.2.15) ðïõ ðñïáíáöÝñáìå:

X(x) = A coshâx + B sinhâx + C cosâx + D sinâx. (6.2.48)

Ç äéáöïñÜ åäþ áðü ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü åßíáé áðëÜ ïé äéáöïñåôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò ðáñïýóáò óõíÞèïõò äïêïý ìáò ìå ðÜêôùóç--êýëéóç: ðÜêôùóç óôï
áñéóôåñü Üêñï êáé êýëéóç óôï äåîéü. ÓõãêåêñéìÝíá óôç äïêü ìáò áõôÞ äéáðéóôþíïõìå åýêïëá
áðü ôï ðñþôï êáé ôï äåýôåñï æåýãïò óõíïñéáêþí óõíèçêþí (6.2.19) (ðáêôùìÝíï Üêñï êáé áðëÜ
óôçñéæüìåíï Üêñï áíôßóôïé÷á) üôé èá Ý÷ïõìå ôéò åîÞò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò:

X(0) = 0 êáé × ′(0) = 0 óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò äïêïý x = 0 (ìå ôçí ðÜêôùóç), (6.2.49)

X(L) = 0 êáé × ′′(L) = 0 óôï äåîéü Üêñï ôçò äïêïý x = L (ìå ôçí êýëéóç). (6.2.50)

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ìüíç äéáöïñÜ áðü ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü åßíáé üôé åäþ óôï áñéóôåñü Üêñï
x = 0 éó÷ýåé ç óõíèÞêç X ′(0) = 0 áíôß ãéá ôç óõíèÞêç X ′′(0) = 0, ðïõ ßó÷õå óôçí áìöéÝñåéóôç äïêü
(ìçäåíéêÞ êëßóç áíôß ãéá ìçäåíéêÞ êáìðôéêÞ ñïðÞ). Ïé Üëëåò ôñåéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åßíáé ßäéåò.

Åßìáóôå ëïéðüí Ýôïéìïé íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò ôÝóóåñéò óôáèåñÝò A, B, C êáéD óôç ëýóç (6.2.48)
ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.47), Ýôóé þóôå íá ðëçñïýíôáé ôáõôü÷ñïíá êáé
ïé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (6.2.49) êáé (6.2.50). Åßíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìï áõôü. Åíôïýôïéò,
üðùò èá äéáðéóôþóïõìå óôç óõíÝ÷åéá, ïé éäéïìïñöÝò êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí Xn(x), ïé ïðïßåò
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èá ðñïêýøïõí ãéá ôçí ðáñïýóá äïêü ìå ðÜêôùóç--êýëéóç óôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L áíôß-
óôïé÷á, åßíáé ðïëý ðïëõðëïêüôåñåò áðü ôéò áðëÝò çìéôïíéêÝò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùí (6.2.46):
Xn(x) = sin (nðx/L). ÁõôÝò éó÷ýïõí óôçí áìöéÝñåéóôç äïêü. Êáìßá Üëëç äïêüò äåí ðáñïõóéÜæåé ôüóï
áðëÝò éäéïìïñöÝò: ïýôå ç ðáñïýóá äïêüò ìå Üñèñùóç--êýëéóç óôá Üêñá ôçò ïýôå ç áìößðáêôç
äïêüò ïýôå ï ðñüâïëïò ïýôå ç áðüëõôá åëåýèåñç äïêüò. Óô’ áëÞèåéá êáìßá Üëëç äïêüò!

Óáí ðñþôç äõíáôüôçôá óôïí ðéï ðÜíù óôü÷ï ìáò Ý÷ïõìå åêåßíç ðïõ èá ïäçãÞóåé ôåëéêÜ óôï
ìçäåíéóìü ìéáò ïñßæïõóáò äåõôÝñáò ôÜîåùò D2 = 0, üðùò èá äïýìå óôï áìÝóùò åðüìåíï åäÜöéï.

B6.2.5.2. ×ñÞóç ïñßæïõóáò äåõôÝñáò ôÜîåùò

ÎåêéíÜìå ëïéðüí ôï Ýñãï ìáò êáé ìÜëéóôá áðü ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò ðáñïýóáò äïêïý ìå
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôéò (6.2.49). Åöáñìüæïíôáò ðñþôá ôçí ðñþôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç X(0) = 0
(ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò óôï Üêñï áõôü x = 0), äéáðéóôþíïõìå áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç (6.2.48) üôé
èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå

X(0) = A+ C = 0, ïðüôå C = −A, (6.2.51)

áöïý îÝñïõìå ðïëý êáëÜ ðùò

cosh 0 = cos 0 = 1 êáé åðßóçò sinh 0 = sin 0 = 0. (6.2.52)

Ðñïóäéïñßóèçêå åðïìÝíùò ç ìßá óôáèåñÜ ôçò ãåíéêÞò ëýóåþò ìáò (6.2.48): ç óôáèåñÜ C. Áò ôçí
áíôéêáôáóôÞóïõìå ëïéðüí óôç ëýóç (6.2.48), ç ïðïßá ðáßñíåé ôþñá (ìå C = −A) ôç ìïñöÞ

X(x) = A(coshâx − cosâx)+ B sinhâx + D sinâx. (6.2.53)

Óõíå÷ßæïõìå ìå ôç äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç X ′(0) = 0 (ìçäåíéêÞ êëßóç Þ óôñïöÞ óôï ßäéï
ðáêôùìÝíï Üêñï x = 0), ðïõ åßíáé ðñïöáíÞò êáé áõôÞ ëüãù ôçò ðáêôþóåùò ôçò äïêïý ìáò óôï
Üêñï áõôü x = 0. Ðáñáãùãßæïõìå ìßá öïñÜ ôç ó÷Ýóç (6.2.53) êáé âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

X ′(x) = Aâ(sinhâx + sinâx)+ Bâ coshâx + Dâ cosâx. (6.2.54)

ÈÝôïõìå ôþñá óôçí ðáñÜãùãï áõôÞ x = 0 êáé åöáñìüæïõìå ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç X ′(0) = 0, ðïõ
ðñïáíáöÝñáìå. Äéáðéóôþíïõìå Ýôóé ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí ôüóï ãíùóôþí ìáò ôéìþí (6.2.52) üôé

X ′(0) = Bâ+ Dâ = (B+ D)â = 0, ïðüôå D = −B, (6.2.55)

áöïý óå ôáëáíôþóåéò ù > 0 Üñá êáé â > 0 ìå âÜóç ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (6.2.47), ðïõ ïñßæåé ôï â.

Ðñïóäéïñßóèçêå óõíåðþò êáé ìéá äåýôåñç óôáèåñÜ ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (6.2.48): ç óôáèåñÜ D.
Áíôéêáèéóôïýìå ôçí ôéìÞ ôçò D = −B óôç ëýóç (6.2.53), ç ïðïßá ãñÜöåôáé ôþñá óôç ìïñöÞ

X(x) = A(coshâx − cosâx)+ B(sinhâx − sinâx). (6.2.56)

¸÷ïõí áðïìåßíåé äýï ìüíï óôáèåñÝò óôç ëýóç áõôÞ X(x): ïé óôáèåñÝò A êáé B. (ÅðïìÝíùò äåí åßíáé
ðéá ãåíéêÞ ëýóç!) Áò õðïëïãßóïõìå êáé ôéò äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò X ′(x) êáé X ′′(x), ðïõ Ýôóé
êé áëëéþò èá ôéò ÷ñåéáóèïýìå áìÝóùò ðáñáêÜôù äïõëåýïíôáò óôï äåîéü Üêñï x = L ôçò äïêïý:
óôï Üêñï ìå ôçí êýëéóç. Ðïëý åýêïëá ðñïêýðôïõí ïé äýï áõôÝò ðáñÜãùãïé

X ′(x) = Aâ(sinhâx + sinâx)+ Bâ(coshâx − cosâx), (6.2.57)

X ′′(x) = Aâ2(coshâx + cosâx)+ Bâ2(sinhâx + sinâx). (6.2.58)

Óôï óçìåßï áõôü áò ðÜñïõìå ìéá âáèéÜ áíÜóá åðáëçèåýïíôáò åýêïëá ôçí ðëÞñùóç êáé ôùí äýï
óõíïñéáêþí óõíèçêþí X(0) = 0 êáé X ′(0) = 0 áðü ôéò ó÷Ýóåéò (6.2.56) êáé (6.2.57) áíôßóôïé÷á.
ÅðïìÝíùò óùóôÜ ðñï÷ùñÜìå ìÝ÷ñé óôéãìÞò ôïõëÜ÷éóôïí!
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Áò óõíå÷ßóïõìå ôþñá ìå ôï äåîéü Üêñï x = L ôçò ðáñïýóáò äïêïý ìå ðÜêôùóç--êýëéóç óôá äýï
Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L áíôßóôïé÷á. Îáíáèõìßæïõìå ôéò ó÷åôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (6.2.50):
ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò: X(L) = 0, êáé åðßóçò ìçäåíéêÞ êáìðôéêÞ ñïðÞ: X ′′(L) = 0. ÎåêéíÜìå ìå
ôçí ðñþôç: X(L) = 0. Ç ëýóç ìáò X(x) óôç ó÷Ýóç (6.2.56) ìáò äßíåé áðëÜ èÝôïíôáò ó’ áõôÞí x = L

X(L) = A(coshâL− cosâL)+ B(sinhâL− sinâL) = 0. (6.2.59)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá êáé óôçí ôåëåõôáßá óõíèÞêç X ′′(L) = 0 óôï äåîéü Üêñï x = L ôçò äïêïý ìáò ìå
ðÜêôùóç--êýëéóç. Ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò X ′′(x) óôç ó÷Ýóç (6.2.58) ôçò ìÝ÷ñé ôþñá ëýóåùò X(x)
ìáò äßíåé ãéá x = L

X ′′(L) = Aâ2(coshâL+ cosâL)+ Bâ2(sinhâL+ sinâL) = 0. (6.2.60)

¸÷ïõìå ëïéðüí êáôáãñÜøåé ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (6.2.59) (ãéá ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò)
êáé (6.2.60) (ãéá ìçäåíéêÞ êáìðôéêÞ ñïðÞ) óôï äåîéü Üêñï x = L ôçò äïêïý. ÅðïìÝíùò ãéá ôïõò
óõíôåëåóôÝò A êáé Â ðïõ Ý÷ïõí áðïìåßíåé óôç ìÝ÷ñé ôþñá ëýóç ìáò (6.2.56), ðïõ öéëïäïîïýìå ìå
åýëïãï åðéðëÝïí êüðï íá ôç ìåôáôñÝøïõìå óôéò æçôïýìåíåò éäéïìïñöÝò Xn(x), Ý÷ïõìå Ýíá óýóôçìá
äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí (ü÷é äéáöïñéêþí!) åîéóþóåùí ìå äýï áãíþóôïõò: ôéò äýï óôáèåñÝò A
êáé Â. Ôïýôï åßíáé ôï óýóôçìá ôùí åîéóþóåùí (6.2.59) êáé (6.2.60). Áò åóôéÜóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ
ìáò óôï óýóôçìá áõôü. Äåí åßíáé äá êáé êáíÝíá ôüóï öïâåñü óýóôçìá! Ðñï÷ùñÜìå ëïéðüí!

Ôï ðñüâëçìÜ ìáò åßíáé üôé ôï óýóôçìá áõôþí ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (6.2.59)
êáé (6.2.60) åßíáé ïìïãåíÝò, êÜôé ðïõ öáßíåôáé áìÝóùò áðü ôá ìçäåíéêÜ äåîéÜ ìÝëç ôïõ. ÅðïìÝíùò
ãåíéêÜ ìéëþíôáò, ç ëýóç ðïõ êáôáñ÷Þí Ý÷åé åßíáé ç ôåôñéììÝíç ëýóç, ç ìçäåíéêÞ ëýóç A = B = 0.
Êáé ðñÜãìáôé ãåíéêÜ áõôÞ åßíáé ç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ðïõ ðñïáíáöÝñáìå. ÐáñáðÝñá ç ëýóç
áõôÞ ïäçãåß âÝâáéá áðü ôç ó÷Ýóç (6.2.56) êáé óôçí áíôßóôïé÷ç ôåôñéììÝíç (ìçäåíéêÞ) ëýóç

X(x) ≡ 0 ãéá Á = Â = 0 (6.2.61)

ãéá ôç ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç X(x) óôï ÷ùñéóìü ôùí äýï ìåôáâëçôþí (6.2.3): v(x, t) = X(x)T (t). Ôüôå
èá éó÷ýåé êáé v(x, t) ≡ 0 ãéá êÜèå x êáé t, äçëáäÞ ãéá êÜèå óçìåßï x ôçò äïêïý ìáò êáé óå êÜèå
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t. ÈáõìÜóéá ëïéðüí ùò åäþ: ðñïÝêõøå ìçäåíéêÞ ÷ùñéêÞ ëýóç X(x) ≡ 0 åðïìÝíùò
êáé áðüëõôá (åê ôáõôüôçôïò) ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò v(x, t) ≡ 0 óôç äïêü ìå ðÜêôùóç--êýëéóç
ðïõ åîåôÜæïõìå. ¢ñá äåí ðáñïõóéÜæïíôáé êáèüëïõ êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò, êÜôé ðïõ âÝâáéá
êáèéóôÜ åõôõ÷éóìÝíï ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, ï ïðïßïò äå èÝëåé Ýíá äõíáìéêü öáéíüìåíï (ð.÷. Ýíáò
óåéóìüò) íá óõíôïíßæåôáé ìå ðéèáíÝò éäéïôáëáíôþóåéò óôç äïêü ôïõ. Ìå Üëëá ëüãéá ïé éäéïôáëáíôþ-
óåéò ìéáò äïêïý óå ìéá êáôáóêåõÞ áðïôåëïýí åýëïãá Ýíá áíåðéèýìçôï êáé áðåõêôáßï öáéíüìåíï
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Èá Þôáí ðñáãìáôéêÜ ÷áñÜ ôïõ íá Ý÷åé ðÜíôá ìá ðÜíôá ôç ìçäåíéêÞ,
ôçí ôåôñéììÝíç ëýóç X(x) ≡ 0, Üñá êáé v(x, t) = X(x)T (t) ≡ 0 óôéò éäéïôáëáíôþóåéò. Ìéá ÷áñÜ!

Èá Þôáí ôÝëåéá íá Þôáí Ýôóé, áëëÜ äõóôõ÷þò ôá ðñÜãìáôá äåí åßíáé ðÜíôá Ýôóé. Óõãêåêñé-
ìÝíá, üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, Ýíá ïìïãåíÝò óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí, üðùò åßíáé åäþ ôï óýóôçìá ôùí åîéóþóåùí (6.2.59) êáé (6.2.60), Ý÷åé óßãïõñá ôçí
ôåôñéììÝíç ëýóç, ôç ìçäåíéêÞ ëýóç Á = Â = 0. Ìðïñåß üìùò óå åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò íá Ý÷åé êáé ìç
ìçäåíéêÝò ëýóåéò. Êáé ðïéåò áêñéâþò åßíáé ïé åéäéêÝò áõôÝò ðåñéðôþóåéò; Êáé áõôü ôï îÝñïõìå áðü
ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá. Åßíáé ïé ðåñéðôþóåéò ðïõ ç ïñßæïõóá D2 ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí
ôïõ (åäþ ôùí äýï óôáèåñþí Á êáé Â ðïõ åðéäéþêïõìå ìå ðåßóìá íá õðïëïãßóïõìå) åßíáé ìçäÝí.

ÄçëáäÞ ôï ïìïãåíÝò óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (6.2.59) êáé (6.2.60) Ý÷åé
ìçäåíéêÞ ëýóç óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ éó÷ýåé

D2 =
∣∣∣∣∣

coshâL− cosâL sinhâL− sinâL

â2(coshâL+ cosâL) â2(sinhâL+ sinâL)

∣∣∣∣∣ = 0 (6.2.62)
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ãéá ôçí ïñßæïõóá D2 ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí ôïõ A êáé B. Áðëïðïéþíôáò ìÜëéóôá ôç
óôáèåñÜ â, ç ïðïßá åßíáé èåôéêÞ ãéáù > 0 (äçëáäÞ êÜèå öïñÜ ðïõ Ý÷ïõìå ôáëÜíôùóç ôçò äïêïý),
îáíáãñÜöïõìå ôç óõíèÞêç ìçäåíéóìïý ôçò ïñßæïõóáò áõôÞò D2 êáé óôç ëßãï áðëïýóôåñç ìïñöÞ∣∣∣∣∣

coshâL− cosâL sinhâL− sinâL

coshâL+ cosâL sinhâL+ sinâL

∣∣∣∣∣ = 0. (6.2.63)

Èá õðïëïãßóïõìå ôþñá ôçí ïñßæïõóá óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò óõíèÞêçò áõôÞò ìå âÜóç ôï
ãíùóôü ìáò ôýðï õðïëïãéóìïý ïñßæïõóáò äåõôÝñáò ôÜîåùò (2× 2)∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad − bc. (6.2.64)

¸ôóé âñßóêïõìå ôç óõíèÞêç

(coshâL− cosâL)(sinhâL+ sinâL)− (sinhâL− sinâL)(coshâL+ cosâL) = 0. (6.2.65)

Åêôåëþíôáò ìÜëéóôá ôéò ó÷åôéêÝò ðñÜîåéò êáé áðëïðïéþíôáò ôï áðïôÝëåóìá (÷ùñßò íá ÷ñåéÜæåôáé
ìÜëéóôá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáìßá éäéüôçôá ôùí õðåñâïëéêþí êáé ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñ-
ôÞóåùí), êáôáëÞãïõìå óôï áñêåôÜ áðëü áðïôÝëåóìá

coshâL sinâL = cosâL sinhâL. (6.2.66)

Ç óõíèÞêç áõôÞ ãéá ôï ìçäåíéóìü ôçò ïñßæïõóáò äåõôÝñáò ôÜîåùò D2 (D2 = 0) óôç ó÷Ýóç (6.2.62)
ìðïñåß íá ãñáöåß (ìå äéáßñåóç ìå ôï ãéíüìåíï coshâL cosâL) êáé óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

tanâL = tanhâL êáé áðüëõôá éóïäýíáìá tanhâL = tanâL. (6.2.67)

ÇóõíèÞêçáõôÞ éó÷ýåé, åðåéäÞ ãíùñßæïõìåðÜñáðïëý êáëÜðùò tanh z = sinh z/cosh z êáé áíÜëïãá
ðùò tan z = sin z/cos z.

Ôß äçëþíåé ç óçìáíôéêÞ áõôÞ óõíèÞêç tanhâL = tanâL; ÁðëÜ äçëþíåé ðùò áí ôý÷åé êáé éó÷ýåé
(ãéá êÜôáëëçëåò öõóéêÜ ôéìÝò ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò â), ôüôå êáé ìüíï ôüôå ìçäåíßæåôáé ç ïñß-
æïõóá D2 (óôç ó÷Ýóç (6.2.62)) ôùí äýï óõíôåëåóôþí A êáé D ôïõ ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò ôùí äýï
ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (6.2.59) êáé (6.2.60). Óôçí ðïëý åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ôï óõ-
ãêåêñéìÝíï óýóôçìá Ý÷åé ü÷é ìüíï ôçí ôåôñéììÝíç (ôç ìçäåíéêÞ) ëýóç Á = Â = 0, áëë’ Ý÷åé åðßóçò
êáé ìç ìçäåíéêÝò ëýóåéò (óõãêåêñéìÝíá ìéá áðåéñßá ìÜëéóôá ôÝôïéùí ëýóåùí). ÁõôÜ ôá Ý÷ïõìå ìÜ-
èåé óôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá. Êáé ôß óçìáßíåé ìç ìçäåíéêÝò ëýóåéò; ÖõóéêÜ óçìáßíåé üôé õðÜñ÷ïõí ìç
ìçäåíéêÝò (åííïåßôáé ìç ìçäåíéêÝò ôáõôü÷ñïíá) óôáèåñÝò A êáé B (ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå ìéá ôéìÞ ân

ôçò óôáèåñÜò â óôçí ôåëéêÞ åîßóùóç Þ óõíèÞêç (6.2.67)), Ýóôù ïé óôáèåñÝò Án êáé Bn, ïé ïðïßåò
åðáëçèåýïõí êáé ôéò äýï ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò (6.2.59) êáé (6.2.60).

B6.2.5.3. ×ñÞóç ôïõ ëüãïõ ôùí áãíþóôùí óõíôåëåóôþí

Óå ëßãï èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí êáôáãñáöÞ ôùí ôéìþí áõôþí ân ðïõ åðáëçèåýïõí ôçí ôåëéêÞ
óõíèÞêç (6.2.67), ðïõ åßíáé ðñïöáíþò ìéá õðåñâáôéêÞ åîßóùóç êáé ü÷é áëãåâñéêÞ åîßóùóç, ãéáôß
ðåñéÝ÷åé ìßá õðåñâïëéêÞ êáé ìßá ôñéãùíïìåôñéêÞ óõíÜñôçóç. ÐñïçãïõìÝíùò üìùò èá èÝëáìå íá
âñïýìå ôçí ßäéá áêñéâþò óõíèÞêç êáé ìå Ýíáí êÜðùò áðëïýóôåñï ôñüðï ðïõ äå èá ÷ñçóéìïðïéåß
êáèüëïõ ïñßæïõóåò: èá ôéò áðïöåýãåé. Áò îáíáãñÜøïõìå üìùò ðñþôá ôéò äýï ðáñáðÜíù ïìï-
ãåíåßò ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò (6.2.59) êáé (6.2.60) ôþñá äéáéñþíôáò ìÜëéóôá ôç äåýôåñç
áðü áõôÝò ìå â2 (åðáíáëáìâÜíïõìå â > 0 óå ôáëáíôþóåéò, ãéáôß åêåß ù > 0, Üñá êáé â > 0):

A(coshâL− cosâL)+ B(sinhâL− sinâL) = 0, (6.2.68)

A(coshâL+ cosâL)+ B(sinhâL+ sinâL) = 0. (6.2.69)
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Åäþ ðïõ áíáæçôïýìå ìç ìçäåíéêÝò ëýóåéò óôï ïìïãåíÝò áõôü óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí õðïèÝôïõìå üôé A �= 0 êáé õðïëïãßæïõìå ôï ëüãï B/A ôüóï áðü ôçí ðñþôç üóï êáé áðü
ôç äåýôåñç åîßóùóç. ¸ôóé ðáßñíïõìå

B
A
= − coshâL− cosâL

sinhâL− sinâL
áðü ôçí ðñþôç åîßóùóç (6.2.68), (6.2.70)

Â
Á
= − coshâL+ cosâL

sinhâL+ sinâL
áðü ôç äåýôåñç åîßóùóç (6.2.69). (6.2.71)

Åßíáé üìùò áðüëõôá óáöÝò üôé ï ëüãïò áõôüò Â/Á ðñÝðåé íá åßíáé ï ßäéïò (ü÷é äéáöïñåôéêüò!) êáé
óôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò, ìéá ðïõ åðé÷åéñïýìå íá ëýóïõìå ôï óýóôçìá ôùí äýï ïìïãåíþí ãñáììéêþí
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (6.2.68) êáé (6.2.69) ùò ðñïò A êáé Â. Åîéóþíïíôáò ëïéðüí ôá äåîéÜ ìÝëç
ôùí äýï áõôþí ó÷Ýóåùí (6.2.70) êáé (6.2.71), äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

Â
Á
= − coshâL− cosâL

sinhâL− sinâL
= − coshâL+ cosâL

sinhâL+ sinâL
. (6.2.72)

ÐñÝðåé åðïìÝíùò ïðùóäÞðïôå ôá äýï ôåëåõôáßá êëÜóìáôá íá åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò. Áðáëåß-
öïíôáò ôïõòðáñïíïìáóôÝò ôïõò sinhâL−sinâL êáé sinhâL+sinâL, êáôáëÞãïõìå åýêïëá óôç ó÷Ýóç

(coshâL− cosâL)(sinhâL+ sinâL) = (sinhâL− sinâL)(coshâL+ cosâL). (6.2.73)

¼ìùò ç ó÷Ýóç áõôÞ ïõóéáóôéêÜ óõìðßðôåé ìå ôç ó÷Ýóç (6.2.65) êáé åðïìÝíùò ôåëéêÜ êáôáëÞãåé
óôçí ßäéá áêñéâþò õðåñâáôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (6.2.67), áò ôçí åðáíáëÜâïõìå êáé åäþ:

tanhâL = tanâL. (6.2.74)

B6.2.5.4. ×ñÞóç ïñßæïõóáò ôåôÜñôçò ôÜîåùò

Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå ðùò ï ðéï åðßóçìïò ôñüðïò åõñÝóåùò ôçò ßäéáò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò tanhâL = tanâL åßíáé ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò ôåôÜñôçò ôÜîåùò. Ôïýôï
óêüðéìá ôï áðïöýãáìå ðéï ðÜíù Ý÷ïíôáò ÷ñçóéìïðïéÞóåé åßôå ïñßæïõóá äåõôÝñáò ôÜîåùò óôç
÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (6.2.63) åßôå êáèüëïõ ïñßæïõóá óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (6.2.72).

Èåùñïýìå ôþñá, ÷ùñßò íá êáôáöýãïõìå ðéá óå êáíÝíá ôÝ÷íáóìá ãéá ôç ìåßùóç ôïõ áñéèìïý
ôùí ôåëéêþí åîéóþóåùí êáé ôùí õðïëïãéóìþí ìáò, ôç ãåíéêÞ ëýóç (6.2.48) ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.47). ÎáíáãñÜöïõìå ôç ëýóç áõôÞ X(x) êáé ðïëý åýêïëá õðïëïãßæïõìå
êáé ôéò äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò X ′(x) êáé X ′′(x), ðïõ èá ôéò ÷ñåéáóèïýìå óôéò ôÝóóåñéò óõ-
íïñéáêÝò ìáò óõíèÞêåò (6.2.49) êáé (6.2.50) óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý ìáò. ¸ôóé
Ý÷ïõìå

X(x) = A coshâx + B sinhâx + C cosâx + D sinâx, (6.2.75)

X ′(x) = â(A sinhâx + B coshâx − C sinâx + D cosâx), (6.2.76)

X ′′(x) = â2(A coshâx + B sinhâx − C cosâx − D sinâx). (6.2.77)

Ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò åöáñìüæïõìå ôþñá ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (6.2.49) êáé (6.2.50)
óôá äýï Üêñá ôçò äïêïý ìáò: (á) x = 0: óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðáêôþóåùò X(0) = 0 êáé X ′(0) = 0
êáé (â) x = L: óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò áðëÞò óôçñßîåùò (ëüãù ôçò êõëßóåùò ôçò äïêïý óôï Üêñï
áõôü x = L): X(L) = 0 êáé X ′′(L) = 0. ¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôï ïìïãåíÝò óýóôçìá ôùí áêüëïõèùí
ôåóóÜñùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí:

A+ C = 0, (6.2.78)

B+ D = 0, (6.2.79)

A coshâL+ B sinhâL+ C cosâL+ D sinâL = 0, (6.2.80)

A coshâL+ B sinhâL− C cosâL− D sinâL = 0. (6.2.81)
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ÌÜëéóôá óôï óýóôçìá áõôü Ý÷ïõìå áðëïðïéÞóåé áðü ôçí áñ÷Þ ôç ìç ìçäåíéêÞ, óõãêåêñéìÝíá
ôç èåôéêÞ (óå ðåñßðôùóç ôáëáíôþóåùí) óôáèåñÜ â óôç äåýôåñç êáé óôçí ôÝôáñôç åîßóùóÞ ôïõ.

¸÷ïõìå åðïìÝíùò êáôáëÞîåé óå Ýíá ïìïãåíÝò óýóôçìá ôåóóÜñùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîé-
óþóåùí. Áõôü ðñïöáíþò äéáèÝôåé ôçí ôåôñéììÝíç (ôç ìçäåíéêÞ) ëýóç

A = B = C = D = 0. (6.2.82)

Ãéá ôï óýóôçìá áõôü äéåñùôþìáóôå ìÞðùò èá ìðïñïýóå íá äéáèÝôåé êáé ìç ôåôñéììÝíç (ìç ìçäå-
íéêÞ) ëýóç. ¼ðùò îÝñïõìå áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá êáé åß÷áìå Þäç ôçí åõêáéñßá íá áíáöÝñïõìå,
áõôü óõìâáßíåé, åÜí êáé ìüíï åÜí ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí Á, Â, C êáé D åßíáé
ßóç ìå ìçäÝí. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôï óýóôçìá ôùí ôåóóÜñùí åîéóþóåùí (6.2.78) Ýùò (6.2.81), åÜí

D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0

0 1 0 1

coshâL sinhâL cosâL sinâL

coshâL sinhâL − cosâL − sinâL

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (6.2.83)

ÖèÜóáìå Ýôóé óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ìáò åîßóùóç ìå Ýíáí áðëü, óùóôü, Ýíôéìï ôñüðï êáé ÷ùñßò
êáèüëïõ õðïëïãéóôéêÜ ôå÷íÜóìáôá áíôßèåôá ìå ü,ôé åß÷áìå êÜíåé ðñïçãïõìÝíùò éäßùò óôç ÷áñá-
êôçñéóôéêÞ åîßóùóç (6.2.72), üðïõ äå ÷ñçóéìïðïéÞèçêå êáìßá ïñßæïõóá D. Åäþ âÝâáéá ôï êüóôïò
ôçò áðëÞò áõôÞò äéáäéêáóßáò åßíáé üôé ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå ìéá ïñßæïõóá ôåôÜñôçò ôÜîåùò:
ôçí ðáñáðÜíù ïñßæïõóá D4. Áõôüò ï õðïëïãéóìüò ìðïñåß íá ãßíåé åßôå ìå ôï ÷Ýñé åßôå ìå ôïí
õðïëïãéóôÞ ìå ôç ÷ñÞóç åíüò ðñïãñÜììáôïò óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí. ÐñïôéìÞóáìå ôç äåýôåñç
(÷ñïíéêÜ ðéï óýíôïìç êáé õðïëïãéóôéêÜ ðéï áóöáëÞ) áõôÞ äõíáôüôçôá Ý÷ïíôáò êÜíåé ÷ñÞóç ôçò
Mathematica. ¸ôóé ðñáêôéêÜ óå ìçäåíéêü ÷ñüíï êáôáëÞãïõìå óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

D4 = 2(coshâL sinâL− cosâL sinhâL) = 0. (6.2.84)

Ç åîßóùóç áõôÞ áìÝóùò áíÜãåôáé óôçí åîßóùóç (6.2.66) êáé óôç óõíÝ÷åéá, ðÜëé ìå äéáßñåóç ìå ôï
ãéíüìåíï coshâL cosâL, óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ (6.2.67) Þ (6.2.74). Ôç ãñÜöïõìå êé åäþ (ôñßôçöïñÜ):

tanhâL = tanâL, (6.2.85)

ìéáðïõ ôçâñÞêáìå åäþìå Ýíáí ôñßôï ôñüðï: ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò ôåôÜñôçò ôÜîåùòD4 (D4 = 0).

◆ ÓõìðÝñáóìá: Åßíáé ðñïöáíÝò üôé áðü ðñáêôéêÞò áðüøåùò óå Ýíá ðñüâëçìá õðïëïãéóìïý
ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò óå óõíÞèç äïêü ç ìÝèïäïò áõôÞ (ìå ôçí ïñßæïõóá ôåôÜñôçò ôÜ-
îåùò D4) ßóùò íá öáßíåôáé ðéï äýóêïëç óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óå óýãêñéóç ìå ôéò äýï ðñïç-
ãïýìåíåò ìåèüäïõò õðïëïãéóìïý ôçò ßäéáò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò. Áõôü éó÷ýåé âÝâáéá óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ üëïé ïé õðïëïãéóìïß ðñÝðåé íá ãßíïõí ìå ôï ÷Ýñé êáé äåí éó÷ýåé, üôáí åßíáé äéá-
èÝóéìï êáé áðïäåêôü (ìå åìðéóôïóýíç óôá áðïôåëÝóìáôá!) Ýíá ðñüãñáììá óõìâïëéêþí õðïëïãé-
óìþí, üðùò åßíáé ç Mathematica. ÅðïìÝíùò, üôáí ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç, üðùò óôï ðáñüí
ðñüâëçìá ç åîßóùóç (6.2.85), tanhâL = tanâL, ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéóèåß ìå ôï ÷Ýñé, ðñïôéìþíôáé
ïé äýï ðñþôïé ôñüðïé. Áíôßèåôá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ ðñïôéìÜôáé ï ôñßôïò ôñüðïò: áõôüò
ìå ôçí ïñßæïõóá ôåôÜñôçò ôÜîåùò D4. Ôï ßäéï áêñéâþò éó÷ýåé êáé ãéá ôïí ìÝôñéá Ýìðåéñï óå õðï-
ëïãéóìïýò ïñéæïõóþí ìå ôï ÷Ýñé Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. ÖõóéêÜ êáé áõôüò ðñïôéìÜåé ôçí ïñßæïõóá
ôåôÜñôçò ôÜîåùò D4 (ìå ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç D4 = 0 ãéá ôoí ðñïóäéïñéóìü ôùí éäéïôéìþí ân).
Ðñïöáíþò ôïýôï óõìâáßíåé, åðåéäÞ ðñüêåéôáé ãéá ôïí ðéï óõóôçìáôéêü êáé ãåíéêåýóéìï óå äõ-
óêïëüôåñá ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôá (ð.÷. óå ðëáßóéá Þ êáé óå ïëüêëçñåò êáôáóêåõÝò ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý) ôñüðï åñãáóßáò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü éäéïôéìþí êáé éäéïóõ÷íïôÞôùí ãåíéêüôåñá.

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå üìùò ôþñá áêüìç ðéï ðÝñá óôçí ôüóï åíäéáöÝñïõóá áõôÞ åñãáóßá ìáò!
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B6.2.5.5. Õðïëïãéóìüò ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé áíáãêáßï íá äéåñåõíÞóïõìå ôéò ëýóåéò ân ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò
(Þ åîéóþóåùò éäéïóõ÷íïôÞôùí), åäþ ôçò õðåñâáôéêÞò åîéóþóåùò (6.2.85): tanhâL = tanâL. Êá-
ôáñ÷Þí äåí åëðßæïõìå óå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôéò ëýóåéò áõôÝò ân, åðåéäÞ Ý÷ïõìå ìéá õðåñâáôéêÞ
åîßóùóç êáé ìÜëéóôá ü÷é ôüóï áðëÞ, þóôå íá äéáèÝôåé ôÝôïéïõò êëåéóôïýò ôýðïõò. (ÁðëÞ Þôáí ãéá
ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü êáé óô’ áëÞèåéá äéÝèåôå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôéò éäéïôéìÝò ân = nð/L êáé ôéò
éäéïìïñöÝò Xn(x) = sin (nðx/L). ÁõôÜ ôá ìåëåôÞóáìå óôçí Åíüôçôá Á9.2.) ÊáôÜ óõíÝðåéá ç åðßëõóç
ôçò åîéóþóåùò tanhâL = tanâL ðñÝðåé íá ãßíåé êáé ðñáãìáôéêÜ èá ãßíåé áìÝóùò ðáñáêÜôù áñéè-
ìçôéêÜ. Åäþ ìÜëéóôá ÷ñçóéìïðïéÞèçêå êáé ðÜëé ç Mathematica. Ôï ìüíï áíáëõôéêü áðïôÝëåóìá
ðïõ ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôçí åðßëõóç áõôÞ åßíáé üôé ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ z Ý÷ïõìå

tanh z ≈ 1 êáé âÝâáéá lim
z→∞ tanh z = 1. (6.2.86)

Ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß üôé éó÷ýåé ôï üñéï áõôü ìå ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ìå âÜóç êáé ôï
ãíùóôü ôýðï tanh z = sinh z /cosh z ïñéóìïý ôçò õðåñâïëéêÞò åöáðôïìÝíçò tanh z. ¢ñá éó÷ýåé
ç ðñïóÝããéóç tanh z ≈ 1 ãéá áñêåôÜ ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ z. ÓõãêåêñéìÝíá ç Mathematica ìáò äßíåé

tanh 3 ≈ 0.995055, tanh 4 ≈ 0.999329, tanh 5 ≈ 0.999909, tanh 6 ≈ 0.999988 (6.2.87)

ìå áêñßâåéá Ýîé äåêáäéêþí øçößùí. Ðñïöáíþò ïé ôéìÝò áõôÝò ïëïÝíá êáé ðëçóéÜæïõí óôç ìïíÜäá
óõìöùíþíôáò Ýôóé ìå ôï üñéï (6.2.86): tanh z → 1 ãéá z → ∞.

Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ðñïóåããßóåùò áõôÞò ãéá ìåãÜëåò (ìüíï ãéá ìåãÜëåò) ôéìÝò ôïõ âL, áò ðïýìå
ãéá âL ≥ 5 ãéá áêñßâåéá ðåñßðïõ ôåóóÜñùí óçìáíôéêþí øçößùí, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ðñïóåã-
ãéóôéêÜ ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (6.2.85) óôçí áðëïýóôáôç ìïñöÞ ôçò

tanâL ≈ 1, ïðüôå ânL ≈ nð + ð
4
= (4n+ 1)ð

4
ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.88)

Ôïýôï éó÷ýåé áöïý tan (ð/4) = 1 êáé åðßóçò tan (z+ kð) = tan z, äçëáäÞ ç óõíÜñôçóç åöáðôïìÝíç
(tan) åßíáé ðåñéïäéêÞ ìå ðåñßïäï Ô = ð. ¢ñá áêüìç êáé ãéá ìÝôñéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ n, áò ðïýìå
ãéá n ≥ 3, ïé éäéïôéìÝò ân ðñïóäéïñßæïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç (6.2.88), äçëáäÞ ôåëéêÜ áðü ôç ó÷Ýóç

ân ≈ (4n+ 1)ð
4L

ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.89)

Ïé ðñïóåããßóåéò áõôÝò ìðïñïýí íá èåùñçèïýí óáí áñ÷éêÝò ðñïóåããßóåéò ôùí æçôïýìåíùí
éäéïôéìþí ân êáé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ìáæß ôïõò êé Ýíáò êëáóéêüò áëãüñéèìïò õðïëïãéóìïý ñéæþí
åîéóþóåùí, üðùò åßíáé ç ìÝèïäïò ôùí Newton--Raphson. Óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå
êáôåõèåßáí ôçí åíôïëÞ FindRoot åõñÝóåùò ñéæþí ôçò Mathematica. Îåêéíþíôáò áðü ôéò áñ÷éêÝò
ðñïóåããßóåéò (6.2.89), ðïõ öáßíïíôáé ðñþôåò ðéï êÜôù, ïäçãçèÞêáìå óôéò âåëôéùìÝíåò, ôåëéêÝò
ðñïóåããßóåéò ðïõ öáßíïíôáé áìÝóùò ìåôÜ. ÐáñáèÝôïõìå óôç óõíÝ÷åéá ôá ó÷åôéêÜ áðïôåëÝóìáôá
ãéá n = 1, 2, . . . , 8 ãéá ôéò áäéÜóôáôåò ðïóüôçôåò zn = ânL: ôéò éäéïôéìÝò ðïëëáðëáóéáóìÝíåò åðß L:

â1L ≈ 3.926990816987241548078 êáé ôåëéêÜ â1L ≈ 3.926602312047918778239, (6.2.90)

â2L ≈ 7.068583470577034786541 êáé ôåëéêÜ â2L ≈ 7.068582745628732088553, (6.2.91)

â3L ≈ 10.21017612416682802500 êáé ôåëéêÜ â3L ≈ 10.21017612281303054547, (6.2.92)

â4L ≈ 13.35176877775662126347 êáé ôåëéêÜ â4L ≈ 13.35176877775409312421, (6.2.93)

â5L ≈ 16.49336143134641450193 êáé ôåëéêÜ â5L ≈ 16.49336143134640978077, (6.2.94)

â6L ≈ 19.63495408493620774039 êáé ôåëéêÜ â6L ≈ 19.63495408493620773158, (6.2.95)

â7L ≈ 22.77654673852600097885 êáé ôåëéêÜ â7L ≈ 22.77654673852600097884, (6.2.96)

â8L ≈ 25.91813939211579421732 êáé ôåëéêÜ â8L ≈ 25.91813939211579421732. (6.2.97)
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Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí ðñþôá ãéá ôçí ðñþôç, ôç èåìåëéþäç éäéïôéìÞ â1 üôé ï ðñïóåããéóôéêüò
ôýðïò (6.2.89), ç áñ÷éêÞ ôçò ðñïóÝããéóç, ìáò äßíåé ìüëéò ôÝóóåñá óùóôÜ óçìáíôéêÜøçößá (ôá ôÝó-
óåñá ðñþôá øçößá ôçò ôåëéêÞò ôçò ðñïóåããßóåùò). Áíôßèåôá ãéá ôçí éäéïôéìÞ â8 Ý÷ïõìå åßêïóé äýï
óùóôÜ óçìáíôéêÜ øçößá Þäç áðü ôçí áñ÷éêÞ ôçò ðñïóÝããéóç (6.2.89) ÷ùñßò êáèüëïõ ôç ÷ñÞóç
ôçò ìåèüäïõ ôùí Newton--Raphson Þ Üëëçò áñéèìçôéêÞò ìåèüäïõ. ÂëÝðïõìå ëïéðüí üôé ç áêñßâåéá
ôçò áñ÷éêÞò ðñïóåããßóåùò ïëïÝíá êáé áõîÜíåé êáèþò áõîÜíåé ôï n. Ìéá ôüóï ìåãÜëç áêñßâåéá
ôùí áñ÷éêþí ðñïóåããßóåùí äåí åßíáé âÝâáéá ç óõíçèéóìÝíç ðåñßðôùóç óå ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëé-
ôéêïý Ìç÷áíéêïý. ¸ôóé, ãåíéêÜ ìéëþíôáò, ç óðïõäáéüôçôá ôùí áñéèìçôéêþí ìåèüäùí óôéò åðéëý-
óåéò áëãåâñéêþí êáé õðåñâáôéêþí åîéóþóåùí ðïõ äå äéáèÝôïõí êëåéóôÝò ëýóåéò áäéêåßôáé êÜðùò,
õðïâáèìßæåôáé Üäéêá áðü ôá ðñïçãïýìåíá áñéèìçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. Åßíáé ðïëý ìåãÜëç ç ÷ñç-
óéìüôçôá ôùí áñéèìçôéêþí ìåèüäùí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, ðïõ ôá ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôÜ ôïõ
äå äéáèÝôïõí ãåíéêÜ (ó÷åäüí ðïôÝ!) êëåéóôÝò ëýóåéò. Ïýôå êáé ôï ðáñüí ó÷åôéêÜ áðëü ðñüâëçìá
êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý ìå ðÜêôùóç--Üñèñùóç óôá Üêñá ôçò äéáèÝôåé!

ÖõóéêÜ ìå äéáßñåóç äéá L ôùí ðñïçãïýìåíùí áñéèìçôéêþí ôéìþí ânL ãíùñßæïõìå ôþñá ðëÞñùò
ôéò éäéïôéìÝò ân óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíÞèïõò äïêïý ìå ðÜêôùóç--êýëéóç óôá Üêñá ôçò x = 0
êáé x = L áíôßóôïé÷á. ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå ðéá èáõìÜóéá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ôýðï (6.2.47)
(äåýôåñç ó÷Ýóç åêåß) ïñéóìïý ôçò âïçèçôéêÞò áõôÞò óôáèåñÜò â, þóôå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò áíôß-
óôïé÷åò éäéïóõ÷íüôçôåò óôéò ðáñïýóåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý. ¸ôóé ìå â = ân

(Ý÷ïõìå Üðåéñåò éäéïôéìÝò ân, üðùò åßäáìå ðñïçãïõìÝíùò: ó÷Ýóåéò (6.2.89)!) äéáðéóôþíïõìå üôé
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(6.2.98)

ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò éäéïóõ÷íüôçôåò (ãéá ôçí áêñßâåéá êõêëéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò) ùn.

Áí ìÜëéóôá óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïõò
ðñïóåããéóôéêïýò ôýðïõò (6.2.89): ân ≈ (4n+ 1)ð/(4L) ãéá ôéò éäéïôéìÝò áõôÝò ân, èá ðÜñïõìå ôïõò
åîÞò ðñïóåããéóôéêïýò ôýðïõò ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn:

ùn ≈
[
(4n+ 1)ð

4L

]2√ EI
ñÁ

. (6.2.99)

Áí èÝëïõìå ìÜëéóôá, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï íÝï óýìâïëï ù̃n ãéá ôéò ðñïóåããéóôéêÝò áõôÝò éäéïóõ÷íü-
ôçôåò ùn (ù̃n ≈ ùn). ÎáíáãñÜöïõìå Ýôóé ôïõò ðñïçãïýìåíïõò ôýðïõò (6.2.99) óôçí åëÜ÷éóôá
äéáöïñåôéêÞ ìïñöÞ ôïõò

ù̃n =
[
(4n+ 1)ð

4L

]2√ EI
ñÁ

. (6.2.100)

Ôþñá ðëÝïí äåí õðÜñ÷åé ôï óýìâïëï ≈ ôçò ðñïóåããßóåùò. Ôï áðïöýãáìå Ý÷ïíôáò äçëþóåé
åõèýò åîáñ÷Þò ôéò ðñïóåããéóôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåòùn, ãéá ôçí áêñßâåéá ôéò ðñïóåããéóôéêÝò êõêëéêÝò
éäéïóõ÷íüôçôåò, ìå ôï óýìâïëï ù̃n. Óçìåéþíïõìå üôé ç ÅëëçíéêÞ ðåñéóðùìÝíç ðÜíù óå óýìâïëá
(ãéá ðáñÜäåéãìá, åäþ ðÜíù óôï óýìâïëï ù, äçëáäÞ ù̃n) áíáöÝñåôáé ãåíéêÜ óå ðñïóåããßóåéò ôùí
áíôßóôïé÷ùí ðïóïôÞôùí, óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ôùí êõêëéêþí éäéïóõ÷íïôÞôùí (êáé áðëïýóôåñá
ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí) ùn ≈ ù̃n óôéò ðáñïýóåò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò.

Ôåëåéþíïíôáòáõôü ôï åäÜöéï, ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé ïé éäéïóõ÷íüôçôåòùn ìéáò äïêïý åßíáé
ðïëý óçìáíôéêÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Áò åîçãÞóïõìå ëßãï ôïí éó÷õñéóìü ìáò áõôü. Óå Ýíá
áðëü ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k) ìå öõóéêÞ êõêëéêÞ
óõ÷íüôçôá (Þ éäéïóõ÷íüôçôá) ù0 = √

k/m ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ
üôé, áí ôý÷åé êáé õðÜñîåé åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(t) êáé áõôÞ ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù = ù0, ôüôå
ðáñïõóéÜæåôáé äõóôõ÷þò ôï áíåðéèýìçôï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí âÝâáéá
êáé åäþ, ðáñüëï ðïõ ç äïêüò äåí åßíáé ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá, áëë’ åßíáé áðåéñïâÜèìéï
ìç÷áíéêü óýóôçìá, üðùò áðïêáëåß óõ÷íÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ýíá óõíå÷Ýò (êáé ü÷é äéáêñéôü)
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ìç÷áíéêü óýóôçìá. (Ðñïöáíþò ç äïêüò åßíáé óõíå÷Ýò ìç÷áíéêü óýóôçìá, åíþ áíôßèåôá Ýíá óý-
óôçìá ìáæþí--åëáôçñßùí åßíáé äéáêñéôü ìç÷áíéêü óýóôçìá. Åíôïýôïéò ìåñéêÝò öïñÝò ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò ðñïóåããßæåé ãéá õðïëïãéóôéêÞ åõêïëßá óõíå÷Þ óõóôÞìáôá ìå äéáêñéôÜ.)

ÅðïìÝíùòìå ôéò éäéïóõ÷íüôçôåòùn ãíùóôÝò (åäþóåìéáóõíÞèç äïêüóå êáìðôéêÞ êáôáðüíçóç)
ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüòðñÝðåé íáöñïíôßæåé íá ìçí «åêôßèåôáé» ç äïêüò ôïõ óå åîùôåñéêÝòöïñôßóåéò
ìå óõ÷íüôçôá ù ìßá áðü ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò áõôÝò, Ýóôù ôçí ùp: ù = ùp Þ ìå ðáñáðëÞóéá
óõ÷íüôçôá: ù ≈ ùp. ¸ôóé èá áðïöåõ÷èåß ï óõíôïíéóìüò. ÓõíÞèùò üìùò äåí åßíáé óôï ÷Ýñé ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý íá åðéëÝãåé ï ßäéïò ôç óõ÷íüôçôá (Þ ôéò óõ÷íüôçôåò)ù ìéáò öïñôßóåùò p(x, t)
ôçò äïêïý ôïõ, ð.÷. áðü Ýíá ü÷çìá óå ìéá ãÝöõñá Þ áðü Ýíá óåéóìü óå ìéá êáôáóêåõÞ. Ãéá ôï ëüãï
áõôü ðñÝðåé êáôÜ ôç ìåëÝôç ôçò äéêÞò ôïõ êáôáóêåõÞò (ìå ôç äïêü óôïé÷åßï áõôÞò) íá öñïíôßæåé
åê ôùí ðñïôÝñùí (êáé ü÷é åê ôùí õóôÝñùí!) ç êáôáóêåõÞ ôïõ (åäþ ç äïêüò ðïõ åîåôÜæïõìå) íá ìçí
Ý÷åé ôÝôïéåò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn. ÄçëáäÞ íá öñïíôßæåé þóôå íá ìçí õðÜñ÷ïõí óå ìéá êáôáóêåõÞ
(åäþ áðëÜ äïêü) éäéïóõ÷íüôçôåò ùn ðïõ íá óõìðßðôïõí (Þ Ýóôù íá åßíáé êïíôÜ) óå óõ÷íüôçôåò ù
ôçò åîùôåñéêÞò öïñôßóåùò p(x, t), ç ïðïßá åðéâÜëëåôáé åîùôåñéêÜ óôçí êáôáóêåõÞ (åäþ óôç äïêü).

B6.2.5.6. Õðïëïãéóìüò ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò

Áðü ôéò éäéïôéìÝò ân ðïõ Ý÷ïõìå Þäç ðñïóäéïñßóåé ìüëéò ðáñáðÜíù âñÞêáìå êáé ôéò áíôßóôïé-
÷åò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn. Áõôü ôï êáôïñèþóáìå ìå âÜóç ôïí ôýðï (6.2.98) êáé ôïí ðñïóåããéóôéêü
ôýðï (6.2.99) Þ (éóïäýíáìá) (6.2.100). Ôþñá Þñèå ðéá ç óôéãìÞ íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôéò áíôß-
óôïé÷åò éäéïìïñöÝò êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí (Þ áðëïýóôåñá éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùí êáé áêüìç
ðéï áðëÜ éäéïìïñöÝò) Xn(x) ãéá ôç óõíÞèç äïêü ìáò. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ó÷åôéêÜ åýêïëï êáèÞêïí.
Ðñï÷ùñÜìå åðïìÝíùò Üìåóá óôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí éäéïìïñöþí Xn(x) (n = 1, 2, . . . ) ãéá ôç óõ-
íÞèç äïêü óå êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ðïõ åîåôÜæïõìå ìå ðÜêôùóç--êýëéóç óôá äýï Üêñá ôçò x = 0
êáé x = L áíôßóôïé÷á.

ÐñáãìáôéêÜ áñêåß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åäþ ôç ó÷Ýóç (6.2.56) îáíáãñÜöïíôÜò ôçí óôçí êÜ-
ðùò äéáöïñåôéêÞ ìïñöÞ

Xn(x) = An[coshânx − cosânx − cn(sinhânx − sinânx)] ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.101)

Óôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äåßêôç n ôïíßóáìå ôï ãåãïíüò üôé ïé éäéïôéìÝò ân åßíáé Üðåéñåò,
üðùòÞäç åßäáìå. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå êáé Üðåéñåò éäéïìïñöÝò Xn(x) ìå ôçí êáèåìßá ôïõò íááíôéóôïé÷åß
óå äéáöïñåôéêÞ éäéïôéìÞ ân Üñá êáé óå äéáöïñåôéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá ùn. Åðßóçò âãÜëáìå êïéíü
ðáñÜãïíôá ôï óõíôåëåóôÞ Á êáé èÝóáìåðñïò äéåõêüëõíóÞ ìáò−Ân /Án = cn. Áëë’ ï ëüãïò Bn /An ìáò
åßíáé ãíùóôüò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (6.2.72). ¢ñá ïé âïçèçôéêÝò óôáèåñÝò cn ðñïóäéïñßæïíôáé ùò åîÞò:

cn = − Bn

An
= coshânL− cosânL

sinhânL− sinânL
Þ, éóïäýíáìá, cn = − Bn

An
= coshânL+ cosânL

sinhânL+ sinânL
(6.2.102)

(óõíå÷þò ìå n = 1, 2, . . . ). Ðáñáôçñïýìå üôé ôï äåýôåñï êëÜóìá õðïëïãéóìïý ôùí óôáèåñþí cn
äéáöÝñåé áðü ôï ðñþôï ìüíï óå äýï ðñüóçìá: ôþñá óõí (áíôß ðëçí) ìåôáîý ôùí äýï üñùí êáé
óôïí áñéèìçôÞ ôïõ êáé óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ.

Åßíáé âÝâáéá ãíùóôü êáé åðßóçò ðñïöáíÝò üôé ôï ïìïãåíÝò óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñé-
êþí åîéóþóåùí (6.2.59) êáé (6.2.60) Þ ôï áíôßóôïé÷ï êáé êÜðùò ðéï ðëÞñåò óýóôçìá (6.2.78) Ýùò
(6.2.81), åöüóïí äéáèÝôïõí ìéá ìç ôåôñéììÝíç (ìç ìçäåíéêÞ ëýóç), èá äéáèÝôïõí Üðåéñåò ôÝôïéåò
ëýóåéò. ¼ìùò ïé ëýóåéò áõôÝò èá äéáöÝñïõí ç ìßá áðü ôçí Üëëç ìüíï êáôÜ ìßá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ
óôáèåñÜ. Ôï óõìðÝñáóìá åßíáé üôé ôåëéêÜ óôéò ðéï ðÜíù éäéïìïñöÝò Xn(x) ç óôáèåñÜ An åßíáé áäý-
íáôï íá õðïëïãéóèåß. Ìå Üëëåò ëÝîåéò ïé éäéïìïñöÝò áõôÝò Xn(x) åßíáé âÝâáéá êáèïñéóìÝíåò, áëëÜ
ìå ìßá áõèáßñåôç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ óôáèåñÜ An óå êáèåìßá áðü áõôÝò. Ðïëý óõ÷íÜ ïé éäéïìïñ-
öÝò Xn(x) êáèïñßæïíôáé, êáíïíéêïðïéïýíôáé êáôÜ êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï ôñüðï ðïõ íá êáèïñßæåé ôç
óôáèåñÜ áõôÞ An êáé íá åîáóöáëßæåé ôï ìïíïóÞìáíôï ðñïóäéïñéóìü ôçò êÜèå éäéïìïñöÞò Xn(x).
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Ï åõêïëüôåñïò ôñüðïò ãéá ôï óêïðü áõôü åßíáé íá êáèïñéóèåß ç óôáèåñÜ An ßóç ìå Ýíá (An = 1)
ãéá êáèåìßá éäéïìïñöÞ Xn(x). Ìå áõôÞí ôçí õðüèåóç, ðïõ óå ôßðïôå óçìáíôéêü äå ìáò âëÜðôåé,
ïé áìÝóùò ðéï ðÜíù ôýðïé (6.2.101) ãéá ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) ðáßñíïõí ôéò áðëïýóôåñåò ìïñöÝò

Xn(x) = coshânx − cosânx − cn(sinhânx − sinânx) ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.103)

Ôéò ìïñöÝò áõôÝò ôéò õéïèåôïýìå åäþ áðëÜ ÷Üñéí áðëüôçôáò êáé, öõóéêÜ, ãéá íá Ý÷ïõìå ìïíïóÞ-
ìáíôåò åêöñÜóåéò ôùí éäéïìïñöþí Xn(x).

Ìéá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá, ðïõ üìùò äå èá ôçí ðñïôéìÞóïõìå åäþ, åßíáé íá ïñßóïõìå ôç
óôáèåñÜ An ôçò êÜèå éäéïìïñöÞò Xn(x) óôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (6.2.101), Ýôóé þóôå ç ó÷åôéêÞ íüñìá
Nn := ∫ L

0 X2
n (x) dx, ðïõ ïñßóèçêå óôç ó÷Ýóç (6.2.44), íá åßíáé áðëÜ ßóç ìå ôç ìïíÜäá: Nn = 1.

ÊáôáëÞãïíôáò, ìå ãíùóôÝò ôéò éäéïôéìÝò ân ìáò åßíáé åðßóçò ãíùóôÝò ôüóï (á) ïé áíôßóôïé÷åò
éäéïóõ÷íüôçôåò ùn áðü ôïõò ôýðïõò (6.2.98) üóï êáé (â) ïé áíôßóôïé÷åò éäéïìïñöÝò Xn(x) áðü ôïõò
ôýðïõò (6.2.103). Ïé óõíôåëåóôÝò cn óôïõò ôýðïõò áõôïýò (6.2.103) õðïëïãßæïíôáé Üìåóá áðü
ôïõò ðñþôïõò (ìå ðëçí) Þ ôïõò äåýôåñïõò (ìå óõí) ôýðïõò (6.2.102). (Áêñéâþò ôï ßäéï êÜíåé!)

ÔááðïôåëÝóìáôááõôÜ ãéá ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) ôçò äïêïý êáé åéäéêüôåñáç éäéüôçôá ôçò ïñèïãù-
íéüôçôÜò ôïõò (Þ ïñèïãùíéêüôçôÜò ôïõò) ìáò åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìá. ÓõãêåêñéìÝíá ìå ôç ÷ñÞóç
ôïõò èá ìðïñÝóïõìå íá åðéëýóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.2.1) ôùí
êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý: åßôå (á) åëåýèåñùí (ìå p(x, t) ≡ 0) åßôå (â) åîáíáãêá-
óìÝíùí (ìå p(x, t) �≡ 0). Ìå ôçí åðßëõóç áõôÞ èá áó÷ïëçèïýìå óôçí áìÝóùò åðüìåíç ðáñÜãñáöï.

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé ìå áíÜëïãï ôñüðï åñãáóßáò ìðïñïýìå íáðñïóäéïñßóïõìå ôéò éäéïóõ÷íü-
ôçôåò ùn êáé ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) êáé óå Üëëá Þäç óôçñßîåùò (Þ åëëåßøåùò óôçñßîåùò) ôùí Üêñùí
ìéáò óõíÞèïõò äïêïý. ÔÝôïéåò äïêïß åßíáé ç áìößðáêôç äïêüò, ï ðñüâïëïò, ç áðüëõôá åëåýèåñç
äïêüò, êëð. (Ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü ôç ìåëåôÞóáìå Þäç óôçí Åíüôçôá Á9.2 óôá ÅöáñìïóìÝíá Ìá-
èçìáôéêÜ ÉÉ.) Èá Þôáí ìéá åíäéáöÝñïõóá Üóêçóç ãéá ôïí áíáãíþóôç Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ç åýñåóç
ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùn êáé ôùí éäéïìïñöþí Xn(x) ãéá ôéò äïêïýò áõôÝò. Äåí õðÜñ÷åé êáìßá åðé-
ðëÝïí äõóêïëßá Þ äéáöïñÜ óôç ìåèïäïëïãßá óå óýãêñéóç ìå ôá áðïôåëÝóìáôá áõôïý ôïõ åäáößïõ.
ÁíáöÝñïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá: (á) ãéá ôçí áìößðáêôç äïêü êáé (â) ãéá ôïí ðñüâïëï:

(á) Ðñþôá ãéá ôçí áìößðáêôç äïêü: Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôþñá ôç ìïñöÞ

coshâL cosâL = 1. (6.2.104)

Ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) (ìå n = 1, 2 . . . ) äßíïíôáé îáíÜ áðü ôïõò ôýðïõò

Xn(x) = coshânx − cosânx − cn(sinhânx − sinânx) ìå cn = coshânL− cosânL
sinhânL− sinânL

. (6.2.105)

Åíôïýôïéò, åðåéäÞ ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (6.2.104) åßíáé óôçí áìößðáêôç äïêü åíôåëþò äéáöï-
ñåôéêÞ áðü ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç tanhâL = tanâL ãéá ôç äïêü ìå ðÜêôùóç--êýëéóç, ôï ßäéï èá
éó÷ýåé êáé ãéá ôéò éäéïôéìÝò ân, ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn êáé ôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x).

(â) ÔÝëïò ãéá ðñüâïëï ìå ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé åëåýèåñï ôï äåîéü Üêñï
ôïõ x = L: Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôþñá ôç ìïñöÞ

coshâL cosâL = −1, (6.2.106)

äçëáäÞ áðëÜ ìå −1 áíôß 1 óôï äåîéü ìÝëïò óå óýãêñéóç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç (6.2.104) ãéá
ôçí áìößðáêôç äïêü. Óôç óõíÝ÷åéá ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

Xn(x) = coshânx − cosânx − cn(sinhânx − sinânx) ìå cn = coshânL+ cosânL
sinhânL+ sinânL

(6.2.107)

ìå ìüíç äéáöïñÜ áðü ôïõò ôýðïõò ãéá ôçí áìößðáêôç äïêü ôï ðñüóçìï óõí óôïõò óõíôåëåóôÝò cn.
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B6.2.6. Åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

B6.2.6.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôï êýñéï ìÝñïò áõôÞò ôçò Åíüôçôáò Â6.2. Ôïýôï åßíáé áðëÜ ç åðßëõóç ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.2.1), ðïõ äéÝðåé ôï öáéíüìåíï ôùí êáìðôéêþí
ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý. ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôçí ôüóï óçìáíôéêÞ ãéá ôïí ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü
áõôÞ åîßóùóç:

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= p(x, t) ìå v = v(x, t). (6.2.108)

¼ðùò ãíùñßæïõìå, óôçí åîßóùóç áõôÞ EI åßíáé ç äõóêáìøßá ôçò äïêïý: ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò Å
ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò åðß ñïðÞ áäñáíåßáò É ôçò äéáôïìÞò ôçòùòðñïò
ôïí ïõäÝôåñï Üîïíá ôçò äéáôïìÞò áõôÞò óôçí êÜìøç. Ðñüêåéôáé ãéá ôïí Üîïíá ôçò äéáôïìÞò ôçò
äïêïý ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò õðïèåôéêÝò ßíåò ôçò äïêïý (äåí åßíáé áíÜãêç íá õðÜñ÷ïõí êáé óô’ áëÞ-
èåéá ïé ßíåò áõôÝò!) ðïõ ïýôå åöåëêýïíôáé, áëë’ ïýôå êáé èëßâïíôáé óôçí êÜìøç. Åðßóçò ñÁ åßíáé
ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ôçò äïêïý: ðõêíüôçôá ñ ôïõ õëéêïý ôçò åðß åìâáäüí Á ôçò äéáôïìÞò ôçò.
ÔÝëïò p(x, t) åßíáé ç ãíùóôÞ êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç êáôÜ ìÞêïò ôçò êáé v = v(x, t) ôï âÝëïò
êÜìøåþò ôçò, ç êÜèåôç ìåôáôüðéóç (Þ åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç) ôùí óçìåßùí ôçò. Áõôü ôï âÝëïò
êÜìøåùò v(x, t) åßíáé âÝâáéá êáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç ðïõ åðéäéþêïõìå åäþ íá ðñïóäéïñßóïõìå.

ÏìïëïãïõìÝíùòáðü åêðáéäåõôéêÞò áðüøåùò èá Ýðñåðå íá îåêéíÞóïõìå áðü ôéò åëåýèåñåò ôá-
ëáíôþóåéò (ìå åîùôåñéêÞöüñôéóç p(x, t) ≡ 0, áðëïýóôåñçðåñßðôùóç) êáé óôç óõíÝ÷åéá íáðñï÷ù-
ñÞóïõìå óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò (ìå p(x, t) �≡ 0, äõóêïëüôåñç ðåñßðôùóç). Åíôïýôïéò,
ãéá íá êåñäßóïõìå ÷þñï êáé ÷ñüíï, èá îåêéíÞóïõìå áðü ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò, äçëáäÞ
áðü ôçí ßäéá ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò (6.2.108). Ïé åëåýèåñåò
ôáëáíôþóåéò èá èåùñçèïýí Ýôóé óáí ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí:
ç ðåñßðôùóç üðïõ áðëÜ p(x, t) ≡ 0. Èá õðïèÝóïõìå åðßóçò üôé éó÷ýïõí êáé óõãêåêñéìÝíåò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò (ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0)

v(x, 0) = f (x) êáé
∂v
∂t

(x, 0) = g(x) (6.2.109)

ãéá ôçí áñ÷éêÞ èÝóç f (x) êáé ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá g(x) ôùí óçìåßùí x (0 ≤ x ≤ L) ôçò äïêïý ìáò
áíôßóôïé÷á. (ÖõóéêÜ êáé ïé äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) õðïôßèåíôáé ãíùóôÝò.)

Èåùñïýìå ëïéðüí ìéá óõãêåêñéìÝíç óõíÞèç äïêü (áìößðáêôç, áìöéÝñåéóôç, ðñüâïëï, ðáêôù-
ìÝíç óôï Ýíá Üêñï êáé ìå êýëéóç óôï Üëëï, êëð.). ¸ôóé Ý÷ïõìå êáé ôÝóóåñéò åîßóïõ óõãêåêñéìÝíåò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò áíÜ äýï óôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L. Ôéò óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò
èá ôéò ëÜâïõìå õðüøç ìÝóù ôùí éäéïìïñöþí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí Xn(x), ðïõ Þäç ãíùñßæïõìå
êáëÜ íá ðñïóäéïñßæïõìå êáé ôéò èåùñïýìå åðïìÝíùò ãíùóôÝò.

Ç êñßóéìç éäÝá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ åßíáé ç åîÞò: Áí äåí Ý÷ïõìå êáèüëïõ
öüñôéóç p(x, t) óôç äïêü ìáò (p(x, t) ≡ 0), ôüôå âÝâáéá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí
(Þ ôùí ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí) ïäçãïýìáóôå óôéò äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (6.2.9)
(÷ùñéêÞ, ôåôÜñôçò ôÜîåùò) êáé (6.2.10) (÷ñïíéêÞ, äåõôÝñáò ôÜîåùò). Áðü áõôÝò ç ÷ùñéêÞ óõíÞèçò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé óáí ëýóåéò ôçò ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) ôçò äïêïý. ÁõôÝò åß÷áìå ôçí åõêáéñßá
íá ôéò ìåëåôÞóïõìå êáé íá ôéò ðñïóäéïñßóïõìå ðëÞñùò óôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõò áõôÞò
ôçò Åíüôçôáò Â6.2. ÖõóéêÜ êÜèå éäéïìïñöÞ Xn(x) áíôéóôïé÷åß óå ìéá éäéïôéìÞ ân ôçò ÷ùñéêÞò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.9) Þ êáëýôåñá (6.2.12) êáé áðüëõôá éóïäýíáìá óå ìéá éäéïóõ÷íüôçôá ùn.
ÅðáíáëáìâÜíïõìå ìå Ýìöáóç üôé ôéò éäéïìïñöÝò áõôÝò Xn(x) ôéò ðñïóäéïñßæïõìå Ýôóé, þóôå íá
ðëçñïýíôáé êáé ïé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: áíÜ äýï óå êÜèå Üêñï x = 0 êáé x = L ôçò
äïêïý. ÊáôÜ óõíÝðåéá áðëÜ ç ÷ñÞóç ôùí éäéïìïñöþí Xn(x) óçìáßíåé êáé óßãïõñç ðëÞñùóç ôùí
óõíïñéáêþí óõíèçêþí åßôå óôçñßîåùò åßôå åëåýèåñïõ Üêñïõ ôçò äïêïý. Ôéò Ý÷ïõìå êáôáãñÜøåé
óôéò ó÷Ýóåéò (6.2.19) ãéá ôá ôñßá âáóéêÜ Üêñá äïêþí. ÔÝëïò ëïéðüí ìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò!
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Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôéò ÷ñïíéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò Tn(t). Ðñïöáíþò áõôÝò ðñïóäéïñßæïíôáé ìå
âÜóç ôéò ßäéåò éäéïóõ÷íüôçôåòùn ðïõðñïÝêõøáí ìáæß ìå ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x). Áõôü åßíáé ðñïöáíÝò
áðü ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí (6.2.8) êáé Ý÷åé Þäç ïäçãÞóåé óôç ÷ñïíéêÞ ëýóç (6.2.11). Ôçí
îáíáãñÜöïõìå êáé åäþ ìå ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn áíôß ãåíéêÜ ìå ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù:

Tn(t) = En cosùnt + Fn sinùnt = Gn cos (ùnt − án), n = 1, 2, . . . . (6.2.110)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ïé éäéïóõíáñôÞóåéò vn(x, t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò (6.2.2): ôçò åîéóþóåùò ôùí éäéïôáëáíôþóåùí êáé åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= 0 îáíÜ ìå v = v(x, t) (6.2.111)
èá åßíáé áðëÜ

vn(x, t) = Xn(x)Tn(t) ≡ Tn(t)Xn(x) = (En cosùnt + Fn sinùnt)Xn(x). (6.2.112)

Ïé éäéïóõíáñôÞóåéò áõôÝò vn(x, t) äçëþíïõí ôïõò ôñüðïõò ôáëáíôþóåùò ôçò äïêïý, êáèåìßá êáé
Ýíá äéáöïñåôéêü ôñüðï ôáëáíôþóåùò.

ÌåõðÝñèåóç (éóïäýíáìá åðáëëçëßá) ôùí éäéïóõíáñôÞóåùí (ôùí ôñüðùíôáëáíôþóåùò) vn(x, t)
ïäçãïýìáóôå óôç ëýóç (óå ìïñöÞ óåéñÜò óõíáñôÞóåùí) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.2.111). Ç ëýóç áõôÞ èá Ý÷åé ðñïöáíþò ôç ìïñöÞ

vh(x, t) =
∞∑
n=1

vn(x, t) =
∞∑
n=1

Tn(t)Xn(x) =
∞∑
n=1

(En cosùnt + Fn sinùnt)Xn(x). (6.2.113)

Óôç ëýóç áõôÞ ï äåßêôçò h ôÝèçêå, ãéá íá äçëùèåß ôï ãåãïíüò üôé ç åîßóùóç (6.2.111) åßíáé ïìïãåíÞò:
áíáöÝñåôáé óå éäéïôáëáíôþóåéò êáé ãåíéêüôåñá óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôçò äïêïý ìå p(x, t) ≡ 0.

Óôçí ßäéá ëýóç vh(x, t) ðáñáôçñïýìå üôé åðáëçèåýåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò (6.2.111) (ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí, ðïõ Þäç ðåñéãñÜøáìå óôçí
ÐáñÜãñáöï Â6.2.2). ÅðéðëÝïí åðáëçèåýïíôáé óßãïõñá êáé ïé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá
Üêñá ôçò äïêïý. Áõôü ôï ðåôý÷áìå ìå ôïí êáôÜëëçëï ðñïóäéïñéóìü ôùí éäéïìïñöþí Xn(x) óôçí
ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Â6.2.5. Êé üìùò ç ëýóç (6.2.113) äåí Ý÷åé ìÝ÷ñé ôþñá ðñïóäéïñéóèåß
ðëÞñùò: óõíå÷ßæåé íá ðåñéëáìâÜíåé óôáèåñÝò: ôéò En êáé Fn: äýï áðåéñßåò óôáèåñþí ðïõ äåí ôéò
Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé áêüìç. Ï ôñüðïò ðïõ èá ôéò ðñïóäéïñßóïõìå åßíáé âÝâáéá ìÝóù ôùí áñ÷éêþí
óõíèçêþí (6.2.109): ãéá ôçí áñ÷éêÞ èÝóç f (x) êáé ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá g(x) ôùí óçìåßùí ôçò äïêïý.

Äåí ðñï÷ùñÜìå óôçí åñãáóßá áõôÞ, þóôå íá áíáöåñèïýìå ãåíéêüôåñá êáé óôçí ðåñßðôùóç
õðÜñîåùò ìéáò êÜèåôçò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x, t) �≡ 0 óôçí äïêü. ÄçëáäÞ èá åðéëýóïõìå
ôç ãåíéêüôåñç (ôç ìç ïìïãåíÞ ìå åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçí ïìïãåíÞ) äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò (6.2.108). ÁõôÞ áöïñÜ ãåíéêüôåñá óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ôçò äïêïý (ó’ áõ-
ôÝò p(x, t) �≡ 0) ìå ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôçò (åêåß p(x, t) ≡ 0) áðëÜ ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç.
ÁíáöÝñïõìå üôé êáôáíïïýìå âÝâáéá ðùò áðü åêðáéäåõôéêÞò áðüøåùò èá Þôáí ðñïôéìüôåñï íá
áó÷ïëçèïýìå ðñþôá ìå ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò êáé Ýðåéôá ìå ôéò åîáíáãêáóìÝíåò, áêñéâþò
üðùò óõìâáßíåé êáé óôç âéâëéïãñáößá. ÁëëÜ åßðáìå: ðñáãìáôåõüìáóôå ðñþôá ôéò åîáíáãêáóìÝ-
íåò ôáëáíôþóåéò ãéá ïéêïíïìßá ÷þñïõ êáé ÷ñüíïõ êáé áðïäå÷üìáóôå êÜèå ó÷åôéêÞ êñéôéêÞ óôçí
åðéëïãÞ ìáò áõôÞ, ðïõ åßíáé áìöéóâçôÞóéìçò åêðáéäåõôéêÞò ïñèüôçôáò. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ
ðçãáßíïõìå áðü ôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç (p(x, t) �≡ 0) ðñïò ôçí åéäéêÞ (p(x, t) ≡ 0) áíôß áíôßóôñïöá.

B6.2.6.2. ÅîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ôçò äïêïý

Óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò (ìå åîùôåñéêÞ öüñôéóç ôçò äïêïý p(x, t) �≡ 0) èá Þôáí Ýíá
ðÜñá ðïëý óïâáñü ëÜèïò íá áðïäå÷èïýìå ôç ëýóç vh(x, t) óôç ó÷Ýóç (6.2.113) óáí ðéèáíÞ ëýóç
ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.2.108), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= p(x, t) ìå v = v(x, t). (6.2.114)
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Ç ëýóç vh(x, t) ðïõ ðñïáíáöÝñáìå Ý÷åé ðñïêýøåé óôçí ÐáñÜãñáöï Â6.2.2 ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñé-
óìïý ôùí ìåôáâëçôþí êáé áöïñÜ óôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç (6.2.111): áõôÞ ìå p(x, t) ≡ 0.
Åäþèá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçìÝèïäï ôïõáíáðôýãìáôïò óå éäéïóõíáñôÞóåéò, ç ïðïßá áöïñÜóå ìç
ïìïãåíåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ôç ìÝèïäï áõôÞ åß÷áìå Þäç ôçí åõêáéñßá
íá ôçí åêèÝóïõìå óôçí Åíüôçôá Â5.6 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Â5 ìå ôçí åöáñìïãÞ ôçò óôç
ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (5.6.1). Åäþ áðëÜ èá åöáñìüóïõìå ôçí ßäéá áêñéâþò ìÝèïäï
óôçí áìÝóùò ðéï ðÜíù åðßóçò ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç (6.2.114): óôçí åîßóùóç ôùí åîáíáãêáóìÝíùí
êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý. ÂÝâáéá óôï ðáñüí ðñüâëçìá åßíáé ðïëý êáëýôåñá
íá ìéëÜìå ãéá éäéïìïñöÝò áíôß ãéá éäéïóõíáñôÞóåéò, åðåéäÞ ï üñïò éäéïìïñöÝò Ý÷åé åðéêñáôÞóåé
óôçí ïñïëïãßá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óå ðñïâëÞìáôá áîïíéêþí éäéïôáëáíôþóåùí ñÜâäùí êáé
êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí äïêþí. Ìðïñïýìå åðïìÝíùò íá áðïêáëïýìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï
ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïìïñöÝò, åííïåßôáé óå éäéïìïñöÝò êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí.

Óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ áðëÜ äå÷üìáóôå üôé ïé óôáèåñÝò En êáé Fn óôç ëýóç (6.2.113) äåí
åßíáé ðéá (óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò) áðëÜ óôáèåñÝò, üðùò óõíÝâáéíå åýëïãá óôéò åëåýèå-
ñåò ôáëáíôþóåéò, åêåß ìå âÜóç ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (6.2.3): v(x, t) = X(x)T (t).
Åäþ ôéò èåùñïýìå óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t: En = En(t) êáé Fn = Fn(t). Ôï ßäéï áêñéâþò åß÷áìå êÜíåé
êáé óôéò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí
ðáñáìÝôñùí. ¸ôóé ðåôý÷áìå íá åðéëýïõìå ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò ìå âÜóç ôéò ëýóåéò ôùí áíôßóôïé÷ùí ïìïãåíþí åîéóþóåùí. ¢ñá ç ìÝèïäïò ôïõ áíáðôýãìáôïò
óå éäéïóõíáñôÞóåéò (åäþ êáëýôåñïò üñïò åßíáé éäéïìïñöÝò) èá ìðïñïýóå ßóùò íá Ý÷åé áðïêëçèåß
êáé ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. Åíôïýôïéò ï ôåëåõôáßïò áõôüò üñïò ðÜñá ðïëý
óðÜíéá ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôç âéâëéïãñáößá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

ÅðïìÝíùò ôþñá ìå En = En(t) êáé Fn = Fn(t) ç ëýóç ìáò (6.2.113) ðáßñíåé ôç ãåíéêüôåñç ìïñöÞ

v(x, t) =
∞∑
n=1

[En(t) cosùnt + Fn(t) sinùnt] Xn(x) (6.2.115)

(÷ùñßò ðëÝïí ôç ÷ñÞóç ôïõ äåßêôç h: äåí Ý÷ïõìå ðéá ìéá ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò). ¼ðùò èá äéáðéóôþóïõìå óôç óõíÝ÷åéá, ç ìïñöÞ áõôÞ v(x, t) åßíáé áðüëõôá éêáíÞ
íá áðïôåëÝóåé ôç ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.2.114)
ãéá ôéò åîáíáãêáóìÝíåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý ìå p(x, t) �≡ 0. Åßíáé éêáíÞ åîáéôßáò ôïõ üôé
ðåñéÝ÷åé äýï áðåéñßåò ðñïò ôï ðáñüí ìç ðñïóäéïñéóìÝíùí ÷ñïíéêþí óõíáñôÞóåùí En(t) êáé Fn(t).
Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò èá ìðïñÝóïõí íá «áíôéìåôùðßóïõí» ôï äåîéü ìÝëïò p(x, t) ôçò ìç ïìïãåíïýò
ðéá åîéóþóåùò (6.2.114): ôçí êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç ôçò äïêïý. Áõôü ôï Ý÷ïõìå äåé Þäç óôçí
Åíüôçôá Â5.6, åêåß ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò êáé ìå ìßá ìüíï áðåéñßá Üãíùóôùí
óõíáñôÞóåùí, áñ÷éêÜ ôùí óõíáñôÞóåùí Cn(t). Åäþ ãåíéêåýïõìå óôç äïêü. Ôßðïôå ðáñáðÜíù!

Ìéá óôéãìÞ üìùò! ÐñïóùñéíÞ äéáêïðÞ ôçò åñãáóßáò ìáò! Ðïý ðÜìå; Ôüóï ïé óõíáñôÞóåéò En(t)
üóï êáé ïé óõíáñôÞóåéò Fn(t) óôç ëýóç v(x, t) ðïõ åðéäéþêïõìå íá âñïýìå åßíáé áõèáßñåôåò óõíáñ-
ôÞóåéò ðïõ èÝëïõìå íá ôéò ðñïóäéïñßóïõìå êáôÜëëçëá. ¢ñá êáé ïëüêëçñïò ï ÷ñïíéêüò ðáñÜãïíôáò

qn(t) = En(t) cosùnt + Fn(t) sinùnt ìå n = 1, 2, . . . (6.2.116)

óôç ëýóç (6.2.115) èá åßíáé êáé áõôüò ìéá áõèáßñåôç óõíÜñôçóç qn(t). ¢ñá äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò
áðïëýôùò ëüãïò íá áó÷ïëïýìáóôå ÷ùñéóôÜ ìå ôéò äýï ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò En(t) êáé Fn(t). ÁðëÜ
îáíáãñÜöïõìå ôç ëýóç v(x, t) ðïõ áíáæçôïýìå óôï ðáñüí ðñüâëçìá óôç óõíôïìüôåñç ìïñöÞ

v(x, t) =
∞∑
n=1

qn(t)Xn(x). (6.2.117)

Èá ðñïóðáèÞóïõìå ôþñá íá ðñïóäéïñßóïõìå üëç ôçí áðåéñßá ôùí Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí qn(t)
(ìå n = 1, 2, . . . ). Ôo ßäéïðåñßðïõ åß÷áìå êÜíåé êáé óôçí ÅíüôçôáÂ5.6 óôïðñüâëçìá ôçò äéá÷ýóåùò.
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Ìå Üëëá ëüãéá óôç ëýóç (6.2.117) ðïõ õéïèåôïýìå êáé ðïõ èÝëïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå áðëÜ
ðÞñáìå áñ÷éêÜ ôç ëýóç (6.2.113) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò. Óôç óõíÝ÷åéá ïõóéá-
óôéêÜ èÝóáìå ôéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò qn(t) óôéò èÝóåéò ôùí ÷ñïíéêþí éäéïóõíáñôÞóåùí Tn(t).
¸ôóé èá Ý÷ïõìå åðáñêþò ìåãÜëç ãåíéêüôçôá óôç ëýóç áõôÞ êáé èá ìðïñÝóïõìå íá ôçí ðñïóáñ-
ìüóïõìå, þóôå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôåëéêÜ ôç ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (6.2.114) ôùí
åîáíáãêáóìÝíùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý ìáò. ÅðïìÝíùò ç êáôÜóôáóç åßíáé áðëÞ,
ðïëý áðëÞ: Üãíùóôåò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò qn(t) (ðñïò ðñïóäéïñéóìü) áíôß ãéá Tn(t) (ãíùóôÝò ÷ñï-
íéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò). ÊáëÞ Þôáí üìùò êáé ç äõíáôüôçôá åñìçíåßáò áõôÞò ôçò äéáäéêáóßáò ìÝóù
ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí, ìéá äõíáôüôçôá ðïõ åðé÷åéñÞóáìå íá åîçãÞóïõìå
ðñïçãïõìÝíùò. ¼ðïéïò áíáãíþóôçò/üðïéá áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ôï åðéèõìåß áò
äþóåé óçìáóßá êáé óôçí åñìçíåßá áõôÞ. Áëëéþò ç áðëÞ ãåíßêåõóç áðü Tn(t) óå qn(t) áñêåß.

Åßìáóôå ôþñá ðéá Ýôïéìïé íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí áãíþóôùí ÷ñïíéêþí óõ-
íáñôÞóåùí qn(t) óôç ìïñöÞ (6.2.117) ôçò ëýóåùò v(x, t), ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå õéïèåôÞóåé. Êáé áóöá-
ëþò ïé ãíùóôÝò (ìå ôç ìÝèïäï ôçò ðñïçãïýìåíçò ÐáñáãñÜöïõ Â6.2.5) ÷ùñéêÝò óõíáñôÞóåéò Xn(x),
ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò, åßíáé ðÜíôá ðáñïýóåò óôç ìïñöÞ áõôÞ (6.2.117) ôçò ëýóåùò v(x, t).
Åßíáé ïé «óôõëïâÜôåò» ôçò ëýóåùò áõôÞò. Åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ ìáò åîáóöáëßæïõí ü÷é ìüíï ôçí
ðëÞñùóç ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.9), áëëÜ êáé üëùí (êáé ôùí ôåóóÜñùí)
óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý õðü äõíáìéêÞ êáìðôéêÞ êáôáðü-
íçóç ðïõ åîåôÜæïõìå. Ôéò ÷ñïíéêÝò áõôÝò óõíáñôÞóåéò qn(t) ðïõ áðïìÝíåé íá âñïýìå ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò óõíÞèùò ôéò áðïêáëåß ìå ôïí êÜðùò ðáñÜîåíï (Þ ôïõëÜ÷éóôïí ìç áíáìåíüìåíï Üìåóá)
üñï êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò (Þ êáíïíéêÝò óõíôåôáãìÝíåò Þ óõíôåôáãìÝíåò ôùí ôñüðùí ôáëáíôþ-
óåùò). Áõôü ôï êÜíåé, åðåéäÞ åßíáé ïé óõíôåôáãìÝíåò óôï «óýóôçìá áîüíùí» ôùí éäéïìïñöþí Xn(x)
óôç óåéñÜ (6.2.117) ìå «Üîïíåò» ôùí óõíôåôáãìÝíùí áõôþí ôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x).
(ÕðÜñ÷åé öõóéêÜ êÜðïéá áíáëïãßá ìå ôï ðïëý áðëïýóôåñï êáé ðïëý ðéï ãíùóôü óå ìáò óýóôçìá
ôùí Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y, z).)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôï âáóéêü Ýñãï ìáò: óôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí êýñéùí óõíôåôáãìÝíùí qn(t).

B6.2.6.3. Åîéóþóåéò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí êýñéùí óõíôåôáãìÝíùí

Óýìöùíá ìå üëá ôá ðáñáðÜíù èá ðñïóäéïñßóïõìå ôç ëýóç v(x, t) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.2.114): ôçò åîéóþóåùò ôùí åîáíáãêáóìÝíùí
êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý, ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= p(x, t) ìå v = v(x, t). (6.2.118)

Ôç ëýóç áõôÞ ôçí áíáæçôïýìå óôç ìïñöÞ (6.2.117) ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïìïñöÝò Xn(x). Ôçí
åðáíáëáìâÜíïõìå êáé áõôÞ

v(x, t) =
∞∑
n=1

qn(t)Xn(x). (6.2.119)

Ðñüêåéôáé ãéá õðÝñèåóç (éóïäýíáìá åðáëëçëßá) ôñüðùí ôáëáíôþóåùò, åäþ vn(x, t) = qn(t)Xn(x).

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ÷ñåéáæüìáóôå ôçí ôÝôáñôç ÷ùñéêÞ (ùò ðñïò ôç èÝóç x: 0 ≤ x ≤ L) ìåñéêÞ
ðáñÜãùãï êáèþò êáé ôç äåýôåñç ÷ñïíéêÞ (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t: t ≥ 0) ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôçò ðéï
ðÜíù ëýóåùò (6.2.119) ðïõ ðÜìå íá ðñïóäéïñßóïõìå. Êáé ôéò äýï áõôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôéò
õðïëïãßæïõìå ðïëý åýêïëá óáí áèñïßóìáôá ôùí ðáñáãþãùí ôùí üñùí ôçò óåéñÜò (6.2.119) üñï
ðñïò üñï. Ðñïêýðôïõí Ýôóé ïé æçôïýìåíåò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé

∂4v
∂x4

=
∞∑
n=1

qn(t)X ′′′′
n (x) êáé åðßóçò

∂2v
∂t2

=
∞∑
n=1

q̈n(t)Xn(x). (6.2.120)
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(Ïé ôüíïé äçëþíïõí ÷ùñéêÝò ðáñáãþãïõò: ùò ðñïò ôç èÝóç x åßôå óõíÞèåéò åßôå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò, åíþ ïé ôåëåßåò ÷ñïíéêÝò: ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, ðÜëé åßôå óõíÞèåéò åßôå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.)

Aíôéêáèéóôïýìå áìÝóùò áõôÝò ôéò äýï ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.118)
ôùí åîáíáãêáóìÝíùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý. Ðñïêýðôåé ç åîßóùóç

EI
∞∑
n=1

qn(t)X ′′′′
n (x)+ ñÁ

∞∑
n=1

q̈n(t)Xn(x) = p(x, t). (6.2.121)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ç öüñôéóç p(x, t) ôçò äïêïý åßíáé âÝâáéá ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. Åðßóçò êáé
ïé óõíáñôÞóåéò Xn(x) åßíáé êáé áõôÝò ãíùóôÝò. Åßíáé ïé éäéïìïñöÝò ðïõ åðáëçèåýïõí ôç ÷ùñéêÞ
óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.9) êáé êáëýôåñá (6.2.12). Ôçí îáíáãñÜöïõìå (áëë’ åäþ ìå äåßêôåò n:
åßíáé Üðåéñåò ïé éäéïôéìÝò ân, ïé ó÷åôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn êáé ïé áíôßóôïé÷åò éäéïìïñöÝò Xn(x)):

X ′′′′
n (x)− â4

nXn(x) = 0, ïðüôå X ′′′′
n (x) = â4

nXn(x). (6.2.122)

ÖõóéêÜ óôç ëýóç (6.2.119) ðïõ Ý÷ïõìå Þäç õéïèåôÞóåé Üãíùóôåò åßíáé ìüíï ïé óõíáñôÞóåéò qn(t):
ïé êýñéåò (Þ êáíïíéêÝò) óõíôåôáãìÝíåò óôï óýóôçìá áîüíùí ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò Xn(x),
ðïõ êáëåßôáé êáé êýñéï óýóôçìá áîüíùí óôéò ðáñïýóåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý.

Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé ìå áíôéêáôÜóôáóç ôçò ôÝôáñôçò ðáñáãþãïõ X ′′′′
n (x) áðü ôç ÷ùñéêÞ

óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.122) (óôç äåýôåñç ãñáöÞ ôçò) óôçí åîßóùóç (6.2.121) ç ôåëåõôáßá
ðáßñíåé ôçí êÜðùò ðñïôéìüôåñç, áñêåôÜ ðéï åîõðçñåôéêÞ ãéá ìáò óôç äïõëåéÜ ìáò ìïñöÞ

EI
∞∑
n=1

â4
nqn(t)Xn(x)+ ñÁ

∞∑
n=1

q̈n(t)Xn(x) = p(x, t). (6.2.123)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ç ôÝôáñôç ðáñÜãùãïò X ′′′′
n (x) äåí ðáñïõóéÜæåôáé ðéá, Ý÷åé Þäç åîáëåéöèåß.

Åõôõ÷þò Ý÷ïõìå Ýôóé áðáëëáãåß áðü ôçí ðáñÜãùãï áõôÞ! Ìáò äßíåôáé åðïìÝíùò ç äõíáôüôçôá
íá îáíáãñÜøïõìå ôþñá ôçí ßäéá áêñéâþò åîßóùóç (6.2.123) óôçí áêüìç áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò

∞∑
n=1

[
EIâ4

nqn(t)+ ñÁ q̈n(t)
]
Xn(x) = p(x, t), (6.2.124)

áðüëõôá éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ
∞∑
n=1

[
ñÁ q̈n(t)+ EIâ4

nqn(t)
]
Xn(x) = p(x, t). (6.2.125)

Áí ìÜëéóôá äåí åßìáóôå áêüìç åõ÷áñéóôçìÝíïé, ëáìâÜíïõìå õðüøç ìáò êáé ôïí ôýðï (6.2.12)
ïñéóìïý ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò â = 4

√
ñÁù2/(ÅÉ), ïðüôå ãéá ôçí nóôÞ éäéïôéìÞ â = ân

â4
n =

ñÁù2
n

ÅÉ
, Üñá EIâ4

n = ñÁù2
n. (6.2.126)

(ÂÝâáéá åäþ ôï óýìâïëïùn äçëþíåé ôç ãíùóôÞ ìáò éäéïóõ÷íüôçôáù ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí n êýñéï
ôñüðï ôáëáíôþóåùò vn(x, t) ôçò äïêïý êáé óôç ó÷åôéêÞ éäéïìïñöÞ Xn(x).) Ìå áõôüí ôïí ôñüðï
ç ðéï ðÜíù åîßóùóç (6.2.125) ãñÜöåôáé êáé óôçí áêüìç ðéï åõðñüóäåêôç óå ìáò ôåëéêÞ ìïñöÞ

ñÁ
∞∑
n=1

[
q̈n(t)+ù2

nqn(t)
]
Xn(x) = p(x, t). (6.2.127)

¸÷ïõìå êÜíåé Þäç áñêåôÜ âÞìáôá ðñïò ôç ëýóç v(x, t) ðïõ æçôÜìå íá âñïýìå ãéá ôï âÝëïò
êÜìøåùò ôçò äïêïý ìáò õðü äõíáìéêÞ êáìðôéêÞ êáôáðüíçóç, ïðüôå ç äïêüò ïäçãåßôáé óå ôáëÜ-
íôùóç. ÊÜíïõìå ôþñá Ýíá áêüìç âÞìá êáé ìÜëéóôá Ýíá ðÜñá ðïëý óçìáíôéêü âÞìá. Áõôü ôï
âÞìá áöïñÜ óôï áíÜðôõãìá ìéáò óõíáñôÞóåùò h(x) óôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) (ðÜëé
ìå n = 1, 2, . . . ) ôçò óõíÞèïõò äïêïý ðïõ åîåôÜæïõìå. Ôï áíÜðôõãìá áõôü ôï ÷ñåéáæüìáóôå, ìáò
åßíáé áðüëõôá áíáãêáßï óôçí ðáñáðÝñá ðïñåßá ìáò ðñïò ôç ëýóç v(x, t) ðïõ èÝëïõìå íá âñïýìå.
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B6.2.6.4. ÁíÜðôõãìá óõíáñôÞóåùò óå éäéïìïñöÝò

ÎÝñïõìå Þäç áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Â6.2.4 üôé ïé éäéïìïñöÝò Xn(x) ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí
óõíÞèïõò äïêïý áðïôåëïýí Ýíá óýóôçìá ïñèïãùíßùí (Þ ïñèïãùíéêþí) óõíáñôÞóåùí ãéá êÜèå
óõíçèéóìÝíï åßäïò óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôá Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý. ÅðáíáëáìâÜíïõìå
ôç èåìåëéþäïõò óçìáóßáò ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) (6.2.37)∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx = 0 öõóéêÜ ìå m �= n, m, n = 1, 2, . . . , (6.2.128)

ç ïðïßá ìáò åßíáé áðüëõôá áíáãêáßá óôï óçìåßï áõôü. ÖõóéêÜ ãéá m = n (ìßá ìüíï éäéïìïñöÞ:
ç Xm(x)) äåí Ý÷ïõìå äýï éäéïìïñöÝò. ¸÷ïõìå ìüíï ìßá, ôçí Xm(x), êáé åßìáóôå âÝâáéááñêåôÜ Ýîõðíïé,
þóôå íá ìçí ðñïóäïêïýìå ôï ìçäåíéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò (6.2.128) ìå ôï ôåôñÜãùíï X2

m(x) óáí
ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç ó’ áõôü, üôáí m = n. Óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç üðïõ m = n Ý÷ïõìå
ôåëéêÜ ôéò ó÷Ýóåéò (6.2.45) åäþ óå áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ

ñÁ
∫ L

0
X2
m(x) dx = Mm ðÜëé ìå m = 1, 2, . . . . (6.2.129)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ôá óýìâïëá Mm (Mm > 0) äçëþíïõí ôéò ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò ôçò äïêïý, üðùò ôéò
áðïêáëåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò, ðïõ ïñßæïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò áõôïýò (6.2.129).

Ç üëç åñãáóßá ãéá ôï áíÜðôõãìá ìéáò óõíáñôÞóåùò h(x) óôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) åßíáé áðüëõôá
áíÜëïãç ìå åêåßíç óôéò óåéñÝò Fourier, ðïõ ìáò åßíáé ðïëý ãíùóôÞ Þäç áðü ôï ÊåöÜëáéï Á16 ôùí
ÓõíÞèùí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí. (Èõìßæïõìå üôé åêåß åß÷áìå åéóáãÜãåé ôéò óåéñÝò Fourier.) Ìüíï
ðïõ óôéò óåéñÝò Fourier åß÷áìå ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò (Þ, Ýóôù, ôéò ó÷åôéêÝò ìéãáäéêÝò
åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò), åíþ åäþÝ÷ïõìå óôç èÝóç ôïõò ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) ôçò äïêïýõðüäõíáìéêÞ
êáìðôéêÞ êáôáðüíçóç. ÄçëáäÞ åäþ ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ãåíéêåõìÝíåò óåéñÝò Fourier ùò ðñïò
ôéò éäéïìïñöÝò áõôÝò: áíáðôýãìáôá óõíáñôÞóåùí h(x) óôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) (n = 1, 2, . . . ).

Óçìåéþíïõìå üôé ãéá ôç óýãêëéóç ôùí ãåíéêåõìÝíùí áõôþí óåéñþí Fourier åßíáé óêüðéìï ç óõ-
íÜñôçóç h(x) íá åðáëçèåýåé ôéò ßäéåò áêñéâþò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L
ôçò äïêïý ðïõ åðáëçèåýïõí êáé üëåò ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x). ÕðïèÝôïõìå üôé êáé ïé äýï
óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) ðïõ Ý÷ïõìå óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (6.2.109) ðëçñïýí ôéò óõíïñéáêÝò óõí-
èÞêåò ôçò äïêïý. ÅðïìÝíùò êáé ïé ó÷åôéêÝò ãåíéêåõìÝíåò óåéñÝò Fourier, äçëáäÞ ôá áíáðôýãìáôá
ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþí f (x) êáé g(x) óôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) èá óõãêëßíïõí.

Áò ãßíïõìå ôþñá êÜðùò óáöÝóôåñïé èåùñþíôáò ìéá ãíùóôÞ ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç h(x) êáôÜ
ìÞêïò ôçò äïêïý ìáò (ìå 0 ≤ x ≤ L). Aíáæçôïýìå åäþ ôç ãåíéêåõìÝíç óåéñÜ Fourier ôçò, êáëýôåñá
ôï áíÜðôõãìÜ ôçò óôéò éäéïìïñöÝò Xn(x), óôç ìïñöÞ

h(x) =
∞∑
n=1

HnXn(x) (6.2.130)

ìåHn ôïõò ó÷åôéêïýò êáé ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò óåéñÜò áõôÞò (ôïõ áíáðôýã-
ìáôïò áõôïý). Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óõíôåëåóôþí áõôþí Hn ðñÝðåé áñ÷éêÜ íá ðïëëáðëá-
óéÜóïõìå êáé ôá äýï ìÝëç ôïõ áíáðôýãìáôïò áõôïý (6.2.130) åðß ôçí éäéïìïñöÞ Xm(x) ãéá êÜðïéá
óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ ôïõ äåßêôç m. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé üôé

h(x)Xm(x) =
[ ∞∑

n=1

HnXn(x)

]
Xm(x) ìå m = 1, 2, . . . . (6.2.131)

Óôç óõíÝ÷åéá ïëïêëçñþíïõìå êáé ôá äýï ìÝëç ôçò ó÷Ýóåùò áõôÞò ùò ðñïò x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý,
äçëáäÞ óôï äéÜóôçìá 0 ≤ x ≤ L. ¸ôóé óõíÜãïõìå üôé∫ L

0
h(x)Xm(x) dx =

∫ L

0

[ ∞∑
n=1

HnXn(x)

]
Xm(x) dx. (6.2.132)



ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÅ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÑÁÂÄÙÍ ÊÁÉ ÄÏÊÙÍ (ÊåöÜëáéï B6) 207

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ç óåéñÜ
∑∞

n=1 HnXn(x) åßíáé óõãêëßíïõóá êáé áêüìç üôé éó÷ýïõí ïé ðñïû-
ðïèÝóåéò ôïõ Áðåéñïóôéêïý Ëïãéóìïý óôï ÊåöÜëáéï ôùí Óåéñþí ãéá ôçí åíáëëáãÞ ôçò óåéñÜò
ìåôáîý ïëïêëçñþóåùò êáé áèñïßóåùò óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåùò (6.2.132). Õðü ôéò
ðñïûðïèÝóåéò áõôÝò, ïé ïðïßåò ãåíéêÜ ðëçñïýíôáé, ç ßäéá ó÷Ýóç (6.2.132) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ∫ L

0
h(x)Xm(x) dx =

∞∑
n=1

[
Hn

∫ L

0
Xn(x)Xm(x) dx

]
. (6.2.133)

ÄçëáäÞ ôþñá óôï äåîéü ìÝëïò Ý÷ïõìå ìéá óåéñÜ (Ýíá Üðåéñï Üèñïéóìá) ïëïêëçñùìÜôùí (ôï êáèÝíá
ìå óõíôåëåóôÞ Hn) áíôß ãéá Ýíá ïëïêëÞñùìá óåéñÜò (áðåßñïõ áèñïßóìáôïò).

Ãíùñßæïõìå üìùò áðü ôéò ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò (6.2.128) ôùí éäéïìïñöþí Xn(x) üôé üëá
ó÷åäüí áõôÜ ôá ïëïêëçñþìáôá

∫ L
0 Xn(x)Xm(x) dx óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.2.133) åßíáé ßóá

ìå ôï ìçäÝí. ËÝìå üëá ó÷åäüí, áðëÜ ãéáôß ôï ïëïêëÞñùìá åêåßíï ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ôéìÞ n = m
ôïõ äåßêôç áèñïßóåùò n äåí åßíáé ßóï ìå ôï ìçäÝí. Åßíáé ôï ïëïêëÞñùìá (6.2.129) ìå ôéìÞ Ìm /(ñA):
ôçí áíôßóôïé÷ç ãåíéêåõìÝíç ìÜæá Ìm ôçò äïêïý äéá ôçò ãñáììéêÞò ðõêíüôçôÜò ôçò ñÁ. Ìå ôéò
óêÝøåéò áõôÝò ôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.2.133) áðëïðïéåßôáé áöÜíôáóôá, áöïý ìüëéò Ýíáò
üñïò áðïìÝíåé áðü ïëüêëçñç óåéñÜ: ï üñïò ìå n = m. ¸ôóé ôï ìÝëïò áõôüðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ∫ L

0
h(x)Xm(x) dx = Mm

ñÁ
Hm ìå m = 1, 2, . . . . (6.2.134)

Ëýíïíôáò ôþñá ùò ðñïò ôï ìÝ÷ñé ôþñá Üãíùóôï óõíôåëåóôÞ Hm, âñßóêïõìå áìÝóùò üôé ôåëéêÜ

Hm = ñÁ
Ìm

∫ L

0
h(x)Xm(x) dx ìå m = 1, 2, . . . . (6.2.135)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü Ý÷ïõí ðëÝïí ðñïóäéïñéóèåß üëïé ïé óõíôåëåóôÝò Hn (Þ Hm, ôï ßäéï êÜíåé!)
ôïõ áíáðôýãìáôïò (6.2.130) ìéáò óõíáñôÞóåùò h(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý óôéò éäéïìïñöÝò ôá-
ëáíôþóåùò Xn(x) ôçò ßäéáò äïêïý. Ïé éäéïìïñöÝò áõôÝò åîáñôþíôáé öõóéêÜ áðü ôéò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (óôçñßîåùò Þ åëëåßøåùò óôçñßîåùò) óôá Üêñá ôçò. ÎáíáãñÜöïõìå (óå ìßá ìüíï ãñáììÞ)
ôï áíÜðôõãìá óå éäéïìïñöÝò (6.2.130) ôçò óõíáñôÞóåùò h(x) ôþñá ìáæß ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ

h(x) =
∞∑
n=1

HnXn(x) ìå óõíôåëåóôÝò Hn = ñÁ
Ìn

∫ L

0
h(x)Xn(x) dx ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.136)

ÅíáëëáêôéêÜ èá ìðïñïýóáìå íá åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôéò íüñìåò Nn = Mn /(ñÁ) ôùí éäéïìïñöþí
ôáëáíôþóåùò Xn(x), üðùò Þäç ôéò Ý÷ïõìå ïñßóåé óôéò ó÷Ýóåéò (6.2.44). ¸ôóé ôï áíÜðôõãìá (6.2.136)
óå éäéïìïñöÝò èá ãñáöüôáíå êáé óå ëßãï ðéï áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ áðëÜ èÝôïíôáò ñÁ/Ìn = 1/Nn

óôï äåîéü ìÝëïò ôïõ. Åíôïýôïéò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñïôéìÜåé ôéò ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò Mn áðü
ôéò íüñìåò Nn = Ìn /(ñÁ) ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò Xn(x). Êáé ðÜñá ðïëý óùóôÜ åíåñãåß Ýôóé:
ïé ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò Mn Ý÷ïõí êÜðïéá öõóéêÞ åñìçíåßá (ôïõëÜ÷éóôïí äçëþíïõí ìÜæåò!). Åßíáé
åðßóçò ãåíéêåýóéìåò êáé óå ìç óõíÞèåéò äïêïýò: åí ðñïêåéìÝíù óå äïêïýò ìå ìåôáâëçôÞ ãñáììéêÞ
ðõêíüôçôá ñÁ(x) := ñ(x)A(x) êáôÜ ìÞêïò ôïõò.

ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôÝëïò üôé ôï áíÜðôõãìá óå éäéïìïñöÝò (6.2.136) (ðñþôç ó÷Ýóç) ìå óõíôå-
ëåóôÝò Çn (äåýôåñç ó÷Ýóç) áðïôåëåß ïõóéáóôéêÜ ìéá ãåíßêåõóç ôùí óåéñþí Fourier. Ðñüêåéôáé ãéá
ãåíßêåõóç áðü ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óåéñÝò Fourier (Þ ôçí éóïäýíáìÞ ôïõò ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óåéñÜ
Fourier) óå éäéïìïñöÝò Xn(x) êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý.

B6.2.6.5. Ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò

Êáôáñ÷Þí îáíáãñÜöïõìå ôç ó÷Ýóç (6.2.127) óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

p(x, t)
ñÁ

=
∞∑
n=1

[
q̈n(t)+ù2

nqn(t)
]
Xn(x). (6.2.137)
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Ôç ìïñöÞ áõôÞ ôç óõãêñßíïõìå ìå ôï áíÜðôõãìá óå éäéïìïñöÝò (6.2.136) (ðñþôïò ôýðïò). Êáô’
áõôüí ôïí ôñüðï óõìðåñáßíïõìå Üìåóá üôé ðñáãìáôéêÜ ç ó÷Ýóç (6.2.137) åêöñÜæåé ôï áíÜðôõãìá
ôçò óõíáñôÞóåùò p(x, t)/(ñÁ) óå éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) öõóéêÜ ìå ìåôáâëçôÞ ôç èÝóç x
êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé ü÷é ôï ÷ñüíï t. ÓõíÜãïõìå åðßóçò ôï ðñüóèåôï óõìðÝñá-
óìá üôé óôï áíÜðôõãìá áõôü (6.2.137) ïé ó÷åôéêïß óõíôåëåóôÝò (ïé ïðïßïé äåí åîáñôþíôáé âÝâáéá
áðü ôç èÝóç x, åíþ åîáñôþíôáé öõóéêÜ áðü ôï ÷ñüíï t) åßíáé ïé ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò

Hn(t) := q̈n(t)+ù2
nqn(t) ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.138)

¼ìùò, üðùò Þäç áðïäåßîáìå óôï ðñïçãïýìåíï ÅäÜöéï Â6.2.6.4, ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò Hn(t),
äçëáäÞ ïé óõíôåëåóôÝò ôïõ áíáðôýãìáôïò (6.2.137) óå éäéïìïñöÝò Xn(x), ìðïñïýí íá ðñïóäéïñé-
óèïýí áðü ôïõò ôýðïõò (6.2.135) Þ êáëýôåñá (6.2.136) (äåýôåñïé ôýðïé). ¢ñá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

Hn(t) := q̈n(t)+ù2
nqn(t) = ñÁ

Ìn

∫ L

0

p(x, t)
ñÁ

Xn(x) dx ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.139)

Áðëïðïéþíôáò ìÜëéóôá ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ óôï äåîéü ìÝëïò, ðáßñíïõìå ôéò ó÷Ýóåéò

q̈n(t)+ù2
nqn(t) = 1

Ìn

∫ L

0
p(x, t)Xn(x) dx ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.140)

Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá ìç ïìïãåíåßò (áóöáëþò ìüíï óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò!) ãñáììéêÝò
óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ôéò êýñéåò óõíôåôáã-
ìÝíåò qn(t). ÖõóéêÜ ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ùn (ïé ïðïßåò áíôéóôïé÷ïýí óôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) êáé óôïõò
ó÷åôéêïýò ôñüðïõò ôáëáíôþóåùò vn(x, t) = qn(t)Xn(x)) åßíáé Þäç ãíùóôÝò áðü ôïõò ôåëåõôáßïõò
ôýðïõò (6.2.98): ùn = â2

n

√
EI/(ñÁ) ìÝóù ôùí áíôßóôïé÷ùí éäéïôéìþí ân. Ïé éäéïôéìÝò áõôÝò ân õðï-

ëïãßæïíôáé ðñþôåò áðü ôç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç Þ åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí, ð.÷. áðü
ôçí åîßóùóç (6.2.67): tanhâL = tanâL ãéá äïêü ìå ðÜêôùóç--êýëéóç óôá äýï Üêñá ôçò.

Ôþñá óôá äåîéÜ ìÝëç ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (6.2.140) Ý÷ïõí ðáñïõóéáóèåß ôá
ïëïêëçñþìáôá

Pn(t) =
∫ L

0
p(x, t)Xn(x) dx ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.141)

Ôá ïëïêëçñþìáôá áõôÜ åßíáé âÝâáéá ãíùóôÝò ðïóüôçôåò (êáëýôåñá óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t).
Ôïýôï éó÷ýåé, åðåéäÞ ôüóï ç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, t) üóï êáé ïé éäéïìïñöÝò ôáëá-
íôþóåùò Xn(x) åßíáé ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò. Ôéò íÝåò áõôÝò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò Pn(t) ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò ôéò áðïêáëåß óôá ðñïâëÞìáôá ôùí åîáíáãêáóìÝíùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí äïêþí
ãåíéêåõìÝíåò öïñôßóåéò. Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõò ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (6.2.140) ðáßñíïõí
ôéò óõíôïìüôåñåò óôç ãñáöÞ ìïñöÝò ôïõò

q̈n(t)+ù2
nqn(t) = Pn(t)

Mn
ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.142)

(Ðáñáôçñïýìå üôé óôá äåîéÜ ìÝëç ôùí åîéóþóåùí áõôþí ðáñïõóéÜæïíôáé ïé ëüãïé Pn(t)/Mn ôùí
ãåíéêåõìÝíùí öïñôßóåùí Pn(t) äéá ôùí áíôßóôïé÷ùí ãåíéêåõìÝíùí ìáæþí Mn.) ÁõôÝò ïé åîéóþ-
óåéò (6.2.142) åßíáé ïé ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò ðïõ
èá ìáò åðéôñÝøïõí íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t), ïé ïðïßåò åßíáé ðñïò ôï ðá-
ñüí Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò. ÁõôÝò åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óôïí ôýðï (6.2.117)
Þ (6.2.119) ôçò ëýóåùò óå ìïñöÞ óåéñÜò v(x, t) = ∑∞

n=1 qn(t)Xn(x) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò
óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôéò åîáíáãêáóìÝíåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý.

Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò êáé ôçí ðñáãìáôéêÜ éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóá ðëÞñç áíáëïãßá ìåôáîý
ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (6.2.142) ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t) êáé ôçò ðïëý
ãíùóôÞò êáé åðßóçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ áðëïý áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ

ü(t)+ù2
0u(t) =

p(t)
m

ìå ù2
0 =

k
m

. (6.2.143)
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Ç åîßóùóç áõôÞ áíáöÝñåôáé óå Ýíá ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m) êáé
åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k) ÷ùñßò üìùò áðüóâåóç (äçëáäÞ ìå c = 0). Ìå äåäïìÝíç ìÜëéóôá ôçí áíá-
ëïãßá áõôÞ åßíáé êáèüëá äéêáéïëïãçìÝíïò ï üñïò ãåíéêåõìÝíåò öïñôßóåéò ãéá ôéò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò Pn(t). Ðáñáôçñïýìå ðùò áõôÝò õðåéóÝñ÷ïíôáé óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (6.2.142),
áêñéâþò üðùò ç áëçèéíÞ öüñôéóç p(t) õðåéóÝñ÷åôáé óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.143).

ÖõóéêÜ ç ßäéá ïìïéüôçôá ðáñáìÝíåé êáé óôçí åíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ ôùí ßäéùí óõíÞèùí äéáöïñé-
êþí åîéóþóåùí ìå ôéò ìÜæåò íá Ý÷ïõí ìåôáöåñèåß óôá áñéóôåñÜ ìÝëç ôïõò. ÐñáãìáôéêÜ ç óõíÞèçò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.143) ôïõ ÷ùñßò áðüóâåóç áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ Þôáí ãñáììÝíç áñ÷éêÜ
óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

mü(t)+ ku(t) = p(t). (6.2.144)

Ç ìïñöÞ áõôÞ ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá ìå ìåôáöïñÜ üìùò ôïõ üñïõ
ôçò äõíÜìåùò ôïõ åëáôçñßïõ −ku(t) óôï áñéóôåñü ìÝëïò, åêåß âÝâáéá ìå ðñüóçìï óýí. Ôþñá áíÜ-
ëïãá ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (6.2.142) ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t) óôéò ðáñïýóåò
êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ìðïñïýí êé áõôÝò íá ãñáöïýí óôéò áðüëõôá éóïäýíáìåò ìïñöÝò ôïõò

Mnq̈n(t)+ù2
nMnqn(t) = Pn(t) ìå n = 1, 2, . . . (6.2.145)

ìå ôéò ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò Mn ôþñá óôá áñéóôåñÜ ìÝëç ôïõò.

Ìðïñïýìå ìÜëéóôá íá åéóáãÜãïõìå êáé ôéò íÝåò ðïóüôçôåò

Kn = ù2
nMn éóïäýíáìá Kn = ñÁù2

n

∫ L

0
X2
n (x) dx = EIâ4

n

∫ L

0
X2
n (x) dx ìå n = 1, 2, . . . (6.2.146)

ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò (6.2.129) êáé (6.2.126). ÁõôÝò ôéò ðïóüôçôåò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ôéò êáëåß
ãåíéêåõìÝíåò äõóêáìøßåò. Ôüôå ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (6.2.145) ðáßñíïõí ôéò ìïñöÝò

Mnq̈n(t)+ Knqn(t) = Pn(t) îáíÜ ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.147)

ÁõôÝò êáèéóôïýí êáé ðÜëé ðëÞñç ôçí áíáëïãßá ìåôáîý ôçò êëáóéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ôïõ áðëïý áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ (6.2.144) êáé ôùí áíôßóôïé÷ùí áõôþí åîéóþóåùí (6.2.147)
óôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t) ôùí ôáëáíôþóåùí áõôþí.

◆ ÓõìðÝñáóìá: Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ïé êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý (åäþ
÷ùñßò áðüóâåóç) áíÜãïíôáé óå Ýíá óýóôçìá Üðåéñùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò
ôÜîåùò. ¼ëåò ôïõò åßíáé ôçò ßäéáò áêñéâþò ìïñöÞò ìå ôçí åîßóùóç ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m êáé åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k (êáé ðÜëé ÷ùñßò áðüóâåóç). ¸ôóé
Ýíá óõíå÷Ýò ìç÷áíéêü óýóôçìá, Ýíá áðåéñïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá, ç äïêüò, Ý÷åé áíá÷èåß óå ìéá
Üðåéñç áêïëïõèßá ìïíïâÜèìéùí ìç÷áíéêþí óõóôçìÜôùí (ìå n = 1, 2, . . . ). Ôï êáèÝíá áðü áõôÜ
áíôéóôïé÷åß óå Ýíáí êýñéï ôñüðï ôáëáíôþóåùò ôçò äïêïý vn(x, t) = qn(t)Xn(x): ôáëÜíôùóç êáôÜ
ôïí «Üîïíá» ðïõ êáèïñßæåé ç éäéïìïñöÞ Xn(x). Ãéá ôçí áíáãùãÞ ðïõ ðñïáíáöÝñáìå äåí Ý÷åé ãßíåé
êáìßá ðñïóÝããéóç óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.2.108). Êáé öõóéêÜ
ïýôå äéáêñéôïðïßçóç ôçò äïêïý: ïýôå áíáãùãÞ ôçò áðü óõíå÷Ýò ìç÷áíéêü óýóôçìá óå äéáêñéôü.

ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôþñá üëåò ôéò áíôéóôïé÷ßåò ôùí ìç÷áíéêþí ìåãåèþí ìáò:

• Ïé ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò Ìn óôç äïêü áíôéóôïé÷ïýí óôç ìÜæá m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ.

• Ïé ãåíéêåõìÝíåò äõóêáìøßåò Kn = ù2
nMn óôç äïêü áíôéóôïé÷ïýí óôç óôáèåñÜ ôïõ åëáôçñßïõ

k = ù2
0m. (ÖõóéêÜ ï üñïò äõóêáìøßá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìüíï óå öáéíüìåíá êÜì-

øåùò, ü÷é óå öáéíüìåíá ðïõ äåí Ý÷ïõí ó÷Ýóç ìå êÜìøç, ð.÷. ü÷é äõóêáìøßá åëáôçñßïõ!)

• Ïé ãåíéêåõìÝíåò öïñôßóåéò Pn(t) óôç äïêü áíôéóôïé÷ïýí óôç öüñôéóç (óôçí åîùôåñéêÞ äý-
íáìç) p(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï.

• ÔÝëïò ïé êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t) óôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ôçò äïêïý áíôéóôïé÷ïýí
óôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ.
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Êé áí áêüìç üëåò áõôÝò ïé Ýííïéåò äåí åßíáé áðüëõôá êáôáíïçôÝò, åíôïýôïéò Ýíá óçìåßï ðñÝðåé
óßãïõñá íá Ý÷åé ãßíåé ðëÞñùò êáôáíïçôü: Ôïðñüâëçìá ôùí åîáíáãêáóìÝíùí êáìðôéêþí ôáëáíôþ-
óåùí äïêïý Ý÷åé áíá÷èåß óôéò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜ-
îåùò (6.2.142) êáé éóïäýíáìá (6.2.147). ÁõôÝò üìùò ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óõìðßðôïõí
áðüëõôá ìå ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.143) êáé (6.2.144) áíôßóôïé÷á ôïõ ìïíïâÜèìéïõ
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôáò õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k). Êáé áðü êáèáñÜ
ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò (áí ðåñéïñéóèïýìå óôçí Üðïøç áõôÞ) ôïýôï ìüíï åßíáé ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé
åäþ, þóôå íá ìðïñÝóïõìå íáðñï÷ùñÞóïõìå ðéï êÜôù óôçí åðßëõóç ôïõðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò.

B6.2.6.6. Ïé ëýóåéò ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò

Óôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ (éóïäýíáìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ)
ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ðëÞñùò ôç ëýóç ôçò ó÷åôéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò
ôÜîåùò (6.2.143) ÷ñåéÜæåôáé áóöáëþò íá ãíùñßæïõìå êáé ôéò äýï áðáéôïýìåíåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0 (áñ÷éêÞ ìåôáôüðéóç) êáé åðßóçò u̇(0) = v0 (áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá). (6.2.148)

Ôïýôï åßíáé åýëïãï áðüöõóéêÞò áðüøåùò. Ðþò íá îÝñïõìå ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t > 0, áí äåí îÝñïõìå ôçí áñ÷éêÞ èÝóç ôïõ u0 êáé ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôÜ ôïõ v0
ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0; Åßíáé üìùò åýëïãï êáé áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò. Ðþò íá âñïýìå ìéá
óõãêåêñéìÝíç ëýóç (ìåñéêÞ Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò éó÷ýïõóáò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.143)
÷ùñßò íá äéáèÝôïõìå äýï óõíèÞêåò ãéá ôç ëýóç áõôÞ: åäþ êáôÜ ðñïôßìçóç ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò;

ÕðïèÝôïíôáò ëïéðüí ãíùóôÝò ôéò áñ÷éêÝò áõôÝò óõíèÞêåò (6.2.148) ç ìç ïìïãåíÞò óõíÞèçò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (6.2.143) ìáò äßíåé ôç æçôïýìåíç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç. Åßíáé
ç ãíùóôÞìáò ëýóç (11.6.11) ôçò ÅíüôçôáòÁ11.6 óôéò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò. Ôç èõìßæïõìå:

u(t) = u0 cosù0t + v0
ù0

sinù0t + 1
mù0

∫ t

0
p(ô) sinù0(t − ô) dô ìå t ≥ 0 (6.2.149)

êáé áóöáëþò ìå sinù0(t − ô) := sin[ù0(t − ô)]. Ç ëýóç áõôÞ ðñïêýðôåé åßôå ìå ôç ìÝèïäï ôçò
ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí åßôå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ðïõ ç ÷ñÞóç ôïõ
åßíáé ßóùò êáé ëßãï åõêïëüôåñç óôïõò ó÷åôéêïýò õðïëïãéóìïýò. Ç ßäéá ëýóç u(t) êáëåßôáé óõ÷íÜ êáé
ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò Duhamel êáé ôï ó÷åôéêü óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá ïëïêëÞñùìá Duhamel.

Åäþ ôþñá ðßóù óôï ðñüâëçìá ôùí åîáíáãêáóìÝíùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí ìéáò óõíÞèïõò
äïêïý éó÷ýåé ç áíÜëïãç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.142). Áò ôçí åðáíáëÜâïõìå

q̈n(t)+ù2
nqn(t) = Pn(t)

Mn
ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.150)

Ç ëýóç ôçò èá åßíáé öõóéêÜ áêñéâþò ðáñüìïéá ìå ôçí ðéï ðÜíù ëýóç (6.2.149). ÁðëÜ ðñÝðåé íá
áëëÜîïõìå ëßãï ôï óõìâïëéóìü. ¸ôóé ãñÜöïõìå ôç ëýóç ôçò åîéóþóåùò áõôÞò (6.2.150) óôç ìïñöÞ

qn(t) = qn(0) cosùnt+ q̇n(0)
ùn

sinùnt+ 1
Ìnùn

∫ t

0
Pn(ô) sinùn(t−ô) dô ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.151)

ÂÝâáéá, áí êáé ïé äýï ðïóüôçôåò qn(0) êáé q̇n(0) (ðïõ åêöñÜæïõí ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï
ðáñüí ðñüâëçìá) èåùñçèïýí ãíùóôÝò, ôüôå áðëÜ Ý÷ïõìå ôç æçôïýìåíç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç.
Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç, áí åñìçíåõèïýí óáí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, ôüôå Ý÷ïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç.
Åìåßò öõóéêÜ èÝëïõìå ôï ðñþôï: íá åßíáé ãíùóôÝò ïé ôéìÝò qn(0) êáé q̇n(0) óôç ëýóç áõôÞ, þóôå
íá åßíáé ç æçôïýìåíç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç. (¸÷ïõìå óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá äïêïý óå êáìðôéêÝò
ôáëáíôþóåéò êáé áðáéôåßôáé óõãêåêñéìÝíç ëýóç êáé ü÷é ëýóç ìå áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ó’ áõôÞí!)
ÐñÝðåé ëïéðüí íáðñïóäéïñßóïõìå ôéò äýï ôéìÝò qn(0) êáé q̇n(0) êáé, äõóôõ÷þò ãéá ìáò, ÷ñåéÜæåôáé íá
äïõëÝøïõìå ëßãï ðñïò ôï óêïðü áõôü. ÎåêéíÜìå ëïéðüí êáé óå ëßãï èá ôá Ý÷ïõìå êáôáöÝñåé! Íáé!
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B6.2.6.7. Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò

Ðñüêåéôáé öõóéêÜ íá åêìåôáëëåõèïýìå ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (6.2.109), ðïõ ìáò Ý÷ïõí äïèåß
ãéá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0: (á) ôçí áñ÷éêÞ èÝóç f (x) êáé (â) ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá g(x) ôùí óçìåßùí
ôçò óõíÞèïõò äïêïý (ìå 0 ≤ x ≤ L). Ôéò îáíáãñÜöïõìå êáé åäþ, þóôå íá ôéò èõìçèïýìå êáëýôåñá
êáé íá ôéò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðïëý ðéï åýêïëá óå ëßãï:

v(x, 0) = f (x) êáé
∂v
∂t

(x, 0) = g(x). (6.2.152)

Ðïëý êáëü åßíáé åðßóçò íá îáíáãñÜøïõìå êáé ôç ëýóç v(x, t) ðïõ æçôÜìå óôç ìïñöÞ (6.2.119)
áíáðôýãìáôïò óå éäéïìïñöÝò Xn(x):

v(x, t) =
∞∑
n=1

qn(t)Xn(x). (6.2.153)

ÃíùóôÝò ó’ áõôÞí åßíáé ïé éäéïìïñöÝò Xn(x) ôáëáíôþóåùò ôçò äïêïý. Êáé ôþñá åßíáé ó÷åäüí ãíùóôÝò
êáé ïé êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t) ìå âÜóç ôïõò ïëïêëçñùôéêïýò ôýðïõò ôïõ Duhamel (6.2.151) ãéá
ôïíðñïóäéïñéóìü ôïõò. Ìüíï ïé óôáèåñÝò qn(0) êáé q̇n(0) ìáò ëåßðïõí áêüìç óôïõò ôýðïõòáõôïýò.
Ëßãç õðïìïíÞ êáé èá ôéò ðñïóäéïñßóïõìå êé áõôÝò ìå ÷ñÞóç ôùí äýï áñ÷éêþí óõíèçêþí (6.2.152).

ÈÝôïõìå ëïéðüí áðëÜ t = 0 óôï áíÜðôõãìá óå éäéïìïñöÝò (6.2.153) êáé ðáßñíïõìå ìå âÜóç
êáé ôçí ðñþôç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (6.2.152)

v(x, 0) = f (x) =
∞∑
n=1

qn(0)Xn(x). (6.2.154)

ÁíÜëïãá ðáñáãùãßæïõìå ôï ßäéï áíÜðôõãìá óå éäéïìïñöÝò (6.2.153) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t

∂v
∂t

(x, t) =
∞∑
n=1

q̇n(t)Xn(x) (6.2.155)

êáé ðáßñíïõìå ôþñá ãéá t = 0 ìå âÜóç ôç äåýôåñç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (6.2.152)

∂v
∂t

(x, 0) = g(x) =
∞∑
n=1

q̇n(0)Xn(x). (6.2.156)

Ôß áêñéâþò ìáò äçëþíïõí ôá äýïáõôÜáíáðôýãìáôáóå éäéïìïñöÝò Xn(x), (6.2.154) êáé (6.2.156),
ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò f (x) (áñ÷éêÞ èÝóç) êáé g(x) (áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá), ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óôéò äýï
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá t = 0) óôç äïêü ìáò; ÁðëÜ üôé ïé ðïóüôçôåò qn(0) êáé q̇n(0) ðïõ æçôÜìå íá
ðñïóäéïñßóïõìå äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ ïé óõíôåëåóôÝò ôùí äýï ãíùóôþí óõíáñôÞóåùí f (x)
êáé g(x) áíôßóôïé÷á óôá áíáðôýãìáôÜ ôïõò óå éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) ãéá ôç äïêü ìáò.

Ìå âÜóç ëïéðüí ôïõò äåýôåñïõò ôýðïõò (6.2.136) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò Hn óå áíÜðôõãìá óå
éäéïìïñöÝò êáôÜ ìÞêïò äïêïý Ý÷ïõìå áðü ôá áíáðôýãìáôá óå éäéïìïñöÝò (6.2.154) êáé (6.2.156)

qn(0) = ñÁ
Ìn

∫ L

0
f (x)Xn(x) dx êáé q̇n(0) = ñÁ

Ìn

∫ L

0
g(x)Xn(x) dx ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.157)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ëÜâáìå ðëÞñùò õðüøç ìáò êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (6.2.152) êáé ìå ôç
âïÞèåéÜ ôïõò ðñïóäéïñßóáìå üëåò ôéò óôáèåñÝò qn(0) êáé q̇n(0) ðïõ ÷ñåéáæüôáíå íá ãíùñßæïõìå óôéò
ëýóåéò (6.2.151) (óå ìïñöÞ ïëïêëçñùôéêþí ôýðùí Duhamel) ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t).

¸ôóé ïé ëýóåéò áõôÝò qn(t), ïé êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò óôï ðáñüí ðñüâëçìá êáìðôéêþí ôáëá-
íôþóåùí äïêïý, åßíáé ðéá áðüëõôá êáèïñéóìÝíåò óáí ìåñéêÝò (Þ åéäéêÝò) ëýóåéò ôùí óõíÞèùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (6.2.150), ðïõ áöïñïýí óôï ßäéï ðñüâëçìá. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ïé áñ÷éêÝò
ôéìÝò qn(0) êáé q̇n(0) õðïëïãßæïíôáé áðü ôïõò áìÝóùò ðéï ðÜíù ôýðïõò (6.2.157). Åðßóçò ïé ãå-
íéêåõìÝíåò öïñôßóåéò Pn(t) ðñïóäéïñßæïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò (6.2.141). ÔÝëïò ïé éäéïìïñöÝò Xn(x)
ðñïóäéïñßæïíôáé ìå ôïí ôñüðï ðïõ åêôåíþò åêèÝóáìå óôçí ÐáñÜãñáöï Â6.2.5 ìå âÜóç ôéò ôÝóóå-
ñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý ìáò. Óôçí ßäéá ÐáñÜãñáöï Â6.2.5
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ðñïóäéïñßóáìå åðßóçò êáé ôéò éäéïóõ÷íüôçôåòùn ìÝóù ôùí éäéïôéìþí ân ðïõ âñßóêïíôáé óáí ëýóåéò
ôçò ó÷åôéêÞò õðåñâáôéêÞò åîéóþóåùò. ¢ñá ìå ãíùóôÝò ôüóï (á) ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t)
üóï êáé (â) ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) óôéò ðáñïýóåò åîáíáãêáóìÝíåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý ôï
âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý v(x, t) ïñßæåôáé ðëÞñùò ìå âÜóç ôï áíÜðôõãìÜ ôïõ (6.2.153) óå éäéï-
ìïñöÝò. Óôç ëýóç áõôÞ Ý÷ïõí ëçöèåß êáôÜëëçëá õðüøç ôüóï (á) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò (6.2.118) üóï êáé (â) ïé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé (ã) ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.

B6.2.7. ÌçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò

¼ôáí ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé ìçäåíéêÝò, äçëáäÞ f (x) ≡ 0 êáé g(x) ≡ 0 óôç ó÷Ýóåéò (6.2.152),
ôüôå ðñïöáíþò qn(0) = 0 êáé q̇n(0) = 0 åîáéôßáò ôùí ôýðùí (6.2.157). Óôçí åéäéêÞ áëëÜ óçìá-
íôéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ïé ëýóåéò qn(t) óôéò ó÷Ýóåéò (6.2.151) áðëïðïéïýíôáé áñêåôÜ ðáßñíïíôáò ôéò
ìïñöÝò áðëþí ïëïêëçñùìÜôùí Duhamel (ðïõ åßíáé âÝâáéá ÷ñïíéêÜ óõíåëéêôéêÜ ïëïêëçñþìáôá)

qn(t) = 1
Mnùn

∫ t

0
Pn(ô) sinùn(t − ô) dô ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.158)

Óôçí Üëëç óçìáíôéêÞ åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí, äçëáäÞ ôáëáíôþóåùí
ìå ìçäåíéêÞ åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(x, t) ≡ 0, ïé ãåíéêåõìÝíåò öïñôßóåéò Pn(t) ìçäåíßæïíôáé: Pn(t) ≡ 0.
Ôïýôï åßíáé áðüëõôá óáöÝò áðü ôïõò ôýðïõò õðïëïãéóìïý ôïõò (6.2.141). Óôçí åíäéáöÝñïõóá
áõôÞðåñßðôùóçïé ôýðïé (6.2.151) ãéá ôéò ëýóåéòqn(t) áðëïðïéïýíôáéðÜëé êáéðáßñíïõí ôéò ìïñöÝò

qn(t) = qn(0) cosùnt + q̇n(0)
ùn

sinùnt ìå n = 1, 2, . . . . (6.2.159)

Áí âÝâáéá êáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé ìçäåíéêÝò: f (x) ≡ 0 êáé g(x) ≡ 0, áëë’ ïýôå êáé öüñôéóç
õðÜñ÷åé: p(x, t) ≡ 0, ôüôå âÝâáéá ãåíéêÜ (Üìá äåí õðÜñ÷ïõí ïýôå ñïðÝò óôá Üêñá ôçò äïêïý) ïýôå
êáìðôéêÞ ôáëÜíôùóçôçò äïêïý äå ìðïñåß íá õðÜñîåéðñïò ìåãÜëç ÷áñÜôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý.

B6.2.8. Ãåíéêåýóåéò êáé ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ

Ôá ðéï ðÜíù áðïôåëÝóìáôá ãéá ôç ëýóç v(x, t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôùí ôáëáíôþóåùí äïêïý õðü
äõíáìéêÞ êáìðôéêÞ êáôáðüíçóç ãåíéêåýïíôáé óå óùñåßá ðñïâëçìÜôùí éäéáßôåñïõ åíäéáöÝñïíôïò
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Èåùñïýìå óêüðéìï íá áíáöÝñïõìå åðéãñáììáôéêÜ ìåñéêÜ áðü áõôÜ:
(á) Ìç óõíÞèåéò äïêïýò ìå ìåôáâëçôÞ äõóêáìøßá EI(x) Þ/êáé ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ(x) êáôÜ ìÞ-
êïò ôïõò. (â) Ìç óõíçèéóìÝíåò óôçñßîåéò óå Üêñá äïêïý (ð.÷. ìÝóù åëáôçñßïõ). (ã) Ôáëáíôþóåéò
äïêïý ìå áðüóâåóç. (ä) Ôáëáíôþóåéò äïêïý ìå ôáõôü÷ñïíç óôáèåñÞ áîïíéêÞ äýíáìç Í. (å) Ôáëá-
íôþóåéò äïêïý ðïõ óôçñßæåôáé ðÜíù óå åëáóôéêÞ âÜóç (óå åëáóôéêÞ èåìåëßùóç) ìå ôçí õðüèåóç
Winkler. (óô) Ôáëáíôþóåéò äïêïý ðïõ ïöåßëïíôáé óå óåéóìïýò: Ýíáò óåéóìüò ðñïêáëåß ïõóéáóôéêÜ
ìéá éóïäýíáìç åîùôåñéêÞ öüñôéóç p∗(x, t) ðÜíù óôç äïêü. (æ) Ôáëáíôþóåéò äïêïý Timoshenko ìå
ìïíôåëïðïßçóç ðéï áêñéâÞ áðü ôçí ðáñïýóá åîßóùóç (6.2.118) ãéá äïêü Bernoulli--Euler, êëð.

ÁíÜìåóá óôéò ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ ðïõ Þäç åêèÝóáìå ðåñéëáìâÜíïíôáé ðÝñá
áðü ôéò ðñïçãïýìåíåò ãåíéêåýóåéò (óôéò ïðïßåò åîÝ÷ïõóá èÝóç êáôÝ÷åé ç áðüêñéóç ìéáò äïêïý óå
óåéóìéêÞ öüñôéóç) êáé äéÜöïñåò åíäéáöÝñïõóåò åöáñìïãÝò. ÔÝôïéåò åöáñìïãÝò áöïñïýí ìåôáîý
Üëëùí: (á) óå êéíïýìåíá óõãêåíôñùìÝíá öïñôßá êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (ðïõ ðáñéóôÜíïíôáé ìå
ôçí êáôÜëëçëç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò äÝëôá ôïõ Dirac) êáé (â) óå áñìïíéêÝò öïñôßóåéò ôçò äïêïý
ìå óõ÷íüôçôá ù. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, åÜí äåí Ý÷ïõìå áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí êáé ôáõôü-
÷ñïíá ç óõ÷íüôçôá ù ôçò åîùôåñéêÞò öïñôßóåùò óõìðÝóåé ìå ìßá éäéïóõ÷íüôçôá ùn ôçò äïêïý,
ôüôå ðáñïõóéÜæåôáé ôï áíåðéèýìçôï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý, ðïõ ðñÝðåé íá áðïöåýãåôáé.

¼ëá áõôÜ ôá öáéíüìåíá êáé ðïëëÜ Üëëá êáé åîßóïõ åíäéáöÝñïíôá ìðïñåß íá ìåëåôÞóåé, ôþñá
ðïõ Ý÷åé åðáñêåßò ìáèçìáôéêÝò âÜóåéò ðÜíù óôï èÝìá, ï ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò óå âéâëßá ÄõíáìéêÞò
ôùí Êáôáóêåõþí. ÖõóéêÜ ï ôåëéêüò óôü÷ïò ôïõ äåí åßíáé âÝâáéá áðëÜ íá åðéëýåé ðñïâëÞìáôá
áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí: Åßíáé íá óõíÜãåé áðü ôéò ëýóåéò ðïõ ðñïóäéïñßæåé ôá áíáãêáßá
óõìðåñÜóìáôá ãéá ôï óùóôü ó÷åäéáóìü ôùí êáôáóêåõþí ôïõ, ð.÷. ôïí áíôéóåéóìéêü ó÷åäéáóìü.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B7
ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÏ ÐÑÏÂËÇÌÁ ÔÇÓ ÐËÁÊÁÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áíáöåñèïýìå óôï ðñüâëçìá ôçò ïñèïãùíéêÞò óõíÞèïõò ðëÜêáò ìå
áðëÞ óôÞñéîç óôéò ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ôçò êáé ìå áõèáßñåôç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, y)
óôçí åðéöÜíåéÜ ôçò. Ôï ðñüâëçìá áõôü ôï ëýíïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Navier (1820) ðïõ âáóßæåôáé óå
äéðëÝò çìéôïíéêÝò óåéñÝò Fourier. Ôç èåùñßá ôïõò ôçí áíáöÝñïõìå ðåñéëçðôéêÜ. Óôç óõíÝ÷åéá åðß-
óçò ðåñéëçðôéêÜ áíáöåñüìáóôå êáé óôçí åíáëëáêôéêÞ ìÝèïäï ôïõ Le’vy (1899) ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá.
ÁõôÞ ÷ñçóéìïðïéåß ìüíï áðëÝò çìéôïíéêÝò óåéñÝò Fourier áíÜãïíôáò ôï ðñüâëçìá ôçò ðëÜêáò óå
Ýíá óýóôçìá Üðåéñùí áëëÜ ìç óõæåõãìÝíùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôåôÜñôçò ôÜîåùò.

B7.1. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ NAVIER ÃÉÁ ÔÇÍ ÏÑÈÏÃÙÍÉÊÇ ÐËÁÊÁ

B7.1.1. Ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí

Ç ìÝèïäïò ôïõ Navier (1820) åßíáé ç ðñþôç êáé ç ðéï ãíùóôÞ ìÝèïäïò ãéá ôçí åðßëõóç ðñï-
âëçìÜôùí ïñèïãùíéêþí óõíÞèùí ðëáêþí õðü óôáôéêÝò óõíèÞêåò öïñôßóåùò êáé ìå áðëÞ óôÞñéîç
(Ýäñáóç) êáé óôéò ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ôïõò: óå üëï ôï óýíïñü ôïõò. Èåùñïýìå ìéá ôÝôïéá ðëÜêá
äéáóôÜóåùí a åðß b (åäþ õðïèÝôïõìå üôé 0 ≤ x ≤ a êáé 0 ≤ y ≤ b), üðùò áõôÞ ðïõ öáßíåôáé óôï
Ó÷Þìá Â7.1 ôçò åðüìåíçò óåëßäáò. Ç ðëÜêá Ý÷åé äõóêáìøßá (ôýðïò (2.2.16) ôïõ Êåöáëáßïõ Â2)

D = Eh3

12(1− í2)
(7.1.1)

ìå Å ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò êáé í ôï ëüãï ôïõ Poisson ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý
õëéêïý ôçò êáé h ôï ðÜ÷ïò ôçò. Ç öüñôéóç ôçò ðëÜêáò åßíáé êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x, y)
(óõíÞèùò óå Pa ≡ kN/m2). ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò ðëÜêáò w(x, y).

¼ðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Â2.2.3 ôïõ Êåöáëáßïõ Â2, åîßóùóç (2.2.15), ôï
âÝëïò êÜìøåùò (ðïõ ìåñéêÝò öïñÝò êáëåßôáé êáé âýèéóç)w(x, y) óõíÞèïõò ðëÜêáò P õðü óôáôéêÝò
óõíèÞêåò öïñôßóåùò åðáëçèåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôåôÜñôçò ôÜîåùò

∇4w = p(x, y)
D

⇐⇒ ∂4w
∂x4

+ 2
∂4w

∂x2∂y2
+ ∂4w

∂y4
= p(x, y)

D
ìå w = w(x, y), (x, y) ∈ P. (7.1.2)

Åäþ âÝâáéá ∇4 ≡ (∇2)2 åßíáé ï äéáñìïíéêüò ôåëåóôÞò, åíþ ∇2 åßíáé ï ôåëåóôÞò ôïõ Laplace.

ÅðéðëÝïí, üðùò áðïäåéêíýåôáé óôç Èåùñßá ôùí Ðëáêþí (ð.÷. óôï ÅöáñìïóìÝíï Notebook Óõ-
íÞèåéò ÐëÜêåò, Åíüôçôá 2.3, ÅíôïëÞ (9) óôï Ôåý÷ïò 2: ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò êáé Notebooks III ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò), ïé ôñåéò ñïðÝò óôç óõíÞèç ðëÜêá: ïé äýï ñïðÝò êÜìøåùò (Þ êáìðôéêÝò
ñïðÝò) Mx êáé My êáé ç ñïðÞ óõóôñïöÞò Mxy = Myx äßíïíôáé áðü ôïõò ôñåéò ãíùóôïýò ôýðïõò

Mx = −D
(

∂2w
∂x2

+ í
∂2w
∂y2

)
, My = −D

(
∂2w
∂y2

+ í
∂2w
∂x2

)
, Mxy = Myx = −D(1− í)

∂2w
∂x∂y

. (7.1.3)
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P

Ï a x

b
y

Ó÷Þìá Â7.1: ÏñèïãùíéêÞ ðëÜêá P = [0, a]×[0, b],
äçëáäÞ ìå 0 ≤ x ≤ a êáé 0 ≤ y ≤ b. Ç ðëÜêá
èåùñåßôáé óõíÞèçò ðëÜêá (äçëáäÞ ðëÜêá ìå ôéò
õðïèÝóåéò ôïõ Kirchhoff) êáé ìå áðëÞ óôÞñéîç óå
üëï ôï óýíïñü ôçò (êáé óôéò ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ôçò).

Ôþñá ãéá ôçí ïñèïãùíéêÞ ðëÜêá ôïõ áìÝóùò ðéï ðÜíù Ó÷Þìáôïò Â7.1 ìå áðëÞ óôÞñéîç óå üëï
ôï óýíïñü ôçò (êáé óôéò ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ôçò) ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ïé åîÞò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò:

w(0, y) = w(a, y) = 0 êáé w(x, 0) = w(x, b) = 0 (7.1.4)

ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò (ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò,w = 0, êáé óôéò ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ôçò ðëÜêáò) êáé

Mx(0, y) = Mx(a, y) = 0 êáé My(x, 0) = My(x, b) = 0 (7.1.5)

ãéá ôéò ñïðÝò êÜìøåùò (Þ êáìðôéêÝò ñïðÝò). Ðáñáãùãßæïõìå ôþñá ôéò äýï ðñþôåò ó÷Ýóåéò (7.1.4)
ùò ðñïò y êáé ôéò äýï ôåëåõôáßåò ó÷Ýóåéò (7.1.4) ùò ðñïò x. ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò ðùò

∂2w
∂y2

(0, y) = ∂2w
∂y2

(a, y) = 0 êáé
∂2w
∂x2

(x, 0) = ∂2w
∂x2

(x, b) = 0. (7.1.6)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (7.1.5) ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò (7.1.3) ãéá ôéò ñïðÝò êÜìøåùò
Mx êáé My , áëëÜ êáé ôéò ó÷Ýóåéò (7.1.6) ðïõ ìüëéò âñÞêáìå, ðáßñíïõí ôéò åîÞò ôåëéêÝò ôïõò ìïñöÝò:

∂2w
∂x2

(0, y) = ∂2w
∂x2

(a, y) = 0 êáé
∂2w
∂y2

(x, 0) = ∂2w
∂y2

(x, b) = 0. (7.1.7)

Óçìåéþíïõìå üôé ïé äýï ðñþôåò áðü ôéò ôåëéêÝò áõôÝò ó÷Ýóåéò, áí îå÷Üóïõìå ôç ìåôáâëçôÞ y, ìáò
èõìßæïõí ôéò áíôßóôïé÷åò ó÷Ýóåéò ãéá áìöéÝñåéóôç óõíÞèç äïêü 0 ≤ x ≤ a, üðïõ ç ñïðÞ êÜìøåùò
(Þ êáìðôéêÞ ñïðÞ)M = M(x) ìçäåíßæåôáé êáé óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = a ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý.

Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (7.1.2) êáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (7.1.4) êáé (7.1.7) (ïêôþ óõíïëéêÜ
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: áíÜ äýï óå êÜèå ðëåõñÜ ôçò ðëÜêáò: x = 0, x = a, y = 0 êáé y = b)
áðïôåëïýí ôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. Ôï ðñüâëçìá áõôü ëýèçêå áðü ôï Navier
(1820). Ôçí åíäéáöÝñïõóá ìÝèïäï ôïõ Navier ôçí áíáöÝñïõìå óôçí áìÝóùò åðüìåíç ðáñÜãñáöï.

B7.1.2. ÄéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò ðëÜêáò

Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò P = [0, a]× [0, b] äå÷üìáóôå
ôï âÝëïò êÜìøåùò (Þ âýèéóç) ôçò ðëÜêáò óôç ìïñöÞ ôçò åîÞò äéðëÞò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier:

w(x, y) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

wmn sin
mðx
a

sin
nðy
b

. (7.1.8)

Ïé óõíôåëåóôÝò wmn áõôÞò ôçò óåéñÜò åßíáé ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôïé, áëëÜ èá ðñïóäéïñéóèïýí ìå
÷ñÞóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (7.1.2). Ôï óçìáíôéêü üìùò ìå áõôÞí ôç
óåéñÜ Fourier åßíáé üôé ðëçñïýíôáé áõôüìáôá ïé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (7.1.4) óå ïëüêëçñï
ôï óýíïñï ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò P = [0, a] × [0, b] ðïõ ìåëåôÜìå, áöïý sin kð = 0 ãéá êÜèå
áêÝñáéç ôéìÞ ôïõ k. ¸ðåéôá ðáñáãùãßæïõìå ôç äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (7.1.8) äýï öïñÝò ùò
ðñïò x êáé äýï öïñÝò ùò ðñïò y. Ðñïêýðôïõí Ýôóé åýêïëá ïé íÝåò äéðëÝò çìéôïíéêÝò óåéñÝò Fourier

∂2w(x, y)
∂x2

= −
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(mð
a

)2
wmn sin

mðx
a

sin
nðy
b

, (7.1.9)

∂2w(x, y)
∂y2

= −
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(nð
b

)2
wmn sin

mðx
a

sin
nðy
b

. (7.1.10)
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Ðáñáôçñïýìå üôé ç äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (7.1.9) éêáíïðïéåß ôéò äýï ðñþôåò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (7.1.7). Êáé áíÜëïãá ç äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (7.1.10) éêáíïðïéåß ôéò äýï ôåëåõôáßåò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (7.1.7). ÐëÞñùóç ëïéðüí êáé áõôþí ôùí ôåóóÜñùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí.

Ôï ôåëéêü óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé õéïèåôþíôáò ôç äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (7.1.8) óôï
ðáñüí ðñüâëçìá ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò ìå áðëÞ óôÞñéîç (Ýäñáóç) ôïõ óõíüñïõ ôçò, ðåôõ÷áßíïõìå
íá ðëçñïýíôáé êáé ïé ïêôþ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï óýíïñï ôçò ðëÜêáò (áíÜ äýï óå êÜèå ðëåõñÜ
ôçò). ¢ñá ôþñá ôï ìüíï êáèÞêïí ìáò óôï ðáñüí ðñüâëçìá åßíáé ç ðëÞñùóç êáé ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò ðëÜêáò (7.1.2). Áõôü èá ôï ðåôý÷ïõìå ìå ôïí êáôÜëëçëï
ðñïóäéïñéóìü ôùí Üãíùóôùí óõíôåëåóôþíwmn óôç äéðëÞ óåéñÜ Fourier (7.1.8) ðïõ õðïèÝóáìå ãéá
ôï âÝëïò êÜìøåùòw(x, y) ôçò ðëÜêáò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ôïõ Navier óôï ðñüâëçìá áõôü.

Áöïý üìùò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åäþ ôç äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (7.1.8) ãéá ôï âÝëïò êÜìøå-
ùòw(x, y), ôï ßäéï ðñÝðåé íá êÜíïõìå êáé ãéá ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x, y) ôçò ðëÜêáò.
¸ôóé èá ìðïñÝóïõìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (7.1.2).

B7.1.3. ÁíÜðôõãìá óõíáñôÞóåùò óå äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier

ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí üôé ç öüñôéóç p(x, y) ôçò ðëÜêáò Ý÷åé ôç äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier

p(x, y) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

pmn sin
mðx
a

sin
nðy
b

. (7.1.11)

ÁõôÞ åßíáé áðüëõôá áíÜëïãç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç óåéñÜ Fourier (7.1.8) ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò w(x, y)
ôçò ßäéáò ðëÜêáò, ôþñá üìùò ìå óõíôåëåóôÝò pmn, ôïõ ïðïßïõò èÝëïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå åäþ.

Ðñïò ôï óêïðü áõôü èõìüìáóôå ôïõò ôýðïõò (5.2.61) êáé (5.2.62) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â5.2.10
ôïõ Êåöáëáßïõ Â5 ãéá ôï áíÜðôõãìá ìéáò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò h(x) óå áðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ
Fourier óôï äéÜóôçìá [0, L]. Ìå âÜóç ôïí ðñþôï áðü ôïõò äýï áõôïýò ôýðïõò (5.2.61) Ý÷ïõìå

h(x) =
∞∑
n=1

bn sin
nðx
L

, 0 ≤ x ≤ L. (7.1.12)

Óôç óåéñÜ áõôÞ ïé óõíôåëåóôÝò bn äßíïíôáé áðü ôï äåýôåñï ôýðï, ôïí ôýðï (5.2.62), äçëáäÞ

bn = 2
L

∫ L

0
h(x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . . (7.1.13)

Ôþñá ãéá ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, y) ôçò ðëÜêáò èåùñïýìå ðñïò óôéãìÞ ôï y
óôáèåñÜ (êáëýôåñá ðáñÜìåôñï) áíôß ìåôáâëçôÞ. Óôç óõíÝ÷åéá áíáðôýóóïõìå áíÜëïãá ôç óõíÜñ-
ôçóç áõôÞ p(x, y) óå çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier ùò ðñïò x ìüíï êáé ìÜëéóôá óôï äéÜóôçìá [0, a] êáôÜ
ìÞêïò ôçò ðëÜêáò P = [0, a]× [0, b] ðïõ åîåôÜæïõìå. ¸ôóé ðáßñíïõìå ìå âÜóç ôïí ôýðï (7.1.12)

p(x, y) =
∞∑

m=1

pm(y) sin
mðx
a

, 0 ≤ x ≤ a, (7.1.14)

Ý÷ïíôáò ÷ñçóéìïðïéÞóåé ãéá äåßêôç óôç óåéñÜ áõôÞ ôï m áíôß ãéá ôï n óôçí áðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ
Fourier (7.1.12). ÖõóéêÜ ïé óõíôåëåóôÝò pm(y) èá ìåôáâÜëëïíôáé, áí áëëÜæåé ç ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò
(êáëýôåñá ôçò ðáñáìÝôñïõ) y. Ãé’ áõôü ôïõò äçëþíïõìå ìå ôï óýìâïëï pm(y). Êáé ôþñá óýìöùíá
ìå ôïí ôýðï (7.1.13) Ý÷ïõìå ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò áõôïýò pm(y) (åäþ üìùò ìå a áíôß ãéá L)

pm(y) = 2
a

∫ a

0
p(x, y) sin

mðx
a

dx, m = 1, 2, . . . . (7.1.15)

Ðñïöáíþò ïé óõíôåëåóôÝò pm(y) åîáñôþíôáé áðü ôç óôáèåñÜ (Þ êáëýôåñá ôçí ðáñÜìåôñï) y
ðïõ óôçí ðëÜêá P = [0, a]× [0, b] ðïõ ìåëåôÜìå ìåôáâÜëëåôáé óôï äéÜóôçìá [0, b] êáôÜ ôï ðëÜôïò
(ü÷é ôï ìÞêïò) ôçò ðëÜêáò. Ìðïñïýìå åðïìÝíùò íá åðéóôñÝøïõìå ôþñá óôçí åñìçíåßá ôïõ y óáí
ìåôáâëçôÞò áíôß óáí óôáèåñÜò (Þ ðáñáìÝôñïõ). Åßíáé åýëïãï áõôü. Ìå áõôÞí ôçí åñìçíåßá ôïõ y
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ïé ðéï ðÜíù óõíôåëåóôÝò pm(y) åßíáé óõíáñôÞóåéò ôïõ y. Êáé, üðùò Þäç åßðáìå, ôï y ìåôáâÜëëåôáé
óôï äéÜóôçìá [0, b] êáôÜ ôï ðëÜôïò ôçò ðëÜêáò P êáé ü÷é óôï äéÜóôçìá [0, a] êáôÜ ôï ìÞêïò ôçò.

ÅðïìÝíùò óôï óçìåßï áõôü ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôï áíÜðôõãìá óå áðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ
Fourier óôï äéÜóôçìá [0, b] ôùí ßäéùí ôùí ðéï ðÜíù óõíôåëåóôþí pm(y), ôþñá üìùò ùò ðñïò y,
ü÷é ùò ðñïò x: ïé óõíôåëåóôÝò pm(y) äåí åîáñôþíôáé áðü ôï x. Ìå äéáôÞñçóç ôïõ áñ÷éêïý äåßêôç n
óôç âáóéêÞ óåéñÜ Fourier (7.1.12) (ôþñá üìùò ùò ðñïò y) ðáßñíïõìå åäþ ôçí áíôßóôïé÷ç óåéñÜ

pm(y) =
∞∑
n=1

pmn sin
nðy
b

, m = 1, 2, . . . , (7.1.16)

ìå óõíôåëåóôÝò pmn. ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé äåßêôçò ôçò óåéñÜò åßíáé ôï n. Ãßíåôáé üìùò êáé áíá-
öïñÜ ìÝóù ôïõ m óôç óõíÜñôçóç pm(y) ðïõ áíáðôýóóïõìå. Ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò áõôïýò pmn

÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí ôýðï (7.1.13) åäþ âÝâáéáùòðñïò y êáé óôï äéÜóôçìá [0, b]. Ðñïêýðôåé Üìåóá

pmn = 2
b

∫ b

0
pm(y) sin

nðy
b

dy, m = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . . (7.1.17)

ÏõóéáóôéêÜ ôåëåéþóáìå ôç äïõëåéÜ ìáò. Ãéá íá ôï êáôáíïÞóïõìå êáëýôåñááõôü! Ðñþôá--ðñþ-
ôá óôïõò áìÝóùò ðéï ðÜíù ôýðïõò (7.1.17) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò pmn ôçò áðëÞò çìéôïíéêÞò óåéñÜò
Fourier (7.1.16) õðåíèõìßæïõìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò pm(y) äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò (7.1.15). Ìå
âÜóç ôïõò ôýðïõò áõôïýò (7.1.15) ïé ðéï ðÜíù ôýðïé (7.1.17) ðáßñíïõí ôéò ôåëéêÝò ôïõò ìïñöÝò

pmn = 4
ab

∫ a

0

∫ b

0
p(x, y) sin

mðx
a

sin
nðy
b

dxdy, m = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . , (x, y) ∈ P (7.1.18)

ìå P = [0, a]× [0, b] ôçí ïñèïãùíéêÞ óõíÞèç ðëÜêá ìáò, áöïý ðñïöáíþò (2/a)(2/b) = 4/(ab).

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ìå ôçí åéóáãùãÞ ôùí åêöñÜóåùí (7.1.16) ôùí óõíáñôÞóåùí--óõíôåëå-
óôþí pm(y) óôçí áðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (ùò ðñïò x) (7.1.14) áõôÞ ðáßñíåé áìÝóùò ôç ìïñöÞ
ôçò äéðëÞò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier (7.1.11). Öáßíåôáé ðïëý êáèáñÜ áõôü! ¢ñá óôç äéðëÞ áõôÞ
óåéñÜ Fourier (7.1.11) ïé óõíôåëåóôÝò pmn (ðïõ äåí åîáñôþíôáé âÝâáéá ïýôå áðü ôç ìåôáâëçôÞ x
áëë’ ïýôå êáé áðü ôç ìåôáâëçôÞ y) äßíïíôáé áðü ôïõò ðáñáðÜíù ôåëéêïýò ìáò ôýðïõò (7.1.18).

Óõíïøßæïõìå ôáðéïðÜíùáðïôåëÝóìáôá: óå äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier ôçò ìïñöÞò (7.1.11)
ìå (x, y) ∈ P = [0, a] × [0, b] ïé óõíôåëåóôÝò ôçò pmn äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò (7.1.18). Áõôïß
ðåñéëáìâÜíïõí Ýíá äéðëü ïëïêëÞñùìá ðÜíù ó’ ïëüêëçñç ôçí ðåñéï÷Þ P, åäþ óôçí ðëÜêá ìáò P.

B7.1.4. Ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò ìå äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier

Åßìáóôå ôþñá áðüëõôá Ýôïéìïé íá âñïýìå ôç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò ôçò ïñèïãùíé-
êÞò ðëÜêáò P = [0, a]× [0, b] ôïõ Ó÷Þìáôïò Â7.1 ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Navier. ¸÷ïõìå Þäç äéáðéóôþóåé
üôé ìå ÷ñÞóç ôçò äéðëÞò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier (7.1.8) ãéá ôï Üãíùóôï âÝëïò êÜìøåùò (ôç âý-
èéóç) ôçò ðëÜêáò ðëçñïýíôáé êáé ïé ïêôþ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (7.1.4) êáé (7.1.7) óôéò ôÝóóåñéò
ðëåõñÝò (óôï óýíïñï) ôçò ðëÜêáò. Ìáò áðïìÝíåé áðëÜ ç ðëÞñùóç êáé ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (7.1.2). ¸÷ïõìå Þäç äéáèÝóéìåò óôéò ó÷Ýóåéò (7.1.9) êáé (7.1.10) ôéò äåýôåñåò
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò x êáé y áíôßóôïé÷á ôçò óåéñÜò Fourier (7.1.8) ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò
w(x, y). Ìå äýï áêüìç áíÜëïãåò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò õðïëïãßæïõìå üëåò ôéò ôÝôáñôåò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (7.1.2). ÁõôÝò Ý÷ïõí ôéò åîÞò ìïñöÝò:

∂4w(x, y)
∂x4

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(mð
a

)4
wmn sin

mðx
a

sin
nðy
b

, (7.1.19)

∂4w(x, y)
∂x2∂y2

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(mð
a

)2 (nð
b

)2
wmn sin

mðx
a

sin
nðy
b

, (7.1.20)

∂4w(x, y)
∂y4

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(nð
b

)4
wmn sin

mðx
a

sin
nðy
b

. (7.1.21)
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Ôþñá áíôéêáèéóôïýìå ôüóï áõôÝò ôéò äéðëÝò çìéôïíéêÝò óåéñÝò Fourier ãéá ôéò ôÝôáñôåò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ôïõ Üãíùóôïõ âÝëïõò êÜìøåùò (Þ âõèßóåùò) w(x, y) ôçò ðëÜêáò üóï êáé ôçí áíôß-
óôïé÷ç óåéñÜ Fourier (7.1.11) ôçò ãíùóôÞò êÜèåôçò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x, y) óôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò ðëÜêáò (7.1.2). Óõìðôýóóïíôáò ôéò ôñåéò äéðëÝò çìéôïíéêÝò
óåéñÝò Fourier óôï áñéóôåñü ìÝëïò óå ìßá ìüíï áíÜëïãç óåéñÜ Fourier, ðáßñíïõìå ôï áðïôÝëåóìá

ð4
∞∑

m=1

∞∑
n=1

[(m
a

)2 + (n
b

)2]2
wmn sin

mðx
a

sin
nðy
b

= 1
D

∞∑
m=1

∞∑
n=1

pmn sin
mðx
a

sin
nðy
b

. (7.1.22)

ËÜâáìå âÝâáéá õðüøç ìáò êáé ôïí ôüóï óôïé÷åéþäç áëãåâñéêü ôýðï á4 + 2á2â2 +â4 = (á2 +â2)2.

ÁõôÞí ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ (7.1.22) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (7.1.2) ôçò
ðëÜêáò (êáëýôåñá ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò) ìðïñïýìå íá ôç ãñÜøïõìå êáé ëßãï ðéï áðëÜ ìåôáöÝñï-
íôáò ôç öüñôéóç p(x, y) áðü ôï äåîéü ìÝëïò óôï áñéóôåñü ìÝëïò êáé óõìðôýóóïíôáò ôéò äýï óåéñÝò
Fourier (ôþñá óôï áñéóôåñü ìÝëïò) óå ìßá. ¸ôóé ðáßñíïõìå ôï ôåëéêü êáé ôüóï áðëü áðïôÝëåóìá

∞∑
m=1

∞∑
n=1

{
ð4

[(m
a

)2 + (n
b

)2]2
wmn − pmn

D

}
sin

mðx
a

sin
nðy
b

= 0. (7.1.23)

¸÷ïõìå ëïéðüí ìéá äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier óôçí ïñèïãùíéêÞ ðëÜêá P = [0, a]× [0, b] ßóç
ìå ôï ìçäÝí ó’ ïëüêëçñç ôçí ðëÜêá. ¢ñá óýìöùíá ìå ôïõò ôýðïõò (7.1.18) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò
ìéáò äéðëÞò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier, åéäéêÜ åäþ ôçò ó÷åôéêÞò óåéñÜò ãéá ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç
óôï äåîéü ìÝëïò, üëïé ìá üëïé ïé óõíôåëåóôÝò Fourier óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ðéï ðÜíù ôåëéêÞò
ó÷Ýóåùò (7.1.23) èá ðñÝðåé íá ìçäåíßæïíôáé. ÅðïìÝíùò åßíáé áíáãêáßï íá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

ð4

[(m
a

)2 + (n
b

)2]2
wmn − pmn

D
= 0, m = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . . (7.1.24)

Ëýíïíôáò ôþñá ùò ðñïò ôïõò Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò wmn, ôïõò ðñïóäéïñßæïõìå üëïõò ðëÞñùò

wmn = pmn

ð4D
[(m

a

)2 + (n
b

)2]2 , m = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . . (7.1.25)

ÅðïìÝíùò, ãíùñßæïíôáò ôçí êáôáíåìçìÝíçöüñôéóç p(x, y) ôçòðáñïýóáò ïñèïãùíéêÞòðëÜêáò,
ðñïóäéïñßæïõìå ôïõò óõíôåëåóôÝò pmn ôçò áíôßóôïé÷çò äéðëÞò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier (7.1.11)
áðü ôïõò ôýðïõò (7.1.18). Ãíùñßæïíôáò êáé ôç äõóêáìøßá D = Eh3/ [12(1 − í2)] ôçò ðëÜêáò,
ôýðïò (7.1.1), ðñïóäéïñßæïõìå áðü ôïõò áìÝóùò ðéï ðÜíù ôýðïõò (7.1.25) êáé ôïõò óõíôåëåóôÝò
wmn ôçò äéðëÞò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier (7.1.8) ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò (Þ ôçò âõèßóåùò) w(x, y) ôçò
ðëÜêáò. ¢ñá ôï âÝëïò êÜìøåùò w(x, y) ôçò ðëÜêáò èá äßíåôáé ðÜíôïôå áðü ôç äéðëÞ çìéôïíéêÞ
óåéñÜ Fourier (7.1.8) ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò wmn ðñïóäéïñéóìÝíïõò üðùò Þäç Ý÷åé áíáöåñèåß.

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé ìå ãíùóôü ôï âÝëïò êÜìøåùòw(x, y) ôçòðáñïýóáò ïñèïãùíéêÞòðëÜêáò
áðü ôç äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (7.1.8) ìå ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò ôçò óåéñÜò áõôÞò ìðïñïýí
ðïëý åýêïëá íá õðïëïãéóèïýí ïé äýï ñïðÝò êÜìøåùò Mx êáé My êáèþò êáé ç ñïðÞ óõóôñïöÞò
Ìxy = Myx ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (7.1.3). ÐáñáðÝñá áíÜëïãá ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé
ôÝìíïõóåò äõíÜìåéò, áëëÜ êáé ïé ïé ßäéåò ïé ôÜóåéò óôçí ðëÜêá. Ïé ôÜóåéò üìùò ìåôáâÜëëïíôáé êáôÜ
ôç äéåýèõíóç z ôïõ ðÜ÷ïõò ôçò ðëÜêáò (ìå −h/ 2 ≤ z ≤ h/ 2 üðïõ h åßíáé ôï ðÜ÷ïò ôçò ðëÜêáò).

B7.1.5. Ïìïéüìïñöç (óôáèåñÞ) öüñôéóç óôçí ïñèïãùíéêÞ ðëÜêá

Óôçí åéäéêÞ áëëÜ êáé ôüóï óõ÷íÞ êáé óçìáíôéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ç öüñôéóç ôçò ðëÜêáò P åßíáé
ïìïéüìïñöç (óôáèåñÞ), äçëáäÞ p(x, y) = p0 ó’ ïëüêëçñç ôçí ðëÜêá ìå õðïëïãéóìü (åýêïëïò åßíáé!)
ôùí äéðëþí ïëïêëçñùìÜôùí (7.1.18) ðÜíù óôçí ðëÜêá ðñïêýðôïõí ïé áíôßóôïé÷ïé óõíôåëåóôÝò

pmn =



0, åÜí åßôå ôï m åßôå ôï n åßíáé Üñôéïò áñéèìüò,

16p0

ð2mn
, åÜí ôüóï ôï m üóï êáé ôï n åßíáé ðåñéôôïß áñéèìïß.

(7.1.26)
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Óôç óõíÝ÷åéá ìå ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (7.1.25) ðñïóäéïñßæïíôáé êáé ïé áíôßóôïé÷ïé óõíôåëåóôÝò wmn

ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò (Þ ôç âýèéóç) w(x, y) ôçò ðëÜêáò óôç äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (7.1.8).

B7.1.6. ÏñèïãùíéêÞ ðëÜêá åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò

Ìå ìéêñÞ ðáñáëëáãÞ ôçò ðéï ðÜíù ìåèüäïõ ôïõ Navier ãéá ôçí ðëÜêá P = [0, a] × [0, b] ôïõ
Ó÷Þìáôïò Â7.1 ìðïñåß íá ëõèåß åýêïëá êáé ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá ðëÜêáò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò
(óõíÞèùò ôïõ åäÜöïõò) îáíÜ ìå áðëÞ óôÞñéîç óôï óýíïñü ôçò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ëüãù ôçò
áíôéäñÜóåùò ôïõ åäÜöïõò óôç âýèéóç ôçò ðëÜêáò ðïõ õðïôßèåôáé ðùò åßíáé ðñïò ôï Ýäáöïò
õðÜñ÷åé êáé êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç −kw(x, y) áíôßèåôç ôçò åîùôåñéêÞò öïñôßóåùò p(x, y).
(Åäþ k åßíáé ôï ó÷åôéêü ìÝôñï ôïõ åäÜöïõò.) ¢ñá óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (7.1.2) óôï äåîéü ìÝëïò
áíôß p(x, y)/D Ý÷ïõìå ôþñá [p(x, y)−kw(x, y)]/D. ÌåôáöÝñïíôáò ôïí üñï−kw(x, y)/D óôï áñéóôåñü
ìÝëïò êáé ôñïðïðïéþíôáò åëáöñÜ ôçí ðéï ðÜíù ìÝèïäï, ëýíïõìå åýêïëá êáé ôï ðñüâëçìá ôçò
ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò êáé ðÜëé ìå ÷ñÞóç äéðëþí çìéôïíéêþí óåéñþí Fourier.

B7.2. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ LE’ VY ÃÉÁ ÔÇÍ ÏÑÈÏÃÙÍÉÊÇ ÐËÁÊÁ

Ôï ìåéïíÝêôçìá ôçò ìåèüäïõ ôïõ Navier (1820) ãéá ôçí ïñèïãùíéêÞ ðëÜêá åßíáé üôé áõôÞ ÷ñçóé-
ìïðïéåß äéðëÝò óåéñÝò Fourier. Áíôßèåôá ç åíáëëáêôéêÞ ìÝèïäïò ôïõ Le’vy (1899) ÷ñçóéìïðïéåß ìüíï
áðëÝò óåéñÝò Fourier. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôç ãíùóôÞ êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, y) ôçò ðëÜ-
êáò ç ìÝèïäïò ôïõ Le’vy áñêåßôáé óôçí áðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (7.1.14), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

p(x, y) =
∞∑

m=1

pm(y) sin
mðx
a

, 0 ≤ x ≤ a. (7.2.1)

Óçìåéþíåôáé åäþ üôé ïé óõíôåëåóôÝò ôçò pm(y) Ý÷ïõí Þäç ðñïóäéïñéóèåß áðü ôéò ó÷Ýóåéò (7.1.15).

Óýìöùíá ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôïõ Le’vy äå ìáò åßíáé áíáãêáßá êáé ç ðáñáðÝñá áíÜðôõîç
ôùí óõíôåëåóôþí pm(y) óå íÝåò óåéñÝò Fourier (ôþñá üìùò ùò ðñïò y). ÁíÜëïãá ãéá ôï Üãíùóôï
âÝëïò êÜìøåùò (ôç âýèéóç) w(x, y) ôçò ðëÜêáò äå÷üìáóôå ôçí áíôßóôïé÷ç çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier

w(x, y) =
∞∑

m=1

wm(y) sin
mðx
a

, 0 ≤ x ≤ a. (7.2.2)

Ôþñá áíôéêáèéóôïýìå áõôÝò ôéò äýï áðëÝò (êáé ü÷é äéðëÝò üðùò ðñéí!) çìéôïíéêÝò óåéñÝò Fourier
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (7.1.2) ôçò ðëÜêáò åêôåëþíôáò âÝâáéá êáé ôéò
ó÷åôéêÝò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò ôçò óåéñÜò (7.2.2) ãéá ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò. Ðñïêýðôåé åýêïëá üôé

∞∑
m=1

[(mð
a

)4
wm(y)− 2

(mð
a

)2
w′′

m(y)+ w′′′′
m (y)

]
sin

mðx
a

= 1
D

∞∑
m=1

pm(y) sin
mðx
a

. (7.2.3)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ìå áíÜëïãåò óêÝøåéò üðùò êáé ðñéí óõìðåñáßíïõìå ðùò ïé óõíôåëåóôÝò ôùí
çìéôïíéêþí üñùí ôïõ áñéóôåñïý êáé ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ðñÝðåé íá åßíáé ßóïé. ÅðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå(mð

a

)4
wm(y)− 2

(mð
a

)2
w′′

m(y)+ w′′′′
m (y) = pm(y)

D
, m = 1, 2, . . . . (7.2.4)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óýóôçìá Üðåéñùí ìç óõæåõãìÝíùí ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí ôåôÜñôçò ôÜîåùò. Ôéò ëýíïõìå áñêåôÜ åýêïëá ìå ôéò ìåèüäïõò ðïõ ãíùñßæïõìå áðü ôï
ÌÝñïò Á ãéá ôéò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò. ÓõãêåêñéìÝíá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç
ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ïìïãåíåßò åîéóþóåéò (ðïõ åäþ üìùò
ïäçãåß óå ÷áñáêôçñéóôéêÝò åîéóþóåéò ìå äéðëÝò ñßæåò) êáé ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôå-
ëåóôþí Þ ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí ãéá ôéò ìç ïìïãåíåßò åîéóþóåéò. ÅíáëëáêôéêÞ
äõíáôüôçôá áðïôåëåß öõóéêÜ êáé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, áí êáé áõôÞ äåí ðñï-
ôéìÜôáé óõíÞèùò åäþ. Äåí ðñÝðåé âÝâáéá íá ëçóìïíïýíôáé êáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá y = 0
êáé y = b. ¸ôóé ðñïóäéïñßæïíôáé ïé óõíôåëåóôÝò wm(y) (ïé ïðïßïé åßíáé âÝâáéá óõíáñôÞóåéò ôïõ y)
óôçí áðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (7.2.2) ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùòw(x, y) ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò P.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B8
ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÇ ÓÔÅÑÅÏÐÏÉÇÓÇ ÔÏÕ ÅÄÁÖÏÕÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ëýóïõìå ôï ðñüâëçìá ôçò ìïíïäéÜóôáôçò óôåñåïðïéÞóåùò ðïñþäïõò,
óõìðéåóôïý êáé êïñåóìÝíïõ óôñþìáôïò áñãßëïõ óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ ìå âÜóç ôç ó÷åôéêÞ êëáóéêÞ
èåùñßá óôåñåïðïéÞóåùò ôïõ Terzaghi (1923). ÅîåôÜæïõìå ðñþôá ôï ðñüâëçìá ôïõ çìéðåñéïñéóìÝ-
íïõ óôñþìáôïò áñãßëïõ, äçëáäÞ ìå ôï ðÜíù üñéü ôïõ äéáðåñáôü, åíþ ôï êÜôù áäéáðÝñáôï. Óôç
óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå êáé ôï ðñüâëçìá ôïõ áíïéêôïý óôñþìáôïò áñãßëïõ, äçëáäÞ êáé ìå ôá äýï
üñéÜ ôïõ (ðÜíù êáé êÜôù) äéáðåñáôÜ. Ç ìÝèïäïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ åßíáé
ç êëáóéêÞ ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ôïõ Êåöáëáßïõ Â5. Ìå áõôÞí ðñïóäéïñßæïíôáé
ïé ó÷åôéêÝò éäéïôéìÝò êáé éäéïóõíáñôÞóåéò êáé ôåëéêÜ ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç. ÁõôÞ åêöñÜæåé ôçí ðñü-
óèåôç õäñïóôáôéêÞ ðßåóç (Þ õðåñðßåóç ôïõ íåñïý ôùí ðüñùí) óôï óôñþìá ôçò áñãßëïõ. Ôá ôåëéêÜ
áðïôåëÝóìáôá åßíáé óå ìïñöÝò óåéñþí Fourier, åäþ ìå çìéôïíéêïýò üñïõò: ãåíéêåõìÝíç çìéôïíéêÞ
óåéñÜ Fourier ãéá ôï ðñþôïðñüâëçìá êáé óõíÞèçò çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier ãéá ôï äåýôåñï ðñüâëçìá.

B8.1. ÓÔÅÑÅÏÐÏÉÇÓÇ ÇÌÉÐÅÑÉÏÑÉÓÌÅÍÏÕ (ÇÌÉÊËÅÉÓÔÏÕ) ÓÔÑÙÌÁÔÏÓ ÁÑÃÉËÏÕ

B8.1.1. Ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí

¸÷ïõìå Þäç áíáöåñèåß óôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Â2 óôï éäéáßôåñá åíäéáöÝñïí
öáéíüìåíï ôçò óôåñåïðïéÞóåùò ðïñþäïõò, óõìðéåóôïý êáé êïñåóìÝíïõ óôñþìáôïò (Þ ßóùò êá-
ëýôåñá óôñþóåùò) áñãßëïõ óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ êáé óôç ó÷åôéêÞ èåùñßá óôåñåïðïéÞóåùò ôïõ
Terzaghi (1923). Ôï öáéíüìåíï ôçò óôåñåïðïéÞóåùò áöïñÜ óôçí áðïâïëÞ ôïõ íåñïý áðü óôñþìá
(Þ óôñþóç) åäÜöïõò. Óôç ìïíïäéÜóôáôç óôåñåïðïßçóç óôñþìáôïò åäÜöïõò ðïõ ôï õðïèÝôïõìå
åäþ áðü Üñãéëï (äçëáäÞ Ý÷ïõìå óôñþìá Þ óôñþóç áñãßëïõ) áíáöÝñáìå üôé éó÷ýåé ç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò óôç ìïñöÞ ôçò (2.1.54). ÁõôÞí ôçí åîßóùóç ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êé åäþ

∂2u
∂z2

= 1
cv

∂u
∂t

ìå u = u(z, t). (8.1.1)

Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò z åßíáé ôï âÜèïò ìÝóá óôï óôñþìá ôçò
áñãßëïõ (ç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ) êáé t ï ÷ñüíïò (ç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ). Åðßóçò u = u(z, t) ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ðïõ åêöñÜæåé ôçí ðñüóèåôç õäñïóôáôéêÞ ðßåóç (Þ õðåñðßåóç ôïõ íåñïý ôùí ðüñùí).
ÔÝëïò cv åßíáé ï óõíôåëåóôÞò óôåñåïðïéÞóåùò. Áõôüò åßíáé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ ðïõ õðïëïãßæåôáé
áðü ôç ó÷Ýóç (2.1.55) ìå ôç âïÞèåéá ôñéþí Üëëùí óôáèåñþí: äýï ôïõ åäÜöïõò êáé ìéáò ôïõ íåñïý.

Óôü÷ïò ìáò ó’ áõôü åäþ ôï êåöÜëáéï åßíáé áðëÜ ç åðßëõóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ôçò ìïíïäéÜóôáôçò óôåñåïðïéÞóåùò
óôñþìáôïò áñãßëïõ óôáèåñïý ðÜ÷ïõò d (ìå 0 ≤ z ≤ d) êáé áêñéâÝóôåñá ïñéæüíôéïõ, ïìïãåíïýò
êáé éóüôñïðïõ, ðïñþäïõò, óõìðéåóôïý êáé êïñåóìÝíïõ óôñþìáôïò áñãßëïõ (Ó÷Þìá Â8.1).
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O

z

z = 0

z = d

äéáðåñáôü Ýäáöïò

áäéáðÝñáôï Ýäáöïò

çìéðåñéïñéóìÝíï (çìßêëåéóôï)
óôñþìá áñãßëïõ óôï Ýäáöïò

Ó÷Þìá Â8.1: ÇìéðåñéïñéóìÝíï (çìßêëåéóôï) óôñþìá
áñãßëïõóôï ÝäáöïòóôáèåñïýðÜ÷ïõòd (0 ≤ z ≤ d).
Óôï åðÜíù óýíïñü ôïõ z = 0 õðÜñ÷åé (áìÝóùò ðéï
ðÜíù) äéáðåñáôü Ýäáöïò, åíþóôï êÜôùóýíïñü ôïõ
z = d õðÜñ÷åé (áìÝóùò ðéï êÜôù) áäéáðÝñáôï Ýäá-
öïò. Áíôßóôïé÷ï åßíáé âÝâáéá êáé ôï áíïéêôü óôñþìá
(Þ óôñþóç) áñãßëïõ: åêåß êáé ôá äýï üñéá z = 0 êáé
z = d ôïõ óôñþìáôïò åßíáé ðñïò äéáðåñáôü Ýäáöïò.

ÕðïèÝôïõìå üôé z = 0 óôï ðÜíù üñéï ôïõ óôñþìáôïò ôçò áñãßëïõ êáé z = d óôï êÜôù üñéï.
ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé ôï ðÜíù üñéï z = 0 ôïõ óôñþìáôïò ôçò áñãßëïõ åßíáé ôï óýíïñü ôïõ ìå
äéáðåñáôü Ýäáöïò (ðÜíù áðü ôï óôñþìá ôçò áñãßëïõ), äçëáäÞ ìå Ýäáöïò äéÜ ìÝóïõ ôïõ ïðïßïõ
ìðïñåß åýêïëá íá ðåñÜóåé ôï íåñü (ð.÷. Üììï). Åðßóçò üôé ôï êÜôù üñéï z = d ôïõ óôñþìáôïò ôçò
áñãßëïõ åßíáé ôï óýíïñü ôïõ (êÜôù áðü ôï óôñþìá ôçò áñãßëïõ) ìå áäéáðÝñáôï Ýäáöïò, äçëáäÞ
ìå Ýäáöïò üðïõ äå ìðïñåß êáèüëïõ íá ðåñÜóåé ôï íåñü. ¸íá ôÝôïéï óôñþìá áñãßëïõ êáëåßôáé
óõ÷íÜ çìéðåñéïñéóìÝíï óôñþìá áñãßëïõ (Þ çìßêëåéóôï óôñþìá áñãßëïõ) êáé áðïäåéêíýåôáé óôçí
Åäáöïìç÷áíéêÞ üôé ó’ áõôü ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ãéá öõóéêïýò ëüãïõò ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

u(0, t) = 0 êáé
∂u
∂z

(d, t) = 0. (8.1.2)

ÅðéðëÝïí ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 èåùñïýìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç

u(z, 0) = ui(z) (8.1.3)

ìå ôç óõíÜñôçóç ui(z) ãíùóôÞ. Ðïëý óõ÷íÜ ìÜëéóôá ôç èåùñïýìå ßóç ìå óôáèåñÜ: ui(z) = ui0.

Ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ìáò åßíáé ôï âÜèïò z (ìå 0 ≤ z ≤ d) êé ï ÷ñüíïò t (ìå t ≥ 0). ¸÷ïõìå
ëïéðüí íá ëýóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (8.1.1), äçëáäÞ ôç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, ìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (8.1.2) (äýï óõíèÞêåò: óùóôÜ, áöïý Ý÷ïõìå
äåýôåñç ÷ùñéêÞ ðáñÜãùãï: ùò ðñïò ôï âÜèïò z) êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (8.1.3) (ìßá óõíèÞêç:
ðÜëé óùóôÜ, áöïý Ý÷ïõìå ðñþôç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï: ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t). Ãéá ôçí åðßëõóç
áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå âÝâáéá ôç ìÝèïäï
ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí, áêñéâþò üðùò ôçí áíáðôýîáìå óôï ÊåöÜëáéï Â5. Êáé ìÜëéóôá
ôçí åöáñìüóáìå Þäç óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò óôçí Åíüôçôá Â5.3.

Ìüíï ðïõ . . . Ìüíï ðïõ åêåß åß÷áìå ôéò êÜðùò ðéï áðëÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.3.3):
u(0, t) = u(L, t) = 0, åíþ åäþ Ý÷ïõìå ôéò ëßãï äõóêïëüôåñåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (8.1.2). Êáé
ëÝìå ëßãï äõóêïëüôåñåò, áðëÜ åðåéäÞ ç äåýôåñç áðü áõôÝò (óôï êÜôù üñéï z = d ôïõ óôñþìáôïò
ôçò áñãßëïõ) Ý÷åé ôçí ðñþôç ÷ùñéêÞ ðáñÜãùãï ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(z, t). Áí âÝâáéá ôï
óôñþìá ôçò áñãßëïõ óõíüñåõå óôï êÜôù üñéü ôïõ z = d ìå äéáðåñáôü óôñþìá åäÜöïõò (üðùò
óõìâáßíåé óôï ðÜíù üñéü ôïõ z = 0), å ôüôå ôï ðáñüí ðñüâëçìá óôåñåïðïéÞóåùò ïõóéáóôéêÜ
èá ôáõôéæüôáí ìå ôï ðñüâëçìá ôçò Åíüôçôáò Â5.3 ðïõ áöïñïýóå óôç ìïíïäéÜóôáôç ìåôÜäïóç
èåñìüôçôáò óå ôïß÷ï. Åäþ üìùò ôï ðñüâëçìá åßíáé ëéãÜêé ðéï äýóêïëï. ÅðéðëÝïí äå èÝëïõìå íá ôï
áíáãÜãïõìå óôï ðñüâëçìá ôçò Åíüôçôáò Â5.3 (áí êáé ðñÝðåé íá ïìïëïãÞóïõìå ðùò ç áíáãùãÞ
áõôÞ ãßíåôáé óõ÷íÜ óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ), þóôå íá åîáóêçèïýìå êáé ìå ðéï äýóêïëåò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò: åäþ äéáðåñáôïý ïñßïõ ãéá z = 0 êáé áíôßèåôá áäéáðÝñáôïõ ïñßïõ ãéá z = d. ÎåêéíÜìå!

B8.1.2. Åðßëõóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí

Áêñéâþò üðùò êáé óôçí ÐáñÜãñáöï Â5.3.2, Ýôóé êé åäþ ÷ùñßæïõìå ôç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ z (ôï
âÜèïò óôï óôñþìá ôçò áñãßëïõ) áðü ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ t (ôï ÷ñüíï) õðïèÝôïíôáò üôé

u(z, t) = Z(z)T (t), ïðüôå ðñïöáíþò
∂2u
∂z2

= Z ′′(z)T (t) êáé
∂u
∂t

= Z(z) Ṫ (t). (8.1.4)
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¢ñá ç ìïíïäéÜóôáôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (8.1.1) ðïõ Ý÷ïõìå ðáßñíåé Ýôóé ôç ìïñöÞ

Z ′′(z)T (t) = 1
cv

Z(z) Ṫ (t) 
⇒ Z ′′(z)
Z(z)

= 1
cv

Ṫ (t)
T (t)

= ë = −p2 (8.1.5)

Ý÷ïíôáò õðïèÝóåé ðùò u(z, t) = Z(z)T (t) �= 0 êáé åðßóçò üôé ç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë åßíáé áñíç-
ôéêÞ: ë = −p2 < 0 (ìå p > 0). Áõôü ìáò åîáóöáëßæåé, üðùò êáé óôçí Åíüôçôá Â5.3, ôñéãùíïìåôñéêÞ
÷ùñéêÞ ëýóç Z(z) Üñá êáé ôç äõíáôüôçôá ðëçñþóåùò êáé ôùí äýï óõíïñéáêþí óõíèçêþí (8.1.2).

Ìå âÜóç ôïí áìÝóùò ðéï ðÜíù ÷ùñéóìü ôùí äýï ìåôáâëçôþí z (÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ: âÜèïò)
êáé t (÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ: ÷ñüíïò) êáôáëÞãïõìå Üìåóá óôéò äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Z ′′(z)+ p2Z(z) = 0 êáé Ṫ (t)+ p2cv T (t) = 0. (8.1.6)

Ìå êëáóéêÞ åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç, åäþ Z0(z) = eìz, áðü ôçí ðñþôç åîßóùóç Z ′′(z)+p2Z(z) = 0
âñßóêïõìå ðïëý åýêïëá ôçí ôüóï ãíùóôÞ ìáò ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç áõôÞò ôçò åîéóþóåùò

Z(z) = A cos pz + B sin pz. (8.1.7)

ÁõôÞ óõìðßðôåé ïõóéáóôéêÜ ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ëýóç (5.3.13) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â5.3.3. Åðßóçò áðü
ôçí ðñþôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (8.1.2), ôç óõíèÞêç u(0, t) = 0, ïðüôå áíáãêáóôéêÜ êáé Æ(0) = 0,
ç ãåíéêÞ ëýóç (8.1.7) äßíåé áìÝóùò A = 0 (áöïý cos 0 = 1 êáé sin 0 = 0) êáé áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

Z(z) = B sin pz. (8.1.8)

¼ìùò óôï óçìåßï áõôü ôá ðñÜãìáôá äõóêïëåýïõí ëéãÜêé. Áõôü óõìâáßíåé áðëÜ ãéá ôï ëüãï
üôé ç äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (8.1.2), ç óõíèÞêç ìå ôçí ðáñÜãùãï: (∂u/∂z)(d, t) = 0, áðáéôåß
(ìå âÜóç ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí u(z, t) = Z(z)T (t) ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé) íá Ý÷ïõìå Z ′(d) = 0,
áöïý (∂u/∂z)(z, t) = Z ′(z)T (t). Ðáñáãùãßæïíôáò ëïéðüí ôçí ðéï ðÜíù ëýóç (8.1.8), ðñïêýðôåé

Z ′(z) = Bp cos pz, ïðüôå Z ′(d) = 0 
⇒ cos pd = 0 ìå p > 0, (8.1.9)

åöüóïí âÝâáéá B �= 0, äçëáäÞ äåí Ý÷ïõìå ôçí ôåôñéììÝíç ìçäåíéêÞ ëýóç Z(z) = 0. ¢ñá ðáßñíïõìå
ôéò éäéïôéìÝò pn:

pnd = (2n− 1)ð
2


⇒ pn = (2n− 1)ð
2d

, n = 1, 2, . . . (8.1.10)

êáé ôéò áíôßóôïé÷åò ÷ùñéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò Zn(z):

Zn(z) = sin pnz = sin
(2n− 1)ðz

2d
ìå pn = (2n− 1)ð

2d
, n = 1, 2, . . . (8.1.11)

ãéá ôç ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç Z(z), üðïõ ðÞñáìå ôç óôáèåñÜ B (åäþ êáëýôåñá Bn) ßóç ìå ôç ìïíÜäá.

Ìå áõôÝò ôéò éäéïôéìÝò pn ç ðéï ðÜíù ÷ñïíéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ṫ (t)+p2cv T (t) = 0, ç äåýôåñç
åîßóùóç (8.1.6), ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ ãéá ôéò Üãíùóôåò ÷ñïíéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò Tn(t)

Ṫn(t)+ p2
ncv Tn(t) = 0 ìå pn = (2n− 1)ð

2d
, n = 1, 2, . . . . (8.1.12)

ÐÜëé ìå êëáóéêÞ åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç Tn0(t) = eìt ðñïêýðôåé ðïëý åýêïëá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò

Tn(t) = Cne−p2ncv t ìå pn = (2n− 1)ð
2d

, n = 1, 2, . . . . (8.1.13)

ÅðïìÝíùò óýìöùíá ìå ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí u(z, t) = Z(z)T (t) êáé ôþñá un(z, t) = Zn(z)Tn(t)
ïé éäéïóõíáñôÞóåéò un(z, t) óôï ðáñüí ðñüâëçìá óôåñåïðïéÞóåùò åíüò óôñþìáôïò (Þ éóïäýíáìá
ìéáò óôñþóåùò) áñãßëïõ èá Ý÷ïõí ôéò åîÞò ìïñöÝò:

un(z, t) = Zn(z)Tn(t) = Cn sin pnz e−p2ncv t ìå pn = (2n− 1)ð
2d

, n = 1, 2, . . . . (8.1.14)
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Ðáßñíïíôáò ôþñá ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂2un(z, t)
∂z2

= −p2
nCn sin pnz e−p2ncv t êáé

∂un(z, t)
∂t

= −p2
ncvCn sin pnz e−p2ncv t , (8.1.15)

äéáðéóôþíïõìå Üìåóá, êáëýôåñá åðáëçèåýïõìå, üôé ðëçñïýôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò (8.1.1), äçëáäÞ ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, åäþ óôï öáéíüìåíï ôçò
óôåñåïðïéÞóåùò óôñþìáôïò (Þ óôñþóåùò) áñãßëïõ óôï Ýäáöïò, áöïý áðü ôéò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò

∂2un(z, t)
∂z2

= −p2
nCn sin pnz e−p2ncv t = 1

cv

∂un(z, t)
∂t

. (8.1.16)

Åðßóçò äéáðéóôþíïõìå åýêïëá, åðáëçèåýïõìå, ðÜëé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (8.1.14) êáé üôé

un(0, t) = 0 êáé
∂un

∂z
(d, t) = 0. (8.1.17)

¢ñá ðëçñïýíôáé êé ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï ðÜíù êáé óôï êÜôù üñéï ôïõ çìéðåñéïñéóìÝíïõ
óôñþìáôïò áñãßëïõ ìå ôï ðÜíù üñéï z = 0 äéáðåñáôü, åíþ ìå ôï êÜôù üñéï z = d áäéáðÝñáôï.

Õðü áõôÝò ôéò óõíèÞêåò ðáßñíïõìå (óýìöùíá ìå üóá ãíùñßæïõìå áðü ôï ÊåöÜëáéï Â5) óáí
ãåíéêÞ ëýóç u(z, t) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óôåñåïðïéÞóåùò ôç óåéñÜ ôùí éäéïóõíáñôÞóåùí

u(z, t) =
∞∑
n=1

un(z, t) =
∞∑
n=1

Cn sin pnz e−p2ncv t ìå pn = (2n− 1)ð
2d

. (8.1.18)

Ôï ìüíï ðïõ ìáò áðïìÝíåé óôï óçìåßï áõôü åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí óôáèåñþí Cn óôç ëýóç
ìáò áõôÞ. ÂÝâáéá áõôüò èá ãßíåé ìå ÷ñÞóç ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (8.1.3), äçëáäÞ ôçò óõíèÞêçò
u(z, 0) = ui(z) (ãéá t = 0 êáé ìå ôç ui(z) ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç) ðïõ ðñïò ôï ðáñüí ôçí Ý÷ïõìå
áãíïÞóåé. ÐñáãìáôéêÜ, èÝôïíôáò t = 0 óôç ëýóç (8.1.18), ðñïêýðôåé áðü ôçí áñ÷éêÞ áõôÞ óõíèÞêç

u(z, 0) = ui(z) =
∞∑
n=1

Cn sin pnz ìå pn = (2n− 1)ð
2d

, áöïý e0 = 1. (8.1.19)

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá áíÜðôõãìá ôçò áñ÷éêÞò ðñüóèåôçò õäñïóôáôéêÞò ðéÝóåùò
(Þ õðåñðéÝóåùò ôïõ íåñïý ôùí ðüñùí) ui(z) óôéò ÷ùñéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò Zn(z) = sin pnz ðïõ Þäç
âñÞêáìå. Ç ìüíç, áëë’ ü÷é óçìáíôéêÞ, äõóêïëßá åßíáé üôé åäþ äåí Ý÷ïõìå êëáóéêÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ
Fourier, áëëÜ ãåíéêåõìÝíç óåéñÜ Fourier ëüãù ôùí åêöñÜóåùí pn = (2n−1)ð/(2d) ôùí éäéïôéìþí pn.

Äåí åßíáé äá êáé ôüóï äýóêïëá ôá ðñÜãìáôá! Ðñþôá--ðñþôá ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß üôé
ïé éäéïóõíáñôÞóåéò ìáò Zn(z) = sin pnz (ìå n = 1, 2, . . . ) óôéò ó÷Ýóåéò (8.1.11) áðïôåëïýí óýóôçìá
ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí óôï äéÜóôçìá [0, d], äçëáäÞ óôï äéÜóôçìá ôïõ âÜèïõò z ôïõ óôñþìáôïò
ôçò áñãßëïõ ðïõ åîåôÜæïõìå. ÅðïìÝíùò éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò)∫ d

0
Zm(z)Zn(z) dz =

∫ d

0
sin

(2m− 1)ðz
2d

sin
(2n− 1)ðz

2d
dz = 0, åÜí m �= n. (8.1.20)

Óçìåéþíïõìå ðáñåíèåôéêÜ üôé åíôåëþò áíÜëïãá éó÷ýïõí, üðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé óôçí Ðá-
ñÜãñáöï Â6.1.9 ôïõ Êåöáëáßïõ Â6, ãéá ôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò ×n(x) óå ñÜâäï ìå óôÞñéîç
áñéóôåñÜ êáé åëåýèåñç äåîéÜ. Ìüíï ðïõ åêåß ãñÜöáìå x áíôß ãéá z êáé åðßóçò L áíôß ãéá d. Êáìßá
Üëëç äéáöïñÜ óôéò ÷ùñéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò. Óáí ôï äéáðåñáôü óýíïñï z = 0 óôç óôåñåïðïßçóç
óôñþìáôïò áñãßëïõ íá åßíáé óôÞñéîç óå ñÜâäï êáé ôï áäéáðÝñáôï óýíïñï z = d íá åßíáé åëåý-
èåñï Üêñï ñÜâäïõ. Ìçí ðáßñíïõí üìùò ðïëý áÝñá ôá ìõáëÜ ìáò, ãéáôß óôçí Åíüôçôá Â6.1 ôïõ
Êåöáëáßïõ Â6 ßó÷õå ãéá ôéò éäéïôáëáíôþóåéò ñÜâäùí ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò, åíþ
åäþ óôç óôåñåïðïßçóç óôñþìáôïò áñãßëïõ éó÷ýåé ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò. Êáé
üìùò ïé ÷ùñéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò ôïõò, Xn(x) êáé Zn(z) áíôßóôïé÷á, åßíáé áðüëõôá áíÜëïãåò! Áêüìç
ìåãáëýôåñç åßíáé ç áíáëïãßá ìå ôï ðñüâëçìá ôçò ìïíïäéÜóôáôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò óå ôïß÷ï
(Þ óå ñÜâäï) ìå ôï áñéóôåñü óýíïñü ôïõ óå ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá, åíþ ôï äåîéü óå ðëÞñç ìüíùóç.
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Óõìðëçñþíïõìå ôéò ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) (8.1.20) ìå ôçí åéäéêÞ ðåñß-
ðôùóç üðïõ m = n. Ôüôå âÝâáéá ôï äåîéü ìÝëïò äåí åßíáé ìçäÝí. Äå íïåßôáé ïñèïãùíéüôçôá ìéáò
óõíáñôÞóåùò Zn(z) ìå ôïí åáõôü ôçò . . . Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ðñïêýðôïõí åýêïëá ïé ó÷Ýóåéò

Nn :=
∫ d

0
Z2
n(z) dz =

∫ d

0
sin2 (2n− 1)ðz

2d
dz = d

2
, n = 1, 2, . . . (8.1.21)

ãéá ôéò ó÷åôéêÝò íüñìåò Nn. Ôüóï áðëü ôï áðïôÝëåóìá! Ìå ôéò íüñìåò áõôÝò Nn = d/ 2 ãíùóôÝò
ôï áíÜðôõãìá ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò ui(z) óôéò éäéïóõíáñôÞóåéò Zn(z), þóôå íá ðëçñïýôáé
ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (8.1.3) ðïõ ìáò Ý÷åé áðïìåßíåé, åßíáé ðéá ðáé÷íéäÜêé. Ç ó÷åôéêÞ èåùñßá Ý÷åé
áíáðôõ÷èåß óôï ÅäÜöéï Â6.2.6.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Â6. Ìå âÜóç ôç èåùñßá áõôÞ êáé ôï ó÷åôéêü
ôýðï (6.2.135) óôï ðáñüí ðñüâëçìá ðñïêýðôïõí ïé áêüëïõèåò åêöñÜóåéò ôùí óõíôåëåóôþí Cn

ôçò ãåíéêåõìÝíçò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier (8.1.19) ãéá ôçí áñ÷éêÞ êáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ui(z):

Cn = 1
Nn

∫ d

0
ui(z)Zn(z) dz = 2

d

∫ d

0
ui(z) sin pnz dz ìå pn = (2n− 1)ð

2d
, n = 1, 2, . . . , (8.1.22)

áöïý Nn = d/ 2 êáé Zn(z) = sin pnz. Êáé óôï êÜôù--êÜôù ôçò ãñáöÞò ï ôýðïò áõôüò åßíáé áðüëõôá
áíÜëïãïò ìå ôïí áíôßóôïé÷ï ôýðï ãéá ôçí êëáóéêÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier óôï äéÜóôçìá [0, d] ðïõ
Ý÷åé ôçí ßäéá áêñéâþò ìïñöÞ, áëë’ áðëÜ ìå ëßãï äéáöïñåôéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò Zn(z) = sin (nðz/d).

Óõíïøßæïõìå: ç ëýóç u(z, t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôåñåïðïéÞóåùò çìéðåñéïñéóìÝíïõ (Þ çìßêëåé-
óôïõ) óôñþìáôïò áñãßëïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï (8.1.18) ìå ôéò óôáèåñÝò Cn ó’ áõôüí íá ðñïóäéïñß-
æïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (8.1.22) ìå ïëïêëçñþóåéò êáé ìå âÜóç ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç u(z, 0) = ui(z).

B8.1.3. Ìéá ðéï åý÷ñçóôç ìïñöÞ ôçò ëýóåùò

Óôï óçìåßï áõôü óçìåéþíïõìå üôé óå êÜèå ðåñßðôùóç ãéá ôçí áðëïðïßçóç ôçò ëýóåùò u(z, t)
ðïëý óõ÷íÜ åéóÜãåôáé ó’ áõôÞí ôç öÜóç óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ ï ðáñÜãïíôáò ÷ñüíïõ (Þ ÷ñïíéêüò
ðáñÜãïíôáò) Tv (ðïõ åßíáé ìéá áäéÜóôáôç ðïóüôçôá), ïé óôáèåñÝò Mn (Þ áðëïýóôåñá Ì) êáé ôï
áäéÜóôáôï âÜèïò zr (Þ áðëïýóôåñá Z ÷ùñßò üìùò íá ãßíåôáé óýã÷õóç ìå ôç óõíÜñôçóç Z = Z(z))
ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò

Tv = cvt
d2

, Mn = (2n− 1)ð
2

, zr = z
d
. (8.1.23)

Ôüôå ç ðéï ðÜíù ëýóç (8.1.18) ðáßñíåé ôçí áêüìç ðéï áðëÞ ìïñöÞ ôçò

u(z, t) ≡ u∗(zr, Tv) =
∞∑
n=1

Cn sinMnzr e−M2
nTv . (8.1.24)

(Óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ ç óåéñÜ áõôÞ ãñÜöåôáé óõ÷íÜ áðü n = 0 Ýùò n = ∞ ìå Mn = (2n+ 1)ð/ 2.)

Ãéá ìéá óôáèåñÞ ôéìÞ ôïõ ðáñÜãïíôá ÷ñüíïõ Tv ç ó÷åôéêÞ êáìðýëç u∗(zr, Tv), ðïõ åßíáé ôþñá
óõíÜñôçóç ìüíï ôïõ áäéÜóôáôïõ âÜèïõò zr, êáëåßôáé éóü÷ñïíç êáìðýëç êáé ìðïñïýìå íá ó÷åäéÜ-
óïõìå óôï ßäéï ó÷Þìá ðïëëÝò éóü÷ñïíåò êáìðýëåò. ÁõôÝò ìáò äßíïõí ìéá èáõìÜóéá åéêüíá ôïõ ðþò
áêñéâþò åîåëßóóåôáé ôï öáéíüìåíï ôçò óôåñåïðïéÞóåùò óôï óôñþìá ôçò áñãßëïõ ðïõ ìåëåôÜìå.

B8.1.4. ÓôáèåñÞ áñ÷éêÞ ðñüóèåôç õäñïóôáôéêÞ ðßåóç (Þ õðåñðßåóç ôïõ íåñïý ôùí ðüñùí)

ÁñêåôÜ óõ÷íÜ (áëë’ ü÷é ðÜíôïôå) õðïèÝôïõìå óôç óôåñåïðïßçóç ôç ãíùóôÞ áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç
ui(z) ôçò ðñüóèåôçò õäñïóôáôéêÞò ðéÝóåùò (Þ õðåñðéÝóåùò ôïõ íåñïý ôùí ðüñùí) óáí óôáèåñÞ
óõíÜñôçóç ui0, äçëáäÞ ui(z) = ui0. Ôüôå ïé ðéïðÜíùóõíôåëåóôÝòCn õðïëïãßæïíôáé ÷ùñßò äõóêïëßá
ìå ôïõò åîÞò êëåéóôïýò ôýðïõò ðïõ ðñïêýðôïõí ðïëý åýêïëá áðü ôéò ó÷åôéêÝò ïëïêëçñþóåéò:

Cn = 4ui0

(2n− 1)ð
= 2ui0

Mn
, n = 1, 2, . . . . (8.1.25)

Ç ëýóç ìáò u(z, t) (ç ðñüóèåôç õäñïóôáôéêÞ ðßåóç Þ õðåñðßåóç ôïõ íåñïý ôùí ðüñùí) óõíå÷ßæåé
âÝâáéá íá äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (8.1.18) Þ ôçí ðéï óýíôïìç ó÷Ýóç (8.1.24), ç ïðïßá ÷ñçóéìïðïéåß ôá
áäéÜóôáôá ìåãÝèç Tv (ðáñÜãïíôáò ÷ñüíïõ), Mn = (2n− 1)ð/ 2 êáé zr = z/d ôùí ó÷Ýóåùí (8.1.23).
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B8.1.5. Âáèìüò óôåñåïðïßçóåùò ôïõ óôñþìáôïò áñãßëïõ

Óôçíðåñßðôùóç ôçòðñïçãïýìåíçòðáñáãñÜöïõðïõ Ý÷ïõìå óôáèåñÞ áñ÷éêÞðñüóèåôç õäñï-
óôáôéêÞ ðßåóç u(z, 0) = ui0 éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí óôï öáéíüìåíï ôçò óôåñåïðïßçóåùò ôïõ óôñþìá-
ôïò áñãßëïõ ðïõ åîåôÜæïõìå ðáñïõóéÜæåé ï êáëïýìåíïò âáèìüò óôåñåïðïéÞóåùò U(z, t). Áõôüò
åßíáé óõíÜñôçóç ôüóï ôïõ âÜèïõò z üóï êáé ôïõ ÷ñüíïõ t êáé õðïëïãßæåôáé ôåëéêÜ ìå âÜóç ôïí ôýðï

U(z, t) = ui0 − u(z, t)
ui0

= 1− u(z, t)
ui0

. (8.1.26)

Ç óõíÜñôçóç u(z, t) äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (8.1.18) åäþ (äçëáäÞ ãéá u(z, 0) = ui0) ìå ôïõò óõíôåëå-
óôÝò Cn ó’ áõôÞí íá õðïëïãßæïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (8.1.25). Ç ìÝóç ôéìÞ Ū(t) ôïõ óõíôåëåóôÞ óôå-
ñåïðïéÞóåùò U(z, t) óôï ðÜ÷ïò ôïõ óôñþìáôïò áñãßëïõ êáëåßôáé ìÝóïò âáèìüò óôåñåïðïéÞóåùò.

B8.2. ÓÔÅÑÅÏÐÏÉÇÓÇ ÁÍÏÉÊÔÏÕ ÓÔÑÙÌÁÔÏÓ ÁÑÃÉËÏÕ

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá åðßóçò ðïëý ãíùóôü ðñüâëçìá óôåñåïðïéÞóåùò ìå ìüíç äéáöïñÜ áðü ôï
ðñüâëçìá ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò üôé ôþñá êáé óôá äýï óýíïñá (êáé ôï ðÜíù êáé ôï êÜôù)
ôïõ óôñþìáôïò ôçò áñãßëïõ õðÜñ÷åé äéáðåñáôü Ýäáöïò. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (8.1.1), ç ðñþôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (8.1.2) êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (8.1.3).
ÁëëÜæåé ìïíÜ÷á ç äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (8.1.2) ðïõ ðáßñíåé ôç ìïñöÞ u(d, t) = 0. (ÓõíÞèùò
ìÜëéóôá óôï ðñüâëçìá áõôü ôçò Åäáöïìç÷áíéêÞò áíôßèåôá ìå åäþ ôï ðÜ÷ïò ôïõ óôñþìáôïò ôçò
áñãßëïõ äçëþíåôáé ìå 2d áíôß ãéá d. ¸ôóé ðåôõ÷áßíåôáé ç áíáãùãÞ ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò
ôïõ çìéðåñéïñéóìÝíïõ Þ çìßêëåéóôïõ óôñþìáôïò ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Â8.1 óôï ðñüâëçìá
ôïõ áíïéêôïý óôñþìáôïò.) ¢ñá ôþñá ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ìáò (8.1.2) ðáßñíïõí ôéò ìïñöÝò

u(0, t) = 0 êáé u(d, t) = 0. (8.2.1)

Ãéá ôçí åðßëõóç êáé ôïõ äåýôåñïõ áõôïý ðñïâëÞìáôïò éó÷ýïõí êáé ðÜëé ï ÷ùñéóìüò ôùí ìåôá-
âëçôþí (8.1.4), ïé äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (8.1.6) êáé ç ãåíéêÞ ëýóç (8.1.7) ôçò ÷ùñéêÞò
óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Êáé ðÜëé ðáßñíïõìå ôç ìïñöÞ (8.1.8) ôçò ëýóåùò áõôÞò Z(z) ìå
ôçí ðñþôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç u(0, t) = 0 ðïõ äßíåé Z(0) = 0. Áðü ôç äåýôåñç üìùò óõíïñéáêÞ
óõíèÞêç u(d, t) = 0 (óôï êÜôù üñéï ôïõ óôñþìáôïò áñãßëïõ), ðïõ äßíåé ôþñá Z(d) = 0, ðñïêýðôåé

Æ(z) = B sin pz 
⇒ Z(d) = B sin pd = 0. (8.2.2)

ÅðïìÝíùò ïé éäéïôéìÝò pn óôï ðáñüí ðñüâëçìá óôåñåïðïéÞóåùò óôñþìáôïò áñãßëïõ åßíáé ïé åîÞò:

pnd = nð 
⇒ pn = nð
d

, n = 1, 2, . . . . (8.2.3)

¢ñá ïé áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéò Zn(z) ùò ðñïò ôï âÜèïò z ôïõ óôñþìáôïò èá Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ

Zn(z) = sin pnz = sin
nðz
d

ìå pn = nð
d

, n = 1, 2, . . . . (8.2.4)

ÁõôÝò åßíáé öõóéêÜ äéáöïñåôéêÝò áðü ôéò éäéïóõíáñôÞóåéò (8.1.11) óôï ðñïçãïýìåíï ðñüâëçìá
ôïõ çìéðåñéïñéóìÝíïõ óôñþìáôïò áñãßëïõ ôïõ Ó÷Þìáôïò B8.1, åíþ åäþ Ý÷ïõìå áíïéêôü óôñþìá.

Ôþñá ðáñáðÝñá ç ÷ñïíéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ç äåýôåñç åîßóùóç (8.1.6) êáé åðßóçò ôåëéêÜ
ç åîßóùóç (8.1.12), Ý÷åé ðÜëé ôç ëýóç (8.1.13), áëë’ åäþ ìå pn = nð/d, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå.
Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(z, t) Ý÷åé åðïìÝíùò êé áõôÞ îáíÜ ôç ìïñöÞ (8.1.18), áëëÜ ìå pn = nð/d.
Óôï ðáñüí ðñüâëçìá ðñüêåéôáé üìùò ãéá óõíÞèç áðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier. ÅðïìÝíùò ïé
óõíôåëåóôÝò ôçò Cn èá äßíïíôáé êáé ðÜëé áðü ôïõò ôýðïõò (8.1.22) (åäþ åðáíáëáìâÜíåôáé ìå
pn = nð/d). Ôþñá üìùò ïé ôýðïé áõôïß åßíáé ïé êëáóéêïß ôýðïé ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò çìéôïíéêÞò
óåéñÜò Fourier. Ç ôåëéêÞ äõíáôüôçôá ÷ñÞóåùò ôïõ ðáñÜãïíôá ÷ñüíïõ Tv , ôùí óôáèåñþí Mn êáé
ôïõ áäéÜóôáôïõ âÜèïõò z∗ åßíáé êáé áõôÞ åöáñìüóéìç (âÝâáéá ìå ôéò êáôÜëëçëåò ôñïðïðïéÞóåéò).
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B9
ÐÏËÉÊÅÓ, ÊÕËÉÍÄÑÉÊÅÓ ÊÁÉ ÓÖÁÉÑÉÊÅÓ ÓÕÍÔÅÔÁÃÌÅÍÅÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áíáöåñèïýìå óôéò ðïëéêÝò, óôéò êõëéíäñéêÝò êáé óôéò óöáéñéêÝò óõíôå-
ôáãìÝíåò. Èá äþóïõìå âáñýôçôá êõñßùò óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace óôá ôñßá áõôÜ óõóôÞìáôá
óõíôåôáãìÝíùí. Èá áíáöåñèïýìå åðßóçò êáé óôéò áðëÝò ðåñéðôþóåéò êõêëéêÞò êáé óöáéñéêÞò
óõììåôñßáò âñßóêïíôáò ôéò ó÷åôéêÝò áðëÝò êáé êëáóéêÝò ãåíéêÝò ëýóåéò ôïõò. Ç ÷ñÞóç ôùí óõóôç-
ìÜôùí áõôþí óõíôåôáãìÝíùí ðñÝðåé íá ðñïôéìÜôáé óå ðåñéï÷Ýò ìå ó÷åôéêÞ óõììåôñßá: êõêëéêÞ
(ùò ðñïò êÝíôñï êýêëïõ) ãéá ôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò, êõëéíäñéêÞ (ùò ðñïò Üîïíá) ãéá ôéò êõ-
ëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé óöáéñéêÞ (ùò ðñïò êÝíôñï óöáßñáò) ãéá ôéò óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò.
Ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí åßíáé ãåíéêÜ åöáñìüóéìç êáé óå ðïëéêÝò, êõëéíäñéêÝò êáé
óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò, áêñéâþò üðùò óõìâáßíåé êáé óôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò. Åäþ èá
åðéäåßîïõìå ôç ÷ñÞóç ôçò óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet ó’ Ýíáí êýêëï:
åóùôåñéêü êáé åîùôåñéêü ðñüâëçìá Dirichlet. Óáí åöáñìïãÞ èá ìåëåôÞóïõìå ôç ñïÞ ãýñù áðü
áêßíçôï êõêëéêü êýëéíäñï. Óå ïñéóìÝíá ðñïâëÞìáôá óå ðïëéêÝò êáé êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ðá-
ñïõóéÜæïíôáé óôéò ëýóåéò óõíáñôÞóåéò Bessel. Åäþ èá ëýóïõìå äýï ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá. Ðñþôá ôï
ðñüâëçìá ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò óå êõëéíäñéêÞ ðåñéï÷Þ ìå áîïíéêÞ óõììåôñßá
ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò êáé óôçí áêôéíéêÞ óôåñåïðïßçóç ôïõ åäÜöïõò óôçí
Åäáöïìç÷áíéêÞ. ¸ðåéôá êáé ôï ðéï äýóêïëï ðñüâëçìá ôùí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò êõêëéêÞò
ðëÜêáò ìå ðñïóäéïñéóìü ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ôçò óôçí ðåñßðôùóç ðáêôþóåùò óôï óýíïñü ôçò.

B9.1. ÔÕÐÏÉ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÙÍ ÌÅÔÁÎÕ ÔÙÍ ÓÕÍÔÅÔÁÃÌÅÍÙÍ

ÌÝ÷ñé ôþñá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôá ðñïâëÞìáôá ðïõ åîåôÜóáìå ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝ-
íåò x êáé y óôéò äýï äéáóôÜóåéò êáé x, y êáé z óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò. ÐñáãìáôéêÜ ç ÷ñÞóç Êáñ-
ôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí åßíáé ç ðéï óõíçèéóìÝíç óôçí ðñÜîç. Åíôïýôïéò óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá
åßíáé ðéï óêüðéìç ç ÷ñÞóç Üëëùí, äéáöïñåôéêþí óõóôçìÜôùí óõíôåôáãìÝíùí. ÔÝôïéá óõóôÞìáôá
óõíôåôáãìÝíùí åßíáé ïé ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è, ïé êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r, è êáé z êá-
èþò êáé ïé óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ñ, è êáé ö. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ïé ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è
åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìåò óå åðßðåäá ðñïâëÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí ó÷Ýóç ìå êõêëéêÝò ðåñéï÷Ýò Þ ìå äáêôõ-
ëéïåéäåßò ðåñéï÷Ýò óôï åðßðåäï Þ ìå Üðåéñåò ðåñéï÷Ýò ìå ìéá êõêëéêÞ ïðÞ. Åðßóçò ïé êõëéíäñéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò r, è êáé z åßíáé ÷ñÞóéìåò óå ðñïâëÞìáôá ðïõ áíáöÝñïíôáé óå êõëéíäñéêÝò ðåñéï÷Ýò
óôï ÷þñï Þ óå áíÜëïãåò äáêôõëéïåéäåßò ðåñéï÷Ýò óôï ÷þñï Þ óôéò áíôßóôïé÷åò Üðåéñåò ðåñéï÷Ýò.
Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, êõëéíäñéêÞ ðåñéï÷Þ åßíáé Ýíá êõëéíäñéêü õðïóôýëùìá, äçëáäÞ ìéá êïëüíá
ìå êõêëéêÞ äéáôïìÞ, åíþ äáêôõëéïåéäÞò ðåñéï÷Þ åßíáé Ýíáò êõêëéêüò óùëÞíáò. ÔÝëïò ïé óöáéñéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò ñ, è êáéö åßíáé ïé êáôÜëëçëåò óõíôåôáãìÝíåò ãéá óöáéñéêÝò ðåñéï÷Ýò Þ ãéá óöáéñéêÜ
êåëýöç Þ ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò Üðåéñåò ðåñéï÷Ýò, äçëáäÞ ãéá ðåñéï÷Ýò åêôüò ìéáò óöáßñáò.

Ïé óõíôåôáãìÝíåò áõôÝò: ðïëéêÝò, êõëéíäñéêÝò êáé óöáéñéêÝò óõíäÝïíôáé âÝâáéá ìå ãíùóôÝò
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ó÷Ýóåéò ìå ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò. Ìåôáîý ôùí Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí x êáé y êáé
ôùí ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí r êáé è ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò åßíáé ïé åîÞò:

x = r cos è, y = r sin è. (9.1.1)

Ëýíïíôáò ùò ðñïò r êáé è, äéáðéóôþíïõìå üôé

r2 = x2+ y2 
⇒ r =
√
x2 + y2 (r ≥ 0) êáé åðßóçò tan è = y

x

⇒ è = tan−1 y

x
. (9.1.2)

Óôéò êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r, è, z áðëÜ ðñïóèÝôïõìå ôç óõíôåôáãìÝíç z, ôçí ßäéá óõíôå-
ôáãìÝíç z ìå ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò, óôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è. ¸ôóé ïé ó÷Ýóåéò
ìåôáó÷çìáôéóìïý óõíôåôáãìÝíùí (9.1.1) äéáìïñöþíïíôáé ùò åîÞò:

x = r cos è, y = r sin è, z = z (9.1.3)

ìåôáîý ôùí Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí x, y êáé z êáé ôùí êõëéíäñéêþí óõíôåôáãìÝíùí r, è êáé z.
ÖõóéêÜ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ßäéï óýìâïëï z êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ÷ùñßò êßíäõíï óõã÷ýóåùò.

ÔÝëïò ãéá ôéò óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ñ, è êáé ö éó÷ýïõí ïé åîÞò ôýðïé ìåôáó÷çìáôéóìïý ôïõò
óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x, y êáé z:

x = (ñ sinö) cos è = ñ cos è sinö, y = (ñ sinö) sin è = ñ sin è sinö, z = ñ cosö. (9.1.4)

ÄçëáäÞ óå óýãêñéóç ìå ôéò êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r, è êáé z Ý÷ïõìå

r = ñ sinö, è = è, z = ñ cosö, ïðüôå ñ =
√
r2 + z2 , è = è, ö = tan−1 r

z
. (9.1.5)

Áóöáëþò óå Üëëåò ðåñéðôþóåéò Üëëåò óõíôåôáãìÝíåò áðïäåéêíýïíôáé êáôáëëçëüôåñåò. Ç åðé-
ëïãÞ ôùí óõíôåôáãìÝíùí åîáñôÜôáé âÝâáéá êõñßùò áðü ôç ãåùìåôñßá êáé äåõôåñåõüíôùò áðü ôéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï ðñüâëçìá ðïõ åîåôÜæïõìå.

Óôï êåöÜëáéï áõôü áðïôåëåß ðñüèåóÞ ìáò íá áíáöÝñïõìå ôç äõíáôüôçôá ìåôáó÷çìáôéóìïý
åíüò äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå êÜðïéï Üëëï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí áíôß
ãéá ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ôÝôïéïò ôåëåóôÞò åßíáé ï ðïëý ãíùóôüò
ôåëåóôÞò ôïõ Laplace ∇2 óôéò äýï Þ óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò. Óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Â9.2 èá ìåôá-
ó÷çìáôßóïõìå áíáëõôéêÜ ôï äéäéÜóôáôï ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 áðü ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x
êáé y óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è. Ôïýôï åßíáé ÷ñÞóéìï ãéá ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí óå Ýíáí
êýêëï áêôßíáò a Þ óôï åîùôåñéêü åíüò êýêëïõ áêôßíáò a (ìå óýíïñï êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ôçí
ðåñéöÝñåéá ôïõ êýêëïõ r = a) Þ óå åðßðåäç äáêôõëéïåéäÞ ðåñéï÷Þ a ≤ r ≤ b (a < b). Ç áñ÷Þ ôùí
óõíôåôáãìÝíùí O õðïôßèåôáé üôé Ý÷åé åðéëåãåß Ýôóé, þóôå íá óõìðßðôåé ìå ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ.
Óôç ìåèåðüìåíç Åíüôçôá Â9.3 èá áíáöåñèïýìå óå êõëéíäñéêÝò êáé óå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò.

B9.2. Ç ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÏÕ LAPLACE ÓÅ ÐÏËÉÊÅÓ ÓÕÍÔÅÔÁÃÌÅÍÅÓ

B9.2.1. ÌåôáôñïðÞ áðü ÊáñôåóéáíÝò óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò

¼ðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôçí Åíüôçôá Â2.1, ïñéóìïß (2.1.23) êáé (2.1.24), ï ôåëåóôÞò ôïõ
Laplace (ç Laplacian, ç ËáðëáóéáíÞ) ∇2 Ý÷åé ôéò åîÞò ìïñöÝò óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò:

∇2 ≡ ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
êáé ∇2 ≡ ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
(9.2.1)

óôéò äýï êáé óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò áíôßóôïé÷á. ÅðïìÝíùò, üðùò åðßóçò îÝñïõìå, ïé áíôßóôïé÷åò
åîéóþóåéò ôïõ Laplace ∇2u = 0 ãñÜöïíôáé ùò åîÞò:

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 êáé
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 0 (9.2.2)
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ðñïöáíþò ìå u = u(x, y) óôéò äýï äéáóôÜóåéò êáé ìå u = u(x, y, z) óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ áðëÜ èá ìåôáôñÝøïõìå ôï äéäéÜóôáôï ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2, ðñþôç
ó÷Ýóç (9.2.1), áðü ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x êáé y óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è. Ðñïò ôï
óêïðü áõôü èá ðÜñïõìå õðüøç ôéò ó÷Ýóåéò (9.1.1) ìåôáîý Êáñôåóéáíþí êáé ðïëéêþí óõíôåôáã-
ìÝíùí. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðßóçò ôïí êáíüíá ôçò áëõóßäáò ãéá ôéò ðáñáãþãïõò (êáíüíá ôçò
áëõóéäùôÞòðáñáãùãßóåùò, êáëýôåñá êáé ðéï åðßóçìá êáíüíá ôçò áëëçëïõ÷ßáò ôùíðáñáãþãùí).
Óýìöùíá ìå ôïí êáíüíá áõôü ãéá ìéá ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç

u = u(x, y) = u(r cos è, r sin è) ≡ u∗(r, è) (9.2.3)

Ý÷ïõìå ãéá ôçí ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãü ôçò ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x

∂u(x, y)
∂x

= ∂u∗(r, è)
∂r

∂r
∂x

+ ∂u∗(r, è)
∂è

∂è
∂x

. (9.2.4)

Ôçí ðáñÜãùãï áõôÞ èá ôç ÷ñåéáóèïýìå áñãüôåñá, ãéá íá õðïëïãßóïõìå êáé ôç äåýôåñç ìåñéêÞ
ðáñÜãùãï ∂2u/∂x2 ðïõ õðåéóÝñ÷åôáé óôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace (9.2.1), üôáí áõôüò åöáñìïóèåß
óå êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç u.

Ï êáíüíáò ôçò áëõóßäáò ãéá ôéò ðáñáãþãïõò (9.2.4) åßíáé óùóôÜ ãñáììÝíïò ëáìâÜíïíôáò
õðüøç êáé ôç ó÷Ýóç (9.2.3). Óôçí ðñÜîç üìùò ðïëý óõ÷íÜ ðáñáëåßðïõìå ôïí áóôåñßóêï óôç
óõíÜñôçóç u∗(r, è), åðåéäÞ u∗(r, è) = u(x, y) óôï ßäéï óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ P = (r, è) óå ðïëéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò êáé P = (x, y) óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò. Åêôüò áðü ôïí áóôåñßóêï ìðïñïýìå
áêüìç íá ðáñáëåßøïõìå êáé ôá ïñßóìáôá óôéò óõíáñôÞóåéò u êáé u∗. ÃñÜöïõìå Ýôóé ôïí êáíüíá
ôçò áëõóßäáò (9.2.4) óôçí áêüëïõèç êáé åîáéñåôéêÜ óýíôïìç ìïñöÞ ôïõ:

∂u
∂x

= ∂u
∂r

∂r
∂x

+ ∂u
∂è

∂è
∂x

. (9.2.5)

ÐñÝðåé ôþñá íá õðïëïãßóïõìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ∂r/∂x êáé ∂è/∂x. Åßíáé åýêïëï ôï êá-
èÞêïí áõôü. Êáôáñ÷Þí áðü ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ìåôáó÷çìáôéóìïý (9.1.2) ìåôáîý Êáñôåóéáíþí êáé
ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí, áõôÞ ãéá ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r, ðñïêýðôåé üôé

r =
√
x2 + y2 
⇒ ∂r

∂x
= 2x

2
√
x2 + y2

= x
r
= r cos è

r
= cos è. (9.2.6)

ÁíÜëïãá õðïëïãßæïõìå êáé ôçí ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂r/∂y ùò ðñïò y. ÔåëéêÜ Ý÷ïõìå

∂r
∂x

= cos è,
∂r
∂y

= sin è. (9.2.7)

Óôç óõíÝ÷åéá áðü ôç äåýôåñç ó÷Ýóç ìåôáó÷çìáôéóìïý (9.1.2) (ãéá ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è) ðñïêýðôåé

è = tan−1 y
x


⇒ ∂è
∂x

= 1
1+ (y/x)2

·
(
− y

x2

)
= − y

x2 + y2
= − y

r2
= − 1

r
y
r
= − 1

r
sin è. (9.2.8)

ÁíÜëïãá õðïëïãßæïõìå êáé ôçí ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂è/∂y ùò ðñïò y. ÔåëéêÜ Ý÷ïõìå

∂è
∂x

= − 1
r
sin è,

∂è
∂y

= 1
r
cos è. (9.2.9)

Ìå äéáèÝóéìïõò ôïõò ðñþôïõò áðü ôïõò ôýðïõò (9.2.7) êáé (9.2.9) ìðïñïýìå ôþñá íá ãñÜ-
øïõìå ôïí ôýðï (9.2.5) óôç ìïñöÞ

∂u
∂x

= ∂u
∂r

∂r
∂x

+ ∂u
∂è

∂è
∂x


⇒ ∂u
∂x

= ∂u
∂r

cos è+ ∂u
∂è

(
− 1

r
sin è

)
. (9.2.10)

ÄçëáäÞ ï äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ùò ðñïò x ðáßñíåé óå ðïëéêÝò óõíôå-
ôáãìÝíåò r êáé è ôç ìïñöÞ

∂

∂x
= cos è

∂

∂r
− sin è

r
∂

∂è
. (9.2.11)
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Åöáñìüæïõìå îáíÜ, ãéá äåýôåñçöïñÜ ôïí ßäéï äéáöïñéêü ôåëåóôÞ ∂/∂x, ôþñá üìùò óôçí ðñþôç
ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂u/∂x. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé âÝâáéá ç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò
(∂/∂x)(∂u/∂x) ≡ ∂2u/∂x2, ôçí ïðïßá êáé ÷ñåéáæüìáóôå óôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 óôéò ó÷Ýóåéò
(9.2.1). Ìå ôçí åñãáóßá áõôÞ ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé

∂2u
∂x2

=
(
cos è

∂

∂r
− sin è

r
∂

∂è

)2

u =
(
cos è

∂

∂r
− sin è

r
∂

∂è

)(
cos è

∂u
∂r

− sin è
r

∂u
∂è

)

= cos2 è
∂2u
∂r2

− 2
cos è sin è

r
∂2u
∂r ∂è

+ sin2 è
r2

∂2u
∂è2

+ sin2 è
r

∂u
∂r

+ 2 cos è sin è
r2

∂u
∂è

. (9.2.12)

(Óçìåéþíåôáé üôé óôïí ôýðï áõôü ÷ñçóéìïðïéÞèçêå êáé ï êáíüíáò ðáñáãùãßóåùò ãéíïìÝíïõ.) Ìå
ôïí ôñüðï áõôü ðñïóäéïñßóáìå ôç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂2u/∂x2 ôçò óõíáñôÞóåùò u ìå
ôç ÷ñÞóç ôþñá ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí r êáé è. Ìðïñïýìå Ýôóé íá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôéò
åêöñÜóåéò (9.2.1) ôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 êáé áõôü èá êÜíïõìå ðñáãìáôéêÜ ðéï êÜôù.

Áóöáëþò áðüëõôá áíÜëïãç åñãáóßá ìðïñåß íá ãßíåé êáé ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ y. Êáôáñ÷Þí
ï êáíüíáò ôçò áëõóßäáò ãéá ôéò ðáñáãþãïõò (ôçò áëõóéäùôÞò ðáñáãùãßóåùò, ôçò áëëçëïõ÷ßáò
ôùí ðáñáãþãùí) (9.2.5) ðáßñíåé ôþñá ôçí åîÞò áíôßóôïé÷ç (ùò ðñïò y áíôß ãéá x) ìïñöÞ:

∂u
∂y

= ∂u
∂r

∂r
∂y

+ ∂u
∂è

∂è
∂y

. (9.2.13)

Ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí äåýôåñùí áðü ôïõò ôýðïõò (9.2.7) êáé (9.2.9) ìðïñïýìå íá äéáðéóôþóïõìå
åýêïëá üôé ï ôýðïò (9.2.11) ðáßñíåé ôþñá ôçí åîÞò ìïñöÞ (ìå y áíôß x):

∂

∂y
= sin è

∂

∂r
+ cos è

r
∂

∂è
. (9.2.14)

Óôç óõíÝ÷åéá ï ôýðïò (9.2.12) ãéá ôç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂2u/∂y2 ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

∂2u
∂y2

=
(
sin è

∂

∂r
+ cos è

r
∂

∂è

)2

u =
(
sin è

∂

∂r
+ cos è

r
∂

∂è

)(
sin è

∂u
∂r

+ cos è
r

∂u
∂è

)

= sin2 è
∂2u
∂r2

+ 2
cos è sin è

r
∂2u
∂r ∂è

+ cos2 è
r2

∂2u
∂è2

+ cos2 è
r

∂u
∂r

− 2 cos è sin è
r2

∂u
∂è

. (9.2.15)

ÄéáèÝôïõìå åðïìÝíùò ôþñá ôéò åêöñÜóåéò ôùí äåõôÝñùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ôçò óõíáñôÞ-
óåùò u ôüóï ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x, ôýðïò (9.2.12), üóï êáé ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ y, ôýðïò
(9.2.15). Ëüãùôïõ ïñéóìïý (9.2.1) ôïõ äéäéÜóôáôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace∇2 (ðñþôïò ïñéóìüò) áðëÜ
ðñïóèÝôïõìå áõôÝò ôéò äåýôåñåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (9.2.12) êáé (9.2.15). ÌåôÜ ôçí áðáëïéöÞ
ôùí áíôßèåôùí üñùí êáé ôçí áíáäéÜôáîç ôùí õðüëïéðùí üñùí ôåëéêÜ ðáßñíïõìå

∇2u ≡ ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= ∂2u
∂r2

+ 1
r

∂u
∂r

+ 1
r2

∂2u
∂è2

. (9.2.16)

Ðñïóäéïñßóáìå Ýôóé ôçí Ýêöñáóç ôïõ äéäéÜóôáôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò.

Áò ìçí ðáñáëåßøïõìå íá óçìåéþóïõìå üôé óôïõò «ðáñïíïìáóôÝò» (ìÝóá óå åéóáãùãéêÜ: ðñü-
êåéôáé êáé ãéá ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ü÷é ìüíï ãéá êëÜóìáôá!) óôçí Ýêöñáóç (9.2.16) Ý÷ïõìå êáé
óôïõò ôñåéò üñïõò ôïõ áèñïßóìáôïò äéáóôÜóåéò ìÞêïõò óôï ôåôñÜãùíï. (Ç ðïëéêÞ áêôßíá r Ý÷åé
öõóéêÜ äéáóôÜóåéò ìÞêïõò, åíþ ç ðïëéêÞ ãùíßá è åßíáé áäéÜóôáôï ìÝãåèïò.) ÁõôÞ åßíáé ìéá ðïëý
âáóéêÞ ðáñáôÞñçóç ãéá ôïõò üñïõò óå áèñïßóìáôá: ðñÝðåé üëïé ôïõò íá Ý÷ïõí áêñéâþò ôéò ßäéåò
öõóéêÝò äéáóôÜóåéò. ÂÝâáéá óôïõò «áñéèìçôÝò» (ìÝóá óå åéóáãùãéêÜ êáé ðÜëé: ðñüêåéôáé êáé ãéá
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò!) ïé äéáóôÜóåéò åßíáé åêåßíåò ôçò óõíáñôÞóåùò u, ãíùóôÞò Þ Üãíùóôçò.

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé óçìáíôéêü íá óçìåéùèåß åðßóçò ï ôýðïò ðáñáãùãßóåùò

1
r

∂

∂r

(
r
∂u
∂r

)
= 1

r

(
1 · ∂u

∂r
+ r

∂2u
∂r2

)
= 1

r
∂u
∂r

+ ∂2u
∂r2

= ∂2u
∂r2

+ 1
r

∂u
∂r

. (9.2.17)
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Áõôüò ðñïêýðôåé Üìåóá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá ðáñáãùãßóåùò ãéíïìÝíïõ óôï ãéíüìåíï r(∂u/∂r).
Ðáßñíïíôáò õðüøç ôïí ôýðï áõôü (9.2.17), ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôï äéäéÜóôáôï ôåëåóôÞ ôïõ
Laplace ∇2 óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è, ðïõ Ý÷åé Þäç âñåèåß óôç ó÷Ýóç (9.2.16), êáé óôçí
êÜðùò áðëïýóôåñç, ðéï óõíåðôõãìÝíç ìïñöÞ

∇2 = 1
r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+ 1

r2
∂2

∂è2
(9.2.18)

ôþñá ìå äýï üñïõò óôï Üèñïéóìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò. Ìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ôåëåóôÞ áõôïý ∇2 óå
êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç u = u(r, è) Ý÷ïõìå öõóéêÜ áíÜëïãá ìå ôïí ôýðï (9.2.16)

∇2u = 1
r

∂

∂r

(
r
∂u
∂r

)
+ 1

r2
∂2u
∂è2

. (9.2.19)

Åßíáé óô’ áëÞèåéá ìåñéêÝò öïñÝò åý÷ñçóôç áõôÞ ç ìïñöÞ (9.2.18) Þ (9.2.19) ãéá ôï äéäéÜóôáôï
ôåëåóôÞ ôïõ Laplace óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è. Áõôü éó÷ýåé éäßùò ìÜëéóôá, åÜí ç óõíÜñôçóç
u = u(r, è) åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è êáé åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r,
äçëáäÞ áðëÜ u = u(r). ÌÜëéóôá óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ äåí ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óýìâïëï
ôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂. Áñêåß íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óýìâïëï ôçò óõíÞèïõò ðáñáãþãïõ d,
ãéáôß ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ∂u/∂è åßíáé åê ôáõôüôçôïò ßóç ìå ôï ìçäÝí. Ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç
áðïôåëåß ç ðåñßðôùóç êõêëéêÞò ðåñéï÷Þò (ãåùìåôñéêÞ óõììåôñßá) ìå óõììåôñßá åðßóçò êáé óôéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óå Ýíá õðïóôýëùìá (ìéá êïëüíá) êõêëéêÞò äéáôïìÞò
õðü åðßðåäåò óõíèÞêåò ìå êõêëéêÞ óõììåôñßá óôç èåñìïêñáóßá Þ, êáëýôåñá ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü, óôç öüñôéóç.

Èõìüìáóôå âÝâáéá üôé ôï Üèñïéóìá ôùí ïñèþí ôÜóåùí s = óx + óy åðáëçèåýåé ôç äéäéÜóôáôç
åîßóùóç ôïõ Laplace (9.2.1), åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç: ó÷Ýóç (2.1.19). Åðßóçò äåí îå÷íÜìå üôé ôï
Üèñïéóìá áõôü s ðáñáìÝíåé áíáëëïßùôï óå óôñïöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí, ïðüôå

s = óx + óy = ór + óè = ó1 + ó2 (9.2.20)

ìå ó1 êáé ó2 ôéò áíôßóôïé÷åò êýñéåò ôÜóåéò. Áóöáëþò ïé êýñéåò ôÜóåéò ó1 êáé ó2 äåí åîáñôþíôáé
áðü ôï åÜí åìåßò ÷ñçóéìïðïéïýìå ÊáñôåóéáíÝò Þ ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. ¼ðùò ãíùñßæïõìå áðü
ôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, Ý÷ïõí ôéò äéêÝò ôïõò äéåõèýíóåéò óå êÜèå óçìåßï ôïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ êáé
ïé äéåõèýíóåéò áõôÝò åßíáé öõóéêÜ êÜèåôåò ìåôáîý ôïõò.

B9.2.2. Ëýóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace õðü êõêëéêÞ óõììåôñßá

ÅîåôÜæïõìå ôþñá ëßãï ëåðôïìåñÝóôåñá ôçí ðåñßðôùóç ôçò êõêëéêÞò óõììåôñßáò (Þ óõììåôñßáò
ãýñù áðü êÝíôñï: ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùíÏ), ïðüôå u = u(r). ÕðÜñ÷åé áíåîáñôçóßá áðü ôçí ðïëéêÞ
ãùíßá è. (Ãé’ áõôü êáé ìéëÜìå ãéá êõêëéêÞ óõììåôñßá.) Ôüôå ëüãù ôçò åêöñÜóåùò (9.2.18) Þ (9.2.19)
ôïõ äéäéÜóôáôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ç ó÷åôéêÞ åîßóùóç ôïõ Laplace
èá ðÜñåé ôç ìïñöÞ

1
r

d
dr

(
r
du
dr

)
= 0. (9.2.21)

Ç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è åßíáé ôþñá áðïýóá êáé ç äéáöïñéêÞ
áõôÞ åîßóùóç (9.2.21) åßíáé áðëÜ ìéá óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç.

Èá ðñïóäéïñßóïõìå ôþñá ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò u = u(r). Åäþ ìå r �= 0 (ðéï óùóôÜ ìå r > 0)
ðïëëáðëáóéÜæïíôáò åðß r ôçí åîßóùóç (9.2.21), Ý÷ïõìå

d
dr

(
r
du
dr

)
= 0. (9.2.22)

Ìéá ðñþôç ïëïêëÞñùóç (ðñïöáíþò ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r) ìáò äßíåé

r
du
dr

= A 
⇒ du
dr

= A
r
, r > 0, (9.2.23)
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ìå ôï Á áõèáßñåôç óôáèåñÜ. ÐñÝðåé üìùò íá êÜíïõìå êáé ìéá äåýôåñç ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò r.
¸ôóé, åðåéäÞ

∫
dr/r = ln r+C ìå ln ôï öõóéêü ëïãÜñéèìï êáé ìå ôï C áõèáßñåôç óôáèåñÜ, ðáßñíïõìå

u = u(r) = A ln r+ B (9.2.24)

ìå ôï Â åðßóçò áõèáßñåôç óôáèåñÜ. ¢ñá óå ðåñßðôùóç êõêëéêÞò óõììåôñßáò ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç
ôïõ Laplace ∇2u = 0 Ý÷åé ôç ãåíéêÞ ëýóç (9.2.24) ìå ôá Á êáé Â äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Åßíáé
ëïãéêÞ êáé áíáìåíüìåíç ç ýðáñîç äýï áõèáßñåôùí óôáèåñþí, Á êáé Â, åðåéäÞ ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (9.2.21) Þ (9.2.22) åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò.

Áõôü ðïõ êáèüëïõ ìá êáèüëïõ äå ìáò áñÝóåé, åßíáé áðáñÜäåêôï áðü öõóéêÞò áðüøåùò, åßíáé
ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ln r óôç ãåíéêÞ ëýóç (9.2.24). ÁõôÞ ç äõóáñÝóêåéÜ ìáò ïöåßëåôáé óôï
ãåãïíüò üôé ç ìåôáâëçôÞ r Ý÷åé äéáóôÜóåéò ìÞêïõò. ¢ñá äåí åðéôñÝðåôáé íá åìöáíßæåôáé ìÝóá óå
ëïãÜñéèìï (ïýôå âÝâáéá óå êÜðïéá Üëëç ôñéãùíïìåôñéêÞ, õðåñâïëéêÞ, åêèåôéêÞ, êëð. óõíÜñôçóç).
Áóöáëþò áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ç ëýóç (9.2.24) åßíáé áðüëõôá óùóôÞ (âÝâáéá ìå r > 0,
áóöáëþò ü÷é ìå r = 0), áëë’ áðü öõóéêÞò áðüøåùò õðÜñ÷åé ôï ðéï ðÜíù óïâáñü ðñüâëçìá.
Ãéá ôçí åðéôõ÷Þ áíôéìåôþðéóç ôïõ öõóéêïý áõôïý ðñïâëÞìáôïò áðëÜ èÝôïõìå B = −A ln r0 + B∗,
äçëáäÞ åéóÜãïõìå ôç íÝá óôáèåñÜ r0 ìå óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ êáé ìå äéáóôÜóåéò ìÞêïõò (ð.÷. r0 = 1 m)
êáèþò êáé ôç íÝá áõèáßñåôç óôáèåñÜ Â∗ óôç èÝóç ôçò áñ÷éêÞò áõèáßñåôçò óôáèåñÜò B. Ìå ôïí
ôñüðï áõôü ç ãåíéêÞ ëýóç (9.2.24) èá ðÜñåé ôç óùóôüôåñç ìïñöÞ ôçò

u = u(r) = A ln r− A ln r0 + Â∗ 
⇒ u = u(r) = A ln
r
r0

+ Â∗ . (9.2.25)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ õðÜñ÷ïõí ðÜëé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ïé Á êáé Â∗. (Ç óôáèåñÜ r0 äå èåùñåßôáé
üôé ìåôáâÜëëåôáé. Åßíáé áðüëõôá óôáèåñÞ, Ý÷åé óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ, ð.÷. r0 = 1 m.) Ôþñá üìùò ç
ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ln (öõóéêüò ëïãÜñéèìïò) Ý÷åé óáí üñéóìÜ ôçò ôïðçëßêï r/r0, ðïõ åßíáé ðëÝïí
áäéÜóôáôç ðïóüôçôá. Ïé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Á êáé Â∗ Ý÷ïõí ðñïöáíþò ôéò ßäéåò äéáóôÜóåéò ìå ôç
óõíÜñôçóç u, ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.2.21) Þ (9.2.22). Áíôßèåôá
ç óõãêåêñéìÝíç, êáèïñéóìÝíç óôáèåñÜ r0 (ðïõ åßíáé âÝâáéá èåôéêÞ) Ý÷åé äéáóôÜóåéò ìÞêïõò, áêñéâþò
üðùò óõìâáßíåé êáé ìå ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r. ¸ôóé ôï ðçëßêï ôïõò r/r0 åßíáé ðñïöáíþò áäéÜóôáôç
ðïóüôçôá.

ÅîåôÜæïõìå ôþñá ôçí êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D ìå áêôßíá a êáé ìå óõíïñéáêÞ ôéìÞ ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò u = u(r) ôçí ôéìÞ u(a) = u0 (ìå ôï u0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ) ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ðïëéêÞò
ãùíßáò è (0 ≤ è < 2ð). Ç óôáèåñÞ áõôÞ óõíïñéáêÞ ôéìÞ u0 óôçí ðåñéöÝñåéá r = a ôïõ êýêëïõ
åîáóöáëßæåé ó’ åìÜò ôçí êõêëéêÞ óõììåôñßá, ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (9.2.21) êáé óôç ëýóç ôçò (9.2.25). ÐñÝðåé üìùò ãéá öõóéêïýò ëüãïõò óôï êÝíôñï Ï
ôçò êõêëéêÞò áõôÞò ðåñéï÷Þò (üðïõ r = 0) ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(r) (ð.÷. ç èåñìïêñáóßá
Þ ôï Üèñïéóìá ôùí ïñèþí ôÜóåùí) íá åßíáé ðåðåñáóìÝíç. Ìüíç äõíáôüôçôá ãé’ áõôü áðïôåëåß
ï ìçäåíéóìüò ôçò áõèáßñåôçò óôáèåñÜò Á óôç ëýóç (9.2.25). Ôïýôï éó÷ýåé, ãéáôß ç óôáèåñÜ áõôÞ Á
ðïëëáðëáóéÜæåôáé åðß ôï ëïãÜñéèìï ln (r/r0), ðïõ ôåßíåé óôï ìåßïí Üðåéñï ãéá r = 0. ÅðïìÝíùò
ç ãåíéêÞ ëýóç (9.2.25) ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace óôçí ðáñïýóá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò êõêëéêÞò
ðåñéï÷Þò D êé åðéðëÝïí êáé êõêëéêÞò óõììåôñßáò áíÜãåôáé óôç ìïñöÞ u = B∗. ÔåëéêÜ ç óõíïñéáêÞ
óõíèÞêç u(a) = u0 ìáò õðï÷ñåþíåé íá äå÷èïýìå üôé Â∗ = u0. ÅðïìÝíùò ç ëýóç ôçò äéäéÜóôáôçò
åîéóþóåùò ôïõ Laplace óôï ðáñüí ðïëý áðëü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí åßíáé åîßóïõ áðëÞ,
óôáèåñÞ, êáé Ý÷åé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

u(r) = u0, 0 ≤ r ≤ a. (9.2.26)

Áóöáëþò Üìåóá åðáëçèåýåôáé üôé ç óôáèåñÞ áõôÞ ëýóç ðëçñïß ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace, åßíáé áñ-
ìïíéêÞ óõíÜñôçóç. Åðßóçò åßíáé öñáãìÝíç óå ïëüêëçñç ôçí êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D. ÔÝëïò åðáëçèåýåé
êáé ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç u(a) = u0. ÊáôÜ ìßá Ýííïéá ç óôáèåñÞ áõôÞ ëýóç (9.2.26) åßíáé ç ëýóç
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ðïõ ðåñéìÝíáìå óôï ôüóï áðëü áõôü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí, Ýíá ðñüâëçìá Dirichlet ãéá ôç
äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace ∇2u = 0.

ÂÝâáéá óå ðåñßðôùóç (êõêëéêÞò) äáêôõëéïåéäïýò ðåñéï÷Þò (äáêôõëßïõ) D∗ ìå a ≤ r ≤ b (öõóéêÜ
ìå a < b), üðùò åßíáé ç äéáôïìÞ åíüò êõêëéêïý óùëÞíá, äåí õðÜñ÷åé ðéá çáðáßôçóç íá Ý÷ïõìåÁ = 0
óôç ëýóç (9.2.25). Ç áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï (ìå r = 0) äåí áðïôåëåß ðéá óçìåßï ôçò ðåñéï÷Þò D∗. ¢ñá
ï áðåéñéóìüò ôçò óõíáñôÞóåùò u = u(r) ãéá r = 0 íáé ìåí õößóôáôáé, áëëÜ êáìßá áðïëýôùò öõóéêÞ
Ýííïéá äåí Ý÷åé, ãéáôß ôï óçìåßï Ï (üðïõ r = 0) êåßôáé åêôüò ôçò äáêôõëéïåéäïýò ðåñéï÷Þò D∗ ðïõ
åîåôÜæïõìå. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ óõíå÷ßæïõìå áóöáëþò íá äå÷üìáóôå ôçí êõêëéêÞ óõììåôñßá
(Þ óõììåôñßá ãýñù áðü ôï óçìåßïO). ÖõóéêÜ ôþñá ïé äýï ãíùóôÝò êáé óôáèåñÝò óõíïñéáêÝò ôéìÝò
u(a) = ua êáé u(b) = ub áñêïýí ãéá ôïí êáèïñéóìü êáé ôùí äýï áõèáßñåôùí óôáèåñþí Á êáé Â∗ óôç
ãåíéêÞ ëýóç (9.2.25). ¸ôóé êáèïñßæåôáé ðëÞñùò ç ëýóç áõôÞ.

B9.3. Ç ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÏÕ LAPLACE ÓÅ ÊÕËÉÍÄÑÉÊÅÓ ÊÁÉ ÓÅ ÓÖÁÉÑÉÊÅÓ ÓÕÍÔÅÔÁÃÌÅÍÅÓ

B9.3.1. ÊõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò

Ç ðåñßðôùóç ôùí êõëéíäñéêþí óõíôåôáãìÝíùí r, è êáé z áðïôåëåß áðëÞ åðÝêôáóç ôçò ðåñé-
ðôþóåùò ôùí ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí r êáé è ðïõ åîåôÜóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá. ÁðëÜ
ôþñá Ý÷åé ðñïóôåèåß êáé ç ôñßôç óõíôåôáãìÝíç z. ÁõôÞ üìùò óõìðßðôåé ìå ôçí áíôßóôïé÷ç óõíôå-
ôáãìÝíç z óôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x, y êáé z. Ãé’ áõôü êáé äçëþèçêå ìå ôï ßäéï óýìâïëï,
ôï óýìâïëï z, óôçí ôñßôç áðü ôéò ó÷Ýóåéò (9.1.3): z = z. Êáé ìÜëéóôá ç óõíôåôáãìÝíç áõôÞ z
äåí åðåìâáßíåé êáèüëïõ óôéò äýï ðñþôåò ó÷Ýóåéò (9.1.3), ïé ïðïßåò óõìðßðôïõí ðëÞñùò ìå ôéò
áíôßóôïé÷åò ó÷Ýóåéò (9.1.1) ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è.

ÅðïìÝíùò óôéò êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ãéá ôçí Ýêöñáóç ôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace∇2 áñêåß íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí Ýêöñáóç (9.2.18), ðïõ áöïñÜ óôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò, ðñïóèÝôïíôáò
üìùò ó’ áõôÞí êáé ôç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ z. ¸ôóé, ðáßñíïíôáò
õðüøç ôéò ó÷Ýóåéò (9.2.16), (9.2.17) êáé (9.2.18), Ý÷ïõìå óôéò êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r, è êáé z

∇2 = ∂2

∂r2
+ 1

r
∂
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∂z2
. (9.3.1)

Ôþñá áñ÷éêÜ Ý÷ïõìå ôÝóóåñéò üñïõò óôï Üèñïéóìá, ðïõ ìåôáôñÝðïíôáé ôåëéêÜ óå ôñåéò üñïõò. Ìå
åöáñìïãÞ ôïõ ôåëåóôÞ áõôïý ôïõ Laplace∇2 óå êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç u = u(r, è, z)
Ý÷ïõìå öõóéêÜ ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace óå êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò
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= 0. (9.3.2)

ÖõóéêÜ óå ðåñßðôùóç ðïõ õðÜñ÷åé êõëéíäñéêÞ óõììåôñßá, äçëáäÞ óõììåôñßá ãýñù áðü áðü
ôïí Üîïíá r = 0 ìéáò êõëéíäñéêÞò Þ óùëçíïåéäïýò ðåñéï÷Þò, ç óõíÜñôçóç u äå èá åîáñôÜôáé ðéá
áðü ôç ìåôáâëçôÞ è (ôçí ðïëéêÞ ãùíßá). Èá åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôéò ìåôáâëçôÝò r êáé z. ÅðïìÝ-
íùò ìå ôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂2u/∂è2 ôþñá ìçäåíéêÞ ç åîßóùóç ôïõ Laplace (9.3.2) óå êõëéíäñéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò r, è êáé z áðëïðïéåßôáé óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

∇2u = ∂2u
∂r2

+ 1
r

∂u
∂r

+ ∂2u
∂z2

= 0 Þ ∇2u = 1
r

∂

∂r

(
r
∂u
∂r

)
+ ∂2u

∂z2
= 0. (9.3.3)

Ç åîßóùóç áõôÞ éó÷ýåé óå ðåñßðôùóç êõëéíäñéêÞò óõììåôñßáò Þ óõììåôñßáò ãýñù áðü Üîïíá:
åäþ ãýñù áðü ôïí Üîïíá Oz ìå r = 0.

B9.3.2. ÓöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò

ÊÜðùò ðéï äýóêïëåò áðü ôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è êáé áðü ôéò êõëéíäñéêÝò óõíôåôáã-
ìÝíåò r, è êáé z åßíáé ïé óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ñ, è êáé ö. Ãé’ áõôÝò éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò (9.1.4).
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Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 óå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ÷ñåéÜæåôáé íá ÷ñç-
óéìïðïéçèåß êáé ðÜëé ï êáíüíáò ôçò áëõóßäáò (ôçò áëõóïåéäïýò ðáñáãùãßóåùò Þ êáëýôåñá ôçò
áëëçëïõ÷ßáò ôùí ðáñáãþãùí), áêñéâþò üðùò Ýãéíå êáé óôçí ÐáñÜãñáöï Â9.2.1 ãéá ôéò ðïëéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò r êáé è. Ôþñá üìùò ï êáíüíáò áõôüò èá ðÜñåé ôçí êÜðùò ðïëõðëïêüôåñç ìïñöÞ
ôïõ ãéá ôç ìåôáâëçôÞ x
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∂ñ

∂ñ
∂x

+ ∂u
∂è

∂è
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+ ∂u
∂ö

∂ö
∂x

(9.3.4)

áíôß ãéá ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôïõ (9.2.5) óôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è. (Åíôåëþò áíÜ-
ëïãïé èá åßíáé ïé ôýðïé êáé ãéá ôéò ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò ôéò ìåôáâëçôÝò y êáé z.)
Óôç óõíÝ÷åéá èá ðñÝðåé íá õðïëïãéóèïýí êáé ïé áíôßóôïé÷åò äåýôåñåò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé êáé íá
åéóá÷èïýí óôç äåýôåñç ó÷Ýóç (9.2.2), äçëáäÞ ó’ áõôÞí ðïõ áöïñÜ óôçí ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ
Laplace ∇2u = 0. Áíôßóôïé÷á êáé óôç äåýôåñç ó÷Ýóç (9.2.1) ãéá ôïí ßäéï ôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace.

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá åñãáóßá áñêåôïý õðïëïãéóôéêïý êüóôïõò êáé ãé’ áõôü èá ôçí ðáñáëåßøïõìå.
Èá áíáöÝñïõìå áðëÜ ôï ó÷åôéêü áðïôÝëåóìá. Áõôü åßíáé ãéá ôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ∇2 óå
óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ñ, è êáé ö
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. (9.3.5)

¢ñá ç ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace óå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ñ, è êáé ö Ý÷åé ôç ìïñöÞ
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= 0. (9.3.6)

Ç åîßóùóç áõôÞ ìðïñåß íá áðëïðïéçèåß ëßãï, åÜí ðáñáôçñÞóïõìå (ìå âÜóç ôï ãíùóôü êáíüíá
ôçò ðáñáãùãßóåùò ôïõ ãéíïìÝíïõ äýï óõíáñôÞóåùí) üôé
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. (9.3.7)

¢ñá ç åîßóùóç ôïõ Laplace (9.3.6) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí êÜðùò áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò
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= 0. (9.3.8)

ÅÜí ìÜëéóôá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(ñ, è,ö) äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è (ìå
0 ≤ è < 2ð), oðüôå áðëÜ u = u(ñ,ö), ôüôå ç åîßóùóç ôïõ Laplace (9.3.8) áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ
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= 0. (9.3.9)

B9.3.3. Ëýóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace õðü óöáéñéêÞ óõììåôñßá

Éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé ç ðåñßðôùóç óõíáñôÞóåùò u ìå óöáéñéêÞ óõììåôñßá, äç-
ëáäÞ ìå ðëÞñç óõììåôñßá ùò ðñïò ôï êÝíôñï O ìéáò óöáßñáò. Ôüôå ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ü÷é ìüíï
ãåùìåôñéêÞ óõììåôñßá, áëë’ åðéðëÝïí êáé óõììåôñßá óõíïñéáêþí ôéìþí óôçí åðéöÜíåéá ôçò óöáß-
ñáò. (ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá óöáéñéêü êÝëõöïò Þ ãéá ôïí Üðåéñï ÷þñï ìå óöáéñéêÞ ïðÞ.) Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôéò äýï ìåôáâëçôÝò (åäþ äýï
ãùíßåò) è êáé ö. ÅîáñôÜôáé ìüíï áðü ôç ìåôáâëçôÞ ñ, äçëáäÞ u = u(ñ). ÅðïìÝíùò ç åîßóùóç ôïõ
Laplace (9.3.8) ðáßñíåé ôþñá ôçí åîÞò áðëïýóôáôç ìïñöÞ ìå ôç äéêáéïëïãçìÝíç ìÜëéóôá ÷ñÞóç
ôïõ óõìâüëïõ ôçò óõíÞèïõò ðáñáãùãßóåùò d áíôß ãéá ôï óýìâïëï ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ∂:

1
ñ2

d
dñ

(
ñ2 du

dñ

)
= 0. (9.3.10)

(ÖõóéêÜ ñ > 0.) Ðñüêåéôáé ãéá áíÜëïãç ðåñßðôùóç óõììåôñßáò ìå åêåßíç ðïõ åîÝôáóáìå óôçí
ÐáñÜãñáöï Â9.2.2: ôçí ðåñßðôùóç êõêëéêÞò óõììåôñßáò ùò ðñïò ôï êÝíôñï Ï êýêëïõ.
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¼ðùò êáé óôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò, Ýôóé êé åäþ åßíáé ðïëý åýêïëç ç åðßëõóç ôçò óõíÞèïõò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (9.3.10). ×ñåéÜæïíôáé ìüíï äýï áðëÝò ïëïêëçñþóåéò. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå

1
ñ2

d
dñ

(
ñ2 du

dñ

)
= 0 
⇒ d

dñ

(
ñ2 du

dñ

)
= 0 
⇒ ñ2 du

dñ
= A 
⇒ du

dñ
= A

ñ2
(9.3.11)

ìå ñ > 0. ¸ôóé ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç ãåíéêÞ ëýóç

u = u(ñ) = A∗

ñ
+ Â, ñ > 0. (9.3.12)

Ïé óôáèåñÝò, áñ÷éêÜ ìüíï Á êáé óôç óõíÝ÷åéá Á∗ (ìå Á∗ = −Á) êáé Â, åßíáé öõóéêÜ áõèáßñåôåò. Õðü
óõíèÞêåò óöáéñéêÞò óõììåôñßáò õðÜñ÷åé êáé ôï ðëåïíÝêôçìá ôçò ìç ðáñïõóßáò ôçò ëïãáñéèìéêÞò
óõíáñôÞóåùò ln óôç ãåíéêÞ ëýóç (9.3.11) ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace. Áíôßèåôá õðü óõíèÞêåò
êõêëéêÞò óõììåôñßáò ðáñïõóéÜæåôáé ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç óôç ãåíéêÞ ëýóç (9.2.24) Þ (9.2.25).

B9.4. ÅÐÉËÕÓÇ ÔÇÓ ÅÎÉÓÙÓÅÙÓ ÔÏÕ LAPLACE ÓÅ ÐÏËÉÊÅÓ ÓÕÍÔÅÔÁÃÌÅÍÅÓ

B9.4.1. Åðßëõóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åðéëýóïõìå ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝ-
íåò (r, è) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Ôç ìÝèïäï áõôÞ ôç ìåëåôÞóáìå äéåîïäéêÜ
óôï ÊåöÜëáéï Â5 åöáñìüæïíôÜò ôçí óôéò ìïíïäéÜóôáôåò åîéóþóåéò ôïõ êýìáôïò êáé ôçò äéá÷ýóåùò
êáèþò êáé óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace, áëëÜ óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y). Óôá
ôñßá ðñïçãïýìåíá ÊåöÜëáéá Â6, Â7 êáé Â8 ôçí åöáñìüóáìå åðßóçò óå ìåñéêÜ åéäéêÜ ðñïâëÞìáôá
ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý: ôáëáíôþóåéò ñÜâäùí êáé äïêþí, ðñïâëÞìáôá äßóêùí êáé ðëáêþí, êëð.
Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå îáíÜ ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ãéá ôçí
åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò, åäþüìùò ìå ôç ÷ñÞóçðïëéêþí óõíôåôáã-
ìÝíùí (r, è). Äåí õðÜñ÷åé êÜðïéá ïõóéáóôéêÞ áëëáãÞ óôç ìÝèïäï. ÎåêéíÜìå ëïéðüí ìå ôç äéäéÜóôáôç
åîßóùóç ôïõ Laplace ∇2u = 0 óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò, ìéá ôüóï óçìáíôéêÞ åîßóùóç åîáéôßáò
ôùí ðïëëþí åöáñìïãþí ôçò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÏñéóìÝíåò áðü áõôÝò ôéò
åöáñìïãÝò åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá ôéò äïýìå åêôåíþò óôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Â2.

¸÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé ëßãï ðñéí óôç ó÷Ýóç (9.2.16) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â9.2.1 ôçí Ýêöñáóç ôïõ
ôåëåóôÞ ôïõ Laplace (ôçò ËáðëáóéáíÞò) êáé óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). ¹ôáí ç Ýêöñáóç

∇2u ≡ ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= ∂2u
∂r2

+ 1
r

∂u
∂r

+ 1
r2

∂2u
∂è2

. (9.4.1)

¢ñá ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace ∇2u = 0 ðáßñíåé óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ôç ìïñöÞ

∂2u
∂r2

+ 1
r

∂u
∂r

+ 1
r2

∂2u
∂è2

= 0 (9.4.2)

öõóéêÜ ôþñá ìå u = u(r, è). Áêñéâþò üðùò óõìâáßíåé êáé óôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y),
ðñüêåéôáé êé åäþ óôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ðÜëé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò, ãñáììéêÞ, ïìïãåíÞ êáé äåõôÝñáò ôÜîåùò. Ôþñá üìùò ç åîßóùóç ôïõ Laplace Ý÷åé ìç óôá-
èåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò ëüãù ôùí óõíôåëåóôþí ôçò 1/r (óôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂u/∂r)
êáé 1/r2 (óôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂2u/∂è2). Äå èá ìáò äõóêïëÝøåé ðïëý áõôü óôç äïõëåéÜ ìáò ãéá
ôçí åðßëõóÞ ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. ÎåêéíÜìå ëïéðüí ìå âÜóç üëá üóá
Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôï ÊåöÜëáéï Â5 ãéá ôçí ôüóï ÷ñÞóéìç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí.

Áöïý ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(r, è) åîáñôÜôáé ãåíéêÜ êé áðü ôéò äýï ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r
êáé è, óôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ôçí õðïèÝôïõìå áñ÷éêÜ óôç ìïñöÞ

u(r, è) = R(r)È(è). (9.4.3)
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ÄçëáäÞ ôçí õðïèÝôïõìå óáí ãéíüìåíï ìéáò óõíáñôÞóåùò ôçò ðïëéêÞò áêôßíáò r: ôçò R(r), åðß ìéá
óõíÜñôçóç ôçò ðïëéêÞò ãùíßáò è: ôçòÈ(è). Õðåíèõìßæïõìå åðßóçò üôé ãåíéêÜ r ≥ 0 êáé 0 ≤ è < 2ð
(Þ éóïäýíáìá −ð < è ≤ ð). Ðïëý åýêïëá õðïëïãßæïõìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò ðïõ ìáò
÷ñåéÜæïíôáé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (9.4.2), óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace:

∂u
∂r

= R′(r)È(è),
∂2u
∂r2

= R′′(r)È(è) êáé
∂2u
∂è2

= R(r)È′′(è). (9.4.4)

ÁõôÝò ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôéò áíôéêáèéóôïýìå óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (9.4.2) ðáßñíïíôáò

R′′(r)È(è)+ 1
r
R′(r)È(è)+ 1

r2
R(r)È′′(è) = 0. (9.4.5)

Äéáéñïýìå ôÝëïò ìå u(r, è) = R(r)È(è) õðïèÝôïíôáò üôé u(r, è) = R(r)È(è) �= 0. Ïäçãïýìáóôå Ýôóé
óôçí åîßóùóç

R′′(r)
R(r)

+ 1
r
R′(r)
R(r)

+ 1
r2

È′′(è)
È(è)

= 0. (9.4.6)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôþñá åðß r2 êáé ìåôáöÝñïíôáò ôï êëÜóìá È′′(è)/È(è) óôï äåîéü ìÝëïò, ðáßñ-
íïõìå ôçí åîßóùóç

r2
R′′(r)
R(r)

+ r
R′(r)
R(r)

= − È′′(è)
È(è)

= ë = p2 ìå p ≥ 0. (9.4.7)

Åäþ, üðùò èõìüìáóôå, ôá äýï ßóá ìÝëç, ðïõ ôï áñéóôåñü åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôïõ r êáé ôï äåîéü
óõíÜñôçóç ìüíï ôïõ è, ðñÝðåé íá åîéóùèïýí ìå ìßá óôáèåñÜ. ÁõôÞí ôç óôáèåñÜ ôçí åðéëÝîáìå
åäþ óáí ìéá ìç áñíçôéêÞ óôáèåñÜ: ë = p2. Ðïëý óýíôïìá èá äéåõêñéíßóïõìå ôçí åðéëïãÞ ìáò áõôÞ.

Ðñïò óôéãìÞ áò óçìåéþóïõìå ìå ÷áñÜ ôçí åðéôõ÷ßá íá åöáñìüóïõìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace êáé óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). Áõôü áêñéâþò ôï
åß÷áìå ðåôý÷åé ìå ôçí ßäéá åîßóùóç êáé óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) óôçí Åíüôçôá Â5.4.
Åßíáé ëïéðüí äéá÷ùñßóéìç ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace êáé óå ÊáñôåóéáíÝò êáé óå ðïëéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò êáé åßìáóôå ôõ÷åñïß êáé ÷áñïýìåíïé óõíÜìá ãé’ áõôü. (Áíôßèåôá üìùò, äõóôõ÷þò,
ç äéäéÜóôáôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç (2.2.10): ∇4u = 0, ôçí ïðïßá ðëçñïß ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ
Airy A(x, y), äåí åßíáé äéá÷ùñßóéìç, üðùò åýêïëá ìðïñïýìå íá äéáðéóôþóïõìå.)

Êáé ôþñá åõèåßá óôï äñüìï ôçò åõñÝóåùò ôçò ëýóåùò u(r, è) = R(r)È(è) ðïõ æçôÜìå. Áðü ôçí
ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (9.4.7) ðñïêýðôïõí áìÝóùò ïé åîÞò äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò:

r2R′′(r)+ rR′(r)− p2R(r) = 0, (9.4.8)

È′′(è)+ p2È(è) = 0. (9.4.9)

Êáé ïé äýï åßíáé âÝâáéá óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, äçëáäÞ ìå ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ:
ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r (ìå 0 ≤ r < ∞) ç ðñþôç êáé ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è (ìå 0 ≤ è < 2ð Þ−ð < è ≤ ð)
ç äåýôåñç. ÅðéðëÝïí ç ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå ìåôáâëçôÞ ôï r) åßíáé ìå ìç óôáèåñïýò
(ìå ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò, åíþ ç äåýôåñç (ìå ìåôáâëçôÞ ôï è) åßíáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

ÎåêéíÜìå ìå ôç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðïõ åßíáé áðëïýóôåñç (Ý÷åé äýï ìïíÜ÷á üñïõò) êáé
ôáõôü÷ñïíá êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ìå ôçí ôüóï ãíùóôÞ ìáò êáé áíáìöéóâÞôçôá áðëÞ
ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò, äçëáäÞ ìå È(è) = eìè, ôçí áíÜãïõìå åýêïëá óôç ìïñöÞ

ì2eìè + p2eìè = 0 
⇒ (ì2 + p2)eìè = 0 
⇒ ì2 + p2 = 0 
⇒ ì = ì1, 2 = ±ip (9.4.10)

ìå ëýóç ôçò ôåëéêÜ ôç
È(è) = Á cos pè+ B sin pè. (9.4.11)

Ôç ëýóç áõôÞ ôç ìåôáôñÝøáìå áðü ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ ìïñöÞ óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ìå ÷ñÞóç
ôùí ôüóï ãíùóôþí ìáò ôýðùí ôïõ Euler: åäþ e±ipè = cos pè± i sin pè. ÂÝâáéá ïé äýï ðïóüôçôåò Á
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êáé Â óôç ëýóç áõôÞ È(è) åßíáé áðëÜ äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Ôá îÝñïõìå ðïëý êáëÜ áõôÜ Þäç
áðü ôï ÌÝñïò Á ôùí âéâëßùí áõôþí: ôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò.

Áõôü ðïõ ìáò åßíáé ßóùò ëßãï êáéíïýñãéï åßíáé íá óõíåéäçôïðïéÞóïõìå ðùò óå ðïëéêÝò óõíôå-
ôáãìÝíåò (r, è) ç óõíÜñôçóç u(r, è) ðïõ æçôÜìå íá âñïýìå ðñÝðåé íá åßíáé (ãåíéêÜ, ìå åëÜ÷éóôåò
åîáéñÝóåéò) ìéá ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è ìå ðåñßïäï Ô = 2ð, äçëáäÞ

u(r, è+ 2kð) = u(r, è) ìå k = ±1, ± 2, . . . . (9.4.12)

Êáé ãéáôß Üñáãå ðñÝðåé íá óõìâáßíåé áõôü; Ìá áðëÜ ãéáôß Ýíá óçìåßï P = (r, è) (óå ðïëéêÝò óõíôå-
ôáãìÝíåò) óôï åðßðåäï ðáñáìÝíåé áêñéâþò ôï ßäéï óçìåßï, åÜí ç ðïëéêÞ ãùíßá è ìåôáâëçèåß êáôÜ
áêÝñáéï ðïëëáðëÜóéï ôïõ 2ð. Ìå Üëëá ëüãéá ç ðïëéêÞ ãùíßá è äåí åßíáé áðüëõôá êáèïñéóìÝíç ãéá
Ýíá óçìåßï P (åíþ áíôßèåôá ç ðïëéêÞ áêôßíá r åßíáé!). Ç ðïëéêÞ ãùíßá è ìðïñåß íá ìåôáâÜëëåôáé
êáôÜ 2kð (ìå ôï k áêÝñáéï áñéèìü) êáé ôï óçìåßï P ìÝíåé ôï ßäéï. ¢ñá êáé ç óõíÜñôçóç u(r,è) (áò
ðïýìå ç èåñìïêñáóßá óôï óçìåßï P, ðïõ ðëçñïß óôç ìüíéìç êáôÜóôáóç ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace)
ðñÝðåé êé áõôÞ íá ðáñáìÝíåé ç ßäéá, üôáí ç ðïëéêÞ ãùíßá è ìåôáâÜëëåôáé êáôÜ 2kð. ¢ñá ðñÝðåé
ïðùóäÞðïôå íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç ðåñéïäéêüôçôáò (9.4.12) ìå ðåñßïäï Ô = 2ð ãéá ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è.

¢ñá, ãéá íá Ý÷ïõìå ðåñéïäéêüôçôá ìå ðåñßïäï Ô = 2ð óôç ëýóç ìáò (9.4.11), ðñÝðåé áðëÜ ôï p
íá åßíáé áêÝñáéïò áñéèìüò n. Êé áöïý cos (− nè) = cos nè êáé åðßóçò sin (− nè) = − sin nè, ÷ùñßò
êáìßá âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ôï p ìðïñåß íá õðïôåèåß èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò: p = n = 1, 2, . . .
ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç ìáò (9.4.11) ðáßñíåé ôþñá ôçí ôåëéêÞ ôçò ðåñéïäéêÞ ìïñöÞ

Èn(è) = Án cos nè+ Bn sin nè ìå n = 1, 2, . . . . (9.4.13)

Èá ìðïñïýóáìå íá åß÷áìå êÜíåé ôï ëÜèïò (Þ Ýóôù ôçí áðñïóåîßá) íá ðÜñïõìå áñíçôéêÞ ôéìÞ
ãéá ôç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë óôç ó÷Ýóç (9.4.7), äçëáäÞ íá åß÷áìå ðÜñåé ë = −p2. Ôüôå èá åß÷áìå
ïäçãçèåß óå õðåñâïëéêÞ ëýóç (ìå õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï) áíôß ãéá ôçí êáëïäå÷ïýìåíç
ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç (9.4.13). ¸ôóé èá åß÷áìå ðáñáâéÜóåé ôç óõíèÞêç ðåñéïäéêüôçôáò (9.4.12) ãéá
ôç ëýóç ìáò u(r,è) êé åðïìÝíùò èá Þìáóôáí óå åíôåëþò ëÜèïò äñüìï. ÓùóôÜ ëïéðüí, ðïëý óùóôÜ
åðéëÝîáìå ë = p2 (ìå p ≥ 0) óáí óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë óôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí (9.4.7).

Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ï ìç áñíçôéêüò áñéèìüò p óôç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë = p2 ðÜñåé
ôçí ôéìÞ p = 0, ôüôå ç äåýôåñç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.4.9) ðáßñíåé ôçí áðëïýóôáôç ìïñöÞ

È′′(è) = 0 ìå ëýóç È0(è) = Á0 + Â0è. (9.4.14)

Ðñïöáíþò ç ëýóç åßíáé ôþñá Ýíá ðñùôïâÜèìéï ðïëõþíõìï, áöïý ìçäåíßæåôáé ç äåýôåñç ðáñÜ-
ãùãüò ôçòÈ′′(è). Ãéá íá ôç äïýìå ëßãï êáëýôåñá ôç ëýóç áõôÞÈ0(è) = Á0+Â0è. ÌáèçìáôéêÜ åßíáé
óùóôÞ, ôáõôü÷ñïíá êáé áðëÞ. Ôï ðñüâëçìá üìùò ìå áõôÞí åßíáé üôé ðáñáâéÜæåé ôçí ðéï ðÜíù
óõíèÞêç ðåñéïäéêüôçôáò (ìå ðåñßïäï Ô = 2ð) (9.4.12) ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è, åðåéäÞ

È0(è+ 2kð) = Á0 + Â0(è+ 2kð) = (Á0 + Â0è)+ 2kðB0 = È0(è)+ 2kðÂ0. (9.4.15)

ÅðïìÝíùò, ãéá íá éó÷ýåé ç óõíèÞêç ðåñéïäéêüôçôáò (9.4.12) ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è, èá ðñÝðåé
áíáãêáóôéêÜ íá Ý÷ïõìå Â0 = 0. ¸ôóé ç ëýóç (9.4.14) (ãéá ë = p = 0) åßíáé äåêôÞ, ìüíï åÜí Â0 = 0,
äçëáäÞ óôç ìïñöÞ óôáèåñÜò

È0(è) = Á0. (9.4.16)

Êáé ôþñá ðñï÷ùñÜìå óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.4.8) ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r. Ôçí
õðåíèõìßæïõìå, ôþñá üìùò ìå p = n êáé áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞóåéò Rn(r) ëüãù ôçò ðåñéïäéêüôçôáò
ðïõ áðáéôÞóáìå ðéï ðÜíù:

r2R′′
n(r)+ rR′

n(r)− n2Rn(r) = 0. (9.4.17)
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¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, ðñüêåéôáé ãéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå ìç
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Åõôõ÷þò üìùò åßíáé ìéáò ðÜñá ðïëý åéäéêÞò êáôçãïñßáò: åßíáé åîßóùóç
Euler (Þ Cauchy--Euler), ðïõ åßíáé ìéá éóïäéÜóôáôç åîßóùóç. Ôéò åîéóþóåéò Euler ôéò Ý÷ïõìå ìåëåôÞóåé
åêôåíþò óôçí Åíüôçôá Á5.6 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5 óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ. Óýìöùíá ìå
ôç ó÷åôéêÞ ìÝèïäï ãéá ôçí åðßëõóÞ ôïõò äïêéìÜæïõìå ëýóç ôçò ìïñöÞò R(r) = rì, ïðüôå Ý÷ïõìå

R(r) = rì 
⇒ R′(r) = ìrì−1 
⇒ R′′(r) = ì(ì− 1)rì−2. (9.4.18)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá áõôÞí ôç äïêéìáóôéêÞ óõíÜñôçóç R(r) êáé ôéò äýï ðéï ðÜíù ðñþôåò
ðáñáãþãïõò ôçò R′(r) êáé R′′(r) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler (9.4.17). Ðïëý åýêïëï! Ðñïêýðôåé

ì(ì−1)rì+ìrì−n2rì = 0 
⇒ [ì(ì−1)+ì−n2]rì = 0 
⇒ ì2−n2 = 0 
⇒ ì = ±n. (9.4.19)

¢ñá ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ì2 − n2 = 0 Ý÷åé ôéò äýï áíôßèåôåò ñßæåò ì = ì1, 2 = ±n. ÁõôÝò
áíôéóôïé÷ïýí óôéò äýï ìåñéêÝò ëýóåéò R1(r) = rn êáé R2(r) = r−n. ÅðïìÝíùò ç åîßóùóç Euler (9.4.17),
ôçí ïðïßá åîåôÜæïõìå åäþ, èá Ý÷åé ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

Rn(r) = Cnrn + Dnr−n ≡ Cnrn + Dn

rn
(9.4.20)

ìå ôá Cn êáé Dn áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ n = 0
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler (9.4.17) Ý÷åé ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ôç ì2 = 0 ìå ðñïöáíÞ äéðëÞ ñßæá
ôçò ôç ñßæá ì = ì1, 2 = 0. ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óýìöùíá ìå ôéò ó÷Ýóåéò (5.6.6) êáé (5.6.7)
ôçò Åíüôçôáò Á5.6 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5 ôïõ ÌÝñïõò Á ôùí âéâëßùí áõôþí èá åßíáé ç óõíÜñôçóç

R0(r) = C0 + D0 ln r (9.4.21)

ìå ôá C0 êáé D0 íá åßíáé êáé ðÜëé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

Áðü ôá ðáñáðÜíù óõìðåñáßíïõìå üôé áðïäåêôÝò ëýóåéò u(r,è) = R(r)È(è) ãéá ôç äéäéÜóôáôç
åîßóùóç ôïõ Laplace (9.4.2) óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) èá åßíáé ïé éäéïóõíáñôÞóåéò

un(r,è) = Rn(r)Èn(è) =
(
Cnrn + Dn

rn

)
(An cos nè+ Bn sin nè) ìå n = 1, 2, . . . (9.4.22)

êáé åðéðëÝïí êáé ç êÜðùò äéáöïñåôéêÞ êáé áíåîÜñôçôç áðü ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è ëýóç ãéá n = 0

u0(r, è) = R0(r)È0(è) = (C0 + D0 ln r)A0. (9.4.23)

¢ñá õðü ôéò ðáñïýóåò óõíèÞêåò ðåñéïäéêüôçôáò (ìå Ô = 2ð) ç ãåíéêÞ ëýóç u(r, è) ôçò äéäéÜóôáôçò
åîéóþóåùò ôïõ Laplace (9.4.2) óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ðïõ áíáæçôïýìå åßíáé ôçò ìïñöÞò

u(r, è) =
∞∑
n=0

un(r, è) = (C0 + D0 ln r)A0 +
∞∑
n=1

(
Cnrn + Dn

rn

)
(An cos nè+ Bn sin nè). (9.4.24)

(ÈÝóáìå ôç ëýóç u0(r, è) Ýîù áðü ôï Üèñïéóìá, åðåéäÞ ç ëýóç áõôÞ Ý÷åé ôçí åéäéêÞ ìïñöÞ (9.4.23).)

B9.4.2. Åðßëõóç ôïõ åóùôåñéêïý ðñïâëÞìáôïò Dirichlet

Ìå âÜóç ôçí ðéï ðÜíù ëýóç (9.4.24) èá åðéëýóïõìå åäþ ôï ðñüâëçìá Dirichlet óå êýêëï D
ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï êáé áêôßíá a. Áõôü åßíáé ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá Dirichlet.
Ôï ðñüâëçìá áõôü óõíßóôáôáé óôçí åýñåóç áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùò u(r, è), äçëáäÞ óõíáñôÞóåùò
ðïõ íá ðëçñïß ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (9.4.2), åäþ óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è), ìÝóá óôïí
êýêëï áõôü D êáé ôáõôü÷ñïíá íá ðáßñíåé ãíùóôÝò ôéìÝò ðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá r = a ôïõ êýêëïõ.
ÓõãêåêñéìÝíá óôçí ðåñéöÝñåéá áõôÞ r = a èÝëïõìå íá ðëçñïýôáé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet

u(a, è) = f (è) ìå 0 ≤ è < 2ð (9.4.25)
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êáé ìå ôç óõíÜñôçóç f (è) ãíùóôÞ êáé öõóéêÜ ðåñéïäéêÞ ìå ðåñßïäï Ô = 2ð.

Ìéá äåýôåñç óõíèÞêç, ç ïðïßá üìùò äåí åßíáé äéáôõðùìÝíç Üìåóá, áëëÜ ðñÝðåé åìåßò íá
ôçí õðïèÝóïõìå Ýììåóá, åßíáé üôé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(r,è) ðñÝðåé íá ðáñáìÝíåé öñáãìÝíç
óôï åóùôåñéêü ôïõ êýêëïõ D. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç èåñìïêñáóßá u(r, è) óôïí êýêëï áõôü D äåí
åðéôñÝðåôáé íá áðåéñßæåôáé ãéá r = 0, äçëáäÞ óôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ D. ÏðùóäÞðïôå êÜôé ôÝôïéï
äå èá Þôáí óùóôü áðü öõóéêÞò áðüøåùò. Ãéá íá áðïöåõ÷èåß ï áðåéñéóìüò áõôüò ãéá r = 0, èá
ðñÝðåé üëïé ïé üñïé ôçò ðáñáðÜíù ëýóåùò (9.4.24) ðïõ êáôáñ÷Þí áðåéñßæïíôáé íá ìçäåíéóèïýí.
Êáé ðñþôá--ðñþôá ï üñïò D0 ln r Ýîù áðü ôï Üèñïéóìá èá ðñÝðåé íá ìçäåíéóèåß êé Ýôóé äå÷üìáóôå
üôé D0 = 0. Óôç óõíÝ÷åéá êáé üëïé ïé üñïé Dn /rn ìÝóá óôéò ðáñåíèÝóåéò ôïõ áèñïßóìáôïò èá ðñÝðåé
êé áõôïß íá ìçäåíéóèïýí êáé åðïìÝíùò äå÷üìáóôå üôé Dn = 0. Ìå ôïõò ìçäåíéóìïýò áõôïýò üëùí
ôùí óôáèåñþí Dn (ìå n = 0, 1, 2, . . . ) ç ëýóç (9.4.24) ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

u(r, è) = A0 +
∞∑
n=1

rn(An cos nè+ Bn sin nè). (9.4.26)

ÁõôÞ åßíáé âÝâáéá öñáãìÝíç, u(0, è) = Á0, ãéá r = 0. Óôç ìïñöÞ áõôÞ ðÞñáìå ôçí ðñùôïâïõëßá
íá åíóùìáôþóïõìå ôéò óôáèåñÝò C0 êáé Cn ãåíéêüôåñá óôéò óôáèåñÝò A0 êáé An êáé Bn ãåíéêüôåñá.
Áõôü üìùò äåí ðñïêáëåß êáìßá âëÜâç óôç ãåíéêüôçôá ôçò ðáñïýóáò ëýóåùò u(r, è).

¸÷ïõìå ôþñá óßãïõñá ìéá öñáãìÝíç ëýóç óôï åóùôåñéêü ôïõ êýêëïõ D (ìå 0 ≤ r < a) ìå ôéìÞ,
åðáíáëáìâÜíïõìå, u(0, è) = Á0 óôï êÝíôñï ôïõ r = 0. ÁðïìÝíåé ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí Üãíùóôùí
óôáèåñþí An (ìå n = 0, 1, 2, . . . ) êáé Bn (ìå n = 1, 2, . . . ), þóôå íá åðáëçèåýåôáé ü÷é ìüíï ç åîßóùóç
ôïõ Laplace óôïí êýêëï D, áëëÜ êáé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet (9.4.25), äçëáäÞ u(a, è) = f (è).
Ðñïò ôï óêïðü áõôü èá ðñÝðåé âÝâáéá íá èÝóïõìå r = a óôçí ðéï ðÜíù ëýóç (9.4.26). ¸ôóé áõôÞ
ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

u(a, è) = A0 +
∞∑
n=1

an(An cos nè+ Bn sin nè) = f (è) (9.4.27)

ëüãù ôçò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò (9.4.25): u(a, è) = f (è) ðïõ ðñïáíáöÝñáìå êé áðüëõôá éóïäýíáìá

u(a, è) = A0 +
∞∑
n=1

(A∗
n cos nè+ B∗n sin nè) = f (è) ìå A∗

n := anAn êáé B∗n := anBn. (9.4.28)

Ìå ôç óõíÜñôçóç f (è) óôçí ðåñéöÝñåéá (óôï óýíïñï) C ôïõ êýêëïõ D ãíùóôÞ åßíáé ôþñá ðéá
ðñïöáíÝò üôé ç ó÷Ýóç áõôÞ (9.4.28) áðïôåëåß ôçí êëáóéêÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier ôçò f (è)
óôï äéÜóôçìá [0, 2ð] ôçò ðïëéêÞò ãùíßáò è. Îáíáèõìüìáóôå ôïõò ôýðïõò ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò
ìéáò ôÝôïéáò óåéñÜò Fourier. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå ôïõò ôýðïõò (16.2.6), (16.2.10) êáé (16.2.12) ôçò
ÐáñáãñÜöïõ Á16.2.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á16 ôïõ ÌÝñïõò Á ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí Þ ôïõò
áíôßóôïé÷ïõò ôýðïõò (17.1.8), (17.1.9) êáé (17.1.10) ôçò Åíüôçôáò Á17.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á17 ôïõ
ÌÝñïõò Á. Åäþ ìå ðåñßïäï Ô = 2ð Þ L = T / 2 = ð âñßóêïõìå åýêïëá áðü ôïõò ôýðïõò áõôïýò üôé

A0 = 1
2ð

∫ 2ð

0
f (è) dè (ìÝóç ôéìÞ ôçò f (è)), (9.4.29)

A∗
n = 1

ð

∫ 2ð

0
f (è) cos nè dè ìå n = 1, 2, . . . , (9.4.30)

B∗n = 1
ð

∫ 2ð

0
f (è) sin nè dè ìå n = 1, 2, . . . . (9.4.31)

ÂÝâáéá ëüãù ôçò ðåñéïäéêüôçôáò ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óôéò ïëïêëçñþóåéò áõôÝò
ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò èá ìðïñïýóå èáõìÜóéá íá åßíáé ôï äéÜóôçìá [−ð,ð] Þ ïðïéïäÞðïôå
Üëëï äéÜóôçìá [á,á+ 2ð] ìÞêïõò üìùò ßóïõ ìå ôçí ðåñßïäï Ô = 2ð ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è.



238 (ÊåöÜëáéï B9) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

¸ôóé ìÜëéóôá ðïõ ïñßóáìå ôéò óôáèåñÝò A∗
n êáé B∗n óôéò ó÷Ýóåéò (9.4.28) äåîéÜ, äéáðéóôþíïõìå

áìÝóùò üôé ç ëýóç ìáò (9.4.26) ìðïñåß èáõìÜóéá íá ãñáöåß êáé óôçí áêüëïõèç ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ:

u(r, è) = A0 +
∞∑
n=1

(A∗
n cos nè+ B∗n sin nè)

( r
a

)n
. (9.4.32)

Áóöáëþò ãéá r = a, ïðüôå r/a = 1, ç óõíÜñôçóç áõôÞ u(r, è) ðáßñíåé ôçí åéäéêÞ ìïñöÞ ôçò (9.4.28).

B9.4.3. Ó÷üëéá ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ åîùôåñéêïý êáé ôïõ ãåíéêïý ðñïâëÞìáôïò Dirichlet

Ìå áíÜëïãç åñãáóßá ìðïñïýìå íá åðéëýóïõìå ôï ðñüâëçìá Dirichlet óå ïëüêëçñï ôï åðßðåäï
ìå êõêëéêÞ ïðÞ áêôßíáò r = a êáé óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet u(a, è) = f (è) ðÜëé óôçí ðåñéöÝñåéá C
ôçò Üðåéñçò áõôÞòðåñéï÷Þò. Áõôü åßíáé ôï êáëïýìåíï åîùôåñéêüðñüâëçìáDirichlet. Åäþ æçôÜìå
åðéðëÝïí ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(r, è) íá ìçí áðåéñßæåôáé óôï Üðåéñï: ãéá r → ∞. ÅðïìÝíùò
ç ëýóç u(r, è) ôçí ïðïßá èá ðñÝðåé ôþñá íá õéïèåôÞóïõìå ðáßñíåé ôçí ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôçò

u(r, è) = A0 +
∞∑
n=1

(A∗
n cos nè+ B∗n sin nè)

(a
r

)n
(9.4.33)

ìå åîÜëåéøç ôùí üñùí ôùí óôáèåñþí D0 êáé Cn ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (9.4.24), áðëÜ åðåéäÞ ïé üñïé
áõôïß áðåéñßæïíôáé ãéá r → ∞. Ãéá r = a ìå u(a, è) = f (è) åðáíåñ÷üìáóôå óôç óõíèÞêç (9.4.28)
êáé ïé Üãíùóôïé óõíôåëåóôÝò Fourier A0, A∗

n êáé B∗n õðïëïãßæïíôáé ìå ôñüðï áðüëõôá áíÜëïãï ìå
åêåßíï ãéá ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá Dirichlet óôçí áìÝóùò ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Â9.4.2.

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé ãéá ôï ãåíéêüôåñï ðñüâëçìá Dirichlet óå ìéá äáêôõëéïåéäÞ ðåñéï÷Þ (óå
Ýíá äáêôýëéï)Dä ìå a ≤ r ≤ b (a < b) ðñÝðåé âÝâáéá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðëÞñç ëýóç (9.4.24)
÷ùñßò óõíèÞêåò ïýôå ãéá r = 0 ïýôå ãéá r → ∞. Ôþñá üìùò èá Ý÷ïõìå äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
Dirichlet (ü÷é ìüíï ìßá óõíèÞêç üðùò ðñéí!) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(r, è): ôç u(a, è) = f (è)
êáé ôç u(b, è) = g(è) óôéò äýï ðåñéöÝñåéåò r = a êáé r = b (ìå a < b) ôïõ äáêôõëßïõ Dä áíôßóôïé÷á.
Óõíåðþò ðñïêýðôïõí äýï ôñéãùíïìåôñéêÝò óåéñÝò Fourier: ç ìßá ãéá ôçí ðñþôç óõíÜñôçóç f (è)
(ãéá r = a) êáé ç Üëëç ãéá ôç äåýôåñç óõíÜñôçóç g(è) (ãéá r = b). ÁõôÝò èá ìáò åðéôñÝøïõí ôåëéêÜ
ôïí ðñïóäéïñéóìü üëùí ôùí óôáèåñþí óôç ãåíéêÞ ëýóç (9.4.24) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(r, è).

B9.5. ÑÏÇ ÃÕÑÙ ÁÐÏ ÁÊÉÍÇÔÏ ÊÕÊËÉÊÏ ÊÕËÉÍÄÑÏ

B9.5.1. Äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

Óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â9.4 åðéëýóáìå ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace êáé ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá
Dirichlet óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). Óáí åöáñìïãÞ óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ìåëåôÞóïõìå ôç
äéäéÜóôáôç (åðßðåäç), ìüíéìç (óôáèåñÞ), áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïýñåõóôïý ãýñùáðüáêßíçôïóôåñåü
êõêëéêü êýëéíäñï D áêôßíáò a ÷ùñßò êõêëïöïñßá ãýñù áðü ôïí êýëéíäñï: ç áðëÞ ðåñßðôùóç. Ãéá
äéåõêüëõíóç õðïèÝôïõìå ôï êÝíôñï ôçò êõêëéêÞò äéáôïìÞò áõôïý ôïõ êõëßíäñïõ üôé óõìðßðôåé ìå
ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï. Ç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý óôï Üðåéñï õðïôßèåôáé üôé åßíáé óôáèåñÞ,
ðáñÜëëçëç óôïí Üîïíá Ox êáé ßóç ìå V∞. (¸óôù V∞ > 0.) Ï êýëéíäñïò D åßíáé ðïõ åðçñåÜæåé
ôç ñïÞ ôïõ ñåõóôïý. ×ùñßò áõôüí ç ñïÞ èá Þôáí ïìïéüìïñöç ìå ôá÷ýôçôá V∞ ó’ ïëüêëçñï ôï
åðßðåäïOxy. Ëüãù ôïõ êõëßíäñïõD åßíáé óêüðéìï íá åñãáóèïýìå óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è).

Ãéá ôçí åðßëõóç áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò ñïÞò Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá äïõëÝøïõìå åßôå
ìå ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(r, è) åßôå ìå ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò) Ø(r, è), åäþ
óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). Êáé ïé äõï ôïõò ìáò åßíáé Þäç ãíùóôÝò óôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôå-
ôáãìÝíåò (x, y) áðü ôçí Åíüôçôá Â3.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Â3: ÐáñÜãñáöïé Â3.4.2 êáé Â3.4.3 ãéá ôï
äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ(x, y) êáé Â3.4.4 ãéá ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóçØ(x, y). Åðßóçò êáé ïé äõï ôïõò åßíáé
áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÊáôÜ óõíÝðåéá ðëçñïýí ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace ∇2u = 0:
ó÷Ýóåéò (3.4.21) ãéá ôç Ö(x, y) êáé (3.4.25) ãéá ôçí Ø(x, y) (óôéò äýï äéáóôÜóåéò). ¢ñá óå ðïëéêÝò
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óõíôåôáãìÝíåò èá ðëçñïýí ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç ôïõ Laplace (9.4.2). ÅðïìÝíùò

∂2Ö
∂r2

+ 1
r

∂Ö
∂r

+ 1
r2

∂2Ö
∂è2

= 0 êáé
∂2Ø
∂r2

+ 1
r

∂Ø
∂r

+ 1
r2

∂2Ø
∂è2

= 0 (9.5.1)

öõóéêÜ ìå r ≥ a, åðåéäÞ ôï éäåáôü ñåõóôü ñÝåé óå ïëüêëçñï ôï åðßðåäï åêôüò áðü ôï åóùôåñéêü
ôïõ êõëßíäñïõ 0 ≤ r < a. ÖõóéêÜ åêåß ï êýëéíäñïò äåí åðéôñÝðåé êáìßá áðïëýôùò ñïÞ ñåõóôïý!

Ðñïöáíþò ïé âáóéêÝò ðïóüôçôåò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò åßíáé ïé
äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý vr = vr(r, è) (êáôÜ ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r) êáé vè = vè(r, è)
(êáôÜ ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è, äçëáäÞ êáôÜ ôçí êÜèåôï óôçí ðïëéêÞ áêôßíá r). ÁõôÝò ðñïêýðôïõí
åýêïëá åßôå áðü ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ(r, è) åßôå áðü ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóçØ(r, è) (üðïéá áðü ôéò
äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé ãíùóôÞ) ìå ìåñéêÝòðáñáãùãßóåéò. Áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýïõí ïé ôýðïé

vr = ∂Ö
∂r

= 1
r

∂Ø
∂è

êáé vè = 1
r

∂Ö
∂è

= − ∂Ø
∂r

. (9.5.2)

Ïé ôýðïé áõôïß åßíáé ïé áíôßóôïé÷ïé ôùí ôýðùí (3.4.26) êáé (3.4.27) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.4.5 ôïõ
Êåöáëáßïõ Â3 óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y). Åðßóçò ïé äåîéÝò éóüôçôåò ó’ áõôïýò åêöñÜ-
æïõí ôéò óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). Ìå ôçí ðëÞñùóç ôùí
åîéóþóåùí ôïõ Laplace (9.5.1) áðü ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(r, è) êáé ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø(r, è)
ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý vr(r, è) êáé vè(r, è) ðïõ õðïëïãßæïíôáé áðü ôéò ðéï ðÜíù
ó÷Ýóåéò ðëçñïýí ôüóï ôç óõíèÞêç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò üóï êáé ôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò.
Áõôü óõìâáßíåé åßôå ÷ñçóéìïðïéçèåß ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(r, è) åßôå ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø(r, è).

Óôï ðáñüí ðñüâëçìá ñïÞò ãýñù áðü êýëéíäñï D áíáæçôïýìå ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø(r, è) óå
ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). ÁõôÞ ðëçñïß âÝâáéá ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (9.5.1) óôï ðåäßï ñïÞò
(Ýîù áðü ôïí êýëéíäñï) r ≥ a. ¢ñá éó÷ýåé ç ãåíéêÞ ÝêöñáóÞ ôçò (9.4.24). ÅðéðëÝïí ç ðåñéöÝñåéá
r = a áðïôåëåß ãñáììÞ ñïÞò. ¢ñá ç óõíÜñôçóç ñïÞò Ý÷åé óôáèåñÞ ôéìÞ óôçí ðåñéöÝñåéá áõôÞ
êáé ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå ðùò Ø(a, è) = 0. ÔÝëïò óôï Üðåéñï
ç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý åßíáé V∞. Ãéá íá óõìâáßíåé áõôü, ìå âÜóç ôéò äåýôåñåò ó÷Ýóåéò (9.5.2)
(ìå ôï Ø) ðñÝðåé íá éó÷ýåé Ø(r, è) = V∞ r sin è ãéá r → ∞, áöïý y = r sin è. Óõíïøßæïíôáò Ý÷ïõìå

∂2Ø
∂r2

+ 1
r

∂Ø
∂r

+ 1
r2

∂2Ø
∂è2

= 0, Ø(a, è) = 0 êáé Ø(r, è) = V∞ r sin è ãéá r → ∞. (9.5.3)

B9.5.2. Ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò, ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç êáé ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò

Ìå âÜóç ôç ãåíéêÞ ëýóç (9.4.24) ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ãéá
êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ ðïõ ðñïáíáöÝñáìå óå óõíäõáóìü ìå ôç óõíèÞêç óôï Üðåéñï êáé ôç óõíïñéáêÞ
óõíèÞêç Ø(a, è) = 0 óôéò ó÷Ýóåéò (9.5.3) ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç Ýêöñáóç ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò
(Þ óõíáñôÞóåùò ñïÞò) Ø(r, è). Ìå áíÜëïãåò óêÝøåéò ðñïêýðôåé êáé ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(r, è)
óôï ßäéï ðñüâëçìá ñïÞò ãýñù áðü êõêëéêü êýëéíäñï. ÁíáöÝñïõìå êáé ôéò äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò:

Ö(r, è) = V∞ cos è
(
r+ a2

r

)
êáé Ø(r, è) = V∞ sin è

(
r− a2

r

)
ìå r ≥ a. (9.5.4)

Ôþñá ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò (9.5.2) ðñïóäéïñßæïõìå ðïëý åýêïëá ôéò äýï óõíéóôþóåò vr êáé vè ôçò
ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). Ðñïêýðôïõí ïé åîÞò åêöñÜóåéò ôïõò:

vr = ∂Ö
∂r

= 1
r

∂Ø
∂è

= V∞ cos è
(
1− a2

r2

)
êáé vè = 1

r
∂Ö
∂è

= − ∂Ø
∂r

= −V∞ sin è
(
1+ a2

r2

)
. (9.5.5)

Ìðïñåß íá äéáðéóôùèåß üôé éó÷ýåé ç óõíèÞêç óôï Üðåéñï ãéá ôá÷ýôçôá V∞. Åðßóçò vr = 0 ãéá r = a
(óôçí ðåñéöÝñåéá ôçò äéáôïìÞò ôïõ êõëßíäñïõ). Áêüìç vr = 0 êáé vè = 0 ãéá r = a êáé è = 0 Þ è = ð.
ÁõôÜ åßíáé ôá äýï óçìåßá áíáêïðÞò ôçò ñïÞò. ÔÝëïò |vè| = 2V∞ ãéá r = a êáé è = ±ð/ 2. ÁõôÜ
åßíáé ôá äýï óçìåßá ìå ôç ìÝãéóôç ôá÷ýôçôá 2V∞: äéðëÞ ôá÷ýôçôá áðü ôçí ôá÷ýôçôá óôï Üðåéñï.
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B9.6. ×ÑÇÓÇ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ BESSEL ÓÔÇ ÄÉÄÉÁÓÔÁÔÇ ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÇÓ ÄÉÁ×ÕÓÅÙÓ

B9.6.1. ÌåôÜäïóç èåñìüôçôáò óå êýëéíäñï ìå áîïíéêÞ óõììåôñßá

ÁíáöåñèÞêáìå óôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò êáé óôéò åöáñìïãÝò ôçò óôç ÌåôÜäïóç Èåñìü-
ôçôáò, óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ (óôåñåïðïßçóç) êáé óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ (äéÜ÷õóç ñýðïõ)
Þäç áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Â2. Åðßóçò óôçí Åíüôçôá Â5.3 ëýóáìå ôï ìïíïäéÜ-
óôáôï ðñüâëçìá ôçò Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò óå ôïß÷ï ðÜ÷ïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Åäþ èá ëýóïõìå Ýíá áíÜëïãï äéäéÜóôáôï ðñüâëçìá: ôï ðñüâëçìá
ôçò Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò óå êýëéíäñï (ð.÷. óå ìéá êïëüíá) áêôßíáò a ìå Üîïíá ôïí Üîïíá Oz
ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí. ÕðïèÝôïõìå ìÜëéóôá áîïíéêÞ (êõêëéêÞ) óõììåôñßá ùò ðñïò ôïí
Üîïíá áõôü Oz êáé ìåôÜäïóç ôçò èåñìüôçôáò êÜèåôá óôïí Üîïíá Oz. Ëüãù ôçò áîïíéêÞò óõììå-
ôñßáò ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (2.1.50) óôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.4 ðáßñíåé åäþ ìå ÷ñÞóç
êáé ôçò åêöñÜóåùò (9.4.1) ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ôç ìïñöÞ

∇2u(r, è) = 1
ê

∂u
∂t

, ïðüôå
∂2u
∂r2

+ 1
r

∂u
∂r

= 1
ê

∂u
∂t

ìå u = u(r, t) (9.6.1)

ôç èåñìïêñáóßá óôïí êýëéíäñï êáé ê ôï óõíôåëåóôÞ äéáäüóåùò èåñìüôçôáò. (Óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ,
åÜí åß÷áìå áêôéíéêÞ óôåñåïðïßçóç, èá åß÷áìå ôï óõíôåëåóôÞ óôåñåïðïéÞóåùò cvr áíôß ãéá ôï ê.)
ÁõôÞ åäþ ç åîßóùóç åîáéôßáò ôçò áîïíéêÞò óõììåôñßáò åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è.
Óáí óõíïñéáêÞ óõíèÞêç èåùñïýìå ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá óôçí åðéöÜíåéá ôïõ êõëßíäñïõ r = a êáé
óáí áñ÷éêÞ óõíèÞêç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (r) ãéá ôçí áñ÷éêÞ èåñìïêñáóßá (ãéá t = 0) ôïõ êõëßíäñïõ:

u(a, t) = 0 (óõíïñéáêÞ óõíèÞêç) êáé u(r, 0) = f (r) (áñ÷éêÞ óõíèÞêç). (9.6.2)

B9.6.2. Åðßëõóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí åðßëõóç áõôïý åäþ ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí
ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Èá äïýìå üìùò üôé óôï ðáñüí ðñüâëçìá ðá-
ñïõóéÜæïíôáé óôç ëýóç óõíáñôÞóåéò Bessel. (ÁõôÝò ôéò åéäéêÝò óõíáñôÞóåéò ôéò Ý÷ïõìå ìåëåôÞóåé
óôçí Åíüôçôá Á15.2 ôïõÌÝñïõò Á ôùí ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò.)
ÐñáãìáôéêÜ óõ÷íÜ óõìâáßíåé áõôü, üôáí ÷ñçóéìïðïéïýìå ðïëéêÝò êáé êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò.
Èá åñãáóèïýìå êáé óå ìéá äåýôåñç (êáé êÜðùò ðéï äýóêïëç) åöáñìïãÞ ôùí óõíáñôÞóåùí Bessel
óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Â9.7. ÁõôÞ áöïñÜ óôï ðñüâëçìá ôùí éäéïôáëáíôþóåùí êõêëéêÞò ðëÜêáò.

×ùñßæïõìå ëïéðüí ôéò äýï ìåôáâëçôÝò ìáò r (ôçí ðïëéêÞ áêôßíá) êáé t (ôï ÷ñüíï) óôçí ðñïò ôï
ðáñüí Üãíùóôç èåñìïêñáóßá u(r, t) óôïí êõêëéêü êýëéíäñï ðïõ åîåôÜæïõìå (ìå r ≤ a) ãñÜöïíôáò

u(r, t) = R(r)T (t) 
⇒ ∂u(r, t)
∂r

= R ′(r)T (t),
∂2u(r, t)

∂r2
= R ′′(r)T (t),

∂u(r, t)
∂t

= R(r) Ṫ (t). (9.6.3)

¸ôóé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (9.6.1) óôï ðáñüí ðñüâëçìá ðáßñíåé ôç ìïñöÞ[
R ′′(r)+ 1

r
R ′(r)

]
T (t) = 1

ê
R(r) Ṫ (t). (9.6.4)

Äéáéñþíôáò ôþñá ìå u(r, t) = R(r)T (t), ÷ùñßæïõìå ôéò äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò r êáé t

R ′′(r)
R(r)

+ 1
r
R ′(r)
R(r)

= 1
ê
Ṫ (t)
T (t)

= ë = −p2 ìå p > 0. (9.6.5)

Åäþ äçëþóáìå ôç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë ìå ôçí áñíçôéêÞ óôáèåñÜ−p2 (ìå p > 0). ¸ôóé âñÞêáìå
äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÎåêéíÜìå ìå ôç äåýôåñç: ôç ÷ñïíéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ùò ðñïò T (t):

Ṫ (t)+ êp2T (t) = 0, ïðüôå T (t) = Ae−êp2t (9.6.6)

ìå ôï Á áõèáßñåôç óôáèåñÜ. (ÁõôÞí ôç ëýóç ôç âñÞêáìå ðïëý åýêïëá ìå åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç.)
Áðü öõóéêÞò áðüøåùò, áöïý äåí õðÜñ÷åé ðáñáãùãÞ èåñìüôçôáò ìÝóá óôïí êýëéíäñï, äåí åßíáé



ÐÏËÉÊÅÓ, ÊÕËÉÍÄÑÉÊÅÓ ÊÁÉ ÓÖÁÉÑÉÊÅÓ ÓÕÍÔÅÔÁÃÌÅÍÅÓ (ÊåöÜëáéï B9) 241

äõíáôüí ç óõíÜñôçóç T (t) íá ôåßíåé óôï Üðåéñï ãéá t → ∞. ¢ñá åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç óôáèåñÜ
äéá÷ùñéóìïý ë = −p2 < 0 üöåéëå ðñáãìáôéêÜ íá õðïôåèåß áñíçôéêÞ. ÓùóôÜ åíåñãÞóáìå ëïéðüí!

Ðñï÷ùñÜìå êáé óôçí Üëëç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ôþñá ùò ðñïò ôç ÷ùñéêÞ Üãíùóôç
óõíÜñôçóç R(r). Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé áõôÞ ðáßñíåé ôç ìïñöÞ äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Bessel

r2R ′′(r)+ rR ′(r)+ (p2r2 − 02)R(r) = 0. (9.6.7)

Ðñüêåéôáé ïõóéáóôéêÜ (ìå ëßãï äéáöïñåôéêü óõìâïëéóìü) ãéá ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (15.2.24)
(åäþ ìå í = 0) ôïõ Êåöáëáßïõ Á15 ôïõÌÝñïõò Á ìå ëýóç ôçò ôç (15.2.28) åêöñáóìÝíç ìå ôç ÷ñÞóç
óõíáñôÞóåùí Bessel ìçäåíéêÞò ôÜîåùò. ¢ñá Ý÷ïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (åðáíáëáìâÜíïõìå ìå í = 0)

R(r) = BJ0(pr)+ CY0(pr) 
⇒ R(r) = BJ0(pr) ãéá C = 0. (9.6.8)

Ðáñáôçñïýìå ðùò äåîéÜ ðÞñáìå C = 0, äçëáäÞ åîáëåßøáìå ôïí üñï ìå ôç óõíÜñôçóç Bessel
äåõôÝñïõ åßäïõò Y0(pr). Áõôü Þôáí áðüëõôá áíáãêáßï íá ãßíåé, åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç Bessel Y0(x)
áðåéñßæåôáé ãéá x = 0 êáé âÝâáéá åìåßò äå èÝëïõìå ìå ôßðïôá íá áðåéñßæåôáé ç èåñìïêñáóßá u óôïí
Üîïíá r = 0 ôïõ êõëßíäñïõ. Áò óçìåéþóïõìå ðÜíôùò üôé ãéá êýëéíäñï ìå äáêôõëéïåéäÞ äéáôïìÞ
(áíôß ãéá óõìðáãÞ êõêëéêü êýëéíäñï) èá äå÷üìáóôáí ôçí ðëÞñç ëýóç áñéóôåñÜ óôç ó÷Ýóç (9.6.8).

Ôþñá áðü ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç u(a, t) = 0 óôçí ðñþôç ó÷Ýóç (9.6.2) ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé
áíáãêáßï, ãéá íá ìçí ðÜñïõìå ôåôñéììÝíç (ìçäåíéêÞ) ëýóç (äçëáäÞ ãéá íá Ý÷ïõìå Â �= 0), íá éó÷ýåé

R(a) = BJ0(pa) = 0 
⇒ J0(pa) = 0 
⇒ pna = sn 
⇒ pn = sn
a

ìå J0(sn) = 0, n = 1, 2, . . . (9.6.9)

ìå sn ôéò ñßæåò ôçò óõíáñôÞóåùò Bessel ðñþôïõ åßäïõò J0(x). ÁõôÝò åßíáé Üðåéñåò óôïí áñéèìü.

Ìå áõôÝò ôéò éäéïôéìÝò pn = sn /a ïé áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéò óôï ðáñüí ðñüâëçìá èá åßíáé

Rn(r) = Ân J0(pnr) = Bn J0(snr/a) êáé un(r, t) = Rn(r)Tn(t) = Bn J0(pnr)Ane−êp2nt, n = 1, 2, . . . . (9.6.10)

¢ñá ôþñá ðïõ åßìáóôå Þóõ÷ïé ìå ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç u(a, t) = 0 ìðïñïýìå íá áíáæçôÞóïõìå
ôç ëýóç üëïõ ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò óôç ìïñöÞ óåéñÜò ôùí éäéïóõíáñôÞóåùí un(r, t). ÈÝôïõìå

u(r, t) =
∞∑
n=1

un(r, t) =
∞∑
n=1

DnJ0(pnr)e−êp2nt ìå Dn = AnBn. (9.6.11)

Åäþ Dn åßíáé ïé Üãíùóôïé óõíôåëåóôÝò ôçò óåéñÜò áõôÞò. ÐñÝðåé üìùò íá ôïõò ðñïóäéïñßóïõìå.
Áõôü ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß ìå ôçí ðëÞñùóç êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò u(r, 0) = f (r) óôç äåýôåñç
ó÷Ýóç (9.6.2). ÈÝôïíôáò ëïéðüí t = 0 óôç ëýóç (9.6.11), ðáßñíïõìå áðü ôçí áñ÷éêÞ ìáò óõíèÞêç

u(r, 0) = f (r) =
∞∑
n=1

DnJ0(pnr) ìå pn = sn
a

, áöïý e0 = 1. (9.6.12)

Ðñüêåéôáé ãéá óåéñÜ óå óõíáñôÞóåéò Bessel ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò f (r). ÁõôÞ ãåíéêåýåé ôéò
óåéñÝò Fourier êáé ìðïñïýìå íá ôçí áðïêáëÝóïõìå óåéñÜ Fourier--Bessel. Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü
ôùí óõíôåëåóôþí ôçò Dn ëáìâÜíåôáé õðüøç ç ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò Bessel∫ a

0
rJ0
(smr

a

)
J0
(snr

a

)
dr ≡

∫ a

0
rJ0(pmr) J0(pnr) dr = 0 ìå sm �= sn Þ éóïäýíáìá pm �= pn, (9.6.13)

äçëáäÞ ãéá äýï äéáöïñåôéêÝò ñßæåò sm êáé sn ôçò óõíáñôÞóåùò Bessel J0(x) Þ åäþ äýï äéáöïñåôéêÝò
éäéïôéìÝò pm êáé pn. Ïé ôåëéêÝò åêöñÜóåéò ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò Dn óôç óåéñÜ (9.6.12) åßíáé

Dn = 2

a2J21(pna)

∫ a

0
rJ0(pnr)f (r) dr ìå n = 1, 2, . . . . (9.6.14)

Ìå ãíùóôïýò ðéá ôïõò óõíôåëåóôÝò Dn ç ôåëéêÞ ëýóç u(r, t) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò äßíåôáé
áðü ôç ó÷Ýóç (9.6.11). Ðñï÷ùñÜìå êáé óå ìéá äåýôåñç åöáñìïãÞ ìå ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùí Bessel
óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò: ôþñá óôéò éäéïôáëáíôþóåéò êõêëéêÞò ðëÜêáò.
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B9.7. ×ÑÇÓÇ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ BESSEL ÓÔÉÓ ÉÄÉÏÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÊÕÊËÉÊÇÓ ÐËÁÊÁÓ

B9.7.1. Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò ðëÜêáò

Óôï ÊåöÜëáéï Â7 áíáöåñèÞêáìå óôï óôáôéêü ðñüâëçìá óõíÞèïõò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò P ìå
áðëÞ óôÞñéîç óôï óýíïñü ôçò êáé ôï åðéëýóáìå ëåðôïìåñþò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Navier (1820).
ÁíáöåñèÞêáìå åðßóçò óýíôïìá êáé óôç ó÷åôéêÞ ìÝèïäï ôïõ Le’vy (1899). Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá
áíáöåñèïýìå ðïëý óýíôïìá óôéò éäéïôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò êõêëéêÞò ðëÜêáò (Kirchhoff, 1850).
Ó’ áõôÝò äåí õðÜñ÷åé öüñôéóç êé ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (2.2.18) ôçò
ÐáñáãñÜöïõ Â2.2.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Â2 ðáßñíåé ôþñá (óå éäéïôáëáíôþóåéò: p(x, y, t) = 0) ôç ìïñöÞ

∂4w
∂x4

+ 2
∂4w

∂x2∂y2
+ ∂4w

∂y4
+ ñh

D
∂2w
∂t2

= 0, (x, y) ∈ P, t > 0. (9.7.1)

Åäþ D åßíáé ç ãíùóôÞ ìáò áðü ôïí ôýðï (2.2.16) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â2.2.3 äõóêáìøßá ôçò ðëÜêáò
êáé ñh ç åðéöáíåéáêÞ ðõêíüôçôÜ ôçò. Óôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç w = w(x, y, t) åßíáé ôï âÝëïò
êÜìøåùò (ç âýèéóç) ôçò ðëÜêáò. Õðåíèõìßæïõìå ðùò óôçí åîßóùóç áõôÞ ï ôåëåõôáßïò üñïò óôï
áñéóôåñü ìÝëïò åßíáé ï áäñáíåéáêüò üñïò ìå ìåßïí, ç êáôáíåìçìÝíç áäñáíåéáêÞ äýíáìç (ðïõ Ý÷åé
Þäç ìåßïí!) äéá ôçò äõóêáìøßáò: pi(x, y, t)/D. (Åäþ áñéóôåñÜ ìåßïí êáé ðÜëé ìåßïí äßíåé ôåëéêÜ óõí.)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñáóå êÜðùòóýíôïìç ìåëÝôç ôùí éäéïôáëáíôþóåùíóõíÞèïõò êõêëéêÞòðëÜêáò.
Áõôü ôï êÜíïõìå ðñþôá óáí óõíÝ÷åéá ôçò åêôåíïýò ìåëÝôçò ìáò ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ñÜâäùí
êáé äïêþí óôï ÊåöÜëáéï Â6. Ôï êÜíïõìå üìùò åðßóçò êáé óáí ìéá åíäéáöÝñïõóá åöáñìïãÞ ôùí
óõíáñôÞóåùí Bessel óå Ýíá ÷ñÞóéìï ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðÝñá áðü ôçí ðñþôç
åöáñìïãÞ ôïõò óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â9.6.

B9.7.2. ÁíáãùãÞ óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ÷ùñéêÝò ìüíï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò

Óáí ðñþôï âÞìá ãéá ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (9.7.1)
ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò èá áðáëåßøïõìå ôï ÷ñüíï t. Áõôü ìðïñïýìå íá ôï ðåôý÷ïõìå åýêïëá ìå
ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí

w(x, y, t) = W(x, y)T (t). (9.7.2)

Áöïý üìùò îÝñïõìå ðïëý êáëÜ ôé êÜíïõìå êáé ôé ðåñéìÝíïõìå ãéá ôç ÷ñïíéêÞ ìáò óõíÜñôçóç T (t),
åñãáæüìáóôå áêüìç ðéï áðëÜ (ðïëý ðéï ðñáêôéêÜ) ìå ôïí áðëïýóôåñï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí

w(x, y, t) = W(x, y) cos (ùt − á), ïðüôå
∂2w(x, y, t)

∂t2
= −ù2W(x, y) cos (ùt − á). (9.7.3)

Åäþ ù åßíáé ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ôçò ðëÜêáò êáé á ìéá ãùíßá öÜóåùò.
¸ôóé «ìáíôÝøáìå» áðü ðñéí ôç ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç T (t), üðùò åß÷áìå Þäç óõóôÞóåé óôçí Ðá-
ñÜãñáöï Â6.1.8 ôïõ Êåöáëáßïõ Â6 óôéò éäéïôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ ìå ôïí áíôßóôïé÷ï ÷ùñéóìü ôùí
ìåôáâëçôþí (6.1.46). Äõóôõ÷þò ãéá ôç ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóçW(x, y) Ý÷ïõìå äïõëåéÜ ìðñïóôÜ ìáò . . .

Êáé ôþñá ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôçò ðáñáðÜíù åêöñÜóåùò ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò w(x, y, t)
óôçí áñ÷éêÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.7.1) ôùí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò ðëÜêáò ðáßñíïõìå

∂4W(x, y)
∂x4

+ 2
∂4W(x, y)
∂x2∂y2

+ ∂4W(x, y)
∂y4

− â4 W(x, y) = 0, (x, y) ∈ P ìå â = 4
√

ñhù2

D
. (9.7.4)

Åäþ âÝâáéá ëÜâáìå õðüøç êáé ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (9.7.3) ãéá ôç äåýôåñç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï ∂2w/∂t2

êé áðëïðïéÞóáìå ôï cos (ùt− á). Ïñßóáìå åðßóçò êáé ôï âïçèçôéêü óýìâïëï â ðïõ åßíáé áíÜëïãï
ìå ôï óýìâïëï â äåîéÜ óôç ó÷Ýóç (6.2.12) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â6.2.2 ãéá ôéò éäéïôáëáíôþóåéò äïêïý.

Ðáñáôçñïýìå üôé, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå, óôçí åîßóùóç (9.7.4) ïé ÷ùñéêÝò ðáñÜãùãïé ðïõ
áðÝìåéíáí åêöñÜæïíôáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äéáñìïíéêïý ôåëåóôÞ ∇4 ≡ ∇2∇2 ≡ ∇2(∇2) ìå ∇2 ôïí
ôåëåóôÞ ôïõ Laplace. ÅðïìÝíùò ç ðáñáðÜíù åîßóùóç (9.7.4) ãñÜöåôáé áðëïýóôåñá óôç ìïñöÞ

(∇4−â4)W(x, y) = 0 
⇒ (∇2−â2)(∇2+â2)W(x, y) = 0 Þ (∇2+â2)(∇2−â2)W(x, y) = 0, (9.7.5)
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ãéáôß Ý÷ïõìå ãñáììéêïýò äéáöïñéêïýò ôåëåóôÝò êáé ìÜëéóôá ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Åßíáé ôþñá
ðéá ðñïöáíÝò ðùò êÜèå ëýóç W(x, y) ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

(∇2 ± â2)W(x, y) = 0 (9.7.6)

èá åßíáé ëýóç êáé ôçò ÷ùñéêÞò åîéóþóåùò ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ðëÜêáò (9.7.4) Þ (9.7.5).

Åìåßò èá ìåëåôÞóïõìå åäþ ìïíÜ÷á ôçí ðåñßðôùóç êõêëéêÞò ðëÜêáò ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí
áîüíùí Ï. Èá åñãáóèïýìå ìÜëéóôá óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) áíôß ãéá ÊáñôåóéáíÝò óõíôå-
ôáãìÝíåò (x, y). Óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ç åîßóùóç ôïõ Laplace ðáßñíåé ôçí Þäç ãíùóôÞ ìáò
ìïñöÞ (9.2.16). ÅðïìÝíùò ïé äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (9.7.6) ãñÜöïíôáé(

∂2

∂r2
+ 1

r
∂

∂r
+ 1

r2
∂2

∂è2
± â2

)
W(r, è) = 0. (9.7.7)

Åäþ áëëÜîáìå ôï óõìâïëéóìü áðü W(x, y) óå W(r, è), þóôå íá äçëþóïõìå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò.

B9.7.3. Åðßëõóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí

Êáé ôþñá ðñï÷ùñÜìå óôçí åðßëõóç ôùí äýï ÷ùñéêþí (ìå r êáé è ìüíï) äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (9.7.7) îáíÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí èÝôïíôáò

W(r, è) = R(r)È(è) 
⇒ ∂W(r, è)
∂r

= R ′(r)È(è),
∂2W(r, è)

∂r2
= R ′′(r)È(è),

∂2W(r, è)
∂è2

= R(r)È ′′(è). (9.7.8)

¸ôóé ïé äýï ÷ùñéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (9.7.7) ðáßñíïõí ôéò ìïñöÝò[
R ′′(r)+ 1

r
R ′(r)± â2R(r)

]
È(è)+ 1

r2
R(r)È ′′(è) = 0. (9.7.9)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôþñá åðß r2 êáé äéáéñþíôáò äéá W(r, è) = R(r)È(è), âñßóêïõìå ôåëéêÜ

r2
R ′′(r)
R(r)

+ r
R ′(r)
R(r)

± â2 r2 = − È ′′(è)
È(è)

= ë = p2 ìå p ≥ 0. (9.7.10)

Åäþ Ý÷ïõìå äçëþóåé ôç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë ìå ôç ìç áñíçôéêÞ óôáèåñÜ p2 (ìå p ≥ 0). Ìå ôïí
ôñüðï áõôü ÷ùñßóèçêáí ïé äýï ÷ùñéêÝò ìåôáâëçôÝò r êáé è. Ðñüêåéôáé ó÷åäüí ãéá ôéò ßäéåò óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (9.4.7) ðïõ åß÷áìå óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è)
óôçí Åíüôçôá Â9.4. Åäþ üìùò ðáñïõóéÜæåôáé óôï áñéóôåñü ìÝëïò êáé ï ðñüóèåôïò üñïò ±â2r2.

Áêñéâþò üðùò óôçí Åíüôçôá Â9.4 Ýôóé êáé åäþ åßíáé áíáãêáßï óôçí êõêëéêÞ óõíÞèç ðëÜêá
ðïõ ìåëåôÜìå ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç È(è) ôçò ðïëéêÞò ãùíßáò è íá åßíáé ìéá ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç
ìå ðåñßïäï Ô = 2ð. ÊáôÜ óõíÝðåéá èá éó÷ýåé êáé åäþ ç ëýóç ôçò (9.4.13). Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

Èn(è) = An cos nè+ Bn sin nè ìå p = n = 0, 1, 2, . . . . (9.7.11)

ÁõôÞ ìáò åîáóöáëßæåé ôçí áíáãêáßá åäþ ðåñéïäéêüôçôá: È(è + 2kð) = È(è) ìå k = ±1, ± 2, . . .
(ÐåñéëÜâáìå ìÜëéóôá êáé ôç óôáèåñÞ ëýóç È0(è) = A0 ãéá n = 0, ç ïðïßá åßíáé åðßóçò áðïäåêôÞ.)

Êáé ðñï÷ùñÜìå óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç R(r), ôþñá
üìùò ìå ë = p2 = n2, ïðüôå ôç äçëþíïõìå êáëýôåñá óáí Rn(r). Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (9.7.10) ðáßñíïõìå

r2Rn
′′ (r)+ rRn

′ (r)+ (± â2 r2 − n2)Rn(r) = 0 ìå p = n = 0, 1, 2, . . . . (9.7.12)

Ðñüêåéôáé ïõóéáóôéêÜ (áðëÜìå äéáöïñåôéêü óõìâïëéóìü) ãéá ôéò äýïóõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
(15.2.24) (ìå ôï +â2) êáé (15.2.42) (ìå ôï −â2) ôïõ Êåöáëáßïõ Á15 ôïõ ÌÝñïõò Á ìå ëýóåéò ôïõò
ôéò (15.2.28) êáé (15.2.43) áíôßóôïé÷á åêöñáóìÝíåò ìå ôç ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùí Bessel. ¢ñá Ý÷ïõìå

Rn1(r) = Cn Jn(âr)+DnYn(âr) (ìå ôï +â2) êáé Rn2(r) = En In(âr)+FnKn(âr) (ìå ôï −â2). (9.7.13)
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Êáé ôþñá ç óõíïëéêÞ ëýóç Rn(r) êáé ôùí äýï ìáæß óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (9.7.12) (ðïõ
íá åðáëçèåýåé Þ ôç ìßá Þ ôçí Üëëç) èá åßíáé ôï Üèñïéóìá áõôþí ôùí äýï ëýóåùí Rn1(r) êáé Rn2(r):

Rn(r) = Rn1(r)+ Rn2(r) = Cn Jn(âr)+ DnYn(âr)+ En In(âr)+ FnKn(âr). (9.7.14)

Ó÷åôéêÞ åßíáé êé ç ëýóç (15.2.56) óôï ÅäÜöéï Á15.2.8.3 ôïõ ÌÝñïõò Á ãéá áîïíéêÞ óõììåôñßá: n = 0.

ÊÜôé üìùò äå ìáò ðïëõáñÝóåé óôçí êõêëéêÞ ðëÜêá ìáò. Êé áõôü åßíáé ï áðåéñéóìüò ôùí äýï
óõíáñôÞóåùí Bessel Yn(âr) êáé Kn(âr) óôï êÝíôñï r = 0 ôçò êõêëéêÞò ðëÜêáò. Áõôüò åßíáé áðáñÜ-
äåêôïò, äßíåé Üðåéñï âÝëïò êÜìøåùò óôï êÝíôñï ôçò ðëÜêáò êé áðïññßðôåôáé. ¢ñá áíáãêáóôéêÜ
ðñÝðåé íá éó÷ýåé Dn = Fn = 0. ¸ôóé ç ëýóç Rn(r) óôç ó÷Ýóç (9.7.14) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

Rn(r) = Cn Jn(âr)+ En In(âr). (9.7.15)

(Áò óçìåéþóïõìå ðÜíôùò ðùò ãéá äáêôõëéïåéäÞ ðëÜêá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí ðëÞñç ëýóç (9.7.14).)

B9.7.4. Ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ðáêôùìÝíçò êõêëéêÞò ðëÜêáò

ÕðïèÝôïõìå üôé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï óýíïñï r = a ôçò êõêëéêÞò ðëÜêáò ìáò áöïñïýí
óå ðÜêôùóç. ÅðïìÝíùò èá ðñÝðåé ôüóï ôï âÝëïò êÜìøåùò w(r, è, t) üóï êáé ç ðñþôç ìåñéêÞ
ðáñÜãùãüò ôïõ ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r íá ìçäåíßæïíôáé óôï óýíïñï áõôü, ðïõ åßíáé áðëÜ
ç ðåñéöÝñåéá r = a. ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôïõò ÷ùñéóìïýò ôùí ìåôáâëçôþí (9.7.2) êáé (9.7.8)
ðïõ Þäç êÜíáìå, èá ðñÝðåé ç ëýóç ìáò Rn(r) êáé ç ðñþôç ðáñÜãùãüò ôçò Rn

′ (r) íá ìçäåíßæïíôáé
êáé ïé äýï ìáæß ãéá r = a. ÊáôÜ óõíÝðåéá ìå âÜóç ôçí áìÝóùò ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (9.7.15) ðñïêýðôåé

Rn(a) = Cn Jn(âa)+ En In(âa) = 0 êáé Rn
′ (a) = âCn Jn′ (âa)+ âEn In′ (âa) = 0. (9.7.16)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá áðëü êáé ïìïãåíÝò óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå äýï
áãíþóôïõò: ôéò óôáèåñÝò Cn êáé En. ÅÜí äåí Ý÷åé ìç ìçäåíéêÞ (ìç ôåôñéììÝíç) ëýóç, äåí õðÜñ÷åé
ðåñßðôùóç éäéïôáëáíôþóåùí ôçò ðáêôùìÝíçò êõêëéêÞò ðëÜêáò ãåíéêÜ ðñïò ìåãÜëç ÷áñÜ ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ¼ìùò óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç, óôçí ðåñßðôùóç ìç ìçäåíéêÞò ëýóåùò,
èá ðáñïõóéáóèïýí éäéïôáëáíôþóåéò êáé äåí ðñÝðåé íá ôçí áãíïÞóïõìå êáé ôçí ðåñßðôùóç áõôÞ.
Ãéá ìç ìçäåíéêÞ ëýóç ç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá äåõôÝñáò ôÜîåùò èá åßíáé ßóç ìå ôï ìçäÝí Þ éóïäýíáìá ôá
ðçëßêá En /Cn áðü ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.7.16) èáðñÝðåé íá óõìðßðôïõí. ¸ôóé ðñïêýðôåé

En
Cn

= − Jn(âa)
In(âa)

= − Jn′ (âa)
In′ (âa)

, ïðüôå Jn(âa)In′ (âa)− Jn′ (âa)In(âa) = 0 ìå n = 0, 1, 2, . . . . (9.7.17)

ÁõôÞ åßíáé ç åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí (Þ áðëÜ ç åîßóùóç óõ÷íïôÞôùí) ôçò êõêëéêÞò ðëÜêáò.
Ðáßñíïíôáò õðüøç êáé ôéò ó÷Ýóåéò (15.2.15) êáé (15.2.16) ôçò Åíüôçôáò Á15.2 ôïõ ÌÝñïõò Á ãéá
ôéò óõíáñôÞóåéò Bessel êáé ôéò áíôßóôïé÷åò ó÷Ýóåéò (15.2.38) êáé (15.2.39), äéáðéóôþíïõìå åýêïëá
(ìå í = n) üôé

Jn′ (x) = Jn−1(x)− n
x
Jn(x) êáé åðßóçò In′ (x) = In−1(x)− n

x
In(x). (9.7.18)

Ìå ÷ñÞóç áõôþí ôùí äýï ôýðùí ãéá ôéò ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôùí äýï óõíáñôÞóåùí Bessel Jn(x)
êáé In(x) äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ç åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí (9.7.17) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ

Jn(z)In−1(z)− Jn−1(z)In(z) = 0 ìå z = âa êáé n = 0, 1, 2, . . . (9.7.19)

÷ùñßò ðéá ðáñáãþãïõò êáé ìå Ýíá äåýôåñï ÷ñÞóéìï âïçèçôéêü óýìâïëï: z = âa. Ôéò èåôéêÝò ëýóåéò
ôçò ôéò äçëþíïõìå ìå zmn ìå ôï n = 0, 1, 2, . . . Þäç ïñéóìÝíï (ë = p2 = n2) êáé ìå m = 1, 2 . . .
ôïí áñéèìü ôçò ñßæáò zmn îåêéíþíôáò áðü ôç ìéêñüôåñç ñßæá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìå ôç Mathematica
âñßóêïõìå üôé z10 ≈ 3.1962206. Ôþñá ìå ãíùóôÞ ôç ñßæá zmn = âmna êáé ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ ãéá ôï â
äåîéÜ óôç ó÷Ýóç (9.7.4) ðñïóäéïñßæïõìå áìÝóùò êáé ôç ó÷åôéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá ùmn. ÓõãêåêñéìÝíá

â = 4
√

ñhù2

D

⇒ zmn = âmna = a

4
√

ñhù2
mn

D

⇒ ùmn = z2mn

a2

√
D
ñh

. ÔÝëåéá! (9.7.20)
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B10
Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ LAPLACE

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü åðéäåéêíýåôáé ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (Þäç ãíù-
óôÞò áðü ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò) ôþñá üìùò ãéá ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Óôçí ðåñßðôùóç äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí ç åöáñìïãÞ ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Laplace ùò ðñïò ìßá áðü ôéò äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, áëëÜ óôï äéÜóôçìá [0,∞),
áíÜãåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ÁõôÞ ìðïñåß
íá ëõèåß ìå êÜðïéá êáôÜëëçëç ìÝèïäï ãéá óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óõìðåñéëáìâáíïìÝíçò
âÝâáéá êáé ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå åöáñìïãÞ ôçò üìùò ãéá äåýôåñç öïñÜ.
Óå ðåñßðôùóç Üíù ôùí äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò, ìßá åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìåéþíåé áðëÜ ôïí áñéèìü ôùí
áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí êáôÜ ìßá. ¢ñá ïäçãåß óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ìå ìßá ëéãüôåñç áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, êëð.

Ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðåñéãñÜöåôáé ìå óýíôïìï ôñüðï óôçí åéóáãùãéêÞ Åíü-
ôçôá Â10.1. Óôçí Åíüôçôá Â10.2 ãßíåôáé éäéáßôåñá ëåðôïìåñÞò åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ óôï ðñüâëçìá
ñýðïõ ðïõ ìåôáöÝñåôáé óå õäáôüññåõìá ìå ìåôáãùãÞ. Ðñüêåéôáé ãéá åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðïõ áðáíôÜôáé óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ. Óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ åîåôÜ-
æïíôáé êáé ïé äéÜöïñåò ìáèçìáôéêÝò äõíáôüôçôåò ðïõ ðáñÝ÷ïíôáé óôï ÷ñÞóôç ôçò ìåèüäïõ. Óôçí
Åíüôçôá Â10.3 áíáöÝñïíôáé äéÜöïñá ÷ñÞóéìá ó÷üëéá ãéá ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace ìå âÜóç ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò Åíüôçôáò Â10.2. Óôçí Åíüôçôá Â10.4 åîåôÜæåôáé ç
èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ óôï Ýäáöïò óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò (Þ ÄéÜäïóç Èåñìüôçôáò). ÔÝëïò
óôçí Åíüôçôá Â10.5 ìåëåôþíôáé ïé åëåýèåñåò áîïíéêÝò (äéáìÞêåéò) ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ, Ýíá êëáóéêü
ðñüâëçìá ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí, âÝâáéá êáé ðÜëé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace. ÖõóéêÜ ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé åöáñìüóéìç êáé óå ðïëëÜ áêüìç
åíäéáöÝñïíôá ðñïâëÞìáôá ôçò åðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

Ç óõíÞèçò ìåôáâëçôÞ ùò ðñïò ôçí ïðïßá ãßíåôáé (áñ÷éêÜ ôïõëÜ÷éóôïí) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace åßíáé ï ÷ñüíïò t (óôï äéÜóôçìá [0,∞) âÝâáéá). Åíôïýôïéò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç
èÝóç x, åÜí ìåôáâÜëëåôáé óôï ßäéï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞). Ôï áóèåíÝò óçìåßï ôçò ìåèüäïõ åßíáé
ç áíáãêáßá áíôéóôñïöÞ (Þ áíôéóôñïöÝò) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðïõ ôåëéêÜ ðñïóäéïñßæåôáé.
ÁõôÞ óõ÷íÜ áðáéôåß ôç ÷ñÞóç åîåéäéêåõìÝíùí ðéíÜêùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace. Ãåíéêüôåñç äõ-
íáôüôçôá ðñïóöÝñåé ç ÷ñÞóç ôïõ ìéãáäéêïý ôýðïõ áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (Þ
ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ ôïõ Bromwich) êáé, óôç óõíÝ÷åéá, ôçò ìåèüäïõ ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðï-
ëïßðùí óôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç. (Áõôü üìùò åßíáé Ýíá ìÜëëïí äýóêïëï êáèÞêïí!) ÐáñÜ ôáýôá ç
ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé ìéá åíäéáöÝñïõóá ìÝèïäïò åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ðïëý áðëÞ óôçí åöáñìïãÞ ôçò. ÁõôÜ åðéäéþêåôáé íá ãßíïõí
êáôáíïçôÜ óôï ðáñüí êåöÜëáéï.
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B10.1. ÓÕÍÔÏÌÇ ÐÅÑÉÃÑÁÖÇ ÔÇÓ ÌÅÈÏÄÏÕ

B10.1.1. Ïñéóìüò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace åßíáé Ýíáò ïëïêëçñùôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò (äçëáäÞ âáóßæåôáé óå
ïëïêëÞñùìá) ðïõ ìåôáó÷çìáôßæåé ìéá óõíÜñôçóç u(t) óå ìéá Üëëç óõíÜñôçóç U(s). Ï ôýðïò
ïñéóìïý ôïõ åßíáé ï åîÞò:

U(s) = L{u(t)} =
∫ ∞

0
e−stu(t) dt. (10.1.1)

Óôïí ôýðï áõôü ôï óýìâïëï L{u(t)} äçëþíåé áðëÜ ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (Þ ìåôáó÷çìáôé-
óìÝíç êáôÜ Laplace) ôçò óõíáñôÞóåùò u(t), äçëáäÞ ôç óõíÜñôçóçU(s). Ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
ôïí ïñßóáìå óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ óôï ÊåöÜëáéï Á10 ôïõ ÌÝñïõò Á êáé åîåôÜóáìå ôéò
éäéüôçôÝò ôïõ. ÌåôÜ óôï ÊåöÜëáéï Á11 ôïõ ÌÝñïõò Á ôïí åöáñìüóáìå óå ðïéêßëá ðñïâëÞìáôá.

ÐáñåíèåôéêÜ áò êÜíïõìå ìéá óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç. Óõ÷íÜ êáëïýìå ôç óõíÜñôçóç U(s),
äçëáäÞ ôç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò u(t), áðëÜ ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
ôçò u(t). ¼ìùò ìå ôïí ôñüðï áõôü ïõóéáóôéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç öñÜóç «ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace» ôüóï ãéá ôç äéáäéêáóßá ðñïóäéïñéóìïý ôçò óõíáñôÞóåùò U(s) áðü ôç u(t), ð.÷. ìÝóù
ôçò ïëïêëçñþóåùò (10.1.1) Þ ìÝóù ðéíÜêùí, üóï êáé ãéá ôï áðïôÝëåóìá ôçò äéáäéêáóßáò áõôÞò,
äçëáäÞ ãéá ôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç U(s). Ôïýôï äåí åßíáé áðüëõôá óùóôü, áëë’ åßíáé óõíçèéóìÝíï
óôçí ðñÜîç. ÓõíÞèùò ìÜëéóôá äåí ðñïêáëåßôáé êÜðïéá óýã÷õóç. ÁõôÞ ôç äéðëÞ ÷ñÞóç ôïõ üñïõ
«ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace» èá ôçí õéïèåôÞóïõìå êáé åäþ.

Ìå ôçí ïëïêëÞñùóç óôïí ôýðï (10.1.1) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ç ìåôáâëçôÞ t
ôçò áñ÷éêÞò óõíáñôÞóåùò u(t) áðáëåßöèçêå, ãéáôß Þôáí ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò óôï ïëï-
êëÞñùìá ìå äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò ôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞). Ôç èÝóç ôçò ôçí ðÞñå ç
ìåôáâëçôÞ s óôïí ðõñÞíá e−st ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÖõóéêÜ áíôß ôçò ìåôáâëçôÞò t (ðïõ
óõíÞèùò äçëþíåé ôï ÷ñüíï) èá ìðïñïýóå íá åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ïðïéáäÞðïôå Üëëç ìåôá-
âëçôÞ, ð.÷. ç èÝóç x ìå ôçí ðñïûðüèåóç âÝâáéá üôé ìåôáâÜëëåôáé óôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞).
Ï ÷ñüíïò üìùò t åßíáé ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò ç ìåôáâëçôÞ ùò ðñïò ôçí ïðïßá ãßíåôáé ï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìüò Laplace. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç ïëïêëÞñùóç óôïí ôýðï ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace (10.1.1) åêôåëåßôáé óôï äéÜóôçìá [0,∞). ÐñÝðåé åðïìÝíùò íá åßíáé äéáèÝóéìåò ïé ôéìÝò ôçò
óõíáñôÞóåùò u(t) óå ïëüêëçñï áõôü ôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞). Ôïýôï óõ÷íÜ éó÷ýåé ãéá ôï
÷ñüíï t, åÜí îåêéíÞóïõìå áðü ôçí áñ÷éêÞ óôéãìÞ t = 0. Ëéãüôåñï óõ÷íÜ éó÷ýåé üìùò ãéá ôç èÝóç x,
üðïõ ôï äéÜóôçìá ïñéóìïý ìéáò óõíáñôÞóåùò u(x) áñêåôÝò öïñÝò äå óõìðßðôåé ìå ôï çìéÜðåéñï
äéÜóôçìá [0,∞) Þ, Ýóôù, äåí ôï ðåñéëáìâÜíåé. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, áõôü óõìâáßíåé óå ìéá ñÜâäï
Þ äïêü ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò.

Ãéá íá õðÜñ÷åé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace (10.1.1), ðñÝðåé ç óõíÜñôçóç u(t) íá åßíáé ïëïêëç-
ñþóéìç óå êÜèå ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, T0]. ÐñÝðåé åðßóçò íá éó÷ýåé ç áíéóüôçôá

|u(t)| < Meãt ãéá êÜèå t > T0 (10.1.2)

ìå ôá M êáé ã ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò, ôï M ðñïöáíþò èåôéêü, ôï äå ã óõíÞèùò èåôéêü. Ìéá
óõíÜñôçóç ðïõ Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (10.1.2) êáëåßôáé óõíÜñôçóç åêèåôéêÞò ôÜîåùò ã ãéá t → ∞.
Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ôÝôïéåò óõíáñôÞóåéò åßíáé ôá ðïëõþíõìá, ç óõíçìéôïíéêÞ êáé ç çìéôïíéêÞ
óõíÜñôçóç, ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eat, êëð. Áíôßèåôá äåí åßíáé ç óõíÜñôçóç et

2
. Õðü ôéò ðéï ðÜíù

ðñïûðïèÝóåéò ôï ãåíéêåõìÝíï Þ êáôá÷ñçóôéêü ïëïêëÞñùìá (10.1.1) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace õðÜñ÷åé êáèþò t → ∞, áñêåß âÝâáéá ç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace íá Ý÷åé
åðáñêþò ìåãÜëç ôéìÞ. ÓõãêåêñéìÝíá, ëüãù ôçò õðïèÝóåùò (10.1.2) áñêåß íá éó÷ýåé s > ã âÜóåé êáé
ôïõ ïñéóìïý (10.1.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

B10.1.2. ×ñçóéìüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Ç ðñáêôéêÞ ÷ñçóéìüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
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(åßôå óõíÞèùí åßôå ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò) âáóßæåôáé êáôáñ÷Þí óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L
ôùí ðáñáãþãùí ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò. Áðü ôïí ôýðï ïñéóìïý (10.1.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôé-
óìïý Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò u(t) ðñïêýðôïõí ó÷åôéêÜ åýêïëá ïé åîÞòðïëý ãíùóôïß êáé éäéáßôåñá
åíäéáöÝñïíôåò ôýðïé ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí ðñþôùí ðáñáãþãùí ôçò:

L{u′(t)} = s U(s)− u(0), (10.1.3)

L{u′′(t)} = s2U(s)− s u(0)− u′(0), (10.1.4)

L{u′′′(t)} = s3U(s)− s2u(0)− s u′(0)− u′′(0), (10.1.5)

L{u′′′′(t)} = s4U(s)− s3u(0)− s2u′(0)− s u′′(0)− u′′′(0). (10.1.6)

Ãåíéêüôåñá ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L{u(n)(t)} ôçò ðáñáãþãïõ n-ôÜîåùò u(n)(t) ôçò ßäéáò
óõíáñôÞóåùò u(t) éó÷ýåé ï ôýðïò

L{u(n)(t)} = snU(s)− sn−1u(0)− sn−2u′(0)− sn−3u′′(0)− · · · − su(n−2)(0)− u(n−1)(0). (10.1.7)

¼ëåò áõôÝò ôéò éäéüôçôåò ôéò ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á10.3.5 ôïõ ÌÝñïõò Á.

Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôüóï óçìáíôéêþí áõôþí ôýðùí üóïí áöïñÜ óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (ôüóï
óõíÞèåéò üóï êáé ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò) êáé ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ t,
áõôÞ ðñïöáíþò åîáëåßöåôáé áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ôþñá óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç åìöáíßæå-
ôáé ç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÁõôÞ üìùò äåí åßíáé ìåôáâëçôÞ ðáñáãùãßóåùò.
¢ñá üëåò ïé ðáñÜãùãïé ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ t ðáýïõí íá ðáñïõóéÜæïíôáé óå ìéá äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ðïõ ìåôáó÷çìáôßóèçêå êáôÜ Laplace. ÅÜí ðñüêåéôáé ãéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ôï
áðïôÝëåóìá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé ìéá ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t). Áõôü Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß êáé
÷ñçóéìïðïéçèåß åêôåíþò óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÅÜí üìùò ðñüêåéôáé ãéá äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå m áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, ôüôå (ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace) ï áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí áõôþí áðëÜ ìåéþíåôáé áðü m óå m− 1. ÅðïìÝíùò
ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, Ýóôù ôéò t êáé x,
åÜí ìåôáó÷çìáôéóèåß êáôÜ Laplace ùò ðñïò ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ ôçò t, áíÜãåôáé óå óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôç äåýôåñç ìåôáâëçôÞ ôçò x.

Ôïýôï óõìâáßíåé, ãéáôß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ t óå ìéá óõíÜñôçóç
u(x, t) ôùí äýï ìåôáâëçôþí x êáé t ïõóéáóôéêÜ èåùñåß ôç ìåôáâëçôÞ x ùò ðáñÜìåôñï, åðåéäÞ ç
ïëïêëÞñùóç ãßíåôáé ùò ðñïò t êáé ü÷é ùò ðñïò x. Ãéá ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò óõíáñôÞóåùò
áõôÞò u(x, t) ùò ðñïò x åðéôñÝðåôáé (õðü óõíÞèåéò óõíèÞêåò) ç åíáëëáãÞ ôçò ïëïêëçñþóåùò (óôïí
ôýðï ïñéóìïý (10.1.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace) êáé ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ùò ðñïò x.
Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ ç ìåôáâëçôÞ ðáñáãùãßóåùò x óå ìéá ôÝôïéá ìåñéêÞ ðáñÜãùãï äåí Ý÷åé ó÷Ýóç
ìå ôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò t óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò t. ¢ñá

L
{

∂ku(x, t)
∂xk

}
=
∫ ∞

0
e−st ∂

ku(x, t)
∂xk

dt = ∂k

∂xk

∫ ∞

0
e−stu(x, t) dt = ∂kU(x, s)

∂xk
, k = 1, 2, . . . . (10.1.8)

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù åîáëåßöåôáé ìåí ç ìåôáâëçôÞ t óôéò ðáñáãùãßóåéò, ðáñáìÝíåé üìùò ç
ìåôáâëçôÞ x. ÁíÜëïãá êáé ãéá ðåñéóóüôåñåò ôùí äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. ÌåñéêÝò öïñÝò
ìÜëéóôá åßíáé ÷ñÞóéìç ç åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ùò ðñïò äåýôåñç ìåôáâëçôÞ,
ð.÷. ôçí x, ìåôÜ ôçí t.

Óôï ôÝëïò áðáéôåßôáé ðÜíôïôå êáé ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) ôçò Üãíù-
óôçò óõíáñôÞóåùò u(t). Ç áíôéóôñïöÞ áõôÞ âáóßæåôáé óôç äéáèåóéìüôçôá ôùí âáóéêþí (Þ êáé
ëéãüôåñï âáóéêþí) ðéíÜêùí æåõãþí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace. Ðßíáêåò æåõãþí ìåôáó÷çìáôéóìþí
Laplace åßíáé ÷ñÞóéìïé ãéá ôçí åýñåóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t) áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace ôçò U(s), ï ïðïßïò Ý÷åé Þäç õðïëïãéóèåß. ÔÝôïéïé ðßíáêåò, ðïõ åßíáé åõñÝùò äéáèÝóéìïé (ð.÷.
ï Ðßíáêáò Á10.2 óôïÌÝñïò Á), ðåñéëáìâÜíïõí êé ïñéóìÝíïõò âáóéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace.
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B10.1.3. Ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace óõíÞèùí óõíáñôÞóåùí

ÐñáêôéêÜ ÷ñÞóéìïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace (ð.÷. óôïí Ðßíáêá Á10.2 ôïõ ÌÝñïõò Á) áöïñïýí
ìåôáîý Üëëùí óôéò áêüëïõèåò óõíáñôÞóåéò: (á) óôç óõíÜñôçóç tn (ãéá ìç áñíçôéêü áêÝñáéï n):

L{tn} = n!
sn+1

, n = 0, 1, 2, . . . 
⇒ L{1} = 1
s

ãéá n = 0, L{t} = 1
s2

ãéá n = 1, (10.1.9)

(â) óôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç êáé óôéò óõíáñôÞóåéò õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï êáé õðåñâïëéêü çìßôïíï:

L{eat} = 1
s− a

, L{cosh at} = s
s2 − a2

, L{sinh at} = a
s2 − a2

(10.1.10)

(ìå ôï a óôáèåñÜ), (ã) óôéò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï êáé åðßóçò (ä) óôç óõìðëçñùìáôéêÞ
óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò erfc:

L{cos at} = s
s2 + a2

, L{sin at} = a
s2 + a2

, L
{
erfc

(
a

2
√
t

)}
= e−a

√
s

s
, (10.1.11)

(å) óôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside H(t) (ãåíéêüôåñá H(t− a) ìå a ≥ 0) êáé (óô) óôçí ùóôéêÞ
(Þ êñïõóôéêÞ) óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac ä(t) (ãåíéêüôåñá ä(t − a) ìå a ≥ 0):

L{H(t)} = L{1} = 1
s
, L{H(t − a)} = e−as

s
, L{ä(t)} = 1, L{ä(t − a)} = e−as. (10.1.12)

Åðßóçò óå ðÜñá ðïëëÝò áêüìç óõíáñôÞóåéò. Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ïé ðáñáðÜíù ôýðïé éó÷ýïõí
ãéá êáôÜëëçëá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ s, ü÷é üìùò ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ s. ÓõãêåêñéìÝíá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç
áíéóüôçôá s > a ãéá ôç óõíÜñôçóç eat, ç áíéóüôçôá s > |a| ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò cosh at êáé sinh at,
ç áíéóüôçôá s > 0 ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò 1, H(t), tn, cos at êáé sin at, êëð.

Óôçí ðñïáíáöåñèåßóá áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ïé ðéï ðÜíù ôýðïé ðñÝðåé
íá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé áíôßóôñïöá, üðùò åßíáé ãíùóôü êáé áðü ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.
Åíôïýôïéò áõôü äåí Ýãéíå óôçí ðáñáðÜíù ãñáöÞ ôïõò ðñïò áðïöõãÞ óõã÷ýóåùò.

B10.1.4. Êáé Üëëåò éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

ÐÝñáí ôùí ðéï ðÜíù âáóéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ôùí ðáñáãþãùí (10.1.3) Ýùò (10.1.8)
ðïëý óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé åðßóçò êáé äéÜöïñåò Üëëåò éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.
Ïé éäéüôçôåò áõôÝò óõìðëçñþíïõí ôïõò êáèåáõôü ðßíáêåò ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ãéá óõãêå-
êñéìÝíåò óõíáñôÞóåéò, üðùò åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò óôïõò ðéï ðÜíù ôýðïõò (10.1.9) Ýùò (10.1.12).

ÁíÜìåóá óôéò éäéüôçôåò áõôÝò åîÝ÷ïõóá èÝóç êáôÝ÷åé ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá

L{c1u1(t)+ c2u2(t)} = c1U1(s)+ c2U2(s) (10.1.13)

ìå ôá c1 êáé c2 óôáèåñÝò êáé åðßóçò U1, 2(s) = L{u1, 2(t)}. ¢ëëåò ðïëý åíäéáöÝñïõóåò éäéüôçôåò ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (ìå U(s) = L{u(t)}) åßíáé ïé áêüëïõèåò:

L{u(at)} = 1
a
U
( s
a

)
, L{e−atu(t)} = U(s+ a), L{u(t − a)H(t − a)} = e−asU(s), a > 0, (10.1.14)

åðßóçò
L{tu(t)} = −U ′(s), L{t2u(t)} = U ′′(s)

êáé ãåíéêüôåñá L{tnu(t)} = (− 1)nU (n)(s), n = 1, 2, . . . . (10.1.15)

Ðïëý ÷ñÞóéìåò åßíáé êáé ïé éäéüôçôåò ãéá ôï áüñéóôï ïëïêëÞñùìá (ïëïêëÞñùóç óôï äéÜóôçìá [0, t])
ìéáò óõíáñôÞóåùò u(t) êáé, éäßùò, ãéá ôç óõíÝëéîç äýï óõíáñôÞóåùí u1(t) êáé u2(t) ðïõ áêïëïõèïýí:

L
{∫ t

0
u(ô) dô

}
= U(s)

s
, L{u1(t) ∗ u2(t)} ≡ L

{∫ t

0
u1(ô) u2(t − ô) dô

}
= U1(s)U2(s) (10.1.16)
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êáé áñêåôÝò Üëëåò, ãåíéêÜ üìùò öèßíïõóáò ðñáêôéêÞò ÷ñçóéìüôçôáò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Ç üëç ìåèïäïëïãßá åëðßæåôáé íá ãßíåé ðïëý ðåñéóóüôåñï êáôáíïçôÞ óôçí ðñÜîç ìå ôéò åöáñ-
ìïãÝò ðïõ áêïëïõèïýí óå åðüìåíåò åíüôçôåò ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý.

B10.2. ÌÅÔÁÃÙÃÇ ÑÕÐOY ÓÅ ÕÄÁÔÏÑÑÅÕÌÁ

B10.2.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí

Óáí ðñþôç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, èá áíáöåñèïýìå óôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò ñýðïõ (ïõóéáóôéêÜ ìåôáêéíÞ-
óåþò ôïõ, ìåôáöïñÜò ôïõ ÷ùñßò êáèüëïõ äéÜ÷õóç, ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç, áðïêëåéóôéêÜ ëüãù ôçò ßäéáò
ôçò ñïÞò). Ôï ðñüâëçìá áõôü áðáíôÜôáé óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ êáé, ðéï óõãêåêñéìÝíá,
óôï ìïíôÝëï ôçò ñïÞò åìâüëïõ óå õäáôüññåõìá (êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá Ox). Ìå ôç ñïÞ
áõôÞ ãßíåôáé êáé ç ìåôáöïñÜ ôïõ ñýðïõ ìå óõãêÝíôñùóç c = c(x, t) (öõóéêÜ ìå c(x, t) ≥ 0) ìå x
ôç èÝóç (÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ) êáé t ôï ÷ñüíï (÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ). Ç ìåôáöïñÜ áõôÞ ìå ìåôáãùãÞ
ïöåßëåôáé áðëÜ óôçí êßíçóç ôïõ ñåõóôïý, ôïõ íåñïý, äçëáäÞ óôç ñïÞ óôï õäáôüññåõìá. Óôçí
ðáñïýóá åíüôçôá Ý÷åé ãßíåé äåêôü üôé äåí õößóôáôáé êáèüëïõ äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ.

Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= −kc, c = c(x, t). (10.2.1)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ V åßíáé ç ôá÷ýôçôá ôçò ñïÞò óôï õäáôüññåõìá, ðïõ èåùñåßôáé ãéá äéåõêüëõíóç
óôáèåñÜ, êáé k ç óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò (äçëáäÞ êáôáóôñïöÞò) ôïõ ñýðïõ. Ðñüêåé-
ôáé ãéá ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ðñþôçò ôÜîåùò. Ç
Üãíùóôç óõíÜñôçóç (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ. ÕðÜñ÷ïõí
åðßóçò äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò (ç ÷ùñéêÞ ìåôá-
âëçôÞ) êáé ï ÷ñüíïò t (ç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ). ÔÝëïò ç åîßóùóç (10.2.1) Ý÷åé óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò:
ôçí ôá÷ýôçôá ñïÞò V êáé ôç óôáèåñÜ k ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò ðïõ ðñïáíáöÝñáìå.

Ôç óôáèåñÜ áõôÞ k ôç èåùñïýìå åäþ ìçäåíéêÞ (k = 0), äçëáäÞ äå÷üìáóôå áíõðáñîßá áðï-
äïìÞóåùò (ðëÞñç Ýëëåéøç êáôáóôñïöÞò) ôïõ ñýðïõ. Ìå ôçí áðëïðïéçôéêÞ áõôÞ ðáñáäï÷Þ èá
áíáæçôÞóïõìå ôç óõãêÝíôñùóç c = c(x, t) ôïõ ñýðïõ êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò õðü óõ-
ãêåêñéìÝíåò áñ÷éêÞ óõíèÞêç (ãéá t = 0) êáé óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (ãéá x = 0) ãéá ôéò ôéìÝò ôùí
ìåôáâëçôþí x > 0 êáé t > 0. Ìå Ýëëåéøç áðïäïìÞóåùò (k = 0) ç åîßóùóç (10.2.1) ðáßñíåé ôçí
áêüìç áðëïýóôåñç ìïñöÞ

∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= 0, c = c(x, t), x > 0, t > 0, (10.2.2)

ðïõ óõìðßðôåé ìå ôçí åîßóùóç (4.3.9) óôçí ÐáñÜãñáöï Â4.3.2. Ç åîßóùóç áõôÞ (10.2.2) áðïôåëåß
Ýíá åîáéñåôéêü ðñþôï êáé ôáõôü÷ñïíá ðÜñá ðïëý áðëü ðáñÜäåéãìá åðéäåßîåùò ôçò ìåèüäïõ
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí åðßëõóç ïìïãåíþí Þ ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

Ìáæß ìå ôçí ðéï ðÜíù åîßóùóç (10.2.2) õðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç

c(x, 0) = 0, x > 0. (10.2.3)

Äå÷üìáóôå äçëáäÞ ðëÞñç áíõðáñîßá ñýðïõ ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 óå üëï ôï õäáôüñ-
ñåõìá ìå x > 0. Èåùñïýìå åðßóçò êáé ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç

c(0, t) = c0, t > 0 (10.2.4)
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(ìå ôï c0 èåôéêÞ óôáèåñÞ óõãêÝíôñùóç). Äå÷üìáóôå äçëáäÞ üôé áêñéâþò óôï óçìåßï x = 0 ôïõ
õäáôïññåýìáôïò õößóôáôáé óôáèåñÞ óõãêÝíôñùóç c0 ôïõ ñýðïõ êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t > 0. Ç
óõãêÝíôñùóç áõôÞ c0 ìðïñåß íá äçìéïõñãåßôáé áðü óõíå÷Þ (ãéá t ≥ 0) ôïðéêÞ (óôï óçìåßï x = 0)
åéóáãùãÞ ñýðïõ óôç ñïÞ óôï õäáôüññåõìá. Ìðïñåß áêüìç êáé íá áðïôåëåß óõíÝðåéá ôÝôïéáò
åéóáãùãÞò óå ôïðéêÜ ðñïçãïýìåíá (ìå x < 0) óçìåßá ôçò ñïÞò. Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, ãéá ìéá
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðñþôçò ôÜîåùò, üðùò åßíáé ç åîßóùóç (10.2.2), ìå ìéá
÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ, ôç èÝóç x, êáé, öõóéêÜ, êáé ìéá ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ, ôï ÷ñüíï t, åßíáé áðüëõôá
åýëïãï êáé áíáãêáßï íá Ý÷ïõìå äýï óõíèÞêåò. ÓõãêåêñéìÝíá åäþ Ý÷ïõìå: (á) ìéá áñ÷éêÞ óõíèÞêç:
ôç (10.2.3) (ãéá t = 0) êáé (â) ìéá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç: ôç (10.2.4) (ãéá x = 0).

ÔïðáñáðÜíùðñüâëçìááñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá ôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò ñýðïõ
óå õäáôüññåõìá èá ôï åðéëýóïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Èá Ý÷ïõìå Ýôóé
ôçí åõêáéñßá íá åðéäåßîïõìå ôçí ôüóï ÷ñÞóéìç áõôÞ ìÝèïäï óå Ýíá ðÜñá ðïëý áðëü ðáñÜäåéãìá
êáé íá ïäçãçèïýìå óôçí áíáìåíüìåíç, ðñïöáíÞ óôï ôüóï áðëü áõôü ðñüâëçìá ëýóç.

B10.2.2. Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t

Óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ïñßæïõìå êáôáñ÷Þí ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace

C(x, s) = L{c(x, t)} =
∫ ∞

0
e−st c(x, t) dt (10.2.5)

ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò c(x, t) (ôçò óõãêåíôñþóåùò ôïõ ñýðïõ)ùòðñïò ôï ÷ñüíï t. Ç åðéëïãÞ
ôïõ ÷ñüíïõ t ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace áíôß ãéá ôç èÝóç x ðïëý ìéêñÞ óçìáóßá Ý÷åé óôï
ðáñüí áðëü ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí, ðïõ åßíáé êÜðùò «óõììåôñéêü» ùò ðñïò
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.2.2). ÐáñáêÜôù èá ëýóïõìå ôï ßäéï áêñéâþò
ðñüâëçìá åîßóïõ åýêïëá îåêéíþíôáò ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò ôç èÝóç x áíôß ãéá ôï
÷ñüíï t. Ôï üôé ï óõíôåëåóôÞò V (ç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý, ôïõ íåñïý) èåùñÞèçêå óôáèåñüò
(ïýôå óõíÜñôçóç ôçò èÝóåùò x, áëë’ ïýôå êáé ôïõ ÷ñüíïõ t) ìáò åðéôñÝðåé íá åñãáóèïýìå ìå ôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace åßôå ùò ðñïò x åßôå ùò ðñïò t êáôÜ ðáñüìïéï ôñüðï.

Óôçí ðáñïýóá åðéëïãÞ êáé åðßëõóç ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (ùò ðñïò t) ìåôáó÷çìáôßæïõìå
êáôÜ Laplace ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.2.2) êáèþò êáé ôç óõíïñéáêÞ óõí-
èÞêç (10.2.4). Ôïýôï åßíáé äõíáôüí, ãéáôß êáé ïé äýï áõôÝò åîéóþóåéò: êáé ç ßäéá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(10.2.2) êáé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.2.4) åßíáé óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t, ùò ðñïò ôïí ïðïßï ìåôá-
ó÷çìáôßæïõìå êáôÜ Laplace. ÌÜëéóôá êáé ïé äýï áõôÝò åîéóþóåéò ïñßæïíôáé óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá
[0,∞), åðåéäÞ t > 0, áêñéâþò üðùò ãßíåôáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. ÂÝâáéá, ç áñ÷éêÞ óõí-
èÞêç (10.2.3) (ãéá t = 0) äå ìðïñåß íá ìåôáó÷çìáôéóèåß êáôÜ Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, åðåéäÞ
äåí åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t. (Åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôçò èÝóåùò x.) ÐáñÜ ôáýôá èá ëçöèåß
êáé áõôÞ êáôÜëëçëá õðüøç áìÝóùò ðáñáêÜôù. Áõôü èá ãßíåé êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôçò ÷ñïíéêÞò
ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂c/∂t óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.2).

ÅðïìÝíùò êáôÜ ôá ãíùóôÜ (ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (10.1.3) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
(10.1.1) ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ) Ý÷ïõìå

L
{

∂c
∂t

}
=
∫ ∞

0
e−st ∂c(x, t)

∂t
dt = sC(x, s)− c(x, 0) = sC(x, s) (10.2.6)

ëüãù êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (10.2.3): c(x, 0) = 0. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ëÜâáìå Þäç õðüøç,
ïñéóôéêÜ, êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (10.2.3), üðùò ïöåßëáìå íá êÜíïõìå. Óôç óõíÝ÷åéá ãéá ôç ÷ùñéêÞ
ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂c/∂x åðßóçò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.2.2) êáé åðßóçò
êáôÜ ôá ãíùóôÜ (ôýðïò (10.1.8) ãéá k = 1) Ý÷ïõìå

L
{

∂c
∂x

}
=
∫ ∞

0
e−st ∂c(x, t)

∂x
dt = ∂

∂x

∫ ∞

0
e−st c(x, t) dt = ∂C(x, s)

∂x
. (10.2.7)
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Ç ó÷Ýóç áõôÞ éó÷ýåé, åðåéäÞ ðñüêåéôáé ãéá ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôç èÝóç x, ðïõ äå ó÷åôßæåôáé ìå ôï
÷ñüíï t, ùò ðñïò ôïí ïðïßï åêôåëïýìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Åýëïãá ï ÷ñüíïò t åßíáé åðßóçò
ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò óôï ðéï ðÜíù ïëïêëÞñùìá ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (10.2.7).

Êáé ôïõò äýï ðáñáðÜíù ôýðïõò (10.2.6) êáé (10.2.7) ôïõò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôþñá ãéá ôç ìåôá-
ôñïðÞ, ôï ìåôáó÷çìáôéóìü ôçò ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.2.2)
ãéá ôç ìåôáãùãÞ ñýðïõ (÷ùñßò äéÜ÷õóç, áëë’ ïýôå êáé áðïäüìçóç) óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç. Áõôü âÝâáéá ôï ðåôõ÷áßíïõìå Üìåóá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ùò ðñïò
ôï ÷ñüíï t. Ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé èá Ý÷åé öõóéêÜ ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ: ôç èÝóç x. Äå èá åìöáíßæåôáé ðëÝïí ï ÷ñüíïò t. Åñãáæüìåíïé ìå ôïí ôñüðï áõôü
åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ç åîÞò:

sC(x, s)+ V
∂C(x, s)

∂x
= 0 ⇐⇒ V

∂C(x, s)
∂x

+ sC(x, s) = 0, x > 0, (10.2.8)

ìå áðëÞ áëëáãÞ ôçò óåéñÜò ôùí ðñïóèåôÝùí óôï áñéóôåñü ìÝëïò.

B10.2.3. Ó÷üëéá ãéá ôï óõìâïëéóìü ôùí ðáñáãþãùí

Áí êáé ìáèçìáôéêÜ åßíáé áðüëõôáóùóôÞ, åíôïýôïéò ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.8), óôçí
ïðïßá êáôáëÞîáìå, áðü åêðáéäåõôéêÞò áðüøåùò åßíáé ëßãï áíÜñìïóôá ãñáììÝíç. Áõôü óõìâáßíåé,
åðåéäÞ äßíåé ìåãáëýôåñç âáñýôçôá áðü áõôÞí ðïõ áñìüæåé óôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace, ðïõ Ý÷åé áíôéêáôáóôÞóåé ôï ÷ñüíï t. Èá Þôáí ðïëý êáëýôåñá íá ìçí åìöáíßæåôáé ç ìåôá-
âëçôÞ áõôÞ s, ðïõ äåí Ý÷åé êáìßá áðïëýôùò ó÷Ýóç ìå ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x ôçò óõíÞèïõò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.2.8). Áõôü èá ìðïñïýóå êáôáñ÷Þí íá åðéôåõ÷èåß áðëÜ ðáñáëåßðïíôáò
ôï óýìâïëï s êáé ãñÜöïíôáò C(x) áíôß C(x, s) (ìéá ìåôáâëçôÞ: ç x áíôß äýï: ïé x êáé s óôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç C) ðáñÜëëçëá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ d ôçò óõíÞèïõò ðáñáãùãßóåùò áíôß ãéá ôï
óýìâïëï ∂ ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò. Åíôïýôïéò ç äõíáôüôçôá áõôÞ äåí åßíáé äüêéìç ãéá óõíÞ-
èåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò üðùò ç (10.2.8). Ãéá ôï ëüãï áõôü åñãáæüìáóôå ëßãï åðéóçìüôåñá (êáé
óùóôüôåñá âÝâáéá!) åéóÜãïíôáò ôï íÝï óýìâïëï

Ĉ(x) := C(x, s), x ≥ 0. (10.2.9)

¸ôóé äçëþíïõìå åðßóçìá ôç âïýëçóÞ ìáò íá ìç âëÝðïõìå ãñáììÝíç ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.8), ðïõ ðñïÝêõøå ìå ôçí ðáñïýóá
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò (10.2.2). ÁðëÜ Ý÷ïõìå ôþñá ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.8) óôç ìïñöÞ

V
dĈ(x)
dx

+ sĈ(x) = 0, x > 0, (10.2.10)

êáé ðñÝðåé íá åßìáóôå áðüëõôá åõ÷áñéóôçìÝíïé ìå ôï ãåãïíüò áõôü.

¸ðåéôá áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.2) åñãáæüìáóôå áíÜëïãá (êáé ìÜëéóôá ðéï åýêïëá
ôþñá) ãéá ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.2.4): c(0, t) = c0 ðïõ áðïìÝíåé. Êáé áõôÞ, åÜí ìåôáó÷çìáôé-
óèåß êáôÜ Laplace (áóöáëþò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t êáé ðÜëé), ðáßñíåé ôçí áðëïýóôáôç ìïñöÞ

C(0, s) = c0
s


⇒ Ĉ(0) = c0
s
, (10.2.11)

ãéáôß, üðùò åßíáé ðïëý ãíùóôü (ôýðïò (10.1.9) ãéá n = 0), L{1} = 1/s.

ÐñÝðåé åðïìÝíùò ôþñá íá ëýóïõìå ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.10) (ìå áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ ôç èÝóç x ìüíï êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò). ÁõôÞ åßíáé ìéá ðïëý åýêïëç åñãáóßá,
åðåéäÞ ç åîßóùóç (10.2.10) åßíáé ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜ-
îåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (åííïïýìå áðëÜ áíåîÜñôçôïõò ôçò ìåôáâëçôÞò x). ¸÷ïõìå åðßóçò
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äéáèÝóéìç êáé ôç ó÷åôéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç (10.2.11) ãéá ôçí ôéìÞ Ĉ(0) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò
Ĉ(x) óôç èÝóç x = 0, äçëáäÞ óôçí áñ÷Þ ôçò ìåôñÞóåùò ôçò èÝóåùò x óôï õäáôüññåõìá.

Áò ìçí Ý÷ïõìå êáìßá ôýøç óõíåéäÞóåùò ãñÜöïíôáò Ĉ(x). ÁðëÜ èåëÞóáìå íá ìç âëÝðïõìå
ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (áí êáé õðÜñ÷åé!) óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(10.2.10) êáé óôçí áñ÷éêÞ ôçò óõíèÞêç (10.2.11). Êáé ãéá ôéò äýï áõôÝò åîéóþóåéò ôï s åßíáé áðëÜ
ìéá ðáñÜìåôñïò, ìéá óôáèåñÜ. ÌåôáâëçôÞ åßíáé ç èÝóç x óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.10),
êáëýôåñá óôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (áí êáé ç ëÝîç áñ÷éêÞò íïåßôáé ùò ðñïò ôç èÝóç x ôþñá)
(10.2.10) êáé (10.2.11). Áí åßìáóôáí ëßãï èñáóåßò, èá ðáñáëåßðáìå ôï óýìâïëï ôçò ðåñéóðùìÝíçò
óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç Ĉ(x) ãñÜöïíôáò áðëÜ C(x). Áõôü üìùò åßíáé ëÜèïò áðü ìáèçìáôéêÞò
áðüøåùò, åðåéäÞ ôï óýìâïëï C áöïñÜ óå ìéá óõíÜñôçóç äýï ìåôáâëçôþí: ôç C(x, s) ≡ Ĉ(x),
üðùò áíáöÝñèçêå Þäç.

Áðü ôçíÜëëçðëåõñÜ, áí Ý÷ïõìå åìðåäþóåé ôçíðáñïýóáìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
óôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, åßìáóôå áðüëõôá åõ÷áñéóôçìÝíïé
áêüìç êáé ìå ôçí áñ÷éêÞ ìïñöÞ (10.2.8) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïÝêõøå. Åß-
ìáóôå åõ÷áñéóôçìÝíïé, ãéáôß êáôáíïïýìå üôé ôï óýìâïëï s ðáñéóôÜíåé ìéá ðáñÜìåôñï óôç óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.8), ìéá ðïóüôçôá ðïõ äåí Ý÷åé êáìßá ó÷Ýóç ìå ôçí áíåîÜñôçôç ìåôá-
âëçôÞ x. Ìå ôéò óêÝøåéò áõôÝò äåí åßíáé áíáãêáßï íá åéóáãÜãïõìå ôï íÝï óýìâïëï Ĉ(x).

Ìéá Üëëç ðñïöáíÞò äõíáôüôçôá åßíáé íá ãñÜøïõìå áðëÜ ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(10.2.8) óôç ìïñöÞ

V
dC
dx

+ sC = 0, x > 0, (10.2.12)

ðáñáâëÝðïíôáò (ïðôéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí) üôé Ý÷ïõìå ïñßóåé C = C(x, s). Ìðïñïýìå áêüìç íá ôç
ãñÜøïõìå êáé óôç ìïñöÞ

V
dC(x, s)

dx
+ sC(x, s) = 0, x > 0, (10.2.13)

áãíïþíôáò ðñïóùñéíÜ ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ôçò
ðáñáãùãßóåùò. Åäþ êáëþò Þ êáêþò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôï óýìâïëï d ôçò óõíÞèïõò ðáñáãùãßóåùò
áíôß ãéá ôï óýìâïëï ∂ ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò, óáí íá åß÷áìå óõíÞèç ðáñáãþãéóç.

¼ëá áõôÜ åßíáé áðïëýôùò éóïäýíáìá êáé ëßãï--ðïëý áðïäåêôÜ, áëëÜ ðñÝðåé íá ðñïóÝ÷ïõìå,
þóôå íá ìç ãßíåôáé óýã÷õóç ìåôáâëçôþí, éäßùò åîáéôßáò êÜðïéáò áðåéñßáò óôç ìÝèïäï ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Laplace. ¸ëëåéøç ðñïóï÷Þò êáé åìðåéñßáò èá ìðïñïýóå ßóùò íá ïäçãÞóåé óå ëÜèïò
êáôÜ ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò, åí ðñïêåéìÝíù åíüò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéá-
êþí ôéìþí ãéá ôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò ñýðïõóå õäáôüññåõìáóôçíÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ.
ÏðùóäÞðïôå Ýíá ëÜèïò ìå ôßðïôá äåí åßíáé åðéèõìçôü. Åßíáé óáöþò ðñïôéìüôåñåò ïé ðáñáðÜíù
äéåõêñéíßóåéò! Áò áíáãíùóèïýí ìéá öïñÜ áðü ôï öïéôçôÞ êáé ôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü
ðïõ ôéò Ý÷åé Þäç êáôáíïÞóåé êáé ôéò èåùñåß ëßãï--ðïëý ðñïöáíåßò. Êáëþò, áñêåôÜ ùò åäþ!

B10.2.4. Åðßëõóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Ôþñá ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.2.10)
(Þ êÜðïéáò áðüëõôá éóïäýíáìçò ìïñöÞò ôçò: (10.2.8), (10.2.12) Þ (10.2.13)) ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ
óõíèÞêç (10.2.11) (ùò ðñïò x) ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êÜðïéá ãíùóôÞ ìÝèïäï áðü ôéò óõ-
íÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÔÝôïéá áðïôåëåóìáôéêÞ ìÝèïäïò åßíáé ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôé-
êáôáóôÜóåùò (ôåëéêÜ ìå p1(ì) = 0, åäþ ðñùôïâÜèìéá åîßóùóç). Åí ðñïêåéìÝíù õðïèÝôïõìå üôé

Ĉ(x) = eìx 
⇒ p1(ì) = Vì+ s = 0 
⇒ ì = ì1 = − s
V

. (10.2.14)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.2.10) èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

Ĉ(x) = A(s)e−sx/V . (10.2.15)
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Ôï óýìâïëï A(s) óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (10.2.15) äçëþíåé áõèáßñåôç óõíÜñôçóç ôïõ s êáé ðñïöáíþò
ðñáãìáôéêÞ óôï ðáñüí ðñüâëçìá. ×ñçóéìïðïéïýìå åðßóçò êáé ôçí áñ÷éêÞ ìáò óõíèÞêç (10.2.11):
ôç óõíèÞêç Ĉ(0) = c0 /s. Ôþñá äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç (10.2.15) üôé ãéá x = 0

Ĉ(0) = A(s) = c0
s
, (10.2.16)

ïðüôå, Ý÷ïíôáò èõìçèåß êáé ôï óõìâïëéóìü (10.2.9) ðïõ åéóáãÜãáìå,

Ĉ(x) := C(x, s) = c0
s
e−sx/V ≡ c0

s
exp

(
− sx

V

)
, x ≥ 0. (10.2.17)

Óõíïøßæïõìå ìÝ÷ñé ôï óçìåßï áõôü. Êáôáñ÷Þí ìåôáó÷çìáôßóáìå êáôÜ Laplace (ùò ðñïò ôï
÷ñüíï t) ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (10.2.2) (öõóéêÜ ÷ùñßò áðïäüìçóç ïýôå äéÜ÷õóç ôïõ
ñýðïõ: ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá ìåôáãùãÞ). ÁõôÞ åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.
ÊáôÜ ôï ìåôáó÷çìáôéóìü áõôü Laplace ðÞñáìå åðßóçò õðüøç êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (10.2.3)
êáèþò êáé ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.2.4). ¸ôóé ïäçãçèÞêáìå óå ìéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç,
ôç (10.2.10), ìáæß ìå ôçí «áñ÷éêÞ» óõíèÞêç ôçò (10.2.11). (Çáñ÷éêÞ áõôÞóõíèÞêçáöïñÜóôç èÝóç x
ôþñá, ü÷é óôï ÷ñüíï t!) Ôï ÷ùñéêü áõôü ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ìüíï
ôç èÝóç x) óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôï åðéëýóáìå ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò p1(ì) = 0. Ìå ôçí åñãáóßá áõôÞ ðñïóäéïñßóáìå ôç ëýóç ôïõ (10.2.17), ðïõ åßíáé
ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.2.10). Ìå áðëïýóôåñá ëüãéá
ìåôáôñÝøáìå Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò óå Ýíá ðñüâëçìá «áñ÷éêÞò» ôéìÞò óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ôï ðñüâëçìá áõôü ôï åðéëýóáìå Þäç ìå ìéá êëáóéêÞ ìÝèïäï ãéá
óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò: ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p1(ì) = 0.

B10.2.5. ×ñÞóç êáé äåýôåñïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace: ôþñá ùò ðñïò ôç èÝóç x

ÅíáëëáêôéêÜ, åÜí ôï åðéèõìïýìå âÝâáéá, õðÜñ÷åé êáé ç äõíáôüôçôá êáé äåýôåñçò ÷ñÞóåùò ôçò
ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.10). Ôþñá ï äåýôåñïò
áõôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ìðïñåß íá ãßíåé ìüíï ùò ðñïò ôç èÝóç x (ü÷é ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t,
ï ÷ñüíïò t Ý÷åé Þäç áðáëåéöèåß ìå ôïí ðñþôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace!). ¸ôóé áðáëëáóóüìá-
óôå ðëÝïí êáé áðü ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x êáé ïäçãïýìáóôå óå ìéá áðëïýóôáôç ãñáììéêÞ
áëãåâñéêÞ (ü÷é ðéá äéáöïñéêÞ!) åîßóùóç ìå Ýíáí Üãíùóôï. Óôçí åñãáóßá ìáò áõôÞ, ðïõ èá ôçí
êáôáãñÜøïõìå ðéï êÜôù, åßíáé ðñïöáíÝò üôé ðñÝðåé íá äçëþóïõìå ìå íÝï óýìâïëï ôï ìåôáó÷çìá-
ôéóìü Laplace ùò ðñïò ôç èÝóç x. Áõôü åßíáé áðüëõôá áíáãêáßï, Ýôóé þóôå íá ìç ãßíåé óýã÷õóç ìå
ôïí áíôßóôïé÷ï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, ãéá ôïí ïðïßï Þäç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå
ðáñáðÜíù ôï óýìâïëï L. ÂÝâáéá ãéá Ýìöáóç èá ìðïñïýóáìå íá åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé (áí êáé
ðñïôéìÞóáìå íá ìçí ôï êÜíïõìå) ôï óýìâïëï Lt ìå ôï äåßêôç t íá áíáöÝñåôáé óôï ÷ñüíï, ùò ðñïò
ôïí ïðïßï Ýãéíå ï ðñþôïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôïõ (10.2.5).

Ôþñá üìùò åßíáé ëïãéêü íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï óýìâïëï Lx, ãéá íá äçëþóïõìå ôï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Laplace ùò ðñïò ôç èÝóç x. Ìå ôïí ôñüðï áõôü äå èá ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß óýã÷õóç
ìå ôïí ðñïçãïýìåíï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L: áõôüí ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. ÐñÝðåé åðßóçò íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé Ýíá éäéáßôåñï óýìâïëï, ð.÷. ôï p, ãéá ôç íÝá ìåôáâëçôÞ, ðïõ èá ðñïêýøåé
áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò x ðáßñíïíôáò ôç èÝóç ôçò ìåôáâëçôÞò x óôç óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.10). Äçëþíïõìå Ýôóé ìå Ĉ∗( p) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò Ĉ(x) óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.10). ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü
(10.1.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, Ý÷ïõìå

Ĉ∗(p) = Lx{Ĉ(x)} =
∫ ∞

0
e−px Ĉ(x) dx. (10.2.18)
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BëÝðïõìå ôþñá óôï ïëïêëÞñùìá áõôü ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óáí ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþ-
óåùò ôç èÝóç x áíôß ãéá ôï ÷ñüíï t óôïí ðñïçãïýìåíï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (10.2.5). Ðá-
ñáôçñïýìå åðßóçò êáé ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ p áíôß ãéá ôï óõìâüëï s ãéá ôç ìåôáâëçôÞ ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ¸ôóé ôï t «áíôéêáôáóôÜèçêå» áðü ôï s êáé ôï x áðü ôï p óôïõò äýï
äéáöïñåôéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace (L êáé Lx áíôßóôïé÷á) ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå.

ÐñÝðåé åðßóçò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ï âáóéêüò ôýðïò (10.1.3) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ. ¼ìùò ï ôýðïò áõôüò åßíáé ãñáììÝíïò ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ t êáé
ðñáãìáôéêÜ ôïí ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ t (åäþ ôï ÷ñüíï) óôç ó÷Ýóç (10.2.6).
Ôþñá üìùò èÝëïõìå íá ôïí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåôáâëçôÞò x (åäþ ôçò èÝóåùò) áíôß
ãéá ôç ìåôáâëçôÞ t (åäþ ôïõ ÷ñüíïõ) óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace Lx ôçò ðáñáãþãïõ dĈ(x)/dx
ôçò óõíáñôÞóåùò Ĉ(x). ¸ôóé, áëëÜæïíôáò åðéðëÝïí óôïí ôýðï (10.1.3) êáé ôç ìåôáâëçôÞ ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace áðü s óå p, Ý÷ïõìå ôïí ôýðï

Lx

{
dĈ(x)
dx

}
= pĈ∗(p)− Ĉ(0) = pĈ∗(p)− c0

s
(10.2.19)

ëüãù êáé ôçò ó÷Ýóåùò (10.2.11): Ĉ(0) = c0 /s. Ç ó÷Ýóç áõôÞ (10.2.11) áöïñÜ óôï ìåôáó÷çìáôéóìü
LaplaceLùòðñïò ôï ÷ñüíï t ôçò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò (10.2.4): c(0, t) = c0. Ç ßäéá ó÷Ýóç (10.2.11)
åßíáé ç (÷ùñéêÞ) áñ÷éêÞ óõíèÞêç óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.10) êáé Þäç ôç ëÜâáìå õðüøç
óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (10.2.19).

ÅðïìÝíùò ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.10) êáé ç (÷ùñéêÞ) áñ÷éêÞ óõíèÞêç (10.2.11)
ðïõ ôç óõíïäåýåé óôï ðáñüí ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (óôéò óõíÞèåéò ðëÝïí äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò) ðáßñíïõí ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ ìéáò êáèáñÜ áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò êáé ìÜëéóôá ðñþôïõ âáèìïý.
ÓõãêåêñéìÝíá ðñïêýðôåé ç áëãåâñéêÞ åîßóùóç

V
[
pĈ∗(p)− c0

s

]
+ sĈ∗(p) = 0, ïðüôå Ĉ∗(p) = c0V /s

Vp+ s
= c0 /s

p+ (s/V )
. (10.2.20)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ôï p åßíáé ç êýñéá ìåôáâëçôÞ Laplace, åíþ ôï s (ç ìåôáâëçôÞ Laplace ùò ðñïò
ôï ÷ñüíï t) åßíáé áðëÜ ìéá ðáñÜìåôñïò.

ÂÝâáéá, ëüãù ôïõ ïñéóìïý (10.2.9) ôçò âïçèçôéêÞò óõíáñôÞóåùò Ĉ(x), äçëáäÞ Ĉ(x) := C(x, s),
o ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace (ùò ðñïò x) Ĉ∗( p) ôçò Üãíùóôçò áõôÞò óõíáñôÞóåùò Ĉ(x) ìðïñåß
áóöáëþò íá ãñáöåß êáé óôçí áêüëïõèç áðüëõôá éóïäýíáìç ðñïò ôç (10.2.18) ìïñöÞ ôïõ:

C∗(p, s) = Lx{C(x, s)} = Lx
{
L{c(x, t)}} = ∫ ∞

0
e−px C(x, s) dx. (10.2.21)

Ðáñáôçñïýìå ôþñá ôçí ôáõôü÷ñïíç ðáñïõóßá êáé ôùí äýï ìåôáâëçôþí: p êáé s ôùí ìåôáó÷çìá-
ôéóìþí Laplace (ùò ðñïò x êáé ùò ðñïò t áíôßóôïé÷á) óôçí ßäéá óõíÜñôçóç C∗( p, s) ≡ Ĉ∗( p).

Ìå áõôüí ôïí åíáëëáêôéêü óõìâïëéóìü C∗( p, s) ï ôýðïò (10.2.19) ðáßñíåé ôþñá ôçí åîÞò áðü-
ëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (ùò ðñïò x, åäþ ìå óýìâïëï ôï Lx) ôçò
ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂C(x, s)/∂x ôçò óõíáñôÞóåùò C(x, s):

Lx

{
∂C(x, s)

∂x

}
= pC∗(p, s)− C(0, s) = pC∗(p, s)− c0

s
(10.2.22)

ôþñá ëüãù ôïõ ðñþôïõ ôýðïõ (10.2.11): C(0, s) = c0 /s. ÔåëéêÜ ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(10.2.8) ìåôáó÷çìáôßæåôáé óôç ìïñöÞ

V
[
pC∗(p, s)− c0

s

]
+ sC∗(p, s) = 0 
⇒ C∗(p, s) = c0V /s

Vp+ s
= c0 /s

p+ (s/V )
. (10.2.23)

ÖõóéêÜ ç ìïñöÞ áõôÞ ïõóéáóôéêÜ ôáõôßæåôáé ìå ôç ëýóç (10.2.20). H ìüíç äéáöïñÜ Ýãêåéôáé óôçí
áëëáãÞ ôïõ óõìâïëéóìïý ùò ðñïò ôï äéðëü ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace C∗, äçëáäÞ C∗( p, s) ≡ Ĉ∗( p).
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Ôç ëýóç (10.2.20) Þ ôçí éóïäýíáìÞ ôçò (10.2.23) èá ôçí áíôéóôñÝøïõìå ôþñá êáôÜ Laplace ùò
ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ p ôïõ äåýôåñïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace Lx (ü÷é ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ
ðñþôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace L). Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ãíùóôü ôýðï

L−1
x

{
1

p− a

}
= eax ≡ exp ax (10.2.24)

ìå a = −s/V . (Ôï s åßíáé óôáèåñÜ óôçí áíôéóôñïöÞ áõôÞ êáôÜ Laplace, ç ïðïßá ãßíåôáé ùò ðñïò p.)
Áðü ôç ëýóç (10.2.20) Þ ôçí áðüëõôá éóïäýíáìÞ ôçò (10.2.23) âñßóêïõìå ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá

Ĉ(x) ≡ C(x, s) = L−1
x {C∗(p, s)} ≡ L−1

x {Ĉ∗(p)} = c0
s
e−sx/V ≡ c0

s
exp

(
− sx

V

)
(10.2.25)

ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace C(x, s) = L{c(x, t)} ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò c(x, t), äçëáäÞ ôçò
óõãêåíôñþóåùò ôïõ ñýðïõ óôï õäáôüññåõìá. Ôï ðéï ðÜíù áðïôÝëåóìá (10.2.25) öõóéêÜ äåí
åßíáé Üëëï áðü ôï áðïôÝëåóìá (10.2.17), ôï ïðïßï Ý÷åé Þäç âñåèåß ìå ôçí áðëïýóôåñç óôï ðáñüí
ðáñÜäåéãìá ìÝèïäï ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ.

ÅðïìÝíùò, ãéá íá áðïöåýãåôáé ç óýã÷õóç óôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ùò ðñïò äýï
äéáöïñåôéêÝò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò (åí ðñïêåéìÝíù ôéò t êáé x), åßíáé óõ÷íÜ óêüðéìï íá ìç ÷ñç-
óéìïðïéåßôáé êáé äåýôåñïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace. Ç óýóôáóç áõôÞ éó÷ýåé éäßùò åÜí ç óõíÞèçò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé áðü ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå äýï
ìüíï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé áñêåôÜ áðëÞ. (ÐñáãìáôéêÜ, óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ç óõíÞèçò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.8), éóïäýíáìá (10.2.10), ðïõ ðñïÝêõøå áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.2.2), åßíáé áñêåôÜ áðëÞ!) Äýï äéáäï÷éêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace (öõ-
óéêÜ ùò ðñïò äýï äéáöïñåôéêÝò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò) åßíáé ðéèáíü íá ðñïêáëÝóïõí êÜðïéá
óý÷ãõóç. Áðåíáíôßáò ãéá ôï ðáñüí ÷ùñéêü ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (10.2.8) (Þ (10.2.10)) êáé
(10.2.11) ç ìÝèïäïò ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ p1(ì) = 0, ðïõ ïäÞãçóå åäþ óôï áðïôÝ-
ëåóìá (10.2.17), åßíáé áðëïýóôåñç óå óýãêñéóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ (äåýôåñïõ) ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace, ðïõ ïäÞãçóå ðñïöáíþò óôï ßäéï áêñéâþò áðïôÝëåóìá (10.2.25). Ðñïöáíþò ç ÷ñÞóç äýï
äéáöïñåôéêþí ìåèüäùí, ðïõ ïäçãïýí üìùò óôï ßäéï áêñéâþò áðïôÝëåóìá, åäþ ç ÷ñÞóç: (á) ôçò ìå-
èüäïõ ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé (â) ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, óõíéóôÜ
ìÝ÷ñéò åíüò óçìåßïõ êáé åðáëÞèåõóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ âñÝèçêáí.

B10.2.6. ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, ãíùñßæïõìå áðü ôç ëýóç (10.2.17) (Þ ôç (10.2.25) ðïõ åßíáé ç ßäéá) üôé

C(x, s) = c0
s
e−sx/V . (10.2.26)

ÐñÝðåé åðïìÝíùò ôþñá íá áíôéóôñÝøïõìå êáôÜ Laplace (L−1) ôç óõíÜñôçóç C(x, s), þóôå íá
áðáëëáãïýìå áðü ôç ìåôáâëçôÞ Laplace s êáé íá åðéóôñÝøïõìå óôï ÷ñüíï t. Óôçí áíôéóôñïöÞ
áõôÞ ç ìåôáâëçôÞ x (ç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò üðïõ æçôåßôáé ç óõãêÝíôñùóç c(x, t)
ôïõ ñýðïõ) åßíáé áðëÜ ìéá ðáñÜìåôñïò. Ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ áõôÞ èõìüìáóôå (Þ âñßóêïõìå óå
ðßíáêåò Þ õðïëïãßæïõìå, üðùò ãßíåôáé ðáñáêÜôù, åßíáé ôüóï åýêïëï!) ãéá ôç ìïíáäéáßá âçìáôéêÞ
óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç âÞìáôïò) ôïõ Heaviside H(t − a) (ìå a ≥ 0), äçëáäÞ ãéá ôç óõíÜñôçóç

H(t − a) =
{

0, t < a

1, t ≥ a
(10.2.27)

(ó÷Ýóç (10.3.54) óôçí ÐáñÜãñáöï Á10.3.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Á10 ôïõ ÌÝñïõò Á) ôïí ðïëý ãíùóôü
ôýðï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò (ó÷Ýóç (10.3.56) óôçí ßäéá ÐáñÜãñáöï Á10.3.4)

L{H(t − a)} =
∫ ∞

0
e−st H(t − a) dt =

∫ ∞

a
e−st dt

= e−st

−s

∣∣∣∣
∞

a
= − e−sa

−s
= e−sa

s
= e−as

s
, s > 0, a ≥ 0. (10.2.28)
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Áõôüò åßíáé ï äåýôåñïò áðü ôïõò ôýðïõò (10.1.12).

Ôþñá ðéá ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (10.2.26) åßíáé åõêïëüôáôç. ÐñÜãìáôé
áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (10.2.28) êáé ôïí ðñïöáíÞ áíôßóôñïöü ôïõ

L−1
{
e−as

s

}
= Ç(t − a), s > 0, a ≥ 0, (10.2.29)

ìå a = x/V (V > 0) ðñïêýðôåé áðü ôç ëýóç (10.2.26)

c(x, t) = L−1{C(x, s)} = c0 H
(
t − x

V

)
=
{

0, t < x/V ⇐⇒ x > Vt

c0, t > x/V ⇐⇒ x < Vt
. (10.2.30)

B10.2.7. ÖõóéêÝò ðáñáôçñÞóåéò

Ðáñáôçñþíôáò ôï ôåëéêü áõôü áðïôÝëåóìá (10.2.30) ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ
óôï íåñü óôç ñïÞ ôïõ óôï õäáôüññåõìá ðïõ åîåôÜæïõìå, äéáðéóôþíïõìå üôé ç óõãêÝíôñùóç áõôÞ
ðñïêýðôåé ìçäåíéêÞ óå ìéá óõãêåêñéìÝíç èÝóç x ôéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t < x/V . Áõôü åßíáé áðüëõôá
åýëïãï êáé êáôáíïçôü, åÜí èõìçèïýìå üôé Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé ï ñýðïò êéíåßôáé óôï õäáôüññåõìá
ìüíï ìå ìåôáãùãÞ. Áõôü óçìáßíåé üôé ç êßíçóç ôïõ ñýðïõ ïöåßëåôáé áðïêëåéóôéêÜ óôçí êßíçóç
ôïõ ßäéïõ ôïõ íåñïý, ðïõ åßíáé ôï ñåõóôü óôï õäáôüññåõìá. Ç êßíçóç áõôÞ ãßíåôáé ìå óôáèåñÞ
ôá÷ýôçôá V (V > 0). ¸÷ïõìå åðßóçò õðïèÝóåé óáí áñ÷Þ ìåôñÞóåùò ôçò èÝóåùò x ôï óçìåßï x = 0
êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò. Äå÷èÞêáìå áêüìç üôé ôï íåñü óôï õäáôüññåõìá Þôáí ðëÞñùò
áðáëëáãìÝíï áðü ôï ñýðï (áðüëõôá êáèáñü) óå êÜèå èÝóç x > 0 ìÝ÷ñé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0,
äçëáäÞ ãéá t < 0.

ÅðïìÝíùò õðü üëåò ôéò ðáñïýóåò óõíèÞêåò áóöáëþò ðñÝðåé ôï íåñü íá ìçí ðåñéÝ÷åé êáèüëïõ
ñýðï óôçí ßäéá èÝóç x > 0 ìÝ÷ñé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = x/V , äçëáäÞ ãéá t < x/V . Áõôü áêñéâþò
ìáò äçëþíåé êáé ç ðáñáðÜíù ëýóç (10.2.30) óôï åðÜíù ôåëéêü áðïôÝëåóìá óôï äåîéü ìÝëïò ôçò.
Ôïýôï óõìâáßíåé áðëÜ, åðåéäÞ ï ñýðïò äåí Ý÷åé ðñïëÜâåé íá öèÜóåé óôç èÝóç x (x > 0) ìÝ÷ñé ôç
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = x/V . Áíôßèåôá ï ñýðïò èá Ý÷åé öèÜóåé óôç èÝóç x (x > 0) êáé èá Ý÷åé ñõðÜíåé
ôï õäáôüññåõìá óôçí ßäéá èÝóç x áðü ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = x/V êáé ìåôÜ (ãéá t > x/V ). Áõôü èá
óõìâåß, ãéáôß ëüãù ôçò ìåôáãùãÞò ôïõ ñýðïõ ðïõ õðïèÝóáìå êéíåßôáé êáé ï ßäéïò ï ñýðïò ìáæß ìå
ôï íåñü êáé áêñéâþò ìå ôçí ôá÷ýôçôá V ôïõ íåñïý óôï õäáôüññåõìá. Ðáñáóýñåôáé äçëáäÞ áðü
ôï íåñü êáé êéíåßôáé ìáæß ôïõ. Äå äéá÷Ýåôáé üìùò óôï íåñü: óôçí åéäéêÞ áõôÞ åöáñìïãÞ Ý÷ïõìå
äå÷èåß áðü ôçí áñ÷Þ áõôÞò ôçò åíüôçôáò ðëÞñç Ýëëåéøç äéá÷ýóåùò ôïõ ñýðïõ óôï íåñü.

¢ñá åßíáé äéêáéïëïãçìÝíï êáé ôï äåýôåñï áðïôÝëåóìá (ôï êÜôù ôåëéêü áðïôÝëåóìá) óôï äåîéü
ìÝëïò ôçò ëýóåùò (10.2.30). Ôá ðñÜãìáôá èá Þóáí âÝâáéá äéáöïñåôéêÜ, åÜí õðÞñ÷å êáé äéÜ÷õóç
ôïõ ñýðïõ óôï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìå ôçí ôáõôü÷ñïíç ýðáñîç
öáéíïìÝíùí ìåôáãùãÞò êáé äéá÷ýóåùò êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ï ñýðïò èá åêéíåßôï åí ìÝñåé (Ýóôù ôá
ìéóÜ ìüñéÜ ôïõ) ðéï ãñÞãïñá áðü ôï íåñü êáé ü÷é áðëÜ ìå ôçí ôá÷ýôçôá V ôïõ íåñïý. ÂÝâáéá óå
ìéá ôÝôïéá êßíçóç (ðïõ ðåñéëáìâÜíåé êáé äéÜ÷õóç ìáæß ìå ôç ìåôáãùãÞ) ï ñýðïò èá Ý÷åé áóöáëþò
ìåéùìÝíç óõãêÝíôñùóç c(x, t) óå ó÷Ýóç ìå ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) = c0, ç ïðïßá ðñïÝêõøå óôç
ëýóç (10.2.30) ãéá t > x/V .

Åðßóçò ìåéùìÝíç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ åíôüò ôïõ íåñïý óôï õäáôüññåõìá èá åß÷áìå
êáé óôçí ðåñßðôùóç ìåñéêÞò êáôáóôñïöÞò ôïõ ìÝóù áðïäïìÞóåùò. Ç áðïäüìçóç áõôÞ åêöñÜ-
óèçêå ìáèçìáôéêÜ óôçí åîßóùóç (10.2.1) ìÝóù ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôçò−kc. Ôç óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý
áðïäïìÞóåùò k ôçí õðïèÝóáìå üìùò ìçäåíéêÞ. ¢ñá óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ äåí õðÜñ÷åé áðïäü-
ìçóç ôïõ ñýðïõ (k = 0) ïýôå äéÜ÷õóÞ ôïõ (ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç) ïýôå Üëëïò ôñüðïò ìåôáêéíÞóåþò ôïõ
ìÝóá óôï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò (äéÜ÷õóç ôýñâçò êáé äéáôìçôéêÞ äéáóðïñÜ). Åßíáé åðïìÝíùò
öáíåñü üôé ç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ c(x, t) åßíáé óôáèåñÞ: c(x, t) = c0 ãéá x > 0 êáé ìÝ÷ñé ôç èÝóç x
ðïõ êáôÜöåñå íá öèÜóåé, åðáíáëáìâÜíåôáé áðëÜ ìå ôçí êßíçóç ôïõ íåñïý ôïõ õäáôïññåýìáôïò
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(ìå ôá÷ýôçôá V ), äçëáäÞ ðáñáóõñüìåíïò áðü ôï íåñü. Ç èÝóç áõôÞ x åßíáé ðñïöáíþò ßóç ìå Vt,
üðùò äçëþíåôáé êáé óôçí ôåëåõôáßá óôÞëç ôçò ëýóåùò (10.2.30).

Ìå Üëëá ëüãéá ç äéá÷ùñéóôéêÞ äéáôïìÞ x ôïõ õäáôïññåýìáôïò ìåôáîý ôçò ðåñéï÷Þò ñïÞò ôïõ
ðïõ Ý÷åé ñõðáíèåß êáé ôçò êáèáñÞò ðåñéï÷Þò ñïÞò êéíåßôáé ìå ôá÷ýôçôá V (ìå áñ÷Þ ôç èÝóç x = 0).
¢ñá êáé ï ðáñáôçñçôÞò ðïõ êéíåßôáé ìå áêñéâþò ôçí ßäéá ôá÷ýôçôá V êáé äéåýèõíóç (äéåýèõíóç ôçò
ñïÞò ðñïò ôá èåôéêÜ x, ðñïò ôçí åêâïëÞ ôïõ õäáôïññåýìáôïò) âñßóêåôáé óõíå÷þò ðáñÜðëåõñá,
óôçí ßäéá èÝóç x = Vt ìå ôç äéá÷ùñéóôéêÞ áõôÞ äéáôïìÞ, êáèþò ç ñýðáíóç ðñï÷ùñÜåé ìå ôç ñïÞ
ôïõ íåñïý êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò. Óçìåéþíåôáé åðßóçò ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.2.4),
ç ïðïßá äçëþíåé ôç óõíå÷Þ äéáôÞñçóç ôïõ ñýðïõ óå óôáèåñü «åðßðåäï», óå óôáèåñÞ «óôÜèìç»,
óõãêÝíôñùóç c0 óôçí áñ÷Þ x = 0 ôùí ìåôñÞóåùí ôçò èÝóåùò x êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò.

Óýìöùíá ìå üëåò áõôÝò ôéò ðáñáôçñÞóåéò, ôï áðïôÝëåóìá ãéá ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ
c(x, t) óôç ëýóç (10.2.30), ðïõ âñÝèçêå ìáèçìáôéêÜ, åßíáé áðüëõôá óùóôü êáé áðü öõóéêÞò áðü-
øåùò. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ðïëý áðëü, åéóáãùãéêü ðñüâëçìá åðéëýóåùò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (ìüëéò ðñþôçò ôÜîåùò) õðü áñ÷éêÞ êáé óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (äýï óõíèÞêåò)
ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ç åðßëõóç áõôÞ áðÝâëåðå êõñßùò óôçí åðßäåéîç êáé
ôçí êáôáíüçóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ü÷é óôç ìáèçìáôéêÞ ðïëõðëïêü-
ôçôá ôùí áðïôåëåóìÜôùí. ¸ôóé êé áëëéþò åßíáé üìùò ðÜñá ðïëý êáëü ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü
íá åëÝã÷åé êáé áðü öõóéêÞò áðüøåùò ôçí éó÷ý ìáèçìáôéêþí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ âñßóêåé óå üóï
âáèìü ôïýôï åßíáé åöéêôü. ÅéäéêÜ óôï ðáñüí ðñüâëçìá ôçò åîéóþóåùò ìåôáãùãÞò ñýðïõ, ï öõóé-
êüò áõôüò Ýëåã÷ïò õðÞñîå, üðùò ìüëéò åßäáìå, áðüëõôá êáôïñèùôüò êáé áðëüò. Ìéëþíôáò ãåíéêÜ
üìùò, ï Ýëåã÷ïò áõôüò äåí åßíáé ôüóï åýêïëïò êáé áðáéôåß óõ÷íÜ ó÷åôéêÞ åìðåéñßá åê ìÝñïõò ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

B10.2.8. Ëýóç ìå (áñ÷éêü) ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò ôç èÝóç x

¼ðùò äéáðéóôþóáìå Þäç, ôï áðïôÝëåóìá (10.2.30) ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ
óôï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò åßíáé ðëÞñåò êáé ïñèü. Åíôïýôïéò ãéá åêðáéäåõôéêïýò ëüãïõò èá
ðåñéãñÜøïõìå êáé ôç äõíáôüôçôá ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ùò ðñïò ôç èÝóç x (áñ÷éêÜ åííïåßôáé)
áíôß ãéá ôï ÷ñüíï t. Ç ìåôáâëçôÞ x Ý÷åé õðïôåèåß êáé áõôÞ üôé êåßôáé óôï äéÜóôçìá [0,∞) (áêñéâþò
üðùò êáé ï ÷ñüíïò t). Åðßóçò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.2.2) ðïõ åîåôÜæåôáé

∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= 0, c = c(x, t), x > 0, t > 0, (10.2.31)

óõíïäåýåôáé öõóéêÜ áðü ôéò äýï ó÷åôéêÝò óõíèÞêåò: (á) ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (10.2.3) ãéá t = 0 êáé
(â) ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.2.4) ãéá x = 0. ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôéò äýï áõôÝò óõíèÞêåò

c(x, 0) = 0, x > 0, c(0, t) = c0, t > 0. (10.2.32)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí ðïõ Ý÷ïõìå äéáèÝóéìï ðñïò åðßëõóç.
Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.31) åßíáé ãñáììéêÞ êáé ìå óôáèåñü óõíôåëåóôÞ:
ôçí ôá÷ýôçôá V . ¢ñá ãéá ôçí åîßóùóç (10.2.2) Þ (10.2.31) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò ôçò êáôÜ Laplace ùò
ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x åßíáé åðßóçò áðüëõôá åöéêôüò.

Äéáôçñïýìå ôï óõìâïëéóìü Lx ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò ôç èÝóç x êáé åðßóçò
ôï óýìâïëï p ãéá ôç ìåôáâëçôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý áõôïý. Áõôü áêñéâþò Þäç åðéëÝîáìå íá
êÜíïõìå ðéï ðÜíù ãéá ôï ÷ùñéêü ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò, ðïõ áöïñïýóå óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (10.2.10) êáé óôç ó÷åôéêÞ ÷ùñéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç (10.2.11). Èåùñïýìå ôþñá ôï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Laplace (ùò ðñïò ôç èÝóç x, ü÷é ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) ôçò óõãêåíôñþóåùò c(x, t) ôïõ ñýðïõ
óýìöùíá ìå ôï âáóéêü ôýðï (10.1.1) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

C̃(p, t) = Lx{c(x, t)} =
∫ ∞

0
e−px c(x, t) dx. (10.2.33)



258 (ÊåöÜëáéï B10) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Ï ôýðïò áõôüò åßíáé áðüëõôá áíÜëïãïò ìå ôïí ôýðï (10.2.5). Ôþñá üìùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace Ý÷åé ãßíåé ùò ðñïò ôç èÝóç x áíôß ãéá ôï ÷ñüíï t. ¸÷åé åðßóçò ÷ñçóéìïðïéçèåß íÝï óýìâïëï,
ôï C̃, áíôß ôïõ C ãéá ôïí åíôåëþò äéáöïñåôéêü ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ðïõ èá ðñïêýøåé. Ôþñá
óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôïí ôýðï (10.2.6) Ý÷ïõìå åðßóçò

Lx

{
∂c
∂x

}
=
∫ ∞

0
e−px ∂c(x, t)

∂x
dx = pC̃(p, t)− c(0, t) = pC̃(p, t)− c0 (10.2.34)

ëüãù ôçò óõíïñéáêÞò (ôçò äåýôåñçò) óõíèÞêçò (10.2.32): c(0, t) = c0. ¸ôóé ëÜâáìå õðüøç êáé ôç
óõíèÞêç áõôÞ. Åðßóçò óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôïí ôýðï (10.2.7) ôþñá Ý÷ïõìå

Lx

{
∂c
∂t

}
=
∫ ∞

0
e−px ∂c(x, t)

∂t
dx = ∂

∂t

∫ ∞

0
e−px c(x, t) dx = ∂C̃(p, t)

∂t
. (10.2.35)

×ñçóéìïðïéïýìå êáé ôïõò äýï ðéï ðÜíù ôýðïõò: (10.2.34) êáé (10.2.35) êáôÜ ôï ìåôáó÷çìá-
ôéóìü Laplace ùò ðñïò x ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò (10.2.31), ðïõ áðïôåëåß åðáíÜëçøç ôçò
(10.2.2). Ó÷çìáôßæïõìå Ýôóé ôçí åîÞò óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

∂C̃(p, t)
∂t

+ V
[
pC̃(p, t)− c0

]
= 0, t > 0. (10.2.36)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ï ÷ñüíïò t. ÐáñïõóéÜæåôáé åðßóçò (óáí ðáñÜìå-
ôñïò) ç ìåôáâëçôÞ p ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace Lx ùò ðñïò x. Ç åîßóùóç áõôÞ (10.2.36) ìå ôç
÷ñÞóç ôïõ óõìâïëéóìïý

C̃∗(t) := C̃(p, t) (10.2.37)

ãñÜöåôáé êáé óôçí éóïäýíáìç êáé ßóùò ëßãï ðéï êáôáíïçôÞ ãéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìïñöÞ

dC̃∗(t)
dt

+ pVC̃∗(t) = c0V , t > 0. (10.2.38)

Ðñüêåéôáé áóöáëþò ãéá ìéá óõíÞèç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áëëÜ ìç ïìïãåíÞ óå áíôßèåóç
ìå ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç (10.2.10) óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, ç ïðïßá
Þôáí ïìïãåíÞò. Ôþñá üìùò åßíáé ïìïãåíÞò ç ó÷åôéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç (ðñáãìáôéêÜ áñ÷éêÞ áõôÞí
ôç öïñÜ, ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t)

Lx{c(x, 0)} = C̃(p,0) ≡ C̃∗(0) = 0. (10.2.39)

Ç áñ÷éêÞ áõôÞ óõíèÞêç ðñïÞëèå áðü ôçí ðñþôç áðü ôéò óõíèÞêåò (10.2.32): ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
c(x, 0) = 0, ðïõ ìðïñåß âÝâáéá êáé áõôÞ íá ìåôáó÷çìáôéóèåß êáôÜ Laplace ùò ðñïò ôç èÝóç x.

Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ìç ïìïãåíÞ
óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.2.38) åßíáé ç óõíÜñôçóç Ae−pVt ìå ôï A áõèáßñåôç óôáèåñÜ. Áõôü
äéáðéóôþíåôáé ðÜñá ðïëý åýêïëá, ð.÷. ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜ-
óåùò, ðïõ ïäçãåß ôåëéêÜ óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p1(ì) = ì + pV = 0, ïðüôå ì = ì1 = −pV .
Óôç óõíÝ÷åéá ìéá ìåñéêÞ (åéäéêÞ) ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.2.38)
åýëïãá åðéëÝãåôáé óáí óôáèåñÜ. Ðñïêýðôåé Üìåóá ç óôáèåñÞ ìåñéêÞ ëýóç c0V /( pV ) = c0 /p. ¢ñá
ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.2.38) åßíáé ç åîÞò:

C̃∗(t) ≡ C̃(p, t) = A(p)e−pVt + c0
p

. (10.2.40)

Óôç óõíÝ÷åéá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (10.2.39) (ãéá t = 0) äéáðéóôþíåôáé Üìåóá áðü
ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (10.2.40) üôé A(p)+ c0 /p = 0 (ãéá t = 0). Áñá A(p) = −c0 /p, ïðüôå ç ëýóç ôïõ
ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (10.2.38) êáé (10.2.39) åßíáé ç åîÞò:

C̃∗(t) ≡ C̃(p, t) = c0
p

(
1− e−pVt) . (10.2.41)
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ÁðïìÝíåé ç áíôéóôñïöÞ, L−1
x , ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý áõôïý Laplace ãéá ôçí åðÜíïäï óôç èÝóç x

áíôß ãéá ôç ó÷åôéêÞ ìåôáâëçôÞ p ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå. Èá ãßíåé
÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (10.2.29), ï ïðïßïò Þäç áðïäåß÷èçêå êáé åßíáé Ýôóé êé áëëéþò ðïëý ãíùóôüò. Ôï
ãñÜöïõìå óôçí áêüëïõèç éóïäýíáìç ìïñöÞ ôïõ (ìå p áíôß s êáé ìå x áíôß t):

L−1
x

{
e−ap

p

}
= Ç(x − a), p > 0, a ≥ 0. (10.2.42)

Ôþñá ãéá a = Vt (V > 0) ó’ áõôüí ôïí ôýðï (ðñïçãïõìÝíùò Þôáí a = x/V ) ðñïêýðôåé åýêïëá áðü
ôç ëýóç (10.2.41) üôé

c(x, t) = L−1
x {C̃(p, t)} = c0[1− H(x − Vt)] =

{
c0, x < Vt ⇐⇒ t > x/V

0, x > Vt ⇐⇒ t < x/V
. (10.2.43)

Ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíåôáé üôé áõôü ôï áðïôÝëåóìá ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ óôï
õäáôüññåõìá óõìðßðôåé áðüëõôá (êáé áíáìåíüôáí áóöáëþò áõôü!) ìå ôï áðïôÝëåóìá (10.2.30).
Ôï áðïôÝëåóìá (10.2.30) ôï åß÷áìå âñåß ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá ìåôáãùãÞò ñýðïõ óå õäáôüññåõìá
Ý÷ïíôáò ÷ñçóéìïðïéÞóåé ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t áíôß ùò ðñïò ôç èÝóç x åí
ðñïêåéìÝíù. Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé áíôß ãéá ôï 1 èá ìðïñïýóáìå ðñïöáíþò íá åß÷áìå èÝóåé
L−1

x {1/p} = H(x) óôçí ðáñáðÜíù ëýóç (10.2.43) ÷ùñßò âÝâáéá äéáöïñÜ óôï áðïôÝëåóìá ãéá x > 0.

Ïé ìáèçìáôéêÝò ëýóåéò (10.2.30) êáé (10.2.43) óõìðßðôïõí åðïìÝíùò, ðáñüëï ðïõ Ý÷ïõí ðñï-
êýøåé ëßãï äéáöïñåôéêÝò óôç ãñáöÞ ôïõò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùòH ôïõHeaviside,
äçëáäÞ c0 H(t − x/V ) óôç ëýóç (10.2.30) Ýíáíôé c0[1− H(x − Vt)] óôç ëýóç (10.2.43).

B10.3. Ó×ÏËÉÁ ÃÉÁ ÔÇ ×ÑÇÓÇ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ LAPLACE

ÌåôÜ ôï ðéï ðÜíù áñ÷éêü ðáñÜäåéãìá ÷ñÞóåùò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí åðßëõóç
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìðïñïýìå íá áíáöÝñïõìå ôá åîÞò ó÷åôéêÜ ó÷üëéá:

• Ç åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óå ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ïìïãåíÞ Þ ìç ïìïãåíÞ, áëëÜ ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìå äýï áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò, ùò ðñïò ìßá áðü ôéò ìåôáâëçôÝò áõôÝò åðéôñÝðåé ôç ìåôáôñïðÞ ôçò óå óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ (Ýóôù ç t Þ ç x) ùò ðñïò ôçí ïðïßá ãßíåôáé
ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ðñÝðåé íá åßíáé óôï äéÜóôçìá [0,∞) (ð.÷. t ≥ 0 Þ x ≥ 0). Áõôü
åßíáé áíáãêáßï ëüãù ôïõ ïñéóìïý (10.1.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôï äéÜóôçìá áõôü:

U(s) = L{u(t)} =
∫ ∞

0
e−st u(t) dt. (10.3.1)

ÌåìïíùìÝíá óçìåßá t = bi ôïõ äéáóôÞìáôïò [0,∞) ãåíéêÜ äåí åðçñåÜæïõí ôï áðïôåëÝóìá
ôçò ïëïêëçñþóåùò óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Åîáéñïýíôáé üìùò êáé åðçñåÜæïõí ôï áðï-
ôÝëåóìá ôá óçìåßá t = bi üðïõ ç ìåôáó÷çìáôéæüìåíç óõíÜñôçóç ðáñïõóéÜæåé éäéïìïñößåò ìå
áðåéñéóìïýò ôýðïõ óõíáñôÞóåùò äÝëôá ôïõ Dirac: ä(t− bi) Þ êáé éó÷õñüôåñåò, üðùò ìå ôçí
ðáñÜãùãï ä′(t−bi) ôçò óõíáñôÞóåùò äÝëôá ôïõ Dirac. ÔÝôïéåò éäéïìïñößåò ðáñïõóéÜæïíôáé
ìåñéêÝò öïñÝò óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÊëáóéêÜ ó÷åôéêÜ ðáñáäåßãìáôá
áðïôåëïýí ôá óõãêåíôñùìÝíá öïñôßá Pi (ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå óõíáñôÞóåéò ä(x − bi)) êáé ïé
ñïðÝò Mi (ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå óõíáñôÞóåéò ä′(x−bi)) óå «êáôáíåìçìÝíç» öüñôéóç óõíÞèùí
äïêþí. Óôéò åéäéêÝò áõôÝò ðåñéðôþóåéò åðçñåÜæåôáé ç ïëïêëÞñùóç ôïõ ôýðïõ (10.3.1) êáé
êáô’ åðÝêôáóç ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) = L{u(t)} ðïõ ïñßæåôáé áðü ôïí ôýðï áõôü.

• ÐÝñá áðü ôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôçò
ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðñÝðåé íá ìåôáó÷çìáôéóèïýí êáé üóåò óõíèÞêåò ôç
óõíïäåýïõí êáé ðåñéëáìâÜíïõí ôçí ßäéá áêñéâþò ìåôáâëçôÞ. ÔÝôïéåò óõíèÞêåò åßíáé, ð.÷., ïé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùòðñïò ôï ÷ñüíï t. Åßíáé åðßóçò ïé áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò ãéá ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò ôç èÝóç x. Ïé õðüëïéðåò óõíèÞêåò, äçëáäÞ
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áõôÝò ðïõ äåí ðåñéëáìâÜíïõí ñçôÜ ôç ìåôáâëçôÞ ùò ðñïò ôçí ïðïßá ãßíåôáé ï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìüò Laplace, äå ìðïñïýí áóöáëþò íá ìåôáó÷çìáôéóèïýí êáôÜ Laplace. ËáìâÜíïíôáé
üìùò êáé áõôÝò ðëÞñùò õðüøç óõíÞèùò êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïõ ðñïóäéïñéóìïý ôùí ìåôá-
ó÷çìáôéóìþí Laplace ôùí áíáãêáßùí ðáñáãþãùí ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò ùò ðñïò ôçí
ßäéá ìåôáâëçôÞ ùò ðñïò ôçí ïðïßá Ýãéíå ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace.

• Óå ðåñßðôùóç äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí (ð.÷. ôùí x êáé t), ç ãñáììéêÞ óõíÞèçò äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé ìðïñåß íá åðéëõèåß ìå ìéá áðü ôéò ó÷åôéêÝò ìåèüäïõò. ÔÝôïéá
ìÝèïäïò åßíáé, ð.÷., ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ãéá ìéá ïìïãåíÞ óõíÞèç äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç. Ãéá ìç ïìïãåíÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ç ìÝèïäïò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò ðñÝðåé íá óõíäõáóèåß êáôÜ ðñïôßìçóç ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõ-
íôåëåóôþí (åÜí áõôÞ åßíáé åöáñìüóéìç) Þ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. Ç ìÝèïäïò ôçò
ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí åßíáé ãåíéêüôåñç, áëë’ Ý÷åé êáé õøçëüôåñï õðïëïãéóôéêü êüóôïò.

• Óôçí ßäéá ðåñßðôùóç (áõôÞ ôùí äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí) ìðïñåß íá ãßíåé êáé äåý-
ôåñç åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ðñïöáíþò ç äåýôåñç áõôÞ åöáñìïãÞ ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðñÝðåé íá ãßíåé ùò ðñïò ôçí Üëëç ìåôáâëçôÞ ôþñá, ü÷é áõôÞ ðïõ
÷ñçóéìïðïéÞèçêå áñ÷éêÜ. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ ðñþôïõ ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Laplace áíÜãåôáé óå áðëÞ ãñáììéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç ìå Ýíá Üãíùóôï ðïõ
åðéëýåôáé Üìåóá. ÂÝâáéá áõôü ïöåßëåôáé óôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ ðñïÝêõøå ìåôÜ ôçí ðñþôç åöáñìïãÞ ôïõ ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò. (ÅíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá áðïôåëåß áóöáëþò
ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò êáé áíÜëïãùí ìåèüäùí, üðùò Þäç
áíáöÝñèçêå.) Óå ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç, áõôÞ ôçò äéðëÞò åöáñìïãÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace, åßíáé áíáãêáßï, õðï÷ñåùôéêü íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé äéáöïñåôéêü óýìâïëï ãéá ôç ìå-
ôáâëçôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Äåí åðéôñÝðåôáé ìå êáíÝíáí ôñüðï íá ãßíåé ÷ñÞóç
ôïõ ßäéïõ óõìâüëïõ ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå áñ÷éêÜ: óôïí ðñþôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Ãéá
ðáñÜäåéãìá, áí óôïí ðñþôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß ôï óõíçèéóìÝíï
óýìâïëï s, óôï äåýôåñï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ôï óýìâïëï p Þ
ôï óýìâïëï ó Þ êÜðïéï Üëëï (êáé ïðùóäÞðïôå äéáöïñåôéêü áðü ôï óýìâïëï s) óýìâïëï.

• ÌåôÜ ôçí åýñåóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áðáéôåßôáé áóöáëþò êáé ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý áõôïý. ¸ôóé èá õðÜñîåé åðéóôñïöÞ óôçí áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ, ð.÷. ôçí t Þ ôçí x.
Áóöáëþò ìåôÜ áðü ìéá äéðëÞ ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ð.÷. ðñþôá ùò ðñïò t
êáé ìåôÜ ùò ðñïò x, áðáéôåßôáé êáé äéðëÞ áíôéóôñïöÞ, ð.÷. ðñþôá ãéá íá åðáíÝëèïõìå
óôçí áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ x êáé ìåôÜ, áíÜëïãá, ãéá ôç ìåôáâëçôÞ t óôçí ðáñáðÜíù ðåñß-
ðôùóç. Ç áíôéóôñïöÞ áõôÞ ðåôõ÷áßíåôáé óõíÞèùò ìå ôç ÷ñÞóç ãíùóôþí éäéïôÞôùí ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ãíùóôþí ìåèüäùí (üðùò åßíáé ç áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá)
óå óõíäõáóìü ìå ãíùóôïýò ôýðïõò ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace óõíáñôÞóåùí ðïõ
ðáñïõóéáæüíôáé óõ÷íÜ êáé ôïõò áíôéóôñüöïõò ôïõò. ÔÝôïéá æåýãç ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace
êáé áíôéóôñüöùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace âñßóêïíôáé äéáèÝóéìá õðü ôç ìïñöÞ óõíïðôé-
êþí Þ åêôåíþí ðéíÜêùí, üðùò åßíáé ï Ðßíáêáò Á10.2 óôï ôÝëïò ôïõ Êåöáëáßïõ Á10 ôïõ
ÌÝñïõò Á. ÅëÜ÷éóôïé áðü ôïõò ôýðïõò áõôïýò áíáöÝñèçêáí êáé åäþ óôçí åéóáãùãéêÞ Åíü-
ôçôá Â10.1 (ôýðïé (10.1.9) Ýùò êáé (10.1.12)). Óå äýóêïëåò ðåñéðôþóåéò áðáéôïýíôáé åéäéêÝò
ôå÷íéêÝò ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ ãíùóôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s). Ç óçìáíôéêüôåñç áðü
áõôÝò âáóßæåôáé óôïí õðïëïãéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ãéá ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace óôï ìéãáäéêü åðßðåäï. ¸íáò ôÝôïéïò õðïëïãéóìüò ðñáãìáôïðïéåßôáé ìå ôç âïÞèåéá
ôçò ìåèüäïõ ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí óôçÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç: ÌÝñïò Ä, ÊåöÜëáéï Ä6,
Åíüôçôá Ä6.5. Äõóôõ÷þò üìùò ç ìÝèïäïò áõôÞ äå ìðïñåß íá ÷áñáêôçñéóèåß óáí éäéáßôåñá
áðëÞ ìÝèïäïò. Áõôü, äçëáäÞ ç áíôéóôñïöÞ åíüò äéáèÝóéìïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óå
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ìÜëëïí äýóêïëåò ðåñéðôþóåéò, áðïôåëåß óçìáíôéêü ìåéïíÝêôçìá ôçò ÷ñÞóåùò ôçò ìåèüäïõ
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

• Ãåíéêåýïõìå ôþñá óôçí ðåñßðôùóç ðáñïõóßáò ðÜíù áðü äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí
óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ð.÷. ôùí t, x êáé y. Óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ êÜèå ìßá åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (ð.÷. ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ðñþôá)
áðáëëÜóóåé ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áðü ôç ó÷åôéêÞ áíåîÜñ-
ôçôç ìåôáâëçôÞ (ð.÷. ôï ÷ñüíï t). Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò, áëëÜ ìå ìéá ëéãüôåñç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, ð.÷. äýï ìüíï ìåôáâëçôÝò x êáé y
óôï ðéï ðÜíù ðáñÜäåéãìá. Äåí ðñÝðåé íá ëçóìïíïýíôáé öõóéêÜ êáé ïé áñ÷éêÝò êáèþò êáé
ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò! Óôç óõíÝ÷åéá, åÜí ôïýôï åßíáé åöéêôü, ìðïñåß íá ãßíåé êáé äåýôåñïò
ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace (ð.÷. ùò ðñïò x), ãéá íá åîáëåéöèåß êáé áõôÞ ç áíåîÜñôçôç ìåôá-
âëçôÞ áðü ôç íÝá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (Óôï ðéï ðÜíù ðáñÜäåéãìá
áðïìÝíåé Ýôóé ìüíï ç ìåôáâëçôÞ y.) ÁõôÜ éó÷ýïõí âÝâáéá áðïêëåéóôéêÜ óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò âñßóêïíôáé óôï äéÜóôçìá [0,∞) ìüíï, þóôå íá åßíáé åöáñ-
ìüóéìç ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÓõíÞèùò áõôü ðñÜãìáôé éó÷ýåé ùò ðñïò
ôï ÷ñüíï t áðëÜ ìå åðéëïãÞ ôçò áñ÷éêÞò ÷ñïíéêÞò óôéãìÞò óáí t = 0. Áíôßèåôá, äéÜóôçìá
ìåôáâëçôÞò [0,∞) óõíÞèùò äåí éó÷ýåé ãéá ôéò ÷ùñéêÝò ìåôáâëçôÝò x, y êáé z (ôéò ÊáñôåóéáíÝò
óõíôåôáãìÝíåò). Åîáßñåóç áðïôåëïýí ïé çìéÜðåéñåò ðåñéï÷Ýò (ôïõëÜ÷éóôïí ðñïóåããéóôéêÜ),
üðùò Þôáí ôï õäáôüññåõìá óôçí ðñïçãçèåßóá åöáñìïãÞ ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò
óôçí Åíüôçôá Â10.2 ìå x ≥ 0. Ìðïñïýìå åðßóçò ðñïóåããéóôéêÜ íá èåùñÞóïõìå çìéÜðåéñç
(x ≥ 0) ìéá åðéìÞêç ñÜâäï (óå áîïíéêÞ Þ óå óôñåðôéêÞ äõíáìéêÞ êáôáðüíçóç) Þ äïêü (óå
êáìðôéêÞ Þ/êáé óýíèåôç äõíáìéêÞ êáôáðüíçóç, ð.÷. áîïíéêÞ êáé êáìðôéêÞ äõíáìéêÞ êáôáðü-
íçóç ôáõôü÷ñïíá). Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôï Ýäáöïò óôï ðáñÜäåéãìá ôçò åðüìåíçò Åíüôçôáò
Â10.4. Êáé ôï Ýäáöïò èá ôï èåùñÞóïõìå çìéÜðåéñï (z ≥ 0) ìå z = 0 ôçí åðéöÜíåéá ôçò ãçò.

• ÁñêåôÝò öïñÝò ìéá ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ x èåùñåßôáé óôï Üðåéñï äéÜóôçìá ( − ∞,∞), üðùò
óå Ýíá õäáôüññåõìá ìå −∞ < x < ∞. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áíôß ãéá ôï ìåôáó÷çìáôé-
óìü Laplace êáôÜëëçëïò åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier. Åßíáé êáé áõôüò ïëïêëçñùôéêüò
ìåôáó÷çìáôéóìüò, áëëÜ ìå ïëïêëÞñùóç óôï äéÜóôçìá ( − ∞,∞). Ó÷åôéêÝò åöáñìïãÝò (ìå
ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier) èá ðáñïõóéáóèïýí óôï åðüìåíï Êå-
öÜëáéï Â11. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ìðïñïýìå íá
ìåëåôÞóïõìå ôï ðñüâëçìá ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò óõãêåíôñþóåùò ñýðïõ c(x, t) óå õäáôüñ-
ñåõìá Üðåéñïõ ìÞêïõò (−∞ < x < ∞) ìå áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ôçí t = 0 (äçëáäÞ ãéá t > 0).
Óõ÷íÜ ìðïñïýìå íá ìåôáôñÝøïõìå ôç ó÷åôéêÞ ïìïãåíÞ Þ ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (ðïõ õðïôßèåôáé ãñáììéêÞ êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò) óå óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Áõôü ôï êáôïñèþíïõìå åßôå (á) ìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier ùò ðñïò ôç èÝóç x (ìå−∞ < x < ∞) åßôå (â) ìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t (ìå 0 < t < ∞). ÅÜí èÝëïõìå ôåëéêÜ íá êáôáëÞîïõìå óå ìéá
ãñáììéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç ìå Ýíá ìüíï Üãíùóôï, ôüôå ÷ñçóéìïðïéïýìå óõíäõáóìü ôùí
äýï áõôþí ìåôáó÷çìáôéóìþí. ÊÜíïõìå äçëáäÞ ÷ñÞóç êáé ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier êáé
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace Þ ìå áíôßóôñïöç óåéñÜ óôçí ðáñïýóá åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáé
óå áíÜëïãåò ðåñéðôþóåéò.

• Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé óôçí åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí åîßóùóç ôçò
ìåôáãùãÞò ñýðïõ ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Â10.2 ðáñïõóéÜóèçêå êáé ç äéðëÞ åöáñìïãÞ
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (êáé ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t êáé ùò ðñïò ôç èÝóç x). Ç äéðëÞ áõôÞ
åöáñìïãÞ õðÞñîå äõíáôÞ óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç ðïõ Ýãéíå üôé 0 < t < ∞ êáé åðßóçò üôé
0 < x < ∞. ÅÜí üìùò ôï õäáôüññåõìá åß÷å õðïôåèåß Üðåéñï êáé ðñïò ôéò äýï äéåõèýíóåéò
(−∞ < x < ∞), ôüôå èá Ýðñåðå íá åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier áíôß ãéá
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplaceùòðñïò x. Ãéá íá åßìáóôå êÜðùòóáöÝóôåñïé, áò áíáöÝñïõìå üôé
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ìðïñåß ðñáãìáôéêÜ ôï õäáôüññåõìá íá áöïñÜ (ðñïóåããéóôéêÜ âÝâáéá) óôï Üðåéñï ÷ùñéêü
äéÜóôçìá −∞ < x < ∞, áëë’ åìåßò áðëÜ íá åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôï ôß ãßíåôáé ùò ðñïò ôç
óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ ìüíï óôï çìéÜðåéñï ÷ùñéêü äéÜóôçìá 0 < x < ∞. Áõôü
ìðïñåß íá éó÷ýåé åßôå ãéáôß äåí Ý÷ïõìå óôïé÷åßá ìåôñÞóåùí ãéá ôï äéÜóôçìá−∞ < x < 0 åßôå,
ðïëý áðëïýóôåñá, ãéáôß äå ìáò åíäéáöÝñåé ôï çìéÜðåéñï áõôü äéÜóôçìá−∞ < x < 0. Ôïýôï
ìðïñåß íá óõìâáßíåé êõñßùò åðåéäÞ ç ðçãÞ ôïõ ñýðïõ (ð.÷. ìéá âéïìç÷áíßá Þ Ýíá åñãïôÜîéï)
ðïõ äéáèÝôåé, êáëþò Þ êáêþò (ìÜëëïí ôï äåýôåñï), ôá áðüâëçôÜ ôïõ óôï õäáôüññåõìá
âñßóêåôáé äßðëá óôç èÝóç x = 0. ÅðïìÝíùò ç êýñéá ðåñéï÷Þ óõãêåíôñþóåùò ôïõ ñýðïõ
(Ýóôù êáé áí õðÜñ÷åé êÜðïéá ìéêñÞ äéÜ÷õóÞ ôïõ) èá åßíáé ôï äéÜóôçìá x > 0, äçëáäÞ êáôÜ
ôçí êáôåýèõíóç ôçò ñïÞò ôïõ õäáôïññåýìáôïò. Ïé äéáèÝóéìåò ìåôñÞóåéò ãéá ôéò óõíïñéáêÝò
ôéìÝò èá áöïñïýí óôç èÝóç x = 0, äçëáäÞ óôç èÝóç «äéáèÝóåùò», óôçí ðçãÞ ôïõ ñýðïõ.

B10.4. ÌÅÔÁÄÏÓÇ ÈÅÑÌÏÔÇÔÁÓ ÓÔÏ ÅÄÁÖÏÓ

B10.4.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí

Óôï ðñïðñïçãïýìåíï EäÜöéï Â10.2 ìåëåôÞóáìå ôçí åîßóùóç (10.2.2) ôçò ìåôáãùãÞò ñýðïõ
óå õäáôüññåõìá óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ. ÕðïèÝóáìå ìÜëéóôá áðïêëåéóôéêÜ ìåôáãùãÞ
ôïõ ñýðïõ ìå ôç ñïÞ ÷ùñßò äéÜ÷õóÞ ôïõ (ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç) ïýôå êáé áðïäüìçóÞ ôïõ. Ç ó÷åôéêÞ
åîßóùóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ (10.2.2), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= 0, c = c(x, t), x > 0, t > 0. (10.4.1)

Ðñüêåéôáé äçëáäÞ ãéá ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèå-
ñïýò óõíôåëåóôÝò (ôç ìïíÜäá êáé ôçí ôá÷ýôçôá ñïÞò V ôïõ íåñïý). Åßíáé åðßóçò ðñþôçò ôÜîåùò
äçëáäÞ ìå ôçí ðáñïõóßá ìÝ÷ñé êáé ðñþôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí êáé ùò ðñïò ôéò äýï áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò: ôéò t êáé x. ¹ôáí Ýíá ðÜñá ðïëý áðëü ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí óôéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ëýóç ôç (10.2.30) Þ ôç (10.2.43). Ç ëýóç áõôÞ
ðñïóäéïñßóèçêå ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí Åíüôçôá Â10.2. Ç
ßäéá ëýóç (10.2.30) Þ (10.2.43) åêöñÜóèçêå êáôáñ÷Þí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìïíáäéáßáò âçìáôéêÞò óõ-
íáñôÞóåùò H ôïõ Heaviside. Óôç óõíÝ÷åéá åêöñÜóèçêå êáé ìå äéÜêñéóç äéáóôçìÜôùí (ùò ðñïò
ôç èÝóç x Þ ôï ÷ñüíï t: (á) x < Vt (ðñïò ôï óçìåßï äéáèÝóåùò ôïõ ñýðïõ x = 0) Þ, éóïäýíáìá,
t > x/V (ãéá ìåãÜëåò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t) êáé (â) x > Vt (ðñïò ôçí åêâïëÞ ôïõ õäáôïññåýìáôïò) Þ,
éóïäýíáìá, t < x/V (ãéá ìéêñÝò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t).

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óå Ýíá ðñüâëçìáÌåôáäüóåùòÈåñìüôçôáò (Þ Äéáäüóåùò
Èåñìüôçôáò). Ôï ðñüâëçìá áõôü èá áöïñÜ âÝâáéá óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò,
ãñáììéêÞ, ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ïìïãåíÞ, üðùò áêñéâþò Þôáí êáé ç (10.4.1), áëëÜ ôþñá
äåõôÝñáò ôÜîåùò. ÄçëáäÞ èá õðÜñ÷åé êáé äåõôÝñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò. Åðßóçò ç ëýóç ôïõ ðñï-
âëÞìáôïò ðïõ èá åîåôÜóïõìå äå èá åßíáé ïýôå áðëÞ (èá ðåñéëáìâÜíåé ôç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò
erf Þ/êáé ôç óõìðëçñùìáôéêÞ ôçò erfc) ïýôå ðñïöáíÞò.

Ç åîßóùóç ðïõ äéÝðåé ôï öáéíüìåíï ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò (Þ äéáäüóåùò èåñìüôçôáò
Þ ñïÞò èåñìüôçôáò Þ áãùãÞò èåñìüôçôáò Þ áêüìç êáé äéá÷ýóåùò èåñìüôçôáò) óôïí ïìþíõìï
åðéóôçìïíéêü êëÜäï (ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò) åßíáé ç ãåíéêÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò. Ç åîßóùóç
ôçò äéá÷ýóåùò åßíáé Þäç ãíùóôÞ áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.4. Óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z) êáé
ìå t ôï ÷ñüíï ç åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

∇2u(x, y, z, t) = 1
ê

∂u(x, y, z, t)
∂t


⇒ ∇2u(x, y, z, t) = 1
a2

∂u(x, y, z, t)
∂t

. (10.4.2)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ (10.4.2) ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, y, z, t) ðáñéóôÜíåé ôç èåñìïêñáóßá êáé ê
åßíáé Ýíáò óõíôåëåóôÞò ìåôáäüóåùò ôçò èåñìüôçôáò (ê > 0). ×Üñç äéåõêïëýíóåùò, äçëáäÞ ãéá íá
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áðïöåõ÷èïýí ïé ó÷åôéêÝò ôåôñáãùíéêÝò ñßæåò êáôÜ ôçí åðßëõóç, ôï óõíôåëåóôÞ áõôü ê ôï èÝóáìå
ßóï ìå a2, äçëáäÞ ê = a2 (ìå a > 0).

Åäþ èá åîåôÜóïõìå ôï ðñüâëçìá ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò åíôüò ôïõ åäÜöïõò ãéá ÷ñïíéêÝò
óôéãìÝò t > 0. Ãéá áðëüôçôá õðïèÝôïõìå ôï Ýäáöïò óõíå÷Ýò êáé ïìïãåíÝò ìÝóïí ìå ìåôÜäïóç ôçò
èåñìüôçôáò ìüíï êáôÜ ôçí êáôáêüñõöç äéåýèõíóç z ìå z = 0 óôçí åðéöÜíåéá ôïõ åäÜöïõò êáé
z > 0 åíôüò ôïõ åäÜöïõò. ÄçëáäÞ ôï óýìâïëï z äçëþíåé ôï âÜèïò ìÝóá óôï Ýäáöïò (0 ≤ z < ∞)
ìå èåôéêü ðñüóçìï ðñïò ôï åóùôåñéêü ôçò ãÞò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç ãåíéêÞ åîßóùóç ôçò
äéá÷ýóåùò (10.4.2) éó÷ýåé êáé óôï öáéíüìåíï ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò. ÌÜëéóôá ç ìåëÝôç ôïõ
öáéíïìÝíïõ áõôïý (ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò) ðñïçãÞèçêå ÷ñïíéêÜ åêåßíçò ôïõ öáéíïìÝíïõ
ôçò äéá÷ýóåùò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ç åîßóùóç ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò õéïèåôÞèçêå áñãüôåñá
óôï íüìï ôïõ Fick, 1855, ãéá ôç äéÜ÷õóç.

Óôï ðáñüí ìïíïäéÜóôáôï ðñüâëçìá ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò ç åîßóùóç (10.4.2) áðëïðïéåßôáé
ïõóéáóôéêÜ, ãéáôß ðáßñíåé ðñïöáíþò ìïíïäéÜóôáôç (åäþ ùò ðñïò z) ìïñöÞ. Áõôü åðéôõã÷Üíåôáé
áðëÜ ìå ôçí åîÜëåéøç ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ùò ðñïò x êáé y. Ìüíç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ åßíáé
ðéá ôï âÜèïò z. Ç ìïíïäéÜóôáôç áõôÞ åîßóùóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

∂2u(z, t)
∂z2

= 1
a2

∂u(z, t)
∂t

⇐⇒ ∂u(z, t)
∂t

= a2
∂2u(z, t)

∂z2
, z > 0, t > 0, (10.4.3)

ðïõ ãñÜöåôáé êáé êÜðùò áðëïýóôåñá óáí

∂u
∂t

= a2
∂2u
∂z2

, z > 0, t > 0. (10.4.4)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ïìïãåíÞ, ãñáììéêÞ êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç
èåñìïêñáóßá u = u(z, t) ìÝóá óôï Ýäáöïò. ÁíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ç t (÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ,
÷ñüíïò) êáé ç z (÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ, âÜèïò ìÝóá óôï Ýäáöïò). Åðßóçò ðñüêåéôáé ãéá äéáöïñéêÞ
åîßóùóçìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõòðáñáâïëéêïý ôýðïõ, üðùò åßíáé Þäç ãíùóôüáðüôçíÐáñÜãñáöï
Â1.3.2ã êáé Ýôóé êé áëëéþò ìðïñåß åõêïëüôáôá íá åëåã÷èåß.

Óáí áñ÷éêÞ óõíèÞêç èåùñïýìå óôáèåñÞ èåñìïêñáóßá T0 ìÝóá óôï Ýäáöïò ãéá t = 0, äçëáäÞ

u(z, 0) = T0, z > 0. (10.4.5)

Áêñéâþò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 ç èåñìïêñáóßá óôçí åðéöÜíåéá ôïõ åäÜöïõò z = 0 õðïôßèåôáé
üôé ìåôáâÜëëåôáé áðüôïìá áðü T0 óå Tå êáé ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ ãéá t > 0. ÄéáèÝôïõìå Ýôóé êáé ôç
óõíïñéáêÞ óõíèÞêç óôçí åðéöÜíåéá z = 0 ôïõ åäÜöïõò

u(0, t) = Tå, t > 0. (10.4.6)

Óôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò ñýðïõ (10.2.2) (åäþ (10.4.1)) óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ óôçí
ðñïðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â10.2 åß÷áìå äéáèÝóéìåò: (á) ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò, (â) ìéá áñ÷éêÞ óõíèÞêç êáé (ã) ìéá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç. Ôï ßäéï áêñéâþò óõìâáßíåé êáé åäþ,
üðïõ Ý÷ïõìå äéáèÝóéìåò: (á) ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò: ôç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (Þ, ðéï óõãêåêñéìÝíá, óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò)
(10.4.4), (â) ìéá áñ÷éêÞ óõíèÞêç: ôç (10.4.5), êáé (ã) ìéá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç: ôç (10.4.6).

Äåí åßíáé üìùò áñêåôü áõôü, åðåéäÞ óôç ìåí ìåôáãùãÞ ñýðïõ åß÷áìå ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï
ùò ðñïò ôç èÝóç x óôçí åîßóùóç (10.4.1), åíþ åäþ Ý÷ïõìå äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ùò ðñïò
ôï âÜèïò z, óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (10.4.4). ¢ñá êÜôé äåí åßíáé áðüëõôá
óùóôü, åðåéäÞ ç äåýôåñç ÷ùñéêÞ ðáñÜãùãïò (ùò ðñïò z ôþñá) áðáéôåß äýï ÷ùñéêÝò (ðïëý óõ÷íÜ
óõíïñéáêÝò) óõíèÞêåò, ü÷é ìüíï ìßá: ôç (10.4.6). Ç äåýôåñç, ç õðïêñõðôüìåíç ÷ùñéêÞ óõíïñéáêÞ
óõíèÞêç áöïñÜ óå Ýíá öõóéêÜ ðñïöáíÝò ãåãïíüò. ÐñÜãìáôé ç ìåôáâïëÞ ôçò èåñìïêñáóßáò u
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áðü T0 óå Tå óôçí åðéöÜíåéá z = 0 ôïõ åäÜöïõò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 ìå êáíÝíáí ôñüðï
äå ìðïñåß íá åðéôñÝøåé ôïí áðåéñéóìü ôçò èåñìïêñáóßáò u óå ïðïéïäÞðïôå âÜèïò z > 0 (éäßùò
ìÜëéóôá ãéá z → ∞). Êáé åêåß (ãéá z → ∞) ç èåñìïêñáóßá Ý÷åé õðïôåèåß áñ÷éêÜ ßóç ìå T0. ¢ñá
ðñÝðåé íá ìåßíåé öñáãìÝíç.

ÕðÜñ÷åé åðïìÝíùò êáé ìéá äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç, áõôÞ ãéá z → ∞ (ìå ðñþôç ôç (10.4.6)
ãéá z = 0), ôçò ìïñöÞò

|u(z, t)| < M, z → ∞, t > 0, (10.4.7)

ãéá öñáãìÝíç èåñìïêñáóßá u ãéá z → ∞. Ôï öñÜãìá M åßíáé ìéá êáôÜëëçëç èåôéêÞ óôáèåñÜ. Åßíáé
âÝâáéá ðñïöáíÝò üôé ðñÝðåé ôåëéêÜ íá ðñïêýøåé óôç ëýóç ðïõ èá âñåèåß

u(∞, t) := lim
z→∞ u(z, t) = T0, t > 0. (10.4.8)

Åßíáé áíÜãêç íá éó÷ýåé ç óõíèÞêç áõôÞ, åðåéäÞ ç åðéññïÞ ôçò íÝáò åðéöáíåéáêÞò èåñìïêñáóßáò Tå
(ãéá t > 0) äå ìðïñåß íá öèÜóåé óå Üðåéñï âÜèïò (z → ∞) ìÝóá óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï t.

B10.4.2. ÁíáãùãÞ óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace

Áöïý Ýãéíáí Þäç ïé õðïèÝóåéò t > 0 êáé z > 0, åßíáé ëïãéêü íá åðé÷åéñÞóïõìå ôç ÷ñÞóç ôçò
ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßôå ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t åßôå ùò ðñïò ôï âÜèïò z. Èåù-
ñçôéêÜ, áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò èá Þôáí ßóùò êáëýôåñá íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå êáôÜ Laplace
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.4.4) ùò ðñïò ôï âÜèïò z (åíôüò ôïõ åäÜöïõò åííïåßôáé), ãéáôß ùò ðñïò
áõôü ðáñïõóéÜæåôáé ç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò. ¢ñá ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ èá
ðñïêýøåé èá åßíáé ìüëéò ðñþôçò ôÜîåùò. Åíôïýôïéò, êáôÜ ôç óõíÞèç óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
ðáñÜäïóç êáé ðñáêôéêÞ, èá åðéëÝîïõìå êáé ðÜëé íá ðñïçãçèåß ï ÷ñüíïò t, ìåôáó÷çìáôßæïíôáò
êáôÜ Laplace ùò ðñïò t. Óôçí áðüöáóÞ ìáò áõôÞ óõíÝâáëå êáôÜ ïõóéáóôéêü ôñüðï êáé ç ìç
äéáèåóéìüôçôá äýï óõíïñéáêþí (÷ùñéêÜ «áñ÷éêþí») óõíèçêþí óôçí åðéöÜíåéá ôïõ åäÜöïõò (ãéá
z = 0). ÔÝôïéåò ÷ùñéêÝò «áñ÷éêÝò» óõíèÞêåò èá Þóáí éäéáßôåñá åõðñüóäåêôåò êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò äåýôåñçò ùò ðñïò z ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂2u/∂z2 óôç äéáöïñéêÞ
ìáò åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.4.4). Ç ìüíç Üìåóç ÷ùñéêÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.4.6)
ãéá z = 0 äåí áñêåß, åíþ ç äåýôåñç ÷ùñéêÞ óõíèÞêç (10.4.7) Þ, Ýóôù, êáé (10.4.8), áíáöÝñåôáé
ãéá z → ∞. ÅðïìÝíùò êáëýôåñá åßíáé íá ãßíåé ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t.
Ìå áõôüí ôïí ôñüðï âÝâáéá èá ïäçãçèïýìå óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò áíôß
ðñþôçò, åÜí åß÷áìå åñãáóèåß ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò ôï âÜèïò z.

Ïñßæïõìå ôþñá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(z, s) ôçò Üãíùóôçò èåñìïêñáóßáò u(z, t) ùò ðñïò
ôï ÷ñüíï t

L{u(z, t)} = U(z, s). (10.4.9)

ÅðïìÝíùò ï áíôßóôïé÷ïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò ðñþôçò ÷ñïíéêÞò (ùò ðñïò t) ìåñéêÞò ðá-
ñáãþãïõ ∂u(z, t)/∂t èá åßíáé ìå âÜóç ôï ãåíéêü ôýðï (10.1.3)

L
{

∂u(z, t)
∂t

}
= sU(z, s)− u(z, 0) = sU(z, s)− T0. (10.4.10)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ðÞñáìå õðüøç êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (10.4.5) (áñ÷éêÞ èåñìïêñáóßá óôï Ýäáöïò
u(z, 0) = T0). Äåí Ý÷ïõìå åðïìÝíùò íá áó÷ïëçèïýìå êáé ðÜëé ìå ôç óõíèÞêç áõôÞ. Ìüíï ïé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (10.4.6) êáé (10.4.7) áðïìÝíïõí íá ëçöèïýí õðüøç.

ÓôçóõíÝ÷åéá ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò äåýôåñçò ÷ùñéêÞò (ùòðñïò z) ìåñéêÞòðáñáãþãïõ
∂2u(z, t)/∂z2 âÜóåé ôïõ åðßóçò ãåíéêïý ôýðïõ (10.1.8) (ìå k = 2 ó’ áõôüí) èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

L
{

∂2u(z, t)
∂z2

}
= ∂2

∂z2
L{u(z, t)} = ∂2U(z, s)

∂z2
≡ d2Û(z)

dz2
. (10.4.11)
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Óôïí ôýðï áõôü ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé ôï óõìâïëéóìü, áðëÜ óõìâïëéóìü

Û(z) := U(z, s), (10.4.12)

þóôå íá ôïíßóïõìå Ýôóé ôï ãåãïíüò üôé ï ÷ñüíïò t Ý÷åé åîáëåéöèåß ìåôÜ ôï ó÷åôéêü ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace óôç óõíÜñôçóç U(z, s) ðïõ ðñïÝêõøå. ÖõóéêÜ ç óõíÜñôçóç áõôÞ U(z, s) åîáñôÜôáé ìüíï
áðü ôï âÜèïò z êáé ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ç ìåôáâëçôÞ üìùò áõôÞ s
èá ðñÝðåé íá èåùñçèåß áðëÜ óáí ðáñÜìåôñïò êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò åðéëýóåùò ôçò óõíÞèïõò
äéáöïñéêÞò åîßóùóåùò ðïõ èá ðñïêýøåé.

ÐñáãìáôéêÜ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.4.4) ëüãù ôùí ôýðùí (10.4.10)
êáé (10.4.11) ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ðïõ åìöáíßæïíôáé (ôçò
÷ñïíéêÞò, ùò ðñïò t, êáé ôçò ÷ùñéêÞò, ùò ðñïò z) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

sU(z, s)− T0 = a2
∂2U(z, s)

∂z2

⇒ ∂2U(z, s)

∂z2
− s

a2
U(z, s) = − T0

a2
. (10.4.13)

Ðñüêåéôáé ãéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ãñáììéêÞ, ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, ìç ïìïãåíÞ êáé ìå
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôïâÜèïò z ìÝóáóôï åäÜöïò. Ôï óýìâïëï sáöïñÜáðëÜóôçìåôáâëçôÞ ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ðïõ äåí ðáñïõóéÜæåôáé óå ðáñÜãùãï. Ìðïñåß åðïìÝíùò íá èåùñçèåß
áðëÜ ðáñÜìåôñïò (ïõóéáóôéêÜ óôáèåñÜ) êáôÜ ôçí åðßëõóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(10.4.13). Ôïýôï ìðïñåß íá êáôáóôåß áêüìç óáöÝóôåñï ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâïëéóìïý (10.4.12)
óôç óõíÞèç áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.4.13). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå êÜèå äéêáßùìá íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï óýìâïëï ôçò óõíÞèïõò ðáñáãùãßóåùò d, äçëáäÞ íá ãñÜøïõìå

d2Û(z)
dz2

− s
a2

Û(z) = − T0
a2

, (10.4.14)

áíôß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï óýìâïëï ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ∂. Ôï óýìâïëï ∂ ôï åß÷áìå
÷ñçóéìïðïéÞóåé óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.4.13).

Ðñéí áðü ôçí åðßëõóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.4.13) (éóïäýíáìá (10.4.14)),
ðñÝðåé íá ìåôáó÷çìáôéóèåß êáôÜ Laplace êáé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.4.6), äçëáäÞ ç óõíèÞêç
u(0, t) = Tå. ×ñçóéìïðïéïýìå ôïí ïñéóìïý (10.4.9) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(z, s) ôçò ðñïò
ðñïóäéïñéóìü èåñìïêñáóßáò u(z, t) êáé äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

U(0, s) = Tå
s
. (10.4.15)

Ç ó÷Ýóç áõôÞ éó÷ýåé, åðåéäÞ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôïõ 1 åßíáé L{1} = 1/s, üðùò ãíùñßæïõìå
(äåýôåñïò ôýðïò (10.1.9)). Ãéá z → ∞ ç èåñìïêñáóßá u(z, t) ðñÝðåé íá åßíáé óõíå÷þò (t > 0)
öñáãìÝíç óýìöùíá ìå ôç óõíèÞêç (10.4.7), ðïõ ðñïÝêõøå áðü öõóéêïýò ëüãïõò. Ç óõíèÞêç
áõôÞ èåùñåßôáé ðñïöáíÞò êáé äåí åß÷å äïèåß áñ÷éêÜ. ¢ñá êáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(z, s)
(ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) ôçò èåñìïêñáóßáò u(z, t) ðñÝðåé êáé áõôüò íá åßíáé åðßóçò öñáãìÝíïò ãéá
z → ∞. ÅðïìÝíùò áðü ôç óõíèÞêç (10.4.7) ðñïêýðôåé üôé

|U(z, s)| < M∗, z → ∞. (10.4.16)

(Ôï öñÜãìáM∗ åßíáé êáé ðÜëé êáôÜëëçëç èåôéêÞ óôáèåñÜ.) Ç óõíèÞêç áõôÞ ðñÝðåé âÝâáéá íá éó÷ýåé
ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ âÜèïõò z (ü÷é ìüíï ãéá z → ∞). ÁëëÜ óôçí ðåñßðôùóç ðïõ z → ∞ öáßíåôáé
êáèáñüôåñá üôé ðñüêåéôáé ãéá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç. Ãéá z < ∞ (äçëáäÞ óå ðåðåñáóìÝíï âÜèïò
ìÝóá óôï Ýäáöïò) ç éó÷ýò ôçò óõíèÞêçò áõôÞò èåùñåßôáé ðñïöáíÞò óôç ëýóç ðïõ èá âñåèåß.

¸÷ïõìå ëïéðüí íá ëýóïõìå ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.4.13) (Þ,
éóïäýíáìá, (10.4.14)) óå óõíäõáóìü ìå ôçí Üìåóá éó÷ýïõóá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.4.15) êáé ôçí
Ýììåóá ðñïêýðôïõóá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.4.16). Áðëïýóôåñá, óáí óõíèÞêç óôç äéáöïñéêÞ



266 (ÊåöÜëáéï B10) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

åîßóùóç ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå õðüøç ìáò ìüíï ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.4.15) óõí ôç ëßãï--ðïëý
öõóéêÞ áðáßôçóç öñáãìÝíçò ëýóåùò U(z, s) ≡ Û(z).

B10.4.3. Åðßëõóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Äåí ðñïôéìÜìå ôçí åöáñìïãÞ êáé äåýôåñïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (ùò ðñïò z ôþñá), êÜôé
ðïõ Ýãéíå üìùò óôçí åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò ñýðïõ óôï ðñïðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â10.2 (Ðá-
ñÜãñáöïò Â10.2.5). Áíôßèåôá ðñïôéìÜìå ôç ëýóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.4.13)
(Þ (10.4.14)) ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò. Äåí îå÷íÜìå üìùò ôï ãåãïíüò ðïõ Þäç
áíáöÝñèçêå, äçëáäÞ üôé ôï s (ç ìåôáâëçôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace) äå ó÷åôßæåôáé êáèüëïõ
ìå ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò, ðïõ åßíáé ôï âÜèïò z.

Ðïëý åýêïëáðñïóäéïñßæïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ãéá ïìïãåíåßò ãñáì-
ìéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ôç äåõôåñïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ
åîßóùóç p2(ì) = 0 ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (10.4.13) (Þ (10.4.14))
êáé ôéò äýï ñßæåò ôçò ì1, 2

p2(ì) = ì2 − s
a2

= 0 
⇒ ì1, 2 = ±
√
s

a
(10.4.17)

Ý÷ïíôáò Þäç õðïèÝóåé üôé a > 0. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò Ý÷åé åðïìÝíùò ôç ìïñöÞ

Ûh(z) := Uh(z, s) = C1(s) exp
(√

s
a

z
)
+ C2(s) exp

(
−

√
s

a
z
)
, z > 0, (10.4.18)

ìå exp ôç óõíçèéóìÝíç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç (exp y ≡ ey) êáé ìå ôá C1, 2(s) áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò
ôïõ s ìüíï. Åýêïëá ðñïêýðôåé êáé ìéá ìåñéêÞ (åéäéêÞ) ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (10.4.13) (Þ (10.4.14)). Ìéá ôÝôïéá ëýóç áðïôåëåß ç óôáèåñÜ (ùò ðñïò z) óõíÜñôçóç

Ûp(z) := Up(z, s) = −T0 /a2

−s/a2
= T0

s
. (10.4.19)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.4.13) Þ (10.4.14)
èá åßíáé ç åîÞò:

U(z, s) = Uh(z, s)+ Up(z, s) = C1 exp
(√

s
a

z
)
+ C2 exp

(
−

√
s

a
z
)
+ T0

s
. (10.4.20)

¼ìùò ï ðñþôïò üñïò óôç ëýóç áõôÞ ðáñáâéÜæåé ãéá z → ∞ ôç óõíèÞêç (10.4.16), åðåéäÞ ôåßíåé
óôï Üðåéñï, äåí åßíáé öñáãìÝíïò ãéá z → ∞. ¢ñá ðñÝðåé íá åðéëåãåß C1 = 0 êáé åðïìÝíùò

U(z, s) = C2 exp
(
−

√
s

a
z
)
+ T0

s
. (10.4.21)

Óõíåðþò áðïìÝíåé ìüíï ç óôáèåñÜ C2 ðñïò ðñïóäéïñéóìü. Ðïëý åýêïëïò åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò
êáé ôçò óôáèåñÜò áõôÞò C2 âÜóåé ôçò óõíèÞêçò (10.4.15): U(0, s) = Tå /s. Ç óõíèÞêç áõôÞ åßíáé
ç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ Laplace óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.4.6) ãéá z = 0, äçëáäÞ óôçí åðéöÜíåéá
ôïõ åäÜöïõò. ÐñáãìáôéêÜ ôþñá áðü ôç ëýóç (10.4.21) ãéá z = 0 ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

U(0, s) = C2 + T0
s
= Tå

s

⇒ C2 = Tå − T0

s
. (10.4.22)

¢ñá ç ëýóç (10.4.21) ðáßñíåé ôç óõãêåêñéìÝíç ìïñöÞ

U(z, s) = Tå − T0
s

exp
(
−

√
s

a
z
)
+ T0

s
. (10.4.23)

Ðáñáôçñïýìå ðùò ôþñá ôüóï (á) ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.4.3)
(Þ (10.4.4)) óôï ðáñüí ðñüâëçìá ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò üóï êáé (â) ïé ôñåéò óõíèÞêåò, ìßá áñ÷éêÞ
êáé äýï óõíïñéáêÝò, Ý÷ïõí Þäç ëçöèåß õðüøç. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ç äåýôåñç óõíïñéáêÞ
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óõíèÞêç (10.4.7), ãéá z → ∞, äåí åß÷å äïèåß áñ÷éêÜ. ÐñïÝêõøå üìùò Ýììåóá ãéá öõóéêïýò ëüãïõò
õðïëïãéóìïý öñáãìÝíçò ëýóåùò u(z, t).

B10.4.4. ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

ÁðïìÝíåé ôï êáèÞêïí (äõóôõ÷þò ü÷é ðÜíôïôå áðëü Þ åõ÷Üñéóôï) ôçò áíôéóôñïöÞò L−1 ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, åí ðñïêåéìÝíù ôïõ ôåëéêïý ðñïóäéïñéóìïý ôçò èåñìïêñáóßáò

u(z, t) = L−1{U(z, s)}, z > 0, t > 0. (10.4.24)

Ìå âÜóç ôïí ðñþôï áðü ôïõò ôýðïõò (10.1.12), èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá åîÞò ãíùóôÜ áðï-
ôåëÝóìáôá (ìå H(t) ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside):

L{1} = L{H(t)} = 1
s


⇒ L−1
{
1
s

}
= 1 Þ L−1

{
1
s

}
= H(t). (10.4.25)

Óçìåéþíïõìå üôé ðñáêôéêÜ äåí Ý÷åé êáìßá áðïëýôùò óçìáóßá ç äéáöïñÜ áõôÞ (1 Þ H(t)) ãéá
t > 0. Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace âáóßæåôáé óå ïëïêëÞñùìá óôï äéÜóôçìá [0,∞). Äå ìðïñåß íá
äþóåé ðëçñïöïñßåò ãéá ôï äéÜóôçìá (−∞, 0) êáôÜ ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ L−1. Ìå Üëëåò ëÝîåéò óôï
äéÜóôçìá áõôü (åäþ ãéá t < 0) äåí åßíáé ìïíïóÞìáíôç ç áíôéóôñïöÞ áõôÞ. Ôï áíôßèåôï èá Þôáí
ðáñÜëïãï. Ìçí ðåñéìÝíïõìå óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ ôÝôïéåò ðëçñïöïñßåò Ý÷ïíôáò îåêéíÞóåé
ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 êáé åíäéáöåñüìåíïé ìüíï ãéá t > 0. ÁíÜëïãá èá ßó÷õáí êáé áí åß÷áìå
÷ñçóéìïðïéÞóåé ôï âÜèïò z ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Êáé ó’ áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç áóöáëþò
äå èá ðåñéìÝíáìå óôï ðáñüí öõóéêü ðñüâëçìá ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò ðëçñïöïñßåò ðÜíù áðü
ôï Ýäáöïò (ãéá z < 0). Ìüíï óôï áëçèéíü Ýäáöïò z ≥ 0 ðåñéìÝíïõìå ðëçñïöïñßåò. Äåí åßíáé Ýôóé;

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé ï äýóêïëïò üñïò ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ (10.4.24) (ùò ðñïò ôç ÷ñïíéêÞ ìå-
ôáâëçôÞ, ôï ÷ñüíï t) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(z, s) ôçò Üãíùóôçò èåñìïêñáóßáò u(z, t), ôçí
ïðïßá Þäç âñÞêáìå óôç ëýóç (10.4.23), åßíáé ï õðïëïãéóìüò ôïõ áíôéóôñüöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò

F(s) = 1
s
exp

(
−

√
s

a
z
)
= 1

s
exp

(− b
√
s
)
, b = z

a
. (10.4.26)

Ï áíôßóôñïöïò áõôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace äåí åßíáé ôüóï ãíùóôüò. Åíôïýôïéò áðü ìÝôñéá
ëåðôïìåñåßò ðßíáêåò ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace F(s) = L{f (t)} êáé áíôéóôñüöùí ôïõò

f (t) = L−1{F(s)} (10.4.27)

äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé éó÷ýåé ï ôñßôïò áðü ôïõò ôýðïõò (10.1.11). ÅðïìÝíùò, áíôéóôñÝöïíôáò
êáôÜ Laplace (L−1), ðáñáôçñïýìå üôé

L−1
{
1
s
exp

(− b
√
s
)} = erfc

(
b

2
√
t

)
≡ 1− erf

(
b

2
√
t

)
. (10.4.28)

Óôïí ðáñáðÜíù ôýðï ôï óýìâïëï erf äçëþíåé ôç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò êáé ôï óýìâïëï erfc ôç
óõìðëçñùìáôéêÞ óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò. Êáé óôéò äýï áõôÝò áñêåôÜ êëáóéêÝò óõíáñôÞóåéò èá
áíáöåñèïýìå áìÝóùò ðáñáêÜôù.

B10.4.5. Ç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò êáé ç óõìðëçñùìáôéêÞ ôçò

Ç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò (error function) erf åßíáé ìéá ðïëý ãíùóôÞ óõíÜñôçóç óôá ìáèçìá-
ôéêÜ. Ï ïñéóìüò ôçò åßíáé ï áêüëïõèïò:

erf x ≡ erf (x) := 2√
ð

∫ x

0
e−î2 dî. (10.4.29)
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Åßíáé ðñáãìáôéêÜ ôüóï ãíùóôÞ ç óõíÜñôçóç áõôÞ, þóôå ìðïñïýìå íá ðáñáëåßðïõìå ôéò ðáñåí-
èÝóåéò óôï üñéóìÜ ôçò, åöüóïí âÝâáéá ôïýôï äå äçìéïõñãåß óýã÷õóç. Ôï ßäéï áêñéâþò êÜíïõìå
êáé óôéò óôïé÷åéþäåéò õðåñâáôéêÝò óõíáñôÞóåéò, ãñÜöïíôáò, ð.÷., sin x áíôß sin (x).) Óõíå÷ßæï-
íôáò, ôï óýìâïëï erfc äçëþíåé ôç óõìðëçñùìáôéêÞ óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò (complementary error
function). ÁõôÞ ïñßæåôáé áðëÜ ùò åîÞò:

erfc x ≡ erfc (x) := 1− erf (x) ⇐⇒ erf (x)+ erfc (x) = 1. (10.4.30)

Ç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò erf êáé ç óõìðëçñùìáôéêÞ ôçò erfc Ý÷ïõí ìåñéêÝò áðëÝò éäéüôçôåò,
üðùò ôéò áêüëïõèåò:

erf (0) = 0, erfc (0) = 1, erf (∞) := lim
x→∞ erf (x) = 1, erfc (∞) := lim

x→∞ erfc (x) = 0. (10.4.31)

Áðü ôéò éäéüôçôåò áõôÝò ç ðñþôç: erf (0) = 0, åßíáé ðñïöáíÞò áðü ôïí ïñéóìü (10.4.29) ôçò
óõíáñôÞóåùò óöÜëìáôïò erf. Êáé ç äåýôåñç éäéüôçôá: erfc (0) = 1, åßíáé åðßóçò ðñïöáíÞò ìå
âÜóç ôçí ðñþôç êáé ôïí ïñéóìü (10.4.30) ôçò óõìðëçñùìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò óöÜëìáôïò erfc.
Ç ôñßôç éäéüôçôá: erf (∞) = 1 áðáéôåß ãéá ôçí áðüäåéîÞ ôçò ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò
(10.4.29) ãéá x → ∞. Áõôü üìùò äåí åßíáé ìéá éäéáßôåñá áðëÞ åñãáóßá. ÔÝëïò ç ôÝôáñôç éäéüôçôá:
erfc (∞) = 0, ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôçí ôñßôç ðÜëé ëüãù ôïõ ïñéóìïý (10.4.30). Ëüãù ôçò ôñßôçò
áðü ôéò ðáñáðÜíù éäéüôçôåò: erf (∞) = 1 êáé ôïí ïñéóìü (10.4.29) ôçò óõíáñôÞóåùò óöÜëìáôïò
erf, ï ïñéóìüò (10.4.30) ôçò óõìðëçñùìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò óöÜëìáôïò erfc ìðïñåß íá ãñáöåß
êáé óôçí åîÞò åíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ:

erfc (x) = 1− erf (x) = erf (∞)− erf (x)

= 2√
ð

∫ ∞

0
e−î2 dî − 2√

ð

∫ x

0
e−î2 dî

= 2√
ð

∫ ∞

x
e−î2 dî. (10.4.32)

Ió÷ýïõí åðßóçò ïé éäéüôçôåò

erf (− x) = − erf (x), (10.4.33)

erfc (− x) = 1− erf (− x) = 1− [− erf (x)] = 1+ erf (x). (10.4.34)

Ç ðñþôç áðü ôéò éäéüôçôåò áõôÝò åßíáé ðñïöáíÞò âÜóåé ôïõ ïñéóìïý (10.4.29) ôçò óõíáñôÞóåùò
óöÜëìáôïò erf. Ç äåýôåñç éäéüôçôá ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôçí ðñþôç åîáéôßáò ôïõ ïñéóìïý
(10.4.30) ôçò óõìðëçñùìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò óöÜëìáôïò erfc.

Óôç óõíÝ÷åéá, ðáñáãùãßæïíôáò ôïí ôýðï ïñéóìïý (10.4.29) ôçò óõíáñôÞóåùò óöÜëìáôïò erf,
äéáðéóôþíïõìå üôé

d erf (x)
dx

= − d erfc (x)
dx

= 2√
ð

e−x2 . (10.4.35)

Óôç äéáðßóôùóÞ ìáò áõôÞ ðÞñáìå õðüøç ôç ãíùóôÞ éäéüôçôá óôï Äéáöïñéêü êáé Ïëïêëçñùôéêü
Ëïãéóìü üôé ç ðáñÜãùãïò áïñßóôïõ ïëïêëçñþìáôïò éóïýôáé ìå ôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç.

Ìå ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç óõíå÷þò èåôéêÞ êáé ç ðáñÜãùãïò áõôÞ åßíáé èåôéêÞ ìå ìÝãéóôï ìÜ-
ëéóôá ôçò ßäéáò ðáñáãþãïõ ôï 2/

√
ð ãéá x = 0. ÅðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò erf áðü

ôçí áñ÷éêÞ ôéìÞ ôçò (åííïïýìå ãéá x = 0) erf (0) = 0 ìÝ÷ñé ôçí ïñéáêÞ, ôçí ôåëéêÞ ôéìÞ ôçò
erf (∞) ≡ limx→∞ erf (x) = 1 áõîÜíåé óõíå÷þò. Áëë’ ç áýîçóç áõôÞ ãßíåôáé ìå Ýíá üëï êáé ðéï
âñáäý ñõèìü, ãéáôß ï üñïò e−x2 óôçí ðáñÜãùãü ôçò (10.4.35) ó÷åäüí ìçäåíßæåôáé ãéá áñêåôÜ ìéêñÝò
ôéìÝò ôïõ x. Áõôü óõìâáßíåé åîáéôßáò ôïõ åêèÝôç −x2 óôïí üñï áõôü e−x2 . ÁöåôÝñïõ ç óõìðëç-
ñùìáôéêÞ óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò erfc åîáéôßáò ôïõ ïñéóìïý ôçò (10.4.30) Ý÷åé «óõìðëçñùìáôéêÝò»
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éäéüôçôåò ùò ðñïò ôç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò erf. ¢ñá ç óõìðëçñùìáôéêÞ óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò
erfc ìåéþíåôáé óõíå÷þò áðü x = 0 ìÝ÷ñé x → ∞, ðáñüëï ðïõ ðáñáìÝíåé óõíå÷þò èåôéêÞ. Áò ìç
ëçóìïíåßôáé åðßóçò ç âáóéêÞ éäéüôçôá erf x + erfc x = 1, ðïõ éó÷ýåé ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x.

B10.4.6. Ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé ç åðáëÞèåõóç ôùí óõíèçêþí

ÌåôÜ ôç ìåãÜëç áõôÞ ðáñÝíèåóç ãéá ôç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò erf êáé ôç óõìðëçñùìáôéêÞ
ôçò erfc ìðïñïýìå ðéá ðïëý åýêïëá íá õðïëïãßóïõìå ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
ôçò ëýóåùò U(z, s) (ó÷Ýóç (10.4.23)), ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå Þäç ðñïóäéïñßóåé óôï ðáñüí ðñüâëçìá
ÌåôáäüóåùòÈåñìüôçôáò. ËáìâÜíïõìå õðüøç ôïí éäéáßôåñá ãíùóôü ôýðï áíôéóôñïöÞò (10.4.25)
ãéá ôïí áðëïýóôåñï, ôï äåýôåñï üñï óôç ëýóç áõôÞ (10.4.23). Ðáßñíïõìå åðßóçò õðüøç êáé ôï
ëéãüôåñï ãíùóôü ôýðï áíôéóôñïöÞò (10.4.28) ãéá ôï äõóêïëüôåñï, ôïí ðñþôï üñï óôçí ßäéá ëýóç,
ìå b = z/a. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé ç ëýóç u(z, t) ãéá ôç èåñìïêñáóßá (Þ, éóïäýíáìá,
ôç èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ) åíôüò ôïõ åäÜöïõò (ìå z ≥ 0) õðü ôéò ðáñïýóåò ðáñáäï÷Ýò êáé
óõíèÞêåò (áñ÷éêÞ êáé óõíïñéáêÞ). Ç ëýóç áõôÞ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

u(z, t) = L−1{U(z, s)} = (Tå − T0) erfc
(

z

2a
√
t

)
+ T0. (10.4.36)

Ç ßäéá áêñéâþò ëýóç ìðïñåß âÝâáéá íá ãñáöåß êáé óôçí éóïäýíáìç (áí êáé ìç ðñïôéìçôÝá) ìïñöÞ

u(z, t) = T0 erf
(

z

2a
√
t

)
+ Tå erfc

(
z

2a
√
t

)
(10.4.37)

ëüãù ôïõ ïñéóìïý (10.4.30) ôçò óõìðëçñùìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò óöÜëìáôïò erfc.

Áðü ôçí ðáñáðÜíù ëýóç, Ýóôù óôç ìïñöÞ ôçò (10.4.37), ðáñáôçñïýìå üôé ãéá t = 0+, ïðüôå
1/
√
t → ∞, ï ìåí ðñþôïò üñïò ãéá êÜèå âÜèïò z (z ≥ 0) éóïýôáé ìå T0, ï äå äåýôåñïò ìå 0. ¢ñá

u(z, 0) = T0, üðùò ðñáãìáôéêÜ ðñÝðåé, þóôå íá éó÷ýåé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (10.4.5). Áíôßèåôá ãéá
t → ∞, ïðüôå 1/

√
t → 0+, o ìåí ðñþôïò üñïò éóïýôáé ìå 0, ï äå äåýôåñïò ìå Tå. ¢ñá u(z,∞) = Tå,

üðùò åðßóçò åßíáé åýëïãï, ãéáôß ìå ôçí ðÜñïäï ðïëý ìåãÜëïõ ÷ñüíïõ (ãéá t → ∞) ç èåñìïêñáóßá
ôïõ åäÜöïõò èá ðÜñåé ôçí åðéöáíåéáêÞ ôéìÞ ôçò Tå. ¸ôóé êé áëëéþò ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t
(t > 0), èÝôïíôáò z = 0 óôç ëýóç (10.4.37), ðáñáôçñïýìå üôé u(0, t) = Ôå, åðåéäÞ erf (0) = 0 êáé
erfc (0) = 1. ¢ñá éó÷ýåé ðëÞñùò êáé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.4.6) óôçí åðéöÜíåéá ôïõ åäÜöïõò
z = 0. Óôç óõíÝ÷åéá ãéá öñáãìÝíï t êáé z → ∞ áðü ôçí ßäéá ëýóç (10.4.37) äéáðéóôþíïõìå üôé
u(∞, t) = T0, åðåéäÞ erf (∞) = 1 êáé erfc (∞) = 0. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé êáé ôï áðïôÝëåóìá (10.4.8),
ôï ïðïßï åß÷áìå ðñïâëÝøåé âÜóåé öõóéêþí óõëëïãéóìþí. ÔÝëïò ìå ôçí åêôÝëåóç ôùí áíáãêáßùí
ìåñéêþí ðáñáãùãßóåùí óôç ëýóç (10.4.36) (ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ ôýðïõ (10.4.35)) äéáðéóôþíåôáé
üôé ç ëýóç áõôÞ åðáëçèåýåé åðßóçò êáé ôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
(10.4.4). ¸ôóé ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò (10.4.36) Þ (10.4.37) êáèßóôáôáé ðëÞñçò. Åßíáé äçëáäÞ
åðéôõ÷Þò ç åðáëÞèåõóç êáé ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ùò ðñïò
üëåò ôéò óõíèÞêåò.

B10.5. ÅËÅÕÈÅÑÅÓ ÁÎÏÍÉÊÅÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÑÁÂÄÏÕ

B10.5.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí

Óáí ìéá êÜðùò äõóêïëüôåñç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí åðß-
ëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò èåùñïýìå ôþñá ôïðñüâëçìá ôùí åëåýèåñùí
áîïíéêþí (äéáìÞêùí) ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò ñÜâäïõ. ÏíïìÜæïõìå óõíÞèç ñÜâäï ìéá ëåðôÞ êáé
óôáèåñÞò äéáôïìÞò åõèýãñáììç ñÜâäï áðü ïìïãåíÝò, éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü. Ôï
ðñüâëçìá áõôü ôï åîåôÜóáìå Þäç (ëåðôïìåñÝóôáôá ìÜëéóôá) óôçí Åíüôçôá Â3.2 ùò ðñïò ôçí
åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ Ý÷åé ôç ìïñöÞ (3.2.18),
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äçëáäÞ

c2
∂2u
∂x2

= ∂2u
∂t2

⇐⇒ c2
∂2u
∂x2

− ∂2u
∂t2

= 0, 0 < x < L, t > 0. (10.5.1)

Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ñÜâäï ìÞêïõò L ìå x
ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò (0 ≤ x ≤ L) êáé t ôï ÷ñüíï (t > 0). ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç u = u(x, t). Ç óõíÜñôçóç áõôÞ åêöñÜæåé ôçí áîïíéêÞ (äéáìÞêç, ü÷é åãêÜñóéá,
ðñüêåéôáé ãéá áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò!) ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí x ôçò ñÜâäïõ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t.
ÔÝëïò ôï óýìâïëï c äçëþíåé óôáèåñÜ ðïõ ðáñéóôÜíåé ôçí ôá÷ýôçôá äéáäüóåùò ôùí êõìÜôùí
óôçí áîïíéêÞ áõôÞ ôáëÜíôùóç. Ç óôáèåñÜ áõôÞ c åßíáé ßóç (üðùò Þäç îÝñïõìå: ó÷Ýóç (3.2.17))
ìå c = √

E/ñ, üðïõ E åßíáé ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young) êáé ñ ç ðõêíüôçôá ôïõ
õëéêïý ôçò ñÜâäïõ. (Åííïåßôáé ç óõíçèéóìÝíç ðõêíüôçôá, ç áíÜ ìïíÜäá üãêïõ ðõêíüôçôá, ü÷é
ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá m = ñÁ.) Óôçí ðéï ðÜíù åîßóùóç (10.5.1) Ý÷åé ãßíåé Þäç ç õðüèåóç üôé
äåí õößóôáôáé êáôáíåìçìÝíç áîïíéêÞ (äéáìÞêçò) åîùôåñéêÞ öüñôéóç f (x, t) êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ.
ÅðïìÝíùò ç åîßóùóçáõôÞ åßíáé ïìïãåíÞò. ¢ñáðñüêåéôáé ãéá ôçí åîßóùóç ôùíáîïíéêþí (äéáìÞêùí)
éäéïôáëáíôþóåùí ôçò ñÜâäïõ êáé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò (ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ èá êáèïñßóïõìå
ðéï êÜôù) ãéá ôçí åîßóùóç ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí ôçò ñÜâäïõ. (Åëåýèåñåò, üðùò îÝñïõìå,
ïíïìÜæïíôáé ïé ôáëáíôþóåéò åêåßíåò üðïõ äåí õðÜñ÷åé åîùôåñéêÞ öüñôéóç.)

Èá ëýóïõìå áêñéâþò ôï ßäéï ðñüâëçìá ìå åêåßíï ðïõ Þäç ëýóáìå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí óôçí Åíüôçôá Â6.1. ÕðïèÝôïõìå ôç ñÜâäï ðáêôùìÝíç óôï áñéóôåñü ôçò Üêñï
x = 0 êáé åëåýèåñç óôï äåîéü x = L. ¢ñá éó÷ýïõí ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

u(0, t) = 0,
∂u
∂x

(L, t) = 0, t > 0. (10.5.2)

Êáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò èåùñïýíôáé ïé ßäéåò. ÕðÜñ÷åé äçëáäÞ ìüíï ìßá áîïíéêÞ (äéáìÞêçò) äý-
íáìç Í0 åöáñìïóìÝíç óôï åëåýèåñï Üêñï x = L ôçò ñÜâäïõ, ðïõ áðïóýñåôáé áðüôïìá (áðü
áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç çñåìßáò) ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0. Åí ôù ìåôáîý üìùò Ý÷åé ðñïêáëÝóåé áîïíéêÞ
ìåôáôüðéóç ôïõ åëåýèåñïõ áõôïý Üêñïõ x = L ôçò ñÜâäïõ ßóç ìå

u0 = Í0L
EA

(10.5.3)

ìå A ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôçò ñÜâäïõ êáé E ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò ôïõ õëéêïý ôçò. Óçìåéþ-
íåôáé üôé ôï ãéíüìåíï EA êáëåßôáé ìåñéêÝò öïñÝò óôçí áîïíéêÞ êáôáðüíçóç ñÜâäïõ êáé äõóôÝíåéá
ôçò ñÜâäïõ. (Áíôßóôïé÷ïé åßíáé êáé ïé üñïé äõóôñåøßá ãéá ôï ãéíüìåíï GJ∗ óå óôñÝøç ñÜâäïõ êáé
äõóêáìøßá ãéá ôï ãéíüìåíï ÅÉ óå êÜìøç äïêïý.) Éó÷ýïõí åðïìÝíùò êáé ðÜëé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò:

u(x, 0) = u0
x
L
,

∂u
∂t

(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ L. (10.5.4)

Èá ëýóïõìå êáé ðÜëé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.5.1) õðü ôéò óõíïñéá-
êÝò óõíèÞêåò (10.5.2) êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (10.5.4). Åäþ üìùò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace áíôß ãéá ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí, ðïõ åß÷áìå ÷ñç-
óéìïðïéÞóåé óôçí Åíüôçôá Â6.1. Ç üëç äéáäéêáóßá åßíáé ìÜëëïí áðëÞ, üðùò êáé óôéò ðñïçãïýìåíåò
åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Åíôïýôïéò ôþñá èá ðáñïõóéáóèåß êÜðïéá
ïõóéáóôéêÞ äõóêïëßá êáôÜ ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(x, s) ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò u(x, t) ðïõ èá ðñïêýøåé. Tç äõóêïëßá áõôÞ èá ôçí áíôéìåôùðßóïõìå ìå ôç ÷ñÞóç
éó÷õñþí ðéíÜêùí áíôéóôñüöùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace.

B10.5.2. ÅöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ÁíÜëïãá ìå ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò åöáñìïãÝò (áõôÝò ôùí ÅíïôÞôùí Â10.2 êáé Â10.4), ïñßæïõìå



Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ LAPLACE (ÊåöÜëáéï B10) 271

êáôáñ÷Þí ôï ìåôáó÷çìáôéóìü LaplaceU(x, s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t

L{u(x, t)} = U(x, s) ≡ Û(x). (10.5.5)

Ôüôå Ý÷ïõìå ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ó÷åôéêÞò äåýôåñçò ÷ñïíéêÞò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ
âÜóåé ôïõ ãåíéêïý ôýðïõ (10.1.4)

L
{

∂2u(x, t)
∂t2

}
= s2U(x, s)− su(x, 0)− ∂u

∂t
(x, 0)

= s2U(x, s)− su0
x
L
≡ s2 Û(x)− su0

x
L
. (10.5.6)

Óôï áðïôÝëåóìá áõôü ëÜâáìå õðüøç êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (10.5.4). Äåí ïöåßëïõìå åðï-
ìÝíùò íá áó÷ïëçèïýìå êáé ðÜëé ìå ôéò óõíèÞêåò áõôÝò. Ìüíï ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (10.5.2)
áðïìÝíïõí íá ëçöèïýí õðüøç.

¸÷ïõìå åðßóçò ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò äåýôåñçò ÷ùñéêÞò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ âÜóåé
ôïõ åðßóçò ãåíéêïý ôýðïõ (10.1.8), åäþ ìå k = 2

L
{

∂2u(x, t)
∂x2

}
= ∂2

∂x2
L{u(x, t)} = ∂2U(x, s)

∂x2
≡ d2Û(x)

dx2
. (10.5.7)

Ìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace L (åðáíáëáìâÜíïõìå ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) ç
äéáöïñéêÞ åîéóþóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.5.1) ìåôáôñÝðåôáé óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
Ôïíßæïõìå êáé ðÜëé (ìÝóù ôïõ óõìâüëïõ Û(x) ≡ U(x, s)) üôé ç óõíÞèçò áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

c2
d2Û(x)
dx2

− s2Û(x)+ su0
x
L
= 0 
⇒ c2

d2Û(x)
dx2

− s2Û(x) = −su0
x
L

(10.5.8)

ëüãù êáé ôùí ó÷Ýóåùí (10.5.7) êáé (10.5.6) åßíáé ðñáãìáôéêÜ ìéá óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
Ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôçò åßíáé ç èÝóç x. Ç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace áðïôåëåß
áðëÜ ðáñÜìåôñï, ïõóéáóôéêÜ ìéá óôáèåñÜ êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò åðéëýóåùò ôçò åîéóþóåùò áõôÞò.

B10.5.3. Åðßëõóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.5.8) åßíáé ìéá ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõ-
ôÝñáò ôÜîåùò. Ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò ìðïñïýìå áóöáëþò íá ðñï÷ùñÞóïõìå êáé óå äåýôåñï ìåôá-
ó÷çìáôéóìü Laplace, ùò ðñïò ôç èÝóç x ôþñá. Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ
åßíáé õðï÷ñåùôéêÞ ç ÷ñÞóç êÜðïéïõ íÝïõ óõìâüëïõ, Ýóôù ôïõ p Þ ôïõ ó Þ ôïõ ŝ ãéá ôç ó÷åôéêÞ
ìåôáâëçôÞ--ðáñÜìåôñï. Åßíáé üìùò ßóùò áðëïýóôåñï êáé åí ðñïêåéìÝíù êáé ðéï êáôáíïçôü íá
ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åðßëõóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.5.8) ìå êÜðïéá ðéï Üìåóç
ìÝèïäï. ÓõãêåêñéìÝíá ôÝôïéá Üìåóç ìÝèïäï áðïôåëåß ç ìÝèïäïò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò
p2(ì) = 0 ìå ñßæåò ì1, 2:

p2(ì) = c2ì2 − s2 = 0 
⇒ ì1, 2 = ± s
c
. (10.5.9)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç Ûh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

c2
d2Û(x)
dx2

− s2Û(x) = 0 (10.5.10)
èá åßíáé ç åîÞò:

Ûh(x) = A cosh
sx
c
+ B sinh

sx
c

. (10.5.11)

Óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (10.5.11) ðÞñáìå öõóéêÜ õðüøç ìáò ôéò ðáñáðÜíù ñéæåò ì1, 2 = ±s/c ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p2(ì) = 0. Óôçí ßäéá ëýóç (10.5.11) ôá óýìâïëá A êáé B äçëþíïõí
áðëÜ áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, ïé ïðïßåò äåí åîáñôþíôáé áðü ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x. ¼ìùò
åîáñôþíôáé óõíÞèùò áðü ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, äçëáäÞ ãåíéêÜ A = A(s)



272 (ÊåöÜëáéï B10) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

êáé B = B(s). Ïé óôáèåñÝò áõôÝò Á = Á(s) êáé B = B(s) ðñüêåéôáé íá ðñïóäéïñéóèïýí ìå ôç âïÞèåéá
ôùí äýï óõíïñéáêþí óõíèçêþí (10.5.2) óôá äýï Üêñá ôçò åîåôáæüìåíçò óõíÞèïõò ñÜâäïõ.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå üìùò óôç ìÜëëïí áðëÞ áõôÞ åñãáóßá, äåí ðñÝðåé íá ëçóìïíÞóïõìå ôçí
ðñüóèåóçóôçíðéïðÜíùëýóç Ûh(x) ôçò ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.5.10) ìéáò
ìåñéêÞò (Þ åéäéêÞò) ëýóåùò Ûp(x) ôçò áñ÷éêÞò, ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(10.5.8). Ìéá ôÝôïéá ìåñéêÞ ëýóç áðïôåëåß ðñïöáíþò ç óõíÜñôçóç

Ûp(x) = −su0x/L
−s2

= u0x
Ls

, (10.5.12)

åðåéäÞ ôï äåîéü ìÝëïò ôçò åîéóþóåùò áõôÞò (10.5.8) åßíáé ìüëéò ðñþôïõ âáèìïý, åíþ ç ìüíç
ðáñÜãùãïò óôï áñéóôåñü ìÝëïò åßíáé ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ùò ðñïò x. ¢ñá ç ðéï ðÜíù ìåñéêÞ
ëýóç Ûp(x) åßíáé ðñïöáíÞò, áí êáé åíáëëáêôéêü ôñüðï åõñÝóåþò ôçò áðïôåëåß ç ìÝèïäïò ôùí
ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí. Óôç ìÝèïäï áõôÞ ãßíåôáé ç õðüèåóç ìåñéêÞò ëýóåùò ôçò ìïñöÞò

Û ∗
p (x) = Fx + G 
⇒ d2Û ∗

p (x)

dx2
= 0 (10.5.13)

ìå ôá F êáé G ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò, ðïõ ïäçãåß áêñéâþò óôçí ßäéá ìåñéêÞ ëýóç (10.5.12).

Ôïýôï óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç óõíÞèçò ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.5.8) ìáò äßíåé

c2
d2Û ∗

p (x)

dx2
− s2Û ∗

p (x) = −s u0
x
L


⇒ c2 · 0− s2(Fx + G) = −su0
x
L
. (10.5.14)

¢ñá Ý÷ïõìå

F = −su0/L
−s2

= u0

Ls
êáé G = 0 
⇒ Û ∗

p (x) = Ûp(x) = u0x
Ls

, (10.5.15)

ðñïêýðôåé äçëáäÞ Þ ßäéá áêñéâþò ìåñéêÞ ëýóç Ûp(x) ôçò ó÷Ýóåùò (10.5.12).

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç Û(x) ≡ U(x, s) ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(10.5.8) ðïõ ðñïÝêõøå èá åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá

Û(x) = Ûh(x)+ Ûp(x). (10.5.16)

Ëüãù ôùí ëýóåùí (10.5.11) (ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò) êáé (10.5.12) Þ
(10.5.15) (ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò) ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (10.5.16) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Û(x) = A cosh
sx
c
+ B sinh

sx
c
+ u0x

Ls
. (10.5.17)

ÐñÝðåé ôþñá íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé óôáèåñÝò A = A(s) êáé B = B(s) ìÝóù ôùí óõíïñéáêþí
óõíèçêþí (10.5.2). Ïé óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò áöïñïýí: (á) óôçíðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï
x = 0 ôçò åîåôáæüìåíçò óõíÞèïõò ñÜâäïõ êáé (â) óôï åëåýèåñï äåîéü Üêñï x = L ôçò ßäéáò ñÜâäïõ.
Ïé óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõí áãíïçèåß ìÝ÷ñé óôéãìÞò. Áíôßèåôá ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (10.5.4)
Ý÷ïõí Þäç ëçöèåß õðüøç óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (10.5.6) (óôç äåýôåñç ãñáììÞ). Ôéò äýï
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (10.5.2) ðïõ ðñïáíáöÝñáìå ôéò ìåôáó÷çìáôßæïõìå êáé áõôÝò êáôÜ Laplace
ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, ï ïðïßïò õðåéóÝñ÷åôáé ó’ áõôÝò. Áõôü Þäç ôï êÜíáìå ãéá ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.5.1) Ý÷ïíôáò ôåëéêÜ êáôáëÞîåé óôç ëýóç (10.5.17) ãéá ôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace Û(x) ≡ U(x, s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t). Õðåíèõìßæïõìå üôé ç
Üãíùóôç áõôÞ óõíÜñôçóç u(x, t) åßíáé ç æçôïýìåíç áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç óôï óçìåßï x ôçò ñÜâäïõ
ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t.

Åßíáé ðïëý åýêïëïò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ðñïöáíþò) ôùí óõíïñéá-
êþí óõíèçêþí (10.5.2). ÐñáãìáôéêÜ áðü ôçí ðñþôç áðü áõôÝò (óôçí ðÜêôùóç x = 0) Ý÷ïõìå

u(0, t) = 0 
⇒ L{u(0, t)} = U(0, s) = 0 
⇒ Û(0) = 0 
⇒ A = Á(s) = 0. (10.5.18)
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ÐÞñáìå Þäç õðüøç êáé ôç ãåíéêÞ ëýóç (10.5.17) (ãéá x = 0 öõóéêÜ). Åðßóçò ìüëéò áðïäåß÷èçêå üôé
Á = 0. Áõôü Þôáí áíáãêáßï ëüãù ôçò ðáêôþóåùò óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò ñÜâäïõ. Ôþñá ìå
A = 0 ç ëýóç áõôÞ (10.5.17) ðáßñíåé ôç ìåñéêüôåñç (ìå ìßá ìüíï áõèáßñåôç óôáèåñÜ: ôç B) ìïñöÞ

Û(x) = B sinh
sx
c
+ u0x

Ls
(10.5.19)

ìå Û(0) = 0, üðùò ðñÝðåé êáé ðñáãìáôéêÜ Üìåóá åðáëçèåýåôáé. Èá ÷ñåéáóèïýìå üìùò êáé ôçí
ðñþôç ðáñÜãùãï Û ′(x) ôçò ëýóåùò áõôÞò Û(x) (ùò ðñïò x åííïåßôáé, ôï s åßíáé áðëÜ ðáñÜìåôñïò).
ÁõôÞ åßíáé ìéá ðïëý åýêïëç åñãáóßá ìå áðïôÝëåóìá

Û ′(x) = B
s
c
cosh

sx
c
+ u0

Ls
. (10.5.20)

ÐñÜãìáôé ôþñá ç äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (10.5.2) (ðïõ áöïñÜ óôï åëåýèåñï Üêñï x = L
ôçò ñÜâäïõ) ðåñéÝ÷åé ôçí ðñþôç ðáñÜãùãïùò ðñïò ôç èÝóç x. ÅÜí ìåôáó÷çìáôéóèåß êáôÜ Laplace
(ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace óõíå÷þò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ), ç ßäéá óõíèÞêç äßíåé

∂u
∂x

(L, t) = 0 
⇒ L
{

∂u
∂x

(L, t)
}
= ∂U

∂x
(L, s) = 0 
⇒ Û ′(L) = 0, (10.5.21)

ãéáôß Û(x) ≡ U(x, s). ÅéóÜãïíôáò ôç óõíèÞêç áõôÞ (10.5.21) (Û ′(L) = 0) óôç ëýóç (10.5.20), ìðï-
ñïýìå ðéá íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ B = B(s), êÜôé ðïõ Þäç êÜíáìå ãéá ôçí
áõèáßñåôç óôáèåñÜ A. Ðñïêýðôåé Üìåóá

Û ′(L) = B
s
c
cosh

sL
c
+ u0

Ls
= 0 
⇒ B = − u0c

Ls2
1

cosh
sL
c

. (10.5.22)

¢ñá ç ëýóç (10.5.19) (äõóôõ÷þò óôï ðåäßï s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace áêüìç) ðáßñíåé ôçí
ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

Û(x) ≡ U(x, s) = u0

L


x

s
− c

s2

sinh
sx
c

cosh
sL
c


 . (10.5.23)

B10.5.4. ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

¸÷ïõí Þäç ëçöèåß ðëÞñùò õðüøç: (á) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (10.5.1)
ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ ìåëåôÜìå, (â) ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (10.5.2) êáé (ã) ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
(10.5.4). ÁðïìÝíåé ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (10.5.23) ðïõ âñÞêáìå ãéá ôïí
ðñïóäéïñéóìü ôçò ëýóåùò

u(x, t) = L−1{U(x, s)} (10.5.24)

ôïõðáñüíôïòðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí. Óôçí áíôéóôñïöÞáõôÞ çðáñÜìåôñïò
(Þ êáé ìåôáâëçôÞ) s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace èá áðáëåéöèåß ðáñá÷ùñþíôáò ôç èÝóç ôçò óôçí
áëçèéíÞ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ t, óôï ÷ñüíï óôï ðñáãìáôéêü, ôï öõóéêü ðñüâëçìá ôçò ñÜâäïõ.
Ç ðáñÜìåôñïò s åìöáíßóèçêå, åðåéäÞ åñãáóèÞêáìå óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ ìåôáó÷çìáôßæïíôáò
êáôÜ Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ôüóï óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.5.1) üóï êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõí-
èÞêåò (10.5.2). ¢ñá óôï ÷ñüíï t ïöåßëïõìå íá åðéóôñÝøïõìå ìå ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace (10.5.24). Ðáñáôçñïýìå üôé ç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ x êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ åßíáé ðáñïýóá
óôç ëýóç (10.5.23). Ç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ t åßíáé áõôÞ ðïõ áðïõóéÜæåé áêüìç!

Ï ðñþôïò üñïò óôç ëýóç (10.5.23) ðïõ âñÞêáìå áíôéóôñÝöåôáé ðïëý åýêïëá, åðåéäÞ

L−1
{
1
s

}
= 1 
⇒ L−1

{u0x
Ls

}
= u0x

L
(10.5.25)

ëüãù ôïõ ðñþôïõ áðü ôïõò ôýðïõò (10.1.12). Óçìåéþíïõìå üôé ôï x åßíáé ôþñá óôáèåñÜ, ðáñÜ-
ìåôñïò, áêñéâþò üðùò Þôáí ôï s êáôÜ ôçí åðßëõóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.5.8).
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Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, áðïìÝíåé ôþñá ôï äýóêïëï, ôï ìç ôåôñéììÝíï êáèÞêïí ôçò áíôéóôñïöÞò
ôïõ äåýôåñïõ üñïõ óôç ëýóç (10.5.23). Áõôüò åßíáé ï üñïò ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôéò õðåñâïëéêÝò
óõíáñôÞóåéò (á) õðåñâïëéêü çìßôïíï (sinh) êáé (â) õðåñâïëéêü óõíçìßíïôï (cosh). ÁõôÞ åßíáé êáé
ç äõóêïëüôåñç äïõëåéÜ ðïõ ðñÝðåé üìùò íá ãßíåé óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ. Åßíáé ôáõôü÷ñïíá
êáé ôï êýñéï ìåéïíÝêôçìá ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ (ü÷é
âÝâáéá óå êÜèå åöáñìïãÞ, áëëÜ óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò óå ðñïâëÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò). Åõôõ÷þò üìùò ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace L−1 ðïõ æçôåßôáé
åäþ ìðïñåß íá âñåèåß ìå ôç ÷ñÞóç éó÷õñþí ðéíÜêùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace. ÔÝôïéïé ðßíáêåò
åßíáé äéáèÝóéìïé óå ïñéóìÝíá ó÷åôéêÜ óõããñÜììáôá. Áðü ðßíáêåò áõôïý ôïõ åßäïõò (éó÷õñïýò êáé
áñêåôÜ ëåðôïìåñåßò âÝâáéá!) âñßóêïõìå Üìåóá üôé

L−1
{

sinh sx
s2 cosh sa

}
= x + 8a

ð2

∞∑
n=1

(− 1)n

(2n− 1)2
sin

(2n− 1)ðx
2a

cos
(2n− 1)ðt

2a
(10.5.26)

ìå ôá x êáé a ðáñáìÝôñïõò. ¸÷ïõìå ôþñá óôï äåîéü ìÝëïò ôï ÷ñüíï t áíôß ãéá ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôï áñéóôåñü ìÝëïò. Ç èÝóç x åìöáíßæåôáé âÝâáéá êáé óôá äýï ìÝëç!

Ï ÷ñçóéìüôáôïò áõôüò ôýðïò óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ ðñÝðåé íá ôñïðïðïéçèåß ëßãï (ðïëý
ëßãï!) èÝôïíôáò L/c áíôß ôïõ a êáé x/c áíôß ôïõ x. Ìå ôïí ôñüðï áõôü èá ëÜâåé ôçí åðéèõìçôÞ ó’ åìÜò
ìïñöÞ ðñïò Üìåóç ÷ñÞóç ôïõ óôç ëýóç (10.5.23). Ìå ôéò äýï áõôÝò áðëÝò áíôéêáôáóôÜóåéò ï
ôýðïò (10.5.26) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

L−1




sinh
sx
c

s2 cosh
sL
c


 = x

c
+ 8L

ð2c

∞∑
n=1

(− 1)n

(2n− 1)2
sin

(2n− 1)ðx
2L

cos
(2n− 1)ðct

2L
. (10.5.27)

Áõôü ìðïñåß íá äéáðéóôùèåß ðÜñá ðïëý åýêïëá. ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò êáé åðß −u0c/L (ëüãù ôçò
ìïñöÞò ôïõ äåýôåñïõ üñïõ ôçò ëýóåùò (10.5.23)) ðñïêýðôåé üôé

L−1


−

u0c
L

sinh
sx
c

s2 cosh
sL
c


 = − u0x

L
− 8u0

ð2

∞∑
n=1

(− 1)n

(2n− 1)2
sin

(2n− 1)ðx
2L

cos
(2n− 1)ðct

2L
. (10.5.28)

ÁðïìÝíåé ðëÝïí ôï ôåôñéììÝíï êáèÞêïí ôçò áíôéêáôáóôÜóåùò ôùí áíôéóôñüöùí ìåôáó÷çìá-
ôéóìþí Laplace (10.5.25) êáé (10.5.28) ôùí äýï üñùí ôçò ëýóåùò (10.5.23) óôç ëýóç áõôÞ. ÌåôÜ
ôçí ðñïöáíÞ áðëïðïßçóç ôùí áíôßèåôùí üñùí ±u0x/L ðáßñíïõìå ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá

u(x, t) = 8u0

ð2

∞∑
n=1

(− 1)n−1

(2n− 1)2
sin

(2n− 1)ðx
2L

cos
(2n− 1)ðct

2L
. (10.5.29)

Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ôï ìåßïí äåí åìöáíßæåôáé ðéá ðñéí áðü ôï Üèñïéóìá. Áõôü ïöåßëåôáé óôï
ãåãïíüò üôé ôï ìåßïí áðëÜ ìåôáöÝñèçêå óôïí üñï (− 1)n, ðïõ ôñïðïðïéÞèçêå Ýôóé óå (− 1)n−1.

ÁõôÞ åßíáé ç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò ñÜâäïõ
õðü ôéò óõíïñéáêÝò êáé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ õðïèÝóáìå. ÂÝâáéá óôç ëýóç áõôÞ (10.5.29) ç
óôáèåñÞ ìåôáôüðéóç u0 äßíåôáé áðü ôïí ôýðï (10.5.3), u0 = N0L/(EA), óõíáñôÞóåé: (á) ôçò áîïíéêÞò
äõíÜìåùò N0 ðïõ åß÷å åðéâëçèåß óôç ñÜâäï (ìÝ÷ñé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0), (â) ôïõ ìÞêïõò L
ôçò ñÜâäïõ, (ã) ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñïõ ôïõ Young) E ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ
åëáóôéêïý õëéêïý ôçò êáé (ä) ôïõ åìâáäïý A ôçò äéáôïìÞò ôçò. Çðáñïýóá ëýóç (10.5.29) óõìðßðôåé
áóöáëþò ìå ôç ëýóç ðïõ Ý÷åé Þäç âñåèåß óôçí Åíüôçôá Â6.1, åêåß üìùò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ
ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Åíôåëþò áíÜëïãá áðïôåëÝóìáôá éó÷ýïõí êáé ãéá ôï áíôßóôïé÷ï
ðñüâëçìá åëåýèåñùí óôñåðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò ñÜâäïõ. Ôï ðñüâëçìá áõôü áíÜãåôáé,
üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Â3.2.7, ïõóéáóôéêÜ óôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò: óôç ãíùóôÞ ìáò ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç) (10.5.1).



Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ FOURIER (ÊåöÜëáéï B11) 275

Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B11
Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ FOURIER

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÁíÜëïãç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ðïõ åîåôÜóèçêå óôï ðñïçãïýìåíï Êå-
öÜëáéï Â10, åßíáé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. Ç äéáöïñÜ ôùí äýï ìåèüäùí ãéá
ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò åßíáé áðëÜ üôé åíþ ç ìÝèïäïò ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace âáóßæåôáé óôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ç ìÝèïäïò ôïõ ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Fourier âáóßæåôáé óôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß
åîÜëëïõ üôé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ÷ñçóéìïðïéåß óáí äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò ôï çìéÜðåéñï
äéÜóôçìá [0,∞). Áíôßèåôá ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ÷ñçóéìïðïéåß óáí äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò
ôï Üðåéñï äéÜóôçìá (−∞,∞) êáé áðáéôåß öõóéêÜ íá Ý÷åé ðëçñïöïñßåò áðü ôï äéÜóôçìá áõôü. ¢ñá
ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé êáôÜëëçëç ð.÷. óå ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí ìå
ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ t óôï äéÜóôçìá [0,∞). ÁíÜëïãá åßíáé åðßóçò êáôÜëëçëç êáé óå çìéÜðåéñåò
ðåñéï÷Ýò ìå ôç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ x óôï ßäéï äéÜóôçìá. Áíôßèåôá ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõíÞèùò ìå ìåôáó÷çìáôéóìü ôçò ÷ùñéêÞò ìåôáâëçôÞò x ãéá Üðåéñá ìÝóá
ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ áõôÞ, ðïõ èåùñåßôáé üôé êõìáßíåôáé óôï Üðåéñï äéÜóôçìá (−∞,∞).

Ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier åðáíáëáìâÜíåôáé ìå óýíôïìï ôñüðï óôçí åéóáãùãéêÞ
Åíüôçôá Â11.1. Óôçí Åíüôçôá Â11.2 ðáñïõóéÜæåôáé ìéá áñêåôÜ ëåðôïìåñÞò åöáñìïãÞ ôçò ìåèü-
äïõ áõôÞò óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ. ÓõãêåêñéìÝíá åîåôÜæåôáé ôï ðñüâëçìá ôçò äéá÷ýóåùò
ñýðïõ óå õäáôüññåõìá Üðåéñïõ ìÞêïõò áñ÷éêÜ áãíïþíôáò ôï öáéíüìåíï ôçò ìåôáãùãÞò, óôç óõ-
íÝ÷åéá üìùò ëáìâÜíïíôáò êáé áõôü õðüøç. Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò õðïëïãßæåôáé êëåéóôÞ ëýóç
ôïõ ðñïâëÞìáôïò õðü ôõ÷áßá, áëëÜ ãíùóôÞ áñ÷éêÞ êáôáíïìÞ ôçò óõãêåíôñþóåùò ôïõ ñýðïõ óôï
õäáôüññåõìá. Óôç óõíÝ÷åéá óôçí Åíüôçôá Â11.3 ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier åöáñ-
ìüæåôáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, óõãêåêñéìÝíá óôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò Üðåéñçò äïêïý
õðü åëåýèåñç (÷ùñßò åîùôåñéêÞ öüñôéóç) êáìðôéêÞ ôáëÜíôùóç. Êáé óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ ðñïêý-
ðôåé êëåéóôÞ ãåíéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò õðü ôõ÷áßåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: áñ÷éêü ó÷Þìá (åëáóôéêÞ
ãñáììÞ) ôçò äïêïý êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá ôùí óçìåßùí ôçò õðü ôç ìïñöÞ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ.

¢ëëåò äõíáôüôçôåò ðáñáðëÞóéåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ðáñÝ÷ïõí ç ÷ñÞóç ôïõ óõíç-
ìéôïíéêïý Þ ôïõ çìéôïíéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, ðïõ äå èá åîåôáóèïýí üìùò óôï êåöÜëáéï
áõôü. ÓõããåíÞ äõíáôüôçôá áðïôåëåß åðßóçò ç ÷ñÞóç ôïõ ïëïêëçñþìáôïò Fourier óå óõíäõáóìü
ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. ¼ðùò êáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, Ýôóé êáé
åäþ äåí ðñÝðåé íá ðáñáëåéöèåß íá óçìåéùèåß üôé ðïëëÝò öïñÝò êáôÜ ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Fourier ôçò ëýóåùò ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
(ïìïãåíïýò Þ ìç ïìïãåíïýò) ðñïò åðéóôñïöÞ óôçí áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ åßíáé áíáãêáßá ç ÷ñÞóç ðé-
íÜêùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier
âáóßæåôáé óôç ÷ñÞóç åíüò ïëïêëçñþìáôïò êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñáãìáôéêïý Üîïíá êáé ü÷é óôï ìéãáäéêü
åðßðåäï, üðùò éó÷ýåé ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Áõôü ßóùò äéåõêïëýíåé ìåñéêÝò öïñÝò.
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B11.1. ÓÕÍÔÏÌÇ ÐÅÑÉÃÑÁÖÇ ÔÇÓ ÌÅÈÏÄÏÕ

B11.1.1. Ïñéóìüò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier

Óôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Â10 ìåëåôÞóáìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí
åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.
¼ðùò ãíùñßæïõìå, ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace åßíáé Ýíáò ïëïêëçñùôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò, âáóß-
æåôáé äçëáäÞ óå ïëïêëÞñùìá. Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace (ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå êáëëéãñáöéêü L)
ìåôáó÷çìáôßæåé ìéá óõíÜñôçóç u(t) óå ìéá Üëëç óõíÜñôçóç, ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Þ ôç
ìåôáó÷çìáôéóìÝíç ôçò êáôÜ Laplace U(s) = L{u(t)}. Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò áõôüò ãßíåôáé âÜóåé ôïõ
ôýðïõ (10.1.1) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace:

U(s) = L{u(t)} =
∫ ∞

0
e−stu(t) dt. (11.1.1)

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå áðïëýôùò áíÜëïãá ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier (ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå êáëëéãñáöéêü F ) êáé ðÜëé ãéá ôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùíìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôïí ïñß-
óáìå óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ óôï ÊåöÜëáéï Á18 ôïõ ÌÝñïõò Á êáé ôïí åöáñìüóáìå óôï
ÊåöÜëáéï Á19 ðÜëé ôïõ ÌÝñïõò Á ãéá ôçí åðßëõóç óõíÞèùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.
Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier åßíáé êé áõôüò Ýíáò ïëïêëçñùôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò ðïõ ìåôáó÷ç-
ìáôßæåé (áêñéâþò üðùò êé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace) ìéá óõíÜñôçóç u(t) óå ìéá Üëëç óõíÜñôçóç
U(ù) = F{u(t)}. Ç äåýôåñç áõôÞ óõíÜñôçóç U(ù) = F{u(t)} êáëåßôáé ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier
Þ ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ Fourier ôçò áñ÷éêÞò óõíáñôÞóåùò u(t). Ï ôýðïò ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Fourier U(ù) = F{u(t)} ìéáò óõíáñôÞóåùò u(t) åßíáé ï áêüëïõèïò:

U(ù) = F{u(t)} =
∫ ∞

−∞
e−iùtu(t) dt. (11.1.2)

ÅðáíáëáìâÜíåôáé üôé ôï óýìâïëï F{u(t)} äçëþíåé áðëÜ ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (Þ ôç ìåôáó÷ç-
ìáôéóìÝíç êáôÜ Fourier) ôçò óõíáñôÞóåùò u(t), äçëáäÞ ôç óõíÜñôçóç U(ù). ÖõóéêÜ ç óõíÜñôçóç
áõôÞ U(ù) åßíáé åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò
u(t) óôïí ôýðï (11.1.1).

Óõãêñßíïíôáò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, ðáñáôçñïýìå êáôáñ-
÷Þí üôé êáé ïé äýï åßíáé ïëïêëçñùôéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß. Âáóßæïíôáé åðïìÝíùò óå ïëïêëÞñùóç
ãéá ôïí ïñéóìü ôïõò: ôýðïé ïñéóìïý (11.1.1) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáé (11.1.2) ãéá ôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. ÕðÜñ÷ïõí üìùò äéáöïñÝò ìåôáîý ôùí äýï áõôþí ïñéóìþí. Êáôáñ÷Þí ï
ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace Ý÷åé óáí äéÜóôçìá ïñéóìïý ôïõ (äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò) ôï çìéÜðåéñï
äéÜóôçìá [0,∞), åíþ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier Ý÷åé óáí äéÜóôçìá ïñéóìïý ôïõ ôï Üðåéñï äéÜ-
óôçìá (−∞,∞). ÅðïìÝíùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace åßíáé êáôÜëëçëïò ãéá óõíáñôÞóåéò u(t) ðïõ
ïñßæïíôáé Þ/êáé æçôïýíôáé (óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ åîå-
ôÜæïõìå) óôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞). Áíôßèåôá ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier åßíáé êáôÜëëçëïò
ãéá óõíáñôÞóåéò u(t) ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôï Üðåéñï äéÜóôçìá (−∞,∞).

ÅîÜëëïõ ïé ðõñÞíåò ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace êáé Fourier, äçëáäÞ ïé óõíáñôÞóåéò óôïõò
ôýðïõò ïñéóìïý ôïõò (11.1.1) êáé (11.1.2) áíôßóôïé÷á ðïõ ðïëëáðëáóéÜæïõí ôç ìåôáó÷çìáôéæü-
ìåíç óõíÜñôçóç u(t) åßíáé äéáöïñåôéêïß, óõãêåêñéìÝíá

KL(s, t) = e−st ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, (11.1.3)

KF(ù, t) = e−iùt ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. (11.1.4)

Áðü áðüøåùò óõãêëßóåùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace åßíáé êÜðùò éó÷õñüôåñïò áðü ôï ìåôá-
ó÷çìáôéóìü Fourier, õðåñÝ÷åé ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ï ðéï ðÜíù
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ðõñÞíáò KL(s, t) = e−st ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace åîáóöáëßæåé ðéï åýêïëá ôçí ýðáñîç ôïõ
ïëïêëçñþìáôïò (11.1.1) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá t → ∞ ãéá ìéá óõíÜñôçóç u(t).
ÓõãêåêñéìÝíá, åÜí ç ìåôáâëçôÞ s ðÜñåé åðáñêþò ìåãÜëåò èåôéêÝò ôéìÝò, ôüôå ðáñáôçñïýìå üôé ï
ðõñÞíáò e−st (ðïõ Ý÷åé ðñüóçìï ìåßïí óôïí åêèÝôç−st) ôåßíåé óôï ìçäÝí (ãéá t → ∞) ìå áñêåôÜ ìå-
ãÜëç ôá÷ýôçôá. ÊÜôé áíÜëïãï äåí åßíáé åöéêôü óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, åðåéäÞ ï áíôßóôïé÷ïò
ðõñÞíáò KF(ù, t) = e−iùt Ý÷åé ðÜíôïôå óáí áðüëõôç ôéìÞ ôç ìïíÜäá, åðåéäÞ

|e−iùt| = |cosùt − i sinùt| =
√
cos2 ùt + sin2 ùt = 1. (11.1.5)

ÅðïìÝíùò ç óýãêëéóç ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (11.1.2) äå äéåõ-
êïëýíåôáé áðü ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ ù. ÐáñÜ ôáýôá êáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier åßíáé ðñáêôéêÜ
÷ñÞóéìïò êáé ðïëëÝò óõíáñôÞóåéò u(t) Þ u(x), êëð. äéáèÝôïõí ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (Þ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìÝíç êáôÜ Fourier).

B11.1.2. ÐáñÜäåéãìá ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier

Óáí ðáñÜäåéãìá ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier áíáöåñüìáóôå óôçí áðëÞ óõíÜñôçóç u = u(x)
(ôþñá ôçò ìåôáâëçôÞò x)

u(x) =
{

1, åÜí |x| ≤ a

0, åÜí |x| > a
(11.1.6)

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ u(x) Ý÷åé óáí ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôç óõíÜñôçóç

U(ù) = F{u(x)} =
∫ ∞

−∞
e−iùxu(x) dx =

∫ a

−a
e−iùx dx = e−iùx

−iù

∣∣∣∣
a

−a

= e−iùa − eiùa

−iù
= 2

ù
eiùa − e−iùa

2i
= 2

ù
sinùa = 2

sin aù
ù

. (11.1.7)

Tõ÷áßíåé ìÜëéóôá óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ü÷é ìüíï íá õðÜñ÷åé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier
U(ù), áëëÜ íá åßíáé êáé ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç. Áõôü, äçëáäÞ ôï íá åßíáé Ýíáò ìåôáó÷çìáôéóìüò
Fourier U(ù) ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç, óõíÞèùò äåí éó÷ýåé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier.

B11.1.3. Ó÷üëéá ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier

Áò ðáñáôçñçèåß åîÜëëïõ üôé äåí åßíáé áíÜãêç óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ç ìåôáâëçôÞ ùò
ðñïò ôçí ïðïßá ãßíåôáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò áõôüò íá åßíáé ç ìåôáâëçôÞ t ðïõ ðïëý óõ÷íÜ áíáöÝ-
ñåôáé óôï ÷ñüíï: ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ. ¼ðùò îÝñïõìå, óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôïí
Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier óõ÷íÜ áöïñÜ óå ìïíïâÜèìéá äõíáìéêÜ
óõóôÞìáôá ìå ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t. ¸ôóé ï ÷ñüíïò t ìåôáó÷çìáôßæåôáé óôç íÝá ìåôáâëçôÞ ù. Ç
ìåôáâëçôÞ áõôÞ ù Ý÷åé ôç öõóéêÞ åñìçíåßá ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò. Áíôßèåôá óôéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier åßíáé óõíÞèùò êÜðùò
äéáöïñåôéêÞ ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ ðïõ ìåôáó÷çìáôßæåôáé.

ÐñáãìáôéêÜ ðïëý óõ÷íÜ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ÷ñçóéìïðïéåßôáé ùò ðñïò ôç ÷ùñéêÞ ìåôá-
âëçôÞ x (ôç èÝóç). ÌÜëéóôá áõôü èá ãßíåé êáé óôéò åöáñìïãÝò ôùí äýï åíïôÞôùí ðïõ èá áêïëïõ-
èÞóïõí. Ç ìåôáâëçôÞ áõôÞ x èåùñåßôáé üôé ìåôáâÜëëåôáé óôï Üðåéñï äéÜóôçìá (−∞,∞). Ãéá ôç
÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ t (ôï ÷ñüíï), ðïõ ðïëý óõ÷íÜ áðïôåëåß êáé áõôüò áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ óôéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ìåôáâÜëëåôáé óôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞)
äåí åßíáé êáôÜëëçëïò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier. ÂÝâáéá ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ìå äéáèÝóéìç áñ÷éêÞ
óõíèÞêç (Þ áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) ãéá t = 0. ÁõôÜ óõìâáßíïõí, åðåéäÞ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier
åßíáé êáôÜëëçëïò ìüíï ãéá ôï Üðåéñï äéÜóôçìá ( −∞,∞) ëüãù ôïõ ïñéóìïý ôïõ (11.1.2). Ãéá ôï
ëüãï áõôü ðñïôéìÞóáìå íá äçëþóïõìå ôç ìåôáâëçôÞ óôçí ðéï ðÜíù óõíÜñôçóç u, ôçò ïðïßáò
õðïëïãßóáìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier U(ù), óáí x: u(x) êáé ü÷é óáí t: u(t).



278 (ÊåöÜëáéï B11) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier F ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x (ðïõ óõ÷íÜ äç-
ëþíåé ìéá ÷ùñéêÞ êáé ü÷é ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ) áöÞíåé êÜðïéá åñùôçìáôéêÜ ùò ðñïò ôçí åðéëïãÞ
ôçò ìåôáâëçôÞò ù óáí ìåôáâëçôÞò óôç óõíÜñôçóç U(ù) ðïõ ðñïêýðôåé ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier. ÐñáãìáôéêÜ ßóùò èá Þôáí ðñïôéìüôåñç ç ÷ñÞóç êÜðïéïõ Üëëïõ óõìâüëïõ ãéá ôç ìåôá-
âëçôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï óýìâïëï î ãéá ôï
óêïðü áõôü, Ýôóé þóôå íá ìç ìðïñåß íá ãßíåé óýã÷õóç ìå ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù. ÐáñÜ ôáýôá
äéáôçñïýìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåôáâëçôÞò ù óáí ìåôáâëçôÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier óôïí ïñé-
óìü ôïõ (11.1.2) êáé óå üëï ôï êåöÜëáéï áõôü. ¸ôóé èá Ý÷ïõìå ôï ßäéï óýìâïëï, ôï ù, ìå åêåßíï
ðïõ åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óôï
ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ. Ôï ßäéï áêñéâþò óõìâáßíåé êáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
ìå ôç ÷ñÞóç ó’ áõôüí ãåíéêÜ ôïõ óõìâüëïõ s.

ÅðïìÝíùò óôï ðáñüí êåöÜëáéï ôï óýìâïëï ù äçëþíåé áðëÜ ôç ìåôáâëçôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôé-
óìïý Fourier U(ù) = F{u(x)} ìéáò óõíáñôÞóåùò u(x), Ýóôù êáé áí ôï x ðáñéóôÜíåé ÷ùñéêÞ ìåôá-
âëçôÞ (èÝóç) êáé ü÷é ôï ÷ñüíï. (¢ñá ôï óýìâïëï ù óå Ýíá ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier U(ù) ãåíéêÜ
äåí ðáñéóôÜíåé êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá.) Ï áíáãíþóôçò Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðïõ äå óõìöùíåß ìå
ôéò óêÝøåéò áõôÝò ôïõ ãñÜöïíôá Ý÷åé áóöáëþò ôç äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìïðïéåß ï ßäéïò ôï óýì-
âïëï ôçò áñåóêåßáò ôïõ, ð.÷. U(î) Þ U(ë) Þ U(á), êëð. ìå ôï î Þ ôï ë Þ ôï á óáí ìåôáâëçôÞ ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F.

Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåôáâëçôÞò x (ðïõ óõíÞèùò äçëþíåé èÝóç óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò) óáí ìåôáâëçôÞò ôçò áñ÷éêÞò óõíáñôÞóåùò u(x), ï ôýðïò ïñéóìïý (11.1.2)
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (Þ ôçò ìåôáó÷çìáôéóìÝíçò êáôÜ Fourier) ðñïöáíþò ãñÜöåôáé óáí

U(ù) = F{u(x)} =
∫ ∞

−∞
e−iùxu(x) dx. (11.1.8)

Ôþñá Ý÷åé ôåèåß x áíôß ôïõ t óôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò, üðùò åß÷áìå Þäç ôçí åõêáéñßá íá äïýìå
êáé óôç ó÷Ýóç (11.1.7). Áõôü üìùò äåí ðñïêáëåß êáìßá ïõóéáóôéêÞ áëëáãÞ!

B11.1.4. ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier

Áíôßóôñïöá ôþñá, åÜí ãíùñßæïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier U(ù) = F{u(x)} ìéáò óõíáñôÞ-
óåùò u(x), ôüôå ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôïí ôýðï áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier. (Óçìåéþíåôáé üôé ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier äçëþíåôáé ìå ôï óýìâïëï F−1.)
Ï ôýðïò áõôüò áíôéóôñïöÞò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

u(x) = F−1{U(ù)} = 1
2ð

∫ ∞

−∞
eiùxU(ù) dù. (11.1.9)

Ðáñáôçñïýìå üôé õðÜñ÷åé Þäç áñêåôÞ óõììåôñßá ìåôáîý ôùí ôýðùí (11.1.8) ïñéóìïý ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Fourier F êáé (11.1.9) õðïëïãéóìïý ôïõ áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F−1.
ÂÝâáéá óôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (11.1.9) õðåéóÝñ÷åôáé ç óôáèåñÜ 1/(2ð) ðñéí áðü
ôï ïëïêëÞñùìá. Ïé äýï áõôïß ôýðïé, ïé (11.1.8) êáé (11.1.9), èá ìðïñïýóáí íá ãßíïõí áêüìç ðéï
óõììåôñéêïß ìåôáîý ôïõò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óôáèåñÜò 1/

√
2ð ðñéí áðü ôá ïëïêëçñþìáôá êáé óôïõò

äýï. Áõôü óõìâáßíåé óå áñêåôÜ âéâëßá éäßùò óôá ÌáèçìáôéêÜ êáé óôç ÖõóéêÞ. Ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü üìùò åßíáé ìåéïíåêôéêü, åðåéäÞ óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ÷Üíåôáé êÜðùò ç áíáëïãßá ìåôáîý
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier êáé ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, o ïðïßïò äåí Ý÷åé ôÝôïéá óôáèåñÜ
óôïí ôýðï ïñéóìïý ôïõ (11.1.1). Åðßóçò ç ÷ñÞóç ôçò óôáèåñÜò 1/

√
2ð óôïí ôýðï ïñéóìïý (11.1.2)

Þ (11.1.8) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier äåí ôáéñéÜæåé áðüëõôá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier óôïí õðïëïãéóìü ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò áðïêñßóåùò G(ù) (Þ H(ù)). Ôç óõíÜñôçóç
áõôÞ, ðïõ áíáöÝñåôáé óôïðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáòù, åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá ôçí åéóáãÜãïõìå êáé íá
ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá ìïíïâÜèìéá ìç÷áíéêÜ óõóôÞ-
ìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÓõãêåêñéìÝíá óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.6 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6, óôçí
Åíüôçôá Á17.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Á17 êáé ó’ üëï ôï ÊåöÜëáéï Á19: Åíüôçôåò Á19.1, Á19.2 êáé Á19.3.
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B11.1.5. ×ñçóéìüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

ÌåôÜ ôá ðáñáðÜíù ãåíéêÞò öýóåùò ó÷üëéá ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F, áò áíáöÝñïõìå
ìåñéêÝò ÷ñÞóéìåò éäéüôçôÝò ôïõ. ÁñêåôÝò áðü áõôÝò èá ôéò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôéò åöáñìïãÝò ôùí
åðüìåíùí äýï åíïôÞôùí óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, óõãêåêñéìÝíá óôçí Ðåñéâáë-
ëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ óôçí Åíüôçôá Â11.2 êáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí óôçí Åíüôçôá Â11.3.

Êáôáñ÷Þí îÝñïõìå üôé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L éó÷ýïõí ïé ôýðïé (10.1.3) Ýùò êáé (10.1.7)
ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ìéáò ðáñáãþãïõ ôçò óõíáñôÞóåùò u ìå ãíùóôü ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace. ¸ôóé êáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F éó÷ýïõí ïé áíÜëïãïé ôýðïé

F{u′(x)} = iùU(ù), (11.1.10)

F{u′′(x)} = (iù)2U(ù) = −ù2U(ù), (11.1.11)

F{u′′′(x)} = (iù)3U(ù) = −iù3U(ù), (11.1.12)

F{u′′′′(x)} = (iù)4U(ù) = ù4U(ù) (11.1.13)

êáé, ãåíéêüôåñá, ãéá ôçí n-ðáñÜãùãï u(n)(x)

F{u(n)(x)} = (iù)nU(ù). (11.1.14)

ÅðïìÝíùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò n-ðáñáãþãïõ ôçò óõíáñôÞóåùò u(x) éóïýôáé ìå ôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier U(ù) ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò u(x) ðïëëáðëáóéáóìÝíï üìùò åðß (iù)n.
Ôïýôï åßíáé áíôßóôïé÷ï ìå ü,ôé éó÷ýåé ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, áëëÜ ôþñá ìå (iù)n óôç èÝóç
ôïõ sn óôïí ôýðï (10.1.7). Åðßóçò óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier äåí õðÜñ÷ïõí óôïõò ðéï ðÜíù
ôýðïõò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò áíôßèåôá ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Ôï åíäéáöÝñïí áõôü ãåãïíüò
ïöåßëåôáé áðëÜ óôï äéÜóôçìá ( −∞,∞) óôï ïëïêëÞñùìá ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier
(11.1.2) Þ (11.1.8) êáé ìáò äéåõêïëýíåé áñêåôÜ.

Áðü ôçí áíôßèåôç üìùò ðëåõñÜ ç éó÷ýò ôùí ðéï ðÜíù ôýðùí (11.1.10) Ýùò êáé (11.1.14)
ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier ðáñáãþãùí u(n)(x) ôçò óõíáñôÞóåùò u(x) áðáéôåß êÜðïéåò
ðñïûðïèÝóåéò. ÓõãêåêñéìÝíá áðáéôåßôáé ï ìçäåíéóìüò ôçò óõíáñôÞóåùò u(x) ãéá x → ±∞, Ýôóé
þóôå íá éó÷ýåé ï ôýðïò (11.1.10). ÁíÜëïãá áðáéôåßôáé ï ìçäåíéóìüò ãéá x → ±∞ ôüóï ôçò
óõíáñôÞóåùò u(x) üóï êáé ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ ôçò u′(x), ãéá íá éó÷ýåé ï ôýðïò (11.1.11).
Åðßóçò ôüóï ç óõíÜñôçóç u(x) üóï êáé ïé äýï ðñþôåò ðáñÜãùãïß ôçò u′(x) êáé u′′(x) ðñÝðåé íá
ôåßíïõí óôï ìçäÝí ãéá x → ±∞, þóôå íá éó÷ýåé ï ôýðïò (11.1.12), êëð. ÔåëéêÜ öèÜíïõìå óôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F{u(n)(x)} ôçò n-ðáñáãþãïõ u(n)(x). Ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü áõôü éó÷ýåé
ï ãåíéêüò ôýðïò (11.1.14) õðü ôçí áíáãêáßá üìùò ðñïûðüèåóç üôé ôüóï ç ßäéá ç óõíÜñôçóç u(x)
üóï êáé ïé n− 1 ðñþôåò ðáñÜãùãïß ôçò u(k)(x) ôåßíïõí óôï ìçäÝí ãéá x → ±∞, äçëáäÞ

u(x) → 0 êáé u(k)(x) → 0, k = 1, 2, . . . , n− 1, ãéá x → ±∞. (11.1.15)

Ïé ðáñáäï÷Ýò áõôÝò üôé õðïôßèåíôáé éó÷ýïõí åê ôùí ðñïôÝñùí êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèü-
äïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò (åßôå ïìïãåíþí åßôå ìç ïìïãåíþí). ÂÝâáéá ï Ýëåã÷üò ôïõò ãßíåôáé åê ôùí õóôÝñùí,
äçëáäÞ áöïý Ý÷åé âñåèåß ç æçôïýìåíç ëýóç ôçò åîéóþóåùò ðïõ åðéëýåôáé.

Áêñéâþò üðùò óõìâáßíåé êáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L ãéá ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ôýðïõò,
ç ÷ñÞóç óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F ôùí ðáñáðÜíù ôýðùí ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier
ôùíðáñáãþãùí u(n)(x) ôçò óõíáñôÞóåùò u(x) åðéôñÝðåé ôçí åîÜëåéøç ôùíðáñáãþãùíáõôþíáðü
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ÂÝâáéá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ åðéëýåôáé ìðïñåß íá åßíáé åßôå óõíÞèçò
åßôå ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò íá ìáò áðáó÷ï-
ëïýí óôï êåöÜëáéï áõôü. (Ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier óå óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò
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åîéóþóåéò, ðïõ åßíáé áóöáëþò êáé áðëïýóôåñåò, ôçí Ý÷ïõìå Þäç åîåôÜóåé óôï ðñïçãïýìåíï ìÜ-
èçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ.)

Èåùñïýìå ôþñá ìéá óõãêåêñéìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ð.÷. ôç ãíùóôÞ
åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí êáé ôùí åëåýèåñùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò
äïêïý. ÁõôÞ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

∂4v
∂x4

+ 1
a2

∂2v
∂t2

= 0, −∞ < x < ∞, 0 < t < ∞. (11.1.16)

Åäþ ç äïêüò èåùñåßôáé Üðåéñïõ ìÞêïõò. ÁíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ç èÝóç x (÷ùñéêÞ ìåôá-
âëçôÞ) êáé ï ÷ñüíïò t (÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ). ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x, t).
Ôï a åßíáé ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Óôçí ðéï ðÜíù åîßóùóç (11.1.16), ðïõ èá ôç ëýóïõìå ðéï êÜôù
óôçí Åíüôçôá Â11.3, äåí Ý÷ïõìå ìüíï ôç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ x, ùò ðñïò ôçí ïðïßá èá ìåôáó÷çìáôß-
óïõìå êáôÜ Fourier, áëë’ Ý÷ïõìå êáé ìéá áêüìç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, óõãêåêñéìÝíá óôçí åîßóùóç
áõôÞ ôï ÷ñüíï t. ÃåíéêÜ åßíáé äõíáôüí íá Ý÷ïõìå êáé ðÜíù áðü äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò.

Åßäáìå óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace üôé ãéá ìéá ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ìéáò óõíáñôÞóåùò (ð.÷. ôçò
u(x, t)) ùò ðñïò ìéá ìåôáâëçôÞ (ð.÷. ôçí x) ðïõ äåí åßíáé ç ìåôáâëçôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
(ð.÷. ç t) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá áðëÜ ôçí áíôßóôïé÷ç ðáñÜãùãï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(x, s) = L{u(x, t)} ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò. Ôï ßäéï áêñéâþò éó÷ýåé êáé
óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. ÄçëáäÞ, áíÜëïãá ìå ôïí ôýðï (10.1.8) óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace,
éó÷ýåé êáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ï ôýðïò

F
{

∂ku(x, t)
∂tk

}
=
∫ ∞

−∞
e−iùx ∂

ku(x, t)
∂tk

dx = ∂k

∂tk

∫ ∞

−∞
e−iùxu(x, t) dx = ∂kU(ù, t)

∂tk
(11.1.17)

ìå k = 1, 2, 3, . . . Óôïí ôýðï áõôü Ý÷ïõìå ìåôáó÷çìáôßóåé êáôÜ Fourier ùò ðñïò ôç ÷ùñéêÞ ìåôá-
âëçôÞ x (ôç èÝóç x), áêñéâþò üðùò èá ãßíåé êáé åõèýòðéï êÜôùóôéò åöáñìïãÝò ôùí ÅíïôÞôùí Â11.2
êáé Â11.3. Áíôßèåôá óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace åß÷áìå ìåôáó÷çìáôßóåé (óôïí áíôßóôïé÷ï ôýðï
(10.1.8)) ùò ðñïò ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ t (ôï ÷ñüíï t). Áëë’ áóöáëþò ôïýôï åßíáé åðïõóéþäåò.

B11.1.6. Ìåôáó÷çìáôéóìïß Fourier óõíÞèùí óõíáñôÞóåùí

Åßíáé ãíùóôïß ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Fourier ðïëëþí óõíçèéóìÝíùí óõíáñôÞóåùí, üðùò ôçò óõ-
íáñôÞóåùò u(x) ðïõ ïñßóèçêå óôç ó÷Ýóç (11.1.6) ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôïí (11.1.7). Ðáñá-
äåßãìáôïò ÷Üñç, ãéá ôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) óõíÜñôçóç ä(x) ôïõ Dirac (åäþ ìå ìåôáâëçôÞ ôï x
áíôß ôïõ t) Ý÷ïõìå ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier

F{ä(x)} = 1, F{ä(x − a)} = e−iaù (11.1.18)

ìå ôïí ðñþôï âÝâáéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ äåýôåñïõ ãéá a = 0.

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï ìáò åíäéáöÝñåé åðßóçò éäéáßôåñá êáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò óõ-
íáñôÞóåùò e−a2x2 , ðïõ åßíáé ï åîÞò:

F
{
e−a2x2

}
=

√
ð
a

e−ù2/(4a2) ìå a > 0. (11.1.19)

ÈÝôïíôáò óôï ìåôáó÷çìáôéóìü áõôü Fourier áðëÜ a = 1/b, ðáßñíïõìå êáé ôïí áíÜëïãï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Fourier

F
{
e−x2/b2

}
= √

ð b e−b2ù2/4 ìå b > 0. (11.1.20)

Ôï ìåôáó÷çìáôéóìü áõôü Fourier èá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Â11.2.

B11.1.7. Êáé Üëëåò éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier

Éó÷ýïõí áóöáëþò ðÜñá ðïëëÝò éäéüôçôåò ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier áíÜëïãá ìå ü,ôé óõì-
âáßíåé êáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. ÁñêåôÝò áðü éäéüôçôåò áõôÝò Þäç ôéò óõíáíôÞóáìå êáé



Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ FOURIER (ÊåöÜëáéï B11) 281

ôéò ãíùñßæïõìå áðü ôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ, åêåß üìùò ìå Ýìöáóç óôï ÷ñüíï t.
Áíôßèåôá åäþ äßíïõìå Ýìöáóç óôç èÝóç x. Ïé éäéüôçôåò âÝâáéá ìÝíïõí áêñéâþò ïé ßäéåò åßôå ìå ìå-
ôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t åßôå ôç èÝóç x óôç óõíÜñôçóç u ðïõ ìåôáó÷çìáôßæïõìå êáôÜ Fourier: u = u(t)
Þ u = u(x).

ÁíÜìåóá óôéò éäéüôçôåò áõôÝò âáñýíïõóá èÝóç êáôÝ÷åé ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá

F{c1u1(x)+ c2u2(x)} = c1U1(ù)+ c2U2(ù) (11.1.21)

ìå ôá c1 êáé c2 óôáèåñÝò êáé åðßóçò U1, 2(ù) = F{u1, 2(x)}.
¢ëëç åíäéáöÝñïõóá éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (ìå ôïõò ßäéïõò ïñéóìïýò ôùí ìåôá-

ó÷çìáôéóìþí Fourier U1, 2(ù)) åßíáé ç éäéüôçôá ãéá ôç óõíÝëéîç äýï óõíáñôÞóåùí u1(x) êáé u2(x):

F{u1(x) ∗ u2(x)} ≡ F
{∫ ∞

−∞
u1(î) u2(x − î) dî

}
= U1(ù)U2(ù). (11.1.22)

Ç éäéüôçôááõôÞ åßíáé ðáñüìïéá ìå ôçí áíôßóôïé÷ç éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (10.1.16).
Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier üìùò (áíôßèåôá ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace) ôï óõíåëéêôéêü ïëïêëÞ-
ñùìá ïñßæåôáé óôï Üðåéñï äéÜóôçìá (−∞,∞) êáé ü÷é óôï ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, t] (Þ [0, x]),
üðùò óõíÝâáéíå óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace.

ÔÝëïò ìéá Üëëç ÷ñÞóéìç êáé ãíùóôÞ éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier åßíáé ç åîÞò:

F{u(x − x0)} = e−ix0ù F{u(x)} ≡ e−ix0ù U(ù) ìå U(ù) = F{u(x)}. (11.1.23)

Ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôç èÝóç x ç éäéüôçôá áõôÞ áíáöÝñåôáé óå ìåôÜèåóç ôçò èÝóåùò x (êáôÜ
ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox) êáôÜ x0, äçëáäÞ óå ÷ùñéêÞ ìåôáôüðéóç, ìåôÜèåóç x0. Ç áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç
Þôáí ç u(x). Ç ìåôáôïðéóìÝíç êáôÜ x0 óõíÜñôçóç åßíáé ç u(x− x0). Óôï ðåäßï ù ôïõ ìåôáó÷çìáôé-
óìïý Fourier ï ìåôáó÷çìáôéóìüò FourierU(ù) = F{u(x)} ôçò óõíáñôÞóåùò u(x) ðïëëáðëáóéÜæåôáé,
óýìöùíá ìå ôïí ðéï ðÜíù ôýðï (11.1.23), åðß e−ix0ù. ¸ôóé áðëÜ, ìå Ýíáí ðïëëáðëáóéáóìü ðñï-
êýðôåé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier F{u(x − x0)} ôçò ìåôáôïðéóìÝíçò óõíáñôÞóåùò u(x − x0).

B11.1.8. Ó÷üëéá ãéá ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé Ý÷ïõìå ðñïò åðßëõóç ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò,
üðùò, ð.÷., ôçí åîßóùóç (11.1.16) ãéá ôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò êáé åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò
óõíÞèïõò äïêïý. Óå ðëÞñç áíáëïãßá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìðïñïýìå êá-
ôáñ÷Þí íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå êáôÜ Fourier ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, óôçí
ðåñßðôùóÞ ìáò ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ èÝóåùò x, ãéáôß áõôÞ åßíáé ðïõ ðáßñíåé ôéìÝò óôï Üðåéñï
äéÜóôçìá (−∞,∞). Óôç óõíÝ÷åéá ðñïêýðôåé óõ÷íÜ ìéá óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç, åðåéäÞ ç ìå-
ôáâëçôÞ ùò ðñïò ôçí ïðïßá ìåôáó÷çìáôßóáìå ðñþôá áðáëåßöèçêå. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óôçí
åîßóùóç (11.1.16) áðáëåßöåôáé Ýôóé ç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ x êáé áðïìÝíåé ç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ t. ÅÜí
õðÜñ÷åé êáé ôñßôç ìåôáâëçôÞ, ìðïñåß íá áðáéôçèåß êáé íÝá ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier
(Þ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, êëð.). Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, êÜèå Ýíáò ôÝôïéïò ìåôáó÷çìáôéóìüò
ìåéþíåé ôïí áñéèìü ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí êáôÜ ìïíÜäá.

Ìüëéò Ý÷ïõìå äéáèÝóéìç ìéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ìðïñïýìå íá ôç ëýóïõìå êáé íá ðñïó-
äéïñßóïõìå Ýôóé ôï æçôïýìåíï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, ðïõ åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç óôç óõ-
íÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ ðñïÝêõøå. Óôç óõíÝ÷åéá ðñÝðåé íá áíôéóôñÝøïõìå êáôÜ Fourier,
þóôå íá åðéóôñÝøïõìå áðü ôç ìåôáâëçôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier óôçí áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ.
(Ôï âÞìá áõôü ðñÝðåé íá ãßíåé äýï öïñÝò, åÜí Ý÷ïõìå êÜíåé äýï ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier.)

ÅîÜëëïõ äåí åðéôñÝðåôáé íá ëçóìïíåßôáé üôé êáé ïé óõíèÞêåò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôçí ßäéá ìåôáâëçôÞ
ùò ðñïò ôçí ïðïßá ìåôáó÷çìáôßóáìå êáôÜ Fourier ðñÝðåé êáé áõôÝò íá ëçöèïýí õðüøç. Ðá-
ñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ðñÝðåé íá ìåôáó÷çìáôéóèïýí êáôÜ Fourier ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ éó÷ýïõí
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ãéá t = 0, åÜí åìåßò åß÷áìå ìåôáó÷çìáôßóåé ùò ðñïò ôç èÝóç x. Ç ìåôáâëçôÞ ùò ðñïò ôçí ïðïßá
ìåôáó÷çìáôßæïõìå êáôÜ Fourier ôéò óõíèÞêåò ðïõ éó÷ýïõí ðñÝðåé áóöáëþò íá åßíáé ç ßäéá ìå
åêåßíç ôç ìåôáâëçôÞ (ð.÷. ôç x) ùò ðñïò ôçí ïðïßá ìåôáó÷çìáôßóèçêå ç ßäéá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ìå Üëëá ëüãéá ìåôáó÷çìáôßæïõìå êáôÜ Fourier áêñéâþò ôéò óõíèÞêåò
åêåßíåò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôç ìåôáâëçôÞ ùò ðñïò ôçí ïðïßá ìåôáó÷çìáôßóáìå ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ôéò õðüëïéðåò óõíèÞêåò ðïõ éó÷ýïõí ôéò ëáìâÜíïõìå õðüøç
êáôÜ ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ èÝëïõìå
íá ëýóïõìå.

Ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ãéá ôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áðïôåëåß âáóéêÜ ìéá áðëÞ óôç óêÝøç äéáäéêáóßá. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ
åßíáé ìÜëéóôá áðüëõôá áíÜëïãç ìå åêåßíç ðïõ âáóßæåôáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáé Þäç
ðáñïõóéÜóèçêå óôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Â10. ¼ðùò óõìâáßíåé ìåñéêÝò öïñÝò êáé óôï ìåôá-
ó÷çìáôéóìü Laplace, Ýôóé êáé åäþ ìðïñåß ðñáãìáôéêÜ íá ðáñïõóéáóèåß êÜðïéá äõóêïëßá ìå ôïõò
õðïëïãéóìïýò ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier êáé, éäßùò, áíôéóôñüöùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier ðïõ
áðáéôïýíôáé. ÓõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáé ðßíáêåò æåõãþí ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier ãéá ôï
óêïðü áõôü. Ïé åöáñìïãÝò ôùí äýï åðüìåíùí ÅíïôÞôùí B11.2 êáé B11.3 ðéóôåýåôáé ðùò èá
êáôáóôÞóïõí ôçí üëç äéáäéêáóßá åðéëýóåùò ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier áñêåôÜ óáöÞ êáé êáôáíïçôÞ. Êáé ïé
äýï áõôÝò åöáñìïãÝò áöïñïýí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, óõãêåêñéìÝíá: (á) óôçí
ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ (Åíüôçôá Â11.2) êáé (â) óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí (Åíüôçôá Â11.3).

B11.2. ÄÉÁ×ÕÓÇ ÑÕÐÏÕ ÓÅ ÕÄÁÔÏÑÑÅÕÌÁ

B11.2.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

Óáí ðñþôç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý èåùñïýìå
ôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò ñýðïõ óå õäáôüññåõìá. Ôï õäáôüññåõìá èåùñåßôáé Üðåéñïõ ìÞêïõò:
−∞ < x < ∞ ìå x ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôïõ. Èåùñïýìå åðßóçò ôéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t > 0 ìå áñ÷Þ
ôïõ ÷ñüíïõ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0. ÁõôÝò ïé äýï ìåôáâëçôÝò: ç èÝóç x êáé ï ÷ñüíïò t åßíáé ïé
áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) ðïõ åðéèõìïýìå íá
ðñïóäéïñßóïõìå åßíáé ç óõãêÝíôñùóç c = c(x, t) ôïõ ñýðïõ óôï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò.

¸÷ïõìå Þäç áíáöåñèåß óôï óçìáíôéêü áõôü ðñüâëçìá ôçò ÐåñéâáëëïíôéêÞò ÕäñáõëéêÞò óôçí
ÐáñÜãñáöï Â2.1.4 (óôï ÊåöÜëáéï Â2). Åêåß áíáöåñèÞêáìå óôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò êáé óôéò
åöáñìïãÝò ôçò. Ìéá áðü ôéò åöáñìïãÝò áõôÝò åßíáé ç äéÜ÷õóç (ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç) ñýðïõ óå õäáôüñ-
ñåõìá. Ôï öáéíüìåíï áõôü óýìöùíá ìå ôï ãåíéêü íüìï ôçò äéá÷ýóåùò ôïõ Fick óôç ìßá äéÜóôáóç
(üðùò óõìâáßíåé óå õäáôüññåõìá) äéÝðåôáé áðü ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (2.1.53).
Tçí åðáíáëáìâÜíïõìå

∂c
∂t

= D
∂2c
∂x2

, −∞ < x < ∞, t > 0, (11.2.1)

óçìåéþíïíôáò ìÜëéóôá êáé ôá äéáóôÞìáôá ìåôáâïëÞò ôùí äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí: ôçò
èÝóåùò x êáé ôïõ ÷ñüíïõ t. Ç óôáèåñÜ D óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1)
êáëåßôáé óõíôåëåóôÞò ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò, áðëïýóôåñá óõíôåëåóôÞò äéá÷ýóåùò. Ðñüêåéôáé ãéá
ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ.

Ç ðéï ðÜíù ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1) åßíáé ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1 êáéD. Åßíáé
åðßóçò ïìïãåíÞò, åðåéäÞ ç Üãíùóôç óõãêÝíôñùóç c = c(x, t) ôïõ ñýðïõ ðáñïõóéÜæåôáé êáé óôïõò
äýï üñïõò ôçò, äçëáäÞ êáé óôïí üñï ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò óáí ðñþôç ÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò
∂c/∂t êáé óôïí üñï ôïõ äåîéïý ìÝëïõò óáí äåýôåñç ÷ùñéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ∂2c /∂x2. Ðñüêåéôáé
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åðßóçò, üðùò ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Â1.3.2ã, ãéá ìéá åîßóùóç ðáñáâïëéêïý ôýðïõ
(áðëïýóôåñá ðáñáâïëéêÞ åîßóùóç). ÅðéôñÝðåôáé âÝâáéá íá ÷áñáêôçñßóïõìå ôç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1) óáí ðáñáâïëéêïý ôýðïõ, åðåéäÞ åßíáé ãñáììéêÞ êáé äåõôÝñáò ôÜ-
îåùò ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò êáé, ôï âáóéêü, Ý÷åé ìçäåíéêÞ äéáêñßíïõóá Ä = 0, üðùò Þäç
ãíùñßæïõìå áðü ôçí ðáñÜãñáöï Â1.3.2ã, ó÷Ýóç (1.3.12).

Ôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1) ôç èåùñïýìå üôé óõíïäåýåôáé êáé áðü ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
(ãéá t = 0)

c(x, 0) = f (x) (11.2.2)

ìå ôç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x) íá äçëþíåé ôçí áñ÷éêÞ (ãéá t = 0) óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ óôï
õäáôüññåõìá. ÅðåéäÞ ç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãïò ∂c/∂t óôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1) åßíáé
ðñþôçò ôÜîåùò, åßíáé åýëïãï íá Ý÷ïõìå ìßá ìüíï áñ÷éêÞ óõíèÞêç (ãéá t = 0): ôç óõíèÞêç (11.2.2).

Ãéá ôéò äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x (ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò) êáé t (ôï
÷ñüíï) ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò: Çðñþôç ìåôáâëçôÞ x ìåôáâÜëëåôáé óôï Üðåéñï äéÜóôçìá (−∞,∞).
¢ñá ìðïñïýìå, åðéôñÝðåôáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, üðùò
ôçí åêèÝóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â11.1, ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ áõôÞ x. Áõôü éó÷ýåé, ãéáôß
ôï äéÜóôçìá ìåôáâïëÞò ôçò x, ôï äéÜóôçìá ( −∞,∞), óõìðßðôåé ìå ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò
( − ∞,∞) óôïí ïñéóìü ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (11.1.2) Þ, êáëýôåñá, (11.1.8) ùò ðñïò ôç
ìåôáâëçôÞ x.

Óôá óçìåßá x → ±∞ õðïèÝôïõìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç c(x, t) (ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ)
ìçäåíéêÞ. Ôçí ßäéá áêñéâþò õðüèåóç êÜíïõìå êáé ãéá ôçí ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãü ôçò ùò ðñïò
ôç èÝóç x: ôç óõíÜñôçóç ∂c/∂x. ÓõãêåêñéìÝíá õðïèÝôïõìå üôé

c(±∞, t) := lim
x→±∞ c(x, t) = 0 êáé åðßóçò

∂c
∂x

(±∞, t) := lim
x→±∞

∂c
∂x

(x, t) = 0. (11.2.3)

Ïé óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò (11.2.3) åßíáé áíáãêáßï íá õðïôåèïýí üôé éó÷ýïõí êáé ðñáãìáôéêÜ
ãåíéêÜ éó÷ýïõí ãéá x → ±∞. ¸ôóé åßíáé äõíáôÞ ç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (11.1.11) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier ôçò äåýôåñçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂c2/∂x2 ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò c = c(x, t) ùò ðñïò
ôç èÝóç x. ×ñçóéìïðïéïýìå ôï óõìâïëéóìü

C(ù, t) = F{c(x, t)} (11.2.4)

ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò: ôçò óõãêåíôñþóåùò ôïõ ñýðïõ c(x, t)
óôï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò. ÅðïìÝíùò ìå âÜóç ôïí ôýðï (11.1.11) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier
ôçò äåýôåñçò ÷ùñéêÞò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂2c/∂x2 ôçò óõãêåíôñþóåùò c(x, t) èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

F
{

∂2c
∂x2

}
= (iù)2C(ù, t) = −ù2C(ù, t). (11.2.5)

ÂÝâáéá ãéá ôçí éó÷ý ôïõ ôýðïõ áõôïý (11.2.5) Ý÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé ôçí éó÷ý ôùí óõíèçêþí (11.2.3)
ãéá x → ±∞.

Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (11.2.3) ãéá x → ±∞ äå ìáò äßíïíôáé ñçôÜ
óáí óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò äéá÷ýóåùò ñýðïõ, áëëÜðñÝðåé åìåßò ïé ßäéïé
íá õðïèÝóïõìå ôçí éó÷ý ôïõò. Ôïýôï åßíáé áíáãêáßï ü÷é ìüíï ãéá ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (11.1.11)
óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò äåýôåñçò ÷ùñéêÞò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ, áëë’ åí ìÝñåé êáé ôõðéêÜ.
ÓõãêåêñéìÝíá, Ý÷ïíôáò ðñïò åðßëõóç ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1) ìå äåýôåñç
÷ùñéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ó’ áõôÞí, ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå êáé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá ôïõ
äéáóôÞìáôïò éó÷ýïò ôçò x = ±∞. Ïé óõíèÞêåò áõôÝò åßíáé ïé äýï ðñþôåò áðü ôéò óõíèÞêåò
(11.2.3): c(±∞, t) = 0.

Óõìðåñáßíïíôáò, äéáèÝôïõìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí ðïõ áðïôåëåßôáé
áðü ôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1), ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.2.2) êáé ôéò óõíïñéáêÝò (óôï
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Üðåéñï) óõíèÞêåò (11.2.3). Ôéò âïçèçôéêÝò, ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (11.2.3) ôéò ðÞñáìå Þäç õðüøç
ìáò Ý÷ïíôáò äå÷èåß ôçí éó÷ý ôïõ ôýðïõ (11.2.5) ãéá ôç äåýôåñç ÷ùñéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂c2/∂x2.

Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò ìå
ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F. Åßìáóôå ðëÝïí Ýôïéìïé ãéá ôçí åñãáóßá áõôÞ. Ôï ìüíï
ðïõ èÝëïõìå íá ðñïóèÝóïõìå åäþ åßíáé üôé áíôß ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F (ùò ðñïò ôç
èÝóç x óôï Üðåéñï äéÜóôçìá ìåôáâïëÞò ôçò ( −∞,∞)) èá ìðïñïýóáìå, åíáëëáêôéêÜ, íá åß÷áìå
ðñïôéìÞóåé ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý LaplaceL (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t óôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá
ìåôáâïëÞò ôïõ [0,∞)). ÁõôÞ åßíáé ìéá äåýôåñç äõíáôüôçôá ðïõ äå èá ôçí áêïëïõèÞóïõìå üìùò.

Ìéá ôñßôç äõíáôüôçôá áðïôåëåß âÝâáéá ç ÷ñÞóç ôçò ôüóï ãíùóôÞò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí
ìåôáâëçôþí ôïõ Êåöáëáßïõ Â5. Ìðïñïýìå Ýôóé íá õðïèÝóïõìå üôé

c(x, t) = X(x)T (t) (11.2.6)

ìå ôçí X(x) ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç (ôçò èÝóåùò x) êáé ôçí T (t) ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç (ôïõ ÷ñüíïõ t). ÐñÝ-
ðåé üìùò íá åßìáóôå ðñïóåêôéêïß ìå ôç äõíáôüôçôá áõôÞ (11.2.6) ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí,
åðåéäÞ ç ìåôáâëçôÞ x ìåôáâÜëëåôáé êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò óôï Üðåéñï ÷ùñéêü äéÜóôçìá
(−∞,∞). ¢ñá äå èá õðÜñîïõí éäéïôéìÝò Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò ãéá ôç ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç X(x).
ÔåëéêÜ èá ðñïêýøåé ç ëýóç c(x, t) ìå ôç ìïñöÞ ïëïêëçñþìáôïò Fourier êáé ü÷é áèñïßóìáôïò, üðùò
Ý÷ïõìå óõíçèßóåé ãéá ðåðåñáóìÝíá ÷ùñéêÜ äéáóôÞìáôá [a, b].

Ìéá ôåëåõôáßá ðáñáôÞñçóç áöïñÜ óôï ãåãïíüò üôé ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1) ðïõ
èÝëïõìå íá åðéëýóïõìå åßíáé ïìïãåíÞò. Óçìåéþíïõìå üìùò ó÷åôéêÜ üôé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Fourier ðïõ åðéëÝîáìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åßíáé áðüëõôá êáôÜëëçëç êáé ãéá ïìïãåíåßò
áëëÜ êáé ãéá ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ìå óôáèå-
ñïýò âÝâáéá óõíôåëåóôÝò. (Áõôü Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß.) Áêñéâþò ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ç ïðïßá åßíáé åðßóçò åöáñìüóéìç óôï ðáñüí ðñüâëçìá Ðåñéâáë-
ëïíôéêÞò ÕäñáõëéêÞò, áõôÞ üìùò ìå ìåôáó÷çìáôéóìü ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t (ü÷é ôç èÝóç x). Áíôßèåôá
ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí åßíáé ìåí åöáñìüóéìç óôçí ðáñïýóá åîßóùóç ôçò äéá-
÷ýóåùò (11.2.1), ðïõ åßíáé ðñáãìáôéêÜ ïìïãåíÞò, áëëÜ èá õðÞñ÷å êÜðïéá äõóêïëßá, åÜí Þôáí ìç
ïìïãåíÞò. Óôçí ðåñßðôùóç ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò, ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí áðáéôåß êáôÜëëçëç åðÝêôáóç ìÝóù ôçò ìåèüäïõ
ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. Ôçí åðÝêôáóç áõôÞ ôçí åîåôÜóáìå óõíïðôéêÜ óôï ôÝëïò ôïõ
Êåöáëáßïõ Â5 êáé ôç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åêôåíÝóôåñá óôï ÊåöÜëáéï Â6.

B11.2.2. ÅöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier

ÌåôÜ ôïí ïñéóìü ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé ôçí åðéëïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ùò ðñïò ôçí
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x (ìå −∞ < x < ∞) óáí êáôÜëëçëçò ìåèüäïõ åðéëýóåùò, ðñï÷ùñÜìå óôï
êáèáñÜ õðïëïãéóôéêü ìÝñïò ôçò åðéëýóåùò. Èá åöáñìüóïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôüóï
(á) óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1) üóï êáé (â) óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.2.2) ðïõ
ôç óõíïäåýåé. Êáé ïé äýï âÝâáéá ðåñéÝ÷ïõí ôç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ x, ç ïðïßá ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier F èá áíôéêáôáóôáèåß áðü ôç ìåôáâëçôÞ ù ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier.

ÎåêéíÜìå ìå ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1). Åöáñìüæïõìå êáé óôá äýï
ìÝëç ôçò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ùò ðñïò ôç èÝóç x. ¸÷ïõìå Þäç ïñßóåé óôç ó÷Ýóç (11.2.4) ôï
óýìâïëïC(ù, t) = F{c(x, t)} ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò c(x, t): ôçò
óõãêåíôñþóåùò ôïõ ñýðïõ óôï õäáôüññåõìá. ÅîÜëëïõ áðü ôïí ôýðï (11.2.5) ãíùñßæïõìå Þäç êáé
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò äåýôåñçò ÷ùñéêÞò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂2c/∂x2. Óôç óõíÝ÷åéá áðü
ôïí ôýðï (11.1.17) ðáßñíïõìå åðßóçò (ìå k = 1) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò ðñþôçò ÷ñïíéêÞò
ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂c/∂t ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò c(x, t)

F
{

∂c
∂t

}
= ∂C(ù, t)

∂t
≡ Ċ(ù, t) . (11.2.7)
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Ôï ôåëåõôáßï óýìâïëï Ċ(ù, t) äçëþíåéðñïöáíþò (ìå ôçí ôåëåßáðÜíùáðüôïC) ôçíðñþôç÷ñïíéêÞ
ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôïõ ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier C(ù, t) = F{c(x, t)}.

¢ñá ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (11.2.7) êáé (11.2.5) ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò
(11.2.1) ìåôáó÷çìáôßæåôáé êáôÜ Fourier (ùò ðñïò x) ðáßñíïíôáò ôç ìïñöÞ

∂C(ù, t)
∂t

= −Dù2C(ù, t) ⇐⇒ Ċ(ù, t)+ Dù2C(ù, t) = 0. (11.2.8)

Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ìå óôáèåñïýò óõíôå-
ëåóôÝò: ôïõò 1 êáé Dù2. Áõôü Þôáí ôï üöåëïò áðü ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F:
ç ìåôáôñïðÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (11.2.1) óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (11.2.8). ÂÝâáéá ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ óôçí åîßóùóç (11.2.8) åßíáé ï ÷ñüíïò t. Ç ìåôá-
âëçôÞ èÝóåùò x êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò Ý÷åé ðéá áíôéêáôáóôáèåß óôçí åîßóùóç (11.2.8)
áðü ôçí ðáñÜìåôñï ù ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier.

Ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.2.8) (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) åßíáé âÝâáéá ðñþôçò ôÜîåùò ùò
ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç C(ù, t). ×ñåéáæüìáóôå åðïìÝíùò êáé ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç ãéá t = 0.
Ç áñ÷éêÞ áõôÞ óõíèÞêç ðñïêýðôåé Üìåóá ìåôáó÷çìáôßæïíôáò êáôÜ Fourier (åííïåßôáé êáé ðÜëé ùò
ðñïò ôç èÝóç x, Ýôóé êé áëëéþò äåí õðÜñ÷åé êáìßá Üëëç äõíáôüôçôá!) ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.2.2):
c(x, 0) = f (x), ðïõ éó÷ýåé ãéá t = 0. Ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü áõôü Fourier ðñïêýðôåé ç ìåôáó÷çìá-
ôéóìÝíç óõíèÞêç

C(ù, 0) = F(ù) ìå F(ù) = F{f (x)}. (11.2.9)

Óôç óõíèÞêç áõôÞðñïöáíþò äçëþóáìå ìå F(ù) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞ-
óåùò f (x), ðïõ åßíáé ç áñ÷éêÞ (ãéá t = 0) óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ óôï õäáôüññåõìá: c(x, 0) = f (x).
Ìå âÜóç ôïí ôýðï (11.1.2) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier Þ êáëýôåñá ôïí ôýðï (11.1.8)
ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ùò ðñïò ôç èÝóç x, áöïý ç óõíÜñôçóç f (x) åßíáé ãíùóôÞ, êáé ï ìåôá-
ó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò F(ù) = F{f (x)} èåùñåßôáé êáé áõôüò ãíùóôÞ óõíÜñôçóç.

ÖèÜóáìå åðïìÝíùò ìÝ÷ñé ôï óçìåßï íá äéáèÝôïõìå ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (11.2.8) (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôçò (11.2.9).
¸÷ïõìå äçëáäÞ Ýíá ðïëý áðëü ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ãéá
ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.2.8) äå ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå êáé äåýôåñï ìåôáó÷çìáôéóìü,
äçëáäÞ åäþ íá ôç ìåôáó÷çìáôßóïõìå êáôÜ Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t (ìå 0 < t < ∞). Óßãïõñá
åßíáé áðëïýóôåñç ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé ôçò ó÷åôéêÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò p1(ì) = 0 ãéá ôç ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.2.8):

p1(ì) = ì+ Dù2 = 0 
⇒ ì = ì1 = −Dù2. (11.2.10)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.2.8) èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

C(ù, t) = Á(ù) eì1t = A(ù) e−Dù2t. (11.2.11)

Óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå âÝâáéá ôç ñßæá ì = ì1 = −Dù2 ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò p1(ì) = 0, ðïõ ìüëéò âñÞêáìå óôç ó÷Ýóç (11.2.10). ¸÷ïõìå óçìåéþóåé åðßóçò üôé ç
óôáèåñÜ A óôç ëýóç áõôÞ åßíáé óõíÜñôçóç ôçò ðáñáìÝôñïõ ù ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier,
äçëáäÞ Á = Á(ù). Áõôü åßíáé áðüëõôá óùóôü êáé äéêáéïëïãçìÝíï, åðåéäÞ ç ðáñÜìåôñïòù äåí Ý÷åé
êáìßá áðïëýôùò ó÷Ýóç ìå ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ t óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.2.8)
êáé äåí õðåéóÝñ÷åôáé óôçí ðáñÜãùãï óôçí åîßóùóç áõôÞ.

Áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç (11.2.11) ðñï÷ùñÜìå ðëÝïí åýêïëá êáé óôçí áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ)
ëýóç ëáìâÜíïíôáò ôþñá õðüøç êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.2.9). ÐñáãìáôéêÜ, èÝôïíôáò t = 0
óôç ãåíéêÞ ëýóç (11.2.11), âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

C(ù, 0) = A(ù), åðåéäÞ e0 = 1. (11.2.12)
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¼ìùò ëüãù êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (11.2.9), äçëáäÞ ôçò óõíèÞêçò C(ù, 0) = F(ù), åßíáé ðéá
öáíåñü áðü ôç ó÷Ýóç (11.2.12) üôé

A(ù) = F(ù). (11.2.13)

ÅðïìÝíùò ç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç C(ù, t) ðïõ èÝëïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ðñïêýðôåé Üìåóá
áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç (11.2.11) èÝôïíôáò áðëÜ ó’ áõôÞí Á(ù) = F(ù). ¢ñá ðáßñíïõìå ôç ìåñéêÞ
ëýóç

C(ù, t) = F(ù) e−Dù2t (11.2.14)

ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.2.8) ðïõ óõíïäåýåôáé áðü ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.2.9) Þ,
éóïäýíáìá, ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (11.2.8) êáé (11.2.9). ÅðáíáëáìâÜíåôáé üôé óôç ëýóç
áõôÞ C(ù, t) ç óõíÜñôçóç F(ù) åßíáé ãíùóôÞ: åßíáé áðëÜ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò áñ÷éêÞò
óõíèÞêçò f (x) (ãéá t = 0). Êáé ç óôáèåñÜ D åßíáé åðßóçò ãíùóôÞ. Åßíáé ï ãíùóôüò óõíôåëåóôÞò
(ìïñéáêÞò) äéá÷ýóåùò óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1).

B11.2.3. ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier

Ôï ìüíï ðïõ áðïìÝíåé ôþñá ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ëýóåùò óôï ðåäßï ôçò èÝóåùò x êáôÜ
ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò åßíáé ç áíôéóôñïöÞ F−1 ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier C(ù, t) ôçò
ëýóåùò c(x, t) ôïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìáôüò ìáò (11.2.1), (11.2.2) êáé (11.2.3). ¸÷ïõìå äçëáäÞ ìå
âÜóç êáé ôç ëýóç (11.2.14)

c(x, t) = F−1{C(ù, t)} = F−1{F(ù) e−Dù2t}. (11.2.15)

Ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ áõôÞ êáôÜ Fourier F−1 èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ôýðï (11.1.20) ôçò Ðá-
ñáãñÜöïõ Â11.1.6. Ôï ãñÜöïõìå óôçí áíôßóôñïöç ìïñöÞ ôïõ

F−1
{√

ð b e−b2ù2/4
}
= e−x2/b2 ìå b > 0. (11.2.16)

ÈÝôïíôáò ìÜëéóôá

b2/4 = Dt 
⇒ b2 = 4Dt 
⇒ b = 2
√
Dt ìå b > 0 (11.2.17)

óôïí ôýðï (11.2.16) êáé äéáéñþíôáò åðßóçò ìå
√
ð b = 2

√
ðDt (ëüãù ôçò ó÷Ýóåùò (11.2.17)),

îáíáãñÜöïõìå ôïí ôýðï áõôü (11.2.16) óôç ìïñöÞ

F−1
{
e−Dù2t

}
= 1

2
√
ðDt

e−x2/(4Dt). (11.2.18)

¢ñá ãíùñßæïõìå ôþñá ôïõò áíôßóôñïöïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier F−1 êáé ôùí äýï óõíáñ-
ôÞóåùí F(ù) êáé e−Dù2t óôï ãéíüìåíï F(ù) e−Dù2t óôç ëýóç (11.2.15) ðïõ èÝëïõìå íá áíôéóôñÝøïõìå
êáôÜ Fourier. ÓõãêåêñéìÝíá ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier F−1 ôçò óõíáñôÞóåùò F(ù)
åßíáé áðëÜ ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x) óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.2.2). Åðßóçò ï áíôßóôñïöïò ìåôá-
ó÷çìáôéóìüò Fourier F−1 ôçò óõíáñôÞóåùò e−Dù2t ìüëéò âñÝèçêå óôïí ðáñáðÜíù ôýðï (11.2.18).

Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ç ðñïöáíÞò åñãáóßá ç ïðïßá ìáò áðïìÝíåé åßíáé ç ÷ñÞóç ôïõ ôüóï
óçìáíôéêïý èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò (11.1.22), ðïõ áíáöÝñèçêå óôçí ÐáñÜãñáöï Â11.1.7 ãéá
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. ÎáíáãñÜöïõìå ôï èåþñçìá áõôü, åäþ óôçí áíôßóôñïöç ìïñöÞ ôïõ

F−1 {U1(ù)U2(ù)} = u1(x) ∗ u2(x) :=
∫ ∞

−∞
u1(î) u2(x − î) dî. (11.2.19)

ÅðïìÝíùò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò óôç ìïñöÞ ôïõ áõôÞ êáé èÝôïíôáò
ó’ áõôü U1(ù) = F(ù) êáé U2(ù) = e−Dù2t, âñßóêïõìå ôç æçôïýìåíç ëýóç c(x, t) óôç ó÷Ýóç (11.2.15)
óôçí åîÞò ôåëéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ ôçò ìïñöÞ, äçëáäÞ óå ìïñöÞ ôýðïõ ðïõ ðåñéÝ÷åé ïëïêëÞñùìá:

c(x, t) = 1

2
√
ðDt

∫ ∞

−∞
f (î) e−(x−î)2/(4Dt) dî ≡ 1

2
√
ðDt

∫ ∞

−∞
f (î) exp

[
− (x − î)2

4Dt

]
dî. (11.2.20)
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Óôçí ôåëåõôáßá (áëë’ éóïäýíáìç âÝâáéá) ìïñöÞ ôçò ëýóåùò áõôÞò c(x, t) ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé ôï
ãíùóôü óýìâïëï exp ãéá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç, äçëáäÞ exp y ≡ ey .

ÖõóéêÜ ãéá ôçí åýñåóç ôçò ìïñöÞò áõôÞò ðÞñáìå õðüøç êáé ôç ó÷Ýóç (11.2.17). Óçìåéþíïõìå
åðßóçò üôé ç áíôéóôñïöÞ áõôÞ F−1 ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (11.2.15) Ýãéíå ùò ðñïò ôç èÝóç x
êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò, ü÷é ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. Ï ÷ñüíïò t Þôáí áðëÜ ìéá ðáñÜìåôñïò
êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò áíôéóôñïöÞò áõôÞò. Ç ðéï ðÜíù ëýóç (11.2.20) åßíáé ç ôåëéêÞ ëýóç ôïõ
ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò äéá÷ýóåùò ñýðïõ óå õäáôüññåõìá êáé êáèïñßæåé ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t)
ôïõ ñýðïõ óôï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò óå êÜèå èÝóç x (−∞ < x < ∞) êáé åðßóçò ãéá êÜèå
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t (t > 0).

Áðáñáßôçôç âÝâáéá ðñïûðüèåóç ãéá ôç ÷ñÞóç ôçò ëýóåùò (11.2.20) åßíáé íá ãíùñßæïõìå ôçí
áñ÷éêÞ (ãéá t = 0) óõíÜñôçóç f (x) ôçò óõãêåíôñþóåùò c(x, t) ôïõ ñýðïõ. H óõíÜñôçóç áõôÞ f (x)
áðïôåëåß ôïí ðñþôï üñï f (î) (äçëáäÞ ìå î áíôß x) ôçò ïëïêëçñùôÝáò óõíáñôÞóåùò óôïí ôåëéêü
ïëïêëçñùôéêü ôýðï (11.2.20). Ãéá åéäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x) ôï ó÷åôéêü ïëïêëÞñùìá ìðïñåß íá
õðïëïãéóèåß êáé óå êëåéóôÞ ìïñöÞ. Áëëéþò ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß ðñïóåããéóôéêÜ Þ êáé áñéèìçôéêÜ.

B11.2.4. ÁëëáãÞ ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò

Ëüãù ôïõ ìÜëëïí ðïëýðëïêïõ åêèåôéêïý üñïõ óôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç óôçí ôåëéêÞ ëýóç
(11.2.20) áñêåôÜ óõ÷íÜ ç ëýóç áõôÞ ãñÜöåôáé ìå ôç âïÞèåéá áëëáãÞò ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò.
Ðéï óõãêåêñéìÝíá ïñßæïõìå ôç íÝá ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò

ç = î − x

2
√
Dt


⇒ dç = dî

2
√
Dt

êáé åðßóçò î = x + 2
√
Dt ç. (11.2.21)

Ìå áõôÞí ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò (áðü î óå ç) ôï üñéóìá ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞ-
óåùò exp óôç ëýóç (11.2.20) åßíáé áðëÜ ôï −ç2. Ôá üñéá ïëïêëçñþóåùò ðáñáìÝíïõí ôá ßäéá.

ÅðïìÝíùò åýêïëá äéáðéóôþíïõìå ôþñá üôé ç ôåëéêÞ ëýóç (11.2.20) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí
áêüëïõèç áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò:

c(x, t) = 1√
ð

∫ ∞

−∞
f (x + 2

√
Dt ç) e−ç2dç. (11.2.22)

Ç ìïñöÞ áõôÞ (11.2.22) ôçò ëýóåùò (11.2.20) ìáò äéåõêïëýíåé óõ÷íÜ óôçí åöáñìïãÞ ôçò óå óõãêå-
êñéìÝíá ðñïâëÞìáôá. Áõôü éó÷ýåé éäßùò üôáí ç óõíÜñôçóç (áñ÷éêÞ óõíèÞêç) f (x) åßíáé ôìçìáôéêÜ
óôáèåñÞ. ÐáñÜäåéãìá ôìçìáôéêÜ óôáèåñÞò óõíáñôÞóåùò áðïôåëåß ç óõíÜñôçóç f (x) ðïõ ïñßæåôáé
óáí f (x) = c0 (ìå ôï c0 èåôéêÞ óôáèåñÜ) åÜí x ≤ 0 êáé óáí f (x) = 0 åÜí x > 0.

B11.2.5. Ôáõôü÷ñïíç ìåôáãùãÞ êáé äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ

Ó÷åäüí ðÜíôïôå ç äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ óôï õäáôüññåõìá óõíïäåýåôáé êáé áðü ìåôáãùãÞ ôïõ
ëüãù ôçò êéíÞóåùò ôïõ íåñïý ôïõ õäáôïññåýìáôïò ìå ôá÷ýôçôá V , ðïõ åäþ ôçí õðïèÝôïõìå
óôáèåñÞ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (êáëýôåñá ôçò ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò)
(11.2.1) ðáßñíåé ôç ãåíéêåõìÝíç ìïñöÞ ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò (2.1.58)

∂c
∂t

+ V
∂c
∂x

= D
∂2c
∂x2

, −∞ < x < ∞, t > 0. (11.2.23)

Ãé’ áõôÞí üìùò ôçí åîßóùóç (11.2.23) ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôï ÊåöÜëáéï Â1 üôé ç áëëáãÞ ìåôá-
âëçôÞò ÷ = x − Vt (äçëáäÞ ôï x íá áíôéêáôáóôáèåß áðü ôï ÷ óáí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ èÝóåùò)
ôç ìåôáôñÝðåé óôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (11.2.1), äçëáäÞ óôçí åîßóùóç

∂c
∂t

= D
∂2c
∂÷2

, −∞ < ÷ < ∞, t > 0. (11.2.24)
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ÁðëÜ ôþñá Ý÷ïõìå ôç íÝá ìåôáâëçôÞ èÝóåùò ÷ = x − Vt áíôß ôçò x ðáíôïý óôçí åîßóùóç áõôÞ.
ÄçëáäÞ ôþñá c = c( ÷, t) ìå ÷ = x − Vt. (Åðßóçò êáé ç ðáñáãþãéóç óôï äåîéü ìÝëïò ðñÝðåé íá ãßíåé
ôþñá ùò ðñïò ÷.) Åõôõ÷þò ãéá t = 0 Ý÷ïõìå ÷ = x. ¢ñá ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.2.2) äåí áëëÜæåé.

ÅðïìÝíùò, ãéá íá ìç ìáêñçãïñïýìå, ç ôåëéêÞ ëýóç (11.2.20) Þ, éóïäýíáìá, (11.2.22) ðïõ âñÞ-
êáìå ãéá ôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò) (11.2.1) éó÷ýåé êáé ãéá ôçí åîßóùóç ôçò
ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò (11.2.23), éóïäýíáìá (11.2.24). Áñêåß âÝâáéá íá öñïíôßóïõìå íá èÝóïõìå
ó’ áõôÞí ôç íÝá ìåôáâëçôÞ ÷ = x − Vt óôç èÝóç ôçò áñ÷éêÞò ìåôáâëçôÞò x. Ìå ôïí ôñüðï áõôü
âñßóêïõìå ôéò êÜðùò ãåíéêåõìÝíåò áíôßóôïé÷åò ëýóåéò

c(x, t) = 1

2
√
ðDt

∫ ∞

−∞
f (î) e−(x−Vt−î)2/(4Dt) dî ≡ 1

2
√
ðDt

∫ ∞

−∞
f (î) exp

[
− (x − Vt − î)2

4Dt

]
dî (11.2.25)

êáé

c(x, t) = 1√
ð

∫ ∞

−∞
f (x − Vt + 2

√
Dt ç) e−ç2dç (11.2.26)

áíôßóôïé÷á. Áò óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôéðñïöáíþòç íÝáìåôáâëçôÞ ÷ = x−Vtðïõ÷ñçóéìïðïéÞóáìå
äçëþíåé ïõóéáóôéêÜ ôçí êßíçóÞ ìáò ìáæß ìå ôï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò êáé ìå ôçí ßäéá áêñéâþò
ôá÷ýôçôá V áíôß ãéá ôçí ðáñáìïíÞ ìáò óå Ýíá óôáèåñü óçìåßï x.

B11.3. ÅËÅÕÈÅÑÅÓ ÊÁÌÐÔÉÊÅÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÁÐÅÉÑÇÓ ÄÏÊÏÕ

B11.3.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

Óáí äåýôåñç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý èåù-
ñïýìå ôéò åëåýèåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý Üðåéñïõ ìÞêïõò (−∞ < x < ∞).
Áóöáëþò óå åëåýèåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äåí õðÜñ÷åé êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x, t)
Þ Üëëç öüñôéóç ðïõ íá åöáñìüæåôáé óôç äïêü. Ðñüêåéôáé ãéá êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò Ôå÷íéêÞò Èå-
ùñßáò ôçò ÊÜìøåùò óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, áí êáé (ðñÝðåé íá ïìïëïãçèåß áõôü) áñêåôÜ
åîéäáíéêåõìÝíï ðñüâëçìá ëüãù ôçò ðáñáäï÷Þò ôïõ Üðåéñïõ ìÞêïõò ôçò äïêïý. Ôï ðñüâëçìá
áõôü áíÜãåôáé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.2.56), äçëáäÞ óôçí åîßóùóç

EI
∂4v
∂x4

+ ñA
∂2v
∂t2

= 0, −∞ < x < ∞, 0 < t < ∞, (11.3.1)

åäþ üìùò ãéá äïêü Üðåéñïõ ìÞêïõò. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x, t)
óôç äïêü ìå x ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò (÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ) êáé t ôï ÷ñüíï (÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ).
Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé EI åßíáé ç (óôáèåñÞ) äõóêáìøßá ôçò äïêïý, ñ ç (åðßóçò óôáèåñÞ) ðõêíüôçôá
ôïõ õëéêïý ôçò (ïìïãåíÝò, éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü óå óõíÞèç äïêü) êáé Á ôï åìâáäüí
ôçò äéáôïìÞò ôçò (óôáèåñü óå óõíÞèç äïêü). ÅðïìÝíùò ôï ãéíüìåíï ñÁ óôçí åîßóùóç (11.3.1) åßíáé
ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ôçò äïêïý.

Äéáéñþíôáò ôç âáóéêÞ åîßóùóç (11.3.1) äéá ôçò äõóêáìøßáò EI êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ãéá äéåõ-
êüëõíóç ôï âïçèçôéêü óýìâïëï (èåôéêÞ óôáèåñÜ) a ìå ïñéóìü

a2 = EI
ñA

⇐⇒ 1
a2

= ñA
EI

, (11.3.2)

ç åîßóùóç (11.3.1) ðáßñíåé ôç ëßãï óõíôïìüôåñç ìïñöÞ (11.1.16), äçëáäÞ

∂4v
∂x4

+ 1
a2

∂2v
∂t2

= 0, −∞ < x < ∞, 0 < t < ∞. (11.3.3)
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ÁõôÞ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò èá ìåëåôÞóïõìå óôçí åíüôçôá áõôÞ. ÕðïèÝ-
ôïõìå ôçí ßäéá åîßóùóç üôé óõíïäåýåôáé áðü ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

v(x, 0) = f (x),
∂v
∂t

(x, 0) = g(x), −∞ < x < ∞. (11.3.4)

Ïé óõíèÞêåò áõôÝò éó÷ýïõí ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 åíÜñîåùò ôùí åëåýèåñùí êáìðôéêþí ôá-
ëáíôþóåùí ðïõ ìåëåôÜìå Þ, ôïõëÜ÷éóôïí, åíÜñîåùò ôçò ìåëÝôçò áðü åìÜò ôùí ôáëáíôþóåùí
áõôþí. Áóöáëþò ïé óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) åßíáé ãíùóôÝò êáé õðïôßèåôáé üôé ìçäåíßæïíôáé ãéá
x → ±∞. Ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x) ðáñéóôÜíåé ôï áñ÷éêü ó÷Þìá ôçò äïêïý, ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ
ôçò, ôçí åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôçò äïêïý (ãéá t = 0). Ç åðßóçò ãíùóôÞ óõíÜñôçóç
g(x) ðáñéóôÜíåé ôçí áñ÷éêÞ åãêÜñóéá ôá÷ýôçôá ôùí óçìåßùí ôçò äïêïý (ðÜëé ãéá t = 0).

Óçìåéþíïõìå üôé äåí Ý÷ïõìå óõãêåêñéìÝíåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï Üðåéñï (ãéá x → ±∞).
ÖõóéêÜ äå÷üìáóôå üìùò ôï ìçäåíéóìü ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò) v(x, t)
êáé ôùí ôñéþí ðñþôùí ðáñáãþãùí ôçò ùò ðñïò ôç èÝóç x óôï Üðåéñï, äçëáäÞ ìå âÜóç ôéò
óõíèÞêåò (11.1.15), åäþ ãéá n = 4, Ý÷ïõìå

v(x, t) → 0 êáé
∂kv(x, t)

∂xk
→ 0, k = 1, 2, 3, ãéá x → ±∞, t ≥ 0. (11.3.5)

Ìå ôéò ëßãï--ðïëý ðñïöáíåßò áõôÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åðéäéþêïõìå íá åîáóöáëßóïõìå ôçí éó÷ý
ôùí ôýðùí (11.1.10) Ýùò êáé (11.1.13) ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier (ùò ðñïò ôç èÝóç x)
ôùí ôåóóÜñùí ðñþôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí (ùò ðñïò x) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (ôïõ âÝ-
ëïõò êÜìøåùò) v(x, t). Ï ôåëåõôáßïò áðü ôïõò ôýðïõò áõôïýò, ï ôýðïò (11.1.13), ï ïðïßïò èá
÷ñçóéìïðïéçèåß ðéï êÜôù, ðáßñíåé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ôç ìïñöÞ

F
{

∂4v(x, t)
∂x4

}
= ù4V (ù, t), t ≥ 0. (11.3.6)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ôï óýìâïëï V (ù, t) äçëþíåé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ùò ðñïò ôç èÝóç x (ü÷é
ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) ôïõ Üãíùóôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x, t) óôçí êáìðôéêÜ ôáëáíôïýìåíç äïêü
(åîáéôßáò ìüíï ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (11.3.4), ìåëåôÜìå åëåýèåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò!),
äçëáäÞ

V (ù, t) = F{v(x, t)}, t ≥ 0. (11.3.7)

Áò ôïíéóèåß üôé èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ùò ðñïò ôç èÝóç x, åðåéäÞ
−∞ < x < ∞, êáé ü÷é ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, ãéáôß t ≥ 0 êáé äå äéáèÝôïõìå ðëçñïöïñßåò ãéá
ôéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t < 0. ÅðïìÝíùò, üðùò Þäç Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåé êáé óôéò äýï ðñïçãïýìåíåò
åíüôçôåò, ç ìåôáâëçôÞù äçëþíåé åäþ áðëÜ ôç ìåôáâëçôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. (Ìå Üëëá
ëüãéá ç ìåôáâëçôÞ áõôÞ ù, åäþ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, äåí Ý÷åé êáìßá áðïëýôùò ó÷Ýóç
ìå ôçí Ýííïéá ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò, ðáñüëï ðïõ óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ßäéï óýìâïëï ù
êáé ãéá ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá.) Áíôßèåôá, áí ðñïôéìïýóáìå íá åñãáóèïýìå ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t,
èá Ýðñåðå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìáæß ìå ôéò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò (11.3.4) ôçí þñá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ü÷é áñãüôåñá. Áõôïíüçôï üìùò åßíáé
üôé èá Ýðñåðå åðßóçò íá ìåôáöÝñïõìå ôçí ðáñïýóá åíüôçôá óôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Â10,
ôï ïðïßï áöïñÜ óôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace! To ðáñüí ÊåöÜëáéï Â11 áöïñÜ óôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier êáé ðÜëé üìùò ìå åöáñìïãÞ ôçò óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé åðßóçò ìå êáôÜ ôï äõíáôüí Ýìöáóç (óõíå÷Þ,
äéáñêÞ Ýìöáóç!) óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

B11.3.2. ÅöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier

×ñçóéìïðïéïýìå êáé ôþñá ôï óõìâïëéóìü (11.3.7): V (ù, t) = F{v(x, t)} ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò ôçò äïêïý) v(x, t). ×ñçóéìïðïéïýìå
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åðßóçò êáé ôïí ôýðï (11.3.6) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò ôÝôáñôçò ÷ùñéêÞò (ùò ðñïò ôç
èÝóç x) ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò v(x, t). Åßíáé åðßóçò áíáãêáßá ç ÷ñÞóç êáé
ôïõ ôýðïõ (11.1.17) (ìå k = 2 êáé ãéá ôçí ðáñïýóá Üãíùóôç óõíÜñôçóç v(x, t) áíôß ôçò u(x, t)) ãéá
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò äåýôåñçò ÷ñïíéêÞò (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t) ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ôçò
óõíáñôÞóåùò u(x, t), åäþ v(x, t). Ìåôáó÷çìáôßæïõìå ìå ôïí ôñüðï áõôü êáôÜ Fourier (ùò ðñïò ôç
èÝóç x) ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (11.3.3), äçëáäÞ ôçí åîßóùóç ôùí åëåýèåñùí
êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý (ðïõ åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò). Aðáëëáóóüìáóôå Ýôóé
áðü ôç èÝóç x êáé áíáãüìáóôå óå ìéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ùò ðñïò ôï
÷ñüíï t, ôçí åîÞò:

ù4V (ù, t)+ 1
a2

∂2V (ù, t)
∂t2

= 0, t > 0. (11.3.8)

Áí ìáò åíï÷ëåß ôï óýìâïëï ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ∂, ìðïñïýìå ßóùò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
áíôß ãé’ áõôü ôï óýìâïëï ôçò óõíÞèïõò ðáñáãùãßóåùò d. Êáôáíïýìå üìùò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ
üôé ðñüêåéôáé ãéá ðáñáãþãéóç ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. (Ç ìåôáâëçôÞ ù ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier
ðáßæåé áðëÜ ôï ñüëï ìéáò ðáñáìÝôñïõ óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.3.8).) Óôçí åîßóùóç
áõôÞ (11.3.8) áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ï ÷ñüíïò t êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Fourier V (ù, t) (ùòðñïò ôç èÝóç x) ôïõ Üãíùóôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x, t) óôç äïêüðïõ åîåôÜæïõìå.

Èá ìðïñïýóáìå ßóùò íá îáíáãñÜøïõìå ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.3.8) êáé óôçí êÜðùò
êáôáëëçëüôåñç ìïñöÞ ôçò

V̈ (ù, t)+ (aù2)2V (ù, t) = 0, t > 0, (11.3.9)

ìå ôéò äýï ôåëåßåò ðÜíù áðü óýìâïëï V íá äçëþíïõí ðáñáãþãéóç (äåýôåñç ðáñÜãùãï) ùò ðñïò
ôï ÷ñüíï t. Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ðñïêýðôåé ç ó÷åôéêÞ äåõôåñïâÜèìéá
÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p(ì) = 0. ÁõôÞ åßíáé ðïëý áðëÞ êáé ëýíåôáé åýêïëá:

p(ì) = ì2 + (aù2)2 = 0 
⇒ ì2 = −(aù2)2 
⇒ ì1, 2 = ±iaù2 ìå i = √−1. (11.3.10)

Ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.3.8) (éóïäýíáìá (11.3.9)) Ý÷åé åðïìÝíùò ôñéãùíïìåôñéêÞ ãåíéêÞ
ëýóç ôçò ìïñöÞò

V (ù, t) = A(ù) cos (aù2t)+ B(ù) sin (aù2t). (11.3.11)

Óôç ëýóç áõôÞ ïé «óôáèåñÝò» A êáé B åßíáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá óõíáñôÞóåéò ôçò ðáñáìÝôñïõ ù,
êÜôé ðïõ åßíáé áðüëõôá áðïäåêôü, äçëáäÞ Á = Á(ù) êáé Â = Â(ù). ÂÝâáéá ïé ßäéåò «óôáèåñÝò»
Á = Á(ù) êáé Â = Â(ù) äå ìðïñïýí íá åßíáé óõíáñôÞóåéò êáé ôïõ ÷ñüíïõ t, åðåéäÞ ï ÷ñüíïò t åßíáé
ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.3.9).

Ç ôñéãùíïìåôñéêÞ áõôÞ ãåíéêÞ ëýóç (11.3.11) äåíðñÝðåé íá ìáò îáöíéÜæåé, áëë’ áíôßèåôá íá ìáò
êáèçóõ÷Üæåé ùò ðñïò ôçí ïñèüôçôá ôçò ëýóåùò áõôÞò. Áõôü óõìâáßíåé, ãéáôß ìåëåôÜìå åëåýèåñåò
êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ôçò äïêïý. Óôéò ôáëáíôþóåéò áõôÝò äåí õðÜñ÷åé åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(x, t)
ïýôå êáé áðüóâåóç ôçò êéíÞóåùò ôçò äïêïý. ÅðïìÝíùò ïé óõíçèéóìÝíåò (êáé ÷ùñßò áðüóâåóç) ôá-
ëáíôþóåéò ôçò äïêïý ðïõ õðïíïåß ç ãåíéêÞ ëýóç (11.3.11) åßíáé áêñéâþò ü,ôé ðåñéìÝíïõìå. (ÂÝâáéá
ç ëýóç (11.3.11) ðñÝðåé ôåëéêÜ íá êáèïñéóèåß óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t, áöïý ëçöèïýí õðüøç ïé
äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.3.4) êáé ãßíåé åðßóçò áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier V (ù, t)
óôç ëýóç áõôÞ (11.3.11).) Áíôßèåôá ç (áðßèáíç) åìöÜíéóç õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí (áíôß ãéá
ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò) óôç ãåíéêÞ ëýóç (11.3.11) èá Ýðñåðå íá ìáò åß÷å ðñïâëçìáôßóåé
Ýíôïíá êáé íá åß÷å äéáêüøåé (ðñïóùñéíÜ) ôç óõíÝ÷éóç ôùí õðïëïãéóìþí ìáò.

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôïí ðëÞñç êáèïñéóìü ôçò ëýóåùò V (ù, t), ôïí ïðïßï Þäç õðáéíé÷èÞêáìå.
Êáôáñ÷Þí ðñÝðåé íá ãßíåé ìåôáôñïðÞ ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (11.3.11) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò (11.3.9) óôç óõãêåêñéìÝíç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.3.4)
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óôï ðáñüí ðñüâëçìá äïêïý óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí ðïõ ìåëåôÜìå. ÖõóéêÜ, ãéá íá ÷ñç-
óéìïðïéÞóïõìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.3.4) (ãéá t = 0) óôç ëýóç (11.3.11), ðñÝðåé ðñþôá íá ôéò
ìåôáó÷çìáôßóïõìå êáé áõôÝò êáôÜ Fourier. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðïëý åýêïëç åñãáóßá êáé ðñïêý-
ðôïõí Üìåóá ïé áêüëïõèåò äýï ìåôáó÷çìáôéóìÝíåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò:

F{v(x, 0)} = V (ù, 0) = F(ù), (11.3.12)

F
{

∂v
∂t

(x, 0)
}
= ∂V

∂t
(ù, 0) = G(ù). (11.3.13)

Óôéò äýï ìåôáó÷çìáôéóìÝíåò áõôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò äçëþóáìå ìå F(ù) êáéG(ù) ôïõò ìåôáó÷çìá-
ôéóìïýò Fourier ôùí ãíùóôþí óõíáñôÞóåùí f (x) êáé g(x) áíôßóôïé÷á óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.3.4),
äçëáäÞ

F(ù) = F{f (x)}, G(ù) = F{ g(x)} (11.3.14)

åííïåßôáé ùò ðñïò ôç èÝóç x. Äåí õðÜñ÷åé Ýôóé êé áëëéþò åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá ãéá ôéò ãíùóôÝò
óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x), ðïõ åßíáé óõíáñôÞóåéò ìüíï ôçò ÷ùñéêÞò ìåôáâëçôÞò x!

Ìå ôéò ìåôáó÷çìáôéóìÝíåò êáôÜ Fourier áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.3.4), äçëáäÞ ìå ôéò ðéï ðÜíù
óõíèÞêåò (11.3.12) êáé (11.3.13), ç ãåíéêÞ ëýóç (11.3.11) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(11.3.9) ïäçãåß åýêïëá óôçí áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç. Êáôáñ÷Þí, èÝôïíôáò t = 0 óôç
ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (11.3.11) êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç óõíèÞêç (11.3.12), âñßóêïõìå Üìåóá üôé

V (ù, 0) = A(ù) · 1+ B(ù) · 0 = A(ù) = F(ù). (11.3.15)

Ðñïóäéïñßóáìå åðïìÝíùò ôç «óôáèåñÜ» Á = Á(ù) ìå âÜóç ôçí ðñþôç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.3.4)
óôç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç ôçò ìïñöÞ (11.3.12). Óôç óõíÝ÷åéá ðáñáãùãßæïõìå (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t
öõóéêÜ) ôç ãåíéêÞ ëýóç (11.3.11)

∂V
∂t

(ù, t) = aù2 [−A(ù) sin (aù2t)+ B(ù) cos (aù2t)
]

(11.3.16)

êáé èÝôïõìå êáé ðÜëé t = 0. Äéáðéóôþíïõìå Ýôóé üôé

∂V
∂t

(ù, 0) = aù2 [−A(ù) · 0+ B(ù) · 1] = aù2Â(ù) = G(ù) (11.3.17)

ëüãù êáé ôçò äåýôåñçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (11.3.4) óôç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç ôçò ìïñöÞ (11.3.13).
Óõíïøßæïíôáò

A(ù) = F(ù) êáé B(ù) = G(ù)
aù2

. (11.3.18)

Ìå âÜóç ôéò ìåôáó÷çìáôéóìÝíåò êáôÜ Fourier áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.3.12) êáé (11.3.13), ôåëéêÜ
ôéò óõíèÞêåò (11.3.18), ç ãåíéêÞ ëýóç (11.3.11) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.3.8) (éóï-
äýíáìá (11.3.9)) ðïõ ðñïÝêõøå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ìåôáðßðôåé óôç ìåñéêÞ
(Þ åéäéêÞ ) ëýóç

V (ù, t) = F(ù) cos (aù2t)+ G(ù)
aù2

sin (aù2t). (11.3.19)

Ç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç Ý÷åé åíóùìáôþóåé êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.3.4) ìÝóù ôùí ìåôáó÷ç-
ìáôéóìþí Fourier F(ù) êáé G(ù) ôùí äýï ãíùóôþí óõíáñôÞóåùí f (x) êáé g(x). Õðåíèõìßæåôáé ðùò
ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x) ðáñéóôÜíåé ôçí áñ÷éêÞ èÝóç ôùí óçìåßùí ôçò äïêïý, ôï áñ÷éêü ó÷Þìá
ôçò, ôçí áñ÷éêÞ åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò, ôçí áñ÷éêÞ åãêÜñóéá (êÜèåôç) ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôçò.
(ÏõóéáóôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá éóïäýíáìïõò üñïõò.) Åðßóçò ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç g(x) áíáöÝñåôáé
óôçí áñ÷éêÞ åãêÜñóéá ôá÷ýôçôá ôùí óçìåßùí ôçò äïêïý.
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B11.3.3. ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier

Ðñïóäéïñßóèçêå åðïìÝíùò ðëÞñùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier V (ù, t) ôçò Üãíùóôçò óõíáñ-
ôÞóåùò (ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò ôçò äïêïý) v(x, t) óôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (11.3.1) (éóïäýíáìá
(11.3.3)) êáé (11.3.4). ÁðïìÝíåé ôþñá ç áíôéóôñïöÞ êáôÜ Fourier F−1{V (ù, t)} ôïõ ìåôáó÷çìáôé-
óìïý áõôïý V (ù, t). Ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier F−1 ôçò óõíáñôÞóåùò V (ù, t) åßíáé
ðñïöáíþò ç ßäéá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç v(x, t) êáé ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôïí ôýðï (11.1.9) áíôé-
óôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. Ãéá ôçí ðáñïýóá äïêü ï ôýðïò (11.1.9) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

v(x, t) = F−1{V (ù, t)} = 1
2ð

∫ ∞

−∞
eiùxV (ù, t) dù, (11.3.20)

ëüãù äå êáé ôçò ëýóåùò (11.3.19) ôçí ôåëéêÞ ôïõ ìïñöÞ

v(x, t) = 1
2ð

∫ ∞

−∞
eiùx

[
F(ù) cos (aù2t)+ G(ù)

aù2
sin (aù2t)

]
dù. (11.3.21)

Óôçí ôåëéêÞ áõôÞ ìïñöÞ ôçò ëýóåùò v(x, t) ïé óõíáñôÞóåéò F(ù) êáé G(ù) äçëþíïõí âÝâáéá ôïõò
ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier ôïõ áñ÷éêïý ó÷Þìáôïò f (x) êáé ôçò áñ÷éêÞò ôá÷ýôçôáò g(x) ôçò äïêïý
áíôßóôïé÷á óýìöùíá ìå ôéò ó÷Ýóåéò ïñéóìïý ôïõò (11.3.14).

ÐñïÝêõøå ëïéðüí Ýíáò ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò, äçëáäÞ Ýíáò ôýðïò óå ìïñöÞ ïëïêëçñþìáôïò,
ï ôýðïò (11.3.21). Ï ôýðïò áõôüò äßíåé ôç ëýóç v(x, t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (11.3.1)
(éóïäýíáìá (11.3.3)) êáé (11.3.4), äçëáäÞ ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ, ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý v(x, t)
óå êÜèå óçìåßï ôçò x (−∞ < x < ∞) êáé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t (t ≥ 0). Áðü ôïí ôýðï áõôü
(11.3.21) ãéá t = 0 âñßóêïõìå åýêïëá üôé

v(x, 0) = 1
2ð

∫ ∞

−∞
eiùxF(ù) dù = f (x), (11.3.22)

åðåéäÞ F(ù) = F{f (x)}, ïðüôå F−1{F(ù)} = f (x) ðáßñíïíôáò õðüøç êáé ôï ãíùóôü ôýðï áíôéóôñï-
öÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (11.1.9). ¢ñá åðáëçèåýåôáé ç ðñþôç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.3.4).

Ðáñáãùãßæïíôáò ôïí ßäéï ïëïêëçñùôéêü ôýðï (11.3.21) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, âñßóêïõìå üôé

∂v
∂t

(x, t) = 1
2ð

∫ ∞

−∞
eiùx [−aù2F(ù) sin (aù2t)+ G(ù) cos (aù2t)

]
dù. (11.3.23)

¢ñá ãéá t = 0 êáé ðÜëé
∂v
∂t

(x, 0) = 1
2ð

∫ ∞

−∞
eiùxG(ù) dù = g(x), (11.3.24)

áöïý G(ù) = F{g(x)}, ïðüôå F−1{G(ù)} = g(x). ¢ñá åðáëçèåýåôáé êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.3.4).

ÖõóéêÜ ãéá óõãêåêñéìÝíåò óõíáñôÞóåéò óôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.3.4): (á) f (x) (áñ÷éêü
ó÷Þìá, áñ÷éêÞ ìåôáôüðéóç) êáé (â) g(x) (áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá) óôá óçìåßá x ôçò äïêïý ðñÝðåé íá
õðïëïãéóèïýí ðñþôá ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Fourier ôïõò F(ù) êáé G(ù) áíôßóôïé÷á. Óôç óõíÝ÷åéá
ìðïñåß áóöáëþò íá õðïëïãéóèåß êáé ç ëýóç v(x, t) ìå âÜóç ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôçò (11.3.21).
ÅíáëëáêôéêÜ ïé ïñéóìïß ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier F(ù) êáé G(ù) ìÝóù ïëïêëçñùìÜôùí ôçò
ìïñöÞò (11.1.8) ìðïñïýí íá åíóùìáôùèïýí ïé ßäéïé óôïí ôåëéêü ôýðï (11.3.21). Áóöáëþò äåí
õðÜñ÷åé êáìßá áðïëýôùò åããýçóç üôé ôá ó÷åôéêÜ ïëïêëçñþìáôá, éäßùò óôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï
(11.3.21), Ý÷ïõí êëåéóôÝò, áíáëõôéêÝò åêöñÜóåéò. ÓõíÞèùò ìÜëéóôá éó÷ýåé ôï áíôßèåôï: äåí Ý÷ïõí.

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ õðÜñ÷åé óõ÷íÜ ç äõíáôüôçôá ëýóåùí õðü ôç ìïñöÞ êáôÜëëçëùí (êáé
ãåíéêÜðïëýðëïêùí) äõíáìïóåéñþí. Åßíáé åðßóçò äõíáôÝòðñïóåããéóôéêÝò ëýóåéò, üðùò, ð.÷., ìÝóù
ðïëõùíýìùí Chebyshev. ÔÝëïò ìå ôç ÷ñÞóç áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò åßíáé äõíáôÞ ç åýñåóç
êáé áñéèìçôéêþí ôéìþí ôçò ëýóåùò v(x, t), óõíÞèùò üìùò (ü÷é ðÜíôïôå) ìå õðïëïãéóìïýò ìüíï ãéá
óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò a, ôçò èÝóåùò x êáé ôçò ÷ñïíéêÞò óôéãìÞò t óôç ëýóç (11.3.21). Ìå
ôïí ôñüðï áõôü ç ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç óôç ëýóç áõôÞ (11.3.21) èá åßíáé êáèáñÜ áñéèìçôéêÞ
êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò êáé ôïýôï ìáò äéåõêïëýíåé óôïõò õðïëïãéóìïýò.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï B12
ÐÑÏÓÅÃÃÉÓÔÉÊÅÓ ÊÁÉ ÁÑÉÈÌÇÔÉÊÅÓ ÌÅÈÏÄÏÉ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áíáöåñèïýìå ðÜñá ðïëý óýíôïìá óôéò ðñïóåããéóôéêÝò êáé áñéèìçôéêÝò
ìåèüäïõò ãéá ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Áðü ôéò ðñïóåããéóôéêÝò
ìåèüäïõò åðéëÝîáìå íá áíáöÝñïõìå ôçí êëáóéêÞ ìÝèïäï ôùí Rayleigh--Ritz (1908). ÁõôÞ ðñïóåããß-
æåé ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç ìå ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá áðëþí óõíáñôÞóåùí (ðïõ ðëçñïýí üìùò
ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò) êáé âáóßæåôáé óôçí áíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôçí åëá÷éóôïðïßçóç åíüò
ïëïêëçñþìáôïò ôï ïðïßï åîáñôÜôáé áðü ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Óáí ìéá åöáñìïãÞ ôçò ëýíïõìå
ðñïóåããéóôéêÜ ôï ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò ñÜâäïõ ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò. ÕðÜñ÷ïõí êáé áñêåôÝò
Üëëåò åíäéáöÝñïõóåò ðñïóåããéóôéêÝò ìÝèïäïé, ôéò ïðïßåò üìùò äå èá ôéò áíáðôýîïõìå åäþ. Áðü
ôéò êáèáñÜ áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò åðéëÝîáìå íá áíáöåñèïýìå óôçí êëáóéêÞ êáé ðÜñá ðïëý ÷ñÞ-
óéìç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí. Óáí ìéá åöáñìïãÞ ôçò åîåôÜæïõìå áñéèìçôéêÜ ôï ßäéï
ðéï ðÜíù ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò ñÜâäïõ ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò, ôþñá üìùò ìå ôåôñáãùíéêÞ
äéáôïìÞ. ÌÜëéóôá óõãêñßíïõìå óôï êÝíôñï ôïõ ôåôñáãþíïõ ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí ìåèüäùí ôùí
Rayleigh--Ritz êáé ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ìå ôçí êëåéóôÞ ëýóç. Ìéá Üëëç ðïëý åíäéáöÝñïõóá
áñéèìçôéêÞ ìÝèïäïò åßíáé ç ãíùóôÞ ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí, ôçí ïðïßá üìùò äå èá
åîåôÜóïõìå åäþ. ÔÝëïò óçìåéþíïõìå üôé óå áñêåôÜ ðñïâëÞìáôá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
åðßóçò ôç ìÝèïäï ôùí óõíïñéáêþí óôïé÷åßùí. Ôç ó÷åôéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðïõ áöïñÜ óôçí
åîßóùóç ôïõ Laplace èá ôçí ðáñïõóéÜóïõìå ðÜñá ðïëý óýíôïìá óôçí ôåëåõôáßá Åíüôçôá Ã3.8 ôïõ
ÌÝñïõò Ã ðïõ áöïñÜ óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò. Ðñüóöáôá ìå ôçí ôüóï áëìáôþäç áíÜðôõîç
ôùí õðïëïãéóôéêþí äõíáôïôÞôùí ôùí çëåêôñïíéêþí õðïëïãéóôþí Ý÷åé áõîçèåß áíÜëïãá êáé ôï
åíäéáöÝñïí óôéò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò. Ç ìåëÝôç ôïõò åìðßðôåé âáóéêÜ óôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç.

B12.1. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ RAYLEIGH--RITZ

B12.1.1. Ç êåíôñéêÞ éäÝá ôçò ìåèüäïõ ôùí Rayleigh--Ritz

Ç ðñïóåããéóôéêÞ ìÝèïäïò ôùí Rayleigh--Ritz (1908) áðïôåëåß ìéá ãíùóôÞ êáé åíäéáöÝñïõóá
ìÝèïäï ðñïóåããéóôéêÞò åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ç ìÝèïäïò
áõôÞ âáóßæåôáé óôçí áíáãùãÞ ìéáò ôÝôïéáò åîéóþóåùò óôï ðñüâëçìá ôçò åëá÷éóôïðïéÞóåùò åíüò
ïëïêëçñþìáôïò J[u] ðïõ óõíÞèùò Ý÷åé ó÷Ýóç ìå ôéò åíÝñãåéåò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç. Ç ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç óôï ïëïêëÞñùìá áõôü ðåñéëáìâÜíåé áóöáëþò êáé ôçí ßäéá
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ôþñá ãéá ôçí
ðñïóåããéóôéêÞ åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò èåùñïýìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u óôï ïëïêëÞñùìá
ðïõ èá åëá÷éóôïðïéçèåß óáí Ýíá Üèñïéóìá n üñùí ìå ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò ôçò ìïñöÞò

u ≈ un = c1v1 + c2v2 + · · · + cnvn ≡
n∑

k=1

ckvk. (12.1.1)
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Óôï Üèñïéóìá áõôü ôá v1, v2, . . . , vn åßíáé óõíáñôÞóåéò ðïõ åðéëÝãïíôáé ãéá ôçí ðñïóÝããéóç áõôÞ
êáé ðïõ ðñÝðåé íá ðëçñïýí ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ü÷é üìùò êáé ôçí ßäéá ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ôþñá üóïí áöïñÜ óôïõò n Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò
c1, c2, . . . , cn ðïõ åëá÷éóôïðïéïýí ôï ïëïêëÞñùìá (áí êáé êáëü åßíáé íá åëåã÷èåß ç åëá÷éóôïðïßçóç
áõôÞ), áõôïß ðñïóäéïñßæïíôáé ìÝóù ôïõ ìçäåíéóìïý ôùí ó÷åôéêþí ìåñéêþí ðáñáãþãùí. ÄçëáäÞ

∂J[u]
∂c1

= 0,
∂J[u]
∂c2

= 0, . . . ,
∂J[u]
∂cn

= 0. (12.1.2)

Óçìåéþíïõìå ðùò ç ðñïóåããéóôéêÞ ìÝèïäïò ôùí Rayleigh--Ritz åßíáé åöáñìüóéìç ü÷é ìüíï óå
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, áëë’ åðéðëÝïí êáé óå óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.
Åäþ èá ôçí åðéäåßîïõìå ìüíï óå Ýíá ðñüâëçìá ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò: óôï êëáóéêüðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò ìéáò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò.

B12.1.2. Ôï ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò

Ãéá ôçí åðßäåéîç ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ìåèüäïõ ôùí Rayleigh--Ritz èåùñïýìå ñÜâäï ïñèïãùíéêÞò
äéáôïìÞò äéáóôÜóåùí 2a åðß 2b, åäþ ìå −a ≤ x ≤ a êáé −b ≤ y ≤ b. Ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôçí
ÐáñÜãñáöï Â2.1.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Â2 üôé óôïðñüâëçìá áõôü éó÷ýåé ç åîßóùóç ôïõ Poisson (2.1.31)

∇2ö(x, y) = −2Gè Þ
∂2ö(x, y)

∂x2
+ ∂2ö(x, y)

∂y2
= −2Gè ìå − a ≤ x ≤ a êáé − b ≤ y ≤ b. (12.1.3)

¢ãíùóôç óõíÜñôçóçö(x, y) åßíáé åäþ ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Prandtl,G åßíáé ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò
ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ðïõ êáôáðïíåßôáé óå óôñÝøç
êáé è åßíáé ç áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ãùíßá óôñÝøåùò (Þ ãùíßá óôñïöÞò) ôçò ñÜâäïõ. ÐÝñá áðü ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (12.1.3) èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé êáé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç

ö(x, y) = C (óôáèåñÜ) êáé óõíÞèùò ö(x, y) = 0 ãéá C = 0 (12.1.4)

óå ïëüêëçñï ôï óýíïñï ôçò ñÜâäïõ, äçëáäÞ óå üëç ôçí ðåñßìåôñï ôçò ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò ôçò.
Áðü ôïýôç ôç óôñÝøç áíáðôýóóïíôáé ïé äýï äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò (2.1.32). Ôéò åðáíáëáìâÜíïõìå

ôxz = ∂ö
∂y

êáé ôyz = − ∂ö
∂x

ìå ö = ö(x, y). (12.1.5)

Áõôü ôï ðñüâëçìá óôñÝøåùò ìðïñåß áóöáëþò íá ëõèåß ìå Üìåóï (áëë’ ü÷é éäéáßôåñá åýêïëï)
ôñüðï ðïõ ïäçãåß óôç ëýóç ôïõ ö(x, y) ãéá ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Prandtl óå ìïñöÞ óåéñÜò.
Áðü ôç ëýóç áõôÞ ðñïóäéïñßæåôáé êé ç ó÷åôéêÞ ñïðÞ óôñÝøåùò (Þ óôñåðôéêÞ ñïðÞ) Ô óôç ìïñöÞ

T = 2
∫ a

−a

∫ b

−b
ö(x, y) dxdy = 16

3
Gèa3b


1− 192

ð5

a
b

∞∑
n=1, 3, 5, . . .

1
n5

tanh
nðb
2a


 . (12.1.6)

Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò ôåôñáãùíéêÞò äéáôïìÞò (a = b) ï ôýðïò áõôüò äßíåé ôçí ôéìÞ

T ≈ 2.24923Gèa4. (12.1.7)

Ôï áðïôÝëåóìá áõôü åßíáé êëáóéêü êáé áíáöÝñåôáé óôï âéâëßï ôùí Timoshenko and Goodier
(ÂéâëéïãñáößáÌÝñïõò Á: Âéâëßï 64 óôçÌç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí). Åêåß óôçí Åíüôçôá 109 åðéëýåôáé ôï
ðñüâëçìá óôñÝøåùò ñÜâäïõ ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò ìå ôïí Üìåóï ôñüðï ôùí óåéñþí. ÐáñáðÝñá
óôçí Åíüôçôá 111 áíáöÝñåôáé êáé ç ìÝèïäïò ôùí Rayleigh--Ritz ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá ìå åöáñìïãÞ
ôçò óôçí ðåñßðôùóç ôçò ôåôñáãùíéêÞò äéáôïìÞò: a = b. Ôçí ßäéá ìÝèïäï èá ôçí åêèÝóïõìå êáé åäþ
óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï ìå åöáñìïãÞ ôçò óôç ãåíéêüôåñç ïñèïãùíéêÞ äéáôïìÞ, ìéá ðïõ Ý÷ïõìå
ôï ðëåïíÝêôçìá åõ÷åñÝóôåñçò åêôÝëåóçò óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica.
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B12.1.3. ÅöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí Rayleigh--Ritz

Áðïäåéêíýåôáé ðùò ôï ðáñüí ðñüâëçìá óôñÝøåùò ñÜâäïõ ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò áíÜãåôáé
ôåëéêÜ (ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùíRayleigh--Ritz) óôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôïõïëïêëçñþìáôïò

J[ö] =
∫ a

−a

∫ b

−b

{
1
2

[(
∂ö
∂x

)2
+
(

∂ö
∂y

)2]
− 2Gèö

}
dxdy, J[ö] = min ìå ö = ö(x, y). (12.1.8)

Ôï ïëïêëÞñùìá áõôü åîáñôÜôáé áðü ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç: ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Prandtl
ö = ö(x, y). Áðü öõóéêÞò áðüøåùò ïé äýï ðñþôïé üñïé (ìå ôéò ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ôçò óõíáñôÞóåùò ö) ó÷åôßæïíôáé ìå ôçí åíÝñãåéá ðáñáìïñöþóåùò ôçò õðü óôñÝøç ñÜâäïõ áíÜ
ìïíÜäá ìÞêïõò ôçò, åíþ ï ôñßôïò üñïò ìå ôï áíôßóôïé÷ï Ýñãï ôçò ñïðÞò óôñÝøåùò Ô ìå âÜóç
ôçí ðñþôç ó÷Ýóç (12.1.6). Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ôï ïëïêëÞñùìá J åîáñôÜôáé åäþ áðü ôçí
Üãíùóôç óõíÜñôçóç ö. Ãé’ áõôü êáé ôï äçëþíïõìå óáí J[ö]. ¸íá ôÝôïéï ïëïêëÞñùìá êáëåßôáé óôï
Ëïãéóìü ôùí Ìåôáâïëþí óõíáñôçóéáêü (Þ óõíáñôçóïåéäÝò) êáé åßíáé óõíÜñôçóç óõíáñôÞóåùò.

Êáé ôþñá óýìöùíá ìå ôç âáóéêÞ ðñïóÝããéóç (12.1.1) óôç ìÝèïäï ôùí Rayleigh--Ritz äå÷üìáóôå
ðñïóÝããéóçön(x, y) ôçò Üãíùóôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Prandtlö = ö(x, y) óôçí åîÞò ìïñöÞ:

ön(x, y) = c1(x2 − a2)(y2 − b2)+ c2(x2 − a2)(y2 − b2)x2 + c3(x2 − a2)(y2 − b2)y2 + · · ·
= (x2 − a2)(y2 − b2)(c1 + c2x2 + c3y2 + · · · ) (12.1.9)

ìå Üñôéïõò ìüíï üñïõò ëüãù ôçò óõììåôñßáò. Ìå ôïõò ðáñÜãïíôåò (x2 − a2) êáé (y2 − b2) óå êÜèå
üñï ôçò ðñïóåããßóåùò áõôÞò öñïíôßóáìå íá Ý÷ïõìå ðëÞñùóç ôçò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò (12.1.4):
ö(x, y) = 0 (ìå C = 0) óå üëç ôçí ðåñßìåôñï ôçò ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò ôçò ñÜâäïõ. Ôï ðüóïõò
üñïõò èáðÜñïõìå óôçíðéïðÜíùðñïóÝããéóç (12.1.9) Ý÷åé ó÷Ýóç ìå ôçí áêñßâåéáðïõ åðéäéþêïõìå
íá Ý÷ïõìå êáé ìå ôï õðïëïãéóôéêü êüóôïò. Óõ÷íÜ áõôü åßíáé ðïëý õøçëü, éäßùò üôáí ðÝñá áðü
ôïõò áñéèìïýò õðÜñ÷ïõí êáé óýìâïëá, üðùò åäþ ôá óýìâïëá a, b êáéGè. ÁõôÜðñïêáëïýí Ýíôïíåò
äõóêïëßåò áêüìç êáé óôá ðñïãñÜììáôá óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí, üðùò åßíáé åäþ ç Mathematica.

B12.1.4. ÐñïóÝããéóç ìå Ýíáí üñï óôç ìÝèïäï ôùí Rayleigh--Ritz

Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ðéï áðëÞ êáé ôç ëéãüôåñï áêñéâÞ ðñïóÝããéóç ö1(x, y). ÁðëÜ õðïèÝôïõìå üôé

ö1(x, y) = c1(x2 − a2)(y2 − b2) = c1(x2 − a2)(y2 − r2a2). (12.1.10)

(Ãéá äéåõêüëõíóç åéóáãÜãáìå êáé ôï áäéÜóôáôï óýìâïëï r = b/a, ïðüôå b = ra.) ×ñçóéìïðïéþíôáò
óõíå÷þò ôç Mathematica (êáé åßíáé êáôáíïçôü áõôü óôïõò ðáñüíôåò óõìâïëéêïýò õðïëïãéóìïýò),
ðñïóäéïñßæïõìå ðñþôá--ðñþôá ôï ïëïêëÞñùìá J[ö], åäþ J[ö1], óôç ó÷Ýóç (12.1.8). Ðñïêýðôåé

J[ö1] = 32
45

c1r3a6[2c1(r2 + 1)a2 − 5Gè]. (12.1.11)

Ôþñá, ãéá íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå ôï ïëïêëÞñùìá J[ö1] ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò (12.1.2), èá ðñÝðåé
íá èÝóïõìå ôçí ðáñÜãùãü ôïõ ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï óõíôåëåóôÞ c1 ßóç ìå ôï ìçäÝí. Ðñïêýðôåé

d J[ö1]
dc1

= 32
45

r3a6[4c1(r2 + 1)a2 − 5Gè] = 0, ïðüôå c1 = 5Gè
4(r2 + 1)a2

. (12.1.12)

¢ñá ìå áõôÞí ôçí ôéìÞ ôïõ c1 ç ðñïóÝããéóçön(x, y) ôçò óõíáñôÞóåùò ôïõ Prandtl óôç ó÷Ýóç (12.1.9)
ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ö1(x, y) = 5Gè
4(r2 + 1)a2

(x2 − a2)(y2 − r2a2) ãéá n = 1. (12.1.13)

ÔÝëïò áðü ôçí ðñþôç ó÷Ýóç (12.1.6) õðïëïãßæåôáé êé ç ñïðÞ óôñÝøåùò (Þ óôñåðôéêÞ ñïðÞ) Ô

T = 40
9

r3

r2 + 1
Gèa4 êáé ãéá r = 1 (a = b) T = 20

9
Gèa4 ≈ 2.22222Gèa4 (12.1.14)

ìå ó÷åôéêü óöÜëìá ðåñßðïõ 1.2009%ùò ðñïò ôçí áêñéâÞ ôéìÞ ôçò (ìå 6 øçößá) óôç ó÷Ýóç (12.1.7).
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B12.1.5. ÐñïóÝããéóç ìå ôñåéò üñïõò óôç ìÝèïäï ôùí Rayleigh--Ritz

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áêñéâÝóôåñç ðñïóÝããéóç áðü ôçí ðñïóÝããéóç ìå Ýíáí üñï. ÕðïèÝôïõìå üôé

ö3(x, y) = (x2 − a2)(y2 − b2)(c1 + c2x2 + c3y2) = (x2 − a2)(y2 − r2a2)(c1 + c2x2 + c3y2). (12.1.15)

(×ñçóéìïðïéïýìå êé åäþ ôï áäéÜóôáôï óýìâïëï r = b/a, ïðüôå b = ra.) ×ñçóéìïðïéþíôáò óõíå÷þò
ôçMathematica óôïõò óõìâïëéêïýò õðïëïãéóìïýò ìáò, õðïëïãßæïõìå ðñþôá ôï ïëïêëÞñùìá J[ö],
åäþ J[ö3], óôç ó÷Ýóç (12.1.8). (Ç ÝêöñáóÞ ôïõ åßíáé áñêåôÜ åêôåíÞò êáé ôçí ðáñáëåßðïõìå.) Ôþñá,
ãéá íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå ôï ïëïêëÞñùìá J[ö3] ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò (12.1.2) (åäþ ìå n = 3), ðñÝðåé
íá èÝóïõìå ôéò ôñåéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôïõ ùò ðñïò ôïõò Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò c1, c2 êáé c3
ßóåò ìå ôï ìçäÝí. Ðñïêýðôåé Ýôóé Ýíá óýóôçìá ôñéþí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå ôñåéò
áãíþóôïõò: ôïõò óõíôåëåóôÝò c1, c2 êáé c3. Ç ëýóç ðïõ âñÝèçêå ìå ôç Mathematica åßíáé ç åîÞò:

∂J[ö3]
∂c1

= ∂J[ö3]
∂c2

= ∂J[ö3]
∂c3

= 0, ïðüôå ìå d := (45r4 + 464r2 + 45)(r2 + 1)

c1 = 35(9r4 + 130r2 + 9)Gè
8da2

, c2 = 105(r2 + 9)Gè
8da4

, c3 = 105(9r2 + 1)Gè
8da4

. (12.1.16)

Ôþñá ðéá ìå ðñïóäéïñéóìÝíåò ôéò ôéìÝò ôùí ôñéþí óõíôåëåóôþí c1, c2 êáé c3 ç ðñïóÝããéóç ö3(x, y)
ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Prandtl ö(x, y) óôç ó÷Ýóç (12.1.15) åßíáé áðüëõôá êáèïñéóìÝíç.

Ìå ôïí ßäéï ïñéóìü ôïõ d ç ñïðÞ óôñÝøåùò Ô ðñïêýðôåé îáíÜ áðü ôçí ðñþôç ó÷Ýóç (12.1.6)

T = 224
9

(9r4 + 82r2 + 9)r3

9d
Gèa4 êáé ãéá r = 1 (a = b) T = 5600

2493
Gèa4 ≈ 2.24629Gèa4 (12.1.17)

ìå óöÜëìá ìüëéò ðåñßðïõ 0.1309% ùò ðñïò ôçí áêñéâÞ ôéìÞ ôçò (ìå 6 øçößá) óôç ó÷Ýóç (12.1.7).
Åíôïýôïéò ç áêñßâåéá óôïí õðïëïãéóìü ôùí äéáôìçôéêþí ôÜóåùí ôxz êáé ôyz åßíáé ðïëý ìéêñüôåñç.

B12.1.6. ÑïÞ áóõìðßåóôïõ Íåõôþíåéïõ ñåõóôïý óå óùëÞíá ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò

Èá Þôáí ïõóéþäçò ðáñÜëåéøÞ ìáò, åÜí äåí áíáöÝñáìå ðùò ôá ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá
ìå ôç ìÝèïäï ôùí Rayleigh--Ritz ãéá ôç óôñÝøç óõíÞèïõò ñÜâäïõ ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò éó÷ýïõí
(áðñïóäüêçôá!) êáé óå Ýíá åíôåëþò äéáöïñåôéêü ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ðñüêåéôáé
ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò ìïíïäéÜóôáôçò óôáèåñÞò ñïÞò áóõìðßåóôïõ (ìå óôáèåñÞ ðõêíüôçôá ñ)
Íåõôþíåéïõ ñåõóôïý (ü÷é éäåáôïý ñåõóôïý!) ìå óõíåêôéêüôçôá (éîþäåò) ì óå óùëÞíá óôáèåñÞò
ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò [−a, a] × [−b, b]. Ç ñïÞ ãßíåôáé êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Oz. Ç ðáñÜãùãïò
ôçò ðéÝóåùò p êáôÜ ìÞêïò ôïõ óùëÞíá åßíáé pz := ∂p/∂z êáé èåùñåßôáé åäþ óôáèåñÞ. ¢ãíùóôç
óõíÜñôçóç åßíáé åäþ ç ôá÷ýôçôá w = w(x, y) ôïõ Íåõôþíåéïõ ñåõóôïý êáôÜ ìÞêïò ôïõ óùëÞíá.
ÁõôÞ üìùò ðñÝðåé íá ìçäåíßæåôáé óå üëï ôï óýíïñü ôïõ åîáéôßáò ôçò óõíåêôéêüôçôáò (ì > 0) ôïõ
Íåõôþíåéïõ ñåõóôïý. Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðñïêýðôåé åäþ áðü
ôçí åîßóùóç (3.3.21) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.3.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Â3. ÁõôÞ åßíáé ç ôñßôç åîßóùóç ôùí
Navier--Stokes (ãéá óôáèåñÞ ñïÞ êáé ÷ùñßò âáñýôçôá). Åßíáé îáíÜ ç åîßóùóç ôïõ Poisson (12.1.3).
Ôþñá üìùò Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç w(x, y) áíôß ãéá ôç ö(x, y) êáé Ý÷ïõìå pz /ì áíôß ãéá −2Gè
óôï äåîéü ìÝëïò. ÄçëáäÞ ôßðïôá ôï ïõóéáóôéêü äåí áëëÜæåé êáé ç ðñïçãïýìåíç ëýóç ìáò åßíáé
åöáñìüóéìç êáé óôï ðáñüí ðñüâëçìá Ñåõóôïìç÷áíéêÞò ãéá Íåõôþíåéï ñåõóôü (åðáíáëáìâÜíåôáé
ìå ö → w êáé−2Gè → pz /ì). ÔÝëïò ùò ðñïò ôï äéðëü ïëïêëÞñùìá óôç ó÷Ýóç (12.1.6) áõôü ôþñá
äçëþíåé, ÷ùñßò üìùò ôï óõíôåëåóôÞ 2, ôçí ðáñï÷Þ Q ôïõ Íåõôþíåéïõ ñåõóôïý êáôÜ ôç ñïÞ ôïõ
óôï óùëÞíá:

Q =
∫ a

−a

∫ b

−b
w(x, y) dxdy (ðáñï÷Þ) áíôß ðñéí (12.1.18)

Ô = 2
∫ a

−a

∫ b

−b
ö(x, y) dxdy (ñïðÞ óôñÝøåùò). (12.1.19)
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B12.1.7. Óõããåíåßò ðñïóåããéóôéêÝò ìÝèïäïé

Åêôüò áðü ôç ìÝèïäï ôùí Rayleigh--Ritz õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò ìÝèïäïé ðïõ êÜíïõí ÷ñÞóç ôïõ
ðåðåñáóìÝíïõ áèñïßóìáôïò (12.1.1) ãéá ôçí ðñïóÝããéóç un ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u óå
ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Áíôßèåôá üìùò áðü ôç ìÝèïäï ôùí Rayleigh--Ritz
áõôÝò äåí åëá÷éóôïðïéïýí êÜðïéï ïëïêëÞñùìáêáé óôçñßæïíôáé óå åíôåëþò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò
õðïëïãéóìïý ôùí Üãíùóôùí óõíôåëåóôþí c1, c2, . . . , cn. Äýï ðïëý ãíùóôÝò ôÝôïéåò ìÝèïäïé åßíáé
(á) ç ìÝèïäïò ôïõ Galerkinðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ïëïêëçñþìáôá óöÜëìáôïò ôçò ðñïóåããßóåùò un êáé
(â) ç ìÝèïäïò ôïõ óõíôïðéóìïý (collocation) ðïõ áðëÜ ÷ñçóéìïðïéåß óõãêåêñéìÝíá óçìåßá. Áêüìç
ìéá åíäéáöÝñïõóá ìÝèïäïò ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá åßíáé (ã) ç ìÝèïäïò ôùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí.

B12.2. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ ÐÅÐÅÑÁÓÌÅÍÙÍ ÄÉÁÖÏÑÙÍ

B12.2.1. ÐñïóÝããéóç ðáñáãþãùí ìå ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò

Ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí áðïôåëåß ìéá êáèáñÜ áñéèìçôéêÞ ìÝèïäï åðéëýóåùò
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé åäþ äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Óôç ìÝèïäï áõôÞ
áðëÜáíôéêáèéóôïýìå ôéò ðáñáãþãïõò ìåðñïóåããßóåéò ôïõò ìÝóùðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí. ¹äç
óôçí ÐáñÜãñáöï Á20.2.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á20 ôïõ ÌÝñïõò Á áíáöåñèÞêáìå óôçí ðñïóÝããéóç

y ′ = y ′(x) ≈ y(x + h)− y(x)
(x + h)− x

= y(x + h)− y(x)
h

, (12.2.1)

ôýðïò (20.2.4), ôçò ðáñáãþãïõ y ′(x) ìéáò õðïôßèåôáé ðáñáãùãßóéìçò óõíáñôÞóåùò y(x) ìå ðåðå-
ñáóìÝíç äéáöïñÜ. ¼ôáí ôï h → 0, ðñïêýðôåé öõóéêÜ ï ãíùóôüò ïñéóìüò ôçò ðáñáãþãïõ y ′(x).

Èåùñïýìå ôþñá ôá éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá x + kh (ìå ôï k áêÝñáéï áñéèìü êáé ìå óôáèåñÞ áðü-
óôáóç h) êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox, üðùò óôï Ó÷Þìá Â12.1. Èåùñïýìå åðßóçò êáé ðáñáãùãßóéìç
óõíÜñôçóç y = y(x). Èá ðñïóåããßóïõìå ôþñá ôéò ðáñáãþãïõò ôçò ìå ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò.

x
x − 3h x − 2h x − h x = ih x + h x + 2h x + 3h

yi−3 yi−2 yi−1 yi yi+1 yi+2 yi+3

Ó÷Þìá Â12.1: ÉóáðÝ÷ïíôá óçìåßá xm = mh ðÜíù óôïí Üîïíá Ox êé áíôßóôïé÷åò ôéìÝò ym ôçò y(x).

Ðñïò ôï óêïðü áõôü ìå ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ ôïõ Taylor ãéá ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç y(x) Ý÷ïõìå

y(x ± h) = y(x)± y ′(x)h+ 1
2
y ′′(x)h2 ± 1

6
y ′′′(x)h3 +O(h4) (12.2.2)

ìå ôïí üñï Ï(h4) óôï ôÝëïò íá äçëþíåé ôï ó÷åôéêü óöÜëìá, ôï ïðïßï ðåñéëáìâÜíåé äõíÜìåéò ôïõ h
áðü h4 êáé ðÜíù. ÅÜí áãíïÞóïõìå ôïõò üñïõò ìå h2 êáé áíþôåñåò äõíÜìåéò ôïõ h, Ý÷ïõìå áðëÜ

y(x + h) ≈ y(x)+ y ′(x)h êáé y(x − h) ≈ y(x)− y ′(x)h. (12.2.3)

Ïé áíôßóôïé÷åò äýï (äéáöïñåôéêÝò) ðñïóåããßóåéò ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ y ′(x) ôçò y(x) åßíáé

y ′(x) ≈ y(x + h)− y(x)
h

≡ yi+1 − yi
h

Þ y ′(x) ≈ y(x)− y(x − h)
h

≡ yi − yi−1

h
ìå x = ih (12.2.4)

Ý÷ïíôáò ìÜëéóôá ÷ñçóéìïðïéÞóåé åäþ êáé ôï óõìâïëéóìü ym := y(mh) üðùò êáé óôï Ó÷Þìá Â12.1.
ÅðéðëÝïí ëÝìå üôé ï ðñþôïò ôýðïò ðñïóåããßæåé ôçí ðáñÜãùãï y ′(x) ìå ðñïò ôá åìðñüò äéáöïñÜ,
åíþ ï äåýôåñïò ôýðïò ìå ðñïò ôá ðßóù äéáöïñÜ. Êáé áõôÜ åßíáé ðñïöáíÞ áðü ôï Ó÷Þìá Â12.1.

ÐÜñá ðïëý êáëÜ þò åäþ, áëëÜ óôïõò ôýðïõò (12.2.3) áãíïÞóáìå ôïõò üñïõò ìå h2 êáé ðÜíù.
Ðïëý êáëýôåñç ðñïóÝããéóç ôçò ßäéáò ðáñáãþãïõ y ′(x) ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå áãíïþíôáò ôïõò
üñïõò ìüíï áðü h3 êáé ðÜíù. Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå ðïëý åýêïëá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôáõôü÷ñïíá
êáé ôïõò äýï ôýðïõò (12.2.2) ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé h2. Áöáéñþíôáò ôïõò êáôÜ ìÝëç, ðñïêýðôåé

y(x + h)− y(x − h) ≈ 2y ′(x)h, ïðüôå y ′(x) ≈ y(x + h)− y(x − h)
2h

≡ yi+1 − yi−1

2h
. (12.2.5)
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Åäþ ìéëÜìå ãéá ðñïóÝããéóç ôçò ðáñáãþãïõ y ′(x) ìå êåíôñéêÞ äéáöïñÜ (êáé åßíáé ðñïöáíÝò áõôü
áðü ôï Ó÷Þìá Â12.1). Ðáñáôçñïýìå åðßóçò ìå óýãêñéóç ôùí ðñïóåããßóåùí (12.2.4) êáé (12.2.5)
üôé ç ðñïóÝããéóç ìå êåíôñéêÞ äéáöïñÜ åßíáé ï ìÝóïò üñïò ôùíðñïóåããßóåùí ìå ðñïò ôá åìðñüò êáé
ðñïò ôá ðßóù äéáöïñÝò. (Ï ìÝóïò üñïò äýï áðëþí ðñïóåããßóåùí äßíåé åäþ ðéï êáëÞ ðñïóÝããéóç!)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí ðñïóÝããéóç êáé ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ y ′′(x). Åäþ ÷ñçóéìïðïéïýìå
üëïõò ôïõò üñïõò óôïõò äýï ôýðïõò (12.2.2) åêôüò âÝâáéá áðü ôïõò üñïõò Ï(h4). Ôþñá áðëÜ
ðñïóèÝôïíôáò ôïõò äýï áõôïýò ôýðïõò, ðáßñíïõìå (ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâïëéóìïý ym := y(mh))

y(x + h)+ y(x − h) ≈ 2y(x)+ y ′′(x)h2, ïðüôå y ′′(x) ≈ yi+1 + yi−1 − 2yi
h2

ìå x = ih. (12.2.6)

ÐÜåé, õðïëïãßóèçêå êáé ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò. Ìå áíÜëïãç åñãáóßá ìðïñïýìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå
óå ðñïóåããßóåéò ðáñáãþãùí áíùôÝñùí ôÜîåùí, üðùò ôçò ôñßôçò êáé ôçò ôåôÜñôçò ðáñáãþãïõ.

B12.2.2. ÅöáñìïãÞ óôï ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ôåôñáãùíéêÞò äéáôïìÞò

Åäþ èá åöáñìüóïõìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí óôï ßäéï ó÷åäüí ðñüâëçìá
ìå åêåßíï óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Â12.1: óôï ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò ñÜâäïõ ïñèïãùíéêÞò
äéáôïìÞò, åäþ ôåôñáãùíéêÞò äéáôïìÞò [−a, a]×[−a, a]. Åêåß üìùò åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôç ìÝèïäï
ôùí Rayleigh--Ritz. Óôç ó÷åôéêÞ åîßóùóç ôïõ Poisson (12.1.3) ðñïóåããßæïõìå êáé ôéò äýï äåýôåñåò
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðéï ðÜíù ðñïóåããéóôéêïý ôýðïõ (12.2.6). ¸ôóé ðáßñíïõìå

öi+1, j + öi−1, j − 2öi, j

h2
+ öi, j+1 + öi, j−1 − 2öi, j

h2
≈ −2Gè ìå öi, j := ö(ih, jh). (12.2.7)

Ôï ðñþôï êëÜóìá áñéóôåñÜ áðïôåëåß ðñïóÝããéóç ôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂2ö(x, y)/∂x2, åíþ ôï
äåýôåñï êëÜóìá ðñïóÝããéóç ôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ∂2ö(x, y)/∂y2. Ôï h = xi+1 − xi = yk+1 − yk
äçëþíåé åäþ ôï âÞìá ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí. Ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò ôï ðÞñáìå
ôï ßäéï êáé óôçí êáôåýèõíóç x êáé óôçí êáôåýèõíóç y êáé ßóï ìå a/4. Êáé ôþñá, äçëþíïíôáò ìå ö̃i, j

ôçí ðñïóÝããéóç ôçò ôéìÞò öi, j êé áðëïðïéþíôáò ôç ó÷Ýóç (12.2.7), ôç ãñÜöïõìå óôçí åîÞò ìïñöÞ:

ö̃i+1, j + ö̃i−1, j + ö̃i, j+1 + ö̃i, j−1 − 4ö̃i, j = −2Gèh2 ìå h = a
4
, i, j = −3, − 2, . . . , 2, 3 . (12.2.8)

O x

y
Ó÷Þìá Â12.2: ÅöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí
äéáöïñþí óôï ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò óõíÞèïõò ñÜâäïõ
ôåôñáãùíéêÞò äéáôïìÞò [−a, a] × [−a, a]. ¢ãíùóôåò åßíáé ïé
ôéìÝò öi, j := ö(ih, jh) ìå i, j = −3, − 2, . . . , 2, 3 ôçò ôáóé-
êÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Prandtl, äçëáäÞ ïé ôéìÝò ôçò óôïõò 49
åóùôåñéêïýò êüìâïõò ôçò äéáôïìÞò. Óôïõò 32 åîùôåñéêïýò
êüìâïõò ìå i = ∓4 êáé j = ∓4 ðÜíù óôï óýíïñï (óôçí ðåñß-
ìåôñï) ôïõ ôåôñáãþíïõ ç ôéìÞ ôçò ö åßíáé ßóç ìå ôï ìçäÝí.
ÄçëáäÞ ö∓4, j = öi,∓4 = 0 ìå i, j = −4, − 3, . . . , 3, 4, ôþñá
üìùò ðÜíù óôï óýíïñï. Óáí âÞìá Ý÷åé ëçöèåß åäþ h = a/4.

Ïé êüìâïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí öáßíïíôáé óôï ðéï ðÜíù ó÷Þìá (ôåôñáãùíéêüò êÜííáâïò)
êáé ïé ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò áíáöÝñïíôáé äåîéÜ. Ïé ôåëéêÜ 49 ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ
ðñïÝêõøáí ãéá ôïõò åóùôåñéêïýò êüìâïõò ìå âÜóç ôç ãåíéêÞ åîßóùóç (12.2.8) ëýèçêáí ðïëý åý-
êïëá ìå ôçMathematica. ¸ôóé ðñïóäéïñßóèçêáí áñéèìçôéêÜ ïé 49 ôéìÝò ö̃i, j óôïõò êüìâïõò áõôïýò.
Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôï êÝíôñï Ï = (0, 0) ôïõ ôåôñáãþíïõ ðñïÝêõøå ç ôéìÞ öfd(0, 0), ç ïðïßá åßíáé

öfd(0, 0) = 0.582261Gèa2, åíþ öRR = 0.584386Gèa2 êáé ötheor = 0.589859Gèa2. (12.2.9)

ÁìÝóùò ìåôÜ äþóáìå ôçí áíôßóôïé÷ç ôéìÞöRR ìå ôç ìÝèïäï ôùí Rayleigh--Ritz ìå n = 3 (ìå âÜóç ôéò
ó÷Ýóåéò (12.1.15) êáé (12.1.16)) êáé ôçí áíôßóôïé÷ç áêñéâÞ ôéìÞ ötheor áðü ôç ÷ùñßò ðñïóåããßóåéò
ëýóç ôïõ ßäéïõ ðñïâëÞìáôïò ìå óåéñÜ. Ôá áðïôåëÝóìáôá óõìöùíïýí óôá äýï ðñþôá øçößá ôïõò.
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Ôá ðáñáêÜôù âéâëßá (óôá ÅëëçíéêÜ) ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ðáñáðÝñá ìåëÝôç áðü
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McGraw-Hill, New York.

ÔÝëïò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß íá âñåé ôåñÜóôéá ðïéêéëßá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìå-
ñéêÝò ðáñáãþãïõò (ôüóï óôï ó÷çìáôéóìü ôïõò üóï êáé óôçí åðßëõóÞ ôïõò) óå ðÜñá ðïëëÜ âéâëßá
ôçò åéäéêüôçôÜò ôïõ êáé ÅëëçíéêÜ êáé îåíüãëùóóá. ÔÝôïéåò ðåñéï÷Ýò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý åßíáé ç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, ç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, ç Åäáöïìç÷áíéêÞ êáé ïé Èåìåëéþóåéò,
ç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, ç ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá, ïé ÐëÜêåò êáé ôá Êåëýöç, ç ÐåñéâáëëïíôéêÞ
Ìç÷áíéêÞ êáé ðÜñá ðïëëÝò Üëëåò.

Ãéá üëåò áõôÝò ôéò ðåñéï÷Ýò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý Ý÷åé Þäç äïèåß óõíïðôéêÞ
(áëë’ áñêåôÜ åðáñêÞò) âéâëéïãñáößá óôï ôÝëïò ôïõ ÌÝñïõò Á áõôþí ôùí óõããñáììÜôùí Åöáñìï-
óìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Ðñïöáíþò áõôÞ ç âéâëéïãñáößá éó÷ýåé
êáé åäþ óôï ÌÝñïò Â ôùí ßäéùí óõããñáììÜôùí êáé ó’ áõôÞ ìðïñïýí íá áíáôñÝîïõí ï áíáãíþóôçò
êáé ç áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò.

ÂÝâáéá ðïëý êáëýôåñïò êáé ðéï ÷ñÞóéìïò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé Ýíáò êáôÜëëçëïò
óõíäõáóìüò ôùí ãíþóåùí ðïõ ðñïóöÝñïõí óôéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò:
(á) ôá êáôÜ âÜóç ìáèçìáôéêÜ âéâëßá, (â) ôá âéâëßá ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ìç÷áíéêïýò
Þ áêüìç êáé ãéá öïéôçôÝò Èåôéêþí Åðéóôçìþí êáé (ã) ôá âéâëßá ôá ïðïßá áöïñïýí óôçí ßäéá ôçí
åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôïõò ðïéêßëïõò êáé ôüóï åíäéáöÝñïíôåò ôïìåßò ôçò.
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ÐÑÏËÏÃÏÉ (Ðñüëïãïé) v

ÐÑÏËÏÃÏÓ

Ôï ðáñüí ÌÝñïò Ã ôùí óõããñáììÜôùí ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò
Ìç÷áíéêïýò êáëýðôåé ôç ó÷åôéêÞ èåùñßá, ç ïðïßá áöïñÜ óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîé-
óþóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. ÌåôÜ ôï ÌÝñïò Â ôï ðáñüí ÌÝñïò Ã áðïôåëåß ôï äåýôåñï
(ìå Ýêôáóç 100 ðåñßðïõ óåëßäåò) ôìÞìá ôïõ Ôåý÷ïõò 1 ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá Ìáèç-
ìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Åéäéêüôåñá óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí ôïõ Ðáíåðé-
óôçìßïõ Ðáôñþí ôï óýããñáììá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ðñï-
ïñßæåôáé ãéá ôï áíôßóôïé÷ï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ôïõ ôñßôïõ åîáìÞíïõ óðïõäþí.

Ôá õðüëïéðá ôñßá ìÝñç ôçò èåùñßáò áöïñïýí óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîé-
óþóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Á), óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå
ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Â) êáé óôéò ÅöáñìïóìÝíåò Ìéãá-
äéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Ä). Áðü áõôÜ ôï ÌÝñïò Á áðïôåëåß ôï
Ôåý÷ïò 1 ôïõ ðñþôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò.
Áíôßèåôá ôáÌÝñç Â êáé Ä áðïôåëïýí ôìÞìáôá ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 1 ôïõ äåõôÝñïõ óõããñÜììáôïò
ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ðáñÜëëçëá ìå ôï ðáñüí ÌÝñïò Ã.

Óýìöùíá ìå ôç óýã÷ñïíç Üðïøç (ðïõ õéïèåôåßôáé êáé åäþ ÷ùñßò åðéöõëÜîåéò) óáí èåùñßá óôï
ðáñüí ÌÝñïò Ã ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò
äå íïåßôáé ìüíï ç ßäéá ç èåùñßá, áëëÜ êáé ôá ðáñáäåßãìáôá êáé ïé åöáñìïãÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðïõ ôç óõíïäåýïõí. Ôïýôåò ïé åöáñìïãÝò ðñïÝñ÷ïíôáé åäþ êõñßùò áðü
ôç ÄõíáìéêÞ êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò (óå êßíçóç êáé óå ôáëáíôþóåéò õëéêïý óçìåßïõ), ôç Ìç÷áíéêÞ ôùí
Õëéêþí (äïêïß), ôçÈñáõóôïìç÷áíéêÞ ÞÌç÷áíéêÞ ôçòÈñáýóåùò (åõèýãñáììåò ñùãìÝò) êáé ôç ãñáì-
ìéêÞ Éîïåëáóôéêüôçôá ãéá ãåíéêÞ ìïíïáîïíéêÞ êáôáðüíçóç. ÐåñéëáìâÜíïõí áêüìç ôéò óõíáñôÞóåéò
åðéññïÞò (óõíáñôÞóåéò Green) ãéá ÷ïñäÞ (ðïõ ðñïóåããßæåé êáé ôï êáëþäéï), äïêü êáé ïñèïãùíéêÞ
ðëÜêá êáé ôÝëïò ðïëý óýíôïìá ôç óõíïñéáêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace.

Ôï ðáñüí Ôåý÷ïò 1 ôùí ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí ÉÉÉ ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò óõìðëç-
ñþíåôáé áðü Ýíá áêüìç (áëëÜ ìéêñüôåñï) ôåý÷ïò: Ôï Ôåý÷ïò 2 ìå ôßôëï ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò
êáé Notebooks III ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Áõôü ôï ÷ùñéóôü ôåý÷ïò ðåñéëáìâÜíåé ôéò Üëõôåò
(áëëÜ üìùò åöáñìïóìÝíåò) áóêÞóåéò êáé áðü ôá ôñßá ÌÝñç Â, Ã êáé Ä ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 1
ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ãéá ôï öïéôçôÞ êáé ôç öïéôÞ-
ôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. ÐåñéëáìâÜíåé åðßóçò åííÝá notebooks ôçò Mathematica ìå ëõìÝíåò ïìÜäåò
áóêÞóåùí, äýï notebooks ìå åöáñìïãÝò êáé äýï áêüìç áíÜëïãá notebooks ãéá animations (êéíïý-
ìåíá ó÷Þìáôá). ÔÝëïò ôï Ôåý÷ïò 3 ôïõ ðñþôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ìå ôßôëï ×ñÞóéìåò ÅíôïëÝò ôçò Mathematica ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò
áðïôåëåß ïõóéáóôéêÜ Ýíá åêôåíÝò «åõñåôÞñéï» ôùí êõñéüôåñùí åíôïëþí ôçò Mathematica ôéò ïðïßåò
÷ñåéÜæåôáé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ãéá ôçí åðßëõóç áóêÞóåùí åßôå ãåíéêþí åßôå ôçò åðéóôÞìçò ôïõ.

Åîáéñþíôáò ôçí Ýìöáóç ç ïðïßá äßíåôáé ó’ áõôü ôï ÌÝñïò Ã óå ðñïâëÞìáôá ôçò ÅðéóôÞìçò
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, êáôÜ ôá ëïéðÜ êáëýðôåôáé óå ìåãÜëï ìÝñïò ç ãíùóôÞ ýëç ôùí Ïëï-
êëçñùôéêþí Åîéóþóåùí ðïõ åßíáé äéáèÝóéìç óôá êëáóéêÜ äéäáêôéêÜ âéâëßá ü÷é üìùò êáé ðïëëÜ
(äõóôõ÷þò!). Ç ýëç ôïõ ìÝñïõò áõôïý áíáöÝñåôáé åêôåíþò óôïí ðßíáêá ôùí ðåñéå÷ïìÝíùí ôïõ
óôçí ðñïðñïçãïýìåíç óåëßäá, ðïõ äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá åðáíáëçöèåß, êáé êáôáíÝìåôáé óå ôñßá
êåöÜëáéá ìéêñüôåñçò Þ ìåãáëýôåñçò Ýêôáóçò. Åíôïýôïéò óå üëá ôá óçìåßá ôçò ç ðáñïýóá ýëç õóôå-
ñåß ðÜñá ðïëý ó÷åôéêÜ ìå åêåßíç óôá êëáóéêÜ äéäáêôéêÜ âéâëßá. Äõóôõ÷þò ôï ìÝãåèïò ôçò ýëçò óôï
ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ äåí åðÝôñåøå åäþ ìéá åêôåíÝóôåñç áíÜðôõîç ôïõ èÝìáôïò



vi (Ðñüëïãïò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ôùí Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí ïýôå ôçí áíÜðôõîç ôçò ìåèüäïõ ôùí óõíïñéáêþí ïëïêëçñùôé-
êþí åîéóþóåùí êáé ôùí óõíïñéáêþí óôïé÷åßùí. Óôéò ðåñéï÷Ýò áõôÝò ÷áßñïõí ðáãêüóìéáò öÞìçò
ï óõíÜäåëöüò ìïõ ÊáèçãçôÞò ê. ÄçìÞôñéïòÌðÝóêïò ôïõ ÔïìÝá Êáôáóêåõþí êáé ïé óõíåñãÜôåò ôïõ.

Óôï óçìåßï áõôü áò ìïõ åðéôñáðåß íá áíáöÝñù üôé ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò ôéò ÷ñçóéìïðïß-
çóá êé åãþ åêôåíþò óôç äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ ìïõ (1976) óå èÝìáôá Åëáóôéêüôçôáò êáé Èñáõóôï-
ìç÷áíéêÞò (óå ðñïâëÞìáôá ñùãìþí) êáé óôç óõíÝ÷åéá óå ðïëëÝò åðéóôçìïíéêÝò åñãáóßåò ìïõ. ¢ñá
åßìáé éäéáßôåñá åõôõ÷Þò ðïõ Ý÷ù êáé åäþ ôçí åõêáéñßá íá ôéò ðáñïõóéÜóù (Ýóôù êáé ìå ðÜñá ðïëý
óýíôïìï ôñüðï) óáí Ýíá ìÝñïò ôùí ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí ÉÉÉ ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò.

ÐÝñá áðü ôïí ðñïóáíáôïëéóìü ôïõ ðáñüíôïò ÌÝñïõò Ã ãéá ôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò óôçí
ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý äßíåôáé åðßóçò Ýìöáóç óôç äõíáôüôçôá ó÷åôéêÜ åýêïëçò êáôá-
íïÞóåþò ôïõ áðü ôï ìÝóï öïéôçôÞ êáé ôç ìÝóç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ãéá ôï óêïðü áõôü
Ý÷åé ãßíåé êáé åäþ ìéá ðïëý Ýíôïíç ðñïóðÜèåéá íá åßíáé ãñáììÝíï áðëÜ, ðÜñá ðïëý áðëÜ, ðáñüëï
ðïõ áõôü óõíåðÜãåôáé ðïëý ìåãáëýôåñç ÝêôáóÞ ôïõ, êáé åðßóçò óå ü÷é õøçëü ìáèçìáôéêü åðßðåäï.

ÅðáíáëáìâÜíù üôé åßìáé ðñáãìáôéêÜ, åéëéêñéíÝóôáôá ðïëý åõôõ÷Þò ãéá ôç óõíå÷Þ åíèÜññõíóç
êáé ôç âïÞèåéá ðïõ ìïõ äüèçêå êáé ìïõ äßíåôáé áðü ôïõò óõíáäÝëöïõò ìïõ óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí
Ìç÷áíéêþíùòðñïò ôáìáèÞìáôá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõìïõ Ý÷ïõíáíáôåèåß ìÝóù
ôïõ Ãåíéêïý ÔìÞìáôïò. Áò ìïõ åðéôñáðåß íá áíáöåñèþ ðÜëé éäéáßôåñá óôï óõíÜäåëöï ÊáèçãçôÞ
ê. ÄçìÞôñéï ÌðÝóêï ôïõ ÔïìÝá Êáôáóêåõþí êáé íá ôïí åõ÷áñéóôÞóù èåñìÜ. Áõôüò ìïõ õðÝäåéîå
ôçí ðéèáíÞ ÷ñçóéìüôçôá ìéáò ðñïóðÜèåéáò ðñïåôïéìáóßáò äéäáêôéêþí óõããñáììÜôùí ãéá ôá äýï
áõôÜ ìáèÞìáôá. Áêüìç üìùò ìåãáëýôåñç åíèÜññõíóç ìïõ Ýäùóáí ç óõíåñãáóßá, ç óõíÝðåéá êé ï
æÞëïò ôùí öïéôçôþí êáé öïéôçôñéþí ìïõ ÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí óôá ìáèÞìáôá ôùí ÅöáñìïóìÝíùí
Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ, ôá ïðïßá Ý÷ù åäþ êáé ðïëëÜ ÷ñüíéá ôçí ôéìÞ êáé ôç ÷áñÜ íá ôïõò äéäÜóêù.

Èá áðïôåëïýóå åðßóçò éäéáßôåñç ôéìÞ êáé ÷áñÜ ìïõ áí ôï ðáñüí ÌÝñïò Ã ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò
ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ìðïñïýóå íá óõìâÜëåé, Ýóôù êáé ðÜñá
ðïëý ëßãï, óôçí êáëýôåñç ìåëÝôç ôïõ åíäéáöÝñïíôïò êáé ÷ñÞóéìïõ áõôïý èÝìáôïò áðü ôïõò öïé-
ôçôÝò êáé ôéò öïéôÞôñéÝò ìïõ Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Ó’ áõôïýò êáé ó’ áõôÝò áðåõèýíåôáé êáé áõôü
ôï ÌÝñïò Ã, üðùò öáßíåôáé êé áðü ôïí ôßôëï ôïõ, êé ü÷é óå êÜèå öïéôçôÞ êáé öïéôÞôñéá Ýóôù êáé
Ìç÷áíéêü. Ðñüêåéôáé, íïìßæù, ãéá ìéá ðñïóÝããéóç êÜðùò äéáöïñåôéêÞ óôï ðåñéå÷üìåíï êáé óôïõò
óôü÷ïõò ôçò áðü áõôÝò óôá áíáìößâïëá ðïëý áîéïëïãüôåñá äéáèÝóéìá ó÷åôéêÜ äéäáêôéêÜ âéâëßá.

Óôï óçìåßï áõôü èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù êáé ðÜëé ôéò GOTSIS Åêäüóåéò óôçí ÐÜôñá êáé
éäéáßôåñá ôïí õðåýèõíü ôïõò ê. ¢ããåëï Ãêüôóç ãéá ôï åíäéáöÝñïí ôïõò ó’ ïëüêëçñï ôï ðáñüí âéâëßï
êáé ôçí ôüóï åðéìåëçìÝíç ðñïåôïéìáóßá êáé åêôýðùóÞ ôïõ. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá éäéáßôåñá áîéÝðáéíç
ðñùôïâïõëßá áðü ôéò GOTSIS Åêäüóåéò êáé ìÜëéóôá ÷ùñßò éäéáßôåñï ïéêïíïìéêü üöåëïò. Ôïýôï
äõóôõ÷þò éó÷ýåé åîáéôßáò ôïõ åîåéäéêåõìÝíïõ ÷áñáêôÞñá ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí ðïõ äåí
åðéôñÝðåé ôç äéÜèåóÞ ôïõò óå åõñý áíáãíùóôéêü êïéíü ðåñéïñßæïíôÜò ôç óå ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò.

Åíôïýôïéò èåùñþ ðùò åßíáé ðñïôéìüôåñï íá äéáèÝôïõí ïé öïéôçôÝò êáé ïé öïéôÞôñéåò Ðïëéôéêïß
Ìç÷áíéêïß ôá «äéêÜ ôïõò» âéâëßá ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí. Ìå ôá óõããñÜììáôá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò ãßíåôáé ðñïóðÜèåéá íá êáôáóôåß åìöáíÝò üôé ôá
ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ äåí åßíáé áðïêïììÝíá áðü ôá Üëëá ìáèÞìáôá ðïõ äéäÜóêåôáé
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. Áíôßèåôá åßíáé öõóéïëïãéêÜ óõíäåäåìÝíá ìå áõôÜ óå ìéá áëõóßäá ãíþóåùí.

Tåëåéþíïíôáò, èá Þèåëá íá óçìåéþóù üôé ìå ðïëý ìåãÜëç ÷áñÜ ìïõ èá äå÷èþ êÜèå õðüäåéîç
ãéá ôç âåëôßùóç áõôïý ôïõ âéâëßïõ åßôå ìå ôç äéüñèùóç ëáèþí êáé óçìåßùí ìå áóÜöåéåò ðïõ Ý÷ïõí
ðáñåéóöñýóåé åßôå ìå ïõóéáóôéêüôåñåò õðïäåßîåéò ùò ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïõ ðåñéå÷ïìÝíïõ, ôùí ðá-
ñáäåéãìÜôùí êáé ôùí åöáñìïãþí, êëð. Èá åßìáé ðñáãìáôéêÜ åõãíþìùí ãéá êÜèå ôÝôïéá õðüäåéîç!

ÐÜôñá, ÖåâñïõÜñéïò 2008
Íéêüëáïò É. Éùáêåéìßäçò

e-mail: n.ioakimidis@upatras.gr



ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ (ÐáñáôçñÞóåéò) vii

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ
• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÏ ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÏ

Ôï ðåñéå÷üìåíï óôï ðáñüíÌÝñïò Ã ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, ðïõ áöïñÜ óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò ãéá Ðïëéôé-
êïýòÌç÷áíéêïýò, åßíáé áðüëõôá êëáóéêü (ôüóï óôç èåùñßá üóï êáé óôéò åöáñìïãÝò) êáé âáóßæåôáé
óôç ó÷åôéêÞ åêôåíÝóôáôç ìáèçìáôéêÞ êáé ôå÷íéêÞ âéâëéïãñáößá. Ôá ßäéá éó÷ýïõí êáé ãéá ôá ðåñéå÷ü-
ìåíá óôï ÌÝñïò Á ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷á-
íéêïýò, óôï ÌÝñïò Â ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò êáèþò êáé óôï ÌÝñïò Ä ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò
ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ôùí ßäéùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðï-
ëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Ç óõìâïëÞ ôïõ ãñÜöïíôá ðåñéïñßæåôáé áðëÜ óôïí ôñüðï ðáñïõóéÜóåùò
ôçò ôüóï êëáóéêÞò áõôÞò ýëçò, ðïõ äßíåé Ýíôïíç Ýìöáóç óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓH ÃÉÁ ÔÇÍ ÁÑÉÈÌÇÓÇ ÔÙÍ ÔÕÐÙÍ

Ïé ìáèçìáôéêïß ôýðïé áñéèìïýíôáé áíÜ êåöÜëáéï êáé åíüôçôá. Ï êÜèå ôýðïò Ý÷åé ôï äéêü
ôïõ áñéèìü óôç ìïñöÞ: áñéèìüò êåöáëáßïõ, ôåëåßá, áñéèìüò åíüôçôáò, ôåëåßá, áñéèìüò ôýðïõ,
üðùò áêñéâþò ãßíåôáé êáé óôá ðåñéóóüôåñá åðéóôçìïíéêÜ âéâëßá. Äåí õðÜñ÷åé Ýôóé ðåñßðôùóç
óõã÷ýóåùò óôçí áñßèìçóç ôùí ôýðùí. Ðïëýôéìïò âïçèüò ãéá ôéò áíáöïñÝò áðü ôï êåßìåíï óå
ìáèçìáôéêïýò ôýðïõò (óå êÜèå åíüôçôá ÷ùñéóôÜ) õðÞñîå ôï ãíùóôü ðñüãñáììá óôïé÷åéïèåóßáò
LATEX, ôï ïðïßï Ý÷åé öõóéêÜ êáé ôï ðëåïíÝêôçìá üôé äåí êÜíåé ëÜèç ó’ áõôü ôï ôüóï ÷ñÞóéìï Ýñãï ôïõ.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÇ ÓÔÏÉ×ÅÉÏÈÅÓÉÁ

Ç âáóéêÞ ãñáììáôïóåéñÜ óôá ðáñüíôá äéäáêôéêÜ âéâëßá åßíáé ç Optima, ìéá ãñáììáôïóåéñÜ
êõñßùò íåïêëáóéêïý ôýðïõ. Ç Optima ó÷åäéÜóèçêå áðü ôï äéÜóçìï ó÷åäéáóôÞ ãñáììáôïóåéñþí
Hermann Zapf ìåôáîý ôùí åôþí 1952 êáé 1955 êáé äéáôÝèçêå åìðïñéêÜ áñ÷éêÜ áðü ôçí åôáéñåßá
Linotype ôï 1958. Ç ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôçò, ç MgOptima, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åäþ, äéáôßèåôáé
áðü ôçí åôáéñåßáMagenta óôçí ÁèÞíá óå CD-ROM Åëëçíéêþí ãñáììáôïóåéñþí. Êáé ç ÅëëçíéêÞ ðá-
ñáëëáãÞ ôçò Optima, ç Optima Greek, ó÷åäéÜóèçêå áñ÷éêÜ áðü ôïí ßäéï ôï Zapf êáé êõêëïöüñçóå
ðñþôá åðßóçò áðü ôç Linotype ôï 1971.1 Ôï êåßìåíï êáé ïé ìáèçìáôéêïß ôýðïé óôïé÷åéïèåôÞèçêáí ìå
ôá ðñïãñÜììáôá óôïé÷åéïèåóßáò Õ&Y TEX êáé LATEX óôçí ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôïõò. Ôá ðñïãñÜììáôá
áõôÜ åßíáé éó÷õñüôáôá éäßùò ãéá ôç óôïé÷åéïèåóßá ìáèçìáôéêïý êåéìÝíïõ êáé õðïóôçñßæïõí ãñáì-
ìáôïóåéñÝò PostScript. Ôá ôåëéêÜ áñ÷åßá åßíáé óå ìïñöÝò DVI (Device Independent) êáé PDF (Portable
Document Format). ÖõóéêÜ, üðùò óõìâáßíåé óõíÞèùò, óôçí ôåëéêÞ åêôýðùóç ÷ñçóéìïðïéÞèçêå
ç ìïñöÞ PDF. ÁõôÞ åßíáé êáé ç ðéï åý÷ñçóôç êáé ãåíéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýìåíç óôéò åêôõðþóåéò.

1¼ëåò áõôÝò ïé ðëçñïöïñßåò ãéá ôç ãñáììáôïóåéñÜ Optima ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôï ôüóï åíäéáöÝñïí âéâëßï ôïõ
Bringhurst, R. (2001), Óôïé÷åßá ôçò ÔõðïãñáöéêÞò ÔÝ÷íçò (ÅëëçíéêÞ ìåôÜöñáóç ôïõ Áããëéêïý ðñùôüôõðïõ: The Ele-
ments of Typographic Style, 2ç ¸êäïóç. Hartley & Marks, 1996). Åôáéñåßá Åëëçíéêþí Ôõðïãñáöéêþí Óôïé÷åßùí êáé
ÐáíåðéóôçìéáêÝò Åêäüóåéò ÊñÞôçò, ÇñÜêëåéï, ó. 292.

ÅíäéáöÝñïíôá ó÷üëéá ãéá ôçí Optima áíáöÝñïíôáé åðßóçò êáé óôï âéâëßï ôùí Grosvenor, J., Morrison, K. and Pim, A.
(1992), The PostScript Font Handbook: A Directory of Type 1 Fonts (áíáèåùñçìÝíç Ýêäïóç). Addison-Wesley, Wokingham,
England, ó. 308. Ìåôáîý áõôþí ôùí ó÷ïëßùí áíáöÝñåôáé üôé çOptima åßíáé ßóùò çðéïðñùôüôõðç ó÷åäßáóç (ãñáììáôï-
óåéñÜò åííïåßôáé) ôïõHermann Zapf. Åðßóçò ç åìöÜíéóÞ ôçò ôï 1958ðñïêÜëåóå «èüñõâï» óôïí êüóìï ôçò ôõðïãñáößáò.
¸÷åé áñêåôÜ ðá÷åßò êáé óáöåßò ÷áñáêôÞñåò êáé èåùñåßôáé êáôÜëëçëç ü÷é ìüíï ãéá ôßôëïõò, áëëÜ êáé ãéá óõíå÷Ýò êåßìåíï,
üðùò óõìâáßíåé åäþ.



viii (ÐáñáôçñÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÏ ÐÑÏÃÑÁÌÌÁ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÙÍ

Óôá óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá êáé åöáñìïãÝò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé åäþ õðÞñîå åðßëõóç
êáé åðåîåñãáóßá áðü ôï äéäÜóêïíôá ìå ôçí åêôÝëåóç õðïëïãéóìþí êáé ìå ôï ÷Ýñé êáé, êõñßùò, ìå
ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica, Ýêäïóç (version) 4.1, ôçò åôáéñåßáò Wolfram Research, Inc., Champaign,
Illinois, U.S.A. (Wolfram, 1999). Ï ó÷åôéêÝò åíôïëÝò êáé ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðÜñèçêáí êáôåõ-
èåßáí áðü ôç Mathematica äåí êñßèçêå óêüðéìï íá ðáñáôåèïýí áõôïýóéá. Áõôü óõíÝâç, åðåéäÞ
åäþ ï óôü÷ïò åßíáé áðëÜ ç åéóáãùãÞ ôïõ öïéôçôÞ êáé ôçò öïéôÞôñéáò Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôéò
Ýííïéåò êáé óôéò ìåèüäïõò ôùí Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí êáèþò êáé óôéò åöáñìïãÝò ôïõò óôçí
åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé ü÷é óå õðïëïãéóôéêÜ ðñïãñÜììáôá. ÐáñÜ ôáýôá áíá-
ãíùñßæåôáé ç ðïëýôéìç âïÞèåéá ðïõ ðñüóöåñå ç Mathematica óôçí åêôÝëåóç ôùí õðïëïãéóìþí
ôüóï óôá ðáñáäåßãìáôá ôïõ Êåöáëáßïõ Ã2 üóï êáé óôéò åöáñìïãÝò ôïõ Êåöáëáßïõ Ã3. Áñêåôïß
áðü ôïõò õðïëïãéóìïýò áõôïýò èá Þôáí ðÜñá ðïëý äýóêïëï íá åêôåëåóèïýí ÷ùñßò ôç âïÞèåéá
ôïõ çëåêôñïíéêïý õðïëïãéóôÞ êáé, åí ðñïêåéìÝíù, êáé ôçò Mathematica.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓH ÃÉÁ ÔÁ ÄÕÏ Ó×ÇÌÁÔÁ ÓÔÇÍ ÁÑ×Ç (ÌÅÔÁ ÔÇ ÓÅËÉÄÁ ÔÉÔËÏÕ) ÔÏÕ ÌÅÑÏÕÓ Ã

Ôá äýï áõôÜ ó÷Þìáôá áíáöÝñïíôáé óå äýï êëáóéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò êáé äçìéïõñãÞèçêáí ìå ÷ñÞóç ôçò Mathematica.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá ôï ðñþôï ó÷Þìá áöïñÜ óôçí éîïåëáóôéêÞ óõìðåñéöïñÜ åíüò õëéêïýMaxwell
ìå ôéò äýï óõíáñôÞóåéò ôïõ: ôçí åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü J(t) êáé ôï ìÝôñï ÷áëáñþóåùò Y (t) íá
äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3.7.5) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ã3.7.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Ã3. Ôéò åðáíáëáìâÜíïõìå

J(t) = p1 + t
q1

êáé Y (t) = q1

p1
e−t /p1 ìå t ≥ 0.

Åäþ õðïèÝóáìå áðëÜ üôé p1 = q1 = 1 óôï õëéêü Maxwell ðïõ Ý÷ïõìå êáé ó÷åäéÜóáìå ôéò äýï áõôÝò
óõíáñôÞóåéò óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, 4]. Óôï ßäéï ó÷Þìá ëÜâáìå åðßóçò õðüøç ôç ó÷Ýóç (3.7.15)

å(t) = J(0)ó(t)+
∫ t

0
J̇(t − ô)ó(ô) dô.

ÁõôÞ äßíåé ôçí ðáñáìüñöùóç å(t) ôçò éîïåëáóôéêÞò ñÜâäïõ óå åöåëêõóìü (Þ èëßøç) ìå ìåôáâëçôÞ
ôçí ôÜóç ó(t) ðïõ åöáñìüæåôáé. Åäþ óáí ôÜóç ó(t) ðÞñáìå ôçí ôÜóç ðïõ öáßíåôáé óôï ðñþôï
ó÷Þìá. Óôï ßäéï ó÷Þìá ó÷åäéÜóáìå êáé ôçí áíôßóôïé÷ç ðáñáìüñöùóç å(t) ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí
ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêü ôýðï. Óçìåéþíïõìå üôé éó÷ýåé ôáõôü÷ñïíá êáé ï äåýôåñïò ïëïêëçñùôéêüò
ôýðïò (3.7.17)

ó(t) = Y (0)å(t)+
∫ t

0
Ẏ (t − ô)å(ô) dô.

ÅðïìÝíùò ìå ãíùóôÞ, üðùò êáé ðñéí, ôçí ôÜóç ó(t) ç áíôßóôïé÷ç ðáñáìüñöùóç å(t) èá åßíáé ç ëýóç
áõôÞò ôçò ó÷Ýóåùò. Ðñïöáíþò áõôÞ áðïôåëåß ôþñá ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Êáé áíôßóôñïöá
ìå ãíùóôÞ ôçí ðáñáìüñöùóç å(t) ç ôÜóç ó(t) ðïõ áíôéóôïé÷åß ó’ áõôÞí ðñïêýðôåé åßôå êáôåõèåßáí
áðü ôï äåýôåñï ïëïêëçñùôéêü ôýðï åßôå óáí ëýóç ôïõ ðñþôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ. ÂÝâáéá
áõôüò ðñÝðåé ôþñá íá åñìçíåõèåß óáí ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç ôÜóç ó(t).

Ôþñá üóïí áöïñÜ óôï äåýôåñï ó÷Þìá, áõôü äåß÷íåé ôçí åëáóôéêÞ åðéöÜíåéá ìéáò ïñèïãùíéêÞò
ðëÜêáò P, äéáóôÜóåùí (a, b) = (2.5, 2.0) êáé äõóêáìøßáò D = 1. Ç ðëÜêá Ý÷åé áðëÞ óôÞñéîç óôï
óýíïñü ôçò êáé êáôáðïíåßôáé áðü ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï óôç èÝóç (î, ç) = (0.7, 1.5).
Ðñüêåéôáé ãéá ôç óõíÜñôçóç åðéññïÞò (Þ óõíÜñôçóç Green) G(x, y, î, ç) óå ìéá ôÝôïéá ðëÜêá ðïõ
äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (3.5.38) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ã3.5.3 ôïõ Êåöáëáßïõ Ã3. Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

G(x, y, î, ç) = 4
ð4abD

∞∑
m=1

∞∑
n=1

sin
mðx
a

sin
nðy
b

sin
mðî
a

sin
nðç
b[(m

a

)2 + (n
b

)2] 2 , (x, y) ∈ P, (î, ç) ∈ P.

Åäþ âÝâáéá ôá î êáé ç åßíáé äýï óôáèåñÝò, (î, ç) = (0.7, 1.5), êé Ýôóé ìðüñåóå íá ãßíåé ç ôñéäéÜóôáôç
áõôÞ ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç. Ãéá ôçí áêñßâåéá ó÷åäéÜóèçêå ç −G(x, y, î, ç) ìå m êáé n áðü 1 ìÝ÷ñé 6.



ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ (ÊåöÜëáéï Ã1) 1

Ê Å Ö Á Ë Á É Ï Ã1
ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

¸íá ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìï åñãáëåßï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôçí åðéóôÞìç ôïõ åßíáé ïé äéá-
öïñéêÝò åîéóþóåéò, óõíÞèåéò êáé ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ôï ìïíïâÜèìéï
ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ (áñìïíéêüò ôáëáíôùôÞò) ÷ùñßò áðüóâåóç áíÜãåôáé óôç óõ-
íÞèç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

mẍ(t)+ kx(t) = p(t). (1.0.1)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ôá óýìâïëá m êáé k äçëþíïõí óôáèåñÝò (ìÜæá êáé óôáèåñÜ ôïõ åëáôçñßïõ
áíôßóôïé÷á), ç óõíÜñôçóç x(t) ôçí Üãíùóôç èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé ç óõíÜñôçóç p(t) ôç
äýíáìç ðïõ áóêåßôáé åðß ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Åßíáé åðßóçò ãíùóôü üôé ðÜñá ðïëëÜ ìåãÝèç u(x, y)
åíäéáöÝñïíôïò ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïýóôéò äýï äéáóôÜóåéò x êáé y ðëçñïýí ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç
ôïõ Laplace. ÔÝôïéá ìåãÝèç åßíáé: (á) ôï Üèñïéóìá ôùí ïñèþí ôÜóåùí óôçí åðßðåäç, éóüôñïðç êáé
ãñáììéêÞ Åëáóôéêüôçôá, (â) ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò êáé ç óõíÜñôçóç ñïÞò (Þ ñïúêÞ
óõíÜñôçóç) óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý, (ã) ç óõíÜñôçóç óôñåâëþóåùò óôç ÓôñÝøç,
(ä) ç èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ (ç èåñìïêñáóßá) óôç ìüíéìç êáôÜóôáóç óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò
(Þ ÄéÜäïóç Èåñìüôçôáò) êáé ôüóá Üëëá. Ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace Ý÷åé ôç ìïñöÞ

Ä u(x, y) ≡ ∇2u(x, y) = 0. (1.0.2)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôéò äýï äéáóôÜóåéò x êáé y.

Ìðïñåß íá áíáöÝñåé êáíåßò äåêÜäåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, ôüóï óõíÞèåéò üóï êáé ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò, ðïõ áðáíôþíôáé óå óåéñÜ ðñïâëçìÜôùí ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÔÝôïéá ðñïâëÞ-
ìáôá ðáñïõóéÜæïíôáé: (á) óôçí Åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, ðïõ óõìðåñéëáìâÜíåé
ôçí ÊÜìøç Äïêþí, óõíÞèùí êáé ðÜíù óå åëáóôéêÞ âÜóç, ôç ÓôñÝøç êáé ôï Ëõãéóìü óôçí ÅëáóôéêÞ
ÅõóôÜèåéá, (â) óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, (ã) óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ, (ä) óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ,
(å) óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, (óô) óôéò ÐëÜêåò êáé ôá Êåëýöç (óôáôéêÜ êáé äõíáìéêÜ ðñï-
âëÞìáôá) êáé óå ôüóåò Üëëåò ÷ñÞóéìåò ðåñéï÷Ýò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ¼ëåò ïé
äéáöïñéêÝò áõôÝò åîéóþóåéò ðáñïõóéÜæïõí ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ãíþñéóìá üôé áöïñïýí óôéò ôéìÝò ôçò
Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (Þ ôùí Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí ãéá óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí)
áðïêëåéóôéêÜ óôç ãåéôïíéÜ ôïõ óçìåßïõ ðïõ èåùñïýìå êÜèå öïñÜ. Áõôü åßíáé ðñïöáíÝò, ãéáôß ïé
ðáñÜãùãïé ìéáò óõíáñôÞóåùò óå Ýíá óçìåßï áöïñïýí ìüíï óôï óçìåßï áõôü êáé ðñïóäéïñßæïíôáé
áðü ìéá ïñéáêÞ äéáäéêáóßá óôç ãåéôïíéÜ ôïõ. (Ôï áíôßèåôï éó÷ýåé óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò.)

Óôï êåöÜëáéï ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí, ôï ïðïßï èá åîåôáóèåß äéåîïäéêÜ óôï ðáñüí
ÌÝñïò Ã ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, áêïëïõèåßôáé ìéá åíôå-
ëþò äéáöïñåôéêÞ äéáäéêáóßá. Ðéï óõãêåêñéìÝíá Ýíá ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý áíÜãåôáé
óå ìéá åîßóùóç ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ðéá ðáñáãþãïõò, áëëÜ Ýíá ïëïêëÞñùìá, óôï ïðïßï ìÜëéóôá
õðåéóÝñ÷åôáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Áí áõôü äå óõìâáßíåé, äçëáäÞ äåí Ý÷ïõìå ôçí Üãíùóôç óõ-
íÜñôçóç ìÝóá óôï ïëïêëÞñùìá, ôüôå äå ìéëÜìå ãéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Ðéï áíáëõôéêÜ, åÜí
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õðÜñ÷åé áðëÜ ïëïêëÞñùìá óå Ýíáí ôýðï, ôüôå äéêáéïýìáóôå íá ôïí áðïêáëïýìå ïëïêëçñùôéêü
ôýðï, ü÷é üìùò êáé ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Ïé ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò áðïôåëïýí ëïéðüí Ýíáí
åíáëëáêôéêü ôñüðï ðñïóåããßóåùò öõóéêþí ðñïâëçìÜôùí, áí êáé åäþ ç Ýìöáóç ðåñéïñßæåôáé óå
ðñïâëÞìáôá åíäéáöÝñïíôïò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ç êëáóéêÞ åîßóùóç

Y (x) = ñÁù2
∫ L

0
G(x, î) Y (î) dî, 0 ≤ x ≤ L, (1.0.3)

åßíáé ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Ðéï óõãêåêñéìÝíá åßíáé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðïõ äéÝðåé ôï
ðñüâëçìá ôùí áñìïíéêþí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L. Óôçí åîßóùóç
áõôÞ Y (x) åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç, ðïõ ðáñéóôÜíåé ôï åýñïò ôùí ôáëáíôþóåùí, ñÁ ç óôáèåñÞ
ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ôçò äïêïý (ìÜæá áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò), ù ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôùí ôáëá-
íôþóåùí êáé G(x, î) ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç äýï ìåôáâëçôþí. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ G(x, î) åßíáé
ç óõíÜñôçóç åðéññïÞò óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. Ëýíïíôáò ôçí ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîß-
óùóç, ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn êáé ôéò áíôßóôïé÷åò éäéïìïñöÝò Yn(x)
(n = 1, 2, . . . ) ôçò éäéïôáëáíôïýìåíçò äïêïý óå êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò. Ôï ðáñÜäåéãìá áõôü ïëï-
êëçñùôéêÞò åîéóþóåùò áíáöÝñåôáé óôï êëáóéêü óýããñáììá ôïõ Tricomi Integral Equations (1985,
Åíüôçôá 1.10, óó. 26--27) êáé ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.

Èá ìðïñïýóå íá áíáöÝñåé êáíåßò äåêÜäåò ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîé-
óþóåùí óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, ðïõ ìáò áöïñÜ åí ðñïêåéìÝíù, êáé óå Üëëåò
åðéóôÞìåò áóöáëþò. ¸íá åîáéñåôéêÜ áðëü ðáñÜäåéãìá ðïõ óõó÷åôßæåé ôéò äéáöïñéêÝò ìå ôéò ïëï-
êëçñùôéêÝò åîéóþóåéò áíáöÝñåôáé óôçí Åíüôçôá Ã1.1 áìÝóùò ðéï êÜôù. Ðïëý ðåñéóóüôåñá ðá-
ñáäåßãìáôá åîåôÜæïíôáé ëåðôïìåñþò óôï ÊåöÜëáéï Ã3. Ôï ÊåöÜëáéï áõôü Ã3 áöïñÜ áðïêëåéóôéêÜ
óå åöáñìïãÝò ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Ã1 èá ãßíåé ðñïóðÜèåéá Þðéáò åéóáãùãÞò óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò
ìå åðåîÞãçóç ôùí ó÷åôéêþí âáóéêþí åííïéþí êáé ôáîéíüìçóÞ ôïõò óå êáôçãïñßåò. Èá ãßíåé åðß-
óçò áíáöïñÜ óôá ðëåïíåêôÞìáôá ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ðñÝðåé
ðñáãìáôéêÜ íá ôéò ðñïôéìÜåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. Ìßá ìüíï áðü ôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò åßíáé
ç ÷ñÞóç ôùí êáëïýìåíùí óõíïñéáêþí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí êáé ôçò ó÷åôéêÞò ìåèüäïõ ôùí
óõíïñéáêþí óôïé÷åßùí. Óôç ìÝèïäï áõôÞ ìéá ðåñéï÷Þ D óôéò äýï äéáóôÜóåéò x êáé y ìåëåôÜôáé ìå
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ìüíï óôï óýíïñü ôçò C áíôß óå ïëüêëçñç ôç äéäéÜóôáôç ðåñéï÷Þ D (ìå ôç
÷ñÞóç äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò Þ ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí). Ç äõíáôüôçôá
áõôÞ ðáñïõóéÜæåé öïâåñÜ õðïëïãéóôéêÜ ïöÝëç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. (ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé
óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò x, y êáé z.) Óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Ã2 èá åîåôáóèïýí óýíôïìá ïé âáóéêÝò
ìÝèïäïé åðéëýóåùò óõíÞèùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí. ÔÝëïò ôï ôåëåõôáßï ÊåöÜëáéï Ã3 áöïñÜ
áðïêëåéóôéêÜ óå åöáñìïãÝò.

Ã1.1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÏ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ: ÅÕÈÕÃÑÁÌÌÇ ÊÉÍÇÓÇ ÕËÉÊÏÕ ÓÇÌÅÉÏÕ

Ïé Ýííïéåò ôçò ðáñáãþãïõ êáé ôïõ ïëïêëçñþìáôïò åßíáé ðÜñá ðïëý âáóéêÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü êáé áðáíôþíôáé óå ðïëëÝò ðåñéï÷Ýò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ. Óáí Ýíáðïëý áðëüðáñÜäåéãìá
ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí ðáñÜãùãï óõíáñôÞóåùò ìðïñïýìå íá áíáöÝñïõìå ôïí ôýðï

v(t) = ẋ(t), t > 0, (1.1.1)

óôçí ÊéíçìáôéêÞ ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Ï ôýðïò áõôüò áðïôåëåß ôç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôçí ôá÷ýôçôá
v(t) ìå ôç èÝóç x(t) õëéêïý óçìåßïõ M êáôÜ ôçí åõèýãñáììç êßíçóÞ ôïõ êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox.
Ôï óýìâïëï t, ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, äçëþíåé ôï ÷ñüíï. Ìå ãíùóôÞ ôç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý
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óçìåßïõ M (ðïõ õðïôßèåôáé üôé åßíáé ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç) ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôïí ðáñáðÜíù ôýðï (1.1.1), ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå (ìå ðáñáãþãéóç) ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ ßäéïõ
óçìåßïõ. Ç ðáñáãþãéóç ìðïñåß íá åêôåëåóèåß áíáëõôéêÜ: ìå ôï ÷Ýñé Þ ìå ðñüãñáììá óõìâïëéêþí
õðïëïãéóìþí, üðùò ç Mathematica êáé ç Maxima. Ìðïñåß áêüìç íá åêôåëåóèåß êáé áñéèìçôéêÜ ìå
ôç ÷ñÞóç áñéèìçôéêÞò ðáñáãùãßóåùò. Åíôïýôïéò ç áíáëõôéêÞ ðáñáãþãéóç åßíáé ó÷åäüí ðÜíôïôå
ðñïôéìüôåñç óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ åßíáé åöéêôÞ.

Ìéá äåýôåñç åñìçíåßá ôïõ ßäéïõ èåìåëéþäïõò ôýðïõ (1.1.1) åßíáé íá èåùñçèåß ï ôýðïò áõôüò
óáí äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M êáé ãíùóôÞ ôçí
ôá÷ýôçôÜ ôïõ v(t). Ðñüêåéôáé ãéá ìéá åîáéñåôéêÜ áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ìå ôç
ëýóç ôçò x(t) íá ðñïêýðôåé Üìåóá ìå ìßá ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, Ýóôù áðü ôçí áñ÷éêÞ
óôéãìÞ ô = 0 ìÝ÷ñé ôç óôéãìÞ ô = t. Ôüôå ðñïêýðôåé

x(t) = C +
∫ t

0
v(ô) dô, t ≥ 0, (1.1.2)

üðïõ, äõóôõ÷þò, ç ïëïêëÞñùóç (óå áíôßèåóç ìå ôçí ðáñáãþãéóç) åéóÜãåé ìéá óôáèåñÜ ïëïêëç-
ñþóåùò, ôç C, óôïí ðáñáðÜíù ôýðï. ÔõðéêÜ ç óôáèåñÜ áõôÞ C åßíáé áõèáßñåôç, äçëáäÞ ç ðá-
ñáãþãéóç ôïõ ôýðïõ (1.1.2) ïäçãåß áóöáëþò óôïí ôýðï (1.1.1). Må Üëëá ëüãéá ç Ýêöñáóç (1.1.2)
ãéá ôç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M åßíáé ðñÜãìáôé ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.1.1) êáé
ìÜëéóôá ç ãåíéêÞ ôçò ëýóç. Óôçí ðñÜîç üìùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äåí åßíáé åõ÷áñéóôçìÝíïò
ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (1.1.2) ðïõ äéáèÝôåé èÝëïíôáò êÜèå ðñüâëçìá ðïõ áíôéìåôùðßæåé íá Ý÷åé ìßá
êáé ìüíï ìßá ëýóç êáé ü÷é áðåéñßá ëýóåùí. Åí ðñïêåéìÝíù ç áðåéñßá ôùí ëýóåùí ïöåßëåôáé óôçí
áõèáßñåôç óôáèåñÜ C óôç ëýóç (1.1.2) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.1.1).

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ãéá íá õðÜñ÷åé ìßá êáé ìüíï ìßá ëýóç óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá, ðñÝðåé
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.1) íá óõíïäåýåôáé êáé áðü ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç (ãéá t = 0), ôçí åîÞò:

x(0) = x0. (1.1.3)

Ç áñ÷éêÞ áõôÞ óõíèÞêç êáèïñßæåé ôçí áñ÷éêÞ èÝóç x(0) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. ÐñÝðåé äçëáäÞ
óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç íá Ý÷ïõìå Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé áðü
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.1) êáèþò êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (1.1.3). Ôüôå ç ãåíéêÞ ëýóç (1.1.2) ãéá
ôç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M ìáò ïäçãåß óôçí åîÞò ðñïöáíÞ ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç:

x(t) = x0 +
∫ t

0
v(ô) dô, t ≥ 0, (1.1.4)

ôç ëýóç ôçí ïðïßá ðñáãìáôéêÜ æçôïýóáìå. Ôïýôï äéáðéóôþíåôáé áìÝóùò èÝôïíôáò t = 0 óôç
ëýóç (1.1.2), ïðüôå ðñïêýðôåé C = x(0) = x0 ëüãù êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (1.1.3).

Óôï óçìåßï áõôü áò åðáíáëçöèåß üôé ï áñ÷éêüò ôýðïò ìáò (1.1.1) åñìçíåýèçêå Þäç (áðüëõôá
óùóôÜ ìÜëéóôá)

1. Åßôå óáí ôýðïò ðïõ ìáò äßíåé ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M ìå ãíùóôÞ ôç èÝóç
ôïõ x(t).

2. Åßôå áíôßóôñïöá óáí äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôç èÝóç x(t) ôïõ ßäéïõ óçìåßïõM ìå ãíùóôÞ
ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ v(t). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áðáéôåßôáé êáé ç óõìðëÞñùóç ôïõ ßäéïõ
ôýðïõ óõíÞèùò ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (1.1.3), Ýôóé þóôå íá ðÜñïõìå ôç ìïíáäéêÞ ëýóç
åíüò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò. Óçìåéþíåôáé êáé ðÜëé üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñÝðåé
(Þ Ýóôù èÝëåé) íá èåìåëéþíåé ìáèçìáôéêÜ ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ áíôéìåôùðßæåé óôçí ðñÜîç
êáôÜ ôÝôïéï ôñüðï, þóôå áõôÜ íá Ý÷ïõí ìßá êáé ìüíï ìßá ëýóç. Äåí Ý÷åé ìÜëéóôá éäéáßôåñç
óçìáóßá áí áõôÞ ç ëýóç èá âñåèåß áíáëõôéêÜ Þ áñéèìçôéêÜ, ìå ôï ÷Ýñé Þ ìå ôïí õðïëïãéóôÞ.

Ìéá ôñßôç åñìçíåßá ôïõ ßäéïõ ôýðïõ (1.1.1) èá ðñïÝêõðôå, áí åß÷áìå äåäïìÝíåò ôáõôü÷ñïíá
ôüóï ôç èÝóç x(t) üóï êáé ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. Ôüôå ï ôýðïò (1.1.1) èá ìáò
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ïäçãïýóå óôïí Ýëåã÷ï åÜí ïé äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò ðñÜãìáôé áíôéðñïóùðåýïõí ôç èÝóç êáé ôçí
ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M (ëïãéêü áëçèÝò, true) Þ ü÷é (ëïãéêü øåõäÝò, false). Ç ôñßôç áõôÞ
åñìçíåßá ôçò ßäéáò éóüôçôáò (1.1.1) äå èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé ðåñéóóüôåñï åäþ.

Óêïðü ôçò ðáñïýóáò åíüôçôáò áðïôåëåß ç Þðéá åéóáãùãÞ ôïõ öïéôçôÞ êáé ôçò öïéôÞôñéáò
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôçí Ýííïéá ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí áíÜëïãá ìå ü,ôé Þäç Ýãéíå ãéá
ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ç åéóáãùãÞ áõôÞ Üñ÷éóå êéüëáò íá ãßíåôáé (êáôÜ åëëéðÞ âÝâáéá ôñüðï)
ìå ôçí áíôéóôïß÷éóç ôïõ ôýðïõ (1.1.1) (áõôïý ðïõ ðåñéÝ÷åé ðáñÜãùãï) ìå ôïí éóïäýíáìü ôïõ
ôýðï (1.1.2) (áõôüí ðïõ ðåñéÝ÷åé ïëïêëÞñùìá). Êáëýôåñá ìÜëéóôá, èåùñþíôáò üôé äéáèÝôïõìå
êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (1.1.3), áíôéóôïé÷ßæïõìå ôïí ôýðï (1.1.1) ìå ôïí ôýðï (1.1.4), üðïõ äåí
åìöáíßæåôáé ðéá ç áõèáßñåôç óôáèåñÜ C.

Aò ôñïðïðïéÞóïõìå ôþñá ôéò ðáñáðÜíù äõíáôüôçôåò åñìçíåßáò ôïõ ôýðïõ (1.1.1) åöáñìü-
æïíôÜò ôéò óôïí ôýðï (1.1.4). Äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ï ôýðïò áõôüò ìðïñåß íá åñìçíåõèåß
(êáé ðÜëé áðüëõôá óùóôÜ)

1. Åßôå óáí Ýíáò ôýðïò ðïõ ìáò äßíåé ôç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõM ìå ãíùóôÞ ôçí ôá÷ýôçôÜ
ôïõ v(t).

2. Åßôå áíôßóôñïöá óáí ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóçùòðñïò ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ ßäéïõ óçìåßïõ
ìå ãíùóôÞ ôç èÝóç ôïõ x(t). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, äçëáäÞ ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò,
äåí áðáéôåßôáé ç óõìðëÞñùóç ôïõ ßäéïõ ôýðïõ ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç. Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (1.1.3)
Ý÷åé Þäç åíóùìáôùèåß óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (1.1.4), üðùò öáßíåôáé èÝôïíôáò t = 0
óôçí åîßóùóç áõôÞ. Ôïýôï áðïôåëåß Ýíá ðëåïíÝêôçìá ôçò ÷ñÞóåùò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþ-
óåùí áíôß ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óå üóåò ðåñéðôþóåéò áõôü åßíáé åöéêôü.

ÏðùóäÞðïôå ìå äåäïìÝíåò êáé ôç èÝóç x(t) êáé ôçí ôá÷ýôçôá v(t) (ð.÷. áðü ðåéñáìáôéêÝò ìå-
ôñÞóåéò) ï ôýðïò (1.1.4) ìðïñåß êáé áõôüò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôïí Ýëåã÷ü ôïõò (áðïôÝëåóìá
áëçèÝò Þ øåõäÝò) óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ÊéíçìáôéêÞò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Ôïýôï áðïôå-
ëåß ìéá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá óå ó÷Ýóç ìå ôïí áñ÷éêü ôýðï (1.1.1) ìáæß âÝâáéá ìå ôçí áñ÷éêÞ
óõíèÞêç (1.1.3) ðïõ ôï óõíïäåýåé.

Ìå ôï ðéï ðÜíù óôïé÷åéþäåò ðáñÜäåéãìá, ðïõ äáíåéóèÞêáìå áðü ôçí ÊéíçìáôéêÞ ôïõ õëé-
êïý óçìåßïõ, Ýãéíå áðüðåéñá (åëðßæåôáé åðéôõ÷Þò) åéóáãùãÞò óôçí Ýííïéá ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîé-
óþóåùò êáé óõíäÝóåùò ôçò Ýííïéáò áõôÞò ìå ôçí Þäç ôüóï ãíùóôÞ Ýííïéá ôçò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò. Óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.1) (ðïõ óõíïäåýåôáé áðü ôçí áñ÷éêÞ
óõíèÞêç (1.1.3)) Ý÷åé ëýóç x(t) ôçí (1.1.4). Áõôü ìðïñåß ìÜëéóôá åýêïëá íá åðáëçèåõèåß ìå áíôé-
êáôÜóôáóç ôçò åêöñÜóåùò ôçò èÝóåùò x(t) áðü ôç ó÷Ýóç (1.1.4) óôéò ó÷Ýóåéò (1.1.1) êáé (1.1.3).
Êáé áíôßóôñïöá, åÜí ç ó÷Ýóç (1.1.4) èåùñçèåß óáí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ìå ãíùóôÞ ôç èÝóç x(t)
êáé Üãíùóôç ôçí ôá÷ýôçôá v(t), ôüôå ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç Ý÷åé óáí ëýóç ôçò ôçí (1.1.1).
Êáé ôïýôï ìðïñåß Üìåóá åðßóçò íá åðáëçèåõèåß ìå áðëÞ ðáñáãþãéóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþ-
óåùò (1.1.4) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ìå ôçí áñ÷éêÞ èÝóç x(0) = x0 íá èåùñåßôáé öõóéêÜ óôáèåñÞ êáôÜ
ôç äéÜñêåéá ôçò ðáñáãùãßóåùò. Ìéá êáëýôåñç ó÷åôéêÞ äõíáôüôçôá áðïôåëåß ç áíôéêáôÜóôáóç
ôçò ëýóåùò v(t) = ẋ(t) áðü ôç ó÷Ýóç (1.1.1) óôçí åîßóùóç (1.1.4), ôçò ïðïßáò äéáðéóôþíåôáé åýêïëá
ç éó÷ýò.

Ç ðáñáãþãéóç ôçò ó÷Ýóåùò (1.1.4) ìáò Ýäåéîå åðßóçò êáé Ýíá óôïé÷åéþäç ôñüðï åðéëýóåùò
ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí. Áõôüò óõíßóôáôáé óôçí Üìåóç ðáñáãþãéóç êáé áíáãùãÞ ôçò ïëï-
êëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ãåíéêÜ óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áí êáé åäþ âñÝèçêå êáôåõèåßáí ç ëýóç v(t).
Äõóôõ÷þò ï ôñüðïò áõôüò åßíáé ãåíéêÜ áíåöÜñìïóôïò óå ðÜñá ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò äõóêïëüôå-
ñùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí.

ÅíáëëáêôéêÜ ìðïñïýìå íá ëýóïõìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (1.1.4) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ðéï óõãêåêñéìÝíá èåùñïýìå ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace

X(s) = L{x(t)}, V (s) = L{v(t)} (1.1.5)



ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ (ÊåöÜëáéï Ã1) 5

ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò (åäþ ôçò èÝóåùò) x(t) êáé ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (åäþ ôçò ôá÷ý-
ôçôáò) v(t). Óôç óõíÝ÷åéá åöáñìüæïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáé óôá äýï ìÝëç ôçò ïëïêëç-
ñùôéêÞò åîéóþóåùò (1.1.4). Ðáßñíïõìå åðßóçò õðüøç ìáò üôé L{1} = 1/s (s > 0), ï äå ìåôáó÷ç-
ìáôéóìüò Laplace åíüò áïñßóôïõ ïëïêëçñþìáôïò éóïýôáé ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace Y (s) ôçò
ïëïêëçñùôÝáò óõíáñôÞóåùò y(t) äéá s, äçëáäÞ

L
{∫ t

0
y(ô) dô

}
= 1

s
L{ y(t)} = Y (s)

s
. (1.1.6)

Ôüôå ðñïêýðôåé ç åîÞò áëãåâñéêÞ åîßóùóç:

X(s) = x0
s
+ V (s)

s
, (1.1.7)

ç ïðïßá áíôéêáèéóôÜ ôçí áñ÷éêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (1.1.4). Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðñùôïâÜèìéá
áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace V (s) ìå ðñïöáíÞ ëýóç ôç

V (s) = sX(s)− x0, (1.1.8)

üðïõ âÝâáéá x0 = x(0). Ôï äåîéü ìÝëïò óôç ëýóç áõôÞ (ùò ðñïò V (s)) äåí åßíáé üìùò ôßðïôå
Üëëï ðáñÜ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò ðáñáãþãïõ ẋ(t) ôçò ãíùóôÞò èÝóåùò x(t) ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ M, ãéáôß

L{ẋ(t)} = sX(s)− x(0) = sX(s)− x0. (1.1.9)
¢ñá

V (s) = L{ẋ(t)} (1.1.10)

êáé åðïìÝíùò (ãéá èåôéêÝò ôéìÝò ôïõ ÷ñüíïõ t)

v(t) = ẋ(t), t > 0. (1.1.11)

ÐñïÝêõøå äçëáäÞ ï ôýðïò (1.1.1), áêñéâþò üðùò áíáìåíüôáí, óáí ëýóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîé-
óþóåùò (1.1.4). ÅðïìÝíùò ç Üãíùóôç ôá÷ýôçôá v(t) åßíáé ç ðñþôç ðáñÜãùãïò ẋ(t) ôçò ãíùóôÞò
èÝóåùò x(t) ôïõ åõèýãñáììá êéíïýìåíïõ õëéêïý óçìåßïõ M.

Áíáìößâïëá üëá ôá ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá ìðïñïýí Üìåóá êáé ÷ùñßò êüðï íá åðåêôá-
èïýí êáé óôçí ðåñßðôùóç üðïõ èåùñïýìå ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M áíôß ãéá ôç
èÝóç ôïõ x(t), ôç äå åðéôÜ÷õíóÞ ôïõ a(t) áíôß ãéá ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ v(t). Èåùñþíôáò ëïéðüí ôçí
ôá÷ýôçôá v(t) Üãíùóôç, ôç äå åðéôÜ÷õíóç a(t) ãíùóôÞ, Ý÷ïõìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò:

a(t) = v̇(t), t > 0, v(0) = v0. (1.1.12)

Óýìöùíá ìå üóá Þäç åêèÝóáìå, äçëáäÞ ìå ìéá ïëïêëÞñùóç, ôï ðñüâëçìá áõôü ïäçãåß óôçí åîÞò
áðëÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç, ôþñá üìùò ùò ðñïò ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t):

v(t) = v0 +
∫ t

0
a(ô) dô, t ≥ 0. (1.1.13)

Ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé áðüëõôá áíÜëïãç ìå ôçí åîßóùóç (1.1.4) ðñïçãïõìÝíùò êáé
Ý÷åé ëýóç a(t) ôçí (1.1.12). Ç ëýóç áõôÞ ðñïêýðôåé åßôå (á) ìå ðáñáãþãéóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõ-
ôÞò åîéóþóåùò (1.1.13) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t åßôå (â) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace. ÅíáëëáêôéêÜ âÝâáéá, åÜí åßíáé ç åðéôÜ÷õíóç a(t) áõôÞ ðïõ åßíáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç, åíþ
ç ôá÷ýôçôá v(t) åßíáé áêüìç Üãíùóôç óõíÜñôçóç, ôüôå ç ó÷Ýóç (1.1.13) åßíáé áðëÜ ï ïëïêëçñùôéêüò
ôýðïò ðïõ ìáò äßíåé ôçí Üãíùóôç ôá÷ýôçôá v(t). Áóöáëþò ôþñá äåí ðñüêåéôáé ãéá ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç, ãéáôß ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ç ôá÷ýôçôá v(t)) åßíáé åêôüò ôïõ ïëïêëçñþìáôïò, óôï ïðïßï
ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç åßíáé áðëÜ ç ãíùóôÞ åðéôÜ÷õíóç a(t).
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Ëßãï ðéï ðïëýðëïêç åìöáíßæåôáé ç êáôÜóôáóç, üôáí åìåßò åîåôÜæïõìå ôáõôü÷ñïíá ôç èÝóç x(t)
êáé ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M óôçí ðáñïýóá åõèýãñáììç êßíçóÞ ôïõ êáôÜ ìÞêïò
ôïõ Üîïíá Ox. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ éó÷ýåé ï ãíùóôüò ôýðïò

a(t) = ẍ(t), t > 0. (1.1.14)

Ï ôýðïò áõôüò äßíåé áðëÜ ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M, åÜí ç èÝóç ôïõ x(t) åßíáé
ãíùóôÞ. ÅíáëëáêôéêÜ áðïôåëåß ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ðñïò åýñåóç
ôçò èÝóåùò x(t), åÜí åßíáé ç åðéôÜ÷õíóç a(t) áõôÞ ðïõ Ý÷åé õðïôåèåß ãíùóôÞ. Èåùñïýìå åðßóçò
ãíùóôÝò êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

x(0) = x0, ẋ(0) = v0. (1.1.15)

ÁõôÝò áðáéôïýíôáé êáôÜ ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.1.14), åöüóïí õéïèåôçèåß áõôÞ
ç åñìçíåßá ôçò ó÷Ýóåùò (1.1.14), äçëáäÞ ç åñìçíåßá ôçò óáí äéáöïñéêÞ åîßóùóç.

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí áíáãùãÞ ôçò ó÷Ýóåùò (1.1.14) óå ïëïêëçñùôéêÞ ìïñöÞ åêôåëþ-
íôáò äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò áðü ô = 0 Ýùò ô = t. Ç ðñþôç ïëïêëÞñùóç ìáò ïäçãåß óå ìéá
åîßóùóç üðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé êáé ðáñÜãùãïò êáé ïëïêëÞñùìá, ðéï óõãêåêñéìÝíá óôçí åîßóùóç

ẋ(t) = v0 +
∫ t

0
a(ô) dô, t > 0, (1.1.16)

üðïõ ðÞñáìå õðüøç êáé ôç äåýôåñç áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.1.15): ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0.
Ç ó÷Ýóç áõôÞ (1.1.16) áðïôåëåß Þäç ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðñïò ðñïóäéïñéóìü ôçò åðéôá÷ýí-
óåùò a(t) ìå ôç èÝóç x(t) èåùñïýìåíç ãíùóôÞ. Ãéá íá áðïöýãïõìå ôçí ðáñÜãùãï ẋ(t) óôï áñéóôåñü
ìÝëïò, ðñï÷ùñÜìå êáé óå äåýôåñç ïëïêëÞñùóç (óôï äéÜóôçìá [0, t] êáé ðÜëé). Ôüôå ðñïêýðôåé

x(t) = x0 + v0t +
∫ t

0

(∫ t∗

0
a(ô) dô

)
dt∗, t ≥ 0. (1.1.17)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ äþóáìå åðßóçò ðñïóï÷Þ, þóôå ïé ìåôáâëçôÝò ïëïêëçñþóåùò (ô êáé t∗) íá ìç óõ-
ìðßðôïõí ìå ôá ó÷åôéêÜ Üíù üñéá ïëïêëçñþóåùò (t∗ êáé t áíôßóôïé÷á) óôéò áüñéóôåò ïëïêëçñþóåéò.
Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ïé äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò åßíáé åìöáíåßò óôï ïëïêëÞñùìá ôçò ßäéáò
ó÷Ýóåùò (1.1.17). Ç ó÷Ýóç áõôÞ ìáò äßíåé ôç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M ìå ôçí åðéôÜ÷õíóÞ
ôïõ a(t) èåùñïýìåíç ãíùóôÞ: ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò. ÅíáëëáêôéêÜ üìùò áðïôåëåß ìéá ïëïêëç-
ñùôéêÞ åîßóùóç (ìå äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò ìÜëéóôá) ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò Üãíùóôçò
åðéôá÷ýíóåùò a(t) ôþñá ìå ôç èÝóç x(t) íá èåùñåßôáé ãíùóôÞ.

Ïé äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò óôï äåîéü ìÝëïò ôçò åîéóþóåùò (1.1.17) ìðïñïýí èáõìÜóéá íá
áðïöåõ÷èïýí (áíáãùãÞ óå áðëÞ ïëïêëÞñùóç) ìå ôç ìåôáôñïðÞ ôïõ ó÷åôéêïý äéáäï÷éêïý (äéðëïý)
ïëïêëçñþìáôïò óå áðëü ïëïêëÞñùìá ëüãù ôçò éó÷ýïò ôïõ ôýðïõ

∫ t

0

(∫ t∗

0
a(ô) dô

)
dt∗ =

∫ t

0
(t − ô) a(ô) dô. (1.1.18)

Ï ôýðïò áõôüò ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß åýêïëá ìå ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç (ïëïêëÞñùóç êáôÜ
ìÝñç, êáôÜ ðáñÜãïíôåò) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôïõ. Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðñÝðåé íá ðÜñïõìå õðüøç
ìáò üôé çðáñÜãùãïò åíüò áïñßóôïõ ïëïêëçñþìáôïò (ùòðñïò ôï Üíùüñéï ïëïêëçñþóåùò) éóïýôáé
ìå ôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç, äçëáäÞ üôé ç ïëïêëÞñùóç êáé ç ðáñáãþãéóç åßíáé áíôßóôñïöåò
ðñÜîåéò, ðéï óõãêåêñéìÝíá üôé

d
dt∗

∫ t∗

0
a(ô) dô = a(t∗). (1.1.19)
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Ðñï÷ùñþíôáò ôþñá óôçí åöáñìïãÞ ôçò ðáñáãïíôéêÞò ïëïêëçñþóåùò, äéáðéóôþíïõìå üôé

∫ t

0

(∫ t∗

0
a(ô) dô

)
dt∗ = t∗

∫ t∗

0
a(ô) dô

∣∣∣∣∣
t

0

−
∫ t

0
t∗a(t∗) dt∗

= t
∫ t

0
a(ô) dô −

∫ t

0
ôa(ô) dô =

∫ t

0
(t − ô) a(ô) dô. (1.1.20)

ÅðïìÝíùò ç ó÷Ýóç (1.1.17) ëüãù ôïõ ôýðïõ (1.1.18), ðïõ áðïäåß÷èçêå áìÝóùò ðéï ðÜíù,
ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

x(t) = x0 + v0t +
∫ t

0
(t − ô) a(ô) dô, t ≥ 0. (1.1.21)

Ç ó÷Ýóç áõôÞ áðïôåëåß ðëÝïí ìéá óõíÞèç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t)
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M ìå ôç èÝóç ôïõ x(t) íá èåùñåßôáé ãíùóôÞ.

Ã1.2. ÅÉÄÇ ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

Ôá äýï âáóéêÜ, áëë’ áñêåôÜ äéáöïñåôéêÜ óôï ÷åéñéóìü ôïõò, åßäç ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí
åßíáé: (á) ïé åîéóþóåéò Volterra (ìå ôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò ìåôáâëçôü) êáé (â) ïé åîéóþóåéò
Fredholm (ìå ôü ßäéï üñéï óôáèåñü). Ðéï óõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå:

Ã1.2.1. ÏëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra

Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá óõíáíôÞóïõìå ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò.
ÏëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç åßíáé ç åîßóùóç (1.1.4), ðïõ Ý÷åé Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí ôá÷ýôçôá v(t)
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M (óå åõèýãñáììç êßíçóÞ ôïõ êáôÜ ôïí Üîïíá Ox) êáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôç
èÝóç x(t) ôïõ ßäéïõ óçìåßïõ M. Åßíáé åðßóçò ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç êáé ç áíÜëïãç åîßóùóç (1.1.13)
ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M êáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôçí
ôá÷ýôçôÜ ôïõ v(t). ÔÝëïò ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (1.1.21) Ý÷åé Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí åðéôÜ-
÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõM êáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôç èÝóç x(t) ôïõ ßäéïõ óçìåßïõ. Êáé ïé ôñåéò
áõôÝò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò áíÞêïõí óôéò ìïíïäéÜóôáôåò ãñáììéêÝò ìç ïìïãåíåßò ïëïêëçñùôé-
êÝò åîéóþóåéò Volterra ðñþôïõ åßäïõò.

Ìéá äéáöïñåôéêÞ êáôçãïñßá ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Volterra åßíáé ç åîÞò:

y(x)+
∫ x

a
K(x, t) y(t) dt = f (x), a ≤ x ≤ b. (1.2.1)

Ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé ìéá ìïíïäéÜóôáôç ãñáììéêÞ ìç ïìïãåíÞò ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra
äåõôÝñïõ åßäïõò. Óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç áõôÞ y(x) åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç, ðïõ ðáñïõ-
óéÜæåôáé ôüóï ìÝóá óôï ïëïêëÞñùìá üóï êáé Ýîù áðü áõôü. Ãéá ôï ëüãï áõôü êáé ç ïëïêëçñùôéêÞ
áõôÞ åîßóùóç (1.2.1) êáëåßôáé äåõôÝñïõ åßäïõò. Óôçí ßäéá åîßóùóç õðÜñ÷åé åðßóçò êáé ç ãíù-
óôÞ óõíÜñôçóç f (x) óôï äåîéü ìÝëïò, ãé’ áõôü ãßíåôáé êáé ï ÷áñáêôçñéóìüò ôçò óáí ìç ïìïãåíïýò.
Ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç K(x, t) äýï ìåôáâëçôþí, ôùí x êáé t, êáëåßôáé ðõñÞíáò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò (1.2.1). Ôï âáóéêü ÷áñáêôçñéóôéêü ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Volterra åßíáé üôé
óôï ïëïêëÞñùìá ôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò åßíáé ìåôáâëçôÞ, ç ìåôáâëçôÞ x åí ðñïêåéìÝíù, åíþ
ôï êÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò åßíáé óôáèåñÜ, ç óôáèåñÜ a åí ðñïêåéìÝíù. ÅÜí üìùò äåí õðÞñ÷å
ï üñïò y(x) Ýîù áðü ôï ïëïêëÞñùìá, ç ó÷åôéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra, äçëáäÞ ç åîßóùóç∫ x

a
K(x, t) y(t) dt = f (x), a ≤ x ≤ b, (1.2.2)

èá Þôáí ðñþôïõ åßäïõò. Èá åß÷áìå äçëáäÞ ìéá ìïíïäéÜóôáôç ãñáììéêÞ ìç ïìïãåíÞ ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç Volterra ðñþôïõ åßäïõò. Áíôßèåôá, åÜí äåí õðÞñ÷å ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x) óôï äåîéü
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ìÝëïò, ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra (1.2.1) èá Þôáí ïìïãåíÞò, ðáßñíïíôáò ôç ìïñöÞ

y(x)+
∫ x

a
K(x, t) y(t) dt = 0, a ≤ x ≤ b. (1.2.3)

Èá åß÷áìå åðïìÝíùò ìéá ìïíïäéÜóôáôç ãñáììéêÞ ïìïãåíÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóçVolterra äåõôÝñïõ
åßäïõò.

Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra ðñþôïõ åßäïõò (1.2.2) áíÜãåôáé åý-
êïëá óå äåõôÝñïõ åßäïõò ìå áðëÞ ðáñáãþãéóÞ ôçò ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x, ðéï óõãêåêñéìÝíá,

K(x, x) y(x)+
∫ x

a

∂

∂x
K(x, t) y(t) dt = f ′(x), a ≤ x ≤ b. (1.2.4)

Ç ó÷Ýóç áõôÞ éó÷ýåé ìå ôçí õðüèåóç üôé õðÜñ÷ïõí ïé ó÷åôéêÝò ðáñÜãùãïé êáé üôé K(x, x) �= 0 óå üëï
ôï âáóéêü äéÜóôçìá [a, b] ðïõ åîåôÜæåôáé. ¸ôóé ìðïñåß íá ãßíåé ôåëéêÜ ç äéáßñåóç ìå K(x, x) óôçí
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (1.2.4), þóôå áõôÞ íá ðÜñåé ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò
Volterra äåõôÝñïõ åßäïõò, äçëáäÞ ôç ìïñöÞ

y(x)+
∫ x

a

(
1

K(x, x)
∂

∂x
K(x, t)

)
y(t) dt = f ′(x)

K(x, x)
, a ≤ x ≤ b. (1.2.5)

Óçìåéþíåôáé êáé ðÜëé üôé ïé ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò (1.1.4), (1.1.13) êáé (1.1.21) ôçò ðñïç-
ãïýìåíçò Åíüôçôáò Ã1.1 åßíáé (êáé ïé ôñåéò) ìïíïäéÜóôáôåò ãñáììéêÝò ìç ïìïãåíåßò ïëïêëçñùôéêÝò
åîéóþóåéò Volterra ðñþôïõ åßäïõò. Åéäéêüôåñá óôçí ôåëåõôáßá ï ðõñÞíáò åßíáé K(t, ô) = t − ô.

Ã1.2.2. ÏëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm

ÁðüëõôááíÜëïãåò ìå ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra åßíáé êáé ïé ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò
Fredholm, ìüíï ðïõ ôþñá áðëÜ ôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò åßíáé ìéá óôáèåñÜ b áíôß ãéá ôç
ìåôáâëçôÞ x. ¸ôóé Ý÷ïõìå, ð.÷., ôç ìïíïäéÜóôáôç ãñáììéêÞ ìç ïìïãåíÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç
Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò

y(x)+
∫ b

a
K(x, t) y(t) dt = f (x), a ≤ x ≤ b, (1.2.6)

áíôß ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç Volterra (1.2.1). Ðñïöáíþò (óå áíôßèåóç ìå ôéò ïëïêëçñùôéêÝò
åîéóþóåéò Volterra ðñþôïõ åßäïõò) óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholmðñþôïõ åßäïõò äåí åßíáé
äõíáôÞ ç áíáãùãÞ (ìå ðáñáãþãéóç) óå áíôßóôïé÷åò åîéóþóåéò äåõôÝñïõ åßäïõò.

Ã1.3. ÅÕÍÏÚÊÅÓ ÐÅÑÉÐÔÙÓÅÉÓ ÐÕÑÇÍÙÍ

Óôï ðáñüí ÌÝñïò Ã ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç-
÷áíéêïýò, ôï ïðïßï áöïñÜ óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò, èá ðåñéïñéóèïýìå êõñßùò óôéò ãñáììéêÝò
ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò. ÁõôÝò åßíáé áöåíüò ïé ðéï óõíÞèéóìÝíåò óôçí ðñÜîç êáé áöåôÝñïõ ïé
ðéï åýêïëåò óôïõò õðïëïãéóìïýò ôùí ëýóåþí ôïõò. ¼óïí áöïñÜ óôïõò ðõñÞíåò K(x, t), äýï åßäç
ðõñÞíùí åßíáé åõðñüóäåêôá:

• Ïé ðõñÞíåò ôçò ìïñöÞò Ê(x, t) = k(x − t), ïé ïðïßïé åîáñôþíôáé ìüíï áðü ôç äéáöïñÜ x − t.
Ïäçãïýí Ýôóé óå óõíåëéêôéêÜ ïëïêëçñþìáôá óå ðåñéðôþóåéò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí
Volterra ðñþôïõ Þ äåõôÝñïõ åßäïõò. Ãéá ôéò ïëïêëçñùôéêÝò áõôÝò åîéóþóåéò ìðïñïýìå óôç
óõíÝ÷åéá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, üðùò èá åîçãÞ-
óïõìå åêôåíþò ðéï êÜôù (óôçí Åíüôçôá Ã2.2).

• Ïé äéá÷ùñßóéìïé ðõñÞíåò K(x, t) ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò

K(x, t) =
n∑

i=1

Li(x)Mi(t) (1.3.1)
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ìå ãíùóôÝò ôéò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò Li(x) êáé Mi(t) (i = 1, 2, . . . , n). ¼ðùò èá äïýìå
ðéï êÜôù (óôçí Åíüôçôá Ã2.3), ïé äéá÷ùñßóéìïé ðõñÞíåò åðéôñÝðïõí ôçí Üìåóç (êáé ÷ùñßò
êáíåíüò åßäïõò ðñïóåããßóåéò) áíáãùãÞ ìéáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Fredholm äåõôÝñïõ
åßäïõò óå Ýíá óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí.

ÐÝñá áðü ôá ðáñáðÜíù äýï åßäç ðõñÞíùí éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí êáé ÷ñçóéìüôçôá ðáñïõóéÜ-
æïõí êáé ïé óõììåôñéêïß ðõñÞíåò K(x, t), ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé ç áðëÞ ó÷Ýóç

K(x, t) = K(t, x), a ≤ x ≤ b, a ≤ t ≤ b. (1.3.2)

ÌåñéêÝò öïñÝò ìÜëéóôá åßíáé äõíáôüí íá ìåôáôñáðåß ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ìå ìç óõììåôñéêü
ðõñÞíá K0(x, t) óå áíôßóôïé÷ç åîßóùóç ìå óõììåôñéêü ðõñÞíá K(x, t). ÊÜôé ôÝôïéï åßíáé ðÜñá ðïëý
åõðñüóäåêôï.

Óçìåéþíåôáé ôÝëïò üôé óôçí êáôçãïñßá áõôÞ ôùí óõììåôñéêþí ðõñÞíùí áíÞêïõí óõíÞèùò êáé
ïé óõíáñôÞóåéò åðéññïÞò G, ïé ïðïßåò èåùñïýíôáé óáí ðõñÞíåò üóåò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óå
ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò. Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò áðáíôþíôáé ðÜñá ðïëý óõ÷íÜ óôçí åðéóôÞìç
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ôéò óõíáñôÞóåéò åðéññïÞò G èá ôéò åîçãÞóïõìå öõóéêÜ êáé èá ôéò åîå-
ôÜóïõìå (ìå óõíôïìßá âÝâáéá) óôçí Åíüôçôá Ã3.5 ôïõ Êåöáëáßïõ Ã3 ôùí åöáñìïãþí. Åéäéêüôåñá
èá ôéò åîåôÜóïõìå: (á) óôéò áðëÝò ìïíïäéÜóôáôåò ðåñéðôþóåéò ôçò ÷ïñäÞò êáé ôçò äïêïý: óõíÜñ-
ôçóç åðéññïÞòG(x, î) êáé (â) óôç äéäéÜóôáôç êáé õðïëïãéóôéêÜ êÜðùò ðïëõðëïêüôåñç ðåñßðôùóç
ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò: óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, y, î, ç). Ôï èåþñçìá (Þ íüìïò Þ áñ÷Þ) ôçò
áìïéâáéüôçôáò ôùí ìåôáôïðßóåùí ôïõ Maxwell Þ ôùí Betti--Maxwell (ÌáóôñïãéÜííçò, 1999, Ôü-
ìïò Ðñþôïò, Åíüôçôá 6.7, óó. 237--239) áðïôåëåß (óôçí ðåñßðôùóç ôçò ãñáììéêÞò Åëáóôéêüôçôáò)
ôï öõóéêü ëüãï ôçò óõììåôñßáò ôùí ðõñÞíùí áõôþí, äçëáäÞ ôùí óõíáñôÞóåùí åðéññïÞò G.

Ã1.4. ÁÍÁÃÙÃÇ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ ÓÅ ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÅÓ

Ã1.4.1. ÅéóáãùãéêÝò ðáñáôçñÞóåéò

ÐÜñá ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ôçò åðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (êáé ðïëëþí Üëëùí åöáñ-
ìïóìÝíùí åðéóôçìþí) äéáìïñöþíïíôáé óáí óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óõí ôéò áñ÷éêÝò Þ óõíï-
ñéáêÝò Þ êÜðïéïõ Üëëïõ ôýðïõ óõíèÞêåò ðïõ ôéò óõíïäåýïõí. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ôï ðñüâëçìá
ôïõ áðëïý ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ìå áðüóâåóç
ôçò êéíÞóåùò êáé ìå ôçí åöáñìïãÞ åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò p(t) ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï êáôáëÞãåé
óôçí åîÞò ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò:

mẍ(t)+ cẋ(t)+ kx(t) = p(t), t > 0. (1.4.1)

Ç åîßóùóç áõôÞ óõíïäåýåôáé ìÜëéóôá áðü ôéò áêüëïõèåò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: áñ÷éêÞ èÝóç x0
êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0

x(0) = x0, ẋ(0) = v(0) = v0. (1.4.2)

Óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.1) ôï óýìâïëï m äçëþíåé ôç ìÜæá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì, ôï óýì-
âïëï k ôç óôáèåñÜ ôïõ åëáôçñßïõ S êáé ôï óýìâïëï c ôï óõíôåëåóôÞ áðïóâÝóåùò ôçò êéíÞóåùò.
Ç áðüóâåóç áõôÞ ïöåßëåôáé óôïí áðïóâåóôÞñá D. ¸÷ïõìå äçëáäÞ ôñåéò óôáèåñÝò ðáñáìÝôñïõò
óôï áðëü ìç÷áíéêü áõôü óýóôçìá. Åðßóçò ç óõíÜñôçóç x(t) ðáñéóôÜíåé ôç èÝóç (ùò ðñïò ôç èÝóç
çñåìßáò) Þ ôç ìåôáôüðéóç ùò ðñïò ôçí ßäéá èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. ÁõôÞ åßíáé ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç óôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.1). Åðßóçò ç óõíÜñôçóç p(t) óôï äåîéü ìÝëïò
åßíáé ç ãíùóôÞ åîùôåñéêÞ äýíáìç ðïõ åðéâÜëëåôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßïM. Ç áíåîÜñôçôç ìåôá-
âëçôÞ óôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ðñïöáíþò ï ÷ñüíïò t, åíþ ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ
(éóïäýíáìá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç) åßíáé ç èÝóç x ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M.



10 (ÊåöÜëáéï Ã1) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Áóöáëþò óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.1) ðáßñíåé êÜðïéá áðëï-
ðïéçìÝíç ìïñöÞ. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óå ðåñßðôùóç ìçäåíéêÞò áðïóâÝóåùò: c = 0, ïðüôå ôï
ìç÷áíéêü óýóôçìá Ý÷åé ðëÝïí äýï ìüíï ðáñáìÝôñïõò: ôç ìÜæá m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M êáé ôç
óôáèåñÜ k ôïõ åëáôçñßïõ S (äåí õðÜñ÷åé áðïóâåóôÞñáò), ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.1)
ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

ẍ(t)+ù2
0x(t) = p∗(t), t > 0. (1.4.3)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ ç áíçãìÝíç ôþñá äýíáìç p∗(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï M êáé
ç öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá (êõêëéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá)ù0 ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò äßíïíôáé áðü
ôïõò ôýðïõò

p∗(t) = p(t)
m

, ù0 =
√

k
m

(1.4.4)

áíôßóôïé÷á. ÅÜí Ý÷ïõìå åðéðëÝïí êáé åëåýèåñç (ü÷é åîáíáãêáóìÝíç) ôáëÜíôùóç: p(t) = p∗(t) ≡ 0,
äçëáäÞ äåí Ý÷ïõìå åîùôåñéêÞ äýíáìç íá åöáñìüæåôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßïM, ôüôå ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (1.4.3) áðëïðïéåßôáé êé Üëëï êáé ðáßñíåé ôç ìïñöÞ:

ẍ(t)+ù2
0x(t) = 0, t > 0. (1.4.5)

Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.1) (Þ ïé áðëïðïéçìÝíåò ìïñöÝò ôçò (1.4.3) êáé (1.4.5)) ìáæß ìå ôéò áñ÷é-
êÝò óõíèÞêåò (1.4.2) óõíéóôïýí áðëÜ Ýíá ðáñÜäåéãìá äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.
Ìå Üëëåò ëÝîåéò áðïôåëïýí Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. ÅêáôïíôÜäåò áêüìç ðáñáäåßãìáôá ôÝ-
ôïéùí åîéóþóåùí (óõíÞèùò äõóêïëüôåñùí êáé óðÜíéá åõêïëüôåñùí) áðáíôþíôáé óôçí åðéóôÞìç
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Äåí áðïôåëïýí üìùò ôï èÝìá ôçò ðáñïýóáò åíüôçôáò. Ôï èÝìá áõôü
åßíáé áðëÜ íá äåßîïõìå üôé Ýíáò éóïäýíáìïò ôñüðïò ãñáöÞò ìéáò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(ìáæß ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ ôç óõíïäåýïõí), äçëáäÞ åíüò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí,
åßíáé ìå ôç âïÞèåéá ìéáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò. ÌÜëéóôá óôá ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí
ðñüêåéôáé ãéá ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra.

Óôçí åíüôçôá ëïéðüí áõôÞ èá áó÷ïëçèïýìå áðëÜ ìå ôçí áíáãùãÞ ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Ç áíáãùãÞ áõôÞ èá åðéôåõ÷èåß ìå ïëïêëçñþóåéò ôçò ìéáò Þ ôçò Üëëçò
ìïñöÞò ìå âÜóç ôçí éó÷ýïõóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ç åîßóùóç ðïõ èá ðñïêýøåé ôåëéêÜ èá åßíáé
ðëÞñùò áðáëëáãìÝíç áðü ðáñáãþãïõò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò, äçëáäÞ èá åßíáé ìéá êáèáñÜ
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (ìå ïëïêëÞñùìá ó’ áõôÞí). ÖõóéêÜ åíäéÜìåóá, äçëáäÞ êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò
äéáäéêáóßáò åõñÝóåùò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò, ìðïñåß, åßíáé ðïëý ðéèáíü íá åìöáíéóèåß êáé
åîßóùóç ðïõ íá äéáèÝôåé ôáõôü÷ñïíá êáé ðáñÜãùãï êáé ïëïêëÞñùìá ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò
ó’ áõôÞí. Ìéá ôÝôïéá åîßóùóç êáëåßôáé ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé óðÜíéá ðáñïõóéÜæåé
éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí, åÜí åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç Þ ìå ìéá êáèáñÜ ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç. Áíôßèåôá ðáñïõóéÜæåé ôÝôïéï åíäéáöÝñïí, åÜí ðñïêýðôåé áðü ìüíç ôçò ÷ùñßò íá ìðïñåß
åýêïëá íá ìåôáôñáðåß ïýôå óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áëë’ ïýôå êáé óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç.

Ã1.4.2. Åéóáãùãéêü ðáñÜäåéãìá: ìåôÜäïóç èåñìüôçôáò

Óôçí Åíüôçôá Ã1.1 ðáñïõóéÜóèçêå Þäç ôï åîáéñåôéêÜ áðëü åéóáãùãéêü ðáñÜäåéãìáðïõ áöïñÜ
óôçí åõèýãñáììç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ: èÝóç--ôá÷ýôçôá--åðéôÜ÷õíóç. Åäþ ðñéí áðü ôç ãåíéêÞ
ðáñïõóßáóç ôùí äýï âáóéêþí ìåèüäùí áíáãùãÞò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå ïëïêëçñùôéêÝò, èá
áíáöåñèïýìå åéóáãùãéêÜ êáé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò ôÜîåùò (íüìïøýîåùò ôïõÍåýôùíá)

è̇(t)+ k[è(t)− è∞] = 0 
⇒ è̇(t)+ kè(t) = kè∞, k > 0, t > 0, (1.4.6)

ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç

è(0) = è0. (1.4.7)
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Ïé åîéóþóåéò áõôÝò äéÝðïõí ôï ðñüâëçìá ôçò èåñìïêñáóßáò è(t) óå óþìáðïëý ìéêñþí äéáóôÜóåùí
êáé áñ÷éêÞò èåñìïêáóßáò è0. Óôç óõíÝ÷åéá ôï óþìá áõôü ôïðïèåôåßôáé ìÝóá óå ìÝóïí óôáèåñÞò
èåñìïêñáóßáò è∞, ôçí ïðïßá âáèìéáßá áðïêôÜ ôï õðüøç óþìá. Ç óôáèåñÜ áíáëïãßáò (ñõèìüò
øýîåùò) k óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.6) åßíáé èåôéêÞ êáé åßíáé ç óõíïëéêÞ óôáèåñÜ ôïõ ðñïâëÞìá-
ôïò. ÅîáñôÜôáé áðü ôï õðüøç óþìá êáé ôéò éäéüôçôÝò ôïõ êáèþò êáé áðü ôéò óõíèÞêåò ìåôáöïñÜò
(ìåôáãùãÞò) èåñìüôçôáò ìåôáîý ôïõ óþìáôïò áõôïý êáé ôïõ ðåñéâÜëëïíôïò. Ãéá t ≥ 0 ôï ðå-
ñéâÜëëïí âñßóêåôáé óå óôáèåñÞ èåñìïêñáóßá è∞. ¢ñá Ý÷ïõìå Ýíá áðëü ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò
ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò ôÜîåùò (1.4.6) êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (1.4.7),
ðïõ ôç óõíïäåýåé

Ôï ðñüâëçìá áõôü áñ÷éêÞò ôéìÞò (äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò óõí áñ÷éêÞ óõíèÞêç)
ìðïñåß åýêïëá íá ìåôáôñáðåß óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra. Áõôü êáôïñèþíåôáé ìå ìéá
ïëïêëÞñùóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t áðü ôçí áñ÷éêÞ óôéãìÞ ô = 0 ìÝ÷ñé ôçí
ôõ÷áßá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ô = t. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.6)
ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra

è(t)+ k
∫ t

0
è(ô) dô = kè∞t + C, t ≥ 0, (1.4.8)

ìå C ôç ó÷åôéêÞ óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò. Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ï ÷ñüíïò ðáñéóôÜíåôáé óôçí
ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôüóï ìå ôï óýìâïëï t ãéá ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ Ýîù áðü ôï
ïëïêëÞñùìá åðßóçò êáé óôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò üóï êáé ìå ôï óýìâïëï ô ãéá ôç ìåôáâëçôÞ
ïëïêëçñþóåùò ìå 0 ≤ ô ≤ t ãéá ôç ìåôáâëçôÞ áõôÞ. Ï óõìâïëéóìüò

K(t) =
∫ t

0
è(t) dt (1.4.9)

÷ñçóéìïðïéåßôáé ìåñéêÝò öïñÝò óôçí ðñÜîç ãéá Ýíá áüñéóôï ïëïêëÞñùìá K(t). Äõóôõ÷þò üìùò ìå
ôï óõìâïëéóìü áõôü ðñïêáëåßôáé óýã÷õóç ôïõ ìåôáâëçôïý Üíù ïñßïõ ïëïêëçñþóåùò t ìå ôçí ßäéá
ôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò, ðïõ äçëþíåôáé êáé áõôÞ ìå ôï óýìâïëï t. ÅðïìÝíùò, ìáèçìáôéêÜ
ìéëþíôáò, ï ðéï ðÜíù óõìâïëéóìüò (1.4.9) åßíáé ëáíèáóìÝíïò êáé ôÝôïéïò èá èåùñåßôáé, äçëáäÞ
ëáíèáóìÝíïò.

Áíáöåñüìáóôå ôþñá óôç óôáèåñÜ C óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (1.4.8). ÁõôÞ ìðïñåß áìÝóùò
íá ðñïóäéïñéóèåß ìÝóù ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (1.4.7). ¸ôóé, èÝôïíôáò áðëÜ t = 0 óôçí ïëïêëçñù-
ôéêÞ åîßóùóç (1.4.8), äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

C = è(0) = è0 (1.4.10)

Ý÷ïíôáò ÷ñçóéìïðïéÞóåé êáé ôçí áñ÷éêÞ áõôÞ óõíèÞêç (1.4.7). ¢ñá ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (1.4.8)
ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

è(t)+ k
∫ t

0
è(ô) dô = kè∞t + è0, t ≥ 0, (1.4.11)

ôþñá ìå åíóùìáôùìÝíç êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (1.4.7). Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ôï üëï ðñüâëçìá
áñ÷éêÞò ôéìÞò (1.4.6) êáé (1.4.7) Ý÷åé áíá÷èåß óå ìßá ìüíï ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç: óôçí (1.4.11).
Ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç óå áíôßèåóç ìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.6) äå óõíïäåýåôáé áðü
êáìßá óõíèÞêç. Ìðïñåß ìÜëéóôá íá áðïäåé÷èåß üôé äéáèÝôåé ìßá êáé ìüíï ìßá ëýóç: ôçí áëçèéíÞ
èåñìïêñáóßá ôïõ óþìáôïò è(t) óõíáñôÞóåé ôïõ ÷ñüíïõ t (ìå t ≥ 0). Áò åðáíáëçöèåß êé åäþ
üôé ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç (1.4.11) ðñïÝêõøå ìå ìßá Üìåóç ïëïêëÞñùóç ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (1.4.6) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. ÊáôÜ ôçí ïëïêëÞñùóç áõôÞ ðÜñèçêå õðüøç êáé ç áñ÷éêÞ
óõíèÞêç (1.4.7) ãéá ôïí êáèïñéóìü ôçò óôáèåñÜò ïëïêëçñþóåùò C.

ÕðÜñ÷åé åðïìÝíùò ôï ðëåïíÝêôçìá áõôü, äçëáäÞ ç åíóùìÜôùóç ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò óôçí
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç áíôß ãéá ôç èåþñçóÞ ôçò îå÷ùñéóôÜ óáí ìéáò áíåîÜñôçôçò åîéóþóåùò
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êáôÜ ôçí åýñåóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Áðüëõôá
áíÜëïãá éó÷ýïõí âÝâáéá ãåíéêüôåñá êáé ãéá ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðïõ åðßóçò
åíóùìáôþíïíôáé óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç áíôß íá èåùñïýíôáé óáí áíåîÜñôçôåò åîéóþóåéò.

¸íá äåýôåñï ðëåïíÝêôçìá ôçò ìåèüäïõ ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí åßíáé ç áíôéêáôÜóôáóç
ôçò ðáñáãùãßóåùò (óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò) áðü ôçí ïëïêëÞñùóç (óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþ-
óåéò). Áðïäåéêíýåôáé óôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç üôé ç áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç åßíáé ðïëý ðéï åõóôá-
èÞò áñéèìçôéêÞ ìÝèïäïò áðü ôçí áñéèìçôéêÞ ðáñáãþãéóç. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç áñéèìçôéêÞ
ïëïêëÞñùóç ôåßíåé íá åîïìáëýíåé ôá óöÜëìáôá óôéò ôéìÝò ôçò ïëïêëçñùôÝáò óõíáñôÞóåùò ôçí
þñá ôçò ïëïêëçñþóåùò. Áíôßèåôá ç áñéèìçôéêÞ ðáñáãþãéóç ôåßíåé íá åðáõîÜíåé ôá óöÜëìáôá
áõôÜ, ãéáôß, ðñïóåããéóôéêÜ ìéëþíôáò, ï áñéèìçôéêüò õðïëïãéóìüò ìéáò ðáñáãþãïõ åßíáé ïõóéá-
óôéêÜ Ýíá ðçëßêï äéáöïñþí êáé ìÜëéóôá äéáöïñþí ðïóïôÞôùí ðïõ åëÜ÷éóôá äéáöÝñïõí ìåôáîý
ôïõò. Ôïýôï áóöáëþò åéóÜãåé óöÜëìáôá óôïõò õðïëïãéóìïýò. ¢ñá óå ðåñéðôþóåéò áñéèìçôéêþí
õðïëïãéóìþí ç ìÝèïäïò ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí ðëåïíåêôåß óáöþò ôçò ìåèüäïõ ôùí äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí. Åííïåßôáé âÝâáéá üôé áõôü Ý÷åé ðñáêôéêÞ óçìáóßá ìüíï üóåò öïñÝò õðÜñ÷åé
ç äõíáôüôçôá åðéëïãÞò ìåôáîý äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò. Ç äõíá-
ôüôçôá áõôÞ áóöáëþò õðÜñ÷åé óå ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí, ðïõ åîåôÜæïíôáé óôçí ðáñïýóá
åíüôçôá. Áíôßèåôá üìùò õðÜñ÷ïõí êáé ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÜãïíôáé êáôåõèåßáí óå ïëïêëç-
ñùôéêÞ åîßóùóç ÷ùñßò ôçí áíáãùãÞ ôïõò ðñþôá óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé Ýðåéôá ôç ìåôáôñïðÞ
ôçò åíäéÜìåóçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò óå ïëïêëçñùôéêÞ. ÁñêåôÜ ôÝôïéá ðáñáäåßãìáôá èá
åîåôáóèïýí óôï ÊåöÜëáéï Ã3 ðéï êÜôù.

Îå÷íþíôáò ôïõò áñéèìçôéêïýò õðïëïãéóìïýò, áò åðéëýóïõìå áíáëõôéêÜ ôçí ðéï ðÜíù ïëïêëç-
ñùôéêÞ åîßóùóç (1.4.11) óôï ðáñüí óôïé÷åéþäåò ðñüâëçìá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace. Óôç ìÝèïäï áõôÞ Ý÷ïõìå Þäç áíáöåñèåß åéóáãùãéêÜ óôçí Åíüôçôá Ã1.1 êáé èá
Ý÷ïõìå åðßóçò ôçí åõêáéñßá íá ôçí åîåôÜóïõìå ðïëý åêôåíÝóôåñá óôçí Åíüôçôá Ã2.2. Êáôáñ÷Þí
äçëþíïõìå ìå È(s) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Üãíùóôçò èåñìïêñáóßáò è(t) óôçí ïëïêëçñù-
ôéêÞ åîßóùóç (1.4.11), äçëáäÞ

È(s) = L{è(t)}. (1.4.12)

Äåí îå÷íÜìå åðßóçò ôïí ôýðï (1.1.6) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace åíüòáïñßóôïõ ïëïêëçñþìáôïò,
äçëáäÞ ìå ìåôáâëçôü ôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò t. ¸ôóé ìåôáôñÝðïõìå Üìåóá ôçí ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç (1.4.11) óå áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace È(s):

È(s)+ k
È(s)
s

= k
è∞
s2

+ è0

s
, s > 0. (1.4.13)

Ôþñá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé öõóéêÜ ç È(s).

Ðñïöáíþò ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ìå ëýóç

È(s) = kè∞
s(s+ k)

+ è0

s+ k
= è∞

(
1
s
− 1

s+ k

)
+ è0

s+ k
= è∞

s
+ è0 − è∞

s+ k
(1.4.14)

ìåôÜ êáé ôçí êáôÜëëçëç áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá. Áðü ôï áðïôÝëåóìá áõôü, áíôéóôñÝöïíôáò
ôþñá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáé ãíùñßæïíôáò üôé

L−1
{
1
s

}
= 1 (s > 0), L−1

{
1

s+ k

}
= e−kt (s > −k), (1.4.15)

äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ç æçôïýìåíç èåñìïêñáóßá è(t) åßíáé

è(t) = L−1{È(s)} = è∞ + (è0 − è∞) e−kt, t ≥ 0. (1.4.16)

Ôç ëýóç áõôÞ ìðïñïýìå áóöáëþò íá ôçí åðáëçèåýóïõìå óáí ôçí ïñèÞ ëýóç ôçò ïëïêëçñù-
ôéêÞò åîéóþóåùò (1.4.11). Ìðïñïýìå åðßóçò, åöüóïí ôï åðéèõìïýìå, íá åëÝãîïõìå áíåîÜñôçôá
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ôçí ðëÞñùóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.4.6) êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (1.4.7). Áò óçìåéþóïõìå
åðßóçò üôé ðÝñá áðü ôéò ðáñáôçñÞóåéò ðïõ Þäç êÜíáìå ãéá ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò óå óý-
ãêñéóç ìå ôéò áíôßóôïé÷åò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, ìéá áêüìç ðáñáôÞñçóç áöïñÜ êáé óôç ÷ñÞóç
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÓõãêåêñéìÝíá ç åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí åðß-
ëõóç ìéáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò åßíáé áðüëõôá áíÜëïãç ìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõ óôçí åðßëõóç
ôçò áíôßóôïé÷çò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÅðéðëÝïí åßôå êáé ïé äýï áõôÝò åîéóþóåéò ìðïñïýí íá
åðéëõèïýí ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßôå êáìßá áðü ôéò äýï äå ìðïñåß.

Ôåëåéþíïíôáò ôï óõãêåêñéìÝíï, åéóáãùãéêü ðáñÜäåéãìá áíáãùãÞò ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(êáëýôåñá åíüò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò) óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç, áò ðáñáôçñÞóïõìå åðßóçò
üôé ôï ðáñÜäåéãìá áõôü áöïñïýóå óå ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò. ÄéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò áíùôÝñáò ôÜîåùò èá åîåôáóèïýí (áðüëõôá ãåíéêÜ) óôçí åðüìåíç ÐáñÜãñáöï Ã1.4.3
êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò åðßóçò êáé óôçí ÐáñÜãñáöï Ã1.4.4.

Åßíáé êáôáíïçôü üôé ôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá óå ðñüâëçìá Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò (Þ Äéáäü-
óåùò Èåñìüôçôáò) Ý÷åé ßóùò ðñïêáëÝóåé ôçí ïñãÞ ôïõ öïéôçôÞ/ôçò öïéôÞôñéáò Ðïëéôéêïý Ìç-
÷áíéêïý. Åíôïýôïéò áò ìç ëçóìïíåß áõôüò/áõôÞ üôé êáôÜ ôç ìåëÝôç åíüò êôéñßïõ ïöåßëåé íá ìçí
áìåëåß ðÝñá áðü ôá êýñéá óôáôéêÜ êáé äõíáìéêÜ ðñïâëÞìáôá, ôá ïðïßá Ýôóé êé áëëéþò ðñÝðåé
íá áíôéìåôùðßóåé, êáé ôá äåõôåñåýïíôá ðñïâëÞìáôá èåñìïìïíþóåùò ôïõ êôéñßïõ. Ç èåñìïìü-
íùóç áõôÞ åðéôõã÷Üíåôáé ìÝóù êáôÜëëçëùí õáëïðéíÜêùí êáé, êõñßùò, ìÝóù ôçò ôïðïèåôÞóåùò
êáôÜëëçëùí èåñìïìïíùôéêþí õëéêþí óôçí ôïé÷ïðïéßá. ¢ñá ç ãíþóç êáé êÜðïéùí óôïé÷åßùí Ìå-
ôáäüóåùò Èåñìüôçôáò (Þ Äéáäüóåùò Èåñìüôçôáò) åßíáé áíáãêáßá êáé ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.
¹ (óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç) èá ðñÝðåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò íá êáëÝóåé Öõóéêü Þ êÜðïéïí
Üëëï åéäéêü åðéóôÞìïíá ãéá ôçí åðéëïãÞ ôùí õáëïðéíÜêùí, Ýôóé þóôå íá ðëçñïýíôáé ïé ó÷åôéêÝò
ðñïäéáãñáöÝò óôéò ïéêïäïìÝò; Åßíáé öñüíéìï êÜôé ôÝôïéï;

Èá åîåôÜóïõìå ôþñá ôïõò äýï âáóéêïýò ôñüðïõò áíáãùãÞò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (ìáæß ìå
ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ ôéò óõíïäåýïõí), äçëáäÞ ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí ôéìþí, óå ïëïêëçñùôé-
êÝò åîéóþóåéò ðïõ åíóùìáôþíïõí ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Ç ðñþôç áðü ôéò äýï áõôÝò ìåèüäïõò
(ÐáñÜãñáöïò Ã1.4.3) åßíáé ãåíéêüôåñç, ðéï êëáóéêÞ êáé ßóùò ëéãüôåñï ÷ñÞóéìç, ìå Ýìöáóç óå ãñáì-
ìéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ç äåýôåñç áðü ôéò ìåèüäïõò áõôÝò
(ÐáñÜãñáöïò Ã1.4.4) áöïñÜ óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé
åßíáé ðåñéóóüôåñï ÷ñÞóéìç óôçí ðïëý óõíçèéóìÝíç áõôÞ ðåñßðôùóç.

Ã1.4.3. Ðñþôç ìÝèïäïò áíáãùãÞò

Èåùñïýìå ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç n ôÜîåùò

p0(x) y(n)(x)+ p1(x) y(n−1)(x)+ · · · + pn−1(x) y ′(x)+ pn(x) y(x) = f (x), x > 0, (1.4.17)

ìáæß ìå ôéò n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá x = 0)

y(0) = y0, y ′(0) = y1, . . . , y(n−2)(0) = yn−2, y(n−1)(0) = yn−1 (1.4.18)

óå Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. Ïé óõíôåëåóôÝò pi(x) (i = 0, 1, . . . , n) óôçí ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (1.4.17) ìðïñïýí íá åßíáé åßôå óôáèåñïß åßôå, ãåíéêüôåñá, ìåôáâëçôïß. Ç óõíÜñôçóç f (x)
óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åßíáé ãíùóôÞ, åíþ æçôåßôáé íá ðñïóäéïñéóèåß
ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) y(x). (H áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ äçëþíåôáé åäþ
ìå ôï óýìâïëï x.)

Óôçí ðáñïýóá ðñþôç ìÝèïäï áíáãùãÞò ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå ïëïêëçñù-
ôéêÞ, áðëÜ äçëþíïõìå ôçí ðáñÜãùãï ôçò áíþôåñçò ôÜîåùò ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôç äéáöïñéêÞ
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áõôÞ åîßóùóç ìå ìéá íÝá óõíÜñôçóç, ð.÷. ôç óõíÜñôçóç u(x), äçëáäÞ åí ðñïêåéìÝíù

dny(x)
dxn

≡ y(n)(x) = u(x). (1.4.19)

Óôç óõíÝ÷åéá áíôéêáèéóôïýìå êáôÜëëçëá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(x) ìå ôç u(x) óôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (1.4.17). Ðñþôá áð’ üëá üìùò ðñÝðåé ìå ïëïêëçñþóåéò íá åêöñÜóïõìå êáé üëåò ôéò Üëëåò
ðáñáãþãïõò y(k)(x) (k = n−1, n−2, . . . , 0) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé
óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (1.4.17) (áêüìç êáé ôçí ßäéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(x) ≡ y(0)(x))
óõíáñôÞóåé êáôÜëëçëùí ïëïêëçñùìÜôùí ôçò íÝáò, âïçèçôéêÞò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x).

ÐñáãìáôéêÜ, ïëïêëçñþíïíôáò ìéá öïñÜ ôç ó÷Ýóç (1.4.19) ùò ðñïò x, ðñïóäéïñßæïõìå áìÝóùò
ôçí n− 1 ôÜîåùò ðáñÜãùãï ôçò y(x):

y(n−1)(x) =
∫ x

0
u(t) dt + yn−1. (1.4.20)

Óôçí ðáñÜãùãï áõôÞ ðÞñáìå ìÜëéóôá ôï èÜññïò íá åíóùìáôþóïõìå êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
y(n−1)(0) = yn−1 (ôçí ôåëåõôáßá áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.4.18)) áíôß íá åéóáãÜãïõìå ìéá áõèáß-
ñåôç óôáèåñÜ Cn−1 êáôÜ ôçí ïëïêëÞñùóç áõôÞ. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (1.4.20)
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.17) åîáóöáëßæåé êáé ôçí ðëÞñùóç ìéáò (ôçò ôåëåõôáßáò, üðùò Þäç
áíáöÝñèçêå) áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.4.18). ¢ñá äå ÷ñåéÜæåôáé ðéá íá ìåñéìíïýìå éäéáßôåñá
ãé’ áõôÞí.

Ãéá íá êáôáëÞîïõìå óôçí åðéèõìçôÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.17),
áðáéôïýíôáé âÝâáéá êáé n−1 áêüìç ïëïêëçñþóåéò. Êáôáñ÷Þí ìå ïëïêëÞñùóç ôçò ó÷Ýóåùò (1.4.20)
ðñïêýðôåé ç n− 2 ôÜîåùò ðáñÜãùãïò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x):

y(n−2)(x) =
∫ x

0

(∫ s

0
u(t) dt

)
ds+ yn−1x + yn−2. (1.4.21)

Óôçí ðáñÜãùãï áõôÞ ðÞñáìå õðüøç ìáò êáé ôç äåýôåñç (áðü ôï ôÝëïò) áñ÷éêÞ óõíèÞêç (1.4.18),
äçëáäÞ ôç óõíèÞêç y(n−2)(0) = yn−2. Ç äéðëÞ (ìÜëëïí äéáäï÷éêÞ) ïëïêëÞñùóç óôïí ðñïçãïýìåíï
ôýðï (1.4.21) ßóùò åíï÷ëåß êÜðùò. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ôçò ðáñáãïíôéêÞò ïëïêëçñþóåùò,
üðùò ëåðôïìåñþò ôçí åîçãÞóáìå óôçí Åíüôçôá Ã1.1: åîéóþóåéò (1.1.18), (1.1.19) êáé (1.1.20),
ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôïí ôýðï (1.4.21) ìå ôç ÷ñÞóç åíüò áðëïý ïëïêëçñþìáôïò, óõãêåêñéìÝíá

y(n−2)(x) =
∫ x

0
(x − t) u(t) dt + yn−1x + yn−2. (1.4.22)

Ðñï÷ùñþíôáò ìå üìïéï ôñüðï (äçëáäÞ êáé ìå Üëëåò äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò), ìðïñïýìå íá
ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôéò åðüìåíåò (ìéêñüôåñçò ôÜîåùò) ðáñáãþãïõò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåþò
ìáò y(x) ìå êáôÜëëçëåò ðáñáðÝñá ïëïêëçñþóåéò ôçò íÝáò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x) = y(n)(x).
¸ôóé, ð.÷. ïëïêëçñþíïíôáò ôïí ôýðï (1.4.22) (êáé áíÜãïíôáò êáé ðÜëé ôï ó÷åôéêü äéðëü ïëïêëÞ-
ñùìá óå áðëü ìå ôç ÷ñÞóç ðáñáãïíôéêÞò ïëïêëçñþóåùò), ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí n−3
ôÜîåùò ðáñÜãùãï y(n−3)(x) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x):

y(n−3)(x) = 1
2!

∫ x

0
(x − t)2 u(t) dt + yn−1

x2

2
+ yn−2x + yn−3. (1.4.23)

Óôïí ôýðï áõôü ðÞñáìå õðüøç êáé ôçí ôñßôç (áðü ôï ôÝëïò) áñ÷éêÞ óõíèÞêç (1.4.18).

ÔåëéêÜ ìåôÜ áðü n óõíïëéêÜ ïëïêëçñþóåéò ðñïêýðôåé êáé ç Ýêöñáóç ôçò ßäéáò ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò y(x) óõíáñôÞóåé ôçò n ôÜîåùò ðáñáãþãïõ ôçò, ôçí ïðïßá êáëÝóáìå u(x). Ôç óõ-
íÜñôçóç áõôÞ u(x) Ý÷ïõìå ôçí ðñüèåóç íá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óáí íÝá, âïçèçôéêÞ Üãíùóôç
óõíÜñôçóç óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðïõ êáôáóêåõÜæïõìå. Ç Ýêöñáóç ðïõ ðñïáíáöÝñáìå
åßíáé ç åîÞò:

y(x) = 1
(n− 1)!

∫ x

0
(x − t)n−1u(t) dt + yn−1

xn−1

(n− 1)!
+ yn−2

xn−2

(n− 2)!
+ · · · + y1x + y0. (1.4.24)
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Óôçí Ýêöñáóç áõôÞ ðÞñáìå õðüøç ìáò (óáí ôåëåõôáßá âÝâáéá) êáé ôçí ðñþôç áðü ôéò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò (1.4.18), äçëáäÞ ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(0) = y0.

Ôþñá ðéá Ý÷ïõìå óôç äéÜèåóÞ ìáò (ìåôÜ áðü n óõíïëéêÜ ïëïêëçñþóåéò) ôçí Üãíùóôç óõ-
íÜñôçóç y(x) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.17) êáé üëåò ôéò ðáñáãþãïõò ôçò óôçí ßäéá åîßóùóç
óõíáñôÞóåé ôçò n ôÜîåùò ðáñáãþãïõ ôçò y(n)(x), ðïõ ôçí ïíïìÜóáìå u(x), äçëáäÞ u(x) = y(n)(x).
¢ñá ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí åêöñÜóåùí ôùí ðáñáãþãùí áõôþí óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.17),
ðñïêýðôåé Üìåóá ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðïõ óõìðåñéëáìâÜíåé üëåò, êáé ôéò n áñ÷éêÝò óõí-
èÞêåò (1.4.18). Ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç, üðùò ðáñáôçñåßôáé ó÷åôéêÜ åýêïëá ìå âÜóç ôéò
åîéóþóåéò (1.4.19) Ýùò êáé (1.4.24), Ý÷åé ôç ìïñöÞ

p0(x) u(x)+
∫ x

0
K(x, t) u(t) dt = g(x), x ≥ 0. (1.4.25)

Óôçí ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç ï ðõñÞíáò K(x, t) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

K(x, t) =
n∑

k=1

pk(x)
(x − t)k−1

(k − 1)!
. (1.4.26)

Åðßóçò ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç g(x) óôï äåîéü ìÝëïò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

g(x) = f (x)− p1(x) yn−1 − p2(x)(yn−1x + yn−2)− · · ·

− pn(x)
[
yn−1

xn−1

(n− 1)!
+ yn−2

xn−2

(n− 2)!
+ · · · + y1x + y0

]
. (1.4.27)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôï ðáñüí ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (äçëáäÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.17)
êáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôçò (1.4.18)) ìåôáôñÜðçêå óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç: ôçí åîßóùóç (1.4.25).
¼ìùò ç åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç: ôçí ðáñÜãùãï n ôÜîåùò u(x) = y(n)(x) ôçò
áñ÷éêÞò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x). Ìüëéò ç íÝá áõôÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x) âñåèåß óáí ëýóç
ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (1.4.25), ôüôå ç áñ÷éêÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(x) ðñïóäéïñßæåôáé
êáé áõôÞ áìÝóùò ìÝóù ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ (1.4.24). Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï, åßäáìå ôçí
áíôéóôïé÷ßá áíÜìåóá óôá ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé óôéò ïëïêëç-
ñùôéêÝò åîéóþóåéò.

Áò ðáñáôçñçèåß åðßóçò üôé ðñïÝêõøå ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra, ç åîßóùóç (1.4.25),
ðïõ åßíáé ãåíéêÜ äåõôÝñïõ åßäïõò êáé ìç ïìïãåíÞò. ÅÜí üëïé ïé óõíôåëåóôÝò pk(x) óôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (1.4.17) Þóáí óôáèåñÝò ðïóüôçôåò (êáé ü÷é óõíáñôÞóåéò ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò x),
ôüôå ï ðõñÞíáò K(x, t) óôïí ôýðï (1.4.26) èá Þôáí ðõñÞíáò äéáöïñÜò. ÅðïìÝíùò ó’ áõôÞí ôçí
åéäéêÞ ðåñßðôùóç ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (1.4.25) èá Þôáí óõíåëéêôéêïý ôýðïõ. Áõôü, äçëáäÞ
óôáèåñïß óõíôåëåóôÝò pk(x), éó÷ýåé óõ÷íÜ óå ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, ü÷é üìùò
ðÜíôïôå. ¼ìùò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí óôáèåñþí óõíôåëåóôþí ãéá ôçí áíáãùãÞ ôïõ ðñï-
âëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (1.4.17) êáé (1.4.18) óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra ìðïñïýìå åðßóçò
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôçí åíáëëáêôéêÞ ìÝèïäï ôçò åðüìåíçò ÐáñáãñÜöïõ Ã1.4.4. Ç äåýôåñç
áõôÞ ìÝèïäïò ðáñïõóéÜæåé åðßóçò êáé ôï óçìáíôéêü ðëåïíÝêôçìá ó÷åôéêÜ ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï
üôé äåí áðáéôåß áëëáãÞ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôçí áíôßóôïé÷ç
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç.

Ã1.4.4. Äåýôåñç ìÝèïäïò áíáãùãÞò

Èåùñïýìå êáé ðÜëé ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç n ôÜîåùò (1.4.17), áëëÜ ôþñá ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò pk (k = 0, 1, . . . , n), äçëáäÞ ôçí åîßóùóç

p0 y(n)(x)+ p1 y(n−1)(x)+ · · · + pn−1 y ′(x)+ pn y(x) = f (x), x > 0, (1.4.28)
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ìáæß ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.4.18). Ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï äçìéïõñãïýìå ìéá ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóçVolterra áðü ôç äéáèÝóéìç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.28) áðëÜ ïëïêëçñþíïíôáò ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç n öïñÝò. ÁõôÞ åßíáé ç üëç äéáäéêáóßá, óôïé÷åéþäçò áóöáëþò. ÃåíéêÜ ç äéáäéêáóßá áõôÞ
ïäçãåß êáôáñ÷Þí (ìå ôéò n−1ðñþôåò ïëïêëçñþóåéò) óå ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, äçëáäÞ
óå åîéóþóåéò óôéò ïðïßåò ðáñïõóéÜæïíôáé ôáõôü÷ñïíá ôüóï ðáñÜãùãïé (Ýóôù êáé ìßá) üóï êáé
ïëïêëçñþìáôá (Ýóôù êáé Ýíá). Åíôïýôïéò âáèìéáßá ïé ðáñÜãùãïé åîáëåßöïíôáé ðñïò üöåëïò ôùí
ïëïêëçñùìÜôùí. Ç ôåëåõôáßá (ç n-óôÞ) ïëïêëÞñùóç åîáëåßöåé ïñéóôéêÜ üëåò ôéò ðáñáãþãïõò.
Ìå áõôÞí êáôáëÞãïõìå óôçí ôåëéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðïõ æçôÜìå.

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ìå ïëïêëÞñùóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.4.28) ìßá öïñÜ,
ðñïêýðôåé (ãåíéêÜ) ç áêüëïõèç ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå áíþôåñç ðáñÜãùãï ó’ áõôÞ
ôÜîåùò n− 1):

p0 y(n−1)(x)+ p1 y(n−2)(x)+ · · · + pn−1 y(x)+ pn

∫ x

0
y(t) dt =

∫ x

0
f (t) dt + C1, x > 0, (1.4.29)

ìå ôç C1 óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò. Ìéá äåýôåñç ïëïêëÞñùóç, ôþñá ôçò ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞò
áõôÞò åîéóþóåùò (1.4.29), ìáò ïäçãåß óôçí åîÞò (åðßóçò ãåíéêÜ) ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç
(ìå áíþôåñç ðáñÜãùãï ôÜîåùò n− 2 ôþñá):

p0 y(n−2)(x)+ p1 y(n−3)(x)+ · · · + pn−1

∫ x

0
y(t) dt + pn

∫ x

0
(x − t) y(t) dt

=
∫ x

0
(x − t) f (t) dt + C1x + C2, x > 0. (1.4.30)

Óôçí ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç ðÞñáìå êáé ðÜëé õðüøç ôïí ôýðï (1.1.18). Ðñï÷ùñÜìå êáô’
áíÜëïãï ôñüðï. ÔåëéêÜ ìåôÜ áðü n óõíïëéêÜ ïëïêëçñþóåéò ïé ðáñÜãùãïé ôçò Üãíùóôçò óõíáñ-
ôÞóåùò y(x) èá Ý÷ïõí ðëÞñùò åîáëåéöèåß. Ìå ôïí ôñüðï áõôü èá Ý÷åé ðñïêýøåé ìéá ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç Volterra äåõôÝñïõ åßäïõò êáé óõíåëéêôéêïý ìÜëéóôá ôýðïõ.

¼óïí áöïñÜ óôéò óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò Ck (k = 1, 2, . . . , n) ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí, áõôÝò
ìðïñïýí åõ÷åñþò íá õðïëïãéóèïýí ìå âÜóç ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.4.18). Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç,
èÝôïíôáò x = 0 óôéò (ãåíéêÜ) ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (1.4.29) êáé (1.4.30), äéáðéóôþ-
íïõìå áðü ôéò ðñïáíáöåñèåßóåò óõíèÞêåò (1.4.18) üôé

C1 = p0 yn−1 + p1 yn−2 + · · · + pn−1 y0, (1.4.31)

C2 = p0 yn−2 + p1 yn−3 + · · · + pn−2 y0. (1.4.32)

¢ñá ïé óôáèåñÝò áõôÝò åßíáé ðñïóäéïñéóìÝíåò, ãíùóôÝò ìÝóù ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (1.4.18).
ÅðïìÝíùò ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé ïõóéáóôéêÜ åíóùìáôùìÝíåò óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðïõ
èá ðñïêýøåé.

Äå èá ðáñáèÝóïõìå êáé ôéò åðüìåíåò n−2 ïëïêëçñþóåéò ïýôå êáí ôçí ôåëéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîß-
óùóç ðïõ ðñïêýðôåé ìå ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá, åðåéäÞ áõôü äåí ðáñïõóéÜæåé êáìßá éäéáßôåñç
äõóêïëßá. Ðñüêåéôáé ãéá n (óõíïëéêÜ) äéáäï÷éêÝò ïëoêëçñþóåéò ôçò áñ÷éêÞò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (1.4.28) ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, Ýôóé þóôå íá ðñïêýøåé ç éóïäýíáìç ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç. Èá ðåñéïñéóèïýìå åäþ óôçí åðßäåéîç ôçò ðáñïýóáò ìåèüäïõ ãéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (n = 2) ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, ôçí

p0 y ′′(x)+ p1 y ′(x)+ p2 y(x) = f (x), x > 0, (1.4.33)

ìáæß ìå ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

y(0) = y0, y ′(0) = y1. (1.4.34)
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Ìéá ðñþôç ïëïêëÞñùóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù) ìáò
äßíåé ôç ãåíéêÜ (äçëáäÞ ãéá p2 �= 0) ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç

p0 y ′(x)+ p1 y(x)+ p2

∫ x

0
y(t) dt =

∫ x

0
f (t) dt + C1, x > 0. (1.4.35)

Óôç óõíÝ÷åéá êáé ìéá äåýôåñç ïëïêëÞñùóç ìáò ïäçãåß óôç æçôïýìåíç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç
Volterra

p0 y(x)+ p1

∫ x

0
y(t) dt + p2

∫ x

0
(x − t) y(t) dt =

∫ x

0
(x − t) f (t) dt + C1x + C2, x ≥ 0. (1.4.36)

Êáé áíôßóôñïöá âÝâáéá, ðáñáãùãßæïíôáò ôçí ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç (1.4.36) äýï öïñÝò,
ïäçãïýìáóôå óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.33) öõóéêÜ ìÝóù ôçò ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (1.4.35), ðïõ ðñïêýðôåé ìåôÜ ôçí ðñþôç ðáñáãþãéóç. ÈÝôïíôáò ôÝëïò x = 0 óôéò
åîéóþóåéò (1.4.35) êáé (1.4.36), âñßóêïõìå üôé

C1 = p0 y1 + p1 y0, C2 = p0 y0 (1.4.37)

áíôßóôïé÷á. ¢ñá êáé ïé äýï óôáèåñÝò C1 êáé C2 åßíáé Üìåóá ðñïóäéïñßóéìåò ìå âÜóç ôéò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò (1.4.34).

Ã1.4.5. ÐáñÜäåéãìá: óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ

Óôï ðáñÜäåéãìá áõôü èá åîåôÜóïõìå ôçí áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ áðëïý
áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ (1.4.5) (ÐáñÜãñáöïò Ã1.4.1) ãéá ôï óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ (m, k) óå
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra. Èåùñïýìå ðÜëé åëåýèåñç ôáëÜíôùóç ÷ùñßò áðüóâåóç, ïðüôå

ẍ(t)+ù2x(t) = 0, t > 0. (1.4.38)

ÄéáèÝôïõìå åðßóçò êáé ôéò ó÷åôéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.4.2), äçëáäÞ

x(0) = x0, ẋ(0) = v(0) = v0. (1.4.39)

Óçìåéþíåôáé êáé ï äåýôåñïò áðü ôïõò ôýðïõò (1.4.4), ï ôýðïò ù = √
k/m. Áõôüò äßíåé ôçí êõêëéêÞ

éäéïóõ÷íüôçôáù ôïõ ìç÷áíéêïý áõôïý óõóôÞìáôïò óõíáñôÞóåé ôçò ìÜæáòm ôïõ õëéêïý óçìåßïõM
êáé ôçò óôáèåñÜò k ôïõ åëáôçñßïõ S.

Óýìöùíá ìå ôçí ðñþôç ìÝèïäï áíáãùãÞò ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.4.38) óå
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (ÐáñÜãñáöïò Ã1.4.3), èåùñïýìå ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï ẍ(t) ôçò èÝóåùò x(t)
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M (äçëáäÞ ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý áõôïý óçìåßïõ) óáí íÝá Üãíùóôç
óõíÜñôçóç a(t). ¸ôóé Ý÷ïõìå

ẍ(t) = a(t). (1.4.40)

×ñåéáæüìáóôå üìùò (ðÝñá áðü ôç äåýôåñç áõôÞ ðáñÜãùãï) êáé ôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç x(t) óôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.38) ðïõ ìåëåôÜìå. ÐñÝðåé åðïìÝíùò íá ïëïêëçñþóïõìå äýï öïñÝò ôçí
åîßóùóç (1.4.40). Ðáßñíïíôáò õðüøç êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.4.39), äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé

ẋ(t) =
∫ t

0
a(ô) dô + v0, (1.4.41)

x(t) =
∫ t

0
(t − ô) a(ô) dô + x0 + v0t. (1.4.42)

ÌÜëéóôá, ãéá íá áðïöýãïõìå ôï äéáäï÷éêü ïëïêëÞñùìá óôçí åîßóùóç (1.4.42), êáé ðÜëé äå ëç-
óìïíÞóáìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôïí ôýðï (1.1.18) ìå ôçí áðüäåéîÞ ôïõ óôïí ôýðï (1.1.20).
Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ç åîßóùóç (1.4.42) ïõóéáóôéêÜ óõìðßðôåé ìå ôçí åîßóùóç (1.1.21) óôçí
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Åíüôçôá Ã1.1. Ôþñá ðéá Ý÷ïõìå äéáèÝóéìç êáé ôçí Ýêöñáóç ôçò èÝóåùò x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M
óõíáñôÞóåé ôçò åðéôá÷ýíóåþò ôïõ a(t).

Óýìöùíá ìå áõôÜ, ëüãù ôùí åîéóþóåùí (1.4.40) êáé (1.4.42), üðïõ ëÜâáìå Þäç õðüøç êáé ôéò
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.4.39), ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.38) ðáßñíåé ôçí åîÞò ìïñöÞ ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò Volterra:

a(t)+ù2
∫ t

0
(t − ô) a(ô) dô = −ù2(x0 + v0t), t ≥ 0. (1.4.43)

Ôþñá ðëÝïí Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M óôï ìïíïâÜèìéï
(äçëáäÞ ìå Ýíá âáèìü åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå. (Áò óç-
ìåéùèåß ðáñåíèåôéêÜ üôé ç áñ÷éêÞ åðéôÜ÷õíóç a(0) åßíáé ßóç ìå−ù2x0, üðùò Üìåóá ðñïêýðôåé áðü
ôçí ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç èÝôïíôáò t = 0. Ôïýôï åßíáé óå óõìöùíßá êáé ìå ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (1.4.38).) Èá ðñÝðåé ôþñá íá ëõèåß ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (1.4.43) (ð.÷. ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, üðùò Þäç Ýãéíå óôçí ÐáñÜãñáöï Ã1.4.2) êáé íá åßíáé åðïìÝíùò
äéáèÝóéìç ç åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. Óôç óõíÝ÷åéá ç èÝóç x(t) ôïõ ßäéïõ õëéêïý
óçìåßïõ Ì ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß ìÝóù ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ (1.4.42). Ï ôýðïò áõôüò
ðñïÝêõøå, áò åðáíáëçöèåß, áðëÜ ìå äéðëÞ ïëïêëÞñùóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.4.38) ìáæß
ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.4.39).

Áóöáëþò ëüãù ôùí óôáèåñþí óõíôåëåóôþí óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.4.38) ôïõ óôïé÷åéþäïõò
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå ìðïñåß èáõìÜóéá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç äåýôåñç ìÝ-
èïäïò êáôáóêåõÞò ôçò éóïäýíáìçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Volterra. ÁõôÞ åßíáé ç ìÝèïäïò ôçò
ðñïçãïýìåíçò ÐáñáãñÜöïõ Ã1.4.4. Ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ äéáôçñåßôáé ìÜëéóôá êáé ç áñ÷éêÞ Üãíù-
óôç óõíÜñôçóç x(t) óáí Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé.
Ç ìÝèïäïò áõôÞ èá åðéäåé÷èåß áíáëõôéêÜ óôçí åöáñìïãÞ ôçò Åíüôçôáò Ã3.4 ðéï êÜôù êáé ìÜëéóôá
õðü ôçí åöáñìïãÞ êáé åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï M óôï ìç÷áíéêü óýóôçìá
ìÜæáò--åëáôçñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå. Åéäéêüôåñá èá ìåëåôÞóïõìå ôçí ðåñßðôùóç ìéáò äõíÜìåùò
ðïõ ïäçãåß ôï ìç÷áíéêü áõôü óýóôçìá óôï áíåðéèýìçôï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü öáéíüìåíï
ôïõ óõíôïíéóìïý.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï Ã2
ÌÅÈÏÄÏÉ ÅÐÉËÕÓÅÙÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá áíáöåñèïýí ïé âáóéêÝò ìÝèïäïé (ü÷é üëåò áóöáëþò) ãéá ôçí åðßëõóç
ìïíïäéÜóôáôùí ãñáììéêþí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Fredholm êáé Volterra, ðñþôïõ êáé äåõôÝñïõ
åßäïõò, ïìïãåíþí êáé ìç ïìïãåíþí. Ïé ìÝèïäïé áõôÝò äéáêñßíïíôáé óå áíáëõôéêÝò, ðñïóåããéóôéêÝò
êáé êáèáñÜ áñéèìçôéêÝò. ÌåôÜ ôç óýíôïìç ðåñéãñáöÞ êÜèå ìéáò áðü áõôÝò óôéò åíüôçôåò ôïõ
ðáñüíôïò êåöáëáßïõ áêïëïõèåß êáé åðßäåéîÞ ôïõò óå ðïëý áðëÜ ðáñáäåßãìáôá óôçí ßäéá åíüôçôá.
ÐñáêôéêÝò êáé ìÜëëïí åêôåíåßò åöáñìïãÝò ôùí ìåèüäùí ôïõ ðáñüíôïò êåöáëáßïõ óôçí åðéóôÞìç
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý èá áêïëïõèÞóïõí óôï åðüìåíï êáé ôåëåõôáßï êåöÜëáéï: ôï ÊåöÜëáéï Ã3.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôïðáñüí êåöÜëáéï èá åîåôáóèïýí ïé åîÞò ðÝíôå âáóéêÝò ìÝèïäïé åðéëýóåùò
ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí:

1. Ç áðëÞ êáé ðåñéïñéóìÝíçò åöáñìïóéìüôçôáò ìÝèïäïò ôçò áíáãùãÞò ìéáò ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò Volterra óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ðáñáãþãéóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîé-
óþóåùò êáé åîÜëåéøç ôïõ ïëïêëçñþìáôïò. Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðñÝðåé åðßóçò íá ëçöèïýí
õðüøç.

2. Ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ ãßíåôáé áíáãùãÞ ìéáò ïëï-
êëçñùôéêÞò åîéóþóåùò åðßóçò Volterra óõíåëéêôéêïý ôýðïõ, äçëáäÞ ìå ðõñÞíá äéáöïñÜò
K(x, t) = k(x − t), óå ìéá ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace Y (s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x). Áêïëïõèåß ç åýñåóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace Y (s) êáé, óôç óõíÝ÷åéá, ìå ôçí áíôéóôñïöÞ áõôïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace Y (s),
ç åýñåóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) = L−1{Y (s)}.

3. Ç ìÝèïäïò ôçò áíáãùãÞò ìéáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò ìå äéá-
÷ùñßóéìï ðõñÞíá óå óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí êáé ôåëéêÜ ç åýñåóç ôçò
ëýóåùò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò óå êëåéóôÞ ìïñöÞ.

4. Ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí, ðïõ âáóßæåôáé óôç ìÝèïäï ôïõ Picard ãéá óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò. Ç ìÝèïäïò áõôÞ åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìç ãéá ôçí åðßëõóç
ãñáììéêþí (áëëÜ êáé ìç ãñáììéêþí) ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Fredholm Þ Volterra äåõôÝñïõ
åßäïõò. Óôç ìÝèïäï áõôÞ îåêéíÜìå áðü ìéá ðñü÷åéñç ðñïóÝããéóç y0(x) ôçò Üãíùóôçò óõíáñ-
ôÞóåùò y(x) (ð.÷. ôçí ðñïóÝããéóç y0(x) ≡ 0) êáé ðñï÷ùñÜìå óå êáëýôåñåò ðñïóåããßóåéò yn(x)
(ìå n = 1, 2, . . . ). Ïé ðñïóåããßóåéò áõôÝò ôåßíïõí ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(x), åöüóïí
âÝâáéá ç ìÝèïäïò óõãêëßíåé.

5. Ç ìÝèïäïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ãéá ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò êõñßùò Fredholm
ðñþôïõ Þ äåõôÝñïõ åßäïõò. Ìå ôç ìÝèïäïáõôÞ ôï ïëïêëÞñùìáðñïóåããßæåôáé ìå Üèñïéóìá ìå
ôç ÷ñÞóç åíüò êáôÜëëçëïõ ôýðïõ áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ìå n êüìâïõò. ¸íáò ôÝôïéïò
ôýðïò åßíáé ï êáíüíáò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre óôï äéÜóôçìá [−1, 1],
ï ïðïßïò äåí Ý÷åé ìÜëéóôá óõíÜñôçóç âÜñïõò w(x). Áêïëïõèåß ç åöáñìïãÞ ôçò ðñïóåããéóôé-
êÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïêýðôåé óôïõò êüìâïõò ôïõ êáíüíá ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.
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Óôç óõíÝ÷åéá ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðñïóåããßæåôáé áðü óýóôçìá n ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí. ÔåëéêÜ ç ëýóç, óå ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò, ðñïóäéïñßæåôáé ìå ôç
÷ñÞóç öõóéêÞò Þ ðïëõùíõìéêÞò ðáñåìâïëÞò.

Óôü÷ï ôïõ ðáñüíôïò êåöáëáßïõ áðïôåëåß ç óõíåéäçôïðïßçóç áðü ôï öïéôçôÞ êáé ôç öïéôÞôñéá
Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü üôé õðÜñ÷ïõí áñêåôÝò êáé ìÜëéóôá áñêåôÜ áðïôåëåóìáôéêÝò ìÝèïäïé åðéëýóåùò
ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí. Ç êáèåìéÜ ôïõò âÝâáéá Ý÷åé ôá ó÷åôéêÜ ðëåïíåêôÞìáôá êáé ìåéïíåêôÞ-
ìáôÜ ôçò, óõãêåêñéìÝíï ðåäßï åöáñìïãÞò êáé (áêüìç êáé óôï ðåäßï áõôü) ïñéóìÝíç áðïôåëåóìáôé-
êüôçôá êáé ïñéóìÝíï õðïëïãéóôéêü êüóôïò.

Ðïëý óõ÷íÜ âÝâáéá, éäßùò óå ðïëýðëïêá ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÜãïíôáé óå ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþ-
óåéò, ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åßíáé áíáãêáóìÝíïò íá êáôáöåýãåé óå áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò. ÔÝôïéá
ìÝèïäïò åßíáé ç ìÝèïäïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò. Óõ÷íÜ ìÜëéóôá áõôÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé
ü÷é ìå ôïõò êëáóéêïýò ôýðïõò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò, áëëÜ óå óõíäõáóìü ìå ôç ìÝèïäï ôùí
óõíïñéáêþí óôïé÷åßùí. Óôçí ôüóï äçìïöéëÞ (êáôÜ ôéò ôåëåõôáßåò ôñåéò äåêáåôßåò) ìÝèïäï ôùí óõ-
íïñéáêþí óôïé÷åßùí ôï óýíïñï ôïõ èåùñïýìåíïõ ìÝóïõ, êáôÜ ìÞêïò ôïõ ïðïßïõ óõíüñïõ éó÷ýåé
ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç, äéá÷ùñßæåôáé êáé ðñïóåããßæåôáé áðü óõíïñéáêÜ óôïé÷åßá. Ó÷åôéêÜ åéäéêÜ
âéâëßá áíáöÝñïíôáé óôç Âéâëéïãñáößá óôï ôÝëïò áõôïý ôïõ ÌÝñïõò Ã ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèç-
ìáôéêþí ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, ôï ïðïßï áöïñÜ óôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò.

Ã2.1. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÁÍÁÃÙÃÇÓ ÓÅ ÄÉÁÖÏÑÉÊÇ ÅÎÉÓÙÓÇ

Ã2.1.1. ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ

Ìå ôç ìÝèïäï ôçò áíáãùãÞò óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñïóðáèïýìå íá áíáãÜãïõìå ìéá ïëïêëç-
ñùôéêÞ åîßóùóç Volterra äåõôÝñïõ åßäïõò óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ç áíáãùãÞ áõôÞ êáôïñèþíåôáé
ìå ôçí åîÜëåéøç ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ìÝóù ìéáò Þ êáé ðåñéóóüôåñùí ðáñáãùãßóåùí. Èåùñïýìå
ôç ãåíéêåõìÝíç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra äåõôÝñïõ åßäïõò óôï äéÜóôçìá [0, c] (ìå c > 0)

a(x) y(x)+
∫ x

0
K(x, t) y(t) dt = f (x), 0 ≤ x ≤ c, (2.1.1)

ìå ôéò óõíáñôÞóåéò a(x) êáé f (x) êáèþò êáé ôïí ðõñÞíá K(x, t) ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò. Áíôßèåôá
ç óõíÜñôçóç y(x) åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Ãéá íá åßíáé åðéôõ÷Þò ç ìÝèïäïò ôçò áíáãùãÞò
óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôçí åîßóùóç áõôÞ, èá ðñÝðåé ï ãíùóôüò ðõñÞíáò K(x, t) íá åßíáé åéäéêþí
ìïñöþí.

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, åÜí ï ðõñÞíáò áõôüò K(x, t) åßíáé áíåîÜñôçôïò ôïõ x, äçëáäÞ åÜí

K(x, t) ≡ k(t), (2.1.2)

ôüôå áðïäåéêíýåôáé ÷ñÞóéìïò ï ðïëý âáóéêüò êáé ãíùóôüò áðü ôïí áðåéñïóôéêü ëïãéóìü ôýðïò

d
dx

∫ x

0
F(t) dt = F(x). (2.1.3)

Ï ôýðïò áõôüò áðëÜ äçëþíåé üôé ç ðáñÜãùãïò (ùò ðñïò x) ôïõ áïñßóôïõ ïëïêëçñþìáôïò ôçò
óõíáñôÞóåùò F(x) éóïýôáé ìå ôçí ßäéá ôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç F(x). Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ
áõôïý ç ðáñáãþãéóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.1.1) (ìå ðõñÞíá ôçò ìïñöÞò (2.1.2)) ìáò
ïäçãåß Üìåóá óôçí åîÞò ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò:

a(x) y ′(x)+ [a′(x)+ k(x)] y(x) = f ′(x). (2.1.4)

Ç åîßóùóç áõôÞ ìðïñåß íá åðéëõèåß ðïëý åýêïëá. ÅðåéäÞ ìÜëéóôá åßíáé ãñáììéêÞ êáé ðñþôçò
ôÜîåùò, åßíáé äéáèÝóéìïò êáé ó÷åôéêüò êëåéóôüò ôýðïò.
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Áóöáëþò êáôÜ ôçí ðáñáãþãéóç áõôÞ ÷Üíïíôáé ðëçñïöïñßåò, ð.÷. ç ðáñÜãùãïò óôáèåñÜò
åßíáé ìçäÝí. Ìå Üëëá ëüãéá ç áñ÷éêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.1.1) Ý÷åé ìßá ëýóç, åíþ ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (2.1.4) ðïõ ðñïÝêõøå êáé åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò Ý÷åé áðëÞ áðåéñßá ëýóåùí åîáéôßáò ôçò
óôáèåñÜò C, ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôç ëýóç ôçò. Ãéá ôï ëüãï áõôü ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.4)
ðñÝðåé íá óõíïäåýåôáé êáé áðü ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç. Ç óõíèÞêç áõôÞ ðñïêýðôåé áìÝóùò, ìüëéò
èÝóïõìå x = 0 óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.1.1). ¸ôóé âñßóêåôáé üôé

a(0) y(0) = f (0) 
⇒ y(0) = f (0)
a(0)

(2.1.5)

ìå ôçí åýëïãç õðüèåóç üôé a(0) �= 0.

ÐáñáðÝñá, åÜí Ý÷ïõìå äéá÷ùñßóéìï ðõñÞíá ôçò ìïñöÞò

K(x, t) ≡ L(x)M(t), (2.1.6)

äçëáäÞ ìå ôéò äýï ìåôáâëçôÝò x êáé t ÷ùñéóìÝíåò (óôéò óõíáñôÞóåéò L(x) êáé M(t) áíôßóôïé÷á), ôüôå
ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.1.1) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

a(x) y(x)+ L(x)
∫ x

0
M(t) y(t) dt = f (x), 0 ≤ x ≤ c. (2.1.7)

Óôï óçìåßï áõôü õðïèÝôïõìå üôé ç óõíÜñôçóç L(x) �= 0 óå ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá [0, c] ðïõ ìáò
åíäéáöÝñåé. ¸ôóé ìðïñïýìå íá äéáéñÝóïõìå ìå L(x) ôçí åîßóùóç áõôÞ (2.1.7) êáé íá ðÜñïõìå ôçí
ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

a(x)
L(x)

y(x)+
∫ x

0
M(t) y(t) dt = f (x)

L(x)
, 0 ≤ x ≤ c. (2.1.8)

Ôüôå éó÷ýïõí êáé ðÜëé üóá Þäç áíáöÝñèçêáí ãéá ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.1.1) ìå ðõñÞíá
K(x, t) = k(t) áíåîÜñôçôï ôïõ x.

Ã2.1.2. Ðáñáäåßãìáôá

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.1.2.1: ÓáíðñþôïðáñÜäåéãìá èåùñïýìå ôç ìç ïìïãåíÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç
Volterra äåõôÝñïõ åßäïõò

y(x) = 1+ 2
∫ x

0
y(t) dt (2.1.9)

ìå ðõñÞíá k(t) ≡ 1 (éóïäýíáìá ÷ùñßò ðõñÞíá). Ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò x, Ý÷ïíôáò ëÜâåé õðüøç
êáé ôïí ôýðï (2.1.3), êáé ðáßñíïõìå ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

y ′(x) = 2y(x). (2.1.10)

Äõóôõ÷þò üìùò ç ðëçñïöïñßá ðïõ ðñïåñ÷üôáí áðü ôç óôáèåñÜ 1 óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ïëï-
êëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.1.9) ÷Üèçêå ìå ôçí ðáñáãþãéóç. ÅðïìÝíùò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.10)
ðñÝðåé íá óõíïäåýåôáé êáé áðü ìßá ÷ùñéóôÞ óõíèÞêç (åí ðñïêåéìÝíù ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç). Ìüíï
Ýôóé èá åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.1.9). Ôïýôï, ôï üôé äçëáäÞ äåí áðáéôåßôáé
óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò ÷ùñéóôÜ ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (Þ ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò), áðïôåëåß Ýíá
áðü ôá ðëåïíåêôÞìáôá ôçò ÷ñÞóåùò ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí óå ó÷Ýóç ìå ôéò óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Áõôü Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß. ÈÝôïíôáò åðïìÝíùò x = 0 óôçí ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç (2.1.9), ðáßñíïõìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç

y(0) = 1, (2.1.11)
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ðïõ ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá óõíïäåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.10): ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò.
Ôþñá ðëÝïí ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.10) åßíáé ìïíáäéêÞ êáé óõãêåêñéìÝíá, üðùò
åýêïëá äéáðéóôþíåôáé, åêèåôéêÞò ìïñöÞò

y(x) = e2x. (2.1.12)

Ç ëýóç áõôÞ åðáëçèåýåé, üðùò åðßóçò Üìåóá ðñïêýðôåé, ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.10), áëëÜ
êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (2.1.11). ÂÝâáéá ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò äå èá åßíáé ðëÞñùò éêáíïðïéçìÝíïò,
ðáñÜ ìüíï áöïý äéáðéóôþóåé üôé ç ëýóç áõôÞ (2.1.12) åðáëçèåýåé êáé ôçí ßäéá ôçí ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç (2.1.9). Ç äéáðßóôùóç áõôÞ åßíáé åðßóçò ðïëý åýêïëç óôï ðáñüí áðëü ðáñÜäåéãìá. ▲

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.1.2.2: Óáí äåýôåñï êáé õðïëïãéóôéêÜ êÜðùò ðïëõðëïêüôåñï ðáñÜäåéãìá
èåùñïýìå ôçí åðßóçò ìç ïìïãåíÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra äåõôÝñïõ åßäïõò

y(x) = ax + b+
∫ x

0
ty(t) dt (2.1.13)

ìå ðõñÞíá K(x, t) = k(t) = t. Ìå åñãáóßá áðüëõôá áíÜëïãç ìå åêåßíç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðá-
ñáäåßãìáôïò äéáðéóôþíïõìå ðïëý åýêïëá üôé ç ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra åßíáé
éóïäýíáìç ìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò:

y ′(x) = a+ xy(x), y(0) = b. (2.1.14)

Ôþñá üìùò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò åßíáé ìå ìç óôáèåñü óõíôåëåóôÞ: ôïí ðõñÞíá
k(t) = t ãéá t = x. ÐáñÜ ôï ãåãïíüò áõôü äéáèÝôåé êáé ðÜëé êëåéóôÞ ëýóç, ðïõ ëüãù êáé ôçò ðéï
ðÜíù áñ÷éêÞò óõíèÞêçò y(0) = b âñßóêåôáé üôé Ý÷åé ôç ìïñöÞ

y(x) = exp
(
x2

2

)[
b+ a

ð√
2
erf
(

x√
2

)]
. (2.1.15)

(Óôç ìïñöÞ áõôÞ ðñïôéìÞèçêå ï óõìâïëéóìüò exp ãéá ôç óõíçèéóìÝíç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ìå
exp z ≡ ez). Ðáñáôçñïýìå üôé óôçí ðéï ðÜíù ëýóç (2.1.15) õðåéóÝñ÷åôáé ç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò
(error function) erf, äçëáäÞ ìéá áíþôåñç õðåñâáôéêÞ óõíÜñôçóç.

¢ìåóá äéáðéóôþíåôáé ç åðáëÞèåõóç ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò y(0) = b (áöïý éó÷ýïõí ïé äýï
ãíùóôÝò ìáò ôéìÝò exp 0 = 1 êáé erf 0 = 0) êáé êÜðùò äõóêïëüôåñá ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
óôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (2.1.14). Áêüìç ðéï äýóêïëç åßíáé ç åðáëÞèåõóç ôçò áñxéêÞò ïëïêëç-
ñùôéêÞò åîéóþóåùò Volterra (2.1.13). Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç áõôÞ ìÜëëïí åíäåßêíõôáé ç ÷ñÞóç åíüò
êÜðùò éó÷õñïý ðñïãñÜììáôïò óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí, üðùò ç Mathematica êáé ç Maxima. ▲

Åð’ åõêáéñßá, åðáíáëáìâÜíåôáé, ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åðéôåëåß Ýíá óïâáñüôáôï ëåéôïýñãçìá
óôçí êïéíùíßá ìå ôá ôå÷íéêÜ Ýñãá ðïõ áíáëáìâÜíåé íá ìåëåôÞóåé êáé íá åêôåëÝóåé. Åßíáé åðïìÝíùò
ðÜíôïôå õðï÷ñåùìÝíïò íá åðáëçèåýåé ôïõò õðïëïãéóìïýò ôïõ, áí åßíáé äõíáôüí êáé ìå ðÜíù
áðü Ýíáí ôñüðï. ÅðéðëÝïí, óå üóï âáèìü Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá, ðñÝðåé íá åðéäéþêåé íá åðéëýåé ôá
õðïëïãéóôéêÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ áíôéìåôùðßæåé ìå äýï Þ êáé ôñåéò åíôåëþò äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò.

Ã2.2. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ LAPLACE

Ã2.2.1. ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ

Ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìáò åßíáé Þäç ãíùóôÞ áðü ôá ÊåöÜëáéá Á10 êáé Á11
ôïõ ÌÝñïõò Á: óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáèþò êáé áðü ôï ÊåöÜëáéï Â10 ôïõ ÌÝñïõò Â: äéá-
öïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Åäþ èá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá ôçí åðßëõóç åéäéêþí
ðåñéðôþóåùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí, ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá ìåôáôñáðïýí óå ðñùôïâÜèìéåò
áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò ìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý áõôïý. Óå ìéá ôÝôïéá áëãåâñéêÞ
åîßóùóç Üãíùóôç óõíÜñôçóç Y (s) èá åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace (Þ ç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç
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êáôÜ Laplace) ôçò áñ÷éêÜ Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Ðïëý åýêïëá
åðéëýåôáé ç áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò Y (s). (Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áðëïýóôáôç åñãáóßá ãéá ðñùôï-
âÜèìéåò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò!) Óôç óõíÝ÷åéá Ýíá äõóêïëüôåñï êáèÞêïí åßíáé ôï íáðñïóäéïñéóèåß ç
áñ÷éêÜ Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(x) ìå áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò Y (s) = L{y(x)}.
ÊáôÜëëçëåò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
åßíáé ïé ìïíïäéÜóôáôåò ãñáììéêÝò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra ðñþôïõ Þ äåõôÝñïõ åßäïõò óõ-
íåëéêôéêïý ôýðïõ. ÁõôÝò Ý÷ïõí ðõñÞíá K(x, t) åéäéêÞò ìïñöÞò ôçò äéáöïñÜò x − t, äçëáäÞ

K(x, t) = k(x − t). (2.2.1)

Ðáñáäåßãìá ôÝôïéáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò åßíáé ç áêüëïõèç ìç ïìïãåíÞò ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç Volterra äåõôÝñïõ åßäïõò óôï äéÜóôçìá [0, a] (ìå ôï a öõóéêÜ óôáèåñÜ):

y(x)+
∫ x

0
k(x − t) y(t) dt = f (x), 0 ≤ x ≤ a. (2.2.2)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç y(x). Áíôßèåôá ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé ç óõ-
íÜñôçóç f (x) óôï äåîéü ìÝëïò êáèþò êáé ï ðõñÞíáò k(x − t) óôï ïëïêëÞñùìá, ðïõ åßíáé ðõñÞíáò
äéáöïñÜò Þ óõíåëéêôéêïý ôýðïõ. ¸íá äåýôåñï ðáñÜäåéãìá áðïôåëåß ç áðüëõôá áíôßóôïé÷ç ïëï-
êëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra ðñþôïõ åßäïõò∫ x

0
k(x − t) y(t) dt = f (x), 0 ≤ x ≤ a. (2.2.3)

ÔÝëïò Ýíá ôñßôï ðáñÜäåéãìá áðïôåëåß êáé ç ðïëý áðëÞðåñßðôùóç åëëåßøåùòðõñÞíá: k(x−t) ≡ 1,
üðùò óõìâáßíåé óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

y(x)+
∫ x

0
y(t) dt = f (x), 0 ≤ x ≤ a. (2.2.4)

Ìéá Üëëç ìïñöÞ ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò åîåôÜóèçêå Þäç óôçí Åíüôçôá Ã1.1 óå Ýíá
ðïëý áðëü ðñüâëçìá ÊéíçìáôéêÞò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìå ôçí åðßëõóç åêåß ôçò ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò (1.1.4).

ÁíÜëïãá âÝâáéá éó÷ýïõí êáé ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôçò óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L]).
Óôï ðñüâëçìá áõôü ç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x), ðïõ èåùñåßôáé åí ðñïêåéìÝíù Üãíùóôç,
êáé ç åëáóôéêÞ ãñáììÞ (äçëáäÞ ôï âÝëïò êÜìøåùò Þ êÜèåôç ìåôáôüðéóç Þ áðëÜ âýèéóç) y(x), ðïõ
èåùñåßôáé óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç ãíùóôü, óõíäÝïíôáé ìå ôïí ôýðï

y(x) = y(0)+ xy ′(0)+ x2

2
y ′′(0)+ x3

6
y ′′′(0)+ 1

6EI

∫ x

0
(x − î)3 p(î) dî, 0 ≤ x ≤ L. (2.2.5)

Óôïí ôýðï áõôü ôï ãéíüìåíï EI äçëþíåé ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý. ¼ðùò Þäç îÝñïõìå, ðñüêåéôáé
ãéá ôï ãéíüìåíï ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñïõ ôïõ Young) E ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ
åëáóôéêïý õëéêïý ôçò äïêïý åðß ôç ñïðÞ áäñáíåßáò I ôçò äéáôïìÞò ôçò ãýñù áðü ôïí ïõäÝôåñï
Üîïíá ôçò óôçí êÜìøç. Áõôüò åßíáé ï Üîïíáò Oz ôçò äéáôïìÞò. Ï ðõñÞíáò Ê(x, î) Ý÷åé ôç ìïñöÞ
Ê(x, î) = (x − î)3 Þ Ýóôù (x − î)3/(6EI).

Ï ôýðïò áõôüò (2.2.5) ìðïñåß íá èåùñçèåß üôé ðñïÝñ÷åôáé áðü ôïí êëáóéêü ôýðï ôïõMaclaurin
(ôýðï ôïõ Taylor óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý)

y(x) = y(0)+ xy ′(0)+ x2

2
y ′′(0)+ x3

6
y ′′′(0)+ R3(x), 0 ≤ x ≤ L. (2.2.6)

¼ìùò óôïí ôýðï (2.2.5) ï üñïò õðïëïßðïõ R3(x) (äçëáäÞ ï üñïò Rn(x), áëëÜ ìå n = 3 åí ðñïêåé-
ìÝíù), ðïõ ãåíéêÜ Ý÷åé ôç ìïñöÞ (Spivak, 1991, ó. 349)

R3(x) = 1
6

∫ x

0
(x − î)3 y ′′′′(î) dî, 0 ≤ x ≤ L, (2.2.7)
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ãñÜöôçêå ìå ôç âïÞèåéá ôçò êÜèåôçò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x). ¸÷åé ìÜëéóôá ëçöèåß õðüøç
üôé

EI y ′′′′(x) = p(x) 
⇒ y ′′′′(x) = 1
EI

p(x), 0 ≤ x ≤ L. (2.2.8)

Ôïýôï åßíáé ãíùóôü ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò y(x) óõíÞèïõò äïêïý áðü ôçí
Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (ÌáóôñïãéÜííçò, 1999, Ôüìïò Äåýôåñïò,
Åíüôçôá 11.2, ó. 137, åî. (11.5)). ÅðïìÝíùò áðü ôïí ôýðï (2.2.7) ðñïêýðôåé üôé

R3(x) = 1
6EI

∫ x

0
(x − î)3 p(î) dî, 0 ≤ x ≤ L. (2.2.9)

Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôïõ ôåëåõôáßïõ áõôïý áðïôåëÝóìáôïò óôïí ôýðï ôïõ Maclaurin (2.2.6)
ðñïêýðôåé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ôçò ðáñïýóáò äïêïý (2.2.5) ùò ðñïò ôçí êÜèåôç êáôáíåìç-
ìÝíç öüñôéóÞ ôçò p(x). Óôçí åîßóùóç áõôÞ (2.2.5) ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý y(x) (êáëýôåñá
ç åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò y(x)) èåùñåßôáé ãíùóôü. ¢ñá ðñüêåéôáé ãéá Ýíá áíôßóôñïöï ðñüâëçìá êÜì-
øåùò äïêïý. Ðáñáôçñåßôáé üôé ï ïëïêëçñùôéêüò üñïò óôç ìç ïìïãåíÞ áõôÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç
Volterra ðñþôïõ åßäïõò êáé óõíåëéêôéêïý ôýðïõ (2.2.5) ðñïÝêõøå áðü ôïí üñï õðïëïßðïõ Rn(x)
(ãéá n = 3) óôïí êëáóéêü ôýðï ôïõ Maclaurin óôïí áðåéñïóôéêü ëïãéóìü. Ôï ãåãïíüò áõôü åßíáé
ßóùò åíäéáöÝñïí êáé êÜðùò ðáñÜäïîï. Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace ðïõ åîåôÜæïõìå åßíáé áðüëõôá êáôÜëëçëç ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò
Volterra (2.2.5). ÅîáñôÜôáé âÝâáéá áðü ìáò áí èá åðéëÝîïõìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ðáñïýóáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.2.5).

Åðáíåñ÷üìáóôå ôþñá óôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Óçìåéþíïõìå êáôáñ÷Þí ôá
âÞìáôá ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôçò óå ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra ðñþôïõ Þ äåõôÝñïõ åßäïõò êáé
óõíåëéêôéêïý ôýðïõ. Ôá âÞìáôá áõôÜ åßíáé ôÝóóåñá êáé ôá åîÞò:

• BHMA 1: ÅöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra
ðïõ ìáò äßíåôáé, ð.÷. ôçò ìïñöÞò (2.2.2). Ìå áõôüí ôïí ôñüðï Üãíùóôç óõíÜñôçóç ãßíåôáé
ôþñá ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace Y (s) = L{y(x)} ôçò áñ÷éêÜ (êáé áêüìç) Üãíùóôçò óõíáñôÞ-
óåùò y(x). Ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôïõ âÞìáôïò áõôïý öõóéêÜ áðáéôåßôáé ï õðïëïãéóìüò ôùí
ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace êáé ôùí äýï ìåëþí ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò. Ðñïêýðôåé Ýôóé
ìéáðñùôïâÜèìéááëãåâñéêÞ (áóöáëþòïýôå ïëïêëçñùôéêÞ ïýôå äéáöïñéêÞ) åîßóùóçùòðñïò
ôç âïçèçôéêÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç Y (s) = L{y(x)}. Ôï ðéï ïõóéþäåò óçìåßï óôï ðáñüí âÞìá
åßíáé ç åöáñìïãÞ ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò (ÐáñÜãñáöïò Á10.3.7 ôïõ Êåöáëáßïõ Á10
óôï ÌÝñïò Á ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí) óôïí õðïëïãéóìü ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôïõ
ïëïêëçñþìáôïò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Volterra. Ðéï óõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå

L
{∫ x

0
k(x − t) y(t) dt

}
= L{k(x) ∗ y(x)} = L{k(x)}L{y(x)} = KL(s) Y (s) (2.2.10)

ìå ôï óýìâïëï ∗ íá äçëþíåé óõíÝëéîç (êáé ü÷é ðïëëáðëáóéáóìü!) êáé ôç óõíÜñôçóç KL(s)
íá äçëþíåé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôïõ ðõñÞíá k(x). ÅðïìÝíùò ï ïëïêëçñùôéêüò üñïò
ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ìåôáó÷çìáôßæåôáé (êáôÜ Laplace) óôï ãéíüìåíï ÊL(s)Y (s) ôùí
ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ÊL(s) ôïõ ðõñÞíá k(x) êáé Y (s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x).
Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ãéá ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç äåõôÝñïõ åßäïõò (2.2.2) èá Ý÷ïõìå

Y (s)+ KL(s) Y (s) = F(s) (2.2.11)
ìå F(s) = L{f (x)}.

• BHMA 2: Åðßëõóç ôçò ðñùôïâÜèìéáò áõôÞò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò ùò ðñïò Y (s). Ðñüêåéôáé
ãéá ìéá ðÜñá ðïëý áðëÞ åñãáóßá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìå KL(s) �= −1 áðü ôçí åîßóùóç (2.2.11)
ðñïêýðôåé üôé

Y (s) = F(s)
1+ KL(s)

. (2.2.12)
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• ÂÇÌÁ 3: ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace Y (s), ðïõ ðñïóäéïñßóèçêå óôï ðñïç-
ãïýìåíï âÞìá, êáé ðñïóäéïñéóìüò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîé-
óþóåùò. Áò óçìåéùèåß ðáñåíèåôéêÜ üôé óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
åßíáé åíóùìáôùìÝíåò ó’ áõôÝò áíôßèåôá áðü ü,ôé óõìâáßíåé óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, üðïõ
ëáìâÜíïíôáé õðüøç îå÷ùñéóôÜ. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, áðü ôç ó÷Ýóç (2.2.12) ðñïêýðôåé üôé

y(x) = L−1{Y (s)} = L−1
{

F(s)
1+ KL(s)

}
(2.2.13)

êáé åðïìÝíùò (èåùñçôéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí) ç æçôïýìåíç óõíÜñôçóç y(x) Ý÷åé ðéá ðñïóäéïñéóèåß.

• ÂÇÌÁ 4: ÅðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò y(x) ðïõ ðñïÝêõøå ìå Üìåóç áíôéêáôÜóôáóÞ ôçò óôçí
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç, õðïëïãéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò êáé äéáðßóôùóç ôçò éó÷ýïò ôçò. Ôï
âÞìá áõôü, áí êáé ü÷é ðÜíôïôå áðüëõôá áíáãêáßï, óõíéóôÜôáé Ýíôïíá íá ãßíåôáé åðßóçò, Ýôóé
þóôå ïðïéïäÞðïôå óöÜëìá óôïõò õðïëïãéóìïýò, éäßùò ôùí ÂçìÜôùí 1 êáé 3, íá åßíáé äõíá-
ôüí íá áíé÷íåõèåß. Åðßóçò ìå ôçí åðáëÞèåõóç åëÝã÷åôáé êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï êáé ç ïñèüôçôá
ôùí Üìåóùí êáé Ýììåóùí õðïèÝóåùí ðïõ Ýãéíáí êáôÜ ôçí åðßëõóç. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç,
Ý÷åé ãßíåé ç õðüèåóç üôé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(x) äéáèÝôåé ðñáãìáôéêÜ ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace: ôç óõíÜñôçóç Y (s).

ÊÜíáìå Þäç ôçí åéóáãùãéêÞ (áëë’ áðüëõôá óõãêåêñéìÝíç) ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace óôï áðëü ðáñÜäåéãìá ôçò Åíüôçôáò Ã1.1. Ìðïñïýìå ôþñá íá ðñï÷ùñÞóïõìå
óôçí åðßäåéîç ôçò ìåèüäïõ áõôÞò êáé óå êÜðùò äõóêïëüôåñá ðáñáäåßãìáôá ðïõ áöïñïýí óå
ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra óõíåëéêôéêïý ôýðïõ: ìå ðõñÞíá äéáöïñÜò ôçò ìïñöÞò k(x − t).

Ã2.2.2. Ðáñáäåßãìáôá

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.2.2.1: Óáí ðñþôï ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ ïëïêëçñù-
ôéêÞ åîßóùóç Volterra ðñþôïõ åßäïõò∫ t

0
cos (t − ô) y(ô) dô = t (t cos t + sin t), t ≥ 0. (2.2.14)

¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç óõíÜñôçóç y(t). Áíôßèåôá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç åßíáé åäþ ç óõíÜñôçóç
f (t) = t (t cos t + sin t) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò. ÃíùóôÞ óõíÜñôçóç åßíáé åðßóçò êáé ï óõíåëéêôéêüò
ðõñÞíáò K(t, ô) = k(t − ô) = cos (t − ô) óôï ïëïêëÞñùìá (ðõñÞíáò äéáöïñÜò). Ðñüêåéôáé ãéá
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç üðïõ ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé áðüëõôá êáôÜëëçëç êáé
éäéáßôåñá áðïôåëåóìáôéêÞ. Èá áêïëïõèÞóïõìå ôá âÞìáôá ðïõ áíáöÝñèçêáí óôçí ðñïçãïýìåíç
ÐáñÜãñáöï 2.2.1.

Êáôáñ÷Þí êÜíïõìå ÷ñÞóç óôïé÷åéùäþí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace, üðùò, ð.÷., ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace ôçò óõíçìéôïíéêÞò óõíáñôÞóåùò

L{cos t} = s
s2 + 1

, s > 0. (2.2.15)

ÌåôáôñÝðïõìå Ýôóé êáé ôá äýï ìÝëç ôçò äïèåßóáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.2.14) óôéò ìåôá-
ó÷çìáôéóìÝíåò ôïõò êáôÜ Laplace ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Y (s) = L{y(t)} ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç. Óçìåéþíïõìå ôç ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò (2.2.10) óôïí õðïëïãéóìü
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôïõ óõíåëéêôéêïý ïëïêëçñþìáôïò óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ïëïêëç-
ñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.2.14). Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé ç ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç

s
s2 + 1

Y (s) = 4s(s2 − 1)
(s2 + 1)3

. (2.2.16)
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Ç ëýóç Y (s) ôçò áðëïýóôáôçò áõôÞò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

Y (s) = 4(s2 − 1)
(s2 + 1)2

(2.2.17)
Þ, ìå áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá,

Y (s) = 4
s2 + 1

− 8
(s2 + 1)2

. (2.2.18)

ÌÝ÷ñé óôéãìÞò ðñïóäéïñßóèçêå ðëÞñùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace Y (s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñ-
ôÞóåùò y(t). ÁðïìÝíåé ç åýñåóç ôïõ áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace y(t) = L−1{Y (s)}. Áöïý

L−1
{

1
s2 + 1

}
= sin t, L−1

{
2

(s2 + 1)2

}
= sin t − t cos t, (2.2.19)

ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé
y(t) = L−1{Y (s)} = 4t cos t. (2.2.20)

Åðáëçèåýåôáé ìÜëéóôá ìå ôçí åêôÝëåóç ôùí áíáãêáßùí ðñÜîåùí, äçëáäÞ êõñßùò ôïõ õðïëïãéóìïý
ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.2.14), üôé ç Ýêöñáóç áõôÞ ôçò óõíáñôÞ-
óåùò y(t) åßíáé ðñáãìáôéêÜ ç ëýóç ôçò ðáñïýóáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Volterra (2.2.14). ▲

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.2.2.2: Óáí äåýôåñï ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå ôçí åðßóçò ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra, áëëÜ äåõôÝñïõ åßäïõò ôþñá

y(x)+
∫ x

0
(x − î) y(î) dî = x4 + x2 + 1 ìå x ≥ 0. (2.2.21)

¼ðùò üìùò åßíáé ãíùóôü (ó÷Ýóç (10.2.18) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á10.2.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á10 ôïõ
ÌÝñïõò Á),

L{tn} = n!
sn+1

ãéá s > 0 êáé ãéá n = 0, 1, 2, . . . . (2.2.22)

ÅðéðëÝïí éó÷ýåé êáé ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò (2.2.10) óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. ÅðïìÝíùò
ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç (2.2.21), åÜí ìåôáó÷çìáôéóèåß êáôÜ Laplace, ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Y (s)+ 1
s2

Y (s) = 24
s5

+ 2
s3

+ 1
s


⇒ s2 + 1
s2

Y (s) = s4 + 2s2 + 24
s5

(2.2.23)

ìå Õ (s) = L{ y(x)}. Ëýíïõìå ôçí ðéï ðÜíù ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò Y (s) êáé óôç
óõíÝ÷åéá áíáëýïõìå ôç ëýóç ôçò óå áðëÜ êëÜóìáôá. Âñßóêïõìå Ýôóé üôé

Y (s) = s4 + 2s2 + 24
s3(s2 + 1)

= 23s
s2 + 1

+ 24
s3

− 22
s

. (2.2.24)

ÔåëéêÜ ðáßñíïõìå õðüøç êáé ôïõò ôýðïõò (2.2.15) êáé (2.2.22) êáôÜ ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ðéï ðÜíù
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

y(x) = L−1{Y (s)} = 23 cos x + 12x2 − 22. (2.2.25)

Ç áíôéêáôÜóôáóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò áõôïý óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.2.21) ïäçãåß óôçí
åðáëÞèåõóç ôçò ïñèüôçôÜò ôïõ. ▲

Áóöáëþò äåí Ý÷åé íüçìá ç ðáñÜèåóç êáé Üëëùí áðëþí ðáñáäåéãìÜôùí ðÜíù óôç ÷ñÞóç ôçò
ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (óå óõíäõáóìü ìå ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò (2.2.10))
óôçí åðßëõóç ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Volterra. Áíôßèåôá Ý÷åé âÝâáéá íüçìá íá ðñï÷ùñÞóïõìå
óå óõãêåêñéìÝíåò åöáñìïãÝò, ðïõ íá äåß÷íïõí ôç ÷ñçóéìüôçôá êáé ôçí áðïôåëåóìáôéêüôçôá ôçò
ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáôÜ ôçí åðßëõóçðñáêôéêþíðñïâëçìÜôùí åíäéáöÝñïíôïò
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ïé åöáñìïãÝò áõôÝò èá áðïôåëÝóïõí ôç óõíÝ÷åéá êáé ôç ãåíßêåõóç ôçò
ïìïëïãïõìÝíùò óôïé÷åéþäïõò åéóáãùãéêÞò åöáñìïãÞò ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
óôçí Åíüôçôá Ã1.1. ÔÝôïéåò åöáñìïãÝò èá ðáñáôåèïýí óôï åðüìåíï êáé ôåëåõôáßï ÊåöÜëáéï Ã3.
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Ã2.3. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ ÄÉÁ×ÙÑÉÓÉÌÙÍ ÐÕÑÇÍÙÍ

Ã2.3.1. ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ

Ç ìÝèïäïò ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí ãéá ôçí åðßëõóç ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí áöïñÜ óå
åéäéêÝò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò, üðïõ ï ðõñÞíáò K(x, t) åßíáé äéá÷ùñß-
óéìïò (Þ ðõñÞíáò Pincherle--Goursat). ¸íáò äéá÷ùñßóéìïò ðõñÞíáò Ý÷åé ôç ãåíéêÞ ìïñöÞ

K(x, t) =
n∑

i=1

Li(x)Mi(t), a ≤ x ≤ b, a ≤ t ≤ b, (2.3.1)

ìå ãíùóôÝò ôéò óõíáñôÞóåéò ôçò ìéáò ìåôáâëçôÞò Li(x) (óõíáñôÞóåéò ôïõ x ìüíï) êáé Mi(t) (óõ-
íáñôÞóåéò ôïõ t ìüíï). Ç ìïñöÞ áõôÞ áíáöÝñèçêå ìÜëéóôá êáé óôçí Åíüôçôá Ã1.3 óáí åõíïúêÞ
ðåñßðôùóç ðõñÞíá. Ïé äéá÷ùñßóéìïé ðõñÞíåò åðéôñÝðïõí ôçí Üìåóç (êáé ÷ùñßò ðñïóåããßóåéò)
áíáãùãÞ ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí ôïõ ôýðïõ ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå óå óõóôÞìáôá ãñáììéêþí
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm äåõôÝñïõ åß-
äïõò (1.2.6) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ã1.2.2 ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

y(x)+
∫ b

a

[ n∑
i=1

Li(x)Mi(t)
]
y(t) dt = f (x), a ≤ x ≤ b, (2.3.2)

áíôß ãéá ôç ãåíéêüôåñÞ ôçò (1.2.6) óôçí ÐáñÜãñáöï Ã1.2.2. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç y(x)
êáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ç f (x). Ïé óõíáñôÞóåéò Li(x) êáé Mi(t) óôïí åðßóçò ãíùóôü ðõñÞíá K(x, t)
ôçò ìïñöÞò (2.3.1) åßíáé ðñïöáíþò êáé áõôÝò ãíùóôÝò.

Èá îåêéíÞóïõìå ìå ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ n = 1 óôç ãåíéêÞ Ýêöñáóç (2.3.1) ôïõ äéá÷ùñß-
óéìïõ ðõñÞíá K(x, t), äçëáäÞ áðëÜ

K(x, t) = L(x)M(t). (2.3.3)

Ôüôå ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóÞ ìáò (2.3.2) ãñÜöåôáé óáí

y(x)+ L(x)
∫ b

a
M(t) y(t) dt = f (x), a ≤ x ≤ b, (2.3.4)

êáé ðáñáðÝñá óáí

y(x) = f (x)− L(x)
∫ b

a
M(t) y(t) dt, a ≤ x ≤ b, (2.3.5)

Þ áêüìç êáé óôç ìïñöÞ
y(x) = f (x)− cL(x). (2.3.6)

Óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ ìïñöÞ ôï óýìâïëï c äçëþíåé ôç óôáèåñÜ, áëëÜ äõóôõ÷þò ðñïò ôï ðáñüí
Üãíùóôç, ðïóüôçôá (ïñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá)

c =
∫ b

a
M(t) y(t) dt =

∫ b

a
M(x) y(x) dx. (2.3.7)

Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò óôáèåñÜò c óôçí åîßóùóç (2.3.6) ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí åîßóùóç
áõôÞ åðß ôç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç Ì(x) (äçëáäÞ M(t) ãéá t = x) óôïí ðõñÞíá (2.3.3). Óôç óõíÝ÷åéá
ïëïêëçñþíïõìå óôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [a, b] ðáßñíïíôáò∫ b

a
M(x) y(x) dx =

∫ b

a
M(x) f (x) dx − c

∫ b

a
L(x)M(x) dx. (2.3.8)

Ìðïñïýìå ìÜëéóôá íá åéóáãÜãïõìå ôéò Üìåóá ðñïóäéïñßóéìåò (ìÝóù ïëïêëçñþóåùò) óôáèåñÝò

g =
∫ b

a
M(x) f (x) dx =

∫ b

a
M(t) f (t) dt, d =

∫ b

a
L(x)M(x) dx =

∫ b

a
L(t)M(t) dt. (2.3.9)
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Áõôü åßíáé äõíáôüí, åðåéäÞ ôüóï ï ðõñÞíáò K(x, t), åîßóùóç (2.3.3), üóï êáé ç óõíÜñôçóç f (x) åßíáé
ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò óôçí ïëïêëçñùôéêÞ ìáò åîßóùóç (2.3.2). Ôþñá ç åîßóùóç (2.3.8) ðáßñíåé ôçí
ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ (õðïèÝôïíôáò üôé d �= −1)

c = g − cd 
⇒ (1+ d) c = g 
⇒ c = g
1+ d

. (2.3.10)

¢ñá ç óôáèåñÜ c óôçí ôåëéêÞ ëýóç (2.3.6) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.3.2) (ãéá n = 1)
åßíáé áðüëõôá ãíùóôÞ (ëüãù ôçò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåùò (2.3.10) êáé ôùí ôýðùí (2.3.9)). ÅðïìÝíùò
ç ëýóç áõôÞ Ý÷åé ïñéóôéêÜ ðñïóäéïñéóèåß. Ôþñá áðëÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (2.3.9) êáé (2.3.10)
ç ßäéá áêñéâþò ëýóç, ç ëýóç (2.3.6), ìðïñåß ðñïöáíþò íá ãñáöåß êáé óôçí áíáëõôéêÞ ôçò ìïñöÞ

y(x) = f (x)−
∫ b
a Ì(t) f (t) dt

1+ ∫ b
a L(t)Ì(t) dt

L(x). (2.3.11)

¼ìùò óôç ìïñöÞ áõôÞ ðñïôéìÞèçêå óôá äýï ïëïêëçñþìáôá ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò t áíôß
ôçò áðüëõôá éóïäýíáìÞò ôçò êáé åîßóïõ áðïäåêôÞò ìåôáâëçôÞò x. Áõôü Ýãéíå, þóôå íá öáíåß
åõêñéíÝóôåñá ç ìïñöÞ ôçò ëýóåùò y(x) êáé ï âáèìüò ôçò åîáñôÞóåþò ôçò áðü ôéò äýï ãíùóôÝò
óõíáñôÞóåéò f (x) êáé L(x).

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá (áðïëýôùò áíÜëïãá, áëëÜ ãåíéêåýïíôáò ôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëå-
óìá (2.3.10) Þ (2.3.11)) óôçí åîÝôáóç ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò (2.3.1) ôïõ äéá÷ùñßóéìïõ ðõñÞíá K(x, t).
ÕðïèÝôïõìå ìÜëéóôá ôéò óõíáñôÞóåéò Li(x) (áíÜëïãá êáé ôéò Mi(t) Þ Mi(x), ç ìåôáâëçôÞ t Þ x äåí
Ý÷åé óçìáóßá) óôï äéá÷ùñßóéìï áõôü ðõñÞíá K(x, t), åîßóùóç (2.3.1), ãñáììéêþò áíåîÜñôçôåò.
Ôçí õðüèåóç áõôÞ ôçí êÜíïõìå ôüóï ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò Li(x) üóï êáé ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò Mi(t)
ìå i = 1, 2, . . . , n. Óôç ãåíéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç äéá÷ùñßóéìïõ ðõñÞíá ç áíôßóôïé÷ç ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç (2.3.2) ìðïñåß áóöáëþò íá ãñáöåß êáé óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

y(x) = f (x)−
n∑

i=1

{
Li(x)

[ ∫ b

a
Mi(t) y(t) dt

]}
, a ≤ x ≤ b. (2.3.12)

Ç ìïñöÞ áõôÞ ðñïÝêõøå, åðåéäÞ ïé óõíáñôÞóåéò Li(x) åßíáé áíåîÜñôçôåò ôçò ìåôáâëçôÞò ïëï-
êëçñþóåùò t. ¢ñá ôá óýìâïëá ôçò áèñïßóåùò êáé ôçò ïëïêëçñþóåùò ìðïñïýí íá åíáëëáãïýí,
áêñéâþò üðùò Ýãéíå ðéï ðÜíù. Ç ìïñöÞ áõôÞ ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåþò ìáò ãßíåôáé ðïëý
ðéï äéáöáíÞò ìå ôçí åéóáãùãÞ ôùí Üãíùóôùí óôáèåñþí

ci =
∫ b

a
Mi(t) y(t) dt =

∫ b

a
Mi(x) y(x) dx, i = 1, 2, . . . , n. (2.3.13)

ÅðáíáëáìâÜíåôáé üôé ôï óýìâïëï ôçò ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò, t Þ x ðáñáðÜíù, äåí åðçñåÜæåé
êáèüëïõ ôï áðïôÝëåóìá óå Ýíá ïñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá. Áñêåß öõóéêÜ íá ìç ãßíåé óýã÷õóç ìå
êÜðïéá Üëëç ìåôáâëçôÞ. ¼ìùò óôéò ó÷Ýóåéò (2.3.13) äåí õðÜñ÷åé Üëëç ìåôáâëçôÞ óôá ó÷åôéêÜ
ïëïêëçñþìáôá.

Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ó÷Ýóåùí (2.3.13) ç ïëïêëçñùôéêÞ ìáò åîßóùóç (2.3.12) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé
óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

y(x) = f (x)−
n∑

i=1

ciLi(x), (2.3.14)

ðïõ áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôçò åîéóþóåùò (2.3.6) ãéá n = 1. Äõóôõ÷þò üìùò êáé ðÜëé ïé óôáèåñÝò ci
äåí åßíáé áêüìç ãíùóôÝò. Áò óçìåéùèåß (ðáñåíèåôéêÜ) üôé ç åîßóùóç (2.3.14) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé
óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

y(x)− f (x) = −
n∑

i=1

ciLi(x). (2.3.15)
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Ç ìïñöÞ áõôÞ ìáò áðïêáëýðôåé üôé ç äéáöïñÜ y(x)− f (x) ôçò æçôïýìåíçò ëýóåùò y(x) ìåßïí ôç
ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x) åßíáé ïðùóäÞðïôå Ýíáò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí ãíùóôþí óõíáñôÞ-
óåùí Li(x). Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò Ý÷ïõí Þäç õðïôåèåß ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. Ïé ßäéåò óõíáñôÞóåéò
ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí åðßóçò ãíùóôü äéá÷ùñßóéìï ðõñÞíá K(x, t). Ï ðõñÞíáò áõôüò äßíåôáé áðü
ôïí ôýðï (2.3.1).

Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé êáé ðÜëé ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí óôáèåñþí ci (i = 1, 2, . . . , n). Ðñïçãïõ-
ìÝíùò åß÷áìå ìßá ìüíï óôáèåñÜ: ôç c. Ï ðñïóäéïñéóìüò áõôüò èá ãßíåé áíÜëïãá ìå ôçí Þäç åéäéêÞ
ðåñßðôùóç ðïõ Þäç åîåôÜóèçêå êáé üðïõ n = 1. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé ôá
äýï ìÝëç ôçò åîéóþóåùò (2.3.14) åðß ôç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç Ìj(x) óôïí ðõñÞíá (2.3.1) êáé ïëïêëç-
ñþíïõìå óôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [a, b]. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðáßñíïõìå (ãéá j = 1, 2, . . . , n)

∫ b

a
Mj(x) y(x) dx =

∫ b

a
Mj(x) f (x) dx −

n∑
i=1

ci
[ ∫ b

a
Li(x)Mj(x) dx

]
, j = 1, 2, . . . , n. (2.3.16)

ÅéóÜãïõìå åðéðëÝïí ôéò Üìåóá ðñïóäéïñßóéìåò óôáèåñÝò (ìå i, j = 1, 2, . . . , n)

gj =
∫ b

a
Mj(x) f (x) dx =

∫ b

a
Mj(t) f (t) dt, dji =

∫ b

a
Li(x)Mj(x) dx =

∫ b

a
Li(t)Mj(t) dt. (2.3.17)

Ôþñá ðáñáôçñïýìå áìÝóùò (ëüãù êáé ôùí ôýðùí (2.3.13)) üôé ïé åîéóþóåéò (2.3.16) ìðïñïýí
íá ãñáöïýí óôç ìïñöÞ

cj = gj −
n∑

i=1

djici, j = 1, 2, . . . , n, (2.3.18)

êáé éóïäýíáìá

cj +
n∑

i=1

djici = gj, j = 1, 2, . . . , n. (2.3.19)

Ïé åîéóþóåéò áõôÝò áðïôåëïýí Ýôóé Ýíá óõíçèéóìÝíï óýóôçìá n ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí áëãåâñé-
êþí åîéóþóåùí ìå ãíùóôÝò ðïóüôçôåò ôéò óôáèåñÝò (ôá ïëïêëçñþìáôá) dji êáé gj. ¢ãíùóôïé åßíáé
ïé n ðñïò ðñïóäéïñéóìü óôáèåñÝò cj (Þ ci), ïé ïðïßåò åßíáé åðßóçò ïëïêëçñþìáôá. Ôï åÜí õðÜñ÷åé
(Þ ü÷é) ìßá ëýóç (Þ êáìßá ëýóç Þ Üðåéñåò ëýóåéò) ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý åîáñôÜôáé âÝâáéá áðü ôçí
ïñßæïõóá Ä ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí cj óôï ßäéï óýóôçìá. Óôç óõíçèéóìÝíç ðåñßðôùóç
ðïõ ç ïñßæïõóá áõôÞ Ä äåí åßíáé ìçäÝí (Ä �= 0) Ý÷ïõìå ìßá ìüíï ëýóç cj ( j = 1, 2, . . . , n) ôïõ
óõóôÞìáôüò ìáò (2.3.19). ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå êáé ìßá ìüíï ëýóç (2.3.14) ôçò áñ÷éêÞò ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò (2.3.2). ÁõôÞ ðñïÝêõøå õðü ôçí ðáñáäï÷Þ (2.3.1) ôïõ äéá÷ùñßóéìïõ ðõñÞíá K(x, t).

Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìïíáäéáßïõ (Þ ôáõôïôéêïý) ìçôñþïõ (éóïäýíáìá
ðßíáêá) I äéáóôÜóåùí n×n ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (2.3.19) ãñÜöåôáé
êáé óôçí éóïäýíáìç êáé ïðôéêÜ êÜðùò ðéï óõìðáãÞ ìïñöÞ

(I+D)C = G. (2.3.20)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ ôï óýìâïëï D äçëþíåé ôï ôåôñáãùíéêü ìçôñþï (ðßíáêá) ôùí ãíùóôþí óôáèå-
ñþí dji ðñïöáíþò äéáóôÜóåùí êáé ðÜëé n × n. Ôï óýìâïëï C äçëþíåé ôï äéÜíõóìá óôÞëçò (áëë’
ü÷é üìùò êáé äéáíõóìáôéêü ìÝãåèïò) ôùí Üãíùóôùí óôáèåñþí cj. ÔÝëïò ôï óýìâïëï G äçëþíåé ôï
äéÜíõóìá óôÞëçò ôùí ãíùóôþí óôáèåñþí gj (i, j = 1, 2, . . . , n). ÐÜëé óå ìçôñùúêÞ ìïñöÞ ç ëýóç
ôïõ ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò (2.3.20) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óáí

C = (I+D)−1G (2.3.21)

ìå (I+D)−1 ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï (ôïí áíôßóôñïöï ðßíáêá) ôïõ ìçôñþïõ I+D. Ôï áíôßóôñïöï
áõôü ìçôñþï (I+D)−1 õðÜñ÷åé, åÜí ç ïñßæïõóá Ä ôïõ ìçôñþïõ I+D: Ä = |I+D| ≡ det (I+D), ðïõ
Þäç áíáöÝñèçêå, åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò. Ç äéåñåýíçóç ôçò åðßóçò åíäéáöÝñïõóáò áíôßèåôçò
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ðåñéðôþóåùò: ôçò ðåñéðôþóåùò üðïõ Ä = 0, ïðüôå åßôå äåí õðÜñ÷åé êáìßá ëýóçC åßôå õðÜñ÷ïõí
Üðåéñåò ôÝôïéåò ëýóåéò, áí êáé åßíáé áðüëõôá åöéêôÞ, äå èá åîåôáóèåß åäþ. Ï åíäéáöåñüìåíïò
áíáãíþóôçò/ç åíäéáöåñüìåíç áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß áóöáëþò íá áíáôñÝîåé
óôç Âéâëéïãñáößá óôï ôÝëïò áõôïý ôïõ ÌÝñïõò Ã, ôï ïðïßï áöïñÜ óôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò.

Ã2.3.2. Ðáñáäåßãìáôá

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.3.2.1: Óáí ðñþôï (êáé åîáéñåôéêÜ áðëü) ðáñÜäåéãìá åðéëýóåùò ïëïêëçñùôé-
êþí åîéóþóåùí ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí èåùñïýìå ôç ìç ïìïãåíÞ ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò

y(x)−
∫ 1

0
x2t5 y(t) dt = 1, 0 ≤ x ≤ 1, (2.3.22)

óôï äéÜóôçìá [a, b] = [0, 1]. Ç åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé äéá÷ùñßóéìï ðõñÞíá K(x, t) ðïõ åßíáé ôçò áðëÞò
ìïñöÞò (2.3.3), ãéáôß

K(x, t) = −x2t5 
⇒ L(x) = −x2, M(t) = t5. (2.3.23)

¢ñá ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðïëý áðëÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm ìå äéá÷ùñßóéìï ðõñÞíá.
Ç ëýóç ôçò âñßóêåôáé Üìåóá ìå ôç ìÝèïäï ôçò ðñïçãïýìåíçò ÐáñáãñÜöïõ Ã2.3.1, ðéï óõãêåêñé-
ìÝíá ìå ôçí Üìåóç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (2.3.11) ãéá ôç ëýóç y(x). Óôïí ôýðï áõôü èá ðñÝðåé íá
èÝóïõìå f (x) = 1 êáé f (t) = 1. ¼óïí áöïñÜ óôéò óõíáñôÞóåéò L(x) êáé M(t), áõôÝò Ý÷ïõí ðñïóäéï-
ñéóèåß óôéò åîéóþóåéò (2.3.23) áìÝóùò ðéï ðÜíù. ÅðïìÝíùò ç æçôïýìåíç ëýóç y(x) Ý÷åé ôç ìïñöÞ

y(x) = f (x)−
∫ 1
0 Ì(t) f (t) dt

1+ ∫ 1
0 L(t)Ì(t) dt

L(x) = 1+
∫ 1
0 t5 · 1 dt

1− ∫ 1
0 t2t5 dt

x2 = 1+
∫ 1
0 t5 dt

1− ∫ 1
0 t7 dt

x2

= 1+ 1/6
1− (1/8)

x2 = 1+ 4
21

x2 = 1+ 0.1904761905 x2. (2.3.24)

ÖõóéêÜ ç ëýóç áõôÞ ìðïñåß íá åðáëçèåõèåß ìå Üìåóç áíôéêáôÜóôáóç óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîß-
óùóç (2.3.22). Ìðïñïýìå åðßóçò íá êáôáëÞîïõìå óôçí ßäéá ëýóç y(x) ìå åíôåëþò äéáöïñåôéêü
ôñüðï. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôï ÐáñÜäåéãìá Ã2.4.3.1 èá äïýìå üôé ßäéá ëýóç y(x), ç ëýóç (2.3.24),
ðñïêýðôåé êáé ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí. Ç ìÝèïäïò áõôÞ äåí Ý÷åé êáìßá áðïëý-
ôùò ó÷Ýóç ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí ðÝñáí ôïõ üôé êáé ïé äýï áöïñïýí
óå ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò. ÐñÝðåé âÝâáéá íá ïìïëïãçèåß üôé ç ðáñïýóá ìÝèïäïò, ðïõ áðïöåý-
ãåé ôéò äéáäï÷éêÝò ðñïóåããßóåéò, åßíáé õðïëïãéóôéêÜ áðëïýóôåñç.

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá êáé óå Ýíá áêüìç ðïëý áðëü ðáñÜäåéãìá ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò
ìå äéá÷ùñßóéìï ðõñÞíá K(x, t), üðïõ åìöáíßæåôáé êáé ìéá óôïé÷åéþäçò õðåñâáôéêÞ óõíÜñôçóç:
óõãêåêñéìÝíá ç ãíùóôÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ez. ▲

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.3.2.2: Óáí äåýôåñï êáé åðßóçò áðëü (ðáñÜ ôçí åìöÜíéóç ôçò åêèåôéêÞò óõ-
íáñôÞóåùò) ðáñÜäåéãìá åðéëýóåùò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Fredholm ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéá-
÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí èåùñïýìå ôç ìç ïìïãåíÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò

y(x)+
∫ 1

−1
ex+2t y(t) dt = x2, − 1 ≤ x ≤ 1, (2.3.25)

óôï äéÜóôçìá [a, b] = [−1, 1]. ¸÷ïõìå îáíÜ äéá÷ùñßóéìï ðõñÞíá K(x, t) ôçò ìïñöÞò (2.3.3), åðåéäÞ

K(x, t) = ex+2t = ex e2t 
⇒ L(x) = ex, M(t) = e2t. (2.3.26)

Ðñüêåéôáé åðïìÝíùò êáé ðÜëé ãéá ìéá ðïëý áðëÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm ìå äéá÷ùñß-
óéìï ðõñÞíá. Ç ëýóç ôçò ðñïóäéïñßæåôáé Üìåóá êáé ðÜëé ìå ôçí ìÝèïäï ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ã2.3.1.
Ðéï óõãêåêñéìÝíá èá ãßíåé îáíÜ Üìåóç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (2.3.11) ãéá ôç ëýóç y(x), áëëÜ ôþñá
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ìå f (x) = x2, f (t) = t2 êáé ìå ôéò äýï óõíáñôÞóåéò L(x) êáé M(t) íá Ý÷ïõí Þäç ðñïóäéïñéóèåß óôéò
åîéóþóåéò (2.3.26). ÅðïìÝíùò ç æçôïýìåíç ëýóç y(x) Ý÷åé ôþñá ôç ìïñöÞ

y(x) = f (x)−
∫ 1
−1 Ì(t) f (t) dt

1+ ∫ 1
−1 L(t)Ì(t) dt

L(x) = x2 − 3ex+1(e4 − 5)
4(e6 + 3e3 − 1)

. (2.3.27)

Ìå Üìåóï áñéèìçôéêü õðïëïãéóìü ôïõ óõíôåëåóôÞ ôïõ ex ç ßäéá ëýóç y(x) ðáßñíåé êáé ôç ìïñöÞ

y(x) = x2 − 0.218542256874 ex. (2.3.28)

Ìðïñïýìå öõóéêÜ íá ðñï÷ùñÞóïõìå êáé óôç ó÷åôéêÞ åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò. Áõôü ãß-
íåôáé ìå áíôéêáôÜóôáóç ôçò áêñéâïýò åêöñÜóåùò (2.3.27) (Þ ôçò åëÜ÷éóôá ðñïóåããéóôéêÞò åêöñÜ-
óåùò (2.3.28)) óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.3.25). ÅíáëëáêôéêÜ ìðïñïýìå íá åðáëçèåýóïõìå ôç
ëýóç áõôÞ y(x) êáôáëÞãïíôáò óôçí ßäéá ëýóç ìå åíôåëþò äéáöïñåôéêü ôñüðï. Ðéï óõãêåêñéìÝíá
óôï ÐáñÜäåéãìá Ã2.5.7.1 èá äïýìå üôé ç ßäéá ëýóç, ç ëýóç (2.3.28), ðñïêýðôåé êáé ìå ôç ìÝèïäï ôçò
áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò. Ç ìÝèïäïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò äåí Ý÷åé êáìßá áðïëýôùò
ó÷Ýóç ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí. Ôï ìüíï êïéíü óôéò äýï áõôÝò ìåèü-
äïõò åßíáé üôé êáé ïé äýï áöïñïýí óå ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò. Áíôßèåôá óôï ÐáñÜäåéãìá Ã2.4.3.2
ðéï êÜôù èá äïýìå üôé ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí äåí åßíáé åöáñìüóéìç ãéá ôçí
åðßëõóç ôçò ðáñïýóáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.3.25) êáé èá êÜíïõìå äéÜöïñåò ó÷åôéêÝò ðá-
ñáôçñÞóåéò. Ðñïò ôï ðáñüí üìùò áò ðñï÷ùñÞóïõìå óå Ýíá áêüìç (áëëÜ êÜðùò ëéãüôåñï áðëü)
ðáñÜäåéãìá ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ìå äéá÷ùñßóéìï ðõñÞíá. ▲

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.3.2.3: Óáí ôñßôï (ôåëåõôáßï, áëëÜ ôþñá êÜðùò ëéãüôåñï áðëü) ðáñÜäåéãìá
åðéëýóåùò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò ìå äéá÷ùñßóéìï ðõñÞíá K(x, t)
èåùñïýìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò

y(x)− 1
3

∫ 1

0
cos (x + t) y(t) dt = 1, 0 ≤ x ≤ 1. (2.3.29)

ÂëÝðïõìå üôé ç åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé ôñéãùíïìåôñéêü ðõñÞíá ðïõ ðåñéÝ÷åé ôç óõíçìéôïíéêÞ óõíÜñ-
ôçóç cos (x + t). Ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí êáôáñ÷Þí ðáñáôç-
ñïýìå üôé ðñáãìáôéêÜ ï ðõñÞíáò K(x, t) åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, åðåéäÞ

K(x, t) = − 1
3

cos (x + t) = − 1
3

cos x cos t + 1
3

sin x sin t =
2∑

i=1

Li(x)Mi(t). (2.3.30)

¢ñá ðñïöáíþò ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé

L1(x) = − 1
3

cos x, L2(x) = 1
3

sin x, M1(t) = cos t, M2(t) = sin t. (2.3.31)

Åßíáé åðïìÝíùò áðüëõôá åöéêôÞ ç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí ìå n = 2
óôï âáóéêü ôýðï (2.3.1), åíþ åß÷áìå n = 1 óôá äýï ðñïçãïýìåíá ðáñáäåßãìáôá: åäþ ðñüêåéôáé
ãéá ìéá áñêåôÜ áðëïýóôåñç ðåñßðôùóç.

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôï üëï ðñüâëçìá èá áíá÷èåß óå Ýíá óýóôçìá n = 2 ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí, óôï óýóôçìá (2.3.19). Ôï óýóôçìá áõôü óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò (üðïõ n = 2) ãñÜöåôáé
áíáëõôéêüôåñá êáé ùò åîÞò:

c1 + d11c1 + d12c2 = g1,

c2 + d21c1 + d22c2 = g2
(2.3.32)

Þ êáé óôçí éóïäýíáìç (êé áêüìç ðéï áðëÞ) ìïñöÞ

(1+ d11) c1 + d12c2 = g1,

d21c1 + (1+ d22) c2 = g2.
(2.3.33)
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Êáôáñ÷Þí, ðñéí åðéëýóïõìå ôï óýóôçìá áõôü (2.3.33), ðñÝðåé âÝâáéá íá õðïëïãßóïõìå ôéò
ðïóüôçôåò g1, 2 óôá äåîéÜ ìÝëç, äçëáäÞ ôï äéÜíõóìá óôÞëçò G. Ôï ßäéï ðñÝðåé íá êÜíïõìå êáé ãéá
ôïõò óõíôåëåóôÝò d11, d12, d21 êáé d22 ôùí Üãíùóôùí ðïóïôÞôùí c1 êáé c2 óôá áñéóôåñÜ ìÝëç.
ÐñÝðåé åðßóçò íá ãñÜøïõìå êáé ôï áíôßóôïé÷ï ìçôñþï (ôïí ðßíáêá) D óå óõìöùíßá êáé ìå ôç
ìçôñùúêÞ ìïñöÞ (2.3.20) ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. Áõôü åßíáé Ýíá
áñêåôÜ åýêïëï êáèÞêïí.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ðñþôïõò áðü ôïõò ôýðïõò (2.3.17) ÷ùñßò áóöáëþò íá
îå÷íÜìå üôé f (x) = 1 óôçí ðáñïýóá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.3.29). Ðáßñíïõìå åðßóçò õðüøç êáé
ôéò åêöñÜóåéò (2.3.31) ôùí ãíùóôþí óõíáñôÞóåùí L1, 2(x) êáé M1, 2(t). ¸ôóé ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

g1 =
∫ 1

0
M1(t) f (t) dt =

∫ 1

0
cos t dt = sin 1 = 0.8414709848,

g2 =
∫ 1

0
M2(t) f (t) dt =

∫ 1

0
sin t dt = 1− cos 1 = 0.4596976941.

(2.3.34)

Óôç óõíÝ÷åéá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôïõò äåýôåñïõò áðü ôïõò ôýðïõò (2.3.17), âñßóêïõìå üôé

d11 =
∫ 1

0
L1(t)M1(t) dt = − 1

3

∫ 1

0
cos2 t dt = − 1

12
(2+ sin 2) = −0.2424414522,

d12 =
∫ 1

0
L2(t)M1(t) dt = 1

3

∫ 1

0
sin t cos t dt = 1

6
sin2 1 = 0.1180122364,

d21 =
∫ 1

0
L1(t)M2(t) dt = − 1

3

∫ 1

0
cos t sin t dt = − 1

6
sin2 1 = −0.1180122364,

d22 =
∫ 1

0
L2(t)M2(t) dt = 1

3

∫ 1

0
sin2 t dt = 1

12
(2− sin 2) = 0.0908918811.

(2.3.35)

ÅðïìÝíùò ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (2.3.32) Þ ìÜëëïí (2.3.33), ôï
ïðïßï ðñÝðåé íá åðéëýóïõìå, ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

0.7575585478 c1 + 0.1180122364 c2 = 0.8414709848,

−0.1180122364 c1 + 1.0908918811 c2 = 0.4596976941.
(2.3.36)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ðïëý áðëü óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå äýï áãíþóôïõò:
ôïõò æçôïýìåíïõò óõíôåëåóôÝò c1 êáé c2. Ç ëýóç ôïõ åßíáé

c1 = 1.0278012682, c2 = 0.5325833205. (2.3.37)

¢ñá ç ëýóç y(x) ôçò ðñïò åðßëõóç ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò (2.3.29)
ðñïóäéïñßæåôáé ðëÝïí áìÝóùò áðü ôïí ôýðï (2.3.14) ìå

f (x) = 1, L1(x) = − 1
3

cos x, L2(x) = 1
3

sin x (2.3.38)

âÜóåé êáé ôùí ôýðùí (2.3.31). Ðñïêýðôåé Ýôóé üôé ç ëýóç y(x) áõôÞò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò
åßíáé ç åîÞò:

y(x) = 1+ 0.3426004227 cos x − 0.1775277735 sin x. (2.3.39)

Áò óçìåéùèåß üôé ç ëýóç áõôÞ åßíáé ç áêñéâÞò (ü÷é ðñïóåããéóôéêÞ) ëýóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîé-
óþóåùò (2.3.29). ÌüíçðñïóÝããéóç ó’ áõôÞí áðïôåëåß ç ÷ñÞóç äåêáäéêþí áñéèìþí, ðïõðåñéÝ÷ïõí
ôï óõíçèéóìÝíï óöÜëìá óôñïããõëåýóåùò. Åßíáé åðßóçò ðñïöáíÝò üôé ç ßäéá ëýóç (2.3.39) áðïôå-
ëåß êáé ôç ìïíáäéêÞ ëýóç ôçò ðáñïýóáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.3.29). Ôïýôï ïöåßëåôáé óôï
ãåãïíüò üôé ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (2.3.32) (éóïäýíáìá (2.3.33))
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óôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ ôïõ (2.3.36) Ý÷åé ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ Ä äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò: Ä �= 0.
ÊáôÜ óõíÝðåéá Ý÷åé ìßá êáé ìüíï ìßá ëýóç: ôç ëýóç (2.3.37). ▲

Èáðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá (óôç åðüìåíç Åíüôçôá Ã2.4) óå ìéá Üëëç êáé ðéï ãåíéêÞ ìÜëéóôá ìÝèïäï
åðéëýóåùò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí: óôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí. Óå áíôßèåóç
üìùò ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí, ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí åßíáé
ìéá ðñïóåããéóôéêÞ (êáé ü÷é áêñéâÞò) ìÝèïäïò åðéëýóåùò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí.

Ã2.4. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ ÄÉÁÄÏ×ÉÊÙÍ ÐÑÏÓÅÃÃÉÓÅÙÍ

Ã2.4.1. ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ

Ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí åßíáé ìéá ðÜñá ðïëý áðëÞ ìÝèïäïò, ðïõ ìðïñåß
ðïëëÝò öïñÝò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ìå åðéôõ÷ßá ãéá ôçí ðñïóåããéóôéêÞ åðßëõóç ìç ïìïãåíþí ïëïêëç-
ñùôéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñïõ åßäïõò åßôå Fredholm åßôå Volterra. ÓõíÞèùò ïé åîéóþóåéò áõôÝò åßíáé
ãñáììéêÝò, áëëÜ ìðïñïýí êáôáñ÷Þí íá åßíáé êáé ìç ãñáììéêÝò. Áò åîåôÜóïõìå áñ÷éêÜ ôç ãñáììéêÞ
êáé ìç ïìïãåíÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò ôçò ìïñöÞò

y(x)+
∫ b

a
K(x, t) y(t) dt = f (x), a ≤ x ≤ b, (2.4.1)

óôï äéÜóôçìá [a, b]. ÃíùóôÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé ï ðõñÞíáò K(x, t) óôï ïëïêëÞñùìá êáèþò êáé
ç óõíÜñôçóç f (x) óôï äåîéü ìÝëïò. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç óõíÜñôçóç y(x). Êáôáñ÷Þí Ý÷ïõìå
âÝâáéá ôç äõíáôüôçôá íá îáíáãñÜøïõìå ôçí ßäéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ìå ôïí ïëïêëçñùôéêü üñï
óôï äåîéü ìÝëïò ôçò, ïðüôå ðáßñíïõìå

y(x) = f (x)−
∫ b

a
K(x, t) y(t) dt, a ≤ x ≤ b. (2.4.2)

Ç ðáñáðÝñá óêÝøç óôç ìÝèïäï åßíáé áñêåôÜ áðëÞ. ÕðïèåôéêÜ, áí ç óõíÜñôçóç y(x) (ðïõ
ãñÜöåôáé êáé óáí y(t)) óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò Þôáí ãíùóôÞ (üðùò Þäç åßíáé ãíùóôüò
ï ðõñÞíáò K(x, t)), ôüôå ï ðéï ðÜíù ôýðïò (2.4.2) èá ìáò Ýäéíå áìÝóùò ôç æçôïýìåíç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç y(x). Äõóôõ÷þò üìùò ç óõíÜñôçóç y(x) äåí åßíáé ãíùóôÞ, ïðüôå áíáãêáæüìáóôå íá
ôçí «ðñïóåããßóïõìå» ìå ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. ÐïëëÝò öïñÝò ç áñ÷éêÞ áõôÞ ðñïóÝããéóç ìðïñåß
íá ìçí åßíáé êáèüëïõ êáëÞ, ãé’ áõôü âÜëáìå êáé ôá åéóáãùãéêÜ óôç ëÝîç «ðñïóåããßóïõìå». Ðéï óõ-
ãêåêñéìÝíá ìéá åîáéñåôéêÜ áðëÞ áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç, ðïõ ôçí êáëïýìå óõíÞèùò y0(x), èá ìðïñïýóå
íá åßíáé ç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç

y0(x) = 0. (2.4.3)

×ñçóéìïðïéïýìå ôþñá ôïí ôýðï (2.4.2) êáé èÝôïõìå óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôïõ ôç
ìçäåíéêÞ áõôÞ óõíÜñôçóç y0(x) = 0 óáí ôç óõíÜñôçóç y(x), ðéï óõãêåêñéìÝíá ôç óõíÜñôçóç y(t)
óôï ïëïêëÞñùìá. Âñßóêïõìå Ýôóé ìéá ìÜëëïí êáëýôåñç åðüìåíç ðñïóÝããéóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñ-
ôÞóåùò y(x), äçëáäÞ ôç óõíÜñôçóç

y1(x) = f (x). (2.4.4)

Ôç íÝá áõôÞ ðñïóÝããéóç ôçí åéóÜãïõìå êáé ðÜëé óôï äåîéü ìÝëïò ôïõ ôýðïõ (2.4.2), ãéá íá ðÜñïõìå
ìéá áêüìç êáëýôåñç (óå ðÜñá ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò) ðñïóÝããéóç ôçò áëçèéíÞò ëýóåùò y(x), ôç
óõíÜñôçóç

y2(x) = f (x)−
∫ b

a
K(x, t) y1(t) dt. (2.4.5)

Óõíå÷ßæïõìå ìå üìïéï ôñüðï. ÃåíéêÜ ç nóôÞ ðñïóÝããéóç yn(x) ôçò áëçèéíÞò ëýóåùò y(x) ôçò
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.4.1) (Þ, éóïäýíáìá, (2.4.2)) ïñßæåôáé ìÝóù ôïõ åðáíáëçðôéêïý ôýðïõ

yn(x) = f (x)−
∫ b

a
K(x, t) yn−1(t) dt, n = 1, 2, . . . , (2.4.6)
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ìå áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç y0(x) = 0. Ìðïñåß âÝâáéá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß áíôß
ôçò ìçäåíéêÞò óõíáñôÞóåùò êáé üðïéá Üëëç óõíÜñôçóç y0(x) êñßíåé êáôáëëçëüôåñç ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò óå ìéá óõãêåêñéìÝíç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóÞ ôïõ êáé èÝëåé íá ôç äïêéìÜóåé óáí áñ÷éêÞ
ðñïóÝããéóç. ÐÜñá ðïëý óõ÷íÜ óáí áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç y0(x) åðéëÝãåôáé ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x),
äçëáäÞ ç óõíÜñôçóç y1(x) óôïí ôýðï (2.4.4). ÂÝâáéá äåí õðÜñ÷åé Ýôóé êáíÝíá ïõóéáóôéêü êÝñäïò
óôçí üëç äéáäéêáóßá óå óýãêñéóç ìå ôç ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç y0(x) = 0.

Ìå ôïí ôñüðï áõôü äçìéïõñãåßôáé ìéá áêïëïõèßá óõíáñôÞóåùí, ç áêïëïõèßá

y0(x), y1(x), y2(x), y3(x), . . . , yn−1(x), yn(x), . . . . (2.4.7)

Õðü êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò (ïé ïðïßåò äåí éó÷ýïõí ðÜíôïôå) ç áêïëïõèßá áõôÞ ðñïóåããßæåé üëï êáé
êáëýôåñá ôçí áëçèéíÞ ëýóç y(x) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.4.1). ÓõãêåêñéìÝíá ãéá n → ∞

yn(x) → y(x) ãéá n → ∞ Þ éóïäýíáìá lim
n→∞ yn(x) = y(x) (2.4.8)

ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x ìå a ≤ x ≤ b. Ìå Üëëá ëüãéá ôï óöÜëìá ôçò ðñïóåããßóåùò, äçëáäÞ ç äéáöïñÜ
y(x) − yn(x), ôåßíåé óôï ìçäÝí êáèþò ï äåßêôçò n → ∞. Éóïäýíáìá óå ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá
ïëïêëçñþóåùò [a, b] óôçí ïëïêëçñùôéêÞ ìáò åîßóùóç (2.4.1) éó÷ýåé üôé

|| y − yn||∞ := max
a≤x≤b

| y(x)− yn(x)| → 0 ãéá n → ∞. (2.4.9)

Áò óçìåéùèåß üôé ï óõìâïëéóìüò || y−yn||∞ óôï ðáñáðÜíù üñéï (2.4.9) äçëþíåé áðëÜ ôç ìÝãéóôç
ôéìÞ ðïõ áêïëïõèåß óôï ßäéï üñéï. ÅðïìÝíùò ï óõìâïëéóìüò áõôüò äåí ðñÝðåé íá ìáò áðáó÷ïëÞóåé
éäéáßôåñá: åßíáé áðëÜ Ýíáò ÷ñÞóéìïò óõìâïëéóìüò. Óôç Èåùñßá Ðñïóåããßóåùò ï ßäéïò óõìâïëéóìüò
êáëåßôáé ìÝãéóôç (Þ ìåñéêÝò öïñÝò ïìïéüìïñöç) íüñìá. Åí ðñïêåéìÝíù ÷ñçóéìïðïéïýìå áõôÞí ôç
ìÝãéóôç (Þ ïìïéüìïñöç) íüñìá ãéá ôç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò ån(x) := y(x)− yn(x).

Áõôü ðïõ ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå ðÜíôùò íá ôïíéóèåß åßíáé üôé ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñï-
óåããßóåùí yn(x) ðïõ Ý÷åé ðåñéãñáöåß ðéï ðÜíù äå óõãêëßíåé ðÜíôïôå óôçí Üãíùóôç ëýóç y(x) ôçò
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.4.1). Åíôïýôïéò óõãêëßíåé áñêåôÝò öïñÝò, éäßùò ìÜëéóôá óõãêëßíåé,
åÜí ï ðõñÞíáò K(x, t) óôçí ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé áñêåôÜ ìéêñüò. Óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ ôï óöÜëìá ôçò n − 1 ðñïóåããßóåùò yn−1(x) äå èá åðçñåÜæåé Ýíôïíá ôçí åðüìåíç ðñïóÝã-
ãéóç yn(x), åðåéäÞ èá ðïëëáðëáóéÜæåôáé åðß Ýíáí áñêåôÜ ìéêñü ðõñÞíá K(x, t). Ðåñéóóüôåñåò
ëåðôïìÝñåéåò ãéá ôç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí èá áíáöåñèïýí óôçí
åðüìåíç ÐáñÜãñáöï Ã2.4.2.

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, åÜí ç ðéï ðÜíù áêïëïõèßá (2.4.7) ôùí óõíáñôÞóåùí yn(x) óõãêëßíåé
(êáèþò ï äåßêôçò n → ∞) óå ìéá óõãêåêñéìÝíç óõíÜñôçóç, áò ôçí áðïêáëÝóïõìå y∞(x), ôüôå èá
áóöáëþò èá Ý÷ïõìå

lim
n→∞ yn(x) = lim

n→∞ yn−1(x) = y∞(x). (2.4.10)

¼ìùò áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ï ôýðïò (2.4.6) ãéá ôçí åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá äçìéïõñãßáò ôçò
áêïëïõèßáò ôùí ðñïóåããßóåùí yn(x) ðáßñíåé ãéá n → ∞ (üðùò ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìáèçìáôéêÜ)
ôç ìïñöÞ

y∞(x) = f (x)−
∫ b

a
K(x, t) y∞(t) dt. (2.4.11)

Ç ìïñöÞ áõôÞ éó÷ýåé ëüãù êáé ôçò õðïèÝóåùò õðÜñîåùò ôïõ ïñßïõ y∞(x) óôçí áêïëïõèßá ôùí
óõíáñôÞóåùí yn(x) ãéá n → ∞, ìéá õðüèåóç ðïõ Þäç õéïèåôÞèçêå.

Óõãêñßíïõìå ôþñá ôéò åîéóþóåéò (2.4.2), äçëáäÞ ôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò áñ÷éêÞò
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Fredholm (2.4.1), êáé (2.4.11), äçëáäÞ ôçí ïñéáêÞ ìïñöÞ (ãéá n → ∞)
ôïõ åðáíáëçðôéêïý ôýðïõ (2.4.6) óôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþíðñïóåããßóåùí. ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå
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Üìåóá üôé ç óõíÜñôçóç y∞(x) óôï üñéï (2.4.10) åßíáé ðñÜãìáôé ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò (2.4.2), éóïäýíáìá (2.4.1). Êáé ìÜëéóôá ìéá
ôÝôïéá åîßóùóç Fredholm Ý÷åé óõíÞèùò ìüíï ìßá ëýóç (ìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç íá ìç óõíï-
äåýåôáé áðü áñ÷éêÝò óõíèÞêåò áíôßèåôá ìå ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò). ÅðïìÝíùò åýëïãá
óõíÜãåôáé ôï óõìðÝñáóìá üôé ç óõíÜñôçóç y∞(x), äçëáäÞ ôï üñéï ãéá n → ∞ óôçí áêïëïõèßá
ôùí óõíáñôÞóåùí (2.4.7), åßíáé ðñáãìáôéêÜ ç æçôïýìåíç ëýóç y(x) ôçò áñ÷éêÞò ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò (2.4.1) Þ (2.4.2).

Áíôßèåôá, åÜí ç ßäéá áêïëïõèßá óõíáñôÞóåùí yn(x) äå óõãêëßíåé óå ìéá óõíÜñôçóç y∞(x), ôüôå
ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí Ý÷åé áðïôý÷åé. ÐñÝðåé ôüôå íá åöáñìïóèåß êÜðïéá åíáë-
ëáêôéêÞ ìÝèïäïò åðéëýóåùò ôçò áñ÷éêÞò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.4.1). ÔÝôïéá åíáëëáêôéêÞ
ìÝèïäïò åßíáé, ð.÷., ç ðéï ãåíéêÞ ìÝèïäïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò, ç ïðïßá èá åîåôáóèåß
óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Ã2.5. Óå åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýí åðßóçò íá åöáñìïóèïýí êáé åéäéêÝò
ìÝèïäïé åðéëýóåùò, üðùò áõôÝò ôùí ÅíïôÞôùí Ã2.1, Ã2.2 êáé Ã2.3, ðïõ Þäç åîåôÜóèçêáí.

H óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí èá åîåôáóèåß óýíôïìá óôçí åðüìåíç
ÐáñÜãñáöï Ã2.4.2. Ï åíäéáöåñüìåíïò áíáãíþóôçò/ç åíäéáöåñüìåíç áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò ìðïñåß åðßóçò íá áíáôñÝîåé (ãéá ðïëý ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò) êáé óôç ó÷åôéêÞ
ðëïýóéá âéâëéïãñáößá. Ðïëý ó÷åôéêÝò åßíáé êáé ïé ôüóï äéÜóçìåò óåéñÝò Neumann. ÁõôÝò üìùò
èá ðáñáëåéöèïýí ëüãù ôïõ ìÜëëïí èåùñçôéêïý åíäéáöÝñïíôüò ôïõò.

¼ëá áõôÜ ðïõ Þäç áíáöÝñèçêáí ãéá ôéò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò
Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò ùò ðñïò ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí éó÷ýïõí êáé ãéá ôéò
áíôßóôïé÷åò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra. Ç ìüíç äéáöïñÜ Ýãêåéôáé óôï ãåãïíüò üôé ôï ðÜíù
üñéï ïëïêëçñþóåùò b åßíáé ôþñá ðéá ìåôáâëçôü, x, êáé ü÷é óôáèåñü.

Áêüìç ðéï ðÝñá ç ðáñïýóá ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí, ôçí ïðïßá Þäç ðåñéãñÜ-
øáìå óõíïðôéêÜ, åßíáé åöáñìüóéìç (êáé óõ÷íÜ óõãêëßíåé) áêüìç êáé óôçíðåñßðôùóç ìç ãñáììéêþí,
ìç ïìïãåíþí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Fredholm (Þ êáé Volterra) äåõôÝñïõ åßäïõò. Ïé åîéóþóåéò
áõôÝò Fredholm Ý÷ïõí ôç ãåíéêÞ ìïñöÞ

y(x)+
∫ b

a
K
(
x, t, y(t)

)
dt = f (x), a ≤ x ≤ b. (2.4.12)

(AíÜëïãç åßíáé ç ìïñöÞ ôùí áíôßóôïé÷ùí åîéóþóåùí Volterra.) Ióïäýíáìç ìïñöÞ ãéá ôéò ïëïêëç-
ñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm åßíáé êáé ç áêüëïõèç:

y(x) = f (x)−
∫ b

a
K
(
x, t, y(t)

)
dt, a ≤ x ≤ b. (2.4.13)

Ôþñá ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí (2.4.6) ðáßñíåé ðñïöáíþò ôçí ôñïðïðïéçìÝíç
ìïñöÞ

yn(x) = f (x)−
∫ b

a
K
(
x, t, yn−1(t)

)
dt, n = 1, 2, . . . (2.4.14)

ìå êáôÜëëçëç áñ÷éêÞ õðüèåóç ãéá ôç óõíÜñôçóç y0(x), ð.÷. y0(x) = 0. ÐáñïõóéÜæåôáé åðïìÝíùò
óôéò ìç ãñáììéêÝò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò ðëÞñçò áíáëïãßá ìå üóá Þäç áíáöÝñèçêáí, åðáíáëç-
ðôéêüò ôýðïò (2.4.6), ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôùí ãñáììéêþí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí. Áóöáëþò
âÝâáéá ç áíÜëõóç ôçò óõãêëßóåùò ôçò ìåèüäïõ ãéá ôç ãñáììéêÞ ðåñßðôùóç, ðïõ èá ðåñéãñáöåß
óôçí åðüìåíç ÐáñÜãñáöï Ã2.4.2, èá ðñÝðåé íá ãåíéêåõèåß êáôÜëëçëá, Ýôóé þóôå íá éó÷ýåé êáé
ãéá ôç ìç ãñáììéêÞ ðåñßðôùóç, ðïõ äå èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé ðåñéóóüôåñï. ÁðëÜ èåëÞóáìå íá
ôïíßóïõìå ôç ãåíéêüôçôá ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí (óå ðëÞñç áíôßèåóç ð.÷. ìå
ôéò ìåèüäïõò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí) üóïí áöïñÜ óôçí
åöáñìïóéìüôçôÜ ôçò êáé óå ìç ãñáììéêÝò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò.

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò êáé ôï ãåãïíüò ôçò åîáéñåôéêÞò ðñïãñáììáôéóôéêÞò áðëüôçôáò (ð.÷. ìéá
ãñáììÞ ðñïãñÜììáôïò óõíÞèùò áñêåß óôç Mathematica Þ óôç Maxima) ãéá ôïí ðñïãñáììáôéóìü
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ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí. Ç ìÝèïäïò áõôÞ âáóßæåôáé âÝâáéá óôçí áñ÷éêÞ êáé
óõíÞèùò ìçäåíéêÞ «ðñïóÝããéóç» (2.4.3), y0(x) = 0, êáé óôïí åðáíáëçðôéêü ôýðï (2.4.6) ãéá ôç
ãñáììéêÞðåñßðôùóç Þ óôïí áíôßóôïé÷ï (ãåíéêåõìÝíï) ôýðï (2.4.14) ãéá ôç ìç ãñáììéêÞðåñßðôùóç.

Ã2.4.2. Óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá äéåñåõíÞóïõìå ôç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããß-
óåùí (2.4.6) óôç ìïíïäéÜóôáôç ãñáììéêÞ ðåñßðôùóç ôüóï ãéá ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm
üóï êáé ãéá ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra. (Õðåíèõìßæåôáé üôé ïé åîéóþóåéò Volterra Ý÷ïõí äéÜ-
óôçìá ïëïêëçñþóåùò ôï äéÜóôçìá [a, x] áíôß ãéá ôï äéÜóôçìá [a, b] ðïõ éó÷ýåé óôéò ïëïêëçñùôéêÝò
åîéóþóåéò Fredholm.) Ãéá ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm èá áðïäåßîïõìå üôé ãéá óõíå÷åßò
(Üñá êáé öñáãìÝíåò) ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé K(x, t) óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.4.1) ìéá
ðñïêýðôïõóá áíéóïôéêÞ óõíèÞêç áðïôåëåß éêáíÞ óõíèÞêç óõãêëßóåùò ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷é-
êþí ðñïóåããßóåùí. (Åíôïýôïéò áõôÞ ç áíéóïôéêÞ óõíèÞêç äåí åßíáé êáé áíáãêáßá: åßíáé ìüíï éêáíÞ.)
Áíôßèåôá ãéá ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra éó÷ýåé ðÜíôïôå ç óýãêëéóç ôçò ßäéáò ìåèüäïõ.
Ðñüêåéôáé ãéá ìéá êëáóéêÞ êáé áñêåôÜ åíäéáöÝñïõóá äéåñåýíçóç, ü÷é ìÜëéóôá éäéáßôåñá äýóêïëç.
Ï åíäéáöåñüìåíïò áíáãíþóôçò/ç åíäéáöåñüìåíç áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß íá
áíáôñÝîåé ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò êáé ãåíéêåýóåéò (ð.÷. ôç ãåíßêåõóç óôéò ìç ãñáììéêÝò
ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò) óôç ó÷åôéêÞ âéâëéïãñáößá.

Ã2.4.2.1. ÏëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm

Ãéá ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm éó÷ýåé ï åðáíáëçðôéêüò ôýðïò (2.4.6), äçëáäÞ ï åîÞò
ôýðïò:

yn(x) = f (x)−
∫ b

a
K(x, t) yn−1(t) dt, n = 1, 2, . . . . (2.4.15)

ÅðéëÝãïíôáò ôç ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç, Ý÷ïõìå åðßóçò áðü ôïí ôýðï áõôü

y0(x) = 0 
⇒ y1(x) = f (x). (2.4.16)

ÁíåîÜñôçôá áðü ôïõò ôýðïõò áõôïýò éó÷ýåé åðßóçò ç ðñïöáíÞò ó÷Ýóç

yn(x) = y0(x)+ [ y1(x)− y0(x)]+ [ y2(x)− y1(x)]+ · · ·
+ [ yk(x)− yk−1(x)]+ · · · + [ yn(x)− yn−1(x)]

=
n∑

k=1

[ yk(x)− yk−1(x)]. (2.4.17)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ðÞñáìå åðßóçò õðüøç ôçí õðüèåóç üôé y0(x) = 0.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, åöáñìüæïíôáò ôïí åðáíáëçðôéêü ôýðï (2.4.15) ìå n− 1 áíôß ãéá n êáé
åðßóçò ìå ôï ßäéï ôï n (ï áñ÷éêüò ôýðïò) ðáßñíïõìå

yn−1(x) = f (x)−
∫ b

a
K(x, t) yn−2(t) dt, n = 2, 3, . . . ,

yn(x) = f (x)−
∫ b

a
K(x, t) yn−1(t) dt, n = 1, 2, . . . ,

(2.4.18)

áíôßóôïé÷á. Áöáéñþíôáò ôçí ðñþôç áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò áðü ôç äåýôåñç, ðñïêýðôåé êé ï åîÞò
êÜðùò óõíèåôüôåñïò åðáíáëçðôéêüò ôýðïò, üðïõ ðëÝïí äåí ðáñïõóéÜæåôáé, Ý÷åé áðáëåéöèåß
ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x):

yn(x)− yn−1(x) = −
∫ b

a
K(x, t) [ yn−1(t)− yn−2(t)] dt, n = 2, 3, . . . . (2.4.19)
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Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ n = 2, ï ôåëåõôáßïò áõôüò ôýðïò áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

y2(x)− y1(x) = −
∫ b

a
K(x, t) [ y1(t)− y0(t)] dt = −

∫ b

a
K(x, t) f (t) dt (2.4.20)

ëüãù êáé ôùí ó÷Ýóåùí (2.4.16).

ÕðïèÝôïõìå ôþñá ôéò äýï ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé K(x, t) óõíå÷åßò óôï äéÜóôçìá [a, b]. ¢ñá
åßíáé êáé öñáãìÝíåò óôï ßäéï äéÜóôçìá. Óõìâïëßæïõìå ôá åëÜ÷éóôá Üíù öñÜãìáôá ôùí áðïëýôùí
ôéìþí ôïõò (óôï äéÜóôçìá áõôü [a, b]) ìå F êáé M áíôßóôïé÷á, ðéï óõãêåêñéìÝíá,

|f (x)| ≤ F, |K(x, t)| ≤ M ìå a ≤ x ≤ b, a ≤ t ≤ b. (2.4.21)

Ôüôå ïé ó÷Ýóåéò (2.4.16) ìáò äßíïõí ôçí áíéóüôçôá

|y1(x)− y0(x)| = |f (x)| ≤ F. (2.4.22)

Óôç óõíÝ÷åéá ï ãåíéêüò ôýðïò (2.4.19) ìå åöáñìïãÞ ôïõ ãéá n = 2, 3, 4, . . . ìáò äßíåé äéáäï÷éêÜ (ìå
ôçí ðñïûðüèåóç üôé a < b) ôéò åîÞò ðñïöáíåßò áíéóüôçôåò:

|y2(x)− y1(x)| ≤
∫ b

a
|K(x, t)| |y1(t)− y0(t)| dt ≤ (b− a)MF = F[(b− a)M],

|y3(x)− y2(x)| ≤
∫ b

a
|K(x, t)| |y2(t)− y1(t)| dt ≤ (b− a)M[(b− a)MF] = F[(b− a)M]2,

. . .

|yn(x)− yn−1(x)| ≤
∫ b

a
|K(x, t)| |yn−1(t)− yn−2(t)| dt

≤ (b− a)M {F[(b− a)M]n−2} = F[(b− a)M]n−1.

(2.4.23)

ÏõóéáóôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá ìéá åðáãùãéêÞ äéáäéêáóßá, üðïõ ç êÜèå ìéá áíéóüôçôá ðñïêýðôåé
áðü ôçí ðñïçãïýìåíÞ ôçò ìå ôç ÷ñÞóç åðßóçò ôùí Üíù öñáãìÜôùí (2.4.21). ÅéäéêÜ ç ðñþôç áðü
ôéò áíéóüôçôåò áõôÝò (ãéá n = 2) ðñïÝêõøå âÜóåé ôçò ó÷Ýóåùò (2.4.22). ÅéóÜãïíôáò ìÜëéóôá êáé
ôçí ðïóüôçôá

ñ := (b− a)M, (2.4.24)

ìå âÜóç ôéò ðéï ðÜíù áíéóüôçôåò, (2.4.22) êáé (2.4.23), Ý÷ïõìå ãåíéêÜ üôé

|yn(x)− yn−1(x)| ≤ Fñn−1 ìå n = 1, 2, . . . . (2.4.25)

Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôç ó÷Ýóç (2.4.17). Áðü ôç ó÷Ýóç áõôÞ
ðñïêýðôåé åõ÷åñþò üôé

|yn(x)| ≤
n∑

k=1

|yk(x)− yk−1(x)|. (2.4.26)

Óôç óõíÝ÷åéá ëüãù ôïõ ïñéóìïý (2.4.24) ãéá ôç óôáèåñÜ ñ êáèþò êáé ôùí áíéóïôÞôùí (2.4.25)
ðñïêýðôåé åðßóçò üôé

|yn(x)| ≤ F
n∑

k=1

ñk−1 = F
n−1∑
m=0

ñm (2.4.27)

ìå m = k − 1. Óõíåðþò ïé üñïé ôçò óåéñÜò (ôïõ áèñïßóìáôïò (2.4.17) ãéá n → ∞)

y∞(x) =
∞∑
k=1

[ yk(x)− yk−1(x)] (2.4.28)
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åßíáé öñáãìÝíïé êáô’ áðüëõôï ôéìÞ áðü ôïõò áíôßóôïé÷ïõò üñïõò ôçò ãíùóôÞò ãåùìåôñéêÞò óåéñÜò

S = F
∞∑
k=1

ñk−1 = F
∞∑

m=0

ñm. (2.4.29)

¢ñá ç óåéñÜ (2.4.28) ãéá ôç óõíÜñôçóç y∞(x) äåóðüæåôáé (êáô’ áðüëõôï ôéìÞ) áðü ôç óåéñÜ (2.4.29):
ôç óåéñÜ S. ¼ìùò ç óåéñÜ S åßíáé ìéá óõãêëßíïõóá áñéèìçôéêÞ óåéñÜ ìå Üèñïéóìá

S = F
1− ñ

, (2.4.30)
åÜí

ñ := (b− a)M < 1 (éêáíÞ óõíèÞêç óõãêëßóåùò), (2.4.31)

êáé ìéá áðïêëßíïõóá áñéèìçôéêÞ óåéñÜ (ìå Üèñïéóìá S = ∞) óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç: ñ ≥ 1.

¢ñá, óýìöùíá ìå ôï êñéôÞñéï ôçò óõãêñßóåùò ãéá óåéñÝò, ìéá éêáíÞ óõíèÞêç õðÜñîåùò ôçò
ïñéáêÞò óõíáñôÞóåùò y∞(x), ðïõ éóïýôáé ìå ôç óåéñÜ (2.4.28), åßíáé ç éó÷ýò ôçò ðéï ðÜíù éêáíÞò
óõíèÞêçò óõãêëßóåùò (2.4.31). Áíôßèåôá, åÜí ç óõíèÞêç áõôÞ äåí éó÷ýåé (äçëáäÞ ñ ≥ 1), ôüôå
ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ðïõ åîåôÜæïõìå ãéá ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm
äåõôÝñïõ åßäïõò ìðïñåß åßôå íá óõãêëßíåé åßôå íá áðïêëßíåé. Áóöáëþò ìðïñåß íá ðáñïõóéÜæåôáé
êáé áðüêëéóç, åðåéäÞ ç ãåùìåôñéêÞ óåéñÜ S óôç ó÷Ýóç (2.4.29), ðïõ äåóðüæåé (áðüëõôá) ôçò óåé-
ñÜò (2.4.28), åßíáé ôþñá ðéá áðïêëßíïõóá. Ðñüêåéôáé åðïìÝíùò ãéá éêáíÞ, áëë’ ü÷é êáé áíáãêáßá
óõíèÞêç óõãêëßóåùò êáé ìÜëéóôá áðüëõôçò êáé ïìïéïìüñöçò óõãêëßóåùò, ãéáôß ïé üñïé ñk−1 ôçò
ãåùìåôñéêÞò óåéñÜò S óôç ó÷Ýóç (2.4.29) åßíáé áíåîÜñôçôïé áðü ôç ìåôáâëçôÞ x (ìå a ≤ x ≤ b).

ÐñáêôéêÜ èåùñïýìå êáôáñ÷Þí äåäïìÝíï ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [a, b]. Ôüôå ç éêáíÞ óõí-
èÞêç óõãêëßóåùò (2.4.31) ôçí ïðïßá âñÞêáìå ïñßæåé üôé ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá M ôçò áðïëýôïõ
ôéìÞò |K(x, t)| ôïõ ðõñÞíá K(x, t) äåí ðñÝðåé íá õðåñâáßíåé ôçí ðïóüôçôá 1/(b − a). ÄçëáäÞ óå
ïëüêëçñç ôçí ðåñéï÷Þ [a, b] × [a, b] ôï öñÜãìá áõôü Ì äå ìðïñåß íá åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï
áíôßóôñïöï ôïõ ìÞêïõò b − a ôïõ äéáóôÞìáôïò ïëïêëçñþóåùò [a, b]. ¸ôóé èá Ý÷ïõìå óßãïõñç
óýãêëéóç. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ãéá ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm
åßíáé âÝâáéç êáé ðñüêåéôáé ìÜëéóôá ãéá áðüëõôç êáé ïìïéüìïñöç óýãêëéóç. ÄéáöïñåôéêÜ åßíáé áâÝ-
âáéç, äçëáäÞ ìðïñåß íá Ý÷ïõìå åßôå óýãêëéóç åßôå áðüêëéóç êáé ôï ðáñüí êñéôÞñéï áðïôõã÷Üíåé
íá ìáò äþóåé ìéá óõãêåêñéìÝíç áðÜíôçóç. Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá F
ôçò áðïëýôïõ ôéìÞò |f (x)| ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò f (x) äåí õðåéóÝñ÷åôáé êáèüëïõ óôï ðáñüí
êñéôÞñéï óõãêëßóåùò (2.4.31).

¸íá ôåëåõôáßï âÞìá áöïñÜ óôçí åýñåóç öñÜãìáôïò (óå ðåñßðôùóç óõãêëßóåùò) ãéá ôçí áðü-
ëõôï ôéìÞ ôçò äéáöïñÜò (ôïõ óöÜëìáôïò ôçò ðñïóåããßóåùò)

ån(x) := y(x)− yn(x) = y∞(x)− yn(x). (2.4.32)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôç ó÷Ýóç (2.4.17), äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

ån(x) =
∞∑
k=1

[ yk(x)− yk−1(x)]−
n∑

k=1

[ yk(x)− yk−1(x)] =
∞∑

k=n+1

[ yk(x)− yk−1(x)]. (2.4.33)

¢ñá ìå ôç ÷ñÞóç êáé áðïëýôùí ôéìþí êáèþò êáé ôçò áíéóüôçôáò (2.4.25) ðáßñíïõìå ôçí áíéóüôçôá

|ån(x)| ≤
∞∑

k=n+1

|yk(x)− yk−1(x)| ≤ F
∞∑

k=n+1

ñk−1 = Fñn
∞∑

m=0

ñm = Fñn

1− ñ
(2.4.34)

ìå m = k−n−1. Ç áíéóüôçôá áõôÞ ìáò åðéôñÝðåé ôçí åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò ån(x) êáé ìÜëéóôá
êáô’ áðüëõôï ôéìÞ. ÅÜí éó÷ýåé ç éêáíÞ óõíèÞêç óõãêëßóåùò ñ < 1, üðùò Þäç õðïèÝóáìå, ôüôå
áóöáëþò ôï óöÜëìá áõôü ån(x) ôåßíåé êáô’ áðüëõôo ôéìÞ, |ån(x)|, óôï ìçäÝí ãéá n → ∞. Áõôü èá
óõìâáßíåé, ãéáôß ôüôå limn→∞ ñn = 0.
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Èáðñï÷ùñÞóïõìå ôþñáóôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra. Ãé’ áõôÝò üìùò åßíáé áíáãêáßåò
ïñéóìÝíåò ôñïðïðïéÞóåéò ôçò ðéï ðÜíù äéáäéêáóßáò, þóôå íá áðïäåéêíýåôáé ç ó÷åôéêÞ óýãêëéóç.
Ç óýãêëéóç áõôÞ ìÜëéóôá, üðùò èá äïýìå, éó÷ýåé ãåíéêÜ: ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò.

Ã2.4.2.2. ÏëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra

Óôçí ðåñßðôùóç ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Volterra ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò åßíáé
ôï [a, x] áíôß ôïõ [a, b] óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm. ÄçëáäÞ ôç èÝóç ôïõ ðÜíù ïñßïõ
ïëïêëçñþóåùò bðáßñíåé ôþñá ç êýñéá ìåôáâëçôÞ x (ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò ìå a ≤ x ≤ b. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ï âáóéêüò åðáíáëçðôéêüò ôýðïò (2.4.15) ðáßñíåé
ôþñá ôç ìïñöÞ

yn(x) = f (x)−
∫ x

a
K(x, t) yn−1(t) dt ìå n = 1, 2, . . . . (2.4.35)

Áêïëïõèïýìå áêñéâþò ôïí ßäéï ôñüðï åñãáóßáò üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò ãéá ôéò ïëïêëçñùôéêÝò
åîéóþóåéò Fredholm, ôþñá üìùò óõíå÷þò ìå ôï x áíôß ãéá ôï b óáí ðÜíù üñéï ïëïêëçñþóåùò.
Ìå ôçí éó÷ý ôùí áíéóïôÞôùí (öñáãìÜôùí) (2.4.21) êáé ôçò ó÷Ýóåùò (2.4.22) ðáñáôçñïýìå ðùò
ïé áíéóüôçôåò (2.4.23) ôñïðïðïéïýíôáé ùò åîÞò:

|y2(x)− y1(x)| ≤
∫ x

a
|K(x, t)| |y1(t)− y0(t)| dt ≤

∫ x

a
MF dt = FM(x − a),

|y3(x)− y2(x)| ≤
∫ x

a
|K(x, t)| |y2(t)− y1(t)| dt ≤

∫ x

a
M[FM(t − a)] dt

= FM2
∫ x

a
(t − a) dt = F

[M (x − a)]2

2!
,

. . .

|yn(x)− yn−1(x)| ≤
∫ x

a
|K(x, t)| |yn−1(t)− yn−2(t)| dt ≤

∫ x

a
M
{
F
[M (t − a)]n−2

(n− 2)!

}
dt

= F
Mn−1

(n− 2)!

∫ x

a
(t − a)n−2 dt = F

Mn−1

(n− 2)!
(x − a)n−1

n− 1

= F
[M (x − a)]n−1

(n− 1)!
.

(2.4.36)

¢ñá áðïäåß÷èçêå (ïõóéáóôéêÜ åðáãùãéêÜ êáé ðÜëé) üôé éó÷ýåé ãåíéêÜ ç áíéóüôçôá

|yn(x)− yn−1(x)| ≤ F
[M (x − a)]n−1

(n− 1)!
. (2.4.37)

ÊáôÜ óõíÝðåéá áíÜëïãá ìå ðñïçãïõìÝíùò ãéá ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm äéáðé-
óôþíïõìå êáé ôþñá üôé ïé üñïé ôçò óåéñÜò (2.4.17) åßíáé öñáãìÝíïé (áðüëõôá) áðü ôïõò áíôßóôïé-
÷ïõò üñïõò ôçò óåéñÜò Maclaurin ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò eM(x−a). ÁõôÞ üìùò ç óåéñÜ óõãêëßíåé
ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x. ÅðïìÝíùò êáé ðÜëé óýìöùíá ìå ôï êñéôÞñéï ôçò óõãêñßóåùò óôéò óåéñÝò êáé
ç óåéñÜ (2.4.17) óõãêëßíåé êáé áõôÞ áðüëõôá ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x. Ç óýãêëéóç áõôÞ éó÷ýåé ìÜ-
ëéóôá áíåîÜñôçôá áðü ôéò ôéìÝò F êáé M ôùí Üíù öñáãìÜôùí (2.4.21). ÕðïèÝôïíôáò åðéðëÝïí
üôé a ≤ x ≤ b, üðùò ðñÜãìáôé óõìâáßíåé ãéá êÜðïéá óôáèåñÞ ôéìÞ ôïõ b, ìðïñïýìå åýêïëá íá
äéáðéóôþóïõìå åðßóçò (åðåéäÞ x − a ≤ b− a) üôé ç ßäéá óýãêëéóç åßíáé êáé ïìïéüìïñöç.

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ïé ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra áðïôåëïýí êáëýôåñï ðåäßï ðéèáíÞò
åöáñìïãÞò ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óå óýãêñéóç ìå ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþ-
óåéò Fredholm. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ, üðùò Þäç åßäáìå, óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm
Ý÷ïõìå ìåí ôçí éêáíÞ óõíèÞêç óõãêëßóåùò (2.4.31), áëë’ ü÷é üìùò êáé âÝâáéç óýãêëéóç óå êÜèå
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ðåñßðôùóç. Áíôßèåôá óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra Ý÷ïõìå âÝâáéç óýãêëéóç õðü ôç ìï-
íáäéêÞ ðñïûðüèåóç üôé ðÜíôïôå áíáöåñüìáóôå óå óõíå÷åßò, åðïìÝíùò êáé öñáãìÝíåò, ãíùóôÝò
óõíáñôÞóåéò f (x) êáé K(x, t)).

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé üóïí áöïñÜ óôï óöÜëìá ån(x) ôçò nóôÞò ðñïóåããßóåùò, ðïõ äßíåôáé
áðü ôïí ôýðï (2.4.32), áõôü åßíáé öñáãìÝíï (êáô’ áðüëõôï ôéìÞ) ùò åîÞò:

|ån(x)| = |y∞(x)− yn(x)|

≤
∞∑

k=n+1

|yk(x)− yk−1(x)|

≤ F
∞∑

k=n+1

[M (x − a)]k−1

(k − 1)!

= F
[ ∞∑

k=1

[M (x − a)]k−1

(k − 1)!
−

n∑
k=1

[M (x − a)]k−1

(k − 1)!

]

= F
[ ∞∑

j=0

[M (x − a)] j

j!
−

n−1∑
j=0

[M (x − a)] j

j!

]

= F
[
eM(x−a) −

n−1∑
j=0

[M (x − a)] j

j!

]
(2.4.38)

ìå j = k − 1. Óôçí áðüäåéîç áõôÞ ðÞñáìå õðüøç ìáò ôéò ó÷Ýóåéò (2.4.33) êáé (2.4.37) êáèþò êáé
ôç ãíùóôÞ óåéñÜ Maclaurin ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ez.

Óôá ôÝóóåñá ðáñáäåßãìáôá áìÝóùò ðéï êÜôù èá Ý÷ïõìå ôçí åõêáéñßá íá ðáñáôçñÞóïõìå ôç
óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óå ôñßá áðü áõôÜ êáé ôçí áðüêëéóç ôçò
ßäéáò ìåèüäïõ óå Ýíá áðü áõôÜ. (ÂÝâáéá óôï ðáñÜäåéãìá ìå áðüêëéóç ôçò ìåèüäïõ èá äïýìå
üôé Ý÷ïõìå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm.) Èá ðáñáôçñÞóïõìå åðßóçò üôé óå Ýíá áðü ôá
ðáñáäåßãìáôá áõôÜ (êáé ðÜëé ãéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm) ðáñïõóéÜæåôáé óýãêëéóç ôçò
ßäéáò ìåèüäïõ Ýóôù êáé ÷ùñßò ôçí éó÷ý ôçò éêáíÞò óõíèÞêçò óõãêëßóåùò (2.4.31). Ôïíßæåôáé êáé
ðÜëé üôé ç óõíèÞêç áõôÞ åßíáé éêáíÞ óõíèÞêç óõãêëßóåùò, áëë’ ü÷é êáé áíáãêáßá. ÅðïìÝíùò åßíáé
ìéá êÜðùò «óõíôçñçôéêÞ» éêáíÞ óõíèÞêç óõãêëßóåùò.

Ã2.4.3. Ðáñáäåßãìáôá

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.4.3.1: Óáí ðñþôï (êáé ìÜëéóôá åîáéñåôéêÜ áðëü) ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå êáé
ðÜëé ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm (2.3.22)

y(x)−
∫ 1

0
x2t5 y(t) dt = 1, 0 ≤ x ≤ 1. (2.4.39)

Ôçí åîßóùóç áõôÞ ôç ëýóáìå Þäç óôï ÐáñÜäåéãìá Ã2.3.2.1 ôçò Åíüôçôáò Ã2.3 ìå ôç ìÝèïäï ôùí
äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí. Óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí åíáëëáêôéêÞ ìÝèïäï
ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá èá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá
óõíáñôÞóåùí yn(x), ðïõ íá ðñïóåããßæåé ôç ëýóç y(x) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò êáé íá
ôåßíåé ó’ áõôÞ ãéá n → ∞. Èá îåêéíÞóïõìå áðü ôç ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç (2.4.3), äçëáäÞ
ôçí ðñïóÝããéóç y0(x) = 0, êáé èá ðñï÷ùñÞóïõìå ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ åðáíáëçðôéêïý ôýðïõ (2.4.6)
ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.4.39), äçëáäÞ ôïõ ôýðïõ

yn(x) = 1+
∫ 1

0
x2t5 yn−1(t) dt ìå n = 1, 2, . . . . (2.4.40)
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ÐáñåíèåôéêÜ óçìåéþíåôáé üôé ç óýãêëéóç, üðùò åí ðñïêåéìÝíù ãéá ôçí ðáñïýóá ïëïêëçñù-
ôéêÞ åîßóùóç Fredholm (2.4.39), Þ êáé ç áðüêëéóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ãéá
êÜðïéá Üëëç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôçí åðéëïãÞ ôçò áñ÷éêÞò ðñï-
óåããßóåùò y0(x). Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé, üðùò Þäç åßäáìå, ç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí
ðñïóåããßóåùí åßíáé åîáóöáëéóìÝíç ãéá êÜèå óõíçèéóìÝíç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra.

×ñçóéìïðïéþíôáò åðïìÝíùò ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óôçí ïëïêëçñùôéêÞ ìáò
åîßóùóç (2.4.39) ðáßñíïõìå ôçí åîÞò óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá óõíáñôÞóåùí yn(x) ãéá 0 ≤ n ≤ 12:

y0(x) = 0,

y1(x) = 1,

y2(x) = 1+ 1
6
x2 = 1+ 0.1666666667 x2,

y3(x) = 1+ 3
16

x2 = 1+ 0.1875000000 x2,

y4(x) = 1+ 73
384

x2 = 1+ 0.1901041667 x2,

y5(x) = 1+ 195
1024

x2 = 1+ 0.1904296875 x2,

y6(x) = 1+ 4681
24576

x2 = 1+ 0.1904703776 x2,

y7(x) = 1+ 12483
65536

x2 = 1+ 0.1904754639 x2,

y8(x) = 1+ 299593
1572864

x2 = 1+ 0.1904760997 x2,

y9(x) = 1+ 798915
4194304

x2 = 1+ 0.1904761791 x2,

y10(x) = 1+ 19173961
100663296

x2 = 1+ 0.1904761891 x2,

y11(x) = 1+ 51130563
268435456

x2 = 1+ 0.1904761903 x2,

y12(x) = 1+ 1227133513
6442450944

x2 = 1+ 0.1904761905 x2.

(2.4.41)

Ç óýãêëéóç åßíáé ðñïöáíÞò áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá. ÅðéðëÝïí äéáðéóôþíïõìå ôçí ßäéá
óýãêëéóç êáé áðü ôçí êëåéóôÞ ëýóç (2.3.24) óôï ÐáñÜäåéãìá Ã2.3.2.1 ôçò Åíüôçôáò Ã2.3, ç ïðïßá
óõìöùíåß áðüëõôá ìå ôçí ðáñïýóá ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç (2.4.41).

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé üóïí áöïñÜ óôçí éêáíÞ (áëë’ ü÷é êáé áíáãêáßá) óõíèÞêç óõãêëßóå-
ùò (2.4.31) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ã2.4.2 ãéá ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm, äçëáäÞ óôç óõíèÞêç

(b− a)M < 1 
⇒ 1 · max
0≤x≤1
0≤t≤1

x2t5 < 1 
⇒ 1 < 1, (2.4.42)

áõôÞ äåí ðëçñïýôáé: åßíáé øåõäÞò. Ôïýôï ìÜëéóôá óõìâáßíåé, ðáñüëï ðïõ Ý÷ïõìå áëçèéíÞ óý-
ãêëéóç óôçí áêïëïõèßá ôùí óõíáñôÞóåùí (2.4.41) . Ðáñáôçñïýìå åíôïýôïéò üôé ç ìç ðëÞñùóç ôçò
óõíèÞêçò áõôÞò (2.4.42) åßíáé êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï «ïñéáêÞ»: 1 < 1. Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé åðáíá-
ëáìâÜíïõìå üôé ç óõíèÞêç áõôÞ ðñïÝêõøå ìå óõíôçñçôéêü ôñüðï, óõãêåêñéìÝíá ÷ùñßò áêñéâåßò
åîéóþóåéò, áëëÜ ìå ðïëý óõíôçñçôéêÜ, ü÷é åîáéñåôéêÜ áêñéâÞ, áíéóïôéêÜ öñÜãìáôá. ÅðïìÝíùò
åßíáé åýëïãï íá Ý÷ïõìå ìåñéêÝò öïñÝò óýãêëéóç óôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ãéá
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ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm Ýóôù êáé ÷ùñßò íá ðëçñïýôáé áõôÞ ç éêáíÞ (áëëÜ ìç áíáãêáßá)
óõíèÞêç óõãêëßóåùò. Ôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá áðïôåëåß ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç óõãêëßóåùò ðáñÜ
ôç ìç ðëÞñùóç ôçò óõíèÞêçò (2.4.42). Áêñéâþò ôï áíôßèåôï (äçëáäÞ áðüêëéóç, ü÷é óýãêëéóç)
óõìâáßíåé, üðùò èá äïýìå, óôï áìÝóùò åðüìåíï ðáñÜäåéãìá. ▲

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.4.3.2: Óáí äåýôåñï ðáñÜäåéãìá (ìÜëëïí áíôéðáñÜäåéãìá) èåùñïýìå êáé ôçí
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm (2.3.25)

y(x)+
∫ 1

−1
ex+2t y(t) dt = x2, − 1 ≤ x ≤ 1. (2.4.43)

Èá äïýìå üôé óôçí åîßóùóç áõôÞ ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí áðïôõã÷Üíåé, äçëáäÞ
äåí Ý÷ïõìå óýãêëéóç ôçò áêïëïõèßáò ôùí óõíáñôÞóåùí yn(x) óå ìéá óõãêåêñéìÝíç ïñéáêÞ óõíÜñ-
ôçóç y∞(x). Áíôßèåôá èá ðáñáôçñÞóïõìå ôçí áðüêëéóç ôçò áêïëïõèßáò áõôÞò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá,
îåêéíÜìå êáé ðÜëé áðü ôç ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç (2.4.3). (Áò óçìåéùèåß êáé ðÜëé üôé ç óýãêëéóç
Þ ç áðüêëéóç, üðùò åí ðñïêåéìÝíù, ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí åßíáé áíåîÜñôçôç
áðü ôçí åðéëïãÞ ôçò áñ÷éêÞò ðñïóåããßóåùò y0(x).) Ðñï÷ùñÜìå ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ åðáíáëç-
ðôéêïý ôýðïõ (2.4.6) ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.4.43), äçëáäÞ ôïõ ôýðïõ

yn(x) = x2 −
∫ 1

−1
ex+2t yn−1(t) dt ìå n = 1, 2, . . . . (2.4.44)

Ðáßñíïõìå Ýôóé ôçí áêüëïõèç áðïêëßíïõóá áêïëïõèßá óõíáñôÞóåùí yn(x) ãéá 0 ≤ n ≤ 12:

y0(x) = 0,

y1(x) = x2,

y2(x) = x2 − 1.6781 ex,

y3(x) = x2 + 9.5292 ex,

y4(x) = x2 − 65.320 ex,

y5(x) = x2 + 434.56 ex,

y6(x) = x2 − 2903.9 ex,

y7(x) = x2 + 19393 ex,

y8(x) = x2 − 129517 ex,

y9(x) = x2 + 864988 ex,

y10(x) = x2 − 5.7769× 106 ex,

y11(x) = x2 + 3.8582× 107 ex,

y12(x) = x2 − 2.5767 × 108 ex.

(2.4.45)

Ç áðüêëéóç ôçò áêïëïõèßáò áõôÞò åßíáé åìöáíÞò åîáéôßáò ôçò åíáëëáãÞò ôïõ ðñïóÞìïõ (êáèþò
áõîÜíåé ôï n) êáé ôçò Ýíôïíçò áõîÞóåùò ôçò áðïëýôïõ ôéìÞò ôïõ óõíôåëåóôÞ ôïõ üñïõ ex óôçí
ðáñáðÜíù áêïëïõèßá óõíáñôÞóåùí yn(x).

Áóöáëþò ç áðüêëéóç áõôÞ äåí åßíáé áóýìâáôç ìå ôçí éêáíÞ (áëëÜ âÝâáéá ü÷é êáé áíáãêáßá)
óõíèÞêç óõãêëßóåùò (2.4.31) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ã2.4.2, äçëáäÞ ôç óõíèÞêç

(b− a)Ì < 1 
⇒ 2 max
−1≤x≤1
−1≤t≤1

ex+2t < 1 
⇒ 2e3 < 1 
⇒ 2× 20.08554 < 1. (2.4.46)
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Ðñïöáíþò äåí ðëçñïýôáé, åßíáé øåõäÞò óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç ç óõíèÞêç áõôÞ (2.4.31).

ÂÝâáéá üëá áõôÜ ìå êáíÝíáí ôñüðï äå óçìáßíïõí üôé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.4.43) ðïõ
åîåôÜæïõìå óôåñåßôáé ëýóåùò êáé ìÜëéóôá ìïíáäéêÞò ëýóåùò. ÁðëÜ äçëþíïõí üôé ç ìÝèïäïò ôùí
äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí åßíáé ìéá áêáôÜëëçëç ìÝèïäïò ãéá ôçí ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç.
Ôï ßäéï âÝâáéá éó÷ýåé êáé ãéá ôçí ôñïðïðïßçóÞ ôçò ìå áñéèìçôéêü õðïëïãéóìü ôïõ ïëïêëçñþìá-
ôïò óôïí åðáíáëçðôéêü ôýðï (2.4.44). Ôï ßäéï (ç áêáôáëëçëüôçôá) éó÷ýåé ðñïöáíþò êáé ãéá ôç
ìÝèïäï ôçò áíáãùãÞò óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò Åíüôçôáò Ã2.1, áðëÜ åðåéäÞ ç ðáñïýóá ïëï-
êëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.4.43) åßíáé ôýðïõ Fredholm. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò Åíüôçôáò Ã2.2, ãéáôß ç ßäéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç äåí åßíáé óõíåëéêôéêïý
ôýðïõ, ìå ðõñÞíá äéáöïñÜò, üðùò Üìåóá äéáðéóôþíåôáé. Áðåíáíôßáò, üðùò Þäç åßäáìå óôï
ÐáñÜäåéãìá Ã2.3.2.2, ç ßäéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.4.43) Ý÷åé ðïëý áðëÞ êëåéóôÞ ëýóç ðïõ
ðñïóäéïñßæåôáé ðïëý åýêïëá ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí. ¼ðùò ìÜëéóôá èá äïýìå
êáé óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Ã2.5 (ÐáñÜäåéãìá Ã2.5.7.1), ç ìÝèïäïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò
åßíáé åðßóçò áðüëõôá êáôÜëëçëç ãéá ôçí (ðñïóåããéóôéêÞ) åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîé-
óþóåùò (2.4.43). ▲

◆ ÓõìðÝñáóìá: Äåí õðÜñ÷åé ìßá êáé ìüíï ìßá ìÝèïäïò åðéëýóåùò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí,
ðïõ íá áðïôåëåß ðáíÜêåéá ãéá êÜèå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðïõ ÷ñåéÜæåôáé íá åðéëõèåß áðü ôïí
Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ïýôå êáí ïé ðáñïõóéáæüìåíåò óôï êåöÜëáéï áõôü ðÝíôå ìÝèïäïé êáëýðôïõí
üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò óôçí ðñÜîç, áí êáé áóöáëþò êáëýðôïõí ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò. ¼ðùò èá
áíáöÝñïõìå êáé ðñïò ôï ôÝëïò ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ã2.5.6 ðéï êÜôù, áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôá
ðïëý ðéï óõ÷íÜ áðáíôþìåíá óõóôÞìáôá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá Üë-
ëïôå åßíáé ðñïôéìüôåñï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá Üìåóç ìÝèïäï (ð.÷. ôçí áðáëïéöÞ Gauss) êáé
Üëëïôå ìéá åðáíáëçðôéêÞ (ð.÷. ôç ìÝèïäï Gauss--Seidel). ÁëëÜ êáé óôéò åðáíáëçðôéêÝò ìåèüäïõò
÷ñåéÜæåôáé ðñïóï÷Þ óôçí åðéëïãÞ ôçò êÜèå öïñÜ êáëýôåñçò Þ, ôïõëÜ÷éóôïí, ó÷åäüí êáëýôåñçò.
¼ëá áõôÜ áðáéôïýí âÝâáéá ãíþóåéò, åîïéêåßùóç êáé ðåßñá, ðïõ áðïêôþíôáé, äõóôõ÷þò, áöéå-
ñþíïíôáò ÷ñüíï êáé êÜíïíôáò (áñ÷éêÜ) óöÜëìáôá åðéëïãÞò ìåèüäïõ. Áðü ôá óöÜëìáôá áõôÜ
äéäáóêüìáóôå êáé óõíÞèùò âåëôéùíüìáóôå.

Óáí ðáñÜäåéãìá, áò áíáöåñèïýìå êáé óôï äýóðéóôï áíáãíþóôç/óôç äýóðéóôç áíáãíþóôñéá
ðïõ ßóùò íá åíï÷ëÞèçêå ìå ôçí ðéï ðÜíù èåùñßá óõãêëßóåùò ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ã2.4.2. Ç èåùñßá
áõôÞ ßóùò èåùñçèåß ðïëý ìáèçìáôéêÞ (êáé ðñáãìáôéêÜ åßíáé ìáèçìáôéêÞ) êáé åðïìÝíùò áêáôÜë-
ëçëç ãéá Ýíáí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Áëë’ üìùò ç èåùñßá áõôÞ äßíåé Ýíá áñ÷éêü ðñïóáíáôïëéóìü. Óôç
óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.4.43) ðñïóáíáôïëßæåé ôï öéëüäïîï Ðï-
ëéôéêü Ìç÷áíéêü ðïõ èÝëåé Þ åßíáé ðñáêôéêÜ õðï÷ñåùìÝíïò íá ôç ëýóåé íá áðïöýãåé ìÜëëïí (ü÷é
óßãïõñá) ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí. ÐñÝðåé ðñáãìáôéêÜ íá ôçí áðï-
öýãåé åîáéôßáò ôçò ìç éó÷ýïò (êáôÜ ðïëý ìÜëéóôá, ü÷é ïñéáêÜ) ôçò éêáíÞò (áëë’ ü÷é êáé áíáãêáßáò)
óõíèÞêçò óõãêëßóåùò (2.4.46). Ç ìç éó÷ýò ôçò óõíèÞêçò áõôÞò ìðïñåß (êáé ðñáãìáôéêÜ Ýôóé óõì-
âáßíåé) íá ïäçãÞóåé óå áðüêëéóç ôçò ìåèüäïõ ìå êÜðïéï êüóôïò êüðïõ êáé ÷ñüíïõ (óôç óêÝøç êáé
óôïõò õðïëïãéóìïýò) ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, üðùò Þäç åßäáìå. ¸ðåéôá ðñÝðåé íá ëçöèåß áðü
áõôüí ç áðüöáóç ãéá ôçí áëëáãÞ ìåèüäïõ, ìåëÝôç ôçò íÝáò ìåèüäïõ êáé åöáñìïãÞ ôçò. ¢ñáãå
ðïéï êüóôïò ÷ñüíïõ åßíáé ôï áêñéâüôåñï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôç ìåëÝôç ìéáò óýíèåôçò
êáôáóêåõÞò, ð.÷. åíüò ìåãÜëïõ êôéñßïõ, óôï åðÜããåëìÜ ôïõ; Ôïõ ßäéïõ Þ ôïõ õðïëïãéóôÞ ôïõ;

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.4.3.3: Óáí ôñßôï (êáé ìÜëéóôá åðéôõ÷Ýò, üðùò èá äéáðéóôþóïõìå) ðáñÜäåéãìá
èåùñïýìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm

y(x)− 1
3

∫ 1

0
cos (x + t) y(t) dt = 1, 0 ≤ x ≤ 1. (2.4.47)

Ç åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé ôñéãùíïìåôñéêü ðõñÞíá K(x, t): ôç óõíçìéôïíéêÞ óõíÜñôçóç cos (x + t), ðïõ
åßíáé ìÜëéóôá öñáãìÝíç êáô’ áðüëõôï ôéìÞ áðü ôç ìïíÜäá. Ôçí åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò
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áõôÞò åîéóþóåùò ôçí åîåôÜóáìå Þäç êáé óôï ÐáñÜäåéãìá Ã2.3.2.3 ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéá÷ùñßóéìùí
ðõñÞíùí Ý÷ïíôáò âñåé ôç ëýóç ôçò

y(x) = 1+ 0.3426004227 cos x − 0.1775277735 sin x. (2.4.48)

Åäþ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï: ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí.

ÊáôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ áõôÞò îåêéíÜìå êáé ðÜëé áðü ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç y0(x) = 0,
áí êáé ðïëëÝò áêüìç áñ÷éêÝò ðñïóåããßóåéò èá Þóáí áðüëõôá áðïäåêôÝò. Óõíå÷ßæïõìå ìå ôç ÷ñÞóç
ôïõ åðáíáëçðôéêïý ôýðïõ (2.4.6), óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò

yn(x) = 1+ 1
3

∫ 1

0
cos (x + t) yn−1(t) dt ìå n = 1, 2, . . . . (2.4.49)

Ìå ôïí ôñüðïáõôüðñïÝêõøáí (áñéèìçôéêÜ) ïé åîÞò åêöñÜóåéò ôùíðñþôùí15ðñïóåããßóåùí yn(x)
ôçòÜãíùóôçòóõíáñôÞóåùò y(x), ðïõ åßíáé ç ëýóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Fredholm (2.4.47):

y1(x) = 1,

y2(x) = 1+ 0.2804903283 cos x − 0.1532325647 sin x,

y3(x) = 1+ 0.3304094931 cos x − 0.1724062596 sin x,

y4(x) = 1+ 0.3402492374 cos x − 0.1765545987 sin x,

y5(x) = 1+ 0.3421452445 cos x − 0.1773387585 sin x,

y6(x) = 1+ 0.3425123747 cos x − 0.1774912368 sin x,

y7(x) = 1+ 0.3425833880 cos x − 0.1775207036 sin x,

y8(x) = 1+ 0.3425971271 cos x − 0.1775264058 sin x,

y9(x) = 1+ 0.3425997851 cos x − 0.1775275089 sin x,

y10(x) = 1+ 0.3426002994 cos x − 0.1775277223 sin x,

y11(x) = 1+ 0.3426003989 cos x − 0.1775277636 sin x,

y12(x) = 1+ 0.3426004181 cos x − 0.1775277716 sin x,

y13(x) = 1+ 0.3426004218 cos x − 0.1775277731 sin x,

y14(x) = 1+ 0.3426004225 cos x − 0.1775277734 sin x,

y15(x) = 1+ 0.3426004227 cos x − 0.1775277735 sin x.

(2.4.50)

Åðéôåý÷èçêå Ýôóé áêñßâåéá åííÝá Þ ìÜëëïí äÝêáóçìáíôéêþí (åíðñïêåéìÝíùêáé äåêáäéêþí)øçößùí.
Ç áêñßâåéá ôçò ëýóåùò áõôÞò åëÝã÷åôáé êáé ìå óýãêñéóÞ ôçò ìå ôç ëýóç (2.4.48), ðïõ Ý÷åé ðñïó-
äéïñéóèåß ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí.

Áò ðáñáôçñçèåß ôÝëïò üôé ç óýãêëéóç ðïõ ðåôý÷áìå ôçò ÷ñçóéìïðïéçèåßóáò ìåèüäïõ ôùí
äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí åßíáé êáé èåùñçôéêÜ áíáìåíüìåíç Ýóôù êáé ìå ôç óõíôçñçôéêÞ éêáíÞ
óõíèÞêç óõãêëßóåùò (2.4.31) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ã2.4.2. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ôþñá

(b− a)Ì < 1 
⇒ 1 · 1
3

max
0≤x≤1
0≤t≤1

cos (x + t) = 1
3

< 1. (2.4.51)

ÄçëáäÞ ç éêáíÞ óõíèÞêç óõãêëßóåùò (2.4.31) ðëçñïýôáé, åßíáé áëçèÞò ãéá ôçí åîßóùóç (2.4.47).

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá êáé óå ìéá ôÝôáñôç (êáé ôåëåõôáßá) åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí äéá-
äï÷éêþí ðñïóåããßóåùí. Óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ èá åîåôÜóïõìå üìùò ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç
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Volterra (êáé ü÷é ðéá Fredholm). ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé ãéá ôéò åîéóþóåéò Volterra ç óýãêëéóç ôçò
ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí åßíáé ðÜíôïôå åîáóöáëéóìÝíç. ▲

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.4.3.4: Óáí ôåëåõôáßï (êáé åðßóçò åðéôõ÷Ýò ùò ðñïò ôç óýãêëéóç, üðùò êáé
áíáìÝíåôáé) ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra

x(t)+ù2
∫ t

0
(t − ô) x(ô) dô = x0 + v0t, t > 0. (2.4.52)

Ç åîßóùóç áõôÞ áíáöÝñåôáé óå ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ, óå áñìïíéêü ôáëáíôùôÞ óå
åëåýèåñç ôáëÜíôùóç êáé ÷ùñßò áðüóâåóç. Äçëþíïõìå ìå x(t) ôç èÝóç (áêñéâÝóôåñá ôç ìåôáôü-
ðéóç) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé ìå t ôï ÷ñüíï. Ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò
ìáò åßíáé ìéá ãíùóôÞ óôáèåñÜ. ÐáñáðÝñá ç áñ÷éêÞ èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ åßíáé x(0) = x0 êáé
ç áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôÜ ôïõ åßíáé ẋ(0) = v0. Ïé áñ÷éêÝò áõôÝò óõíèÞêåò åßíáé âÝâáéá åíóùìáôùìÝíåò
óôçí ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra (2.4.52). Ôï ãåãïíüò áõôü ìðïñåß ó÷åôéêÜ åýêïëá
íá äéáðéóôùèåß (ãéá t = 0) áíåîÜñôçôá áðü ôç ëýóç x(t), ðïõ áêüìç äåí Ý÷åé ðñïóäéïñéóèåß.
Ç ðáñáðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra (2.4.52) ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß ìå ôç ìÝèïäï ôçò
ÐáñáãñÜöïõ Ã1.4.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Ã1. Áñêåß íá ãßíåé áíáãùãÞ (ìå äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò)
ôçò áíôßóôïé÷çò (êáé ðéï ãíùóôÞò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.4.38) óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Èá
ðñÝðåé âÝâáéá íá ëçöèïýí õðüøç êáé ïé äýï ó÷åôéêÝò áñ÷éêÝò óõíèçêÝò: x(0) = x0 êáé ẋ(0) = v0
êáôÜ ôéò ïëïêëçñþóåéò.

Èá åðéëýóïõìå ôçí ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra (2.4.52) êáé ðÜëé ìå ôç ìÝèïäï
ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí. ÎåêéíÜìå îáíÜ áðü ôç ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç x0(t) = 0. Óôç
óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí åðáíáëçðôéêü ôýðï (2.4.6). ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé ï ôýðïò
áõôüò ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

xn(t) = x0 + v0t −ù2
∫ t

0
(t − ô) xn−1(ô) dô ìå n = 1, 2, . . . . (2.4.53)

Ðñïóäéïñßæïõìå Ýôóé ôïõò åðüìåíïõò üñïõò ôçò ó÷åôéêÞò áêïëïõèßáò óõíáñôÞóåùí xn(t). Ïé üñïé
áõôïß ðñïóåããßæïõí (ïðùóäÞðïôå üëï êáé êáëýôåñá óôïðáñüíðáñÜäåéãìá) üëï êáé êáëýôåñá ôçí
Üãíùóôç óõíÜñôçóç: ôç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Ïé áíáëõôéêÝò åêöñÜóåéò ôùí Ýîé ðñþôùí
ðñïóåããßóåùí áõôþí åßíáé ïé åîÞò:

x1(t) = x0 + v0t = x0 + v0
ù

ùt,

x2(t) = x0

(
1− ù2t2

2

)
+ v0

ù

(
ùt − ù3t3

6

)
,

x3(t) = x0

(
1− ù2t2

2
+ ù4t4

24

)
+ v0

ù

(
ùt − ù3t3

6
+ ù5t5

120

)
,

x4(t) = x0

(
1− ù2t2

2
+ ù4t4

24
− ù6t6

720

)
+ v0

ù

(
ùt − ù3t3

6
+ ù5t5

120
− ù7t7

5040

)
,

x5(t) = x0

(
1− ù2t2

2
+ ù4t4

24
− ù6t6

720
+ ù8t8

40320

)

+ v0
ù

(
ùt − ù3t3

6
+ ù5t5

120
− ù7t7

5040
+ ù9t9

362880

)
,

x6(t) = x0

(
1− ù2t2

2
+ ù4t4

24
− ù6t6

720
+ ù8t8

40320
− ù10t10

3628800

)

+ v0
ù

(
ùt − ù3t3

6
+ ù5t5

120
− ù7t7

5040
+ ù9t9

362880
− ù11t11

39916800

)
.

(2.4.54)
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Áðü ôéò äéáäï÷éêÝò áõôÝò ðñïóåããßóåéò ðáñáôçñïýìå ðñþôá--ðñþôá ôçí ðñïöáíÞ óýãêëéóÞ
ôïõò. Ðáñáôçñïýìå üìùò åðßóçò üôé ïé üñïé óôéòðáñåíèÝóåéò äåí åßíáé ôßðïôå ÜëëïðáñÜïéðñþôïé
üñïé ôùí óåéñþí Maclaurin ôùí óõíáñôÞóåùí cosùt êáé sinùt ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí üñùí x0
êáé v0/ù áíôßóôïé÷á. Åýëïãá åéêÜæåôáé åðïìÝíùò (êáé äéáðéóôþíåôáé åðßóçò åýêïëá êáé ìå ðáñá-
ðÝñá äéáäï÷éêÝò ðñïóåããßóåéò) üôé ç ëýóç x(t) ôçò ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.4.52)
åßíáé ç ãíùóôÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ óõíÜñôçóç

x(t) = x0 cosùt + v0
ù

sinùt. (2.4.55)

ÂÝâáéá äåí õðÜñ÷åé üñïò áíÜëïãïò ôïõ t. Áí õðÞñ÷å, èá áíôéóôïé÷ïýóå óå óõíôïíéóìü, ðñÜãìá
åîÜëëïõ ðáñÜëïãï ãéá ìéá åëåýèåñç (ü÷é åîáíáãêáóìÝíç) ôáëÜíôùóç óôïí áñìïíéêü ôáëáíôùôÞ
ìáò, äçëáäÞ ÷ùñßò ôçí åðßäñáóç áðïëýôùò êáìßáò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò.

Ç êëåéóôÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ áõôÞ ëýóç (2.4.55) ôçòðáñïýóáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.4.52)
ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ óå óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ ìðïñåß åýêïëá íá âñåèåß êáé ìå ôç ìÝ-
èïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ðïõ Þäç åîåôÜóèçêå óôçí Åíüôçôá Ã2.2. Ðéï óõãêåêñéìÝíá
êáëïýìå X(s) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò x(t) óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîß-
óùóç (2.4.52). Óôç óõíÝ÷åéá ðáßñíïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáé ôùí äýï ìåëþí ôçò. Äåí
îå÷íÜìå öõóéêÜ üôé ôï ïëïêëÞñùìá ðïõ Ý÷ïõìå åßíáé óõíåëéêôéêïý ôýðïõ, åðåéäÞ ï ðõñÞíáò K(t, ô)
ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.4.52) åßíáé ðõñÞíáò äéáöïñÜò. ¸ôóé âñßóêïõìå áìÝóùò üôé
ãéá s > 0

X(s)+ù2 X(s)
s2

= x0
s
+ v0

s2
. (2.4.56)

ÅðïìÝíùò, ëýíïíôáò ùò ðñïò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace X(s) = L{x(t)}, ðñïóäéïñßæïõìå ôç ëýóç

X(s) = x0s+ v0
s2 +ù2

= x0
s

s2 +ù2
+ v0

ù
ù

s2 +ù2
. (2.4.57)

ÁíôéóôñÝöïõìå ôþñá áõôü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace X(s) = L{x(t)}, üðïõ Ý÷åé ãßíåé Þäç ç êá-
ôÜëëçëç áíÜëõóç óå êëÜóìáôá. Äéáðéóôþíïõìå Ýôóé ôçí éó÷ý ôçò ëýóåùò (2.4.55) ãéá ôç èÝóç x(t)
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ óôï óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå. Áí èÝëïõìå íá åßìáóôå áêüìç
ðéï óßãïõñïé, ìðïñïýìå ó÷åôéêÜ åýêïëá êáé íá åðáëçèåýóïõìå ôç ëýóç áõôÞ x(t). ▲

Ðñïöáíþò âÝâáéá ç ýðáñîç êëåéóôÞò ëýóåùò óå ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç äåí åßíáé éäéáß-
ôåñá óõíçèéóìÝíç. ÐïëëÝò öïñÝò ìÜëéóôá ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò áíáãêÜæåôáé íá êáôáöåýãåé
óôçí áóöáëÝóôåñç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí êáé áñêåßôáé Ýôóé óå ìéá ðñïóåããéóôéêÞ
ëýóç. Äåí ðñÝðåé åðßóçò íá ëçóìïíåßôáé üôé ïýôå ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åß-
íáé ðÜíôïôå åöáñìüóéìç. (ÓõãêåêñéìÝíá åßíáé åöáñìüóéìç êõñßùò óå óõíåëéêôéêÝò ïëïêëçñùôéêÝò
åîéóþóåéò Volterra.) ÁõôÜ âÝâáéá äå óçìáßíïõí üôé ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþíðñïóåããßóåùí óõãêëß-
íåé ðÜíôïôå. ¼ðùò Þäç åßäáìå óôçí ÐáñÜãñáöï Ã2.4.2, ç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí
ðñïóåããßóåùí åßíáé âÝâáéç ãéá ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra, ü÷é üìùò êáé ãéá ïëïêëçñùôéêÝò
åîéóþóåéò Fredholm, üðïõ åßíáé áâÝâáéç. ºóùò ç ìÝèïäïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò, ðïõ èá
åîåôáóèåß áìÝóùò ðéï êÜôù ãéá ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm, èá ìðïñïýóå íá èåùñçèåß áñ-
êåôÜ ãåíéêüôåñç áðü ôéò Þäç áíáöåñèåßóåò ìåèüäïõò. Åíôïýôïéò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé ðïëý
óõ÷íÜ (êáé äéêáéïëïãçìÝíá ìÜëéóôá) ðñïôßìçóç óôç ìÝèïäï ôùí óõíïñéáêþí óôïé÷åßùí ãéá ôçí
åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí óõíïñéáêþí ôéìþí óå äéäéÜóôáôá Þ ôñéäéÜóôáôá ìÝóá óôçí Åëáóôéêüôçôá,
óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ êáé óå Üëëåò åíäéáöÝñïõóåò ðåñéï÷Ýò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ.

Ã2.5. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÁÑÉÈÌÇÔÉÊÇÓ ÏËÏÊËÇÑÙÓÅÙÓ

Ã2.5.1. ÐñïêáôáñêôéêÜ ó÷üëéá ãéá ôç ìÝèïäï ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò

Ç ìÝèïäïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ãéá ôí åðßëõóç ìéáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò
Fredholm (Þ Volterra) óõíßóôáôáé áðëÜ óôçí ðñïóÝããéóç ôïõ ïëïêëçñþìáôïò óôçí ïëïêëçñùôéêÞ
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åîßóùóç ìå Üèñïéóìá. Ãéá ôï óêïðü áõôü ÷ñçóéìïðïéåßôáé Ýíáò êáôÜëëçëïò êáíüíáò (ôýðïò) áñéè-
ìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò [a, b]. Ç åðéëïãÞ ôïõ êáíüíá áõôïý åîáñôÜôáé âÝâáéá áðü ôï åßäïò ôçò
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò êáèþò êáé áðü ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò. Ïé êáíüíåò áñéèìçôéêÞò
ïëïêëçñþóåùò åîåôÜæïíôáé óôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç. (Åìåßò Ý÷ïõìå ðÜñåé Þäç ìéá ðñþôç åéêüíá
ôïõò óôçí ÐáñÜãñáöï Á15.1.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Á15 ôïõ ÌÝñïõò Á ìå ôïí êáíüíá áñéèìçôéêÞò
ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre (15.1.18) ðïõ åîåôÜóáìå åêåß.) Ìå ôïí ðñïóåããéóôéêü áõôü ôñüðï
áðáëëáóóüìáóôå áðü ôï ïëïêëÞñùìá êáé Ý÷ïõìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç óáí Üãíùóôç ìüíï
óôïõò êüìâïõò (óôéò ôåôìçìÝíåò, áêüìç ðéï áðëÜ óôá óçìåßá) ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.

Óôç óõíÝ÷åéá åöáñìüæïõìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé (ìå Üèñïéóìá, ü÷é ðéá
ïëïêëÞñùìá ó’ áõôÞí) óôïõò êüìâïõò (óôá óçìåßá) ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò. Ìå ôïí ôñüðï
áõôü ðáßñíïõìå ôåëéêÜ Ýíá óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü
ôùí áãíþóôùí ìáò, äçëáäÞ ôùí ôéìþí ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) óôïõò êüìâïõò (óôá
óçìåßá) ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò. Ôï óýóôçìá áõôü ìðïñåß íá ëõèåß ìå ìéá Üìåóç ìÝèïäï
(üðùò åßíáé ç áðáëïéöÞ Gauss) Þ ìå ìéá åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäï (üðùò åßíáé ç ìÝèïäïò Jacobi).
Ðñïóäéïñßæïíôáé Ýôóé ïé ðñïóåããéóôéêÝò ôéìÝò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) óôïõò êüìâïõò ôïõ
êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå. ÔåëéêÜ ðÝñá áðü ôá óçìåßá áõôÜ (ôïõò
êüìâïõò) ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ìéá ìÝèïäïò ðáñåìâïëÞò, ð.÷. ç ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ
Þ, êáëýôåñá, ç öõóéêÞ ðáñåìâïëÞ. (Ôç öõóéêÞ ðáñåìâïëÞ èá ôçí åîçãÞóïõìå ðéï êÜôù, óôçí
ÐáñÜãñáöï Ã2.5.4.) Ìðïñïýìå Ýôóé íá õðïëïãßóïõìå ôéò ðñïóåããéóôéêÝò ôéìÝò ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò y(x) óå êÜèå óçìåßï x ôïõ äéáóôÞìáôïò ïëïêëçñþóåùò.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èáðåñéïñéóèïýìå óå ìïíïäéÜóôáôåò ãñáììéêÝò ìç ïìïãåíåßò ïëïêëçñùôéêÝò
åîéóþóåéò Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò ôçò ìïñöÞò

y(x)+
∫ b

a
K(x, t) y(t) dt = f (x), a ≤ x ≤ b. (2.5.1)

Ç ìÝèïäïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò åßíáé åðßóçò Üìåóá åöáñìüóéìç êáé óå áíôßóôïé÷åò
ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm ðñþôïõ åßäïõò ôçò ìïñöÞò∫ b

a
K(x, t) y(t) dt = f (x), a ≤ x ≤ b. (2.5.2)

Áíôßèåôá óå ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra ç ìÝèïäïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò áðáéôåß
ïñéóìÝíåò ôñïðïðïéÞóåéò. Áõôü óõìâáßíåé, ãéáôß ôï ðÜíù üñéï ïëïêëçñþóåùò x åßíáé ìåôáâëçôÞ.

Ã2.5.2. ÁñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç

Èá åöáñìüóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ãéá ôçí åðßëõóç ïëïêëçñùôéêþí
åîéóþóåùí, åí ðñïêåéìÝíù ôýðïõ Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò, üðùò Þäç ñçôÜ áíáöÝñèçêå. Ç üëç
éäÝá ôçò ìåèüäïõ áõôÞò åßíáé íá áíôéêáôáóôáèåß ôï ïëïêëÞñùìá óôçíðñïòðñïóåããéóôéêÞ åðßëõóç
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.5.1), áëëÜ êáé óôç (2.5.2), ìå Üèñïéóìá. Ãéá ôçí ðñïóåããéóôéêÞ áõôÞ
áíôéêáôÜóôáóç ÷ñçóéìïðïéåßôáé Ýíáò êáôÜëëçëïò êáíüíáò (ôýðïò) áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.
ÔÝôïéïé êáíüíåò (ôýðïé) ðïõ ðñïóåããßæïõí ïëïêëçñþìáôá ìå áèñïßóìáôá áíáöÝñïíôáé óôï âéâëßï
ôùí Áñéèìçôéêþí Ìåèüäùí (ÌÜñêåëëïò, 2001, ÁñéèìçôéêÝò ÌÝèïäïé, Åíüôçôá 3.2, óó. 105--117).
Óå ðïëý ìåãáëýôåñç Ýêôáóç áíáöÝñïíôáé óå Üëëá, ðéï åîåéäéêåõìÝíá âéâëßá. ÔÝôïéá âéâëßá åßíáé ôï
êëáóéêü óýããñáììá ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç ôùí Davis and Rabinowitz (1984) Þ ôï êÜðùò
íåüôåñï (êáé ðïëý ëéãüôåñï ãíùóôü) âéâëßï ôïõ Evans (1993).

Ãéá íá ãßíïõìå ðéï óõãêåêñéìÝíïé, Ýíáò êáíüíáò (ôýðïò) áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ìå n êüì-
âïõò (óçìåßá) óôï äéÜóôçìá [a, b] Ý÷åé ðïëý óõ÷íÜ ôçí åîÞò ãåíéêÞ ìïñöÞ:∫ b

a
g(t) dt =

n∑
i=1

win g(tin)+ En[g]. (2.5.3)
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Óôïí ôýðï áõôü g(t) åßíáé ç ïëïêëçñùôÝá (ç ðñïò ïëïêëÞñùóç) óõíÜñôçóç. Ïé êüìâïé (ôá óçìåßá)
ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò, üðïõ (ìüíï) ðñÝðåé íá õðïëïãéóèåß ç óõíÜñôçóç g(t) äçëþíïíôáé
ìå tin. Ôá áíôßóôïé÷á âÜñç äçëþíïíôáé ìå win. ÔÝëïò ôï óýìâïëï En[g] äçëþíåé ôï óöÜëìá ðïõ
ðñïêýðôåé áðü ôçí ðéï ðÜíù áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç ôçò óõíáñôÞóåùò g(t). Ôï óöÜëìá áõôü,
üðùò åßíáé âÝâáéá áíáìåíüìåíï, óðÜíéá åßíáé ìçäÝí.

ºóùò íá õðÞñîáìå ëßãï áõóôçñïß Ý÷ïíôáò äçëþóåé ôï ãåãïíüò ôçò åîáñôÞóåùò ôùí êüìâùí tin
êáé ôùí áíôßóôïé÷ùí âáñþí win áðü ôïí áñéèìü ôùí êüìâùí n. ÅíáëëáêôéêÜ èá ìðïñïýóáìå íá
åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôïí áðëïýóôåñï óõìâïëéóìü ti êáé wi áíôßóôïé÷á. Äåí ðñÝðåé üìùò ðïôÝ
íá îå÷íÜìå ôçí åîÜñôçóç êáé ôùí êüìâùí ti êáé ôùí âáñþí wi áðü ôïí áñéèìü ôïõò n.

Äåí ðñÝðåé åðßóçò íá ëçóìïíïýìå üôé óõ÷íÜ ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò (êáé ü÷é ìüíï) ãñÜöåé (ðïëý
óùóôÜ) ôï ãåíéêü ôýðï (2.5.3) êáé óôçí êÜðùò áðëïýóôåñç ìïñöÞ

∫ b

a
g(t) dt ≈

n∑
i=1

win g(tin). (2.5.4)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ ðáñáëåßöèçêå ï üñïò óöÜëìáôïò En[g] ìå «êüóôïò» ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôïõ óõì-
âüëïõ ôçò éóüôçôáò (=) óôïí ôýðï (2.5.3) áðü ôï óýìâïëï ôçòðñïóåããßóåùò (≈) óôïí ôýðï (2.5.4).

ÕðÜñ÷ïõí ðïéêßëïé êáíüíåò (ôýðïé) áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò. Áõôïß âáóßæïíôáé óå äéáöïñå-
ôéêÝò áñ÷Ýò êáé Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÜ ðëåïíåêôÞìáôá êáé ìåéïíåêôÞìáôá. Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá èá
èåùñÞóïõìå ìüíï êáíüíåò ôýðïõ Gauss (Þ Ýóôù óõããåíåßò, áíÜëïãçò áêñßâåéáò êáíüíåò) ôçò ìïñ-
öÞò (2.5.3) Þ (2.5.4). Èá áðïöýãïõìå áêüìç ðéï êëáóéêïýò (êáé ïìïëïãïõìÝíùò áðëïýóôåñïõò)
êáíüíåò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò üðùò ôïõò êáíüíåò ôïõ ôñáðåæßïõ (ôñáðåæïåéäÞ êáíüíá) êáé
ôïõ Simpson. Ãéáôß; Ç áðÜíôçóç åßíáé ðïëý áðëÞ: ¼ðùò åßíáé ãíùóôü, Ýíáò êáíüíáò áñéèìçôéêÞò
ïëïêëçñþóåùò ôýðïõGauss ìå n êüìâïõò (óçìåßá) Ý÷åé (ðïëõùíõìéêü) âáèìü áêñßâåéáòm = 2n−1
(ÌÜñêåëëïò, 2001, ÁñéèìçôéêÝò ÌÝèïäïé, ó. 113). Áõôü óçìáßíåé üôé êÜèå öïñÜ ðïõ ç ïëïêëçñùôÝá
óõíÜñôçóç g(t) åßíáé ðïëõþíõìï ìÝ÷ñé êáé 2n − 1 âáèìïý (ìå n ôïí áñéèìü ôùí êüìâùí tin ôïõ
êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò) ôï óöÜëìá En[g] åßíáé ìçäåíéêü. Éó÷ýåé äçëáäÞ üôé

∀g ∈ P(2n−1) En[g] = 0, (2.5.5)

üðïõ ôï óýíïëï P(2n−1) äçëþíåé üëá ôá ðïëõþíõìá âáèìïý ìÝ÷ñé êáé 2n− 1.

ÅðïìÝíùò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ôýðïõ Gauss (ìå ôüóï
õøçëÞ ðïëõùíõìéêÞ áêñßâåéá, ôç ìåãáëýôåñç äõíáôÞ: m = 2n − 1), îÝñïõìå üôé óõíÞèùò ÷ñåéá-
æüìáóôå ðïëý ëéãüôåñïõò êüìâïõò (óçìåßá) tin óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç. Ôï ãåãïíüò áõôü,
åÜí åß÷áìå áðëÜ íá õðïëïãßóïõìå Ýíá ïëïêëÞñùìá, äå èá óÞìáéíå êáé ðïëëÜ ðñÜãìáôá. (Ðïëëïß
êáíüíåò «áõôüìáôçò» áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Ý÷ïõí ôï ðåñéèþñéï íá ÷ñçóéìïðïéïýí ðÜñá
ðïëëïýò êüìâïõò óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç êáé ðñáãìáôéêÜ ôï êÜíïõí.) ÅéäéêÜ üìùò óôçí
áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí êÜèå Ýíáò åðéðëÝïí êüìâïò óôçí áñéèìçôéêÞ ïëï-
êëÞñùóç óçìáßíåé êáé Ýíáí åðéðëÝïí Üãíùóôï êáôÜ ôçí þñá ôçò åðéëýóåùò ôïõ ó÷åôéêïý ðñïò
äéáìüñöùóç óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. Óôï óýóôçìá áõôü èá áíá÷èåß ôå-
ëéêÜ (ðñïóåããéóôéêÜ âÝâáéá) ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.5.1).

¢ñá ï áñéèìüò n ôùí êüìâùí tin óôïí êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò (2.5.4) ðñÝðåé íá
äéáôçñåßôáé üóï ôï äõíáôüí ìéêñüôåñïò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôåëéêÜ èá Ý÷ïõìå íá åðéëýóïõìå n
ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò ìå n óõíïëéêÜ áãíþóôïõò: ôéò ðñïóåããéóôéêÝò ôéìÝò ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóÞ ìáò áêñéâþò óôïõò êüìâïõò áõôïýò tin. Ìå êáíÝíáí
ôñüðï äå ìáò óõìöÝñåé ìåãÜëç ôéìÞ ôïõ n. ¸ôóé ãéá ôçí åðßëõóç ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí óõ-
÷íÜ ðñïôéìÜôáé Ýíáò êáíüíáò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ôýðïõ Gauss ìå n êüìâïõò (óçìåßá) tin.
ÂÝâáéá ç åðéëïãÞ áõôÞ Ý÷åé óáí óõíÝðåéá êÜðïéïí áñ÷éêü êüðï (ìéá öïñÜ âÝâáéá) ãéá ôïí ðñïó-
äéïñéóìü ôùí ó÷åôéêþí êüìâùí (óçìåßùí) tin êáé ôùí áíôßóôïé÷ùí âáñþí win.
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ÁíÜìåóá óôïõò êáíüíåò ôýðïõ Gauss ï ðéï ãíùóôüò áöïñÜ óôï áðëü äéÜóôçìá [−1, 1] (÷ùñßò
óõíÜñôçóç âÜñïõò w(t), éóïäýíáìá ìå w(t) ≡ 1). Ï êáíüíáò áõôüò Ý÷åé ôç ìïñöÞ∫ 1

−1
g(t) dt ≈

n∑
i=1

win g(tin) (2.5.6)

ìå åýíïéÜ ìáò õðÝñ áõôÞò ôçò ìïñöÞò: ìå ôï óýìâïëï ôçò ðñïóåããßóåùò áíôß ôïõ üñïõ óöÜë-
ìáôïò En[g]. Ï êáíüíáò áõôüò êáëåßôáé êáé êáíüíáò Gauss--Legendre, ãéáôß áðïäåéêíýåôáé üôé ïé n
êüìâïé tin åßíáé áðëÜ ïé ñßæåò (ôá ìçäåíéêÜ) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ðïëõùíýìïõ Legendre Pn(t) âáèìïý n
(ÌÜñêåëëïò, 2001, ÁñéèìçôéêÝò ÌÝèïäïé, óó. 114--115). Ïé êüìâïé ìÜëéóôá áõôïß tin áðïäåéêíýåôáé
üôé åßíáé üëïé ðñáãìáôéêïß, óõììåôñéêïß ùò ðñïò ôï óçìåßï t = 0 êáé åðéðëÝïí âñßóêïíôáé ìÝóá óôï
äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [−1, 1]. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá üëïõò ó÷åäüí ôïõò êáíüíåò (ôýðïõò)
áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss. Ðßíáêåò ãéá ôïõò êüìâïõò tin êáé ôá âÜñç win åßíáé åõñÝùò äéá-
èÝóéìïé. Óôïí Ðßíáêá Á15.1 ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á15.1.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Á15 ôïõÌÝñïõò Á äßíïíôáé ïé
êüìâïé êáé ôá âÜñç ãéá n = 4. Åðßóçò óôçí ÐáñÜãñáöï Á15.1.1 ôïõ ßäéïõ Êåöáëáßïõ Á15 äßíïíôáé
êáé ôá ðñþôá ðïëõþíõìá Legendre Pn(x) êáé ïé ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôïõò: óôï Ó÷Þìá Á15.1.

Ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ ï ÷ñÞóôçò ôçò ìåèüäïõ ðñïôéìÜåé âÝâáéá íá âñßóêåé ôïõò êüìâïõò
êáôåõèåßáí óôïí õðïëïãéóôÞ ôïõ ôç óôéãìÞ ðïõ ôïõò ÷ñåéÜæåôáé. (Áõôü åßíáé ðñïôéìüôåñï ðáñÜ
íá ôïõò ðáßñíåé Ýôïéìïõò áðü âéâëßá, Ýóôù êáé áðü åéäéêÜ âéâëßá ðéíÜêùí êüìâùí tin êáé âáñþíwin

ãéá áñéèìçôéêÝò ïëïêëçñþóåéò ôýðïõ Gauss.) Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ç Mathematica êáé ç Maxima
äéáèÝôïõí Ýôïéìåò åíôïëÝò ãéá ôá ðïëõþíõìá Legendre Pn(t), üðùò âÝâáéá êáé åíôïëÝò ãéá ôçí åý-
ñåóç ôùí n ñéæþí ðïëõùíýìïõ âáèìïý n. ÅðïìÝíùò ðÝñá áðü ôïí åêðáéäåõôéêü ôïõò ÷áñáêôÞñá
ïé ðßíáêåò äåí åßíáé ðéá ÷ñÞóéìïé óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç, ôïõëÜ÷éóôïí üóïí áöïñÜ óôïõò
êüìâïõò tin óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç ôýðïõ Gauss.

ÁëëÜ êáé ùò ðñïò ôá âÜñç win ðÜëé ïé ðßíáêåò äåí åßíáé áíáãêáßïé. Åßíáé åýêïëï íá ðñï-
ãñáììáôéóèåß êáôÜëëçëá (ð.÷. óôç Mathematica Þ óôç Maxima) ç åýñåóç ôùí âáñþí áõôþí win

ìÝóù ôçò áðáéôÞóåùò ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå ç ðïëõùíõìéêÞ áêñßâåéá ôçò ìåèüäïõ (ìå n êüìâïõò)
íá åßíáé m = 2n − 1. Óôï âéâëßï ôùí Áñéèìçôéêþí Ìåèüäùí (ÌÜñêåëëïò, 2001, óó. 113--115)
áíáöÝñïíôáé ïé ó÷åôéêÝò åîéóþóåéò ãéá n = 2. ÁíáöÝñåôáé åðßóçò êáé ôï ãåãïíüò üôé ìå ôïõò n
êüìâïõò tin ãíùóôïýò óáí ñßæåò ôïõ ðïëõùíýìïõ Legendre Pn(t), ôï óýóôçìá ôùí åîéóþóåùí ãéá
ôá âÜñç win åßíáé áðëÜ Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. Ôï óýóôçìá áõôü ìðï-
ñåß åõêïëüôáôá íá åðéëõèåß. Áêüìç üìùò ðéï åýêïëï åßíáé íá ðñïóäéïñéóèïýí ôá âÜñç win óôïí
êáíüíá (ôýðï) áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre ìÝóù ôùí ôåëéêþí êëåéóôþí ôýðùí
(Hildebrand, 1974, Åíüôçôá 8.5, ó. 391)

win = 2(1− t2in)

(n+ 1)2 P2
n+1(tin)

ìå i = 1, 2, . . . , n. (2.5.7)

Ï ôñüðïò áõôüò åßíáé áêüìç ðéï åý÷ñçóôïò áðü ôçí åðßëõóç åíüò óõóôÞìáôïò n ãñáììéêþí
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ãéá óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ ôïõ n.

ÐÜíôùò, ãéá íá ðÜñïõìå êáé åäþ ìéá åéêüíá ôùí êüìâùí (óçìåßùí ïëïêëçñþóåùò) tin êáé ôùí
áíôßóôïé÷ùí âáñþí win, ðáñáèÝôïõìå óôïí Ðßíáêá Ã2.1 ôçò åðüìåíçò óåëßäáò ôéò ôéìÝò ôïõò ãéá
ôïí êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre ìå n = 10 êüìâïõò. Ï êáíüíáò áõôüò
áöïñÜ óôï êëáóéêü äéÜóôçìá [−1, 1] êáé ìÜëéóôá ÷ùñßò óõíÜñôçóç âÜñïõò: w(t) ≡ 1.

Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé íá áíáöåñèåß üôé, áí ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò åßíáé ôï ãåíéêüôåñï
ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [a, b] áíôß ôïõ [−1, 1], ðïõ éó÷ýåé ãéá ôïí êáíüíá Gauss--Legendre, ôüôå
ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ìéá áðëÞ áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò ôçò ìïñöÞò

t = b+ a
2

+ b− a
2

s. (2.5.8)

ÁõôÞ ç áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò ìáò åðéôñÝðåé ôçí Üìåóç áëëáãÞ ôïõ äéáóôÞìáôïò ïëïêëçñþóåùò áðü
ôï äéÜóôçìá [−1, 1] (ìå ìåôáâëçôÞ ôçí s) óôï äéÜóôçìá [a, b] (ìå ìåôáâëçôÞ ôçí t) êáé áíôßóôñïöá.



50 (ÊåöÜëáéï Ã2) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Ðßíáêáò Ã2.1: Êüìâïé (óçìåßá) tin êáé áíôßóôïé÷á âÜñç win óôïí êáíüíá (ôýðï) áñéèìçôéêÞò
ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre ãéá n = 10 óçìåßá ïëïêëçñþóåùò.

i tin win

1 −0.97390 65285 17171 72008 +0.06667 13443 08688 13759
2 −0.86506 33666 88984 51073 +0.14945 13491 50580 59315
3 −0.67940 95682 99024 40623 +0.21908 63625 15982 04400
4 −0.43339 53941 29247 19080 +0.26926 67193 09996 35509
5 −0.14887 43389 81631 21088 +0.29552 42247 14752 87017
6 +0.14887 43389 81631 21088 +0.29552 42247 14752 87017
7 +0.43339 53941 29247 19080 +0.26926 67193 09996 35509
8 +0.67940 95682 99024 40623 +0.21908 63625 15982 04400
9 +0.86506 33666 88984 51073 +0.14945 13491 50580 59315

10 +0.97390 65285 17171 72008 +0.06667 13443 08688 13759

ÕðÜñ÷ïõí ðïéêßëïé êáíüíåò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ôýðïõ Gauss ãéá ðåðåñáóìÝíá, çìéÜ-
ðåéñá êáé Üðåéñá äéáóôÞìáôá ïëïêëçñþóåùò [a, b]. Ïé ðåñéóóüôåñïé áðü ôïõò êáíüíåò áõôïýò
ðåñéëáìâÜíïõí êáé ìéá (óõíÞèùò ìç áñíçôéêÞ) óõíÜñôçóç âÜñïõò w(t). Åßíáé äçëáäÞ ôçò ãåíéêÞò
ìïñöÞò ∫ b

a
w(t) g(t) dt ≈

n∑
i=1

win g(tin) (2.5.9)

áíôß ãéá ôçí êÜðùò áðëïýóôåñç ìïñöÞ (2.5.4), óôçí ïðïßá äåí õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç âÜñïõò w(t).

Ãéá ðáñÜäåéãìá, óå ðñïâëÞìáôá ñùãìþí óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ Þ Ìç÷áíéêÞ ôçò Èñáýóåùò
(óôï âáóéêü äéÜóôçìá [−1, 1] êáé ðÜëé) ìå áðåéñéóìïýò äýï óõíéóôùóþí ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí
óôá Üêñá ôçò ñùãìÞò, ç êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç âÜñïõò åßíáé ç åîÞò:

w(t) = 1√
1− t2

. (2.5.10)

Ôüôå ÷ñåéáæüìáóôå ôïí êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--Chebyshev (áíôß ãéá ôïí êáíüíá
Gauss--Legendre ÷ùñßò óõíÜñôçóç âÜñïõò: w(t) = 1, ôïí ïðïßï Þäç ðñü÷åéñá åîåôÜóáìå). Ï êá-
íüíáò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--Chebyshev áðïäåéêíýåôáé üôé Ý÷åé ôçí åîÞò áðëÞ ìïñöÞ:∫ 1

−1

1√
1− t2

g(t) dt ≈ ð
n

n∑
i=1

g(tin). (2.5.11)

Åäþ ïé êüìâïé tin åßíáé ïé ñßæåò ôïõ ðïëõùíýìïõ Chebyshev Tn(t) ðñþôïõ åßäïõò êáé âáèìïý n.
ÅðåéäÞ ìÜëéóôá, üðùò åßíáé ãíùóôü,

Tn(t) = cos nè ìå t = cos è, (2.5.12)
ðñïêýðôåé åýêïëá üôé

tin = cos
(2i− 1)ð

2n
ìå i = 1, 2, . . . , n. (2.5.13)

ÌåÜëëá ëüãéá óôïí êáíüíááñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùòGauss--Chebyshev (2.5.11) ôá âÜñçwin åßíáé
üëá ßóá ìå ð/n. Åðßóçò ïé êüìâïé tin äßíïíôáé áðü åîáéñåôéêÜ áðëïýò ôñéãùíïìåôñéêïýò ôýðïõò.

Äåí êñßíåôáé óêüðéìï íá äþóïõìå ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ãéá ôç ìïíïäéÜóôáôç áñéèìç-
ôéêÞ ïëïêëÞñùóç êáé, åéäéêüôåñá, ãéá ôïõò ôýðïõò Gauss, ðïõ ìáò åðéôñÝðïõí íá Ý÷ïõìå ìåãÜëç
(ðïëõùíõìéêÞ) áêñßâåéá (2n − 1) ãéá ó÷åôéêÜ ìéêñÝò ôéìÝò ôïõ áñéèìïý ôùí êüìâùí n. Èá ðñï-
÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí Üìåóç åöáñìïãÞ ôùí ëßãùí áõôþí ãíþóåþí ìáò ðÜíù óôçí ÁñéèìçôéêÞ
ÁíÜëõóç (óõãêåêñéìÝíá åäþ óôçí ÁñéèìçôéêÞ ÏëïêëÞñùóç) óôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ïëïêëçñùôé-
êþí åîéóþóåùí Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò ôçò ìïñöÞò (2.5.1).
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Ã2.5.3. ÁñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò

Çüëç äéáäéêáóßá ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Fredholm äåõôÝñïõ
åßäïõò (2.5.1) ìå ôç ìÝèïäï ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò (Þ ìÝèïäï ôïõ Nyström) åßíáé ðéá
áñêåôÜ áðëÞ êáé óáöÞò. Áñêåß íá ðñïóåããßóïõìå ôï ïëïêëÞñùìá (ìå ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò
ôçí t) óôçí ïëïêëçñùôéêÞ ìáò áõôÞ åîßóùóç ìå Üèñïéóìá. ×ñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí êáôÜëëçëï
ôýðï áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò (ð.÷. Ýíáí êáíüíá Gauss) ôçò ìïñöÞò (2.5.4), Ý÷ïõìå áìÝóùò
ôçí ðñïóåããéóôéêÞ åîßóùóç

y(x)+
n∑

i=1

win K(x, tin) y(tin) ≈ f (x), a ≤ x ≤ b. (2.5.14)

ÂÝâáéá óôçí åîßóùóç áõôÞ ç ìåôáâëçôÞ x äåí Ý÷åé ó÷Ýóç (õðÞñîå óôáèåñÜ) ùò ðñïò ôçí
ïëïêëÞñùóç. Äåí îå÷Üóáìå åðßóçò ôá âÜñçwin óôï Üèñïéóìá ðïõ áíôéêáôÝóôçóå ôï ïëïêëÞñùìá,
áëë’ ïýôå êáé ôï óýìâïëï ôçò ðñïóåããßóåùò (≈) áíôß ãéá ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò (=). ¸÷ïõìå
Ýôóé ìéá ðñïóÝããéóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Fredholm (2.5.1). Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ (2.5.14)
èá ìáò âïçèÞóåé íá ðñïóäéïñßóïõìå ìéá ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ôçò

yn(x) ≈ y(x). (2.5.15)

Ï äåßêôçò n óôç óõíÜñôçóç yn(x) äçëþíåé êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï üôé ðñüêåéôáé ãéá ðñïóåããéóôéêÞ
ëýóç êáé ìÜëéóôá ãéá ëýóç ðïõ âáóßóèçêå óå êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ìå n êüìâïõò
(óçìåßá).

Äå÷üìáóôå åýëïãá üôé ç ðáñáðÜíù ëýóç yn(x) åðáëçèåýåé áêñéâþò ôçí ðñïóåããéóôéêÞ åîßóùóÞ
ìáò (2.5.14), äçëáäÞ üôé åßíáé áêñéâÞò ëýóç ôçò ðñïóåããéóôéêÞò åîéóþóåùò

yn(x)+
n∑

i=1

win K(x, tin) yn(tin) = f (x), a ≤ x ≤ b. (2.5.16)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ðéá ç yn(x) áíôß ôçò y(x). ÅðéðëÝïí Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéç-
èåß ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò áíôß ãéá ôï óýìâïëï ôçò ðñïóåããßóåùò. Ìå ôçí áýîçóç ôïõ áñéèìïý
ôùí êüìâùí n óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç åéêÜæåôáé (êáé óõíÞèùò éó÷ýåé) üôé ôï óöÜëìá (ëüãù
ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò) èá ìåéþíåôáé. ÅðïìÝíùò ç ðñïóÝããéóç yn(x) èá âåëôéþíåôáé.

Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ðñïóåããéóôéêÞò åîéóþóåùò (2.5.16) ðñÝðåé áóöáëþò íá ðñïóäéïñßóïõìå
ôéò ôéìÝò yn(tin) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò yn(x) óôá óçìåßá tin. ÁõôÝò åßíáé ïé Üãíùóôåòðïóüôçôåò
óôï Üèñïéóìá ðïõ Ý÷ïõìå óôçí ðñïóåããéóôéêÞ áõôÞ åîßóùóç (2.5.16). Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü áõôü
áñêåß ç åöáñìïãÞ ôçò ßäéáò åîéóþóåùò óôá ßäéá áêñéâþò óçìåßá x = tkn (k = 1, 2, . . . , n), äçëáäÞ
óôïõò ßäéïõò ôïõò êüìâïõò ôïõ êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå. ¸ôóé
ðáßñíïõìå áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñïóåããéóôéêÞ åîßóùóç (2.5.16)

yn(tkn)+
n∑

i=1

win K(tkn, tin) yn(tin) = f (tkn), k = 1, 2, . . . , n. (2.5.17)

Ôß ðåôý÷áìå ìå ôïí ôñüðï áõôü; Íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá óýóôçìá n ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
(ü÷é âÝâáéá ïëïêëçñùôéêþí Þ äéáöïñéêþí) åîéóþóåùí. Óôéò åîéóþóåéò áõôÝò (2.5.17) Üãíùóôïé
åßíáé ïé n ôéìÝò yn(tkn) (áðüëõôá éóïäýíáìá yn(tin)) ôçò ðñïóåããßóåùò yn(x) ôçò áñ÷éêÞò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò y(x) óôïõò êüìâïõò (óôá óçìåßá) tkn ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò. Ìå ôçí åðßëõóç
ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý, ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (2.5.17), åßôå ìå Üìåóç åßôå ìå åðáíáëçðôéêÞ
ìÝèïäï Ý÷ïõìå ðëÝïí äéáèÝóéìåò ôéò ðñïáíáöåñèåßóåò ôéìÝò yn(tkn) óôá óçìåßá tkn ðïõ âñßóêïíôáé
óôï äéÜóôçìá [a, b] éó÷ýïò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò: a ≤ tkn ≤ b ìå k = 1, 2, . . . , n. ÌåñéêÝò
öïñÝò áõôü ìáò åßíáé áñêåôü, Üëëåò öïñÝò üìùò äåí åßíáé, ãéáôß ÷ñåéáæüìáóôå ôçí Üãíùóôç óõ-
íÜñôçóç y(x), Ýóôù ôçí ðñïóÝããéóÞ ôçò yn(x), êáé óå Üëëá óçìåßá (Þ áêüìç êáé óå üëá ôá óçìåßá)



52 (ÊåöÜëáéï Ã2) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ôïõ äéáóôÞìáôïò ïëïêëçñþóåùò [a, b]. Ðñïò ôï óêïðü áõôü ìðïñïýìå, ìÜëëïí õðï÷ñåùíüìáóôå,
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá ìÝèïäïðáñåìâïëÞò, üðùò åßíáé çðïëõùíõìéêÞ êáé çöõóéêÞðáñåìâïëÞ,
ðïõ áíáöÝñïíôáé óôçí áìÝóùò åðüìåíç åíüôçôá.

Ã2.5.4. ÐïëõùíõìéêÞ êáé öõóéêÞ ðáñåìâïëÞ

Ìéá ðïëý ãíùóôÞ ìÝèïäïò ðáñåìâïëÞò åßíáé ç ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ (ÌÜñêåëëïò, 2001,
ÁñéèìçôéêÝò ÌÝèïäïé, Åíüôçôá 3.1, óó. 86--87). Ç ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ ìðïñåß áóöáëþò íá
÷ñçóéìïðïéçèåß êáé óôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí. Ç ðáñåìâïëÞ áõôÞ êá-
ôáëÞãåé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò óôïí åîÞò ôåëéêü ðïëõùíõìéêü ôýðï:

pn(x) =
n∑

i=1

Li(x)
Li(tin)

yn(tin). (2.5.18)

Ï ôýðïò áõôüò äßíåé ôï êáëïýìåíï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò ôïõ Lagrange pn(x). Ôá n ðïëõþ-
íõìá Li(x) (ðïõ åßíáé üëá âáèìïý n− 1) óôïí ßäéï ôýðï (2.5.18) ðñïóäéïñßæïíôáé áðü ôá ãéíüìåíá

Li(x) =
n∏

j=1
j �= i

(x − tjn), i = 1, 2, . . . , n. (2.5.19)

ÅðïìÝíùò êáé ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò ôïõ Lagrange pn(x) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ðñïóåããéóôéêÞ
ëýóç yn(x) åßíáé êáé áõôü âáèìïý n−1. ÌÜëéóôá, üðùò ðñïêýðôåé áðü ôç öéëïóïößá ôçò ðïëõù-
íõìéêÞò ðáñåìâïëÞò êáé åýêïëá åðáëçèåýåôáé ìÝóù ôïõ ôýðïõ ðáñåìâïëÞò (2.5.18) (ìå x = tin
ãéá êÜðïéá ôéìÞ ôïõ i), éó÷ýåé üôé

pn(tin) = yn(tin) ≈ y(tin). (2.5.20)

Óôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò Ý÷ïõìå ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò ìåôáîý pn(tin) êáé yn(tin) êáé ôçò ðñïóåã-
ãßóåùò ìåôáîý yn(tin) êáé y(tin). Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç æçôïýìåíç óõíÜñôçóç yn(x) áðïôåëåß,
üðùò Þäç áíáöÝñèçêå, ðñïóÝããéóç ôçò áëçèéíÞò ëýóåùò y(x). Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ ïöåßëåôáé óôïí
êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå. Må ôïí ôñüðï áõôü, õðïèÝôïíôáò üôé
Ý÷ïõìå ëýóåé ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (2.5.17), ðåôý÷áìå íá Ý÷ïõìå
äéáèÝóéìï ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò ôïõ Lagrange pn(x). Ôï ðïëõþíõìï áõôü áóöáëþò áðïôåëåß
ðñïóÝããéóç ôçò ëýóåùò y(x) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò (2.5.1), áðü
ôçí ïðïßá êáé îåêéíÞóáìå, äçëáäÞ pn(x) ≈ y(x).

Ìéá åíáëëáêôéêÞ êáé óõíÞèùò ðñïôéìþìåíç äõíáôüôçôá ìáò ðáñÝ÷åé ç êáëïýìåíç öõóéêÞ ðá-
ñåìâïëÞ Þ ðáñåìâïëÞ ôïõ Nyström. Êáé ç öõóéêÞ ðáñåìâïëÞ ÷ñçóéìïðïéåß ôç ëýóç ôïõ ãñáììéêïý
óõóôÞìáôïò (2.5.17), áëë’ ü÷é êáé ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò ôïõ Lagrange pn(x). Ç ìÝèïäïò ðá-
ñåìâïëÞò áõôÞ åßíáé êõñéïëåêôéêÜ áðëïýóôáôç óôç óêÝøç ôçò. ÓõãêåêñéìÝíá ÷ñçóéìïðïéåß áðëÜ
ôçí åîßóùóç (2.5.16), ðïõ ðñïóåããßæåé ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm (2.5.1), ìå ìåôáöïñÜ
ôïõ áèñïßóìáôïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò óôï äåîéü ìÝëïò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðáßñíïõìå

yn(x) = f (x)−
n∑

i=1

win K(x, tin) yn(tin), a ≤ x ≤ b. (2.5.21)

Ïé ôéìÝò yn(tin) óôï Üèñïéóìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò åßíáé Þäç äéáèÝóéìåò ó’ åìÜò áðü ôç ëýóç (Üìåóç
Þ åðáíáëçðôéêÞ) ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (2.5.17).

¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôç äõíáôüôçôá íá õðïëïãßæïõìå ôçí ðñïóÝããéóç yn(x) ôçò ëýóåùò y(x) óå
êÜèå óçìåßï x ôïõ äéáóôÞìáôïò ïëïêëçñþóåùò [a, b]. Ï ôýðïò ëïéðüí ôçò öõóéêÞò ðáñåìâïëÞò
Þ ðáñåìâïëÞò ôïõ Nyström (2.5.21) åßíáé áðëÜ ç åîßóùóç (2.5.16), ç ïðïßá ðñïóåããßæåé ôçí áñ-
÷éêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm (2.5.1), ëõìÝíç üìùò ùò ðñïò yn(x). (ÄçëáäÞ ôï Üèñïéóìá
Ý÷åé ìåôáöåñèåß óôï äåîéü ìÝëïò ôçò.) Äåí Ý÷ïõìå ðéá ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ áíôßèåôá ìå ôçí
ðáñåìâïëÞ ôïõ Lagrange (2.5.18), ðïõ Þäç åîåôÜóáìå êáé ðïõ åßíáé ðñáãìáôéêÜ ðïëõùíõìéêÞ
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ðáñåìâïëÞ. ¸÷ïõìå åíôïýôïéò ìéá Üñéóôç ðáñåìâïëÞ yn(x), ãéáôß ïé êáíüíåò (ôýðïé) áñéèìçôé-
êÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss (üðùò ï êáíüíáò Gauss--Legendre óôï äéÜóôçìá [−1, 1]) åßíáé áêñéâåßò,
üðùò Ý÷åé Þäç áíáöåèåß, ãéá ðïëõþíõìá âáèìïý m ìÝ÷ñé êáé 2n − 1. Áíôßèåôá ç ðïëõùíõìéêÞ
ðáñåìâïëÞ ôïõ Lagrange (2.5.18) åßíáé áêñéâÞò ãéá ðïëõþíõìá ìüëéò ìÝ÷ñé n − 1 âáèìïý. Ç ðá-
ñåìâïëÞ ôïõ Lagrange ðáñïõóéÜæåé åðßóçò êáé ôï ìåéïíÝêôçìá üôé áðáéôåß ôïí õðïëïãéóìü ôùí
ðïëõùíýìùí Li(x), ôýðïé (2.5.19), ôá ïðïßá õðåéóÝñ÷ïíôáé óôïí ôýðï ðïëõùíõìéêÞò ðáñåìâïëÞò
ôïõ Lagrange (2.5.18). Áóöáëþò êÜôé ôÝôïéï äåí éó÷ýåé óôç öõóéêÞ ðáñåìâïëÞ Þ ðáñåìâïëÞ ôïõ
Nyström (2.5.21).

Ðáñáëåßøáìå âÝâáéá íá ðïýìå üôé óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç Ý÷åé õðåéóÝëèåé êáé ï ðõñÞ-
íáò K(x, t) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Fredholm (2.5.1). Êáé ðÜëé üìùò ç öõóéêÞ ðáñåìâïëÞ
Þ ðáñåìâïëÞ ôïõ Nyström (2.5.21) åßíáé óõíÞèùò áñéèìçôéêÜ ðïëý áêñéâÝóôåñç áðü ôçí ðïëõù-
íõìéêÞ ðáñåìâïëÞ ôïõ Lagrange (2.5.18).

Ã2.5.5. Ó÷üëéá ãéá ôá óöÜëìáôá êáé ôç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ

Ãéá ìéá éêáíïðïéçôéêÞ ðñïóÝããéóç yn(x) ôçò Üãíùóôçò ëýóåùò y(x) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþ-
óåùò Fredholm (2.5.1) åßíáé áíáãêáßï (óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù) ç ðñïóÝããéóÞ ôçò áõôÞ íá
õðïëïãéóèåß ìå åðáñêþò ìåãÜëç ôéìÞ ôïõ n. Óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå ìéá áêïëïõèßá ôéìþí n = 2m

ìå m = 2, 3, . . . ,M, ìÝ÷ñé íá êáôáëÞîïõìå óå ìéá ôéìÞ N = 2M ðïõ íá ìáò åîáóöáëßæåé (ðñá-
êôéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí) ôçí åðéèõìçôÞ áêñßâåéá óôïõò õðïëïãéóìïýò ìáò. Åðßóçò óõ÷íÜ óáí ó÷åôéêü
êñéôÞñéï ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí áðüëõôï ôéìÞ ôçò äéáöïñÜò

| y2m(x)− y2m−1(x)| ≤ å, a ≤ x ≤ b. (2.5.22)

Ç áðüëõôïò áõôÞ ôéìÞ ãñÜöåôáé êáé óáí ìÝãéóôç íüñìá ùò åîÞò:

|| y2m − y2m−1 ||∞ := max
a≤x≤b

| y2m(x)− y2m−1(x)| ≤ å. (2.5.23)

Ãé’ áõôÞí ôçí áðüëõôï ôéìÞ èÝëïõìå íá ìçí õðåñâáßíåé Ýíá ìéêñü èåôéêü áñéèìü å, ðïõ ôïí
Ý÷ïõìå ðñïåðéëÝîåé ãéá ôï áíþôáôï áðïäåêôü óöÜëìá óôç äéáöïñÜ áõôÞ, ü÷é áóöáëþò êáé óôçí
ßäéá ôçí ðñïóÝããéóç yn(x). ÅÜí ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò ðéï ðÜíù áðïëýôïõ ôéìÞò ôçò äéáöïñÜò õðåñ-
âáßíåé ôï å, ôüôå ðñÝðåé ßóùò íá åðéëÝîïõìå áêüìç ðåñéóóüôåñïõò êüìâïõò (óçìåßá) óôçí áñéèìç-
ôéêÞ ïëïêëÞñùóç, ð.÷. n∗ = 2n (äéðëïýò) êüìâïõò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü õðü óõíÞèåéò óõíèÞêåò ôï
óöÜëìá å óôçí ðéï ðÜíù äéáöïñÜ èá ìåéùèåß óçìáíôéêÜ. Áò ìç ëçóìïíåßôáé åîÜëëïõ üôé óôçí áñéè-
ìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç Gauss (üðùò, ð.÷., óôïí êáíüíá Gauss--Legendre) ôï ó÷åôéêü óöÜëìá En (óôçí
ðåñßðôùóÞ ìáò ãéá a ≤ x ≤ b) óõíÞèùò ìåéþíåôáé ðïëý äñáóôéêÜ ìå ôçí áýîçóç ôïõ áñéèìïý ôùí
êüìâùí n. (Áõôü óõìâáßíåé ãéá óõíáñôÞóåéò ìå êáëÞ óõìðåñéöïñÜ, äçëáäÞ ãéá óõíáñôÞóåéò ðïõ
äéáèÝôïõí åðáñêÞ áñéèìü óõíå÷þí ðáñáãþãùí óå ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [a, b].)

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé ôïí êáíüíáGauss--Legendre. Áõôüò åßíáé êáé ï êáíü-
íáò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ðïõ óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ðåðåñáóìÝíá äéáóôÞìáôá [a, b]
ìå áíáãùãÞ ôïõò âÝâáéá óôï âáóéêü äéÜóôçìá [−1, 1]. Ãéá ôïí êáíüíá áõôü ôï óöÜëìá En[g] ôçò
áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò óõíáñôÞóåùò g(t) ðïõ äéáèÝôåé åðáñêÞ áñéèìü óõíå÷þí ðáñáãþãùí
Ý÷åé ôçí åîÞò ìïñöÞ (Hildebrand, 1974, Åíüôçôá 8.5, ó. 391):

En[g] = 22n+1(n!)4

(2n+ 1) [(2n)!]3
g(2n)(î). (2.5.24)

Óôï óöÜëìá áõôü En[g] ç 2n ôÜîåùò ðáñÜãùãïò g(2n)(î) õðïëïãßæåôáé óå êÜðïéá (Üãíùóôç) ôéìÞ
ôïõ î, áëëÜ ðÜíôùò ìÝóá óôï äéÜóôçìá [−1, 1]. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï ìÝãéóôï ôçò ðáñáãþãïõ áõôÞò
óôï ßäéï äéÜóôçìá [−1, 1] åßíáé M2n, äçëáäÞ

|| g(2n)||∞ := max
−1≤î≤1

| g(2n)(î)| = Ì2n . (2.5.25)
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Ôüôå ï ðéï ðÜíù ôýðïò (2.5.24) ãéá ôï óöÜëìá óôç ìÝèïäï áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--
Legendre ðáßñíåé ôç ìïñöÞ ôçò áêüëïõèçò áíéóüôçôáò, ôþñá ðëÝïí ãéá ôçí áðüëõôï ôéìÞ |En[g]|
ôïõ óöÜëìáôïò En[g]:

|En[g]| ≤ 22n+1(n!)4

(2n+ 1) [(2n)!]3
M2n . (2.5.26)

Ðáñáôçñïýìå üôé ôüóï ï áñéèìçôÞò üóï êáé ï ðáñïíïìáóôÞò óôï êëÜóìá cn ôùí ðéï ðÜíù
ôýðùí (2.5.24) êáé (2.5.26), äçëáäÞ óôï êëÜóìá

cn = 22n+1(n!)4

(2n+ 1) [(2n)!]3
, (2.5.27)

áõîÜíïíôáé êáèþò ìåãáëþíåé ôï n, äçëáäÞ áõîÜíåôáé ï áñéèìüò ôùí êüìâùí tin óôçí áñéèìçôéêÞ
ïëïêëÞñùóç. ÐáñÜ ôáýôá ôï ßäéï ôï êëÜóìá cn ìåéþíåôáé äñáóôéêÜ ìå ôçí áýîçóç ôïõ áñéèìïý
ôùí êüìâùí n, ðéï óõãêåêñéìÝíá ðáßñíåé ôéò åîÞò ôéìÝò ãéá 1 ≤ n ≤ 10 óôïí êáíüíá áñéèìçôéêÞò
ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre ðïõ åîåôÜæïõìå:

c1 = 1
3
= 3.33333× 10−1,

c2 = 1
135

= 7.40741× 10−3,

c3 = 1
15750

= 6.34921× 10−5,

c4 = 1
3472875

= 2.87946× 10−7,

c5 = 1
1237732650

= 8.07929× 10−10,

c6 = 1
648984486150

= 1.54087 × 10−12,

c7 = 1
470050192111500

= 2.12743× 10−15,

c8 = 1
449485496206621875

= 2.22477 × 10−18,

c9 = 1
548472191037902381250

= 1.82325× 10−21,

c10 = 1
831593536051667590451250

= 1.20251× 10−24.

(2.5.28)

ÁõôÞ ç éäéáßôåñá ãñÞãïñç ìåßùóç ôïõ êëÜóìáôïò cn åßíáé åîáéñåôéêÜ åõðñüóäåêôç êáé óõì-
âÜëëåé õðü óõíçèéóìÝíåò óõíèÞêåò óôçí åðßóçò ãñÞãïñç ìåßùóç ôïõ óöÜëìáôïò En[g] óýìöùíá
ìå ôïí ôýðï (2.5.24) Þ ìÜëëïí ôï ó÷åôéêü Üíù öñÜãìá (2.5.26). Áëë’ ç ìåßùóç áõôÞ ìðïñåß íá
åðéâñáäõíèåß ëéãüôåñï Þ ðåñéóóüôåñï, áí ôï Üíù öñÜãìá M2n ãéá ôçí ðáñÜãùãï ôÜîåùò 2n, äç-
ëáäÞ ôçí ðáñÜãùãï g(2n)(t), ôçò ïëïêëçñùôÝáò óõíáñôÞóåùò g(t), áõîÜíåôáé Ýíôïíá ìå ôçí ôÜîç
ôçò ðáñáãþãïõ ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò. ÊÜôé ôÝôïéï äå ìðïñåß âÝâáéá íá áðïêëåéóèåß. ÐáñÜ
ôáýôá áò ìç ëçóìïíåßôáé üôé ç ìÝèïäïò Gauss--Legendre óõãêëßíåé ãéá óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ðïõ
äå äéáèÝôïõí ðáñÜãùãï êáìßáò ôÜîåùò, óõãêëßíåé áêüìç êáé ãéá ôìçìáôéêÜ óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò.
ÁëëÜ âÝâáéá óå ôÝôïéåò ðåñéðôþóåéò ç óýãêëéóç åßíáé áñãÞ. Áðïëýôùò áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá
êÜèå êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ôýðïõ Gauss.
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Óôï óçìåßï áõôü áò êÜíïõìå ôéò åîÞò õðïèÝóåéò óôç ìÝèïäï ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò
Þ ìÝèïäï ôïõ Nyström ðïõ åîåôÜóáìå. ÕðïèÝôïõìå üôé ï ðõñÞíáò K(x, t) êáé ç åðßóçò ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç f (x) åßíáé äýï óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò óå ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [a, b],
ï ðõñÞíáò K(x, t) ìÜëéóôá êáé ùò ðñïò ôéò äýï ìåôáâëçôÝò ôïõ x êáé t. ÕðïèÝôïõìå åðéðëÝïí üôé
Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé Ýíáí êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ðïõ íá óõãêëßíåé ãéá n → ∞ ãéá
ïðïéáäÞðïôå óõíå÷Þ óõíÜñôçóç g(x). (ÔÝôïéïò êáíüíáò åßíáé, ð.÷., ï êáíüíáò Gauss--Legendre.)
Õðü ôéò õðïèÝóåéò áõôÝò, åÜí ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò (2.5.1) Ý÷åé ìßá
êáé ìüíï ìßá ëýóç y(x), ôüôå ç ðñïóÝããéóÞ ôçò yn(x) ìå ôç ìÝèïäï ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò
ðïõ âáóßæåôáé óôïí êáíüíá áõôü èá óõãêëßíåé óôçí y(x). Ç óýãêëéóç áõôÞ èá éó÷ýåé ìÜëéóôá ãéá
êÜèå óçìåßï x ôïõ äéáóôÞìáôïò ïëïêëçñþóåùò [a, b], äçëáäÞ èá Ý÷ïõìå

lim
n→∞ yn(x) = y(x), a ≤ x ≤ b. (2.5.29)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ õðïôßèåôáé üôé Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß ôåëéêÜ ç öõóéêÞ ðáñåìâïëÞ Þ ðáñåìâïëÞ
ôïõ Nyström (2.5.21) ãéá ôïí êáèïñéóìü ôçò óõíáñôÞóåùò yn(x) ðÝñáí ôùí óçìåßùí ïëïêëçñþ-
óåùò tin êáé óå êÜèå óçìåßï ôïõ äéáóôÞìáôïò [a, b]. Ïé ó÷åôéêÝò áðïäåßîåéò ðåñéëáìâÜíïíôáé óôç
ìïíïãñáößá ôïõ Baker (1977, Åíüôçôá 4.16, óó. 432--440) êáé ïäçãïýí óôï óõìðÝñáóìá üôé

lim
n→∞

[|| yn − y||∞
]
:= lim

n→∞
[
max
a≤x≤b

| yn(x)− y(x)|] = 0. (2.5.30)

Ã2.5.6. Óýãêñéóç ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí

Óôçí Åíüôçôá Ã2.4 áíáöåñèÞêáìå óôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ãéá ôçí åðßëõóç
ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ãéá ôçí êëáóéêÞ ìç ïìïãåíÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîß-
óùóç Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò (2.5.1)

y(x)+
∫ b

a
K(x, t) y(t) dt = f (x), a ≤ x ≤ b, (2.5.31)

êáé ìå ôç ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç ôçò ëýóåùò y0(x) = 0 ç áêïëïõèßá ôùí ðñïóåããßóåùí ym(x)
Ý÷åé ôç ìïñöÞ (2.4.6), äçëáäÞ

ym(x) = f (x)−
∫ b

a
K(x, t) ym−1(t) dt, m = 1, 2, . . . . (2.5.32)

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï äåßêôç m áíôß ôïõ n ãéá ôçí áêïëïõèßá ôùí ðñïóåããß-
óåùí ym(x). Ï äåßêôçò n èá äçëþíåé ôïí áñéèìü ôùí êüìâùí ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.

Áóöáëþò åßíáé áñêåôÝò öïñÝò äõíáôüò ï õðïëïãéóìüò ôùí üñùí ym(x) ôçò áêïëïõèßáò áõôÞò
âÜóåé ôïõ ðéï ðÜíù åðáíáëçðôéêïý ôýðïõ (2.5.32) ìå õðïëïãéóìü ôùí áíôßóôïé÷ùí ïëïêëçñù-
ìÜôùí. ÈÝëïõìå âÝâáéá íá Ý÷ïõìå óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ãéá áõîáíüìåíåò ôéìÝò ôïõ m. Óõ÷íÜ
üìùò ãéá ôïí áíáëõôéêü õðïëïãéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò óôïí åðáíáëçðôéêü ôýðï (2.5.32) áðáé-
ôåßôáé åðßðïíç ðñïóðÜèåéá, éäßùò ìåôÜ ôéò ðñþôåò äýï--ôñåéò ðñïóåããßóåéò ym(x). Áêüìç êáé åéäéêÜ
ðñïãñÜììáôá óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí, üðùò ç Mathematica Þ ç Maxima, ìðïñåß íá ÷ñåéÜæïíôáé
ðÜñá ðïëý ÷ñüíï Þ/êáé íá ïäçãïýíôáé óå åîáéñåôéêÜ ðïëýðëïêá áíáëõôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. Áò
ìçí îå÷íÜìå åîÜëëïõ üôé óôçí ðñÜîç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðáñïõóéÜæïíôáé êáé õðïëïãéóôéêÜ
äýóêïëá ðñïâëÞìáôá. ÔÝôïéá ðñïâëÞìáôá ìðïñåß íá ìç äéáèÝôïõí áðëÝò áíáëõôéêÝò ëýóåéò.
Óõ÷íÜ ìÜëéóôá äåí Ý÷ïõí êáèüëïõ áíáëõôéêÝò ëýóåéò ïýôå áðëÝò, áëë’ ïýôå êáé ðïëýðëïêåò.

Óýìöùíá ìå ôéò óêÝøåéò áõôÝò åßíáé ðñáêôéêÜ óêüðéìç ç ðñïóÝããéóç ôïõ ïëïêëçñþìáôïò
óôïí åðáíáëçðôéêü ôýðï (2.5.32) ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí. Ãéá ôï óêïðü áõôü
ãßíåôáé ÷ñÞóç áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ôçò ìïñöÞò (2.5.4), åííïåßôáé ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ
ïëïêëçñþóåùò t . Ôüôå ï åðáíáëçðôéêüò ôýðïò (2.5.32) ðáßñíåé ôçí åîÞò ðñïóåããéóôéêÞ ìïñöÞ:

ym, n(x) = f (x)−
n∑

i=1

win K(x, tin) ym−1, n(tin), m = 1, 2, . . . . (2.5.33)
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Óôç ìïñöÞ áõôÞ ï äåßêôçò m áíáöÝñåôáé óôçí ôÜîç ôçò ðñïóåããßóåùò (ð.÷. åäþ Ý÷ïõìå óôçí
áñ÷Þ y0, n(x) = 0, Ýðåéôá y1, n(x) = f (x), êëð.). Áíôßèåôá ï äåßêôçò n áíáöÝñåôáé óôïí áñéèìü
ôùí ÷ñçóéìïðïéïýìåíùí êüìâùí tin. Ìå ôïí ôñüðï áõôü (ìå áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç) ç ìÝèïäïò
ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ðÞñå ìéá õðïëïãéóôéêÜ áðëïýóôåñç ìïñöÞ: ôç ìïñöÞ (2.5.33).
ÕðÞñîå üìùò êáé êÜðïéï êüóôïò: ç áýîçóç ôïõ óöÜëìáôïò óå êÜèå ðñïóÝããéóç ym, n(x), ãéáôß
ôþñá õðåéóÝñ÷åôáé êáé ôï óöÜëìá En ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.

Áóöáëþò ôï ðñþôï ðñÜãìá ôï ïðïßï ÷ñåéáæüìáóôå ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ðñïóåããéóôéêïý
ôýðïõ (2.5.33) åßíáé ïé ôéìÝò ym−1, n(tin) ôçò ðñïóåããßóåùò ym−1, n(x) óôïõò n êüìâïõò tin ôïõ êáíüíá
áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå. (Óçìåéþíïõìå üôé êÜíïõìå äéðëÞ ðñïóÝããéóç
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôüóï ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþíðñïóåããßóåùí üóï êáé áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç.)
Óå êÜèå íÝá ðñïóÝããéóç, èåùñþíôáò üôé ï áñéèìüò ôùí êüìâùí n åßíáé óôáèåñüò, üðùò áóöáëþò
êáé ï êáíüíáò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ðáñáìÝíåé ï ßäéïò, ÷ñåéáæüìáóôå ôéò ôéìÝò áõôÝò áðü
ôçí ðñïçãïýìåíç ðñïóÝããéóç. ÅðïìÝíùò, ãéá íá ôéò õðïëïãßóïõìå, áñêåß áðëÜ íá åöáñìüóïõìå
ôïí ðñïóåããéóôéêü åðáíáëçðôéêü ôýðï (2.5.33) óôïõò êüìâïõò x = tkn (k = 1, 2, . . . , n) ôïõ êáíüíá
áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå. Ôüôå ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

ym, n(tkn) = f (tkn)−
n∑

i=1

win K(tkn, tin) ym−1, n(tin), k = 1, 2, . . . , n, m = 1, 2, . . . . (2.5.34)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü áðü ôçí áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç y0, n(x) = 0 âñßóêïíôáé ïé ôéìÝò y1, n(tkn) = f (tkn)
óôïõò n êüìâïõò tkn (ðñþôç ðñïóÝããéóç). Ïé ôéìÝò áõôÝò y1, n(tkn) áóöáëþò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
áìÝóùò ìåôÜ ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí åðüìåíùí n ôéìþí y2, n(tkn) (äåýôåñç ðñïóÝããéóç), êëð.
Äåí åßíáé âÝâáéï üôé ç ðáñïýóá ôñïðïðïéçìÝíç (ìÝóù ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò) ìÝèïäïò
ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óõãêëßíåé. (ÌåñéêÝò öïñÝò äå óõãêëßíåé ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí
ðñïóåããßóåùí ãéá ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm, üðùò åßíáé ç ðáñïýóá, êáé ÷ùñßò ìÜëéóôá
íá öôáßåé ç áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åðéðëÝïí.) Áëë’ Ýôóé êé áëëéþò (ìå
óýãêëéóç Þ ÷ùñßò óýãêëéóç) ç ðñïóåããéóôéêÞ ìÝèïäïò ðïõ óôçñßæåôáé óôïí ôýðï (2.5.34) äåí åßíáé
ôßðïôå Üëëï ðáñÜ ìéá åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäïò åðéëýóåùò ôïõ âáóéêïý óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (2.5.17). Ïé åîéóþóåéò áõôÝò ðñïÝêõøáí ìå ôç ìÝèïäï ôçò áñéèìçôéêÞò
ïëïêëçñþóåùò. ÌÜëéóôá ìå ìåôáöïñÜ ôïõ áèñïßóìáôïò óôï äåîéü ìÝëïò Ý÷ïõìå ôéò åîéóþóåéò

yn(tkn) = f (tkn)−
n∑

i=1

win K(tkn, tin) yn(tin), k = 1, 2, . . . , n. (2.5.35)

Ç óýãêñéóç ôùí äýï ôýðùí (2.5.34) êáé (2.5.35) ìáò áðïêáëýðôåé óáöþò üôé ðñüêåéôáé (óôïõò
ôýðïõò (2.5.34)) ãéá ôçí åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäï ôïõ Jacobi (óå ìéá ëßãï ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôçò)
ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (2.5.35). Ç åðáíáëçðôéêÞ
ìÝèïäïò ôïõ Jacobi áðïôåëåß ìéá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá óå ó÷Ýóç ìå ôç ÷ñÞóç ìéáò Üìåóçò
ìåèüäïõ åðéëýóåùò ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí, üðùò åßíáé ç ìÝèïäïò áðáëïéöÞò ôïõ Gauss.

ÊáôáëÞãïõìå óôï óõìðÝñáóìá üôé ç åðßëõóç ôùí n ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (2.5.17)
ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ã2.5.3 ìðïñåß (ìåôáîý äéáöüñùí áìÝóùí êáé åðáíáëçðôéêþí äõíáôïôÞôùí) íá
ãßíåé êáé ìå ôçí åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäï ôïõ Jacobi óôçí åëáöñÜ ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôçò (2.5.34).
Ôïýôï éó÷ýåé, åÜí âÝâáéá óõãêëßíåé ç ìÝèïäïò áõôÞ. Óôçí åéäéêÞ üìùò áõôÞ ðåñßðôùóç åßíáé áêñé-
âþò óáí íá åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óå óõíäõáóìü ìå
ôïí ßäéï (ìå åêåßíï óôçí ÐáñÜãñáöï Ã2.5.3) êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò (óõíÞèùò ôýðïõ
Gauss ìå n êüìâïõò). Öáßíåôáé íá åßíáé ìÜëëïí áîéïóçìåßùôç ç ðáñáôÞñçóç áõôÞ, ðïõ óõó÷åôßæåé
ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ìå ôç ìÝèïäï ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò êáôÜ ôçí
áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ìç ïìïãåíþí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò.

ÂÝâáéá, ðñáêôéêÜ ìéëþíôáò, ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß Üìåóåò ìåèüäïõò, üðùò åßíáé
ç áðáëïéöÞ Gauss, óå ðåñéðôùóåéò ìéêñþí óõóôçìÜôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí, ð.÷.
ìÝ÷ñé êáé 100 áãíþóôïõò. Áíôßèåôá ÷ñçóéìïðïéåß åðáíáëçðôéêÝò ìåèüäïõò, üðùò åßíáé ïé ìÝèïäïé
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Jacobi êáé Gauss--Seidel, óå ðåñéðôþóåéò ìåãÜëùí óõóôçìÜôùí, ð.÷. ìå 1 000 Þ êáé 10 000 áãíþ-
óôïõò. Ðïëý ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò åßíáé äéáèÝóéìåò óôï âéâëßï ôùí Áñéèìçôéêþí Ìåèüäùí
(ÌÜñêåëëïò, 2001, Åíüôçôá 2.1 êáé 2.2, óó. 47--67) êáé óå Üëëá áêüìç ðéï åîåéäéêåõìÝíá âéâëßá.

Áõôü ðïõ åßíáé âÝâáéï åßíáé üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óõ÷íÜ áíôéìåôùðßæåé óôçí åñãáóßá
ôïõ ôåñÜóôéá óõóôÞìáôá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí óå áíáëýóåéò óýíèåôùí êáôáóêåõþí
ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ðïéêßëåò ìåèüäïõò. ÔÝôïéá óõóôÞìáôá ðáñïõóéÜæïíôáé: (á) óôçí ÁíÜëõóç
ÃñáììéêþíÖïñÝùíóôéò ÊáôáóêåõÝò, (â) óôéòÐåðåñáóìÝíåòÄéáöïñÝò ãéá ôçí åðßëõóçÄéáöïñéêþí
Åîéóþóåùí ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, (ã) óôá ÐåðåñáóìÝíá Óôïé÷åßá, (ä) óôá ÓõíïñéáêÜ Óôïé÷åßá,
êëð. Áóöáëþò äåí ðñïóäïêÜ êáíåßò áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü íá ëýóåé ôÝôïéá óõóôÞìáôá ìå
ôï ÷Ýñé. ÁíáìÝíåé üìùò áðü áõôüí íá Ý÷åé óôïé÷åéþäåéò ó÷åôéêÝò ãíþóåéò, ðïõ èá ôïõ åðéôñÝøïõí
íá åðéëÝîåé ôïí õðïëïãéóôéêÜ óùóôü áëãüñéèìï. ¸íáò ôÝôïéïò áëãüñéèìïò ðñÝðåé êáôáñ÷Þí íá
Ý÷åé óýãêëéóç êáé äåýôåñï, êáé åîßóïõ óçìáíôéêü, íá Ý÷åé áñêåôÜ ãñÞãïñç óýãêëéóç. Ìéá óùóôÞ
åðéëïãÞ áëãüñéèìïõ èá åðéôñÝøåé óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü íá âñåé ôç æçôïýìåíç ëýóç êáé ìÜëéóôá
óå ðïëý ìéêñü êëÜóìá ôïõ ÷ñüíïõ ðïõ áðáéôåßôáé ìå ôç ÷ñÞóç åíüò êáêïý (êáôÜ ðåñßðôùóç
âÝâáéá) áëãüñéèìïõ (Ýóôù êáé ìå áñãÞ óýãêëéóç). Ôá ó÷üëéá áõôÜ áíáöÝñïíôáé âÝâáéá óå Ýíá
óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá åðéëýóåùò åíüò óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí.

Óôçí åðüìåíç (êáé ôåëåõôáßá)ðáñÜãñáöï (ÐáñÜãñáöïò Ã2.5.7) èá åðáíÝëèïõìå óôçí êáèáõôü
ìÝèïäï ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äçìïöéëïýò êáíüíá Gauss--Legendre, óôïí
ïðïßï Þäç Ý÷ïõìå áíáöåñèåß. Èá ðáñáèÝóïõìå Ýíá áðëü áñéèìçôéêü ðáñÜäåéãìá ìå ôïõò õðïëï-
ãéóìïýò íá Ý÷ïõí åêôåëåóèåß ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica (version 4.1). Áóöáëþò, åíáëëáêôéêÜ,
ïé ßäéïé õðïëïãéóìïß ìðïñïýí íá åêôåëåóèïýí êáé ìå Üëëá ðñïãñÜììáôá üðùò ç Maxima.

Ã2.5.7. ÐáñÜäåéãìá

▼ ÐáñÜäåéãìá Ã2.5.7.1: ÓáíðáñÜäåéãìá ôçò ìåèüäïõ ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Þ ìåèüäïõ
ôïõ Nyström ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò
èá åðéëýóïõìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.5.1) óôï äéÜóôçìá [a, b] = [−1, 1]. Óáí ðõñÞíá K(x, t)
êáé äåîéü ìÝëïò f (x) èá ðÜñïõìå ôéò åîÞò óõãêåêñéìÝíåò óõíå÷åßò êáé ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò:

K(x, t) = ex+2t, f (x) = x2. (2.5.36)

Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ç áñ÷éêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.5.1) ðáßñíåé ôç óõãêåêñéìÝíç ìïñöÞ

y(x)+
∫ 1

−1
ex+2t y(t) dt = x2, − 1 ≤ x ≤ 1. (2.5.37)

Ôç ìïñöÞ áõôÞ ôçí åîåôÜóáìå Þäç åðéôõ÷þò êáé ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí óôï
ÐáñÜäåéãìá Ã2.3.2.2. Åðßóçò ôçí åîåôÜóáìå êáé ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óôï
ÐáñÜäåéãìá Ã2.4.3.2 áíåðéôõ÷þò üìùò. ÐáñïõóéÜóèçêå áðüêëéóç ôçò ôåëåõôáßáò áõôÞò ìåèüäïõ.

Ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (2.5.37) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôïí êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre ìå n = 10 êüìâïõò. Ïé êüìâïé áõôïß tin êáé
ôá áíôßóôïé÷á âÜñç win (ìå n = 10) ðñïóäéïñßóèçêáí (ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica) óáí ñßæåò ôïõ
ðïëõùíýìïõ Legendre P10(t) êáé ìå âÜóç ôïí ôýðï (2.5.7) áíôßóôïé÷á. Äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò ëüãïò
áíôéãñáöÞò (Þ Ýóôù ìåôáöïñÜò) ôùí ôéìþí ôïõò áðü ôïí Ðßíáêá 1 ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ã2.5.2. Ìéá
ôÝôïéá áíôéãñáöÞ, áí õéïèåôçèåß âÝâáéá, ðÝñáí ôïõ üôé èá åßíáé ÷ñïíïâüñá, ìðïñåß ìÜëéóôá íá
ïäçãÞóåé åðßóçò êáé óå êÜðïéï áñéèìçôéêü ëÜèïò óå êÜðïéï øçößï. (Áò åãêáôáëåéöèåß ëïéðüí êÜèå
ôÝôïéá óêÝøç!) Áêïëïõèþíôáò êáôÜ âÞìá ôç ó÷åôéêÞ ðïñåßá, ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå ðåñéãñÜøåé óôçí
ÐáñÜãñáöï Ã2.5.3, ïäçãïýìáóôå óôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (2.5.17)
óôçí åéäéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóÞ ìáò (2.5.37). Ïé Üãíùóôïé óôï óýóôçìá áõôü åßíáé ïé ôéìÝò

yi := y10(ti, 10), i = 1, 2, . . . , 10. (2.5.38)
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Ãéá ëüãïõò ïéêïíïìßáò ÷þñïõ èá ðáñáèÝóïõìå åäþ ìüíï ôçí ðñþôç áðü ôéò åîéóþóåéò áõôÝò:
áõôÞí ðïõ áíáöÝñåôáé óôïí êüìâï t1, 10 ≈ −0.973907. Ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé ç åîÞò:

1.003590 y1+ 0.010004 y2 + 0.021258 y3 + 0.042734 y4 + 0.082855 y5 + 0.150294 y6

+ 0.241915 y7 + 0.321944 y8 + 0.318363 y9 + 0.176564 y10 = 0.948494 (2.5.39)

ìå áêñßâåéá Ýîé äåêáäéêþí øçößùí. Åíôïýôïéò ïé õðïëïãéóìïß Ýãéíáí ìå ôç óõíçèéóìÝíç áêñßâåéá
ôùí 15 ðåñßðïõ óçìáíôéêþí øçößùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí óõíÞèùò ïé õðïëïãéóôÝò. Ôçí áêñßâåéá
áõôÞ ôçí õéïèåôïýí åðßóçò (åêôüò áðü ôçí ðåñßðôùóç áíôßèåôçò ñçôÞò åíôïëÞò ôïõ ÷ñÞóôç)
ç Mathematica êáé ç Maxima.

Ìå ôçí åðßëõóç ôùí n = 10 ãñáììéêþí áõôþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (ãéá üëïõò ôïõò êüì-
âïõò ti, 10 ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò) âñÝèçêáí ïé åðßóçò n = 10 Üãíùóôåò ðñïóåããéóôéêÝò
ôéìÝò yi, ðïõ ïñßóèçêáí óôéò åîéóþóåéò (2.5.38). Ïé ôéìÝò áõôÝò ðïõ ðñïóäéïñßóèçêáí åßíáé ïé åîÞò:

y1 = +0.865971, y2 = +0.656323, y3 = +0.350815, y4 = +0.046150,

y5 = −0.166149, y6 = −0.231461, y7 = −0.149267,

y8 = +0.030476, y9 = +0.229263, y10 = +0.369735.

(2.5.40)

Ìå âÜóç ôéò ðñïóåããéóôéêÝò áõôÝò ôéìÝò yi ï ôýðïò öõóéêÞò ðáñåìâïëÞò Þ ðáñåìâïëÞò ôïõ
Nyström (2.5.21) ãéá ôçí ðñïóÝããéóç y10(x) (ìå n = 10 êüìâïõò êáé ôáõôü÷ñïíá óçìåßá åöáñìïãÞò
ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò óôçí ðñïóåããéóôéêÞ ÝêöñáóÞ ôçò) ðáßñíåé ôçí åîÞò áðëÞ ìïñöÞ:

y10(x) = x2 − 0.218542 ex, − 1 ≤ x ≤ 1. (2.5.41)

Ç öõóéêÞ áõôÞ ðáñåìâïëÞ áíáöÝñåôáé âÝâáéá óôçí ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç y10(x) ôçò óôïé÷åéþäïõò
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.5.37). Ï ëüãïò ðïõ åðÝôñåøå ìéá ôüóï áðëÞ ìïñöÞ (÷ùñßò äçëáäÞ
íá õðÜñ÷åé Üèñïéóìá) óôïí ôýðï áõôü öõóéêÞò ðáñåìâïëÞò (2.5.41) åßíáé áðëÜ üôé ï ãíùóôüò
ðõñÞíáò K(x, t) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (2.5.37) óôï ðáñÜäåéãìá ðïõ åîåôÜæïõìå åäþ åßíáé
äéá÷ùñßóéìïò ðõñÞíáò, äçëáäÞ

K(x, t) = ex+2t = ex e2t. (2.5.42)

Ãéá ôï ëüãï áõôü åßíáé åýëïãç ç åìöÜíéóç ôïõ åêèåôéêïý üñïõ ex óôïí ðéï ðÜíù ôýðï öõóéêÞò
ðáñåìâïëÞò Þ ðáñåìâïëÞò ôïõ Nyström (2.5.41).

Ç åðßëõóç ôùí n ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (2.5.17) åðéôåý÷èçêå ìå Üìåóï ôñüðï ìå
ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica. ÐñÝðåé ìÜëéóôá íá óçìåéùèåß üôé ç ÷ñÞóç ôçò (ôñïðïðïéçìÝíçò) åðá-
íáëçðôéêÞò ìåèüäïõ ôïõ Jacobi (2.5.34) (ìå ôïí ßäéï êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò) óôç óõãêå-
êñéìÝíç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.5.37) äåí åßíáé åöéêôÞ. Ìå Üëëá ëüãéá ç ìÝèïäïò áõôÞ ïäçãåß óå
áðïôåëÝóìáôá ðïõ áðïêëßíïõí, äå óõãêëßíïõí. Áõôü äéáðéóôþèçêå êáé áñéèìçôéêÜ. Ôïýôï ïöåß-
ëåôáé óôï ãåãïíüò üôé ï ðõñÞíáò K(x, t) = ex+2t (ðñþôç ó÷Ýóç (2.5.36)) ðáßñíåé áîéüëïãá ìåãÜëåò
ôéìÝò óôçí ðåñéï÷Þ [−1, 1]×[−1, 1] (ãéá (x, t) ∈ [−1, 1]×[−1, 1]). Ìå üìïéï ôñüðï âÝâáéá áðïêëßíåé
êáé ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óôç óõãêåêñéìÝíç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2.5.37),
üðùò Þäç Ý÷ïõìå äåé óôï ÐáñÜäåéãìá Ã2.4.3.2. Áíôßèåôá åßíáé öõóéêÜ éäéáßôåñá áðïôåëåóìáôéêÞ
ç ìÝèïäïò ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí, üðùò Ý÷ïõìå äéáðéóôþóåé óôï ÐáñÜäåéãìá Ã2.3.2.2.

ÐñáãìáôéêÜ ç êëåéóôÞ ëýóç (2.3.28) óôï ôåëåõôáßï áõôü ðáñÜäåéãìá óõìðßðôåé áðüëõôá ìå
ôçí áñéèìçôéêÞ ëýóç (2.5.41) (óå ðåñéóóüôåñá áðü 15 óçìáíôéêÜ øçößá). Ôï ãåãïíüò áõôü ìáò
äåß÷íåé åðßóçò üôé ç ï êáíüíáòGauss--Legendre ìå n = 10 êüìâïõò, ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôïðáñüí
ðáñÜäåéãìá, åßíáé áðüëõôá åðáñêÞò ãéá ôçí åîáóöÜëéóç 15 óùóôþí óçìáíôéêþíøçößùí. ¢ñá ãéá
ëéãüôåñá óùóôÜ óçìáíôéêÜ øçößá èá ìðïñïýóå áóöáëþò íá åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ìéêñüôåñïò
áñéèìüò êüìâùí n. Äåí ðñÝðåé öõóéêÜ íá ëçóìïíïýìå ôï ãåãïíüò ðùò ï áñéèìüò n ôùí êüìâùí
éóïýôáé ìå ôïí áñéèìü ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (2.5.17) ðïõ ðñÝðåé íá åðéëõèåß. ▲
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï Ã3
ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÇÍ ÅÐÉÓÔÇÌÇ
ÔÏÕ ÐÏËÉÔÉÊÏÕ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá áíáöåñèïýí ïñéóìÝíåò åöáñìïãÝò ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí
óå ðñïâëÞìáôá ôçò åðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Óå ïñéóìÝíåò áðü ôéò åöáñìïãÝò áõôÝò
ìåôáîý Üëëùí èá åîåôáóèïýí:

1. Ç óõó÷Ýôéóç ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí ìå ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå áíá-
ãùãÞ ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå ïëïêëçñùôéêÝò êáé áíôßóôñïöá.

2. Ç åðßëõóç ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí ìå ôéò êëáóéêÝò ìåèüäïõò ðïõ Þäç Ý÷ïõí áíáöåñèåß
êáé åðéäåé÷èåß ìÝóù ðáñáäåéãìÜôùí óôï ÊåöÜëáéï Ã2.

3. Ç äõíáôüôçôá ôçò áõôïäýíáìçò ÷ñÞóåùò ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí óå ðñïâëÞìáôá
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý åíôåëþò áíåîÜñôçôá áðü ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

4. Ç åðßäåéîç ôùí äõíáôïôÞôùí ðïõ ðñïóöÝñåé ç ìÝèïäïò ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí êáé
(óå áñêåôÝò ðåñéðôþóåéò) ôùí ðëåïíåêôçìÜôùí ôçò óå óýãêñéóç ìå åíáëëáêôéêÝò ìåèüäïõò
åðéëýóåùò ôùí ßäéùí ðñïâëçìÜôùí.

Óôü÷ï ôïõ ðáñüíôïò êåöáëáßïõ áðïôåëåß ç äéáðßóôùóç áðü ôï öïéôçôÞ êáé ôç öïéôÞôñéá Ðïëé-
ôéêü Ìç÷áíéêü üôé ïé ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò äåí áðïôåëïýí áðëÜ Ýíá èåùñçôéêü êáôáóêåýáóìá
ìå åíäéáöÝñïí ìüíï ãéá ôïõòÌáèçìáôéêïýò Þ, Ýóôù, êáé ôïõòÖõóéêïýò óå èåùñçôéêÜðñïâëÞìáôá.
Åßíáé ðñáãìáôéêÜ ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìåò êáé óôï Ìç÷áíéêü, åí ðñïêåéìÝíù óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü,
óôïõò êáèçìåñéíïýò õðïëïãéóìïýò ôïõ åßôå áíáëõôéêïýò åßôå áñéèìçôéêïýò.

Ã3.1. ÅËÅÕÈÅÑÇ ÐÔÙÓÇ ÕËÉÊÏÕ ÓÇÌÅÉÏÕ

ÅîåôÜæïõìå ôçí åëåýèåñç ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ M êáôÜ ìÞêïò ôïõ êáôáêüñõöïõ Üîïíá Ox
(ìå èåôéêÞ äéåýèõíóç ðñïò ôá åðÜíù) êáé õðü ôçí áðïêëåéóôéêÞ åðßäñáóç ôçò ãÞéíçò âáñýôçôáò.
Ç èÝóç x(t), ç ôá÷ýôçôá v(t) êáé ç åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý áõôïý óçìåßïõ õðïôßèåíôáé üôé
ðñïóäéïñßóèçêáí ðåéñáìáôéêÜ, äçëáäÞ áðü ðáñáôçñÞóåéò óôç óõãêåêñéìÝíç áõôÞ ðôþóç. Ôá
ìåãÝèç áõôÜ äßíïíôáé áðü ôïõò åîÞò ôýðïõò:

x(t) = − 1
2
gt2 + v0t + x0, v(t) = −gt + v0, a(t) = −g, t ≥ 0, (3.1.1)

ìå t ôï ÷ñüíï êáé ôá x0, v0 êáé g óôáèåñÝò. Ç ôåëåõôáßá áõôÞ óôáèåñÜ g ðñïöáíþò áíáöÝñåôáé
óôç óôáèåñÞ åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò, ðïõ Ý÷åé ìÜëéóôá äéåýèõíóç ðñïò ôç ãç.

Êáôáñ÷Þí ðáñáôçñïýìå üôé ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò (ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0) ôçò èÝóåùò x(t) êáé ôçò
ôá÷ýôçôáò v(t) åßíáé ßóåò ìå x(0) = x0 êáé v(0) = v0 áíôßóôïé÷á. ÅðïìÝíùò ôï õëéêü óçìåßï M Ý÷åé
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îåêéíÞóåé áðü ôç èÝóç x0 êáé ìå ôá÷ýôçôá v0 (ðñïò ôá åðÜíù ãéá v0 > 0, ðñïò ôá êÜôù ãéá v0 < 0
êáèþò êáé ãéá v0 = 0).

Óôï ôüóï áðëü êáé êëáóéêü áõôü ðñüâëçìá ôçò ÊéíçìáôéêÞò--ÄõíáìéêÞò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
ìðïñïýìå áìÝóùò íá äéáðéóôþóïõìå üôé ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

ẏ(t) = v(t), ẏ(t) = a(t), t ≥ 0, (3.1.2)

Ý÷ïõí ëýóåéò y(t) ôéò ðéï ðÜíù óõíáñôÞóåéò x(t) êáé v(t) áíôßóôïé÷á. ÐñáãìáôéêÜ

ẋ(t) = −gt + v0 = v(t), v̇(t) = −g = a(t). (3.1.3)

Ìðïñïýìå åðßóçò íá áðïäåßîïõìå üôé ïé Þäç áíáöåñèåßóåò óôçí Åíüôçôá Ã1.1 ìç ïìïãåíåßò
ãñáììéêÝò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra ðñþôïõ åßäïõò

x(t) = x0 +
∫ t

0
y(ô) dô, v(t) = v0 +

∫ t

0
y(ô) dô, t ≥ 0, (3.1.4)

Ý÷ïõí ëýóåéò y(t) ôéò óõíáñôÞóåéò v(t) êáé a(t) áíôßóôïé÷á. ÐñáãìáôéêÜ∫ t

0
v(ô) dô =

∫ t

0
(− gô + v0) dô = − 1

2
gt2 + v0t = x(t)− x0. (3.1.5)

¢ñá éó÷ýåé ç ðñþôç ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.1.4) ãéá y(t) = v(t) åîáéôßáò êáé ôùí
ó÷Ýóåùí (3.1.1). Åðßóçò ∫ t

0
a(ô) dô =

∫ t

0
(− g) dô = −gt = v(t)− v0 (3.1.6)

êáé ðÜëé ëüãù ôùí ßäéùí ó÷Ýóåùí (3.1.1). ¢ñá éó÷ýåé êáé ç äåýôåñç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.1.4):
áõôÞ éó÷ýåé ãéá y(t) = a(t).

ÅðïìÝíùò ôï óõìðÝñáóìá åßíáé üôé ïé ðáñáôçñçèåßóåò åêöñÜóåéò (3.1.1) ôçò èÝóåùò x(t), ôçò
ôá÷ýôçôáò v(t) êáé ôçò åðéôá÷ýíóåùò a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M êáôÜ ôçí ðáñáðÜíù åëåýèåñç
ðôþóç ôïõ ðëçñïýí ôéò ó÷åôéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ðëçñïýí åðßóçò êáé ôéò áíôßóôïé÷åò ïëï-
êëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra ðñþôïõ åßäïõò. Ðñïöáíþò ç ðáñïýóá åöáñìïãÞ ôùí ïëïêëçñù-
ôéêþí åîéóþóåùí óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý åßíáé éäéáßôåñá áðëÞ áöïñþíôáò óå
åðáëÞèåõóç ðáñÜ óå åýñåóç ëýóåùò. Äõóêïëüôåñåò åöáñìïãÝò èá áíáöåñèïýí óå åðüìåíåò
åíüôçôåò ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý.

Ã3.2. ÁÐËÇ ÑÙÃÌÇ ÓÅ ÅÐÉÐÅÄÏ ÅËÁÓÔÉÊÏ ÌÅÓÏÍ

Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò áðëÞò åõèýãñáììçò ñùãìÞò êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox
ìÞêïõò 2a (ìå −a ≤ x ≤ a). Ç ñùãìÞ áõôÞ Ý÷åé ó÷çìáôéóèåß ìÝóá óå Üðåéñï (äçëáäÞ ðñáêôéêÜ
åðáñêþò ìåãÜëùí äéáóôÜóåùí ó÷åôéêÜ ìå ôï ìÞêïò 2a ôçò ñùãìÞò) ïìïãåíÝò, éóüôñïðï êáé ãñáì-
ìéêÜ åëáóôéêü ìÝóïí õðü óõíèÞêåò ãåíéêåõìÝíçò åðßðåäçò åíôÜóåùò Þ åðßðåäçòðáñáìïñöþóåùò.
Ç öüñôéóç ôïõ ñçãìáôùìÝíïõ (ìå ñùãìÞ) áõôïý ìÝóïõ åßíáé ìéá óôáèåñÞ åöåëêõóôéêÞ ôÜóç ó óôï
Üðåéñï êÜèåôá ðñïò ôç äéåýèõíóç ôçò ñùãìÞò (äçëáäÞ êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá Oy).

Áðïäåéêíýåôáé üôé ôï ðñüâëçìá áõôü ôçò Åðßðåäçò Åëáóôéêüôçôáò êáé ôçò Ìç÷áíéêÞò ôçò
Èñáýóåùò áíÜãåôáé óôçí åîÞò ìïíïäéÜóôáôç, ìç ïìïãåíÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm:

1
ð

∫ a

−a

1√
a2 − t2

g(t)− g(x)
t − x

dt = ó, − a ≤ x ≤ a. (3.2.1)

ÇïëïêëçñùôéêÞáõôÞ åîßóùóçóõíïäåýåôáé áðü ôçóõíèÞêç ôïõ ìïíïóÞìáíôïõ ôùíìåôáôïðßóåùí∫ a

−a

1√
a2 − t2

g(t) dt = 0. (3.2.2)
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Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç g(t) åðß 1/
√
a2 − t2 åßíáé áíÜëïãç ôçò êëßóåùò ôùí ÷åéëÝùí ôçò ñùãìÞò.

Ìå ôç âïÞèåéÜ ôçò ìðïñïýí Üìåóá íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíôåëåóôÝò åíôÜóåùò ôÜóåùí K óôá äýï
Üêñá t = ±a ôçò ñùãìÞò ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò

K(a) =
√

ð
a
g(a), K(− a) = −

√
ð
a
g(− a). (3.2.3)

Ïé óõíôåëåóôÝò åíôÜóåùò ôÜóåùí K åßíáé áõôïß ðïõ ïõóéáóôéêÜ êáèïñßæïõí ôï ðüôå èá åðÝëèåé
ç èñáýóç ôïõ äïêéìßïõ. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ðñïöáíþò ç Ýíáñîç ôçò èñáýóåùò èá ãßíåé áðü
Ýíá Üêñï ñùãìÞò. Óôç ãåéôïíéÜ åíüò Üêñïõ ñùãìÞò áíáðôýóóïíôáé åîáéôßáò ôçò éäéüìïñöçò ãåù-
ìåôñßáò ôïõ (ìå ãùíßá 2ð rad ìåôáîý ôùí ÷åéëÝùí ôçò ñùãìÞò óôá Üêñá ôçò) ðÜñá ðïëý õøçëÝò
ôÜóåéò. ÈåùñçôéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí (áãíïþíôáò ôçí ðëáóôéêÞ ðáñáìüñöùóç) ïé ôÜóåéò áõôÝò ôåß-
íïõí óôï Üðåéñï. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ç èñáýóç áñ÷ßæåé, üôáí Ýíáò óõíôåëåóôÞò åíôÜóåùò ôÜóåùí K
óå Ýíá Üêñï ôçò ñùãìÞò (ü÷é áíáãêáßá êáé ïé äýï óõíôåëåóôÝò åíôÜóåùò ôÜóåùí êáé óôá äýï Üêñá)
öèÜóåé óå ìéá ïñéóìÝíç êñßóéìç ôéìÞ K0. Ç ôéìÞ áõôÞ åîáñôÜôáé áðü ôï éóüôñïðï åëáóôéêü õëéêü
ôïõ äïêéìßïõ ìáò. Èá áñ÷ßóåé äçëáäÞ ç èñáýóç, åííïåßôáé ìå äéÜäïóç ôçò ñùãìÞò ðïõ õðÜñ÷åé,
üôáí

K = K0 
⇒ Ýíáñîç èñáýóåùò. (3.2.4)

Åßíáé åðïìÝíùò éäéáßôåñá åíäéáöÝñïí íá îÝñïõìå ôéò ôéìÝò ôïõ óõíôåëåóôÞ åíôÜóåùò ôÜóåùí K
óôá äýï Üêñá ôçò ñùãìÞò. Èá åßìáóôå Ýôóé âÝâáéïé (ìå äåäïìÝíá ôï ìÞêïò ôçò ñùãìÞò 2a êáé ôçí
ôéìÞ ó ôçò åöåëêõóôéêÞò ôÜóåùò óôï Üðåéñï êáé êÜèåôá ðñïò ôç ñùãìÞ) ãéá ôï åÜí éó÷ýåé Þ ü÷é
ç åîÞò ëïãéêÞ óýæåõîç (ìå ôç ÷ñÞóç áíéóïôÞôùí < êáèþò êáé ôïõ êáé óôç ËïãéêÞ, ôïõ ëïãéêïý êáé):

K(a) < K0 êáé K(− a) < K0 
⇒ áðïöõãÞ èñáýóåùò. (3.2.5)

Áíôßèåôç ôçò ëïãéêÞò áõôÞò óõæåýîåùò åßíáé ç áêüëïõèç ëïãéêÞ äéÜæåõîç (ìå ôç ÷ñÞóç áíéóïôÞ-
ôùí ≥ êáé ôïõ Þ óôç ËïãéêÞ, ôïõ ëïãéêïý Þ):

K(a) ≥ K0 Þ K(− a) ≥ K0 
⇒ èñáýóç. (3.2.6)

H Ýíáñîç ôçò èñáýóåùò èá ãßíåé ãéá K(a) = K0 Þ K(− a) = K0. Ïé ôüóï áðëïß áõôïß ôýðïé åßíáé ïé
ôýðïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôç Ìç÷áíéêÞ ôçò Èñáýóåùò ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôçò èñáýóåùò êáé ôçí
åðéäßùîç ôçò áðïöõãÞò ôçò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß íá áðïöýãåé
ôç èñáýóç åðéäéþêïíôáò (óå ðåñßðôùóç ðïõ äå ìðïñåß íá áðïöýãåé ôçí ýðáñîç ñùãìþí) ôïõ-
ëÜ÷éóôïí ïé ñùãìÝò íá Ý÷ïõí ìéêñÜ ìÞêç 2a. Åðßóçò ìéêñÝò ôéìÝò ó ôçò åöåëêõóôéêÞò ôÜóåùò óôï
Üðåéñï êáé êÜèåôá óôç ñùãìÞ ðñïöáíþò ïäçãïýí óå ìéêñÝò ôéìÝò ôùí óõíôåëåóôþí åíôÜóåùò
ôÜóåùí K(a) êáé K(− a).

Ðßóù áðü ôá áðëÜ áõôÜ ëüãéá êáé ôïí åîßóïõ áðëü ôýðï (3.2.5) ãéá ôçí áðïöõãÞ ôçò èñáý-
óåùò ðïõ åðéäéþêïõìå êñýâåôáé ç åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ðïõ éó÷ýåé êÜèå öïñÜ.
ÓõíÞèùò ç åðßëõóç áõôÞ äåí åßíáé áðëÞ. Åí ðñïêåéìÝíù åðéëÝîáìå ôçí áðëïýóôåñç äõíáôÞ ðåñß-
ðôùóç: áõôÞí ôçò áðëÞò åõèýãñáììçò ñùãìÞò ìÝóá óå Üðåéñï éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü
ìÝóïí. Óôçí áðëÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ï ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.2.1) Ý÷åé ìéá åîáéñåôéêÜ áðëÞ
êëåéóôÞ ëýóç: ôç ëýóç

g(x) = óx. (3.2.7)

Ç ëýóçáõôÞìðïñåßðÜñáðïëý åýêïëá íá åëåã÷èåß üôéðëçñïß ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.2.1).
Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ

g(t)− g(x)
t − x

= ót − óx
t − x

= ó (3.2.8)

êáé

J := 1
ð

∫ a

−a

dt√
a2 − t2

= 1, (3.2.9)
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üðùò åýêïëá äéáðéóôþíåôáé. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ôï ðéï ðÜíù ïëïêëÞñùìá J ìðïñåß íá õðï-
ëïãéóèåß ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò

t = a sin è 
⇒
√
a2 − t2 = a cos è, dt = a cos è dè. (3.2.10)

¸ôóé ðñïêýðôåé üôé

J = 1
ð

∫ a

−a

dt√
a2 − t2

= 1
ð

∫ ð
2

− ð
2

1
a cos è

a cos è dè = 1
ð

∫ ð
2

− ð
2

dè = ð
ð

= 1. (3.2.11)

Åðßóçò Üìåóá äéáðéóôþíåôáé üôé ç ßäéá ëýóç (3.2.7) ðëçñïß êáé ôç óõíèÞêç ôïõ ìïíïóÞìáíôïõ
ôùí ìåôáôïðßóåùí (3.2.2). Áõôü éó÷ýåé, ãéáôß ç ëýóç áõôÞ (3.2.7) åßíáé ðåñéôôÞ óõíÜñôçóç óôï óõì-
ìåôñéêü (ùò ðñïò ôï êÝíôñïO ôçò ñùãìÞò) äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [−a, a]. ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ßäéá
ëýóç, g(x) = óx, åßíáé ç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò êáé ïìïëïãïõìÝíùò åîáéñåôéêÜ áðëïý ðñïâëÞìáôïò
ñùãìÞò óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá êáé óôç Ìç÷áíéêÞ ôçò Èñáýóåùò.

¼óïí áöïñÜ ôÝëïò óôïõò óõíôåëåóôÝò åíôÜóåùò ôÜóåùí K( ± a) óôá äýï Üêñá x = ±a ôçò
ñùãìÞò, áõôïß ðñïóäéïñßæïíôáé åõêïëüôáôá âÜóåé ôùí ôýðùí (3.2.3). Óôï áðëü ðñüâëçìÜ ìáò
ëüãù ôçò ëýóåùò (3.2.7) êáé ïé äýï áõôïß óõíôåëåóôÝò K(± a) åßíáé ßóïé ìå

K(± a) ≡ K = ó
√
ða . (3.2.12)

ÅðïìÝíùò ãéá ôçí áðïöõãÞ ôçò äéáäüóåùò ôçò ñùãìÞò êáé ôçò èñáýóåùò ôïõ äïêéìßïõ (êÜôé
ðïõ åßíáé åðéèõìçôü ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü), èá ðñÝðåé óýìöùíá ìå ôç ëïãéêÞ óýæåõîç áíé-
óïôÞôùí (3.2.5) íá Ý÷ïõìå

ó
√
ða < K0 
⇒ ó <

K0√
ða

Þ 2a <
2
ð

(
K0

ó

)2

. (3.2.13)

ÄçëáäÞ èá ðñÝðåé ç åöåëêõóôéêÞ ôÜóç ó ðïõ åðéâÜëëåôáé óôï Üðåéñï íá åßíáé åðáñêþò ìéêñÞ
Þ/êáé ôï ìÞêïò ôçò ñùãìÞò 2a íá åßíáé áñêåôÜ ìéêñü. ÂÝâáéá äåí ðñÝðåé åðßóçò íá ëçóìïíåßôáé üôé
ôï öñÜãìá K0 ôïõ óõíôåëåóôÞ åíôÜóåùò ôÜóåùí åîáñôÜôáé áðü ôï åëáóôéêü õëéêü ðïõ ÷ñçóéìï-
ðïéåßôáé. ¸ôóé óå Ýíá ðñüâëçìá ìåëÝôçò (ó÷åäéÜóåùò, design) êáé ïé ôñåéò ðïóüôçôåò: ó, 2a êáé K0,
Ý÷ïõí ôç óçìáóßá ôïõò. Åíôïýôïéò èá Þôáí óáöþò ðñïôéìüôåñï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü íá
ìçí õðÜñ÷åé êáèüëïõ ç ñùãìÞ, ç ïðïßá ðáñïõóéÜæåé (èåùñçôéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí) ó÷åäüí áðåéñéóìü
ôùí ôÜóåùí ôïõ äïêéìßïõ ãýñù áðü ôá Üêñá ôçò. Áíôßèåôá ìéá êõêëéêÞ (Þ ìéá åëëåéðôéêÞ) ïðÞ
óôï åðßðåäï åëáóôéêü ìÝóïí äçìéïõñãåß áðëÜ óõãêÝíôñùóç ìéáò ôÜóåùò ãýñù áðü ïñéóìÝíá, äýï
óõíÞèùò, óçìåßá ôçò. ÏðùóäÞðïôå üìùò äåí ðñïêáëåß ôïí áðåéñéóìü êÜðïéáò ôÜóåùò.

Ã3.3. ÊÁÔÁÊÏÑÕÖÇ ÊÉÍÇÓÇ ÕËÉÊÏÕ ÓÇÌÅÉÏÕ ÌÅ ÁÍÔÉÓÔÁÓÇ ÔÏÕ ÁÅÑÁ

Óôéò ðñïçãïýìåíåò äýï åöáñìïãÝò ôïõ ðáñüíôïò êåöáëáßïõ (åëåýèåñç ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ,
Åíüôçôá Ã3.1, êáé áðëÞ ñùãìÞ óå åëáóôéêü ìÝóïí, Åíüôçôá Ã3.2) ïõóéáóôéêÜ åðáëçèåýóáìå ôçí
éó÷ý ôùí ó÷åôéêþí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí âÜóåé ôùí ëýóåùí ðïõ äéáèÝôïõìå. Áíôßèåôá óôçí
ðáñïýóá åöáñìïãÞ èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ðïõ éó÷ýåé
áíôß áðëÜ ôçò åðáëçèåýóåþò ôçò.

Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò êáôáêüñõöçò êéíÞóåùò õëéêïý óçìåßïõ M (ìÜæáò m)
õðü ôçí åðßäñáóç ôïõ ãÞéíïõ ðåäßïõ âáñýôçôáò (ìå åðéôÜ÷õíóç g ðñïò ôá êÜôù), üðùò êáé
óôçí Åíüôçôá Ã3.1. Åí ðñïêåéìÝíù üìùò äå÷üìáóôå êáé áíôßóôáóç ôïõ áÝñá mcv(t) = mcẋ(t) (ìå
óôáèåñÜ áíáëïãßáò c0 = mc > 0) áíÜëïãç ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) = ẋ(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. Ôï
õëéêü óçìåßï M îåêéíÜåé ôçí êßíçóÞ ôïõ (ðñïò ôá åðÜíù Þ/êáé ðñïò ôá êÜôù) áðü ôçí áñ÷éêÞ èÝóç
ôïõ x(0) = x0 êáé ìå áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá ẋ(0) = v(0) = v0. Ìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá
ðñïêýðôåé ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M:

mẍ(t) = −mg −mcẋ(t) 
⇒ ẍ(t) = −g − cẋ(t), c > 0, t ≥ 0, (3.3.1)
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ìåôÜ âÝâáéá áðü äéáßñåóç äéá ôçò ìÜæáò m. Áðü ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìáæß ìå ôéò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò ðïõ Þäç áíáöÝñèçêáí:

x(0) = x0, ẋ(0) = v(0) = v0 (3.3.2)

ðñïêýðôåé ç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. Ç èÝóç áõôÞ Ý÷åé ôçí åîÞò Ýêöñáóç:

x(t) = x0 − gt
c
+ g + cv0

c2
(
1− e−ct) , t ≥ 0. (3.3.3)

Óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá ÷ñÞóåùò ïëïêëç-
ñùôéêÞò åîéóþóåùò Volterra áíôß ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç èá éóïäõ-
íáìåß ìå ïëüêëçñï ôï ðéï ðÜíù ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (3.3.1) êáé (3.3.2) ëáìâÜíïíôáò õðüøç
ôüóï ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.3.1) üóï êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (3.3.2) ðïõ ôç óõíïäåýïõí. ¸íáò
äçìïöéëÞò ôñüðïò áíáãùãÞò åíüò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç åßíáé
Üìåóá ìå ïëïêëçñþóåéò (äýï óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t.
ÖõóéêÜ ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðñÝðåé íá ëáìâÜíïíôáé êáé áõôÝò óõã÷ñüíùò õðüøç.

Åí ðñïêåéìÝíù åìåßò èá õéïèåôÞóïõìå ôçí åîßóïõ áðëÞ êáé êëáóéêÞ äõíáôüôçôá ôçò áëëáãÞò
ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç áðü ôç èÝóç x(t) óôç äåýôåñç ðáñÜãùãü ôçò

a(t) = ẍ(t), (3.3.4)

äçëáäÞ óôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. ÅÜí ç åðéôÜ÷õíóç áõôÞ ðñïóäéïñéóèåß, ôüôå
ç ôá÷ýôçôá v(t) êáé ç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõM ðñïêýðôïõí Üìåóá ìå ïëïêëçñþóåéò, äçëáäÞ

v(t) = v0 +
∫ t

0
a(ô) dô, x(t) = x0 +

∫ t

0
v(ô) dô. (3.3.5)

Ç äõíáôüôçôá áõôÞ áíáöÝñèçêå Þäç êáé óôçí Åíüôçôá Ã1.1: ôýðïé (1.1.13) êáé (1.1.4) åêåß áíôß-
óôïé÷á.

Ìå âÜóç ôïí ïñéóìü (3.3.4) êáé ôïí ðñþôï áðü ôïõò ïëïêëçñùôéêïýò ôýðïõò (3.3.5) (ãéá ôçí
ôá÷ýôçôá v(t) = ẋ(t)), ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.3.1) ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ ìç ïìïãåíïýò
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Volterra äåõôÝñïõ åßäïõò

a(t) = −g − c
(
v0 +

∫ t

0
a(ô) dô

)
, t ≥ 0. (3.3.6)

Ç åîßóùóç áõôÞ ìðïñåß åýêïëá íá åðéëõèåß êáé íá ìáò äþóåé ôçí Üãíùóôç åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ M. ÁìÝóùò ðáñáêÜôù èá åðéäåßîïõìå äýï áðëÝò ìåèüäïõò åðéëýóåùò ôçò ïëï-
êëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (3.3.6).

• ÌÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace: Åöáñìüæïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáé óôá
äýï ìÝëç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.3.6). Óõìâïëßæïõìå ìå A(s) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
ôçò Üãíùóôçò åðéôá÷ýíóåùò a(t). Ôüôå ðñïêýðôåé Üìåóá ç áêüëïõèç ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ
åîßóùóç:

A(s) = − g
s
− cv0

s
− cA(s)

s
. (3.3.7)

Ç ëýóç ôçò A(s) åßíáé ðñïöáíþò ç åîÞò:

A(s) = − g + cv0
s+ c

. (3.3.8)

Ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ðáñáðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé åðßóçò åõêïëüôáôç óôçí ðáñïýóá
áðëÞ åöáñìïãÞ êáé ìáò äßíåé ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M:

a(t) = −(g + cv0) e−ct. (3.3.9)
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Åßíáé åýëïãï ðïõ ç åðéôÜ÷õíóç áõôÞ a(t) åßíáé áñíçôéêÞ ãéá v0 > 0 ìå (áñ÷éêÜ ôïõëÜ÷éóôïí)
êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M ðñïò ôá åðÜíù. Áõôü åßíáé óùóôü, áöïý ç åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôç-
ôáò g åßíáé áñíçôéêÞ (ðñïò ôá êÜôù), åíþ ï áÝñáò áíèßóôáôáé óôçí ðñïò ôá åðÜíù áõôÞ êßíçóç:
ìå c > 0, üðùò Þäç Ý÷åé õðïôåèåß. Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ç åðáëÞèåõóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò
áõôïý, ðïõ åßíáé ðïëý áðëÞ, ìáò åðéâåâáéþíåé ôçí ïñèüôçôá ôùí ðéï ðÜíù õðïëïãéóìþí.

• ÌÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí: ¸íáò åíáëëáêôéêüò êáé áóöáëþò åíäéáöÝñùí
ôñüðïò åðéëýóåùò ôçò ßäéáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.3.6) åßíáé ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí
ðñïóåããßóåùí. Ç ìÝèïäïò áõôÞ ðåñéãñÜöôçêå óôçí Åíüôçôá Ã2.4. Óýìöùíá ìå ôçí ßäéá ìÝèïäï,
ìðïñïýìå íá äå÷èïýìå êáôáñ÷Þí óáí áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç (ðïëý êáêÞ âÝâáéá) a0(t) ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò (äçëáäÞ ôçò åðéôá÷ýíóåùò a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M) ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç

a0(t) = 0. (3.3.10)

Óôç óõíÝ÷åéá ìðïñïýìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå óå ðáñáðÝñá äéáäï÷éêÝò ðñïóåããßóåéò an(t) (n ≥ 1)
ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò a(t) âÜóåé ôïõ åðáíáëçðôéêïý ôýðïõ

an(t) = −g − c
(
v0 +

∫ t

0
an−1(ô) dô

)
ìå t ≥ 0 êáé n = 1, 2, 3, . . . . (3.3.11)

Èåùñïýìå äçëáäÞ óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò ìáò åîéóþóåùò (3.3.6)
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç a(t) «ãíùóôÞ» ðñïóåããéóôéêÜ ôçí ðñþôç öïñÜ óáí a0(t) = 0. ¸ðåéôá
õðïëïãßæïõìå ìéá êáëýôåñç (õðïèåôéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí) ðñïóÝããéóç ìå åöáñìïãÞ ôïõ ðáñáðÜíù
åðáíáëçðôéêïý ôýðïõ (3.3.11), ð.÷. ôçí ðñþôç öïñÜ ôçí êáëýôåñç ðñïóÝããéóç

a1(t) = −(g + cv0). (3.3.12)

Ãéá íá åßìáóôå åéëéêñéíåßò, ç ðñïóÝããéóç áõôÞ (3.3.12) óô’ áëÞèåéá åßíáé êáëýôåñç ðñïóÝããéóç
óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðñïóÝããéóç a0(t) = 0 ðïõ åß÷áìå õéïèåôÞóåé áñ÷éêÜ. (ÁõôÞ ôïõëÜ÷éóôïí ç íÝá
ðñïóÝããéóç, ç a1(t) = −( g + cv0), ðáñüëï ðïõ åßíáé óôáèåñÜ, éóïýôáé åíôïýôïéò ìå ôçí áñ÷éêÞ
åðéôÜ÷õíóç a(0) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì.)

Óõíå÷ßæïíôáò, ðñïóäéïñßæïõìå êáé ôéò åðüìåíåò ðñïóåããßóåéò an(t) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞ-
óåùò a(t). Ïé ðñþôåò áðü áõôÝò (ìÝ÷ñé êáé n = 8) åßíáé ïé åîÞò:

a2(t) = −(g + cv0) (1− ct),

a3(t) = −(g + cv0)
(
1− ct + c2t2

2

)
,

a4(t) = −(g + cv0)
(
1− ct + c2t2

2
− c3t3

6

)
,

a5(t) = −(g + cv0)
(
1− ct + c2t2

2
− c3t3

6
+ c4t4

24

)
,

a6(t) = −(g + cv0)
(
1− ct + c2t2

2
− c3t3

6
+ c4t4

24
− c5t5

120

)
,

a7(t) = −(g + cv0)
(
1− ct + c2t2

2
− c3t3

6
+ c4t4

24
− c5t5

120
+ c6t6

720

)
,

a8(t) = −(g + cv0)
(
1− ct + c2t2

2
− c3t3

6
+ c4t4

24
− c5t5

120
+ c6t6

720
− c7t7

5040

)
.

(3.3.13)
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Ðáñáôçñïýìå üôé ïé äéáäï÷éêÝò áõôÝò ðñïóåããßóåéò Ý÷ïõí ôçò åîÞò ìïñöÞ:

an(t) = −(g + cv0)
n−1∑
k=0

(− 1)k
cktk

k!
, n = 1, 2, 3, . . . , (3.3.14)

óõãêëßíïíôáò (ãéá n → ∞) ðñïöáíþò óôçí åêèåôéêÞ ìïñöÞ (3.3.9). ÁõôÞ Þäç âñÝèçêå ìå åíôåëþò
äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï: åêåßíç ôçò åöáñìïãÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Áóöáëþò êáé áíôß-
óôñïöá ç åêèåôéêÞ áõôÞ ìïñöÞ (3.3.9) Ý÷åé áíÜðôõãìá óå óåéñÜ Maclaurin ôç ìïñöÞ (3.3.14) óõí
ôïí üñï õðïëïßðïõ Rn−1(t), ðïõ ôåßíåé óôï ìçäÝí ãéá n → ∞. Ôï óõìðÝñáóìá åßíáé üôé óôç óõãêå-
êñéìÝíç ðåñßðôùóç (áêñéâþò üðùò êáé óå ðïëëÝò Üëëåò ðåñéðôþóåéò) ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí
ðñïóåããßóåùí óõãêëßíåé ãéá n → ∞. ÂÝâáéá ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èá êñßíåé ìÝ÷ñé ðïéáò áêñéâþò
ðñïóåããßóåùò aN(t) èá ðñÝðåé íá ðñï÷ùñÞóåé óå Ýíá ðñáêôéêü ðñüâëçìá. Ôïýôï èá åîáñôÜôáé
âÝâáéá êáé áðü ôçí áêñßâåéá ðïõ åðéäéþêåé íá ðåôý÷åé ôåëéêÜ. Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ï ðñï-
ãñáììáôéóìüò ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí åßíáé åîáéñåôéêÜ áðëüò. Åí ðñïêåéìÝíù
ìðïñåß íá ãßíåé ìÝóù ìéáò ìüíï åíôïëÞò óôç Mathematica (Wolfram, 1999).

Ïé ôåëéêïß õðïëïãéóìïß ðïõ åßíáé óêüðéìï (Þ ìÜëëïí áíáãêáßï) íá åêôåëåóèïýí áöïñïýí óôçí
åýñåóç ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) êáé ôçò èÝóåùò x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõM. Áõôü ìðïñåß ðïëý åýêïëá íá
åðéôåõ÷èåß ìÝóù äýï ïëïêëçñþóåùí ôçò Þäç ðñïóäéïñéóèåßóáò åðéôá÷ýíóåùò a(t) ôïõ óçìåßïõ áõ-
ôïý âÜóåé ôùí ôýðùí (3.3.5). ÎåêéíÜìå áðü ôçí åêèåôéêÞ Ýêöñáóç (3.3.9) ôçò åðéôá÷ýíóåùò a(t),
ðïõ åßíáé «âïëéêüôåñç» õðïëïãéóôéêÜ áðü ôç ó÷åäüí éóïäýíáìç äõíáìïóåéñÜ, ôç óåéñÜ Maclau-
rin (3.3.14). Åêôåëþíôáò ôéò õðïäåé÷èåßóåò ïëïêëçñþóåéò, âñßóêïõìå åýêïëá üôé ç ôá÷ýôçôá v(t)
äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

v(t) = v0 − g + cv0
c

(
1− e−ct) , (3.3.15)

åíþ ç èÝóç x(t) äßäåôáé áðü ôïí ôýðï (3.3.3) ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðÜñá ðïëý
êáëÞ ôåëéêÞ åðáëÞèåõóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ âñÝèçêáí óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ.

¸íáò åíáëëáêôéêüò ôñüðïò êáèïñéóìïý ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Volterra óå ðñïâëÞìáôá
áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (êõñßùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò) óôçí
ÊéíçìáôéêÞ--ÄõíáìéêÞ ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôçí åðüìåíç åöáñìïãÞ.

Ã3.4. ÓÕÓÔÇÌÁ ÌÁÆÁÓ--ÅËÁÔÇÑÉÏÕ: ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ--ÓÕÍÔÏÍÉÓÌÏÓ

Óáí ìéá êÜðùò äõóêïëüôåñç åöáñìïãÞ ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí óôçí ÊéíçìáôéêÞ--Äõ-
íáìéêÞ ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ôþñá êáé óôéò Ôáëáíôþóåéò) èåùñïýìå ôï áðëü êáé êëáóéêü ìç÷á-
íéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ (ìÜæá m, óôáèåñÜ åëáôçñßïõ k) ÷ùñßò áðüóâåóç. Ðñüêåéôáé ãéá
ôïí ôüóï ãíùóôü áñìïíéêü ôáëáíôùôÞ. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï ìç÷áíéêü áõôü óýóôçìá âñßóêåôáé óå
åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç õðü ôçí åðßäñáóç óõíçìéôïíéêÞò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò (öïñôßóåùò)
ôçò ìïñöÞò p(t) = p0 cosù0t ìå ôï p0 óôáèåñÜ. Ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù0 ôçò öïñôßóåùò áõôÞò
p(t) èåùñåßôáé ßóç ìå åêåßíç ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò, Ý÷ïõìå äçëáäÞ ðåñßðôùóç óõíôïíéóìïý.
Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (óõíÞèçò, ãñáììéêÞ, äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìç ïìïãåíÞò ëüãù ôçò
åîùôåñéêÞò öïñôßóåùò p(t)) ùò ðñïò ôç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðáßñíåé ôåëéêÜ (äçëáäÞ ìåôÜ
ôç äéáßñåóç äéá ôçò ìÜæáò m ôïõ óçìåßïõ áõôïý) ôç ãíùóôÞ ìïñöÞ

ẍ(t)+ù2
0x(t) = p∗0 cosù0t, t ≥ 0. (3.4.1)

Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ïé ðïóüôçôåò p∗0 = p0 /m (äçëáäÞ ôï åýñïò öïñôßóåùò p0 áíçãìÝíï
óôç ìÜæám ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) êáéù0 =

√
k/m õðïôßèåíôáé óôáèåñÝò. Èåùñïýìå åðßóçò ãíùóôÝò

êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ åßíáé: (á) áñ÷éêÞ èÝóç x0 êáé (â) ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá, äçëáäÞ

x(0) = x0, ẋ(0) = v(0) = 0. (3.4.2)
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ÌÝóù ôçò èåùñßáò ôùí óõíÞèùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñïêýðôåé ç ëýóç ôïõ ðéï
ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (3.4.1) êáé (3.4.2). Ç ëýóç áõôÞ åßíáé ç åîÞò:

x(t) = x0 cosù0t + p∗0
2ù0

t sinù0t. (3.4.3)

ÐáñïõóéÜæåôáé åðïìÝíùò ôï áíáìåíüìåíï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý. ¸÷ïõìå äçëáäÞ ôáëá-
íôþóåéò äéáñêþò áõîáíüìåíïõ åýñïõò (ãñáììéêÜ üìùò) ëüãù êáé ôçò åëëåßøåùò áðïóâÝóåùò ôùí
ôáëáíôþóåùí áõôþí. Ôï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý Ý÷åé óõíÞèùò âëáâåñÞ óõíÝðåéá óôï ìç÷á-
íéêü ìáò óýóôçìá. Åí ðñïêåéìÝíù âÝâáéá äå èá äþóïõìå éäéáßôåñç âáñýôçôá óôï öáéíüìåíï áõôü
ôïõ óõíôïíéóìïý. ÁðëÜ èá åðéäåßîïõìå ôç ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí óôçí åðßëõóç
ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò åîáíáãêáóìÝíçò ôáëáíôþóåùò.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ (Åíüôçôá Ã3.3) åðéëÝîáìå ôç ëßãï--ðïëý Üìåóç
÷ñÞóç ôçò äéáèÝóéìçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.3.1) ìå áëëáãÞ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò. Óõ-
ãêåêñéìÝíá èÝóáìå ẍ(t) = a(t), äçëáäÞ åðéëÝîáìå ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) áíôß ãéá ôç èÝóç x(t) óáí
Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Ôï êáèÞêïí ôïõ ðñïóäéïñéóìïý ôçò èÝóåùò x(t) ôï áöÞóáìå ãéá ôï ôÝëïò.
Áõôü ãßíåôáé ìå äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò ôçò åðéôá÷ýíóåùò a(t) ðïõ Ý÷åé âñåèåß. Áíôßèåôá óôçí
ðáñïýóá åöáñìïãÞ èá äéáôçñÞóïõìå óáí Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé
èá ðñï÷ùñÞóïõìå óå äýï ïëïêëçñþóåéò ôçò ßäéáò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.1) ëáìâÜíïíôáò
õðüøç êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (3.4.2). ¸ôóé èá êáôáëÞîïõìå ôåëéêÜ óôç æçôïýìåíç ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ðñïóåããßóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Ç ðñþôç ïëïêëÞñùóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.1) ïäçãåß óôçí åîßóùóç

ẋ(t)+ù2
0

∫ t

0
x(ô) dô = p∗0

ù0
sinù0t, t ≥ 0. (3.4.4)

Ç äåýôåñç áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (3.4.2) (ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá) Ý÷åé ôþñá ëçöèåß õðüøç.
ÖõóéêÜ êáé ç ïëïêëÞñùóç óôï äåîéü ìÝëïò Ý÷åé Þäç (êáé ðïëý åýêïëá) åêôåëåóèåß. ÏäçãçèÞêáìå
åðïìÝíùò áðü ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç óõí äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óå ìéá ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ
åîßóùóç óõí ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç: ôçí ðñþôç áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (3.4.2). (Óçìåéþíïõìå üôé
ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ êáëåßôáé ìéá åîßóùóç ðïõ åìöáíßæåé ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t) êáé óå
ðáñÜãùãï êáé óå ïëïêëÞñùìá.) Ôçí ðñþôç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (3.4.2) äåí åß÷áìå áêüìç ôçí åõêáéñßá
íá ôçí ðÜñïõìå õðüøç. Ðáñáôçñïýìå åðßóçò áìÝóùò áðü ôçí ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç
(3.4.4) (ãéá t = 0) üôé ẋ(0) = v(0) = 0. Éó÷ýåé åðïìÝíùò ç äåýôåñç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (3.4.2), áõôÞ
ðïõ Þäç ôçí ðÞñáìå õðüøç.

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôç äåýôåñç áíáãêáßá ïëïêëÞñùóç, áõôÞí ôçò ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (3.4.4) ÷ùñßò üìùò íá îå÷íÜìå êáé ôçíðñþôç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (3.4.2). Êáé ç ïëïêëÞñùóç
áõôÞ äåí ðáñïõóéÜæåé êáìßá éäéáßôåñç äõóêïëßá, åÜí âÝâáéá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ï ôýðïò (1.1.18)
ôïõ Êåöáëáßïõ Ã1 (Åíüôçôá Ã1.1). Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí
ôýðï áõôü ìå ôç èÝóç x(t) áíôß ãéá ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t). ¸ôóé Ý÷ïõìå∫ t

0

(∫ t∗

0
x(ô) dô

)
dt∗ =

∫ t

0
(t − ô)x(ô) dô. (3.4.5)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðáñïõóéÜæåôáé ôåëéêÜ ìüíï Ýíá áðëü ïëïêëÞñùìá (áíôß ãéá Ýíá äéáäï÷éêü
ïëïêëÞñùìá). ¸ôóé ðñïêýðôåé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

x(t)+ù2
0

∫ t

0
(t − ô)x(ô) dô = x0 + p∗0

ù2
0

(1− cosù0t), t ≥ 0, (3.4.6)

ìå ôçí ïëïêëÞñùóç óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.4) íá åßíáé êáé
áõôÞ éäéáßôåñá áðëÞ. Óçìåéþíåôáé üôé ï üñïò p∗0 /ù2

0 = p0 /(mù2
0) óôï äåîéü ìÝëïò, êÜôé óáí óôáèåñÜ

ïëïêëçñþóåùò, áðïóêïðåß áðëÜ óôçí ðëÞñùóç ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò x(0) = x0.
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Ìðïñïýìå ðéá åýêïëá íá äéáðéóôþóïõìå üôé ç ôåëéêÞ áõôÞ åîßóùóç, äçëáäÞ ç ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç (3.4.6), óôçí ïðïßá Ý÷ïõìå êáôáëÞîåé, ðëçñïß êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (3.4.2). Áóöá-
ëþò ðëçñïýôáé êáé ç áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.1). Áõôü ôï äéáðéóôþíïõìå, åÜí Ý÷ïõìå ôçí
õðïìïíÞ íá åêôåëÝóïõìå ôéò ðñÜîåéò áíôßóôñïöá, äçëáäÞ íá ðáñáãùãßóïõìå äýï öïñÝò ôçí ïëï-
êëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.4.6). Ìðïñïýìå Ýôóé íá åðáëçèåýïõìå ôïõò õðïëïãéóìïýò ìáò ãõñßæïíôáò
ðßóù óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.1). ÅíáëëáêôéêÜ ìðïñïýìå íá äéáðéóôþóïõìå üôé ç ëýóç (3.4.3)
ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (3.4.1) êáé (3.4.2) óôï ðáñüí ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ
õðü óõíèÞêåò óõíôïíéóìïý ðñáãìáôéêÜ ðëçñïß ôüóï ôçí ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.4)
üóï êáé ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.4.6).

ÌåôÜ ôï ìÜëëïí åéóáãùãéêü áõôü ìÝñïò ôçò ðáñïýóáò åöáñìïãÞò óôçí ÊéíçìáôéêÞ--ÄõíáìéêÞ
êáé óôéò Ôáëáíôþóåéò, èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôï ðéï ïõóéáóôéêü ìÝñïò ôçò. Áõôü åßíáé ç áëçèéíÞ,
ç åõèåßá åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.4.6). ¸÷ïõìå ìÜëéóôá Þäç õðüøç ìáò üôé ïé
ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò äå óõíïäåýïíôáé áðü áñ÷éêÝò Þ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Ïé óõíèÞêåò áõôÝò
åßíáé åíóùìáôùìÝíåò óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò.

Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.4.6), êáôáñ÷Þí ðáñáôçñïýìå üôé áõôÞ åßíáé
ìïíïäéÜóôáôç, ãñáììéêÞ, ìç ïìïãåíÞò, ôýðïõ Volterra êáé, ôï ðéï óçìáíôéêü, óõíåëéêôéêïý ôýðïõ
ìå ðõñÞíá K(t, ô) = t−ô. ¢ñá ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ðïõ Þäç áíáðôý÷èçêå óôï
Åíüôçôá Ã2.2, åßíáé ìéá ðïëý êáëÞ åðéëïãÞ ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò êáé áõôÞí ôç ìÝèïäï èá ðñïôéìÞ-
óïõìå. ×ñçóéìïðïéïýìå ôï ðñïöáíÝò óýìâïëï X(s) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò (ôçò èÝóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) x(t), äçëáäÞ X(s) = L{x(t)}, êáé ðñï÷ùñÜìå óôçí
åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé óôá äýï ìÝëç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.4.6).

¸ôóé âñßóêïõìå åýêïëá üôé

X(s)+ù2
0
X(s)
s2

= x0
s
+ p∗0

ù2
0

(
1
s
− s

s2 +ù2
0

)
(3.4.7)

Ý÷ïíôáò ëÜâåé õðüøç ìáò êáé ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç ïëïêëçñùôéêÞ åîß-
óùóç (3.4.6) ìåôáôñÜðçêå óå áëãåâñéêÞ åîßóùóç. Ç ëýóç ôçò ôåëåõôáßáò X(s) ðñïêýðôåé áìÝóùò
üôé åßíáé

X(s) = x0
s

s2 +ù2
0

+ p∗0
s

(s2 +ù2
0)2

. (3.4.8)

ÔåëéêÜ, áíôéóôñÝöïíôáò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace X(s), êáôáëÞãïõìå óôç æçôïýìåíç Ýêöñáóç
ôçò èÝóåùò x(t) = L−1{X(s)}. Äéáðéóôþíåôáé åýëïãá êáé üðùò áíáìåíüôáí üôé ç Ýêöñáóç áõôÞ
óõìðßðôåé ìå ôç ëýóç (3.4.3) ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò. Ç ëýóç áõôÞ âñÝèçêå ìå ôçí áñ÷éêÞ åðéëïãÞ
ìáò ãéá ôç ìïíôåëïðïßçóç ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ ìå ôç ÷ñÞóç
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (êáëýôåñá ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí). Áíôßèåôá ôþñá Ý÷åé õéïèåôçèåß
ç ÷ñÞóç ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò.

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé áóöáëþò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôé-
óìïý Laplace ôüóï ãéá ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.1) üóï êáé ãéá ôçí åðßëõóç ôçò
ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.4). ÊáôáëÞãïõìå êáé ðÜëé óôï ßäéï áðïôÝëåóìá, (3.4.8),
ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace X(s) êáé, ôåëéêÜ, óôï áðïôÝëåóìá (3.4.3) ãéá ôç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ. ¢ñá õðÜñ÷ïõí äéÜöïñåò äõíáôüôçôåò ãéá ôç ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç êáé ôçí åýñåóç
ôçò ëýóåùò ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò. ÅÜí üìùò ï óõíôïíéóìüò ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé
åßíáé áíåðéèýìçôïò; Ôß äõíáôüôçôåò áðïöõãÞò ôïõ õðÜñ÷ïõí ôüôå; ÔÝôïéåò äõíáôüôçôåò åßíáé ïé
åîÞò: (á) Ç ôñïðïðïßçóç ôïõ ßäéïõ ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò, ð.÷. ìå áëëáãÞ ôùí ðáñáìÝôñùí
ôïõ m (ãéá ôç ìÜæá) êáé k (ãéá ôç óôáèåñÜ ôïõ åëáôçñßïõ), þóôå íá áëëÜîåé ç öõóéêÞ (êõêëéêÞ)
óõ÷íüôçôÜ ôïõ ù0 = √

k/m. (Åí áíÜãêç ìðïñåß íá ãßíåé åéóáãùãÞ óôï ìç÷áíéêü ìáò óýóôçìá
ìÜæáò--åëáôçñßïõ êáé áðïóâåóôÞñá óôáèåñÜò c.) (â) Äåýôåñç äõíáôüôçôá áðïôåëåß ç ìåôáâïëÞ
ôçò áóêïýìåíçò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò (öïñôßóåùò) p(t) ùò ðñïò ôçí (êõêëéêÞ) óõ÷íüôçôÜ ôçò ù0,
áí âÝâáéá ç ìåôáâïëÞ ôçò óõ÷íüôçôáòù0 åßíáé äõíáôÞ. (Åíôïýôïéò áò ìçí ðåñéìÝíåé ï áíáãíþóôçò/
ç áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìéá áêüìç ðéï ëåðôïìåñÞ áíÜëõóç--áðÜíôçóç åäþ!)
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Ã3.5. ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÅÐÉÑÑÏÇÓ ÓÅ ×ÏÑÄÇ, ÄÏÊÏ ÊÁÉ ÐËÁÊÁ

Ïé óõíáñôÞóåéò åðéññïÞò (influence functions) ðáñïõóéÜæïõí éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí óå ðïëëÝò
ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò ðïõ ðñïêýðôïõí óôçí åðéóôÞìç ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý. Ïé óõíáñôÞ-
óåéò åðéññïÞò åðéôñÝðïõí óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò ôç äéáìüñöùóç ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí
âáóéêÜ ìÝóù ôçò ÷ñÞóåùò ìüíï áðëþí, öõóéêþí åííïéþí. Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åðéäåßîïõìå ôç
ìÝèïäï ôùí óõíáñôÞóåùí åðéññïÞò óôá ðñïâëÞìáôá ôçò ÷ïñäÞò, ôçò äïêïý êáé ôçò ðëÜêáò.

Ã3.5.1. ÓõíÜñôçóç åðéññïÞò óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò

Èåùñïýìå óõíÞèç åëáóôéêÞ ÷ïñäÞ ìÞêïõò L êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox (0 ≤ x ≤ L) õðü ôÜóç
(Ýíôáóç) Ô (óå Í Þ, ðñïôéìüôåñï, óå kN) êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò. Óôç ÷ïñäÞ áõôÞ áóêåßôáé åðßóçò
êáé êÜèåôï óõãêåíôñùìÝíï ìïíáäéáßï öïñôßï (êáôÜ ôïí Üîïíá Ïy) óôï óçìåßï î (ìå 0 ≤ î ≤ L) ôçò
÷ïñäÞò. ÔÜ Üêñá ôçò ÷ïñäÞò (x = 0 êáé x = L) èåùñïýíôáé óôåñåÜ óôçñéãìÝíá, äçëáäÞ ìå ìçäåíéêÝò
êÜèåôåò ìåôáôïðßóåéò

y(0) = y(L) = 0. (3.5.1)

Ç óõíÜñôçóç y(x) äçëþíåé åäþ ôçí êÜèåôç ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôçò ÷ïñäÞò. Åßíáé åðßóçò
ãíùóôü üôé ç ÷ïñäÞ (óå áíôßèåóç ìå ôç äïêü) óôåñåßôáé åíôåëþò äõóêáìøßáò (äçëáäÞ éêáíüôçôáò
íá õößóôáôáé êáìðôéêÝò ñïðÝò M), åßíáé äçëáäÞ åîáéñåôéêÜ åýêáìðôç.

Ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ äéÝðåé ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ÷ïñäÞò áðïäåéêíýåôáé
üôé Ý÷åé ôçí åîÞò åîáéñåôéêÜ áðëÞ ìïñöÞ (Wylie, 1975, Åíüôçôá 2.7, ó. 79):

y ′′(x) = − 1
T
p(x), 0 ≤ x ≤ L, (3.5.2)

ìå p(x) ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç åðß ôçò ÷ïñäÞò. (Óçìåéþíåôáé üôé ç ó÷åôéêÞ áðüäåéîç
ãßíåôáé ìå áðëü ôñüðï ðïõ âáóßæåôáé óôç óôáôéêÞ éóïññïðßá êáôÜ ôïí Üîïíá Ïy, êÜèåôá óôç
÷ïñäÞ, ðÜíù óå óôïé÷åéþäåò ôìÞìá [x, x + Äx] ôçò ÷ïñäÞò êáé ìå ôçí õðüèåóç ìéêñþí åãêÜñóéùí
ìåôáôïðßóåùí y(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò.) ÂñÝèçêå ëïéðüí ìéá ðïëý áðëÞ, óôïé÷åéþäçò äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò, ç åîßóùóç (3.5.2). Ç åîßóùóç áõôÞ ðïõ ìáæß ìå ôéò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (3.5.1) áðïôåëïýí Ýíá áðëü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. Ôï ðñüâëçìá áõôü èá ôï
áíáãÜãïõìå óå éóïäýíáìï ïëïêëçñùôéêü ôýðï ìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åíóùìáôùìÝíåò ó’ áõ-
ôüí. Ðñïò ôï óêïðü áõôü, êáôáñ÷Þí áðëÜ ïëïêëçñþíïõìå ìéá öïñÜ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.2)
áãíïþíôáò ðñïò ôï ðáñüí ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3.5.1). Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé ç åîÞò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ùò ðñïò y(x) êáé ðÜëé:

y ′(x) = y ′(0)− 1
T

∫ x

0
p(î) dî, 0 ≤ x ≤ L. (3.5.3)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá êáé óå äåýôåñç ïëïêëÞñùóç, ïðüôå ðñïêýðôåé ï åîÞò ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò,
üðïõ Ý÷ïõìå ðÜñåé õðüøç êáé ôçí ðñþôç áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3.5.1):

y(x) = y ′(0) x − 1
T

∫ x

0
(x − î) p(î) dî, 0 ≤ x ≤ L. (3.5.4)

Ï ïëïêëçñùôéêüò áõôüò ôýðïò äßíåé ôçí êÜèåôç ìåôáôüðéóç y(x) ôùí óçìåßùí ôçò ÷ïñäÞò ìå
ãíùóôÞ ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóÞ ôçò p(x). Ãéá ôçí åýñåóç ôçò ìïñöÞò áõôÞò (3.5.4)
ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ ðÞñáìå õðüøç ìáò êáé ôï èåìåëéþäç ôýðï (1.1.18) óôçí Åíüôçôá Ã1.1
ôïõ Êåöáëáßïõ Ã1, ðïõ ðñïÝêõøå åêåß ìå ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç.

Ç ôéìÞ ôçò êëßóåùò y ′(0) ôçò ÷ïñäÞò óôï Üêñï ôçò x = 0 äåí åßíáé ãíùóôÞ óôï óõãêåêñéìÝíï
ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé ðñÝðåé íá áðáëåéöèåß åð’ ùöåëåßá ôçò äåýôåñçò óõíïñéáêÞò
óõíèÞêçò (3.5.1): y(L) = 0 óôï äåîéü Üêñï x = L ôçò ÷ïñäÞò. ÅðïìÝíùò áðü ôïí ïëïêëçñùôéêü
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ôýðï (3.5.4) ðáßñíïõìå ãéá x = L

y(L) = y ′(0) L− 1
T

∫ L

0
(L− î) p(î) dî = 0. (3.5.5)

¸ôóé ðñïóäéïñßæïõìå ôçí Üãíùóôç ôéìÞ ôçò êëßóåùò ôçò ÷ïñäÞò óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0:

y ′(0) = 1
TL

∫ L

0
(L− î) p(î) dî. (3.5.6)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôçí ôéìÞ áõôÞ óôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï (3.5.4), ðáßñíïõìå ôç ó÷åäüí ôåëéêÞ
ìïñöÞ ôïõ

y(x) = x
TL

∫ L

0
(L− î) p(î) dî − 1

T

∫ x

0
(x − î) p(î) dî, 0 ≤ x ≤ L. (3.5.7)

Ç ìïñöÞ áõôÞ åðáëçèåýåé ü÷é ìüíï ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (3.5.2), áëë’ åðßóçò êáé ôéò
äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3.5.1). Ï éó÷õñéóìüò áõôüò ìðïñåß åýêïëá íá äéáðéóôùèåß.

¸íá ôåëåõôáßï (áëë’ ïõóéáóôéêü) âÞìá åßíáé íá îáíáãñÜøïõìå ôï ó÷åäüí ôåëéêü ïëïêëçñùôéêü
ôýðï (3.5.7) äéáóðþíôáò ôï ðñþôï ïëïêëÞñùìá ó’ áõôüí (óôï äéÜóôçìá [0, L], äçëáäÞ êáôÜ ìÞêïò
üëçò ôçò ÷ïñäÞò) óå äýï ïëïêëçñþìáôá: óôá åðß ìÝñïõò äéáóôÞìáôá [0, x] êáé [x, L]. Ìå ôïí ôñüðï
áõôü ðñïêýðôåé üôé

y(x) = x
TL

∫ x

0
(L− î) p(î) dî + x

TL

∫ L

x
(L− î) p(î) dî − 1

T

∫ x

0
(x − î) p(î) dî. (3.5.8)

ÅðåéäÞ üìùò
x(L− î)

TL
− x − î

T
= î(L− x)

TL
, (3.5.9)

ï ðéï ðÜíù ôýðïò (3.5.8) ìðïñåß íá óõìðôõ÷èåß êáé ùò åîÞò:

y(x) = L− x
TL

∫ x

0
î p(î) dî + x

TL

∫ L

x
(L− î) p(î) dî. (3.5.10)

Ï ôåëéêüò áõôüò ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óå áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ìå ôç
÷ñÞóç ôçò åîÞò óõíáñôÞóåùò:

G(x, î) = (L− x)î
TL

, åÜí 0 ≤ î ≤ x ≤ L, G(x, î) = x(L− î)
TL

, åÜí 0 ≤ x ≤ î ≤ L. (3.5.11)

Ôüôå ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé

y(x) =
∫ L

0
G(x, î) p(î) dî, 0 ≤ x ≤ L. (3.5.12)

Ç óõíÜñôçóç G(x, î) óôïí ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêü ôýðï ìáò äçëþíåé ôçí åðßäñáóç ðïõ Ý÷åé
óôçí êÜèåôç ìåôáôüðéóç y(x) (óôï óçìåßï x ôçò ÷ïñäÞò) ôï êÜèåôï öïñôßï p(î)dî (óôï óçìåßï x = î
ôçò ÷ïñäÞò êáé óå áðåéñïóôü äéÜóôçìá dî). Áõôü öáßíåôáé áðü ôïí ðïëëáðëáóéáóìü G(x, î) p(î)
óôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç óôïí ðéï ðÜíù ôýðï (3.5.12). Ãéá ôï ëüãï áõôü ç óõíÜñôçóçG(x, î)
êáëåßôáé óõíÜñôçóç åðéññïÞò (influence function) êáé åßíáé ðÜñá ðïëý óçìáíôéêÞ óôçí åðéóôÞìç
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÐÝñá áðü ôçí ðáñáðÜíù ìÝèïäï ðñïóäéïñéóìïý ôçò óõíáñôÞóåùò
áõôÞò G(x, î), ìðïñïýìå íá åñãáóèïýìå áðëÜ êáé ìå ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò êáôÜ ìÞêïò ôçò
÷ïñäÞò êáé (êõñßùò) êÜèåôá ó’ áõôÞí. ¸ôóé äå ÷ñåéÜæåôáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáèüëïõ ôç äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç (3.5.2) (Wylie, 1975, Åíüôçôá 2.7, óó. 79--81). Ìå ôç äåýôåñç áõôÞ äõíáôüôçôá
èåùñïýìå ôç ÷ïñäÞ üôé öïñôßæåôáé ìå ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï óôç èÝóç ôçò î.

Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ç óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, î) ìçäåíßæåôáé, üðùò áêñéâþò ïöåßëåé, óôá
Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ÷ïñäÞò (ãéá óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ ôïõ î), åðáëçèåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôçò ÷ïñäÞò (3.5.2) (åêôüò áðü ôï óçìåßï x = î) êáé åßíáé óõíå÷Þò êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò. Åéäéêüôåñá
åßíáé óõíå÷Þò êáé óôï «êñßóéìï» óçìåßï x = î, üðïõ, üðùò äéáðéóôþíåôáé áðü ôïõò ôýðïõò (3.5.11),

G(î, î) = (L− î)î
TL

. (3.5.13)
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Ç ßäéá óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, î) Ý÷åé åðßóçò óôáèåñÝò ðñþôåò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò x óôá
äéáóôÞìáôá [0, î) êáé (î, L] ÷ùñßò üìùò íá åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï x = î. Ðñïöáíþò Ý÷åé
åðßóçò ìçäåíéêÞ äåýôåñçðáñÜãùãï (ùòðñïò x) óôá ßäéá äéáóôÞìáôá êáé (êÜôé ðïõ åßíáé óçìáíôéêü,
éäéáßôåñá óçìáíôéêü) åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò x êáé î, äçëáäÞ

G(x, î) = G(î, x). (3.5.14)

Ôç óõììåôñßá áõôÞ ôçò óõíáñôÞóåùò åðéññïÞò G(x, î) ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ôçí åîçãåß óáí
Üìåóç óõíÝðåéá ôçò éó÷ýïò ôçò èåìåëéþäïõò áñ÷Þò ôçò áìïéâáéüôçôáò ôùí ìåôáôïðßóåùí ôïõ
Maxwell Þ ôùí Betti--Maxwell óôç Ìç÷áíéêÞ (ÌáóôñïãéÜííçò, 1999, Ôüìïò Ðñþôïò, Åíüôçôá 6.7,
óó. 237--239). Óýìöùíá ìå ôçí áñ÷Þ ôçò áìïéâáéüôçôáò ôùí ìåôáôïðßóåùí ç ìåôáôüðéóç G(x, î)
óôï óçìåßï x ðïõ ïöåßëåôáé óå ìïíáäéáßá öüñôéóç pî(x) = ä(x− î) (ìå ä(x) ôçí ùóôéêÞ Þ êñïõóôéêÞ
óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac: Åíüôçôá Á10.6 ôïõ Êåöáëáßïõ Á10 ôïõ ÌÝñïõò Á) óôï óçìåßï î
ôçò ÷ïñäÞò éóïýôáé ìå ôç ìåôáôüðéóç G(î, x) óôï óçìåßï î ðïõ ïöåßëåôáé óå ìïíáäéáßá öüñôéóç
px(î) = ä(î − x) óôï óçìåßï x ôçò ÷ïñäÞò.

Ìéá åíáëëáêôéêÞ ôñßôç äõíáôüôçôá ðñïóöÝñåôáé áðü ôçí êáôåõèåßáí ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
óõíïñéáêþí ôéìþí (3.5.2) êáé (3.5.1), ð.÷. ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica (Wolfram, 1999). Åßíáé
åðßóçò áðüëõôá äõíáôÞ êáé ç êáôåõèåßáí ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, üðïõ
ç öüñôéóç p(x) ôçò ÷ïñäÞò èåùñåßôáé ßóç ìå ôç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac óôç èÝóç x = î, äçëáäÞ

pî(x) = ä(x − î), 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ î ≤ L. (3.5.15)

Ç ëýóç áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí ðñïêýðôåé üôé éóïýôáé ìå

G∗(x, î) = 1
TL

[(L− î)x + L(î − x)H(x − î)] , (3.5.16)

üðïõ H(x) äçëþíåé ôç ìïíáäéáßá âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside, ðïõ Þäç ôç ãíùñßæïõìå áðü
ôçí ÐáñÜãñáöï Á10.3.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Á10 ôïõ ÌÝñïõò Á. ¢ìåóá åðáëçèåýåôáé üôé ç óõíÜñôçóç
áõôÞ, ç G∗(x, î), ôáõôßæåôáé ìå ôçí óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, î) ðïõ Þäç ðñïóäéïñßóèçêå óôéò ó÷Ý-
óåéò (3.5.11). Óçìåéþíåôáé, åð’ åõêáéñßá, üôé ç ßäéá óõíÜñôçóç G(x, î) åßíáé ç êáëïýìåíç óõíÜñôçóç
Green óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá ôçí åëáóôéêÞ ÷ïñäÞ ðïõ åîåôÜæïõìå åäþ.

ÓõìðåñáóìáôéêÜ, ìÝ÷ñé óôéãìÞò óôçí ðáñïýóá åíüôçôá îåêéíÞóáìå áðü ôï ðñüâëçìá óõíï-
ñéáêþí ôéìþí ãéá ìéá åëáóôéêÞ ÷ïñäÞ óôåñåùìÝíç óôá Üêñá ôçò (äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.2) êáé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3.5.1)) êáé ëýóáìå ôï ðñüâëçìá áõôü. ÊáôáëÞîáìå Ýôóé óå Ýíá áñêåôÜ
áðëü ïëïêëçñùôéêü ôýðï, óôïí ôýðï (3.5.12) ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò êÜèåôçò ìåôáôïðßóåùò
y(x) ôùí óçìåßùí ôçò ÷ïñäÞò õðü ôõ÷áßá êÜèåôç öüñôéóç p(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò. Ðñüêåéôáé ãéá
Ýíá áñêåôÜ åíäéáöÝñïí áðïôÝëåóìá. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü äåß÷íåé ðþò ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß
ç ÷ñÞóç ðáñáãþãùí (åí ðñïêåéìÝíù ôçò äåýôåñçò ðáñáãþãïõ óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôçò ÷ïñäÞò (3.5.2)) áðü ôç ÷ñÞóç ïëïêëçñùìÜôùí (åí ðñïêåéìÝíù Ýíá ïëïêëÞñùìá óôïí ôåëéêü
ïëïêëçñùôéêü ôýðï (3.5.12)). Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ï ïëïêëçñùôéêüò áõôüò ôýðïò (3.5.12) Ý÷åé
åíóùìáôþóåé êáé ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá ôçò ÷ïñäÞò. ¸ôóé ïé óõíèÞêåò áõôÝò äå
÷ñåéÜæåôáé íá ëáìâÜíïíôáé ÷ùñéóôÜ õðüøç áíôßèåôá áðü ü,ôé óõìâáßíåé óôáðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí
Þ óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

Ôï åðüìåíï âÞìá, ìåôÜ ôçí áðáëëáãÞ ìáòðéá áðü ôéò áíáëõôéêÝò ðñÜîåéò, åßíáé íá óõíäÝóïõìå
ôïí ôåëéêü ïëïêëçñùôéêü ôýðï (3.5.12), óôïí ïðïßï êáôáëÞîáìå, ìå ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò.
ÂÝâáéá äåí ðñÝðåé íá îå÷íÜìå üôé ï ïëïêëçñùôéêüò áõôüò ôýðïò åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìïò ãéá ôïí
ðñïóäéïñéóìü ôçò êÜèåôçò ìåôáôïðßóåùò y(x) óå êÜèå óçìåßï ôçò ÷ïñäÞò (0 ≤ x ≤ L). ÖõóéêÜ
áõôü éó÷ýåé õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù
óôç ÷ïñäÞ åßíáé áðüëõôá ãíùóôÞ. Åñþôçìá: ÅÜí üìùò äåí åßíáé ãíùóôÞ ç öüñôéóç p(x), áëë’
åßíáé ãíùóôÞ ç êÜèåôç ìåôáôüðéóç y(x), ôï ó÷Þìá ôçò ÷ïñäÞò ðïõ ðáñáìïñöþèçêå; ¸÷ïõìå
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ôüôå Ýíá áíôßóôñïöï ðñüâëçìá (inverse problem). ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí üôé èÝëïõìå ç ÷ïñäÞ ìáò
íá Ý÷åé óõãêåêñéìÝíï (áëëÜ öõóéêÜ ðáñáäåêôü) ó÷Þìá y(x) õðü êÜðïéá êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç
öüñôéóç p(x), ç ïðïßá ìáò åßíáé üìùò áêüìç Üãíùóôç. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ï ïëïêëçñùôéêüò
ôýðïò (3.5.12) Ý÷åé áõôüìáôá ìåôáðÝóåé óå ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ
ôþñá ðéá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç, ç p(x) (Þ éóïäýíáìá p(î)), âñßóêåôáé êÜôù áðü ôï óýìâïëï ôçò
ïëïêëçñþóåùò (óôï äåîéü ìÝëïò). H óõíÜñôçóç y(x) (óôï áñéóôåñü ìÝëïò) êáèþò êáé ï ðõñÞíáò
(Þ óõíÜñôçóç åðéññïÞò) G(x, î) ìÝóá óôï ïëïêëÞñùìá åßíáé ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò. Óçìåéþíïõìå
üôé ï ðõñÞíáò áõôüòG(x, î), ðïõ äßíåôáé áðü ôïõò ôýðïõò (3.5.11) Þ ôïí áðüëõôá éóïäýíáìü ôïõò
ôýðï (3.5.16), Ý÷åé íá êÜíåé ìüíï ìå ôçí ßäéá ôç ÷ïñäÞ (óõìðåñéëáìâÜíïíôáò êáé ôéò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò óôá Üêñá ôçò). Åíôïýôïéò äåí åîáñôÜôáé áðü ôï ó÷Þìá, ôç ìïñöÞ ôçí ïðïßá ðáßñíåé
êÜèå öïñÜ ç ÷ïñäÞ ðïõ åîåôÜæïõìå åîáéôßáò ôçò öïñôßóåþò ôçò p(x).

Ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.5.12) ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå õðü ôéò ðáñïýóåò óõíèÞêåò ðïõ õéïèå-
ôÞèçêáí åßíáé ìéá ìïíïäéÜóôáôç (êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò ìüíï), ðñïöáíþò ãñáììéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç Fredholm, ãéáôß ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò åßíáé óôáèåñü: ïëüêëçñç ç ÷ïñäÞ [0, L]. Åßíáé
åðßóçò ðñþôïõ åßäïõò, åðåéäÞ ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç p(x) ðáñïõóéÜæåôáé ìüíï ìÝóá óôï ïëïêëÞ-
ñùìá. ÖõóéêÜ åßíáé êáé ìç ïìïãåíÞò, ãéáôß õðÜñ÷åé ðÝñá áðü ôïí ðõñÞíá G(x, î) êáé ç ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç y(x) ôïõ ó÷Þìáôïò ôçò ÷ïñäÞò. ÅðïìÝíùò ÷ùñßò ôçí åêôÝëåóç êáìéÜò áíáëõôéêÞò ðñÜ-
îåùò åñìçíåýóáìå ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï (3.5.12) óáí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Ç åîßóùóç áõôÞ
åßíáé ÷ñÞóéìç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò öïñôßóåùò p(x) ÷ïñäÞò ìå äåäïìÝíï ó÷Þìá (ìïñöÞ) y(x)
õðü ôç öüñôéóç áõôÞ. Áóöáëþò ï ðíåõìáôéêÜ áíÞóõ÷ïò áíáãíþóôçò/ç ðíåõìáôéêÜ áíÞóõ÷ç
áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß èáõìÜóéá íá èåùñÞóåé (÷ùñßò íá êéíäõíåýåé êáèüëïõ
íá êáôçãïñçèåß) ôï ðñüâëçìá áõôü óáí Ýíá áíôßóôñïöï ðñüâëçìá. Ìå ôïí ôñüðï áõôü äéáôçñåß
ôïí üñï åõèý ðñüâëçìá ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ åîåôÜóèçêå áñ÷éêÜ. ÁõôÞ åßíáé ç ðåñßðôùóç ðïõ
äßíåôáé ç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) êáé æçôåßôáé ôï ó÷Þìá y(x) ôçò ÷ïñäÞò.

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé ëßãï--ðïëý åýëïãï íá èÝóïõìå êáé Ýíá åñþôçìá. Íáé, áóöáëþò åßíáé
åíäéáöÝñïõóá ç áñêåôÜ ëåðôïìåñÞò ìáèçìáôéêÞ åýñåóç ðïõ ðñïçãÞèçêå ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîé-
óþóåùò (3.5.12) ìå ôç óõíÜñôçóç åðéññïÞò (ôïí ðõñÞíá ôçò) G(x, î) íá êáèïñßæåôáé áðü ôïõò
ôýðïõò (3.5.11), äçëáäÞ ç åîßóùóç (3.5.10). Åðßóçò ÷ñÞóéìç åßíáé êáé ç áðüäïóç ÷áñáêôçñéóìþí
ó’ áõôÞí ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç: Fredholm, ðñþôïõ åßäïõò, êëð. Åíôïýôïéò ðáñáìÝíåé ôï
åñþôçìá ðïéá åßíáé ç ëýóç ôçò p(x) ìå ôç óõíÜñôçóç y(x) íá õðïôßèåôáé üôé åßíáé ãíùóôÞ. Ç áðÜ-
íôçóç óôï åñþôçìá áõôü äåí áðáéôåß ôç ÷ñÞóç óýíèåôùí ìåèüäùí åðéëýóåùò ïëïêëçñùôéêþí
åîéóþóåùí. Åßíáé ðñáãìáôéêÜ åîáéñåôéêÜ áðëÞ! Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ðáñáãùãßæïíôáò ìéá öïñÜ ôçí
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.5.10), ïäçãïýìáóôå óôïí åîÞò ôýðï ãéá ôç ãíùóôÞ êëßóç y ′(x) ôçò ÷ïñäÞò
(ðïõ ðñïêýðôåé ìå ìßá ðáñáãþãéóç ôçò ãíùóôÞò ìåôáôïðßóåùò y(x)):

y ′(x) = − 1
TL

∫ x

0
îp(î) dî + 1

TL

∫ L

x
(L− î)p(î) dî. (3.5.17)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá äåýôåñç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò p(x). Áêüìç ìéá ðáñáãþãéóç, ôþñá ôçò
åîéóþóåùò (3.5.17), ìáò ïäçãåß óôï áêüëïõèï åêðëçêôéêÜ áðëü áðïôÝëåóìá:

y ′′(x) = − 1
T
p(x) 
⇒ p(x) = −T y ′′(x). (3.5.18)

ÁõôÞ åßíáé ç ëýóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåþò ìáò (3.5.12) (ôüóï áðëÞ!) êáé äåí ðñÝðåé
íá åêðëçóóüìáóôå êáèüëïõ ãé’ áõôü. ÐñáãìáôéêÜ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (3.5.2) Þôáí
áõôÞ ðïõ áðåôÝëåóå ôç âÜóç ôçò ðáñïýóáò åíüôçôáò (ìáæß ìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3.5.1) âÝ-
âáéá). ÅðïìÝíùò ï ôåëéêüò ôýðïò (3.5.18) ãéá ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) ôçò ÷ïñäÞò
óôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá ðïõ åîåôÜæïõìå áðëÜ ôáõôßæåôáé ìå ôçí áñ÷éêÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç (3.5.2). Áêñéâþò áõôü üöåéëå íá óõìâáßíåé óôï ðáñüí ôüóï áðëü ðñüâëçìá êáé ðñÜãìáôé
ôï äéáðéóôþíïõìå üôé óõìâáßíåé! Ôïýôï áðïôåëåß êáé óáöÞ åðáëÞèåõóç ôùí õðïëïãéóìþí ìáò.
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Ã3.5.2. ÓõíÜñôçóç åðéññïÞò óôï ðñüâëçìá ôçò äïêïý

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ áðëÜ åðåêôåßíïõìå ôçí Ýííïéá ôçò óõíáñôÞóåùò åðéññïÞò (Þ óõíáñ-
ôÞóåùò Green ãéá ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí) G(x, î) áðü ôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò
óôï ðéï åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ôçò äïêïý. Èåùñïýìå ìéá óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L)
êáé äõóêáìøßáò EI ìå öüñôéóç áðëÜ Ýíá ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï Pî = 1 óôç èÝóç î ôçò
äïêïý (ìå 0 ≤ î ≤ L). Ãéá íá ãßíïõìå ðåñéóóüôåñï óáöåßò, óáí äïêü õðïèÝôïõìå åäþ Ýíáí ðñüâïëï
ìÞêïõò L ìå ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé ìå åëåýèåñï ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L.

Ôï ðñþôï åñþôçìÜ ìáò åßíáé ðïéï åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý, åäþ ôïõ ðñïâüëïõ
ðïõ õðïèÝóáìå, õðü ôç ìïíáäéáßá öüñôéóç Pî = 1 óôç èÝóç î ôïõ ðñïâüëïõ ðïõ ðñïáíáöÝñáìå.
Ó÷åôéêü ðñüâëçìá Ý÷ïõìå ëýóåé óôçí Åíüôçôá Á11.14 ôïõ Êåöáëáßïõ Á11 ôïõÌÝñïõò Á ôùí Åöáñ-
ìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ìå ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace. ÓõãêåêñéìÝíá åêåß õðïèÝóáìå ãéá öüñôéóç p(x) ôïõ ðñïâüëïõ ôç ãåíéêåõìÝíç öüñôéóç

p(x) = Pä(x − a) ≡ P〈x − a〉−1 ìå 0 ≤ a ≤ L êáé 0 ≤ x ≤ L (3.5.19)

ìå ä(x−a) ôç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac êáé 〈x−a〉−1 ôçí éóïäýíáìç óõíÜñôçóçMacaulay:
ôýðïò (11.15.8) óôçí Åíüôçôá Á11.15. Ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá Ýíá óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï P óôç
èÝóç x = a ôïõ ðñïâüëïõ. Ðñïóäéïñßóáìå Ýðåéôá ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) óôç ìïñöÞ (11.14.15)

v(x) = P
6EI

[3ax2 − x3 + (x − a)3H(x − a)] ìå 0 ≤ a ≤ L êáé 0 ≤ x ≤ L (3.5.20)

ìå H(x) ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside. Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ó÷åôéêÞò óõíáñôÞóåùò Macaulay
(ÅíüôçôáÁ11.15) áõôü ãñÜöåôáé êáé óôçí éóïäýíáìç (áëë’ áðëïýóôåñçóôç ãñáöÞ) ìïñöÞ (11.15.9)

v(x) = P
6EI

[3ax2 − x3 + 〈x − a〉3] ìå 0 ≤ a ≤ L êáé 0 ≤ x ≤ L. (3.5.21)

ÖõóéêÜ áõôü ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) åðáëçèåýåé ôüóï ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äïêïý
üóï êáé ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò áíÜ äýï óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôïõ ðñïâüëïõ

v′′′′(x) = p(x)
EI

, v(0) = 0, v′(0) = 0, v′′(L) = 0, v′′′(L) = 0, (3.5.22)

üðùò åýêïëá ìðïñåß íá åðáëçèåõèåß. Åíôïýôïéò óôï óçìåßï x = a ôçò åöáñìïãÞò ôïõ óõãêåíôñù-
ìÝíïõöïñôßïõ P ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) äåí Ý÷åé ôñßôç ðáñÜãùãï v′′′(a), áöïý ç ôÝìíïõóá äýíáìçQ
åßíáé áóõíå÷Þò óôï óçìåßï áõôü, ïýôå ôÝôáñôç ðáñÜãùãï ïýôå ðáñáãþãïõò áíùôÝñùí ôÜîåùí.

Åäþ èá áîéïðïéÞóïõìå ôï áðïôåëÝóìá áõôü (3.5.20) Þ (3.5.21), þóôå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç
ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, î). Ôï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï Pî åßíáé ôþñá ìïíáäéáßï, Pî = 1,
êáé ç èÝóç åöáñìïãÞò ôïõ äçëþíåôáé áðü ’äþ êáé ðÝñá ìå î (öõóéêÜ ìå 0 ≤ î ≤ L) áíôß ìå a.
Ôüôå áðëÜ ôï ðéï ðÜíù âÝëïò êÜìøåùò v(x) óôç ó÷Ýóç (3.5.20) Þ éóïäýíáìá óôç ó÷Ýóç (3.5.21) ìå
ôç ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùò Macaulay äçëþíåé ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç åðéññïÞò (Þ óõíÜñôçóç Green)
G(x, î) óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíÞèïõò äïêïý, åäþ ôïõ ðñïâüëïõ ðïõ åîåôÜæïõìå. ¢ñá Ý÷ïõìå
ôç óõíÜñôçóç åðéññïÞò (ìå 0 ≤ î ≤ L êáé 0 ≤ x ≤ L êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ ðïõ ìåëåôÜìå)

G(x, î) = 1
6EI

[3îx2 − x3 + (x − î)3H(x − î)] ≡ 1
6EI

[3îx2 − x3 + 〈x − î〉3]. (3.5.23)

ÂÝâáéá ç ó÷Ýóç áõôÞ ìðïñåß íá ãñáöåß ðéï áíáëõôéêÜ óáí äýï ÷ùñéóôÝò ó÷Ýóåéò: ìßá ãéá ôï
äéÜóôçìá 0 ≤ x ≤ î (áñéóôåñÜ áðü ôï ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï Pî = 1 óôç èÝóç î) êáé ìßá
ãéá ôï äéÜóôçìá î ≤ x ≤ L (äåîéÜ áðü ôï ßäéï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï). ¸ôóé, ëáìâÜíïíôáò õðüøç
üôé H(x) = 0 ãéá x < 0, åíþ H(x) = 1 ãéá x ≥ 0, âñßóêïõìå ðïëý åýêïëá üôé ôåëéêÜ

G(x, î) =




x2

6EI
(3î − x), åÜí 0 ≤ x ≤ î ≤ L,

î2

6EI
(3x − î), åÜí 0 ≤ î ≤ x ≤ L.

(3.5.24)
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Ï ôýðïò áõôüò (3.5.24) åßíáé áðüëõôá áíÜëïãïò ìå ôïí ôýðï (11.14.19) óôçí Åíüôçôá Á11.14 ôïõ
ÌÝñïõò Á ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò ó÷Ýóåùò (3.5.20) Þ ôçò ó÷Ýóåùò (3.5.21). Åäþ üìùò
Ý÷ïõìå P = Pî = 1 êáé a = î. Åðßóçò ï ßäéïò ðáñáðÜíù ôýðïò (3.5.24) åßíáé ï áíôßóôïé÷ïò ôýðïò
ìå ôïí ïìïëïãïõìÝíùò áñêåôÜ áðëïýóôåñï ôýðï (3.5.11) óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Ã3.5.1
åêåß ãéá ôç óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, î) óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò áíôß óôï ðñüâëçìá ôçò äïêïý.

Ðñïöáíþò ç óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, î) áðü ôçí ßäéá ôçí åýñåóÞ ôçò áöïñÜ óôï âÝëïò êÜì-
øåùò v(x) ôçò äïêïý, åäþ ôïõðñïâüëïõðïõ ìåëåôÜìå, ðïõ ïöåßëåôáé ó’ Ýíá ìïíáäéáßï óõãêåíôñù-
ìÝíïöïñôßï Pî = 1 óôç èÝóç î ôçò äïêïý. ¼ôáí óôç äïêü Ý÷ïõìå Ýíá ïðïéïäÞðïôå óõãêåíôñùìÝíï
öïñôßï Pî óôçí ßäéá èÝóç î, ôüôå ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý èá åßíáé áðëÜ v(x) = PîG(x, î).
Áõôü óõìâáßíåé åîáéôßáò ôçò ãñáììéêüôçôáò ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

EIv′′′′(x) = p(x) (3.5.25)

ðïõ éó÷ýåé óôï ðñüâëçìá ôçò óõíÞèïõò äïêïý. Ôþñá, üôáí Ý÷ïõìå ìéá óõíçèéóìÝíç êáôáíåìçìÝíç
êÜèåôç öüñôéóç p(î) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, ôüôå óôç èÝóç î èåùñïýìå ôï óôïé÷åéþäåò öïñôßï
dPî = p(î)dî. Ó’ áõôü áíôéóôïé÷åß óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù ôï óôïé÷åéþäåò âÝëïò êÜìøåùò

dvî(x) = dPî G(x, î) = [p(î)dî]G(x, î) = G(x, î)p(î)dî. (3.5.26)

ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôç ãñáììéêüôçôá ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò äïêïý (3.5.25). Åßíáé ôþñá
ðéá ðñïöáíÝò üôé üôáí Ý÷ïõìå ïëüêëçñç ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(î) óôç äïêü, ôüôå
ôï óõíïëéêü âÝëïò êÜìøåùò v(x) èá åßíáé ôï Üèñïéóìá ôùí åðéìÝñïõò âåëþí êÜìøåùò dvî(x) óôçí
ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (3.5.26) ðïõ ïöåßëïíôáé óôá óôïé÷åéþäç öïñôßá p(î)dî. Êáé óôï üñéï (dî → 0)
ôï Üèñïéóìá áõôü ôåßíåé óôï áíôßóôïé÷ï ïëïêëÞñùìá óå üëï ôï ìÞêïò ôçò äïêïý. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå

v(x) =
∫ L

0
G(x, î)p(î)dî, 0 ≤ x ≤ L, (3.5.27)

öõóéêÜ ìå G(x, î) ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç åðéññïÞò. (ÁõôÞ êáëåßôáé åðßóçò êáé óõíÜñôçóç Green,
üðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé.) Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ðñïâüëïõ ìå ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü
Üêñï ôïõ x = 0 áõôÞ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï (3.5.23) Þ ôïí áðüëõôá éóïäýíáìï ôýðï (3.5.24).
Åíôïýôïéò óå Üëëåò ðåñéðôþóåéò äïêþí (ìå äéáöïñåôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò) åýëïãá äßíåôáé
áðü äéáöïñåôéêïýò ôýðïõò ðïõ ðëçñïýí ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ïé ïðïßåò éó÷ýïõí êÜèå öïñÜ.

Óçìåéþíïõìå üôé áõôüò ï ôåëéêüò ôýðïò (3.5.27) éó÷ýåé ãéá êÜèå óõíÞèç äïêü ðïõ õðáêïýåé
óôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.25) áíåîÜñôçôá áðü óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé ü÷é âÝâáéá
ìïíÜ÷á óôïí ðñüâïëï ðïõ åîåôÜæïõìå. Ðñïöáíþò üìùò óå Üëëç ðåñßðôùóç äïêïý êáé ç ó÷åôéêÞ
óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, î) èá åßíáé äéáöïñåôéêÞ áðü ôçí ðáñïýóá óõíÜñôçóç åðéññïÞò (3.5.23)
Þ (3.5.24). ÁõôÞ éó÷ýåé ìüíï óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá ðñïâüëïõ (ìå ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü ôïõ
Üêñï x = 0). Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ï ßäéïò ôåëéêüò ìáò ôýðïò (3.5.27) åßíáé ï áíôßóôïé÷ïò ôýðïò
ìå ôïí ôýðï (3.5.12), ï ïðïßïò éó÷ýåé óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò ðïõ ìåëåôÞèçêå óôçí ðñïçãïýìåíç
ÐáñÜãñáöï Ã3.5.1 êáé ìÜëéóôá åêåß ìå ðïëý ðéï áõóôçñü ôñüðï áðü ü,ôé åäþ. Åíôïýôïéò êé åäþ
åßíáé äõíáôÞ ç áõóôçñÜ ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ (3.5.27), ðáñüëï ðïõ ôçí ðáñáëåßðïõìå.

Ãéá ôïí ßäéï ôýðï (3.5.27) äéáêñßíïõìå öõóéêÜ, üðùò êáé óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò óôçí ðñïç-
ãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Ã3.5.1, äýï ðåñéðôþóåéò: (á) Óôï åõèý ðñüâëçìá åßíáé ãíùóôÞ ç êÜèåôç êá-
ôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) (Þ éóïäýíáìá p(î)) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý êáé æçôåßôáé ôï âÝëïò êÜìøåùò
v(x) ôçò äïêïý. Áõôü ðñïóäéïñßæåôáé áìÝóùò áðü ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï (3.5.27). (â) Áíôßèåôá
óôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá åßíáé ãíùóôü ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý êáé æçôåß-
ôáé ç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) ðïõ ôï Ý÷åé ðñïêáëÝóåé. Óôç äåýôåñç áõôÞ ðåñßðôùóç
Ý÷ïõìå ðñïöáíþò ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Ðñüêåéôáé öõóéêÜ ãéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fred-
holm ìïíïäéÜóôáôç, ãñáììéêÞ, ðñþôïõ åßäïõò, ìç ïìïãåíÞ ìå ðõñÞíá G(x, î) êáé ìå Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ôç öüñôéóç p(x). Ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò ìðïñïýìå áóöáëþò íá åñãáóèïýìå áíÜëïãá ìå
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ôïðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò óôçíðñïçãïýìåíçÐáñÜãñáöï Ã3.5.1 ðáñáãùãßæïíôÜò ôçí åäþ ôÝóóåñéò
öïñÝò (áíôß ãéá äýï) ùò ðñïò x. Ç ëýóç áõôÞò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.5.27) åßíáé ç åîÞò:

p(x) = EIv′′′′(x). (3.5.28)

ÅîÜëëïõ áõôü åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôç ãíùóôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.25) ôçò óõíÞèïõò äïêïý.

Åðßóçò, üðùò êáé óôï ðñüâëçìá ôçò ÷ïñäÞò, Ýôóé êé åäþ óôï ðñüâëçìá ôçò äïêïý ç óõíÜñ-
ôçóç åðéññïÞò G(x, î) óôç ó÷Ýóç (3.5.23) Þ éóïäýíáìá (3.5.24) åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôéò äýï
ìåôáâëçôÝò ôçò x êáé î. ÄçëáäÞ éó÷ýåé êáé ðÜëé ç ó÷Ýóç óõììåôñßáò (3.5.14), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

G(x, î) = G(î, x). (3.5.29)

Áõôü óõìâáßíåé áðü öõóéêÞò áðüøåùò åîáéôßáò ôçò Þäç ãíùóôÞò ìáò áñ÷Þò ôçò áìïéâáéüôçôáò
ôùí ìåôáôïðßóåùí ôïõ Maxwell Þ ôùí Betti--Maxwell áêñéâþò üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Ðá-
ñÜãñáöï Ã3.5.1. Ãéá ôç ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîÞ ôçò óôï ðáñüí ðñüâëçìá ðñïâüëïõ (Þ áðëÜ ôçí
åðáëÞèåõóÞ ôçò, åÜíðñïôéìÜìå áõôÞí ôç ëÝîç) áñêåß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïõò Þäç óõììåôñéêïýò
ôýðïõò (3.5.24) ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò óõíáñôÞóåùò åðéññïÞò G(x, î) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ
ìáò [0, L]. Äéáêñßíïõìå ìÜëéóôá ôéò åîÞò äýï ðåñéðôþóåéò: (á) 0 ≤ x ≤ î ≤ L êáé (â) 0 ≤ î ≤ x ≤ L.
Ðáñáôçñïýìå áìÝóùò ðùò êáé óôéò äýï áõôÝò ðåñéðôþóåéò éó÷ýåé ç ó÷Ýóç óõììåôñßáò (3.5.29).

¸íá ôåëåõôáßï óçìåßï ðïõ êáëü åßíáé íá èßîïõìå åäþ ìå ôç óõíÜñôçóç åðéññïÞò (Þ óõíÜñôçóç
Green) G(x, î), óôçí ïðïßá áíáöåñüìáóôå êáé ðïõ åßíáé óõíÜñôçóç êáé ôùí äýï ìåôáâëçôþí x
êáé î, åßíáé ç öõóéêÞ åñìçíåßá ôçò ãéá óôáèåñü î Þ óôáèåñü x. Êáé ðñþôá ç åýêïëç ðåñßðôùóç
ðïõ ôï î èåùñåßôáé óôáèåñü. Ó’ áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç óõíÜñôçóç G(x, î) äçëþíåé åýëïãá áðü
ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ìå ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï Pî = 1 (óôç èÝóç î) ôï âÝëïò êÜìøåùò
ôçò äïêïý (åäþ ôïõðñïâüëïõ) óôï óçìåßï xðïõ ïöåßëåôáé óôï ìïíáäéáßï áõôüöïñôßï (óôç èÝóç î).
¢ñá, áí ó÷åäéÜóïõìå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíáñôÞóåùò G(x, î) ãéá óôáèåñÞ ôéìÞ ôïõ î (ôï
ôïíßæïõìå áõôü: óôáèåñÞ ôéìÞ!), ôüôå ðáßñíïõìå áðëÜ ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò äïêïý, äçëáäÞ
ôï ó÷Þìá ðïõ ðáßñíåé ç äïêüò óôçí ðáñïýóá êáôáðüíçóÞ ôçò óå êÜìøç. ÁõôÞ ç åëáóôéêÞ ãñáììÞ
ïöåßëåôáé óå ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï Pî = 1 óôç èÝóç î. Åßíáé ôüóï ìá ôüóï áðëü!

Ëßãï ðéï äýóêïëç åßíáé ç åñìçíåßá ôçò ãñáöéêÞò ðáñáóôÜóåùò ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò åðéñ-
ñïÞò (Þ óõíáñôÞóåùò Green) G(x, î), üôáí åßíáé óôáèåñü ôï x êáé ìåôáâëçôü ôï î. Ó’ áõôÞí ôçí
ðåñßðôùóç ç óõíÜñôçóç áõôÞG(x, î) ðáñéóôÜíåé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) óôï óôáèåñü óçìåßï áíá-
öïñÜò x, üôáí ôï ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï Pî = 1 êéíåßôáé, áëëÜæåé èÝóç î êáôÜ ìÞêïò ôçò
äïêïý. ÄçëáäÞ ìåôáâÜëëåôáé ôï óçìåßï öïñôßóåùò î. ¢ñá ç ó÷åôéêÞ ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç êáôÜ
ìÞêïò ôçò äïêïý, äçëáäÞ óôï äéÜóôçìá 0 ≤ î ≤ L, åêöñÜæåé áðëÜ ôï âÝëïò êÜìøåùò ü÷é üìùò êáôÜ
ìÞêïò ôçò äïêïý, áëë’ åéäéêÜ óôï óôáèåñü óçìåßï áíáöïñÜò x, ðïõ ïöåßëåôáé üìùò óôï ìïíáäéáßï
óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï Pî = 1 óôï ìåôáâëçôü óçìåßï öïñôßóåùò î. ÄçëáäÞ ç ãñáöéêÞ áõôÞ ðáñÜ-
óôáóç äåß÷íåé ôçí åðéññïÞ óôï óôáèåñü óçìåßï áíáöïñÜò x ðïõ Ý÷åé ôï ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï
öïñôßï Pî = 1 óôï ìåôáâëçôü óçìåßï öïñôßóåùò î. Ìéá ôÝôïéá ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò ôçí áðïêáëåß ãñáììÞ åðéññïÞò. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðÜñá ðïëý åíäéáöÝñïõóá Ýííïéá
óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ôüóï áðü èåùñçôéêÞò üóï êáé áðü ðñáêôéêÞò óêïðéÜò.

Ã3.5.3. ÓõíÜñôçóç åðéññïÞò óôï ðñüâëçìá ôçò ðëÜêáò

Åýëïãá ç Ýííïéá ôçò óõíáñôÞóåùò åðéññïÞò (Þ óõíáñôÞóåùò Green) óå äïêü ðïõ êÜìðôåôáé
êáé ðïõ ôçí åîåôÜóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Ã3.5.2 ìðïñåß íá ãåíéêåõèåß åýêïëá êáé
óå ðåñßðôùóç êÜìøåùò óõíÞèïõò ðëÜêáò P (ôþñá âÝâáéá óôéò äýï äéáóôÜóåéò x êáé y). Ç äõ-
óêáìøßá ôçò ðëÜêáò åßíáéD = Eh3/ [12(1−í2)] ìå E êáé í ôéò åëáóôéêÝò óôáèåñÝò ôïõ éóüôñïðïõ êáé
ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò ðëÜêáò: ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò êáé ëüãïò ôïõ Poisson áíôßóôïé÷á,
êáé h ôï õðïôéèÝìåíï óôáèåñü ðÜ÷ïò ôçò ðëÜêáò. Ôï ðñüâëçìá ôçò ðëÜêáò ôï ìåëåôÞóáìå óå
áñêåôÞ Ýêôáóç óôï ÊåöÜëáéï Â7 ôïõ ÌÝñïõò Â ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðïëéôéêïýò
Ìç÷áíéêïýò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò P = [0, a] × [0, b] ìå áðëÞ óôÞñéîç
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(Ýäñáóç) óôï óýíïñü ôçò. Åäþ èá áíáöåñèïýìå óôï ßäéï ðñüâëçìá ìå ÷ñÞóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí
ðïõ Ý÷ïõìå äéáèÝóéìá ãéá ôç ìÝèïäï ôïõ Navier (1820). ÁõôÞí ôçí áíáðôýîáìå óôçí Åíüôçôá Â7.1.

Åäþ, áêñéâþò üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Ã3.5.2, èåùñïýìå Ýíá ìïíáäéáßï óõãêå-
íôñùìÝíï öïñôßï Pîç = 1. ¼ìùò ôï öïñôßï áõôü åöáñìüæåôáé ôþñá óôçí ðëÜêá P óõãêåêñéìÝíá
óôï óçìåßï ôçò (î, ç) öõóéêÜ ìå (î, ç) ∈ P Þ ðéï áíáëõôéêÜ ìå 0 ≤ î ≤ a êáé 0 ≤ ç ≤ b. ÁíÜëïãá
ìå ü,ôé óõìâáßíåé óôç ÷ïñäÞ (ÐáñÜãñáöïò Ã3.5.1) êáé óôç äïêü (ÐáñÜãñáöïò Ã3.5.2) Ýôóé êé åäþ
óôçí ðëÜêá ôï ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï Pîç = 1 óôç èÝóç (î, ç) ôçò ðëÜêáò ìðïñåß íá
ðáñáóôáèåß ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò äÝëôá ôïõ Dirac, ôþñá üìùò óôéò äýï äéáóôÜóåéò (î, ç).
ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå ãéá ôï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï Pîç = 1 ôçí ðáñÜóôáóÞ ôïõ óáí ãåíéêåõìÝíï
êáôáíåìçìÝíï öïñôßï p(x, y)

p(x, y) = ä(x − î)ä(y − ç). (3.5.30)

Åäþ èá ðñïóäéïñßóïõìå ôþñá ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç åðéññïÞò (Þ óõíÜñôçóç Green) G(x, y, î, ç).
ÁõôÞ åßíáé áðëÜ ôï âÝëïò êÜìøåùò (ç âýèéóç) vîç(x, y) ôçò ðëÜêáò P ðïõ ïöåßëåôáé óôï ðéï ðÜíù
óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï Pîç = 1 ìå ôçí ðáñÜóôáóÞ ôïõ (3.5.30) óáí ãåíéêåõìÝíç óõíÜñôçóç.

Ãéá ôï óêïðü áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå åäþ ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò Åíüôçôáò Â7.1 ãéá ôç ìÝèïäï
ôïõ Navier (1820), ðïõ âáóßæåôáé óôéò äéðëÝò çìéôïíéêÝò óåéñÝò Fourier. Áñêåß íá âñïýìå ðñþôá
ôïõò óõíôåëåóôÝò pmn ôçò ó÷åôéêÞò äéðëÞò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier ãéá ôçí ðéï ðÜíù ìïíáäéáßá
öüñôéóç Pîç = 1 óôï óçìåßï (î, ç) ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò ðïõ åêöñÜæåôáé ìå ôç ó÷Ýóç (3.5.30).
Ðñïò ôï óêïðü áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ó÷åôéêïýò ïëïêëçñùôéêïýò ôýðïõò (7.1.18) (ìå ôçí
ïëïêëÞñùóç ó’ ïëüêëçñç ôçí ðëÜêá P). Áõôïýò ôïõò ôýðïõò ôïõò åðáíáëáìâÜíïõìå êé åäþ

pmn = 4
ab

∫ a

0

∫ b

0
p(x, y) sin

mðx
a

sin
nðy
b

dxdy, m = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . , (x, y) ∈ P. (3.5.31)

Ãíùñßæïõìå åðßóçò Þäç áðü ôï ÌÝñïò Á ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò
ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, ÊåöÜëáéï Á10 ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáé Åíüôçôá Á10.6 ãéá
ôç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac, ðïõ åßíáé ìéá ãåíéêåõìÝíç óõíÜñôçóç, üôé éó÷ýåé ï ôýðïò (10.6.7)∫ ∞

−∞
ä(ô − t)p(ô) dô = p(t) (3.5.32)

ìå ôçí p(t) ìéá áõèáßñåôç (ïðïéáäÞðïôå) óõíå÷Þ óõíÜñôçóç. ÅðïìÝíùò åäþ ìå ôç öüñôéóç p(x, y)
ôçò ðëÜêáò P = [0, a]× [0, b] ìå (x, y) ∈ P íá äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (3.5.30) Ý÷ïõìå óôçí ðëÜêá P,
äçëáäÞ ìå 0 ≤ x ≤ a êáé 0 ≤ y ≤ b, ìå ÷ñÞóç ôïõ ðéï ðÜíù ôýðïõ (3.5.32) ìå p(t) = 1 êáé åðßóçò
ìå x Þ y áíôß ãéá ô êáé ìå î Þ ç áíôß ãéá t êáé ôÝëïò ìå 0 < î < a êáé 0 < ç < b óôïí ßäéï ôýðï üôé∫ a

0

∫ b

0
p(x, y) dx dy =

∫ a

0

∫ b

0
ä(x−î)ä(y−ç) dx dy =

∫ a

0
ä(x−î) dx

∫ b

0
ä(y−ç) dy =1 ·1 =1. (3.5.33)

¢ñá ðñÜãìáôé ç ãåíéêåõìÝíç öüñôéóç p(x, y) óôç ó÷Ýóç (3.5.30) áöïñÜ óå óõíïëéêÜ ìïíáäéáßá
öüñôéóç ôçò ðëÜêáò P. Ôþñá ãéá ôçí ßäéá öüñôéóç p(x, y) ìðïñïýìå áìÝóùò íá õðïëïãßóïõìå ôïõò
óõíôåëåóôÝò pmn ôçò äéðëÞò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier ôçò ìå âÜóç ôïõò ðéï ðÜíù ôýðïõò (3.5.31).
Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôïõí ó÷åôéêÜ åýêïëá, üðùò öáßíåôáé áìÝóùò ðáñáêÜôù, êáé ðÜëé
ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ âáóéêïý ôýðïõ (3.5.32) ãéá ôç ãåíéêåõìÝíç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac, ïé ôýðïé

pmn = 4
ab

∫ a

0

∫ b

0
p(x, y) sin

mðx
a

sin
nðy
b

dxdy

= 4
ab

∫ a

0

∫ b

0
ä(x − î)ä(y − ç) sin

mðx
a

sin
nðy
b

dxdy

= 4
ab

∫ a

0
ä(x − î) sin

mðx
a

dx
∫ b

0
ä(y − ç) sin

nðy
b

dy

= 4
ab

sin
mðî
a

sin
nðç
b

, m = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . , (x, y) ∈ P. (3.5.34)
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Ôþñá ìå âÜóç áõôïýò ôïõò óõíôåëåóôÝò pmn ôçò åéäéêÞò öïñôßóåùò p(x, y) ôçò ðëÜêáò óôç
ó÷Ýóç (3.5.30) õðïëïãßæïõìå åýêïëá óôç óõíÝ÷åéá (ïõö, ÷ùñßò ðéá ïëïêëçñþóåéò!) ôïõò áíôßóôïé-
÷ïõò óõíôåëåóôÝò wmn ôçò äéðëÞò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò (ôçò âõèßóåùò)
ôçò ðëÜêáò ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò (7.1.25) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â7.1.4 ðïõ ôïõò áíáöÝñïõìå êé åäþ

wmn = pmn

ð4D
[(m

a

)2 + (n
b

)2] 2 , m = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . . (3.5.35)

¸ôóé áíôéêáèéóôþíôáò åäþ ôïõò óõíôåëåóôÝò pmn áðü ôïõò ôýðïõò (3.5.34), ðáßñíïõìå ÷ùñßò
êáìßá äõóêïëßá

wmn =
4 sin

mðî
a

sin
nðç
b

ð4abD
[(m

a

)2 + (n
b

)2] 2 , m = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . . (3.5.36)

Ìå ãíùóôïýò ôþñá êáé ôïõò óõíôåëåóôÝò áõôïýò wmn ôï âÝëïò êÜìøåùò w(x, y) ôçò ðëÜêáò P
èá äßíåôáé ôåëéêÜ áðü ôïí ôýðï (7.1.8) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â7.1.2. Ôïí õðåíèõìßæïõìå êé áõôüí

w(x, y) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

wmn sin
mðx
a

sin
nðy
b

, (x, y) ∈ P. (3.5.37)

Åäþ âÝâáéá ï ôýðïò áõôüò ìáò äßíåé ôç óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, y, î, ç), ôçí ïðïßá æçôÜìå.
Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ åß÷áìå óáí öüñôéóç p(x, y) ôçí êÜèåôç ìïíáäéáßá öüñôéóç Pîç = 1 óôï
óçìåßï (î, ç) ôçò ðëÜêáò P. Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôéò åêöñÜóåéò (3.5.36) ôùí óõíôåëåóôþí wmn

ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò w(x, y) ôçò ðëÜêáò óôç äéðëÞ óåéñÜ Fourier (3.5.37). Ðáßñíïõìå Ýôóé åýêïëá
ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ ôçò óõíáñôÞóåùò åðéññïÞò G(x, y, î, ç) óôï ðáñüí ðñüâëçìá ðëÜêáò êáé ðÜëé
óå ìïñöÞ äéðëÞò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier ìå âÜóç ôçí êëáóéêÞ ìÝèïäï ôïõ Navier (1820)

G(x, y, î, ç) = 4
ð4abD

∞∑
m=1

∞∑
n=1

sin
mðx
a

sin
nðy
b

sin
mðî
a

sin
nðç
b[(m

a

)2 + (n
b

)2] 2 , (x, y) ∈ P, (î, ç) ∈ P. (3.5.38)

Õðåíèõìßæïõìå üôé a êáé b åßíáé ïé äéáóôÜóåéò ôçò ðëÜêáò P = [0, a]× [0, b] êáé D ç äõóêáìøßá ôçò.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé Üìåóá ðñïêýðôåé áðü ôïí ðéï ðÜíù ôýðï (3.5.38) ãéá ôç óõíÜñôçóç
åðéññïÞòG(x, y, î, ç) üôé áõôÞ åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôá ðéï ðÜíù óçìåßá (x, y) êáé (î, ç), äçëáäÞ

G(x, y, î, ç) = G(î, ç, x, y) (3.5.39)

óýìöùíá ìå ôçí áñ÷Þ ôçò áìïéâáéüôçôáò ôïõMaxwell Þ ôùí Betti--Maxwell. Ãéá ôçí áðüäåéîç áñêåß
áðëÜ íá åíáëëÜîïõìå ôá óýìâïëá x êáé î êáé ôá óýìâïëá y êáé ç óôïí ðáñáðÜíù ôýðï (3.5.38).

Ìå ãíùóôÞ ôþñá áõôÞí ôç óõíÜñôçóç åðéññïÞò (Þ óõíÜñôçóç Green) G(x, y, î, ç) ìðïñïýìå
íá åêöñÜóïõìå ôï âÝëïò êÜìøåùò (ôç âýèéóç) w(x, y) ôçò ðëÜêáò õðü áõèáßñåôç (ïðïéáäÞðïôå)
êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, y) Þ éóïäýíáìá p(î, ç) óôçí ðëÜêá. Ðñïêýðôåé ãåíéêÜ ç ó÷Ýóç

w(x, y) =
∫∫

P
G(x, y, î, ç)p(î, ç) dî dç (3.5.40)

ìå äéðëÞ ïëïêëÞñùóç ðÜíù ó’ ïëüêëçñç ôçí ðëÜêá P, åäþ ìå P = [0, a]× [0, b]. ÁõôÞ ç ó÷Ýóç åßíáé
áíôßóôïé÷ç ôçò ó÷Ýóåùò (3.5.27) ãéá äïêü ìå áðëÞ ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Åäþ üìùò
ãéá ðëÜêá P áðáéôåßôáé äéðëÞ ïëïêëÞñùóç (áíôß ãéá áðëÞ ïëïêëÞñùóç) ó’ ïëüêëçñç ôçí ðëÜêá P.

¼ôáí ç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, y) ôçò ðëÜêáò åßíáé ãíùóôÞ, äçëáäÞ óôï åõèý
ðñüâëçìá, ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (3.5.40) áðïôåëåß Ýíáí ïëïêëçñùôéêü ôýðï (ìå äéðëü üìùò ïëï-
êëÞñùìá, ïëïêëÞñùóç ðÜíù óôçí ðëÜêá P) ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò w(x, y) ôçò
ðëÜêáò P. Áíôßèåôá, üôáí åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò w(x, y) ãíùóôü êáé æçôåßôáé ç öüñôéóç p(x, y)
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ç ïðïßá ôï ðñïêÜëåóå, äçëáäÞ óôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá, ôüôå áêñéâþò ï ßäéïò ôýðïò (3.5.40)
áðïôåëåß ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Êáé ìÜëéóôá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm äéäéÜóôáôç,
ãñáììéêÞ, ðñþôïõ åßäïõò êáé ìç ïìïãåíÞ ìå ðõñÞíá ôç óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, y, î, ç). Åîáéôßáò
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò ðëÜêáò (7.1.2) óôçí ÐáñÜãñáöï Â7.1.1:

∇4w(x, y) = p(x, y)
D

(3.5.41)

ç ëýóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.5.40) èá åßíáé ðñïöáíþò

p(x, y) = D∇4w(x, y). (3.5.42)

Áíôßóôïé÷ï áðïôÝëåóìáðñïÝêõøå óôç äïêü óôçíðñïçãïýìåíçÐáñÜãñáöï Ã3.5.2, ó÷Ýóç (3.5.28).

Óçìåéþíïõìå üôé ç ôñéäéÜóôáôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíáñôÞóåùò åðéññïÞò G(x, y, î, ç)
ðïõ Þäç ðñïóäéïñßóáìå óôç ó÷Ýóç (3.5.38) ãéá óôáèåñü ôï óçìåßï (î, ç) åöáñìïãÞò ôïõ ìïíáäéáßïõ
óõãêåíôñùìÝíïõ öïñôßïõ Pîç = 1 êáé ìåôáâëçôÝò ôéò x êáé y äßíåé öõóéêÜ ôçí åëáóôéêÞ åðéöÜíåéá
ôçò ðëÜêáò ç ïðïßá ïöåßëåôáé óôï öïñôßï áõôü Pîç = 1. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ìå óôáèåñü ôï
óçìåßï (x, y) êáé ìåôáâëçôÝò ôéò î êáé ç ç ßäéá óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, y, î, ç) äßíåé ìéá åðéöÜíåéá
åðéññïÞò ôçò ðëÜêáò. Ðñïöáíþò åäþ áõôÞ ç åðéöÜíåéá åðéññïÞò áöïñÜ óôï âÝëïò êÜìøåùò
w(x, y) áêñéâþò óôï óôáèåñü óçìåßï áíáöïñÜò (x, y), üôáí üìùò ôï óçìåßï öïñôßóåùò (î, ç),
äçëáäÞ ôï óçìåßï åöáñìïãÞò ôïõ ìïíáäéáßïõ óõãêåíôñùìÝíïõ öïñôßïõ Pîç = 1, êéíåßôáé ðÜíù
óôçí ðëÜêá P. ÖõóéêÜ ðñüêåéôáé ãéá äýï Ýííïéåò áðüëõôá áíÜëïãåò ìå åêåßíåò ðïõ Þäç äþóáìå
óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Ã3.5.2 ãéá ôï áíôßóôïé÷ï (áëëÜ êáé ðéï áðëü) ðñüâëçìá ôçò äïêïý.

Ã3.6. ÊÁÈÏÑÉÓÌÏÓ ÊÁÔÁÍÅÌÇÌÅÍÇÓ ÖÏÑÔÉÓÅÙÓ ÓÅ ÐÑÏÂÏËÏ

Óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ èåùñïýìå ðñüâïëï õðü êÜìøç óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò
óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Ï ðñüâïëïò Ý÷åé ìÞêïò L ìå åëåýèåñï ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0
êáé ðáêôùìÝíï ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L. Èåùñïýíôáé åðßóçò üôé éó÷ýïõí üëåò ïé óõíçèéóìÝíåò
õðïèÝóåéò óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùòùò ðñïò óõíÞèåéò äïêïýò õðü êÜìøç åí ðñïêåéìÝíù
ùò ðñïò ôïí ðñüâïëï ðïõ èá åîåôÜóïõìå. Óôï ðáñüí ðñüâëçìá æçôÜìå ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò
êÜèåôçò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ (0 ≤ x ≤ L). Ç öüñôéóç
áõôÞ p(x) õðïôßèåôáé üôé åßíáé öñáãìÝíç, äåí áðåéñßæåôáé óå êáíÝíá óçìåßï ôïõ ðñïâüëïõ. Ç ßäéá
öüñôéóç p(x) èåùñåßôáé åäþ Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò èá ãßíåé Ýôóé, þóôå ç ñïðÞ
êÜìøåùò (Þ êáìðôéêÞ ñïðÞ)M(x) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç öüñôéóç áõôÞ p(x) íá åßíáé ßóç ìå ôï 1/(c+1)
(üðïõ ôï c åßíáé èåôéêÞ óôáèåñÜ: c > 0) ìéáò õðïèåôéêÞò (ü÷é ôçò áëçèéíÞò) ñïðÞò êÜìøåùò M∗(x).
Ç õðïèåôéêÞ áõôÞ ñïðÞ M∗(x) èá ðñïÝêõðôå óôç èÝóç x (0 ≤ x ≤ L) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ,
åÜí ç öüñôéóç ôïõ ðñïâüëïõ Þôáí óôáèåñÞ êáé ßóç ìå p(x) óå üëï ôï ôìÞìá [0, x] ôïõ ðñïâüëïõ.
Ç áðáßôçóç áõôÞ åßíáé åðéèõìçôü íá éó÷ýåé êáè’ üëï ôï ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ: 0 ≤ x ≤ L.

ÐáñáêÜôù äå èá äþóïõìå éäéáßôåñç Ýìöáóç óôéò óôåñåïóôáôéêÝò åîéóþóåéò éóïññïðßáò ðïõ
êáèïñßæïõí ôç ñïðÞ êÜìøåùò M(x) óå äïêü êáé èåùñïýíôáé ëßãï--ðïëý ãíùóôÝò. Óêïðåýïõìå
üìùò íá êáôáóôñþóïõìå ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra ðñïò ðñïóäéïñéóìü ôçò Üãíùóôçò
öïñôßóåùò p(x) ôïõ ðñïâüëïõ ìå âÜóç ôçí ðñïáíáöåñèåßóá áðáßôçóç ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ñïðÞ
êÜìøåùò (êáìðôéêÞ ñïðÞ)M(x). Óôç óõíÝ÷åéá èá ëýóïõìå ôçí åîßóùóçáõôÞ ìÝóùôçò ìåôáôñïðÞò
ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Èá äïýìå åðßóçò üôé ç ãñáììéêÜ ìåôáâáëëüìåíç öüñôéóç p(x)
ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñï åíäéáöÝñïíáðüìáèçìáôéêÞòðëåõñÜò) ó’ áõôÞí ôçí åöáñìïãÞóôçÓôáôéêÞ.

Êáôáñ÷Þí ìå ôçí Þäç áíáöåñèåßóá õðüèåóç üôé ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ ðñïâüëïõ x = 0 åßíáé ôï
åëåýèåñï Üêñï ôïõ, åíþ çöüñôéóç ôïõðñïâüëïõ åßíáé ç p(x), ãíùñßæïõìå üôé ç ñïðÞ êÜìøåùòM(x)
êáé ç ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) åßíáé êáé ïé äõï ôïõò ìçäåíéêÝò óå ôïýôï ôï åëåýèåñï Üêñï x = 0.
¢ñá M(0) = 0 êáé Q(0) = 0. ÐáñáðÝñá äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé ôï óôïé÷åéþäåò öïñôßï p(î) dî
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óôï óçìåßï î (0 ≤ î ≤ x) ðñïêáëåß áíôßóôïé÷ç ñïðÞ êÜìøåùò dM = (x − î) p(î) dî óôï óçìåßï x
ôçò äïêïý ìå L ≥ x > î ≥ 0. Áõôü óõìâáßíåé, ãéáôß ç áðüóôáóç ôùí äýï áõôþí óçìåßùí åßíáé
ßóç ìå x − î êáé èåôéêÞ âÝâáéá ãéá x > î. Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ç óõíïëéêÞ ñïðÞ êÜìøåùò M(x)
óôï óçìåßï x åîáéôßáò ôçò óõíïëéêÞò öïñôßóåùò ôçò äïêïý óôï áñéóôåñü ìÝñïò ôçò (0 ≤ î ≤ x)
èá éóïýôáé ìå ôï ïëïêëÞñùìá ôçò ðñïáíáöåñèåßóáò óôïé÷åéþäïõò ñïðÞò dM, ðéï óõãêåêñéìÝíá,

M(x) =
∫ x

0
(x − î) p(î) dî. (3.6.1)

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, áí (õðïèåôéêÜ) ç öüñôéóç ôçò äïêïý Þôáí ßóç ìå p(x) óå ïëüêëçñï ôï áñé-
óôåñü ôìÞìá ôçò 0 ≤ î ≤ x (äçëáäÞ ìÝ÷ñé êáé ôï óçìåßï x), ôüôå ç áíôßóôïé÷ç ñïðÞ êÜìøåùò M∗(x)
èá Þôáí ßóç ìå

M∗(x) = x
2
[xp(x)] = x2

2
p(x). (3.6.2)

Áõôü äéáðéóôþíåôáé åýêïëá ãéá óôáèåñÞ öüñôéóç p(x). ÄçëáäÞ ç ñïðÞ êÜìøåùò M∗(x) åßíáé ßóç
ìå ôï óõíïëéêü öïñôßï xp(x) åðß ôçí áðüóôáóç x/2 ôïõ êÝíôñïõ åöáñìïãÞò ôïõ áðü ôï óçìåßï x.

Ç áðáßôçóç óôç äéáôýðùóç ôçò ðáñïýóáò åöáñìïãÞò åßíáé íá éó÷ýåé (êáè’ üëï ôï ìÞêïò ôïõ
ðñïâüëïõ) ç ó÷Ýóç

M(x) = 1
c + 1

M∗(x), 0 ≤ x ≤ L. (3.6.3)

Ç ó÷Ýóç áõôÞ ëüãù ôùí åêöñÜóåùí (3.6.1) êáé (3.6.2) ãéá ôçí áëçèéíÞ ñïðÞ êÜìøåùòM(x) êáé ôçí
õðïèåôéêÞ ñïðÞ êÜìøåùò M∗(x) áíôßóôïé÷á ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ∫ x

0
(x − î) p(î) dî = 1

2(c + 1)
x2p(x), 0 ≤ x ≤ L. (3.6.4)

Må ôïí ôñüðï áõôü ðåôý÷áìå íá áíáãÜãïõìå ôï óôáôéêü ðñüâëçìá ãéá ôïí åîåôáæüìåíï ðñü-
âïëï ðïõ ôÝèçêå óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ óå ìéá ìïíïäéÜóôáôç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç Volterra äåõôÝñïõ åßäïõò. ÌÜëéóôá ç åîßóùóç áõôÞ (3.6.4) åßíáé óõíåëéêôéêïý ôýðïõ,
åðåéäÞ ï ðõñÞíáò ôçò åßíáé ðõñÞíáò äéáöïñÜò: K(x, î) = x− î. Ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.6.4)
ìðïñïýìå íá ôç ëýóïõìå ìå áíáãùãÞ ôçò óå éóïäýíáìç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Óçìåéþíïõìå
åðßóçò üôé ç åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace äåí åßíáé ðñüóöïñç óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ,
ãéáôß õðÜñ÷åé ï üñïò x2 óôï óõíôåëåóôÞ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò p(x) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Volterra (3.6.4).

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí åýñåóç ôçò éóïäýíáìçò óõíÞèïõò êáé ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò. Ìéá ðñþôç ðáñáãþãéóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Volterra (3.6.4) ìáò ïäçãåß
óôçí ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç∫ x

0
p(î) dî = 1

2(c + 1)
[x2p′(x)+ 2xp(x)], 0 < x < L. (3.6.5)

Ç åîßóùóç áõôÞ äåí ðáñïõóéÜæåé êÜðïéï éäéáßôåñï ðñáêôéêü åíäéáöÝñïí, äçëáäÞ åíäéáöÝñïí ùò
ðñïò ôç ëýóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.6.4). Ìå ìéá áêüìç ðáñáãþãéóç ïäçãïýìáóôå
ðëÝïí óôç óõíÞèç êáé ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

p(x) = 1
2(c + 1)

[x2p′′(x)+ 4xp′(x)+ 2p(x)], 0 < x < L. (3.6.6)

Ç åîßóùóç áõôÞ Üìåóá áðëïðïéåßôáé êáé óôç ìïñöÞ

x2p′′(x)+ 4xp′(x)− 2cp(x) = 0, 0 < x < L. (3.6.7)

Äõóôõ÷þò ç ãñáììéêÞ áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. ÐáñÜ
ôáýôá åßíáé ãíùóôÞò ìïñöÞò: äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler Þ Cauchy--Euler. ¢ñá åðéäÝ÷åôáé êëåéóôÝò
ëýóåéò ôçò ìïñöÞò

p(x) = xì (3.6.8)
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ìå ôï ì ðñïóäéïñéóôÝá óôáèåñÜ. ÐñáãìáôéêÜ ç ìïñöÞ áõôÞ, åÜí áíôéêáôáóôáèåß óôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (3.6.7), ïäçãåß Üìåóá óôç äåõôåñïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç (÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç):

ì(ì− 1)+ 4ì− 2c = ì2 + 3ì− 2c = 0. (3.6.9)

Ç ëýóç ôçò åîéóþóåùò áõôÞò ìáò äßíåé ôéò æçôïýìåíåò ôéìÝò ì1, 2 ôçò Üãíùóôçò óôáèåñÜò ì:

ì1, 2 = ±√
9+ 8c − 3

2
. (3.6.10)

¸÷ïõìå üìùò Þäç õðïèÝóåé èåôéêÞ ôç óôáèåñÜ c, åíþ ôçí êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) ôçí õðï-
èÝóáìå öñáãìÝíç (äçëáäÞ ìç áðåéñéæüìåíç) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ. ¢ñá ç ëýóç ì2 áðïññßðôå-
ôáé, ãéáôß, åðåéäÞ åßíáé ðÜíôïôå áñíçôéêÞ, ïäçãåß óå ìç åðéèõìçôü áðåéñéóìü ôçò öïñôßóåùò p(x)
óôï åëåýèåñï Üêñï x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ. ÁðïìÝíåé åðïìÝíùò ìüíï ç èåôéêÞ ôéìÞ ì1 (ãéá c > 0,
üðùò Ý÷åé Þäç õðïôåèåß)

ì1 =
√
9+ 8c − 3

2
(3.6.11)

óáí áðïäåêôÞ ôéìÞ. Ôüôå ç ó÷Ýóç (3.6.8) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ÝêöñáóÞ ôçò

p(x) = C xì1 = C x(
√
9+8c−3)/2, 0 ≤ x ≤ L. (3.6.12)

ÂÝâáéá óôç ó÷Ýóç áõôÞ èÝóáìå êáé ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ C. Ç ýðáñîç ôçò áõèáßñåôçò
áõôÞò óôáèåñÜò åßíáé áðüëõôá äéêáéïëïãçìÝíç ãéá ôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.6.7), ðïõ
ðñïÝêõøå áðü ôçí åðßóçò ïìïãåíÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.6.4). (Ç ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ
åîßóùóç (3.6.5) ðïõ âñÝèçêå åíäéÜìåóá åßíáé öõóéêÜ êáé áõôÞ ïìïãåíÞò.) ÊáôÜ óõíÝðåéá õðÜñ÷åé
ìéá áðëÞ áðåéñßá ëýóåùí, ðïõ èá Þôáí âÝâáéá äéðëÞ, åÜí äåí åß÷áìå áðïññßøåé ôç óôáèåñÜ ì2.
ÐáñÜ ôáýôá ï ñüëïò ôçò óôáèåñÜò C åßíáé ðïëý ìéêñüò, åðåéäÞ åßíáé ìüíï ìéá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ
óôáèåñÜ óôç ìïñöÞ (3.6.12) ôçò öïñôßóåùò p(x) ôïõ ðñïâüëïõ ðïõ âñÞêáìå. ÔåëéêÜ âÝâáéá
ìðïñåß íá äéáðéóôùèåß êáé ç ïñèüôçôá ôçò ðéï ðÜíù ëýóåùò (3.6.12) ìå åðáëÞèåõóç êáôåõèåßáí
ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Volterra (3.6.4).

Èá åîåôÜóïõìå ôþñá êáé ôçí åíäéáöÝñïõóá åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ ç óôáèåñÜ c ðáßñíåé ôçí
ôéìÞ 2: c = 2. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ êáôáñ÷Þí ç Ýêöñáóç (3.6.12) ôçò æçôïýìåíçò öïñôßóåùò p(x)
áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

p(x) = Cx, 0 ≤ x ≤ L. (3.6.13)

Ðñïêýðôåé äçëáäÞ áðëÜ ìéá ãñáììéêÞ, ôñéãùíéêÞ öüñôéóç ôïõðñïâüëïõ. Áí èåùñÞóïõìå ôþñá ôï
áñéóôåñü ôìÞìá [0, x] ôïõ ðñïâüëïõ, ç ôÝìíïõóá (äéáôìçôéêÞ) äýíáìçQ(x) èá åßíáé ôþñá áóöáëþò

Q(x) = 1
2
x(Cx) = C

2
x2, (3.6.14)

äçëáäÞ ôï åìâáäüí ôïõ ó÷åôéêïý ôñéãþíïõ ãéá C > 0.

Åðßóçò ç áíôßóôïé÷ç ñïðÞ êÜìøåùò (êáìðôéêÞ ñïðÞ) M(x) èá äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

M(x) = x
3
Q(x) = C

6
x3. (3.6.15)

Ï ôýðïò áõôüò éó÷ýåé, åðåéäÞ ôï êÝíôñï âÜñïõò ôçò ôñéãùíéêÞò öïñôßóåùò âñßóêåôáé áóöáëþò
óôç èÝóç 2x/3 óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ãñáììéêÞò öïñôßóåùò p(x) (ãéá c = 2) ðïõ åîåôÜæåôáé. Áðü
ôçí Üëëç ðëåõñÜ ç õðïèåôéêÞ ñïðÞ êÜìøåùò M∗(x) óôïí ôýðï (3.6.2) åßíáé ôþñá (ãéá c = 2)
ðñïöáíþò ßóç ìå

M∗(x) = x2

2
p(x) = C

2
x3. (3.6.16)

¢ñá ìå óýãêñéóç ôùí äýï ðñïçãïýìåíùí ôýðùí äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

M(x) = 1
3
M∗(x) (3.6.17)
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ìå åðáëÞèåõóç ôçò áñ÷éêÞò áðáéôÞóåùò (3.6.3) (åäþ ìå c = 2). Äéáðéóôþíåôáé åðïìÝíùò ðùò
ç áðáßôçóç áõôÞ éó÷ýåé óôç óõãêåêñéìÝíç åíäéáöÝñïõóá ðåñßðôùóç êÜèåôçò êáôáíåìçìÝíçò
öïñôßóåùò p(x): ãñáììéêÞ öüñôéóç p(x) = Cx ôïõ ðñïâüëïõ ìå c = 2. ÌÜëéóôá äåí áðáéôåßôáé
ï õðïëïãéóìüò êÜðïéïõ ïëïêëçñþìáôïò, ãéáôß ç ñïðÞ êÜìøåùò M(x) ðñïÝêõøå ìå ãåùìåôñéêü
ôñüðï óôïí ôýðï (3.6.15) åîáéôßáò ôçò ôñéãùíéêÞò öïñôßóåùò p(x) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ.

Ã3.7. ÃÑÁÌÌÉÊÇ ÉÎÏÅËÁÓÔÉÊÏÔÇÔÁ

Ã3.7.1. ÅéóáãùãÞ óôç ãñáììéêÞ Éîïåëáóôéêüôçôá

Ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò ï ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò áíôéìåôùðßæåé óôçí åñãáóßá ôïõ õëéêÜ ìå ìç÷á-
íéêÞ óõìðåñéöïñÜ óå êáôáðüíçóç áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t, åöüóïí âÝâáéá êáé ç êáôáðüíçóç
åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óôçí éóüôñïðç êáé ãñáììéêÞ Åëáóôéêüôçôá
éó÷ýåé ç âáóéêÞ ìïñöÞ ôïõ ôüóï ãíùóôïý ìáò íüìïõ ôïõ Hooke

ó = Eå (3.7.1)

ãéá ôï áðëüðåßñáìá åöåëêõóìïý ñÜâäïõ êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõÜîïíáOx. Óôïí ôýðïáõôüó åßíáé
ç ôÜóç ðïõ åðéâÜëëåôáé, å ç áíôßóôïé÷ç ðáñáìüñöùóç (êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ ßäéïõ Üîïíá Ox)
êáé E ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young) ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý
ôçò ñÜâäïõ. ÅðïìÝíùò óôï ðåßñáìá áõôü ç åðéâïëÞ ôçò åöåëêõóôéêÞò ôÜóåùò ó êÜðïéá ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ (Ýóôù ôç óôéãìÞ t = 0) óôç ñÜâäï ðïõ èåùñïýìå êáé ç äéáôÞñçóç ôçò ôÜóåùò áõôÞò ó
áìåôÜâëçôçò ãéá t ≥ 0 Ý÷åé óáí Üìåóç óõíÝðåéá ôçí ðñüêëçóç ðáñáìïñöþóåùò

å = ó
E

(3.7.2)

óôç ñÜâäï áõôÞ ðïõ äéáôçñåßôáé åðßóçò áìåôÜâëçôç ãéá t ≥ 0. Ç ðáñáìüñöùóç áõôÞ å åßíáé
öõóéêÜ óôáèåñÞ, äçëáäÞ áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t, åöüóïí âÝâáéá ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôçí
åöåëêõóôéêÞ (Þ ôç èëéðôéêÞ) ôÜóç ó ç ïðïßá åðéâÜëëåôáé óôç ñÜâäï óôçí ðáñïýóá ìïíïáîïíéêÞ
êáôáðüíçóÞ ôçò. Ðñüêåéôáé ãéá ôçí êëáóéêÞ åëáóôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ õëéêïý ôçò ñÜâäïõ ðïõ
åßíáé êé áõôÞ ðïõ óõíÞèùò éó÷ýåé (Þ Ýóôù ðñïóåããéóôéêÜ õéïèåôåßôáé) áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

ÌåñéêÝò öïñÝò üìùò óôï ßäéï êáé ôüóï áðëü ðåßñáìá åöåëêõóìïý (Þ êáé óôï áíÜëïãï ðåßñáìá
èëßøåùò) ñÜâäïõ ç ðéï ðÜíù áðëÞ ìïñöÞ (3.7.1) ôïõ íüìïõ ôïõ Hooke äåí åßíáé éêáíïðïéçôéêÞ
óôçí ðñÜîç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Áõôü óõìâáßíåé, üôáí ôï õëéêü ôçò ñÜâäïõ Ý÷åé ÷ñïíéêÜ
ìåôáâëçôÞ óõìðåñéöïñÜ, äçëáäÞ Ýóôù êé áí ç ôÜóç ó äéáôçñåß óôáèåñÞ ôéìÞ, ó = ó0 ãéá t ≥ 0, äåí
éó÷ýåé ôï ßäéï êáé ãéá ôçí ðáñáìüñöùóç å ðïõ ðñïêáëåßôáé. ÁõôÞ åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t,
äçëáäÞ å = å(t). ÅÜí ôþñá ðåñéïñéóèïýìå óôï áðëü ðåßñáìá ôïõ åöåëêõóìïý, äéáðéóôþíïõìå
üôé ó’ Ýíá ôÝôïéï õëéêü ç ðáñáìüñöùóç å = å(t) åßíáé óõíå÷þò áýîïõóá (Þ ôïõëÜ÷éóôïí óõíå÷þò
ìç öèßíïõóá) óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t. ÄçëáäÞ ç ðáñáìüñöùóç å = å(t) áõîÜíåé ìå ôçí ðÜñïäï
ôïõ ÷ñüíïõ t, ðáñüëï ðïõ ç åöåëêõóôéêÞ ôÜóç ó = ó0 åßíáé óôáèåñÞ óõíáñôÞóåé ôïõ ÷ñüíïõ t.

Ôï öáéíüìåíï áõôü êáëåßôáé Éîïåëáóôéêüôçôá (Þ éóïäýíáìá Éîùäïåëáóôéêüôçôá, óôá ÁããëéêÜ
Viscoelasticity) êáé ôï õëéêü ðïõ Ý÷åé áõôÞí ôçí éäéüôçôá êáëåßôáé éîïåëáóôéêü (viscoelastic). Óôçí
ðáñïýóá åíüôçôá èá ðåñéïñéóèïýìå öõóéêÜ óôç ãñáììéêÞ Éîïåëáóôéêüôçôá, áêñéâþò üðùò óôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (Þ Áíôï÷Þ ôùí Õëéêþí) ðåñéïñéæüìáóôå ãåíéêÜ óôç ãñáììéêÞ Åëáóôéêüôçôá.
ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß åðßóçò üôé óôï ðéï ðÜíù áðëü ðåßñáìá åöåëêõóìïý ñÜâäïõ õðü óôáèåñÞ
ôÜóç ó = ó0 ç éîïåëáóôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ õëéêïý ìáò ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå Ý÷åé ïäçãÞóåé óôï
öáéíüìåíï ôïõ åñðõóìïý (óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç) ìå áýîçóç ôçò ðáñáìoñöþóåùò å = å(t)
óõíáñôÞóåé ôïõ ÷ñüíïõ t. Ðïëý óõ÷íÜ ðáñïõóéÜæåôáé åðßóçò êáé ôï öáéíüìåíï ôçò ÷áëáñþóåùò.
Áõôü óõíßóôáôáé óôç ìåßùóç ôçò ôÜóåùò ó = ó(t) óõíáñôÞóåé ôïõ ÷ñüíïõ t õðü óôáèåñÞ ðáñá-
ìüñöùóç å = å0 (ãéá t ≥ 0) óôç ñÜâäï ðïõ åöåëêýåôáé. Êáé ôá äýï áõôÜ öáéíüìåíá áðïôåëïýí
ðÜñá ðïëý åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò åìöáíßóåùò éîïåëáóôéêÞò óõìðåñéöïñÜò óôï õëéêü ôçò ñÜâäïõ.
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Ãåíéêüôåñá ìðïñïýìå áóöáëþò íá Ý÷ïõìå Ýíá ïëüêëçñï éîïåëáóôéêü ìÝóïí óôéò äýï Þ áêüìç êáé
óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò. Åíôïýôïéò ó’ áõôÞí åäþ ôçí åíüôçôá ðåñéïñéæüìáóôå óôç ìßá äéÜóôáóç.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé áñêåôÜ õëéêÜ ôá ïðïßá åíäéáöÝñïõí ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé éîï-
åëáóôéêÜ. Áõôü óõìâáßíåé êõñßùò (á) ìå ðëáóôéêÜ õëéêÜ, (â) ìå ìÝôáëëá óå õøçëÝò èåñìïêñáóßåò
êáé (ã) óå ìéêñü âáèìü êáé ìå ôï óêõñüäåìá êáé ôï áóöáëôéêü óêõñüäåìá (Þ áóöáëôïóêõñüäåìá).

¸íá êëáóéêü âéâëßï ãéá ôçí Éîïåëáóôéêüôçôá (Viscoelasticity) åßíáé ôï âéâëßï ôïõ Flügge (1975),
Viscoelasticity. Áõôü áðåôÝëåóå êáé ôï âáóéêü âïÞèçìá ôïõ óõããñáöÝá ãéá ôçí ðñïåôïéìáóßá ôçò
ðáñïýóáò åíüôçôáò. (Áõôü ôï âéâëßï êáé äýï áêüìç ó÷åôéêÜ âéâëßá áíáöÝñïíôáé óôçí ôåëåõôáßá
óåëßäá ôçò Âéâëéïãñáößáò.) ÐÜñá ðïëëÜ åðßóçò âéâëßá ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí (Þ Áíôï÷Þò ôùí
Õëéêþí) áöéåñþíïõí ìåñéêÝò óåëßäåò óôï éîïåëáóôéêü öáéíüìåíï. Äßíïõí Ýìöáóç óôéò äýï åéäéêÝò
ðåñéðôþóåéò ôïõ åñðõóìïý (creep) êáé ôçò ÷áëáñþóåùò (relaxation) óôï óôïé÷åéþäåò ðåßñáìá ôçò
áðëÞò ñÜâäïõ óå ìïíïáîïíéêü åöåëêõóìü õðü óôáèåñÞ ôÜóç ó = ó0 (åñðõóìüò) Þ õðü óôáèåñÞ
ðáñáìüñöùóç å = å0 (÷áëÜñùóç). Óôï õðüëïéðï ìÝñïò ôçò ðáñïýóáò åíüôçôáò Ý÷ïõìå ôçí ðñü-
èåóç íá ãåíéêåýóïõìå áõôÜ ôá äýï áðëÜ ðåéñÜìáôá (óôáèåñÞ ôÜóç ó0 óôïí åñðõóìü Þ óôáèåñÞ
ðáñáìüñöùóç å0 óôç ÷áëÜñùóç) óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ìåôáâëçôÞò ôÜóåùò ó = ó(t) êáé åðßóçò
ìåôáâëçôÞò ðáñáìïñöþóåùò å = å(t). Èá ãßíåé Ýôóé ìéá Þðéá åéóáãùãÞ ôïõ öïéôçôÞ êáé ôçò öïé-
ôÞôñéáò Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôéò åîéóþóåéò ôçò Éîïåëáóôéêüôçôáò ìå Ýìöáóç óôç ÷ñçóéìüôçôá
ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí óôç ìáèçìáôéêÞ äéáôýðùóç ôïõ éîïåëáóôéêïý öáéíïìÝíïõ.

Ã3.7.2. Åñðõóìüò êáé ÷áëÜñùóç. ÕëéêÜ Kelvin, Maxwell êáé ãåíéêüôåñá éîïåëáóôéêÜ õëéêÜ

Óå ðåßñáìá ìïíïáîïíéêïý åöåëêõóìïý óå Ýíá êïéíü ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü (÷ùñßò âÝâáéá éîï-
åëáóôéêÞ óõìðåñéöïñÜ) õðü óôáèåñÞ ôÜóç ó0 ç ðáñáìüñöùóç å ðïõ áíáðôýóóåôáé åßíáé åðßóçò
óôáèåñÞ êáé ßóç ìå å = ó0 /Å ìå Å ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young) ôïõ åëáóôéêïý õëé-
êïý. Áíôßèåôá óå Ýíá ãñáììéêÜ éîïåëáóôéêü õëéêü ðÜëé õðü óôáèåñÞ ôÜóç ó0 (ðåßñáìá åñðõóìïý)
ç ðáñáìüñöùóç å ðïõ áíáðôýóóåôáé åßíáé ìåôáâëçôÞ, å = å(t), êáé ßóç ìå å(t) = ó0 J(t) áõîÜíï-
íôáò ìå ôï ÷ñüíï t. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ J(t) êáëåßôáé åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü (creep compliance)
êáé åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ãéá Ýíá ãñáììéêÜ éîïåëáóôéêü õëéêü. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ,
åÜí ç ðáñáìüñöùóç ðïõ åðéâÜëëåôáé óôçí ðáñïýóá ìïíïáîïíéêÞ êáôáðüíçóç ôïõ éîïåëáóôéêïý
õëéêïý åßíáé óôáèåñÞ å0 (ðåßñáìá ÷áëáñþóåùò), ôüôå ç ôÜóç ó ðïõ áíáðôýóóåôáé èá åßíáé ìåôá-
âëçôÞ, ó = ó(t), êáé ßóç ìå ó(t) = å0Y (t) öèßíïíôáò ìå ôï ÷ñüíï t. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ Y (t) êáëåßôáé
ìÝôñï ÷áëáñþóåùò (relaxation modulus) êáé åßíáé êé áõôÞ (áêñéâþò üðùò êé ç åíäïôéêüôçôá óå
åñðõóìü J(t)) ìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ãéá Ýíá ãñáììéêÜ éîïåëáóôéêü õëéêü. ÄçëáäÞ ãéá Ýíá
ãñáììéêÜ éîïåëáóôéêü õëéêü óå ìïíïáîïíéêÞ êáôáðüíçóç éó÷ýïõí ïé áêüëïõèåò äýï ó÷Ýóåéò:

å(t) = ó0 J(t) (óå åñðõóìü) êáé ó(t) = å0Y (t) (óå ÷áëÜñùóç). (3.7.3)

ÖõóéêÜ óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý áðü ôï íüìï ôïõ Hooke óõíÜãïõìå
üôé J(t) = 1/E êáé Y (t) = E. Åßíáé ç ìüíç åéäéêÞ ðåñßðôùóç ìå óôáèåñÝò ôéò óõíáñôÞóåéò J(t) êáé Y (t).

Ãéá ãñáììéêÜ éîïåëáóôéêü õëéêü ç åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü J(t) êáé ôï ìÝôñï ÷áëáñþóåùò Y (t)
ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí ðåéñáìáôéêÜ áðü ôá äýï áðëÜ ðåéñÜìáôá ôïõ åñðõóìïý êáé ôçò ÷á-
ëáñþóåùò áíôßóôïé÷á. Ðéï êÜôù èá äïýìå ìÜëéóôá üôé ãéá ôá ãñáììéêÜ éîïåëáóôéêÜ õëéêÜ ðïõ
õðïèÝôïõìå ôá J(t) êáé Y (t) äåí åßíáé áíåîÜñôçôåò óõíáñôÞóåéò, áëëÜ óõíäÝïíôáé ìå Ýíáí áðëü
ïëïêëçñùôéêü ôýðï. ÄçëáäÞ ãåíéêÜ ïé óõíáñôÞóåéò J(t) êáé Y (t) åîáñôþíôáé ç ìßá áðü ôçí Üëëç.

ÕðÜñ÷ïõí üìùò ðïëëÜ éîïåëáóôéêÜ õëéêÜ ôùí ïðïßùí ç éîïåëáóôéêÞ óõìðåñéöïñÜ óôç ìïíïá-
îïíéêÞ êáôáðüíçóç ìïíôåëïðïéåßôáé êé åêöñÜæåôáé ìå ôç âïÞèåéá ëßãùí ìüíï ðáñáìÝôñùí (êáé óôï
åëáóôéêü õëéêü ìüíï ìå ìßá ðáñÜìåôñï: ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò Å). Ôá õëéêÜ áõôÜ èåùñïýíôáé üôé
óõìðåñéöÝñïíôáé óáí åëáôÞñéá (åëáóôéêÜ óôåñåÜ) êáé áðïóâåóôÞñåò (éîþäç ñåõóôÜ), óõãêåêñé-
ìÝíá óáí óõíäõáóìïß åëáôçñßùí êáé áðïóâåóôÞñùí óôç óåéñÜ, ðáñÜëëçëá Þ ìå ðéï ðïëýðëïêï
ôñüðï. Äýï êëáóéêÜ äéðáñáìåôñéêÜ éîïåëáóôéêÜ õëéêÜ åßíáé ôá õëéêÜ Kelvin (Þ Voigt) êáé Maxwell:
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• Yëéêü Kelvin (Þ Voigt): Ôï õëéêü áõôü èåùñåßôáé ðùò óõìðåñéöÝñåôáé óáí Ýíá åëáôÞñéï ðá-
ñÜëëçëá ìå Ýíáí áðïóâåóôÞñá êáé Ý÷åé äýï ìüíï ðáñáìÝôñïõò, ôéò q0 êáé q1, óå ìïíïáîïíéêü
åöåëêõóìü. Áðïäåéêíýåôáé ìáèçìáôéêÜ (ìÝóù äýï áðëþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí) üôé
ç åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü J(t) êáé ôï ìÝôñï ÷áëáñþóåùò Y (t) Ý÷ïõí ãéá ôï õëéêü Kelvin (Þ Voigt)
ôéò áðëÝò ìïñöÝò

J(t) = 1
q0

(1− e−ët) êáé Y (t) = q0 + q1ä(t) ìå ë = q0

q1
, t ≥ 0 (3.7.4)

êáé ä(t) ôç ãíùóôÞ ìáò óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac. Õðåíèõìßæïõìå üôé óôï õëéêü Kelvin (Þ Voigt)
êáé óôçí éîïåëáóôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ áíáöåñèÞêáìå óýíôïìá êáé óôçí Åíüôçôá Á11.4 ãéá ôçí
Éîïåëáóôéêüôçôá ôïõ ÌÝñïõò Á ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò.

• YëéêüMaxwell: Ôï õëéêü áõôü èåùñåßôáé üôé óõìðåñéöÝñåôáé óáí Ýíá åëáôÞñéï óôç óåéñÜ ìå Ýíáí
áðïóâåóôÞñá êáé Ý÷åé êé áõôü äýï ìüíï ðáñáìÝôñïõò, ôéò p1 êáé q1, óå ìïíïáîïíéêü åöåëêõóìü.
Áðïäåéêíýåôáé îáíÜ ìáèçìáôéêÜ (êáé ðÜëé ìÝóù äýï áðëþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí)
üôé ç åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü J(t) êáé ôï ìÝôñï ÷áëáñþóåùò Y (t) ðáßñíïõí ãéá ôï õëéêü Maxwell
ôéò áðëÝò ìïñöÝò

J(t) = p1 + t
q1

êáé Y (t) = q1

p1
e−t /p1 ìå t ≥ 0. (3.7.5)

Ðñï÷ùñþíôáò óå ðåñéóóüôåñá áðü äýï óôïé÷åßá (åëáôÞñéá êáé áðïóâåóôÞñåò), ìðïñïýìå íá
ïñßóïõìå ôñéðáñáìåôñéêÜ, ôåôñáðáñáìåôñéêÜ êáé ãåíéêÜ n-ðáñáìåôñéêÜ éîïåëáóôéêÜ õëéêÜ. Ãéá
êáèÝíá áðü áõôÜ ìðïñïýìå íá ó÷çìáôßóïõìå ôéò äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ ïé ëýóåéò
ôïõò èá ìáò äþóïõí ôçí åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü J(t) êáé ôï ìÝôñï ÷áëáñþóåùò Y (t). Äå ìáò
åíäéáöÝñåé üìùò åäþ áõôÞ ç ðñïóÝããéóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Ìáò åíäéáöÝñåé ðïëý ðåñéóóüôåñï
ç ó÷Ýóç ôùí éîïåëáóôéêþí õëéêþí ìå ôïõò ïëïêëçñùôéêïýò ôýðïõò êáé ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò
êé áõôÞ èá äéåñåõíÞóïõìå áðï ’äþ êáé ðÝñá. ÌÜëéóôá áõôü èá ôï êÜíïõìå ãéá ãåíéêÜ éîïåëáóôéêÜ
õëéêÜ (ìå ïðïéåóäÞðïôå óõíáñôÞóåéò J(t) êáé Y (t)) êáé ü÷é ãéá éîïåëáóôéêÜ õëéêÜ ìå óõãêåêñéìÝíï
áñéèìü ðáñáìÝôñùí. Êáé óõíå÷þò âÝâáéá ìÝóá óôá ðëáßóéá ôçò ãñáììéêÞò Éîïåëáóôéêüôçôáò.

Ã3.7.3. Ç áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò ôïõ Boltzmann

¸÷ïõìå õðïèÝóåé ãñáììéêÞ Éîïåëáóôéêüôçôá (ü÷é ìç ãñáììéêÞ) êáé Ýíá ðåßñáìá ìïíïáîïíéêïý
åöåëêõóìïý (Þ èëßøåùò) óå ñÜâäï áðü ãñáììéêÜ éîïåëáóôéêü õëéêü. Óôï ðåßñáìá áõôü èåùñïýìå
ðñþôá ìéá óôáèåñÞ ôÜóç ó1 ðïõ åöáñìüæåôáé óôç ñÜâäï ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t1. Ôüôå ç áíôßóôïé÷ç
ðáñáìüñöùóç èá åßíáé ìåôáâëçôÞ: ãåíéêÜ áýîïõóá (Þ êáëýôåñá ìç öèßíïõóá) êáé ßóç ìå å1(t).
(Áõôü âÝâáéá èá éó÷ýåé ãéá t ≥ t1. Ãéá t < t1 ç ðáñáìüñöùóç å1(t) åßíáé ðñïöáíþò ìçäåíéêÞ.)
ÁíÜëïãá èåùñïýìå óôç óõíÝ÷åéá êáé ìéá äåýôåñç óôáèåñÞ ôÜóç ó2 ðïõ åöáñìüæåôáé óôçí ßäéá
ñÜâäï ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t2 (ìå t2 > t1). Ôüôå ç áíôßóôïé÷ç ðáñáìüñöùóç èá åßíáé áíÜëïãá å2(t)
(åðßóçò áíÜëïãá ãéá t ≥ t2). Ãíùñßæïíôáò ìÜëéóôá êáé ôçí åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü J(t) ãéá ôï
éîïåëáóôéêü õëéêü ôï ïðïßï åîåôÜæïõìå óå åöåëêõóìü (Þ óå èëßøç), áðü ôïí ïñéóìü ôçò J(t) Ý÷ïõìå

å1(t) = ó1 J(t − t1) (öõóéêÜ ìå t ≥ t1) êáé å2(t) = ó2 J(t − t2) (öõóéêÜ ìå t ≥ t2), (3.7.6)

ãéáôß ðÝñáóå ÷ñüíïò t−t1 ãéá ôçí ðáñáìüñöùóç å1(t) êáé ÷ñüíïò t−t2 ãéá ôçí ðáñáìüñöùóç å2(t).

Ôþñá, áðëÜ åðåéäÞ ôï éîïåëáóôéêü õëéêü ôçò ñÜâäïõ ìáò åßíáé ãñáììéêü, ç óõíïëéêÞ ðáñáìüñ-
öùóÞ ôçò å(t) (ãéá t ≥ t2, ïðüôå èá Ý÷ïõí Þäç åöáñìïóèåß êáé ïé äýï ôÜóåéò ó1 êáé ó2 ìáæß), èá
åßíáé áðëÜ ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôùí äýï ðéï ðÜíù ìåôáôïðßóåùí å1(t) êáé å2(t). ÄçëáäÞ èá Ý÷ïõìå

å(t) = å1(t)+ å2(t) = ó1 J(t − t1)+ ó2 J(t − t2) ìå t ≥ t2 êáé t2 > t1. (3.7.7)

Áõôü ôï ôüóï åíäéáöÝñïí áðïôÝëåóìá ôçò ãñáììéêüôçôáò, ç õðÝñèåóç ôùí äýï ðáñáìïñöþóåùí
å1(t) êáé å2(t) (êáé ãåíéêüôåñá ðïëëþí ðáñáìïñöþóåùí), êáëåßôáé óôç ãñáììéêÞ Éîïåëáóôéêüôçôá
áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò ôïõ Boltzmann. (Ðñïöáíþò äåí éó÷ýåé óôç ìç ãñáììéêÞ Éîïåëáóôéêüôçôá.)
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Ã3.7.4. Ïëïêëçñùôéêïß ôýðïé êáé ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò óôç ãñáììéêÞ Éîïåëáóôéêüôçôá

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá óôï ßäéï ðåßñáìá åöåëêõóìïý (Þ èëßøåùò) ñÜâäïõ áðü Ýíá ãñáììéêÜ
éîïåëáóôéêü õëéêü üôé ç ôÜóç ó ðïõ åöáñìüæåôáé ó’ áõôü åßíáé ãåíéêÜ óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t, äç-
ëáäÞ ó = ó(t) ìå t ≥ 0. Äçëþíïõìå ôçí áñ÷éêÞ ôéìÞ ôçò ìå ó0, äçëáäÞ ó0 = ó(0). Ðñïöáíþò, áöïý∫ t

0
ó̇(ô) dô = ó(ô)

∣∣ô=t
ô=0 = ó(t)− ó(0) = ó(t)− ó0, (3.7.8)

èá éó÷ýåé ï ó÷åôéêüò áðëüò ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò

ó(t) = ó0 +
∫ t

0
ó̇(ô) dô = ó0 +

∫ t

0
dó(ô) ìå dó(ô) = ó̇(ô) dô. (3.7.9)

Óôïí ôýðïáõôüðáñáôçñïýìå üôé ç ìåôáâëçôÞ ôÜóçó(t) ðïõ åöáñìüæåôáé óôçí éîïåëáóôéêÞ ñÜâäï
óå åöåëêõóìü (Þ èëßøç) áðïôåëåß õðÝñèåóç (åðáëëçëßá) ôçò áñ÷éêÞò ôéìÞò ôçò ó0 = ó(0) ôçí áñ÷éêÞ
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 êáé ôùí óôïé÷åéùäþí (áðåéñïóôþí) ìåôáâïëþí ôçò dó ≡ dó(ô) ôï ÷ñïíéêü
äéÜóôçìá 0 ≤ ô ≤ t. Ïé ìåôáâïëÝò áõôÝò ìðïñïýí íá åßíáé åßôå (á) èåôéêÝò, üôáí ó̇(ô) > 0, åßôå
(â) áñíçôéêÝò, üôáí ó̇(ô) < 0, åßôå ôÝëïò (ã) ìçäåíéêÝò, üôáí ó̇(ô) = 0, ðÜíôá ùò ðñïò ôçí ôÜóç ó(t).

Êáé ôþñá ìå âÜóç ôïí ðáñáðÜíù ïëïêëçñùôéêü ôýðï (3.7.9) ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôçí
ðáñáìüñöùóç å(t) ôçò éîïåëáóôéêÞò ñÜâäïõ ìáò ðïõ ïöåßëåôáé óôçí ôÜóç ó(t). Ç ôÜóç áõôÞ ó(t)
Ý÷åé Þäç áíáëõèåß óôçí áñ÷éêÞ ôéìÞ ôçò ó0 = ó(0) êáé óôéò óôïé÷åéþäåéò (áðåéñïóôÝò) ìåôáâïëÝò
ôçò dó(ô). Ãéá ôçí áñ÷éêÞ ôéìÞ ôçò ó0 = ó(0) ç áíôßóôïé÷ç ðáñáìüñöùóç å0(t) èá åßíáé âÝâáéá

å0(t) = ó(0) J(t) = ó0 J(t) (3.7.10)

(ìå J(t), åðáíáëáìâÜíïõìå, ôçí åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü), ìéá ðïõ ôï ó0 åßíáé óôáèåñÜ. Ôþñá
ðáñáðÝñá ãéá ôçí êÜèå óôïé÷åéþäç ìåôáâïëÞ ôçò dó ≡ dó(ô) = ó̇(ô) dô áêñéâþò ôç ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ ô (öõóéêÜ ìå ô ≥ 0) ç áíôßóôïé÷ç óôïé÷åéþäçò ðáñáìüñöùóç då ≡ då(ô, t) èá åßíáé áíÜëïãá

då ≡ då(ô, t) = dó(ô) J(t − ô) = [ó̇(ô) dô] J(t − ô) = J(t − ô)ó̇(ô) dô. (3.7.11)

Óçìåéþíïõìå üôé èÝóáìå t− ô áíôß ãéá t óôç óõíÜñôçóç J(t), åðåéäÞ ï ÷ñüíïò ðïõ ìåóïëÜâçóå áðü
ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ô ôçò åöáñìïãÞò ôçò óôïé÷åéþäïõò ôÜóåùò dó(ô) ìÝ÷ñé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ðïõ
ìáò åíäéáöÝñåé íá ìÜèïõìå ôé ãßíåôáé ìå ôçí ðáñáìüñöùóç då(ô, t) åßíáé áðëÜ t − ô, ü÷é âÝâáéá t.

¼óïí áöïñÜ ôþñá óå ïëüêëçñç ôçí ðáñáìüñöùóç å(t) ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, áõôÞ èá åßíáé
ç õðÝñèåóç (Þ åðáëëçëßá) ôçò áñ÷éêÞò ðáñáìïñöþóåùò å0(t) óôç ó÷Ýóç (3.7.10) êáé üëùí ôùí
óôïé÷åéùäþí (áðåéñïóôþí) ðáñáìïñöþóåùí då(ô, t) óôç ó÷Ýóç (3.7.11). Áõôü ðñïâëÝðåé ç áñ÷Þ
ôçò õðåñèÝóåùò ôïõ Boltzmann ðïõ Þäç ôçí áíáöÝñáìå êáé èá ðñÝðåé âÝâáéá íá éó÷ýåé åîáéôßáò
ôçò ãñáììéêüôçôáò ôïõ ãñáììéêÜ éîïåëáóôéêïý õëéêïý ôçò ñÜâäïõ ìáò. ÊáôÜ óõíÝðåéá Ý÷ïõìå

å(t) = å0(t)+
∫ t

0
då(ô, t) = ó0 J(t)+

∫ t

0
J(t − ô)ó̇(ô) dô. (3.7.12)

ÁõôÞ åßíáé ç óõíïëéêÞ ðáñáìüñöùóç å(t) ôçò ñÜâäïõ ìáò ôç ÷ñoíéêÞ óôéãìÞ t. Ìéá ÷áñÜ ôýðïò
öáßíåôáé (êáëýôåñá ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò), áí êáé äõóôõ÷þò ðåñéÝ÷åé ôçí ðáñÜãùãï ó̇(ô). Êáé
ðáñáôçñïýìå üôé ìå ãíùóôÞ ôçí åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü J(t) êáôáöÝñáìå íá õðïëïãßæïõìå ôçí
ðáñáìüñöùóç å(t) ü÷é ìüíï ãéá åñðõóìü (ó(t) = ó0), áëëÜ ãéá ïðïéáäÞðïôå êáôáíïìÞ ôÜóåùò ó(t).

ÌåñéêÝò öïñÝò üìùò ï ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò (3.7.12) ãñÜöåôáé êáé óå éóïäýíáìç
åíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ áðáëëáãìÝíç áðü ôçí ðáñÜãùãï ó̇(ô) ôçò ôÜóåùò ó(ô). ÁõôÞí ôç äåýôåñç
ìïñöÞ ôçí ðáßñíïõìå áðëÜ êÜíïíôáò ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç (Þ ïëïêëÞñùóç êáôÜ ðáñÜãïíôåò
Þ êáôÜ ìÝñç) óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôïõ ôýðïõ (3.7.12). ¸ôóé âñßóêïõìå ôïí ôýðï

å(t) = ó0 J(t)+
[
J(t − ô)ó(ô)

]ô=t
ô=0 −

∫ t

0
J̇(t − ô)(− 1)ó(ô) dô (3.7.13)
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ìå J̇(t) ôçí ðáñÜãùãï ôçò óõíáñôÞóåùò J(t). Åðßóçò ôï−1 åìöáíßóèçêå, áðëÜ ãéáôß ç ïëïêëÞñùóç
Þôáí ùò ðñïò ô êáé ü÷é ùò ðñïò t, åíþ åß÷áìå t − ô óôç óõíÜñôçóç J(t − ô). ÅðåéäÞ ìÜëéóôá

[
J(t − ô)ó(ô)

]ô=t
ô=0 = J(t − t)ó(t)− J(t − 0)ó(0) = J(0)ó(t)− J(t)ó(0) = J(0)ó(t)− ó0 J(t), (3.7.14)

ï ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò (3.7.13) ðáßñíåé ôþñá ôçí ôåëéêÞ êáé áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôïõ

å(t) = J(0)ó(t)+
∫ t

0
J̇(t − ô)ó(ô) dô. (3.7.15)

ÂëÝðïõìå üôé óôïí ôýðï áõôü äåí ðáñïõóéÜæåôáé ðéá ç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãïò ó̇(ô) ôçò ôÜóåùò ó(ô).
¼ìùò ôç èÝóç ôçò ôçíðÞñå ôþñá çðáñÜãùãïò J̇(t−ô) ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò J(t) ãéá t → t−ô.

Ìéá åíôåëþò áíÜëïãç åñãáóßá ìðïñåß íá ãßíåé ìå åíáëëáãÞ ôçò ôÜóåùò ó(t) êáé ôçò ðáñá-
ìïñöþóåùò å(t) êáé ìå áíôßóôïé÷ç ÷ñÞóç ôïõ ìÝôñïõ ÷áëáñþóåùò Y (t) áíôß ãéá ôçí åíäïôéêüôçôá
óå åñðõóìü J(t). ÄçëáäÞ âáóéæüìáóôå ôþñá óôï ðåßñáìá ôçò ÷áëáñþóåùò éîïåëáóôéêïý õëéêïý
(ìå Y (t)) áíôß óôï áíôßóôïé÷ï ðåßñáìá ôïõ åñðõóìïý (ìå J(t)). Óôçí åîßóïõ åíäéáöÝñïõóá áõôÞ
ðåñßðôùóç ïé âáóéêïß ïëïêëçñùôéêïß ôýðïé (3.7.12) êáé (3.7.15) ðáßñíïõí ôéò áíÜëïãåò ìïñöÝò

ó(t) = ó0(t)+
∫ t

0
dó(ô, t) = å0Y (t)+

∫ t

0
Y (t − ô)å̇(ô) dô (3.7.16)

ìå å0 = å(0) êáé ôåëéêÜ (ìåôÜ êáé ôçí ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç) áíôßóôïé÷á

ó(t) = Y (0)å(t)+
∫ t

0
Ẏ (t − ô)å(ô) dô. (3.7.17)

Áò ðåñéïñéóèïýìå ôþñá óôïõò ïëïêëçñùôéêïýò ôýðïõò (3.7.15) êáé (3.7.17). Ìå ãíùóôÞ ôçí
ôÜóç ó(t) êáé ôçí åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü J(t) ï ðñþôïò ôýðïò (3.7.15) ìáò äßíåé ôçí ðáñáìüñ-
öùóç å(t) ðïõðñïêýðôåé. Åðßóçò ìå ãíùóôÞ ôçíðáñáìüñöùóç å(t) êáé ôï ìÝôñï ÷áëáñþóåùò Y (t)
ï äåýôåñïò ôýðïò (3.7.17) ìáò äßíåé ôçí ôÜóçó(t) ðïõ ôçíðñïêÜëåóå. (Ëüãéá åßíáé áõôÜ! Óõ÷íÜóôéò
ìç÷áíÝò åöåëêõóìïý åðéâÜëëåôáé ç ðáñáìüñöùóç ìÝóù ìåôáôïðßóåùò êáé ðñïêýðôåé ç ôÜóç.)

Eäþ ôï ïõóéáóôéêü åßíáé üôé åÜí åßíáé ãíùóôÞ ç ðáñáìüñöùóç å(t) êáé ç åíäïôéêüôçôá óå åñðõ-
óìü J(t) êáé èÝëïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí ôÜóç ó(t) áðü ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï (3.7.15), áõôüò
Ý÷åé ìåôáðÝóåé ôüôå óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Êáé ìÜëéóôá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra ìïíï-
äéÜóôáôç, ãñáììéêÞ, äåõôÝñïõ åßäïõò, ìç ïìïãåíÞ, óõíåëéêôéêïý ôýðïõ, ìå ðõñÞíá ôç óõíÜñôçóç
J̇(t − ô), ìå ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôçí ðáñáìüñöùóç å(t) êáé Üãíùóôç ôçí ôÜóç ó(t). Êáé ìðïñïýìå
íá ôç ëýóïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí ãéá ôç ó÷Ýóç (3.7.17),
ç ïðïßá åßíáé åðßóçò ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç, üôáí ìáò åßíáé Üãíùóôç ç ðáñáìüñöùóç å(t). Ùñáßá!

Ã3.7.5. Ó÷Ýóç ôçò åíäïôéêüôçôáò óå åñðõóìü êáé ôïõ ìÝôñïõ ÷áëáñþóåùò

Áöïý åßíáé äýï ïé ïëïêëçñùôéêÝò ó÷Ýóåéò (3.7.15) êáé (3.7.17) ðïõ óõíäÝïõí ôçí ôÜóç ó(t)
êáé ôçí ðáñáìüñöùóç å(t), ðñïöáíþò ïé óõíáñôÞóåéò J(t) (åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü) êáé Y (t)
(ìÝôñï ÷áëáñþóåùò) äå ìðïñïýí íá åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò, üðùò Þäç áíáöÝñáìå. Áò ôï
äïýìå ìáèçìáôéêÜ áõôü ìåôáó÷çìáôßæïíôáò êáôÜ Laplace ôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò (êáé ìç îå÷íþíôáò
âÝâáéá üôé éó÷ýåé ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò). Óõìâïëßæïõìå åäþ ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace
ìå ÷ñÞóç ôïõ äåßêôç L. Ïé ó÷Ýóåéò (3.7.15) êáé (3.7.17) ðáßñíïõí Ýôóé ôéò ìåôáó÷çìáôéóìÝíåò êáôÜ
Laplace ìïñöÝò ôïõò

åL(s) = J(0)óL(s)+ [sJL(s)− J(0)]óL(s) = sJL(s)óL(s), (3.7.18)

óL(s) = Õ (0)åL(s)+ [sYL(s)− Y (0)]åL(s) = sYL(s)åL(s), (3.7.19)

áöïý L{ Ẋ(t)} = sXL(s)−X(0). ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò êáôÜ ìÝëç áõôÝò ôéò äýï ó÷Ýóåéò, âñßóêïõìå üôé

åL(s)óL(s) = [sJL(s)óL(s)][sYL(s)åL(s)] = s2 JL(s)YL(s)óL(s)åL(s) 
⇒ [s2JL(s)YL(s)−1]óL(s)åL(s) = 0. (3.7.20)
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Ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ãéá êÜèå å(t) (Üñá êáé åL(s)) êáé ôï áíôßóôïé÷ï ó(t) (Üñá
êáé óL(s)). ÅðïìÝíùò ï üñïò s2JL(s)YL(s)− 1 óôéò áãêýëåò äåîéÜ ðñÝðåé óßãïõñá íá ìçäåíßæåôáé. ¢ñá

s2JL(s)YL(s) = 1 
⇒ JL(s)YL(s) = 1
s2


⇒
∫ t

0
J(t − ô)Y (ô) dô = t, áöïý L−1

{
1
s2

}
= t (3.7.21)

êáé éó÷ýåé åðßóçò êáé ôï ãíùóôü èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Ç äåýôåñç
êáé ç ôñßôç áðü ôéò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò (3.7.21) äåß÷íïõí êáèáñÜ ôçí áëëçëåîÜñôçóç ôçò åíäïôé-
êüôçôáò óå åñðõóìü J(t) êáé ôïõ ìÝôñïõ ÷áëáñþóåùò Y (t) ôüóï óôï ðåäßï ôçò ìåôáâëçôÞò s ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (ç äåýôåñç) üóï êáé óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t (ç ôñßôç). ÄçëáäÞ, üôáí îÝ-
ñïõìå ôç ìßá, ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôçí Üëëç ÷ùñßò äåýôåñï ðåßñáìá. Ìüíï åñðõóìüò
(Þ ìüíï ÷áëÜñùóç) áñêåß! Åñþôçìá: Ðïéï áðü ôá äýï åßíáé ðéï åýêïëï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü;

Ã3.7.6. Åðßëõóç ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí ôçò ãñáììéêÞò Éîïåëáóôéêüôçôáò

Åäþ ðïõ öèÜóáìå Ýíá âÞìá ìáò áðïìÝíåé, þóôå íá ëýóïõìå êáé ôéò äýï ïëïêëçñùôéêÝò ìáò
åîéóþóåéò (3.7.15) êáé (3.7.17). ÎåêéíÜìå ìå ôçí ðñþôç, ôçí (3.7.15), ìå ãíùóôÞ ôçí ðáñáìüñöùóç
å(t) êáé Üãíùóôç ôçí ôÜóç ó(t). Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êé åäþ (ìéá ðïõ ìðïñïýìå ëüãù ôïõ óõ-
íåëéêôéêïý ðõñÞíá J̇(t − ô)) ôçí ðñïóöéëÞ ìáò ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Êáé åßìáóôå
ó÷åäüí Ýôïéìïé, ãéáôß Þäç êÜíáìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.7.15) êáé
âñÞêáìå ôï áðïôÝëåóìá (3.7.18). ÁðëÜ ôþñá ôï ëýíïõìå ùò ðñïò óL(s). Ðáßñíïõìå Ýôóé ôç ëýóç

óL(s) = 1
sJL(s)

åL(s) 
⇒ óL(s) = sYL(s)åL(s) (3.7.22)

åîáéôßáò ôçò ðñþôçò ó÷Ýóåùò (3.7.21). Åßíáé ðñáãìáôéêÜ ðñïôéìüôåñç ç äåýôåñç ìïñöÞ ôçò ëý-
óåùò (3.7.22), åðåéäÞ åðéôñÝðåé ìéá ðéï åýêïëç áíôéóôñïöÞ ìå âÜóç ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò.

Ìá íá êáé ìéá áêüìç åõ÷Üñéóôç Ýêðëçîç ðÝñá áðü ôéò ôüóï åíäéáöÝñïõóåò ó÷Ýóåéò (3.7.21).
Ôþñá ðáñáôçñïýìå üôé ç ëýóç ìáò óL(s) óôç äåýôåñç ó÷Ýóç (3.7.22) áðëÜ óõìðßðôåé (íáé, óõ-
ìðßðôåé áðüëõôá!) ìå ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (3.7.19). Êáé ç ó÷Ýóç (3.7.19) Þôáí ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ (3.7.17). Ôï Ý÷ïõìå Þäç âñåé áõôü. ¢ñá, áíôéóôñÝöïíôáò êáôÜ
Laplace ôç ó÷Ýóç (3.7.22) óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôçò, ïäçãïýìáóôå êáôåõèåßáí óôïí ïëïêëçñùôéêü
ôýðï (3.7.17). Áõôüò ï ôýðïò äßíåé ôç ëýóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.7.15). (ÅêðëçêôéêÜ
ðñÜãìáôá óõìâáßíïõí óôç ãñáììéêÞ Éîïåëáóôéêüôçôá! Êáé ìáèçìáôéêÜ êïìøÜ!) Êáé áíÜëïãá åßíáé
åðßóçò êáôáíïçôü üôé ç ëýóç å(t) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.7.17) äßíåôáé áðü ôïí ïëïêëç-
ñùôéêü ôýðï (3.7.15). Ìå ôéò äýï óõíáñôÞóåéò J(t) êáé Y (t) íá ôéò óõíäÝåé ç ôñßôç ó÷Ýóç (3.7.21). Êáé
ìå áõôÝò ôéò åõ÷Üñéóôåò ðáñáôçñÞóåéò ôåëåéþíïõìå ôïýôç ôçí åíüôçôá ãéá ôçí Éîïåëáóôéêüôçôá.

Ã3.8. ÓÕÍÏÑÉÁÊÇ ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÇ ÅÎÉÓÙÓÇ ÃÉÁ ÔÇÍ ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÏÕ LAPLACE

Ìéá éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóá åöáñìïãÞ ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí åßíáé óôçí áñéèìçôéêÞ
åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá äéäéÜóôáôåò Þ ôñéäéÜóôáôåò áíïéêôÝò ðåñéï÷Ýò D ìå
óýíïñá êáìðýëåò C Þ åðéöÜíåéåò S. Óôéò ðåñéï÷Ýò D éó÷ýåé ìéá óõíÞèùò ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Åäþ èá áíáöåñèïýìå ìüíï óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace óå ðåñéï÷Þ D

∇2u = 0 Þ
∂2u(x, y)

∂x2
+ ∂2u(x, y)

∂y2
= 0 Þ

∂2u(x, y, z)
∂x2

+ ∂2u(x, y, z)
∂y2

+ ∂2u(x, y, z)
∂z2

= 0 (3.8.1)

ìå u = u(x, y) óôéò äýï äéáóôÜóåéò êáé u = u(x, y, z) óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò. Ãíùñßæïõìå ðïëý êáëÜ
Þäç áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Â2.1.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Â2 ôïõ ÌÝñïõò Â ôéò ðïéêßëåò åöáñìïãÝò ôçò åîé-
óþóåùò ôïõ Laplace ∇2u = 0 óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, ð.÷. óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ.

Áò èåùñÞóïõìå ôçí ðåðåñáóìÝíç êáé áðëÞò óõíï÷Þò áíïéêôÞ ðåñéï÷ÞD ôïõ áìÝóùò ðéï êÜôù
Ó÷Þìáôïò Ã3.1 ìå óýíïñï ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C. Óôçí ðåñéï÷Þ D õðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé
ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, y), äçëáäÞ ∇2u(x, y) = 0.
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O x

y

n

tC

D

Q = (î, ç)
P0 = (x0, y0)

P = (x, y)

Ó÷Þìá Ã3.1: ÐåðåñáóìÝíç áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D óôï åðßðåäï Oxy ìå óýíïñï ëåßá áðëÞ êáìðýëç C.

Åðßóçò óôï óýíïñï C ôçò ðåñéï÷Þò D åßíáé äéáèÝóéìç êáé ìßá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç: åßôå (á) ïé ôéìÝò
ôçò ßäéáò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u (ðñüâëçìá Dirichlet) åßôå (â) ïé ôéìÝò ôçò ðáñáãþãïõ ôçò
∂u/∂n êáôÜ ôï ìïíáäéáßï êÜèåôï äéÜíõóìá n (Ó÷Þìá Ã3.1) óôçí êáìðýëç C (ðñüâëçìá Neumann).

ÅÜí óå üëï ôï óýíïñï C ôçò ðåñéï÷Þò D õðïèÝóïõìå ãíùóôÝò ôéò ôéìÝò ôüóï ôçò Üãíùóôçò óõ-
íáñôÞóåùò u(x, y) üóï êáé ôçò ðáñáãþãïõ ôçò ∂u/∂n, ôüôå áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýåé ï åíäéáöÝñùí
ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò

u(P0) =
∮
C

[
H(P0,Q)u(Q)− G(P0,Q)

∂u
∂n

(Q)
]
ds. (3.8.2)

Åäþn åßíáé ôï ìïíáäéáßï êÜèåôï äéÜíõóìáóôç èÝóçQ ôçò êëåéóôÞò êáìðýëçòC êáé s ôï ìÞêïò ôüîïõ
óôçí êáìðýëç C óå ôïýôï ôï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá. Óôïí ôýðï áõôü (3.8.2) äçëþíïõìå ìå
P0 = (x0, y0) Ýíá óçìåßï ôçò ðåñéï÷ÞòD êáé ìåQ = (î, ç) Ýíá óçìåßï ôïõ óõíüñïõ C ôçòD. ÅðéðëÝïí
áðïäåéêíýåôáé åðßóçò üôé ïé äýï ó÷åôéêïß ðõñÞíåò G(P0,Q) êáé H(P0,Q) äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

G(P0,Q) = 1
2ð

ln r ìå r = |P0 −Q| =
√
(x0 − î)2 + (y0 − ç)2 êáé H(P0,Q) = ∂G

∂n
(P0,Q). (3.8.3)

¢ñá áðü ôïí ôýðï (3.8.2) ìå ãíùóôÝò ôéò óõíïñéáêÝò ôéìÝò ôçò u êáé ôçò ∂u/∂n ðñïóäéïñßæïõìå
åýêïëá ìå ïëïêëÞñùóç (óõíÞèùò áñéèìçôéêÞ) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(P0) óå êÜèå óçìåßï P0

ôçò ðåñéï÷ÞòD. Ðñïöáíþò áõôÞ ðëçñïß ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace (3.8.1) óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y).

Ôþñá åñ÷üìáóôå óôï äõóêïëüôåñï ìÝñïò ôçò ðáñïýóáò åñãáóßáò. Õðåíèõìßæïõìå ðùò óôï
óýíïñï C ôçò ðåñéï÷Þò D ìáò åßíáé ãíùóôÞ åßôå (á) ç ðïóüôçôá u åßôå (â) ç ðïóüôçôá ∂u/∂n åßôå
ßóùò (ã) ç ìßá óå Ýíá ôìÞìá ôïõ óõíüñïõ C êé ç Üëëç óå Üëëï, ü÷é êé ïé äýï ôáõôü÷ñïíá. ¢ñá ëåßðåé
ç ìßá áðü ôéò äýï óõíïñéáêÝò áõôÝò ðïóüôçôåò. Èá ðñÝðåé üìùò íá ðñïóäéïñéóèåß êé áõôÞ. ¸ôóé
ìüíï èá ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ï ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò (3.8.2). Ðñïò ôï óêïðü áõôü óôïí ßäéï
ôýðï ðáßñíïõìå ôï åóùôåñéêü óçìåßï P0 = (x0, y0) íá ôåßíåé íá óõìðÝóåé ìå Ýíá óõíïñéáêü óçìåßï
P = (x, y) (ðÜíù óôçí êáìðýëç C), äçëáäÞ P0 → P, üðùò öáßíåôáé êáé óôï ðéï ðÜíù Ó÷Þìá Ã3.1.

Ôüôå êáé ìå ôçí õðüèåóç üôé ç êáìðýëç C åßíáé ëåßá ï ðéï ðÜíù ôýðïò (3.8.2) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

1
2
u(P) =

∮
C

[
H(P,Q)u(Q)− G(P,Q)

∂u
∂n

(Q)
]
ds (3.8.4)

ìå óõíôåëåóôÞ 1/2 óôï áñéóôåñü ìÝëïò. ÁõôÞ åßíáé ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç, åäþ ìéá óõíïñéáêÞ
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç, ìå Üãíùóôç ôç óõíÜñôçóç u Þ ôç óõíÜñôçóç ∂u/∂n. (ÁõôÞí ðïõ ëåßðåé
ðÜíù óôçí êáìðýëç C.) Ç åðßëõóÞ ôçò ãßíåôáé óõíÞèùò áñéèìçôéêÜ ìå ôçí ðïëý ãíùóôÞ ìÝèïäï
ôùí óõíïñéáêþí óôïé÷åßùí. Ç ìÝèïäïò áõôÞ êÜíåé äéáêñéôïðïßçóç ôïõ óõíüñïõ C ðñïóåããßæï-
íôÜò ôï ìå áðëÜ óõíïñéáêÜ óôïé÷åßá. ÅðéðëÝïí ðÜíù óå êÜèå óôïé÷åßï ðñïóåããßæåé ôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç óõíÞèùò ãñáììéêÜ Þ ìå ðïëõþíõìï äåõôÝñïõ âáèìïý. ÔåëéêÜ ç åðßëõóç ôçò óõíïñéá-
êÞò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.8.4) áíÜãåôáé ðñïóåããéóôéêÜ óå óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí. ÂÝâáéá ç ìÝèïäïò ãåíéêåýåôáé áðü ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace êáé óå ðïëëÜ Üëëá äéäéÜ-
óôáôá êáé ôñéäéÜóôáôá ðñïâëÞìáôá, üðùò åßíáé ð.÷. ôï ðñüâëçìá ôçò ãñáììéêÞò Åëáóôéêüôçôáò.
Ó÷åôéêÞ åêôåíÞò âéâëéïãñáößá Ý÷åé ðåñéëçöèåß ðáñáêÜôù óôçí ôñßôç óåëßäá ôçò Âéâëéïãñáößáò.
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• Ôá ðéï êÜôù âéâëßá áíáöÝñïíôáé áðïêëåéóôéêÜ óôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò êáé ìðïñïýí
íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéáðåñáðÝñá ìåëÝôç áðü ôïí åíäéáöåñüìåíïöïéôçôÞ/ôçí åíäéáöåñüìåíçöïé-
ôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Äõóôõ÷þò öáßíåôáé íá ìçí õðÜñ÷ïõí äéáèÝóéìá óôï åìðüñéï ÅëëçíéêÜ
âéâëßá ðïõ íá áöïñïýí áðïêëåéóôéêÜ Þ êáôÜ ìåãÜëï ìÝñïò óôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò.
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7. Pogorzelski, W. (1966), Integral Equations and their Applications, Vol. I. Pergamon Press, Oxford,
and PWN -- Polish Scientific Publishers, Warszawa (Âáñóïâßá). (Éäéáßôåñá ëåðôïìåñÝò âéâëßï
ãéá åìâÜèõíóç åðß ôïõ èÝìáôïò.)

8. Polyanin, A. D. and Manzhirov, A. V. (2008), Handbook of Integral Equations, 2nd Edition. Chap-
man & Hall/CRC Press, Boca Raton, Florida. (ÅîáéñåôéêÜ ëåðôïìåñÝò êáé ïãêþäåò åã÷åéñßäéï ãéá
êÜèå êáôçãïñßá Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí. ÅîåôÜæåé üëåò ôéò ìåèüäïõò åðéëýóåùò Ïëïêëç-
ñùôéêþí Åîéóþóåùí êáé ðåñéëáìâÜíåé ëýóåéò ðÜñá ðïëëþí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí.)

9. Tricomi, F. G. (1985), Integral Equations. Dover Publications, New York. (Åðáíåêôýðùóç ôçò
áñ÷éêÞò åêäüóåùò: Interscience Publishers, New York, 1957.) (Óõíïðôéêü, ðïëý ùñáßá ãñáì-
ìÝíï âéâëßï ðÜíù óôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò. ÐåñéëáìâÜíåé ðëÞñç áíÜëõóç ôïõ èÝìáôïò
êáèþò êáé ïñéóìÝíåò åöáñìïãÝò, êõñßùò óå äïêïýò êáé óå ôáëáíôþóåéò.)
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• Ôá ðéï êÜôù âéâëßá äåí áíáöÝñïíôáé áðïêëåéóôéêÜ óôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, áëëÜ
ðåñéÝ÷ïõí ó÷åôéêÝò åíüôçôåò Þ êåöÜëáéá.

1. Arfken, G. B. andWeber, H.-J. (2005),Mathematical Methods for Physicists, 6th Edition. Academic
Press, Íew York and London. (Êëáóéêü âéâëßï Ìáèçìáôéêþí Ìåèüäùí ãéá Öõóéêïýò ìå åéäéêü
êåöÜëáéï ðÜíùóôéòÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò. ÐåñéÝ÷åé ðñáêôéêÞ êáé ÷ñÞóéìç áíÜðôõîç ôïõ
èÝìáôïò ÷ùñßò Ýìöáóç óôç ìáèçìáôéêÞ áíÜëõóç êáé ìå Ýìöáóç óôç ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí
Green. ÅíäéáöÝñïí ãéá ìéá åéóáãùãéêÞ ìåëÝôç ôùí Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí.)

2. Myškis, A. D. (1975), Advanced Mathematics for Engineers: Special Courses, Mir Publishers,
Moscow (Ìüó÷á). (ÐåñéëáìâÜíåé åêôåíÝóôáôï êåöÜëáéï, ôï ÊåöÜëáéï VII ìå 120 óåëßäåò,
ðÜíù óôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò.)

3. Smirnov, V. I. (1964), A Course of Higher Mathematics, Vol. IV: Integral Equations and Partial
Differential Equations. Pergamon Press, Oxford, and Addison-Wesley, Reading, Massachusetts.
(Êëáóéêü ìáèçìáôéêü óýããñáììá ìå åêôåíÞ áíÜðôõîç óôïí ôüìï áõôü êáé ôïõ èÝìáôïò ôùí
Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí: ÊåöÜëáéï 1, óó. 1--190.)

• Ôá ðéï êÜôù âéâëßá áíáöÝñïíôáé óôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí. Áò
óçìåéùèåß êáé ðÜëé üôé ïé ðåñéóóüôåñåò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò ðïõ óõíáíôÜåé ï Ðïëéôéêüò Ìç-
÷áíéêüò äå äéáèÝôïõí êëåéóôÞ ëýóç. ÅðïìÝíùò ç áñéèìçôéêÞ åðßëõóÞ ôïõò åßíáé áðüëõôá áíáãêáßá
óôçí ðñÜîç.

1. Baker, C. T. H. (1977), The Numerical Treatment of Integral Equations. Clarendon Press/Oxford
University Press, Oxford. (ËåðôïìåñÝò, éäéáßôåñá åêôåíÝò, ðïëý ÷ñÞóéìï âéâëßï ðÜíù óôï
èÝìá.)

2. Baker, C. T. H. and Miller, G. F., editors (1982), Treatment of Integral Equations by Numerical
Methods. Academic Press, London and New York. (ÓõëëïãÞ áðü åíäéáöÝñïõóåò åðéóôçìïíéêÝò
åñãáóßåò åðß ôïõ èÝìáôïò ðïõ ðáñïõóéÜóèçêáí óå óõìðüóéï óôï Durham, Éïýëéïò 1982,
ðñïò ôéìÞ ôïõ ÊáèçãçôÞ Lelsie Fox.)

3. Delves, L. M. and Mohamed, J. L. (1985), Computational Methods for Integral Equations. Cam-
bridge University Press, Cambridge. (×ñÞóéìï, ðëÞñåò, êáëïãñáììÝíï óýããñáììá ðÜíù óå
üëåò ôéò êëáóéêÝò ìåèüäïõò áñéèìçôéêÞò åðéëýóåùò ìïíïäéÜóôáôùí Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþ-
óåùí êáé ó÷åôéêþí èåìÜôùí.)

4. Delves, L. M. and Walsh, J., editors (1974), Numerical Solution of Integral Equations. Clarendon
Press, Oxford, and Oxford University Press, London. (ÅíäéáöÝñïõóá óõëëïãÞ 25 åðéóôçìïíé-
êþí åñãáóéþí åðß ôïõ èÝìáôïò ìå ôáîéíüìçóÞ ôïõò óå âáóéêÞ èåùñßá, ãåíéêÝò áñéèìçôéêÝò
ìåèüäïõò êáé åöáñìïãÝò.)

5. Golberg, M. A., editor (1990), Numerical Solution of Integral Equations. Plenum Press, New York
and London. (Ïêôþ åêôåíÞ, êáëïãñáììÝíá êáé åíäéáöÝñïíôá êåöÜëáéá áðü äéáöïñåôéêïýò
óõããñáöåßò.)

• Ôá ðéï êÜôù âéâëßá áíáöÝñïíôáé óôéò ÓõíïñéáêÝò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò (Boundary In-
tegral Equations) êáé óôá ÓõíïñéáêÜ Óôïé÷åßá (Boundary Elements) ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ó’ áõôÝò
ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ç åñãáóßá ãßíåôáé ìüíï óôï
óýíïñï (ìïíïäéÜóôáôï Þ äéäéÜóôáôï óýíïñï) ôïõ ìÝóïõ ðïõ åîåôÜæåôáé (äéäéÜóôáôïõ Þ ôñéäéÜóôá-
ôïõ ìÝóïõ áíôßóôïé÷á) êáé ü÷é óå ïëüêëçñç ôçí ðåñéï÷Þ ôïõ ìÝóïõ áõôïý. Ìå êáíÝíáí ôñüðï äåí
áðïôåëåß õðåñâïëÞ íá ëå÷èåß üôé ðñüêåéôáé ãéá ôçí ðéï åíäéáöÝñïõóá åöáñìïãÞ ôùí Ïëïêëçñù-
ôéêþí Åîéóþóåùí óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÂÝâáéá ç åöáñìïãÞ áõôÞ ãßíåôáé óå
óõíäõáóìü ìå ôéò ÁñéèìçôéêÝò Ìåèüäïõò, äçëáäÞ áõôÜ êáèåáõôÜ ôá ÓõíïñéáêÜ Óôïé÷åßá. Åðéôõã-
÷Üíåôáé Ýôóé ç áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôùí Óõíïñéáêþí Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí ìÝóù áñéèìçôéêÞò
ïëïêëçñþóåùò.
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1. ÊáôóéêáäÝëçò, É. È. (1999), ÓõíïñéáêÜ Óôïé÷åßá óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ìç÷áíéêïý: Èåùñßá êáé
ÅöáñìïãÝò. Åêäüóåéò Óõìåþí, ÆùãñÜöïõ, ÁèÞíá. (ÐÜñá ðïëý åíäéáöÝñïí âéâëßï ãéá ôïí Ðï-
ëéôéêü Ìç÷áíéêü. Óõíïäåýåôáé êáé áðü äéóêÝôá ìå ôá ðñïãñÜììáôá. Áíôéìåôùðßæïíôáé ðïëëÜ
ðñïâëÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí ó÷Ýóç ìå ôéò åîéóþóåéò ôïõ Laplace êáé ôïõ Poisson, ðñïâëÞìáôá ÓôñÝ-
øåùò, Ðëáêþí, Ñåõóôïìç÷áíéêÞò, Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò êáèþò êáé ðñïâëÞìáôá óôçí
ÅëáóôïóôáôéêÞ ìå êÜðïéá Ýìöáóç óôçí ôåëåõôáßá.)

2. Banerjee, P. K. (1994), The Boundary Element Methods in Engineering, 2nd Edition. McGraw-
Hill, London and New York. (×ñÞóéìï, áðëÜ ãñáììÝíï, ãåíéêü âéâëßï ðÜíù óôç ìÝèïäï ôùí
Óõíïñéáêþí Óôïé÷åßùí.)

3. Becker, A. A. (1992), The Boundary ElementMethod in Engineering: A Complete Course. McGraw-
Hill, London. (×ñÞóéìï âéâëßï ãéá ôç ìÝèïäï ôùí Óõíïñéáêþí Óôïé÷åßùí ìå Ýìöáóç óå ðñï-
âëÞìáôá ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Óôåñåþí. ÐåñéÝ÷åé êáé ôï ðñüãñáììá BEACON.)

4. Brebbia, C. A., Telles, J. C. F. andWrobel, L. C. (1984), Boundary Element Techniques: Theory and
Applications in Engineering. Springer-Verlag, Berlin. (Êëáóéêü êáé ÷ñÞóéìï âéâëßï ãéá ôç ìÝèïäï
ôùí Óõíïñéáêþí Óôïé÷åßùí.)

5. Hartmann, F. (1989), Introduction to Boundary Elements: Theory and Applications. Springer-
Verlag, Berlin. (ÅíäéáöÝñïí, áñêåôÜ áðëÜ ãñáììÝíï âéâëßï ðÜíù óôç ìÝèïäï ôùí Óõíïñéáêþí
Óôïé÷åßùí.)

6. Katsikadelis, J. T. (2002), Boundary Elements: Theory and Applications. Elsevier Science, Oxford.
(Ç ÁããëéêÞ Ýêäïóç ôïõ ðéï ðÜíù Âéâëßïõ 1 ôïõ ßäéïõ óõããñáöÝá.)

• ÐñÝðåé åðßóçò íá óçìåéùèåß ìå Ýìöáóç üôé éäéáßôåñç åñåõíçôéêÞ äñáóôçñéüôçôá óôá Óõíï-
ñéáêÜ Óôïé÷åßá áíáðôýóóåôáé êáôÜ ôçí ôåëåõôáßá åéêïóéðåíôáåôßá óôï ÔìÞìá ÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí
ôçò Ðïëõôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí áðü ìÝëç Ä.Å.Ð. ôïõ ÔìÞìáôïò ìå åðéêåöá-
ëÞò ôïí ÊáèçãçôÞ ê. ÄçìÞôñéï ÌðÝóêï. Ç åñåõíçôéêÞ áõôÞ äñáóôçñéüôçôá Ý÷åé ïäçãÞóåé óå Ýíáí
åîáéñåôéêÜ ìåãÜëï áñéèìü åðéóôçìïíéêþí äçìïóéåýóåùí óôá ÓõíïñéáêÜ Óôïé÷åßá óå äéåèíÞ åðéóôç-
ìïíéêÜ ðåñéïäéêÜ êáé óå ðñáêôéêÜ äéåèíþí óõíåäñßùí êáé óå áíôßóôïé÷ç åðéóôçìïíéêÞ áíáãíþñéóç.
ÕðÜñ÷ïõí åðßóçò êáé ðïëëÜ âéâëßá óôçí ßäéá ðåñéï÷Þ ôùí Óõíïñéáêþí Óôïé÷åßùí ðïõ åêäüèçêáí
áðü ôïí ÊáèçãçôÞ ê. ÌðÝóêï êáé óõíåñãÜôåò ôïõ. ÅíäåéêôéêÜ áíáöÝñïíôáé ìåôáîý áõôþí ôá åîÞò:

1. Beskos, D. E. (1989), Boundary Element Methods in Structural Analysis. American Society of Civil
Engineers.

2. Beskos, D. E., editor (1992), Boundary Element Analysis of Plates and Shells (Springer Series in
Computational Mechanics). Springer-Verlag, Berlin.

3. Beskos, D. E., Brebbia, C. A., Katsikadelis, J. T. and Manolis, G. D., editors (2001), Boundary
Elements XXIII (ÓåéñÜ: Advances in Boundary Elements, Ôüìïò 10). Computational Mechanics
Publications, Wessex Institute of Technology (WIT) Press, Southampton.

4. Beskos, D. E. and Maier, G., editors (2003), Boundary Element Advances in Solid Mechanics.
Springer-Verlag, Berlin.

5. Manolis, G. D. and Polyzos, D., editors (2008), Recent Advances in BEM, book to honor Professor
D.E. Beskos. Springer-Verlag, Berlin (õðü åêôýðùóç).

• Ôá äýï ðñþôá ðéï êÜôù âéâëßá áíáöÝñïíôáé óôçí Éîïåëáóôéêüôçôá (Viscoelasticity), üðïõ êáé
ðáñïõóéÜæïíôáé åíäéáöÝñïõóåò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra óõíåëéêôéêïý ôýðïõ. Ôï ôñßôï
ðéï êÜôù âéâëßï ðåñéëáìâÜíåé åéäéêü êåöÜëáéï, ôï ÊåöÜëáéï 6, ãéá ôç ãñáììéêÞ Éîïåëáóôéêüôçôá.

1. Findley, W. N., Lai, J. S. and Onaran, K. (1989), Creep and Relaxation of Nonlinear Viscoelastic
Materials with an Introduction to Linear Viscoelasticity. Dover Publications, New York. (Åðáíå-
êôýðùóç ôçò áñ÷éêÞò åêäüóåùò: North-Holland, Amsterdam, 1976.)
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2. Flügge, W. (1975), Viscoelasticity, 2nd Edition. Springer-Verlag, Berlin.

3. Shames, I. H. êáé Cozzarelli, F. A. (1997), Elastic and Inelastic Stress Analysis, Revised Printing.
Taylor & Francis, Washington, DC. (Chapter 6: Linear Viscoelastic Behavior, pp. 161--201.)

• Ôá ðéï êÜôù âéâëßá áíáöÝñïíôáé ìÝóá óôï êåßìåíï óôï ðáñüí ÌÝñïò Ã ôùí ÅöáñìïóìÝíùí
Ìáèçìáôéêþí ãéáÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò, ôï ïðïßï áöïñÜóôéòÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò. Ðáñüëï
ðïõ ôá âéâëßá áõôÜ äåí áöïñïýí Üìåóá óôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, åíôïýôïéò ç ìåëÝôç ôùí
åíïôÞôùí ôïõò óôá ïðïßá ãßíïíôáé ïé áíáöïñÝò åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç ãéá ôçí êáôáíüçóç ôùí
áíôßóôïé÷ùí óçìåßùí ôïõ ðáñüíôïò ÌÝñïõò Ã áðü üðïõ ãßíïíôáé ïé áíáöïñÝò.

1. ÌÜñêåëëïõ, B. B. (2000), ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ, Ôüìïò ÉÉ: Ôåý÷ïò 4: ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá,
ÅöáñìïóìÝíç Èåùñßá ÐéíÜêùí êáé Ôåý÷ïò 5: ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò, ÅéóáãùãÞ. Åêäüóåéò
Óõììåôñßá, ÁèÞíá.

2. ÌÜñêåëëïõ, Â. Â. (2001), ÁñéèìçôéêÝò ÌÝèïäïé, 5ç ¸êäïóç. Åêäüóåéò Óõììåôñßá, ÁèÞíá.

3. ÌáóôñïãéÜííçò, Å. Í. (1999), Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, Ôüìïé Ðñþôïò êáé Äåýôåñïò. Åêäüóåéò
Óõììåôñßá, ÁèÞíá.

4. Davis, P. J. and Rabinowitz, P. (2007), Methods of Numerical Integration, 2nd Edition, Dover
Edition. Dover, Mineola, New York.

5. Evans, G. (1993), Practical Numerical Integration. John Wiley & Sons, Chichester, England.

6. Hildebrand, F. B. (1974), Introduction to Numerical Analysis, 2nd Edition. McGraw-Hill, New
York.

7. Spivak, M. (1991), Äéáöïñéêüò êáé Ïëïêëçñùôéêüò Ëïãéóìüò, Ìéá ÅéóáãùãÞ óôçí ÁíÜëõóç.
ÐáíåðéóôçìéáêÝò Åêäüóåéò ÊñÞôçò, ÇñÜêëåéï.

8. Wylie, C. R., Barrett, L. C., Wylie, C. Ray (1995), Advanced Engineering Mathematics, 6th Edition.
McGraw-Hill, New York. (¸íá áðü ôá ðéï êëáóéêÜ âéâëßá Ðñï÷ùñçìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá
Ìç÷áíéêïýò ìå ìåëÝôç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ôçò ôáëáíôïýìåíçò ÷ïñäÞò.)
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ü ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ: ΓΡΑΜΜΕΣ ΡΟΗΣ ΓΥΡΩ ΑΠΟ ΚΑΘΕΤΟ ΕΜΠΟ∆ΙΟ

In[1]:= Needs@"Algebra`ReIm`"D;
z = x + # y; Ω@z_D = # V Sqrt@H# zL2 − a2D;
Ψ@x_, y_D = Im@Ω@zDD ê. 8a → 1, V → 1< êê ComplexExpand êê Simplify;

ContourPlot@Ψ@x, yD, 8x, −10, 10<, 8y, 0, 2<, PlotPoints → 200, ImageSize → 300D;
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ü ΘΡΑΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ: ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΟΡΘΩΝ ΤΑΣΕΩΝ ΣΕ ΑΚΡΟ ΡΩΓΜΗΣ

In[5]:= Z@z_D = Hσ − # τL zêSqrt@z2 − a2D;
s@x_, y_D = 2 Re@Z@zDD ê. 8a → 1, σ → −0.5, τ → 0<;
ContourPlot@s@x, yD, 8x, 1, 3<, 8y, −1, 1<, PlotPoints → 200, ImageSize → 300D;
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ÐÑÏËÏÃÏÓ (Ðñüëïãïò) v

ÐÑÏËÏÃÏÓ

Ôï ðáñüí ÌÝñïò Ä ôùí óõããñáììÜôùí ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò
Ìç÷áíéêïýò êáëýðôåé ôç ó÷åôéêÞ èåùñßá, ç ïðïßá áöïñÜ óôéò ÅöáñìïóìÝíåòÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞ-
óåéò ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò. ÌåôÜ ôáÌÝñç Â êáé Ã ôï ÌÝñïò Ä áðïôåëåß ôï ôñßôï êáé ôåëåõôáßï
ôìÞìá (ìå Ýêôáóç 100 ðåñßðïõ óåëßäåò) ôïõ Ôåý÷ïõò 1 ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá Ìáèç-
ìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Åéäéêüôåñá óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí ôïõ Ðáíåðé-
óôçìßïõ Ðáôñþí ôï óýããñáììá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ðñï-
ïñßæåôáé ãéá ôï áíôßóôïé÷ï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ôïõ ôñßôïõ åîáìÞíïõ óðïõäþí.

Ôá õðüëïéðá ôñßá ìÝñç ôçò èåùñßáò áöïñïýí óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîé-
óþóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Á), óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå
ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Â) êáé óôéò ÅöáñìïóìÝíåò Ïëïêëç-
ñùôéêÝò Åîéóþóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Ã). Áðü áõôÜ ôï ÌÝñïò Á áðïôåëåß ôï
Ôåý÷ïò 1 ôïõ ðñþôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò.
Ôá ÌÝñç Â êáé Ã áðïôåëïýí ôìÞìáôá áõôïý ôïõ Ôåý÷ïõò 1 ôïõ äåõôÝñïõ óõããñÜììáôïò Åöáñìï-
óìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò êáé ðñïçãïýíôáé åäþ ôïõ ðáñüíôïò ÌÝñïõò Ä.

Óýìöùíá ìå ôç óýã÷ñïíç Üðïøç (ðïõ õéïèåôåßôáé êáé åäþ ÷ùñßò åðéöõëÜîåéò) óáí èåùñßá óôï
ðáñüí ÌÝñïò Ä ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò
äå íïåßôáé ìüíï ç ßäéá ç èåùñßá, áëëÜ êáé ôá ðáñáäåßãìáôá êáé ïé åöáñìïãÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðïõ ôç óõíïäåýïõí. Ïé åöáñìïãÝò áõôÝò ðñïÝñ÷ïíôáé êõñßùò áðü ôç Ñåõ-
óôïìç÷áíéêÞ óôç ìüíéìç, äéäéÜóôáôç êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ìå ÷ñÞóç ôïõ ìéãáäéêïý
äõíáìéêïý ñïÞò. Óå ìéêñüôåñï âáèìü ïé åöáñìïãÝò ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôçí åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá ìå
÷ñÞóç ôùí ìéãáäéêþí äõíáìéêþí ôùí Kolosov--Muskhelishvili êáé ôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ (Þ Ìç÷áíéêÞ
ôçò Èñáýóåùò) ìå ÷ñÞóç ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ôïõ Westergaard. Óôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace ìå ïëïêëÞñùìá Bromwich ðáñïõóéÜæåôáé êáé ìßá åöáñìïãÞ áðü ôéò Ôáëáíôþóåéò.

Ôï ðáñüí Ôåý÷ïò 1 ôùí ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí ÉÉÉ ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò óõìðëç-
ñþíåôáé áðü Ýíá áêüìç (áëëÜ ìéêñüôåñï) ôåý÷ïò: Ôï Ôåý÷ïò 2 ìå ôßôëï ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò
êáé Notebooks III ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Áõôü ôï ÷ùñéóôü ôåý÷ïò ðåñéëáìâÜíåé ôéò Üëõôåò
(áëëÜ üìùò åöáñìïóìÝíåò) áóêÞóåéò êáé áðü ôá ôñßá ÌÝñç Â, Ã êáé Ä ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 1
ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ãéá ôï öïéôçôÞ êáé ôç öïéôÞ-
ôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. ÐåñéëáìâÜíåé åðßóçò åííÝá notebooks ôçò Mathematica ìå ëõìÝíåò ïìÜäåò
áóêÞóåùí, äýï notebooks ìå åöáñìïãÝò êáé äýï áêüìç áíÜëïãá notebooks ãéá animations (êéíïý-
ìåíá ó÷Þìáôá). ÔÝëïò ôï Ôåý÷ïò 3 ôïõ ðñþôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ìå ôßôëï ×ñÞóéìåò ÅíôïëÝò ôçò Mathematica ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò
áðïôåëåß ïõóéáóôéêÜ Ýíá åêôåíÝò «åõñåôÞñéï» ôùí êõñéüôåñùí åíôïëþí ôçò Mathematica ôéò ïðïßåò
÷ñåéÜæåôáé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ãéá ôçí åðßëõóç áóêÞóåùí åßôå ãåíéêþí åßôå ôçò åðéóôÞìçò ôïõ.

Åîáéñþíôáò ôçí Ýìöáóç ç ïðïßá äßíåôáé ó’ áõôü ôï ÌÝñïò Ä óå ðñïâëÞìáôá ôçò ÅðéóôÞìçò
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, êáôÜ ôá ëïéðÜ êáëýðôåôáé óå ìåãÜëï ìÝñïò ç ãíùóôÞ ýëç ôùí Ìéãá-
äéêþí ÓõíáñôÞóåùí ðïõ åßíáé äéáèÝóéìç óôá êëáóéêÜ äéäáêôéêÜ âéâëßá. Ç ýëç ôïõ ìÝñïõò áõôïý
áíáöÝñåôáé åêôåíþò óôïí ðßíáêá ôùí ðåñéå÷ïìÝíùí ôïõ óôéò ðñïçãïýìåíåò äýï óåëßäåò, ðïõ äåí
õðÜñ÷åé ëüãïò íá åðáíáëçöèåß, êáé êáôáíÝìåôáé óå åðôÜ êåöÜëáéá, Üëëá ìéêñüôåñçò êé Üëëá ìåãá-
ëýôåñçò Ýêôáóçò. Åíôïýôïéò óå üëá ôá óçìåßá ôçò ç ðáñïýóá ýëç õóôåñåß ðïëý ó÷åôéêÜ ìå åêåßíç
óôá êëáóéêÜ äéäáêôéêÜ âéâëßá. Äõóôõ÷þò ôï ìÝãåèïò ôçò ýëçò óôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá Ìáèçìá-
ôéêÜ ÉÉÉ äåí åðÝôñåøå åäþ ìéá åêôåíÝóôåñç áíÜðôõîç ôïõ èÝìáôïò ôùí Ìéãáäéêþí ÓõíáñôÞóåùí.
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Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ç áíÜðôõîç áðïôåëåóìáôéêþí áñéèìçôéêþí ìåèüäùí ìåßùóå ôéò ôåëåõôáßåò
äåêáåôßåò ôçí ðñáêôéêÞ ÷ñçóéìüôçôá ôùí Ìéãáäéêþí ÓõíáñôÞóåùí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý ðáñÜ ôï áíáìöéóâÞôçôï ìáèçìáôéêü åíäéáöÝñïí ôçò êáé ôçí êïìøüôçôá ôùí ôýðùí.

Óôï óçìåßï áõôü áò ìïõ åðéôñáðåß íá áíáöÝñùüôé ôéòÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ôéò ÷ñçóéìïðïßçóá
åêôåíþò óôç äéðëùìáôéêÞ åñãáóßá ìïõ (1973), óôç äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ ìïõ (1976), êáé ôéò äýï óå
èÝìáôá Åëáóôéêüôçôáò êáé Èñáõóôïìç÷áíéêÞò, êé Ýðåéôá óå ðïëëÝò åðéóôçìïíéêÝò åñãáóßåò ìïõ.
ÅðïìÝíùò åßìáé éäéáßôåñá åõôõ÷Þò ðïõ Ý÷ù êáé åäþ ôçí åõêáéñßá íá ôéò ðáñïõóéÜóù (Ýóôù êáé
ìå óýíôïìï ôñüðï) óáí ìÝñïò ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò.

ÐÝñá áðü ôïí ðñïóáíáôïëéóìü ôïõ ðáñüíôïò ÌÝñïõò Ä ãéá ôéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò óôçí
ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý äßíåôáé åðßóçò Ýìöáóç óôç äõíáôüôçôá ó÷åôéêÜ åýêïëçò êáôá-
íïÞóåþò ôïõ áðü ôï ìÝóï öïéôçôÞ êáé ôç ìÝóç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ãéá ôï óêïðü áõôü
Ý÷åé ãßíåé êáé åäþ ìéá ðïëý Ýíôïíç ðñïóðÜèåéá íá åßíáé ãñáììÝíï áðëÜ, ðÜñá ðïëý áðëÜ, ðáñüëï
ðïõ áõôü óõíåðÜãåôáé ðïëý ìåãáëýôåñç ÝêôáóÞ ôïõ, êáé åðßóçò óå ü÷é õøçëü ìáèçìáôéêü åðßðåäï.

ÅðáíáëáìâÜíù üôé åßìáé ðñáãìáôéêÜ, åéëéêñéíÝóôáôá ðïëý åõôõ÷Þò ãéá ôç óõíå÷Þ åíèÜññõíóç
êáé ôç âïÞèåéá ðïõ ìïõ äüèçêå êáé ìïõ äßíåôáé áðü ôïõò óõíáäÝëöïõò ìïõ óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí
Ìç÷áíéêþíùòðñïò ôáìáèÞìáôá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõìïõ Ý÷ïõíáíáôåèåß ìÝóù
ôïõ Ãåíéêïý ÔìÞìáôïò. Áò ìïõ åðéôñáðåß íá áíáöåñèþ îáíÜ éäéáßôåñá óôï óõíÜäåëöï ÊáèçãçôÞ
ê. ÄçìÞôñéï ÌðÝóêï ôïõ ÔïìÝá Êáôáóêåõþí êáé íá ôïí åõ÷áñéóôÞóù èåñìÜ. Áõôüò ìïõ õðÝäåéîå
ôçí ðéèáíÞ ÷ñçóéìüôçôá ìéáò ðñïóðÜèåéáò ðñïåôïéìáóßáò äéäáêôéêþí óõããñáììÜôùí ãéá ôá äýï
áõôÜ ìáèÞìáôá. Áêüìç üìùò ìåãáëýôåñç åíèÜññõíóç ìïõ Ýäùóáí ç óõíåñãáóßá, ç óõíÝðåéá êé ï
æÞëïò ôùí öïéôçôþí êáé öïéôçôñéþí ìïõ ÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí óôá ìáèÞìáôá ôùí ÅöáñìïóìÝíùí
Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ, ôá ïðïßá Ý÷ù åäþ êáé ðïëëÜ ÷ñüíéá ôçí ôéìÞ êáé ôç ÷áñÜ íá ôïõò äéäÜóêù.

Èá áðïôåëïýóå åðßóçò éäéáßôåñç ôéìÞ êáé ÷áñÜ ìïõ áí ôï ðáñüí ÌÝñïò Ä ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò
ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ìðïñïýóå íá óõìâÜëåé, Ýóôù êáé ðÜñá ðïëý
ëßãï, óôçí êáëýôåñç ìåëÝôç ôïõ åíäéáöÝñïíôïò êáé éäéáßôåñá êëáóéêïý áõôïý èÝìáôïò áðü ôïõò
öïéôçôÝò êáé ôéò öïéôÞôñéåò Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Ó’ áõôïýò êáé ó’ áõôÝò áðåõèýíåôáé êáé áõôü
ôï ÌÝñïò Ä, üðùò öáßíåôáé êé áðü ôïí ôßôëï ôïõ, êé ü÷é óå êÜèå öïéôçôÞ êáé öïéôÞôñéá Ýóôù êáé
Ìç÷áíéêü. Ðñüêåéôáé, íïìßæù, ãéá ìéá ðñïóÝããéóç êÜðùò äéáöïñåôéêÞ óôï ðåñéå÷üìåíï êáé óôïõò
óôü÷ïõò ôçò áðü áõôÝò óôá áíáìößâïëá ðïëý áîéïëïãüôåñá äéáèÝóéìá ó÷åôéêÜ äéäáêôéêÜ âéâëßá.

Óôï óçìåßï áõôü èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù êáé ðÜëé ôéò GOTSIS Åêäüóåéò óôçí ÐÜôñá êáé
éäéáßôåñá ôïí õðåýèõíü ôïõò ê. ¢ããåëï Ãêüôóç ãéá ôï åíäéáöÝñïí ôïõò ó’ ïëüêëçñï ôï ðáñüí âéâëßï
êáé ôçí ôüóï åðéìåëçìÝíç ðñïåôïéìáóßá êáé åêôýðùóÞ ôïõ. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá éäéáßôåñá áîéÝðáéíç
ðñùôïâïõëßá áðü ôéò GOTSIS Åêäüóåéò êáé ìÜëéóôá ÷ùñßò éäéáßôåñï ïéêïíïìéêü üöåëïò. Ôïýôï
äõóôõ÷þò éó÷ýåé åîáéôßáò ôïõ åîåéäéêåõìÝíïõ ÷áñáêôÞñá ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí ðïõ äåí
åðéôñÝðåé ôç äéÜèåóÞ ôïõò óå åõñý áíáãíùóôéêü êïéíü ðåñéïñßæïíôÜò ôç óå ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò.

Åíôïýôïéò èåùñþ ðùò åßíáé ðñïôéìüôåñï íá äéáèÝôïõí ïé öïéôçôÝò êáé ïé öïéôÞôñéåò Ðïëéôéêïß
Ìç÷áíéêïß ôá «äéêÜ ôïõò» âéâëßá ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí. Ìå ôá óõããñÜììáôá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò ãßíåôáé ðñïóðÜèåéá íá êáôáóôåß åìöáíÝò üôé ôá
ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ äåí åßíáé áðïêïììÝíá áðü ôá Üëëá ìáèÞìáôá ðïõ äéäÜóêåôáé
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. Áíôßèåôá åßíáé öõóéïëïãéêÜ óõíäåäåìÝíá ìå áõôÜ óå ìéá áëõóßäá ãíþóåùí.

Tåëåéþíïíôáò, èá Þèåëá íá óçìåéþóù üôé ìå ðïëý ìåãÜëç ÷áñÜ ìïõ èá äå÷èþ êÜèå õðüäåéîç
ãéá ôç âåëôßùóç áõôïý ôïõ âéâëßïõ åßôå ìå ôç äéüñèùóç ëáèþí êáé óçìåßùí ìå áóÜöåéåò ðïõ Ý÷ïõí
ðáñåéóöñýóåé åßôå ìå ïõóéáóôéêüôåñåò õðïäåßîåéò ùò ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïõ ðåñéå÷ïìÝíïõ, ôùí ðá-
ñáäåéãìÜôùí êáé ôùí åöáñìïãþí, êëð. Èá åßìáé ðñáãìáôéêÜ åõãíþìùí ãéá êÜèå ôÝôïéá õðüäåéîç!

ÐÜôñá, ÖåâñïõÜñéïò 2008
Íéêüëáïò É. Éùáêåéìßäçò

e-mail: n.ioakimidis@upatras.gr



ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ (ÐáñáôçñÞóåéò) vii

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÏ ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÏ

Ôïðåñéå÷üìåíï óôïðáñüíÌÝñïò Ä ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, ðïõ áöïñÜ óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò
Ìç÷áíéêïýò, åßíáé áðüëõôá êëáóéêü (ôüóï óôç èåùñßá üóï êáé óôéò åöáñìïãÝò) êáé âáóßæåôáé óôç
ó÷åôéêÞ åêôåíÝóôáôç ìáèçìáôéêÞ êáé ôå÷íéêÞ âéâëéïãñáößá. Ôá ßäéá éó÷ýïõí êáé ãéá ôá ðåñéå÷üìåíá
óôï ÌÝñïò Á ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò,
óôï ÌÝñïò Â ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò ãéá Ðïëéôé-
êïýò Ìç÷áíéêïýò êáèþò êáé óôï ÌÝñïò Ã ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ôùí ßäéùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðïëéôé-
êïýò Ìç÷áíéêïýò. Ç óõìâïëÞ ôïõ ãñÜöïíôá ðåñéïñßæåôáé áðëÜ óôïí ôñüðï ðáñïõóéÜóåùò ôçò
ôüóï êëáóéêÞò áõôÞò ýëçò, ðïõ äßíåé Ýíôïíç Ýìöáóç óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓH ÃÉÁ ÔÇÍ ÁÑÉÈÌÇÓÇ ÔÙÍ ÔÕÐÙÍ

Ïé ìáèçìáôéêïß ôýðïé áñéèìïýíôáé áíÜ êåöÜëáéï êáé åíüôçôá. Ï êÜèå ôýðïò Ý÷åé ôï äéêü
ôïõ áñéèìü óôç ìïñöÞ: áñéèìüò êåöáëáßïõ, ôåëåßá, áñéèìüò åíüôçôáò, ôåëåßá, áñéèìüò ôýðïõ,
üðùò áêñéâþò ãßíåôáé êáé óôá ðåñéóóüôåñá åðéóôçìïíéêÜ âéâëßá. Äåí õðÜñ÷åé Ýôóé ðåñßðôùóç
óõã÷ýóåùò óôçí áñßèìçóç ôùí ôýðùí. Ðïëýôéìïò âïçèüò ãéá ôéò áíáöïñÝò áðü ôï êåßìåíï óå
ìáèçìáôéêïýò ôýðïõò (óå êÜèå åíüôçôá ÷ùñéóôÜ) õðÞñîå ôï ãíùóôü ðñüãñáììá óôïé÷åéïèåóßáò
LATEX, ôï ïðïßï Ý÷åé öõóéêÜ êáé ôï ðëåïíÝêôçìá üôé äåí êÜíåé ëÜèç ó’ áõôü ôï ôüóï ÷ñÞóéìï Ýñãï ôïõ.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÇ ÓÔÏÉ×ÅÉÏÈÅÓÉÁ

Ç âáóéêÞ ãñáììáôïóåéñÜ óôá ðáñüíôá äéäáêôéêÜ âéâëßá åßíáé ç Optima, ìéá ãñáììáôïóåéñÜ
êõñßùò íåïêëáóéêïý ôýðïõ. Ç Optima ó÷åäéÜóèçêå áðü ôï äéÜóçìï ó÷åäéáóôÞ ãñáììáôïóåéñþí
Hermann Zapf ìåôáîý ôùí åôþí 1952 êáé 1955 êáé äéáôÝèçêå åìðïñéêÜ áñ÷éêÜ áðü ôçí åôáéñåßá
Linotype ôï 1958. Ç ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôçò, ç MgOptima, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åäþ, äéáôßèåôáé
áðü ôçí åôáéñåßáMagenta óôçí ÁèÞíá óå CD-ROM Åëëçíéêþí ãñáììáôïóåéñþí. Êáé ç ÅëëçíéêÞ ðá-
ñáëëáãÞ ôçò Optima, ç Optima Greek, ó÷åäéÜóèçêå áñ÷éêÜ áðü ôïí ßäéï ôï Zapf êáé êõêëïöüñçóå
ðñþôá åðßóçò áðü ôç Linotype ôï 1971.1 Ôï êåßìåíï êáé ïé ìáèçìáôéêïß ôýðïé óôïé÷åéïèåôÞèçêáí ìå
ôá ðñïãñÜììáôá óôïé÷åéïèåóßáò Õ&Y TEX êáé LATEX óôçí ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôïõò. Ôá ðñïãñÜììáôá
áõôÜ åßíáé éó÷õñüôáôá éäßùò ãéá ôç óôïé÷åéïèåóßá ìáèçìáôéêïý êåéìÝíïõ êáé õðïóôçñßæïõí ãñáì-
ìáôïóåéñÝò PostScript. Ôá ôåëéêÜ áñ÷åßá åßíáé óå ìïñöÝò DVI (Device Independent) êáé PDF (Portable
Document Format). ÖõóéêÜ, üðùò óõìâáßíåé óõíÞèùò, óôçí ôåëéêÞ åêôýðùóç ÷ñçóéìïðïéÞèçêå
ç ìïñöÞ PDF. ÁõôÞ åßíáé êáé ç ðéï åý÷ñçóôç êáé ãåíéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýìåíç óôéò åêôõðþóåéò.

1¼ëåò áõôÝò ïé ðëçñïöïñßåò ãéá ôç ãñáììáôïóåéñÜ Optima ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôï ôüóï åíäéáöÝñïí âéâëßï ôïõ
Bringhurst, R. (2001), Óôïé÷åßá ôçò ÔõðïãñáöéêÞò ÔÝ÷íçò (ÅëëçíéêÞ ìåôÜöñáóç ôïõ Áããëéêïý ðñùôüôõðïõ: The Ele-
ments of Typographic Style, 2ç ¸êäïóç. Hartley & Marks, 1996). Åôáéñåßá Åëëçíéêþí Ôõðïãñáöéêþí Óôïé÷åßùí êáé
ÐáíåðéóôçìéáêÝò Åêäüóåéò ÊñÞôçò, ÇñÜêëåéï, ó. 292.

ÅíäéáöÝñïíôá ó÷üëéá ãéá ôçí Optima áíáöÝñïíôáé åðßóçò êáé óôï âéâëßï ôùí Grosvenor, J., Morrison, K. and Pim, A.
(1992), The PostScript Font Handbook: A Directory of Type 1 Fonts (áíáèåùñçìÝíç Ýêäïóç). Addison-Wesley, Wokingham,
England, ó. 308. Ìåôáîý áõôþí ôùí ó÷ïëßùí áíáöÝñåôáé üôé çOptima åßíáé ßóùò çðéïðñùôüôõðç ó÷åäßáóç (ãñáììáôï-
óåéñÜò åííïåßôáé) ôïõHermann Zapf. Åðßóçò ç åìöÜíéóÞ ôçò ôï 1958ðñïêÜëåóå «èüñõâï» óôïí êüóìï ôçò ôõðïãñáößáò.
¸÷åé áñêåôÜ ðá÷åßò êáé óáöåßò ÷áñáêôÞñåò êáé èåùñåßôáé êáôÜëëçëç ü÷é ìüíï ãéá ôßôëïõò, áëëÜ êáé ãéá óõíå÷Ýò êåßìåíï,
üðùò óõìâáßíåé åäþ.



viii (ÐáñáôçñÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÌÉÃÁÄÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓH ÃÉÁ ÔÏ ÌÉÃÁÄÉÊÏ ÅÐÉÐÅÄÏ

Ôï ìéãáäéêü åðßðåäï ìáò åðéôñÝðåé ôçí ðáñÜóôáóç ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí z óôï åðßðåäï.
Óôï ðéï êÜôù ó÷Þìá öáßíåôáé Ýíá óçìåßï z = x + iy = reiè ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z, ìéá ãåéôïíéÜ
ôïõ óçìåßïõ áõôïý êáé ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ ßäéïõ óçìåßïõ z ôüóï óå ÊáñôåóéáíÞ ìïñöÞ (x, y) üóï
êáé óå ðïëéêÞ ìïñöÞ (r, è). Ïé ãíùóôïß ôýðïé x = r cos è êáé y = r sin è äßíïõí ôéò ÊáñôåóéáíÝò
óõíôåôáãìÝíåò (x, y) áðü ôéò ðïëéêÝò (r, è). Ïé áíôßóôïé÷ïé ôýðïé r = √

x2 + y2 êáé è = tan−1 (y/x)
äßíïõí ôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) áðü ôéò ÊáñôåóéáíÝò (x, y). To ó÷Þìá áõôü ðñïåôïéìÜóèçêå
ìå ôï ðñüãñáììá óôïé÷åéïèåßáò LATEX.
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z = x + iy = r( cos è+ i sin è) = reiè

ÃåéôïíéÜ ôïõ óçìåßïõ z (êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ áêôßíáò ä)

ÌÉÃÁÄÉÊÏ ÅÐÉÐÅÄÏ z

❍❍❍❍❥

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓH ÃÉÁ ÔÁ ÄÕÏ Ó×ÇÌÁÔÁ ÓÔÇÍ ÁÑ×Ç (ÌÅÔÁ ÔÇ ÓÅËÉÄÁ ÔÉÔËÏÕ) ÔÏÕ ÌÅÑÏÕÓ Ä

Ôá ó÷Þìáôá áõôÜ áíáöÝñïíôáé óå äýï êëáóéêÝò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷á-
íéêïý, ðéï óõãêåêñéìÝíá: (á) óôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) (z = x+ iy) óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ êáé
(â) óôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Westergaard Z(z) (z = x + iy) óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ. Ãéá ôç äç-
ìéïõñãßá ôïõò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå çMathematica, óõãêåêñéìÝíá ç åíôïëÞContourPlot ãéá ôç ó÷åäßáóç
éóïóôáèìéêþí êáìðýëùí. ×ñçóéìïðïéÞèçêáí êáé Üëëåò åíôïëÝò (öáßíïíôáé óôá ßäéá ôá ó÷Þìáôá!),
üðùò ïé åíôïëÝò Re êáé Im ãéá ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý.

Áðü ðéï ôå÷íéêÞò áðüøåùò ôï ðñþôï ó÷Þìá óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ äåß÷íåé ðþò Ýíá åðßðåäï
åìðüäéï (öñÜãìá) êÜèåôï óå åðßðåäç, ìüíéìç êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý (ð.÷. ìÝóá óå
Ýíá êáíÜëé) ôçí ðáñåìðïäßæåé. Ïé ãñáììÝò ðïõ öáßíïíôáé óôï ó÷Þìá áõôü åßíáé ïé ãñáììÝò ñïÞò
ìå åîéóþóåéò Ø(x, y) = ImÙ(z) = c ìå ôï c óôáèåñÜ êáé ìå Ù(z) (z = x + iy) ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü
ñïÞò. ÖõóéêÜ ïé ãñáììÝò ñïÞò äå ìðïñïýí íá äéáó÷ßæïõí ôï åìðüäéï êáé Ýôóé áíáãêÜæïíôáé íá
áðïêëßíïõí, ãéá íá ôïðáñáêÜìðôïõí, ìå áñêåôÞ óõãêÝíôñùóÞ ôïõò óôïðÜíùÜêñï ôïõ åìðïäßïõ.

Ôï äåýôåñï ó÷Þìá óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ (ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Èåùñßáò ôçò Åëáóôéêüôçôáò) áíá-
öÝñåôáé óôï Üèñïéóìá s = óx+óy ôùí ïñèþí ôÜóåùí (Þ ôùí êõñßùí ôÜóåùí). Ç ñùãìÞ èåùñåßôáé
åõèýãñáììç, ìÞêïõò 2 êáé óå Üðåéñï åðßðåäï äïêßìéï. Ç öüñôéóç èåùñåßôáé åöåëêõóôéêÞ (ó �= 0,
ô=0) óôï Üðåéñï (y→±∞) êáé êÜèåôç óôç ñùãìÞ. Ôï Üèñïéóìá s äßíåôáé áðü ôïí ôýðï s = 2ReZ(z)
ìå Z(z) (z = x + iy) ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ôïõ Westergaard. Ïé éóïóôáèìéêÝò ãñáììÝò óôï äåýôåñï
áõôü ó÷Þìá åßíáé ïé ãñáììÝò óôáèåñþí ôéìþí ôïõ áèñïßóìáôïò s = óx+óy ôùí ïñèþí ôÜóåùí. Ìå-
ãÜëåò ôéìÝò ôïõ sðáñáôçñïýíôáé êïíôÜ óôï Üêñï z = 1 ôçò ñùãìÞò (ìáýñçðåñéï÷Þ óôï ó÷Þìá) êáé
ìðïñåß íá ðñïêáëÝóïõí ôç äéÜäïóç ôçò ñùãìÞò áêüìç êáé ôç èñáýóç ôïõ ñçãìáôùìÝíïõ äïêéìßïõ.

Óçìåéþíïíôáé ôÝëïò ïé äýï ôýðïé ðïõ äßíïõí ôá äýï ðéï ðÜíù ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜÙ(z) êáé Z(z):

Ù(z) = V
√
z2 + a2 = iV

√
(iz)2 − a2 êáé Z(z) = óz√

z2 − a2
ãéá ô = 0.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï Ä1
ÌÉÃÁÄÉÊÏÉ ÁÑÉÈÌÏÉ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Ä1 áíáðôýóóåôáé óýíôïìá ôï èÝìá ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí. Ïé ìéãáäéêïß
áñéèìïß, ôçò ìïñöÞò z = x + iy (ìå ôá x êáé y ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò êáé i = √−1 ôç öáíôáóôéêÞ
ìïíÜäá), áðïôåëïýí ìéá ðïëý åíäéáöÝñïõóá ãåíßêåõóç ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí êáé åßíáé ÷ñÞ-
óéìïé óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò. Óå åðüìåíá êåöÜëáéá èá ôïõò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óáí ìåôáâëçôÝò,
ìéãáäéêÝò ìåôáâëçôÝò, óå ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò. Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áíáöåñèïýìå áðëÜ óôçí
åêôÝëåóç ðñÜîåùí ìå ìéãáäéêïýò áñéèìïýò (ðñüóèåóç, áöáßñåóç, ðïëëáðëáóéáóìü, äéáßñåóç êáé
ñßæá) êáé óôéò ó÷åôéêÝò éäéüôçôÝò ôïõò.

Èá áíáöåñèïýìå åðßóçò óôéò Ýííïéåò ôïõ ðñáãìáôéêïý êáé ôïõ öáíôáóôéêïý ìÝñïõò åíüò ìé-
ãáäéêïý áñéèìïý z êáé óôï óõæõãÞ ìéãáäéêü áñéèìü z̄. Åðßóçò óôéò Ýííïéåò ôïõ ìÝôñïõ (Þ áðïëýôïõ
ôéìÞò) r = |z| êáé ôïõ ïñßóìáôïò è = arg z åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý z êáèþò êáé óôçí ðáñÜóôáóÞ ôïõò
óôï ìéãáäéêü åðßðåäï óå ÊáñôåóéáíÞ êáé óå ðïëéêÞ ìïñöÞ. Èá áíáöÝñïõìå áêüìç ôï ãíùóôü êáé
ôüóï ÷ñÞóéìï ôýðï ôïõ Euler, ðïõ óõíäÝåé ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ìå ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò
óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï. ÅéäéêÜ ãéá ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç èá óçìåéþóïõìå
åðßóçò ôç ÷ñçóéìüôçôÜ ôçò óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ìÝèïäï ôçò
åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé óôïõò ïëïêëçñùôéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier êáé Laplace.

Ôï ðåñéå÷üìåíï ôïõ ðáñüíôïò êåöáëáßïõ áðïôåëåß ôç âÜóç ãéá ôçí áíÜðôõîç ôïõ èÝìáôïò ôùí
ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí óå åðüìåíá êåöÜëáéá êáé ôçí åðßäåéîç ôçò ÷ñçóéìüôçôÜò ôïõò óå ðñï-
âëÞìáôá åíäéáöÝñïíôïò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÓõãêåêñéìÝíá ïé ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò åßíáé
éäéáßôåñïõ åíäéáöÝñïíôïò óå åðßðåäá ðñïâëÞìáôá: (á) ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò êáé (â) ôçò Åëáóôéêü-
ôçôáò. (Óôçí Åëáóôéêüôçôá óõìðåñéëáìâÜíïíôáé êáé åöáñìïãÝò óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ.) Óå ðïëý
ìéêñüôåñï âáèìü ïé ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò åßíáé ÷ñÞóéìåò êáé óå ðñïâëÞìáôá Ðëáêþí.

Ä1.1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÅÓ ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

Ä1.1.1. Ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i

Ïé áñéèìïß ðïõ óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí ðñÜîç åßíáé ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß x, üðùò
åßíáé ð.÷. ïé áñéèìïß −2, 3, 3/4, −√5, 3.14159, 5!, cos 1, êëð. Óå ìåñéêÝò üìùò ðåñéðôþóåéò åßíáé
÷ñÞóéìåò ç åéóáãùãÞ êáé ç ÷ñÞóç êáé ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí. ¸íáò ìéãáäéêüò áñéèìüò z ãñÜöåôáé
óõíÞèùò óôçí ÊáñôåóéáíÞ ìïñöÞ ôïõ z = x + iy, üðïõ x êáé y åßíáé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß êáé i
ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá, äçëáäÞ ç ôåôñáãùíéêÞ ñßæá ôïõ −1. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

i = √−1, (1.1.1)
ïðüôå

i2 = −1, i3 = i2 i = (− 1) i = −i, i4 = (i2)2 = (− 1)2 = 1, i5 = i4 i = 1 i = i, êëð. (1.1.2)



2 (ÊåöÜëáéï Ä1) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÌÉÃÁÄÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ÏõóéáóôéêÜ, ìéëþíôáò ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = x + iy, áíáöåñüìáóôå óå Ýíá äéáôåôáãìÝíï
æåýãïò (x, y) äýï ðñáãìáôéêþí áñéèìþí x êáé y. Åíôïýôïéò ç ãñáöÞ z = x + iy åßíáé ðñïôéìüôåñç
óôçí ðñÜîç áðü ôç ãñáöÞ z = (x, y) êáé áõôÞ èá ÷ñçóéìïðïéïýìå áðïêëåéóôéêÜ. Áò óçìåéþóïõìå
ìüíï üôé óôç ãñáöÞ (x, y) ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 åßíáé ôï äéáôåôáãìÝíï æåýãïò i = (0, 1)
ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí x = 0 êáé y = 1.

Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ óôï ìéãáäéêü áñéèìü z = x + iy Ý÷ïõìå y = 0 ðáßñíïõìå âÝâáéá
Ýíáí ðñáãìáôéêü áñéèìü x. Ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß áðïôåëïýí ãåíßêåõóç ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí
Þ, éóïäýíáìá, ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç (ìå y = 0) ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí.
Óôçí åðßóçò åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ x = 0, äçëáäÞ z = iy, ìéëÜìå ãéá Ýíáí êáèáñÜ öáíôáóôéêü
áñéèìü: ôïí áñéèìü z = iy.

Ä1.1.2. Ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß óôéò ðïëõùíõìéêÝò åîéóþóåéò

Ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò ÷ñåéÜóôçêå íá ôïõò åéóáãÜãïõìå êáé íá ôïõò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ãéá ðñþôç öïñÜ êáôÜ ôçí åðßëõóç äåõôåñïâÜèìéùí ðïëõùíõìéêþí åîéóþóåùí ìå ðñáãìáôéêïýò
óõíôåëåóôÝò a, b êáé c ôçò ìïñöÞò

p2(x) = ax2 + bx + c = 0 ìå áñíçôéêÞ äéáêñßíïõóá Ä = b2 − 4ac < 0. (1.1.3)

Ïé åîéóþóåéò áõôÝò (åðáíáëáìâÜíïõìå ìå áñíçôéêÞ äéáêñßíïõóá Ä) óôåñïýíôáé ðñáãìáôéêþí ëý-
óåùí. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ç åîßóùóç x2 + 1 = 0 ìå Ä = −4 < 0 Ý÷åé ôéò êáèáñÜ öáíôáóôéêÝò
ëýóåéò x1, 2 = ±i. Åßíáé ëïéðüí áíáãêáßïé ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß ãéá íá ìðïñïýìå íá êáèïñßæïõìå üëåò
ôéò ëýóåéò ìéáò ðïëõùíõìéêÞò åîéóþóåùò, üðùò ôçò ðéï ðÜíù åîéóþóåùò ax2 + bx + c = 0 ìå
áñíçôéêÞ äéáêñßíïõóá Ä. ÖõóéêÜ ðïëëÝò öïñÝò êáé ôñéôïâÜèìéåò Þ êáé áêüìç ìåãáëýôåñïõ âáè-
ìïý n ðïëõùíõìéêÝò åîéóþóåéò pn(x) = 0 ìå ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò Ý÷ïõí ìéãáäéêÝò ñßæåò. Ïé
ñßæåò áõôÝò ðáñïõóéÜæïíôáé êáôÜ æåýãç óõæõãþí ìéãáäéêþí áñéèìþí, ð.÷. x1, 2 = ë ± iì. ÁõôÞ
ç åìöÜíéóç ôùí ìéãáäéêþí ñéæþí êáôÜ æåýãç óõæõãþí ìéãáäéêþí áñéèìþí äåí éó÷ýåé âÝâáéá ãéá
ðïëõùíõìéêÝò åîéóþóåéò pn(x) = 0 ìå ìéãáäéêïýò óõíôåëåóôÝò.

Ä1.1.3. Ïé ôýðïé ôïõ Euler

Åêôüò áðü ôéò ñßæåò ðïëõùíõìéêþí åîéóþóåùí pn(x) = 0 Ý÷ïõìå åðßóçò óõíáíôÞóåé ìéãáäéêïýò
áñéèìïýò, êáëýôåñá ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eiè, óôïõò ðïëý ãíùóôïýò ôýðïõò ôïõ Euler

eiè = cos è+ i sin è, e−iè = cos è− i sin è. (1.1.4)

Ïé ôýðïé áõôïß ïñßæïõí ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç e±iè ãéá ôçí êáèáñÜöáíôáóôéêÞ ôéìÞ±iè ìå
ôç âïÞèåéá ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí cos è (óõíçìßôïíï) êáé sin è (çìßôïíï). Ìðïñïýìå
ìÜëéóôá íá èåùñÞóïõìå ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (1.1.4) (ï ðñþôïò áðü áõôïýò áñêåß!) óáí ïñéóìü
ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò e±iè.

ÐñïóèÝôïíôáò êáé áöáéñþíôáò ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (1.1.4), ðáßñíïõìå ôéò åîÞò ãíùóôÝò
åêöñÜóåéò ãéá ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï (ìå ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ è ôçò
ìåôáâëçôÞò ôïõò):

cos è = eiè + e−iè

2
, sin è = eiè − e−iè

2i
. (1.1.5)

Åðßóçò äéáéñþíôáò ôïõò ôýðïõò áõôïýò (1.1.5), âñßóêïõìå áìÝóùò êáé ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ôýðïõò
ãéá ôç óõíåöáðôïìÝíç cot è êáé ôçí åöáðôïìÝíç tan è

cot è = cos è
sin è

= i
eiè + e−iè

eiè − e−iè
= i

e2iè + 1
e2iè − 1

, tan è = sin è
cos è

= 1
i
eiè − e−iè

eiè + e−iè
= −i e

2iè − 1
e2iè + 1

. (1.1.6)

Ðñïöáíþò éó÷ýåé üôé cot è tan è = 1.
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Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ôýðïé áíôßóôïé÷ïé ìå ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (1.1.4) (ãéá ôéò ôñéãùíïìå-
ôñéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï) éó÷ýïõí êáé ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò õðåñâïëéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò (õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï êáé õðåñâïëéêü çìßôïíï) êáé Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ

ex = cosh x + sinh x, e−x = cosh x − sinh x. (1.1.7)

ÂÝâáéá ïé ôåëåõôáßïé áõôïß ôýðïé (1.1.7) óå áíôßèåóç ìå ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (1.1.4) äåí áöïñïýí
êáèüëïõ (ðñïò ôï ðáñüí ìüíï!) óå ìéãáäéêïýò áñéèìïýò ïýôå óôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç.

Ä1.1.4. Ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Êáé óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Ý÷ïõìå äåé ôç óõ÷íÞ åìöÜíéóç ìéãáäéêþí áñéèìþí. Ðéï óõãêåêñé-
ìÝíá áíáöåñüìáóôå óôçí ðåñßðôùóç ïìïãåíþí ãñáììéêþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå
óôáèåñïýò êáé ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò. Óå ìéá ôÝôïéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôç ìÝèïäï ôçò åê-
èåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò eìt (Þ eìx) åßíáé äõíáôüí ç áíôßóôïé÷ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p(ì) = 0
(ìå p(ì) ôï ó÷åôéêü ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï) íá Ý÷åé ìéãáäéêÝò ñßæåò ìk. Ôüôå ç ó÷åôéêÞ åêèåôéêÞ
óõíÜñôçóç eìkt åßíáé áóöáëþò êáé áõôÞ ìéãáäéêÞ, óõãêåêñéìÝíá ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç.

Êëáóéêü ðáñÜäåéãìá áðïôåëåß ç áðëÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí éäéïôáëáíôþóåùí êáé
ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò áðüóâåóç

ü(t)+ù2
0u(t) = 0 (1.1.8)

ùò ðñïò ôç ìåôáôüðéóç u(t). H éäéïóõ÷íüôçôá ù0 óôï ó÷åôéêü ìïíïâÜèìéï (äçëáäÞ ìå Ýíá âáèìü
åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò m êáé åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k äßíåôáé áðü ôïí ðïëý ãíùóôü
ôýðïù0 =

√
k/m. Ç áíôßóôïé÷ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç óôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜ-

óåùò u0(t) = eìt åßíáé ç äåõôåñïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç

p2(ì) = ì2 +ù2
0 = 0. (1.1.9)

Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ áõôÞ åîßóùóç Ý÷åé ðñïöáíþò äýï óõæõãåßò ìéãáäéêÝò (åäþ êáèáñÜöáíôáóôéêÝò)
ñßæåò, ôéò åîÞò:

ì1, 2 = ±iù0. (1.1.10)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç u(t) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.1.8) Ý÷åé ôç ìïñöÞ

u(t) = Aeiù0t + Be−iù0t (1.1.11)

ìå ôá Á êáé Â áõèáßñåôåò êáé ãåíéêÜ ìéãáäéêÝò óôáèåñÝò.

Ìå ôç ÷ñÞóç ôþñá ôùí ôýðùí ôïõ Euler (1.1.4) ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (1.1.11) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

u(t) = A(cosù0t + i sinù0t)+ B(cosù0t − i sinù0t) = (A+ B) cosù0t + i(A− B) sinù0t. (1.1.12)

¢ñá
u(t) = C cosù0t + D sinù0t ìå C = A+ B êáé D = i(A− B) (1.1.13)

ôéò äýï íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Ç ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ (1.1.13) åßíáé áõôÞ ðïõ óõíÞèùò
÷ñçóéìïðïéåßôáé óôçí ðñÜîç.

ÁíÜëïãá êáé óôéò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ôç ìÝ-
èïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí áíáãüìáóôå óå áíôßóôïé÷åò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ðïõ ìðïñåß íá Ý÷ïõí ìéãáäéêÝò ñßæåò óôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôïõò åîéóþóåéò. Ãéá ðáñÜäåéãìá óå ðñü-
âëçìá éäéïôáëáíôþóåùí êáé åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùíóõíÞèïõò äïêïýðñïêýðôåé (ìå ÷ùñéóìü ôùí
ìåôáâëçôþí) ç åîÞò ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò (ÐáñÜãñá-
öïò Â6.2.2, Åîßóùóç (6.2.12)):

X ′′′′(x)− â4X(x) = 0. (1.1.14)
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Ôï â åßíáé ðñáãìáôéêÞ êáé ìÜëéóôá èåôéêÞ óôáèåñÜ.

Ç ó÷åôéêÞ ôåôáñôïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç åßíáé ç åîÞò:

p4(ì) = ì4 − â4 = (ì2 − â2)(ì2 + â2) = 0. (1.1.15)

Ç áëãåâñéêÞ áõôÞ åîßóùóç Ý÷åé ôÝóóåñéò ñßæåò: äýï ðñáãìáôéêÝò êáé äýï êáèáñÜ öáíôáóôéêÝò
ñßæåò, ôéò áêüëïõèåò:

ì1, 2 = ±â, ì3, 4 = ±iâ. (1.1.16)

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç X(x) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.1.14) åßíáé ôçò ìïñöÞò

X(x) = Aeâx + Be−âx + Ceiâx + De−iâx (1.1.17)

ìå ôá A, B, C êáé D áõèáßñåôåò êáé ãåíéêÜ ìéãáäéêÝò óôáèåñÝò.

Êáé åäþ åðïìÝíùò åßíáé ðáñïýóá ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ü÷é ìüíï óôçí ðñáãìáôéêÞ ôçò ìïñöÞ:
óôïõò üñïõò e±âx, áëëÜ êáé óôç ìéãáäéêÞ ôçò ìïñöÞ: óôïõò üñïõò e±iâx. Êáé óôçí ðáñïýóá ãåíéêÞ
ëýóç X(x) ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (1.1.4) êáé ôïõò áíôßóôïé÷ïõò
ðñáãìáôéêïýò ôýðïõò (1.1.7) ãéá ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ìåôáôñÝðïõìå
ôç ãåíéêÞ ëýóç X(x) óôçí áêüëïõèç éóïäýíáìç õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ôçò

X(x) = E coshâx + F sinhâx + G cosâx + H sinâx (1.1.18)

ìå ôá óýìâïëá E, F, G êáé H íá äçëþíïõí áõèáßñåôåò (êáé åäþ óõíÞèùò ðñáãìáôéêÝò) óôáèåñÝò.

Ä1.1.5. Ç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç óôéò óåéñÝò Fourier

¸÷ïõìå óõíáíôÞóåé åðßóçò ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eiè óôç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ
Fourier ðåñéïäéêÞò óõíáñôÞóåùò p(t) ìå ðåñßïäï T : ÌÝñïò Á, Åíüôçôá Á17.3, Åîßóùóç (17.3.8)

p(t) =
∞∑

n=−∞
cneiùnt ìå ùn = nù1 = n

2ð
Ô
= 2nð

T
. (1.1.19)

Óôç óåéñÜ áõôÞ ïé ìéãáäéêïß óõíôåëåóôÝò cn äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò (17.3.12) ôçò Åíüôçôáò Á17.3

cn = 1
T

∫ T

0
p(t)e−iùnt dt (1.1.20)

ãéá êÜèå áêÝñáéç ôéìÞ ôïõ n: áðü ìåßïí Üðåéñï ìÝ÷ñé óõí Üðåéñï. Ïé ôýðïé áõôïß åðßóçò ðåñéÝ÷ïõí
ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç.

ÖõóéêÜ ç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí ôïõ Euler (1.1.4) ìáò åðéôñÝðåé ôç ìåôáôñïðÞ ôçò ìéãáäéêÞò (Þ
åêèåôéêÞò) óåéñÜò Fourier (1.1.19) óôçí áíôßóôïé÷ç ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier. Ðáñ’ üëá áõôÜ
ç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò (Þ åêèåôéêÞò) óåéñÜò Fourier (1.1.19) ðëåïíåêôåß óå ó÷Ýóç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç
ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier êáôÜ ôçí åðßëõóç ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò, üðïõ p(t) åßíáé ç ó÷åôéêÞ öüñôéóç. Áò õðåíèõìßóïõìå áêüìç
êáé ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò Ç(ù) óôï ðåäßï ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù.

Ä1.1.6. Ç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier

Åêôüò áðü ôç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) ìïñöÞ ôçò óåéñÜò Fourier (1.1.19) ç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõ-
íÜñôçóç ðáñïõóéÜæåôáé, üðùò ãíùñßæïõìå, êáé óôïí ïñéóìü ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F{f (t)}
óõíáñôÞóåùò f (t)

F(ù) = F{f (t)} =
∫ ∞

−∞
e−iùt f (t) dt, (1.1.21)
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åäþ ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, áðïëýôùò áíÜëïãá êáé ùò ðñïò ôç èÝóç x. Êáé óôïí áíôßóôñïöï ìåôá-
ó÷çìáôéóìü Fourier F−1

f (t) = F−1{F(ù)} = 1
2ð

∫ ∞

−∞
eiùt F(ù) dù (1.1.22)

ðáñïõóéÜæåôáé ðÜëé ç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç.

Ä1.1.7. Ç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace

Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace

F(s) = L{f (t)} =
∫ ∞

0
e−st f (t) dt, (1.1.23)

åäþ îáíÜ ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, áðïëýôùò áíÜëïãá êáé ùò ðñïò ôç èÝóç x, äåí ðáñïõóéÜæåôáé
ñçôÜ ç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç. Åíôïýôïéò ç ìåôáâëçôÞ s óôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç e−st

èåùñåßôáé ãåíéêÜ üôé ðáßñíåé ìéãáäéêÝò ôéìÝò êáé äåí ðåñéïñßæåôáé óå ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò. ¼ìùò
óôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace

f (t) = L−1{F(s)} = 1
2ði

∫ c+i∞

c−i∞
est F(s) ds (1.1.24)

ðáñïõóéÜæåôáé ñçôÜ ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ êëÜóìáôïò 1/(2ði).

Åðßóçò, áí êáé ç óôáèåñÜ c óôá üñéá ïëïêëçñþóåùò c∓ i∞ åßíáé ðñáãìáôéêÞ, åíôïýôïéò ç ïëï-
êëÞñùóç ãßíåôáé êáôÜ ìÞêïò åõèåßáò ðáñÜëëçëçò ðñïò ôï öáíôáóôéêü Üîïíá. ¢ñá ç ìåôáâëçôÞ
ïëïêëçñþóåùò s êéíåßôáé êáôÜ ìÞêïò áõôÞò ôçò åõèåßáò ìå ìéãáäéêÝò ôéìÝò. Ðñüêåéôáé ãéá êáèáñÜ
ìéãáäéêÞ ïëïêëÞñùóç óôï ìéãáäéêü áõôü ôýðï (1.1.24), ðïõ åßíáé êáé ï ìïíáäéêüò ôýðïò áíôéóôñï-
öÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

Èá åßìáóôáí áíåéëéêñéíåßò ÷áñáêôçñßæïíôáò ôï ìéãáäéêü ïëïêëçñùôéêü ôýðï (1.1.24) óáí éäéáß-
ôåñá åý÷ñçóôï êáé, ðñáãìáôéêÜ, äåí ôïí åß÷áìå áíáöÝñåé ìÝ÷ñé ôþñá. Åíôïýôïéò ðñüêåéôáé ãéá
Ýíá èåùñçôéêÜ åíäéáöÝñïíôá ôýðï, ï ïðïßïò ìÜëéóôá ìðïñåß íá ìáò äþóåé êëåéóôÜ áðïôåëÝóìáôá
óå äýóêïëåò áíôéóôñïöÝò ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace F(s) ìå âÜóç ôç èåùñßá ôùí Ìéãáäéêþí Óõ-
íáñôÞóåùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ áõôÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç êáëïýìåíç åõèåßá ôïõ
Bromwich óå óõíäõáóìü ìå ôç ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí óôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç.
Ï ôñüðïò áõôüò áíôéóôñïöÞò èá åêôåèåß óôçí Åíüôçôá Ä6.5 ìå åöáñìïãÞ ôïõ óôï óõíôïíéóìü.

Ä1.1.8. Ãåíéêüôåñç ÷ñçóéìüôçôá ôùí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí

Ãéá ôéò áðëÝò ÷ñÞóåéò ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí óôéò ìéãáäéêÝò ñßæåò ðïëõùíõìéêþí åîéóþóåùí
áðëÝò ãíþóåéò ãéá ôéò ó÷åôéêÝò ðñÜîåéò áñêïýí êáé èá ôéò åðáíáëÜâïõìå óôï êåöÜëáéï áõôü. Åðß-
óçò ç åìöÜíéóç ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò óôéò ìéãáäéêÝò (Þ åêèåôéêÝò) óåéñÝò Fourier,
óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier êáé óôïí áíôßóôñïöü ôïõ áðáéôåß áðëÝò ãíþóåéò ìéãáäéêþí óõíáñôÞ-
óåùí, åäþ ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò. Áíôßèåôá ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace óôï ìéãáäéêü åðßðåäï ìÝóù ôïõ ôýðïõ (1.1.24) áðáéôåß ôïí êáëü ÷åéñéóìü ôçò ìåèüäïõ
ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí óôç ó÷åôéêÞ êáìðýëç ôïõ Bromwich. Áõôü åßíáé Ýíá ìÜëëïí äý-
óêïëï Ýñãï, óôï ïðïßï èá áíáöåñèïýìå óýíôïìá óôï ÊåöÜëáéï Ä6 ðáñáêÜôù, ðïõ áöïñÜ óôá
ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá. Ðñïò ôï ðáñüí üìùò äåí Ý÷ïõìå ìåëåôÞóåé ôçí áíôéóôñïöÞ áõôÞ.

Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Ä1 èá ðåñéïñéóèïýìå óôéò áðëÝò ðñÜîåéò, óôéò ó÷åôéêÝò éäéüôçôåò êáé óôç
ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí. Áðü ôï åðüìåíï üìùò ÊåöÜëáéï Ä2 èá îåêéíÞóïõìå
ôç ìåëÝôç ôùí ßäéùí ôùí Ìéãáäéêþí ÓõíáñôÞóåùí Þ ÓõíáñôÞóåùí ÌéãáäéêÞò ÌåôáâëçôÞò

f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) ìå ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ ôç z = x + iy. (1.1.25)

Óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Ä2 èá áíáöåñèïýìå êõñßùò óôéò Óôïé÷åéþäåéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò.
Óôç óõíÝ÷åéá óôï ìåèåðüìåíï ÊåöÜëáéï Ä3 èá äþóïõìå éäéáßôåñç Ýìöáóç óôéò êáëïýìåíåò Áíáëõ-
ôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò óå ìéá åðßðåäç áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D, äçëáäÞ óå óõíáñôÞóåéò f (z) ðïõ äéáèÝôïõí
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ðáñÜãùãï f ′(z) óôçí ðåñéï÷Þ áõôÞD. Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìåò óôçí åðßðåäç
ìüíéìç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ. Åßíáé åðßóçò ðïëý ÷ñÞóéìåò êáé óôçí Åëáóôéêü-
ôçôá ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí ôÜóåùí óå åðßðåäï åëáóôéêü ìÝóïí. Óå ðïëý ìéêñüôåñï âáèìü
åßíáé ÷ñÞóéìåò êáé óôç Èåùñßá ôùí Ðëáêþí ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò w(x, y) óå
óõíÞèåéò ðëÜêåò. Êáé óôá ôñßá áõôÜ åíäéáöÝñïíôá èÝìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óêïðåýïõìå
íá áíáöåñèïýìå ðïëý åêôåíÝóôåñá óôï ìåèåðüìåíï ÊåöÜëáéï Ä3, ðïõ áöïñÜ óôéò ÁíáëõôéêÝò
ÓõíáñôÞóåéò.

Óôéò åðüìåíåò åíüôçôåò ôïõ ðáñüíôïò Êåöáëáßïõ Ä1 èá ðåñéïñßóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò áðëÜ
óôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò z = x + iy ÷ùñßò êáìßá åðÝêôáóç óôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (z) ôùí
áñéèìþí áõôþí z = x + iy.

Ä1.2. ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ ÓÔÏÕÓ ÌÉÃÁÄÉÊÏÕÓ ÁÑÉÈÌÏÕÓ

Ä1.2.1. Éóüôçôá ìéãáäéêþí áñéèìþí

Äýï ìéãáäéêïß áñéèìïß z1 = x1 + iy1 êáé z2 = x2 + iy2 êáëïýíôáé ßóïé, åÜí êáé ìüíï åÜí Ý÷ïõí ßóá
ðñáãìáôéêÜ êáé öáíôáóôéêÜ ìÝñç. ÄçëáäÞ éó÷ýåé

z1 = z2 Þ x1 + iy1 = x2 + iy2 ⇐⇒ x1 = x2 êáé ôáõôü÷ñïíá y1 = y2. (1.2.1)

Ä1.2.2. Ðñáãìáôéêü êáé öáíôáóôéêü ìÝñïò ìéãáäéêïý áñéèìïý

ÁíáöåñèÞêáìå Þäç óôçí ÐáñÜãñáöï Ä1.1.1 óôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1, ïðüôå i2 = −1
êáé i4 = 1, êáé óôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò z = x+iy ìå åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò: (á) ôïõò ðñáãìáôéêïýò
áñéèìïýò z = x (ìå y = 0) êáé (â) ôïõò êáèáñÜ öáíôáóôéêïýò áñéèìïýò z = iy (ìå x = 0).

Óçìåéþíïõìå óôï óçìåßï áõôü üôé ãéá Ýíá ìéãáäéêü áñéèìü z = x + iy ï ðñáãìáôéêüò áñéèìüò x
êáëåßôáé ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z. Ï åðßóçò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò y, ðïõ åßíáé
üìùò ðïëëáðëáóéáóìÝíïò åðß ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i, êáëåßôáé öáíôáóôéêü ìÝñïò ôïõ ìéãáäéêïý
áñéèìïý z. Ãéá ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò (real part) x êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò (imaginary part) y ôïõ
ìéãáäéêïý áñéèìïý z = x + iy ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óõìâïëéóìü

x = �z, y = �z (1.2.2)

áíôßóôïé÷á. Óõ÷íüôåñá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí áðëïýóôåñï (ëéãüôåñï êáëëéãñáöéêü) óõìâïëéóìü

x = Re z, y = Im z. (1.2.3)

Ôï óýìâïëï Re áðïôåëåß óýíôìçóç ôçò ÁããëéêÞò ëÝîåùò real (ðñáãìáôéêüò), åíþ ôï óýìâïëï Im
áðïôåëåß óýíôìçóç ôçò ëÝîåùò imaginary (öáíôáóôéêüò).

Ä1.2.3. ÓõæõãÞò ìéãáäéêïý áñéèìïý

Ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = x + iy (ìå ôá x êáé y ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò) ïñßæïõìå ôï óõæõãÞ
ôïõ ìéãáäéêü áñéèìü óáí z̄ = x − iy. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

z = x + iy ⇐⇒ z̄ = x − iy. (1.2.4)

ÄçëáäÞ ãéá ôï óõæõãÞ åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý z, ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå z̄ (ìßá ðáýëá ðÜíù áðü ôï
óýìâïëï z) áðëÜ èÝôïõìå−i óôç èÝóç ôçòöáíôáóôéêÞò ìïíÜäáò i. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç ï óõæõãÞò
ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý 1 + 2i åßíáé ï ìéãáäéêüò áñéèìüò 1 − 2i. Åðßóçò ï óõæõãÞò ôïõ ìéãáäéêïý
áñéèìïý 3− 4i åßíáé ï ìéãáäéêüò áñéèìüò 3+ 4i. (Óçìåéþíïõìå üôé êáé óôéò äýï áõôÝò ðåñéðôþóåéò
áðëÜ èÝóáìå ôï −i óôç èÝóç ôïõ i.)
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Ä1.3. ÐÑÁÎÅÉÓ ÌÅ ÔÏÕÓ ÌÉÃÁÄÉÊÏÕÓ ÁÑÉÈÌÏÕÓ

Ä1.3.1. Ðñüóèåóç, áöáßñåóç, ðïëëáðëáóéáóìüò êáé äéáßñåóç

Ïé ðñÜîåéò ìå ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò z åêôåëïýíôáé åíôåëþò áíÜëïãá ìå ôéò ðñÜîåéò ãéá
ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x. Äåí ðáñáëåßðïõìå üìùò ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 óå Ýíá
ìéãáäéêü áñéèìü z êáé öñïíôßæïõìå ðÜíôïôå íá êÜíïõìå ôéò ó÷åôéêÝò áðëïðïéÞóåéò (êõñßùò i2 = −1
êáé i4 = 1), âÝâáéá üóåò öïñÝò áõôü åßíáé åöéêôü. Ðéï óõãêåêñéìÝíá èåùñïýìå äýï óõãêåêñéìÝíïõò
ìéãáäéêïýò áñéèìïýò, ôïõò áñéèìïýò

z1 = x1 + iy1 êáé z2 = x2 + iy2. (1.3.1)

Ìå âÜóç ôïõò ìéãáäéêïýò áõôïýò áñéèìïýò z1 êáé z2 ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò z3 õðïëïãßæåôáé óáí

z3 = z1 + z2 = (x1 + iy1)+ (x2 + iy2) = (x1 + x2)+ i(y1 + y2). (1.3.2)

¸÷ïõìå äçëáäÞ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí ôåëåóôþí Re (ðñáãìáôéêü ìÝñïò) êáé Im (öáíôáóôéêü ìÝñïò)

Re (z1 + z2) = Re z1 + Re z2 êáé Im (z1 + z2) = Im z1 + Im z2. (1.3.3)

Áðïëýôùò áíÜëïãá óôçí áöáßñåóç z1 − z2 äýï ìéãáäéêþí áñéèìþí (z1 ðëçí z2) Ý÷ïõìå

z4 = z1 − z2 = (x1 + iy1)− (x2 + iy2) = (x1 − x2)+ i(y1 − y2). (1.3.4)

Ãéá z1 = 0+ 0i = 0 ìå ôçí áöáßñåóç z1 − z2 = 0− z2 = −z2 ðñïêýðôåé ï áíôßèåôïò ôïõ ìéãáäéêïý
áñéèìïý z2

− z2 = −x2 − iy2. (1.3.5)

ÐáñáðÝñá óôïí ðïëëáðëáóéáóìü z1z2 ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí z1 êáé z2 ðñïêýðôåé åýêïëá üôé

z5 = z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = x1x2 + ix1y2 + iy1x2 + i2y1y2. (1.3.6)

ËáìâÜíïíôáò ìÜëéóôá õðüøç üôé i2 = −1, Ý÷ïõìå ôåëéêÜ
z5 = z1z2 = (x1x2 − y1y2)+ i(x1y2 + x2y1). (1.3.7)

ÔÝëïò ãéá ôç äéáßñåóç z1/z2 ôùí äýï ìéãáäéêþí áñéèìþí z1 êáé z2 (öõóéêÜ ìå z2 �= 0) Ý÷ïõìå

z6 = z1
z2
= x1 + iy1

x2 + iy2
. (1.3.8)

Ï ìáèçìáôéêüò ôñüðïò åñãáóßáò óôç äéáßñåóç åßíáé íá äçëþóïõìå ôï ðçëßêï z6 óáí z6 = x6 + iy6
êáé íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò x6 êáé ôï öáíôáóôéêü y6 ôïõ ðçëßêïõ z6 Ýôóé, þóôå

z6z2 = z1 ⇐⇒ (x6 + iy6)(x2 + iy2) = x1 + iy1 ⇐⇒ x2x6 − y2y6 + i(x2y6 + y2x6) = x1 + iy1. (1.3.9)

ÐñÝðåé åðïìÝíùò ôüóï ôá ðñáãìáôéêÜ ìÝñç üóï êáé ôá öáíôáóôéêÜ ìÝñç óôçí ôåëåõôáßá åîßóùóç
íá åßíáé ßóá. ¢ñá Ý÷ïõìå ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí

x2x6 − y2y6 = x1, x2y6 + y2x6 = y1 (1.3.10)

ùò ðñïò ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò x6 = Re z6 êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò y6 = Im z6 ôïõ æçôïýìåíïõ
ðçëßêïõ z6 = z1/z2. Ëýíïíôáò ôï óýóôçìá áõôü âñßóêïõìå

x6 = x1x2 + y1y2
x22 + y22

, y6 = x2y1 − x1y2
x22 + y22

�⇒ z6 = (x1x2 + y1y2)+ i(x2y1 − x1y2)

x22 + y22
. (1.3.11)
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Óôçí ðñÜîç âÝâáéá ðïôÝ äåí åñãáæüìáóôå Ýôóé. ÕðÜñ÷åé Ýíáò ðïëý åõêïëüôåñïò ôñüðïò
ðñïóäéïñéóìïý ôïõ ðçëßêïõ z6 = z1/z2. ÁðëÜ ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé ôïí áñéèìçôÞ z1 êáé ôïí
ðáñïíïìáóôÞ z2 óôï ðçëßêï áõôü z1/z2 åðß z̄2 = x2 − iy2. Äéáðéóôþíïõìå Ýôóé üôé

z6 = z1
z2
= z1z̄2

z2z̄2
= (x1 + iy1)(x2 − iy2)

(x2 + iy2)(x2 − iy2)
= (x1x2 + y1y2)+ i(x2y1 − x1y2)

x22 + y22
(1.3.12)

Ý÷ïíôáò âÝâáéá èÝóåé i2 = −1. Ðñïêýðôåé ëïéðüí îáíÜ ôï ßäéï ðçëßêï z6, áêñéâþò üðùò êáé óôïí
ðñïçãïýìåíï ôýðï (1.3.11), ôþñá üìùò ìå ðïëý áðëïýóôåñï, áëëÜ êáé ðïëý ëéãüôåñï äéêáéïëï-
ãçìÝíï ôñüðï áðü áõóôçñÜ ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò. Ãéá z1 = x1 + iy1 = 1 + 0i = 1 ðñïêýðôåé
ï áíôßóôñïöïò ìéãáäéêüò áñéèìüò (z2)−1 ≡ z−12 ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z2

(z2)−1 = 1
z2
= z̄2

z2z̄2
= x2 − iy2

x22 + y22
. (1.3.13)

Åð’ åõêáéñßá ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = x+ iy óçìåéþíåôáé êáé ç ðïëý åíäéáöÝñïõóá éäéüôçôá

zz̄ = (x + iy)(x − iy) = x2 − ixy + ixy − i2y2 = x2 − (− 1)y2 = x2 + y2 = (Re z)2 + (Im z)2. (1.3.14)

Ä1.3.2. Éäéüôçôåò óôéò ðñÜîåéò ìå ìéãáäéêïýò áñéèìïýò

Ïé ðñÜîåéò (ðñüóèåóç, áöáßñåóç, ðïëëáðëáóéáóìüò êáé äéáßñåóç) ìå ìéãáäéêïýò áñéèìïýò ãß-
íïíôáé áðïëýôùò áíÜëïãá ìå ôéò áíôßóôïé÷åò ðñÜîåéò ãéá ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò ìçí îå÷íþ-
íôáò üìùò üôé i2 = −1. Áí êáé äåí õðÞñîáìå êáèüëïõ áõóôçñïß óôïí ïñéóìü ôùí ðñÜîåùí áõôþí
óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, ìðïñïýìå åíôïýôïéò íá äéáðéóôþóïõìå ôçí éó÷ý ôùí âáóéêþí
éäéïôÞôùí ôùí áíôßóôïé÷ùí ðñÜîåùí óôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò. ¸ôóé êáé óôïõò ìéãáäéêïýò
áñéèìïýò éó÷ýïõí ç áíôéìåôáèåôéêÞ êáé ç ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá óôçí ðñüóèåóç êáé óôïí ðïë-
ëáðëáóéáóìü, äçëáäÞ

z1 + z2 = z2 + z1, z1z2 = z2z1, (z1 + z2)+ z3 = z1 + (z2 + z3), (z1z2)z3 = z1(z2z3). (1.3.15)

Éó÷ýåé åðßóçò ç åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá

z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3. (1.3.16)

ÕðÜñ÷åé áêüìç ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ãéá ôçí ðñüóèåóç: ï ìçäåíéêüò ìéãáäéêüò áñéèìüò, ôï ìçäÝí
0 + 0i = 0, üðùò ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíåôáé. ÁíÜëïãá õðÜñ÷åé êáé ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ãéá ôïí
ðïëëáðëáóéáóìü: ç ìïíÜäá 1 + 0i = 1, áêñéâþò üðùò êáé óôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò. Äåí
Ý÷åé íüçìá ç åðÝêôáóÞ ìáò êáé óå Üëëåò áðëÝò éäéüôçôåò ôùí ðñÜîåùí óôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò.

Ä1.4. ÐÁÑÁÓÔÁÓÇ ÔÙÍ ÌÉÃÁÄÉÊÙÍ ÁÑÉÈÌÙÍ ÓÔÏ ÌÉÃÁÄÉÊÏ ÅÐÉÐÅÄÏ

¼ôáí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï åðßðåäïOxy ãéá ôçí ðáñÜóôáóç ìéãáäéêþí áñéèìþí, üðùò ôïõ áñéè-
ìïý z = (x, y) = x+ iy, ôüôå ôï êáëïýìå ìéãáäéêü åðßðåäï. (Ó÷Þìá ãéá ôï ìéãáäéêü åðßðåäï õðÜñ÷åé
óôç äåýôåñç óåëßäá ôùí ÐáñáôçñÞóåùí áêñéâþò ðñéí áðü ôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Ä1.) ÖõóéêÜ óå
êÜèå ìéãáäéêü áñéèìü z = (x, y) = x+ iy áíôéóôïé÷åß Ýíá óçìåßï ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ: ôï óçìåßï
P = (x, y). Åðßóçò óõã÷Ýïõìå ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = x+ iy ìå ôï óçìåßï P = (x, y) ðïõ ôïí ðáñéóôÜ-
íåé óôï ìéãáäéêü åðßðåäï. Áóöáëþò ôï óçìåßï P Ý÷åé ôåôìçìÝíç x = Re z êáé ôåôáãìÝíç y = Im z.
Ï óõæõãÞò ìéãáäéêüò áñéèìüò z̄ = x − iy ðáñéóôÜíåôáé âÝâáéá ìå ôï óõììåôñéêü óçìåßï P̄ ôïõ
óçìåßïõ P ùò ðñïò ôïí ðñáãìáôéêü Üîïíá Ox ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ. (Ï Üîïíáò Oy åßíáé ï öá-
íôáóôéêüò Üîïíáò ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ.) ÁíÜëïãá ï áíôßèåôïò ìéãáäéêüò áñéèìüò −z = −x− iy
ðáñéóôÜíåôáé ìå ôï óõììåôñéêü óçìåßï P̂ ôïõ óçìåßïõ P ùò ðñïò ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï = (0, 0).
Éóïäýíáìá ï ìéãáäéêüò áñéèìüò −z ðáñéóôÜíåôáé ìå ôï ßäéï óõììåôñéêü óçìåßï P̂ ôïõ óçìåßïõ P̄ ùò
ðñïò ôï öáíôáóôéêü Üîïíá Oy.
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Ôï óçìåßï P ðïõ ðáñéóôÜíåé ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = x+ iy åßíáé öõóéêÜ ôï Üêñï ôïõ áíôßóôïé÷ïõ
äéáíýóìáôïò P (éóïäýíáìç ãñáöÞ �P) áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùíÏ = (0, 0) ìÝ÷ñé ôï óçìåßï P = (x, y).
ÖõóéêÜ ôï äéÜíõóìá áõôü P Ý÷åé óõíéóôþóåò x = Re z êáé y = Im z êáôÜ ôïõò Üîïíåò Ox (ôïí
ðñáãìáôéêü Üîïíá) êáé Oy (ôï öáíôáóôéêü Üîïíá) áíôßóôïé÷á. Ôï ìÞêïò ôïõ ßäéïõ äéáíýóìáôïò P
åßíáé ðñïöáíþò ßóï ìå

r = |P| =
√
x2 + y2 = √zz̄. (1.4.1)

Åðßóçò äçëþíïõìå ìå è ôç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áíÜìåóá óôïí ðñáãìáôéêü ÜîïíáOx (êáôÜ ôç
èåôéêÞ äéåýèõíóÞ ôïõ) êáé óôï äéÜíõóìá P êáôÜ ôçí áíèùñïëïãéáêÞ öïñÜ, äçëáäÞ êáôÜ ôç öïñÜ
ðïõ åßíáé áíôßèåôç óôçí êßíçóç ôùí äåéêôþí ôïõ ñïëïãéïý. ÁõôÞ åßíáé ç èåôéêÞ öïñÜ.

Ä1.5. ÐÏËÉÊÇ ÌÏÑÖÇ ÌÉÃÁÄÉÊÏÕ ÁÑÉÈÌÏÕ

Ä1.5.1. ÐáñÜóôáóç ìéãáäéêïý áñéèìïý óå ðïëéêÞ ìïñöÞ

ÌÝ÷ñé ôþñá åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé áðïêëåéóôéêÜ ôçí ðáñÜóôáóç åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý z óå
ÊáñôåóéáíÞ ìïñöÞ: z = x + iy, äçëáäÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y) ôïõ
óçìåßïõ Pðïõ ôïíðáñéóôÜíåé óôï ìéãáäéêü åðßðåäï. ¸íáòðïëý ÷ñÞóéìïò êáé áñêåôÜ äéáöïñåôéêüò
ôñüðïò ðáñáóôÜóåùò ôïõ ßäéïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z åßíáé óå ðïëéêÞ ìïñöÞ ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôþñá ôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ôïõ ßäéïõ óçìåßïõ P óôï ìéãáäéêü åðßðåäï. Ãíùñßæïõìå Þäç
üôé ìåôáîý ôùí Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y) êáé ôùí ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí (r, è) åíüò
óçìåßïõ P (åäþ âÝâáéá êáé ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z) éó÷ýïõí ïé ôýðïé ìåôáôñïðÞò

x = r cos è êáé y = r sin è �⇒ r =
√
x2 + y2 êáé è = tan−1

y
x
. (1.5.1)

Óôïí ôåëåõôáßï ôýðï ç óõíÜñôçóç tan−1 åßíáé ç óõíÜñôçóç ôüîï åöáðôïìÝíçò. (ÌåñéêÝò öïñÝò
ç óõíÜñôçóç áõôÞ tan−1 äçëþíåôáé êáé ìå ôï óýìâïëï arctan áíôß ãéá ôï óýìâïëï tan−1.) Åäþ
üìùò ãßíåôáé åñìçíåßá ôçò ãùíßáò è óáí ôçò ãùíßáò ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áíÜìåóá óôïí Üîïíá Ox
(êáôÜ ôç èåôéêÞ äéåýèõíóÞ ôïõ) êáé óôï äéÜíõóìá P, ïðüôå tan−1 (y/x) = è. ÅðïìÝíùò ç ãùíßá è
ìðïñåß ôþñá íá ðÜñåé ôéìÝò óôï äéÜóôçìá [0, 2ð) Þ óôï äéÜóôçìá (−ð,ð]. (ÁõôÞ åßíáé ìéá äåýôåñç
äõíáôüôçôá.)

Ïé ôýðïé (1.5.1) ìáò åðéôñÝðïõí ìéá åíáëëáêôéêÞ ãñáöÞ ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z = x + iy,
ôþñá óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). ¸÷ïõìå Ýôóé

z = x + iy = r cos è+ ir sin è = r(cos è+ i sin è). (1.5.2)

ÌÜëéóôá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ ôïõ Euler: eiè = cos è+ i sin è, ðñþôïò ôýðïò (1.1.4), Ý÷ïõìå ôçí
åîÞò ôåëéêÞ êáé óýíôïìç ðïëéêÞ ìïñöÞ ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z:

z = reiè. (1.5.3)

Ä1.5.2. ÌÝôñï êáé üñéóìá ìéãáäéêïý áñéèìïý

Ìå âÜóç ôçí ðïëéêÞ ìïñöÞ z = reiè ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z ïñßæïõìå ôï ìÝôñï ôïõ (modulus,
mod) Þ áðüëõôç ôéìÞ ôïõ |z| = r êáé ôï üñéóìÜ ôïõ è. Ôï üñéóìá (argument) ôï óõìâïëßæïõìå ìå
ôï óýìâïëï arg. ÅðïìÝíùò ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò (1.5.1) Ý÷ïõìå

|z| = r =
√
x2 + y2, arg z = è = tan−1

y
x
. (1.5.4)

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé, áöïý z = reiè = r(cos è+ i sin è), åßíáé óô’ áëÞèåéá åýëïãï íá Ý÷ïõìå

|z| = |reiè| = |r||eiè| = r · 1 = r, åðåéäÞ r ≥ 0 êáé |eiè| =
√
cos2 è+ sin2 è = 1 (1.5.5)
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îáíÜ ìå âÜóç ôïí ôýðï ôïõ Euler (1.1.4): eiè = cos è+ i sin è. Ðñïöáíþò éó÷ýåé åðßóçò üôé

|z|2 = zz̄ = (x + iy)(x − iy) = x2 + y2 = r2 �⇒ |z| = r =
√
x2 + y2 = √zz̄. (1.5.6)

▼ ÐáñÜäåéãìáÄ1.1: Ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = 3+4i éó÷ýåé |z| = √32 + 42 = √25 = √52 = 5.▲

Ãéá ôá ìÝôñá (Þ ôéò áðüëõôåò ôéìÝò) |z1| êáé |z2| ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí z1 êáé z2 áíôßóôïé÷á
áðïäåéêíýåôáé åðßóçò üôé éó÷ýåé ç ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá

|z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|. (1.5.7)

Éó÷ýïõí åðßóçò êáé ðñïöáíåßò ãåíéêåýóåéò ôçò åíôåëþò áíÜëïãá ìå ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò.

Åðßóçò ãéá ôï ìÝôñï (Þ ôçí áðüëõôï ôéìÞ) |z1 − z2| ôçò äéáöïñÜò z1 − z2 ôùí äýï ìéãáäéêþí
áñéèìþí z1 = x1 + iy1 êáé z2 = x2 + iy2 éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

|z1 − z2| = |(x1 + iy1)− (x2 + iy2)| = |(x1 − x2)+ i(y1 − y2)| =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2. (1.5.8)

Ðñïöáíþò ðñüêåéôáé ãéá ôçí áðüóôáóç ôùí óçìåßùí z1 êáé z2 óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z, êáëýôåñá
ôùí óçìåßùí P1 êáé P2 ðïõðáñéóôÜíïõí ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò z1 êáé z2 áíôßóôïé÷á óôï ìéãáäéêü
áõôü åðßðåäï. ÃåíéêÜ üìùò äåí êÜíïõìå éäéáßôåñç äéÜêñéóç ìåôáîý åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý z êáé
ôïõ áíôßóôïé÷ïõ óçìåßïõ P ðïõ ôïí ðáñéóôÜíåé óôï ìéãáäéêü åðßðåäï.

ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé ôï üñéóìá arg z = è ïñßæåôáé Ýôóé, þóôå íá áíôéóôïé÷åß óôç ãùíßá ìåôáîý
ôïõ Üîïíá Ox êáé ôïõ äéáíýóìáôïò P ðïõ óõíäÝåé ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï ìå ôï óçìåßï P = (x, y).
Åðßóçò ôï óçìåßï áõôü P áíôéóôïé÷åß óôï ìéãáäéêü áñéèìü z = x + iy = reiè óôï ìéãáäéêü åðßðåäï.

Ôïíßæïõìå áêüìç üôé ôï üñéóìá arg z = è ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z = x + iy = reiè äå ìðïñåß
íá ïñéóèåß êáôÜ ìïíïóÞìáíôï ôñüðï. ¼÷é ìüíï ìéá ãùíßá è1 (óå áêôßíéá, rad åííïåßôáé), áëëÜ êáé
êÜèå Üëëç ãùíßá è ðïõ äéáöÝñåé áðü áõôÞí êáôÜ áêÝñáéï ðïëëáðëÜóéï 2nð ôïõ 2ð åßíáé üñéóìá
ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z. Ãéá Ýìöáóç èá ìðïñïýóáìå ßóùò íá ãñÜøïõìå

arg z = è = è1 + 2nð = tan−1
y
x
+ 2nð (1.5.9)

ìå ôï n ïðïéïäÞðïôå áêÝñáéï áñéèìü. ÓõíÞèùò üìùò ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíá ðñùôåýïí (Þ êýñéï)
üñéóìá è (Ýóôù ôï üñéóìá è1 óôïí ðéï ðÜíù ôýðï) óôï äéÜóôçìá [0, 2ð) Þ óôï äéÜóôçìá (−ð,ð].
Ãéá ôï äéÜóôçìá [0, 2ð) ôá óçìåßá ôïõ èåôéêïý ðñáãìáôéêïý Üîïíá óôï ìéãáäéêü åðßðåäï Ý÷ïõí
ðñùôåýïí üñéóìá è = 0 êáé ôá óçìåßá ôïõ áñíçôéêïý ðñáãìáôéêïý Üîïíá Ý÷ïõí ðñùôåýïí üñéóìá
è = ð. Åðßóçò ôá óçìåßá ôïõ èåôéêïý öáíôáóôéêïý Üîïíá Ý÷ïõí ðñùôåýïí üñéóìá è = ð/2,
åíþ ôá óçìåßá ôïõ áñíçôéêïý öáíôáóôéêïý Üîïíá Ý÷ïõí ðñùôåýïí üñéóìá è = 3ð/2. Ãéá ôçí
áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï = (0, 0) = 0+ 0i äå ìðïñåß íá êáèïñéóèåß êáíÝíá üñéóìá: äåí õðÜñ÷åé, åßíáé
áðñïóäéüñéóôï ôï üñéóìá arg (0+ 0i).

▼ ÐáñÜäåéãìá Ä1.2: Ãéá ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò ±1 ± i Ý÷ïõìå ôá áêüëïõèá ðñùôåýïíôá
ïñßóìáôÜ ôïõò óôï äéÜóôçìá [0, 2ð):

arg (1+ i) = ð
4
, arg (− 1+ i) = 3ð

4
, arg (− 1− i) = 5ð

4
, arg (1− i) = 7ð

4
. (1.5.10)

Ðáñáôçñïýìå üôé ôá ïñßóìáôááõôÜóÝâïíôáé ôéò áëçèéíÝò èÝóåéò ôùí ôåóóÜñùíðéïðÜíùóçìåßùí
±1± i óôï ìéãáäéêü åðßðåäï. ¢ìåóá åðßóçò äéáðéóôþíïõìå üôé ôï ìÝôñï (Þ ç áðüëõôïò ôéìÞ) êáé
ôùí ôåóóÜñùí áõôþí ìéãáäéêþí áñéèìþí åßíáé

| ± 1± i| =
√
(± 1)2 + (± 1)2 = √1+ 1 = √2. (1.5.11)

ÄçëáäÞ êáé ïé ôÝóóåñéò áõôïß ìéãáäéêïß áñéèìïß ±1± i Ý÷ïõí ôçí ßäéá áêñéâþò áðüëõôï ôéìÞ
√
2. ▲
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Ä1.5.3. Ðïëëáðëáóéáóìüò êáé äéáßñåóç óå ðïëéêÞ ìïñöÞ

Ìå ôéò ðïëéêÝò ìïñöÝò z1 = r1eiè1 êáé z2 = r2eiè2 ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí z1 êáé z2 ìðïñïýìå
ðïëý åýêïëá íá õðïëïãßóïõìå ôï ãéíüìåíü ôïõò z1z2 êáé ôï ðçëßêï ôïõò z1/z2. Ðñþôá ãéá ôï
ãéíüìåíï z1z2 Ý÷ïõìå

z1z2 = (r1eiè1)(r2eiè2) = (r1r2)(eiè1eiè2) = r1r2ei(è1+è2). (1.5.12)

ÂëÝðïõìå äçëáäÞ üôé ôï ãéíüìåíï z1z2 äýï ìéãáäéêþí áñéèìþí z1 êáé z2 Ý÷åé ìÝôñï (Þ áðüëõôï
ôéìÞ) |z1z2| ôï ãéíüìåíï r1r2 ôùí ìÝôñùí ôïõò êáé üñéóìá ôï Üèñïéóìá è1+ è2 ôùí ïñéóìÜôùí ôïõò
(åííïåßôáé óõí 2nð ìå ôï n áêÝñáéï áñéèìü).

Áðïëýôùò áíÜëïãá ãéá ôï ðçëßêï z1/z2 (áóöáëþò ìå z2 �= 0) Ý÷ïõìå

z1
z2
= r1eiè1

r2eiè2
= r1

r2

eiè1

eiè2
= r1

r2
ei(è1−è2). (1.5.13)

ÅðïìÝíùò ôï ðçëßêï z1/z2 äýï ìéãáäéêþí áñéèìþí z1 êáé z2 Ý÷åé ìÝôñï (Þ áðüëõôï ôéìÞ) |z1/z2| ôï
ðçëßêï r1/r2 ôùí ìÝôñùí ôïõò r1 êáé r2 áíôßóôïé÷á êáé üñéóìá ôç äéáöïñÜ è1 − è2 ôùí ïñéóìÜôùí
ôïõò è1 êáé è2 áíôßóôïé÷á (åííïåßôáé ðÜëé óõí 2nð ìå ôï n áêÝñáéï áñéèìü).

Ðáñáäå÷üìáóôå âÝâáéá üôé ç åêôÝëåóç ôùí ðéï ðÜíù ðñÜîåùí äåí åßíáé ìáèçìáôéêÜ áõóôçñÞ.
Áò åêôåëÝóïõìå áõóôçñÜ ôïõò ó÷åôéêïýò õðïëïãéóìïýò ãéá ôï ãéíüìåíï z1z2 âáóéæüìåíïé óôïí
ôýðï ôïõ Euler (1.1.4), äçëáäÞ óôïí ôýðï eiè = cos è + i sin è. (Ï ôýðïò ôïõ Euler åßíáé ðñïò ôï
ðáñüí ôï ìïíáäéêü åöüäéü ìáò ãéá ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç, áí êáé áõôÞ ç êáôÜóôáóç
èá áëëÜîåé ðñïò ôï êáëýôåñï óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Ä2 ìå ôïí ïñéóìü ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò
óõíáñôÞóåùò ez.) ¸ôóé Ý÷ïõìå

z1z2 = (r1eiè1)(r2eiè2)

= [r1( cos è1 + i sin è1)] [r2( cos è2 + i sin è2)]

= r1r2[( cos è1 cos è2 − sin è1 sin è2)+ i( sin è1 cos è2 + cos è1 sin è2)]

= r1r2[cos (è1 + è2)+ i sin (è1 + è2)]

= r1r2ei(è1+è2). (1.5.14)

Óôçí áðüäåéîç áõôÞ ôïõ ôýðïõ (1.5.12) åêôüò áðü ôïí ôýðï ôïõ Euler (1.1.4) ÷ñçóéìïðïéÞóáìå
åðßóçò êáé ôïõò ãíùóôïýò ôñéãùíïìåôñéêïýò ôýðïõò ãéá ôï óõíçìßôïíï (cos) êáé ôï çìßôïíï (sin)
ôïõ áèñïßóìáôïò è1 + è2, äçëáäÞ ôïõò ôýðïõò

cos (è1 + è2) = cos è1 cos è2 − sin è1 sin è2, (1.5.15)

sin (è1 + è2) = sin è1 cos è2 + cos è1 sin è2. (1.5.16)

ÖõóéêÜ ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá óôçí áðüäåéîç (1.5.14) óõìöùíåß ìå ôïí ôýðï (1.5.12) ãéá ôï ãéíü-
ìåíï z1z2 äýï ìéãáäéêþí áñéèìþí z1 êáé z2. ÁíÜëïãá áðïäåéêíýåôáé áõóôçñÜ êáé ï ôýðïò (1.5.13)
ãéá ôï ðçëßêï z1/z2 ôùí ßäéùí ìéãáäéêþí áñéèìþí z1 êáé z2.

Åßíáé åðßóçò ðñïöáíÝò üôé ï ôýðïò (1.5.12) ãéá ôï ãéíüìåíï z1z2 ìðïñåß åýêïëá íá ãåíéêåõèåß
êáé óå n (ìå n > 1) ìéãáäéêïýò áñéèìïýò zk = rkeièk (ìå k = 1, 2, . . . , n) ìå ðáñÜóôáóÞ ôïõò ðÜëé óå
ðïëéêÞ ìïñöÞ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ï ßäéïò ôýðïò (1.5.12) ðáßñíåé ôç ãåíéêüôåñç ìïñöÞ ôïõ

n∏
k=1

zk =
( n∏
k=1

rk
)
exp

(
i

n∑
k=1

èk
)
, n = 2, 3, . . . . (1.5.17)

Õðåíèõìßæåôáé üôé ôá óýìâïëá
∑

êáé
∏

äçëþíïõí Üèñïéóìá êáé ãéíüìåíï áíôßóôïé÷á. Åðßóçò ôï
óýìâïëï exp äçëþíåé ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç: exp z ≡ ez (åßôå åßíáé ðñáãìáôéêÞ åßôå ìéãáäéêÞ).
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Ä1.5.4. Èåþñçìá ôïõ de Moivre

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé êáé ïé n ìéãáäéêïß áñéèìïß zk óôïí ðñïçãïýìåíï ôýðï (1.5.17) åßíáé üëïé
ßóïé ìå ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = reiè. Óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ï ôýðïò áõôüò ðáßñíåé ôçí ðïëý
áðëïýóôåñç ìïñöÞ

zn = rn exp (inè) ≡ rneinè �⇒ (reiè)n = rneinè, n = 2, 3, . . . , (1.5.18)

åðåéäÞ z = reiè. ÈÝôïíôáò r = 1 óôïí ôåëåõôáßï áõôü ôýðï Ý÷ïõìå

(eiè)n = einè, n = 2, 3, . . . . (1.5.19)

Ï óçìáíôéêüò áõôüò ôýðïò (1.5.19) êáëåßôáé èåþñçìá ôïõ de Moivre. ÓõíÞèùò âÝâáéá ðáßñíïõìå
õðüøç ìáò ôïí ôýðï ôïõ Euler (1.1.4): eiè = cos è + i sin è êáé ãñÜöïõìå Ýôóé ôïí ôýðï (1.5.19),
äçëáäÞ ôï èåþñçìá ôïõ de Moivre, óå éóïäýíáìç ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ

(eiè)n = einè �⇒ (cos è+ i sin è)n = cos nè+ i sin nè, n = 2, 3, . . . . (1.5.20)

Ä1.5.5. Ñßæåò ìéãáäéêþí áñéèìþí

Ç ðïëéêÞ ìïñöÞ åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý z = reiè ìáò äéåõêïëýíåé áöÜíôáóôá óôïí õðïëïãéóìü
ñéæþí (öõóéêÜ áêÝñáéçò ôÜîåùò m) ôïõ ìéãáäéêïý áõôïý áñéèìïý z. ¸óôù üôé èÝëïõìå íá õðï-
ëïãßóïõìå ôç m-óôÞ ñßæá m

√
z (m = 2, 3, . . . ) ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z = reiè. Ôç äçëþíïõìå ìå ôï

óýìâïëï w = ñeiö (ìå ôï ìÝôñï ôïõ ñ êáé ôï üñéóìÜ ôïõ ö ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôá) êáé Ý÷ïõìå

w = ñeiö = m
√
z �⇒ wm = z �⇒ (ñeiö)m = reiè �⇒ ñmeimö = reiè. (1.5.21)

Ãéá ôçí åýñåóç ôçò ôåëåõôáßáò ó÷Ýóåùò (1.5.21) ðÞñáìå õðüøç ìáò ôï ãíùóôü ìáò èåþñçìá
ôïõ de Moivre (1.5.19) ìå m üìùò óôç èÝóç ôïõ n (ìå m = 2, 3, . . . ). Áðü ôçí ôåëåõôáßá áõôÞ
ó÷Ýóç (1.5.21) óõìðåñáßíïõìå üôé ãéá íá åßíáé ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß ñmeimö êáé reiè ßóïé, èá ðñÝðåé
íá Ý÷ïõí êáé ßóá ìÝôñá êáé ßóá ïñßóìáôá. Ç åîßóùóç ôùí ìÝôñùí ñm êáé r (ôá ìÝôñá ñ êáé r åßíáé
öõóéêÜ êáé ôá äýï ìç áñíçôéêïß áñéèìïß) ìáò äßíåé

ñm = r ⇐⇒ ñ = m
√
r. (1.5.22)

¢ñá Ý÷ïõìå ðëÞñùò ðñïóäéïñßóåé ôï ìÝôñï ñ ôïõ Üãíùóôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý w = ñeiö = m
√
z.

ÁðïìÝíåé ç åýñåóç ôïõ ïñßóìáôïò ö = argw ôïõ ßäéïõ áñéèìïý w = m
√
z. ¼ìùò ç åîßóùóç

ôùí ïñéóìÜôùí óôçí ôåëåõôáßá áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1.5.21) ðáñïõóéÜæåé êÜðïéá ðïëõðëïêüôçôá.
Áõôü óõìâáßíåé ãéáôß, üðùò ãíùñßæïõìå, ôï üñéóìá arg z åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý z = reiè äåí åßíáé
ìïíüôéìá (ìïíïóÞìáíôá) êáèïñéóìÝíï, áëë’ Ý÷åé ôç ìïñöÞ è = è1 + 2kð ìå è1 ôçí ðñùôåýïõóá
(Þ êýñéá) ôéìÞ ôïõ êáé k Ýíáí áêÝñáéï áñéèìü. ÅðïìÝíùò ç åîßóùóç ôùí ïñéóìÜôùí óôçí ôåëåõôáßá
áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1.5.21) ðñÝðåé íá åñìçíåõèåß ìáæß ìå ôïí åðéðëÝïí üñï 2kð. ¢ñá èá Ý÷ïõìå

mö = è+ 2kð �⇒ ö = è+ 2kð
m

(1.5.23)

ìå ôï è íá åñìçíåýåôáé óáí ôïðñùôåýïí (êýñéï) üñéóìá è1 ôïõ ãíùóôïý ìéãáäéêïý áñéèìïý z = reiè,
ôïõ ïðïßïõ åðéäéþêïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí m-óôÞ ñßæá w = m

√
z ≡ z1/m. Åýêïëá óõíÜãïõìå

üôé ìïíÜ÷á m ôéìÝò ôïõ k óôç ó÷Ýóç (1.5.23) Ý÷ïõí íüçìá. Áò ðïýìå ïé ôéìÝò k = 0, 1, . . . ,m− 1.
(Ãéá k = m ôï üñéóìá ö áðëÜ áõîÜíåôáé êáôÜ 2ð ùò ðñïò ôçí áñ÷éêÞ ôéìÞ ôïõ è/m ãéá k = 0.)
¢ñá ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü w = m

√
z Ý÷ïõìå ìéá ôéìÞ ôïõ ìÝôñïõ ôïõ ñ = |w| = m

√
r, áëëÜ m ôéìÝò

ök = (è + 2kð)/m ôïõ ïñßóìáôüò ôïõ ö = argw. ¢ñá óõíïëéêÜ õðÜñ÷ïõí m ôïí áñéèìü m-óôÝò
ñßæåò m

√
z åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý z. Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1.5.22) êáé (1.5.23) óõìðåñáßíïõìå üôé ïé m

áõôÝò ñßæåò m
√
z äßíïíôáé áðü ôïõò åîÞò ôýðïõò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôåëéêÜ êáé ôïí ôýðï ôïõ Euler:

wk = m
√
r exp

(è+ 2kð) i
m

= m
√
r
(
cos

è+ 2kð
m

+ i sin
è+ 2kð

m

)
, k = 0, 1, . . . ,m− 1. (1.5.24)
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï Ä2
ÓÔÏÉ×ÅÉÙÄÅÉÓ ÌÉÃÁÄÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï ÊåöÜëáéï áõôü Ä2 èá áíáöåñèïýìå óå ïñéóìÝíåò âáóéêÝò êáé óôïé÷åéþäåéò ìéãáäéêÝò óõ-
íáñôÞóåéò ðïõ óõíáíôÜìå óõ÷íÜ óôçí ðñÜîç. Ðñüêåéôáé ãéá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç êáé ôçí áíôß-
óôñïöÞ ôçò, äçëáäÞ ôç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç, ãéá ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé ôéò áíôßóôñï-
öÝò ôïõò êáé ãéá ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò (Þ êõêëéêÝò) óõíáñôÞóåéò êáé ôéò áíôßóôñïöÝò ôïõò.

Ðñéí áíáöåñèïýìå åêôåíþò óôéò óôïé÷åéþäåéò áõôÝò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò, óôçí áñ÷Þ ôïõ
êåöáëáßïõ áõôïý èá áíáöåñèïýìå ãåíéêÜ óôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò, óôá ðñáãìáôéêÜ êáé öáíôá-
óôéêÜ ìÝñç ôïõò êáé (ìå êÜðïéá Ýìöáóç) óôéò óõæõãåßò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò.

Ç âáóéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé ç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ez. ÁõôÞ èá ôçí ïñßóïõìå ðñþôç ìå
ôñüðï üìùò ðïõ íá óÝâåôáé ôéò éäéüôçôåò ôçò ðñáãìáôéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ex êáèþò êáé
ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (1.1.4). Óôç óõíÝ÷åéá èá ïñßóïõìå ôéò ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò
êáé ìåôÜ ôéò ìéãáäéêÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò. Óçìåéþíïõìå êáé ðÜëé üôé ïé ïñéóìïß ðïõ èá
äþóïõìå èá åßíáé óýìöùíïé ìå åêåßíïõò ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò. (Ïé ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò áðïôåëïýí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí ðïëý ãåíéêüôåñùí ìéãáäéêþí
óõíáñôÞóåùí.) Èá áíáöÝñïõìå åðßóçò êáé áñêåôÝò éäéüôçôåò üëùí ôùí ìéãáäéêþí áõôþí óõíáñ-
ôÞóåùí êáé ïñéóìÝíåò èá ôéò áðïäåßîïõìå ìå âÜóç ôïõò ïñéóìïýò ôïõò.

Ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò êáé ôùí ìéãáäéêþí õðåñâïëéêþí êáé
ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí (áëë’ ü÷é êáé ôùí áíôéóôñüöùí ôïõò) åßíáé üôé åßíáé ìïíüôéìåò.
Ðáßñíïõí äçëáäÞ ìéá óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ z = x+iy. Áíôßèåôá ç ìéãáäéêÞ ëïãáñéèìéêÞ
óõíÜñôçóç êáèþò êáé ïé ìéãáäéêÝò áíôßóôñïöåò õðåñâïëéêÝò êáé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò, ðïõ
èá ôéò åîåôÜóïõìå ìåôÜ, åßíáé ðëåéïíüôéìåò. ÄçëáäÞ áõôÝò ðáßñíïõí ðïëëÝò ôéìÝò (åäþ Üðåéñåò) ãéá
êÜèå óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ ôïõ z = x+ iy. Ç éäéüôçôá ôïõò áõôÞ äå ìáò åßíáé êáèüëïõ åõ÷Üñéóôç, áëëÜ
äå ìðïñïýìå êáé íá ôçí áðïöýãïõìå. ÕðÜñ÷åé ìüíï ç äõíáôüôçôá íá ïñßóïõìå ìéá ðñùôåýïõóá
(Þ êýñéá) ôéìÞ ãéá ôç ìéãáäéêÞ ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç êáé ôéò ìéãáäéêÝò áíôßóôñïöåò õðåñâïëéêÝò êáé
ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò. Êáé ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò èá áíáöÝñïõìå ïñéóìÝíåò âáóéêÝò
éäéüôçôÝò ôïõò êáé ìéá--äõï áðü áõôÝò èá ôéò áðïäåßîïõìå.

Ôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Ä1 áíáöåñüôáí óôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò, åíþ ôï ðáñüí ÊåöÜ-
ëáéï Ä2 áíáöÝñåôáé óôéò óôïé÷åéþäåéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÌåôÜ ôï êåöÜëáéï áõôü èá åßìáóôå
ðéá Ýôïéìïé íá ðñï÷ùñÞóïõìå (óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Ä3) óôïí ïñéóìü ôïõ ïñßïõ, ôçò óõíÝ÷åéáò
êáé ôçò ðáñáãþãïõ ìéáò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) (ìå z = x+ iy) óå Ýíá óçìåßï z0 ôïõ ìéãáäéêïý
åðéðÝäïõ. Åðßóçò êáé óôçí Ýííïéá ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò, ç ïðïßá åßíáé èåìåëéþäïõò óç-
ìáóßáò óôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç êáé, êõñßùò, óôéò åöáñìïãÝò ôçò. ÁõôÜ üìùò èá ãßíïõí óôï åðüìåíï
ÊåöÜëáéï Ä3 ìå äéáèÝóéìá åêåß ôá åöüäéá ôùí äýï ðñþôùí Êåöáëáßùí Ä1 êáé Ä2.
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Ä2.1. ÌÉÃÁÄÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

Ä2.1.1. ÅéóáãùãÞ óôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò

Ïé ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (z) ïñßæïíôáé áíÜëïãá ìå ôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x), áëëÜ
ôþñá ìå ìéãáäéêïýò áñéèìïýò óôç èÝóç ôçò ìåôáâëçôÞ z = x+ iy. (ÏðùóäÞðïôå ü÷é ìüíï ç ìåôá-
âëçôÞ z, áëëÜ êáé ç ßäéá ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1.)
Ìðïñïýìå Ýôóé íá ìéëÜìå ãéá ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç

w = f (z), z ∈ D, (2.1.1)

ðïõ ïñßæåôáé óå ìéá ðåñéï÷Þ D ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z. Ðïëý óõ÷íÜ ç ðåñéï÷Þ D ïñéóìïý ôçò
ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f èåùñåßôáé áíïéêôÞ, äçëáäÞ äåí ðåñéëáìâÜíåé ôá óõíïñéáêÜ ôçò óçìåßá.
Ìå ôïí ôñüðï áõôü (áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D, ôï óýìâïëï D ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí ÁããëéêÞ ëÝîç domain)
èá ìðïñïýìå íá ìéëÜìå (óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Ä3) ãéá ðáñáãùãßóéìç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z)
óôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D.

Ç óõíÜñôçóç f (z) ðáßñíåé ôç ìåôáâëçôÞ ôçò, äçëáäÞ ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = x+ iy (óôï ìéãáäéêü
åðßðåäï z), êáé ôçí áðåéêïíßæåé óôoí åðßóçò ìéãáäéêü áñéèìü w = u+ iv (óôï äéáöïñåôéêü ìéãáäéêü
åðßðåäï w). ÓõíÞèùò ç óõíÜñôçóç f (z) åßíáé ìïíüôéìç, äçëáäÞ ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ìåôáâëçôÞò ôçò z
ìáò äßíåé ìéá ôéìÞ w óáí áðïôÝëåóìá. Áõôü åßíáé êáé ôï åðéèõìçôü, áëëÜ äõóôõ÷þò äåí éó÷ýåé
ðÜíôïôå. ¹äç åßäáìå óôçí ÐáñÜãñáöï Ä1.4.3 üôé ç óõíÜñôçóç ðïõ äßíåé ôï üñéóìá (argument)
åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý, óõãêåêñéìÝíá ç óõíÜñôçóç arg z, äåí åßíáé ìïíüôéìç, áëë’ åßíáé ðëåéïíüôéìç.
(Ìå ôïí üñï ðëåéïíüôéìç åííïïýìå üôé ðáßñíåé äýï Þ ðåñéóóüôåñåò ôéìÝò ãéá ôçí ßäéá ôéìÞ ôçò
ìåôáâëçôÞò z.) Ìå ðéï áðëÝò ëÝîåéò ãéá êÜèå ìéãáäéêü áñéèìü z ç óõíÜñôçóç ôïõ ïñßóìáôïò arg z
äßíåé ðïëëÜ ïñßóìáôá, óõãêåêñéìÝíá Üðåéñá ïñßóìáôá ôçò ìïñöÞò (1.5.9).

Ä2.1.2. ÌéãáäéêÝò ðïëõùíõìéêÝò êáé ñçôÝò óõíáñôÞóåéò

Ìå ôéò ðñÜîåéò ãéá ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò ðïõ Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜ-
ëáéï Ä1 ìðïñïýìå åýêïëá íá ïñßóïõìå áðëÝò óõíáñôÞóåéò f (z). ¸íá ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá áðïôåëïýí
ïé ðïëõùíõìéêÝò óõíáñôÞóåéò pn(z). (Ï äåßêôçò n äçëþíåé ôï âáèìü ôïõ ðïëõùíýìïõ pn(z).) Ðá-
ñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ìéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) åßíáé ôï óõãêåêñéìÝíï äåõôåñïâÜèìéï ðïëõþíõìï

p2c(z) = z2 + iz + 3. (2.1.2)

Ìéá Üëëç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) åßíáé ôï ãåíéêü äåõôåñïâÜèìéï ðïëõþíõìï

p2g(z) = az2 + bz + c (2.1.3)

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ a, b êáé c ãåíéêÜ ìéãáäéêïýò áñéèìïýò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìå a = 1, b = i
êáé c = 3 ôï ðéï ðÜíù ãåíéêü äåõôåñïâÜèìéï ìéãáäéêü ðïëõþíõìï p2g(z) ìåôáðßðôåé óôï åéäéêü
ðïëõþíõìï p2c(z). Áóöáëþò ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå áðåéñßá ìéãáäéêþí ðïëõùíýìùí pn(z) êÜèå
âáèìïý n. ¸÷ïõìå åðßóçò ôç äõíáôüôçôá íá ïñßóïõìå êáé ìéãáäéêÝò ñçôÝò óõíáñôÞóåéò r(z) óáí
ðçëßêá r(z) = p(z)/q(z) äýï ðïëõùíýìùí p(z) êáé q(z), êëð.

ÕðÜñ÷åé áñêåôÞ áíáëïãßá ìå ôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé äå ÷ñåéÜæåôáé íá åðåêôáèïýìå
ðåñéóóüôåñï óôéò åéóáãùãéêÝò Ýííïéåò ãéá ôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò. Óõãêñáôïýìå üìùò üôé ç ìé-
ãáäéêÞ óõíÜñôçóçw = f (z) áðåéêïíßæåé ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = x+iy ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z óôïí
åðßóçò ìéãáäéêü áñéèìü w = u+ iv ôïõ äéáöïñåôéêïý ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ w. ÓõíÞèùò (ãéá ìïíüôé-
ìåò óõíáñôÞóåéò f (z)) ç áðåéêüíéóç áõôÞ åßíáé ìïíïóÞìáíôç. ÁñêåôÝòöïñÝò üìùò (ãéáðëåéïíüôéìåò
óõíáñôÞóåéò) ç áðåéêüíéóç åßíáé ðïëõóÞìáíôç. Äå ìáò åßíáé êáôáñ÷Þí áñåóôÝò ïé ðëåéïíüôéìåò
óõíáñôÞóåéò êáé ïé áíôßóôïé÷åò ðïëõóÞìáíôåò áðåéêïíßóåéò, áëëÜ äõóôõ÷þò ðáñïõóéÜæïíôáé óôéò
ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò óõ÷íÜ ìÜëéóôá. ¢ñá ðñÝðåé íá óõíçèßóïõìå ôçí ðáñïõóßá ôïõò.
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Ä2.1.3. Ðñáãìáôéêü êáé öáíôáóôéêü ìÝñïò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò

¼ðùò óå Ýíá ìéãáäéêü áñéèìü z Ý÷ïõìå ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôïõ x = Re z êáé ôï öáíôáóôéêü
ìÝñïò ôïõ y = Im z, ìå ôïí ßäéï ôñüðï êáé óôï ìéãáäéêü áñéèìü w = f (z) Ý÷ïõìå åðßóçò ôï ðñáã-
ìáôéêü ìÝñïò ôïõ u = Rew êáé ôï öáíôáóôéêü v = Imw. ÓõãêåêñéìÝíá óôçí ðåñßðôùóç ìéáò
ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò w = f (z) = u(x, y)+ iv(x, y)

w = f (z) (ìå z = x + iy) Þ w = u+ iv ìå u = u(x, y) êáé v = v(x, y). (2.1.4)

ÅðåéäÞ ç óõíÜñôçóç w = f (z) åßíáé ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç, åßìáóôå õðï÷ñåùìÝíïé íá äçëþóïõìå ôç
ìåôáâëçôÞ ôçò ìå z êáé ü÷é ìå x êáé y (äýï ðñáãìáôéêÝò ìåôáâëçôÝò), ðáñüëï ðïõ z = x + iy.
Åðßóçò ïé ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò u êáé v (ìå w = u + iv) äçëþíïõí ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò (Re)
êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò (Im) áíôßóôïé÷á ôçò ôéìÞò w = f (z) ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z). Åßíáé
åðïìÝíùò óêüðéìï íá ôéò ãñÜøïõìå ìå äýï ìåôáâëçôÝò: ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x êáé y áíôß
ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü z, äçëáäÞ u = u(x, y) êáé v = v(x, y). ¸ôóé óõíÞèùò îáíáãñÜöïõìå ôéò
ó÷Ýóåéò (2.1.4) óôç ìïñöÞ

f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) ìå u(x, y) = Re f (z) êáé v(x, y) = Im f (z). (2.1.5)

▼ ÐáñÜäåéãìá Ä2.1: Ãéá ôï ðéï ðÜíù ðïëõþíõìï p2c(z) (ïñéóìüò (2.1.2)) Ý÷ïõìå

p2c(z) = z2 + iz + 3 = (x + iy)2 + i(x + iy)+ 3

= x2 − y2 + 2ixy + ix − y + 3 = (x2 − y2 − y + 3)+ i(2xy + x). (2.1.6)

Åßíáé ôþñá ðñïöáíÝò üôé ïé ôýðïé

u(x, y) = x2 − y2 − y + 3 êáé v(x, y) = 2xy + x (2.1.7)

äßíïõí ôéò äýï ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò u(x, y) = Rep2c(z) êáé v(x, y) = Imp2c(z) áíôßóôïé÷á. ▲

Ä2.1.4. Óõæõãåßò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé ó÷åôéêÜ ó÷üëéá

Óôçí ÐáñÜãñáöï Ä1.2.3 åß÷áìå áíáöåñèåß óôï óõæõãÞ ìéãáäéêü áñéèìü z̄ = x− iy ôïõ ìéãáäéêïý
áñéèìïý z = x + iy. Ìðïñïýìå áóöáëþò íá åðåêôåßíïõìå ôçí Ýííïéá áõôÞ êáé óôéò ìéãáäéêÝò
óõíáñôÞóåéò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá êáé ãéá ìéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) = u(x, y) + iv(x, y) (ìå ôéò
óõíáñôÞóåéò u(x, y) êáé v(x, y) ðñáãìáôéêÝò) Ý÷ïõìå

f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) ⇐⇒ f (z) = u(x, y)− iv(x, y). (2.1.8)

Ôþñá üìùò ç ðáýëá óôç óõíÜñôçóç f (z) êáëýðôåé ïëüêëçñç ôç óõíÜñôçóç f (z) (ìáæß ìå ôç ìåôá-
âëçôÞ ôçò z!). Ç Ýííïéá ôçò ðáýëáò áõôÞò åßíáé ðùò êÜèå öïñÜ ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé ç öáíôáóôéêÞ
ìïíÜäá i = √−1 óôçí áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç f (z) ðñÝðåé íá áíôéêáèßóôáôáé ìå−i óôç óõæõãÞ ôçò f (z).

ÕðÞñîáìå ìÜëëïí áóáöåßò (ü÷é åê ðñïèÝóåùò âÝâáéá!) êáé ðñÝðåé ôþñá íá åðáíïñèþóïõìå.
Áò ðÜñïõìå ôç óõãêåêñéìÝíç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç

g(z) = z2 + iz + 3+ 4i = (x + iy)2 + i(x + iy)+ 3+ 4i. (2.1.9)

Ôß áêñéâþòðáñéóôÜíåé ôï óýìâïëï g(z); Ìá âÝâáéá ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôçò öáíôáóôéêÞò ìïíÜäáò i
(ôïõ i) áðü ôï −i óôç óõíÜñôçóç g(z). ÄçëáäÞ

g(z) = z̄2 − iz̄ + 3− 4i = (x − iy)2 − i(x − iy)+ 3− 4i. (2.1.10)

Ôß êÜíáìå åðïìÝíùò; ÈÝóáìå ôï −i óôç èÝóç ôïõ i ü÷é ìüíï óôçí ßäéá, ôç ñçôÞ ðáñïõóßá ôçò
öáíôáóôéêÞò ìïíÜäáò ióôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç g(z), áëëÜ êáé óôçí ßäéá ôç ìåôáâëçôÞ ôçò z = x+iy.
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ÓõãêåêñéìÝíá èÝóáìå z̄ = x− iy óôç èÝóç ôçò ìåôáâëçôÞò áõôÞò z. ¢ñá áíôéêáôáóôÜèçêå ðáíôïý
ôï i áðü ôï −i óôç óõíÜñôçóç g(z). ÁõôÞ åßíáé ç Ýííïéá ôçò ìåãÜëçò ðáýëáò óôï óýìâïëï g(z).

Èá ìðïñïýóáìå (óå êÜèå ðåñßðôùóç ðïõ ôï ÷ñåéáæüìáóôå) íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôï i áðü
ôï −i ìüíï óôç ìåôáâëçôÞ z = x + iy. Ôüôå èá åß÷áìå

g(z̄) = g(x − iy) = z̄2 + iz̄ + 3+ 4i = (x − iy)2 + i(x − iy)+ 3+ 4i. (2.1.11)

Ôþñá âëÝðïõìå üôé ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 óôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç g(z) ðáñÝìåéíå óáí i,
äåí áíôéêáôáóôÜèçêå áðü ôï −i. Ç áíôéêáôÜóôáóç áõôÞ Ýãéíå ìüíï óôç ìåôáâëçôÞ z = x + iy.
Äßêáéá ëïéðüí êáé ç ðáýëá ìßêñõíå, ðåñéïñßóèçêå óôç ìåôáâëçôÞ z óôï ðéï ðÜíù óýìâïëï g(z̄).

Êáé ôï áíôßèåôï åßíáé âÝâáéá áðüëõôá åöéêôü. Íá áíôéêáôáóôáèåß ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i áðü
ôï−i ìüíï óôéò ñçôÝò åìöáíßóåéò ôçò óôç óõíÜñôçóç g(z) ÷ùñßò íá ðåéñá÷èåß êáèüëïõ ç ìåôáâëçôÞ
z = x + iy, äçëáäÞ ÷ùñßò íá áíôéêáôáóôáèåß áðü ôï óõæõãÞ ôçò ìéãáäéêü áñéèìü z̄ = x − iy. Åßíáé
êáé áõôü äõíáôü. ¸ôóé ôþñá Ý÷ïõìå

ḡ(z) = z2 − iz + 3− 4i = (x + iy)2 − i(x + iy)+ 3− 4i. (2.1.12)

ÊáôáðëçêôéêÜ! Ìå ôá ó÷üëéá áõôÜ åëðßæåôáé üôé Ýãéíå êáôáíïçôü ðùò ïé ôÝóóåñéò ìéãáäéêïß
áñéèìïß g(z), g(z), g(z̄) êáé ḡ(z) åßíáé ãåíéêÜ äéáöïñåôéêïß ìåôáîý ôïõò. Ìå ôéò åðßóçò ôÝóóåñéò
ó÷Ýóåéò (2.1.9), (2.1.10), (2.1.11) êáé (2.1.12) áíôßóôïé÷á õðÞñîáìå óáöåßò óôï óçìåßï áõôü óôï
ðáñüí ðáñÜäåéãìá ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò g(z). Êáé áí ôï z ðÜñåé ôçí ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ
z = x; Óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç èá Ý÷ïõìå öõóéêÜ g(z̄) = g(z), áðëÜ åðåéäÞ ôï z åßíáé ôþñá
ðñáãìáôéêüò áñéèìüò z = x (äåí ðåñéÝ÷åé ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i) êáé åðïìÝíùò óõìðßðôåé ìå
ôï óõæõãÞ ôïõ z̄ = x êáé ðÜëé. Êáé áí ç ßäéá ç óõíÜñôçóç g(z) äåí ðåñéÝ÷åé óå ñçôÞ åìöÜíéóç ôç
öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i, üðùò óõìâáßíåé ð.÷. óôç óõíÜñôçóç

g∗(z) = z2 + 2z + 3 = (x + iy)2 + 2(x + iy)+ 3; (2.1.13)

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ó’ áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç (ðïõ äåí åßíáé êáé ôüóï óðÜíéá) èá Ý÷ïõìå ḡ(z) = g(z)
êáé åðßóçò g(z) = g(z̄). ÁõôÜ éó÷ýïõí, åðåéäÞ óôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç g(z) (ü÷é óôç ìåôáâëçôÞ ôçò
z = x + iy) äåí ðáñïõóéÜæåôáé ðïõèåíÜ ôï i, ãéá íá äþóåé ôç èÝóç ôïõ óôï −i.

Ôï óõìðÝñáóìá ôùí ðáñáôçñÞóåùí áõôþí åßíáé üôé ôï óýìâïëï f (z) (ìåãÜëç ðáýëá) äçëþíåé
ôçí ðëÞñç áíôéêáôÜóôáóç ôïõ i áðü ôï −i êáé óôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç f êáé óôç ìåôáâëçôÞ ôçò
z = x+ iy. Åßíáé åðïìÝíùò ðñïöáíÝò üôé ç ìåãÜëç áõôÞ ðáýëá ìðïñåß èáõìÜóéá íá äéáóðáóèåß óå
äýï ìéêñüôåñåò: ìßá ãéá ôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç f êáé ìßá äåýôåñç ãéá ôç ìåôáâëçôÞ ôçò z = x + iy.
ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ç ðñïöáíÞò ó÷Ýóç

f (z) = f̄ (z̄). (2.1.14)

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé ï óõæõãÞò ìéãáäéêüò áñéèìüò ¯̄z (ìå äýï ðáýëåò) ôïõ óõæõãïýò ìéãáäé-
êïý áñéèìïý z̄ (ìå ìßá ðáýëá) ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z (áõôüò åßíáé ÷ùñßò ðáýëá) óõìðßðôåé ìå
ôï ìéãáäéêü áñéèìü z, äçëáäÞ ¯̄z = z. Áõôü óõìâáßíåé, ãéáôß ç äéðëÞ áíôéêáôÜóôáóç (ìå ôéò äýï
ðáýëåò) ôïõ i áðü ôï −i ôï åðáíÝöåñå óôï i: ðñïöáíþò −( − i) = i. ÄçëáäÞ ïé äýï ðáýëåò
áëëçëïáíáéñïýíôáé. ¢ñá ìå áõôÞí ôç ëïãéêÞ êáé ôç ó÷Ýóç (2.1.14) éó÷ýåé êáé ï ôýðïò

f (z̄) = f̄ ( ¯̄z) = f̄ (z), åðåéäÞ ðñïöáíþò ¯̄z = z. (2.1.15)

Äåí åßíáé Ýôóé; Åßíáé! Áò êáôáíïÞóïõìå ëïéðüí ôá ó÷üëéá áõôÜ êáé áò åßìáóôå ðñïóåêôéêïß!

Ãíùñßæïíôáò ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = x + iy, ãíùñßæïõìå åðßóçò êáé ôï óõæõãÞ ôïõ z̄ = x − iy.
(ÁðëÜ èÝôïõìå ôï −i óôç èÝóç ôïõ i ðñéí áðü ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò y ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z.)
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Áõôü ôï äçëþóáìå ñçôÜ óôç ó÷Ýóç (1.2.4). ¸íá--äýï âÞìáôá áêüìç. ÐñïóèÝôïõìå êáé áöáéñïýìå
ôéò äýï ó÷Ýóåéò (1.2.4). ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå üôé

x = z + z̄
2

, y = z − z̄
2i

(2.1.16)

ãéá ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò x = Re z êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò y = Im z áíôßóôïé÷á ôïõ ìéãáäéêïý
áñéèìïý z = x + iy.

ÈáÞôáíáðüëõôá ôåôñéììÝíï íáðáñáôçñÞóïõìå üôé ãíùñßæïíôáò ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = x+iy,
åðïìÝíùò êáé ôï óõæõãÞ ôïõ z̄ = x− iy, ðñïóäéïñßæïõìå ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò x êáé ôï öáíôáóôéêü
ìÝñïò y ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z = x + iy áðü ôéò ó÷Ýóåéò (2.1.16). Ï óôü÷ïò ìáò åßíáé êÜðùò
ìáêñýôåñïò. ÐñáãìáôéêÜ ïé óôïé÷åéþäåéò ôýðïé (2.1.16) ìáò åðéôñÝðïõí êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï íá
áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò äýï ðñáãìáôéêÝò ìåôáâëçôÝò x êáé y áðü ôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z êáé ôç
óõæõãÞ ôçò z̄. ¢ñá, ìéëþíôáò ãåíéêÜ, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ìéá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç u(x, y)
ôùí äýï ðñáãìáôéêþí ìåôáâëçôþí x êáé y êáé óå ìéãáäéêÞ ìïñöÞ, äçëáäÞ

u(x, y) = u
(
z + z̄
2

,
z − z̄
2i

)
≡ u∗(z, z̄) (2.1.17)

ìå ôïí ôáõôü÷ñïíï ïñéóìü êáé ôçò íÝáò óõíáñôÞóåùò u∗(z, z̄) ≡ u(x, y) ãéá z = x + iy. Ìéá ôÝôïéá
ãñáöÞ ìáò äéåõêïëýíåé ìåñéêÝò öïñÝò, éäßùò êáôÜ ôçí åðßëõóç ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ
Laplace

∇2u = 0 Þ, êáëýôåñá,
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 üðïõ u = u(x, y) (2.1.18)

ìå ôç ìåôáôñïðÞ ôçò óôéò íÝåò, ôéò ìéãáäéêÝò ìåôáâëçôÝò z êáé z̄. ÁõôÞí ôç äõíáôüôçôá èá ôç
äéåñåõíÞóïõìå êáëýôåñá óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Ä3.

Ôåëåéþíïíôáò ôçí åíüôçôá áõôÞ áò êÜíïõìå ôçí ðáñáôÞñçóç üôé áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò
ï óõìâïëéóìüò u∗(z, z̄) åßíáé ãåíéêÜ áðáñÜäåêôïò. Óôç èÝóç ôïõ èá ìðïñïýóå íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
ï áðëïýóôåñïò óõìâïëéóìüò û(z), åðåéäÞ îÝñïíôáò ôï z = x + iy, îÝñïõìå ôáõôü÷ñïíá êáé ôï
z̄ = x− iy. ÅðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç u∗(z, z̄) åßíáé ïõóéáóôéêÜ óõíÜñôçóç ìüíï ôïõ z = x+ iy, üðùò
êáé ç óõíÜñôçóç h(x) = ax2 + bx + c åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôïõ x êáé ü÷é êáé ôïõ x2 ìå Üóôï÷ï
ôï óõìâïëéóìü h(x, x2) ãé’ áõôÞ. (Ôï x2 åßíáé áðëÜ ôï ôåôñÜãùíï ôïõ x, üðùò ôï z̄ = x − iy åßíáé
ôï z = x + iy ìå ìåßïí ðñéí ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i.)

Åßíáé ëïãéêÜ áõôÜ êáé ãßíïíôáé áðüëõôá óåâáóôÜ óôá ìáèçìáôéêÜ âéâëßá (üðùò êáé óôá ðå-
ñéóóüôåñá âéâëßá ãéá ìç÷áíéêïýò), áëëÜ . . . ÁëëÜ ôß; Óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Ä3 èá äïýìå ðùò
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò (êáé ï êÜèå Ìç÷áíéêüò êáé ï Öõóéêüò ãåíéêüôåñá) óõ÷íÜ åíäéáöÝñïíôáé
ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç êáôçãïñßá ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ êáëïýíôáé áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò.
Ó’ áõôÝò ôéò óõíáñôÞóåéò ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá áðïõóéÜæåé ôï z̄ óôïí ôýðï ðïõ ôéò äßíåé. ¢ñá
ï óõìâïëéóìüò f (z) ìðïñåß íá åñìçíåõèåß êáé óáí äÞëùóç áðïõóßáò ôïõ z̄ óôéò áíáëõôéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò, ðïõ åßíáé ðñáêôéêÜ êáé ïé ÷ñçóéìüôåñåò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò. (ÌÜëéóôá èá ìðïñïýóáìå
íá ðïýìå üôé åßíáé ïé ìüíåò ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìåò.)

ÅðïìÝíùò ãéá ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé ôïõ z êáé ôïõ z̄ äå ìðïñåß íá áðáãïñåõèåß óôï Ìç-
÷áíéêü ç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ f (z, z̄). Åðßóçò ôï óýìâïëï f (z̄) äçëþíåé ôçí áðïõóßá ôïõ z óôïí
ôýðï õðïëïãéóìïý ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò. Ç Ýííïéá åßíáé üôé ìüíï ôï z̄ åßíáé ðáñüí óôïí ôýðï
áõôü. Åßíáé áðïäåêôüò ëïéðüí åäþ êáé ï óõìâïëéóìüò f (z, z̄), üðùò êáé ï f (z̄), óå üóåò ðåñéðôþóåéò
êñßíïíôáé ÷ñÞóéìïé.

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôï êýñéï ìÝñïò ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý: óôïí ïñéóìü êáé óôéò éäéü-
ôçôåò ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò, ôùí ìéãáäéêþí õðåñâïëéêþí êáé ôñéãùíïìåôñéêþí
óõíáñôÞóåùí êáé ôùí áíôéóôñüöùí ôïõò ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí.
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Ä2.2. Ç ÌÉÃÁÄÉÊÇ ÅÊÈÅÔÉÊÇ ÓÕÍÁÑÔÇÓÇ

Ä2.2.1. Ïñéóìüò ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò

ÎåêéíÜìå ìå ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç (exponential function) ez ≡ exp z. Ìáò åßíáé ðïëý ãíùóôÞ
áðü ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x (ex ≡ exp x) êáé óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáèáñÜ öáíôáóôéêÞò
ôéìÞò iè ôçò ìåôáâëçôÞò z (ïðüôå z = iè) áðü ôïí ôýðï ôïõ Euler (1.1.4), äçëáäÞ áðü ôïí ôýðï

eiè = cos è+ i sin è. (2.2.1)

ÁíÜëïãá ìå −è áíôß ãéá è óôïí ôýðï ôïõ Euler: e−iè = cos è− i sin è.

Ïñßæïõìå ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ez ìå âÜóç ôïí áðëü ôýðï

ez = ex(cos y + i sin y) ìå z = x + iy, (2.2.2)

üðïõ âÝâáéá ôá óýìâïëá x êáé y äçëþíïõí ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò áíôß-
óôïé÷á ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z, äçëáäÞ x = Re z êáé y = Im z. ¢ñá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

Re ez = u(x, y) = ex cos y, Im ez = v(x, y) = ex sin y ìå ez = u(x, y)+ iv(x, y). (2.2.3)

Åßíáé ëïãéêüò ï ïñéóìüò áõôüò (2.2.2) ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ez, ôçí ïðïßá èá
ìðïñïýóáìå ßóùò íá áðïêáëïýìå êáé áðëÜ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç åííïþíôáò ôï ÷áñáêôçñéóìü
ìéãáäéêÞ. ÐñáãìáôéêÜ ìå ôïí ïñéóìü áõôü (2.2.2) ðåôõ÷áßíïõìå ôá åîÞò:

1. Ãéá ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò ôïõ z: z = x (ìå y = 0) ï ïñéóìüò (2.2.2) äßíåé ðñáãìáôéêü áðïôÝëåóìá
ez = ex, ôçí ðñáãìáôéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ex, åðåéäÞ åäþ Ý÷ïõìå cos y = cos 0 = 1 êáé
sin y = sin 0 = 0. Åéäéêüôåñá ãéá z = 0 ðáßñíïõìå e0 = 1. ÊáôÜ óõíÝðåéá ï ïñéóìüò (2.2.2)
åßíáé óõìâáôüò ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ex.

2. Ãéá êáèáñÜ öáíôáóôéêÝò ôéìÝò ôïõ z: z = iy (ôþñá ìå x = 0) ï ßäéïò ïñéóìüò (2.2.2) ìáò äßíåé

eiy = cos y + i sin y, (2.2.4)

åðåéäÞ ôþñá ex = e0 = 1. Éó÷ýåé ëïéðüí ï ôýðïò ôïõ Euler (2.2.1), ï ïðïßïò îáíáâñÝèçêå åäþ
ìå y áíôß è óôç ìïñöÞ (2.2.4). Ï ïñéóìüò (2.2.2) óÝâåôáé ëïéðüí, ëáìâÜíåé õðüøç êáé ôïí
ôýðï ôïõ Euler (1.1.4) Þ (2.2.1). ÅðïìÝíùò åßìáóôå ðéá âÝâáéïé êáé ãéá ôç óùóôÞ ÷ñÞóç ôçò
ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ez ãéá êáèáñÜ öáíôáóôéêÝò ôéìÝò z = iè ôçò ìåôáâëçôÞò z
âÜóåé ôïõ ôýðïõ ôïõ Euler. Ôç ÷ñÞóç áõôÞ Þäç ôçí êÜíáìå: (á) óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò, (â) óôéò ìéãáäéêÝò (Þ åêèåôéêÝò)
óåéñÝò Fourier êáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, åõèý êáé áíôßóôñïöï, êáèþò êáé (ã) óôïí
áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. ÁõôÜ Þäç ôá áíáöÝñáìå óôéò ÐáñáãñÜöïõò Ä1.1.4
Ýùò êáé Ä1.1.7.

3. Åðßóçò ìå âÜóç ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü (2.2.2) ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ez éó÷ýåé
ç ðñïóèåôéêÞ éäéüôçôá óôïõò åêèÝôåò êáôÜ ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ez1 åðß ez2 , äçëáäÞ

ez1ez2 = ez1+z2 ìå z1, 2 = x1, 2 + iy1, 2. (2.2.5)

Ç éäéüôçôá áõôÞ åßíáé öõóéêÜ ãåíßêåõóç ôçò áíôßóôïé÷çò éäéüôçôáò

ex1ex2 = ex1+x2 (2.2.6)

ãéá ðñáãìáôéêïýò åêèÝôåò x1 êáé x2. ÅðïìÝíùò ç éäéüôçôá áõôÞ óõíå÷ßæåé íá éó÷ýåé êáé ãéá
ìéãáäéêïýò åêèÝôåò z1 êáé z2 óôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ez. (Ç áðüäåéîÞ ôçò áìÝóùò
ðáñáêÜôù.)
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4. ÔÝëïò éó÷ýåé êáé ç áíÜëïãç éäéüôçôá ãéá ôï ðçëßêï ez1 /ez2 äýï ôéìþí ez1 êáé ez2 ôçò ìéãáäéêÞò
åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ez, äçëáäÞ

ez1

ez2
= ez1−z2 ìå z1, 2 = x1, 2 + iy1, 2. (2.2.7)

Ä2.2.2. ¢èñïéóç ôùí åêèåôþí óôïí ðïëëáðëáóéáóìü

Áò áðïäåßîïõìå óôï óçìåßï áõôü ôçí éäéüôçôá (2.2.5) ôçò áèñïßóåùò ôùí åêèåôþí óôïí ðïë-
ëáðëáóéáóìü äýï åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí. (Óçìåéþíïõìå üôé áíÜëïãç åßíáé êáé ç áðüäåéîç ôçò
éäéüôçôáò (2.2.7) ôçò áöáéñÝóåùò ôùí åêèåôþí óôç äéáßñåóç äýï åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí.)

Áðüäåéîç: Åðéèõìïýìå íá áðïäåßîïõìå ôçí éäéüôçôá (2.2.5). Åýëïãá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí ïñé-
óìü (2.2.2) ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò óå óõíäõáóìü ìå ôéò åêöñÜóåéò z1 = x1 + iy1
êáé z2 = x2 + iy2 ãéá ôïõò åêèÝôåò. ÅðïìÝíùò, îåêéíþíôáò áðü ôï áñéóôåñü ìÝëïò, Ý÷ïõìå

ez1ez2 = [ex1(cos y1 + i sin y1)][ex2(cos y2 + i sin y2)]

= ex1ex2(cos y1 + i sin y1)(cos y2 + i sin y2)

= ex1+x2[(cos y1 cos y2 − sin y1 sin y2)+ i(sin y1 cos y2 + cos y1 sin y2)]

= ex1+x2[cos (y1 + y2)+ i sin (y1 + y2)]

= ez1+z2 . (2.2.8)

Óôçí ðéï ðÜíù áðüäåéîç ðÞñáìå õðüøç ìáò ôñåéò öïñÝò ôïí ïñéóìü (2.2.2) ôçò ìéãáäéêÞò
åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ez. Áõôü Ýãéíå äýï öïñÝò óôçí ðñþôç ãñáììÞ ãéá ôïõò ìéãáäéêïýò áñéè-
ìïýò z1 = x1 + iy1 êáé z2 = x2 + iy2 êáé ìßá öïñÜ óôçí ôåëåõôáßá ãñáììÞ ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü
z1+ z2 = (x1+ x2)+ i(y1+ y2) (ôï Üèñïéóìá). Óôçí ôñßôç ãñáììÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åðßóçò ôçí áíôß-
óôïé÷ç éäéüôçôá (2.2.6) ãéá ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x1 êáé x2, ãéá ôçí ïðïßá åßìáóôå âÝâáéïé
üôé éó÷ýåé áðü ôéò ãíþóåéò ìáò ãéá ôçí ðñáãìáôéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ex. Óôçí ßäéá, ôçí ôñßôç
ãñáììÞ ðÞñáìå åðßóçò õðüøç üôé ãéá ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 éó÷ýåé üôé i2 = −1. ÔÝëïò
óôçí ôÝôáñôç ãñáììÞ ôçò áðïäåßîåùò áõôÞò ðÞñáìå õðüøç êáé ôïõò ãíùóôïýò ôñéãùíïìåôñéêïýò
ôýðïõò (1.5.15) êáé (1.5.16) ãéá ôï cos (è1 + è2) êáé ôï sin (è1 + è2) áíôßóôïé÷á. ❏

Èá ôïëìïýóáìå íá ðïýìå üôé äåí ðáñïõóéÜæåé êáìßá ïõóéáóôéêÞ äõóêïëßá ç ðéï ðÜíù áðü-
äåéîç (2.2.8) ôçò éäéüôçôáò (2.2.5) óôïí ðïëëáðëáóéáóìü äýï åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí ez1 åðß ez2 .
Áðïëýôùò áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôçí éäéüôçôá (2.2.7) óôç äéáßñåóç äýï åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí.

Ä2.2.3. ÌÝôñï êáé üñéóìá

Êáé ðÜëé ìå âÜóç ôïí ïñéóìü (2.2.2) ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ez äéáðéóôþíïõìå
Üìåóá ãéá ôï ìÝôñï ôçò (ôçí áðüëõôï ôéìÞ ôçò) |ez| üôé

|ez| = |ex(cos y + i sin y)| = |ex|| cos y + i sin y| = ex
√
cos2 y + sin2 y = ex · 1 = ex. (2.2.9)

Óôç óõíÝ÷åéá ãéá ôï üñéóìá arg ez ôçò ßäéáò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ez óõíÜãïõìå üôé

arg ez = tan−1
(
Im ez

Re ez

)
= tan−1

(
ex sin y
ex cos y

)
= tan−1

(
sin y
cos y

)
= tan−1 (tan y) = y (2.2.10)

åííïåßôáé óõí 2nð ìå ôï n áêÝñáéï áñéèìü. ¢ñá arg ez = y + 2nð.

Ä2.2.4. Ðåñéïäéêüôçôá êáé åöáñìïãÝò ôçò

ÅíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé êáé ç ðåñéïäéêüôçôá ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ez ìå êá-
èáñÜ öáíôáóôéêÞ ðåñßïäï Ô = 2ði, äçëáäÞ

ez+nT = ez ìå ôï n áêÝñáéï áñéèìü êáé T = 2ði, ïðüôå ez+2nði = ez. (2.2.11)
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ºóùò ç ðåñéïäéêüôçôá áõôÞ íá ìáò åêðëÞóóåé ëßãï, åðåéäÞ ç ðñáãìáôéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ex

äåí åßíáé ðåñéïäéêÞ, ç ìéãáäéêÞ üìùò åßíáé êáé ìÜëéóôá ìå êáèáñÜ öáíôáóôéêÞ ðåñßïäï Ô = 2ði.

Áðüäåéîç: Èá áðïäåßîïõìå åýêïëá ôç ó÷Ýóç ðåñéïäéêüôçôáò ez+2nði = ez, ðïõ ìüëéò áíáöÝ-
ñáìå: äåýôåñç ó÷Ýóç (2.2.11). Ðñïò ôï óêïðü áõôü èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå îáíÜ ôïí ïñéóìü (2.2.2)
ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ez, ôïí õðåíèõìßæïõìå

ez = ex(cos y + i sin y) ìå z = x + iy. (2.2.12)

Ìå âÜóç ôïí ïñéóìü áõôü Ý÷ïõìå ôçí åîÞò áðëÞ áðüäåéîç:

ez+2nði = ex+iy+2nði = ex+i(y+2nð)

= ex[cos (y + 2nð)+ i sin (y + 2nð)] = ex(cos y + i sin y) = ez. (2.2.13)

Óôç óýíôïìç áõôÞ áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå âÝâáéá åðßóçò êáé ôç ãíùóôÞ ðåñéïäéêüôçôá (ôþñá
ìå ðñáãìáôéêÞ ðåñßäï Ô0 = 2ð) ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï,
äçëáäÞ üôé

cos (y + 2nð) = cos y, sin (y + 2nð) = sin y. (2.2.14)

Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ez Ý÷åé ðåñßïäï Ô = 2ði. ÅðéðëÝïí
ìÜëéóôá äåí åßíáé ïýôå Üñôéá óõíÜñôçóç, áëë’ ïýôå êáé ðåñéôôÞ. ¢ñá åßíáé ç êáôÜëëçëç ðñïò
÷ñÞóç óõíÜñôçóç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ðñÝðåé íá åðéëýóåé ðåñéïäéêÜ
ðñïâëÞìáôá ôüóï óôç ãåùìåôñßá üóï êáé óôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, áò ðïýìå ìå ðåñßïäï êáôÜ
ôïí Üîïíá Oy ßóç ìå T = iH. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç

h(z) = e2ðz/H ≡ exp
(
2ðz
H

)
(2.2.15)

åßíáé ç óùóôÞ óõíÜñôçóç ðïõ ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. Áõôü óõìâáßíåé,
åðåéäÞ ìå ôï n áêÝñáéï áñéèìü

h(z + niH) = exp
(
2ð(z + niH)

H

)
= exp

(
2ðz + 2nðiH

H

)

= exp
(
2ðz
H
+ 2nði

)
= exp

(
2ðz
H

)
= h(z), (2.2.16)

åðåéäÞ ç âáóéêÞ ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ez ≡ exp z åßíáé ðåñéïäéêÞ ìå ðåñßïäï T = 2ði
ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò (2.2.11).

ÔÝôïéá ðåñéïäéêÜ ðñïâëÞìáôá (ìå ðåñßïäï Ç êáôÜ ôïí Üîïíá Oy, äçëáäÞ ïõóéáóôéêÜ T = iH)
ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ðñþôá ìðïñåß íá
õðÜñ÷åé Ýíá ðåñéïäéêü óýóôçìá åìðïäßùí óå åðßðåäç ìüíéìç ñïÞ ðáñÜëëçëç ðñïò ôïí Üîïíá Ox
êáé ïìïéüìïñöç ìáêñéÜ áðü ôá åìðüäéá, äçëáäÞ ãéá x→±∞. ÐáñïõóéÜæïíôáé åðßóçò óôçí Åëá-
óôéêüôçôá: ðåñéïäéêü óýóôçìá ïðþí Þ åãêëåéóìÜôùí êáé óôçÌç÷áíéêÞ ôçò Èñáýóåùò: ðåñéïäéêÞ
äéÜôáîç ñùãìþí.

ÖõóéêÜ ìå ôçí ßäéá ëïãéêÞ ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç

h∗(z) = e2ðiz/H ≡ exp
(
2ðiz
H

)
(2.2.17)

(ôþñá êáé ìå ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i óôïí åêèÝôç!) åßíáé êáé áõôÞ ðåñéïäéêÞ, áëëÜ ôþñá ìå ðñáã-
ìáôéêÞ ðåñßïäï Ô = H êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñáãìáôéêïý Üîïíá Ox. Áõôü éó÷ýåé, ãéáôß ìå ôï n áêÝñáéï
áñéèìü

h∗(z + nH) = exp
(
2ði(z + nH)

H

)
= exp

(
2ðiz + 2ðinH

H

)

= exp
(
2ðiz
H

+ 2nði
)
= exp

(
2ðiz
H

)
= h∗(z). (2.2.18)
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ÁóöáëþòðåñéïäéêüôçôáðáñïõóéÜæåôáé êáé óôéò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï: (á) õðåñ-
âïëéêü óõíçìßôïíï êáé õðåñâïëéêü çìßôïíï ìå ðåñéïäéêüôçôá êáôÜ ôï öáíôáóôéêü Üîïíá Oy êáé
(â) ôñéãùíïìåôñéêü óõíçìßôïíï êáé ôñéãùíïìåôñéêü çìßôïíï ìå ðåñéïäéêüôçôá êáôÜ ôïí ðñáãìá-
ôéêü Üîïíá Ox. Ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò èá ôéò ïñßóïõìå áìÝóùò ðéï êÜôù. Ðñüêåéôáé üìùò åßôå
ãéá Üñôéåò óõíáñôÞóåéò (ôá óõíçìßôïíá) åßôå ãéá ðåñéôôÝò (ôá çìßôïíá), åíþ ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç
ez ≡ exp z äåí åßíáé ïýôå Üñôéá ïýôå ðåñéôôÞ. Åßíáé åðïìÝíùò ãåíéêüôåñç óôçí åöáñìïãÞ ôçò.

Ä2.3. ÌÉÃÁÄÉÊÅÓ ÕÐÅÑÂÏËÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

Ä2.3.1. Ïñéóìïß

Áêñéâþò üðùò êÜíáìå óôéò ÐñáãìáôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, Ýôóé êé åäþ óôéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞ-
óåéò (óõíáñôÞóåéò ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z = x + iy) ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôéò õðåñâïëéêÝò
óõíáñôÞóåéò. Ðñüêåéôáé ãéá ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï (cosh z), çìßôïíï (sinh z),
åöáðôïìÝíç (tanh z), óõíåöáðôïìÝíç (coth z), ôÝìíïõóá (sech z) êáé óõíôÝìíïõóá (csch z). Ãéá ôéò
ôÝóóåñéò ðñþôåò áðü áõôÝò, ðïõ åßíáé êáé ïé óçìáíôéêüôåñåò, Ý÷ïõìå ôïõò ïñéóìïýò

cosh z = ez + e−z

2
, sinh z = ez − e−z

2
, tanh z = sinh z

cosh z
, coth z = cosh z

sinh z
(2.3.1)

ìå z = x+ iy ôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ. Ïé ïñéóìïß áõôïß åßíáé ïëüéäéïé ìå åêåßíïõò ðïõ Þäç ãíùñßæïõìå
áðü ôéò ÐñáãìáôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. Êáìßá äéáöïñÜ! ¢ñá åßíáé åýëïãï íá ðåñéìÝíïõìå (êáé áõôü
óõìâáßíåé!) íá éó÷ýïõí êáé ïé ßäéåò éäéüôçôåò, ïé ßäéïé ôýðïé óôïõò ó÷åôéêïýò õðïëïãéóìïýò.

Ä2.3.2. ÐñáãìáôéêÜ êáé öáíôáóôéêÜ ìÝñç

Áðü ôïõò ïñéóìïýò áõôïýò (2.3.1) ìðïñïýìå åýêïëá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôá ðñáãìáôéêÜ êáé ôá
öáíôáóôéêÜ ìÝñç ôùí ìéãáäéêþí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí ãéá ìéá ôéìÞ z = x + iy ôçò ìéãáäéêÞò
ìåôáâëçôÞò. ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò ìå ôç âïÞèåéá ìüíï
ãíùóôþí ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ãéá z = x+ iy ïé ôýðïé õðïëïãéóìïý ôùí
ìéãáäéêþí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí óõíçìßôïíï (cosh z) êáé çìßôïíï (sinh z) åßíáé ïé åîÞò:

cosh z = cosh x cos y + i sinh x sin y, (2.3.2)

sinh z = sinh x cos y + i cosh x sin y. (2.3.3)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü áñêåß íá õðïëïãßóïõìå ôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò cosh x, sinh x, cos y
êáé sin y, þóôå íá õðïëïãßóïõìå êáôüðéí êáé ôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò cosh z êáé sinh z. Óôç óõíÝ-
÷åéá, åöáñìüæïíôáò ôïõò ó÷åôéêïýò ôýðïõò (2.3.1), ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå êáé ôéò ìéãáäéêÝò
óõíáñôÞóåéò tanh z = sinh z /cosh z êáé coth z = cosh z /sinh z.

Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé åßíáé áðüëõôá ðñïöáíÝò áðü ôïõò äýï ðéï ðÜíù ôýðïõò (2.3.2)
êáé (2.3.3) üôé ôá ðñáãìáôéêÜ ìÝñç uc, s(x, y) êáé ôá öáíôáóôéêÜ ìÝñç vc, s(x, y) ôùí äýï ìéãáäéêþí
óõíáñôÞóåùí cosh z êáé sinh z äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

cosh z = uc(x, y)+ ivc(x, y) �⇒ uc(x, y) = cosh x cos y êáé vc(x, y) = sinh x sin y, (2.3.4)

sinh z = us(x, y)+ ivs(x, y) �⇒ us(x, y) = sinh x cos y êáé vs(x, y) = cosh x sin y. (2.3.5)

Åäþ èá ðåñéïñßóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óôçí áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ (2.3.2) ãéá ôç ìéãáäéêÞ óõ-
íÜñôçóç cosh z. (Ç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ (2.3.3) ãéá ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç sinh z åßíáé åíôåëþò
ðáñüìïéá êáé ãéá ïéêïíïìßá ÷þñïõ èá ôçí ðáñáëåßøïõìå.)

Áðüäåéîç: ÎåêéíÜìå áðü ôï áñéóôåñü ìÝëïò cosh z ôïõ ôýðïõ (2.3.2) êáé öõóéêÜ ìå z = x+ iy.
Èá åöáñìüóïõìå óôçí áñ÷Þ áðëÜ ôïí ïñéóìü (2.3.1) ôçò ìéãáäéêÞò áõôÞò óõíáñôÞóåùò cosh z.
Óôç óõíÝ÷åéá èá åêôåëÝóïõìå ôéò ó÷åôéêÝò áðëÝò ðñÜîåéò ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé

e±iy = cos y ± i sin y (2.3.6)
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óýìöùíá ìå ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (1.1.4), éóïäýíáìá ìå ôïí ïñéóìü (2.2.2) ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò
óõíáñôÞóåùò ez ãéá êáèáñÜ öáíôáóôéêÞ ôéìÞ z = iy (ìå ðñáãìáôéêü ìÝñïò x = 0) ôçò ìéãáäéêÞò
ìåôáâëçôÞò z. Óôï ôÝëïò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôïõò ãíùóôïýò ðñáãìáôéêïýò ôýðïõò

cosh x = ex + e−x

2
, sinh x = ex − e−x

2
, (2.3.7)

äçëáäÞ ôïõò ó÷åôéêïýò ôýðïõò (2.3.1) ãéá ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò z = x ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z.

Áò ãßíïõìå ôþñá óáöÝóôåñïé ðáñïõóéÜæïíôáò ôç óõíïëéêÞ ó÷åôéêÞ áðëÞ áðüäåéîç óýìöùíá
ìå ôéò ðéï ðÜíù óêÝøåéò:

cosh z = cosh (x + iy) = ex+iy + e−x−iy

2
= ex(cos y + i sin y)+ e−x(cos y − i sin y)

2

= ex + e−x

2
cos y + i

ex − e−x

2
sin y = cosh x cos y + i sinh x sin y. (2.3.8)

Ä2.3.3. ÌåñéêÝò áêüìç éäéüôçôåò êáé áðïäåßîåéò

Äåí åßíáé óêüðéìï íá áíáëþóïõìå ðïëëÝò óåëßäåò óå êáôáãñáöÞ êáé áðïäåßîåéò éäéïôÞôùí ôùí
ìéãáäéêþí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí, ðïõ ìüëéò ïñßóáìå. Ôüóï ïé éäéüôçôåò üóï êáé ïé áðïäåßîåéò
ôïõò åßíáé áðüëõôá áíÜëïãåò ìå åêåßíåò ðïõ Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôéò ÐñáãìáôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò.
Êáé óô’ áëÞèåéá ïé ðéï ðÜíù ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò áíÜãïíôáé óôéò áíôßóôïé÷åò ðñáã-
ìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò, áñêåß íá Ý÷ïõìå ðñáãìáôéêÞ ìåôáâëçôÞ z = x (ìå öáíôáóôéêü ìÝñïò y = 0).

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, áðü ôïõò ïñéóìïýò (2.3.1) åßíáé ðñïöáíåßò ïé éäéüôçôåò

tanh z = 1
coth z

, coth z = 1
tanh z

, tanh z coth z = 1, (2.3.9)

åöüóïí âÝâáéá ïé ðïóüôçôåò áõôÝò äå ìçäåíßæïíôáé Þ áðåéñßæïíôáé. ÓõíáöÞò åßíáé êáé ç éäéüôçôá:

■ ÉÄÉÏÔÇÔÁ: Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò tanh z (õðåñâïëéêÞ åöáðôïìÝíç) êáé coth z (õðåñâïëéêÞ óõíå-
öáðôïìÝíç) éó÷ýïõí ïé ôýðïé

tanh z = e2z − 1
e2z + 1

, coth z = e2z + 1
e2z − 1

. (2.3.10)

Áðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ïñéóìïýò (2.3.1) ôùí óõíáñôÞóåùí tanh z êáé coth z ìÝóù ôùí
óõíáñôÞóåùí sinh z êáé cosh z. Ó’ áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò (2.3.1) ÷ñçóéìïðïéïýìå óôç óõíÝ÷åéá êáé
ôïõò ïñéóìïýò (2.3.1) ôùí óõíáñôÞóåùí sinh z êáé cosh z ìå âÜóç ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç.
Áêïëïõèïýí ïé ëåðôïìÝñåéåò ôçò áðïäåßîåùò ãéá ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç tanh z:

tanh z = sinh z
cosh z

= (ez − e−z)/2
(ez + e−z)/2

= ez − e−z

ez + e−z
= e2z − 1

e2z + 1
. (2.3.11)

Óôï ôÝëïò êÜíáìå ðïëëáðëáóéáóìü áñéèìçôÞ êáé ðáñïíïìáóôÞ åðß ez êáé ðÞñáìå õðüøç üôé

ez · ez = ez+z = e2z êáé åðßóçò üôé ez · e−z = ez−z = e0 = 1 (2.3.12)

ìå âÜóç ôçí ðñïóèåôéêÞ éäéüôçôá (2.2.5) óôïõò åêèÝôåò (óå ãéíüìåíï ez1 åðß ez2) ãéá ôç ìéãáäéêÞ
åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ez. ❏

■ ÉÄÉÏÔÇÔÁ: Ãéá ôï ìéãáäéêü õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï cosh z êáé ôï ìéãáäéêü õðåñâïëéêü çìßôïíï
sinh z ç ãíùóôÞ ó÷Ýóç (áðü ôéò áíôßóôïé÷åò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò) ðïõ ôá óõíäÝåé åßíáé ç åîÞò:

cosh2 z − sinh2 z = 1. (2.3.13)

ÂÝâáéá óôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõìå ðëçí (äéáöïñÜ) óôï áñéóôåñü ìÝëïò, åíþ áíôßèåôá
óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõìå óõí (Üèñïéóìá) óôçí ßäéá èÝóç! Ãéá íá êáôáíïÞóïõìå
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ôéò áðëÝò ðñÜîåéò ðïõ áðáéôïýíôáé óå áðïäåßîåéò áõôïý ôïõ åßäïõò (ðïõ åßíáé êáèáñÜ õðïëïãé-
óôéêÝò áðïäåßîåéò ÷ùñßò èåùñçôéêü åíäéáöÝñïí), ðáñáèÝôïõìå ôç ó÷åôéêÞ áðüäåéîç:

Áðüäåéîç: ÁõôÞ âáóßæåôáé áðëÜ êáé ðÜëé óôïõò ïñéóìïýò (2.3.1) ôùí äýï óõíáñôÞóåùí cosh z
êáé sinh z êáé åßíáé ç åîÞò îåêéíþíôáò áðü ôï áñéóôåñü ìÝëïò êáé êáôáëÞãïíôáò óôï äåîéü:

cosh2 z − sinh2 z =
(
ez + e−z

2

)2

−
(
ez − e−z

2

)2

= e2z + e−2z + 2
4

− e2z + e−2z − 2
4

= 2
4
− −2

4
= 2+ 2

4
= 1. (2.3.14)

Åýêïëç, ðïëý åýêïëç ç áðüäåéîç áõôÞ! Áêüìç êáé Ýíá ðñüãñáììá óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí, üðùò
åßíáé ç Mathematica êáé ç Maxima, èá ìðïñïýóå èáõìÜóéá íá ôçí åß÷å åêôåëÝóåé ìå åðéôõ÷ßá. ❏

■ ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ: Ç óõíÜñôçóç cosh z åßíáé Üñôéá, åíþ ç óõíÜñôçóç sinh z ðåñéôôÞ, äçëáäÞ

cosh (− z) = cosh z, sinh (− z) = − sinh z. (2.3.15)

Áðïäåßîåéò: Åßíáé êáé ïé äýï Üìåóåò êáé ðÜëé ìå âÜóç ôïõò ïñéóìïýò (2.3.1):

cosh (− z) = e−z + e−(−z)

2
= e−z + ez

2
= ez + e−z

2
= cosh z, (2.3.16)

sinh (− z) = e−z − e−(−z)

2
= e−z − ez

2
= − ez − e−z

2
= − sinh z. (2.3.17)

■ ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ: Ãéá ôï Üèñïéóìá z1 + z2 äýï ìéãáäéêþí áñéèìþí z1 êáé z2 éó÷ýïõí ïé ôýðïé

cosh (z1 + z2) = cosh z1 cosh z2 + sinh z1 sinh z2, (2.3.18)

sinh (z1 + z2) = sinh z1 cosh z2 + cosh z1 sinh z2. (2.3.19)

➤ ÐáñáôÞñçóç Ä2.1: Ðñüêåéôáé ãéá ôïõò ßäéïõò áêñéâþò ôýðïõò ðïõ éó÷ýïõí êáé óôéò áíôßóôïé-
÷åò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò cosh (x1+ x2) êáé sinh (x1+ x2). Åðßóçò ïé ôýðïé áõôïß åßíáé áíÜëïãïé
ìå åêåßíïõò ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cos (x1+ x2) êáé sin (x1+ x2), äçëáäÞ
ôïõò ôýðïõò (1.5.15) êáé (1.5.16) óôï ÊåöÜëáéï Ä1 áíôßóôïé÷á. (YðÜñ÷åé üìùò Ýíá ìåßïí äéáöïñÜ
óôïí ðñþôï áðü ôïõò ôýðïõò áõôïýò.)

Áðüäåéîç: Èá ðåñéïñéóèïýìå óôçí áðüäåéîç ôïõ ðñþôïõ ôýðïõ (2.3.18) ãéá ôï õðåñâïëéêü
óõíçìßôïíï cosh (z1+ z2). ÁíÜëïãç åßíáé êáé ç áðüäåéîç ôïõ äåýôåñïõ ôýðïõ (2.3.19) ãéá ôï õðåñ-
âïëéêü çìßôïíï sinh (z1 + z2). Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôÞ åßíáé óáöþò åõêïëüôåñï íá îåêéíÞóïõìå áðü
ôï äåîéü ìÝëïò ôïõ ôýðïõ (2.3.18). ×ñçóéìïðïéïýìå öõóéêÜ ôïõò ïñéóìïýò (2.3.1) ôùí óõíáñôÞ-
óåùí cosh z êáé sinh z êáé åêôåëïýìå ôïõò áëãåâñéêïýò õðïëïãéóìïýò ðïõ áðáéôïýíôáé. Óôï ôÝëïò
÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ðÜëé ôïí ïñéóìü (2.3.1), áëëÜ ôïýôç ôç öïñÜ ãéá ôç óõíÜñôçóç cosh (z1+ z2),
äçëáäÞ ìå z = z1 + z2. ÊáôáëÞãïõìå Ýôóé óôï áñéóôåñü ìÝëïò cosh (z1 + z2) ôïõ ôýðïõ (2.3.18).

Áêïëïõèïýí ïé õðïëïãéóôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò ôçò ó÷åôéêÞò áðïäåßîåùò:

cosh z1 cosh z2 + sinh z1 sinh z2 = ez1 + e−z1

2
ez2 + e−z2

2
+ ez1 − e−z1

2
ez2 − e−z2

2

= ez1+z2 + ez1−z2 + e−z1+z2 + e−z1−z2

4
+ ez1+z2 − ez1−z2 − e−z1+z2 + e−z1−z2

4

= 2ez1+z2 + 2e−z1−z2

4
= ez1+z2 + e−z1−z2

2
= ez1+z2 + e−(z1+z2)

2
= cosh (z1 + z2). (2.3.20)

Óôç äåýôåñç ãñáììÞ ôçò áðïäåßîåùò áõôÞò ëÜâáìå õðüøç ìáò êáé ôçí éäéüôçôá (2.2.5), äçëáäÞ
üôé ez1ez2 = ez1+z2 ãéá ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ez. ❏



24 (ÊåöÜëáéï Ä2) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÌÉÃÁÄÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Äå èá ðáñáèÝóïõìå Üëëåò éäéüôçôåò ôùí ìéãáäéêþí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí. Èá ðñï÷ù-
ñÞóïõìå ôþñá óôéò áíôßóôïé÷åò ìéãáäéêÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò. Óôç óõíÝ÷åéá, ìåôÜ êáé
ôçí åéóáãùãÞ ôçò ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln z (Þ éóïäýíáìá log z) èá Ý÷ïõìå ôçí åõ-
êáéñßá íá áíáöåñèïýìå óýíôïìá êáé óôéò ìéãáäéêÝò áíôßóôñïöåò õðåñâïëéêÝò êáé ôñéãùíïìåôñéêÝò
óõíáñôÞóåéò.

Ä2.4. ÌÉÃÁÄÉÊÅÓ ÔÑÉÃÙÍÏÌÅÔÑÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

Ä2.4.1. Ïñéóìïß

Åíôåëþò áíÜëïãåò ìå ôéò ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé êáé ïé ìéãáäéêÝò ôñéãùíï-
ìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò, ïé ïðïßåò ìåñéêÝò öïñÝò êáëïýíôáé êáé êõêëéêÝò óõíáñôÞóåéò. Êáé áõôÝò
áðïôåëïýí áðëÞ åðÝêôáóç ôùí ðñáãìáôéêþí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí óôéò ìéãáäéêÝò ìïñ-
öÝò ôïõò, åäþ êáé ðÜëé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z = x + iy. Ìðïñïýìå Ýôóé íá
ïñßóïõìå ôéò ìéãáäéêÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï (cos z), çìßôïíï (sin z), åöáðôï-
ìÝíç (tan z), óõíåöáðôïìÝíç (cot z), ôÝìíïõóá (sec z) êáé óõíôÝìíïõóá (csc z). Ãéá ôéò ôÝóóåñéò
ðñþôåò áðü áõôÝò, ðïõ åßíáé êáé ïé óçìáíôéêüôåñåò, Ý÷ïõìå ôïõò áêüëïõèïõò ïñéóìïýò ôïõò:

cos z = eiz + e−iz

2
, sin z = eiz − e−iz

2i
, tan z = sin z

cos z
, cot z = cos z

sin z
(2.4.1)

ìå z = x + iy ôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ.

Ïé ïñéóìïß áõôïß åßíáé åíôåëþò áíÜëïãïé ìå ôïõò ïñéóìïýò (2.3.1) ôùí áíôßóôïé÷ùí ìéãáäéêþí
õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí. Ïé ìüíåò äéáöïñÝò áöïñïýí: (á) óôçí åìöÜíéóç ôçò öáíôáóôéêÞò
ìïíÜäáò i = √−1 ðñéí ôïí åêèÝôç ±z (äçëáäÞ ôþñá ±iz) óôéò åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò e±iz ðïõ
ðáñïõóéÜæïíôáé óôïõò ïñéóìïýò áõôïýò êáé (â) óôçí ðáñïõóßá ôïõ i óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôçò çìé-
ôïíéêÞò óõíáñôÞóåùò sin z. Äåí õðÜñ÷åé êáìßá Üëëç äéáöïñÜ! ÕðÜñ÷åé åðßóçò áðüëõôç áíáëïãßá
êáé ìå ôéò áíôßóôïé÷åò ðñáãìáôéêÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò (ó’ áõôÝò ìå ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ
ôçò ìåôáâëçôÞò z, äçëáäÞ ìå z = x, åíþ y = 0). ¢ñá åßíáé åýëïãï íá ðåñéìÝíïõìå (êáé ðñáãìáôéêÜ
áõôü óõìâáßíåé!) íá éó÷ýïõí êáé ïé ßäéåò éäéüôçôåò, ïé ßäéïé ôýðïé óôïõò ó÷åôéêïýò õðïëïãéóìïýò.

Ä2.4.2. ÐñáãìáôéêÜ êáé öáíôáóôéêÜ ìÝñç

¼ðùò Þäç êÜíáìå óôéò ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò, Ýôóé êé åäþ óôéò ìéãáäéêÝò ôñéãùíï-
ìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò áðü ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò (2.4.1) ìðïñïýìå åýêïëá íá ðñïóäéïñßóïõìå
ôá ðñáãìáôéêÜ êáé ôá öáíôáóôéêÜ ìÝñç ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþí ãéá ìéá ôéìÞ z = x + iy ôçò ìé-
ãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò. ¢ñá ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò ìå ôç âïÞèåéá ìüíï
ãíùóôþí ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ãéá z = x+ iy ïé ôýðïé õðïëïãéóìïý ôùí
ìéãáäéêþí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí óõíçìßôïíï (cos z) êáé çìßôïíï (sin z) åßíáé ïé åîÞò:

cos z = cos x cosh y − i sin x sinh y, (2.4.2)

sin z = sin x cosh y + i cos x sinh y. (2.4.3)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü áñêåß íá õðïëïãßóïõìå ôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò cos x, sin x, cosh y
êáé sinh y, þóôå íá õðïëïãßóïõìå ôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò cos z êáé sin z. Óôç óõíÝ÷åéá, åöáñìü-
æïíôáò ôïõò ó÷åôéêïýò ôýðïõò (2.4.1), ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå êáé ôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò
tan z = sin z /cos z êáé cot z = cos z /sin z.

Ïé áðïäåßîåéò ôùí ôýðùí áõôþí (2.4.2) êáé (2.4.3) åßíáé áðëÝò êáé áðüëõôá áíÜëïãåò ìå ôçí
áðüäåéîç (2.3.8), ðïõ Ý÷ïõìå Þäç ðáñáèÝóåé ãéá ôç óõíÜñôçóç cosh z. ÅðïìÝíùò ðáñáëåßðïíôáé.

Ä2.4.3. ÌåñéêÝò áêüìç éäéüôçôåò êáé áðïäåßîåéò

¼ðùò êÜíáìå êáé óôéò ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Ä2.3,
êáé ðÜëé äåí åßíáé öñüíéìï íá áíáëþóïõìå ðïëëÝò óåëßäåò óå êáôáãñáöÞ êáé áðïäåßîåéò éäéïôÞôùí
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ôùí ìéãáäéêþí ôñéãùíïìåôñéêþí (Þ êõêëéêþí) óõíáñôÞóåùí ðïõ ìüëéò ïñßóáìå. ÅðáíáëáìâÜ-
íïõìå üôé ïé ó÷åôéêÝò éäéüôçôåò åßíáé áíÜëïãåò ìå åêåßíåò ðïõ Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôéò ÐñáãìáôéêÝò
ÓõíáñôÞóåéò: ôçí Ôñéãùíïìåôñßá, áí êáé ôþñá ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôïõò ïñéóìïýò (2.4.1) ç ìéãáäéêÞ
åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç e±iz.

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, áðü ôïõò ïñéóìïýò áõôïýò (2.4.1) åßíáé ðñïöáíåßò ïé éäéüôçôåò

tan z = 1
cot z

, cot z = 1
tan z

, tan z cot z = 1, (2.4.4)

åöüóïí âÝâáéá ïé ðïóüôçôåò áõôÝò äå ìçäåíßæïíôáé Þ áðåéñßæïíôáé. (Áêñéâþò ôá ßäéá åßäáìå üôé
éó÷ýïõí êáé óôéò ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò.) Ó÷åôéêÞ åßíáé êáé ç éäéüôçôá:

■ ÉÄÉÏÔÇÔÁ: Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò tan z (åöáðôïìÝíç) êáé cot z (óõíåöáðôïìÝíç) éó÷ýïõí ïé ôýðïé

tan z = −i e
2iz − 1
e2iz + 1

, cot z = i
e2iz + 1
e2iz − 1

. (2.4.5)

Áðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ïñéóìïýò (2.4.1) ôùí óõíáñôÞóåùí tan z êáé cot z ìÝóù ôùí
óõíáñôÞóåùí sin z êáé cos z. Ó’ áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò ÷ñçóéìïðïéïýìå óôç óõíÝ÷åéá êáé ôïõò
ïñéóìïýò (2.4.1) ôùí óõíáñôÞóåùí sin z êáé cos z êé åäþ ìå âÜóç ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç.
ÐáñáèÝôïõìå ôéò ëåðôïìÝñåéåò ãéá ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç cot z:

cot z = cos z
sin z

= (eiz + e−iz)/2
(eiz − e−iz)/(2i)

= i
eiz + e−iz

eiz − e−iz
= i

e2iz + 1
e2iz − 1

. (2.4.6)

Óôï ôÝëïò êÜíáìå ðïëëáðëáóéáóìü áñéèìçôÞ êáé ðáñïíïìáóôÞ åðß eiz êáé ðÞñáìå õðüøç üôé

eiz · eiz = eiz+iz = e2iz êáé åðßóçò üôé eiz · e−iz = eiz−iz = e0 = 1 (2.4.7)

êáé ðÜëé ìå âÜóç ôçí ðñïóèåôéêÞ éäéüôçôá (2.2.5) óôïõò åêèÝôåò ãéá ôï ãéíüìåíï ez1 åðß ez2 äýï
ìéãáäéêþí åêèåôéêþí óõíÜñôçóåùí ez1 êáé ez2 . ❏

■ ÉÄÉÏÔÇÔÁ: Ãéá ôï ìéãáäéêü óõíçìßôïíï cos z êáé ôï ìéãáäéêü çìßôïíï sin z ç ãíùóôÞ ó÷Ýóç (áðü
ôéò ðñáãìáôéêÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò) ðïõ ôá óõíäÝåé åßíáé ç åîÞò:

cos2 z + sin2 z = 1. (2.4.8)

Ãéá íá êáôáíïÞóïõìå ôéò áðëÝò ðñÜîåéò ðïõ áðáéôïýíôáé óå áðïäåßîåéò áõôïý ôïõ åßäïõò (åðá-
íáëáìâÜíïõìå üôé åßíáé êáèáñÜ õðïëïãéóôéêÝò áðïäåßîåéò), ðáñáèÝôïõìå ôç ó÷åôéêÞ áðüäåéîç:

Áðüäåéîç: ÁõôÞ âáóßæåôáé îáíÜ áðëÜ óôïõò ïñéóìïýò (2.4.1) ôùí óõíáñôÞóåùí cos z êáé sin z
êáé åßíáé ç áêüëïõèç îåêéíþíôáò îáíÜ áðü ôï áñéóôåñü ìÝëïò êáé êáôáëÞãïíôáò óôï äåîéü:

cos2 z + sin2 z =
(
eiz + e−iz

2

)2

+
(
eiz − e−iz

2i

)2

= e2iz + e−2iz + 2
4

− e2iz + e−2iz − 2
4

= 2
4
− −2

4
= 2+ 2

4
= 1. (2.4.9)

ÐÞñáìå åðßóçò õðüøç ìáò êáé üôé i2 = −1. Åýêïëç, ðïëý åýêïëç ç áðüäåéîç áõôÞ! Êáé ðÜëé
áêüìç êáé Ýíá ðñüãñáììá óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí, üðùò åßíáé ç Mathematica êáé ç Maxima,
èá ìðïñïýóå íá ôçí åß÷å åêôåëÝóåé åîßóïõ êáëÜ ìå ôïí Üíèñùðï êáé ìÜëéóôá ÷ùñßò ôïí êßíäõíï
õðïëïãéóôéêþí ëáèþí! ❏

■ ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ: Ç óõíÜñôçóç cos z åßíáé Üñôéá, åíþ ç óõíÜñôçóç sin z ðåñéôôÞ, äçëáäÞ

cos (− z) = cos z, sin (− z) = − sin z. (2.4.10)
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Áðïäåßîåéò: Åßíáé êáé ïé äýï Üìåóåò êáé ðÜëé ìå âÜóç ôïõò ïñéóìïýò (2.4.1):

cos (− z) = e−iz + e−(−iz)

2
= e−iz + eiz

2
= eiz + e−iz

2
= cos z, (2.4.11)

sin (− z) = e−iz − e−(−iz)

2i
= e−iz − eiz

2i
= − eiz − e−iz

2i
= − sin z. (2.4.12)

■ ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ: Ãéá ôï Üèñïéóìá z1 + z2 äýï ìéãáäéêþí áñéèìþí z1 êáé z2 éó÷ýïõí ïé ôýðïé

cos (z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2, (2.4.13)

sin (z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2. (2.4.14)

➤ ÐáñáôÞñçóç Ä2.2: Ðñüêåéôáé ãéá ôïõò ßäéïõò ôýðïõò (1.5.15) êáé (1.5.16) óôï ÊåöÜëáéï Ä1,
ðïõ éó÷ýïõí êáé óôéò áíôßóôïé÷åò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò cos (è1+è2) êáé sin (è1+è2). ÅðéðëÝïí
ïé ôýðïé áõôïß (2.4.13) êáé (2.4.14) åßíáé áíÜëïãïé ìå ôïõò ôýðïõò (2.3.18) êáé (2.3.19) áíôßóôïé÷á, ïé
ïðïßïé éó÷ýïõí ãéá ôéò ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò cosh (z1+z2) êáé sinh (z1+z2). Åíôïýôïéò
õðÜñ÷åé ìßá äéáöïñÜ: ôþñá Ý÷ïõìå ðëçí áíôß ãéá óõí óôïí ðñþôï ôýðï: óôïí ôýðï (2.4.13).

Áðüäåéîç: Èá ðåñéïñéóèïýìå óôçí áðüäåéîç ôïõ äåýôåñïõ ôýðïõ, ôïõ ôýðïõ (2.4.14), ãéá
ôï çìßôïíï áèñïßóìáôïò sin (z1 + z2). ÐñïçãïõìÝíùò óôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò åß÷áìå êÜíåé
ôçí áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ ãéá ôï õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï cosh (z1 + z2). Åäþ èá ðáñáèÝóïõìå ôçí
áðüäåéîç ãéá ôï ôñéãùíïìåôñéêü çìßôïíï sin (z1 + z2). ÁíÜëïãç âÝâáéá åßíáé êáé ç áðüäåéîç ôïõ
ðñþôïõ ôýðïõ (2.4.13) ãéá ôï ôñéãùíïìåôñéêü óõíçìßôïíï cos (z1+ z2). Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôÞ êáé
ðÜëé åßíáé ðïëý êáëýôåñá íá îåêéíÞóïõìå áðü ôï äåîéü ìÝëïò ôïõ ôýðïõ (2.4.14). ×ñçóéìïðïéïýìå
ôïõò ïñéóìïýò (2.4.1) ôùí óõíáñôÞóåùí cos z êáé sin z êáé áðëÜ åêôåëïýìå ôïõò áëãåâñéêïýò
õðïëïãéóìïýò ðïõ áðáéôïýíôáé. Óôï ôÝëïò ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ðÜëé ôïí ïñéóìü (2.4.1), ôþñá
üìùò ãéá ôç óõíÜñôçóç sin (z1 + z2), äçëáäÞ ìå z = z1 + z2. Ìå ôïí ôñüðï áõôü êáôáëÞãïõìå óôï
áñéóôåñü ìÝëïò sin (z1 + z2) ôïõ ðñïò áðüäåéîç ôýðïõ (2.4.14).

Áêïëïõèïýí ïé õðïëïãéóôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò ôçò ó÷åôéêÞò áðïäåßîåùò:

sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2 = eiz1 − e−iz1

2i
eiz2 + e−iz2

2
+ eiz1 + e−iz1

2
eiz2 − e−iz2

2i

= ei(z1+z2) + ei(z1−z2) − ei(−z1+z2) − e−i(z1+z2)

4i
+ ei(z1+z2) − ei(z1−z2) + ei(−z1+z2) − e−i(z1+z2)

4i

= 2ei(z1+z2) − 2e−i(z1+z2)

4i
= ei(z1+z2) − e−i(z1+z2)

2i
= sin (z1 + z2). (2.4.15)

ÐÞñáìå îáíÜ õðüøç ôïí ôýðï (2.2.5): ez1ez2 = ez1+z2 óôç äåýôåñç ãñáììÞ ôçò áðïäåßîåùò. ❏

Äå èá ðáñáèÝóïõìå Üëëåò éäéüôçôåò ôùí ìéãáäéêþí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí. Áõôü äåí
Ý÷åé áðïëýôùò êáíÝíá íüçìá. Ìðïñïýìå üìùò íá áíáöÝñïõìå óýíôïìá ôéò ðïëý áðëÝò, áëëÜ
êáé ôüóï åíäéáöÝñïõóåò êáé ëßãï áðñïóäüêçôåò ó÷Ýóåéò ðïõ óõíäÝïõí ôéò ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò
êáé ôéò ìéãáäéêÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé áõôü áêñéâþò óêïðåýïõìå íá êÜíïõìå ôþñá!

Ä2.4.4. Ó÷Ýóåéò ìåôáîý ôùí ìéãáäéêþí õðåñâïëéêþí êáé ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí

Ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò åßíáé ðñáãìáôéêÜ áðßóôåõôá áðëÝò, áêñéâþò üðùò êáé ïé áðïäåßîåéò ôïõò.
ÓõãêåêñéìÝíá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

cosh (iz) = cos z, cos (iz) = cosh z, sinh (iz) = i sin z, sin (iz) = i sinh z. (2.4.16)

Áðüäåéîç: Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôéò äýï ðñþôåò áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò. ×ñåéÜæåôáé áðëÜ
íá ëÜâïõìå õðüøç ìáò ôïõò ïñéóìïýò (2.3.1) êáé (2.4.1) ãéá ôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò õðåñâïëéêü
êáé ôñéãùíïìåôñéêü óõíçìßôïíï áíôßóôïé÷á. ¸ôóé Ý÷ïõìå

cosh (iz) = eiz + e−iz

2
= cos z, (2.4.17)
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cos (iz) = ei
2z + e−i2z

2
= e−z + ez

2
= ez + e−z

2
= cosh z, (2.4.18)

åðåéäÞ i2 = −1. Èá áðïäåßîïõìå ôþñá ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï ôçí ôñßôç êáé ôçí ôÝôáñôç áðü
ôéò ó÷Ýóåéò (2.4.16), ïé ïðïßåò áöïñïýí óôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò õðåñâïëéêü êáé ôñéãùíïìåôñéêü
çìßôïíï. Êáé ðÜëé ìå âÜóç ôïõò ïñéóìïýò (2.3.1) êáé (2.4.1) äéáðéóôþíïõìå üôé

sinh (iz) = eiz − e−iz

2
= i

eiz − e−iz

2i
= i sin z, (2.4.19)

sin (iz) = ei
2z − e−i2z

2i
= e−z − ez

2i
= − 1

i
ez − e−z

2
= i

ez − e−z

2
= i sinh z, (2.4.20)

áöïý 1/i = i/i2 = i/(−1) = −i. Óô’ áëÞèåéá Þóáí ðïëý åýêïëåò êáé ïé ôÝóóåñéò áõôÝò áðïäåßîåéò! ❏

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôï ðéï åíäéáöÝñïí èÝìá ôçò åéóáãùãÞò ôçò ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò
óõíáñôÞóåùò ln z (Þ log z). Óôç óõíÝ÷åéá èá Ý÷ïõìå ôçí åõêáéñßá íá áíáöåñèïýìå óýíôïìá êáé
óôéò áíôßóôñïöåò ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò êáé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò.

Ä2.5. Ç ÌÉÃÁÄÉÊÇ ËÏÃÁÑÉÈÌÉÊÇ ÓÕÍÁÑÔÇÓÇ

Ä2.5.1. Ïñéóìüò

Ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = reiè (óå ðïëéêÞ ìïñöÞ) ïñßæïõìå ôï ìéãáäéêü ëïãÜñéèìü ôïõ ln z
(Þ log z: öõóéêü ëïãÜñéèìï ìå âÜóç ôïí áñéèìü e ≈ 2.71828, ü÷é ôï 10) ìÝóù ôïõ áðëïý ôýðïõ

ln z = ln r+ iè. (2.5.1)

Áí èÝëïõìå, îáíáãñÜöïõìå ôïí ôýðï áõôü êáé óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôïõ

ln z = ln |z| + i arg z (2.5.2)

ìå |z| = r ôï ìÝôñï (Þ áðüëõôï ôéìÞ) ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z = reiè êáé è = arg z ôï üñéóìá (argu-
ment) ôïõ ßäéïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý. Êáôáíïïýìå âÝâáéá üôé ôï üñéóìá è = arg z åßíáé ðëåéïíüôéìç
óõíÜñôçóç (äåí ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá), åßíáé óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò è = è1+ 2nð ìå ôï n ïðïéï-
äÞðïôå áêÝñáéï áñéèìü êáé è1 ôï ðñùôåýïí (Þ êýñéï) üñéóìá, ð.÷. óôï äéÜóôçìá [0, 2ð) Þ (−ð,ð].
¢ñá êáé ç ìéãáäéêÞ ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç (ï ìéãáäéêüò ëïãÜñéèìïò) ln z, ôïí ïðïßï Þäç ïñßóáìå
ìÝóù ôïõ ôýðïõ (2.5.1) Þ ôïõ éóïäýíáìïõ ôýðïõ (2.5.2), åßíáé êáé êáé áõôÞ ðëåéïíüôéìç (êáé ü÷é
ìïíüôéìç) óõíÜñôçóç. Ìðïñïýìå áóöáëþò íá áíáöåñüìáóôå (âÝâáéá óå üóï âáèìü ïé óõíèÞêåò
ìáò ôï åðéôñÝðïõí óå Ýíá ðñáêôéêü ðñüâëçìá) óôçí ðñùôåýïõóá (Þ êýñéá) ôéìÞ ln z = ln r + è1
ôçò óõíáñôÞóåùò ln z ìå è1 ôçí ðñùôåýïõóá ôéìÞ ôïõ ïñßóìáôïò è = arg z.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò ðáñåíèåôéêÜ üôé ôï ìÝôñï (Þ áðüëõôïò ôéìÞ) r = |z| åíüò ìéãáäéêïý áñéè-
ìïý z = reiè åßíáé âÝâáéá ìç áñíçôéêüò áñéèìüò (èåôéêüò Þ ìçäÝí). Åöüóïí r > 0, Ý÷åé Ýííïéá íá
ìéëÜìå ãéá ôï ëïãÜñéèìï ln r = ln |z| óôïí ôýðï ïñéóìïý (2.5.1) Þ óôïí éóïäýíáìü ôïõ ôýðï (2.5.2).
Áíôßèåôá ãéá r = |z| = 0, êÜôé ðïõ óõìâáßíåé ìüíï ãéá z = 0+ 0i = 0, äåí õðÜñ÷åé ï ðñáãìáôéêüò
ëïãÜñéèìïò ln r ïýôå âÝâáéá êáé ï ìéãáäéêüò ln z. ¢ñá, ãéá íá õðÜñ÷åé ï ìéãáäéêüò ëïãÜñéèìïò ln z,
èá ðñÝðåé ï ìéãáäéêüò áñéèìüò z íá åßíáé äéÜöïñïò ôïõ ìçäåíüò: z �= 0.

ÅðáíáëáìâÜíïõìå åðßóçò, þóôå íá ìç ëçóìïíåßôáé áõôü, üôé ç ìéãáäéêÞ ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç
ln z åßíáé ðëåéïíüôéìç (äåí ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá) åîáéôßáò ôçò ðáñïõóßáò ôïõ ïñßóìáôïò è = arg z
ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z óôï öáíôáóôéêü ìÝñïò iè ôïõ ïñéóìïý ôçò (2.5.1) Þ (2.5.2).

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ï ïñéóìüò (2.5.1) Þ (2.5.2) äåí åßíáé ôõ÷áßïò Þ áõèáßñåôïò. ÐñÜãìáôé
ãéá äýï èåôéêïýò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x1 êáé x2 ãíùñßæïõìå üôé éó÷ýåé ç èåìåëéþäçò éäéüôçôá

ln (x1x2) = ln x1 + ln x2. (2.5.3)
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ÂëÝðïíôáò ôï ìéãáäéêü áñéèìü z = reiè óáí ãéíüìåíï ôïõ r åðß eiè êáé åðéèõìþíôáò íá ìåôáöåñèåß
ç ðéï ðÜíù éäéüôçôá (2.5.3) êáé óôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò z, áðáéôïýìå íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

ln z = ln (reiè) = ln r+ ln (eiè) = ln r+ iè. (2.5.4)

ÇáðáßôçóÞ ìáò áõôÞ ïäÞãçóå áðëÜ óôïí ïñéóìü (2.5.1), áðü ôïí ïðïßï îåêéíÞóáìå. ¢ñá ï ïñéóìüò
áõôüò (2.5.1) áðëÜ áðÝâëåðå óôçí éó÷ý ôçò éäéüôçôáò (2.5.3) êáé ãéá ìéãáäéêïýò áñéèìïýò z ìå ôçí
ðáñáäï÷Þ üôé ïé ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò ëïãáñéèìéêÞ êáé åêèåôéêÞ åßíáé áíôßóôñïöåò óõíáñôÞóåéò.

Ä2.5.2. Ó÷Ýóåéò ëïãáñéèìéêÞò êáé åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò

Áò ðñïóðáèÞóïõìå íá äéáðéóôþóïõìå ìÝ÷ñé ðïéïõ áêñéâþò âáèìïý éó÷ýåé ï ðáñáðÜíù éó÷õ-
ñéóìüò ãéá áíôßóôñïöåò ôç ìéãáäéêÞ ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ln z êáé ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñ-
ôçóç ez. Êáôáñ÷Þí ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ïñéóìïý (2.5.1) ôçò ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln z
Ý÷ïõìå ãéá Ýíá ìéãáäéêü áñéèìü z = reiè

eln z = eln r+iè = eln reiè = reiè = z. (2.5.5)

Áõôü éó÷ýåé óßãïõñá áöïý éó÷ýåé ç éäéüôçôá (2.2.5): ez1+z2 = ez1ez2 ãéá ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñ-
ôçóç ez, åðßóçò äå eln r = r (ìå ôï r = |z| ðñïöáíþò èåôéêü áñéèìü ãéá z �= 0). ¢ñá eln z = z êáé ïé
äýï áõôÝò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò (åêèåôéêÞ êáé ëïãáñéèìéêÞ) åßíáé áíôßóôñïöåò ìå ôçí Ýííïéá áõôÞ.

Áðü ôçí Üëëç üìùò ðëåõñÜ êáé ðÜëé óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü (2.5.1) ôïõ ln z Ý÷ïõìå

ln ez = ln |ez| + i arg ez = ln ex + i(y + 2nð) = x + iy + 2nði = z + 2nði. (2.5.6)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ðÞñáìå õðüøç ìáò üôé |ez| = ex, ó÷Ýóç (2.2.9), êáé åðßóçò üôé arg ez = y + 2nð,
ó÷Ýóç (2.2.10), êáé ôï ó÷üëéï ðïõ áêïëïõèåß. ÅðïìÝíùò ln ez = z+ 2nði, äçëáäÞ êáé ìå ôçí Ýííïéá
áõôÞ ïé ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò ëïãáñéèìéêÞ êáé åêèåôéêÞ åßíáé ó÷åäüí áíôßóôñïöåò. Äåí åßíáé üìùò
áêñéâþò áíôßóôñoöåò, ãéáôß õðÜñ÷åé ï åðéðëÝïí üñïò 2nði óôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (2.5.6). Ï ðñü-
óèåôïò áõôüò üñïò áðëÜ ïöåßëåôáé, üðùò Ý÷ïõìå åðáíåéëçììÝíá åîçãÞóåé, óôï üôé ç óõíÜñôçóç
ôïõ ïñßóìáôïò arg z åßíáé ðëåéïíüôéìç. ¢ñá êáé ï ïñéóìüò (2.5.1) ôçò ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñ-
ôÞóåùò ln z oäçãåß êáé áõôüò óå ìéá ðëåéïíüôéìç óõíÜñôçóç: óôç ìéãáäéêÞ ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç.
Áò åßìáóôå ëïéðüí ëßãïðñïóåêôéêïß, åðáíáëáìâÜíïõìå, ìå ôç ìéãáäéêÞ ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ln z.

Ä2.5.3. ¢ëëåò éäéüôçôåò ôçò ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò

Ç ìéãáäéêÞ ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ln z, áí åîáéñÝóïõìå ðñïò óôéãìÞ ôï ãåíïíüò üôé åßíáé ðëåéï-
íüôéìç (ç ðñùôåýïõóá ôéìÞ ôçò óõí 2nði), Ý÷åé éäéüôçôåò áíÜëïãåò ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ðñáãìáôéêÞ
óõíÜñôçóç ln x (åííïåßôáé åäþ ìå x > 0). Äýï âáóéêÝò éäéüôçôÝò ôçò åßíáé ïé åîÞò:

ln (z1z2) = ln z1 + ln z2 êáé åðßóçò ln
z1
z2
= ln z1 − ln z2 ìå z1 �= 0 êáé z2 �= 0. (2.5.7)

Èá áðïäåßîïõìå ìüíï ôçí ðñþôç áðü ôéò éäéüôçôåò áõôÝò. (ÁíÜëïãá áðïäåéêíýåôáé êáé ç äåýôåñç.)

Áðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéïýìå âÝâáéá ôéò ðïëéêÝò ìïñöÝò z1 = r1eiè1 êáé z2 = r2eiè2 ôùí ìç ìçäåíé-
êþí ìéãáäéêþí áñéèìþí z1 êáé z2. (¢ñá r1 > 0 êáé r2 > 0.) Óôçí ðéï êÜôù áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéïýìå
êáé ôïí ïñéóìü (2.5.1) ôçò ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln z. Äéáðéóôþíïõìå Ýôóé üôé

ln (z1z2) = ln
(
r1eiè1 r2eiè2

) = ln
(
r1r2eiè1eiè2

) = ln
(
r1r2ei(è1+è2)

) = ln (r1r2)+ i(è1 + è2)

= ln r1 + ln r2 + iè1 + iè2 = (ln r1 + iè1)+ (ln r2 + iè2) = ln z1 + ln z2. (2.5.8)

Óçìåéþíïõìå üôé ï ïñéóìüò ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò (2.5.1) ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôçí ðéï
ðÜíù áðüäåéîç óôçí éóüôçôá ln

(
r1r2ei(è1+è2)

) = ln (r1r2)+ i(è1 + è2). Ï ßäéïò ïñéóìüò ÷ñçóéìïðïéÞ-
èçêå ìå ôçí áíôßóôñïöç ÝííïéÜ ôïõ êáé óôï ôÝëïò ôçò áðïäåßîåùò, üðïõ èÝóáìå ln r1 + iè1 = ln z1
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êáé áíÜëïãá ln r2 + iè2 = ln z2. ¸ãéíå åðßóçò ÷ñÞóç êáé ôçò éäéüôçôáò (2.5.3) ãéá ôçí ðñáãìáôéêÞ
ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ln x (ìå x > 0), óõãêåêñéìÝíá óôï óçìåßï üðïõ èÝóáìå ln (r1r2) = ln r1+ln r2.
Áêüìç êÜíáìå ÷ñÞóç êáé ôçò ôüóï ãíùóôÞò ðéá éäéüôçôáò eiè1eiè2 = ei(è1+è2) ãéá ôç ìéãáäéêÞ åêèå-
ôéêÞ óõíÜñôçóç. ÔÝëïò óôçí ðéï ðÜíù áðüäåéîç (2.5.8) èåùñÞèçêáí ðñïöáíåßò (êáé ðñáãìáôéêÜ
åßíáé ðñïöáíåßò!) ïé éäéüôçôåò ôçò áíôéìåôáèåôéêüôçôáò êáé ôçò ðñïóåôáéñéóôéêüôçôáò ãéá ôçí
ðñüóèåóç êáé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ìéãáäéêþí áñéèìþí z.

Ëßãï--ðïëý åßíáé åýëïãá üëá áõôÜ. ºóùò ôï óçìáíôéêüôåñï åßíáé íá ìç ëçóìïíïýìå üôé êáé ïé
äýï èåìåëéþäåéò éäéüôçôåò (2.5.7) éó÷ýïõí ìå ôçí Ýííïéá üôé ç ìéãáäéêÞ ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ln z
åßíáé ðëåéïíüôéìç. ÄçëáäÞ éó÷ýïõí ìå ôçí Ýííïéá ôïõ «óõí 2nði» (öõóéêÜ ìå ôï n áêÝñáéï áñéèìü)
êáé óôéò äýï áõôÝò éäéüôçôåò. ×ùñßò ôï 2nði äåí éó÷ýïõí ðÜíôïôå ïýôå ãéá ôéò ðñùôåýïõóåò (ôéò
êýñéåò) ôéìÝò ôùí ôåóóÜñùí ìéãáäéêþí ëïãáñéèìéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ åìöáíßæïíôáé óôéò äýï
áõôÝò éäéüôçôåò, ôéò åðáíáëáìâÜíïõìå: ln (z1z2) = ln z1 + ln z2 êáé ln (z1/z2) = ln z1 − ln z2.

Ä2.5.4. ÌéãáäéêÝò äõíÜìåéò

Ìå ôç âïÞèåéá ôçò ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln z ìðïñïýìå åýêïëá íá ïñßóïõìå êáé
ôçò ìéãáäéêÝò äõíÜìåéò za êáé cz (ìå ôá a êáé c ìéãáäéêïýò áñéèìïýò êáé z ôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ)
ùò åîÞò:

za = ea ln z, z �= 0, êáé cz = ez ln c, c �= 0. (2.5.9)

Åííïåßôáé âÝâáéá üôé óôç äýíáìç za, áí ôï a åßíáé áêÝñáéïò áñéèìüò n, åðßóçò óôç äýíáìç cz, áí ôï z
åßíáé áêÝñáéïò áñéèìüò, áëëÜ êáé óå Üëëåò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò äåí åßíáé áíÜãêç íá ðñïóöåýãïõìå
ó’ áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò (2.5.9).

Ä2.6. ÁÍÔÉÓÔÑÏÖÅÓ ÌÉÃÁÄÉÊÅÓ ÕÐÅÑÂÏËÉÊÅÓ ÊÁÉ ÔÑÉÃÙÍÏÌÅÔÑÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

Ä2.6.1. Áíôßóôñïöåò ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò

Ðñüêåéôáé áóöáëþò ãéá ôéò áíôßóôñïöåò óõíáñôÞóåéò õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï: cosh−1 z, çìß-
ôïíï: sinh−1 z, åöáðôïìÝíç: tanh−1 z, êëð. ÁõôÝò ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí ìå ôç âïÞèåéá ôçò
ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln z, ôçí ïðïßá Þäç ïñßóáìå óôçíðñïçãïýìåíç ÅíüôçôáÄ2.5.

Ïé ìéãáäéêÝò áõôÝò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò ëÝãïíôáé âÝâáéá áíôßóôñïöåò, åðåéäÞ óôïí ïñéóìü
ôïõò áðáéôïýìå íá Ý÷ïõìå

cosh (cosh−1 z) = z, sinh (sinh−1 z) = z, tanh (tanh−1 z) = z. (2.6.1)

Ðñïêýðôïõí ôåëéêÜ ïé åîÞò ëïãáñéèìéêïß ôýðïé õðïëïãéóìïý ôïõò:

cosh−1 z = ln
(
z +

√
z2 − 1

)
, sinh−1 z = ln

(
z +

√
z2 + 1

)
, tanh−1 z = 1

2
ln
1+ z
1− z

. (2.6.2)

Óçìåéþíïõìå ìå éäéáßôåñç Ýìöáóç üôé êáé ïé ôñåéò áõôÝò áíôßóôñïöåò ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò
óõíáñôÞóåéò, cosh−1 z, sinh−1 z êáé tanh−1 z, åßíáé ðëåéïíüôéìåò. Áõôü ìðïñåß íá äéáðéóôùèåß Üìåóá
åîáéôßáò ôçò ðáñïõóßáò ôçò ðëåéïíüôéìçò ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln z óôïõò ðéï
ðÜíùôýðïõò (2.6.2). ÅðéðëÝïí ïé óõíáñôÞóåéò cosh−1 z êáé sinh−1 zðåñéÝ÷ïõí êáé áðü ìßá ìéãáäéêÞ
ôåôñáãùíéêÞ ñßæá (

√
z2 − 1 êáé

√
z2 + 1 áíôßóôïé÷á), ç ïðïßá åßíáé ìéá äßôéìç óõíÜñôçóç. ¢ñá

ôåëéêÜ Ý÷ïõí äéðëÞ áðåéñßá ôéìþí.

Ä2.6.2. Áíôßóôñïöåò ìéãáäéêÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò

ÁñêåôÜ áíÜëïãïé ôýðïé éó÷ýïõí êáé ãéá ôéò áíôßóôñïöåò ìéãáäéêÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò. Ôéò óõíáñôÞóåéò cos−1 z, sin−1 z êáé tan−1 z ìåñéêÝò öïñÝò ôéò äçëþíïõìå êáé ìå ôá éóïäýíáìá
óýìâïëá arccos z ≡ cos−1 z (arccos: ôüîï óõíçìéôüíïõ), arcsin z ≡ sin−1 z (arcsin: ôüîï çìéôüíïõ)
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êáé arctan z ≡ tan−1 z (arctan: ôüîï åöáðôïìÝíçò). Åßíáé üìùò ðëåéïíüôéìåò êáé ï õðïëïãéóìüò
ôïõò âáóßæåôáé êáé ðÜëé óôç ìéãáäéêÞ ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ln z. Éó÷ýïõí ïé ó÷åôéêïß ôýðïé

cos−1 z = −i ln (
z + i

√
1− z2

)
, sin−1 z = −i ln (

iz +
√
1− z2

)
, tan−1 z = i

2
ln
i+ z
i− z

. (2.6.3)

Ïé ôýðïé áõôïß åßíáé áíôßóôïé÷ïé ìå ôïõò ôýðïõò (2.6.2) ãéá ôéò ó÷åôéêÝò áíôßóôñïöåò ìéãáäéêÝò
õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé ðñáãìáôéêÜ ìïéÜæïõí áñêåôÜ ì’ áõôïýò. Åíôïýôïéò êáé ïé ôñåéò áõôïß
ôýðïé (2.6.3) ðåñéÝ÷ïõí ñçôÜ ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 óå áíôßèåóç ìå ôïõò ôýðïõò (2.6.2).
Ä2.6.3. Áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ ãéá ôçí áíôßóôñïöç ìéãáäéêÞ õðåñâïëéêÞ åöáðôïìÝíç

Áðü ôïõò Ýîé ðéï ðÜíù ôýðïõò (2.6.2) êáé (2.6.3) èá áðïäåßîïõìå ìüíï åêåßíï ãéá ôçí áíôß-
óôñïöç ìéãáäéêÞ õðåñâïëéêÞ åöáðôïìÝíç tanh−1 z, äçëáäÞ ôïí ôýðï

tanh−1 z = 1
2
ln
1+ z
1− z

. (2.6.4)

Áðüäåéîç: Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôïí ôýðï áõôü (2.6.4), éóïäýíáìá ôïí ôñßôï ôýðï (2.6.2), èá
êÜíïõìå ôïí åîÞò áðëü óõëëïãéóìü: Áò äçëþóïõìå ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç tanh−1 z ðïõ èÝëïõìå
íá õðïëïãßóïõìå ìå ôï óýìâïëï w, äçëáäÞ w = tanh−1 z. ÅðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå

w = tanh−1 z �⇒ z = tanhw, (2.6.5)

áöïý èÝëïõìå ïé äýï ìéãáäéêÝò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò tanh êáé tanh−1 íá åßíáé ïðùóäÞðïôå
áíôßóôñïöåò óõíáñôÞóåéò. (ÁõôÞ áêñéâþò åßíáé êáé ç Ýííïéá äýï áíôßóôñïöùí óõíáñôÞóåùí. Ìå
êáíÝíáí ôñüðï ôï óýìâïëï tanh−1 z äå äçëþíåé ýøùóç óôç äýíáìç −1 ôçò óõíáñôÞóåùò tanh z.)
ÁëëÜ ãéá ôç óõíÜñôçóç ìéãáäéêÞ õðåñâïëéêÞ åöáðôïìÝíç tanh z ãíùñßæïõìå Þäç ôïí ôýðï

tanh z = e2z − 1
e2z + 1

, (2.6.6)

ôïí ïðïßï ìÜëéóôá ôïí áðïäåßîáìå óôç ó÷Ýóç (2.3.11). Ôïí ôýðï áõôü (2.6.6) ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå
åäþ, áëëÜ ãñÜöïíôÜò ôïí ôþñá ìå ìåôáâëçôÞ ôï w áíôß ãéá ôï z. Ðáßñíïíôáò õðüøç ìáò êáé
ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (2.6.5), Ý÷ïõìå

z = tanhw = e2w − 1
e2w + 1

. (2.6.7)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò e2w. Ôç ëýíïõìå Üìåóá:

z = e2w − 1
e2w + 1

�⇒ z(e2w + 1) = e2w − 1 �⇒ ze2w + z = e2w − 1

�⇒ e2w(1− z) = 1+ z �⇒ e2w = 1+ z
1− z

�⇒ 2w = ln
1+ z
1− z

�⇒ w = 1
2
ln
1+ z
1− z

. (2.6.8)

ÎÝñáìå ëïéðüí ôï ìéãáäéêü áñéèìü z êáé ìüëéòðñïóäéïñßóáìå ôï ìéãáäéêü áñéèìüw. Ôß åßíáé üìùò
ôï w; Áò èõìçèïýìå üôé óôçí ðñþôç ó÷Ýóç (2.6.5) ïíïìÜóáìå w ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç tanh−1 z,
ôçò ïðïßáò åðéæçôïýìå íá âñïýìå ôýðï õðïëïãéóìïý. ¸÷ïíôáò âñåß ôïw óôçí ëýóç (2.6.8), Ý÷ïõìå
âñåß ôáõôü÷ñïíá êáé ôçí Ýêöñáóç ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò tanh−1 z, ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå:

w = tanh−1 z êáé åðßóçò w = 1
2
ln
1+ z
1− z

�⇒ tanh−1 z = 1
2
ln
1+ z
1− z

. (2.6.9)

Áðïäåßîáìå Ýôóé ôçí éó÷ý ôïõ ôýðïõ (2.6.4), ðïõ ìáò äßíåé ôçí áíôßóôñïöç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç
õðåñâïëéêÞ åöáðôïìÝíç, tanh−1 z, ìå ôç âïÞèåéá ôçò ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln z.

ÁíÜëïãá ìðïñïýìå íá åñãáóôïýìå êáé ãéá ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áíôßóôñïöç ôñéãùíïìåôñéêÞ
åöáðôïìÝíç, tan−1 z, ðïõ óõ÷íÜ êáëåßôáé êáé ôüîï åöáðôïìÝíçò ìå arctan z ≡ tan−1 z. Ëßãï ðéï
äýóêïëåò, áí êáé ü÷é éäéáßôåñá äýóêïëåò, åßíáé ïé áðïäåßîåéò êáé ôùí Üëëùí ôýðùí (2.6.2) êáé (2.6.3).
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï Ä3
ÁÍÁËÕÔÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóåò ôüóï áðü èåùñçôéêÞò üóï êáé áðü ðñáêôéêÞò áðüøåùò åßíáé ïé êá-
ëïýìåíåò áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÁõôÝò èá ôéò åîåôÜóïõìå ëåðôïìåñþò óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Ä3.
ÄéáèÝôïõìå ôþñá óáí åöüäéÜ ìáò ôéò ãíþóåéò ðïõ áðïêôÞóáìå óôá äýï ðñþôá ÊåöÜëáéá Ä1: ãéá
ôéò ðñÜîåéò ìå ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò, êáé Ä2: ãéá ôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé ôéò êõñéüôåñåò
óôïé÷åéþäåéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò: åêèåôéêÞ, ëïãáñéèìéêÞ, õðåñâïëéêÝò, ôñéãùíïìåôñéêÝò êáé ôéò
áíôßóôñïöÝò ôïõò. Åäþ áðëÜ èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôï ó÷åôéêü äéáöïñéêü ëïãéóìü: óôçí ðáñÜãùãï.

Óôçí áñ÷Þ èá ïñßóïõìå ôéò Ýííïéåò ôïõ ïñßïõ êáé ôçò óõíå÷åßáò ãéá ìéãáäéêÝò üìùò óõíáñôÞóåéò
f (z) óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z. Áêïëïýèùò èá äþóïõìå ôçí ðïëý ðéï âáóéêÞ Ýííïéá ôçò ðáñáãþãïõ
f ′(z) ìéáò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z). Áí ç ðáñÜãùãïò áõôÞ õðÜñ÷åé (äåí õðÜñ÷åé ðÜíôá!), ôüôå
éó÷ýïõí ïé ãíùóôïß áðü ôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x) êáíüíåò ðáñáãùãßóåùò. Éó÷ýïõí åðßóçò
êáé ôá ó÷åôéêÜ áðïôåëÝóìáôá: ïé ðáñÜãùãïé ðïõ Þäç ãíùñßæïõìå ãéá óõãêåêñéìÝíåò óôïé÷åéþäåéò
óõíáñôÞóåéò ìåôáöÝñïíôáé ïõóéáóôéêÜ áíáëëïßùôåò êáé óôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (z). Ìéá ìé-
ãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ðïõ åßíáé ðáñáãùãßóéìç óå Ýíá óçìåßï z0 ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z êáé óå
ìéá ìéêñÞ ãåéôïíéÜ ôïõ êáëåßôáé áíáëõôéêÞ óôï óçìåßï áõôü z0. ÁíÜëïãá êáé óå áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D.

Äõóôõ÷þò üìùò äåí åßíáé üëåò ïé ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (z) ðáñáãùãßóéìåò. ÃåíéêÜ ìéëþíôáò,
ðáñáãùãßóéìåò åßíáé ìüíï ïé óõíáñôÞóåéò f (z) ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z, ü÷é
üìùò êáé áðü ôç óõæõãÞ ôçò ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z̄. Ïé ó÷åôéêÝò óõíèÞêåò ðáñáãùãéóéìüôçôáò ìéáò
ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) åßíáé ïé êáëïýìåíåò óõíèÞêåò (Þ åîéóþóåéò) Cauchy--Riemann. ÁõôÝò
âáóßæïíôáé óôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò u(x, y) êáé óôï öáíôáóôéêü ìÝñïò v(x, y) ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞ-
óåùò f (z). Èá åðéìåßíïõìå óôéò óõíèÞêåò Cauchy--Riemann ðáñïõóéÜæïíôÜò ôéò ôüóï óå ÊáñôåóéáíÞ
üóï êáé óå ðïëéêÞ ìïñöÞ. ÏõóéáóôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò u = u(x, y) = Re f (z) êáé v = v(x, y) = Im f (z). Ïé ðñáãìáôéêÝò áõôÝò
óõíáñôÞóåéò u êáé v êáëïýíôáé óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò, åðåéäÞ åðáëçèåýïõí êáé ïé äýï ôç
äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace, åßíáé äçëáäÞ ðñáãìáôéêÜ áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Áõôü åßíáé Ýíá
èåìåëéþäïõò óçìáóßáò èåþñçìá, ðïõ åðéôñÝðåé ôç ÷ñÞóç ôùí áíáëõôéêþí óõíáñôÞóåùí f (z) óå
ìéá ðåñéï÷Þ D óôçí åðßëõóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace. (ÁíÜëïãá êáé ãéá ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç.)

Èá áíáöåñèïýìå ìå Ýìöáóç óå ðñïâëÞìáôá åðßðåäçò, ìüíéìçò êáé áóôñüâéëçò ñïÞò éäåáôïý
ñåõóôïý. Óå ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) êáé ç óõíÜñôçóç ñïÞò Ø(x, y) åß-
íáé óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ìðïñïýìå Ýôóé íá ïñßóïõìå ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò
Ù(z) = Ö(x, y)+iØ(x, y), ðïõ åßíáé áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç óå êÜèå ïìáëü óçìåßï ôïõ ðåäßïõ ôçò ñïÞò.
Èá ðáñïõóéÜóïõìå åêôåíþò êáé äýï ó÷åôéêÜ ðáñáäåßãìáôá. Óå ìéêñüôåñï âáèìü èá áíáöåñèïýìå
áêüìç óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá, üðïõ åðßóçò ðáñïõóéÜæïíôáé äýï ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ. Óôï ôÝëïò
èá êÜíïõìå ìíåßá ôçò ÷ñçóéìüôçôáò ôùí áíáëõôéêþí óõíáñôÞóåùí êáé óå ðñïâëÞìáôá ðëáêþí.
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Ä3.1. ÏÑÉÏ ÊÁÉ ÓÕÍÅ×ÅÉÁ ÌÉÃÁÄÉÊÇÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÓ

Ä3.1.1. ¼ñéï ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò

ÊÜíáìå Þäç ìéá åðáñêÞ åéóáãùãÞ óôï êåöÜëáéï áõôü óôçí ðåñßëçøÞ ôïõ óôçí ðñïçãïýìåíç
óåëßäá. Ðñï÷ùñÜìå áìÝóùò ôþñá óôïí ïñéóìü ôïõ ïñßïõ ìéáò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z).

■ ÏÑÉÓÌÏÓ (ôïõ ïñßïõ): Ãéá ìéá ìïíüôéìç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ëÝìå üôé Ý÷åé üñéï ôï ìéãáäéêü
áñéèìüw0, üôáí ç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z ôåßíåé óå óõãêåêñéìÝíï óçìåßï z0 ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z,
êáé ãñÜöïõìå

lim
z→z0

f (z) = w0 (3.1.1)

óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç óõíÜñôçóç f (z) Ý÷åé ôéò åîÞò äýï éäéüôçôåò:

(á) Eßíáé ïñéóìÝíç óå üëá ôá óçìåßá ìéáò (êõêëéêÞò) ãåéôïíéÜò ôïõ óçìåßïõ z0 (ìå ðéèáíÞ åîáßñåóç
ôï ßäéï ôï óçìåßï z0) êáé, ôï óçìáíôéêüôåñï,

(â) Ãéá êÜèå èåôéêü áñéèìü å ïóïäÞðïôå ìéêñü õðÜñ÷åé Ýíáò áíôßóôïé÷ïò êáé åðßóçò èåôéêüò
áñéèìüò ä = ä(å) ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôïí áñéèìü å (áëëÜ öõóéêÜ êáé áðü ôï ßäéï ôï óçìåßï z0) êáé
éó÷ýåé ç áíéóüôçôá

|f (z)− w0| < å ãéá êÜèå óçìåßï z ôÝôïéï þóôå 0 < |z − z0| < ä (3.1.2)

Þ êÜðùò óõíïðôéêüôåñá

∀z : 0 < |z − z0| < ä �⇒ |f (z)− w0| < å. (3.1.3)

Ç ðñþôç ðéï ðÜíù éäéüôçôá ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåþò ìáò f (z) åßíáé ëßãï--ðïëý ðñïöáíÞò.
Ç äåýôåñç êáé ðéï óçìáíôéêÞ éäéüôçôÜ ôçò ìáò ëÝåé üôé, êáèþò ôï óçìåßï z ðëçóéÜæåé ôï óçìåßï z0
óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z, ç ôéìÞ w = f (z) ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) ðëçóéÜæåé êáé áõôÞ ôï
ìéãáäéêü áñéèìüw0, ôï üñéü ôçò. Èåùñþíôáò êáé ôï äåýôåñï ìéãáäéêü åðßðåäïw, åêåßíï ôùí ôéìþí
w = f (z) ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z), äéáðéóôþíïõìå åýêïëá áðü ôïí ðéï ðÜíù ïñéóìü ôïõ
ïñßïõ (3.1.2) üôé, üôáí z→ z0 (óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z), ôüôå êáé w→ w0 óôï ìéãáäéêü åðßðåäï w.

Ðáñáôçñïýìå áóöáëþò üôé ï ïñéóìüò ôïõ ïñßïõ (3.1.2) ìïéÜæåé êáôáñ÷Þí ìå ôïí áíôßóôïé÷ï
ïñéóìü ôïõ ïñßïõ ãéá ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x). Åíôïýôïéò õðÜñ÷åé êáé ìéá ïõóéáóôéêÞ äéá-
öïñÜ. ÓõãêåêñéìÝíá óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x) áðëÜ áíáöåñüìáóôáí óôïí ðñáãìáôéêü
Üîïíá x, äçëáäÞ åß÷áìå ìßá äéÜóôáóç íá êéíçèïýìå. Áíôßèåôá óôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (z) (åäþ
ìå z = x+ iy, x = Re z, y = Im z) áíáöåñüìáóôå óôéò äýï äéáóôÜóåéò x êáé y. Óôçí Ýííïéá ôïõ ïñßïõ
ëïéðüí ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) ãéá z → z0, ôçí ïðïßá ìüëéò êáèïñßóáìå, õðåéóÝñ÷ïíôáé
äéäéÜóôáôåò ðåñéï÷Ýò ãýñù áðü ôï óçìåßï z0, óõãêåêñéìÝíá ìéá áíïéêôÞ êõêëéêÞ ãåéôïíéÜ (Þ áðëÜ
ãåéôïíéÜ) |z−z0| < ä ôïõ óçìåßïõ z0. Áõôü Þäç ôï áíáöÝñáìå êáé åðéðëÝïí ôï êáôáóôÞóáìå óáöÝò
óôïí ïñéóìü (3.1.2): 0 < |z− z0| < ä. ¸÷ïõìå ëïéðüí åäþ äýï äéáóôÜóåéò (ôéò x êáé y) êáé ü÷é ìüíï
ìßá (ôç x), ôçí ïðïßá åß÷áìå óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x).

Åõôõ÷þò ôï êáëü åßíáé üôé ìå ôçí åîùôåñéêÞ ïìïéüôçôáðïõðáñïõóéÜæåé ï ïñéóìüò (3.1.2) ìå ôïí
áíôßóôïé÷ï ïñéóìü ôïõ ïñßïõ ãéá ôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ðáñïõóéÜæïíôáé ôåëéêÜ êáé ó’ áõôüí
ðñáãìáôéêïß áñéèìïß. Áõôü óõìâáßíåé åîáéôßáò ôùí áðïëýôùí ôéìþí |f (z) − w0| êáé |z − z0|, ðïõ
õðåéóÝñ÷ïíôáé óôïí ïñéóìü áõôü, áëëÜ êáé ôùí ßäéùí ôùí ðñáãìáôéêþí (ãéá ôçí áêñßâåéá èåôéêþí)
óôáèåñþí å êáé ä = ä(å).

Ãéá ôá ìéãáäéêÜ üñéá éó÷ýïõí éäéüôçôåò áðüëõôá áíÜëïãåò ìå åêåßíåò ïé ïðïßåò éó÷ýïõí ãéá ôá
ðñáãìáôéêÜ üñéá. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ãéá äýï ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò f1(z) êáé f2(z) ðïõ Ý÷ïõí
üñéá w1 êáé w2 áíôßóôïé÷á êáèþò z → z0 (óôï ßäéï óçìåßï z0 ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z), ôï üñéï
ôïõ áèñïßóìáôïò f1(z)+ f2(z) éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ïñßùí w1+w2. ÄçëáäÞ éó÷ýåé ç éäéüôçôá

lim
z→z0

f1(z) = w1 êáé åðßóçò lim
z→z0

f2(z) = w2 �⇒ lim
z→z0

[f1(z)+ f2(z)] = w1 + w2. (3.1.4)



ÁÍÁËÕÔÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ (ÊåöÜëáéï Ä3) 33

Êáé ðÜñá ðïëëÝò áêüìç éäéüôçôåò éó÷ýïõí ãéá ôá üñéá óôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (z), üðùò,
ð.÷., ãéá ôï üñéï äéáöïñÜò, ãéíïìÝíïõ êáé ðçëßêïõ äýï ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí f1(z) êáé f2(z).
Åðßóçò ãéá ôá üñéá ôïõ ðñáãìáôéêïý ìÝñïõò u(x, y) = Re f (z) ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) êáé
ôïõ öáíôáóôéêïý ôçò ìÝñïõò v(x, y) = Im f (z). Åíôïýôïéò, ãéá íá ðñï÷ùñÞóïõìå óå ðéï ÷ñÞóéìá
(áðü ðñáêôéêÞò áðüøåùò) èÝìáôá, èá ôéò ðáñáëåßøïõìå ôéò éäéüôçôåò áõôÝò. ¸ôóé êé áëëéþò áðü
áðüøåùò åííïéþí äåí ðáñïõóéÜæïõí éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí êáé ðñùôïôõðßá.

ÔÝëïò ìå âÜóç ôïí ðéï ðÜíù ïñéóìü (3.1.2) ôïõ ïñßïõ ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) ìðïñïýí
ìÜëëïí åýêïëá íá ëõèïýí êáé ó÷åôéêÝò áóêÞóåéò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß üôé
ãéá ôç óõíÜñôçóç f (z) = z2 éó÷ýåé ôï üñéï limz→z0 z

2 = z20, üôáí ôï óçìåßï z ôåßíåé óôï óõãêåêñéìÝíï
óçìåßï z0 áóöáëþò ìå ôç ãåíéêÞ Ýííïéá ðïõ óõíÜãåôáé áðü ôïí ïñéóìü (3.1.2). Ç ãåíéêÞ áõôÞ Ýííïéá
ðåñéëáìâÜíåé âÝâáéá ïëüêëçñç ôçí áíïéêôÞ êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ |z− z0| < ä, ðïõ åßíáé ìéá êáôÜëëçëá
ìéêñÞ ãåéôïíéÜ, ç ä-ãåéôïíéÜ, ôïõ óçìåßïõ z0 ìå åîáßñåóç ôï ßäéï ôï óçìåßï z0.

ÁíÜëïãá êáé óôçí áíéóüôçôá |f (z) − w0| < å óôïí ßäéï ïñéóìü (3.1.2). ÃñÜöïíôáò w = f (z),
Ý÷ïõìå |w −w0| < å ôþñá óôçí å-ãåéôïíéÜ ôïõ óçìåßïõ w0 óôï ìéãáäéêü åðßðåäï w, ôï ïðïßï åßíáé
üìùò äéáöïñåôéêü áðü ôï ìéãáäéêü åðßðåäï z. Ìå Üëëá ëüãéá ôï ìéãáäéêü åðßðåäï z áöïñÜ óôçí
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ z = x + iy, åíþ áíôßèåôá ôï ìéãáäéêü åðßðåäï w áöïñÜ óôçí åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ w = u + iv, üðïõ âÝâáéá w = f (z). ÄçëáäÞ ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ðáßñíåé ôá
óçìåßá z ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z êáé ôá áðåéêïíßæåé óôá óçìåßá w ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ w.
(Áõôüò åßíáé ïõóéáóôéêÜ êáé ï ïñéóìüò ìéáò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü
ôçí ÐáñÜãñáöï Ä2.1.1.)

Ä3.1.2. ÓõíÝ÷åéá ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò

¸ðåéôá áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ïñßïõ limz→z0 f (z) ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôïí ïñéóìü ôçò óõíå÷åßáò
ìéáò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z). Ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí áñêåôÜ áðëü ïñéóìü:

■ ÏÑÉÓÌÏÓ (ôçò óõíå÷åßáò): Ìéá ìïíüôéìç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ðïõ ïñßæåôáé óå Ýíá óç-
ìåßï z0 ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z êáé ó’ üëá ôá óçìåßá z ìéáò ãåéôïíéÜò ôïõ óçìåßïõ áõôïý z0
êáëåßôáé óõíå÷Þò óôï óçìåßï z0, åÜí ôï üñéï ôçò óõíáñôÞóåùò f (z) ãéá z → z0 õðÜñ÷åé êáé åßíáé
ßóï ìå f (z0), äçëáäÞ åöüóïí

lim
z→z0

f (z) = f (z0). (3.1.5)

Ðñüêåéôáé ãéá áêñéâþò áíÜëïãï ïñéóìü ìå åêåßíï ðïõ éó÷ýåé ãéá ôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò f (x). Ôï Üèñïéóìá, ç äéáöïñÜ, ôï ãéíüìåíï êáé ôï ðçëßêï (åÜí õðÜñ÷åé) êáé ç óýíèåóç äýï
óõíå÷þí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí f1(z) êáé f2(z) åßíáé êáé áõôÜ óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò. Ôá ìéãáäéêÜ
ðïëõþíõìá pn(z), ç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ez, ïé ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò cosh z, sinh z, cos z
êáé sin z êáé ðÜñá ðïëëÝò Üëëåò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé óõíå÷åßò êáé ìÜëéóôá óå ïëüêëçñï ôï
ìéãáäéêü åðßðåäï z. ÅéäéêÜ ïé ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ áíáöÝñèçêáí ñçôÜ åßíáé êáé ðáñáãùãß-
óéìåò óå ïëüêëçñï ôï ìéãáäéêü åðßðåäï z, üðùò èá äïýìå áìÝóùò ðéï êÜôù.

Ä3.2. ÐÁÑÁÃÙÃÏÓ ÌÉÃÁÄÉÊÇÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÓ -- ÁÍÁËÕÔÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

Ä3.2.1. Ïñéóìüò ôçò ðáñáãþãïõ

Ôï åðüìåíï âÞìá ìáò èá åßíáé íá ïñßóïõìå êáé ôçí ðáñÜãùãï f ′(z) ìéáò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞ-
óåùò f (z). Ï ïñéóìüò áõôüò åßíáé áíÜëïãïò ìå åêåßíï ðïõ éó÷ýåé óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x).
Ôþñá üìùò áíáöåñüìáóôå óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z, äçëáäÞ óôéò äýï äéáóôÜóåéò x êáé y.

■ ÏÑÉÓÌÏÓ (ôçò ðáñáãþãïõ): Ìéá ìïíüôéìç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ðïõ ïñßæåôáé óå Ýíá
óçìåßï z0 ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z êáèþò êáé ó’ üëá ôá óçìåßá ìéáò ãåéôïíéÜò ôïõ óçìåßïõ áõôïý
z0 êáëåßôáé ðáñáãùãßóéìç óôï ßäéï óçìåßï z0, åÜí õðÜñ÷åé ôï üñéï

f ′(z0) = lim
z→z0

f (z)− f (z0)
z − z0

. (3.2.1)
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ÅðéðëÝïí ôï üñéï áõôü f ′(z0) êáëåßôáé ðáñÜãùãïò ôçò óõíáñôÞóåùò f (z) óôï óçìåßï z0. ÅÜí äåí
õðÜñ÷åé ôï ðéï ðÜíù üñéï (3.2.1), ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) äåí åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï z0.

ÖõóéêÜ éóïäýíáìç ãñáöÞ ôïõ ßäéïõ ïñßïõ (3.2.1) åßíáé êáé ç áêüëïõèç:

f ′(z) = lim
Äz→0

f (z + Äz)− f (z)
Äz

. (3.2.2)

Óôï üñéï áõôü f ′(z) áðëÜ èÝóáìå ôï óýìâïëï Äz óôç èÝóç ôçò äéáöïñÜò z−z0 (äçëáäÞ Äz = z−z0)
êáé ôï óýìâïëï z óôç èÝóç ôïõ z0. Ìå ëßãï èñÜóïò ãñÜöïõìå áêüìç Äw = Ä f = f (z + Äz) − f (z)
êáé df /dz = f ′(z). Tüôå ôï áìÝóùò ðéï ðÜíù üñéï (3.2.2), äçëáäÞ ç ðáñÜãùãïò f ′(z), ðáßñíåé êáé
ôç óõíôïìüôåñç ìïñöÞ

df
dz
= lim

Äz→0

Ä f
Äz

Þ êáëýôåñá
dw
dz

= lim
Äz→0

Äw
Äz

(3.2.3)

ãñÜöïíôáò åðßóçò w = f (z) ãéá ôçí ôéìÞ w ôçò óõíáñôÞóåùò f (z) óôï (äéáöïñåôéêü) ìéãáäéêü
åðßðåäï w. Ç ìïñöÞ áõôÞ (3.2.3) ìáò äåß÷íåé êÜðùò êáëýôåñá ôçí Ýííïéá ôçò ðáñáãþãïõ f ′(z)
óáí ôï üñéï ôïõ ðçëßêïõ ôùí ìåôáâïëþí Äw = Ä f = f (z+Äz)− f (z) äéá Äz = z−z0, üôáí Äz→ 0.
Êáé óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x) ãñÜöáìå áíÜëïãá df /dx = f ′(x).

Ä3.2.2. ÁíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò

Åßìáóôå ôþñá óå èÝóç íá äþóïõìå ôïõò ïñéóìïýò ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z): (á) óå
Ýíá óçìåßï z ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z êáèþò êáé (â) óå ìéá áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D ôïõ ìéãáäéêïý
åðéðÝäïõ z. Óçìåéþíïõìå üôé ìåñéêÝò öïñÝò ïé áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò êáëïýíôáé êáé ïëüìïñöåò
óõíáñôÞóåéò. Áõôüò åßíáé Ýíáò éóïäýíáìïò üñïò.

■ ÏÑÉÓÌÏÓ (áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò óå Ýíá óçìåßï): Ìéá ìïíüôéìç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z)
êáëåßôáé áíáëõôéêÞ óå Ýíá óçìåßï z ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z, åÜí ïñßæåôáé êáé åßíáé ðáñáãùãßóéìç
êáé óôï ßäéï ôï óçìåßï z, áëëÜ êáé óå üëá ôá óçìåßá ìéáò ãåéôïíéÜò ôïõ óçìåßïõ z.

■ ÏÑÉÓÌÏÓ (áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò óå ìéá áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ): Ìéá ìïíüôéìç ìéãáäéêÞ óõ-
íÜñôçóç f (z) êáëåßôáé áíáëõôéêÞ óå ìéá áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z, åÜí ïñßæåôáé
êáé åßíáé ðáñáãùãßóéìç óå üëá ôá óçìåßá z ôçò áíïéêôÞò áõôÞò ðåñéï÷Þò D.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) óå ïëüêëçñï ôï ìéãáäéêü åðßðåäï z
êáëåßôáé áêÝñáéç óõíÜñôçóç.

ÐñáêôéêÜ êõñßùò ï äåýôåñïò ïñéóìüò ìáò åßíáé ÷ñÞóéìïò. ÓõãêåêñéìÝíá óå ìéá áíïéêôÞ ðå-
ñéï÷Þ D, åöüóïí ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) Ý÷åé ðáñÜãùãï f ′(z) (óå üëá ôá óçìåßá z ôçò áíïéêôÞò
ðåñéï÷ÞòD), ôüôå åßíáé áíáëõôéêÞ óôçí ðåñéï÷Þ áõôÞ. Ìéá ôÝôïéá ðåñéï÷ÞD ìðïñåß, ð.÷., íá åßíáé:

• Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ Ýíá ðåäßï D ìüíéìçò êáé áóôñüâéëçò åðßðåäçò ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý.
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z), ôï ïðïßï åßíáé ãåíéêÜ (ìå ôçí
åîáßñåóç ìåìïíùìÝíùí óçìåßùí) áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç. ÔÝôïéá ìåìïíùìÝíá óçìåßá ìðïñåß
íá åßíáé, ð.÷., ôá óçìåßá z0 üðïõ õðÜñ÷åé ìéá ðçãÞ, ìéá êáôáâüèñá, ìéá äßíç, Ýíá äßðïëï,
Ýíá Üêñï ãñáììéêïý åìðïäßïõ (öñÜãìáôïò), êëð.

• Óôçí Åëáóôéêüôçôá Ýíá åðßðåäï åëáóôéêü ìÝóïí D õðü óôáôéêÝò óõíèÞêåò. Óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ Ý÷ïõìå ôá äýï ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ ö(z) êáé ø(z) ôùí Kolosov--Muskhelishvili. ÁõôÜ åßíáé
ãåíéêÜ (ìå ôçí åîáßñåóç ìåìïíùìÝíùí óçìåßùí) êáé ôá äýï áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÔÝôïéá
ìåìïíùìÝíá óçìåßá ìðïñåß íá åßíáé ôá óçìåßá åöáñìïãÞò ìéáò óõãêåíôñùìÝíçò äõíÜìåùò,
ìéáò ñïðÞò, Ýíá ãùíéáêü óçìåßï, óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ (Ìç÷áíéêÞ ôçò Èñáýóåùò) Ýíá Üêñï
ñùãìÞò, óôá Óýíèåôá ÕëéêÜ ôá Üêñá ãñáììéêþí åãêëåéóìÜôùí óôï õëéêü, êëð.

ÃåíéêÜ ðÜíôùò ôá ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ, ð.÷. Ù(z), ö(z) êáé ø(z), åßíáé áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò
ó÷åäüí ðáíôïý êáé áðïôåëïýí Ýíáí ðïëý åíäéáöÝñïíôá ôñüðï áíôéìåôùðßóåùò åðßðåäùí ðñï-
âëçìÜôùí ðïõ áíÜãïíôáé óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace êáé ðáñáðÝñá óôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç. Èá
äþóïõìå ðïëý ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò åéäéêÜ ãéá ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) ðáñáêÜôù.
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ÌåôÜ ôïõò ðéï ðÜíù Ïñéóìïýò Á êáé Â ôùí áíáëõôéêþí (Þ ïëüìïñöùí) óõíáñôÞóåùí åðáíåñ-
÷üìáóôå óôçí ðáñáãþãéóç ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí f (z).

Ä3.2.3. Êáíüíåò ðáñáãùãßóåùò

Ëüãù ôïõ ôýðïõ (3.2.1) Þ (3.2.2) ïñéóìïý ôçò ðáñáãþãïõ f ′(z) ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò
f (z) êáé ôçò áíáëïãßáò ôïõ ìå ôïí áíôßóôïé÷ï ôýðï ðïõ éó÷ýåé ãéá ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x),
üëïé ïé êáíüíåò ðáñáãùãßóåùò ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí f (x) åðåêôåßíïíôáé êáé óôéò ìéãáäé-
êÝò óõíáñôÞóåéò f (z). Åðßóçò ïé ðáñÜãùãïé ìïíùíýìùí zn, ðïëõùíýìùí pn(z), ôçò åêèåôéêÞò
óõíáñôÞóåùò ez, ôùí õðåñâïëéêþí êáé ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí, ôùí áíôéóôñüöùí ôïõò
óõíáñôÞóåùí, êëð. ðïõ ßó÷õáí óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x) åîáêïëïõèïýí íá éó÷ýïõí êáé
óôéò áíôßóôïé÷åò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (z). ÁõôÝò åßíáé âÝâáéá áðëÜ åðåêôÜóåéò ôùí ó÷åôéêþí
ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí. ¸ôóé ìðïñïýìå, ð.÷., íá ãñÜøïõìå

d
dz

[f1(z)f2(z)] = f ′1(z)f2(z)+ f1(z)f ′2(z),
d
dz

z3 = 3z2,
d
dz

ez = ez,
d
dz

ln z = 1
z
, (3.2.4)

d
dz

cosh z = sinh z,
d
dz

sinh z = cosh z,
d
dz

cos z = − sin z,
d
dz

sin z = cos z, (3.2.5)

d
dz

cosh−1 z = 1√
z2 − 1

,
d
dz

sinh−1 z = 1√
z2 + 1

,
d
dz

tanh−1 z = 1
1− z2

, (3.2.6)

d
dz

cos−1 z = − 1√
1− z2

,
d
dz

sin−1 z = 1√
1− z2

,
d
dz

tan−1 z = 1
1+ z2

, êëð. (3.2.7)

Äå èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí ðáñÜèåóç êáé Üëëùí ôýðùí ðáñáãùãßóåùò êáé ðáñáãþãùí f ′(z)
óõãêåêñéìÝíùí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí f (z). Áíôßèåôá èá åóôéÜóïõìå ôþñá ôçí ðñïóï÷Þ ìáò
óôï ðüôå áêñéâþò åßíáé ðáñáãùãßóéìç ìéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z). Èá äïýìå üôé áõôü óõìâáßíåé
ðñáêôéêÜ, üôáí éó÷ýïõí ïé óõíèÞêåò (Þ åîéóþóåéò) ôùí Cauchy--Riemann. Ó’ áõôÝò èá áöéåñþóïõìå
ôçí åðüìåíç Åíüôçôá Ä3.3.

Ä3.3. ÓÕÍÈÇÊÅÓ ÔÙÍ CAUCHY--RIEMANN

Ä3.3.1. Ïé óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann

Èåùñïýìå ìïíüôéìç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) (z = x+ iy) óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z ìå ðñáãìáôéêü
ìÝñïò Re f (z) = u(x, y) êáé öáíôáóôéêü ìÝñïò Im f (z) = v(x, y). ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå

f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) (3.3.1)

åííïåßôáé âÝâáéá óôá óçìåßá z = x + iy ôçò áíïéêôÞò ðåñéï÷Þò D üðïõ ïñßæåôáé ç óõíÜñôçóç f (z).
ÅÜí õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò f ′(z) ôçò óõíáñôÞóåùò f (z) óå Ýíá óçìåßï z = x+ iy, ôüôå áðïäåéêíýåôáé
üôé õðÜñ÷ïõí êáé ïé ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôùí óõíáñôÞóåùí u = u(x, y) êáé v = v(x, y) óôï
ßäéï óçìåßï z = x + iy êáé éêáíïðïéïýí ìÜëéóôá ôéò áêüëïõèåò äýï óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann

∂u
∂x
= ∂v

∂y
êáé

∂u
∂y
= − ∂v

∂x
(óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann) (3.3.2)

óôï óçìåßï áõôü z = x + iy.

Óçìåéþíïõìå üôé ïé óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann êáëïýíôáé áñêåôÝò öïñÝò êáé åîéóþóåéò
ôùí Cauchy--Riemann. Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá Ýíá óýóôçìá äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðñþôçò ôÜîåùò ìå Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò) ôï
ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò u = u(x, y) êáé v = v(x, y) áíôßóôïé÷á ôçò ðáñáãùãßóéìçò
ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z).
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Êáé áíôßóôñïöá, èåùñïýìå äýï ìïíüôéìåò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò u = u(x, y) êáé v = v(x, y)
ðïõ ïñßæïíôáé óå êÜèå óçìåßï z = x + iy ìéáò áíïéêôÞò ðåñéï÷Þò D ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z.
ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò u = u(x, y) êáé v = v(x, y) Ý÷ïõí êáé ïé äýï óõíå÷åßò
ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (êáé ùò ðñïò x êáé ùò ðñïò y) ðïõ åðáëçèåýïõí ôáõôü÷ñïíá êáé
ôéò äýï óõíèÞêåò Cauchy--Riemann (3.3.2). Ôüôå ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç
f (z) = u(x, y) + iv(x, y), ðïõ ïñßæåôáé êáé áõôÞ ìïíüôéìá ìÝóù ôçò ó÷Ýóåùò (3.3.1) óôçí ðåñéï÷Þ
áõôÞ D, åßíáé ðáñáãùãßóéìç, Ý÷åé ðáñÜãùãï f ′(z), óå êÜèå óçìåßï z ôçò áíïéêôÞò ðåñéï÷Þò D.
ÅðïìÝíùò åßíáé áíáëõôéêÞ óôçí ðåñéï÷Þ D.

Ç áðüäåéîç ôçò áíáãêáéüôçôáò ôçò éó÷ýïò ôùí äýï óõíèçêþí Cauchy--Riemann (3.3.2) âáóß-
æåôáé ðñþôá óôç ÷ñÞóç ôçò äéåõèýíóåùò ôïõ ðñáãìáôéêïý Üîïíá Ox ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò
ìéãáäéêÞò ðáñáãþãïõ f ′(z). Ôüôå Äz = Äx (åíþ Äy = 0). Ìå ôçí åðéëïãÞ ôçò äéåõèýíóåùò áõôÞò
ðñïêýðôåé áñêåôÜ åýêïëá ç åîÞò Ýêöñáóç õðïëïãéóìïý ôçò ðáñáãþãïõ f ′(z):

f ′(z) = ∂u
∂x

(x, y)+ i
∂v
∂x

(x, y) ìå Äz = Äx êáé Äy = 0. (3.3.3)

Ìå áíÜëïãï ôñüðï ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýðåéôá ôç äéåýèõíóç ôïõ öáíôáóôéêïý ÜîïíáOy ãéá ôïí õðï-
ëïãéóìü ôçò ßäéáò ðáñáãþãïõ f ′(z). Ôüôå Äz = iÄy (åíþ Äx = 0). Ìå ôçí åðéëïãÞ ôçò äéåõèýíóåùò
áõôÞò ðñïêýðôåé åðßóçò áñêåôÜ åýêïëá ç åîÞò Ýêöñáóç õðïëïãéóìïý ôçò ðáñáãþãïõ f ′(z):

f ′(z) = ∂v
∂y

(x, y)− i
∂u
∂y

(x, y) ìå Äz = iÄy êáé Äx = 0. (3.3.4)

Åîéóþíïíôáò ôéò äýï áõôÝò åêöñÜóåéò (3.3.3) êáé (3.3.4) ôçò ßäéáò ðáñáãþãïõ f ′(z) äéáðéóôþ-
íïõìå Üìåóá üôé

f ′(z) = ∂u
∂x

(x, y)+ i
∂v
∂x

(x, y) = ∂v
∂y

(x, y)− i
∂u
∂y

(x, y). (3.3.5)

Óôç óõíÝ÷åéá ç åîßóùóç ôùí ðñáãìáôéêþí ìåñþí êáèþò êáé ôùí öáíôáóôéêþí ìåñþí óôç ó÷Ýóç
áõôÞ (3.3.5) (éóüôçôá ôïõ äåýôåñïõ êáé ôïõ ôñßôïõ ìÝëïõò ôçò) ìáò ïäçãåß êáôåõèåßáí óôéò äýï
óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann (3.3.2). ¢ñá ïé óõíèÞêåò áõôÝò åßíáé áíáãêáßåò ìå äåäïìÝíç ôçí
ýðáñîç ôçò ðáñáãþãïõ f ′(z). ¼ðùò Þäç áíáöÝñèçêå, ìðïñåß åðßóçò íá áðïäåé÷èåß üôé åßíáé
êáé éêáíÝò ãéá ôçí ýðáñîç ôçò ßäéáò ðáñáãþãïõ f ′(z) âÝâáéá ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé ïé ìåñéêÝò
ðáñÜãùãïé óôéò óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò.

×ñÞóéìï åßíáé íá áíáöÝñïõìå åðßóçò üôé êáèÝíáò áðü ôïõò äýï ðáñáðÜíù ôýðïõò (3.3.3)
êáé (3.3.4) ìðïñåß èáõìÜóéá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðáñáãþãïõ f ′(z) ìéáò
áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z). Áõôü ðåôõ÷áßíåôáé Üìåóá ìÝóù ôùí ðñþôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí
(åßôå ùò ðñïò x åßôå ùò ðñïò y) ôïõ ðñáãìáôéêïý ìÝñïõò u(x, y) êáé ôïõ öáíôáóôéêïý ìÝñïõò v(x, y)
ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z). (Åííïåßôáé üôé ïé óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann (3.3.2) ðñÝðåé
íá éó÷ýïõí ãéá Ýíáí ôÝôïéï õðïëïãéóìü.)

Ôï óõìðÝñáóìá åßíáé áðëü êáé ôï åîÞò: Ç éó÷ýò ôùí äýï óõíèçêþí ôùí Cauchy--Riemann (3.3.2)
óå êÜèå óçìåßï z = x+iy áíïéêôÞòðåñéï÷ÞòD ìå óõíå÷åßò ôéò ôÝóóåñéòðñþôåò ìåñéêÝòðáñáãþãïõò
óôéò óõíèÞêåò áõôÝò áðïôåëåß ôçí áíáãêáßá êáé éêáíÞ óõíèÞêç, Ýôóé þóôå ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç
f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) (ìå z = x + iy) íá åßíáé áíáëõôéêÞ óôçí ðåñéï÷Þ áõôÞ D.

Åßíáé ðÜñáðïëý óçìáíôéêÝò ïé óõíèÞêåò ôùíCauchy--Riemann (3.3.2) óåðñáêôéêÜðñïâëÞìáôá
ðïõ Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace (èá ôï äïýìå óå ëßãï áõôü) êáé ôéò
áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò, üðùò åßíáé ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z). ¢ñá áîßæåé ìéá åðáíÜëçøç
ãéá ôçí åìðÝäùóÞ ôïõò.

ÎáíÜ ëïéðüí: Ç éó÷ýò ôùí äýï óõíèçêþí (Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann (3.3.2) óå áíïé-
êôÞ ðåñéï÷Þ D (ìå óõíå÷åßò ôéò ôÝóóåñéò ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ó’ áõôÝò) åßíáé áíáãêáßá
óå ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ìéá ìïíüôéìá ïñéóìÝíç áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) óôçí ðåñéï÷Þ D.
Êáé áíôßóôñïöá ç éó÷ýò ôùí åîéóþóåùí áõôþí (3.3.2) ìáò åðéôñÝðåé ôçí êáôáóêåõÞ áíáëõôéêÞò
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óõíáñôÞóåùò f (z) óôçí ðåñéï÷Þ D áðü ôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò u = u(x, y) êáé v = v(x, y)
ðñïöáíþò ìå f (z) = u(x, y) + iv(x, y), ó÷Ýóç (3.3.1). Ðñüêåéôáé ëïéðüí ãéá áíáãêáßåò êáé éêáíÝò
óõíèÞêåò ðáñáãùãéóéìüôçôáò ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z), åðáíáëáìâÜíåôáé ìå ôéò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ó’ áõôÝò óõíå÷åßò, êÜôé üìùò ðïõ ãåíéêÜ éó÷ýåé.

Ä3.3.2. Óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò

Èåùñïýìå ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) (ìå z = x+ iy) óå áíïéêôÞ ðåñéï÷ÞD
ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z. Ôüôå ôïðñáãìáôéêü ìÝñïò ôçò u(x, y) = Re f (z) êáèþò êáé ôïöáíôáóôéêü
ìÝñïò ôçò v(x, y) = Im f (z) åðáëçèåýïõí ôéò äýï óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann (3.3.2), äçëáäÞ

∂u
∂x
= ∂v

∂y
êáé

∂u
∂y
= − ∂v

∂x
(óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann) (3.3.6)

óôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D.

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé áðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ôùí Cauchy--Riemann (3.3.6) ìðïñåß ðáñá-
ðÝñá íá áðïäåé÷èåß üôé ïé óõíáñôÞóåéò u(x, y) êáé v(x, y) åßíáé êáé ïé äýï áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ãéá
ôçí áðüäåéîç áõôÞ áñêåß íá õðïèÝóïõìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò u(x, y) êáé v(x, y) Ý÷ïõí êáé äåýôåñåò
óõíå÷åßò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ôüôå ðáñáãùãßæïíôáò ôçí ðñþôç óõíèÞêç ôùí Cauchy--Riemann
ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x êáé ôç äåýôåñç ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ y, âñßóêïõìå üôé

∂2u
∂x2

= ∂2v
∂x ∂y

êáé
∂2u
∂y2

= − ∂2v
∂y ∂x

. (3.3.7)

Åöüóïí üìùò ïé äåýôåñåò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôùí óõíáñôÞóåùí u êáé v Ý÷ïõí õðïôåèåß óõ-
íå÷åßò, áõôü óõìðåñéëáìâÜíåé êáé ôéò ó÷åôéêÝò äýï ðáñáðÜíù ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ¢ñá,
óýìöùíá ìå ãíùóôü èåþñçìá áðü ôï äéáöïñéêü ëïãéóìü, ïé äýï áõôÝò ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé,
áöïý åßíáé óõíå÷åßò, èá åßíáé êáé ßóåò ìåôáîý ôïõò. ÅðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå

∂2v
∂x ∂y

= ∂2v
∂y ∂x

�⇒ ∂2v
∂x ∂y

− ∂2v
∂y ∂x

= 0. (3.3.8)

Ôþñá áðëÜ ðñïóèÝôïíôáò ôéò åîéóþóåéò (3.3.7) êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (3.3.8)
óôï äåîéü ìÝëïò ôïõ áèñïßóìáôïò ðïõ ðñïêýðôåé, óõíÜãïõìå åõèýò üôé

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0. (3.3.9)

¢ñá áðïäåßîáìå üôé ç ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç u = u(x, y), äçëáäÞ ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò Re f (z)
ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z), ðëçñïß ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace. Åßíáé åðïìÝíùò ìéá
áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.

Ìå áíôßóôïé÷ï ôñüðï ìðïñïýìå ôþñá íá áðïäåßîïõìå üôé ç ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç v(x, y), ôï
öáíôáóôéêü ìÝñïò Im f (z) ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z), åßíáé êáé áõôÞ áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.
ÐñáãìáôéêÜ, ðáñáãùãßæïõìå ôþñá ôçí ðñþôç óõíèÞêç ôùí Cauchy--Riemann (3.3.6) ùò ðñïò ôç
ìåôáâëçôÞ y, åíþ ðñïçãïõìÝíùò ôçí åß÷áìå ðáñáãùãßóåé ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x. Åðßóçò ðáñá-
ãùãßæïõìå êáé ôç äåýôåñç óõíèÞêç ôùí Cauchy--Riemann (3.3.6), áõôÞí ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x,
åíþ ðñïçãïõìÝíùò ôçí åß÷áìå ðáñáãùãßóåé ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ y. Âñßóêïõìå Ýôóé ôéò ó÷Ýóåéò

∂2u
∂y ∂x

= ∂2v
∂y2

êáé
∂2u

∂x ∂y
= − ∂2v

∂x2
. (3.3.10)

Áöáéñïýìå ôþñáôç äåýôåñçó÷Ýóç (3.3.10) áðü ôçíðñþôç êáé ëáìâÜíïõìå õðüøçôçí éóüôçôá
ôùí ìéêôþí ìåñéêþí ðáñáãþãùí

∂2u
∂y ∂x

= ∂2u
∂x ∂y

�⇒ ∂2u
∂y ∂x

− ∂2u
∂x ∂y

= 0. (3.3.11)
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Áõôü ôï êÜíáìå Þäç êáé óôéò ó÷Ýóåéò (3.3.8), åêåß üìùò ãéá ôç óõíÜñôçóç v = v(x, y). Må ôçí
áöáßñåóç áõôÞ ôùí ó÷Ýóåùí (3.3.10) êáé ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (3.3.11) äéáðéóôþíïõìå üôé

∂2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

= 0. (3.3.12)

¸ôóé áðïäåßîáìå üôé ü÷é ìüíï ç óõíÜñôçóç u = u(x, y) åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç, áëëÜ êáé
ç óõíÜñôçóç v = v(x, y) åßíáé êé áõôÞ áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. Ïé äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé âÝ-
âáéá ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò áíôßóôïé÷á ìéáò ìüíï áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò: ôçò
f (z) = u(x, y)+ iv(x, y). Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò êáëïýíôáé óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò, êáëý-
ôåñá ç óõíÜñôçóç v(x, y) êáëåßôáé óõæõãÞò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ôçò óõíáñôÞóåùò u(x, y). Ïé äýï
áõôÝò óõíáñôÞóåéò u(x, y) êáé v(x, y) åðáëçèåýïõí ôéò äýï óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann (3.3.6).

Ìðïñïýìå åðßóçò åýêïëá íá åðáëçèåýóïõìå üôé êáé ïé äýï óõíáñôÞóåéò v(x, y) êáé−u(x, y) åßíáé
êáé áõôÝò óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ïé óõíáñôÞóåéò u(x, y) êáé v(x, y) åßíáé ôï ðñáãìáôéêü
êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò áíôßóôïé÷á ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z), äçëáäÞ

f (z) = u(x, y)+ iv(x, y), (3.3.13)
ïðüôå

− if (z) = −i[u(x,y)+ iv(x,y)] = −iu(x, y)− i2v(x, y) = −iu(x, y)+ v(x, y) = v(x, y)− iu(x, y), (3.3.14)

åðåéäÞ i2 = −1. ¢ñá ïé óõíáñôÞóåéò v(x, y) êáé −u(x, y) åßíáé ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü
ìÝñïò áíôßóôïé÷á ôçò ëßãï äéáöïñåôéêÞò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f ∗(z) = −if (z). ÅðïìÝíùò åßíáé
êáé áõôÝò óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò.

ºóùò ôá äýï ðáñáêÜôù áðëÜ ðáñáäåßãìáôá íá âïçèÞóïõí óôçí êáôáíüçóç ôùí óõíèçêþí
(Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann (3.3.6) êáèþò åðßóçò êáé ôçò Ýííïéáò ôùí óõæõãþí áñìïíéêþí
óõíáñôÞóåùí u êáé v. ÁõôÝò ðëçñïýí ôéò äýï óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann êáé åßíáé åðéðëÝïí
êáé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò, üðùò áðïäåßîáìå ðñïçãïõìÝíùò.

Ä3.3.3. Ðáñáäåßãìáôá

▼ ÐáñÜäåéãìá Ä3.1: Èåùñïýìå ôçí ðïëý áðëÞ áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç

f (z) = z2 = (x + iy)2 = x2 + 2ixy + i2y2 = x2 + 2ixy − y2 = x2 − y2 + 2ixy. (3.3.15)

Ðñïöáíþò ç óõíÜñôçóç áõôÞ f (z) åßíáé ïñéóìÝíç, ìïíüôéìç êáé ðáñáãùãßóéìç (óõãêåêñéìÝíá Ý÷åé
ðáñÜãùãï f ′(z) = 2z) óå êÜèå óçìåßï z ôïõ ðåðåñáóìÝíïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z. ÅðïìÝíùò
åßíáé áíáëõôéêÞ óå ïëüêëçñï ôï ìéãáäéêü åðßðåäï z: åßíáé áêÝñáéá óõíÜñôçóç. ÅðéðëÝïí áðü ôçí
ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (3.3.15) ðñïêýðôïõí Üìåóá ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò u = u(x, y) êáé ôï öáíôáóôéêü
ìÝñïò v = v(x, y) ôçò áíáëõôéêÞò áõôÞò óõíáñôÞóåùò f (z) = z2, ðïõ äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò

u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy. (3.3.16)

Èá åðáëçèåýóïõìåðñþôá üôé ïé äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò u(x, y) êáé v(x, y) ðëçñïýí ôéò óõíèÞêåò
ôùí Cauchy--Riemann (3.3.6). Óô’ áëÞèåéá éó÷ýïõí ïé óõíèÞêåò áõôÝò, åðåéäÞ

∂u
∂x
= 2x = ∂v

∂y
êáé

∂u
∂y
= −2y = − ∂v

∂x
. (3.3.17)

Èá åðáëçèåýóïõìå ôþñá üôé åßíáé åðéðëÝïí êáé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò, äçëáäÞ ðëçñïýí ôç
äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace. ÐñáãìáôéêÜ áðü ôéò áìÝóùò ðñïçãïýìåíåò ó÷Ýóåéò (3.3.17)
ðáñáãùãßæïíôáò êáôÜëëçëá îáíÜ ùò ðñïò x êáé y, äéáðéóôþíïõìå üôé

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 2− 2 = 0,
∂2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

= 0+ 0 = 0. (3.3.18)
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Åðáëçèåýóáìå ëïéðüí üôé ïé äýï óõíáñôÞóåéò u(x, y) êáé v(x, y) åßíáé óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò. Áõôü ôï ðåñéìÝíáìå âÝâáéá, ãéáôß ïé äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò ïñßóèçêáí óáí ôï ðñáãìáôéêü
êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò áíôßóôïé÷á: u(x, y) = x2 − y2 = Re f (z) êáé v(x, y) = 2xy = Im f (z) ôçò
áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) = z2 = (x + iy)2. ▲

▼ ÐáñÜäåéãìá Ä3.2: Èåùñïýìå ôþñá áíÜëïãá êáé ôçí êÜðùò äõóêïëüôåñç áíáëõôéêÞ óõíÜñ-
ôçóç ìéãáäéêü õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï

f (z) = cosh z = cosh x cos y + i sinh x sin y (3.3.19)

óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (2.3.2). Ðñüêåéôáé êáé ðÜëé ãéá ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç (ìå ðáñÜãùãï
f ′(z) = sinh z) óå ïëüêëçñï ôï ìéãáäéêü åðßðåäï. ¢ñá ç óõíÜñôçóç f (z) = cosh z åßíáé áíáëõôéêÞ
óå üëï ôï ìéãáäéêü åðßðåäï. Ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôçò u(x, y) êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò v(x, y)
äßíïíôáé, ëüãù ôçò ó÷Ýóåùò (3.3.19), áðü ôïõò ôýðïõò

u(x, y) = cosh x cos y, v(x, y) = sinh x sin y (3.3.20)

êáé åßíáé âÝâáéá óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò.

Ìå áíáëõôéêÞ ôçí ðéï ðÜíù ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) = cosh z ôüóï ôï ðñáãìáôéêü üóï êáé
ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò u(x, y) êáé v(x, y) áíôßóôïé÷á ðñÝðåé íá ðëçñïýí ôéò äýï óõíèÞêåò ôùí
Cauchy--Riemann (3.3.6). Êáé ðñáãìáôéêÜ óõìâáßíåé áõôü, åðåéäÞ ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé

∂u
∂x
= sinh x cos y = ∂v

∂y
êáé

∂u
∂y
= − cosh x sin y = − ∂v

∂x
. (3.3.21)

Ïé ßäéåò óõíáñôÞóåéò u(x, y) = Re f (z) êáé v(x, y) = Im f (z) åßíáé åðéðëÝïí óõæõãåßò áñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò. Ç áñìïíéêüôçôÜ ôïõò áõôÞ ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá éó÷ýåé, ãéáôß ç ìéãáäéêÞ óõ-
íÜñôçóç f (z) åßíáé ðáíôïý (ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ z óôï ìéãáäéêü åðßðåäï) ðáñáãùãßóéìç, Üñá åßíáé
êáé áíáëõôéêÞ. Áò åðáëçèåýóïõìå ôþñá üôé óô’ áëÞèåéá ïé äýï áõôÝò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò
u(x, y) = cosh x cos y êáé v(x, y) = sinh x sin y åßíáé áñìïíéêÝò. Åýêïëç åßíáé êáé ôïýôç ç áðüäåéîç:

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= cosh x cos y − cosh x cos y = 0,
∂2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

= sinh x sin y − sinh x sin y = 0. (3.3.22)

¢ñá ïé ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò u(x, y) = Re f (z) = cosh x cos y êáé v(x, y) = Im f (z) = sinh x sin y
åßíáé äýï óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Êáëýôåñá üìùò åßíáé íá ëÝìå üôé ç óõíÜñôçóç v(x, y)
åßíáé óõæõãÞò áñìïíéêÞ ôçò óõíáñôÞóåùò u(x, y). Åðßóçò üôé ç óõíÜñôçóç −u(x, y) åßíáé óõæõãÞò
áñìïíéêÞ ôçò óõíáñôÞóåùò v(x, y), üðùò åýêïëá ìðïñïýìå åðßóçò íá äéáðéóôþóïõìå. ▲

Ä3.3.4. ÐïëéêÞ ìïñöÞ ôùí óõíèçêþí Cauchy--Riemann

Ïé äýï óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann (3.3.6) óå ÊáñôåóéáíÞ ìïñöÞ, ôéò åðáíáëáìâÜíïõìå,

∂u
∂x
= ∂v

∂y
,

∂u
∂y
= − ∂v

∂x
(óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann óå ÊáñôåóéáíÞ ìïñöÞ) (3.3.23)

ìðïñïýí âÝâáéá íá ãñáöïýí êáé óå ðïëéêÞ ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí (r, è)
áíôß ãéá ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y). Áõôü åßíáé âÝâáéá ÷ñÞóéìï óå ðåñßðôùóç ðïõ ôï
ðñáãìáôéêü ìÝñïò u êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò v ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) = u + iv åßíáé
åêöñáóìÝíá óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è), ïðüôå Ý÷ïõìå

f (z) = u(r, è)+ iv(r, è). (3.3.24)

Ó’ áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ôùí ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí (r, è) ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ïé óõíèÞêåò
ôùí Cauchy--Riemann (3.3.23) ðáßñíïõí ôçí åîÞò ìïñöÞ:

∂u
∂r
= 1

r
∂v
∂è

,
1
r

∂u
∂è
= − ∂v

∂r
(óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann óå ðïëéêÞ ìïñöÞ). (3.3.25)
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▼ ÐáñÜäåéãìá Ä3.3: Óõíå÷ßæïíôáò ôï ðéï ðÜíù ÐáñÜäåéãìá Ä3.1 ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ä3.3.3,
ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí ßäéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ùò åîÞò:

f (z) = z2 = (reiè)2 = r2e2iè = r2( cos 2è+ i sin 2è) = r2 cos 2è+ ir2 sin 2è. (3.3.26)

ÅðïìÝíùò ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò u êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò v áõôÞò ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò
f (z) = z2 (ìå ðáñÜãùãï, åðáíáëáìâÜíïõìå, f ′(z) = 2z) Ý÷ïõí óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ôéò
åêöñÜóåéò

u(r, è) = r2 cos 2è, v(r, è) = r2 sin 2è. (3.3.27)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôéò åêöñÜóåéò áõôÝò (3.3.27) óôéò äýï óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann óôçí
ðïëéêÞ ôïõò ìïñöÞ (3.3.25). Ìå Üìåóåò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò ðñïêýðôåé üôé

∂u
∂r
= 2r cos 2è = 1

r
∂v
∂è

êáé
1
r

∂u
∂è
= −2r sin 2è = − ∂v

∂r
. (3.3.28)

Äéáðéóôþíïõìå Ýôóé ôçí éó÷ý ôùí äýï óõíèçêþí ôùí Cauchy--Riemann óôï ðáñÜäåéãìá áõôü. ▲

Ä3.4. ÁÍÅÎÁÑÔÇÓÉÁ ÁÍÁËÕÔÉÊÇÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÓ ÁÐÏ ÔÇ ÓÕÆÕÃÇ ÌÉÃÁÄÉÊÇ ÌÅÔÁ-
ÂËÇÔÇ

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áðïäåßîïõìå üôé ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) óå ìéá áíïéêôÞ ðåñéï÷ÞD
ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá ìçí åîáñôÜôáé áðü ôç óõæõãÞ ìéãáäéêÞ ìåôá-
âëçôÞ z̄ = x − iy ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z = x + iy.

ÕðïèÝôïõìå ðñïò óôéãìÞ üôé ç áíáëõôéêÞ áõôÞ óõíÜñôçóç f åîáñôÜôáé êáé áðü ôç ìéãáäéêÞ
ìåôáâëçôÞ z = x + iy êáé áðü ôç óõæõãÞ ôçò z̄ = x − iy. Ôþñá äå÷üìáóôå üôé ßóùò Ý÷ïõìå ôï
äéêáßùìá íá ãñÜøïõìå f = f (z, z̄). Äçëþíïõìå åðßóçò ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò êáé ôï öáíôáóôéêü
ìÝñïò ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z, z̄) ìå u = u(x, y) êáé v = v(x, y) áíôßóôïé÷á, ïðüôå Ý÷ïõìå

f (z, z̄) = u(x, y)+ iv(x, y). (3.4.1)

Ôþñá, ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí áíåîáñôçóßá ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z, z̄) áðü ôç óõæõãÞ
ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z̄ = x− iy, áðëÜ èá õðïëïãßóïõìå ôçí ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôçò f (z, z̄) ùò
ðñïò z̄. ËáìâÜíïõìå åðßóçò õðüøç êáé ôç ó÷Ýóç (3.4.1). ¸ôóé âñßóêïõìå üôé

∂f
∂ z̄
= ∂(u+ iv)

∂ z̄
= ∂(u+ iv)

∂x
∂x
∂ z̄
+ ∂(u+ iv)

∂y
∂y
∂ z̄

. (3.4.2)

ÁëëÜ ëüãù ôùí ãíùóôþí ôýðùí

z = x + iy, z̄ = x − iy ⇐⇒ x = z + z̄
2

, y = z − z̄
2i

(3.4.3)

ðñïêýðôïõí ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé

∂x
∂ z̄
= 1

2
,

∂y
∂ z̄
= − 1

2i
= i

2
. (3.4.4)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôéò ìåñéêÝò áõôÝò ðáñáãþãïõò óôç ó÷Ýóç (3.4.2), âñßóêïõìå üôé

∂f
∂ z̄
=

(
∂u
∂x
+ i

∂v
∂x

)
1
2
+

(
∂u
∂y
+ i

∂v
∂y

)
i
2

(3.4.5)

êáé ôåëéêÜ
∂f
∂ z̄
= 1

2

[(
∂u
∂x
− ∂v

∂y

)
+ i

(
∂v
∂x
+ ∂u

∂y

)]
. (3.4.6)
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ÔåëéêÜ äéáðéóôþíïõìå üôé åîáéôßáò ôùí óõíèçêþí ôùí Cauchy--Riemann (3.3.23) êáé ïé äýï ìÝóá
óôéò ðáñåíèÝóåéò üñïé ôçò ó÷Ýóåùò (3.4.6) ìçäåíßæïíôáé ãéá êÜèå áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f . Ãéá ìéá
ôÝôïéá óõíÜñôçóç éó÷ýïõí ïé óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann (3.3.23)! ÅðïìÝíùò óõíÜãïõìå üôé

∂f
∂ z̄
= 0 êáé ïëïêëçñþíïíôáò f = f (z). (3.4.7)

Óõíåðþò ìéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ åîáñôÜôáé ü÷é ìüíï áðü ôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z, áëë’
åðéðëÝïí êáé áðü ôç óõæõãÞ ôçò ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z̄, äå ìðïñåß íá åßíáé áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç
óå ìéá áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D. Ìüíï ïé ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (z) ðïõ åîáñôþíôáé áðïêëåéóôéêÜ áðü
ôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z (ü÷é üìùò êáé áðü ôç óõæõãÞ ôçò z̄) åßíáé áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò.

Ä3.5. ÐÑÏÓÄÉÏÑÉÓÌÏÓ ÔÇÓ ÓÕÆÕÃÏÕÓ ÁÑÌÏÍÉÊÇÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÓ

ÌåñéêÝò öïñÝò ãíùñßæïõìå ìéá áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç u Þ v êáé èÝëïõìå íá âñïýìå ôç óõæõãÞ ôçò
áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. Ïé óõíèÞêåò (Þ åîéóþóåéò) ôùíCauchy--Riemann (óå ÊáñôåóéáíÝò Þ óåðïëéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò) áðïôåëïýí Ýíá Üñéóôï åñãáëåßï ãéá ôï óêïðü áõôü. ÐñÝðåé üìùò íá ðñïóÝ÷ïõìå,
þóôå íá éó÷ýïõí êáé ïé äýï áõôÝò óõíèÞêåò. Èá åðéäåßîïõìå ôç ó÷åôéêÞ äéáäéêáóßá óå Ýíá áðëü
ðáñÜäåéãìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann óå ÊáñôåóéáíÞ ìïñöÞ

∂u
∂x
= ∂v

∂y
,

∂u
∂y
= − ∂v

∂x
(óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann óå ÊáñôåóéáíÞ ìïñöÞ). (3.5.1)

▼ ÐáñÜäåéãìá Ä3.4: Óõíå÷ßæïíôáò ôï ÐáñÜäåéãìá Ä3.2 ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ä3.3.3, èåùñïýìå ôçí
áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç

u(x, y) = cosh x cos y (3.5.2)

óáí ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. Äå ãíùñßæïõìå üìùò ôç óõæõãÞ ôçò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç v(x, y). ÁõôÞí
ôç óõíÜñôçóç v(x, y) èá ôçí âñïýìå êÜíïíôáò ÷ñÞóç ôùí óõíèçêþí ôùí Cauchy--Riemann (3.5.1).
Õðïëïãßæïíôáò ôéò ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò u(x, y):

∂u
∂x
= sinh x cos y,

∂u
∂y
= − cosh x sin y, (3.5.3)

äéáðéóôþíïõìå üôé ïé äýï óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann (3.5.1) ðáßñíïõí ôþñá ôç ìïñöÞ

∂v
∂y
= sinh x cos y,

∂v
∂x
= cosh x sin y. (3.5.4)

¸÷ïõìå äçëáäÞ äýï ðïëý áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðñþôçò ôÜîåùò ìå
ìßá ìüíï Üãíùóôç óõíÜñôçóç: ôçí áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç v(x, y) ðïõ èÝëïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå.

Áò îåêéíÞóïõìå áðü ôçí ðñþôç áðü ôéò åîéóþóåéò áõôÝò (3.5.4), äçëáäÞ áðü ôçí åîßóùóç

∂v
∂y
= sinh x cos y. (3.5.5)

Ïëïêëçñþíïíôáò ùò ðñïò y, Ý÷ïõìå ôç ó÷åôéêÞ ëýóç

v(x, y) =
∫

∂v
∂y

dy =
∫

sinh x cos y dy = sinh x sin y + A(x). (3.5.6)

Óçìåéþíïõìå ó÷åôéêÜ üôé ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò Þôáí åäþ ç y, ïðüôå ç ó÷åôéêÞ «óôáèåñÜ»
ïëïêëçñþóåùò åßíáé ç óõíÜñôçóç A(x). ÁõôÞ åîáñôÜôáé áðü ôç ìåôáâëçôÞ x, áëëÜ ðñïöáíþò ü÷é
êáé áðü ôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò y.

¸÷ïõìå öèÜóåé óôá ìéóÜ ôçò åñãáóßáò ìáò. Èá ðñÝðåé ôþñá íá ðñïóäéïñßóïõìå åðéðëÝïí êáé
ôç óõíÜñôçóç A(x) óôçí Ýêöñáóç (3.5.6) ôçò óõíáñôÞóåùò v(x, y). Ðñïò ôï óêïðü áõôü áðëÜ èá
êÜíïõìå ÷ñÞóç êáé ôçò äåýôåñçò óõíèÞêçò ôùí Cauchy--Riemann (3.5.4), äçëáäÞ ôçò åîéóþóåùò

∂v
∂x
= cosh x sin y. (3.5.7)
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Ðáñáãùãßæïíôáò ôç ëýóç (3.5.6) ãéá ôç óõíÜñôçóç v(x, y) ùò ðñïò x, Ý÷ïõìå

∂v
∂x
= cosh x sin y + A′(x). (3.5.8)

Ôç ìåñéêÞ áõôÞ ðáñÜãùãï ôçí áíôéêáèéóôïýìå ôþñá óôçí åîßóùóç (3.5.7), äçëáäÞ óôç äåýôåñç
óõíèÞêç ôùí Cauchy--Riemann (3.5.4) óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá. Ðñïêýðôåé

cosh x sin y + A′(x) = cosh x sin y �⇒ A′(x) = 0 �⇒ A(x) = C (3.5.9)

öõóéêÜ ìå ôï C áõèáßñåôç óôáèåñÜ. ¢ñá ç ó÷Ýóç (3.5.6) ãéá ôç óõæõãÞ áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç v(x, y)
ôçò ãíùóôÞò áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùò u(x, y) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

v(x, y) = sinh x sin y + C. (3.5.10)

Êáôïñèþóáìå ëïéðüí íáðñïóäéïñßóïõìå ôçíáñìïíéêÞ óõíÜñôçóç v(x, y) ðïõ åßíáé óõæõãÞò ôçò
ãíùóôÞò áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùò u(x, y). Ãéá åðáëÞèåõóç ìðïñïýìå íá ôéò áíôéêáôáóôÞóïõìå óôéò
óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann (3.5.1). Ðñïöáíþò åßíáé åðßóçò äõíáôüí íá îÝñïõìå ôçí áñìïíéêÞ
óõíÜñôçóç v(x, y) êáé íá èÝëïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí åðßóçò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç u(x, y), ôçò
ïðïßáò ç v(x, y) åßíáé ç óõæõãÞò. Ï ôñüðïò ôçò ó÷åôéêÞò åñãáóßáò åßíáé áðüëõôá áíÜëïãïò. ▲

Ä3.6. ÔÏ ÌÉÃÁÄÉÊÏ ÄÕÍÁÌÉÊÏ ÑÏÇÓ ÃÉÁ ÉÄÅÁÔÏ ÑÅÕÓÔÏ

¼ëá ôá ðáñáðÜíù âñßóêïõí åöáñìïãÞ óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, óõãêåêñéìÝíá óôç äéäéÜóôáôç,
ìüíéìç (óôáèåñÞ) êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôï åðßðåäï Oxy. ¸÷ïõìå ìåëåôÞóåé ìå áñ-
êåôÝò ëåðôïìÝñåéåò ôéò ó÷åôéêÝò åîéóþóåéò óôçí Åíüôçôá Â3.4 ôïõÌÝñïõò Â ôùí äéäáêôéêþí áõôþí
âéâëßùí, ðïõ áöïñÜ óôéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò. Óõíåðþò, ðáñÜêëçóç,
áò áíáôñÝîïõìå óôçí åíüôçôá áõôÞ, ãéá íá ìçí åðáíáëáìâÜíïõìå ôéò ó÷åôéêÝò åîéóþóåéò.

Ïé äýï ó÷åôéêÝò âáóéêÝò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé ïé åîÞò: (á) Ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò
Ö = Ö(x, y) êáé ç óõíÜñôçóç ñïÞò (Þ ñïúêÞ óõíÜñôçóç)Ø(x, y). ¸÷åé áðïäåé÷èåß óôçí Åíüôçôá Â3.4
ðïõ ðñïáíáöÝñáìå üôé êáé ïé äýï áõôÝò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé áñìïíéêÝò. Ðéï óõãêå-
êñéìÝíá, ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö = Ö(x, y) åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç, åðåéäÞ ðñÝðåé íá éó÷ýåé
(üôáí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò) ç ôüóï èåìåëéþäçò åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò óôç ñïÞ
éäåáôïý ñåõóôïý ðïõ åîåôÜæïõìå. (Óçìåéþíåôáé üôé ç åîßóùóç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò ðëç-
ñïýôáé áõôüìáôá!) Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ç óõíÜñôçóç ñïÞò Ø = Ø(x, y) åßíáé êáé áõôÞ áñìïíéêÞ
óõíÜñôçóç, ãéáôß ðñÝðåé íá éó÷ýåé (ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò ñïÞò) ç åîßóùóç ôïõ áóôñüâéëïõ
ôçò ñïÞò. (Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò ðëçñïýôáé áõôüìáôá!)

ÊÜíïíôáò ôáõôü÷ñïíç áíáöïñÜ êáé óôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö = Ö(x, y) êáé óôç óõíÜñôçóç
ñïÞò Ø = Ø(x, y), Ý÷ïõìå ôéò ó÷Ýóåéò (3.4.26) êáé (3.4.27) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â3.4.5 ôïõ ÌÝñïõò Â
ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí ãéá ôéò äýï óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý:

Vx = ∂Ö
∂x

= ∂Ø
∂y

, Vy = ∂Ö
∂y

= − ∂Ø
∂x

. (3.6.1)

Ðáñáôçñïýìå áêüìç üôé, ãéá íá ìç ìðïñåß íá ãßíåé óýã÷õóç ìå ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò u êáé ôï
öáíôáóôéêü ìÝñïò v ìéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z), ÷ñçóéìïðïéïýìå åäþ ôá óýìâïëá Vx êáé Vy
(áíôß ãéá ôá óýìâïëá u êáé v áíôßóôïé÷á) ãéá ôéò äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý.

Ôß áêñéâþò ìáò äåß÷íïõí ïé äýï åîéóþóåéò (3.6.1); ÁðëÜ üôé ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö = Ö(x, y)
êáé ç óõíÜñôçóç ñïÞò Ø = Ø(x, y) äåí åßíáé äýï ôõ÷áßåò, áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò áñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò, áëë’ åßíáé äýï óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ïé äýï ðéï
ðÜíù åîéóþóåéò (3.6.1) åßíáé ïõóéáóôéêÜ ïé óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann ãéá ôéò äýï óõíáñôÞóåéò
Ö = Ö(x, y) êáé Ø = Ø(x, y). ÅÜí áìöéâÜëëïõìå, áò êÜíïõìå ìéá óýãêñéóç ôùí åîéóþóåùí (3.6.1)
ìå ôéò óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann (3.3.2) Þ (3.3.6) Þ (3.3.23) Þ (3.5.1).
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Ãéá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ = Ö(x, y) êáé ôç óõíÜñôçóç ñïÞòØ = Ø(x, y) õðïèÝôïõìå åðßóçò
üôé Ý÷ïõí ðñþôåò óõíå÷åßò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôéò åîéóþóåéò (3.6.1). ÅðïìÝíùò ïé óõíéóôþóåò
ôçò ôá÷ýôçôáò Vx êáé Vy óôéò åîéóþóåéò áõôÝò åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò, êÜôé ðïõ ãåíéêÜ éó÷ýåé.

¢ñá ìå ôçí éó÷ý ôùí åîéóþóåùí (3.6.1), ïõóéáóôéêÜ ôùí óõíèçêþí (Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--
Riemann, ïé äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéòÖ = Ö(x, y) (äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò) êáé Ø = Ø(x, y) (óõíÜñôçóç
ñïÞò) áðïôåëïýí ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò (Re) êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò (Im) áíôßóôïé÷á ìéáò áíáëõ-
ôéêÞò óõíáñôÞóåùòÙ(z) óôï ðåäßï ôçò ñïÞò. (Åîáéñïýíôáé ìåìïíùìÝíá óçìåßá ôïõ ðåäßïõ áõôïý.)
Ôçí áíáëõôéêÞ áõôÞ óõíÜñôçóç Ù(z) ôçí êáëïýìå ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

Ù(z) = Ö(x, y)+ iØ(x, y) ìå z = x + iy. (3.6.2)

Ìå ôçí åéóáãùãÞ ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z) äå ÷ñåéÜæåôáé ðéá íá åñãáæüìáóôå ìå ôéò
äýï ðñáãìáôéêÝò ìåôáâëçôÝò x êáé y: ç ìßá ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z áñêåß! Áðïäåßîáìå ìÜëéóôá óôçí
ðñïðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Ä3.4 üôé ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôçò ìéãáäéêÞò
ìåôáâëçôÞò z = x+iy êáé ü÷é êáé ôçò óõæõãïýò ôçò z̄ = x−iy. Ç áðüäåéîç áõôÞ éó÷ýåé âÝâáéá êáé ãéá
ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) óôçí ðåñßðôùóç ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò: åßíáé êáé áõôü óõíÜñôçóç
ìéáò ìüíï ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò: ôçò z. (ÄçëáäÞ äåí ðáñïõóéÜæåôáé êáèüëïõ ó’ áõôü ç óõæõãÞò
ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z̄.) ¢ñá Ý÷ïõìå, ïõóéáóôéêÜ ìÜëéóôá!, ìßá ìüíï ìåôáâëçôÞ: ôç z. ÅðéðëÝïí,
Ý÷ïíôáò ðñïóäéïñßóåé ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z), ìðïñïýìå Üìåóá íá õðïëïãßóïõìå ôüóï
ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö = Ö(x, y) üóï êáé ôç óõíÜñôçóç ñïÞò Ø = Ø(x, y) óáí ôï ðñáãìáôéêü
ìÝñïò (Re) êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò (Im) áíôßóôïé÷á ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z).

Ìå ãíùóôü åßôå ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ = Ö(x, y) åßôå ôç óõíÜñôçóç ñïÞòØ = Ø(x, y) Ý÷ïõìå
âÝâáéá ôç äõíáôüôçôá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí ôá÷ýôçôá V ôïõ ñåõóôïý ìÝóù ôùí óõíéóôùóþí
ôçò Vx êáé Vy ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ôýðïõò (3.6.1). ¼ðùò Þäç áíáöÝñáìå, ïé ôýðïé áõôïß åßíáé
ïõóéáóôéêÜ ïé óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann ãéá ôï ðñüâëçìá Ñåõóôïìç÷áíéêÞò ðïõ åîåôÜæïõìå.

Åíôïýôïéò ìéá åíáëëáêôéêÞ êáé õðïëïãéóôéêÜ êáëýôåñç äõíáôüôçôá åßíáé ç áêüëïõèç: Ìå âÜóç
ôéò ó÷Ýóåéò (3.3.3) êáé (3.3.4) ãéá ôçí ðáñÜãùãï f ′(z) ìéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) Ý÷ïõìå

f ′(z) = ∂u
∂x
+ i

∂v
∂x

Þ f ′(z) = ∂v
∂y
− i

∂u
∂y

. (3.6.3)

Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ó÷Ýóåéò (3.6.1) êáé (3.6.2), áðëÜ äéáðéóôþíïõìå
üôé ïé ó÷Ýóåéò (3.6.3) ðáßñíïõí ãéá ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) ôéò ìïñöÝò

Ù ′(z) = ∂Ö
∂x
+ i

∂Ø
∂x

Þ Ù ′(z) = ∂Ø
∂y
− i

∂Ö
∂y

. (3.6.4)

Áêüìç êáëýôåñç (îáíÜ ëüãù ôùí ó÷Ýóåùí (3.6.1)) åßíáé ç ôåëéêÞ ôïõò ìïñöÞ

Ù ′(z) = Vx − iVy . (3.6.5)

Ç ðáñÜãùãïò áõôÞ Ù ′(z) êáëåßôáé óõ÷íÜ ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý. Ç óõíçèéóìÝíç üìùò
ôá÷ýôçôá åßíáé ç óõæõãÞò ôçò Vx + iVy (åðßóçò óå ìéãáäéêÞ ìïñöÞ). ÁõôÞ âñßóêåôáé Üìåóá áðü ôçí
ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç (3.6.5) áðëÜ ðáßñíïíôáò ôç óõæõãÞ ôçò:

Ù ′(z) = Vx + iVy Þ áðüëõôá éóïäýíáìá Ù ′(z̄) = Vx + iVy . (3.6.6)

Ä3.6.1. ÅöáñìïãÞ: ÑïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óå ïñèÞ ãùíßá

¼ôáí ç ñïÞ ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ ãßíåôáé óôçí ïñèÞ ãùíßá x ≥ 0 êáé y ≥ 0, äçëáäÞ
óôï ðñþôï ôåôáñôçìüñéï ôùí Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí Oxy (ìå ôïé÷þìáôá ãéá ôç ñïÞ áõôÞ
ôïõò äýï Üîïíåò Ox êáé Oy), ôüôå ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) èá åßíáé

Ù(z) = Az2, ïðüôå Ù ′(z) = 2Az. (3.6.7)



44 (ÊåöÜëáéï Ä3) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÌÉÃÁÄÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

(Ôï A åßíáé ìéá êáôÜëëçëç ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ.) Ôçí áíáëõôéêÞ áõôÞ óõíÜñôçóç z2, ÷ùñßò üìùò
ôç óôáèåñÜ Á, ôçí Ý÷ïõìå Þäç ìåëåôÞóåé äéåîïäéêÜ óå ðáñáäåßãìáôá ôùí ÐáñáãñÜöùí Ä3.3.3 (óå
ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò) êáé Ä3.3.4 (óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò). ¢ñá ïõóéáóôéêÜ Ý÷ïõìå Þäç
ìåëåôÞóåé ôç ñïÞ óå ïñèÞ ãùíßá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, åäþ

Ö(x, y) = ReÙ(z) = ReÁz2 = A(x2 − y2) êáé Ø(x, y) = ImÙ(z) = ImAz2 = 2Axy (3.6.8)

(ðñáãìáôéêü ìÝñïò êáé öáíôáóôéêü ìÝñïò ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z) áíôßóôïé÷á).

Åðßóçò áðü ôïí ôýðï (3.6.5), óõãêåêñéìÝíá ôïí ôýðïÙ ′(z) = Vx− iVy , ãéá ôç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá
ôïõ ñåõóôïý, åäþ ôçí Ù ′(z) = 2Az, ðñïêýðôåé áìÝóùò (ìå z = x + iy) üôé

Ù ′(z) = 2Az = 2Ax + i2Ay �⇒ Vx = ReÙ ′(z) = 2Ax êáé Vy = −ImÙ ′(z) = −2Ay. (3.6.9)

ÖõóéêÜ ïé äýï óõíéóôþóåùò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý ðëçñïýí êáé ôçí åîßóùóç ôçò
óõíå÷åßáò êáé ôçí åîßóùóç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò (ÐáñÜãñáöïò Â3.4.3), äçëáäÞ ôéò åîéóþóåéò

∂Vx
∂x

+ ∂Vy
∂y

= 0 êáé
∂Vx
∂y

− ∂Vy
∂x

= 0 (3.6.10)

áíôßóôïé÷á, üðùò Üìåóá ìðïñåß íá åðáëçèåõèåß.

Ä3.6.2. ¸îé ðáñáäåßãìáôá ìéãáäéêþí äõíáìéêþí ñïÞò

ÐÝñá áðü ôï ðáñÜäåéãìá ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò (3.6.7) ãéá ôç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý
óôçí ïñèÞ ãùíßá x ≥ 0 êáé y ≥ 0 õðÜñ÷ïõí ðÜñá ðïëëÜ áêüìç ãíùóôÜ ðáñáäåßãìáôá ìéãáäéêþí
äõíáìéêþí ñïÞò Ù(z) óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ. ÁíáöÝñïõìå Ýîé ðïëý ãíùóôÜ êáé ÷ñÞóéìá áðü áõôÜ:

1. Ïìïéüìïñöç ñïÞ ðáñÜëëçëç óôïí Üîïíá Ox ìå ôá÷ýôçôá V0:

Ù(z) = Ö+ iØ = V0z, ïðüôå Ù ′(z) = Vx − iVy = V0. (3.6.11)

2. ÑïÞ ðïõ ïöåßëåôáé óå ðçãÞ åíôÜóåùò (ðáñï÷Þò) Q óôï óçìåßï z0:

Ù(z) = Ö+ iØ = Q
2ð

ln (z − z0), ïðüôå Ù ′(z) = Vx − iVy = Q
2ð(z − z0)

. (3.6.12)

Óçìåéþíåôáé üôé åÜí ç ðïóüôçôáQ åßíáé áñíçôéêÞ, áíôß ðçãÞ Ý÷ïõìå êáôáâüèñá Þ áðáãùãÞ.

3. ÑïÞ ðïõ ïöåßëåôáé óå äßíç êõêëïöïñßáò Ã óôï óçìåßï z0:

Ù(z) = Ö+ iØ = Ã
2ði

ln (z − z0), ïðüôå Ù ′(z) = Vx − iVy = Ã
2ði(z − z0)

. (3.6.13)

4. ÑïÞ ðïõ ïöåßëåôáé óå äßðïëï åíôÜóåùò ì óôï óçìåßï z0 ìå ãùíßá á ùò ðñïò ôïí Üîïíá Ox:

Ù(z) = Ö+ iØ = ìeiá

2ð(z − z0)
, ïðüôå Ù ′(z) = Vx − iVy = − ìeiá

2ð(z − z0)2
. (3.6.14)

5. Ïìïéüìïñöç ñïÞ ðáñÜëëçëç óôïí Üîïíá Ox ìå ôá÷ýôçôá V0 ðïõ ðáñåìðïäßæåôáé áðü óôá-
èåñü óôåñåü êõêëéêü êýëéíäñï ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z0 = 0 êáé áêôßíá a:

Ù(z) = Ö+ iØ = V0

(
z + a2

z

)
, ïðüôå Ù ′(z) = Vx − iVy = V0

(
1− a2

z2

)
. (3.6.15)

6. Ïìïéüìïñöç ñïÞ ðáñÜëëçëç óôïí Üîïíá Ox ìå ôá÷ýôçôá V0 ðïõ ðáñåìðïäßæåôáé áðü óôá-
èåñü óôåñåü åõèýãñáììï (åðßðåäï) åìðüäéï (ðëÜêá) ìÞêïõò 2a ðïõ åßíáé êÜèåôï óôç ñïÞ:

Ù(z) = Ö+ iØ = V0
√
z2 + a2, ïðüôå Ù ′(z) = Vx − iVy = V0

z√
z2 + a2

. (3.6.16)

Óçìåéþíåôáé üôé ðñüêåéôáé ãéá ðáñüìïéï ðáñÜäåéãìá ñïÞò ìå ôï ðáñÜäåéãìá Ñåõóôïìç÷áíé-
êÞò óôï ðßóù ìÝñïò ôçò óåëßäáò ôßôëïõ áõôïý ôïõ ÌÝñïõò Ä ãéá ôéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò.
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Ä3.7. TA ÌÉÃÁÄÉÊÁ ÄÕÍÁÌÉÊÁ ÔÇÓ ÅÐÉÐÅÄÇÓ ÅËÁÓÔÉÊÏÔÇÔÁÓ

Ä3.7.1. Ôá ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ ôùí Kolosov--Muskhelishvili óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá

ÁíÜëïãá ìå ôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ïé ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, åéäéêüôåñá ïé áíáëõôéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò, åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìåò êáé óôçí Åëáóôéêüôçôá óôçÌç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. ÓõãêåêñéìÝíá åßíáé
÷ñÞóéìåò óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá ãéá Ýíá éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü ìÝóïí R ìå ôçí éó÷ý
ôïõ íüìïõ ôïõ Hooke. Óå Ýíá ôÝôïéï ìÝóïí R óçìáíôéêÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé êõñßùò
ïé ôÜóåéò (êáëýôåñá ïé óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí) óx, óy , ïñèÝò ôÜóåéò, êáé ôxy = ôyx,
äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò, êáé äåõôåñåõüíôùò ïé ðáñáìïñöþóåéò (êáëýôåñá ïé óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ
ôùí ðáñáìïñöþóåùí) åx, åy , ïñèÝò ðáñáìïñöþóåéò, êáé åxy = åyx, äéáôìçôéêÝò ðáñáìïñöþóåéò.
(Ðéï óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ïé ãxy = ãyx ìå ãxy = 2åxy .) Ðñïöáíþò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ íüìïõ ôïõ
Hooke ãíùñßæïíôáò ôéò ôÜóåéò ìðïñïýìå åýêïëá íá õðïëïãßóïõìå ôéò ðáñáìïñöþóåéò. Ðåñéïñéæü-
ìáóôå ëïéðüí óôéò ôñåéò ôÜóåéò óx, óy (ïñèÝò ôÜóåéò) êáé ôxy (äéáôìçôéêÞ ôÜóç), ìéá ðïõ ôyx = ôxy .

Óôçí Åíüôçôá Â3.1 ôïõ ÌÝñïõò Â ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí áíáöåñèÞêáìå Þäç óôï åðß-
ðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Óôï ðñüâëçìá áõôü ôï óýóôçìá ôùí ôñéþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ éó÷ýåé ãéá ôéò ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy áðïôåëåß-
ôáé áðü ôéò äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò êáé ôçí åîßóùóç ôïõ óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí.
(ÁõôÞ óõ÷íÜ ãñÜöåôáé ôåëéêÜ óõíáñôÞóåé ìüíï ôïõ áèñïßóìáôïò óx + óy ôùí ïñèþí ôÜóåùí óx
êáé óy .) Óôçí ßäéá åíüôçôá åßäáìå ðùò ôï óýóôçìá ôùí ôñéþí áõôþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áíÜãåôáé ôåëéêÜ óôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç ∇4A(x, y) = 0, åîßóùóç (3.1.41) ôçò
Åíüôçôáò Â3.1 ôïõ ÌÝñïõò Â ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí, ãéá ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x, y).

Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìå ãåíßêåõóç ôçò ìåèüäïõ ôçò ÐáñáãñÜöïõ Â4.2.1 ôïõ ÌÝñïõò Â ãéá
ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace ∇2u(x, y) = 0 ðùò ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç ∇4A(x, y) = 0 Ý÷åé ôç ãåíéêÞ ëýóç

A(x, y) = Re [ z̄ö(z)+ ÷(z)] ìå z = x + iy (3.7.1)

êáéö(z) êáéø(z) äýï ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ. Ç ëýóç áõôÞ âñÝèçêå ãéá ðñþôç öïñÜ áðü ôïí Goursat ôï
1898. ¼ìùò áîéïðïéÞèçêå ïõóéáóôéêÜ óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá áñãüôåñá. Ðñþôïò ï Kolosov
ôï 1909 ðñïóäéüñéóå (÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò A(x, y)) ôéò ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy óå
êÜèå åðßðåäï åëáóôéêü ìÝóïí R ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äýï ìéãáäéêþí äõíáìéêþí ö(z) êáé ø(z) = ÷′(z).
ÁõôÜ êáëïýíôáé ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ ôùí Kolosov--Muskhelishvili. Ïé ó÷åôéêïß ôýðïé ãñáììÝíïé ìå
ôéò ðáñáãþãïõò

Ö(z) = ö′(z) êáé Ø(z) = ø′(z) = ÷′′(z) (3.7.2)
åßíáé ïé åîÞò äýï:

óx + óy = 4ReÖ(z) éóïäýíáìá óx + óy = 2[Ö(z)+Ö(z)], (3.7.3)

óy − óx + 2iôxy = 2[ z̄Ö ′(z)+Ø(z)]. (3.7.4)

Ãéá íá ãßíïõìå ëßãï ðéï óõãêåêñéìÝíïé, áðü ôç äåýôåñç åîßóùóç (3.7.4), ç ïðïßá åßíáé êáèáñÜ
ìéãáäéêÞ, ðáßñíïíôáò ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò óôï äåîéü ìÝëïò êáé äéáéñþíôáò äéá 2, ðñïóäéïñßæïõìå
ôç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ôxy . Ðáßñíïíôáò áíÜëïãá ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôçò ßäéáò åîéóþóåùò (3.7.4),
ðñïóäéïñßæïõìå ôç äéáöïñÜ óy − óx ôùí äýï ïñèþí ôÜóåùí óy êáé óx. ¼ìùò áðü ôçí ðñþôç
åîßóùóç (3.7.3) ãíùñßæïõìå ôï Üèñïéóìá óx + óy ôùí ßäéùí ïñèþí ôÜóåùí óx êáé óy . ÎÝñïíôáò
ëïéðüí ôüóï ôï Üèñïéóìá óx+óy üóï êáé ôç äéáöïñÜ óy−óx ôùí ïñèþí ôÜóåùí, ôéò õðïëïãßæïõìå
Üìåóá êáé ôéò äõï ôïõò, äçëáäÞ êáé ôç óx êáé ôç óy .

Êáé ìå Üëëá ëüãéá: ãéá ïðïéåóäÞðïôå áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéòÖ(z) êáéØ(z) óå Ýíá åðßðåäï åëá-
óôéêü ìÝóïí R ïé ôýðïé (3.7.3) êáé (3.7.4) ôùí Kolosov--Muskhelishvili ìáò åîáóöáëßæïõí áõôüìáôá
(÷ùñßò êáíÝíáí õðïëïãéóìü!) ôçí ðëÞñùóç êáé ôùí åîéóþóåùí éóïññïðßáò êáé ôçò åîéóþóåùò óõì-
âéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí óôï åóùôåñéêü D ôïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ R. ÅðïìÝíùò ôï ìüíï ðïõ
ìáò áðïìÝíåé ôþñá åßíáé ï êáôÜëëçëïò ðñïóäéïñéóìüò ôùí ìéãáäéêþí äõíáìéêþí ö(z) êáéø(z) ôùí
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Kolosov--Muskhelishvili Þ êáëýôåñá ôùí ðáñáãþãùí ôïõò Ö(z) = ö′(z) êáé Ø(z) = ø′(z) = ÷′′(z),
þóôå íá ðëçñïýíôáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï óýíïñï C ôïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ R. Äõóôõ÷þò
üìùò êé áõôü ôï êáèÞêïí äåí åßíáé ôåôñéììÝíï: áðáéôåß áñêåôü êüðï áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Áò óçìåéþóïõìå óôï óçìåßï áõôü ðùò ïé ðáñáðÜíù èåìåëéþäåéò ôýðïé (3.7.3) êáé (3.7.4) ôùí
Kolosov--Muskhelishvili åßíáé ãñáììÝíïé ôþñá ìå ôéò ÊáñôåóéáíÝò ìïñöÝò ôùí ôÜóåùí óx, óy êáé ôxy .
Ìðïñïýí üìùò íá ãñáöïýí åðßóçò êáé ìå ôéò ðïëéêÝò ìïñöÝò ôùí ôÜóåùí ór, óè êáé ôrè (ìå r ôç
äéåýèõíóç ôçò ðïëéêÞò áêôßíáò êáé è ôçí êÜèåôç ðñïò áõôÞ äéåýèõíóç ôçò ðïëéêÞò ãùíßáò êáôÜ
ôç èåôéêÞ öïñÜ) áíôßóôïé÷á. Ôüôå ïé ðáñáðÜíù ôýðïé (3.7.3) êáé (3.7.4) ôñïðïðïéïýíôáé ùò åîÞò:

ór + óè = 4ReÖ(z) éóïäýíáìá ór + óè = 2[Ö(z)+Ö(z)], (3.7.5)

óè − ór + 2iôrè = 2[ z̄Ö ′(z)+Ø(z)]e2iè (3.7.6)

ìå è ôç ãíùóôÞ ìáò ðïëéêÞ ãùíßá (z = reiè). ÁõôÞ ìåôáâÜëëåôáé óõíÞèùò óôï äéÜóôçìá [0, 2ð).

Ä3.7.2. ÅöáñìïãÞ: ¢ðåéñï åëáóôéêü ìÝóïí ìå êõêëéêÞ ïðÞ: óõãêÝíôñùóç ôÜóåùí

Óáí åöáñìïãÞ ôçò ÷ñÞóåùò ôùí ìéãáäéêþí äõíáìéêþí ôùí Kolosov--Muskhlishvili ö(z) êáé ø(z)
èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôïõ åöåëêõóìïý ìå öüñôéóç ó0 óôï Üðåéñï êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá
Oy åíüò Üðåéñïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ R ìå êõêëéêÞ ïðÞ áêôßíáò a ìå êÝíôñï ôï óçìåßï Ï = (0, 0).
ÐÜíù óôçí êõêëéêÞ ïðÞ äåí õðÜñ÷åé öüñôéóç: ïýôå êÜèåôç ïýôå äéáôìçôéêÞ. Óôï ðáñáêÜôù
Ó÷Þìá Ä3.1á äåß÷íïõìå åíá ðåðåñáóìÝíï ìÝóïí ðïõ ðñïóåããßæåé ôï Üðåéñï áõôü ìÝóïí. Óôï äé-
ðëáíü ôïõÓ÷ÞìáÄ3.1â äåß÷íïõìå Ýíááíôßóôïé÷ï ìÝóïí ìå åõèýãñáììçñùãìÞóôï äéÜóôçìá [−a, a]
ìå åíäéáöÝñïí óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ. Áõôü èá ôï åîåôÜóïõìå óôçí åðüìåíç ÐáñÜãñáöï Ä3.7.3.

r = a

(Ó÷Þìá Ä3.1á)
öüñôéóç ó0

öüñôéóç ó0

O x

y

êõêëéêÞ ïðÞ

åëáóôéêü ìÝóïí R

x = −a x = a

(Ó÷Þìá Ä3.1â)
öüñôéóç ó0

öüñôéóç ó0

O x

y

åõèýãñáììç
ñùãìÞ

åëáóôéêü ìÝóïí R

Ó÷Þìá Ä3.1: ¸íá ðñïóåããéóôéêÜ Üðåéñï åðßðåäï åëáóôéêü ìÝóïí R õðü åöåëêõóôéêÞ öüñôéóç ó0
óôï Üðåéñï êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá Oy (á) ìå êõêëéêÞ ïðÞ êÝíôñïõ Ï = (0, 0) êáé áêôßíáò a
(ÐáñÜãñáöïò Ä3.7.2) êáé (â) ìå åõèýãñáììç ñùãìÞ [−a, a] óôïí Üîïíá Ox (ÐáñÜãñáöïò Ä3.7.3).
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Ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá Ý÷åé âñåèåß óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá üôé ôá äýï ìéãáäéêÜ
äõíáìéêÜ ö(z) êáé ø(z) ôùí Kolosov--Muskhelishvili äßíïíôáé áðü ôïõò áêüëïõèïõò áðëïýò ôýðïõò

ö(z) = ó0
4

(
z − 2a2

z

)
êáé ø(z) = ó0

2

(
z − a2

z
− a4

z3

)
. (3.7.7)

Ìå ðáñáãùãßóåéò ôïõò ùò ðñïò z, ðáßñíïõìå åýêïëá ôéò ðáñáãþãïõò ôïõò ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå

Ö(z) = ö′(z) = ó0
4

(
1+ 2a2

z2

)
, Ö′(z) = ö′′(z) = − ó0a2

z3
(3.7.8)

êáé åðßóçò

Ø(z) = ø′(z) = ó0
2

(
1+ a2

z2
+ 3a4

z4

)
. (3.7.9)

Ëüãù ôçò êõêëéêÞò ïðÞò ìáò äéåõêïëýíåé åäþ íá åñãáóèïýìå óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è)
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò äýï ó÷åôéêïýò ôñïðïðïéçìÝíïõò ôýðïõò (3.7.5) êáé (3.7.6) ôùí Kolosov--
Muskhelishvili ðïõ Þäç áíáöÝñáìå. Óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ìå z = reiè äéáðéóôþíïõìå üôé

1
z2
= 1

r2e2iè
= 1

r2
e−2iè,

1
z3
= 1

r3e3iè
= 1

r3
e−3iè êáé

1
z4
= 1

r4e4iè
= 1

r4
e−4iè. (3.7.10)

¸ôóé êáé ìå z̄ = re−iè åýêïëá âñßóêïõìå áðü ôïíðñþôï ôýðï (3.7.5) ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò áíáëõôéêÞò
óõíáñôÞóåùò (ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý) Ö(z) ôçò ðñþôçò ó÷Ýóåùò (3.7.8) üôé

ór + óè = 4 Re
[
ó0
4

(
1+ 2a2

z2

)]
= ó0

(
1+ 2a2

r2
cos 2è

)
. (3.7.11)

ÁíÜëïãá êé åîßóïõ åýêïëá âñßóêïõìå áðü ôï äåýôåñï ôýðï (3.7.6) ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áíáëõôéêþí
óõíáñôÞóåùí Ö ′(z) êáé Ø(z) áðü ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (3.7.8) êáé ôç ó÷Ýóç (3.7.9) áíôßóôïé÷á üôé

óè − ór + 2iôrè = 2[ z̄Ö ′(z)+Ø(z)]e2iè = 2
[
re−iè

(
− ó0a2

r3e3iè

)
+ ó0

2

(
1+ a2

r2
e−2iè + 3a4

r4
e−4iè

)]
e2iè

= ó0

(
− 2a2

r2
e−4iè + 1+ a2

r2
e−2iè + 3a4

r4
e−4iè

)
e2iè = ó0

(
e2iè − 2a2

r2
e−2iè + a2

r2
+ 3a4

r4
e−2iè

)
. (3.7.12)

Ðáßñíïíôáò ôþñá ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò ôåëåõôáßáò ó÷Ýóåùò (3.7.12), ìå ÷ñÞóç êáé ôùí
ãíùóôþí ìáò ôýðùí ôïõ Euler (1.1.4): e±iè = cos è± i sin è, êáé äéáéñþíôáò äéá 2, ðñïóäéïñßæïõìå
ôç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ôrè öõóéêÜ óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). ÁõôÞ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

ôrè = ó0
2

(
sin 2è+ 2a2

r2
sin 2è− 3a4

r4
sin 2è

)
= ó0

2

(
1+ 2a2

r2
− 3a4

r4

)
sin 2è. (3.7.13)

ÅéäéêÜ ôþñá óôçí ðåñéöÝñåéá r = a ôçò êõêëéêÞò ïðÞò ï ôýðïò áõôüò ãéá ôç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ôrè
ìáò äßíåé (ìå r = a) ôrè = 0, üðùò ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíïõìå, áöïý ìå r = a Ý÷ïõìå óôï äåîéü
ìÝëïò ôïõ 1+ (2a2/a2)− (3a4/a4) = 1+2−3 = 3−3 = 0. ¹ôáí áíáìåíüìåíï áõôü: íá ìçí õðÜñ÷åé
êáèüëïõ äéáôìçôéêÞ ôÜóç ðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá ôçò êõêëéêÞò ïðÞò, áöïý áõôÞ èåùñÞèçêå ÷ùñßò
êáèüëïõ åîùôåñéêÞ öüñôéóç. Åðáëçèåýóáìå ëïéðüí ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç åëëåßøåùò äéáôìçôéêÞò
öïñôßóåùò ðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá ôçò êõêëéêÞò ïðÞò âñßóêïíôáò ôrè = 0 ó’ áõôÞí. Ðñï÷ùñÜìå!

Èá ðñïóäéïñßóïõìå ôþñá ôéò äýï ïñèÝò ôÜóåéò ór êáé óè óõíå÷ßæïíôáò íá äïõëåýïõìå åäþ óå
ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). ÄéáèÝôïõìå Þäç ôç ó÷Ýóç (3.7.11) ãéá ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò ór + óè.
Ðáßñíïõìå ôþñá êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò ó÷Ýóåùò (3.7.12) ÷ñçóéìïðïéþíôáò îáíÜ êáé ôïõò
ôýðïõò ôïõ Euler: e±iè = cos è± i sin è. ×ùñßò êáìßá äõóêïëßá ðñïêýðôåé Ýôóé ç äéáöïñÜ óè − ór:

óè − ór = ó0

(
cos 2è− 2a2

r2
cos 2è+ a2

r2
+ 3a4

r4
cos 2è

)
. (3.7.14)

Ôþñá ðñïóèáöáéñþíôáò ôïõò äýï ôýðïõò (3.7.11) êáé (3.7.14), ðñïóäéïñßæïõìå áìÝóùò êáé
ôéò äýï ïñèÝò ôÜóåéò ór êáé óè, åäþ âÝâáéá óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). Ðñïêýðôïõí ïé ôýðïé

ór = ó0
2

[
1− a2

r2
−

(
1− 4a2

r2
+ 3a4

r4

)
cos 2è

]
, óè = ó0

2

[
1+ a2

r2
+

(
1+ 3a4

r4

)
cos 2è

]
. (3.7.15)
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Éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæïõí ïé äýï áõôïß ôýðïé ðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá ôçò êõêëéêÞò
ïðÞò ìå r = a. ÐñÜãìáôé ãéá r = a ðñïêýðôåé ór = 0 óå üëç ôçí ðåñéöÝñåéá r = a, áêñéâþò üðùò
åß÷å óõìâåß êáé ìå ôç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ôrè. Áõôü åßíáé áðüëõôá äéêáéïëïãçìÝíï, åðåéäÞ ç êõêëéêÞ
ïðÞ Ý÷åé õðïôåèåß ðùò åßíáé áöüñôéóôç. ¢ñá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ór = ôrè = 0 óôçí ðåñéöÝñåéÜ ôçò.

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá êáé óôç äåýôåñç ïñèÞ ôÜóç óè. ÁõôÞ äåí åßíáé áíÜãêç íá ìçäåíßæåôáé óôçí
ðåñéöÝñåéá r = a ôçò êõêëéêÞò ïðÞò. ÐñÜãìáôé ãéá r = a ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (3.7.15) äßíåé ãéá ôç óè

óè = ó0(1+ 2 cos 2è). (3.7.16)

Äå ìçäåíßæåôáé ëïéðüí ç ôÜóç óè óôçí ðåñéöÝñåéá r = a. Ìðïñïýìå íá äïýìå üôé ôç ìÝãéóôç ôéìÞ
ôçò ôçí ðáßñíåé üôáí cos 2è = 1, äçëáäÞ üôáí è = 0 Þ è = ð. Ôüôå ç ìÝãéóôç áõôÞ ôéìÞ åßíáé

óè, max = 3ó0 êáé éóïäýíáìá
óè, max

ó0
= 3. (3.7.17)

ÄçëáäÞ óôá óçìåßá (x = a, y = 0) (ìå è = 0) êáé (x = −a, y = 0) (ìå è = ð) ç ôÜóç êáôÜ ôç
äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá Oy (áõôÞ åßíáé ðñïöáíþò ç ôÜóç óè ãéá è = 0 Þ è = ð) åßíáé ôñéðëÜóéá ôçò
óôáèåñÞò ôÜóåùò ó0 êáôÜ ôïí Üîïíá Oy óôï Üðåéñï (Ó÷Þìá Ä3.1á). Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ëÝìå
üôé ç ýðáñîç ôçò êõêëéêÞò ïðÞò óôï Üðåéñï åëáóôéêü ìÝóïí ðñïêáëåß óõíôåëåóôÞ óõãêåíôñþóåùò
ôÜóåùí ßóï ìå 3. ¢ñá áêüìç êé ïé ôüóï ëåßåò êõêëéêÝò ïðÝò åßíáé êáëü íá áðïöåýãïíôáé üóåò öïñÝò
åßíáé äõíáôüí áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Äçìéïõñãïýí óõãêÝíôñùóç ôÜóåùí (ìå óõíôåëåóôÞ 3)
êáé åðïìÝíùò ìðïñïýí íá ïäçãÞóïõí óå äéáññïÞ Þ óå èñáýóç ìå îåêßíçìá áðü ôá óçìåßá (± a, 0).

Ä3.7.3. Ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ôïõ Westergaard óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ: áðåéñéóìüò ôùí ôÜóåùí

Ôá äýï ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ ö(z) êáé ø(z) ôùí Kolosov--Muskhelishvili êáé ïé ðáñÜãùãïß ôïõò
Ö(z) = ö′(z) êáé Ø(z) = ø′(z) åßíáé åðßóçò ÷ñÞóéìá êáé óå ðñïâëÞìáôá ñùãìþí óôç Èñáõóôïìç-
÷áíéêÞ. ¸íá ôÝôïéï ðñüâëçìá öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá Ä3.1â ôçò ðñïðñïçãïýìåíçò óåëßäáò. Óå åéäéêÜ
ðñïâëÞìáôá Èñáõóôïìç÷áíéêÞò, üðùò áõôü ôïõ Ó÷Þìáôïò Ä3.1â ìå ôç ñùãìÞ (Þ ôéò ñùãìÝò)
ðÜíù óôïí Üîïíá Ox êáé ôç öüñôéóç êáôÜ ôïí Üîïíá Oy, ìðïñïýìå åíáëëáêôéêÜ (êáé ðéï åýêïëá)
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ôïõ Westergaard Z(z) = 2Ö(z): ìïíÜ÷á Ýíá ìéãáäéêü
äõíáìéêü. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá ôï ìÝóïí R ôïõ Ó÷Þìáôïò Ä3.1â êáé ôç ó÷åôéêÞ öüñôéóç ó0 Ý÷ïõìå

Z(z) = ó0z√
z2 − a2

. (3.7.18)

Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý Z(z) ôïõ Westergaard (óôá åéäéêÜ ðñïâëÞìáôá üðïõ
áõôü éó÷ýåé) ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ïé ôñåéò ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy äßíïíôáé áðü ôïõò ôñåéò ôýðïõò

óx = ReZ(z)− y ImZ ′(z), óy = ReZ(z)+ y ImZ ′(z), ôxy = −y ReZ ′(z). (3.7.19)

¼ìùò ôï óçìáíôéêü åßíáé üôé õðÜñ÷åé êáêéÜ ãåùìåôñßá óôç ñùãìÞ (åäþ óôá Üêñá ôçò z = ±a),
ðïõ åìöáíßæåôáé ìå áðåéñéóìü (êáé Ýëëåéøç áíáëõôéêüôçôáò) óôï ðéï ðÜíù ìéãáäéêü äõíáìéêü ôïõ
Westergaard Z(z) ãéá z = ±a: áðåéñéóìüò ôýðïõ ôåôñáãùíéêÞò ñßæáò. Áõôüò ï áðåéñéóìüò öèÜíåé
êáé óôéò ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy ìÝóù ôùí ôýðùí (3.7.19) êáé áðü ôçò áðüøåùò ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí
Õëéêþí åßíáé åýëïãïò. Áðü ôçò áðüøåùò ôçò Èñáõóôïìç÷áíéêÞò ðñïêáëåß äéáññïÝò ôïõ õëéêïý
(ðëáóôéêÝò æþíåò) óôá Üêñá ôçò ñùãìÞò, ðïõ ìðïñåß íá öèÜóïõí ìÝ÷ñé êáé ôç èñáýóç ôïõ õëéêïý.

Ç èñáýóç áõôÞ åðçñåÜæåôáé áðü Ýíá ìÝãåèïò ðïõ êáëåßôáé óõíôåëåóôÞò åíôÜóåùò ôÜóåùí Ê
(óå áíôßèåóç ìå ôïóõíôåëåóôÞ óõãêåíôñþóåùò ôÜóåùí óôçíðñïçãïýìåíçÐáñÜãñáöïÄ3.7.2) êáé
áöïñÜ óå Üêñï ñùãìÞò (åäþ óôá Üêñá z = ±a ôçò ñùãìÞò). Óôï óõíôåëåóôÞ åíôÜóåùò ôÜóåùí Ê
áíáöåñèÞêáìå Þäç óôçí Åíüôçôá Ã3.2 ôïõ ÌÝñïõò Ã êáé åîçãÞóáìå ðùò äåí ðñÝðåé íá îåðåñíÜåé
ìéá êñßóéìç ôéìÞ Ê0 ðïõ ÷áñáêôçñßæåé ôï õëéêü, þóôå íá áðïöåõ÷èåß ç èñáýóç. Áóöáëþò ç èñáýóç
èá îåêéíÞóåé áðü Ýíá Üêñï ñùãìÞò, åäþ z = ±a. Ãéá z = a éó÷ýåé ìÜëéóôá êáé ï åíäéáöÝñùí ôýðïò

K = √2ð lim
z→a

[
√
z − a Z(z)] ðïõ åäþ ìå ôç ó÷Ýóç (3.7.18) äßíåé K = ó0

√
ða . (3.7.20)
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï Ä4
ÌÉÃÁÄÉÊÇ ÏËÏÊËÇÑÙÓÇ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Ä4 èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôï èÝìá ôçò ìéãáäéêÞò ïëïêëçñþóåùò, äçëáäÞ ôçò
ïëïêëçñþóåùò ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí, êõñßùò áíáëõôéêþí óõíáñôÞóåùí, óôï ìéãáäéêü åðßðåäï.

Áóöáëþò ðñþôá èá äþóïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ìéáò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò óå
ðñáãìáôéêü äéÜóôçìá êáé ìåôÜ, áõôü ðïõ êõñßùò ìáò åíäéáöÝñåé, óå ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êáìðýëç
óôï ìéãáäéêü åðßðåäï. ÁñêåôÝò öïñÝò ç êáìðýëç áõôÞ ïëïêëçñþóåùò åßíáé åðéðëÝïí êáé êëåéóôÞ.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôï éäéáßôåñá áîéüëïãï èåþñçìá ôùí Cauchy--Goursat. Áõôü
áöïñÜ óôï ìçäåíéóìü ôïõ åðéêáìðýëéïõ ìéãáäéêïý ïëïêëçñþìáôïò ìéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò
êáôÜ ìÞêïò ìéáò ôìçìáôéêÜ ëåßáò áðëÞò êëåéóôÞò êáìðýëçò.

¸ðåéôá èá áó÷ïëçèïýìå êáé ìå ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ Cauchy. Áõôüò ìáò åðéôñÝðåé ôïí
õðïëïãéóìü ìéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò óôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ ðïõ ðåñéêëåßåé ìéá ôìçìáôéêÜ
ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç ìå âÜóç ìüíï ôéò ôéìÝò ôçò ðÜíù óôçí êáìðýëç. Áõôü åðéôõã÷Üíåôáé
ìÝóù êáôÜëëçëçò ìéãáäéêÞò ïëïêëçñþóåùò. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí ðïëý åíäéáöÝñïíôá ôýðï, ðïõ
óå ðñþôç ìáôéÜ ßóùò íá öáíôÜæåé áðñüóìåíïò êáé óßãïõñá åßíáé ðñáêôéêÜ ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìïò.
ÁíÜëïãïé ôýðïé éó÷ýïõí êáé ãéá ôéò ðáñáãþãïõò ìéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò óôçí ßäéá ðåñéï÷Þ.

Áêïëïýèùò áíáöÝñïõìå êáé ôçí áñ÷Þ ôïõ ìÝãéóôïõ ìÝôñïõ (Þ ôçò ìÝãéóôçò áðüëõôçò ôéìÞò)
ìéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò ðÜëé óå ðåñéï÷Þ ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ
êáìðýëç êáèþò êáé ôçí áíôßóôïé÷ç áñ÷Þ ôïõ åëÜ÷éóôïõ ìÝôñïõ (Þ ôçò åëÜ÷éóôçò áðüëõôçò ôéìÞò).
ÌåôÜ áíáöÝñïõìå êáé ôéò ó÷åôéêÝò áñ÷Ýò ãéá áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò (áõôÝò ÷ùñßò áðüëõôåò ôéìÝò!).

ÔÝëïò åöáñìüæïõìå üëá ôá ðáñáðÜíù óå ìéá åöáñìïãÞ ðïõ áöïñÜ óôç ìüíéìç (óôáèåñÞ) äé-
äéÜóôáôç (åðßðåäç) áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ. Éäéáßôåñç Ýìöáóç äßíïõìå
óôçí êõêëïöïñßá ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý êáôÜ ìÞêïò áðëÞò êëåéóôÞò êáìðýëçò óå ìéá ôÝôïéá ñïÞ.
ÁíÜëïãåò åöáñìïãÝò åßíáé äõíáôÝò ðÝñá áðü ôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ êáé óôçí Eðßðåäç Åëáóôéêüôçôá.

Ä4.1. ÌÉÃÁÄÉÊÇ ÏËÏÊËÇÑÙÓÇ

Ä4.1.1. ÏëïêëÞñùìá ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò

Èåùñïýìå ãíùóôÜ áðü ôïí Áðåéñïóôéêü Ëïãéóìü óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ É üëá üóá
áöïñïýí óôï ïëïêëÞñùìá

É =
∫ b

a
u(x) dx (4.1.1)

ìéáò ïëïêëçñþóéìçò ðñáãìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò u(x) óå Ýíá äéÜóôçìá [a, b] ôïõ ðñáãìáôéêïý
ÜîïíáOx. Åäþ åðåêôåéíüìáóôå åýêïëá, ðïëý åýêïëá óå áíôßóôïé÷åò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x) ìå

f (x) = u(x)+ iv(x) ìå i = √−1 (4.1.2)
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ôçöáíôáóôéêÞ ìïíÜäá êáé u = u(x) êáé v = v(x) äýïðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò. Åßíáé ôþñá åýëïãïò,
ðñïöáíÞò ï áêüëïõèïò ïñéóìüò ôïõ ó÷åôéêïý ìéãáäéêïý ïëïêëçñþìáôïò:∫ b

a
f (x) dx =

∫ b

a
[u(x)+ iv(x)] dx :=

∫ b

a
u(x) dx + i

∫ b

a
v(x) dx (4.1.3)

ìå ôçí õðüèåóç üôé ïé äýï ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò u(x) êáé v(x) åßíáé ïëïêëçñþóéìåò óôï ðñáã-
ìáôéêü äéÜóôçìá [a, b]. ¢ñá ôï ïëïêëÞñùìá ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (x) óôï ðñáãìáôéêü äéÜ-
óôçìá [a, b] åßíáé ßóï ìå ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ ðñáãìáôéêïý ìÝñïõò ôçò u(x) óõí i åðß ôï ïëïêëÞñùìá
ôïõ öáíôáóôéêïý ìÝñïõò ôçò v(x) öõóéêÜ óôï ßäéï äéÜóôçìá [a, b]. Êáé áóöáëþò ðïëëÝò éäéüôçôåò
ôùí ïëïêëçñùìÜôùí ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí u(x) ãåíéêåýïíôáé êáé óôá ïëïêëçñþìáôá ìéãá-
äéêþí óõíáñôÞóåùí, üðùò åßíáé ç óõíÜñôçóç f (x) = u(x)+ iv(x). Ùñáßá ùò åäþ. ÐáñáêÜôù . . .

ÐáñáêÜôù Ýñ÷åôáé ç óåéñÜ ôçò åðéêáìðýëéáò ïëïêëÞñùóçò óôï ìéãáäéêü åðßðåäï êáôÜ ìÞêïò
ìéáò êáìðýëçò C. ÁõôÞ åßíáé êÜðùò äõóêïëüôåñç, áëëÜ âÝâáéá êáé ðéï ÷ñÞóéìç óôéò åöáñìïãÝò.

O x

y

A

B

C

Ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy

Ó÷Þìá Ä4.1: Êáìðýëç C óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy ìå êáôåýèõíóç áðü ôï Á ðñïò ôï Â.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá ôþñá èåùñïýìå ìéá êáìðýëç C óôï åðßðåäïOxy (Ó÷Þìá Ä4.1) ìå ðáñáìåôñéêÝò
åîéóþóåéò

x = x(t) êáé y = y(t), ïðüôå z = z(t) = x(t)+ iy(t) (4.1.4)

ìå ðáñÜìåôñï ôï t ðïõ ðáßñíåé ðñáãìáôéêÝò ìüíï ôéìÝò. Ç êáìðýëç áõôÞ îåêéíÜåé áðü ôï óçìåßï A
ìå t = a êáé ôåëåéþíåé óôï óçìåßï Â ìå t = b. (Ðñïöáíþò, åÜí ç êáìðýëç áõôÞ åßíáé åðéðëÝïí êáé
êëåéóôÞ, ôüôå A = B êáé éóïäýíáìá z(a) = z(b).) Ôçí ßäéá êáìðýëç C ôç èåùñïýìå åðßóçò ôìçìáôéêÜ
ëåßá ìå ôçí Ýííïéá üôé õðÜñ÷ïõí ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ t óôçí ðáñáðÜíù ðáñáìåôñéêÞ
ôçò ðáñÜóôáóç z(t) = x(t) + iy(t) ïé äýï ðáñÜãùãïé x′(t) êáé y ′(t) ìå ôçí ðéèáíÞ åîáßñåóç ìüíï
ìåìïíùìÝíùí óçìåßùí ôçò. (Ãéá ôï ëüãï áõôü ìéëÜìå ãéá ôìçìáôéêÜ ëåßá êáìðýëç C.) Ôüôå Ý÷ïõìå

z′(t) = x′(t)+ iy ′(t) Þ ó÷åäüí éóïäýíáìá dz = dx + idy. (4.1.5)

Èåùñïýìå åðßóçò êáé ìéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z ôçò ìïñöÞò

f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) ìå z = x + iy (4.1.6)

ðïõ äåí åßíáé áðáñáßôçôá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç. ÖõóéêÜ ç óõíÜñôçóç áõôÞ f (z) ïñßæåôáé óå
üëá ôá óçìåßá ôçò ôìçìáôéêÜ ëåßáò êáìðýëçò C. Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ïñßæïõìå ôï ìéãáäéêü
ïëïêëÞñùìá ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) ðÜíù óôçí ôìçìáôéêÜ ëåßá êáìðýëç C ùò åîÞò:∫

C
f (z) dz :=

∫ b

a
f (z)z′(t) dt. (4.1.7)
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äçëáäÞ ìÝóù åíüò ïëïêëçñþìáôïò óôï ðñáãìáôéêü äéÜóôçìá [a, b]. Áðïäåéêíýåôáé üôé ãåíéêÜ ôï
ïëïêëÞñùìá áõôü ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôï, áí áëëÜîåé ç ðáñáìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç z(t) ôçò êáìðý-
ëçò C. ¢ñá äå ìáò åíäéáöÝñåé éäéáßôåñá ðïéá áêñéâþò ðáñÜìåôñïò t ÷ñçóéìïðïéåßôáé. Áóöáëþò
ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå åðßóçò ðùò åðåéäÞ f (z) = u(x, y) + iv(x, y) êáé z′(t) = x′(t) + iy ′(t), üðùò
ðñïáíáöÝñèçêå, ç ôåëéêÞ ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç åßíáé ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç

f (z)z′(t) = [u(x, y)+iv(x, y)][x′(t)+iy ′(t)] = u(x, y)x′(t)−v(x, y)y ′(t)+i[v(x, y)x′(t)+u(x, y)y ′(t)]. (4.1.8)

ÅðïìÝíùò ôï ðéï ðÜíù ïëïêëÞñùìá
∫
C f (z) dz ðáßñíåé ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ∫

C
f (z) dz =

∫ b

a
[u(x, y)x′(t)− v(x, y)y ′(t)] dt + i

∫ b

a
[v(x, y)x′(t)+ u(x, y)y ′(t)] dt. (4.1.9)

Åäþ ëÜâáìå õðüøç ìáò êáé ôïí ïñéóìü (4.1.3) ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ìéáò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò
êáôÜ ìÞêïò åíüò ðñáãìáôéêïý äéáóôÞìáôïò, åäþ ôïõ ðñáãìáôéêïý äéáóôÞìáôïò [a, b] ãéá ôçí
ðáñÜìåôñï t. ÖõóéêÜ, ãéá íá õðÜñ÷åé ôï ìéãáäéêü ïëïêëÞñùìá

∫
C f (z) dz, èá ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí

êáé ôá äýïðñáãìáôéêÜ ïëïêëçñþìáôáóôï äåîéü ìÝëïò ôçòðéïðÜíùó÷Ýóåùò (4.1.9) åßôå óáí êïéíÜ
ðñáãìáôéêÜ ïëïêëçñþìáôá åßôå (óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò) óáí êáôá÷ñçóôéêÜ (Þ ãåíéêåõìÝíá), áëëÜ
êáé ðÜëé ðñáãìáôéêÜ ïëïêëçñþìáôá.

ÇðéïðÜíù Ýêöñáóç (4.1.9) ôïõ ìéãáäéêïý åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìáôïò
∫
C f (z)dz ìå ôç ÷ñÞóç

äýï ðñáãìáôéêþí ïëïêëçñùìÜôùí ãñÜöåôáé âÝâáéá áðëïýóôåñá êáé óôç ìïñöÞ∫
C
f (z) dz =

∫
C
[u(x, y) dx − v(x, y) dy]+ i

∫
C
[v(x, y) dx + u(x, y) dy] (4.1.10)

óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôùí ðñáãìáôéêþí åðéêáìðýëéùí ïëïêëçñùìÜôùí Þ, ðéï ðñáêôéêÜ, áöïý

dx = x′(t) dt êáé dy = y ′(t) dt. (4.1.11)

ÐñÝðåé íá óçìåéþóïõìå óôï óçìåßï áõôü üôé ðïëëÝò óçìáíôéêÝò éäéüôçôåò ôùí ðñáãìáôéêþí
ïëïêëçñùìÜôùí ãåíéêåýïíôáé ìå âÜóç ôïí ðéï ðÜíù ïñéóìü (4.1.7) êáé óå ìéãáäéêÜ åðéêáìðýëéá
ïëïêëçñþìáôá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá∫

C
[c1f1(z)+ c2f2(z)] dz = c1

∫
C
f1(z) dz + c2

∫
C
f2(z) dz (4.1.12)

ìå f1(z) êáé f2(z) äýï ïëïêëçñþóéìåò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé c1 êáé c2 äýï ìéãáäéêÝò óôáèåñÝò.
ÁíÜëïãá, åÜí ç ôìçìáôéêÜ ëåßá êáìðýëç C äéáãñáöåß óôçí ðéï ðÜíù ïëïêëÞñùóç ìå áíôßèåôç
êáôåýèõíóç: áðü ôï óçìåßï B (ìå t = b) ðñïò ôï óçìåßï A (ìå t = a) ìå ïëïêëÞñùìá ôï

∫
−C f (z) dz,

ôüôå áðïäåéêíýåôáé åðßóçò åýêïëá üôé∫
−C

f (z) dz = −
∫
C
f (z) dz. (4.1.13)

ÖõóéêÜ ï äåßêôçò −C óôï áñéóôåñü ïëïêëÞñùìá äçëþíåé áðëÜ ôçí áíôßèåôç öïñÜ äéáãñáöÞò ôçò
êáìðýëçò C: áðü ôï óçìåßï B ðñïò ôï óçìåßï A áíôß áðü ôï óçìåßï Á ðñïò ôï óçìåßï Â áñ÷éêÜ.

Ä4.1.2. ÐáñÜäåéãìá ìéãáäéêÞò ïëïêëçñþóåùò êáôÜ ìÞêïò ðåñéöÝñåéáò

Óáí ðáñÜäåéãìá ìéãáäéêÞò ïëïêëçñþóåùò èåùñïýìå ôþñá ôï éäéáßôåñá êëáóéêü ðáñÜäåéãìá
ôçò ïëïêëçñþóåùò ôçò óõíáñôÞóåùò

f (z) = (z − z0)m ìå ôï m áêÝñáéï áñéèìü: m = 0, ± 1, ± 2, ± 3, . . . (4.1.14)

êáôÜ ìÞêïò ôçò ðåñéöÝñåéáò C êýêëïõ D ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z = z0 = x0 + iy0 êáé áêôßíá a
(Ó÷Þìá Ä4.2). Óçìåéþíåôáé üôé ç ðåñéöÝñåéá áõôÞ C åßíáé âÝâáéá ìéá ëåßá êáìðýëç êáé åðßóçò ìéá
êëåéóôÞ êáìðýëç. Åßíáé åðßóçò áðëÞ êáìðýëç ìå ôçí Ýííïéá üôé äåí ôÝìíåé ðïõèåíÜ ôïí åáõôü ôçò.
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O x

y

C (ðåñéöÝñåéá ìå áêôßíá a êáé êÝíôñï z0 = x0 + iy0)

|z − z0| = a ãéá ôá óçìåßá z ôçò ðåñéöÝñåéáò C
z0

z = x + iy

Ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy

Ó÷Þìá Ä4.2: ÐåñéöÝñåéá C óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z0 êáé áêôßíá a.

Ðñïöáíþò ôá óçìåßá ôçò ðåñéöÝñåéáò C åßíáé ôá óçìåßá

z = z(è) = z0 + aeiè = (x0 + iy0)+ a(cos è+ i sin è) = (x0 + a cos è)+ i(y0 + a sin è), (4.1.15)

üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óáí ðáñÜìåôñïò t ç ðïëéêÞ ãùíßá è ìå 0 ≤ è ≤ 2ð. (ÅíáëëáêôéêÜ Üëëç
êáôÜëëçëç ðáñÜìåôñïò èá Þôáí ôï ìÞêïò s êáèþò äéáãñÜöåôáé ç ðåñéöÝñåéá C ìå s = aè êáé
åðïìÝíùò 0 ≤ s ≤ 2ða.) Ðáßñíïíôáò ôþñá ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò x(è) êáèþò êáé ôï öáíôáóôéêü
ìÝñïò y(è) óôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (4.1.15), äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

z = z(è) = x(è)+iy(è) ìå x(è) = x0+a cos è êáé y(è) = y0+a sin è ìå 0 ≤ è ≤ 2ð. (4.1.16)

Ðáñáãùãßæïõìå ôþñá ùò ðñïò è êáé Ý÷ïõìå

z′(è) = x′(è)+ iy ′(è) ìå x′(è) = −a sin è êáé y ′(è) = a cos è. (4.1.17)

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ç ïëïêëçñùôÝá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) = (z−z0)m, åðåéäÞ z = z0+aeiè,
ïðüôå z − z0 = aeiè, ãñÜöåôáé åýêïëá êáé óôç ìïñöÞ

f (z) = (aeiè)m = am(eiè)m = ameimè = am(cosmè+ i sinmè) = am cosmè+ iam sinmè. (4.1.18)

ÄçëáäÞ ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ãñÜöåôáé ìå ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôçò u êáé ôï öáíôáóôéêü
ìÝñïò ôçò v ùò åîÞò:

f (z) = u+ iv ìå u = am cosmè êáé v = am sinmè. (4.1.19)

Åäþ âÝâáéá åñãáæüìáóôå ìå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) (ìå r = a ðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá C) áíôß
ìå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y). ÅðïìÝíùò

f (z)z′(è) = (am cosmè+ iam sinmè)(− a sin è+ ia cos è)

= am+1[(− cosmè sin è− sinmè cos è)+ i(cosmè cos è− sinmè sin è)]

= am+1[− sin (m+ 1)è+ i cos (m+ 1)è]

= iam+1[cos (m+ 1)è+ i sin (m+ 1)è]

= iam+1ei(m+1)è. (4.1.20)

Óôéò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò ëçöèÞêáíå õðüøç êáé ïé äýï ðïëý ãíùóôïß ìáò ôñéãùíïìåôñéêïß ôýðïé

sin (á+ â) = siná cosâ+ sinâ cosá êáé cos (á+ â) = cosá cosâ− siná sinâ. (4.1.21)
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Óôï ôÝëïò Ýãéíå ÷ñÞóç êáé ôïõ åîßóïõ ãíùóôïý ìáò ôýðïõ ôïõ Euler (1.1.4) Þ (2.2.1)

eiè = cos è+ i sin è. (4.1.22)

Ôþñá óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü (4.1.7) ôïõ ìéãáäéêïý åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìáôïò, åäþ óôçí
ðåñßðôùóç ôçò ðåñéöÝñåéáò C, êáé ìå ÷ñÞóç ôçò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåùò (4.1.20) äéáðéóôþíïõìå üôé∮

C
(z − z0)m dz = iam+1

∫ 2ð

0
ei(m+1)è dè. (4.1.23)

(Óçìåéþíïõìå üôé ãåíéêÜ, üìùò ü÷é ðÜíôá, êÜíïõìå ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ïëïêëçñþóåùò
∮
, üôáí

ç ìéãáäéêÞ ïëïêëÞñùóç ãßíåôáé ðÜíù óå ìéá êëåéóôÞ êáìðýëç C, üðùò åßíáé åäþ ç ðåñéöÝñåéá C.)

Óôï óçìåßï áõôü äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

(á) Ðñþôá, åÜí m+ 1 �= 0 (õðåíèõìßæïõìå ìå ôï m áêÝñáéï áñéèìü), äçëáäÞ m �= −1, ôüôå
∮
C
(z − z0)m dz = iam+1

ei(m+1)è

i(m+ 1)

∣∣∣∣
2ð

0
= am+1

m+ 1

[
e2ði(m+1) − e0

] = am+1

m+ 1
(1− 1) = 0, (4.1.24)

áöïý ôïm+1 åßíáé áêÝñáéïò áñéèìüò, ïðüôå e2ði(m+1) = cos 2(m+1)ð+i sin 2(m+1)ð = 1+i0 = 1.

(â) Óôç óõíÝ÷åéá, óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ m + 1 = 0, äçëáäÞ m = −1, ôï ðáñáðÜíù
áðïôÝëåóìá (4.1.24) ðñïöáíþò äåí éó÷ýåé, ãéáôß ìçäåíßæåôáé ï ðáñïíïìáóôÞòm+ 1. ¼ìùò óôçí
åéäéêÞ (áëëÜ êáé ôüóï åíäéáöÝñïõóá!) áõôÞ ðåñßðôùóç üðïõ m + 1 = 0 (Þ éóïäýíáìá m = −1)
ç ó÷Ýóç (4.1.23) ðáßñíåé ôçí áðëïýóôáôç ìïñöÞ∮

C
(z − z0)−1 dz ≡

∮
C

dz
z − z0

= ia0
∫ 2ð

0
ei0è dè = i

∫ 2ð

0
1 dè = i2ð = 2ði, (4.1.25)

üðïõ õðïëïãßóáìå êáé ôï ó÷åôéêü óôïé÷åéþäåò ïëïêëÞñùìá.

Óõíïøßæïõìå ôþñá ôá äýï áìÝóùò ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôÜ ìáò óôçí áêüëïõèç ó÷Ýóç:∮
C
(z − z0)m dz =

{
0 åÜí m �= −1,
2ði åÜí m = −1. (4.1.26)

ÎáíáãñÜöïõìå ìÜëéóôá ôçí êÜôù ìïñöÞ ôçò ó÷Ýóåùò áõôÞò, ðïõ åßíáé ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìç óôéò
åöáñìïãÝò, áðëïýóôåñá ùò åîÞò: ∮

C

dz
z − z0

= 2ði. (4.1.27)

Õðåíèõìßæïõìå ôÝëïò üôé z0 åßíáé ôï êÝíôñï ôçò ðåñéöÝñåéáò C, üðïõ ïëïêëçñþíïõìå.

➤ ÐáñáôÞñçóç Ä4.1: ¸íáò ðéï áðëüò ôñüðïò ãéá íá êáôáëÞîïõìå óôï áðïôÝëåóìá (4.1.23)
åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáôåõèåßáí ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ ãñáöÞ (4.1.18) ôçò óõíáñôÞóåùò f (z),
äçëáäÞ

f (z) = ameimè (4.1.28)

(÷ùñßò íá ôç ãñÜøïõìå êáèüëïõ ìå óõíçìßôïíá êáé çìßôïíá) óå óõíäõáóìü ìå ôç ó÷Ýóç (4.1.15)
óå ðïëéêÞ ìïñöÞ

z = z(è) = z0 + aeiè ðïõ äßíåé z′(è) = iaeiè. (4.1.29)
Ôþñá

f (z)z′(è) = (ameimè)(iaeiè) = iam+1ei(m+1)è, (4.1.30)

áêñéâþò üðùò ðñïÝêõøå Þäç óôç ó÷Ýóç (4.1.20) ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí.
Êé áêüìç ðéï áðëÜ, áëëÜ ôþñá èõóéÜæïíôáò äõóôõ÷þò ôç ìáèçìáôéêÞ áõóôçñüôçôá, ìðïñïýìå
íá ôñïðïðïéÞóïõìå ôç ó÷Ýóç (4.1.29) ãñÜöïíôÜò ôç óôç ìïñöÞ

z = z(è) = z0 + aeiè ðïõ äßíåé dz = iaeièdè, (4.1.31)
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ïðüôå

f (z) dz = (ameimè)(iaeiè dè) = iam+1ei(m+1)è dè. (4.1.32)

¸ôóé ðáßñíïõìå êáé ðÜëé ïõóéáóôéêÜ ôç ó÷Ýóç (4.1.23), áöïý dz = z′(è) dè. Äõóôõ÷þò üìùò
ôþñá åíåñãÞóáìå ÷ùñßò áõóôçñüôçôá, ÷ùñßò êáí íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ïñéóìü (4.1.7) ôïõ
ìéãáäéêïý åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìáôïò. Åíôïýôïéò ðáßñíïõìå îáíÜ óùóôü áðïôÝëåóìá êáé åäþ,
áëëÜ êáé óå áíÜëïãåò ðåñéðôþóåéò ìéãáäéêþí ïëïêëçñþóåùí ìå åñãáóßá êáôåõèåßáí ìå ôï ìéãáäéêü
äéáöïñéêü dz óôï áñ÷éêü ìéãáäéêü ïëïêëÞñùìá

∫
C f (z) dz.

Ä4.2. ÔÏ ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÙÍ CAUCHY--GOURSAT

¸íá éäéáßôåñá óçìáíôéêü êáé êÜðùò áðñüóìåíï èåþñçìá óôç ìéãáäéêÞ ïëïêëÞñùóç åßíáé ôï
èåþñçìá ôùí Cauchy--Goursat. ÁíáöÝñïõìå ôï èåþñçìá áõôü:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (Èåþñçìá ôùí Cauchy--Goursat): Èåùñïýìå ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ
êáìðýëç C óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z (Ó÷Þìá Ä4.3). Èåùñïýìå åðßóçò ìéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z)
ç ïðïßá åßíáé áíáëõôéêÞ ôüóï ðÜíù óôçí êáìðýëç C üóï êáé óå üëç ôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D ðïõ
áõôÞ ðåñéêëåßåé. Ôüôå éó÷ýåé ï ôýðïò ∮

C
f (z) dz = 0. (4.2.1)

O x

y

C

D

Ã

Ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy

Ó÷Þìá Ä4.3: ÔìçìáôéêÜ ëåßá (åäþ ìå Ýíá ãùíéáêü óçìåßï Ã ) áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C óôï ìéãáäéêü
åðßðåäï z = x + iy. Ç êáìðýëç C áðïôåëåß ôï óýíïñï ôçò áíïéêôÞò ðåñéï÷Þò D ðïõ ðåñéêëåßåé.

Ôï èåþñçìá áõôü ïöåßëåôáé áñ÷éêÜ óôïí Cauchy. (Ãé’ áõôü ðÜñá ðïëý óõ÷íÜ êáëåßôáé áðëÜ
èåþñçìá ôïõCauchy.) O Cauchy Ýêáíå üìùò êáé ôçí ðñüóèåôç õðüèåóç üôé ç ðáñÜãùãïò f ′(z) ôçò
áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z), ðïõ Ýôóé êé áëëéþò õðÜñ÷åé, åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç f (z) Ý÷åé õðïôåèåß
áíáëõôéêÞ (ÐáñÜãñáöïò Ä3.2.2), åßíáé åðéðëÝïí êáé óõíå÷Þò. Ôçí áðüäåéîç ôïõ Cauchy ìå ôçí
ðñüóèåôç áõôÞ õðüèåóç èá ôç äþóïõìå áìÝóùò ðáñáêÜôù. Ôçí åðéðëÝïí áõôÞ õðüèåóç ôçò
óõíå÷åßáò ôçò f ′(z) ôçí áðÜëåéøå áñãüôåñá ï Goursat ìå ìéá ðïëý ðéï äýóêïëç áðüäåéîç ðïõ åäþ
èá ôçí ðáñáëåßøïõìå. Óôç ãåíéêüôåñç áõôÞ ðåñßðôùóç, üðïõ äåí õðïèÝôïõìå ôçí f ′(z) óõíå÷Þ,
åíþ âÝâáéá óßãïõñá õðÜñ÷åé, áíáöåñüìáóôå óôï èåþñçìá ôùí Cauchy--Goursat.

Áðüäåéîç ôïõ Cauchy: Ðñüêåéôáé ïõóéáóôéêÜ ãéá ìéá ìÜëëïí áðëÞ åöáñìïãÞ ôïõ èåùñÞìáôïò
ôïõ Green ðïõ éó÷ýåé óôï åðßðåäï Oxy. Õðåíèõìßæïõìå ôï èåþñçìá áõôü, ðïõ ìáò åßíáé ãíùóôü
áðü ôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ É:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (Èåþñçìá ôïõ Green): Èåùñïýìå ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C
óôï åðßðåäïOxy ðïõðåñéêëåßåé ìéá ðåñéï÷ÞD. Èåùñïýìå åðßóçò äýï óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò P(x, y)
êáé Q(x, y), ïé ïðïßåò ïñßæïíôáé ìïíïóÞìáíôá óôçí êáìðýëç C êáé óôçí ðåñéï÷Þ D êáé åðéðëÝïí
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Ý÷ïõí óôç C êáé óôç D óõíå÷åßò ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ∂P/∂x, ∂P/∂y, ∂Q/∂x êáé ∂Q/∂y. Ôüôå
éó÷ýåé ∮

C
(P dx +Q dy) =

∫∫
D

(
∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (4.2.2)

ÄçëáäÞ ôï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá (óôï áñéóôåñü ìÝëïò) ãéá ôéò ßäéåò ôéò óõíáñôÞóåéò P êáé Q
åêöñÜæåôáé ìå Ýíá äéðëü ïëïêëÞñùìá (óôï äåîéü ìÝëïò) ìå ôéò ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôïõò.

Ôþñá óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá ôùí Cauchy--Goursat ðïõ
Þäç áíáöÝñáìå ìáæß ìå ôçí ðñüóèåôç õðüèåóç ôïõ Cauchy ãéá ôç óõíÝ÷åéá ôçò ðáñáãþãïõ f ′(z)
ôçò f (z). Ðñþôá îáíáãñÜöïõìå ôï ìéãáäéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìáóôç ó÷Ýóç (4.2.1) óôç ìïñöÞ∮

C
f (z) dz =

∮
C
[u(x, y) dx − v(x, y) dy]+ i

∮
C
[v(x, y) dx + u(x, y) dy] (4.2.3)

óýìöùíá ìå ôç ó÷Ýóç (4.1.10), åäþ üìùò ãéá ìéá êëåéóôÞ êáìðýëç C (ìå ôï óýìâïëï
∮
áíôß ãéá

∫
).

Êáé ôþñá áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé êáé ôá äýï ðñáãìáôéêÜ åðéêáìðýëéá ïëïêëçñþìáôá óôï
äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (4.2.3) åßíáé ßóá ìå ôï ìçäÝí. Ôüôå êáé ôï ìéãáäéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞ-
ñùìá óôï áñéóôåñü ìÝëïò èá åßíáé êé áõôü ßóï ìå ôï ìçäÝí. Ðñï÷ùñÜìå! Óýìöùíá ìå ôï ðéï ðÜíù
èåþñçìá ôïõ Green (4.2.2) óôï åðßðåäïOxy ôï ðñþôï ðñáãìáôéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá óôç
ó÷Ýóç (4.2.3) ðáßñíåé åäþ ðñïöáíþò ìå P = u êáé Q = −v ôç ìïñöÞ åíüò äéðëïý ïëïêëçñþìáôïò∮

C
[u(x, y) dx − v(x, y) dy] =

∫∫
D

(
− ∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
dxdy. (4.2.4)

ÁíÜëïãá ôï äåýôåñï ðñáãìáôéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá óôç ó÷Ýóç (4.2.3) ðáßñíåé åäþ ìå P = v
êáé Q = u óôï èåþñçìá ôïõ Green (4.2.2) ôçí áíôßóôïé÷ç ìïñöÞ∮

C
[v(x, y) dx + u(x, y) dy] =

∫∫
D

(
∂u
∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy. (4.2.5)

Óôï óçìåßï áõôü ïöåßëïõìå âÝâáéá íá óçìåéþóïõìå üôé éó÷ýïõí ïé ôýðïé (3.3.3) êáé (3.3.4):

f ′(z) = ∂u
∂x
+ i

∂v
∂x

êáé f ′(z) = ∂v
∂y
− i

∂u
∂y

. (4.2.6)

¢ñá ç óõíÝ÷åéá ôçò ðáñáãþãïõ f ′(z) ðïõ õðÝèåóå ï Cauchy óôçí ðáñïýóá áðüäåéîç Ý÷åé óáí óõ-
íÝðåéá ôç óõíÝ÷åéá ôùí ôåóóÜñùí ðñþôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ∂u/∂x, ∂u/∂y, ∂v/∂x êáé ∂v/∂y ôïõ
ðñáãìáôéêïý ìÝñïõò ôçò u = u(x, y) êáé ôïõ öáíôáóôéêïý ìÝñïõò ôçò v = v(x, y). ¢ñá ìðïñïýìå
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ðéï ðÜíù èåþñçìá ôïõ Green (4.2.2) ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò u êáé v êé áõôü
èá êÜíïõìå óôç óõíÝ÷åéá. (¼ìùò áí äåí Þóáí óõíå÷åßò ïé ðáñÜãùãïé áõôÝò, äå èá ìðïñïýóáìå!)

Ëïéðüí ëßãç áêüìç õðïìïíÞ. ¸÷ïõìå ó÷åäüí ôåëåéþóåé! ÓõãêåêñéìÝíá ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç
f (z) = u+ iv ðïõ åîåôÜæïõìå Ý÷åé õðïôåèåß áíáëõôéêÞ óôçí êëåéóôÞ êáìðýëç C êáé óôçí ðåñéï÷Þ D
ðïõ áõôÞ ðåñéêëåßåé. Óõíåðþò èá éó÷ýïõí ïðùóäÞðïôå ãéá ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôçò u = u(x, y)
êáé ãéá ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò v = v(x, y) ïé äýï ãíùóôÝò ìáò óõíèÞêåò (Þ åîéóþóåéò) ôùí
Cauchy--Riemann (3.3.2) óôçí ÐáñÜãñáöï Ä3.3.1 ôçò Åíüôçôáò Ä3.3. ÄçëáäÞ

∂u
∂x
= ∂v

∂y
,

∂u
∂y
= − ∂v

∂x
, ïðüôå ðñïöáíþò

∂u
∂x
− ∂v

∂y
= 0 , − ∂v

∂x
− ∂u

∂y
= 0. (4.2.7)

Ìá ïé äýï ôåëåõôáßåò ó÷Ýóåéò áðëÜ äçëþíïõí üôé ïé äýï ïëïêëçñùôÝåò óõíáñôÞóåéò óôá äýï äéðëÜ
ïëïêëçñþìáôá óôá äåîéÜ ìÝëç ôùí ó÷Ýóåùí (4.2.5) êáé (4.2.4) áíôßóôïé÷á åßíáé ìçäåíéêÝò. ¢ñá êáé
ôá äýï áõôÜ äéðëÜ ïëïêëçñþìáôá åßíáé óßãïõñá ìçäåíéêÜ. Óõíåðþò ïé ó÷Ýóåéò (4.2.4) êáé (4.2.5)
áðëïðïéïýíôáé ðáßñíïíôáò ôéò ìïñöÝò∮

C
[u(x, y) dx − v(x, y) dy] = 0 êáé

∮
C
[v(x, y) dx + u(x, y) dy] = 0. (4.2.8)
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ÅðïìÝíùò êáé ôá äýïðñáãìáôéêÜ åðéêáìðýëéá ïëïêëçñþìáôá óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (4.2.3)
åßíáé ßóá ìå ôï ìçäÝí. ¢ñá ôï ßäéï áêñéâþò éó÷ýåé êáé ãéá ôï ìéãáäéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá óôï
áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ßäéáò ó÷Ýóåùò (4.2.3): åßíáé êé áõôü ßóï ìå ôï ìçäÝí:

∮
C f (z)dz = 0. ÅðïìÝíùò

áðïäåß÷èçêå ôï èåþñçìá ôùíCauchy--Goursat ìå ôçíðñüóèåôç õðüèåóç ôïõCauchy ôçò óõíå÷åßáò
ôçò ðáñÜãþãïõ f ′(z) ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z). (ÁíáöÝñáìå Þäç üôé èá ðáñáëåßøïõìå ôç
äýóêïëç ãåíéêÞ áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí Cauchy--Goursat ÷ùñßò ôçí õðüèåóç ôïõ Cauchy.) ❏

▼ ÐáñÜäåéãìá Ä4.1: Ãéá êÜèå ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z
íá áðïäåé÷èåß üôé∮

C
f (z) dz = 0 ìå f (z) = pn(z), ez, cosh z, sinh z, cos z êáé sin z, (4.2.9)

üðïõ pn(z) äçëþíåé Ýíá ïðïéïäÞðïôå ðïëõþíõìï âáèìïý n ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z = x + iy.

Áðüäåéîç: Ðñüêåéôáé ãéá áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò óå ïëüêëçñï ôï åðßðåäï z. ¢ñá óýìöùíá ìå
ôï èåþñçìá ôùí Cauchy--Goursat, ðïõ ìüëéò áðïäåßîáìå, ðñáãìáôéêÜ

∮
C f (z) dz = 0, áñêåß âÝâáéá

ç êáìðýëç C íá åßíáé êáé êëåéóôÞ, üðùò óùóôÜ Ý÷åé õðïôåèåß êáé äåí ðñÝðåé íá ëçóìïíåßôáé. ▲

ÁíáöÝñïõìå ôÝëïò êáé ìéá åíäéáöÝñïõóá ãåíßêåõóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí Cauchy--Goursat:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (Ãåíßêåõóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí Cauchy--Goursat): Èåùñïýìå äýï ôìçìáôéêÜ
ëåßåò áðëÝò êëåéóôÝò êáìðýëåò C1 êáé C2 óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z ìå ôç C2 íá êåßôáé óôï åóùôåñéêü
ôçò C1. Èåùñïýìå åðßóçò ìéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ç ïðïßá åßíáé áíáëõôéêÞ ôüóï ðÜíù óôéò
äýï êáìðýëåò C1 êáé C2 üóï êáé óå üëç ôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D ðïõ ðåñéêëåßïõí (êåßôáé ìåôáîý
ôïõò). Ôüôå éó÷ýåé ï ôýðïò ∮

C1

f (z) dz =
∮
C2

f (z) dz (4.2.10)

öõóéêÜ ìå ôçí ßäéá öïñÜ äéáãñáöÞò (óõíÞèùò ôç èåôéêÞ) êáé óôéò äýï êáìðýëåò C1 êáé C2.

Ä4.3. Ï ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÏÓ ÔÕÐÏÓ ÔÏÕ CAUCHY

ÐÝñá áðü ôï èåþñçìá ôùí Cauchy--Goursat óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí
ðáñïõóéÜæåé êáé ï ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Cauchy Þ áðëïýóôåñá ôýðïò ôïõ Cauchy. ÁíáöÝ-
ñïõìå ôïí ôýðï áõôü óáí èåþñçìá:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (Ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Cauchy): Èåùñïýìå ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ
êáìðýëç óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z (Ó÷Þìá Ä4.3). Èåùñïýìå åðßóçò ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z)
ðÜíù óôçí êáìðýëç C êáé óå üëç ôçí ðåñéï÷Þ D ðïõ áõôÞ ðåñéêëåßåé. Ôüôå ãéá êÜèå óçìåßï z óôï
åóùôåñéêü ôçò êëåéóôÞò êáìðýëçò C (äçëáäÞ óôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D) éó÷ýåé ï ôýðïò

f (z) = 1
2ði

∮
C

f (æ)
æ − z

dæ. (4.3.1)

Óçìåéþíïõìå üôé åäþ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óýìâïëï æ ãéá ôç ìéãáäéêÞ ìáò ìåôáâëçôÞ ðÜíù óôçí
êáìðýëç C. ÁõôÞ åßíáé ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò óôï ìéãáäéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá ôïõ
äåîéïý ìÝëïõò, ãéáôß ôï óýìâïëï z ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå óáí ôï óçìåßï õðïëïãéóìïý ôçò áíáëõôéêÞò
óõíáñôÞóåùò f (z) óôï åóùôåñéêü D ôçò êáìðýëçò C.

Ï ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Cauchy åßíáé Ýíáò éäéáßôåñá áîéüëïãïò êáé åíäéáöÝñùí ôýðïò.
Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ìáò åðéôñÝðåé ôïí Üìåóï õðïëïãéóìü (ìå ïëïêëÞñùóç) ìéáò áíáëõôéêÞò
óõíáñôÞóåùò f (z) óôï åóùôåñéêüD ìéáò ôìçìáôéêÜ ëåßáò áðëÞò êëåéóôÞò êáìðýëçò C óôï ìéãáäéêü
åðßðåäï z ìå ãíùóôÝò ôéò ôéìÝò f (æ) ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) ìüíï ðÜíù óôçí êáìðýëç C.
Áñêåß íá õðïëïãéóèåß ôï åðéêáìðýëéï ìéãáäéêü ïëïêëÞñùìá óôï äåîéü ìÝëïò ôïõ ôýðïõ áíáëõôéêÜ
Þ áñéèìçôéêÜ: ìå áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç. ÂÝâáéá ðßóù áðü ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ Cauchy,
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ðïõ áñ÷éêÜ ìáò îáöíéÜæåé, õðïêñýðôåôáé ç éó÷ýò äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò óå ïëüêëçñç ôçí ðåñéï÷Þ D: ôùí äýï óõíèçêþí (Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann (3.3.2).

Ðñïöáíþò üìùò ï ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Cauchy äåí éó÷ýåé, åÜí ç óõíÜñôçóç f (z) äåí åßíáé
áíáëõôéêÞ áêüìç êáé óå Ýíá óçìåßï ôçò êáìðýëçò C Þ ôçò åóùôåñéêÞò ôçò ðåñéï÷Þò D. Åðßóçò äåí
éó÷ýåé êáé ãéá ôá óçìåßá ôçò ßäéáò ôçò êáìðýëçò C, üðïõ âÝâáéá äåí ïñßæåôáé êáé ôï ïëïêëÞñùìá
óôï äåîéü ìÝëïò óáí êïéíü Þ êáôá÷ñçóôéêü (ãåíéêåõìÝíï) ïëïêëÞñùìá, áöïý ï ðáñïíïìáóôÞò æ−z
ôçò ïëïêëçñùôÝáò óõíáñôÞóåùò f (æ)/(æ − z) ðñïöáíþò ìçäåíßæåôáé ãéá æ = z.

Ó÷üëéï ãéá ôçí áðüäåéîç: Èáðáñáëåßøïõìå ôçí áõóôçñÞ ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç ôïõ ðéï ðÜíù
ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ ôïõ Cauchy, áí êáé äåí ðáñïõóéÜæåé ðïëý óïâáñÝò ìáèçìáôéêÝò äõóêïëßåò.
Èáðåñéïñéóèïýìå üìùò óå ìéáðñü÷åéñç Ýíäåéîç üôé ï ôýðïò áõôüò åßíáé óùóôüò, ðïõ åßíáé ÷ñÞóéìç
óôçí ðëÞñç áðüäåéîÞ ôïõ. Ðñïò ôï óêïðü áõôü èåùñïýìå åäþ ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç g(æ) ðïõ
ïñßæåôáé ùò åîÞò:

g(æ) =




f (æ)− f (z)
æ − z

ãéá æ �= z

f ′(z) ãéá æ = z

(4.3.2)

ìå ôï ìéãáäéêü áñéèìü z óôáèåñü. ÁõôÞ åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò æ ðïõ
óõìðåñéöÝñåôáé ðïëý êáëÜ. ÓõãêåêñéìÝíá ìå ôçí f (z) áíáëõôéêÞ åßíáé êáé áõôÞ áíáëõôéêÞ ãéá
æ �= z, áöïý ïñßæåôáé óáí g(æ) = [f (æ)− f (z)]/(æ−z). Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ åéäéêÜ ãéá æ = z ïñßæåôáé
óáí f ′(z) äçëáäÞ óáí ôï üñéï ôïõ ãåíéêïý ïñéóìïý ôçò ãéá æ → z. ÊáôÜ óõíÝðåéá ðñïóäïêÜôáé õðü
Þðéåò ðñïûðïèÝóåéò íá éó÷ýåé ôï èåþñçìá ôùí Cauchy--Goursat (4.2.1) ãéá ôç óõíÜñôçóç áõôÞ
g(æ) (åðáíáëáìâÜíåôáé ìå ôï z óôáèåñÜ). Ôþñá, õðïèÝôïíôáò üôé ðñáãìáôéêÜ éó÷ýåé ôï èåþñçìá
ôùí Cauchy--Goursat ãéá ôç óõíÜñôçóç g(æ), ç ïðïßá ìüëéò ïñßóèçêå ðáñáðÜíù, ðñïêýðôåé üôé∮

C
g(æ) dæ = 0, äçëáäÞ

∮
C

f (æ)− f (z)
æ − z

dæ = 0. (4.3.3)

Ìéá ðïõ ôï óçìåßï z åßíáé óôï åóùôåñéêü ôçò êáìðýëçò C (óôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷ÞDðïõ ðåñéêëåßåé),
äåí õðÜñ÷åé êáìßá ðåñßðôùóç íá Ý÷ïõìå æ = z óôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç ìå ôï æ ðÜíù óôçí
êáìðýëç C: ï ðáñïíïìáóôÞò æ − z äå ìçäåíßæåôáé ðïõèåíÜ. Áöïý ìÜëéóôá ãéá æ − z �= 0

f (æ)− f (z)
æ − z

= f (æ)
æ − z

− f (z)
æ − z

, (4.3.4)

äéáóðÜìå ôþñá ôï ïëïêëÞñùìá (4.3.3) óå äýï ïëïêëçñþìáôá êáé ðáßñíïõìå∮
C

f (æ)
æ − z

dæ −
∮
C

f (z)
æ − z

dæ = 0. (4.3.5)

Áëë’ ç ðïóüôçôá f (z) åßíáé óôáèåñÞ óôï äåýôåñï ïëïêëÞñùìá, åðåéäÞ ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò
åßíáé ç æ êáé ü÷é ç z. ÅðïìÝíùò âãáßíåé Ýîù áðü ôï ïëïêëÞñùìá. ¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôç ó÷Ýóç∮

C

f (æ)
æ − z

dæ − f (z)
∮
C

1
æ − z

dæ = 0 �⇒ f (z)
∮
C

1
æ − z

dæ =
∮
C

f (æ)
æ − z

dæ. (4.3.6)

¼ìùò ç ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç 1/(æ−z) óôï ðñþôï ïëïêëÞñùìá åßíáé áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç
ìå ôçí åîáßñåóç ôïõ óçìåßïõ æ = z, üðïõ ìçäåíßæåôáé ï ðáñïíïìáóôÞò æ − z. ¢ñá óýìöùíá ìå
ôç ãåíßêåõóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí Cauchy--Goursat ôï ïëïêëÞñùìÜ ôçò ðÜíù óôçí êáìðýëç C èá
åßíáé ßóï ìå ôï ïëïêëÞñùìÜ ôçò ðÜíù óå ìéá ðåñéöÝñåéá C0 (ü÷é êáô’ áíÜãêç ìéêñÞ) ìå êÝíôñï ôï
óçìåßï z. ÁëëÜ ôï ôåëåõôáßï áõôü ïëïêëÞñùìá (óôçí ðåñéöÝñåéá C0) ôï Ý÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé
óôç ó÷Ýóç (4.1.25) êáé ôï Ý÷ïõìå âñåé ßóï ìå 2ði. ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ó÷Ýóç (4.3.6) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

f (z)2ði =
∮
C

f (æ)
æ − z

dæ. (4.3.7)
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ÁõôÞ ìå äéáßñåóç êáé ôùí äýï ìåëþí ôçò äéá 2ði êáôáëÞãåé áìÝóùò óôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ
Cauchy (4.3.1). Ôïí õðåíèõìßæïõìå

f (z) = 1
2ði

∮
C

f (æ)
æ − z

dæ. (4.3.8)

Áðü ôïí ôýðï áõôü ôïõ Cauchy ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ìå ãíùóôÝò ôéò ôéìÝò f (æ) ôçò áíáëõ-
ôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) ðÜíù óôçí ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C ü÷é ìüíï ç áíáëõôéêÞ
óõíÜñôçóç f (z) áëëÜ êáé üëåò ïé ðáñÜãùãïß ôçò f (n)(z) (äçëáäÞ ïé ðáñÜãùãïé êÜèå ôÜîåùò n) ìðï-
ñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí. BÝâáéá o ðñïóäéïñéóìüò êáé ôùí ðáñáãþãùí f (n)(z) ãßíåôáé êáé áõôüò
ìå åðéêáìðýëéá ïëïêëÞñùóçðÜíù óôçí áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C. ÓõãêåêñéìÝíá éó÷ýïõí ïé ôýðïé:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (Ïëïêëçñùôéêïß ôýðïé ãéá ôéò ðáñáãþãïõò): Èåùñïýìå ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ
êëåéóôÞ êáìðýëç C óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z. Èåùñïýìå åðßóçò ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ðÜíù
óôçí êáìðýëç C êáé óå üëç ôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D ðïõ áõôÞ ðåñéêëåßåé. Ôüôå ãéá êÜèå óçìåßï z
óôï åóùôåñéêü D ôçò êëåéóôÞò êáìðýëçò C (äçëáäÞ óôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D) éó÷ýåé ãéá ôç n-óôÞ
ðáñÜãùãï f (n)(z) ôçò f (z) ï ôýðïò

f (n)(z) = n!
2ði

∮
C

f (æ)
(æ − z)n+1

dæ ìå n = 1, 2, . . . . (4.3.9)

Ï ôýðïò áõôüò åîáóöáëßæåé ìÜëéóôá ôçí ýðáñîç ôçò n-óôÞò ðáñáãþãïõ f (n)(z) ôçò áíáëõôéêÞò
óõíáñôÞóåùò f (z) óå êÜèå óçìåßï z óôï åóùôåñéêü D ôçò êëåéóôÞò êáìðýëçò C. ÄçëáäÞ, ìå Üëëá
ëüãéá, áí ç óõíÜñôçóç f (z) åßíáé áíáëõôéêÞ ðÜíù óôçí êëåéóôÞ êáìðýëç C êáé óå üëç ôçí ðåñéï÷ÞD
ðïõðåñéêëåßåé, ôüôå Ý÷åé ðáñáãþãïõò êÜèå ôÜîåùò óôçí ðåñéï÷ÞD. ÁõôÝò õðïëïãßæïíôáé áðü ôïí
ðéï ðÜíù ôýðï (4.3.9). Ï ßäéïò ìÜëéóôá ãåíéêüò ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò (4.3.9) éó÷ýåé êáé ãéá n = 0,
ïðüôå áöïñÜ óôçí ßäéá ôçí áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z), áöïý f (0)(z) := f (z). (ÄçëáäÞ åííïåßôáé üôé
ç ðáñÜãùãïò ìçäåíéêÞò ôÜîåùò ìéáò óõíáñôÞóåùò f (z) åßíáé ðñïöáíþò ç ßäéá ç óõíÜñôçóç f (z).)

Èá ðáñáëåßøïõìå åíôåëþò ôçí áðüäåéîç ôïõ âáóéêïý áõôïý ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ (4.3.9)
ãéá ôéò ðáñáãþãïõò f (n)(z) ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z). Èá óçìåéþóïõìå üìùò ôï ìíçìïíéêü
êáíüíá üôé, áöïý ç áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) äßíåôáé óôçí ðåñéï÷ÞD áðü ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï
ôïõ Cauchy (4.3.1) Þ (4.3.8), äçëáäÞ áðü ôïí ôýðï

f (z) = 1
2ði

∮
C

f (æ)
æ − z

dæ, (4.3.10)

ïé ðáñÜãùãïß ôçò f (n)(z), ðïõ ôéò õðïèÝôïõìå åäþ üôé õðÜñ÷ïõí, èá äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

f (n)(z) = 1
2ði

dn

dzn

∮
C

f (æ)
æ − z

dæ ìå n = 1, 2, . . . . (4.3.11)

Óôï ìíçíïíéêü êáíüíá ðïõ áíáöÝñïõìå åäþ áðëÜ äå÷üìáóôå (áõèáßñåôá, ÷ùñßò áðüäåéîç) üôé
ìðïñïýìå íá åíáëëÜîïõìå ôç óåéñÜ ðáñáãùãßóåùò êáé ïëïêëçñþóåùò óôïí áìÝóùò ðéï ðÜíù
ôýðï (4.3.11) ãéá ôéò ðáñáãþãïõò f (n)(z). Ôüôå ðñïêýðôåé üôé

f (n)(z) = 1
2ði

∮
C

dn

dzn

(
1

æ − z

)
f (æ) dæ ìå n = 1, 2, . . . , (4.3.12)

áöïý ç ðáñáãþãéóç ãßíåôáé ùò ðñïò z êé ü÷é ùò ðñïò æ, ü÷é ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò.
Êáé åßíáé ôþñá ðïëý åýêïëç ç ðáñáãþãéóç. Ðñïêýðôåé, üðùò ìðïñåß Üìåóá íá äéáðéóôùèåß ìå
äéáäï÷éêÝò ðáñáãùãßóåéò (ìå n = 1, 2, . . . ) Þ åðáãùãéêÜ, üôé

dn

dzn

(
1

æ − z

)
= n!

(æ − z)n+1
. (4.3.13)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá áõôÞí ôçí ðáñÜãùãï óôç èÝóç ôçò óôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç óôïí
ôýðï (4.3.12), ôïí öÝñíïõìå óôç ìïñöÞ ôïõ (4.3.9). ÅðáíáëáìâÜíïõìå üìùò ðùò áõôü ðïõ
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êÜíáìå äåí åßíáé áðüäåéîç. Åßíáé áðëÜ Ýíáò ìíçìïíéêüò êáíüíáò, þóôå íá èõìüìáóôå áð’ Ýîù
ôïí ôýðï (4.3.9). Èá Þôáí áðüäåéîç, åÜí Þôáí ìáèçìáôéêÜ äéêáéïëïãçìÝíï íá åíáëëÜîïõìå ôç
óåéñÜ ðáñáãùãßóåùò êáé ïëïêëçñþóåùò êáé íá åéóáãÜãïõìå Ýôóé ôçí ðáñáãþãéóç ìÝóá óôçí
ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç. ÁëëÜ äåí Ý÷ïõìå êáìßá áðüäåéîç ãéá ôçí åíáëëáãÞ áõôÞ êáé ôçí êÜíáìå
áõèáßñåôá. Ôçí áëçèéíÞ áðüäåéîç (ðïõ éó÷ýåé âÝâáéá!) ôçí ðáñáëåßðïõìå, üðùò Þäç áíáöÝñáìå.

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò ðùò ï ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Cauchy óôçí áñ÷éêÞ ôïõ ìïñöÞ (4.3.1) ãéá
ôç óõíÜñôçóç f (z) êáé óôç ãåíßêåõóÞ ôïõ (4.3.9) ãéá ôéò ðáñáãþãïõò f (n)(z) ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéç-
èåß êáé áíôßóôñïöá: ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí ìéãáäéêþí åðéêáìðýëéùí ïëïêëçñùìÜôùí óôá äåîéÜ
ìÝëç. Åíôïýôïéò áõôÞ ç äõíáôüôçôá äåí åßíáé éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü,
åíþ áíôßèåôá åßíáé åíäéáöÝñïõóá ãéá ôï Ìáèçìáôéêü.

Ä4.4. ÁÑ×ÅÓ ÌÅÃÉÓÔÏÕ ÊÁÉ ÅËÁ×ÉÓÔÏÕ

Ìå âÜóç ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ Cauchy ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ç êáëïýìåíç áñ÷Þ ôïõ
ìÝãéóôïõ ìÝôñïõ (Þ ôçò ìÝãéóôçò áðüëõôçò ôéìÞò). ÁíáöÝñïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç ôçí áñ÷Þ áõôÞ:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (Áñ÷Þ ôïõ ìÝãéóôïõ ìÝôñïõ): Èåùñïýìå ìéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ðïõ åßíáé
áíáëõôéêÞ óå ìéá êëåéóôÞ öñáãìÝíç ðåñéï÷Þ R ìå óýíïñï ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êá-
ìðýëç C êáé äåí åßíáé óôáèåñÞ óôçí ðåñéï÷Þ R. Ôüôå ç áðüëõôïò ôéìÞ |f (z)| ôçò áíáëõôéêÞò óõ-
íáñôÞóåùò f (z) ðáñïõóéÜæåé ìÝãéóôï óå êÜðïéï óçìåßï (Þ óå êÜðïéá óçìåßá) æ ôïõ óõíüñïõ C ôçò
ðåñéï÷Þò R êáé ü÷é óôï åóùôåñéêü D ôçò R.

Åöáñìüæïõìå ôþñá ôçí áñ÷Þ áõôÞ ôïõ ìÝãéóôïõ ìÝôñïõ ãéá ôç óõíÜñôçóç f ∗(z) = 1/ f (z) óôçí
ßäéá ðåñéï÷Þ R (ìå ôçí õðüèåóç üôé ç f (z) äå ìçäåíßæåôáé óå êáíÝíá óçìåßï z ôçò ðåñéï÷Þò R). Õðü ôéò
óõíèÞêåò áõôÝò ðñïêýðôåé ç áíôßóôïé÷ç áñ÷Þ ôïõ åëÜ÷éóôïõ ìÝôñïõ (Þ ôçò åëÜ÷éóôçò áðüëõôçò
ôéìÞò). Ôçí áíáöÝñïõìå êáé áõôÞ:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (Áñ÷Þ ôïõ åëÜ÷éóôïõ ìÝôñïõ): Èåùñïýìå ìéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ðïõ åß-
íáé áíáëõôéêÞ óå ìéá êëåéóôÞ öñáãìÝíç ðåñéï÷Þ R ìå óýíïñï ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ
êáìðýëç C êáé äåí åßíáé óôáèåñÞ óôçí ðåñéï÷Þ R. Åðßóçò õðïèÝôïõìå üôé f (z) �= 0 óå êÜèå óç-
ìåßï z ôçò ðåñéï÷Þò R. Ôüôå ç áðüëõôïò ôéìÞ |f (z)| ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) ðáñïõóéÜæåé
åëÜ÷éóôï óå êÜðïéï óçìåßï (Þ óå êÜðïéá óçìåßá) æ ôïõ óõíüñïõ C ôçò ðåñéï÷Þò R êáé ü÷é óôï
åóùôåñéêü D ôçò R.

Ïé äýï áõôÝò áñ÷Ýò: ôïõ ìÝãéóôïõ êáé ôïõ åëÜ÷éóôïõ ìÝôñïõ ãéá ôçí áðüëõôç ôéìÞ |f (z)| ìéáò
áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) åßíáé éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóåò. Åßíáé åíäéáöÝñïõóåò, åðåéäÞ ìáò
åîáóöáëßæïõí õðü ôéò óõíèÞêåòðïõáíáöÝñèçêáíðñïçãïõìÝíùò üôé ôüóï ôï ìÝãéóôïmaxz∈R |f (z)|
üóï êáé ôï åëÜ÷éóôï minz∈R |f (z)| ôçò áðïëýôïõ ôéìÞò |f (z)| ôçò óõíáñôÞóåùò f (z) ðáñïõóéÜæïíôáé
ðÜíôïôå óôï óýíïñï C ôçò êëåéóôÞò ðåñéï÷Þò R êáé ðïôÝ óôï åóùôåñéêü ôçò D.

Ó÷åôéêÝò êáé åîßóïõ ÷ñÞóéìåò åßíáé êáé ïé áñ÷Ýò ìåãßóôïõ êáé åëá÷ßóôïõ ãéá áñìïíéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò u(x, y). (ÎÝñïõìå Þäç üôé ôüóï ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò u(x, y) üóï êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò v(x, y)
ìéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) åßíáé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò.) ¼ìùò ïé áñ÷Ýò áõôÝò áíáöÝ-
ñïíôáé óôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç u(x, y) êáé ü÷é óôï ìÝôñï ôçò (Þ áðüëõôï ôéìÞ ôçò) áíôßèåôá ìå
ðñïçãïõìÝíùò. Ðáñáëåßðïõìå êáé åäþ ôéò áðïäåßîåéò áíáöÝñïíôáò áðëÜ ôéò áñ÷Ýò áõôÝò:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (Áñ÷Ýò ìåãßóôïõ êáé åëá÷ßóôïõ ãéá áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò): Èåùñïýìå ìéá ìéãá-
äéêÞ óõíÜñôçóç f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) ðïõ åßíáé áíáëõôéêÞ óå ìéá öñáãìÝíç êëåéóôÞ ðåñéï÷Þ R ìå
óýíïñï ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C êáé äåí åßíáé óôáèåñÞ óôçí ðåñéï÷Þ R. Ôüôå
ïé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò u(x, y) êáé v(x, y) (ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò óõíáñôÞ-
óåùò f (z) áíôßóôïé÷á) ðáßñíïõí ôéò ìÝãéóôåò êáé åëÜ÷éóôåò ôéìÝò ôïõò óôï óýíïñï C ôçò êëåéóôÞò
ðåñéï÷Þò R êáé ü÷é óôï åóùôåñéêü D ôçò R.
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Ä4.5. ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÇ ÑÅÕÓÔÏÌÇ×ÁÍÉÊÇ

ÐÝñá áð’ ôáÌáèçìáôéêÜ óôéò åöáñìïãÝò ç ìéãáäéêÞ åðéêáìðýëéá ïëïêëÞñùóç áðáíôÜôáé åêåß
üðïõ áðáíôþíôáé êáé ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò, âáóéêÜ áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ôïýôï óõìâáßíåé
ð.÷. óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: óôç ìüíéìç (óôáèåñÞ) äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý
ñåõóôïý, üðïõ Ý÷ïõìå ôï ãíùóôü ìáò áðü ôçí Åíüôçôá Ä3.6 ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z). Áõôü
åßíáé ó÷åäüíðáíôïý (ìå ôçí åîáßñåóçìåìïíùìÝíùíóçìåßùí) áíáëõôéêÞóõíÜñôçóç. Ìå ôçâïÞèåéá
ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞòÙ(z), óõãêåêñéìÝíá ôçò ðáñáãþãïõ ôïõÙ ′(z), õðïëïãßæïõìå ôéò äýï
óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò Vx êáé Vy ôïõ ñåõóôïý ìÝóù ôïõ ôýðïõ (3.6.5):

Ù ′(z) = Vx − iVy , äçëáäÞ Vx = ReÙ ′(z) êáé Vy = −ImÙ ′(z). (4.5.1)

ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé óôçí åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, üðïõ Ý÷ïõìå ôá äýï
ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ ö(z) êáé ø(z) ôùí Kolosov--Muskhelishvili ìå ðáñáãþãïõò ôïõò ôá ìéãáäéêÜ
äõíáìéêÜ Ö(z) = ö′(z) êáé Ø(z) = ø′(z). Ìå ôç âïÞèåéá ôùí äõíáìéêþí áõôþí Ö(z) êáé Ø(z)
õðïëïãßæïõìå ôéò óõíéóôþóåò ôùí ôÜóåùí óx, óy êáé ôxy êáé Ýðåéôá (ìå ôï íüìï ôïõ Hooke) êáé ôéò
óõíéóôþóåò ôùí ðáñáìïñöþóåùí åx, åy êáé åxy (Þ ãxy = 2åxy) óôï åðßðåäï åëáóôéêü ìÝóïí ìáò.

Ä4.5.1. Êõêëïöïñßá éäåáôïý ñåõóôïý

ÁëëÜ áðïìáêñõíèÞêáìå ëéãÜêé áðü ôï óôü÷ï ìáò ðïõ áöïñÜ óå åöáñìïãÝò óôç Ñåõóôïìç-
÷áíéêÞ óõãêåêñéìÝíá óôç ñïÞ ðïõ ðñïáíáöÝñáìå ìå ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò ôï Ù(z). Ðñéí îåêé-
íÞóïõìå ôéò åöáñìïãÝò ìáò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ èá ïñßóïõìå ôçí êõêëïöïñßá éäåáôïý ñåõóôïý
ðÜíù óå ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C óå ìüíéìç (óôáèåñÞ) äéäéÜóôáôç (åðßðåäç)
ñïÞ ìå ÷ñÞóç ôçò ðáñáãþãïõ Ù ′(z) ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z). Ç êõêëïöïñßá Ã ðÜíù
óôçí êáìðýëç C ïñßæåôáé óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ìå âÜóç ôï ðñáãìáôéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá

Ã :=
∮
C
(Vx dx + Vy dy). (4.5.2)

ÃåíéêÜ ìéëþíôáò, ç êáìðýëç C óôçí åðéêáìðýëéá ïëïêëÞñùóç èá ìðïñïýóå íá åßíáé êáé áíïéêôÞ
êáìðýëç (åííïåßôáé âÝâáéá ôìçìáôéêÜ ëåßá êáé áðëÞ). Åíôïýôïéò ó÷åäüí ðÜíôïôå åßíáé êëåéóôÞ
êáìðýëç. Ãé’ áõôü êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ó÷åôéêü åéäéêü óýìâïëï ïëïêëçñþóåùò

∮
áíôß ãéá ôï

∫
.

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôçíðáñÜãùãïÙ ′(z) ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞòÙ(z) êáé ôï áíôßóôïé÷ï
ìéãáäéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá ðÜíù óôçí ßäéá êáìðýëç C. Áðü ôç ó÷Ýóç (4.1.10) (åäþ ðïëý
ðñáêôéêÜ èåùñþíôáò üôé dz = dx + i dy) êáé ëüãù ôçò ó÷Ýóåùò (4.5.1), äçëáäÞ Ù ′(z) = Vx − iVy ,
ðñïêýðôåé üôé ∮

C
Ù ′(z) dz =

∮
C
(Vx − iVy)(dx + idy)

=
∮
C
[(Vx dx + Vy dy)+ i(− Vy dx + Vx dy)]

=
∮
C
(Vx dx + Vy dy)+ i

∮
C
(− Vy dx + Vx dy). (4.5.3)

ÁëëÜ ôïðñþôï ïëïêëÞñùìáóôçí ôåëåõôáßáðéïðÜíù ãñáììÞ, ôïðñáãìáôéêü ìÝñïò ôïõ ìéãáäéêïý
ïëïêëçñþìáôïò

∮
C Ù

′(z) dz äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ ç êõêëïöïñßá Ã ôçò ñïÞò ôïõ éäåáôïý
ñåõóôïý ðÜíù óôçí êáìðýëç C ìå ïñéóìü ôçò ôïí (4.5.2). ÈáõìÜóéá! ¢ñá ðñïöáíþò Ý÷ïõìå

Ã = Re
∮
C
Ù ′(z) dz. (4.5.4)

Áò óçìåéþóïõìå üìùò üôé óå êÜèå ðåñéï÷Þ R ôïõ ðåäßïõ ñïÞò ìå ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç Ù ′(z)
áíáëõôéêÞ êáé óôï åóùôåñéêü ôçò D áëëÜ êáé óôï óýíïñü ôçò C ìå âÜóç ôï èåþñçìá ôùí Cauchy--
Goursat ôï ðéï ðÜíù ïëïêëÞñùìá

∮
C Ù

′(z) dz ìçäåíßæåôáé. ¢ñá êáé ç êõêëïöïñßá Ã (ðïõ åßíáé ôï
ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôïõ) ìçäåíßæåôáé êáé áõôÞ. Áõôü äåí éó÷ýåé âÝâáéá, üôáí ç ðåñéï÷Þ R ðåñéÝ÷åé
óçìåßá ìå ôç óõíÜñôçóç Ù ′(z) íá ìçí åßíáé áíáëõôéêÞ, üðùò óõìâáßíåé óôï ðéï êÜôù ðáñÜäåéãìá.
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Ä4.5.2. ÅöáñìïãÞ óå äßíç

Èåùñïýìå ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ìüíéìçò äéäéÜóôáôçò áóôñüâéëçò ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý üðïõ

Ù(z) = Á
2ði

ln (z − z0), ïðüôå Ù ′(z) = Á
2ði(z − z0)

(4.5.5)

ìå ôï Á ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ êáé åðßóçò z0 = x0 + iy0 Ýíá óõãêåêñéìÝíï óçìåßï ôïõ ðåäßïõ ñïÞò.
ÖõóéêÜ óôï óçìåßï áõôü z0 ç ðáñÜãùãïòÙ ′(z) äåí åßíáé áíáëõôéêÞ êáé ðáñïõóéÜæåé ðüëï ðñþôçò
ôÜîåùò. ¼ìùò óå ïðïéïäÞðïôå Üëëï óçìåßï ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z åßíáé ðñïöáíþò áíáëõôéêÞ.
Ìéá ôÝôïéá óõíÜñôçóç (ìå ìåíïíùìÝíïõò ðüëïõò) ôç ëÝìå ìåñüìïñöç óõíÜñôçóç. Êáé ôþñá áò
õðïëïãßóïõìå ôçí êõêëïöïñßá Ã óôç ñïÞ áõôÞ ðÜíù óå ìéá ðåñéöÝñåéá C0 ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z0.

Ìå âÜóç ôïí ôýðï (4.1.27) ðñïöáíþò èá Ý÷ïõìå∮
C0

Ù ′(z) dz = A
2ði

∮
C0

1
z − z0

dz = A
2ði

2ði = A. (4.5.6)

Êáé ëüãù ôïõ ôýðïõ (4.5.4) êáé ôçò õðïèÝóåþò ìáò üôé ôï Á åßíáé ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ óõíÜãïõìå
áìÝóùò üôé Ã = Á. ÄçëáäÞ ç óôáèåñÜ Á åßíáé ç êõêëïöïñßá ðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá C0 ðïõ
èåùñïýìå. Ëüãù üìùò ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí Cauchy--Goursat óôç ãåíßêåõóÞ ôïõ (4.2.10) êáé ôçò
áíáëõôéêüôçôáò ôçòÙ ′(z) óå üëï ôï ìéãáäéêü åðßðåäï (ìå åîáßñåóç ôï óçìåßï z0) ßäéá áêñéâþò åßíáé
ç êõêëïöïñßá êáé óå êÜèå ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C ìå ôï óçìåßï z0 óôï åóùôåñéêü
ôçò. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ðÜëé ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí Cauchy--Goursat ç êõêëïöïñßá Ã óå
êÜèå áíÜëïãç êáìðýëç C ∗ ðïõ äåí Ý÷åé üìùò ôï óçìåßï z0 óôï åóùôåñéêü ôçò áëëÜ óôï åîùôåñéêü
ôçò èá åßíáé ìçäÝí: Ã = 0. ÔÝëïò, åÜí ç êáìðýëç C ðåñíÜåé áðü ôï ßäéï ôï óçìåßï z0, ôï ó÷åôéêü
åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá êáé åðïìÝíùò êáé ç ßäéá ç êõêëïöïñßá Ã äå ìðïñïýí íá ïñéóèïýí.

Ôï ðáñüí ðåäßï ñïÞò áöïñÜ óå äßíç óôï óçìåßï z0 ìå êõêëïöïñßá Ã = Á: ôýðïé (3.6.13).
Áíôßóôïé÷ï åßíáé êáé ôï ðåäßï ñïÞò ìå ôï Á = iQ öáíôáóôéêÞ óôáèåñÜ. Ôüôå âÝâáéá Ã = 0 óå êÜèå
ðåñßðôùóç. Ôï ðåäßï áõôü ìå Á = iQ áöïñÜ óå ðçãÞ (êáëýôåñá óçìåéáêÞ ðçãÞ): ôýðïé (3.6.12).

Ä4.5.3. Äýíáìç êáé ñïðÞ áðü ôç ñïÞ ðÜíù óå óôåñåü åìðüäéï

Åäþèåùñïýìå ôç ìüíéìç äéäéÜóôáôç áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý, üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò,
ðïõ ðáñåìðïäßæåôáé áðü Ýíá óôáèåñü óôåñåü åìðüäéï (ð.÷. ìéá ðëÜêá). ÕðïèÝôïõìå üôé óôç ñïÞ
áõôÞ ãíùñßæïõìå ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z). Ôüôå ìðïñïýìå åýêïëá íá õðïëïãßóïõìå ìå
ìéãáäéêÝò ïëïêëçñþóåéò ôç óõíïëéêÞ äýíáìç F = X + iY êáèþò êáé ôç óõíïëéêÞ ñïðÞ Ì (ùò ðñïò
ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí z = 0) ðïõ áóêåß ôï ñåõóôü ðÜíù óôï åìðüäéï áíÜ ìïíÜäá ðÜ÷ïõò ôïõ
åìðïäßïõ: êÜèåôá óôç ñïÞ.Ïé ó÷åôéêïß ôýðïé åßíáé ôá èåùñÞìáôá ôïõ Blasius êáé åßíáé ïé áêüëïõèïé:

F̄ = X − iY = iñ
2

∮
C
Ù ′ 2(z) dz êáé M = − ñ

2
Re

∮
C
zÙ ′ 2(z) dz (4.5.7)

ìå C ôï óýíïñï ôïõ åìðïäßïõ êáé ñ ôçí ðõêíüôçôá ôïõ ñåõóôïý. Ôï ìüíï êáèÞêïí ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý åßíáé ï õðïëïãéóìüò ôùí ðéï ðÜíù ïëïêëçñùìÜôùí: åßôå áíáëõôéêÜ åßôå áñéèìçôéêÜ.

Ä4.5.4. ÅöáñìïãÞ ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ ôïõ Cauchy

Èåùñþíôáò êëåéóôÞ ðåñéï÷Þ R ìå óýíïñï C êáé ìå ôç óõíÜñôçóç Ù ′(z) áíáëõôéêÞ êáé óôï
åóùôåñéêü ôçò D êáé óôï óýíïñü ôçò C ìðïñïýìå áóöáëþò íá åöáñìüóïõìå ôïí ïëïêëçñùôéêü
ôýðï ôïõ Cauchy (4.3.1) åäþ ìå áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ôç óõíÜñôçóç Ù ′(z). ¸ôóé èá Ý÷ïõìå

Ù ′(z) = 1
2ði

∮
C

Ù ′(æ)
æ − z

dæ (4.5.8)

ìå ôçí ðñïûðüèåóç âÝâáéá üôé ãíùñßæïõìå ôéò ôéìÝò Ù ′(æ) ôçò óõíáñôÞóåùò Ù ′(z) óôï óýíïñï C
ôçò ðåñéï÷Þò R. ÁëëÜ íá ìçí îå÷íÜìå ôï èåìåëéþäç ôýðï (4.5.1), äçëáäÞ üôé Ù ′(z) = Vx − iVy .
ÄçëáäÞ ìå áðëÜ ëüãéá, áí ãíùñßæïõìå ôéò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý óôï óýíïñï C
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ôïõ ðåäßïõ ñïÞò R, ôüôå ìðïñïýìå íá ôéò õðïëïãßóïõìå ìå âÜóç ôïí ðéï ðÜíù ôýðï (4.5.8) êáé
óå êÜèå åóùôåñéêü óçìåßï z ôïõ ðåäßïõ ñïÞò. Áñêåß âÝâáéá ç óõíÜñôçóç Ù ′(z) íá åßíáé áíáëõôéêÞ
óå ïëüêëçñï ôï ðåäßï ñïÞò R, äçëáäÞ íá ìçí õðÜñ÷ïõí ðçãÝò, äßíåò, äßðïëá, åìðüäéá óôç ñïÞ êáé
ïôéäÞðïôå Üëëï êáôáóôñÝöåé ôçí áíáëõôéêüôçôá ôçò óõíáñôÞóåùò Ù ′(z).

Ä4.5.5. ÅöáñìïãÞ ôùí áñ÷þí ìåãßóôïõ êáé åëá÷ßóôïõ

Ãéá ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) êáé öõóéêÜ êáé ãéá ôçí ðáñÜãùãü ôïõ Ù ′(z) ðïõ ìáò åí-
äéáöÝñåé ðåñéóóüôåñï, áöïý Ù ′(z) = Vx − iVy , éó÷ýïõí âÝâáéá ïé áñ÷Ýò ôïõ ìÝãéóôïõ ìÝôñïõ êáé
ôïõ åëÜ÷éóôïõ ìÝôñïõ ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Ä4.4. ÄçëáäÞ, áí ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò åßíáé
áíáëõôéêÝò óå ìéá êëåéóôÞ ðåñéï÷Þ R (êáé óôï óýíïñü ôçò C), ôüôå ïé áðüëõôåò ôéìÝò ôïõò |Ù(z)|
êáé |Ù ′(z)| ðáßñíïõí ìÝãéóôç êáé åëÜ÷éóôç ôéìÞ ðÜíù óôï óýíïñï C êáé ü÷é óôï åóùôåñéêü D ôçò
ðåñéï÷Þò R. ¼ìùò ãéá ôçí åëÜ÷éóôç ôéìÞ áðáéôåßôáé åðéðëÝïí êáé ç ìç ýðáñîç ñéæþí ôçò óõíáñ-
ôÞóåùòÙ(z) Þ ôçò óõíáñôÞóåùòÙ ′(z) áíôßóôïé÷á óôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷ÞD. Áðü ôçò áðüøåùò ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý äå ìáò ëÝíå êáé ðïëëÜ ðñÜãìáôá áõôÜ ôá óõìðåñÜóìáôá ãéá ôçí áðüëõôï
ôéìÞ |Ù(z)| ôçò óõíáñôÞóåùò Ù(z), åðåéäÞ áõôÞ äåí Ý÷åé Üìåóç öõóéêÞ óçìáóßá. ¼ìùò, åðåéäÞ

Ù ′(z) = Vx − iVy , èá Ý÷ïõìå |Ù ′(z)| = V =
√
V2
x + V2

y (4.5.9)

ôï ìÝôñï ôçò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò Vx − iVy . ÅðïìÝíùò ôï ìÝôñï V ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý ìå
ôç óõíÜñôçóç Ù ′(z) áíáëõôéêÞ (ðñáêôéêÜ ÷ùñßò ðçãÝò, äßíåò, äßðïëá, åìðüäéá, êëð.) ðáßñíåé êáé
ìÝãéóôç êáé åëÜ÷éóôç ôéìÞ ðÜíù óôï óýíïñï C ôçò ðåñéï÷Þò R êáé ü÷é óôï åóùôåñéêü ôçòD. Ùñáßá!

Êáé ðáñáêÜôù åöáñìüæïõìå ôéò áñ÷Ýò ìåãßóôïõ êáé åëá÷ßóôïõ ãéá áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò, ïé
ïðïßåò Ý÷ïõí áíáöåñèåß óôçí ßäéá Åíüôçôá Ä4.4. ¸ôóé èåùñïýìå ôéò äýï óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò
ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý. ¼ìùò, áöïý éó÷ýåéÙ ′(z) = Vx− iVy , èá åßíáé êé ïé äõï ôïõò áñìïíéêÝò óõ-
íáñôÞóåéò, êÜôé ðïõ ðñïêýðôåé êáé ðéï Üìåóá (÷ùñßò ôçí áíÜìåéîç ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò)
áðü ôéò åîéóþóåéò óõíå÷åßáò êáé áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò. Ìå áñìïíéêÝò ëïéðüí êáé ôéò äýï óõíáñ-
ôÞóåéò Vx êáé Vy óå êÜèå óçìåßï (x, y) ôïõ ðåäßïõ ñïÞò (áíáãêáßá õðüèåóç: êáèüëïõ ðçãÝò, äßíåò,
äßðïëá êáé åìðüäéá óôï ðåäßï ñïÞò!) áõôÝò èá ðáßñíïõí êáé ôéò ìÝãéóôåò êáé ôéò åëÜ÷éóôåò ôéìÝò
ôïõò (êáíïíéêÝò ôéìÝò, ü÷é âÝâáéá áðüëõôåò ôéìÝò áíôßèåôá ìå ðñïçãïõìÝíùò) ðÜíù óôï óýíïñï C
ôçò ðåñéï÷Þò R êáé ü÷é óôï åóùôåñéêüD ôçò ßäéáò ðåñéï÷Þò. Åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìï êáé ôï óõìðÝñáóìá
áõôü óáí ìéá áêüìç åöáñìïãÞ ôùí ãíþóåùí ðïõ áðïêôÞèçêáí óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Ä4.

➤ ÐáñáôÞñçóç Ä4.2: Óôçí Åíüôçôá áõôÞ Ä4.5 áíáöåñèÞêáìå ìüíï óå åöáñìïãÝò ôçò ìéãáäéêÞò
ïëïêëçñþóåùò êáé ôùí áñ÷þí ìåãßóôïõ êáé åëá÷ßóôïõ óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ìå ÷ñÞóç ôïõ ìéãáäé-
êïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z). Åíôïýôïéò ðñïöáíþò áíÜëïãåò åöáñìïãÝò éó÷ýïõí êáé óôçí Åðßðåäç
Åëáóôéêüôçôá ìå âÜóç ôá äýï ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ ö(z) êáé ø(z) ôùí Kolosov--Muskhelishvili êáé ôéò
ðáñáãþãïõò ôïõò Ö(z) = ö′(z) êáé Ø(z) = ø′(z). Ôá äõíáìéêÜ áõôÜ ôá ìåëåôÞóáìå Þäç óôçí
Åíüôçôá Ä3.7 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Ä3. (ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü
ôïõ Westergaard Z(z) óå ðñïâëÞìáôá ñùãìþí óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ: ÐáñÜãñáöïò Ä3.7.3.)

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áðü ôïí ôýðï (3.7.3): óx + óy = 4 ReÖ(z) ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áñ÷þí ìåãßóôïõ
êáé åëá÷ßóôïõ ãéá áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò (åäþ ôïõ áèñïßóìáôïò óx + óy ôùí ïñèþí ôÜóåùí óx
êáé óy), óõíÜãïõìå üôé ôï Üèñïéóìá óx + óy ðáßñíåé ôç ìÝãéóôç êáé ôçí åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôïõ ðÜíù
óôï óýíïñï C åíüò åðßðåäïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ R. ÖõóéêÜ áõôü éó÷ýåé, ìüíï åöüóïí ç ðåñéï÷Þ R
ôïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ Ý÷åé óýíïñï ìüíï ìßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C, äçëáäÞ åßíáé ðåðåñáóìÝíç
êáé äåí Ý÷åé êáèüëïõ ïðÝò, ñùãìÝò, åãêëåßóìáôá êáé ãåùìåôñéêÝò áóõíÝ÷åéåò ãåíéêüôåñá, ïé ïðïßåò
óõìðåñéëáìâÜíïõí êáé ôéò êáëïýìåíåò dislocations. Åðßóçò ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü Ö(z) ðñÝðåé íá
åßíáé áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç óå ïëüêëçñç ôçí ðåñéï÷Þ R ôïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ. ÄçëáäÞ äåí ðñÝðåé
íá áóêïýíôáé ïýôå óõãêåíôñùìÝíåò äõíÜìåéò ïýôå ñïðÝò óôï åóùôåñéêü D ôïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ.

Äå èá ðñï÷ùñÞóïõìå óå Üëëåò åöáñìïãÝò ôçò èåùñßáò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ óôçí Åðßðåäç
Åëáóôéêüôçôá, áí êáé õðÜñ÷åé ðëçèþñá ôÝôïéùí åöáñìïãþí äéáèÝóéìç óôç ó÷åôéêÞ âéâëéïãñáößá.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï Ä5
ÓÅÉÑÅÓ TAYLOR ÊÁÉ LAURENT

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Ä5 èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôéò ìéãáäéêÝò äõíáìïóåéñÝò. ÁõôÝò ãåíéêåýïõí ôéò
ðñáãìáôéêÝò äõíáìïóåéñÝò. ÌåôÜ áðü ìéá ìéêñÞ åéóáãùãÞ èá ãåíéêåýóïõìå ôç ãíùóôÞ ìáò óåéñÜ
Taylor áðü ôéò ðáñáãùãßóéìåò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x) óôéò áíáëõôéêÝò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò f (z). (ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò óåéñÜò Taylor åßíáé ðÜëé ç óåéñÜMaclaurin.) ÌåôÜ èá áíáöåñèïýìå
óå ìéá ìç ôåôñéììÝíç ãåíßêåõóÞ ôçò ðïõ åßíáé ç óåéñÜ Laurent. ÁõôÞ ðåñéÝ÷åé ü÷é ìüíï ìç áñíç-
ôéêÝò äõíÜìåéò (z − z0)n (ìå ôï n ìç áñíçôéêü áêÝñáéï áñéèìü), áëë’ åðßóçò êé áñíçôéêÝò äõíÜìåéò
(ìå ôï n áñíçôéêü áêÝñáéï áñéèìü). Óôç óõíÝ÷åéá èá êÜíïõìå ìéá áðëÞ åöáñìïãÞ ôùí ìéãáäéêþí
óåéñþí Taylor óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z). ÔÝëïò èá
áíáöÝñïõìå ðñü÷åéñá êáé ìéá äõíáôüôçôá ðïõ ìáò ðáñÝ÷ïõí ïé ìéãáäéêÝò äõíáìïóåéñÝò ãéá ôçí
ðñïóåããéóôéêÞ åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò (áíÜëïãá êáé ôçò Åëáóôéêüôçôáò). ÁõôÞ
âáóßæåôáé óôç ÷ñÞóç Í óõãêåêñéìÝíùí óçìåßùí ìéãáäéêÞò ðáñåìâïëÞò óôï óýíïñï ìéáò ðåñéï÷Þò.

Ä5.1. ÃÅÍÉÊÁ ÃÉÁ ÌÉÃÁÄÉÊÅÓ ÄÕÍÁÌÏÓÅÉÑÅÓ

¸÷ïõìå Þäç ìåëåôÞóåé óôá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ É ôéò ðñáãìáôéêÝò óåéñÝò (Üðåéñåò óåéñÝò,
áèñïßóìáôá ìå Üðåéñïõò üñïõò). Ïé óåéñÝò áõôÝò ãåíéêåýïíôáé êáé óôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç, üðïõ
ôþñá âÝâáéá Ý÷ïõìå ìéãáäéêÝò óåéñÝò. Áðü áõôÝò èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôéò äõíáìïóåéñÝò ôçò ìïñöÞò

∞∑
n=0

an(z − z0)n (5.1.1)

ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z = z0 óôï ìéãáäéêü åðßðåäï êáé óõíôåëåóôÝò an ãåíéêÜ ìéãáäéêïýò. Äçëþíïõìå
ìå SN(z) ôá ìåñéêÜ áèñïßóìáôá ìå ôïõòÍðñþôïõò üñïõò ôçòðéïðÜíù äõíáìïóåéñÜò (ìå Üðåéñïõò
üñïõò), äçëáäÞ

SN(z) =
N−1∑
n=0

an(z − z0)n. (5.1.2)

Åñãáæüìáóôå óå ðëÞñç áíáëïãßá ìå üóá îÝñïõìå ãéá ôéò ðñáãìáôéêÝò äõíáìïóåéñÝò. ËÝìå üôé
ç áêïõëïõèßá ôùí ìåñéêþí áõôþí áèñïéóìÜôùí SN(z) óõãêëßíåé óå ìéá óõíÜñôçóç S(z) (óå üóá óç-
ìåßá z ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ óõãêëßíåé), åöüóïí ãéá êÜèå èåôéêü áñéèìü å ïóïäÞðïôå ìéêñü éó÷ýåé

|SN(z)− S(z)| < å ãéá êÜèå Í ôÝôïéï þóôå N > N0(å, z). (5.1.3)

Ôï Í0(å, z) åßíáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò ï ïðïßïò åîáñôÜôáé ôüóï áðü ôï èåôéêü áñéèìü å
üóï êáé áðü ôï óçìåßï z. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå óýãêëéóç ôçò ðáñáðÜíù äõíáìïóåéñÜò∑∞

n=0 an(z − z0)n (áëëéþò èá åß÷áìå áðüêëéóç) êáé ãñÜöïõìå

S(z) = lim
N→∞

SN(z) Þ êáëýôåñá S(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n (5.1.4)
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óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü (5.1.2) ôùí ìåñéêþí áèñïéóìÜôùí SÍ(z) ôçò äõíáìïóåéñÜò ìáò. Ãéá ôá
óçìåßá z ðïõ éó÷ýåé ç ó÷Ýóç (5.1.3) ç äõíáìïóåéñÜ

∑∞
n=0 an(z− z0)n óõãêëßíåé óôç óõíÜñôçóç S(z).

Èåùñïýìå êáé ôçí åéäéêÞ áëëÜ êáé åíäéáöÝñïõóá ðåñßðôùóç ðïõ ï áñéèìüò Í0(å, z) óôï ôÝëïò
ôçò ó÷Ýóåùò (5.1.3) äåí åîáñôÜôáé êáèüëïõ áðü ôï óçìåßï z ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ, äçëáäÞ
Ý÷ïõìå Í0 = Í0(å) ìüíï êáé ü÷é Í0 = Í0(å, z). Ôüôå ëÝìå üôé Ý÷ïõìå ïìïéüìïñöç óýãêëéóç ôçò
äõíáìïóåéñÜò

∑∞
n=0 an(z − z0)n ãåíéêåýïíôáò ôçí ïìïéüìïñöç óýãêëéóç áðü ôéò ðñáãìáôéêÝò óôéò

ìéãáäéêÝò äõíáìïóåéñÝò. ÁíÜëïãá ãåíéêåýïíôáé áðü ôéò ðñáãìáôéêÝò óôéò ìéãáäéêÝò äõíáìïóåéñÝò
ç áðüëõôç óýãêëéóç êáé áñêåôÝò Üëëåò Ýííïéåò, ìÝèïäïé áðïäåßîåùí êáé èåùñÞìáôá.

Ä5.2. ÓÅÉÑÅÓ TAYLOR

Ä5.2.1. ÐñáãìáôéêÝò óåéñÝò Taylor

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôéò óåéñÝò Taylor. Ðñüêåéôáé ãéá äõíáìïóåéñÝò ðïõ ìáò åßíáé Þäç êé áõôÝò
ãíùóôÝò áðü ôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ É. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ãíùñßæïõìå ôç óåéñÜ Taylor

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1+ x + x2

2
+ x3

6
+ x4

24
+ · · · ìå −∞ < x <∞ (5.2.1)

ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò óôï óçìåßï x = 0 êáèþò êáé ðïëëÝò áêüìç áðëÝò óåéñÝò Taylor: ãéá ôï
cos x, ôï sin x, êëð. ÅéäéêÜ óôï óçìåßï x = 0 ìéá óåéñÜ Taylor êáëåßôáé óõíÞèùò óåéñÜ Maclaurin.
¸÷ïõìå óõíáíôÞóåé ðïëëÝò óåéñÝò Taylor ãéá ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x) ìå ôç ãåíéêÞ ìïñöÞ

f (x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)
n!

(x − x0)n = f (x0)+ f ′(x0)(x − x0)+ f ′′(x0)
2

(x − x0)2 + f ′′′(x0)
6

(x − x0)3 + · · · . (5.2.2)

Õðïôßèåôáé âÝâáéá üôé õðÜñ÷ïõí üëåò ïé ðáñÜãùãïé f (n)(x0) ôçò óõíáñôÞóåùò f (x) óôç óåéñÜ Taylor.

Ìéá ðñáãìáôéêÞ óåéñÜ Taylor (êáé ìéá ðñáãìáôéêÞ äõíáìïóåéñÜ ãåíéêüôåñá) óõãêëßíåé óå Ýíá
ðñáãìáôéêü äéÜóôçìá (x0 − R, x0 + R). Ï ìç áñíçôéêüò áñéèìüò R êáëåßôáé áêôßíá óõãêëßóåùò
ôçò ðñáãìáôéêÞò äõíáìïóåéñÜò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôçí ðéï ðÜíù óåéñÜ Taylor (êáëýôåñá óåéñÜ
Maclaurin) ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ex ç áêôßíá óõãêëßóåùò åßíáé R = ∞. ÄçëáäÞ ç óåéñÜ Taylor
ôçò óõíáñôÞóåùò ex óõãêëßíåé ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï x. ÖõóéêÜ áõôü (R = ∞) äåí éó÷ýåé ðÜíôïôå.

Ä5.2.2. ÌéãáäéêÝò óåéñÝò Taylor

Ïé óåéñÝò Taylor ãåíéêåýïíôáé áðü ôéò ðñáãìáôéêÝò ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé óôéò
áíáëõôéêÝò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (z). ¸÷ïõí ìÜëéóôá êáé áêñéâþò ôçí ßäéá ìïñöÞ (5.2.2), ôþñá
üìùò ìå z áíôß ãéá x, åðåéäÞ âñéóêüìáóôå óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy. ¸ôóé Ý÷ïõìå

f (z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)
n!

(z− z0)n = f (z0)+ f ′(z0)(z− z0)+ f ′′(z0)
2

(z− z0)2 + f ′′′(z0)
6

(z− z0)3 + · · · . (5.2.3)

ÖõóéêÜ óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï óçìåßï z0 åßíáé ôï åéäéêü óçìåßï z0 = 0: åäþ ç áñ÷Þ ôùí áîüíùíÏ
óôï ìéãáäéêü åðßðåäï ìéëÜìå óõíÞèùò ãéá ìéá óåéñÜ Maclaurin. Óçìåéþíïõìå åðßóçò ðùò ôïýôç
ç óåéñÜ Taylor åßíáé áðëÜ ìéá ìéãáäéêÞ äõíáìïóåéñÜ ôçò ìïñöÞò (5.1.1), áëë’ åäþ ìå an = f (n)(z0)/n!.

Ç ðáñáðÜíù ðñáãìáôéêÞ óåéñÜ Taylor--Maclaurin (5.2.1) ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (x) Ý÷åé
ôçí áêñéâþò áíôßóôïé÷ç ìéãáäéêÞ óåéñÜ Taylor--Maclaurin: áðëÜ ìå z áíôß ãéá x. Ôï ßäéï êáé üëåò ïé
Üëëåò ãíùóôÝò ìáò óåéñÝò Taylor (Þ Maclaurin ãéá z0 = 0). ÅðåéäÞ ïé êáíüíåò ðáñáãùãßóåùò ãéá
ðáñáãùãßóéìåò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé ãéá áíáëõôéêÝò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé áêñéâþò
ïé ßäéïé, êáé ïé óåéñÝò Taylor ðïõ ðñïêýðôïõí åßíáé áêñéâþò ïé ßäéåò. ÁíáöÝñïõìå ôþñá áðëÜ ôéò
óåéñÝò Taylor (åäþ ìå z0 = 0: óåéñÝò Maclaurin) ôñéþí áíáëõôéêþí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí:

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
, cosh z =

∞∑
n=0

z2n

(2n)!
, sinh z =

∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
(5.2.4)
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êáé åðßóçò ôéò áíôßóôïé÷åò êáé åîßóïõ ÷ñÞóéìåò óåéñÝò Taylor (êáëýôåñá Maclaurin) ìå iz áíôß ãéá z:

eiz =
∞∑
n=0

(iz)n

n!
, cos z =

∞∑
n=0

(− 1)n
z2n

(2n)!
, sin z =

∞∑
n=0

(− 1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
. (5.2.5)

Êáé ïé Ýîé áõôÝò óåéñÝòMaclaurin óõãêëßíïõí ãéá |z| <∞, äçëáäÞ ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíç ôéìÞ ôïõ z.

Ä5.2.3. Êýêëïò óõãêëßóåùò óåéñÜò Taylor

Åßíáé ëïéðüí ïëüéäéåò ïé óåéñÝò Taylor ôùí ðáñáãùãßóéìùí ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí êáé ôùí
áíôßóôïé÷þí ôïõò áíáëõôéêþí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ åßíáé êé áõôÝò ðáñáãùãßóéìåò óôçí
áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z (ìå z = x + iy) üðïõ åßíáé áíáëõôéêÝò. ÁðëÜ óôéò
ìéãáäéêÝò óåéñÝò Taylor Ý÷ïõìå óõíÞèùò ôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z áíôß ãéá ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôá-
âëçôÞ x. Êé üìùò ï óõíçèéóìÝíïò ôñüðïò åñãáóßáò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ìéáò ìéãáäéêÞò óåéñÜò
Taylor åßíáé åíôåëþò äéáöïñåôéêüò áðü ôïí ôñüðï åñãáóßáò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò áíôßóôïé÷çò
ðñáãìáôéêÞò óåéñÜò Taylor. Åßíáé äéáöïñåôéêüò, åðåéäÞ âáóßæåôáé óôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ
Cauchy (4.3.1) ôçò Åíüôçôáò Ä4.3 ÷ùñßò êÜðïéï áíôßóôïé÷ï ôýðï óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò.
Ôç ó÷åôéêÞ áðüäåéîç ôçí ðáñáëåßðïõìå åäþ, áí êáé äåí åßíáé äá êáé öïâåñÜ äýóêïëç êáé ðåñéïñé-
æüìáóôå íá áíáöÝñïõìå ìüíï ôï óõìðÝñáóìá: ôï âáóéêü èåþñçìá ãéá ôéò ìéãáäéêÝò óåéñÝò Taylor:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (ÌéãáäéêÝò óåéñÝò Taylor): Èåùñïýìå ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) óå áíïé-
êôÞ êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z0 êáé áêôßíá R, äçëáäÞ óôçí ðåñéï÷Þ |z − z0| < R
(Ó÷Þìá Ä5.1). Ôüôå ãéá êÜèå óçìåßï z ôçò áíïéêôÞò áõôÞò ðåñéï÷Þò D éó÷ýåé ç óåéñÜ Taylor (5.2.3).

O x

y

D (áíïéêôÞ êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ ìå êÝíôñï z0 êáé áêôßíá R)

z (|z − z0| < R ãéá ôá óçìåßá z ôçò ðåñéï÷Þò D)
z0

æ (|æ − z0| = R ãéá ôá óçìåßá æ ôïõ óõíüñïõ C ôçò D)

C (óýíïñï, ðåñéöÝñåéá, ôçò áíïéêôÞò êõêëéêÞò ðåñéï÷Þò D)

Ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy

Ó÷Þìá Ä5.1: ÁíïéêôÞ êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D óõãêëßóåùò ôçò óåéñÜò Taylor (5.2.3) ôçò áíáëõôéêÞò
óõíáñôÞóåùò f (z) óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z0 êáé áêôßíá R.

ÅðïìÝíùò ôï èåþñçìá áõôü ìáò åîáóöáëßæåé ôç óýãêëéóç ôçò óåéñÜò Taylor ôçò áíáëõôéêÞò
óõíáñôÞóåùò f (z) óôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç f (z) ìüíï óôçí áíïéêôÞ êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D, ïýôå êáí
óôï óýíïñü ôçò: óôçí ðåñéöÝñåéá |z− z0| = R. ¸ôóé óôéò ìéãáäéêÝò óåéñÝò Taylor ìéëÜìå ãéá êýêëï
óõãêëßóåùò (Þ êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ óõãêëßóåùò) ôçò óåéñÜò Taylor. ÅíáëëáêôéêÜ ìðïñïýìå íá äéáôç-
ñÞóïõìå êáé ôïí üñï áêôßíá óõãêëßóåùò ôçò ìéãáäéêÞò óåéñÜò Taylor (áíÜëïãá ìå ôéò ðñáãìáôéêÝò
óåéñÝò Taylor). Ôþñá üìùò åííïïýìå ôçí áêôßíá R ôïõ êýêëïõ óõãêëßóåùò D. Óôï óçìåßï áõôü
áò óçìåéþóïõìå ðùò ãéá ôéò Ýîé óåéñÝò Taylor--Maclaurin ôùí ó÷Ýóåùí (5.2.4) êáé (5.2.5) ç áêôßíá
óõãêëßóåùò åßíáé R = ∞ Þ éóïäýíáìá óõãêëßíïõí ó’ ïëüêëçñï ôï ðåðåñáóìÝíï ìéãáäéêü åðßðåäï z.

Ä5.2.4. ÏëïêëçñùôéêÝò åêöñÜóåéò ôùí óõíôåëåóôþí

Ãéá íá äïýìå üìùò êáé êÜôé Üëëï. ÁíáöÝñáìå üôé óôéò ìéãáäéêÝò óåéñÝò Taylor ç ìÝèïäïò áðïäåß-
îåùò ôïõ ôýðïõ (5.2.3) âáóßæåôáé óôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ Cauchy (4.3.1) ôçò Åíüôçôáò Ä4.3.
Ç ìÝèïäïò áõôÞ ïäçãåß óå ïëïêëçñùôéêÞ ìïñöÞ ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò an ôçò óåéñÜò Taylor: ïëïêëç-
ñùôéêÞ Ýêöñáóç ôùí óõíôåëåóôþí. Áõôïß üìùò åîáéôßáò ôùí ôýðùí (4.3.9) ãéá ôéò ðáñáãþãïõò
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ìéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò ìðïñïýí íá ãñáöïýí êáé óå ìïñöÞ ðáñáãþãùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá
Ý÷ïõìå

an = 1
2ði

∮
C

f (æ)
(æ − z0)n+1

dæ = f (n)(z0)
n!

ìå n = 0, 1, 2, . . . (5.2.6)

êáé C ôï óýíïñï (åäþ ðåñéöÝñåéá) ôçò êõêëéêÞò ðåñéï÷Þò D. Ôïíßæïõìå ìå Ýìöáóç ðùò óôç óõ-
íçèéóìÝíç áðüäåéîç ãéá ôç ìéãáäéêÞ óåéñÜ Taylor ðñþôá ðñïêýðôåé ç ïëïêëçñùôéêÞ Ýêöñáóç ôïõ
óõíôåëåóôÞ an (óôï ìÝóïí ôçò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåùò). ¸ðåéôá ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò (4.3.9) (äéáéñþ-
íôáò ôïõò ìå n!) ðñïêýðôåé ç Ýêöñáóç ìå ôéò ðáñáãþãïõò (äåîéÜ óôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç), ðïõ ìáò
èõìßæåé ôçí ðñáãìáôéêÞ óåéñÜ Taylor êáé ðïõ ãé’ áõôü ôçí ðñïôéìÞóáìå óôçí áñ÷éêÞ ó÷Ýóç (5.2.3).
ÔÝëïò ç ÷ñÞóç ôùí ïëïêëçñùôéêþí ôýðùí óôéò ó÷Ýóåéò (5.2.6) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò an ôçò óåéñÜò
Taylor êáèéóôÜ óáöÝò üôé áðëÜ ïé óõíïñéáêÝò ôéìÝò f (æ) (óôçí ðåñéöÝñåéá C) ôçò áíáëõôéêÞò óõ-
íáñôÞóåùò f (z) åßíáé åðáñêåßò ãéá ôïí ðëÞñç êáèïñéóìü ôçò ó÷åôéêÞò óåéñÜò Taylor óôçí êõêëéêÞ
ðåñéï÷Þ D. ¸ôóé õðïëïãßæåôáé ç áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) óôçí ðåñéï÷Þ áõôÞ D. Ðñüêåéôáé ãéá
ìéá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá áõôÞò ðïõ ðñïóÝöåñå ï ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Cauchy (4.3.1).
¸ôóé êé áëëéþò áðü áõôüí ôïí ôýðï ðñïÝêõøå ç óåéñÜ Taylor ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z).

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé óôéò óåéñÝò Taylor ãéá ôçí ðáñÜãùãï êáé ôï áüñéóôï ïëïêëÞñùìá ôçò
óõíáñôÞóåùò f (z) (üðïõ óõãêëßíïõí) ìðïñïýìå íá ðáñáãùãßóïõìå êáé íá ïëïêëçñþóïõìå üñï
ðñïò üñï ôï äåîéü ìÝëïò ôçò óåéñÜò Taylor (5.2.3) ôçò ßäéáò ôçò óõíáñôÞóåùò f (z) áíôßóôïé÷á.
Äåí ðñïêáëåßôáé Ýôóé êáìßá ìåôáâïëÞ ôïõ êýêëïõ óõãêëßóåùò D (Þ ôçò áêôßíáò óõãêëßóåùò R).
Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óå ìéá ðÜñá ðïëý óçìáíôéêÞ ãåíßêåõóç ôùí óåéñþí Taylor: óôéò óåéñÝò Laurent.

Ä5.3. ÓÅÉÑÅÓ LAURENT

Ä5.3.1. ÃåíéêÜ ãéá ôéò óåéñÝò Laurent

Ïé óåéñÝò Laurent áðïôåëïýí ìéá åíäéáöÝñïõóá ãåíßêåõóç ôùí ìéãáäéêþí óåéñþí Taylor êáé
áíôßèåôá ìå ôéò óåéñÝò Taylor äåí Ý÷ïõìå óõíáíôÞóåé áíÜëïãÝò ôïõò óåéñÝò óôá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ É. ÄçëáäÞ äåí áðïôåëïýí ãåíßêåõóç êÜðïéùí Þäç ãíùóôþí ìáò ðñáãìáôéêþí óåéñþí.

Êáé ôß åßäïõò áêñéâþò åßíáé áõôÝò ïé óåéñÝò Laurent; Íá! Åßíáé üðùò ïé óåéñÝò Taylor, áëëÜ ìå
ôçí ýðáñîç êáé ìéáò Þ/êáé ðåñéóóüôåñùí Þ/êáé Üðåéñùí áñíçôéêþí äõíÜìåùí óôïí åêèÝôç n ôùí
ðáñáãüíôùí (z − z0)n óôç óåéñÜ (5.2.3). ÅðéðëÝïí äå ó÷åôßæïíôáé äéüëïõ ìå ôéò ðáñáãþãïõò ôçò
áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z). ÔÝëïò áíáöÝñïíôáé óå áíïéêôü äáêôýëéï (Þ áíïéêôÞ äáêôõëéïåéäÞ
ðåñéï÷Þ) Ä ìå ôç óõíÜñôçóç f (z) ðïõ áíáðôýóóåôáé óå óåéñÜ Laurent íá åßíáé áíáëõôéêÞ óôçí
ðåñéï÷Þ Ä êáé ü÷é óå êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D, üðùò óõíÝâáéíå óôéò óåéñÝò Taylor. ¸íáò ôÝôïéïò áíïéêôüò
äáêôýëéïò Ä öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù Ó÷Þìá Ä5.2:

O x

y

Ä (áíïéêôüò äáêôýëéïò ìå êÝíôñï z0 êáé áêôßíåò R1 êáé R2)

z (R1 < |z − z0| < R2 ãéá ôá óçìåßá z ôïõ áíïéêôïý äáêôýëéïõ Ä)
z0

æ (|æ − z0| = R2 ãéá ôá óçìåßá æ ôïõ åîùôåñéêïý óõíüñïõ C2 ôïõ Ä)

C (C = C1 ∪ C2: ðëÞñåò óýíïñï ôïõ áíïéêôïý äáêôýëéïõ Ä)

C2

C1

Ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy

Ó÷Þìá Ä5.2: Áíïéêôüò äáêôýëéïò Ä óõãêëßóåùò ôçò óåéñÜò Laurent (5.3.2) ôçò áíáëõôéêÞò
óõíáñôÞóåùò f (z) óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z0 êáé áêôßíåò R1
(ôçò åóùôåñéêÞò ðåñéöÝñåéáò C1 ôïõ Ä) êáé R2 (ôçò åîùôåñéêÞò ðåñéöÝñåéáò C2 ôïõ Ä).
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Áò ãßíïõìå ðéï óõãêåêñéìÝíïé îå÷ùñßæïíôáò åýêïëá ôéò óåéñÝò Laurent áðü ôéò óåéñÝò Taylor.
Óôéò óåéñÝò Taylor ìå ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) áíáëõôéêÞ óôçí áíïéêôÞ êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D, üðùò
Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôéò ó÷Ýóåéò (5.2.3) êáé (5.2.6), Ý÷ïõìå

f (z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n ìå an = 1
2ði

∮
C

f (æ)
(æ − z0)n+1

dæ êáé z ∈ D. (5.3.1)

Åäþ ðñïôéìÞóáìå ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åêöñÜóåéò óôç ó÷Ýóç (5.2.6) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò an óôç
äõíáìïóåéñÜ áõôÞ: ôç óåéñÜ Taylor (5.2.3). Ãåíéêüôåñá ôþñá óôéò óåéñÝò Laurent ìå ôç ìéãáäéêÞ
óõíÜñôçóç f (z) áíáëõôéêÞ óôoí áíïéêôü äáêôýëéï Ä Ý÷ïõìå

f (z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − z0)n ìå cn = 1

2ði

∮
C

f (æ)
(æ − z0)n+1

dæ êáé z ∈ Ä. (5.3.2)

Ôþñá äåí õðÜñ÷åé ôýðïò ìå ðáñáãþãïõò ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò cn: åäþ ôçò óåéñÜò Laurent. Ôïíß-
æïõìå ìå Ýìöáóç üôé ôï n óôéò óåéñÝò Laurent ðáßñíåé êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò: ãåíéêÜ −∞ < n < ∞.
Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ïé ôýðïé ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò cn ôçò óåéñÜò Laurent (5.3.2) ôáéñéÜæïõí
áðüëõôá ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ôýðïõò ôçò óåéñÜò Taylor (5.3.1). Ìüíï ðïõ åäþ ôï n ðáßñíåé êáé
áñíçôéêÝò ôéìÝò êáé äåí ðåñéïñßæåôáé óå ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò, üðùò óõìâáßíåé óôéò óåéñÝò Taylor.

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé ç êáìðýëç ìéãáäéêÞò ïëïêëçñþóåùò C óôïõò óõíôåëåóôÝò cn ôçò óåéñÜò
Laurent (5.3.2) ìðïñåß íá åßíáé (Ó÷Þìá Ä5.2) åßôå (á) ç åóùôåñéêÞ ðåñéöÝñåéá C1 ôïõ äáêôõëßïõ Ä (ìå
áêôßíá R1) åßôå (â) ç åîùôåñéêÞ ðåñéöÝñåéá C2 ôïõ ßäéïõ äáêôõëßïõ Ä (ìå áêôßíá R2) åßôå (ã) ïðïéá-
äÞðïôå ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C ðïõ êåßôáé üìùò ïëüêëçñç ìÝóá óôï äáêôýëéï Ä
êáé ðåñéâÜëëåé ìÜëéóôá ôï êÝíôñï ôïõ z0. ÁõôÝò ïé äõíáôüôçôåò áëëáãÞò ôçò êáìðýëçò ìéãáäéêÞò
ïëïêëçñþóåùò C éó÷ýïõí åîáéôßáò ôçò ãåíéêåýóåùò (4.2.10) ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí Cauchy--Goursat
óôçí Åíüôçôá Ä4.2, áöïý ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) åßíáé áíáëõôéêÞ.

Óõíïøßæïõìå üëá ôá ðáñáðÜíù óå Ýíá èåþñçìá ãéá ôéò óåéñÝò Laurent. Ôç ó÷åôéêÞ áðüäåéîç
ôçí ðáñáëåßðïõìå åäþ (üðùò êÜíáìå êáé óôéò óåéñÝò Taylor), áí êáé äåí åßíáé éäéáßôåñá äýóêïëç, êáé
ðåñéïñéæüìáóôå íá áíáöÝñïõìå ìüíï ôï óõìðÝñáóìá: ôï âáóéêü èåþñçìá ãéá ôéò óåéñÝò Laurent:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (ÓåéñÝò Laurent): Èåùñïýìå ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) óå áíïéêôü äáêôýëéï
(Þ áíïéêôÞ äáêôõëéïåéäÞ ðåñéï÷Þ) Ä ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z0 êáé áêôßíåò R1 (ôçò åóùôåñéêÞò ðåñéöÝ-
ñåéáò C1 ôïõ äáêôõëßïõ Ä) êáé R2 (ôçò åîùôåñéêÞò ðåñéöÝñåéáò C2 ôïõ ßäéïõ äáêôõëßïõ Ä), äçëáäÞ
ôçí ðåñéï÷Þ R1 < |z− z0| < R2 (Ó÷Þìá Ä5.2). Ôüôå ãéá êÜèå óçìåßï z ôçò áíïéêôÞò áõôÞò ðåñéï÷Þò
(ôïõ äáêôõëßïõ) Ä éó÷ýåé ç óåéñÜ Laurent (5.3.2).

Áò ðáñáôçñÞóïõìå óôï óçìåßï áõôü üôé ôç óåéñÜ Laurent (5.3.2) ìðïñïýìå íá ôç ãñÜøïõìå êáé
óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

f (z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n +
∞∑
n=1

c−n
(z − z0)n

ìå cn = 1
2ði

∮
C

f (æ)
(æ − z0)n+1

dæ êáé z ∈ Ä. (5.3.3)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ îå÷ùñßóáìå óå éäéáßôåñç óåéñÜ (óôç äåýôåñç óåéñÜ äåîéÜ ôçò f (z)) ôïõò üñïõò ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óôéò áñíçôéêÝò ôéìÝò ôïõ n: ìå óõíôåëåóôÝò c−n (ìå n = 1, 2, . . . ). Ç äåýôåñç áõôÞ
óåéñÜ óôç ó÷Ýóç (5.3.3) ðïõ üëïé ïé üñïé ôçò áðåéñßæïíôáé ãéá z = z0 (óôï êÝíôñï ôïõ äáêôõëßïõ)
êáëåßôáé êýñéï ìÝñïò ôçò óåéñÜò Laurent (5.3.2). ÅÜí ç äåýôåñç áõôÞ óåéñÜ (áõôÞ ìå ôá c−n), ôï
êýñéï ìÝñïò ôçò óåéñÜò Laurent Ýëåéðå, å ôüôå ôß ùñáßá, ç óåéñÜ Laurent èá åß÷å ìåôáôñáðåß óôçí
ðéï áðëÞ êáé ãíùóôÞ ìáò óåéñÜ Taylor. Êé áõôü ðñáãìáôéêÜ óõìâáßíåé, åöüóïí ç óõíÜñôçóç f (z)
åßíáé áíáëõôéêÞ óå ïëüêëçñç ôçí êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D2 ç ïðïßá ðåñéâÜëëåôáé áðü ôçí åîùôåñéêÞ
ðåñéöÝñåéá C2 êáé ü÷é ìïíÜ÷á óôï äáêôýëéï Ä. ÐñáãìáôéêÜ ìå ôçí f (z) áíáëõôéêÞ óôçí êõêëéêÞ
ðåñéï÷Þ D2 ïé ôýðïé ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò c−n (ìå n = 1, 2, . . . ) äßíïõí (ìå −n áíôß ãéá n)

c−n = 1
2ði

∮
C
(æ − z0)n−1 f (æ) dæ = 0 ìå n = 1, 2, . . . . (5.3.4)
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Ôï ìçäÝí ðñïÝêõøå äåîéÜ: c−n = 0 áðëÜ ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí Cauchy--Goursat (4.2.1) óå
óõíäõáóìü ìå ôçí áíáëõôéêüôçôá ðïõ õðïèÝóáìå ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) óå ïëüêëçñç
ôçí êõêëéêÞ ðåñéï÷ÞD2. ¸ôóé óôçí ðïëý åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ç óåéñÜ Laurent Ýãéíå óåéñÜ Taylor.

Ä5.3.2. Ðáñáäåßãìáôá óåéñþí Laurent

Áò áíáöÝñïõìå ôÝëïò äýï áðëÜ ðáñáäåßãìáôá óåéñþí Laurent ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôç óåéñÜ
Taylor ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ez: ó÷Ýóåéò (5.2.4), ðñþôç óåéñÜ Taylor. Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
. (5.3.5)

▼ ÐáñÜäåéãìá Ä5.1: Ôï ðñþôï ðáñÜäåéãìá áöïñÜ óôç óåéñÜ Laurent ôçò óõíáñôÞóåùò ez/z4.
ÁõôÞ ç óõíÜñôçóç áíôßèåôá ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç ez äåí åßíáé ðéá áíáëõôéêÞ óå ïëüêëçñï ôï
ìéãáäéêü åðßðåäï z: ôï óçìåßï z = 0 åßíáé óçìåßï ìç áíáëõôéêüôçôáò ôçò óõíáñôÞóåùò ez/z4. ¢ñá
ãýñù áðü áõôü ôï óçìåßï z = 0 Ý÷ïõìå ôþñá óåéñÜ Laurent êáé ü÷é ðéá óåéñÜ Taylor. ÁõôÞ ç óåéñÜ
Laurent ðñïêýðôåé üìùò áðëÜ äéáéñþíôáò ôç óåéñÜ Taylor (5.3.5) ôçò óõíáñôÞóåùò ez äéá z4 ÷ùñßò
êáèüëïõ ôç ÷ñÞóç ôùí ïëïêëçñùôéêþí ôýðùí äåîéÜ óôç ó÷Ýóç (5.3.2) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò cn ôçò
óåéñÜò Laurent. Ôï áðïôÝëåóìá áõôÞò ôçò áðëÞò äéáéñÝóåùò äéá z4 åßíáé ç óåéñÜ Laurent

ez

z4
=

∞∑
n=0

zn−4

n!
=

∞∑
k=−4

zk

(k + 4)!
=

(
1
z4
+ 1

1!z3
+ 1

2!z2
+ 1

3!z

)
+

(
1
4!
+ z

5!
+ z2

6!
+ z3

7!
+ · · ·

)
(5.3.6)

ìå ôçí áëëáãÞ äåßêôç k = n − 4, ïðüôå n = k + 4. Ïé ôÝóóåñéò ðñþôïé üñïé (áõôïß ìÝóá óôéò
ðñþôåò ðáñåíèÝóåéò óôï äåîéü ìÝëïò) åßíáé ïé üñïé ðïõ áðåéñßæïíôáé ãéá z = 0 êáé áðïôåëïýí ôï
êýñéï ìÝñïò áõôÞò ôçò óåéñÜò Laurent (5.3.6). ¼ëïé ïé åðüìåíïé üñïé (áõôïß ìÝóá óôéò äåýôåñåò
ðáñåíèÝóåéò óôï äåîéü ìÝëïò) äåí áðåéñßæïíôáé ãéá z = 0. ▲

▼ ÐáñÜäåéãìá Ä5.2: Ôï äåýôåñï ðáñÜäåéãìá óåéñÜò Laurent, ðïõ êé áõôü âáóßæåôáé óôç óåéñÜ
Taylor (5.3.5), ðñïêýðôåé èÝôïíôáò 1/z óôç èÝóç ôïõ z ó’ áõôÞí ôç óåéñÜ Taylor. ¸ôóé ðáßñíïõìå

e1/z =
∞∑
n=0

1
n!zn

= 1+ 1
z
+ 1

2z2
+ 1

6z3
+ 1

24z4
+ 1

120z5
+ 1

720z6
+ · · · . (5.3.7)

Ðñüêåéôáé öõóéêÜ ãéá óåéñÜ Laurent, åðåéäÞ õðÜñ÷ïõí áñíçôéêÝò äõíÜìåéò ôïõ z: ïé z−1, z−2, êëð.
¼ëïé ïé üñïé áõôÞò ôçò óåéñÜò Laurent åêôüò áðü ôïí ðñþôï Ý÷ïõí ôç ìåôáâëçôÞ z õøùìÝíç óå
áñíçôéêÞ äýíáìç. ¢ñá ôï êýñéï ìÝñïò ôçò óåéñÜò Laurent (5.3.7) åßíáé ïëüêëçñç áõôÞ ç óåéñÜ åêôüò
áðü ôïí ðñþôï üñï ôçò: ôï 1 (ìå ôï z õøùìÝíï óôïí üñï áõôü óôç ìçäåíéêÞ äýíáìç: z0 = 1). ▲

Ä5.3.3. Áíþìáëá óçìåßá, ðüëïé êáé ïõóéþäç áíþìáëá óçìåßá

Èåùñïýìå ìéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) ðïõ äåí åßíáé áíáëõôéêÞ (Þ ïýôå êáí ïñßæåôáé) óå Ýíá
óçìåßï z0 ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z, åíþ óå êÜèå ãåéôïíéÜ ôïõ z0 (áíïéêôÞ êõêëéêÞðåñéï÷Þ ìå êÝíôñï
ôï z0) õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï üðïõ ç f (z) åßíáé áíáëõôéêÞ. Ôüôå ëÝìå ðùò ôï óçìåßï z0
åßíáé áíþìáëï óçìåßï ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z). ÅÜí åðéðëÝïí õðÜñ÷åé ìéá ãåéôïíéÜ ôïõ
óçìåßïõ z0 ìå ôçí f (z) íá åßíáé áíáëõôéêÞ óå üëá ôá óçìåßá z ôçò ãåéôïíéÜò áõôÞò åêôüò áðü ôï ßäéï
ôï êÝíôñï ôçò z0, ôüôå ëÝìå üôé ôï óçìåßï z0 åßíáé ìåìïíùìÝíï áíþìáëï óçìåßï ôçò f (z).

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ôï óçìåßï z0 åßíáé ìåìïíùìÝíï áíþìáëï óçìåßï ôçò óõíáñôÞóåùò f (z).
Ôüôå ç f (z) èá Ý÷åé óåéñÜ Laurent (5.3.3) óôï z0 êáé èá óõãêëßíåé óå ìéá ãåéôïíéÜ ôïõ 0 < |z−z0| < R,
áëë’ ü÷é êáé óôï ßäéï ôï z0. ÁõôÞí ôç óåéñÜ Laurent (5.3.3) ôç ãñÜöïõìå ðéï áíáëõôéêÜ óôç ìïñöÞ

f (z) = · · · + c−3
(z − z0)3

+ c−2
(z − z0)2

+ c−1
z − z0

+ c0+ c1(z− z0)+ c2(z− z0)2+ c3(z− z0)3+ · · · . (5.3.8)

Áí áõôÞ ç óåéñÜ Laurent Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áñíçôéêþí äõíÜìåùí ôïõ z−z0 êé ï áðüëõôá
ìåãáëýôåñïò áñíçôéêüò åêèÝôçò åßíáé ïm, äçëáäÞ ï ðñþôïò üñïò áðü áñéóôåñÜ ôçò óåéñÜò (5.3.8)
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åßíáé ï c−m /(z − z0)m, ôüôå ëÝìå üôé ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) Ý÷åé ðüëï ôÜîåùò m óôï óçìåßï z0.
Ãéá m = 1 ìéëÜìå ãéá ðüëï ðñþôçò ôÜîåùò Þ áðëü ðüëï. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç ez/z4 ìå
ôçí ðéï ðÜíù óåéñÜ Laurent (5.3.6) óôï óçìåßï z0 = 0 Ý÷åé åêåß ðüëï ôåôÜñôçò ôÜîåùò: m = 4.

Áí áíôßèåôá ç óåéñÜ Laurent (5.3.8) Ý÷åé óôï óçìåßï z0 Üðåéñï ðëÞèïò áñíçôéêþí äõíÜìåùí ôïõ
z − z0, ôüôå ëÝìå üôé ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç f (z) Ý÷åé óôï óçìåßï z0 ïõóéþäç áíùìáëßá Þ üôé ôï
óçìåßï z0 åßíáé ïõóéþäåò áíþìáëï óçìåßï ôçò f (z). Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç e1/z ìå ôçí ðéï
ðÜíù óåéñÜ Laurent (5.3.7) óôï óçìåßï z0 = 0 Ý÷åé åêåß ïõóéþäç áíùìáëßá êáé ü÷é áðëÜ Ýíáí ðüëï.

Ä5.4. ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÇ ÑÅÕÓÔÏÌÇ×ÁÍÉÊÇ

Ä5.4.1. ÅöáñìïãÞ ôçò óåéñÜò Taylor

Èåùñïýìå êáé åäþ ôç äéäéÜóôáôç ìüíéìç áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý. Áò õðïèÝóïõìå üôé
äéáèÝôïõìå ôéò ôéìÝò ôéò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò Vx − iVy ôïõ ñåõóôïý óôçí ðåñéöÝñåéá C áêôßíáò R
ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï = (0, 0). Ç ðåñéöÝñåéá áõôÞ ðåñéêëåßåé ôçí áíôßóôïé÷ç áíïéêôÞ
êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D. Ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôçí Åíüôçôá Ä3.6, ó÷Ýóç (3.6.5) üôé Ù ′(z) = Vx − iVy .
ÅðïìÝíùò ìå ãíùóôÝò ôéò ôéìÝò ôçò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò Vx − iVy ôïõ ñåõóôïý óôçí ðåñéöÝñåéá C
åßíáé ãíùóôÝò êáé ïé ôéìÝò Ù ′(æ) ôçò ðáñáãþãïõ Ù ′(z) ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò ðÜíù óôçí
ßäéá ðåñéöÝñåéá C. (Ôá óçìåßá ôçò ðåñéöÝñåéáò C óôï ìéãáäéêü åðßðåäï äçëþíïíôáé åäþ ìå æ, Ýôóé
þóôå íá äéáêñßíïíôáé áðü ôá óçìåßá z ôçò áíïéêôÞò êõêëéêÞò ðåñéï÷Þò D ðïõ áõôÞ ðåñéêëåßåé.)

O x

y

D C

Ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy

Ó÷Þìá Ä5.3: ÁíïéêôÞ êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D ìüíéìçò êáé áóôñüâéëçò ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý êáé óçìåßá
ôçò ðåñéöÝñåéÜò ôçò C üðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá ñïÞò Ù ′(æ) = Vx − iVy ãéá

ôïí ðñïóåããéóôéêü õðïëïãéóìü ôçò ìå ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá ìÝóá óôçí ðåñéï÷Þ D.

Óôçí ÐáñÜãñáöï Ä4.5.4 åßäáìå üôé áí ç óõíÜñôçóç Ù ′(z) åßíáé áíáëõôéêÞ óôçí ðåñéöÝñåéá C
êáé óôçí êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D, ôüôå ìðïñïýìå íá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå óôçí êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D ìå
ôç ÷ñÞóç ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ ôïõ Cauchy. ¸ôóé Ý÷ïõìå ôïí ôýðï (4.5.8) ãéá ôç óõíÜñôçóç
Ù ′(z), äçëáäÞ êáé ãéá ôç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý óôçí ðåñéï÷Þ D, áöïý Ù ′(z) = Vx − iVy .

Ìéá åíáëëáêôéêÞ (áëëÜ ïõóéáóôéêÜ éóïäýíáìç) äõíáôüôçôá ìáò ðáñÝ÷åôáé åäþ ìå ôç ÷ñÞóç
ôçò óåéñÜò Taylor ãéá ôçí ßäéá óõíÜñôçóç Ù ′(z). Ìå âÜóç ôéò ãíþóåéò ðïõ Þäç áðïêôÞóáìå óôçí
ðñïðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Ä5.2 ãéá ôéò ìéãáäéêÝò óåéñÝò Taylor, áðëÜ Ý÷ïõìå

Ù ′(z) =
∞∑
n=0

anzn ìå an = 1
2ði

∮
C

Ù ′(æ)
(æ − z0)n+1

dæ êáé n = 0, 1, 2, . . . . (5.4.1)

Åßíáé ßóùò ðéï ùñáßá áðü áðüøåùò åìöáíßóåùò êáé ìüíï íá õðïëïãßæåôáé ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá
Ù ′(z) = Vx − iVy ìå âÜóç ôç óåéñÜ Taylor (5.4.1), ïõóéáóôéêÜ ìå äõíÜìåéò ôïõ z, ðáñÜ ìå âÜóç ôïí
ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ Cauchy (4.5.8), äçëáäÞ ìå åðéêáìðýëéï ìéãáäéêü ïëïêëÞñùìá ðÜíù óôç C.
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Ä5.4.2. ÐñïóÝããéóç ìå äõíáìïóåéñÜ ìå ðåðåñáóìÝíïõò üñïõò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ áíáöÝñïõìå ðïëý óýíôïìá ôç âáóéêÞ éäÝá ìéáò ìåèüäïõ ðñïóåããéóôé-
êïý (ü÷é áêñéâïýò) õðïëïãéóìïý ôçò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò Ù ′(z) = Vx − iVy ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý
ìÝóá óôçí ßäéá êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D êÝíôñïõ z0 = 0 êáé áêôßíáò R. Êáôáñ÷Þí ðñáêôéêÜ äéáèÝôïõìå
(áò ðïýìå áðü ðåéñáìáôéêÝò ìåôñÞóåéò) ôéò äýï óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý
(Üñá êáé ôç ìéãáäéêÞ ôïõ ôá÷ýôçôá Ù ′(æ) = Vx − iVy) óå Ýíáí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü óçìåßùí N ôïõ
óõíüñïõ C ôçò ðåñéï÷Þò D, ðïõ åäþ ôï óýíïñï áõôü åßíáé ðåñéöÝñåéá.

Óôï ðéï ðÜíù Ó÷Þìá Ä5.3 öáßíïíôáéN = 8 ôÝôïéá óçìåßá æk ìå ðïëéêÝò ãùíßåò èk = 2ð(k−1)/N
(ìå k = 1, 2, . . . ,N). ¢ñá ôá óçìåßá áõôÜ åßíáé ôá óçìåßá

æk = Reièk = Re2ði(k−1)/N ìå k = 1, 2, . . . ,N êáé N = 8 (5.4.2)

ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ. Óôá N áõôÜ óçìåßá æk õðïèÝôïõìå ãíùóôÝò (Ýóôù áðü ðåéñáìáôéêÝò
ìåôñÞóåéò) ôéò ôéìÝò Ù ′

k = Vxk − iVyk ôçò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý Ù ′(z) = Vx − iVy . Óôçí
ðáñïýóá ðñïóåããéóôéêÞ ìÝèïäï èåùñïýìå ìÝóá óôçí áíïéêôÞ êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ D ôçí áêüëïõèç
ðñïóåããéóôéêÞ Ýêöñáóç Ù ′

N(z) (ìå N üñïõò) ôçò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò Ù ′(z) ôïõ ñåõóôïý

Ù ′(z) ≈ Ù ′
N(z) =

N−1∑
n=0

bnzn (5.4.3)

(óôï ðáñáðÜíù Ó÷Þìá Ä.5.3 ìå Í = 8). Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá (Üèñïéóìá
ìå ðåðåñáóìÝíï áñéèìü üñùí) óáí íá åß÷áìå ôç ó÷åôéêÞ äõíáìïóåéñÜ (áõôÞ ìå Üðåéñïõò üñïõò)
(5.1.1) (åäþ ìå z0 = 0) êáé íá ôçí åß÷áìå ðñïóåããßóåé ìå ôïõò ðñþôïõò N üñïõò ôçò. Åäþ üìùò
åßíáé åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ äõíáìïóåéñÜ, äåí åßíáé áðïêïðÞ ôçò óåéñÜò Taylor óôïí Í− 1 üñï ôçò.
Ãé’ áõôü êáé äçëþóáìå ôïõò Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò ìå äéáöïñåôéêü óýìâïëï (ôï bn) êáé ü÷é ìå an.

Êáé ôþñá ôß êÜíïõìå; ÔþñááðëÜ æçôÜìå íáðñïóäéïñßóïõìå ôïõòN Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò bn
ôçò ðéï ðÜíù ðñïóåããßóåùò (5.4.3). Ãéá ôï óêïðü áõôü åöáñìüæïõìå ôçí ðéï ðÜíù ðñïóÝããéóç
(5.4.3) óôá Í óçìåßá æk ôçò ðåñéöÝñåéáò C üðïõ ãíùñßæïõìå áðü ôéò ìåôñÞóåéò ìáò ôéò ôéìÝò
Ù ′

k = Vxk− iVyk ôçò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý. ¸ôóé ðáßñíïõìå ôéò áêüëïõèåò Í åîéóþóåéò
(ìßá ãéá êÜèå óçìåßï æk):

Ù ′
k =

N−1∑
n=0

bnænk ìå k = 1, 2, . . . ,N. (5.4.4)

¼ìùò ôá óçìåßá æk ôçò ðåñéöÝñåéáò C ìáò åßíáé ãíùóôÜ áðü ôçí áñ÷Þ. Åäþ ìÜëéóôá ôá õðïèÝ-
óáìå ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíá ðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá C êáé íá äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (5.4.2).
Ùñáßá ùò åäþ! Åíôïýôïéò ïé Í óõíôåëåóôÝò bn óôéò åîéóþóåéò (5.4.4) åßíáé Üãíùóôïé. ÅðïìÝíùò
ïé åîéóþóåéò áõôÝò (5.4.4) áðïôåëïýí Ýíá ìéãáäéêü óýóôçìá Í ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí,
ôï ïðïßï ìðïñåß ðÜñá ðïëý åýêïëá íá åðéëõèåß êáé íá ìáò äþóåé ôéò ôéìÝò ôùí ìéãáäéêþí áõôþí
óõíôåëåóôþí bn. Éóïäýíáìá ôï óýóôçìá áõôü ìðïñåß åýêïëá íá áíá÷èåß êáé óå Ýíá óýóôçìá 2Í
ðñáãìáôéêþí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå áãíþóôïõò ôá Í ðñáãìáôéêÜ ìÝñç Rebn êáé
ôá Í öáíôáóôéêÜ ìÝñç Imbn ôùí ßäéùí Í Üãíùóôùí ìéãáäéêþí óõíôåëåóôþí bn. Åíôïýôïéò áõôü
äåí åßíáé êáé éäéáßôåñá Ýîõðíï åêôüò êáé áí ôï áðáéôåß (ðåñéïñéóìüò óå ðñáãìáôéêÝò ãñáììéêÝò
áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò) ç åíôïëÞ Þ ç õðïññïõôßíá ôïõ õðïëïãéóôÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå.

Ôåëåéþíïíôáò ôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ, åðáíáëáìâÜíïõìå üôé ðñüêåéôáé ãéá ìéá êáèáñÜ ðñïóåã-
ãéóôéêÞ ìÝèïäï, óôçí ïðïßá ìÜëéóôá ðáñáëåßøáìå êáé ôçí áíÜëõóç óöÜëìáôïò. ¼ìùò ç ìÝèïäïò
áõôÞ åßíáé óõìâáôÞ ìå ôçí ðñáãìáôéêüôçôá, üðïõ ïé ðåéñáìáôéêÝò ìåôñÞóåéò åßíáé äéáèÝóéìåò ìüíï
óå ðåðåñáóìÝíï áñéèìü óçìåßùí, ð.÷. óôáÍ = 8 óçìåßá ôïõ ðáñáðÜíù Ó÷Þìáôïò Ä5.3. ÅðéðëÝïí
áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ìáò áðáëëÜóóåé áðü ôï êáèÞêïí ôçò ìéãáäéêÞò ïëïêëçñþóåùò ðïõ
åßíáé áíáãêáßá óôç ìÝèïäï ôçò óåéñÜò Taylor, üðùò åßíáé óáöÝò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (5.4.1). Ç ðéï
ðÜíù ìÝèïäïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß óçìåßá ðáñåìâïëÞò æk ðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá C êáé ðáñáëëáãÝò
ôçò åßíáé ìéá ðïëý ãíùóôÞ êáé óõíÜìá ÷ñÞóéìç ìÝèïäïò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.



ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÁ ÕÐÏËÏÉÐÁ (ÊåöÜëáéï Ä6) 71

Ê Å Ö Á Ë Á É Ï Ä6
ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÁ ÕÐÏËÏÉÐÁ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Ä6 èá ïñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ïëïêëçñùôéêïý õðïëïßðïõ (residue) ìéáò
áíáëõôéêÞò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) óå Ýíá ìåìïíùìÝíï áíþìáëï óçìåßï ôçò z0. Áõôü ôï
ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï åßíáé ï óõíôåëåóôÞò b ≡ c−1 ôïõ üñïõ (z − z0)−1 ôçò óåéñÜò Laurent
ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) ó’ áõôü ôï áíþìáëï óçìåßï ôçò z0. Óôç óõíÝ÷åéá èá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóïõìå ôç ó÷åôéêÞ ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ìéãáäéêþí
åðéêáìðýëéùí ïëïêëçñùìÜôùí ðÜíù óå ôìçìáôéêÜ ëåßåò áðëÝò êëåéóôÝò êáìðýëåò C. Óôï óçìåßï
áõôü èá ðáñïõóéÜóïõìå êáé ìéá ìÜëëïí åíäéáöÝñïõóá åöáñìïãÞ óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ. Áêïëïýèùò
èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ßäéá ìÝèïäï, ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí, ãéá ôïí õðïëïãéóìü åíüò
ðñáãìáôéêïý ïëïêëçñþìáôïò ôñéãùíïìåôñéêÞò óõíáñôÞóåùò óôï ðñáãìáôéêü äéÜóôçìá [0, 2ð].
ÔÝëïò èá äåßîïõìå ôç ÷ñçóéìüôçôá ôçò ìåèüäïõ ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí óôçí áíôéóôñïöÞ
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ïëïêëçñþìáôïò Bromwich. Èá ðáñïõóéÜóïõìå êáé
ìéá ó÷åôéêÞ åöáñìïãÞ ôçò óå ðñüâëçìá åíäéáöÝñïíôïò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý: óôï óõíôïíéóìü.

Ä6.1. ÏÑÉÓÌÏÓ ÊÁÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÓ ÔÏÕ ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÏÕ ÕÐÏËÏÉÐÏÕ

Ä6.1.1. Ïñéóìüò ôïõ ïëïêëçñùôéêïý õðïëïßðïõ

Èåùñïýìå ìéá áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z êáé ìéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z)
ðïõ åßíáé ó÷åäüí ðáíôïý áíáëõôéêÞ óôçí ðåñéï÷Þ D. Äåí åßíáé áíáëõôéêÞ ìüíï óå n ïñéóìÝíá
ìåìïíùìÝíá áíþìáëá óçìåßá ôçò zk óôçí ðåñéï÷Þ D. Èåùñïýìå Ýíá áðü ôá óçìåßá áõôÜ: ôï z0.
Åêåß ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) Ý÷åé óåéñÜ Laurent ôçò ìïñöÞò (5.3.2) êáé áíáëõôéêüôåñá (5.3.8). (Ôéò
óåéñÝò Laurent ôéò åßäáìå óôçí Åíüôçôá Ä5.3 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Ä5.) ÅðáíáëáìâÜíïõìå
ôç óåéñÜ Laurent óôçí áíáëõôéêÞ ìïñöÞ ôçò (5.3.8): ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ

∑
ôçò óåéñÜò:

f (z) = · · · + c−3
(z − z0)3

+ c−2
(z − z0)2

+ c−1
z − z0

+ c0+ c1(z− z0)+ c2(z− z0)2+ c3(z− z0)3+ · · · . (6.1.1)

ÔáðñÜãìáôá åßíáé ðÜñáðïëýáðëÜ . . . Ïñßæïõìå óáí ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï (residue) b ôçò
áíáëõôéêÞò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) óôï ìåìïíùìÝíï áíþìáëï óçìåßï ôçò z0 ôï óõíôåëåóôÞ c−1
ôïõ üñïõ (z− z0)−1 ôçò ðéï ðÜíù óåéñÜò Laurent óôï óçìåßï áõôü z0. Ðïëý óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå
êáé ôï ó÷åôéêü óýìâïëï Res, ôï ïðïßï åßíáé ðñïöáíþò óýíôìçóç ôçò ëÝîåùò residue, ãñÜöïíôáò

b = Res
z=z0

f (z) Þ éóïäýíáìá b = Res[f (z), z = z0]. (6.1.2)

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ìüíï ôïí ðñþôï ðéï ðÜíù óõìâïëéóìü: ôï Resz=z0 f (z).
ÁíÜëïãá óôá n ìåìïíùìÝíá áíþìáëá óçìåßá zk ôçò óõíáñôÞóåþò ìáò f (z) óôçí ðåñéï÷Þ D

èá Ý÷ïõìå ôá ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá b1, b2, . . . , bk, . . . , bn ìå bk = Resz=zk f (z) (ìå k = 1, 2, . . . , n).
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Óáí ðáñáäåßãìáôá èåùñïýìå ôéò äýï óåéñÝò Laurent (5.3.6) êáé (5.3.7) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ä5.3.2:

ez

z4
=

∞∑
n=0

zn−4

n!
=

∞∑
k=−4

zk

(k + 4)!
=

(
1
z4
+ 1

1!z3
+ 1

2!z2
+ 1

3!z

)
+

(
1
4!
+ z

5!
+ z2

6!
+ z3

7!
+ · · ·

)
, (6.1.3)

e1/z =
∞∑
n=0

1
n!zn

= 1+ 1
z
+ 1

2z2
+ 1

6z3
+ 1

24z4
+ 1

120z5
+ 1

720z6
+ · · · (6.1.4)

ãéá ôéò äýï óõíáñôÞóåéò ìáò ez/z4 êáé e1/z áíôßóôïé÷á óôï ìåìïíùìÝíï áíþìáëï óçìåßï ôïõò z = 0.
Ôá áíôßóôïé÷á ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá (residues) åßíáé ðñïöáíþò ïé óõíôåëåóôÝò ôïõ 1/z, äçëáäÞ

Res
z=0

ez

z4
= 1

3!
= 1

6
êáé Res

z=0
e1/z = 1, (6.1.5)

üðùò ðïëý åýêïëá óõíÜãïõìå áðü ôéò äýï ðáñáðÜíù óåéñÝò Laurent (6.1.3) êáé (6.1.4) áíôßóôïé÷á.

Ä6.1.2. Õðïëïãéóìüò ôïõ ïëïêëçñùôéêïý õðïëïßðïõ

Óôá äýï ðáñáðÜíù ðáñáäåßãìáôá õðïëïãßóáìå äýï ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá (residues) áðëÜ
ìå âÜóç ôéò ó÷åôéêÝò óåéñÝò Laurent. Óå ðåñéðôþóåéò ïõóéùäþí áíþìáëùí óçìåßùí ôçò óõíáñôÞ-
óåùò f (z) áõôü ðñÜãìáôé êÜíïõìå: ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò ó÷åôéêÝò óåéñÝò Laurent. Áíôßèåôá óå ðå-
ñéðôþóåéò ðüëùí õðÜñ÷åé õðïëïãéóôéêÜ ðéï åýêïëç äéáäéêáóßá ðïõ ôçí ðåñéãñÜöïõìå ðéï êÜôù.

ÎåêéíÜìå ìå ôçí áíáëõôéêÞ ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) íá Ý÷åé ðüëï ðñþôçò ôÜîåùò (áðëü ðüëï:
ðüëï ìå m = 1) óôï óçìåßï zk êáé èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôï ó÷åôéêü ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï
bk = Resz=zk f (z). Áöïý üìùò õðïèÝóáìå ôï áíþìáëï óçìåßï zk üôé åßíáé áðëüò ðüëïò (ðüëïò ðñþ-
ôçò ôÜîåùò), ç áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) èá Ý÷åé ôçí åîÞò óåéñÜ Laurent óôï áíþìáëï óçìåßï zk:

f (z) = c−1
z − zk

+
∞∑
n=0

cn(z − zk)n ìå c−1 �= 0. (6.1.6)

Ùñáßá! Ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï bk ðïõ èÝëïõìå íá âñïýìå åßíáé áóöáëþò ï óõíôåëåóôÞò c−1
ó’ áõôÞí åäþ ôç óåéñÜ Laurent. Êáé ôþñá áðëÜ ôçí ðïëëáðëáóéÜæïõìå åðß z − zk êáé ðáßñíïõìå

g(z) := (z − zk)f (z) = c−1 +
∞∑
n=0

cn(z − zk)n+1. (6.1.7)

Ôþñá äåí áðïìÝíåé ðáñÜ íá èÝóïõìå z = zk óôç ó÷Ýóç áõôÞ. Ôüôå ðñïöáíþò üëïé ïé üñïé óôï
äåîéü ìÝëïò ìçäåíßæïíôáé åêôüò áðü ôïí ðñþôï üñï c−1 = bk: ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï. ¢ñá

c−1 = Res
z=zk

f (z) = g(zk) = lim
z→zk

[(z − zk)f (z)]. (6.1.8)

Êáé öõóéêÜ ç âïçèçôéêÞ áõôÞ óõíÜñôçóç g(z) := (z − zk)f (z) åßíáé áíáëõôéêÞ óôï óçìåßï zk. Áõôü
óõìâáßíåé, ãéáôß, åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç f (z) Ý÷åé åêåß áðëü ðüëï, ç óåéñÜ Laurent (6.1.6) ìåôÜ ôïí
ðïëëáðëáóéáóìü ôçò åðß z− zk óôç ó÷Ýóç (6.1.7) ìåôáôñÜðçêå áðëÜ óôç óåéñÜ Taylor (6.1.7) ôçò
âïçèçôéêÞò óõíáñôÞóåùò g(z) := (z − zk)f (z) ÷ùñßò êáìßá áñíçôéêÞ äýíáìç ôïõ z − zk. ÂÝâáéá
ôåëéêÜ ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ g(zk) ãåíéêÜ ÷ñåéÜæåôáé ç ïñéáêÞ äéáäéêáóßá äåîéÜ óôç ó÷Ýóç (6.1.8).

Óáí ìéá åíäéáöÝñïõóá åéäéêÞ ðåñßðôùóç åîåôÜæïõìå ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç óõíÜñôçóç f (z)
åßíáé ðçëßêï äýï áíáëõôéêþí óõíáñôÞóåùí (ð.÷. äýï ðïëõùíýìùí) P(z) êáé Q(z). Ôï óçìåßï zk åß-
íáé áðëüò ðüëïò ôçò f (z). Åêåß P(zk) �= 0 êáé ôï zk åßíáé áðëÞ ñßæá ôçò óõíáñôÞóåùò Q(z), äçëáäÞ
Q(zk) = 0 êáéQ ′(zk) �= 0. (Áí Þôáí êáéQ ′(zk) = 0, èá åß÷áìå ñßæá ðïëëáðëüôçôáò ìåãáëýôåñçò ôïõ
Ýíá.) ¢ñá Ý÷ïõìå Ýíáí áðëü ðüëï (ìåm = 1) ôçò óõíáñôÞóåùò f (z) = P(z)/Q(z) óôï áíþìáëï óç-
ìåßï ôçò z = zk. Åßìáóôå ëïéðüí Ýôïéìïé íá åöáñìüóïõìå ôïí ôýðï (6.1.8) áíôß íá äçìéïõñãÞóïõìå
ïëüêëçñç ôç óåéñÜ Laurent ôçò f (z). Áõôü ãåíéêÜ äåí åßíáé åýêïëç äïõëåéÜ êáé ôï áðïöåýãïõìå,
üôáí ìðïñïýìå, êõñßùò üôáí æçôÜìå íá âñïýìå ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá óå ðüëïõò, üðùò åäþ.
(Äå ìðïñïýìå üìùò íá ôï áðïöýãïõìå ãéá ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá óå ïõóéþäç áíþìáëá óçìåßá.)
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Åäþ ëïéðüí ìå f (z) = P(z)/Q(z) êáé ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (6.1.7) Ý÷ïõìå

g(z) := (z − zk)f (z) = (z − zk)
P(z)
Q(z)

= P(z)
z − zk
Q(z)

= P(z)
z − zk

Q(z)−Q(zk)
, (6.1.9)

áöïý åßðáìå Q(zk) = 0 óôïí áðëü áõôü ðüëï z = zk. Ôþñá ðáßñíïõìå ôï üñéï z → zk ãéá íá
âñïýìå ôçí ôéìÞ g(zk) ôçò âïçèçôéêÞò óõíáñôÞóåùò g(z) óôïí áðëü ðüëï z = zk ôçò áíáëõôéêÞò
óõíáñôÞóåùò f (z). ÁõôÞ ç ôéìÞ g(zk) åßíáé ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï c−1 = Resz=zk f (z) ðïõ æçôÜìå
íá âñïýìå ìå âÜóç ôïí ôýðï (6.1.8). ÁëëÜ âÝâáéá ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôçò ðáñáãþãïõQ ′(z) éó÷ýåé

lim
z→zk

Q(z)−Q(zk)
z − zk

= Q ′(zk) åäþ ìå Q′(zk) �= 0, (6.1.10)

ïðüôå ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò (6.1.8), (6.1.9) êáé (6.1.10) ãéá Ýíáí áðëü ðüëï ôçò f (z) óôï óçìåßï z = zk

c−1 = Res
z=zk

f (z) = Res
z=zk

P(z)
Q(z)

= g(zk) = P(zk)
Q ′(zk)

. (6.1.11)

Ôþñá áò äïýìå êáé ôçí ðåñßðôùóç ðüëïõ z = zk ôÜîåùòm ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z).
Ôüôå ç óåéñÜ Laurent (6.1.1) ôçò óõíáñôÞóåùò f (z) óôïí ðüëï áõôü zk ôÜîåùò m åßíáé ôçò ìïñöÞò

f (z) = c−m
(z − zk)m

+ c−m+1
(z − zk)m−1

+ · · · + c−2
(z − zk)2

+ c−1
z − zk

+
∞∑
n=0

cn(z − zk)n ìå c−m �= 0 (6.1.12)

Êé åìåßò èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôï óõíôåëåóôÞ c−1: ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï Resz=zk f (z).
ÁíÜëïãá ìå ü,ôé êÜíáìå ãéá ðüëï ðñþôçò ôÜîåùò (áðëü ðüëï: ìå m = 1), ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôç
ó÷Ýóç áõôÞ åðß (z − zk)m. ¸ôóé áðü óåéñÜ Laurent ïäçãïýìáóôå óå óåéñÜ Taylor ÷ùñßò êáèüëïõ
áñíçôéêÝò äõíÜìåéò ôïõ z−zk. Íá ’ôç áõôÞ ç óåéñÜ Taylor ìå g(z) := (z−zk)mf (z) áíÜëïãá ìå ðñéí:

g(z) = c−m + c−m+1(z − zk)+ · · · + c−2(z − zk)m−2 + c−1(z − zk)m−1 +
∞∑
n=0

cn(z − zk)m+n. (6.1.13)

ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé æçôÜìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ìüíï ôï óõíôåëåóôÞ c−1. Áëë’ áðü ôéò óåéñÝò
Taylor, ó÷Ýóåéò (5.2.6) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò an, ãéá n = m − 1 óõíÜãïõìå üôé åäþ ãéá ôï
óõíôåëåóôÞ c−1 ôïõ üñïõ (z−zk)m−1, ôï æçôïýìåíï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï Resz=zk f (z), èá Ý÷ïõìå

c−1= Res
z=zk

f (z)= g(m−1)(zk)
(m− 1)!

= 1
(m− 1)!

lim
z→zk

{
dm−1

dzm−1
[
(z − zk)mf (z)

]}
ìå g(z) := (z−zk)mf (z) (6.1.14)

êáé ìå g(m−1)(z) íá äçëþíåé ôçím− 1 ðáñÜãùãï ôçò g(z). ÅéäéêÜ ãéám = 1 (ðüëï ðñþôçò ôÜîåùò
Þ áðëü ðüëï) ï ðéï ðÜíù ôýðïò (6.1.14) ìåôáðßðôåé áìÝóùò óôïí ôýðï (6.1.8) ðïõ åß÷áìå âñåé
áñ÷éêÜ. ÃåíéêÜ ãéá ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (6.1.14) ìåôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðáñáãþãïõ g(m−1)(z)
áðáéôåßôáé ïñéáêÞ äéáäéêáóßá: z→ zk ãéá ôçí ôéìÞ ôçò g(m−1)(zk) ðïõ åìöáíßæåôáé óôïí ôýðï áõôü.

▼ ÐáñÜäåéãìá Ä6.1: Íáõðïëïãéóèïýí ôá äýï ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá ôçò ñçôÞò óõíáñôÞóåùò

f (z) = 1
z2 + 3z + 1

(6.1.15)

Ëýóç: Ðñïöáíþò ç ñçôÞ áõôÞ óõíÜñôçóç f (z) Ý÷åé äýï áðëïýò ðüëïõò (ðüëïõò ðñþôçò
ôÜîåùò) óõãêåêñéìÝíá ôéò äýï ñßæåò ôïõ ðáñïíïìáóôÞ ôçò Q(z) = z2 + 3z+ 1 ðïõ åßíáé ôá óçìåßá

Q(z) = z2 + 3z + 1 = 0 �⇒ z1 = −3+
√
5

2
êáé z2 = −3−

√
5

2
= − 3+√5

2
, (6.1.16)

üðùò ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíåôáé. ÃñÜöïõìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç f (z) óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

f (z) = 1
z2 + 3z + 1

= 1
(z − z1)(z − z2)

(6.1.17)

êáé åôïéìáæüìáóôå íá åöáñìüóïõìå ôïí ôýðï (6.1.8) ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí ó÷åôéêþí ïëïêëç-
ñùôéêþí õðïëïßðùí Resz=z1 f (z) êáé Resz=z2 f (z). Äåí åßíáé äá êáé êáìéÜ éäéáßôåñá äýóêïëç åñãáóßá!
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Ðñþôá ãéá z = z1 Ý÷ïõìå

g(z) = (z − z1)f (z) = (z − z1)
1

(z − z1)(z − z2)
= 1

z − z2
, (6.1.18)

ïðüôå

b1 = Res
z=z1

f (z) = g(z1) = 1
z1 − z2

= 2

(− 3+√5 )− (− 3−√5 ) =
2

2
√
5
= 1√

5
. (6.1.19)

Ìå áêñéâþò áíÜëïãç åñãáóßá ðñïêýðôåé üôé b2 = Resz=z2 f (z) = −1/
√
5 óôï äåýôåñï áðëü ðüëï z2.

ÅíáëëáêôéêÜ ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ôýðï (6.1.11), åäþ ìå f (z) = P(z)/Q(z) áðü
ôç ó÷Ýóç ïñéóìïý (6.1.15), üðïõ P(z) = 1 êáé Q(z) = z2 + 3z+ 1, ïðüôå Q ′(z) = 2z+ 3. ÅðïìÝíùò

b1 = Res
z=z1

f (z) = P(z1)
Q ′(z1)

= 1
2z1 + 3

= 1

(− 3+√5 )+ 3
= 1√

5
, (6.1.20)

üðùò êáé ðñéí. Êáé åíôåëþò áíÜëïãá ãéá ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï b2 = Resz=z2 f (z) = −1/
√
5. ▲

Ä6.2. ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÓ ÌÉÃÁÄÉÊÙÍ ÏËÏÊËÇÑÙÌÁÔÙÍ ÓÅ ÊËÅÉÓÔÅÓ ÊÁÌÐÕËÅÓ

Óôá ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá âáóßæåôáé ç ìÝèïäïò ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí. Ìå áõôÞ
ìðïñïýìå íá õðïëïãßæïõìå ðñþôá--ðñþôá ìéãáäéêÜ åðéêáìðýëéá ïëïêëçñþìáôá ôçò ìïñöÞò

I =
∮
C
f (z) dz (6.2.1)

ðÜíù óå ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëçC óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z (öõóéêÜ ìå z = x+iy).
Èåùñïýìå åäþ ôç óåéñÜ Laurent ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) óôï ìåìïíùìÝíï áíþìáëï

óçìåßï ôçò z = z0 ðïõ Ý÷åé ôç ìïñöÞ (6.1.1) Þ ðïëý ðéï óõíïðôéêÜ ôç ìïñöÞ (5.3.2) ìå äáêôýëéï
óõãêëßóåùò Ä (ìå 0 < |z − z0| < R ìå R ôçí áêôßíá óõãêëßóåùò). Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êé åäþ:

f (z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − z0)n ìå cn = 1

2ði

∮
C

f (æ)
(æ − z0)n+1

dæ êáé z ∈ Ä. (6.2.2)

ÌÝóá óôï äáêôýëéï óõãêëßóåùò Ä áõôÞò ôçò óåéñÜò Laurent èåùñïýìå ôçí ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ
êëåéóôÞ êáìðýëç C ðÜíù óôçí ïðïßá Ý÷ïõí õðïëïãéóèåß ïé óõíôåëåóôÝò cn ôçò óåéñÜò Laurent óôï
äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.2.2). ÁõôÞ ç êáìðýëç êåßôáé ïëüêëçñç ìÝóá óôï äáêôýëéï óõãêëßóåùò Ä
ôçò óåéñÜò Laurent (6.2.2) êé åðéðëÝïí ðåñéâÜëëåé ôï óçìåßï z0, ôï ïðïßï åßíáé âÝâáéá Ýíá ìåìïíù-
ìÝíï áíþìáëï óçìåßï ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z). Ðñïöáíþò ìÝóá ó’ áõôüí ôï äáêôýëéï
óõãêëßóåùò Ä ç áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) äåí Ý÷åé êáíÝíá Üëëï áíþìáëï óçìåßï åêôüò áðü ôï z0.

Ãéá íá äïýìå ôþñá ôß óõìâáßíåé óôïí ôýðï ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò cn äåîéÜ óôç ó÷Ýóç (6.2.2),
üôáí n = −1. Ó’ áõôÞí ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç n+ 1 = 0, ïðüôå ìå n = −1 êáé n+ 1 = 0 èá Ý÷ïõìå

c−1 = 1
2ði

∮
C
f (æ) dæ êáé éóïäýíáìá

∮
C
f (z) dz = 2ðic−1 = 2ði Res

z=z0
f (z), (6.2.3)

áöïý c−1 åßíáé ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï Resz=z0 f (z) ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) óôï ìåìï-
íùìÝíï áíþìáëï óçìåßï ôçò z0. ×ñçóéìïðïéÞóáìå ìÜëéóôá äåîéÜ óáí ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò ôï
óýìâïëï z áíôß ãéá ôï óýìâïëï æ åëðßæïõìå ÷ùñßò êáíÝíáí êßíäõíï óõã÷ýóåùò. Óõíåðþò éó÷ýåé ôï

■ ÈÅÙÑÇÌÁ: Èåùñïýìå ôï ìéãáäéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá
∮
C f (z) dz ìéáò áíáëõôéêÞò óõ-

íáñôÞóåùò f (z) ðÜíù óå ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C. Ôçí êáìðýëç áõôÞ C ôçí
õðïèÝôïõìå üôé ðåñéâÜëëåé Ýíá ìåìïíùìÝíï áíþìáëï óçìåßï z0 ôçò f (z) êé åðéðëÝïí êåßôáé ïëüêëçñç
ìÝóá óôï äáêôýëéï óõãêëßóåùò Ä (ìå 0 < |z − z0| < R) ôçò óåéñÜò Laurent ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñ-
ôÞóåùò f (z) óôï áíþìáëï óçìåßï z0. Ôüôå éó÷ýåé ç ó÷Ýóç (6.2.3), äçëáäÞ ôï ïëïêëÞñùìá

∮
C f (z) dz

åßíáé ßóï ìå 2ði åðß ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï Resz=z0 f (z) ôçò óõíáñôÞóåùò f (z) óôï óçìåßï z0.
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➤ ÐáñáôÞñçóç Ä6.1: Ç ðéï ðÜíù áðüäåéîç ôïõ óçìáíôéêïý áõôïý èåùñÞìáôïò âáóßóèçêå
óôïí ôýðï ãéá ôï óõíôåëåóôÞ c−1 = Resz=z0 f (z) ôçò óåéñÜò Laurent (6.2.2). Ôï óõìðÝñáóìá ôïõ èå-
ùñÞìáôïò, äçëáäÞ ç ó÷Ýóç (6.2.3), åßíáé üìùò áðüëõôá óõìâáôü êáé ìå ôïí áêüëïõèï ìáèçìáôéêÜ
ìç áõóôçñü óõëëïãéóìü: Ðáßñíïõìå ôç óåéñÜ Laurent óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (6.2.2) êáé
ôçí ïëïêëçñþíïõìå üñï ðñïò üñï ðÜíù óå ìéá ðåñéöÝñåéá C ìÝóá óôï äáêôýëéï óõãêëßóåùò Ä ôçò
óåéñÜò Laurent (6.2.2). Äåí îå÷íÜìå üìùò êáé ôéò ôüóï óçìáíôéêÝò ó÷Ýóåéò (4.1.26). Tüôå üëá ôá ïëï-
êëçñþìáôá ôùí üñùí ôçò óåéñÜò Laurent ðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá C ìçäåíßæïíôáé åêôüò áðü åêåßíï
ðïõ áíôéóôïé÷åß óå m = −1 (ìå óõíôåëåóôÞ c−1) êáé ìáò äßíåé áðïôÝëåóìá 2ði. ¢ñá ôåëéêÜ êáé ìå
ôï óêåðôéêü áõôü åßíáé ëïãéêü íá éó÷ýåé ï ôýðïò (6.2.3) êáé ü÷é ìüíï ãéá ðåñéöÝñåéá C, áëëÜ êáé ãéá
êÜèå Üëëç êáìðýëç C, üðùò ôçí êáèïñßóáìå óôéò õðïèÝóåéò ôïõ áìÝóùò ðéï ðÜíù èåùñÞìáôïò
ëüãù ôçò éó÷ýïò ôçò ãåíéêåýóåùò (4.2.10) ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí Cauchy--Goursat. Ôï ìüíï óçìåßï
ðïõ ðÜó÷åé áõôüò ï ðïëý åíäéáöÝñùí ôñüðïò óêÝøåùò åßíáé üôé èá ðñÝðåé åðéðëÝïí íá áðïäåß-
îïõìå üôé Ý÷ïõìå ôï äéêáßùìá ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ìéáò óåéñÜò Laurent íá ôçí
ïëïêëçñþíïõìå üñï ðñïò üñï. Áëë’ áõôü äåí ôï Ý÷ïõìå áðïäåßîåé. ¢ñá ðñïôéìÜìå ôçí ðéï ðÜíù
áðüäåéîç ìå âÜóç ôïí ôýðï ãéá ôï óõíôåëåóôÞ c−1, ôçí éó÷ý ôïõ ïðïßïõ ôçí Ý÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé.

Ôï ðéï ðÜíù èåþñçìá ãéá ôçí ðåñßðôùóç åíüò ìüíï áíþìáëïõ óçìåßïõ z0 ãåíéêåýåôáé ùò åîÞò:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (Èåþñçìá ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí) Èåùñïýìå ôï ìéãáäéêü åðéêáìðýëéï
ïëïêëÞñùìá

∮
C f (z) dz ìéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) ðÜíùóå ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ

êáìðýëç C. ÁõôÞí ôçí õðïèÝôïõìå ôþñá üôé ðåñéâÜëëåé Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò n ìåìïíùìÝíùí
áíþìáëùí óçìåßùí (åßôå ðüëùí åßôå êáé ïõóéùäþí áíþìáëùí óçìåßùí) zk (ìå k = 1, 2, . . . , n) ôçò
áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) ÷ùñßò êáíÝíá ôïõò íá êåßôáé ðÜíù óôçí êáìðýëç C (Ó÷Þìá Ä6.1).

O x

y

C
D

z1 C1

z2
C2

z3C3

z4C4

zkCk

zn

Cn

Ó÷Þìá Ä6.1: Ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy. ÁõôÞ
áðïôåëåß ôï óýíïñï ìéáò áíïéêôÞò ðåñéï÷Þò D ìå ôçí áíáëõôéêÞ ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç f (z) íá Ý÷åé
ìÝóá óôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D óõíïëéêÜ n ìåìïíùìÝíá áíþìáëá óçìåßá z1, z2, . . . , zk, . . . , zn. Ôá
óçìåßá áõôÜ åßíáé êÝíôñá êõêëéêþí ðåñéï÷þí ìå ðåñéöÝñåéåò C1, C2, . . . , Ck, . . . , Cn áíôßóôïé÷á.

Ôç óõíÜñôçóç f (z) ôçí õðïèÝôïõìå áíáëõôéêÞ ôüóï ðÜíù óôçí êáìðýëç C üóï êáé óôï åóùôåñéêü
ôçò D ìå ôçí åîáßñåóç âÝâáéá ôùí áíþìáëùí óçìåßùí ôçò zk ðïõ ðñïáíáöÝñáìå. Õð’ áõôÝò ôéò
óõíèÞêåò ç ó÷Ýóç (6.2.3) ãéá ôï ìéãáäéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá

∮
C f (z) dz ãåíéêåýåôáé ùò åîÞò:∮

C
f (z) dz = 2ði

n∑
k=1

Res
z=zk

f (z). (6.2.4)

ÄçëáäÞ ôþñá Ý÷ïõìå äåîéÜ ôï Üèñïéóìá ôùí n ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí Resz=zk f (z) ôçò áíáëõ-
ôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) óôá ìåìïíùìÝíá áíþìáëá óçìåßá ôçò zk óôï åóùôåñéêü ôçò êáìðýëçò C.

Áðüäåéîç: Ðñï÷ùñÜìå óôçí áðüäåéîç áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò. Èåùñïýìå ôçí ôìçìáôéêÜ ëåßá
áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C ðïõ ðñïáíáöÝñáìå êáèþò êáé üëá ôá ìåìïíùìÝíá áíþìáëá óçìåßá zk
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(ìå k = 1, 2, . . . , n) ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) óôçí áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D ðïõ ðåñéêëåßåôáé
áðü ôçí êáìðýëç C (Ó÷Þìá Ä6.1 óôçí ðñïçãïýìåíç óåëßäá). Ãýñù áðü êáèÝíá áðü ôá n áõôÜ
óçìåßá zk èåùñïýìå åðßóçò ìéá ðåñéöÝñåéá Ck ìå êÝíôñï ôï óçìåßï zk. ¼ëåò ïé ðåñéöÝñåéåò Ck

õðïôßèåíôáé ðùò åßíáé áñêåôÜ ìéêñÝò, þóôå íá ìçí Ý÷ïõí êïéíÜ óçìåßá (äçëáäÞ íá ìçí ôÝìíïíôáé
Þ Ýóôù åöÜðôïíôáé) ìåôáîý ôïõò êáèþò êáé ìå ôçí åîùôåñéêÞ êáìðýëç C (êáé ðÜëé Ó÷Þìá Ä6.1).

Õðü áõôÝò ôéò óõíèÞêåò åñãáæüìáóôå ìå âÜóç ôï èåþñçìá ôùí Cauchy--Goursat óå ãåíéêåõ-
ìÝíç ìïñöÞ ôïõ (ðáñáðÝñá ãåíßêåõóç ôçò ìïñöÞò ôïõ (4.2.10)) ãéá ôç óêéáóìÝíç ðåñéï÷Þ óôï
Ó÷Þìá Ä6.1. Èåùñïýìå åðßóçò óáí öïñÜ äéáãñáöÞò ôüóï ôçò êëåéóôÞò åîùôåñéêÞò êáìðýëçò C
üóï êáé üëùí ôùí ðåñéöåñåéþí Ck ôçí áíèùñïëïãéáêÞ öïñÜ, äçëáäÞ áõôÞí ðïõ åßíáé áíôßèåôç
óôçí êßíçóç ôùí äåéêôþí ôïõ ñïëïãéïý. Óýìöùíá ìå áõôÜ ôï ìéãáäéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá∮
C f (z) dz ðÜíù óôçí êëåéóôÞ åîùôåñéêÞ êáìðýëç C ðïõ èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå åßíáé ðñïöá-
íþò ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí áíôßóôïé÷ùí ïëïêëçñùìÜôùí

∮
Ck
f (z) dz ðÜíù óôéò ðåñéöÝñåéåò Ck.

Õðåíèõìßæïõìå ðùò áõôÝò ïé n ðåñéöÝñåéåò Ck Ý÷ïõí êÝíôñá ôá ìåìïíùìÝíá áíþìáëá óçìåßá zk
(åßôå ðüëïõò åßôå ïõóéþäç áíþìáëá óçìåßá) ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) óôçí ðåñéï÷Þ D
ðïõ ðåñéêëåßåé ç ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ åîùôåñéêÞ êáìðýëç C. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ç ó÷Ýóç∮

C
f (z) dz =

n∑
k=1

∮
Ck

f (z) dz. (6.2.5)

ÁëëÜ ìå âÜóç ôç äåîéÜ ó÷Ýóç (6.2.3), ðïõ ôçí åöáñìüæïõìå åäþ ÷ùñéóôÜ ãéá êáèåìéÜ ðåñéöÝ-
ñåéá Ck (ìå k = 1, 2, . . . , n) ìå êÝíôñï ôï ìåìïíùìÝíï áíþìáëï óçìåßï zk ôçò f (z), èá Ý÷ïõìå åðßóçò∮

Ck

f (z) dz = 2ði Res
z=zk

f (z). (6.2.6)

¢ñá, áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá áõôÝò ôéò n ôéìÝò ôùí ïëïêëçñùìÜôùí
∮
Ck
f (z) dz óôç ó÷Ýóç (6.2.5),

ðáßñíïõìå ôïí ôýðï (6.2.4) óôïðñïòáðüäåéîç âáóéêü èåþñçìáôùíïëïêëçñùôéêþíõðïëïßðùí. ❏

▼ ÐáñÜäåéãìá Ä6.2: Íá õðïëïãéóèåß ôï ìéãáäéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá

I(a, b) =
∮
E(a, b)

dz
z2 + 3z + 1

(6.2.7)

ðÜíù óôéò ôñåéò åëëåßøåéò E(a, b) ìå êÝíôñï ôï óçìåßï Ï = (0, 0), çìéÜîïíá a (êáôÜ ôïí Üîïíá Ox)
ßóï ìå (á) a = 1/4, (â) a = 1 êáé (ã) a = 3 êáé çìéÜîïíá b (êáôÜ ôïí ÜîïíáOy) ßóï ìå b = 1 óõíå÷þò.

Ëýóç: Ãéá ôçí ïëïêëçñùôÝá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f (z) = 1/(z2 + 3z + 1) ãíùñßæïõìå Þäç ôéò
äýï ñßæåò z1 êáé z2 ôïõ ðáñïíïìáóôÞ ôçò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (6.1.16). ÁõôÝò Ý÷ïõí ôéò ôéìÝò

z1 = −3+
√
5

2
≈ −0.381966 êáé z2 = − 3+√5

2
≈ −2.61803 (6.2.8)

êáé åßíáé áðëïß ðüëïé ôçò óõíáñôÞóåþò ìáò f (z). ¸÷ïõìå åðßóçò õðïëïãßóåé óôç ó÷Ýóç (6.1.19) êáé
óôçí åðüìåíç ãñáììÞ êáé ôá áíôßóôïé÷á äýï ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá. Ôá õðåíèõìßæïõìå êáé åäþ

b1 = Res
z=z1

f (z) = 1√
5

êáé b2 = Res
z=z2

f (z) = − 1√
5
. (6.2.9)

Åßìáóôå ëïéðüí Ýôïéìïé íá åöáñìüóïõìå ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí
ãéá ôï ïëïêëÞñùìá I(a, b) ðÜíù óôçí Ýëëåéøç E(a, b) óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ìáò æçôåßôáé ç ôéìÞ ôïõ.

(á) Ãéá a = 1/4 = 0.25 êáé b = 1 ðáñáôçñïýìå áìÝóùò ðùò êáé ïé äýï ðüëïé z1 ≈ −0.381966
êáé z2 ≈ −2.61803 ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) = 1/(z2 + 3z + 1) êåßíôáé Ýîù áðü ôçí Ýëëåé-
øç E(1/4, 1). ¢ñá äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò ðüëïò óôï åóùôåñéêü ôçò åëëåßøåùò Å(1/4, 1). EðïìÝíùò
I(1/4, 1) = 0 óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (6.2.4) Þ óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôùí Cauchy--Goursat (4.2.1).

(â) Ãéá a = 1 êáé b = 1 ðáñáôçñïýìå åõèýò ôþñá ðïõ ìåãÜëùóå ï çìéÜîïíáò a ôçò åëëåßøåùò
ðùò ï ðñþôïò ðüëïò z1 ≈ −0.381966 âñßóêåôáé ìÝóá óôçí Ýëëåéøç E(1, 1). Áíôßèåôá ï äåýôåñïò
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ðüëïò z2 ≈ −2.61803 óõíå÷ßæåé íá êåßôáé Ýîù áðü ôçí ßäéá Ýëëåéøç. ÅðïìÝíùò õðÜñ÷åé ìüíï Ýíáò
ðüëïò óôï åóùôåñéêü ôçò åëëåßøåùò Å(1, 1) êáé ìå âÜóç ôïí ôýðï (6.2.4) (åäþ ìå n = 1) ðñïêýðôåé

I(1, 1) =
∮
E(1, 1)

dz
z2 + 3z + 1

= 2ði Res
z=z1

f (z) = 2ði
1√
5
= 2ði√

5
≈ 2.80993 i. (6.2.10)

Ôï ìéãáäéêü ïëïêëÞñùìá É(a, b) äåí Ý÷åé ðéá ìçäåíéêÞ ôéìÞ! ¸÷åé ìç ìçäåíéêÞ, áëëÜ öáíôáóôéêÞ ôéìÞ.

(ã) ÔÝëïò ãéá a = 3 êáé b = 1 ðáñáôçñïýìå ðùò ôþñá ðïõ ìåãÜëùóå êé Üëëï ï çìéÜîïíáò a ôçò
åëëåßøåùò êáé ïé äýï ðüëïé z1 ≈ −0.381966 êáé z2 ≈ −2.61803 ôçò óõíáñôÞóåùò f (z) âñßóêïíôáé
ðëÝïí ìÝóá óôçí Ýëëåéøç E(3, 1). ÊáôÜ óõíÝðåéá õðÜñ÷ïõí ôþñá äýï ðüëïé óôï åóùôåñéêü ôçò
åëëåßøåùò Å(3, 1) êáé ìå âÜóç ôïí ôýðï (6.2.4) (ôþñá ìå n = 2: õðÜñ÷ïõí äýï ðüëïé!) ðñïêýðôåé

I(3, 1) =
∮
E(3, 1)

dz
z2 + 3z + 1

= 2ði
[
Res
z=z1

f (z)+ Res
z=z2

f (z)
] = 2ði

(
1√
5
− 1√

5

)
= 0. (6.2.11)

Ôï ìéãáäéêü ïëïêëÞñùìá É(a, b) îáíáãýñéóå óôç ìçäåíéêÞ ôéìÞ ôïõ, êÜôé ëßãï áðñüóìåíï âÝâáéá! ▲

Ä6.3. ÅÖÁÑÌÏÃÇ ÓÔÇ ÑÅÕÓÔÏÌÇ×ÁÍÉÊÇ

Ä6.3.1. Êõêëïöïñßá êáé ðáñï÷Þ óå ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý

ÓôçíÐáñÜãñáöïÄ4.5.1 óôç ó÷Ýóç (4.5.2) åßäáìå ôïí ïñéóìü ôçò êõêëïöïñßáò Ã ñåõóôïýðÜíù
óå ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êáé óõíÞèùò êëåéóôÞ êáìðýëç C. Óôçí ßäéá ðáñÜãñáöï ðáñáêÜôù
óôç ó÷Ýóç (4.5.4) ìðïñÝóáìå íá åêöñÜóïõìå ôçí êõêëïöïñßá Ã éäåáôïý ñåõóôïý ìå ôç ÷ñÞóç åíüò
ìéãáäéêïý åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìáôïò. Óõíïøßæïõìå ôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò (4.5.2) êáé (4.5.4):

Ã :=
∮
C
(Vx dx + Vy dy) = Re

∮
C
Ù ′(z) dz ìå Ù ′(z) = Vx − iVy (6.3.1)

ôçí ðáñÜãùãï ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z). ÁõôÞ ìáò äßíåé ôç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá Vx − iVy
ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôçí Åíüôçôá Ä3.6, ó÷Ýóç (3.6.5).

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé óå ìéá äéäéÜóôáôç, ìüíéìç êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý, üðùò
åßíáé áõôÞðïõ åîåôÜæïõìå ó’ üëï áõôü ôïÌÝñïò Ä ãéá ôéòÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, áõôÞ çðáñÜãù-
ãïòÙ ′(z) åßíáé âÝâáéá ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç. ÅîáéñÝóåéò óôçí áíáëõôéêüôçôá áõôÞ áðïôåëïýí
ïñéóìÝíá óçìåßá, üðùò ðçãÝò: ó÷Ýóåéò (3.6.12), äßíåò: ó÷Ýóåéò (3.6.13), äßðïëá: ó÷Ýóåéò (3.6.14),
üðïõ ç áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç Ù ′(z) ðáñïõóéÜæåé ðüëïõò, êáé ãåíéêüôåñá åìðüäéá óôç ñïÞ, üðùò
Ýíáò êýëéíäñïò: ó÷Ýóåéò (3.6.15), ìéá ðåðåñáóìÝíç ðëÜêá êÜèåôá óôç ñïÞ: ó÷Ýóåéò (3.6.16), êëð.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èåùñïýìå óêüðéìï íá áíáöåñèïýìå êáé óå ìéá áêüìç Ýííïéá ðÝñá áðü ôçí
êõêëïöïñßá Ã ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôï ßäéï ìéãáäéêü ïëïêëÞñùìá

∮
C Ù

′(z) dz. ÁõôÞ åßíáé ç Ýííïéá ôçò
ðáñï÷Þò Q ôïõ ñåõóôïý, äçëáäÞ ôçò ðïóüôçôáò ôïõ ñåõóôïý ðïõ äéáó÷ßæåé áíÜ ìïíÜäá ÷ñüíïõ
ôçí êáìðýëç C. ÕðïèÝôïíôáò áðü åäþ êáé ðÝñá ôçí êáìðýëç C ü÷é ìüíï ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ
êáìðýëç, áëë’ åðéðëÝïí ïñéóôéêÜ êáé êëåéóôÞ êáìðýëç, áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýïõí ïé åîÞò ó÷Ýóåéò:

Q =
∮
C
(− Vy dx + Vx dy) = Im

∮
C
Ù ′(z) dz ìå Ù ′(z) = Vx − iVy (6.3.2)

îáíÜ. ÄçëáäÞ èá ðñÝðåé íá õðïëïãéóèåß ôï åðéêáìðýëéï ìéãáäéêü ïëïêëÞñùìá
∮
C Ù

′(z) dz óå ìéá
äéäéÜóôáôç, ìüíéìç êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý. Ôüôå áõôü äßíåé ìå ôï ðñáãìáôéêü ôïõ
ìÝñïò (Re) ôçí êõêëïöïñßá Ã ôïõ ñåõóôïý ðÜíù óôçí ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C
(åííïåßôáé êáôÜ ôç èåôéêÞ öïñÜ). Åðßóçò ìå ôï öáíôáóôéêü ôïõ ìÝñïò (Im) äßíåé êáé ôçí ðáñï÷Þ Q
ôïõ ñåõóôïý äéÜ ìÝóïõ áõôÞò ôçò êáìðýëçò C (åííïåßôáé ðñïò ôá Ýîù). ÈáõìÜóéá!

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ôï ðñáãìáôéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá áñéóôåñÜ óôçí ðáñáðÜíù
ó÷Ýóç (6.3.2) åßíáé ßóï ìå ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôïõ ìéãáäéêïý åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìáôïò äåîéÜ
óôçí ßäéá ó÷Ýóç. Áõôü éó÷ýåé ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (4.5.3) óôçí ÐáñÜãñáöï Ä4.5.1 ðáßñíïíôáò åêåß
ôá öáíôáóôéêÜ ìÝñç áñéóôåñÜ (óôçí ðñþôç ãñáììÞ) êáé äåîéÜ (óôçí ôñßôç ãñáììÞ).
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Ä6.3.2. Ðáñï÷Þ óå ðåäßï ñïÞò ìå ðçãÝò êáé áðáãùãÝò

Èåùñïýìå ôþñá ôç ìüíéìç äéäéÜóôáôç áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ìÝóá óå ìéá ðåñéï÷ÞD0

ç ïðïßá ðåñéëáìâÜíåé óôï åóùôåñéêü ôçò ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C. ÁõôÞ ç êá-
ìðýëç C áðïôåëåß ôï óýíïñï ìéáò ðåñéï÷Þò D (ôçí ðåñéêëåßåé) ðñïöáíþò ìå D ⊂ D0 (Ó÷Þìá Ä6.2).

O x

y

C
D0

D ⊂ D0

z1

Q1

z2

Q2

z3

Q3

z4

Q4

zk

Qk

zn

Qn

Ó÷Þìá Ä6.2: Ìüíéìç, äéäéÜóôáôç êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óå ìéá ðåñéï÷Þ D0 ç ïðïßá
ðåñéëáìâÜíåé ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C. ÁõôÞ áðïôåëåß ôï óýíïñï ðåñéï÷Þò D
ìå D ⊂ D0, äçëáäÞ ç D ðåñéëáìâÜíåôáé óôç D0. Óôç ñïÞ áõôÞ õðÜñ÷ïõí ðçãÝò óôá áêüëïõèá n
óçìåßá: z1: ìå ðáñï÷Þ Q1, z2: ìå ðáñï÷Þ Q2, . . . , zk: ìå ðáñï÷Þ Qk, . . . êáé zn: ìå ðáñï÷Þ Qn.

Óå ôïýôç ôç ñïÞ áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ÷ïõí êáé ðçãÝò óôá áêüëïõèá n óçìåßá ôçò áíïéêôÞò
ðåñéï÷ÞòD: z1: ìå ðáñï÷ÞQ1, z2: ìå ðáñï÷ÞQ2, . . . , zk: ìå ðáñï÷ÞQk, . . . êáé zn: ìå ðáñï÷ÞQn.
Ïé ðáñï÷Ýò Q1, Q2, . . . , Qk, . . . , Qn åßíáé âÝâáéá ðñáãìáôéêÝò ðïóüôçôåò êáé ìÜëéóôá èåôéêÝò,
áöïý ðñüêåéôáé ãéá ðçãÝò. Ôá ßäéá áêñéâþò éó÷ýïõí êáé ãé’ áñíçôéêÝò ðçãÝò Þ êáôáâüèñåò Þ áðá-
ãùãÝò, ìüíï ðïõ óå êÜèå áñíçôéêÞ ðçãÞ óôï óçìåßï zj ç ó÷åôéêÞ ðáñï÷ÞQj åßíáé êé áõôÞ áñíçôéêÞ.
(Ìðïñåß ìåñéêÝò ðçãÝò íá åßíáé èåôéêÝò: óõíçèéóìÝíåò ðçãÝò, åíþ Üëëåò áñíçôéêÝò: áðáãùãÝò.)

Ãíùñßæïõìå üìùò áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Ä3.6.2, äåýôåñç ó÷Ýóç (3.6.12) üôé óå ðçãÞ ðáñï÷ÞòQk

óôï óçìåßï zk ç ðáñÜãùãïòÙ ′(z) ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞòÙ(z) ðáñïõóéÜæåé áðëü ðüëï (åêåß
óå Üðåéñï ìÝóïí) ìå ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï Qk /(2ð). ÅðïìÝíùò ãåíéêÜ ç ðáñÜãùãïò áõôÞ Ù ′(z)
èá Ý÷åé óå ìéá ãåéôïíéÜ ôïõ óçìåßïõ zk ôçò ðçãÞò (åßôå èåôéêÞò åßôå áñíçôéêÞò) ôçí Ýêöñáóç

Ù ′(z) = Qk

2ð(z − zk)
+Ù ′

k(z) (6.3.3)

ìå Ùk(z) ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç áêüìç êáé óôï ßäéï ôï óçìåßï zk ôçò ðçãÞò. ¢ñá ìå âÜóç ôï
èåþñçìá ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí, äçëáäÞ ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (6.2.4), åäþ ãéá ôçíðáñÜãùãï
Ù ′(z) ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞòÙ(z), ãéá ôï ìéãáäéêü ïëïêëÞñùìá

∮
C Ù

′(z) dz èá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç∮
C
Ù ′(z) dz = 2ði

n∑
k=1

Res
z=zk

Ù ′(z) = 2ði
n∑

k=1

Qk

2ð
= 2ði

2ð

n∑
k=1

Qk = i
n∑

k=1
Qk. (6.3.4)

Ìå âÜóç ôþñá ôç ó÷Ýóç (6.3.2) ç ðáñï÷ÞQ ôïõ ñåõóôïý äéÜ ìÝóïõ ôçò êáìðýëçò C (êáé ðñïò
ôá Ýîù åííïåßôáé) èá åßíáé ßóç ìå ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò (Im) áõôïý ôïõ ìéãáäéêïý åðéêáìðýëéïõ
ïëïêëçñþìáôïò

∮
C Ù

′(z) dz. ÅðïìÝíùò áðü ôç ó÷Ýóç (6.3.4) ôåëéêÜ ðñïêýðôåé üôé

Q = Im
∮
C
Ù ′(z) dz =

n∑
k=1

Qk. (6.3.5)

Áõôü åßíáé Ýíá áðüëõôá áíáìåíüìåíï áðïôÝëåóìá óå ìüíéìç äéäéÜóôáôç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý (ðïõ
Ý÷åé êáé óôáèåñÞ ðõêíüôçôá ñ). Ìå áðëÜ ëüãéá ç ó÷Ýóç (6.3.5) ëÝåé ðùò üóç ðïóüôçôá ñåõóôïý
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åéóÝñ÷åôáé óôï ðåäßï ñïÞò áðü ôéò ðçãÝò zk ìå ðáñï÷Ýò Qk (ìå k = 1, 2, . . . , n) ôüóç áêñéâþò
ðïóüôçôá ñåõóôïý åîÝñ÷åôáé áðü ôçí ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëçC ðïõ ôéò ðåñéâÜëëåé.
(Õðåíèõìßæåôáé üôé áõôü éó÷ýåé êáé ãéá áñíçôéêÝò ðçãÝò: êáôáâüèñåò, áðáãùãÝò, áëëÜ ó’ áõôÝò
ðñïöáíþò ìå áñíçôéêÝò ôéò ðáñï÷Ýò Qk, êáèþò êáé ãéá êÜèå óõíäõáóìü ðçãþí êáé áðáãùãþí.)

Óçìåéþíïõìå üôé áðüëõôá áíÜëïãá áðïôåëÝóìáôá éó÷ýïõí êáé óôçí ðåñßðôùóç äéíþí (áíôß
ðçãþí), åêåß üìùò ãéá ôçí êõêëïöïñßá Ã ôïõ ñåõóôïý áíôß ãéá ôçí ðáñï÷Þ ôïõQ. Åðßóçò ìå ÷ñÞóç
ôïõ ôýðïõ (6.3.1) (ìå ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò Re) áíôß ôïõ ôýðïõ (6.3.2) (ìå ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò Im).

ÔÝëïò ôá ðéï ðÜíù áðïôåëÝóìáôá ìðïñïýí íá ãåíéêåõèïýí êáé óôçí Åëáóôéêüôçôá ìå n óõãêå-
íôñùìÝíåò äõíÜìåéò Fk = Xk+ iYk íá åöáñìüæïíôáé óôá óçìåßá zk åíüò åðßðåäïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ.
Ìðïñåß Ýôóé íá áðïäåé÷èåß (áñêåôÜ ðéï äýóêïëá âÝâáéá!) üôé ç óõíïëéêÞ äýíáìç F = X+ iY ç ïðïßá
áóêåßôáé áðü ôï åëáóôéêü ìÝóïí äéÜ ìÝóïõ ìéáò ôìçìáôéêÜ ëåßáò áðëÞò êëåéóôÞò êáìðýëçò C ðïõ
ðåñéâÜëëåé ôá óçìåßá zk ðñïò ôá Ýîù åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôùí n óõãêåíôñùìÝíùí äõíÜìåùí
Fk = Xk+ iYk ðïõ ðñïáíáöÝñèçêáí êé åöáñìüæïíôáé óôá óçìåßá zk óôï åóùôåñéêü ôçò êáìðýëçò C.

Ä6.4. ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÓ ÐÑÁÃÌÁÔÉÊÙÍ ÔÑÉÃÙÍÏÌÅÔÑÉÊÙÍ ÏËÏÊËÇÑÙÌÁÔÙÍ

Óôçí ðñïðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Ä6.2 åßäáìå ðùò ç ìÝèïäïò ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí
ìðïñåß íá åöáñìïóèåß óôïí õðïëïãéóìü ìéãáäéêþí åðéêáìðýëéùí ïëïêëçñùìÜôùí ôçò ìïñöÞò∮
C f (z) dz ðÜíù óå ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z = x+ iy.
Åßíáé üìùò äõíáôüí íá åöáñìïóèåß êáé óôïí õðïëïãéóìü ìåñéêþí åéäéêþí êáôçãïñéþíðñáãìáôéêþí
ïñéóìÝíùí ïëïêëçñùìÜôùí. Óå ôïýôç ôçí Eíüôçôá Ä6.4 èá åðéäåßîïõìå áõôÞí åäþ ôç äõíáôüôçôá
óôïí õðïëïãéóìü ðñáãìáôéêþí ôñéãùíïìåôñéêþí ïñéóìÝíùí ïëïêëçñùìÜôùí ôçò åîÞò ìïñöÞò:

Iè =
∫ 2ð

0
F(cos è, sin è) dè (6.4.1)

ìå ôç óõíÜñôçóç F ñçôÞ óõíÜñôçóç (ðçëßêï ðïëõùíýìùí) ôùí cos è êáé sin è. Óçìåéþíïõìå âÝâáéá
üôé óôçí ßäéá êáôçãïñßá óõíáñôÞóåùí áíÞêïõí êáé ëßãï ðïëõðëïêüôåñåò óõíáñôÞóåéò ìå cos nè
êáé sin nè (ìå ôï n èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü), áöïý cos 2è = 2 cos2 è− 1, sin 2è = 2 cos è sin è, êëð.

Ç éäÝá ãéá ôïí õðïëïãéóìü ðñáãìáôéêþí ïñéóìÝíùí ïëïêëçñùìÜôùí ôçò ìïñöÞò (6.4.1) åßíáé
ç ìåôáôñïðÞ ôïõò óå ìéãáäéêÜ åðéêáìðýëéá ïëïêëçñþìáôá ðÜíù óôç ìïíáäéáßá ðåñéöÝñåéá C0

ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùíÏ = (0, 0). Ìå è ôç ó÷åôéêÞ ðïëéêÞ ãùíßá (ìå 0 ≤ è < 2ð) èÝôïõìå

z = eiè = cos è+ i sin è, ïðüôå z−1 = e−iè = cos è− i sin è êáé dz = ieiè dè = iz dè (6.4.2)

ìå ôçí éó÷ý êáé ôùí ôýðùí ôïõ Euler (1.1.4): e±iè = cos è ± i sin è. Åäþ åñãáæüìáóôå óýìöùíá
ìå ôïí ôñüðï åñãáóßáò óôçí ÐáñÜãñáöï Ä4.1.2, ôþñá üìùò ìåôáâáßíïíôáò áðü ôçí ðñáãìáôéêÞ
ìåôáâëçôÞ è (ôçí ðïëéêÞ ãùíßá óôç ìïíáäéáßá ðåñéöÝñåéá C0) óôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z ðÜíù
óôçí ßäéá ðåñéöÝñåéá C0. Ôþñá, ðñïóèáöáéñþíôáò ôéò äýï ðñþôåò ó÷Ýóåéò (6.4.2), ðáßñíïõìå

cos è = eiè + e−iè

2
= z + z−1

2
= z2 + 1

2z
êáé sin è = eiè − e−iè

2i
= z − z−1

2i
= z2 − 1

2iz
. (6.4.3)

ÊÜíïõìå áõôÝò ôéò áíôéêáôáóôÜóåéò ãéá ôï cos è êáé ôï sin è êáèþò êáé ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò
áðü è (óôï ðñáãìáôéêü äéÜóôçìá [0, 2ð]) óå z (óôç ìïíáäéáßá ðåñéöÝñåéá C0). ¸ôóé ôï ðñáãìáôéêü
ïñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá (6.4.1) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ ôïõ åîÞò ìéãáäéêïý åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìáôïò:

Iè =
∮
C0

f (z)
iz

dz = −i
∮
C0

f (z)
z

dz, (6.4.4)

áöïý dz = iz dè, ïðüôå dè = dz/(iz). ÖõóéêÜ óôï ïëïêëÞñùìá áõôü f (z) åßíáé ç ñçôÞ óõíÜñôçóç
ôïõ z ç ïðïßá ðñïêýðôåé áðü ôçí áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç F(cos è, sin è) ìå ôéò äýï áëëáãÝò (6.4.3) áðü
ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cos è êáé sin è óôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z. Êáé ôþñá ôï ìéãáäéêü
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ïëïêëÞñùìá (6.4.4) ìðïñåß ãåíéêÜ íá õðïëïãéóèåß ìå ôç ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí
ðïõ åêèÝóáìå Þäç óôçí Åíüôçôá Ä6.2. Èá åðéäåßîïõìå áõôÞí ôç äéáäéêáóßá óå Ýíá ðáñÜäåéãìá:

▼ ÐáñÜäåéãìá Ä6.3: Íá õðïëïãéóèåß ôï ôñéãùíïìåôñéêü ðñáãìáôéêü ïñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá

Éè =
∫ 2ð

0

dè
3+ 2 cos è

. (6.4.5)

Ëýóç: ÖõóéêÜ, åðåéäÞ −1 ≤ cos è ≤ 1, éó÷ýåé üôé 3+ 2 cos è > 0. (¢ñá ôï ïëïêëÞñùìá áõôü Éè
õðÜñ÷åé!) Åäþðñïöáíþò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí, üðùò
ôçí åêèÝóáìå ðéï ðÜíù ãéá ôÝôïéáò ìïñöÞò ðñáãìáôéêÜ ïëïêëçñþìáôá Éè. ÓõãêåêñéìÝíá èÝôïõìå

z = eiè, ïðüôå cos è = eiè + e−iè

2
= z + z−1

2
êáé dz = ieiè dè = iz dè Þ dè = dz

iz
. (6.4.6)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôï ïëïêëÞñùìÜ ìáò Éè ðáßñíåé ôç ìïñöÞ åíüò ìéãáäéêïý ïëïêëçñþìáôïò:

Iè =
∫ 2ð

0

dè
3+ 2 cos è

=
∮
C0

1

3+ 2
z + z−1

2

dz
iz
= −i

∮
C0

dz
(3+ z + z−1)z

= −i
∮
C0

dz
z2 + 3z + 1

. (6.4.7)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéãáäéêü åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá ðÜíù óôç ìïíáäéáßá ðåñéöÝñåéá C0 ìå êÝíôñï
ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùíÏ = (0, 0). Áõôü üìùò áêñéâþò ôï ïëïêëÞñùìá ôï Ý÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé ìå
ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí óôç ó÷Ýóç (6.2.10) óáí É(1, 1). ¸ôóé Ý÷ïõìå

Iè = −i I(1, 1) = −i 2ði√
5
= 2ð√

5
≈ 2.80993, áöïý i2 = −1, (6.4.8)

ãéá ôï áñ÷éêü ðñáãìáôéêü ôñéãùíïìåôñéêü ïñéóìÝíï ïëïêëÞñùìÜ ìáò Éè ùòðñïò ôç ìåôáâëçôÞ è.▲

Ä6.5. ÅÖÁÑÌÏÃÇ ÓÔÇÍ ÁÍÔÉÓÔÑÏÖÇ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ LAPLACE

Ä6.5.1. ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå ôï ïëïêëÞñùìá Bromwich

Éäéáßôåñï åíäéáöÝñïíðáñïõóéÜæåé ç ìÝèïäïò ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí óôçí áíôéóôñïöÞ
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ¼ðùò ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôï ÊåöÜëáéï Á10 ôïõ ÌÝñïõò Á ôùí
äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí ðïõ áöïñÜ óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ, ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace U(s) ìéáò óõíáñôÞóåùò u(t) ïñßæåôáé ìå âÜóç ôï ïëïêëÞñùìá

U(s) := L{u(t)} :=
∫ ∞

0
e−st u(t) dt, (6.5.1)

åöüóïí âÝâáéá áõôü ôï ãåíéêåõìÝíï (Þ êáôá÷ñçóôéêü) ïëïêëÞñùìá (ìå Üíù üñéï ôï∞) õðÜñ÷åé.

Ôþñá, ãéá íá åðéóôñÝøïõìå áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) = L{u(t)} óôçí áñ÷éêÞ ôïõ
óõíÜñôçóç u(t) = L−1{U(s)}, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíáí áíôßóôïé÷ï ôýðï, ôïí åîÞò:

u(t) = L−1{U(s)} = 1
2ði

∫ ã+i∞

ã−i∞
estU(s) ds := 1

2ði
lim
R→∞

∫ ã+iR

ã−iR
estU(s) ds. (6.5.2)

Óôïí ôýðï áõôü ôï ã äçëþíåé ìéá êáôÜëëçëç ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ êáé èá åðáíÝëèïõìå ó’ áõôÞí.
Óçìåéþíïõìå åðßóçò ðùò ôï ïëïêëÞñùìá óôïí ßäéï ôýðï (6.5.2) êáëåßôáé ïëïêëÞñùìá Bromwich.

Ïé äýï áõôïß ôýðïé (6.5.1) (ãéá ôïí åõèý ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace) êáé (6.5.2) (ãéá ôïí áíôß-
óôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace) åßíáé áíôßóôïé÷ïé êé áíÜëïãïé ìå ôïõò ôýðïõò (18.1.3) êáé (18.1.5)
ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, ôïõò ïðïßïõò Þäç áíáöÝñáìå óôï ÊåöÜëáéï Á18 ôïõ ÌÝñïõò Á.

Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé âÝâáéá íá óçìåéþóïõìå üôé åíþ ï ôýðïò (6.5.1) åßíáé ï ïñéóìüò ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ï åðüìåíïò ôýðïò (6.5.2) ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace ðñïöáíþò äåí áðïôåëåß ïñéóìü. Ìðïñåß üìùò íá áðïäåé÷èåß, áí êáé ç áðüäåéîÞ ôïõ äåí
åßíáé åýêïëç êáé èá ôçí ðáñáëåßøïõìå. Óçìåéþíïõìå üìùò ðùò ç ïëïêëÞñùóç óôïí ôýðï (6.5.2)
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ãßíåôáé óôï ìéãáäéêü åðßðåäï óå ìéá åõèåßá ãñáììÞ ìå ðñáãìáôéêü ìÝñïò ã êáé ìå öáíôáóôéêü ìÝñïò
áðü −∞ Ýùò ∞. Ãéá íá åßìáóôå áêñéâÝóôåñïé, ôï ïëïêëÞñùìá óôïí ôýðï (6.5.2) åßíáé Ýíá ãåíé-
êåõìÝíï (Þ êáôá÷ñçóôéêü) ïëïêëÞñùìá ðïõ ïñßæåôáé üðùò äçëþíåôáé äåîéÜ óôïí ôýðï áõôü. Ãéá
íá åßìáóôå áêüìç ðéï áêñéâåßò, ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ïëïêëÞñùìá êýñéáò ôéìÞò, ãéáôß óôï üñéï äåîéÜ
Ý÷ïõìå −iR êáé +iR (ôçí ßäéá ðïóüôçôá R) êé ü÷é äýï üñéá ìå −iR1 êáé +iR2. (ÐñáêôéêÜ üìùò áõôü
åßíáé ìéá ëåðôïìÝñåéá!) ÃåíéêÜ ï ôýðïò áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (6.5.2) éó÷ýåé
óôéò ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Åîáßñåóç áðïôåëåß ç ðåñßðôùóç ðïõ ðá-
ñïõóéÜæïíôáé ãåíéêåõìÝíåò óõíáñôÞóåéò éäéïìïñößáò, üðùò åßíáé ç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac ä(t)
êáé ïé ðáñÜãùãïß ôçò. Ôüôå (êáé óå Üëëåò ìç óõíçèéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò) ï ôýðïò (6.5.2) äåí éó÷ýåé.

Ä6.5.2. ÅöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí óôï ïëïêëÞñùìá Bromwich

ºóùò ï áíáãíþóôçò êáé ç áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷ïõí Þäç äéåñùôçèåß ôß äïõëåéÜ
Ý÷åé áõôÞ ç Åíüôçôá Ä6.5 ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìÝóá óôï ÊåöÜëáéï Ä6
ðïõ åßíáé üëï áöéåñùìÝíï óôá ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá. Ç áðÜíôçóç åßíáé áðëÞ: ôï ïëïêëÞñùìá
Bromwich óôïí ôýðï (6.5.2) áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace õðïëïãßæåôáé óõíÞèùò
(ü÷é ðÜíôá) ìå ôç ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí áõôïý åäþ ôïõ êåöáëáßïõ êáé åéäéêüôåñá
ôçò Åíüôçôáò Ä6.2. Êé áò ãßíïõìå ôþñá ðéï óõãêåêñéìÝíïé ó’ áõôÞí ôçí åíäéáöÝñïõóá äõíáôüôçôá.

Èåùñïýìå ëïéðüí ôçí åõèåßá Bromwich B ðïõ îåêéíÜåé áðü ôï óçìåßï s− = ã − iR êáé öèÜíåé
ìÝ÷ñé ôï óçìåßï s+ = ã + iR óôï ìéãáäéêü åðßðåäï s = ó + iô ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ïëïêëÞñùìá
Bromwich (6.5.2). (Åäþ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá óýìâïëá s, ó êáé ô áíôß ãéá ôá óýìâïëá z, x êáé y áíôß-
óôïé÷á.) ÁõôÞ ç åõèåßá Â åßíáé ðáñÜëëçëç óôïí Üîïíá ô êáé öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù Ó÷Þìá Ä6.3.

O ó

ô

ó = ã

s− = ã − iR

s+ = ã + iR

åõèåßá Bromwich BçìéðåñéöÝñåéá CR D s1

b1

s2

b2

s3

b3

sk

bk sn

bn

Ó÷Þìá Ä6.3: Ç åõèåßá Bromwich Â, ç çìéðåñéöÝñåéá CR, ç ðåñéï÷Þ D ðïõ ðåñéêëåßåôáé êáé ïé n
ðüëïé z1, z2, . . . , zk, . . . , zn ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) = L{u(t)} ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ
ïëïêëçñþìáôïò Bromwich (6.5.2) áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace: u(t) = L−1{U(s)}.

Ôç èÝóç ó = ã ôçò åõèåßáò Bromwich B (äçëáäÞ ôï ðïý áõôÞ ôÝìíåé ôïí Üîïíá Ïó) ôçí êá-
èïñßæïõìå ìå ôÝôïéï ôñüðï, þóôå ç åõèåßá áõôÞ B íá Ý÷åé üëïõò ôïõò ðüëïõò s1, s2, . . . , sn ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) = L−1{u(t)} óôá áñéóôåñÜ ôçò. Ôþñá èåùñïýìå êáé ôçí çìéðåñéöÝ-
ñåéá CR ìå áêôßíá R óôá áñéóôåñÜ ôçò åõèåßáò Bromwich B, áêñéâþò üðùò öáßíåôáé óôï ðéï ðÜíù
Ó÷Þìá Ä6.3. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ãéá êáôÜëëçëá ìåãÜëç ôéìÞ ôïõ R üëïé ïé ðüëïé s1, s2, . . . , sn ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) èá êåßíôáé óôï åóùôåñéêü D ôçò ðåñéï÷Þò ðïõ ðåñéâÜëëåôáé áðü
ôçí ôìçìáôéêÜ ëåßá (ìå äýï ãùíéáêÜ óçìåßá: ôá óçìåßá s− êáé s+) áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C = B∪CR

ôïõ Ó÷Þìáôïò Ä6.3. Áöïý ìÜëéóôá ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç est ðñïöáíþò äåí Ý÷åé êáèüëïõ ðüëïõò,
ìå âÜóç ôï èåþñçìá ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí êáé ôï ó÷åôéêü ôýðï (6.2.4) èá Ý÷ïõìå∮

C
estU(s) ds = 2ði

n∑
k=1

Res
s=sk

[estU(s)]. (6.5.3)
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ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) åßíáé ôï ðçëßêï äýï ðïëõùíýìùí p(s)
(âáèìïý M) êáé q(s) (âáèìïý N): U(s) = p(s)/q(s). ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé N > M, äçëáäÞ üôé
ï âáèìüò N ôïõ ðïëõùíýìïõ q(s) óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôçò óõíáñôÞóåùò U(s) = p(s)/q(s) åßíáé
ìåãáëýôåñïò áðü ôï âáèìü M ôïõ ðïëõùíýìïõ p(s) óôïí áñéèìçôÞ ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò U(s).
(Ðñüêåéôáé ãéá ôç óõíçèéóìÝíç ðåñßðôùóç.) Ôüôå ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìå ïñéáêÞ äéáäéêáóßá üôé

lim
R→∞

∫
CR

estU(s) ds = lim
R→∞

∫
CR

est
p(s)
q(s)

ds = 0. (6.5.4)

ÅðåéäÞ üìùò C = B ∪ CR (ìå B ôçí åõèåßá Bromwich: áðü ôï óçìåßï ã − iR ìÝ÷ñé ôï óçìåßï ã + iR),

lim
R→∞

∮
C
estU(s) ds = lim

R→∞

∫ ã+iR

ã−iR
estU(s) ds+ lim

R→∞

∫
CR

estU(s) ds = lim
R→∞

∫ ã+iR

ã−iR
estU(s) ds, (6.5.5)

áöïý ôï ðéï ðÜíù ïëïêëÞñùìá (6.5.4) éóïýôáé ìå ìçäÝí. ¢ñá ï ôýðïò (6.5.2) áíôéóôñïöÞò ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðáßñíåé óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç ôçí åîÞò ôåëéêÞ ìïñöÞ ãéá R→∞:

u(t) = L−1{U(s)} = 1
2ði

lim
R→∞

∫ ã+iR

ã−iR
estU(s) ds = 1

2ði
lim
R→∞

∮
C
estU(s) ds =

n∑
k=1

Res
s=sk

[estU(s)]. (6.5.6)

Åäþ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå êáé ï ôýðïò (6.5.3) ìå ôá ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá ôçò óõíáñôÞóåùò estU(s).

ÓêéáãñáöÞóáìå ëïéðüí ôçí áðüäåéîç ôïõ áêüëïõèïõ éäéáßôåñá óçìáíôéêïý èåùñÞìáôïò:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (Èåþñçìá áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace): Èåùñïýìå Ýíá ñçôü
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ìïñöÞò U(s) = p(s)/q(s) ìå ôï âáèìü N ôïõ ðïëõùíýìïõ q(s) ôïõ
ðáñïíïìáóôÞ ìåãáëýôåñï áðü ôï âáèìü M ôïõ ðïëõùíýìïõ p(s) ôïõ áñéèìçôÞ, äçëáäÞ N > M.
Ôüôå ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace u(t) = L−1{U(s)} (ìå t > 0) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

u(t) = L−1{U(s)} =
n∑

k=1
Res
s=sk

[estU(s)] (6.5.7)

ìå s1, s2, . . . sn (n ≤ N) ôéò n äéáêñéôÝò (äéáöïñåôéêÝò) ñßæåò ôïõ ðïëõùíýìïõ q(s) ôïõ ðáñïíïìáóôÞ.

➤ ÐáñáôÞñçóç Ä6.2: Óçìåéþíåôáé üôé ôï èåþñçìá áõôü ãåíéêåýåôáé êáé óå Üëëåò ðåñéðôþóåéò.
Êáé ãåíéêüôåñá ôï ïëïêëÞñùìá Bromwich (6.5.2) áðïôåëåß ðÜñá ðïëý éó÷õñü ôñüðï áíáëõôéêÞò
(áëëÜ êáé áñéèìçôéêÞò ìå áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç) áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óå äýï ðáñáäåßãìáôá êáé óå ìßá åöáñìïãÞ ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý:

▼ ÐáñÜäåéãìáÄ6.4: Íáõðïëïãéóèåß ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò

U(s) = 1
s+ a

ìå ôï a óôáèåñÜ. (6.5.8)

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá åîáéñåôéêÜ áðëü ðáñÜäåéãìá, üðïõ p(s) = 1 êáé q(s) = s + a ìå ôï
âáèìü ôïõ q(s) (ôï 1) ìåãáëýôåñï áðü ôï âáèìü ôïõ p(s) (ôï 0). Åäþ ðÝñá õðÜñ÷åé ìüíï Ýíáò
ðüëïò (n = 1) ôçò óõíáñôÞóåùò U(s) (âÝâáéá êáé ôçò óõíáñôÞóåùò estU(s)), ï ðüëïò s1 = −a,
áöïý s+ a = 0, êáé ìÜëéóôá ðñüêåéôáé ãéá áðëü ðüëï (ðüëï ðñþôçò ôÜîåùò: m = 1). ÅðïìÝíùò
ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ôýðï (6.1.11) ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ó÷åôéêïý ïëïêëçñùôé-
êïý õðïëïßðïõ b1. ÅðåéäÞ ìÜëéóôá q′(s) = (s+ a)′ = 1, ðñïêýðôåé ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï

b1 = Res
s=−a [e

stU(s)] = Res
s=−a

est

s+ a
= est

(s+ a)′

∣∣∣∣
s=−a

= est

1

∣∣∣∣
s=−a

= e−at

1
= e−at. (6.5.9)

Ðïëý ùñáßá! Êáé ôþñá ìå âÜóç ôïí ôýðï (6.5.6) Ý÷ïõìå áðëÜ (åäþ ìå n = 1)

u(t) = L−1{U(s)} = L−1
{

1
s+ a

}
=

1∑
k=1

bk = b1 = e−at. (6.5.10)

¹ôáíðñáãìáôéêÜ Ýíá éäéáßôåñááðëüðáñÜäåéãìá ìå ãíùóôü áðïôÝëåóìá: L−1{1/(s+a)} = e−at.▲
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▼ ÐáñÜäåéãìáÄ6.5: Íáõðïëïãéóèåß ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò

U(s) = s3

s4 − â4
ìå ôï â óôáèåñÜ. (6.5.11)

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá êÜðùò äõóêïëüôåñï ðáñÜäåéãìá ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå Ýíáí áíôßóôñïöï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace u(t) = L−1{U(s)} ðïõ áðáíôÜôáé óôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò óõíÞ-
èïõò äïêïý. Åäþ óôç óõíÜñôçóç U(s) áñéèìçôÞò åßíáé ôï ðïëõþíõìï p(s) = s3 êáé ðáñïíïìáóôÞò
(ìåãáëýôåñïõ âáèìïý áðü ôïí áñéèìçôÞ:Í = Ì+1) ôïðïëõþíõìï q(s) = s4−â4 = (s2−â2)(s2+â2)
ìå ñßæåò s1, 2 = ±â êáé s3, 4 = ±iâ. Åßíáé ëïéðüí áðëÝò ïé ôÝóóåñéò ñßæåò (Í = 4) ôïõ ðáñïíïìá-
óôÞ q(s), Üñá áðëïß (ðñþôçò ôÜîåùò) êáé ïé ðüëïé ôçò óõíáñôÞóåùò estU(s) ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé
óôïí ôýðï (6.5.7). ÁõôÞò ôçò óõíáñôÞóåùò estU(s) èá õðïëïãßóïõìå ôá ôÝóóåñá ïëïêëçñùôéêÜ
õðüëïéðá b1, b2, b3 êáé b4 óôïõò ôÝóóåñéò áðëïýò ðüëïõò ôçò s1 = â, s2 = −â, s3 = iâ êáé s4 = −iâ.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ðÜëé ôïí ôýðï (6.1.11) ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí ïëïêëçñùôéêþí
õðïëïßðùí, ìéá ðïõ Ý÷ïõìå åäþ áðëïýò ðüëïõò. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôéQ ′(s) = (s4−â4)′ = 4s3.
Ìå ôïí ôñüðï áõôü ï ôýðïò (6.5.7) (åäþ ìå x áíôß ãéá t óáí áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ) ãéá ôïí áíôßóôñïöï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace u(t) äßíåé

u(x) = L−1{U(s)} =
4∑

k=1
Res
s=sk

[esxU(s)] =
4∑

k=1

eskx s3k
4s3k

=
4∑

k=1

eskx

4
= 1

4

4∑
k=1

eskx

= 1
4
(es1x + es2x + es3x + es4x) = 1

4
(eâx + e−âx + eiâx + e−iâx),

= 1
2

(
eâx + e−âx

2
+ eâx + e−âx

2

)
= 1

2
(coshâx + cosâx). (6.5.12)

Êýëçóáí ïìáëÜ ïé õðïëïãéóìïß áõôïß êáé ðÞñáìå ôï áðïôÝëåóìá ðïõ ðñáãìáôéêÜ ðåñéìÝíáìå
áðü ôï ÌÝñïò Á ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí, ÊåöÜëáéï Á10 ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, Ðßíá-
êáò Á10.2 óôï ôÝëïò ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý, ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace 28 óôïí ðßíáêá áõôü. Êáé
ßóùò íá öáéíüôáí ðïëý äýóêïëïò áõôüò ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace. (Åäþ üìùò
÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï x áíôß ãéá ôï t, þóôå íá äçëþóïõìå êáëýôåñá èÝóç x óå äïêü, ü÷é ÷ñüíï t.) ▲

▼ ÅöáñìïãÞ Ä6.1 (Óõíôïíéóìüò): Åäþ èåùñïýìå Ýíá ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá, üðùò åßíáé
(á) Ýíá óõíçèéóìÝíïóýóôçìáìÜæáò--åëáôçñßïõ, (â) Ýíáò õäáôüðõñãïò Þ (ã) Ýíá ìïíþñïöï éäåáôü
êôßñéï äéáôìÞóåùò êáé óôéò ôñåéò ðåñéðôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç êáé ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù0.
Óôï óýóôçìá áõôü åðéâÜëëåôáé åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(t) = p0 sinù0t ìå åýñïò p0 êáé ìå ôçí ßäéá
áêñéâþò êõêëéêÞ óõ÷íüôçôáù0. Ç åéäéêÞ áõôÞ öüñôéóç p(t) = p0 sinù0t ðñïêáëåß óõíôïíéóìü óôï
ìç÷áíéêü óýóôçìá ðïõ åîåôÜæïõìå. Ç ó÷åôéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôç ãíùóôÞ áðü ôá
ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ìïñöÞ (äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.3) óôï ÊåöÜëáéï Á1 ôïõ ÌÝñïõò Á)

ü(t)+ù2
0u(t) = p∗(t) ≡ p(t)

m
, ïðüôå åäþ ü(t)+ù2

0u(t) =
p0
m

sinù0t (6.5.13)

ìå m ôç ìÜæá óôï ìç÷áíéêü óýóôçìá êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ìÜæáò m
ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôçò. Ïé ó÷åôéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò èåùñïýíôáé üôé åßíáé ìçäåíéêÝò:
u(0) = 0 êáé u̇(0) = 0. Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò
ôçò áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ôïõ ó÷åôéêïý ôýðïõ (6.5.7) æçôåßôáé ç Üãíùóôç
ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ìÜæáò m ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò.

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðéï åíäéáöÝñïõóá åöáñìïãÞ ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò áíôéóôñïöÞò ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Áõôü óõìâáßíåé ü÷é ìüíï ëüãù ôçò óçìáóßáò ôïõ öáéíïìÝíïõ ôïõ óõ-
íôïíéóìïý ãéá ôïí ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü, áëëÜ êáé ãéá Üëëïí Ýíá óçìáíôéêü ëüãï. ÓõãêåêñéìÝíá, üðùò
èá äïýìå, ïé ðüëïé ôçò óõíáñôÞóåùò U(s) = L{u(t)} ðïõ èá ÷ñåéáóèåß íá áíôéóôñÝøïõìå åäþ åßíáé
äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ü÷é ðñþôçò ôÜîåùò (ü÷é áðëïß ðüëïé!) áíôßèåôá ìå ðñïçãïõìÝíùò.
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ÎåêéíÜìå ëïéðüí ìåôáó÷çìáôßæïíôáò êáôÜ Laplace ôçí ðéï ðÜíù óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìç ëçóìïíþíôáò âÝâáéá êáé ôï üôé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé ìçäåíéêÝò: u(0) = 0 êáé u̇(0) = 0.
ÈÝôïõìå U(s) = L{u(t)}, ïðüôå L{ü(t)} = s2U(s) ãéá ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. ¸ôóé ðñïêýðôåé
ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.5.13) (äåîéÜ ãéá ôçí ðáñïýóáöüñôéóç)

s2U(s)+ù2
0U(s) =

p0
m

ù0

s2 +ù2
0

, áöïý L{sinù0t} = ù0

s2 +ù2
0

. (6.5.14)

Ëýíïíôáò ôþñá ôçí ðñùôïâÜèìéá áõôÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò U(s) = L{u(t)}, âñßóêïõìå
U(s) = p0

m
ù0

(s2 +ù2
0)2
= p0

m
ù0

[(s− iù0)(s+ iù0)]2
= p0

m
ù0

(s− iù0)2(s+ iù0)2
. (6.5.15)

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé ðñïöáíÝò üôé ï ãíùóôüò ôþñá ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) = L{u(t)}
åßíáé ñçôÞ óõíÜñôçóç. Óáí áñéèìçôÞ p(s) Ý÷åé ðïëõþíõìï ìçäåíéêïý âáèìïý (óôáèåñÜ,M = 0) êáé
óáí ðáñïíïìáóôÞ q(s) Ý÷åé ðïëõþíõìï ôåôÜñôïõ âáèìïý (Í = 4), áëëÜ ìå äýï ìüíï ñßæåò (n = 2):
ôéò äéðëÝò ñßæåò (ñßæåò ðïëëáðëüôçôáò 2) s1 = iù0 êáé s2 = −iù0. Óõíåðþò óôïí ôýðï (6.5.7)
áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ñçôÝò óõíáñôÞóåéò ìå N > M ìå ôç ìÝèïäï ôùí
ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí Ý÷ïõìå ìïíÜ÷á n = 2 ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá. ¸íá, ôï b1, ãéá ôçí
ðñþôç äéðëÞ ñßæá, ôçí s1 = iù0, êáé Ýíá äåýôåñï, ôï b2, ãéá ôç äåýôåñç äéðëÞ ñßæá, ôçí s2 = −iù0.

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôïõ ïëïêëçñùôéêïý õðïëïßðïõ b1 (ãéá ôç ñßæá
s1 = iù0) óå áíôßèåóç ìå ôá äýï ðñïçãïýìåíá ðáñáäåßãìáôá äåí Ý÷ïõìå ðéá ôç äõíáôüôçôá íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí áðëü ôýðï (6.1.11). Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ï ôýðïò áõôüò éó÷ýåé ìüíï ãéá
áðëÝò ñßæåò ôïõ ðáñïíïìáóôÞ, åäþ ôïõ q(s) = m(s2+ù2

0)
2. ¢ñá åßìáóôå õðï÷ñåùìÝíïé, ìå êÜðïéá

äõóáñÝóêåéá ßóùò, áëëÜ ðÜíôùò õðï÷ñåùìÝíïé, íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ëßãï ðéï äýóêïëï (êáé
óáöþò ãåíéêüôåñï) ôýðï (6.1.14), åäþ ìå m = 2. Áõôü éó÷ýåé, áðëÜ åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç estU(s),
ôçò ïðïßáò æçôÜìå íá âñïýìå åäþ ôá äýï ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá, Ý÷åé ðüëïõò äåõôÝñáò ôÜîåùò.

Óýìöùíá ìå ôçí ÐáñÜãñáöï Ä6.1.2 ïñßæïõìå ãéá ôïí ðüëï s1 = iù0 (ìåm = 2) ôç óõíÜñôçóç

g(s) = (s− iù0)2estU(s) = (s− iù0)2est
p0
m

ù0

(s− iù0)2(s+ iù0)2
= est

p0
m

ù0

(s+ iù0)2
(6.5.16)

Ý÷ïíôáò âÝâáéá ëÜâåé õðüøç ìáò êáé ôç ó÷Ýóç (6.5.15) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) óôï
ðáñüí ðñüâëçìá óõíôïíéóìïý. Êáé ôþñá ï ôýðïò (6.1.14) áñéóôåñÜ ãéá ôï ó÷åôéêü ïëïêëçñùôéêü
õðüëïéðï b1 = c−1 ðáßñíåé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ìå m = 2 (ðüëïò äåõôÝñáò ôÜîåùò) ôç ìïñöÞ

b1 = c−1 = Res
s=s1

[estU(s)] = g′(s1)
1!

= g′(s1) = g′(iù0), (6.5.17)

áöïý, åßðáìå, m = 2 (ôï óçìåßï s1 = iù0 åßíáé ðüëïò äåõôÝñáò ôÜîåùò) Üñá m− 1 = 2− 1 = 1.

Ðáñáãùãßæïõìå ëïéðüí ìéá öïñÜ ôç óõíÜñôçóç g(s) ôçò ó÷Ýóåùò (6.5.16) êáé ðáßñíïõìå

g′(s) = p0ù0

m

[
test

(s+ iù0)2
− 2est

(s+ iù0)3

]
. (6.5.18)

Óôçí ðáñÜãùãï áõôÞ g′(s) èÝôïõìå áðëÜ s = s1 = iù0 (ãéá ôïí ðñþôï ðüëï) êé áìÝóùò ðñïêýðôåé
ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï b1. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï b2. ÔåëéêÜ

b1 = p0ù0

m

[
teiù0t

(2iù0)2
− 2eiù0t

(2iù0)3

]
êáé b2 = b̄1 = p0ù0

m

[
te−iù0t

(− 2iù0)2
− 2e−iù0t

(− 2iù0)3

]
. (6.5.19)

ÔÝëïò óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (6.5.7) ôçò áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ñçôÝò óõ-
íáñôÞóåéò (üðùò åäþ) ç ìåôáôüðéóç u(t) = L−1{U(s)} óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíôïíéóìïý èá åßíáé

u(t) = L−1{U(s)} =
2∑

k=1
Res
s=sk

[estU(s)] = b1 + b2 = p0
2mù2

0

(−ù0 t cosù0 t + sinù0 t). (6.5.20)

Åäþ ðÞñáìå õðüøç êáé ôïõò ãíùóôïýò ìáò ôýðïõò ôïõ Euler, þóôå íá Ý÷ïõìå ôï ôåëéêü áðïôÝëå-
óìá óå ôñéãùíïìåôñéêÞ (êáé ü÷é ìéãáäéêÞ) ìïñöÞ. Ôï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý åßíáé åìöáíÝò áðü
ôïí ðáñÜãïíôá −ù0 t ðïõ åßíáé áíÜëïãïò ôïõ ÷ñüíïõ t êáé ðïëëáðëáóéÜæåé ôïí üñï cosù0 t. ▲
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï Ä7
ÓÕÌÌÏÑÖÇ ÁÐÅÉÊÏÍÉÓÇ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Ä7 èá ïñßóïõìå ðñþôá--ðñþôá ôçí Ýííïéá ôçò óýììïñöçò áðåéêïíßóåùò.
Ðñüêåéôáé ãéá áðåéêüíéóç áðü Ýíá áñ÷éêü ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy ó’ Ýíá íÝï ìéãáäéêü åðßðåäï
w = u + iv ìå ôç ÷ñÞóç ìéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) ìå f ′(z) �= 0 êáé ðñïöáíþò w = f (z).
Áðïäåéêíýïõìå ðñþôá üôé ç óýììïñöç áðåéêüíéóç äéáôçñåß áðü ôï åðßðåäï z = x+ iy óôï åðßðåäï
w = u+ iv ôç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæïõí ïé åöáðôüìåíåò äýï ëåßùí êáìðýëùí óå óçìåßï ôïìÞò ôïõò z0
ôüóï êáôÜ ìÝôñï üóï êáé êáôÜöïñÜ. Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå üôé ìéá áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç (ðïõ
åðáëçèåýåé ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace) óå ìéá ðåñéï÷Þ D ôïõ áñ÷éêïý ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z = x + iy
ðáñáìÝíåé áñìïíéêÞ êáé óôçí áíôßóôïé÷ç ðåñéï÷Þ D∗ ôïõ íÝïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ w = u + iv,
äçëáäÞ ìåôÜ ôç óýììïñöç áðåéêüíéóç w = f (z). Ç óýììïñöç áðåéêüíéóç äéáôçñåß åðßóçò êáé ïñé-
óìÝíåò áðëÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (ü÷é üìùò êáé êÜèå óõíïñéáêÞ óõíèÞêç!). Ìå ôïí ôñüðï áõôü
ç óýììïñöç áðåéêüíéóç åßíáé ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìç ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü ðåñéï÷þí ìå «äýóêïëá»
óýíïñá óå ðéï áðëÝò ðåñéï÷Ýò: êõñßùò óå çìéåðßðåäá êáé êýêëïõò. Åêåß ìðïñåß íá ãßíåé ç åðßëõóç
åíüò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí êáé óôç óõíÝ÷åéá íá ãßíåé ç åðéóôñïöÞ óôçí áñ÷éêÞ ðåñéï÷Þ D
ôïõ áëçèéíïý åíäéáöÝñïíôïò ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý. ÁõôÞí ôç ÷ñÞóéìç äõíáôüôçôá ôç äåß÷íïõìå
óå äýïðñïâëÞìáôá ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò éäåáôïý ñåõóôïý ìå âÜóç ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞòÙ(z).

Ä7.1. Ç ÅÍÍÏÉÁ ÔÇÓ ÓÕÌÌÏÑÖÇÓ ÁÐÅÉÊÏÍÉÓÅÙÓ

Óôéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé ç óýììïñöç áðåéêüíéóç. ÁõôÞ
ðáñïõóéÜæåôáé óôï Ó÷Þìá Ä7.1 óôï ðÜíù ìÝñïò ôçò åðüìåíçò óåëßäáò. Óôç óýììïñöç áðåéêüíéóç
Ý÷ïõìå Ýíá áñ÷éêü ìéãáäéêü åðßðåäï z = x+ iy êáé ìéá áíáëõôéêÞ (Üñá ðáñáãùãßóéìç) óõíÜñôçóç
f (z) ðïõ ïñßæåôáé óå ìéá ðåñéï÷Þ D ôïõ åðéðÝäïõ áõôïý. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ f (z) ìáò åðéôñÝðåé
íá áíôéóôïé÷ßæïõìå óå êÜèå óçìåßï z = x + iy ôçò ðåñéï÷Þò D Ýíá Üëëï óçìåßï w = u + iv óå Ýíá
äåýôåñï ìéãáäéêü åðßðåäï D∗ öõóéêÜ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ó÷Ýóç w = f (z). ÕðïèÝôïõìå áêüìç üôé
ç ðáñÜãùãïò f ′(z) ôçò óõíáñôÞóåùò f (z) åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò: f ′(z) �= 0 óå êÜèå óçìåßï ôçò
ðåñéï÷Þò D. Áðïäåéêíýåôáé üôé áõôü åîáóöáëßæåé ôï íá åßíáé ç óýììïñöç áðåéêüíéóç áìöéìïíï-
óÞìáíôç áíÜìåóá óôá äýï åðßðåäá z = x + iy êáé w = u+ iv. Áí ôþñá óå êÜðïéï åéäéêü óçìåßï zp
éó÷ýåé f ′(zp) = 0, ôüôå ëÝìå üôé ôï óçìåßï zp åßíáé êñßóéìï óçìåßï ôçò óýììïñöçò áðåéêïíßóåùò.

ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé åßíáé åíäéáöÝñïõóá ç óýììïñöç áðåéêüíéóç, üðùò ôçí ïñßóáìå ìå ôüóï
áðëü ôñüðïðéï ðÜíù. Êáé ðñþôá--ðñþôá åßíáé åíäéáöÝñïõóá, åðåéäÞ äéáôçñåß ôç ãùíßá ã ìåôáîý
ôùí åöáðôïìÝíùí äýï êáìðýëùí C1 êáé C2 óå óçìåßï ôïìÞò ôïõò z0 óôï åðßðåäï z = x+ iy, üôáí
ìåôáêéíçèïýìå óôï íÝï ìéãáäéêü åðßðåäïw = u+ iv. Åêåß âÝâáéá ç ãùíßá ã áöïñÜ óôéò êáìðýëåò Ã1
êáé Ã2 ðïõ åßíáé ïé åéêüíåò ôùí C1 êáé C2 áíôßóôïé÷á. ÁõôÞ ç èåìåëéþäçò éäéüôçôá ÷ñåéÜæåôáé âÝâáéá
áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç áõôÞ áêïëïõèåß ìå âÜóç êáé ôï áíôßóôïé÷ï Ó÷Þìá Ä7.1 ðïõ Þäç áíáöÝñáìå.
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z = x + iy

O x

y

á1 á2

z0

z1

z2

C1

T1

C2

T2

ã f

w = f (z) = u+ iv

K u

v

â1 â2

w0

w1

w2

Ã1
Å1

Ã2

Å2
ã

Ó÷Þìá Ä7.1: Óýììïñöç áðåéêüíéóç ìå ôç ÷ñÞóç áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) (ìå f ′(z) �= 0)
áðü ôï áñ÷éêü ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy óôï íÝï ìéãáäéêü åðßðåäï w = f (z) = u+ iv.

Èåùñïýìå ëïéðüí äýï ëåßåò êáìðýëåò C1 êáé C2 óôï áñ÷éêü ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy ðïõ
ôÝìíïíôáé óôï êïéíü óçìåßï ôïõò z0 (Ó÷Þìá Ä7.1). Ôéò áíôßóôïé÷åò åöáðôüìåíÝò ôïõò óôï óçìåßï z0
ðïõ õðÜñ÷ïõí, åðåéäÞ õðïèÝôïõìå ôéò äýï êáìðýëåò C1 êáé C2 ëåßåò, ôéò äçëþíïõìå ìå Ô1 êáé Ô2
áíôßóôïé÷á. ÁõôÝò ó÷çìáôßæïõí ãùíßåò á1 êáé á2 áíôßóôïé÷á ìå ôïí Üîïíá Ox, Üñá ìåôáîý ôïõò
ãùíßá ã = á2 − á1. Ôþñá ìå ôç óýììïñöç áðåéêüíéóç w = f (z) (ìå ôçí õðüèåóç üôé f ′(z) �= 0)
ðçãáßíïõìå áðü ôï ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy óôï íÝï ìéãáäéêü åðßðåäï w = u + iv. Óå êÜèå
óçìåßï z = x+iy ôïõ áñ÷éêïý åðéðÝäïõ áíôéóôïé÷åß Ýíá óçìåßïw = f (z) = u+iv ôïõ íÝïõ åðéðÝäïõ.

Ôþñá óôéò äýï ëåßåò êáìðýëåò C1 êáé C2 áíôéóôïé÷ïýí ïé íÝåò êáìðýëåò Ã1 êáé Ã2 áíôßóôïé÷á ðïõ
ôÝìíïíôáé ðñïöáíþò óôï íÝï óçìåßï w0 = f (z0) ðïõ åßíáé ôï êïéíü ôïõò óçìåßï. Ôéò åöáðôüìåíÝò
ôïõò óôï óçìåßïw0 = f (z0) (ðïõ åýêïëá áðïäåéêíýåôáé üôé õðÜñ÷ïõí êé áõôÝò) ôéò äçëþíïõìå ìå Å1
êáé Å2 áíôßóôïé÷á (Ó÷Þìá Ä7.1). ÁõôÝò ó÷çìáôßæïõí ãùíßåò â1 êáé â2 áíôßóôïé÷á ìå ôïí Üîïíá Ou
ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ w = u + iv (Ó÷Þìá Ä7.1). Èá áðïäåßîïõìå ôþñá ðùò ç äéáöïñÜ ã ôùí
äýï ãùíéþí á2 êáé á1 óôï áñ÷éêü åðßðåäï z = x+ iy äå ìåôáâÜëëåôáé, üôáí ìåôáêéíçèïýìå óôï íÝï
åðßðåäï w = u+ iv. ÓõãêåêñéìÝíá

â2 − â1 = á2 − á1 = ã. (7.1.1)

ÄçëáäÞ ç ãùíßá ã ôùí åöáðôïìÝíùí óôï óçìåßï ôïìÞò äýï ëåßùí êáìðýëùí ðáñáìÝíåé ç ßäéá ìåôÜ
ôç óýììïñöç áðåéêüíéóç. Ãéá ôï ëüãï áõôü (åîáéôßáò ôçò äéáôçñÞóåùò ôùí ãùíéþí êáé ìÜëéóôá
ôüóï êáôÜ ìÝãåèïò üóï êáé êáôÜöïñÜ) ç áðåéêüíéóç ïíïìÜóèçêå óýììïñöç. ¢ëëç éóôïñßáðïõ Ýíá
ó÷Þìá (ð.÷. Ýíá ôåôñÜãùíï) áëëÜæåé åíôåëþò üøç ìå ìéá óýììïñöç áðåéêüíéóç f (z). Äéáôçñïýíôáé
üìùò ïé ïñèÝò ãùíßåò ôïõ óôéò êïñõöÝò ôïõ. Ìçí ðåñéìÝíïõìå ôç äéáôÞñçóç ïëüêëçñïõ ó÷Þìáôïò!

Ôþñá ðáßñíïõìå äýï óçìåßá z1 êáé z2 (äéáöïñåôéêÜ üìùò áðü ôï óçìåßï z0) ðÜíù óôéò äýï
êáìðýëåò C1 êáé C2 áíôßóôïé÷á óôï áñ÷éêü åðßðåäï z = x + iy. Èåùñïýìå êáé ôá áíôßóôïé÷Ü ôïõò
óçìåßáw1 = f (z1) êáéw2 = f (z2) ðÜíù óôéò áíôßóôïé÷åò êáìðýëåò Ã1 êáé Ã2 ôïõ åðéðÝäïõw = u+iv.
ÃñÜöïõìå ôïõò äýï ìéãáäéêïýò áñéèìïýò z1 − z0 êáé w1 − w0 óôéò ðïëéêÝò ôïõò ìïñöÝò

z1 − z0 = r1eiè1 êáé w1 − w0 = ñ1eiö1 . Ôüôå
w1 − w0

z1 − z0
= f (z1)− f (z0)

z1 − z0
= ñ1

r1
ei(ö1−è1) , (7.1.2)

üðùò ãíùñßæïõìå êáëÜ áðü ôç ó÷Ýóç (1.5.13) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ä1.5.3 ãéá ôç äéáßñåóç ìéãáäéêþí
áñéèìþí óå ðïëéêÞ ìïñöÞ. Êáé ôþñá ãéá z1 → z0 èá Ý÷ïõìå è1 → á1 êáé ö1 → â1. Åðßóçò ôï
êëÜóìá

(
f (z1)− f (z0)

)
/(z1 − z0) èá ôåßíåé óôçí ðáñÜãùãï f ′(z0) ðïõ óßãïõñá õðÜñ÷åé ìå áíáëõôéêÞ

ôçí f (z). ¢ñá óôï üñéï z1 → z0 êáé ðáßñíïíôáò ôá ïñßóìáôá óôç äåîéÜ ó÷Ýóç (7.1.2), Ý÷ïõìå ôåëéêÜ

ä := arg f ′(z0) = â1 − á1 êáé áíÜëïãá ä := arg f ′(z0) = â2 − á2 ìå f ′(z0) �= 0. (7.1.3)

Óõãêñßíïíôáò ôþñá ôéò äýï ó÷Ýóåéò (7.1.3), êáôáëÞãïõìå óôçí ðñïò áðüäåéîç ó÷Ýóç (7.1.1), áöïý

ä := arg f ′(z0) = â1 − á1 = â2 − á2, ïðüôå â2 − â1 = á2 − á1. (7.1.4)
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Äéáôçñåßôáé ëïéðüí ç ãùíßá ã = á2−á1 ìåôáîý ôùí åöáðôïìÝíùí ôùí äýï êáìðýëùí C1 êáé C2

áíôßóôïé÷á (Ó÷Þìá Ä7.1) ìåôÜ ôç óýììïñöç áðåéêüíéóç w = f (z) (ìå f ′(z) �= 0). Êáé åðßóçò, åðåéäÞ
â1 = á1+ ä, ç êáìðýëç C1 óôñÝöåôáé óôï óçìåßï ôçò z0 êáôÜ ãùíßá ä := arg f ′(z0) ìå ôç óýììïñöç
áðåéêüíéóç. Áóöáëþò ôá ßäéá éó÷ýïõí êáé ãéá ôç äåýôåñç êáìðýëç C2 öõóéêÜ óôï ßäéï óçìåßï z0.

Ä7.2. ×ÑÇÓÉÌÏÔÇÔÁ ÔÇÓ ÓÕÌÌÏÑÖÇÓ ÁÐÅÉÊÏÍÉÓÅÙÓ ÓÔÇÍ ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÏÕ LAPLACE

Ä7.2.1. ÄéáôÞñçóç ôçò áñìïíéêüôçôáò áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùò ìåôÜáðü óýììïñöçáðåéêüíéóç

Ç óýììïñöç áðåéêüíéóç åßíáé ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìç óå ðñáêôéêÜ ðñïâëÞìáôá, åðåéäÞ äéáôçñåß
ôçí áñìïíéêüôçôá ìéáò Þäç áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùò ìåôÜ ôç óýììïñöç áðåéêüíéóç ðïõ ãßíåôáé ãéá
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü ôçò áñ÷éêÞò ðåñéï÷Þò D óå ìéá ðéï áðëÞ ðåñéï÷Þ D∗. ÓõãêåêñéìÝíá èåùñïýìå
ôç óýììïñöç áðåéêüíéóç ìå âÜóç áíáëõôéêÞ (Üñá ðáñáãùãßóéìç) óõíÜñôçóç f (z) óôçí ðåñéï÷Þ D

w = f (z) = u(x, y)+ iv(x, y). Ôüôå f ′(z) = ∂u
∂x
+ i

∂v
∂x
= ∂v

∂y
− i

∂u
∂y

(7.2.1)

óýìöùíá ìå ôéò ó÷Ýóåéò (3.3.5) ôïõ Êåöáëáßïõ Ä3. Õðåíèõìßæïõìå ôéò äýï óõíèÞêåò (Þ åîéóþóåéò)
ôùí Cauchy--Riemann (3.3.6)

∂u
∂x
= ∂v

∂y
êáé

∂u
∂y
= − ∂v

∂x
. (7.2.2)

ÁõôÝò åßíáé Ýôóé êé áëëéþò ðñïöáíåßò áðü ôçí ðáñÜãùãï f ′(z) óôéò ó÷Ýóåéò (7.2.1). Õðåíèõìßæïõìå
åðßóçò ðùò ôüóï ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò u = u(x, y) üóï êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò v = v(x, y) ìéáò
áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò f (z) åßíáé êáé ôá äõï ôïõò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Áõôü éó÷ýåé óýìöùíá
ìå ôéò ó÷Ýóåéò (3.3.9) êáé (3.3.12) áíôßóôïé÷á ðÜëé ôïõ Êåöáëáßïõ Ä3. Ôéò åðáíáëáìâÜíïõìå êé åäþ

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 êáé
∂2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

= 0. (7.2.3)

Áõôüðïõ ìáò åíäéáöÝñåé í’ áðïäåßîïõìå ó’ áõôÞí ôçíðáñÜãñáöï åßíáé ôï óçìáíôéêü èåþñçìá:

■ ÈÅÙÑÇÌÁ (ÄéáôÞñçóç ôçò áñìïíéêüôçôáò áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùò ìåôÜ áðü óýììïñöç
áðåéêüíéóç): Èåùñïýìå áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç Ö(x, y) óå ìéá áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ D ôïõ åðéðÝäïõ Oxy
êáé áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç w = f (z) = u(x, y) + iv(x, y) ìå f ′(z) �= 0 óôçí ßäéá ðåñéï÷Þ D, ïðüôå
ç áðåéêüíéóç w = f (z) åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç. Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç
óõíÜñôçóç Ö∗(u, v) := Ö

(
x(u, v), y(u, v)

)
åßíáé êé áõôÞ áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç óôç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç

ðåñéï÷ÞD∗: ç óýììïñöç áðåéêüíéóçw = f (z) äéáôçñåß ôçí áñìïíéêüôçôá ôçò óõíáñôÞóåùòÖ(x, y).

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç ìðïñåß íá ãßíåé ìå äýï åíôåëþò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Ï ðñþôïò
åßíáé ï ôå÷íéêÜ åýêïëïò ôñüðïò ôçò ÷ñÞóåùò ôçò áíáëõôéêüôçôáò ôçò óõíèÝóåùò äýï áíáëõôéêþí
óõíáñôÞóåùí óå óõíäõáóìü ìå ôçí áñìïíéêüôçôá ôïõ ðñáãìáôéêïý ìÝñïõò êáé ôïõ öáíôáóôéêïý
ìÝñïõò ìéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò. Áõôüò üìùò äåí åßíáé ðïëý åýêïëá êáôáíïçôüò. Ï äåýôåñïò
åßíáé ï ôå÷íéêÜ äýóêïëïò, åðåéäÞ ÷ñåéÜæåôáé åðßðïíåò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò ìå ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá
ôçò áëõóßäáò (Þ êáíüíá ôçò áëëçëïõ÷ßáò ôùí ðáñáãþãùí). Åíôïýôïéò äåí ðáñïõóéÜæåé êáìßá
áðïëýôùò äõóêïëßá óôçí êáôáíüçóÞ ôïõ. Ãé’ áõôü êáé ôïí ðñïôéìÞóáìå óôçí ðáñïýóá áðüäåéîç.

Ãíùñßæïõìå Þäç (åßíáé õðüèåóç óôï èåþñçìá) üôé ç óõíÜñôçóç Ö(x, y) åßíáé áñìïíéêÞ. ÄçëáäÞ

∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

= 0 ìå Ö = Ö(x, y). (7.2.4)

¢ñáðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå áõôÝò ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ôéò áëëáãÝò ìåôáâëçôþí x = x(u, v)
êáé y = y(u, v). ¸ôóé èá öèÜóïõìå óôç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç óõíÜñôçóçÖ∗(u, v) := Ö

(
x(u, v), y(u, v)

)
.

Áñ÷ßæïõìå: ìå ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá ôçò áëõóßäáò óôéò ðáñáãþãïõò äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

∂Ö
∂x

= ∂Ö∗

∂u
∂u
∂x
+ ∂Ö∗

∂v
∂v
∂x

, áöïý x = x(u, v), y = y(u, v) êáé Ö∗(u, v) := Ö
(
x(u, v), y(u, v)

)
, (7.2.5)
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üðùò Þäç áíáöÝñèçêå óôï èåþñçìá. Êáé ôþñá ìéá áêüìç ìåñéêÞ ðáñáãþãéóç îáíÜ ùò ðñïò x

∂2Ö
∂x2

=
[

∂

∂x

(
∂Ö∗

∂u

)
∂u
∂x
+ ∂Ö∗

∂u
∂2u
∂x2

]
+

[
∂

∂x

(
∂Ö∗

∂v

)
∂v
∂x
+ ∂Ö∗

∂v
∂2v
∂x2

]

=
[(

∂2Ö∗

∂u2
∂u
∂x
+ ∂2Ö∗

∂u∂v
∂v
∂x

)
∂u
∂x
+ ∂Ö∗

∂u
∂2u
∂x2

]
+

[(
∂2Ö∗

∂u∂v
∂u
∂x
+ ∂2Ö∗

∂v2
∂v
∂x

)
∂v
∂x
+ ∂Ö∗

∂v
∂2v
∂x2

]
,

�⇒ ∂2Ö
∂x2

= ∂2Ö∗

∂u2

(
∂u
∂x

)2

+ ∂2Ö∗

∂v2

(
∂v
∂x

)2

+ 2
∂2Ö∗

∂u∂v
∂u
∂x

∂v
∂x
+ ∂Ö∗

∂u
∂2u
∂x2

+ ∂Ö∗

∂v
∂2v
∂x2

. (7.2.6)

Åäþ õðïèÝóáìå ôéò äýï ìéêôÝò ðáñáãþãïõò ôçò Ö∗(u, v) ùò ðñïò u êáé v óõíå÷åßò, Üñá êáé ßóåò:
∂2Ö∗/(∂v∂u) = ∂2Ö∗/(∂u∂v). Ìå åíôåëþò áíÜëïãåò ðáñáãùãßóåéò ðñïêýðôåé ï áíôßóôïé÷ïò ôýðïò

∂2Ö
∂y2

= ∂2Ö∗

∂u2

(
∂u
∂y

)2

+ ∂2Ö∗

∂v2

(
∂v
∂y

)2

+ 2
∂2Ö∗

∂u∂v
∂u
∂y

∂v
∂y
+ ∂Ö∗

∂u
∂2u
∂y2

+ ∂Ö∗

∂v
∂2v
∂y2

. (7.2.7)

ÐñïóèÝôïõìå áõôïýò ôïõò äýï ôýðïõò (7.2.6) êáé (7.2.7) êáé ìå ôéò ó÷Ýóåéò (7.2.2) âñßóêïõìå

∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

=
(

∂2Ö∗

∂u2
+ ∂2Ö∗

∂v2

) [(
∂u
∂x

)2

+
(

∂v
∂x

)2
]

+ 2
∂2Ö∗

∂u∂v

(
∂u
∂x

∂v
∂x
+ ∂u

∂y
∂v
∂y

)
+ ∂Ö∗

∂u

(
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

)
+ ∂Ö∗

∂v

(
∂2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

)
. (7.2.8)

Óôï óçìåßï áõôü äåí îå÷íÜìå üìùò üôé ïé óõíáñôÞóåéò u = u(x, y) êáé v = v(x, y) åßíáé áñìïíéêÝò,
ó÷Ýóåéò (7.2.3), êáé åðßóçò üôé éó÷ýïõí ïé äýï óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann (7.2.2), ïðüôå

∂u
∂x

∂v
∂x
+ ∂u

∂y
∂v
∂y
= ∂u

∂x
∂v
∂x
+

(
− ∂v

∂x

)
∂u
∂x
= ∂u

∂x
∂v
∂x
− ∂v

∂x
∂u
∂x
= 0. (7.2.9)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü äéáðéóôþíïõìå üôé ôåëéêÜ éó÷ýåé ï éäéáßôåñá óçìáíôéêüò êáé ÷ñÞóéìïò ôýðïò

∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

=
[(

∂u
∂x

)2

+
(

∂v
∂x

)2
] (

∂2Ö∗

∂u2
+ ∂2Ö∗

∂v2

)
= |f ′(z)|2

(
∂2Ö∗

∂u2
+ ∂2Ö∗

∂v2

)
, (7.2.10)

åðåéäÞ éó÷ýåé êáé ç äåîéÜ ó÷Ýóç (7.2.1): áõôÞ ãéá ôçí ðáñÜãùãï f ′(z) ìå f ′(z) = (∂u/∂x)+ i(∂v/∂x).

ÅðïìÝíùò, åÜí |f ′(z)| �= 0, üðùò Þäç Ý÷ïõìå õðïèÝóåé óôçí åêöþíçóç ôïõ èåùñÞìáôïò, êáé
ç óõíÜñôçóç Ö(x, y) åßíáé áñìïíéêÞ, ôï áñéóôåñü ìÝëïò ìçäåíßæåôáé. ¢ñá êáé ç óõíÜñôçóç Ö∗(u, v)
óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé áñìïíéêÞ. (ÖõóéêÜ éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï!) ÊáôÜ óõíÝðåéá ìå ôç ÷ñÞóç
óõììüñöïõ áðåéêïíßóåùò f (z) ìå ôçí f (z) ðñïöáíþò ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç êáé ìå |f ′(z)| �= 0
ç áñìïíéêüôçôá ìéáò óõíáñôÞóåùò Ö(x, y) óôçí áñ÷éêÞ ðåñéï÷Þ D (óôï åðßðåäï Oxy) óõíå÷ßæåé íá
éó÷ýåé êáé óôç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç ðåñéï÷Þ D∗ (óôï åðßðåäï Kuv). Êáé åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìï áõôü! ❏

Ä7.2.2. ÄéáôÞñçóç äýï óõíïñéáêþí óõíèçêþí Dirichlet êáé Neumann

Ìå ôç óýììïñöç áðåéêüíéóç w = f (z) ìå f ′(z) �= 0 ìéá óõíÜñôçóç Ö(x, y) óôï åðßðåäï Oxy
(z = x+ iy) ìåôáó÷çìáôßæåôáé óå íÝá óõíÜñôçóçÖ∗(u, v) óôï íÝï åðßðåäï Kuv (w = u+ iv). ÄçëáäÞ

Ö(x, y) = Ö
(
x(u, v), y(u, v)

) ≡ Ö∗(u, v) Þ Ö∗(u, v) = Ö∗
(
u(x, y), v(x, y)

) ≡ Ö(x, y). (7.2.11)

¢ñá, åÜí óå ôìÞìá Ĉ ôïõ óõíüñïõ C ðåñéï÷ÞòD ôïõ åðéðÝäïõOxy ç óõíÜñôçóçÖ(x, y) ðáßñíåé
óôáèåñÞ ôéìÞ c, Ö(x, y) = c, ôüôå ç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç óõíÜñôçóç Ö∗(u, v) èá ðáßñíåé áêñéâþò ôçí
ßäéá ôéìÞ c,Ö∗(u, v) = c, óôï áíôßóôïé÷ï ìåôáó÷çìáôéóìÝíï ôìÞìá Ã̂ ôïõ óõíüñïõ Ã ôçò áíôßóôïé÷çò
ðåñéï÷ÞòD∗ ôïõ åðéðÝäïõ Kuv. Áõôü åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (7.2.11). Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá
ïëüêëçñá ôá óýíïñá C êáé Ã . ÅðéðëÝïí áíáöÝñïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç üôé åÜí ç ðáñÜãùãïò êáôÜ
ôçí êÜèåôï óôï óýíïñï C ôçò ðåñéï÷ÞòD åßíáé ìçäÝí (ìüíï ìçäÝí, ü÷é Üëëç óôáèåñÜ!), dÖ/dnC = 0,
ôüôå ôï ßäéï èá éó÷ýåé êáé óôï áíôßóôïé÷ï óýíïñï Ã ôçò ðåñéï÷Þò D∗, äçëáäÞ êáé åêåß dÖ∗/dnÃ = 0.
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Ä7.3. ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÔÇÓ ÓÕÌÌÏÑÖÇÓ ÁÐÅÉÊÏÍÉÓÅÙÓ ÓÔÇ ÑÅÕÓÔÏÌÇ×ÁÍÉÊÇ

Åßíáé éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóá ç óýììïñöç áðåéêüíéóç óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ êáé óõãêåêñéìÝíá
óôç ìüíéìç (óôáèåñÞ), äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý (ïìïãåíïýò, áóõìðßåóôïõ
êáé ìç óõíåêôéêïý, äçëáäÞ ÷ùñßò éîþäåò) ñåõóôïý. Åêåß ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = Ö(x, y)+ iØ(x, y) ìå z = x + iy êáé Ù∗(w) = Ö∗(u, v)+ iØ∗(u, v) ìå w = u+ iv (7.3.1)

ìåôÜ ìéá áìöéìïíïóÞìáíôç óýììïñöç áðåéêüíéóç f (z) ìå f ′(z) �= 0, äçëáäÞ ìå

w = f (z) = u(x, y)+ iv(x, y). ÁíôéóôñÝöïíôáò, z = g(w) = x(u, v)+ iy(u, v) (7.3.2)

ìå g(w) = f−1(w) ôçí áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç ôçò f (z). ÁõôÞ ç áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç ìáò öÝñíåé
ðßóù áðü ôï ìéãáäéêü åðßðåäï Kuv (ìå w = u+ iv) óôï áñ÷éêü ìéãáäéêü åðßðåäïOxy (ìå z = x+ iy).

Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé ôüóï ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ(x, y) üóï êáé ç óõíÜñôçóç ñïÞò (Þ ñïúêÞ
óõíÜñôçóç) Ø(x, y) óôï ðéï ðÜíù ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) = Ö(x, y)+ iØ(x, y) åßíáé áñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò. ¼ðùò ìÜëéóôá áðïäåßîáìå óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Ä7.2, ïé ìåôáó÷çìáôéóìÝíåò
óõíáñôÞóåéò Ö∗(u, v) êáé Ø∗(u, v) (óôï íÝï åðßðåäï Kuv) åßíáé êáé áõôÝò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò.

ÅðïìÝíùò, ãéá íá ëýóïõìå Ýíá ðñüâëçìá ìüíéìçò, äéäéÜóôáôçò êáé áóôñüâéëçò ñïÞò éäåáôïý
ñåõóôïý óå ìéá ðåñéï÷Þ D ôïõ åðéðÝäïõ Ïxy (ìå z = x + iy), ìðïñïýìå íá ôï ìåôáó÷çìáôßóïõìå
ìå êáôÜëëçëç óýììïñöç áðåéêüíéóç w = f (z) = u+ iv óå ðïëý áðëïýóôåñç ðåñéï÷Þ D∗. ÓõíÞèùò
áõôÞ åßíáé ôï çìéåðßðåäï Kuv ìå v ≥ 0 (Ó÷Þìá Ä7.2). ÌåôÜ ðñÝðåé íá ëýóïõìå åêåß ôï áíôßóôïé÷ï
ðñüâëçìá ñïÞò êé Ýðåéôá íá åðéóôñÝøïõìå óôï áñ÷éêü åðßðåäïOxy. Åêåß åßíáé ç ðñáãìáôéêÞ ñïÞ!

Áò äïýìå ôþñá ôé ãßíåôáé óôçí áðëÞ ñïÞ ìåôÜ ôç óýììïñöç áðåéêüíéóÞ ôçò óôï çìéåðßðåäï Kuv
ìå v ≥ 0 êáéw = u+ iv. Åêåß èåùñïýìå ôç ñïÞ ïìïéüìïñöç êáé ðáñÜëëçëç óôïí ïñéæüíôéï Üîïíá Ku
ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá V0 óå êÜèå óçìåßï w. Ôï ó÷åôéêü ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò ìáò åßíáé ãíùóôü
áðü ôç ó÷Ýóç (3.6.11) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ä3.6.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Ä3. Ìå ôïí åäþ óõìâïëéóìü Ý÷ïõìå

Ù∗(w) = Ö∗(u, v)+ iØ∗(u, v) = V0w, ïðüôå Ù∗ ′(w) = Vx − iVy = V0. (7.3.3)
¢ñá

Ö∗(u, v) = V0u êáé Ø∗(u, v) = V0v. (7.3.4)
Êáé ìÜëéóôá ãéá V0 = 1

Ù∗(w) = Ö∗(u, v)+ iØ∗(u, v) = w, ïðüôå Ö∗(u, v) = u êáé Ø∗(u, v) = v. (7.3.5)

Ôüóï áðëÜ, ðÜñá ðïëý áðëÜ åßíáé ôá ðñÜãìáôá óôï çìéåðßðåäï Kuv ìå v ≥ 0. Ïé éóïäõíáìéêÝò
ãñáììÝò åßíáé ðáñÜëëçëåò ìå ôïí Üîïíá Kv: åßíáé ïé êáôáêüñõöåò ãñáììÝò u = CÖ (ìå ôï CÖ ìéá
óôáèåñÜ). Åðßóçò ïé ãñáììÝò ñïÞò (Þ ñïúêÝò ãñáììÝò) åßíáé ðáñÜëëçëåò ìå ôïí Üîïíá Ku: åßíáé ïé
ïñéæüíôéåò ãñáììÝò v = CØ (ìå ôï CØ ìéá óôáèåñÜ). ÔÝëïò ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò ãéá V0 = 1
(äçëáäÞ ìå ðñïóÝããéóç óôáèåñÜò V0) åßíáé Ù∗(w) = w, êÜôé ôï áðßóôåõôá áðëü êáé üìùò áëçèéíü.

K u (Þ Ö∗)

v (Þ Ø∗)ãñáììÞ ñïÞò éóïäõíáìéêÞ ãñáììÞ

Ó÷Þìá Ä7.2: Ïìïéüìïñöç ñïÞ óôï çìéåðßðåäï v ≥ 0 ôïõ åðéðÝäïõ Kuv (ìå w = u+ iv).
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A

B C x

y

60◦ = ð
3

w = f (z) = z3

A′ B ′ C ′ u

v

v ≥ 0

Ó÷Þìá Ä7.3: Óýììïñöç áðåéêüíéóç w = f (z) = z3 ôçò ãùíßáò 0 ≤ è ≤ ð/ 3 óôï çìéåðßðåäï v ≥ 0.

Óôï ðéï ðÜíù Ó÷Þìá Ä7.3 äåß÷íïõìå ôç óýììïñöç áðåéêüíéóç ôçò ãùíßáò 0 ≤ è ≤ ð/3 (óôï
áñ÷éêü åðßðåäï Bxy) óôï çìéåðßðåäï v ≥ 0 (óôï íÝï åðßðåäï B ′uv). ÁõôÞ ãßíåôáé ìå ôç óõíÜñôçóç

f (z) = z3 = (x + iy)3, ïðüôå u = u(x, y) = x3 − 3xy2 êáé v = v(x, y) = 3x2y − y3. (7.3.6)

Ìå âÜóç áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò óôï ßäéï Ó÷Þìá Ä7.3 äåß÷íïõìå êáé ôéò áðåéêïíßóåéò ôñéþí óçìåßùí Á, Â
êáé C óôï áñ÷éêü åðßðåäï Bxy óôá ôñßá íÝá óçìåßá A′, B ′ êáé C ′ áíôßóôïé÷á óôï íÝï åðßðåäï B ′uv.
Åßíáé ðåñßðïõ óáí ç ðëåõñÜ è = ð/3 ôçò ãùíßáò íá óôñÜöçêå áñéóôåñÜ êáé íá «Ýðåóå» ðÜíù óôïí
áñéóôåñü çìéÜîïíá u < 0 ôïõ íÝïõ åðéðÝäïõ B ′uv. ¸ôóé ç ãùíßá ìåôáó÷çìáôßóèçêå óå çìéåðßðåäï.

Ðñï÷ùñÜìå êáé óå Ýíá äåýôåñï (êáé ëßãï ðéï äýóêïëï) ðáñÜäåéãìá óýììïñöçò áðåéêïíßóåùò:

A

B C D

E

x

y

x = −ð
2

x = ð
2

w = f (z) = sin z

A′ Â ′ C ′ D ′ E ′ u

v

v ≥ 0

u = −1 u = +1

Ó÷Þìá Ä7.4: Óýììïñöç áðåéêüíéóç w = f (z) = sin z ôçò çìéëùñßäáò −ð/ 2 ≤ x ≤ ð/ 2 êáé y ≥ 0
óôï çìéåðßðåäï v ≥ 0.

Ôþñá óôï Ó÷Þìá Ä7.4 äåß÷íïõìå ôç óýììïñöç áðåéêüíéóç ôçò çìéëùñßäáò−ð/ 2 ≤ x ≤ ð/ 2 (óôï
áñ÷éêü åðßðåäï Cxy) óôï çìéåðßðåäï v ≥ 0 (óôï íÝï åðßðåäï C ′uv). ÁõôÞ ãßíåôáé ìå ôç óõíÜñôçóç

f (z) = sin z = sin (x + iy)3, ïðüôå u = u(x, y) = sin x cosh y êáé v = v(x, y) = cos x sinh y (7.3.7)

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ó÷Ýóç (2.4.3) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Ä2.4.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Ä2. Ìå âÜóç áõôÝò
ôéò ó÷Ýóåéò óôï ßäéï Ó÷Þìá Ä7.4 äåß÷íïõìå êáé ôéò áðåéêïíßóåéò ðÝíôå óçìåßùí Á, Â, C, D êáé E óôï
áñ÷éêü åðßðåäï Cxy óôá ðÝíôå íÝá óçìåßá A′, B ′, C ′, D ′ êáé E ′ áíôßóôïé÷á óôï íÝï åðßðåäï C ′uv.
ÐñáêôéêÜ åßíáé ðåñßðïõ (ü÷é âÝâáéá áêñéâþò!) óáí ç áñéóôåñÞ ðëåõñÜ x = −ð/ 2 ôçò çìéëùñßäáò
íá óôñÜöçêå áñéóôåñÜ êáôÜ ð/ 2 êáé íá «Ýðåóå» ðÜíù óôïí Üîïíá u ôïõ íÝïõ åðéðÝäïõ C ′uv
áðü u = −∞ ìÝ÷ñé u = −1. ÁíÜëïãá êáé ãéá ôç äåîéÜ ðëåõñÜ x = ð/ 2 ôçò çìéëùñßäáò ìüíï ðïõ
áõôÞ åßíáé óáí íá óôñÜöçêå äåîéÜ êáôÜ ð/ 2. ¸ôóé ç çìéëùñßäá ìåôáó÷çìáôßóèçêå óå çìéåðßðåäï.

ÕðÜñ÷ïõí êáé åêáôïíôÜäåòáêüìçðáñáäåßãìáôáóýììïñöùíáðåéêïíßóåùíðïëý ÷ñÞóéìùíóôç
Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, óôçí Åëáóôéêüôçôá, êëð. Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ôï óçìáíôéêü åßíáé íá èõìüìáóôå
áðü ôç ó÷Ýóç (7.3.3) üôé

Ù∗(w) = V0w, ïðüôå Ù(z) = V0 f (z), áöïý w = f (z). (7.3.8)
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Óõììåôñßá, ÁèÞíá.

9. Ïéêïíïìßäç, Í. Ð., ÊùíóôáíôéëÜêç--Óáââïðïýëïõ, ×. (1984), Óôïé÷åßá Ìéãáäéêþí ÓõíáñôÞ-
óåùí, Ôüìïé É êáé ÉÉ. Èåóóáëïíßêç.

10. Ðáíôåëßäç, Ã., Êñáââáñßôç, Ä., Íáóüðïõëïõ, Â. (1993), ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. Åêäüóåéò
ÆÞôç, ÁèÞíá, Èåóóáëïíßêç.

11. Sokolnikoff, I. S., Redheffer, R. M. (2001),ÌáèçìáôéêÜ ãéá Öõóéêïýò êáé Ìç÷áíéêïýò. Ðáíåðé-
óôçìéáêÝò Åêäüóåéò Å.Ì.Ð. ÅëëçíéêÞ ìåôÜöñáóç ôïõ Áããëéêïýðñùôïôýðïõ: Sokolnikoff, I. S.,
Redheffer, R. M. (1966), Mathematics of Physics and Modern Engineering, 2ç ¸êäïóç. McGraw-
Hill, New York (ÊåöÜëáéï 8: ÌéãáäéêÝò ÌåôáâëçôÝò).

12. Spiegel,M. R. (1980),ÌéãáäéêÝòÌåôáâëçôÝò. ÅÓÐÉ, ÁèÞíá. ÅëëçíéêÞ ìåôÜöñáóç ôïõ Áããëéêïý
ðñùôïôýðïõ: Spiegel, M. R. (1974), Complex Variables with an Introduction to Conformal
Mapping and Its Applications. Schaum’s Outline Series, McGraw-Hill, New York.

13. ×áÀíç, É. È. (2005), Åðßëåêôá ÈÝìáôá ÌéãáäéêÞò ÁíÜëõóçò. Fountas, ÁèÞíá.

14. ×áÀíç, É. È. (2005), Óýììïñöç Áðåéêüíéóç. Fountas, ÁèÞíá.

15. ×áÀíç, É. È. (2005), ÅöáñìïãÝò ôçò ÌéãáäéêÞò ÁíÜëõóçò óôç Èåùñßá Ðåäßùí. Fountas, ÁèÞíá.

16. ×áôæçêùíóôáíôßíïõ, Ð. Ì. (2008), ÌáèçìáôéêÝò ÌÝèïäïé ãéá Ìç÷áíéêïýò êáé ÅðéóôÞìïíåò:
ÌåñéêÝò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò, ÓåéñÝò Fourier êáé ÐñïâëÞìáôá Óõíïñéáêþí Ôéìþí, ÌéãáäéêÝò
ÓõíáñôÞóåéò, ÌÝñïò 3: ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. Åêäüóåéò Óõììåôñßá, ÐÜôñá, ÁèÞíá (õðü
åêôýðùóç).
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Ôá ðéï ðÜíù âéâëßá åßíáé üëá óôçí ÅëëçíéêÞ ãëþóóá. ÕðÜñ÷ïõí åðßóçò êáé äåêÜäåò îåíü-
ãëùóóá âéâëßá ãéá ôéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. ÁíáöÝñèçêáí Þäç ôÝóóåñá áðü áõôÜ ðïõ Ý÷ïõí
ìåôáöñáóèåß áðü ôá ÁããëéêÜ óôá ÅëëçíéêÜ. ÔÝóóåñá áêüìç áðü ôá âéâëßá áõôÜ óôá ÁããëéêÜ åßíáé
ôá áêüëïõèá:

1. Ablowitz, M. J., Fokas, A. S. (2003), Complex Variables: Introduction and Applications, 2nd
Edition. Cambridge University Press, Cambridge.

2. Henrici, P. (1988, 1991, 1993), Applied and Computational Complex Analysis, Vol. 1 (1988),
Vol. 2 (1991) and Vol. 3 (1993). Wiley, New York.

3. Mathews, J. H., Howell, R. W. (2006), Complex Analysis for Mathematics and Engineering, 5th
Edition. Jones and Bartlett, Sudbury, Massachusetts.

4. Shaw, W. T. (2006), Complex Analysis with Mathematica. Cambridge University Press, Cam-
bridge.

ÌåãÜëï åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ðáñïõóéÜæïõí êáé ôá âéâëßá ðïõ áöïñïýí óôá
ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ãéá Ìç÷áíéêïýò. ÕðÜñ÷ïõí ìåñéêÜ ôÝôïéá âéâëßá óôçí ÁããëéêÞ ãëþóóá
êáé üëá ðåñéëáìâÜíïõí óå óçìáíôéêü ìÝñïò (êáôÜ ôç ãíþìç ôïõ ãñÜöïíôá óå ðéï óçìáíôéêü áðü
ü,ôé ôáéñéÜæåé) ôçí ýëçðïõáöïñÜóôéòÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ìåñéêÝòöïñÝò êáé ìå åöáñìïãÝò áðü
ôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ. ÔÝôïéï âéâëßï åßíáé ôï âéâëßï ôùí Sokolnikoff êáé Redheffer, ðïõ Þäç áíáöÝñáìå
ðéï ðÜíù. ÔÝóóåñá áêüìç áðü ôá âéâëßá áõôÜ (ìÜëéóôá ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôßôëï!) åßíáé ôá åîÞò:

1. Greenberg, M. D. (1998), Advanced Engineering Mathematics, 2nd Edition. Prentice Hall, Upper
Saddle River, New Jersey (Part V: Complex Variable Theory: Chapters 21--24).

2. Jeffrey, A. (2002), Advanced Engineering Mathematics. Harcourt/Academic Press, Burlington,
Massachusetts (Part Six: Complex Analysis: Chapters 13--17).

3. Kreyszig, E. (2005), Advanced Engineering Mathematics, 9th Edition. Wiley, New York (Part D:
Complex Analysis: Chapters 13--18).

4. Wylie, C. R., Barrett, L. C. (1985), Advanced Engineering Mathematics, 5th Edition. McGraw-Hill,
New York (Chapters 15--18).

ÔÝëïò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß íá âñåé åöáñìïãÝò ôùí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí óå âéâëßá
Ñåõóôïìç÷áíéêÞò (ãéá ôçí åðßëõóç äéäéÜóôáôùí ðñïâëçìÜôùí ìüíéìçò áóôñüâéëçò ñïÞò ãéá éäåáôü
ñåõóôü ìå ÷ñÞóç ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò) êáé Åëáóôéêüôçôáò (ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí
ôÜóåùí óå åðßðåäï åëáóôéêü ìÝóï ìå ÷ñÞóç ôùí ìéãáäéêþí äõíáìéêþí ôùí Kolosov--Muskhelishvili).
Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ìðïñåß íá óõìâïõëåõèåß ôá áêüëïõèá âéâëßá:

1. Milne--Thomson, L. M. (1996), Theoretical Hydrodynamics, 5th Edition. Dover, New York (Chap-
ters V--XV ãéá åöáñìïãÞ ôùí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ éäåáôïý ñåõóôïý).

2. Muskhelishvili, N. I. (1977), Some Basic Problems of the Mathematical Theory of Elasticity, 1st
Spinger Edition. Springer, Berlin. (ÌåôÜöñáóç ôïõ Ñùóéêïý ðñùôïôýðïõ. Ðñþôç ÁããëéêÞ
¸êäïóç: Noordhoff, Groningen, TheNetherlands, 1953. ¼ëï ôï âéâëßï áíáöÝñåôáé óôçí åöáñ-
ìïãÞ ôùí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí óôï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá ãéá éóüôñïðï ìÝóïí.)

3. Sadd, M. H. (2005), Elasticity: Theory, Applications and Numerics. Elsevier, Amsterdam (Chapter
10: Complex Variable Methods ãéá ôï åëáóôéêü ðñüâëçìá ãéá éóüôñïðï ìÝóïí, Section 11.5
ãéá áíéóüôñïðï ìÝóïí, Section 12.8 ãéá èåñìïåëáóôéêü ìÝóïí. ÅöáñìïãÝò óôç Èñáõóôïìç-
÷áíéêÞ: Sections 10.8 êáé 10.9 ãéá éóüôñïðï ìÝóïí êáé Section 11.6 ãéá áíéóüôñïðï ìÝóïí).

4. Timoshenko, S. P., Goodier, J. N. (1970), Theory of Elasticity, 3rd Edition. McGraw-Hill, New York
(Chapter 6: Two-dimensional Problems in Curvilinear Coordinates ãéá åöáñìïãÞ ôùí ìéãáäéêþí
óõíáñôÞóåùí óôï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá ãéá éóüôñïðï ìÝóïí).

5. ÔóáããÜñçò, Ó. (1995), Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí. Åêäüóåéò Óõìåþí, ÁèÞíá (ÊåöÜëáéï 11:
Áóôñüâéëç ÑïÞ Áóõìðßåóôïõ Ñåõóôïý).
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Óçìåéþíåôáé üôé åéäéêÜ ãéá ôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ éäåáôïý ñåõóôïý ç åöáñìïãÞ ôùí ìéãáäéêþí óõ-
íáñôÞóåùí (ìå ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò) áíáöÝñåôáé êáé óå ðïëëÜ ãåíéêÜ âéâëßá ãéá ôéò ìéãáäéêÝò
óõíáñôÞóåéò óáí åöáñìïãÞ ôïõò, äçëáäÞ êáé óå ðïëëÜ áðü ôá ãåíéêÜ âéâëßá ðïõ áíáöÝñèçêáí.

ÔÝëïò ïé ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõí ìéêñÞ åöáñìïãÞ êáé óôéò ÐëÜêåò. Ï åíäéáöåñüìåíïò êáé
ç åíäéáöåñüìåíç Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß íá âñåé ó÷åôéêÝò áíáöïñÝò óôï êëáóéêü óýããñáììá:

1. Timoshenko, S. P., Woinowsky--Krieger, S. (1959), Theory of Plates and Shells, 2nd Edition.
McGraw-Hill, New York (Section 79 ãéá éóüôñïðåò êáé Section 89 ãéá áíéóüôñïðåò ðëÜêåò).

ÂÝâáéá ðïëý êáëýôåñïò êáé ðéï ÷ñÞóéìïò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé Ýíáò êáôÜëëçëïò
óõíäõáóìüò ôùí ãíþóåùí ðïõ ðñïóöÝñïõí óôéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: (á) ôá êáôÜ âÜóç ìá-
èçìáôéêÜ âéâëßá, (â) ôá âéâëßá ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ìç÷áíéêïýò Þ áêüìç êáé ãéá öïé-
ôçôÝò Èåôéêþí Åðéóôçìþí êáé (ã) ôá âéâëßá ðïõ áöïñïýí óôçí ßäéá ôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý: ãéá ôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò êõñßùò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ êáé óôçí Åëáóôéêüôçôá.
















