
ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ ÉÉÉ
ãéá ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ

Ôåý÷ïò 2



ÓÕÍÔÏÌÏ ÂÉÏÃÑÁÖÉÊÏ ÔÏÕ ÓÕÃÃÑÁÖÅÁ

Ï Íéêüëáïò É. Éùáêåéìßäçò ãåííÞèçêå óôçí ÊáëëéèÝá ÁôôéêÞò ôï 1950. Ôåëåßùóå ôï ÃõìíÜóéï
(1965) êáé ôï Ëýêåéï (1968) óôïí ÐåéñáéÜ. Åßíáé äéðëùìáôïý÷ïò Ìç÷áíïëüãïò--Çëåêôñïëüãïò Ìç-
÷áíéêüò (1973) ôïõ ÅèíéêïýÌåôóïâßïõÐïëõôå÷íåßïõ (Å.Ì.Ð.) êáé ÄéäÜêôùñÌç÷áíéêüò (1976) ðÜëé
ôïõ Å.Ì.Ð. Ç äéðëùìáôéêÞ åñãáóßá ôïõ (1973) êáé ç äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ ôïõ (1976) áíáöÝñïíôáé
óôçí Åëáóôéêüôçôá êáé óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ.

Áðü ôï 1970 óáí óðïõäáóôÞò Þôáí áíåðßóçìïò óõíåñãÜôçò ôïõ Åñãáóôçñßïõ Áíôï÷Þò Õëéêþí
ôïõ Å.Ì.Ð. Ôï 1976 õðÞñîå åñåõíçôÞò óôï ßäéï åñãáóôÞñéï. Áðü ôï 1976 ìÝ÷ñé ôï 1980 Þôáí
ÅðéìåëçôÞò óôéò ¸äñåò Ìç÷áíéêÞò Á êáé Â ôïõ Å.Ì.Ð. Áðü ôï 1980 ìÝ÷ñé ôï 1982 Þôáí ¸êôá-
êôïò ÊáèçãçôÞò êáé áðü ôï 1982 ìÝ÷ñé óÞìåñá åßíáé ÊáèçãçôÞò ôçò Ðïëõôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò ôïõ
Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí. Áðü ôï 1982 óáí ÊáèçãçôÞò åñãÜæåôáé óôï Ãåíéêü ÔìÞìá óôïí ÔïìÝá
ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí êáé Ìç÷áíéêÞò.

Óôï Å.Ì.Ð. óõììåôÝó÷å óôá åñãáóôÞñéá ÐåéñáìáôéêÞò Áíôï÷Þò Õëéêþí êáé Ýêáíå öñïíôéóôÞñéá
ìáèçìÜôùí Ìç÷áíéêÞò. Åðßóçò äßäáîå Ýíá åîÜìçíï ôï ìÜèçìá Áíôï÷Þ Õëéêþí. Óôçí Ðïëõôå÷íéêÞ
Ó÷ïëÞ ôïõÐáíåðéóôçìßïõÐáôñþí äßäáîå ìáèÞìáôáÌáèçìáôéêþí, ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí
êáé Ðéèáíïèåùñßáò--ÓôáôéóôéêÞò óå äéÜöïñá ôìÞìáôá. ÊáôÜ ôá ôåëåõôáßá Ýôç äéäÜóêåé áðïêëåé-
óôéêÜóôï ÔìÞìáÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí ôáìáèÞìáôá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ êáé åêôåëåß
ôá ó÷åôéêÜ åñãáóôÞñéá óôï Õðïëïãéóôéêü ÊÝíôñï ôïõ ÔìÞìáôïò. ÄéäÜóêåé åðßóçò ôï ìåôáðôõ÷éáêü
ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ðÜëé óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí.

Ôï åñåõíçôéêü Ýñãï ôïõ áíáöÝñåôáé óôç Ìç÷áíéêÞ, ôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ, ôá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ, ôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç, ôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç (Áñéè-
ìçôéêÞ ÏëïêëÞñùóç êáé åðßëõóç Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí) êáé ôïõò Óõìâïëéêïýò Õðïëïãéóìïýò
óôç Ìç÷áíéêÞ. Åßíáé óõããñáöÝáò êáé óõóõããñáöÝáò ðïëëþí åðéóôçìïíéêþí åñãáóéþí ðïõ Ý÷ïõí
äçìïóéåõèåß óôçí ÁããëéêÞ ãëþóóá óå ðïëëÜ äéåèíÞ ðåñéïäéêÜ ôùí ðéï ðÜíù åðéóôçìïíéêþí ðåñéï-
÷þí (êáé ìßá åñãáóßá óôç Èåùñßá Ðñïóåããßóåùò) óå äéÜöïñåò ÷þñåò. Óáí ìåãáëýôåñç åñåõíçôéêÞ
óõìâïëÞ ôïõ èåùñåß ôçí áíáãùãÞ ðñïâëçìÜôùí ñùãìþí óå éäéüìïñöåò êáé õðåñéäéüìïñöåò ïëï-
êëçñùôéêÝò åîéóþóåéò êáé ôçí åðßëõóÞ ôïõò ìå ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.

ÐÝñá áðü ôéò åðéóôçìïíéêÝò åñãáóßåò ôïõ Ý÷åé êñßíåé ðïëëÝò åñãáóßåò Üëëùí óõããñáöÝùí
ãéá äéåèíÞ åðéóôçìïíéêÜ ðåñéïäéêÜ ôçò Ìç÷áíéêÞò, ôçò Èñáõóôïìç÷áíéêÞò, ôùí ÅöáñìïóìÝíùí
Ìáèçìáôéêþí êáé ôçò ÁñéèìçôéêÞò Áíáëýóåùò. ÕðÞñîå êñéôÞò ãéá ôá ðåñéïäéêÜ êñéôéêþí Applied
Mechanics Reviews êáé Mathematical Reviews êáé ìÝëïò ôçò ÅêäïôéêÞò ÅðéôñïðÞò ôïõ ðåñéïäéêïý
International Journal of Solids and Structures.

ÊáôÜ ôá ôåëåõôáßá Ýôç êáôáâÜëëåé óõóôçìáôéêÞ ðñïóðÜèåéá ãéá ôçí áíáâÜèìéóç ôùí ìáèçìÜ-
ôùí ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõ äéäÜóêåé óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí ôçò Ðïëõ-
ôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí: óôçí áßèïõóá äéäáóêáëßáò, óôï åñãáóôÞñéï, ìÝóù
óõ÷íþí åîåôÜóåùí ðñïüäïõ êáé åñãáóôçñßïõ êáé ìÝóù ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí Åöáñìï-
óìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõ áðåõèýíïíôáé áðïêëåéóôéêÜ óå Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò êáé ü÷é
ãåíéêÜ óå Ìç÷áíéêïýò. Óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõ áõôÞ Ý÷åé ôý÷åé ðïëýôéìçò âïÞèåéáò êáé óõìðáñá-
óôÜóåùò êÜèå ìïñöÞò áðü ðïëëïýò óõíáäÝëöïõò ôïõ êáèþò êáé ôçò åíåñãÞò óõììåôï÷Þò ôùí
öïéôçôþí êáé öïéôçôñéþí ôïõÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí êáé åßíáé åõãíþìùí óå üëïõò êáé üëåò ãé’ áõôÜ.

ÔÝëïò óôá ÐáíåðéóôçìéáêÜ èÝìáôá ç èÝóç ôïõ Þôáí êáé åßíáé õðÝñ ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ óôçí
êëáóéêÞ ôïõ ìïñöÞ, üðùò ôçí Ý÷åé æÞóåé êáé ôç æåé êáé ï ßäéïò åðß ðïëëÜ ÷ñüíéá. ÅðïìÝíùò åßíáé
åíáíôßïí êÜèå åðé÷åéñçìáôéêÞò Þ ïéêïíïìéêÞò äéåéóäýóåùò ôñßôùí óôïí Ðáíåðéóôçìéáêü ÷þñï.
Åßíáé åðßóçò èåñìüò õðïóôçñéêôÞò ôçò åëåýèåñçò Ýñåõíáò óôá ÐáíåðéóôÞìéá ìå ôçí Ýííïéá üôé ôá
åñåõíçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðñÝðåé íá åßíáé áðüëõôá ðñïóéôÜ óå êÜèå ìÝñïò ôïõ êüóìïõ ÷ùñßò
ðåñéïñéóìïýò ìÝóù ôçò äçìïóéåýóåþò ôïõò åßôå óå âéâëßá åßôå óå ðåñéïäéêÜ åßôå óôï äéáäßêôõï.
Ôïýôï Ý÷åé ðñÜîåé êáé ï ßäéïò ÷ùñßò êáìßá åîáßñåóç.
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ÐÑÏËÏÃÏÓ (Ðñüëïãïò) vii

ÐÑÏËÏÃÏÓ
Ôï ðáñüí Ôåý÷ïò 2 ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷á-

íéêïýò ìå ôßôëï ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò êáé Notebooks III ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò Ýñ÷åôáé
óáí óõíÝ÷åéá ôïõ Ôåý÷ïõò 1 ôïõ ßäéïõ óõããñÜììáôïò, ðïõ áöïñÜ êõñßùò óôç èåùñßá ôùí Åöáñ-
ìïóìÝíùí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò (ôï ÌÝñïò Â), ôùí ÅöáñìïóìÝíùí
Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí (ôï ÌÝñïò Ã) êáé ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìéãáäéêþí ÓõíáñôÞóåùí (ôï ÌÝ-
ñïò Ä) êáé óôéò ôñåéò ðåñéðôþóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. ÐÝñá áðü ôç ó÷åôéêÞ èåùñßá ôï
Ôåý÷ïò 1 ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå ðåñéëáìâÜíåé êáé ìåãÜëï áñéèìü åöáñìïãþí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ¸÷ïíôáò ëïéðüí ìåëåôÞóåé ôï Ôåý÷ïò 1 ï öïéôçôÞò êáé ç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò èá Ý÷ïõí áðïêôÞóåé ôéò èåùñçôéêÝò ãíþóåéò ðïõ áíáðôýóóïíôáé ó’ áõôü. Èá Ý÷ïõí
üìùò åðéðëÝïí êáôáíïÞóåé êáé ôéò ó÷åôéêÝò åöáñìïãÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

Óýìöùíá êáé ìå ôïí ôßôëï ôïõ ôï ðáñüí Ôåý÷ïò 2 ðåñéëáìâÜíåé ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò êáé
Notebooks III ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò êáé áðïôåëåßôáé áðü ðÝíôå ìÝñç: äýï ìÝñç ãéá Åöáñìï-
óìÝíåò ÁóêÞóåéò ÉÉÉ êáé ôñßá ìÝñç ãéá ÅöáñìïóìÝíá Notebooks ÉÉÉ üëá ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò.

1. Ôï ðñþôï ìÝñïò ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 2 ðåñéëáìâÜíåé Ýíá ìåãÜëï áñéèìü Üëõôùí åöáñìï-
óìÝíùí áóêÞóåùí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÁõôÝò åßíáé óêüðéìï íá ëõèïýí
óå üóï ãßíåôáé ìåãáëýôåñï âáèìü ìå ôï ÷Ýñé (÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ!) Þ êáé ìå ôç
÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ áðïêëåéóôéêÜ üìùò ãéá ôç óôïé÷åéïèåóßá ôùí ëýóåùí ìå ôï ÷Ýñé. Ïé
ó÷åôéêÝò ãíþóåéò Ý÷ïõí Þäç áðïêôçèåß áðü ôï Ôåý÷ïò 1. Ïé ðáñïýóåò åöáñìïóìÝíåò áóêÞ-
óåéò (202 óõíïëéêÜ) åßíáé ôáîéíïìçìÝíåò óå ôñåéò ìåãÜëåò êáôçãïñßåò ðïõ áöïñïýí: (á) óôéò
ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò (óôï ÌÝñïò Â: 120 åöáñìïóìÝíåò áóêÞóåéò),
(â) óôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò (óôï ÌÝñïò Ã: 40 åöáñìïóìÝíåò áóêÞóåéò) êáé (ã) óôéò Ìé-
ãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò (óôï ÌÝñïò Ä: 42 åöáñìïóìÝíåò áóêÞóåéò). ÌÝóá óå êáèåìéÜ áðü ôéò
ôñåéò áõôÝò ìåãÜëåò êáôçãïñßåò ïé åöáñìïóìÝíåò áóêÞóåéò ôáîéíïìïýíôáé ìå âÜóç ôéò ðåñéï-
÷Ýò ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôéò ïðïßåò áíáöÝñïíôáé. Ìå ôïí ôñüðï áõôü
ï öïéôçôÞò/ç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß íá èåëÞóåé íá åðéëýóåé åêåßíåò áðü ôéò
åöáñìïóìÝíåò áóêÞóåéò ðïõ äßíïíôáé êáé ðïõ ôáéñéÜæïõí ìå ôá èÝìáôá ðïõ ôïí/ôçí åíäéá-
öÝñïõí. Óå êÜèå Üóêçóç áíáöÝñïíôáé åðéðëÝïí êáé ôá êåöÜëáéá ôïõ Ôåý÷ïõò 1 ðïõ åßíáé
ó÷åôéêÜ ìå ôç ëýóç ôçò êáèþò êáé ïé ðåñéï÷Ýò ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý üðïõ
áíÞêåé ç Üóêçóç áõôÞ. Óçìåéþíåôáé ôÝëïò üôé êÜèå Üóêçóç õðïäéáéñåßôáé óå åñùôÞìáôá êáé
êÜèå åñþôçìá Ý÷åé ôç äéêÞ ôïõ âáñýôçôá, ç ïðïßá áíáöÝñåôáé êáé áõôÞ ìÝóá óôçí Üóêçóç.

2. Ôï äåýôåñï ìÝñïò ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 2 ðåñéëáìâÜíåé êé áõôü Üëõôåò áóêÞóåéò Åöáñìï-
óìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ðïõ åßíáé ôáîéíïìçìÝíåò óå äåêáôñåßò
ïìÜäåò: ÏìÜäá Á Ýùò êáé ÏìÜäá Ì. Ïé áóêÞóåéò áõôÝò åßíáé óêüðéìï íá ëýíïíôáé êáôÜ ôç
äéÜñêåéá ôùí áíôßóôïé÷ùí äåêáôñéþí åâäïìÜäùí ôïõ äéäáêôéêïý åîáìÞíïõ. Ôï ÷áñáêôçñé-
óôéêü áõôþí ôùí ïìÜäùí áóêÞóåùí åßíáé üôé óõíäõÜæïõí ôçí Üìåóç åðßëõóÞ ôïõò óå ÷áñôß
ìå ôçí åðßëõóÞ ôïõò ìå ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ êé åäþ ôçò Mathematica. Óôéò áóêÞóåéò áõôÝò,
ìåñéêÝò öïñÝò êáé óôá åñùôÞìáôÜ ôïõò õðÜñ÷ïõí ïé åíäåßîåéò [×] ãéá ÷åéñüãñáöç åðßëõóç,
[Õ] ãéá åðßëõóç ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ, äçëáäÞ åäþ ôçò Mathematica, êáé [× êáé Õ] ãéá
åðßëõóç êáé ìå ôï ÷Ýñé êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ. ¸ôóé ï öïéôçôÞò/ç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷á-
íéêüò êáôáíïåß ôç ÷ñçóéìüôçôá ôïõ õðïëïãéóôÞ óáí ìéá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá åðéëýóåùò.
Óå äýóêïëá ìÜëéóôá ðñïâëÞìáôá ôçò åðéóôÞìçò ôïõ óáí ôç ìïíáäéêÞ ðñáêôéêÞ äõíáôüôçôá
åðéëýóåùò. Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé áñêåôÝò áðü ôéò áóêÞóåéò êáé áñêåôÜ áðü ôá åñùôÞìáôá
ìå ôïí õðïëïãéóôÞ ðåñéëáìâÜíïõí êáé óáöåßò õðïäåßîåéò ãéá ôç ëýóç ôïõò ìå ôç Mathematica.



viii (Ðñüëïãïò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS III ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

3. Ôï ôñßôï ìÝñïò ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 2 ðåñéëáìâÜíåé åííÝá ïìÜäåò åöáñìïóìÝíùí áóêÞ-
óåùí ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ôùí ïðïßùí åßíáé üôé åßíáé Ýôóé ãñáììÝíåò, þóôå íá æçôåßôáé ç ëýóç
ôùí åñùôçìÜôùí ôïõò ìå ôç Mathematica. Ïé áðáíôÞóåéò óå üëá ôá åñùôÞìáôá üëùí ôùí
áóêÞóåùí êÜèå ïìÜäáò ðåñéëáìâÜíïíôáé óå ó÷åôéêü notebook ðïõ áêïëïõèåß ôçí ïìÜäá
áóêÞóåùí. ¸÷ïõìå Ýôóé åííÝá ïìÜäåò áóêÞóåùí êáé ðáñÜëëçëá åííÝá notebooks ôçò Mathe-
matica ðïõ áêïëïõèïýí ôçí êÜèå ïìÜäá ìå ðÜíù áðü 750 åíôïëÝò ôçòMathematica óõíïëéêÜ.

4. Ôï ôÝôáñôï ìÝñïò ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 2 ðåñéëáìâÜíåé äýï åöáñìïóìÝíá notebooks ôçò
Mathematica. ÓõãêåêñéìÝíá ôï ðñþôï áðü áõôÜ áíáöÝñåôáé óôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy
êáé ôï äåýôåñï óôéò óõíÞèåéò ðëÜêåò. Ðñüêåéôáé ãéá äýï notebooks éäéáßôåñïõ åíäéáöÝñïíôïò
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðïõ åðé÷åéñïýí íá äþóïõí óáöåßò åéêüíåò ãéá ôá ðåñéå÷üìåíÜ ôïõò
ðáñÜëëçëá âÝâáéá ìå ôçí åðßäåéîç ôùí ó÷åôéêþí õðïëïãéóôéêþí äõíáôïôÞôùí ôçòMathemat-
ica. ÐáñáðÝñá ÷áñáêôçñéóôéêü áõôþí ôùí äýï notebooks åßíáé ç åðéìåëçìÝíç ðñïåôïéìáóßá
ôïõò, Ýôóé þóôå íá êáôáóôåß óáöÝò ðùò ç Mathematica Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá íá åðéôñÝðåé ôç
äçìéïõñãßá ìå áõôÞ notebooks ðïõ íá ìïéÜæïõí ó÷åäüí áðüëõôá ìå åðéóôçìïíéêÝò åñãáóßåò.

5. ÔÝëïò ôï ðÝìðôï ìÝñïò ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 2 ðåñéëáìâÜíåé äýï åöáñìïóìÝíá notebooks
ôçò Mathematica ðïõ áíáöÝñïíôáé óå animations: óå êéíïýìåíá ó÷Þìáôá. ÓõãêåêñéìÝíá ôï
ðñþôï áðü áõôÜ áíáöÝñåôáé óå êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò áìöéÝñåéóôçò äïêïý, åíþ ôï
äåýôåñï óå éäéïôáëáíôþóåéò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò. Êáé ôá notebooks áõôÜ ðñïåôïéìÜóèçêáí
ìåáñêåôÞðñïóï÷Þ êáé åðéìÝëåéá, þóôå íá äßíïõí üëåò ôéò áíáãêáßåò ëåðôïìÝñåéåò óôá èÝìáôá
ðïõ ðñáãìáôåýïíôáé, íá åîçãïýí ëåðôïìåñþò ðþò ìðïñïýí íá ðñïåôïéìáóèïýí ïé ó÷åôéêÝò
animations êáé ôÝëïò íá äßíïõíóåéñÜ äéáäo÷éêþíó÷çìÜôùí ãéá ôéò animations áõôÝò. Åíôïýôïéò
åýëïãá ïé áëçèéíÝò animations äå ìðïñïýí íáðáñïõóéáóèïýí óå ÷áñôß, áëëÜ ìüíï óôçí ïèüíç
ôïõ õðïëïãéóôÞ. Áõôü åßíáé âÝâáéá ðïëý åýêïëï êáé åíôõðùóéáêü ìå âÜóç ôá notebooks áõôÜ.

Óçìåéþíåôáé ôÝëïò üôé ãéá ôç ÷ñÞóç ôçòMathematica óôéò åöáñìïóìÝíåò áóêÞóåéò êáé óôá åöáñ-
ìïóìÝíá notebooks áõôïý ôïõ Ôåý÷ïõò 2 ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò åßíáé áóöáëþò ðñïáðáéôïýìåíåò ïé âáóéêÝò ãíþóåéò ãéá ôç Mathematica.

ÅðáíáëáìâÜíåôáé üôé ï üñïò «ç Mathematica» ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åäþ áíôß ãéá ôïí ðïëý åõñý-
ôåñá äéáäåäïìÝíï üñï «ôï Mathematica» ãéá ôï ßäéï ðñüãñáììá óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí öáßíåôáé
íá ïöåßëåôáé óôï ÓôÝöáíï Ôñá÷áíÜ, ðïõ ôïí åéóÞãáãå óôï âéâëßï ôïõ ãéá ôç Mathematica ôï 2001.

¼ðùò êáé óôá êýñéá ìÝñç áõôþí ôùí äéäáêôéêþí óõããñáììÜôùí ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ
êáé ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, Ýôóé êé åäþ Ý÷ïõí óõìðåñéëçöèåß ôüóï óôéò áóêÞóåéò üóï êáé
óôá notebooks ôçòMathematica ðïëëÝò åöáñìïãÝò áðü ôçí ÅðéóôÞìç ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý: Äõ-
íáìéêÞ, Ôáëáíôþóåéò, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (Äïêïß, Ëõãéóìüò, Åëáóôé-
êüôçôá, Éîïåëáóôéêüôçôá), ÐëÜêåò, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, Åäáöïìç÷áíéêÞ êáé ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ.

Óôï óçìåßï áõôü èá Þèåëá ðñþôá--ðñþôá íá åõ÷áñéóôÞóù ôïõò öïéôçôÝò êáé ôéò öïéôÞôñéÝò ìïõ
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ãéá ôï åíäéáöÝñïí ôïõò óôá ìáèÞìáôá ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí.
Èá Þèåëá åðßóçò íá åõ÷áñéóôÞóù îáíÜ ôéò GOTSIS Åêäüóåéò óôçí ÐÜôñá êáé éäéáßôåñá ôïí õðåý-
èõíü ôïõò ê. ¢ããåëï Ãêüôóç ãéá ôï åíäéáöÝñïí ôïõò óôï ðáñüí âéâëßï êáé ôçí ôüóï åðéìåëçìÝíç
ðñïåôïéìáóßá êáé åêôýðùóÞ ôïõ. Ôïýôï áðïôåëåß éäéáßôåñá áîéÝðáéíç ðñùôïâïõëßá ôùí GOTSIS
Åêäüóåéò êáé ìÜëéóôá ïõóéáóôéêÜ ÷ùñßò óçìáíôéêü ïéêïíïìéêü üöåëïò áðëÜ ëüãù ôïõ åîåéäéêåõìÝ-
íïõ ÷áñáêôÞñá áõôþí ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ðïõ áðåõèýíïíôáé ìüíï óå ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò.

Tåëåéþíïíôáò, èá Þèåëá íá óçìåéþóù ðùò ìå ìåãÜëç ÷áñÜ ìïõ èá äå÷èþ êÜèå õðüäåéîç ãéá
ôç âåëôßùóç êáé áõôïý ôïõ âéâëßïõ åßôå ìå ôç äéüñèùóç ëáèþí ðïõ Ý÷ïõí ðáñåéóöñýóåé åßôå êáé
ìå ïõóéáóôéêüôåñåò õðïäåßîåéò ùò ðñïò ôçí åðéëïãÞ êáé ôçí ôáîéíüìçóç ôùí áóêÞóåùí êáé ôùí
notebooks ðïõ Ý÷ïõí ðåñéëçöèåß åäþ. Èá åßìáé ðñáãìáôéêÜ åõãíþìùí ãéá êÜèå ôÝôïéá õðüäåéîç!

ÐÜôñá, ÖåâñïõÜñéïò 2008
Íéêüëáïò É. Éùáêåéìßäçò
e-mail: n.ioakimidis@upatras.gr



ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ (ÐáñáôçñÞóåéò) ix

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÏ ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÏ

Ôï ðåñéå÷üìåíï áõôïý ôïõ Ôåý÷ïõò 2 ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí III ãéá Ðïëéôéêïýò
Ìç÷áíéêïýò áöïñÜ óå ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò êáé Notebooks III ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò.
Ôï ðåñéå÷üìåíï áõôü åßíáé áðüëõôá êëáóéêü (ôüóï óôéò åöáñìïóìÝíåò áóêÞóåéò üóï êáé óôá åöáñ-
ìïóìÝíá notebooks ôçò Mathematica ðïõ ðåñéëáìâÜíïíôáé åäþ) êáé âáóßæåôáé óôç ó÷åôéêÞ ðÜñá
ðïëý åêôåíÞ ìáèçìáôéêÞ êáé ôå÷íéêÞ âéâëéïãñáößá ãéá ôéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò
Ðáñáãþãïõò, ôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò êáé ôéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. Ôá ßäéá áêñéâþò
éó÷ýïõí êáé óôá Üëëá ôÝóóåñá äéäáêôéêÜ âéâëßá ôçò ðáñïýóáò óåéñÜò ðÝíôå âéâëßùí ÅöáñìïóìÝ-
íùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Ç óõìâïëÞ ôïõ ãñÜöïíôá ðåñéïñßæåôáé áðëÜ
óôïí ôñüðï ðáñïõóéÜóåùò ôçò ôüóï êëáóéêÞò áõôÞò ýëçò, åäþ ìÝóù åöáñìïóìÝíùí áóêÞóåùí
êáèþò êáé åöáñìïóìÝíùí notebooks ôçò Mathematica. Ç ðáñïõóßáóç áõôÞ äßíåé ðïëý ìåãÜëç
Ýìöáóç óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÏ ÐÑÏÃÑÁÌÌÁ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÙÍ

¸íá ìåãÜëï ìÝñïò ôùí ðåñéå÷ïìÝíùí áõôïý ôïõ Ôåý÷ïõò 2 ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôé-
êþí ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, ðïõ áöïñÜ óå ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò êáé Notebooks III
ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, êÜíåé ÷ñÞóç ôïõ ìáèçìáôéêïý ðñïãñÜììáôïò Mathematica. Ôï ðñü-
ãñáììá áõôü Ý÷åé åõñýôáôåò éêáíüôçôåò ôüóï ãéá óõìâïëéêïýò êáé áñéèìçôéêïýò õðïëïãéóìïýò
üóï êáé ãéá ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò. Åäþ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ç Ýêäïóç (version) 4.1 ôçò Mathematica,
ç ïðïßá åßíáé äéáèÝóéìç óôï ãñÜöïíôá. Óçìåéþíåôáé üôé Ýíá áñêåôÜ ìåãÜëï ìÝñïò áõôïý ôïõ
ôåý÷ïõò áðïôåëåßôáé áðü notebooks ôçò Mathematica. ÕðÜñ÷ïõí åðéðëÝïí êáé åêöùíÞóåéò ðïë-
ëþí åöáñìïóìÝíùí áóêÞóåùí ðïõ ðÜëé âáóßæïíôáé óôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica éäßùò ùò ðñïò
ôéò õðïäåßîåéò ãéá ôçí åðßëõóÞ ôïõò. Aðü åêðáéäåõôéêÞò áðüøåùò ï ÷ñÞóôçò êé ç ÷ñÞóôñéá ôçò
Mathematica Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñÝðåé íá ðáßñíïõí ôá ßäéá áêñéâþò áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò
ßäéåò åíôïëÝò, åöüóïí âÝâáéá ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí Ýêäïóç (version) 4.1 ôçò Mathematica. Ãéá Üëëåò
åêäüóåéò ôçò Mathematica ðñïöáíþò èá õðÜñ÷ïõí êÜðïéåò ìéêñïäéáöïñÝò, ü÷é üìùò éäéáßôåñá
óçìáíôéêÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÇN ÏÑÈÏÔÇÔÁ ÔÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÙÍ

ÇMathematica åßíáé Ýíá åîáéñåôéêÜ áîéüðéóôï ìáèçìáôéêü ðñüãñáììá óõìâïëéêþí êáé áñéèìç-
ôéêþí õðïëïãéóìþí åðéðëÝïí êáé ìå åêðëçêôéêÝò äõíáôüôçôåò óôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò. Åíôïý-
ôïéò êÜèå óýíèåôï ðñüãñáììá, üðùò åßíáé êáé ç Mathematica, åßíáé ðéèáíü íá ðåñéÝ÷åé Ýíáí ðïëý
ìéêñü áñéèìü ëáèþí. ÊáôÜ óõíÝðåéá, åíþ ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí õðïëïãéóìþí ìå ôç Mathematica
óôá notebooks ôçò Mathematica ðïõ ðåñéëáìâÜíïíôáé ó’ áõôü ôï ôåý÷ïò åßíáé óùóôÜ óôç óõíôñé-
ðôéêÞðëåéïíüôçôÜ ôïõò, åíôïýôïéò óå åîáéñåôéêÜ óðÜíéåò ðåñéðôþóåéò ìðïñåß íá åßíáé åóöáëìÝíá.
ÅðïìÝíùò åßíáé êáëü ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò íá åðáëçèåýåé ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò Mathematica.
Áõôü ìðïñåß íá ãßíåôáé åßôå (á) ìå Üìåóç åðáëÞèåõóç, ãéá ðáñÜäåéãìá áíôéêáèéóôþíôáò ôç ëýóç
ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ êáôáëÞãåé Ýôóé óå ôáõôüôçôá åßôå (â) êÜ-
íïíôáò ôïõò õðïëïãéóìïýò êáé ìå äåýôåñï, äéáöïñåôéêü ôñüðï êáé âñßóêïíôáò ôï ßäéï (Þ áðüëõôá
éóïäýíáìï) áðïôÝëåóìá, ãéá ðáñÜäåéãìá ëýíïíôáò ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèå-
ñïýò óõíôåëåóôÝò (i) ìå ôïí êëáóéêü ôñüðï êáé (ii) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé
óõãêñßíïíôáò ôá äýï áðïôåëÝóìáôá.



x (ÐáñáôçñÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS III ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÏ ÅÌÐÏÑÉÊÏ ÓÇÌÁ MATHEMATICA

H ëÝîç Mathematica áðïôåëåß êáôáôåèåéìÝíï åìðïñéêü óÞìá (registered trademark, óÞìá êáôá-
ôåèÝí) ôçò åôáéñåßáò Wolfram Research, Inc., 100 Trade Center Drive, Champaign, IL 61820--7237,
Ç.Ð.Á. Äéêôõáêüò ôüðïò: http://www.wolfram.com. Ç ÷ñÞóç ôçò ëÝîåùòMathematica åäþ ãßíåôáé
ìå ðëÞñç áíáãíþñéóç ôïõ åìðïñéêïý áõôïý óÞìáôïò ôçò åôáéñåßáò Wolfram Research, Énc.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÇ ÓÔÏÉ×ÅÉÏÈÅÓÉÁ

Ìå ôçí åîáßñåóç ôùí notebooks ôçò Mathematica ç âáóéêÞ ãñáììáôïóåéñÜ óôá ðáñüíôá äé-
äáêôéêÜ âéâëßá åßíáé ç Optima, ìéá ãñáììáôïóåéñÜ êõñßùò íåïêëáóéêïý ôýðïõ. Ç Optima ó÷å-
äéÜóèçêå áðü ôï äéÜóçìï ó÷åäéáóôÞ ãñáììáôïóåéñþí Hermann Zapf ìåôáîý ôùí åôþí 1952 êáé
1955 êáé äéáôÝèçêå åìðïñéêÜ áñ÷éêÜ áðü ôçí åôáéñåßá Linotype ôï 1958. Ç ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ
ôçò, ç MgOptima, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åäþ, äéáôßèåôáé áðü ôçí åôáéñåßá Magenta óôçí ÁèÞíá óå
CD-ROM Åëëçíéêþí ãñáììáôïóåéñþí. Êáé ç ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôçòOptima, ç Optima Greek, ó÷å-
äéÜóèçêå áñ÷éêÜ áðü ôïí ßäéï ôï Zapf êáé êõêëïöüñçóå ðñþôá åðßóçò áðü ôç Linotype ôï 1971.1 Ôï
êåßìåíï êáé ïé ìáèçìáôéêïß ôýðïé óôïé÷åéïèåôÞèçêáí ìå ôá ãíùóôÜ ðñïãñÜììáôá óôïé÷åéïèåóßáò
Õ&Y TEX êáé LATEX óôçí ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôïõò. Ôá ðñïãñÜììáôá áõôÜ åßíáé éó÷õñüôáôá éäßùò ãéá
ôç óôïé÷åéïèåóßá ìáèçìáôéêïý êåéìÝíïõ êáé õðïóôçñßæïõí ãñáììáôïóåéñÝò PostScript. Ôá ôåëéêÜ
áñ÷åßá åßíáé óå ìïñöÝò DVI (Device Independent) êáé PDF (Portable Document Format). ÖõóéêÜ,
üðùò óõìâáßíåé óõíÞèùò, óôçí ôåëéêÞ åêôýðùóç ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ç ìïñöÞ PDF. ÁõôÞ åßíáé êáé
ç ðéï åý÷ñçóôç êáé ãåíéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýìåíç óôéò åêôõðþóåéò.

1¼ëåò áõôÝò ïé ðëçñïöïñßåò ãéá ôç ãñáììáôïóåéñÜ Optima ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôï ôüóï åíäéáöÝñïí âéâëßï ôïõ
Bringhurst, R. (2001), Óôïé÷åßá ôçò ÔõðïãñáöéêÞò ÔÝ÷íçò (ÅëëçíéêÞ ìåôÜöñáóç ôïõ Áããëéêïý ðñùôüôõðïõ: The Ele-
ments of Typographic Style, 2ç ¸êäïóç. Hartley & Marks, 1996). Åôáéñåßá Åëëçíéêþí Ôõðïãñáöéêþí Óôïé÷åßùí êáé
ÐáíåðéóôçìéáêÝò Åêäüóåéò ÊñÞôçò, ÇñÜêëåéï, ó. 292.

ÅíäéáöÝñïíôá ó÷üëéá ãéá ôçí Optima áíáöÝñïíôáé åðßóçò êáé óôï âéâëßï ôùí Grosvenor, J., Morrison, K. and Pim, A.
(1992), The PostScript Font Handbook: A Directory of Type 1 Fonts (áíáèåùñçìÝíç Ýêäïóç). Addison-Wesley, Wokingham,
England, ó. 308. Ìåôáîý áõôþí ôùí ó÷ïëßùí áíáöÝñåôáé üôé çOptima åßíáé ßóùò çðéïðñùôüôõðç ó÷åäßáóç (ãñáììáôï-
óåéñÜò åííïåßôáé) ôïõHermann Zapf. Åðßóçò ç åìöÜíéóÞ ôçò ôï 1958ðñïêÜëåóå «èüñõâï» óôïí êüóìï ôçò ôõðïãñáößáò.
¸÷åé áñêåôÜ ðá÷åßò êáé óáöåßò ÷áñáêôÞñåò êáé èåùñåßôáé êáôÜëëçëç ü÷é ìüíï ãéá ôßôëïõò, áëëÜ êáé ãéá óõíå÷Ýò êåßìåíï,
üðùò óõìâáßíåé åäþ.
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ
ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ
ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ

B1. ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

B1.1. Åîßóùóç ôïõ Laplace êáé äéáñìïíéêÞ åîßóùóç1

ÁÓÊÇÓÇ B1 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, B5, ÄéäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Laplace, Ðñüâëçìá Dirichlet):
Èåùñïýìå ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ R = [0, a] × [0, b] (ìå a > 0 êáé b > 0) óôï åðßðåäï Oxy. Ãéá ôçí
Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, y) óôçí ðåñéï÷Þ áõôÞ R éó÷ýåé ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace.
ÄéáèÝôïõìå åðßóçò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet óôï óýíïñï C ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò R. Óõ-
ãêåêñéìÝíá ìçäåíßæïíôáé ïé óõíïñéáêÝò ôéìÝò ôçò óõíáñôÞóåùò u(x, y) óôéò ôñåéò ðëåõñÝò x = 0,
x = a êáé y = b ôïõ óõíüñïõ C ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D (ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíåßò óõíïñéá-
êÝò óõíèÞêåò). Áíôßèåôá äå ìçäåíßæïíôáé óôçí ôÝôáñôç ðëåõñÜ y = 0. Óôçí ðëåõñÜ áõôÞ y = 0
äéáèÝôïõìå ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, y) ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç u(x, 0) = f (x) ìå f (x) êá-
ôÜëëçëç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç óôï äéÜóôçìá 0 ≤ x ≤ a. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ôåëéêÜ Ýíá áñêåôÜ áðëü
ðñüâëçìá Dirichlet óôçí ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ R. Æçôïýíôáé: (á:1) Ìå ôç ÷ñÞóç äéáêñßíïõóáò Ä
ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace. (â:1) ÅðôÜ óõíïëéêÜ ÷áñáêôçñéóìïß
ôçò. (ã:1) ¸îé ôïõëÜ÷éóôïí öõóéêÝò ðïóüôçôåò (ü÷é åðéóôçìïíéêÝò ðåñéï÷Ýò!) óå ðñïâëÞìáôá ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðïõ åðáëçèåýïõí óõíÞèùò ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace êáèþò êáé
ïé ìïíÜäåò êáèåìéÜò áðü ôéò ðïóüôçôåò áõôÝò. (ä:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëç-
ôþí ç áíáãùãÞ ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace óôï ðñüâëçìá Dirichlet ðïõ Þäç êáèïñßóèçêå óå äýï
óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ùò ðñïò ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x êáé y. Íá ãßíåé åðßóçò ëå-
ðôïìåñÞò Ýëåã÷ïò ãéá ôï áí ç ó÷åôéêÞ óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë ðñÝðåé íá åßíáé (i) èåôéêÞ, (ii) ìçäÝí
Þ (iii) áñíçôéêÞ õðü ôéò ðáñïýóåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. (å:2) Áðü ôéò åîéóþóåéò áõôÝò ç åýñåóç
ôùí éäéïóõíáñôÞóåùí Xn(x), Yn(y) êáé un(x, y) ðáßñíïíôáò õðüøç êáé ôéò ôñåéò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò êáé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ÷ñÞóç õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí áíôß ãéá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç.
(óô:2) Ç ðëÞñçò ëýóç u(x, y) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò Dirichlet óå ìïñöÞ êáôÜëëçëçò óåéñÜò.

ÁÓÊÇÓÇ B2 (ÊåöÜëáéï Â3, ÄéäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Laplace): Ãéá ôçí ôüóï êëáóéêÞ äéäéÜ-
óôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace æçôïýíôáé: (á:2) Óå ðïéá áêñéâþò ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷á-
íéêïý áðáíôÜôáé ìå ëåðôïìåñÞ áíáöïñÜ ôüóï ôùí ïíïìÜôùí üóï êáé ôùí åéäéêþí óõìâüëùí ôùí
ó÷åôéêþí óõíáñôÞóåùí u(x, y). (â:3) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôéò áëëáãÝò ìåôáâëçôþí

z = x + iy êáé z̄ = x − iy ìå i = √−1

ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá íá ìåôáôñáðåß óå áðëïýóôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.
(ã:2) Ìå âÜóç ôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá íá ðñïóäéïñéóèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ôåëéêÜ óôç ìïñöÞ
u = u(x, y) ìå ôéò áñ÷éêÝò ìåôáâëçôÝò x êáé y. (ä:1) Õðü ðïéåò ðñïûðïèÝóåéò ç ëýóç áõôÞ u(x, y)
åßíáé ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç, üðùò óõíÞèùò áðáéôåßôáé óôçí ðñÜîç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý;

1Óå üëåò ôéò áóêÞóåéò êáé óå êÜèå åñþôçìá, ð.÷. óôï åñþôçìá (å:2), ï áñéèìüò ìåôÜ ôçí Üíù êáé êÜôù ôåëåßá, åäþ
ôï 2, äåß÷íåé ôç âáñýôçôá ôïõ åñùôÞìáôïò, åäþ ôïõ ðÝìðôïõ åñùôÞìáôïò, ôïõ åñùôÞìáôïò (å:2), ìÝóá óôçí Üóêçóç.



2 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS III ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ÁÓÊÇÓÇ B3 (ÊåöÜëáéï Â9, Åîßóùóç ôïõ Laplace, ÐïëéêÝò ÓõíôåôáãìÝíåò): Åäþ èåùñïýìå
ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace ∇2u = 0 óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáé è. ¸÷åé ôç ìïñöÞ

∂2u
∂r2

+ 1
r

∂u
∂r
+ 1

r2
∂2u
∂è2

= 0

öõóéêÜ ìå u = u(r, è). Æçôïýíôáé: (á:1) Ï Ýëåã÷ïò ôçò ïñèüôçôÜò ôçò áðïêëåéóôéêÜ áðü áðüøåùò
äéáóôÜóåùí. (â:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ç áíáãùãÞ ôçò åîéóþóåùò áõôÞò
ôïõ Laplace (óåðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò r êáéè) óå äýïóõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. (ã:1)Ç åýñåóç
ôçò áðïäåêôÞò ëýóåùò ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è. (ä:1) Ôï
ßäéï êáé ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r, áëëÜ ìå ôñüðï óõìâáôü ìå ôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá åêåß ãéá
ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è. (å:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç u(r, è) ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace óå ðïëéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò r êáé è. (óô:1) Ç áíôßóôïé÷ç ëýóç óå óõíçèéóìÝíç êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ r ≤ a ìå a ôçí
áêôßíá ôïõ êýêëïõ.

ÁÓÊÇÓÇ B4 (ÊåöÜëáéo B9, Åîßóùóç ôïõ Laplace, ÊõëéíäñéêÝò ÓõíôåôáãìÝíåò): Èåùñïýìå
ãíùóôü ôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace (ôç Laplacian, ËáðëáóéáíÞ) óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è):

∇2 = ∂2

∂r2
+ 1

r
∂

∂r
+ 1

r2
∂2

∂è2
.

Æçôïýíôáé: (á:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèåß ç åîßóùóç ôïõ Laplace ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç u = u(r, è, z)
óå êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è, z). (â:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí

u(r, è, z) = U(r, è)Z(z)

ç åýñåóç ôùí äýï ó÷åôéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé (ã:1) ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðïõ ðñïÝêõøå ùò ðñïò Z(z) ìå õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò. (ä:2) Ï ðáñáðÝñá ÷ùñéóìüò ôùí
ìåôáâëçôþí

U(r, è) = R(r)È(è)

êáé ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí äýï ó÷åôéêþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. (å:2) Ç ðñïóåêôéêÞ
åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ùò ðñïò È(è) ìå ðëÞñùóç êáé ôçò áíáãêáßáò ãåùìåôñéêÞò
óõíèÞêçò. (óô:1) Ç ôåëéêÞ ìïñöÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ùò ðñïò R(r) (÷ùñßò ôçí åðßëõóÞ ôçò).

ÁÓÊÇÓÇ B5 (ÊåöÜëáéo B5, ÄéäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Laplace, ÄéäéÜóôáôç ÄéáñìïíéêÞ Åîß-
óùóç): Æçôåßôáé íá ãßíåé áðëÜ Ýëåã÷ïò êáé áíáöïñÜ ôïõ óõìðåñÜóìáôïò ãéá ôï åÜí Þ ü÷é åßíáé
åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí: (á:2) Óôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace
óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) êáèþò êáé (â:3) óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) êáé åðßóçò
(ã:3) óôç äéäéÜóôáôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç, åêåß ìüíï óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y).

B1.2. Åîßóùóç ôïõ êýìáôïò

ÁÓÊÇÓÇ B6 (ÊåöÜëáéo B5, ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò): Ãéá ôç ìïíïäéÜóôáôç åîß-
óùóç ôïõ êýìáôïò óôï ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá 0 ≤ x ≤ L êáé ãéá èåôéêÝò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò (t ≥ 0)
ìå óõíïñéáêÝò êáé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôéò ôÝóóåñéò óõíèÞêåò

∂u
∂x

(0, t) = 0,
∂u
∂x

(L, t) = 0, u(x, 0) = f (x),
∂u
∂t

(x, 0) = g(x)

ìå ôéò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) ãíùóôÝò æçôïýíôáé: (á:1) Ï äéá÷ùñéóìüò ôçò óå äýï óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. (â:2) Ìå äéÜêñéóç ôñéþí ðåñéðôþóåùí ç ëýóç ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò ìáæß ìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé (ã:1) ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóÞ ôçò. (ä:1) Ç
ëýóç êáé ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (å:1) Ïé ó÷åôéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò un(x, t).
(óô:3) Ìå ðëÞñùóç êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí ç åýñåóç ôçò ëýóåùò ôïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìáôïò
óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí êáé (æ:1) ç åðáëÞèåõóÞ ôçò ìüíï ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
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B2. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÌÅÔÁÄÏÓÅÙÓ ÈÅÑÌÏÔÇÔÁÓ

B2.1. ÌåôÜäïóç èåñìüôçôáò óå ôïß÷ï

ÁÓÊÇÓÇ B7 (ÊåöÜëáéáÂ1, Â2, B5,ÌåôÜäïóçÈåñìüôçôáòóå Ôïß÷ï): Èåùñïýìå ôïß÷ï (Þðëåõ-
ñéêÜ ôÝëåéá ìïíùìÝíç ñÜâäï) ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L): ìïíïäéÜóôáôï ðñüâëçìá. Ãéá ôç èåñìï-
êñáóßá è = è(x, t) ôùí óçìåßùí ôïõ ôïß÷ïõ ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂2è
∂x2

= 1
a2

∂è
∂t

ìå ôï a ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Êáôåõèåßáí áðü ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ïé
ìïíÜäåò ôçò óôáèåñÜò a. (â:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò.
(ã:1) Óå ðïéá Üëëá ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý áðáíôÜôáé ç ßäéá åîßóùóç; (ä:1) Ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí íá áíá÷èåß óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. (å:3) Ìå
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðëÞñïõò ìïíþóåùò óôï Üêñï x = 0 êáé ìçäåíéêÞò èåñìïêñáóßáò óôï Üêñï
x = L íá âñåèïýí ïé ó÷åôéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) êáé óôç óõíÝ÷åéá (óô:1) ìå ôç ÷ñÞóç ôïõò êáèþò
êáé ìå ôç ëýóç ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò íá âñåèåß ç ëýóç è(x, t) ôçò áñ÷éêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (÷ùñßò íá ëçöèåß õðüøç êÜðïéá áñ÷éêÞ óõíèÞêç:
ìüíï ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò).

ÁÓÊÇÓÇ B8 (ÊåöÜëáéï Â5, ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò óå Ôïß÷ï): Èåùñïýìå ôç ìïíïäéÜóôáôç
ìåôÜäïóç èåñìüôçôáò óå ôïß÷ï ðÜ÷ïõò L (êÜèåôá óôïí ôïß÷ï ìå 0 ≤ x ≤ L) ìå ôçí áñéóôåñÞ
ðëåõñÜ ôïõ x = 0 óå ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá êáé ôç äåîéÜ ðëåõñÜ ôïõ x = L áðüëõôá ìïíùìÝíç
èåñìéêÜ. Ìå ôçí õðüèåóç õðÜñîåùò êáé êáôáíåìçìÝíçò ðçãÞò èåñìüôçôáò óôïí ôïß÷ï ðñïêýðôåé
ãéá ôç èåñìïêñáóßá è = è(x, t) ç ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂2è
∂x2

= 1
a2

∂è
∂t
− p(x, t)

ìå ôï a ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ êáé ôç óõíÜñôçóç p(x, t) åðßóçò ãíùóôÞ. Æçôïýíôáé: (á:3) Ãéá
ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç, ôç ãíùóôÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, ïé ó÷åôéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò
Xn(x) (ìå n = 1, 2, . . . ) óôï ðáñüí ðñüâëçìá. (â:3) ÕðïèÝôïíôáò ãíùóôÞ ôçí ïñèïãùíéüôçôÜ ôïõò
(ìå íüñìåò L/ 2) êáé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïóõíáñôÞóåéò ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò (÷ùñßò üìùò ôéò ëýóåéò ôïõò!) ãéá ôéò Üãíùóôåò ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò qn(t) ìå ôç ÷ñÞóç
êáé êáôÜëëçëùí ãíùóôþí óõíáñôÞóåùí Pn(t) óôá äåîéÜ ìÝëç ôïõò. (ã:2) ÔÝëïò ìå ãíùóôÞ áñ÷éêÞ
óõíèÞêç ôç

è(x, 0) = è0(x)

ç åýñåóç êáé ôùí áñ÷éêþí ôéìþí qn(0).

ÁÓÊÇÓÇ B9 (ÊåöÜëáéï Â5, ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò óå Ôïß÷ï): Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂2u
∂x2

= 1
a2

∂u
∂t
− p(x, t) ìå 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0, u = u(x, t),

∂u
∂x

(0, t) = 0 êáé u(L, t) = 0.

Æçôïýíôáé: (á:1) Óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá áíáöÝñåôáé; (â:3) Ïé ó÷åôéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x)
(ìå n = 1, 2, . . . , n), üôáí p(x, t) ≡ 0. (ã:6) Ôþñá ìå p(x, t) ≡ 0 êáé ôéò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) êáé ôéò
íüñìåò ôïõò Ín ãíùóôÝò áðëÜ ç áíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò óå Ýíá óýóôçìá Üðåéñùí óõíÞèùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (÷ùñßò üìùò ôçí åðßëõóÞ ôïõò).

B2.2. ÌåôÜäïóç èåñìüôçôáò óôï Ýäáöïò

ÁÓÊÇÓÇ B10 (ÊåöÜëáéï Â10, ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò óôï ¸äáöïò): Èåùñïýìå ôç ìåôÜäïóç
èåñìüôçôáò óôï Ýäáöïò (ìå z ≥ 0 ãéá ôï âÜèïò êáé t ≥ 0 ãéá ôï ÷ñüíï). Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
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åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ãéá ôç èåñìïêñáóßá è = è(x, t) ôïõ åäÜöïõò åßíáé ç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò êáé Ý÷åé ôç ìïñöÞ

∂2è
∂z2

= 1
a2

∂è
∂t

ìå z > 0, t > 0

êáé ôï a ãíùóôÞ óôáèåñÜ. Éó÷ýïõí åðßóçò ïé äýï óõíèÞêåò

è(z, 0) = è0 (áñ÷éêÞ óõíèÞêç) êáé
∂è
∂z

(0, t) = âè(0, t) (óõíïñéáêÞ óõíèÞêç)

ìå ôá è0 êáé â ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á:4) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ùò
ðñïò ôï ÷ñüíï t íááíá÷èåß ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç. (â:4) Íá âñåèåß ç ëýóç È(z, s) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïÝêõøå ìå ôç
ëýóç áõôÞ íá ðëçñïß 2 âÝâáéá êáé ôéò äýï ðéï ðÜíù óõíèÞêåò.

B2.3. ÄéäéÜóôáôç ìåôÜäïóç èåñìüôçôáò

ÁÓÊÇÓÇ B11 (ÊåöÜëáéá Â1, Â5, ÄéäéÜóôáôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò): Èåùñïýìå ôï ðñü-
âëçìá ôçò ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò óå çìéÜðåéñç ëùñßäá R = [0,∞)× [0,H] óôï åðßðåäï Oxy õðü
óôáèåñÞ èåñìïêñáóßá u(x, y): áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t. Ïé äýï çìéÜðåéñåò ðëåõñÝò ôçò çìé-
ëùñßäáò y = 0 êáé y = H èåùñïýíôáé óå ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá, åíþ ç ôñßôç ðëåõñÜ ôçò x = 0 åßíáé
óå ãíùóôÞ èåñìïêñáóßá u(0, y) = g(y) ìå 0 ≤ y ≤ H. Æçôïýíôáé: (á:1) Íá áíáöåñèåß ç ó÷åôéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé íá âñåèåß ï ôýðïò ôçò. (â:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ù-
ñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí íá áíá÷èåß ôï ðñüâëçìá óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. (ã:1) Íá
õðïëïãéóèïýí ïé éäéïóõíáñôÞóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ ðëçñïýí ôéò äýï ìçäåíéêÝò (ïìïãåíåßò) óõ-
íïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé (ä:1) Íá ãßíåé åðáëÞèåõóÞ ôïõò ùò ðñïò ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ìüíï. (å:1) Íá
âñåèåß ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ éó÷ýåé êáé ðïõ ðëçñïß åðéðëÝïí êáé ôéò äýï ìçäåíéêÝò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. (óô:1) Íá âñåèåß ôÝëïò êáé ç ôåëéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ç ïðïßá ðëçñïß
êáé ôç ìç ìçäåíéêÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç u(0, y) = g(y) ðïõ åß÷å áðïìåßíåé. (æ:1) Ãéáôß ôï ðáñüí
ðñüâëçìá ÷áñáêôçñßæåôáé óáí ðñüâëçìá Dirichlet; Ðüôå èá ìéëïýóáìå óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôç-
ôáò ãéá ðñüâëçìá Neumann; (ç:1) Íá ó÷åäéáóèïýí ðñü÷åéñá ïé éóüèåñìåò (Þ éóïèåñìïêñáóéáêÝò)
ãñáììÝò êáèþò êáé ïé ãñáììÝò ñïÞò èåñìüôçôáò. Ôé äßêôõï ãñáììþí ó÷çìáôßæïõí áõôÝò;

B3. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÐÅÑÉÂÁËËÏÍÔÉÊÇÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÇÓ

B3.1. ÌåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá

ÁÓÊÇÓÇ B12 (ÊåöÜëáéá Â1, Â4, Â5, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):
Óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ êáé óôç ñïÞ íåñïý (ìå ñýðïõò Ák) êáôÜ ìÞêïò õäáôïññåýìáôïò
èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂c
∂t
= D

∂2c
∂x2

− V
∂c
∂x

− kc ìå c = c(x, t)

ãéá ôç óõãêÝíôñùóç óõãêåêñéìÝíïõ ñýðïõ Á1 óôï íåñü ìå x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï. Æçôïýíôáé:
(á:1) Ðþò êáëïýíôáé Ýíáò--Ýíáò ïé üñïé óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç; (â:1) Íá âñåèåß ï ôýðïò ôçò
ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ã:1) Íá áíáöåñèïýí ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ä:1) ÁðëÜ
íá åëåã÷èåß áí Þ ü÷é åßíáé äéá÷ùñßóéìç, äçëáäÞ áí Þ ü÷é åßíáé åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí. (å:3) Ìå ôçí áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí

î = x − Vt êáé ô = t

2Ç ëÝîç (ôï ñÞìá) ðëçñïß ìå ïé: âëÝðå ôï ëÞììá ðëçñþ óôï êáèéåñùìÝíï Ëåîéêü ôçò ÍÝáò ÅëëçíéêÞò Ãëþóóáò ôïõ
ÊáèçãçôÞ ôçò Ãëùóóïëïãßáò óôï ÐáíåðéóôÞìéï Áèçíþí Ãåùñãßïõ Ä. Ìðáìðéíéþôç, Â’ ¸êäïóç, Â’ Áíáôýðùóç. ÊÝíôñï
Ëåîéêïëïãßáò, ÁèÞíá, 2005, ó. 1427.
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íá áíá÷èåß óå ìéá áðëïýóôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (óô:1) Ðïéïò üñïò (ìå
ëÝîåéò, ü÷é ìå óýìâïëá) äåí åßíáé ðéá ðáñþí; Ôþñá ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
(íá õðÜñ÷åé êáé ôï i = √−1 óôïí åêèÝôç) íá ðñïóäéïñéóèïýí (æ:2) ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò êáé (ç:2) ç
ãåíéêÞ ëýóç ôçò. (è:1) Íá åðáëçèåõèåß ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç. (é:1) Áðü ðïéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç
ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß ç áõèáßñåôç óõíÜñôçóç óôç ãåíéêÞ ëýóç ìå ãíùóôÞ ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
c(x, 0) = c0(x) ãéá ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ Á1 óôï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò; (éá:2) ÔÝëïò
æçôåßôáé ç ëýóç ôçò ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ìå ôéò Þäç äéáèÝóéìåò ãíþóåéò áðü ôá
ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ. (Äåí åßíáé äá êáé ôüóï äýóêïëç ç ëýóç áõôÞ!)

ÁÓÊÇÓÇ B13 (ÊåöÜëáéáÂ1, Â4, ÐåñéâáëëïíôéêÞÌç÷áíéêÞ:ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ): Óôçí
ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ èåùñïýìå ôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ìåôáãùãÞ. Ôï íåñü
óôï õäáôüññåõìá ñÝåé ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá V . Ãéá áðëüôçôá Ý÷åé õðïôåèåß üôé äåí õößóôáôáé
ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ ïýôå Üëëïò ôñüðïò ìåôáöïñÜò ôïõ åêôüò áðü ôç ìåôáãùãÞ. ÕðÜñ÷åé
üìùò êáé áðïäüìçóç (êáôáóôñïöÞ) ôïõ ñýðïõ ðñþôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäï-
ìÞóåùò k. Ùò ðñïò ôç óõãêÝíôñùóç c = c(x, t) ôïõ ñýðïõ óôï õäáôüññåõìá (ìå x ôç èÝóç êáôÜ
ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò êáé t ôï ÷ñüíï) ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

∂c
∂t
+ V

∂c
∂x

= −kc.

Æçôïýíôáé: (á:1) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:2) Ç ãñáöÞ ôçò óå íÝá
ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áëëáãþí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí

î = x − Vt êáé ô = t.

(ã:1) Ç öõóéêÞ åñìçíåßá ôçò áëëáãÞò ìåôáâëçôÞò î = x − Vt. (ä:2) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå âÜóç ôï
åñþôçìá (â) ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò c = c(x, t) ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (å:1) Ç
åðáëÞèåõóç ôçò ßäéáò ãåíéêÞò ëýóåùò. (óô:1) Åßíáé áéóèçôÞ óôç ëýóç áõôÞ ç áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ
ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ t; Ôé ìïíÜäåò Ý÷åé ç óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò k;

ÁÓÊÇÓÇ B14 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â11, ÐåñéâáëëïíôéêÞÌç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):
ÅîåôÜæïõìå ôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ôï íåñü íá ñÝåé ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá V
(V > 0). Ç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ c = c(x, t) ìå x ôç èÝóç (−∞ < x < ∞) êáé t ôï ÷ñüíï (t ≥ 0)
åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Ï ñýðïò ìåôáöÝñåôáé ôüóï (i) ìå ìåôáãùãÞ (ëüãù ôçò ôá÷ýôçôáò V
ôïõ íåñïý óôï õäáôüññåõìá) üóï êáé (ii) ìå ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç ìå óôáèåñÜ ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò D
(D > 0). Ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 ç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ åßíáé c(x, 0) = g(x) ìå ôç g(x)
êáôÜëëçëç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ðïõ éó÷ýåé óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá êáé ïé åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôçò (i) ãéá áðëÞ ìåôáãùãÞ ôïõ
ñýðïõ êáé (ii) ãéá áðëÞ ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ. (â:1) Ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò, óôçí ïðïßá áíáöåñüìáóôå åäþ. (ã:1) ÅðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß
ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ä:1) ×ùñßò êáìßá, áðïëýôùò êáìßá áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò êáé
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (ùò ðñïò t Þ ùò ðñïò x êáé
ãéáôß;) ç áíáãùãÞ ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (å:1) Ðïéåò áêñéâþò õðïèÝóåéò Ý÷ïõí ãßíåé
ãéá x → ±∞; (óô:2) Ç åýñåóç ôçò ëýóåùò C(ù, t) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ÷ùñßò íá
ëçóìïíçèåß ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç c(x, 0) = g(x). (æ:1) Ç åýñåóç ôçò óõãêåíôñþóåùò c(x, t) ôïõ ñýðïõ
(óå êáôÜ ôï äõíáôüí áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ) áðëÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ãåíéêïý ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ
ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier.

ÁÓÊÇÓÇ B15 (ÊåöÜëáéá Â4, Â11, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):
Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Íá åëåã÷èåß áí åßíáé äõíáôÞ Þ ü÷é
ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò ìå ãåíéêÞ (ü÷é áðëÜ åêèå-
ôéêÞ) êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìç äïêéìáóôéêÞ óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò ö(x+ ìt). (â:2) Ç åýñåóç ôçò
ßäéáò ãåíéêÞò ëýóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ôåëéêÜ (ã:2) óå ïëïêëçñùôéêÞ
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ìïñöÞ. (ä:1) ÌïéÜæåé ôï ðáñüí ôåëéêü áðïôÝëåóìá ìå ôï áíôßóôïé÷ï ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò;
(å:2) ËáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôïí ïñéóìü ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier G(ù) ìéáò óõíáñôÞóåùò
g(x), åäþ ôçò áñ÷éêÞò ìáò óõíèÞêçò c(x, 0) = g(x), ðþò áêñéâþò èá ìðïñïýóáìå íá ìåôáôñÝøïõìå
ôç ãåíéêÞ ëýóç ðïõ âñÞêáìå óôçí ðáñïýóá Üóêçóç óôç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ðïõ åß÷áìå
âñåé óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç ðáßñíïíôáò êáé ôþñá õðüøç ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç c(x, 0) = g(x);
Ìå ôïí ôñüðï áõôü ìðïñïýìå íá ðåôý÷ïõìå ôç óýìðôùóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier êáé ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ B16 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â5, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):
Èåùñïýìå ôï åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ôçò ìïíïäéÜóôáôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò ñýðïõ óå õäá-
ôüññåõìá ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ (ìå x ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò
ôïõ õäáôïññåýìáôïò êáé t ôï ÷ñüíï). Ç ôá÷ýôçôá ôïõ íåñïý (ôïõ ýäáôïò) óôï õäáôüññåõìá åß-
íáé V êáé èåùñåßôáé óôáèåñÞ. Ï óõíôåëåóôÞò ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò åßíáé D. (Ïé óôáèåñÝò V êáé D
èåùñïýíôáé ãíùóôÝò.) Æçôïýíôáé: (á:1) Íá ãñáöåß (êáôåõèåßáí!) ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (â:1) Íá äïèïýí ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ã:2) Ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí íá áíá÷èåß (êáôåõèåßáí!) óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (ìå
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ôéò X(x) êáé T (t)), ç äåýôåñç ìå ìßá ìüíï ðáñÜìåôñï: ôç −ë (êáìßá Üëëç!).
(ä:2) Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç T (t) ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (å:2) ÔÝëïò íá
âñåèåß êáé ç ãåíéêÞ ëýóç X(x) ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ÁñêåôÜ þò åäþ!)

ÁÓÊÇÓÇ B17 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â4, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):
Óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ èåùñïýìå ôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ìåôáãùãÞ êáé
äéÜ÷õóç (êáëýôåñïò üñïò ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç). Õößóôáôáé åðßóçò êáé áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ ðñþôçò
ôÜîåùò. Ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂c
∂t
+ V

∂c
∂x

= D
∂2c
∂x2

− kc

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç óõãêÝíôñùóç c = c(x, t) ôïõ ñýðïõ óôï íåñü ôïõ õäáôïññåýìáôïò. Ïé
ðïóüôçôåò V ,D êáé k åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ðïéïò áêñéâþò üñïò áöïñÜ: (i) óôç
ìåôáãùãÞ, (ii) óôç äéÜ÷õóç êáé (iii) ôçí áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ; (â:3) Ìå êáôÜëëçëç áëëáãÞ ôùí
áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí (óõãêåêñéìÝíá ìå êßíçóç ôïõ ðáñáôçñçôÞ ìáæß ìå ôï íåñü óôï õäáôüñ-
ñåõìá) ç áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå áðëïýóôåñç
åîßóùóç ôþñá ÷ùñßò ôïí üñï ôçò ìåôáãùãÞò ôïõ ñýðïõ. (ã:3) Óôç óõíÝ÷åéá êÜíïõìå êáôÜëëçëç
áëëáãÞ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò) áðü ĉ(î, ô) ≡ c(x, t) óå c∗(î, ô)
óõãêåêñéìÝíá ìå

ĉ(î, ô) = c∗(î, ô)e−kô.

ÄçëáäÞ âãÜæïõìå Ýîù áðü ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôïí ðáñÜãïíôá e−kt, ï ïðïßïò Ý÷åé ó÷Ýóç ìå
ôçí áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ, æçôåßôáé êé ç ðáñáðÝñá áðëïðïßçóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ
ðáñüíôïò öáéíïìÝíïõ ìå åîÜëåéøç êáé ôïõ üñïõ ôçò áðïäïìÞóåùò ôïõ ñýðïõ. (ä:1) ÔÝëïò íá áíá-
öåñèïýí ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ôåëéêÞò ìáò êáé ôüóï ãíùóôÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ B18 (ÊåöÜëáéï Â1, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ): Óôçí
ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôçò äéá÷ýóåùò ñýðïõ ìå ãíùóôü ôï óõíôåëå-
óôÞ äéá÷ýóåùò (óùóôüôåñá ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò) D. Óå Ýíá ôÝôïéï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá óå
õäáôüññåõìá ðñïêýðôåé ç óõíÜñôçóç

c(x, t) = c0 erfc
(

x

2
√
Dt

)

(ìå ôá c0 êáé D ãíùóôÝò óôáèåñÝò) ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ ìå x ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò
ôïõ õäáôïññåýìáôïò (åäþ x ≥ 0) êáé t ôï ÷ñüíï (åäþ t ≥ 0). Ìå äåäïìÝíï ôïí ôýðï áõôü ãéá ôç
óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ æçôïýíôáé: (á:5) Ç åðáëÞèåõóç üôé ðñáãìáôéêÜ éó÷ýåé ç åîßóùóç
ôçò äéá÷ýóåùò. (â:1) Ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò c(x, 0). (ã:1) Ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò
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óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò c(0, t). (ä:1) Ç åîÞãçóç (÷ùñßò üìùò ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç!) åÜí Þ ü÷é ç ëýóç
áõôÞ c(x, t) åßíáé åðßóçò åöáñìüóéìç êáé óå óõíäõáóìÝíç ìåôáöïñÜ ôïõ ñýðïõ óôï õäáôüññåõìá
ôáõôü÷ñïíá ìå ìïñéáêÞ äéÜ÷õóÞ ôïõ êáé ìå ìåôáãùãÞ ôïõ (ìå óôáèåñÞ ôçí ôá÷ýôçôá V ôïõ íåñïý
óôï õäáôüññåõìá). Ðþò ãñÜöåôáé ôüôå ç ëýóç áõôÞ;

ÁÓÊÇÓÇ B19 (ÊåöÜëáéá Â1, Â4, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ): Åîå-
ôÜæïõìå ôï ðñüâëçìá ôçò ìåôáöïñÜò ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ôüóï ìå ìåôáãùãÞ: ôá÷ýôçôá ôïõ
íåñïý V , üóï êáé ìå äéÜ÷õóç: óõíôåëåóôÞò ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò D. ¢ãíùóôç åßíáé ç óõãêÝíôñùóç
c(x, t) ôïõ ñýðïõ óôï õäáôüññåõìá. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò êáé ç ïíïìáóßá ôçò. (â:1) Ðïéá åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé ðïéåò ïé äýï áíåîÜñ-
ôçôåò ìåôáâëçôÝò ôçò; Óå ðïéá äéáóôÞìáôá èåùñïýíôáé óõ÷íÜ üôé ìåôáâÜëëïíôáé ïé áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò óôï õäáôüññåõìá ðïõ åîåôÜæïõìå; (ã:1) Ï ôýðïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôïí
õðïëïãéóìü ôçò ó÷åôéêÞò äéáêñßíïõóáò Ä. (ä:2) Ç åðßëõóç ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (áí åßíáé äõíá-
ôüí êáé ìå ôï i = √−1 óôïí åêèÝôç, åäþ åßíáé êáëýôåñá Ýôóé!) ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôåôñáãùíéêÞò ñßæáò.
(å:1) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò c(x, t) ìÝ÷ñé ôï óçìåßï áõôü. (óô:2) ÔåëéêÜ ç Ýêöñáóç ôçò
ãåíéêÞò ëýóåùò c(x, t) õðü ôç ìïñöÞ êáôÜëëçëïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ.

ÁÓÊÇÓÇ B20 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â5, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):
ÓôçíÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ åîåôÜæåôáé ôïðñüâëçìá ôçò ìåôáöïñÜò ñýðïõóåÜðåéñï õäáôüñ-
ñåõìá ôüóï ìå ìåôáãùãÞ: ìå ôá÷ýôçôá ôïõ íåñïý V , üóï êáé ìå äéÜ÷õóç: ìå óõíôåëåóôÞ ìïñéáêÞò
äéá÷ýóåùò D. ¢ãíùóôç åßíáé ç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ óôï õäáôüññåõìá. Æçôïýíôáé:
(á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáèþò êáé ç ïíïìáóßá ôçò. (â:1) Ïé
åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôçò: (i) ìüíï ãéá ìåôáãùãÞ êáé (ii) ìüíï ãéá äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ. (ã:1) Åðá-
íåñ÷üìáóôå óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, üðïõ õðÜñ÷åé ôüóï ìåôáãùãÞ üóï êáé äéÜ÷õóç ôïõ
ñýðïõ. Ðïéïò åßíáé ï ôýðïò ôçò ìå ôïí õðïëïãéóìü ôçò ó÷åôéêÞò äéáêñßíïõóáò Ä; (ä:1) Ç áíáãùãÞ
áõôÞò (ôçò áñ÷éêÞò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé ç åðßëõóç (å:1) êáé ôçò
ìéáò (óô:1) êáé ôçò Üëëçò (ãåíéêÝò ëýóåéò ÷ùñßò êáìßá óõíèÞêç). (æ:1) ÔåëéêÜ ç Ýêöñáóç ôçò ãå-
íéêÞò ëýóåùò c(x, t) õðü ôç ìïñöÞ êáôÜëëçëïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ âÝâáéá ÷ùñßò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò. (ç:1) Ðïéá åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç óôïí ïëïêëçñùôéêü áõôü ôýðï êáé ðïéá öõóéêÞ
óõíÜñôçóç èá ÷ñåéáæüôáíå íá îÝñïõìå áðü ìåôñÞóåéò ãéá ôï ìáèçìáôéêü ðñïóäéïñéóìü ôçò;

ÁÓÊÇÓÇ B21 (ÊåöÜëáéá Â2, Â11, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):
Èåùñïýìå ôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ôçí éó÷ý ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò

∂c
∂t
= D

∂2c
∂x2

− V
∂c
∂x

− kc ìå −∞ < x <∞, t > 0, c = c(x, t)

ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ êáé ôéò óôáèåñÝò D, V êáé k ãíùóôÝò. Éó÷ýåé åðßóçò ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç

c(x, 0) = b(x) ìå −∞ < x <∞.

Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá x →±∞ èåùñïýíôáé ìçäåíéêÝò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ðåñéâáëëïíôéêÝò
(ü÷é ïé ìáèçìáôéêÝò) ïíïìáóßåò êáé ôùí ôåóóÜñùí üñùí ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
(â:1) Ðüôå áêñéâþò èá ìðïñïýóå ç óôáèåñÜ k íáðÜñåé áñíçôéêÞ ôéìÞ, äçëáäÞ ç−k èåôéêÞ; (ã:2)Ìå
ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier íá áíá÷èåß ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé (ä:2) íá âñåèåß ç ëýóç ôçò C(ù, t) = F{c(x, t)} ðïõ
íá ðëçñïß âÝâáéá êáé ôçí ðéï ðÜíù áñ÷éêÞ óõíèÞêç. (å:2) Ìå áíôéóôñïöÞ êáôÜ Fourier êáé ôïí
áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier

g(x, t) = F −1
{
e−(Dù2+iVù+k)t

}
íá èåùñåßôáé ãíùóôüò íá âñåèåß ç ëýóç c(x, t) ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò.
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ÁÓÊÇÓÇ B22 (ÊåöÜëáéï Â10, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ): Èåù-
ñïýìå êáé åäþ ôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ôçí éó÷ý ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ∂c

∂t
= −V

∂c
∂x

− kc ìå x > 0, t > 0, c = c(x, t)

ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ êáé ôéò óôáèåñÝò V êáé k ãíùóôÝò. Éó÷ýïõí åðßóçò ïé äýï óõíèÞêåò

c(x, 0) = 0 ãéá x ≥ 0 (÷ñïíéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç)
êáé åðßóçò

c(0, t) = c0 ãéá t > 0 (÷ùñéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç).

Æçôïýíôáé: (á:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åäþ ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t íá áíá÷èåß
ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé (â:1) íá
âñåèåß ç ëýóç ôçò C(x, s) = L{c(x, t)} ðïõ íá ðëçñïß êáé ôéò ðéï ðÜíù óõíèÞêåò. (ã:2) Ìå áíôé-
óôñïöÞ êáôÜ Laplace êáé ìå ÷ñÞóç êáé ôçò âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Heaviside íá âñåèåß ç ëýóç
c(x, t) = L−1{C(x, s)} ôïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìáôïò ìåôáöïñÜò ñýðïõ. (ä:1) Ç ßäéá ëýóç íá ãñáöåß
êáé óå ìïñöÞ ìå äýï ÷ùñéóôïýò ôýðïõò, ôþñá ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò ôïõ Heaviside.
(å:1) Íá åîçãçèåß ìå öõóéêü ôñüðï ç ëýóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò. Ôé óõìâáßíåé êáé ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ B23 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â5, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):
Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå x ôç èÝóç: x ≥ 0 êáé t ôï ÷ñüíï: t ≥ 0:

∂c
∂t
= D

∂2c
∂x2

− V
∂c
∂x

− kc ìå c = c(x, t), x ≥ 0, t ≥ 0

êáé ôá D, V êáé k ôñåéò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ôé áêñéâþò äçëþíïõí Ýíáò--Ýíáò ïé üñïé ôçò
êáé ïé óôáèåñÝò ó’ áõôïýò óôï ó÷åôéêü öõóéêü ðñüâëçìá; (â:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí
ìåôáâëçôþí ç áíáãùãÞ ôçò óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ÷ñïíéêÞ åîßóùóç ôçí

Ṫ (t)+ ëT (t) = 0.

(ã:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ÷ñïíéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ä:4) Ìå áëëáãÞ Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò

c(x, t) = e−kt c∗(x, t)

ç íÝá êáé áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïêýðôåé Ýôóé.

ÁÓÊÇÓÇ B24 (ÊåöÜëáéï Â10, ÐåñéâáëëïíôéêÞÌç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç èåùñþíôáò ãíùóôÝò êáé ôéò ôñåéò óõíèÞêåò (ãéá t = 0 êáé x = 0)

c(x, 0) = c0(x), c(0, t) = f (t),
∂c
∂x

(0, t) = g(t)

ìå ôéò ôñåéò óõíáñôÞóåéò c0(x), f (t) êáé g(t) ãíùóôÝò. Æçôïýíôáé: Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôé-
óìïý Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t (ü÷é ùò ðñïò ôç èÝóç x) (á:5) ç áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (â:2) Ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
(ãéá x = 0) ðïõ ôç óõíïäåýïõí. (ã:1) Ìå ðïéåò ìåèüäïõò ìðïñåß íá ëõèåß ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá;

ÁÓÊÇÓÇ B25 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â4, Â5, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ Õäñáõ-
ëéêÞ): Óôç ìïíïäéÜóôáôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ðáñïõóéÜæåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂c
∂t
= D

∂2c
∂x2

− V
∂c
∂x

− kc

ìå c = c(x, t), x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï. Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ïíïìáóßåò ôùí ôñéþí óôáèåñþí óôç
äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç. (â:1) Ïé ïíïìáóßåò êáé ôùí ôåóóÜñùí üñùí ôçò. (ã:1) Ç ïíïìáóßá êáé ìéá
óõíçèéóìÝíç ìïíÜäá ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò c(x, t). (ä:1) Ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò, åÜí âÝâáéá õðÜñ÷åé. (å:2) ¸ëåã÷ïò åÜí Þ ü÷é åßíáé äéá÷ùñßóéìç óå äýï óõíÞèåéò äéá-
öïñéêÝò åîéóþóåéò êáé (óô:1) áíáãñáöÞ ôïõò óå óõíçèéóìÝíç ìïñöÞ. (æ:2) Åýñåóç ëýóåùò cë(x, t)
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(ìå ðáñÜìåôñï ë) ìå ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ìå öáíôáóôéêÝò óôáèå-
ñÝò ië êáé iì óôçí áñ÷éêÞ åêèåôéêÞ ìïñöÞ. (ç:1) Ç ðáñáðÝñá åýñåóç ôçò ãåíéêüôåñçò ëýóåùò (óå
ïëïêëçñùôéêÞ ìïñöÞ)

c(x, t) =
∫ ∞

−∞
C(ë)eiëx−(Dë2+iVë+k)t dë.

ÁÓÊÇÓÇ B26 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â4, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):
Óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂c
∂t
= D

∂2c
∂x2

− V
∂c
∂x

− kc ìå c = c(x, t).

Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ïíïìáóßåò ôùí ôåóóÜñùí üñùí ôçò. (â:1) Ç ëåðôïìåñÞò åýñåóç ôïõ ôýðïõ
ôçò. (ã:1) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ä:3) Ç ëýóç ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
êé áðü áõôÞí (å:3) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óå ïëïêëçñùôéêÞ ìïñöÞ ìå (óô:1) ðëÞñç åðáëÞèåõóÞ ôçò.

ÁÓÊÇÓÇ B27 (ÊåöÜëáéï Â5, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Åäþ æçôïýíôáé åðßóçò: (á:3) Ï Ýëåã÷ïò åÜí Þ ü÷é åßíáé åöáñìü-
óéìç ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Ïé ó÷åôéêÝò (â:1) ÷ñïíéêÞ êáé (ã:1) ÷ùñéêÞ óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå åðßëõóç (ä:1) êáé ôçò ðñþôçò êáé (å:4) êáé ôçò äåýôåñçò ìå ôç ìÝèïäï ôçò
åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ÷ùñßò óõíèÞêåò, ãåíéêÜ, êáé ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ðáñáìÝôñïõ ë.

B3.2. ÌåôáöïñÜ ñýðïõ óôï Ýäáöïò

ÁÓÊÇÓÇ B28 (ÊåöÜëáéï Â11, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ óôï ¸äáöïò):
Èåùñïýìå ôç ìïíïäéÜóôáôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óôï Ýäáöïò (êáôÜ ôç äéåýèõíóç x ìå−∞ < x <∞)
áðïêëåéóôéêÜ ìå äéÜ÷õóÞ ôïõ óôï íåñü ìÝóá óôï Ýäáöïò. Ðñïêýðôåé Ýôóé ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç
ôçò äéá÷ýóåùò ùò ðñïò ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ (ìå x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï) ìå ãíùóôü
óõíôåëåóôÞ äéá÷ýóåùò D. Óáí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (ãéá t = 0) Ý÷ïõìå ôç óõíèÞêç

c(x, 0) = M∗ä(x)

ìå M∗ ãíùóôÞ áíçãìÝíç ìÜæá êáé ä(x) ôç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac. Æçôïýíôáé: (á:3) Ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ç áíáãùãÞ ôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò ðïõ ðñïáíáöÝñ-
èçêå êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé áñ÷éêÞ óõíèÞêç. (â:2) Ç
åðßëõóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôçò. (ã:3) Ç ëýóç c(x, t)
ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðáßñíïíôáò õðüøç êáé ôïí ôýðï

F
{
exp

(
− x2

b2

)}
= √

ðb exp
(
− b2ù2

4

)
ìå b > 0.

ÁÓÊÇÓÇ B29 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â11, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ óôï ¸äá-
öïò): Óå ìïíïäéÜóôáôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óôï Ýäáöïò ìå ìåôáãùãÞ, äéÜ÷õóç êáé äéáóðïñÜ ôïõ
ñýðïõ, áëëÜ êáé ôáõôü÷ñïíç áðïäüìçóÞ ôïõ ðñþôçò ôÜîåùò, ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

R
∂c
∂t
= Ex

∂2c
∂x2

− Vx
∂c
∂x

− kc ìå −∞ < x <∞ êáé 0 < t <∞.

ìå c(x, t) ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ. Óôçí åîßóùóç áõôÞ ïé óôáèåñÝò R, Ex, Vx êáé k åßíáé ãíù-
óôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá: R åßíáé ï óõíôåëåóôÞò êáèõóôåñÞóåùò (Þ ðáñÜãïíôáò
êáèõóôåñÞóåùò), Åx ï åíéáßïò óõíôåëåóôÞò äéáìÞêïõò äéá÷ýóåùò êáé äéáóðïñÜò, Vx ç äéáìÞêçò
ôá÷ýôçôá ôïõ íåñïý ðïõ ñÝåé äéÜ ìÝóïõ ôùí ðüñùí ôïõ åäÜöïõò êáé ðïõ ìåôáöÝñåé ôï ñýðï
êáé k ç óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò ðñþôçò ôÜîåùò, ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå õðïèÝóåé åäþ
(ü÷é äåõôÝñáò Þ Üëëçò ôÜîåùò) ãéá ôçí áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò
÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â:1) Ç åîÞãçóç ãéá ôï ðïéïé áêñéâþò üñïé åêöñÜæïõí:
(i) ôç ìåôáãùãÞ, (ii) ôç äéÜ÷õóç êáé ôç äéáóðïñÜ (ðñüêåéôáé ãéá åíôåëþò äéáöïñåôéêÜ öáéíüìåíá
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áðü öõóéêÞò áðüøåùò, áëëÜ êáé ðïëý óõããåíÞ áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò óôç ìïíôåëïðïßçóÞ
ôïõò!) êáé (iii) ôçí áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ. (ã:2) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Fourier ç áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå
óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (ä:1) Õðü ðïéåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï Üðåéñï (ãéá x = ±∞) éó÷ýåé
ç áíáãùãÞ áõôÞ; (å:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óõíÞèïõò áõôÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (óô:1) Ç ìå-
ñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç ôçò ßäéáò åîéóþóåùò ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç c(x, 0) = g(x). (æ:1) Ç áíôßóôïé÷ç
ìåñéêÞ ëýóç c(x, t) óå ïëïêëçñùôéêÞ ìïñöÞ (ìå ïëïêëÞñùìá) áðëÜ ìå ÷ñÞóç ôïõ ãåíéêïý ôýðïõ
ôïõ áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier.

ÁÓÊÇÓÇ B30 (ÊåöÜëáéáÂ4, Â10, Â11, ÐåñéâáëëïíôéêÞÌç÷áíéêÞ:ÌåôáöïñÜÑýðïõóôï¸äá-
öïò): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç ìå ôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôçí ßäéá áñ÷éêÞ
óõíèÞêç c(x, 0) = g(x). Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:3) Ç åýñåóç ôçò ßäéáò áêñéâþò ãåíéêÞò (÷ùñßò ôçí áñ-
÷éêÞ óõíèÞêç c(x, 0) = g(x)) ëýóåùò (üðùò áñ÷éêÜ êáé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier),
åäþ üìùò ìå ôçí êÜðùò ðéï áðëÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò óõìðåñéëáìâÜíïíôáò
åîáñ÷Þò êáé ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 ó’ áõôÞí êáé ìå ôç ÷ñïíéêÞ óôáèåñÜ íá äçëþíå-
ôáé (êáëýôåñá) ìå ôï óýìâïëï ù áíôß ìå ôï óýìâïëï ë Þ ôï ì. (â:3) ¸íáò ôñßôïò ôñüðïò ôþñá:
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (ã:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôß-
óôïé÷çò ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óáöÞ äÞëùóç ó’ áõôÞí ôçò ìåôáâëçôÞò s
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ïðïõäÞðïôå êáé áí ðáñïõóéÜæåôáé ç ìåôáâëçôÞ áõôÞ.

ÁÓÊÇÓÇ B31 (ÊåöÜëáéá Â1, Â10, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ óôï ¸äá-
öïò): Óôç ìïíïäéÜóôáôç õðüãåéá ìåôáöïñÜ ñýðïõ ìå ôç ñïÞ ýäáôïò ðáñïõóéÜæåôáé ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

R
∂c
∂t
= −V

∂c
∂x

+ D
∂2c
∂x2

− kc ìå c = c(x, t), x > 0 êáé t > 0.

Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç c(x, t) ðáñéóôÜíåé ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ. Ïé ðïóüôçôåò R, V , D êáé k
åßíáé ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Éó÷ýïõí êé ïé åîÞò ôñåéò óõíèÞêåò: ìßá áñ÷éêÞ êáé äýï óõíïñéáêÝò:

c(x, 0) = 0 ìå x ≥ 0, c(0, t) = c0 ìå c0 èåôéêÞ óôáèåñÜ êáé t > 0, c(∞, t) = 0 ìå t ≥ 0.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ï õðïëïãéóìüò ôïõ ôýðïõ ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç êá-
ôÜëëçëçò äéáêñßíïõóáò. (â:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ã:2) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ç áíáãùãÞ ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
(ä:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç áõôÞò ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ñçôÞ ãñáöÞ ôçò ìåôáâëçôÞò s
ïðïõäÞðïôå áõôÞ ðáñïõóéÜæåôáé. (å:2) Ç áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ ëáìâÜíåé õðüøç êáé ôéò
äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. (Äå æçôåßôáé íá ãßíåé êáé ç áíôéóôñïöÞ êáôÜ Laplace ôçò ëýóåùò áõôÞò!)

ÁÓÊÇÓÇ B32 (ÊåöÜëáéá Â1, Â5, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ óôï ¸äáöïò):
Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Óôçí åîßóùóç áõôÞ ìåôáöïñÜò
ñýðïõ ôé áêñéâþò ðáñéóôÜíåé ï êÜèå üñïò ÷ùñéóôÜ; (â:3) Ìå ôéò íÝåò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò

î = x − V
R
t êáé ô = t

íá âñåèåß ðïéá êÜðùò áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ ðáßñíåé ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (ã:3) Ìå ôç ìÝ-
èïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí íá áíá÷èåß ç áðëïðïéçìÝíç áõôÞ ìïñöÞ óå äýï óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. (ä:1) Íá âñåèåß ç áðïäåêôÞ áðü öõóéêÞò áðüøåùò (ìå åðåîÞãçóç!) ëýóç
ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ B33 (ÊåöÜëáéï Â11, ÐåñéâáëëïíôéêÞÌç÷áíéêÞ:ÌåôáöïñÜÑýðïõóôï¸äáöïò): Ãéá
ôçí åîßóùóç ôçò ðñïðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò, áëë’ åäþ ìå R = 1, V = 0 êáé ôþñá −∞ < x < ∞,
åíþ ðÜëé t > 0, æçôïýíôáé: (á:2) Ç áíáãùãÞ ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, (â:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç áõôÞò ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé



ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ (ÁóêÞóåéò) 11

(ã:2) Ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ ðëçñïß ôç ãåíéêüôåñç áñ÷éêÞ óõíèÞêç c(x, 0) = g(x). (ä:2) Ìå ôç ÷ñÞóç
êáé ôïõ ôýðïõ

F−1
{
e−Dù2t

}
= 1

2
√
ðDt

e−x2/(4Dt)

ç ëýóç c(x, t) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò ìå ôç ìïñöÞ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ.

ÁÓÊÇÓÇ B34 (ÊåöÜëáéá Â2, Â5, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ óôï ¸äáöïò,
ÐëÜêåò): Óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ êáôÜ ôç ìïíïäéÜóôáôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ Á óôï Ýäáöïò
ìå ìåôáãùãÞ--äéÜ÷õóç ðáñïõóéÜæåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

R
∂c
∂t
= −V

∂c
∂x

+ D
∂2c
∂x2

ìå c = c(x, t)

ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ êáé R, V êáé D êáôÜëëçëåò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á:4) Ï
Ýëåã÷ïò áí Þ ü÷é ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé äéá÷ùñßóéìç, äçëáäÞ áí Þ ü÷é åßíáé äõíáôüí íá åöáñìïóèåß
ó’ áõôÞí ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. (â:4) Ôï ßäéï åñþôçìá ãéá ôç óôáôéêÞ åîßóùóç
ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò ÷ùñßò êáèüëïõ êÜèåôç öüñôéóç: öüñôéóç ìüíï áðü ñïðÝò óôï óýíïñü ôçò.

ÁÓÊÇÓÇ B35 (ÊåöÜëáéï Â5, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ óôï ¸äáöïò): Óõ-
íå÷ßæïõìå ôï ðñþôï åñþôçìá ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò. Èåùñïýìå ôþñá óôï äåîéü ìÝëïò êáé
åðéðëÝïí üñï +r(x, t) ñõèìïý ðáñáãùãÞò (Þ áðïäïìÞóåùò) ôïõ ñýðïõ Á. Áõôüí ôïí üñï ôïí
õðïèÝôïõìå åäþ ãíùóôÞ óõíÜñôçóç êáé ìÜëéóôá ìå ãíùóôü áíÜðôõãìá

r(x, t) =
∞∑
n=1

Pn(t)Xn(x)

óôéò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò. ÁõôÝò ðåñéëáìâÜíïõí êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞ-
êåò óôá Üêñá ôïõ ìïíïäéÜóôáôïõ ðåäßïõ õäáôéêÞò ñïÞò ðïõ Ý÷ïõìå êáé õðïôßèåíôáé åäþ ãíùóôÝò
óõíáñôÞóåéò ïñèïãþíéåò ìåôáîý ôïõò. Æçôïýíôáé: (á:2) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ìç ïìïãåíïýò åîé-
óþóåùò ðïõ ðåñéãñÜöôçêå óå êáôÜëëçëç óåéñÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óôéò ãíùóôÝò
éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x). (â:3) Ç áðáëïéöÞ ôùí ÷ùñéêþí (ùò ðñïò ôç èÝóç) ðáñáãþãùí óôç óåéñÜ
áõôÞ. (ã:3) Áðü ôçí ôåëåõôáßá óåéñÜ ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí
Üãíùóôùí ÷ñïíéêþí óõíáñôÞóåùí qn(t) ôçò ëýóåùò c(x, t) ðïõ æçôÜìå íá âñïýìå. (¼ëåò ïé óåéñÝò
åäþ èåùñïýíôáé üôé óõãêëßíïõí.)

ÁÓÊÇÓÇ B36 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â11, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ óôï ¸äá-
öïò): Óå Ýíá ðñüâëçìá ìïíïäéÜóôáôçò ìåôáöïñÜò ñýðïõ óôï Ýäáöïò ìå −∞ < x <∞ êáé t ≥ 0
ðáñïõóéÜæåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

R
∂c
∂t
= D

∂2c
∂x2

− V
∂c
∂x

− kc

ìå c = c(x, t) ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ êáé R, D, V êáé k ôÝóóåñéò ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Ç áñ÷éêÞ
óõíèÞêç åßíáé c(x, 0) = c0(x) ìå ôç c0(x) ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ïíïìáóßåò
ôùí ôåóóÜñùí üñùí ôçò åîéóþóåùò áõôÞò. (â:1) Ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ôçò êáé ïé ëåðôïìåñåßò
÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ã:1) Ç áðëïðïßçóÞ ôçò ìå áëëáãÞ Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò ôçò ìïñöÞò

c(x, t) = c∗(x, t)e−kt/R.

(ä:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ç áíáãùãÞ ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(ü÷é ôçò áðëïðïéçìÝíçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò) óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé (å:1) ç ëýóç ôçò
ôåëåõôáßáò ðïõ íá ðëçñïß êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç. (óô:2) Ìå ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier

G(x, t) = F−1
{
e−(Dù2+iVù+k)t/R

}
ãíùóôü ç ôåëéêÞ ëýóç c(x, t) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò. (æ:1) Ç ßäéá ëýóç êáôåõ-
èåßáí ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. (ç:1) Ç ìåñéêÞ ëýóç
(Þ åéäéêÞ ëýóç) cm(x, t) ãéá

c0(x) = mä(x − x0)
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ìå ôá m êáé x0 ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé (è:1) ç ëåðôïìåñÞò öõóéêÞ åñìçíåßá ôçò.

ÁÓÊÇÓÇ B37 (ÊåöÜëáéï Â10, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ óôï ¸äáöïò):
Æçôïýíôáé: (á:1) Ìå ãíùóôü üôé

L
{
erfc

(
a

2
√
t

)}
= 1

s
e−a

√
s ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace L

{
erf

(
a

2
√
t

)}
.

(â:1) Ðñü÷åéñåò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò (óôï ßäéï ó÷Þìá) ôùí óõíáñôÞóåùí erf(x) êáé erfc(x) êáé ïé
ôéìÝò ôïõò ãéá x = 0 êáé x → ∞. Óõíå÷ßæïõìå ôþñá ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, ôþñá üìùò ìå
V = 0, k = 0, x ≥ 0 êáé t ≥ 0, äçëáäÞ ìüíï ìå ôá R êáé D ìç ìçäåíéêÜ. Åäþ èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

R
∂c
∂t
= D

∂2c
∂x2

, c(x, 0) = c1, c(0, t) = c2

ìå ôá c1 êáé c2 óôáèåñÝò, x ≥ 0 êáé t ≥ 0. Ôþñá æçôïýíôáé: (ã:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ç áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (ä:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ôåëåõôáßáò, (å:1) ç áíôßóôïé÷ç
áðü öõóéêÞò áðüøåùò áðïäåêôÞ ëýóç êáé (óô:1) ç ëýóç ðïõ ðëçñïß êáé ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç
c(0, t) = c2. (æ:2) ÁíôéóôñÝöïíôáò êáôÜ Laplace, ç ëýóç c(x, t) ôïõðéï ðÜíùðñïâëÞìáôïò. (ç:1) ÔÝ-
ëïò ç åýñåóç ôùí ôéìþí ôçò c(x, 0), c(0, t), c(x,∞) êáé c(∞, t).

ÁÓÊÇÓÇ B38 (ÊåöÜëáéá Â1, Â5, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ óôï ¸äáöïò):
Óå Ýíá ðñüâëçìá ìïíïäéÜóôáôçò ìåôáöïñÜò ñýðïõ óôï Ýäáöïò ìå 0 ≤ x ≤ L êáé t ≥ 0 ðáñïõóéÜ-
æåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

R
∂c
∂t
= D

∂2c
∂x2

− V
∂c
∂x

ìå c = c(x, t) ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ êáé R, D êáé V ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç åßíáé

c(x, 0) = c0(x) ìå 0 ≤ x ≤ L

êáé ìå ôç c0(x) ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ êé üëïé ïé ÷áñáêôçñéóìïß
ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. Ãéá ôéò ìç ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

c(0, t) = C0 êáé c(L, t) = CL

(ìå ôéò äýï ðïóüôçôåò C0 êáé CL ãíùóôÝò óôáèåñÝò) ç áíáãùãÞ ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò óå
Ýíá ðñüâëçìá ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ìå (â:3) ðëÞñç åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò âïçèçôéêÞò
óõíáñôÞóåùò êáé (ã:2) åðáëÞèåõóÞ ôçò ùò ðñïò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. (ä:2) Ç åðéâåâáßùóç üôé
ðñáãìáôéêÜ éó÷ýåé áìåôÜâëçôç ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ãéá
ôç íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç ct(x, t). (å:2) Ç åýñåóç ôçò ôñïðïðïéçìÝíçò ôþñá áñ÷éêÞò óõíèÞêçò
ôïõ ðñïâëÞìáôïò (ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò) ãéá ôç íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç ct(x, t).

ÁÓÊÇÓÇ B39 (ÊåöÜëáéáÂ4, Â11, ÐåñéâáëëïíôéêÞÌç÷áíéêÞ:ÌåôáöïñÜÑýðïõóôï¸äáöïò):
Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç ãéá ôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò,
ôþñá üìùò ìå −∞ < x < ∞ êáé ðÜëé t ≥ 0. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç åðßëõóÞ ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôçò
åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ìåöáíôáóôéêÝò óôáèåñÝò ië êáé iìóôïí åêèÝôç êáé ÷ùñßò ôåôñáãùíéêÝò
ñßæåò. (â:1) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò êáé (ã:1) ç ãåíßêåõóÞ ôçò óå ïëïêëçñùôéêü ôýðï. Ôþñá
ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (ä:1) ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé (å:2) ç ëýóç ôçò ðïõ íá ðëçñïß êáé ôçí áñ÷éêÞ
óõíèÞêç c(x, 0) = c0(x) ìå −∞ < x <∞. (óô:1) Ìå ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier

G(x, t) = F−1
{
e−(Dù2+iVù)t/R

}
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ãíùóôü ç ôåëéêÞ ëýóç c(x, t) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò. (æ:1) Ç ßäéá ëýóç êáôåõ-
èåßáí ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. (ç:1) Ç ìåñéêÞ ëýóç
(Þ åéäéêÞ ëýóç) cm(x, t) ãéá

c0(x) = mä(x − x0)

ìå ôá m êáé x0 ãíùóôÝò óôáèåñÝò. (è:1) ÔÝëïò ç ëåðôïìåñÞò öõóéêÞ åñìçíåßá ôçò.

B3.3. ÁôìïóöáéñéêÞ ñýðáíóç

ÁÓÊÇÓÇ B40 (ÊåöÜëáéï Â11, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÁôìïóöáéñéêÞ Ñýðáíóç): Óôçí Ðå-
ñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôçò äéáóðïñÜò ñýðïõ óôçí áôìüóöáéñá áðü
óçìåéáêü ñõðáíôÞ óôç èÝóç (0, 0). Óôç ìüíéìç êáôÜóôáóç éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

V
∂c
∂x

= D
∂2c
∂y2

ìå −∞ < x <∞ êáé −∞ < y <∞,

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç óõãêÝíôñùóç c = c(x, y) ôïõ ñýðïõ óôçí áôìüóöáéñá (x åßíáé ï ïñéæü-
íôéïò Üîïíáò êáé y o êáôáêüñõöïò) êáé V êáé D ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Ìå ôç óõíèÞêç

c(0, y) = mä(y)

(ìå ôïm óôáèåñÜ êáé ä ôç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac) íá éó÷ýåé æçôïýíôáé: (á:2) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ùò ðñïò y ç áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (â:1) Ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò êáé (ã:1) ôçò
ìåñéêÞò ëýóåùò ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ðéï ðÜíù óõíèÞêç
c(0, y) = mä(y). (ä:4) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ãíùóôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier

F
{
e−a2y2

}
=
√
ð
a

e−ù2/(4a2)

ç åýñåóç ôçò ëýóåùò c(x, y) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò (ìáæß ìå ôç óõíèÞêç c(0, y) = mä(y)) óôï
ðåäßï ôùí áñ÷éêþí ìåôáâëçôþí (x, y) (öõóéêÜ ìå áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier áðüù óå y).

ÁÓÊÇÓÇ B41 (ÊåöÜëáéï Â10, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÁôìïóöáéñéêÞ Ñýðáíóç:) Ãéá ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò, ôþñá üìùò óôçí ðåñéï÷Þ x ≥ 0 êáé y ≥ 0 êáé ìå
íÝåò óõíèÞêåò ôéò

c(0, y) = c0 êáé c(x, 0) = c0
2

(ìå ôï c0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ) æçôïýíôáé: (á:1) Ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ùò ðñïò
ôç ìåôáâëçôÞ x. (â:2) Ç ëýóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïÝêõøå ÷ùñßò üìùò
áðåéñéóìïýò ãéá y →∞. (ã:5) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ

L
{
erfc

(
a

2
√
x

)}
= 1

s
e−a

√
s

êáé ìå áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ç ëýóç c(x, y) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò ìåôáöïñÜò.

B4. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÑÅÕÓÔÏÌÇ×ÁÍÉÊÇÓ

B4.1. ÄéäéÜóôáôç ñïÞ

ÁÓÊÇÓÇ B42 (ÊåöÜëáéá Â3, Â9, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôç ÑïÞ): Óå ðñüâëçìá ìüíéìçò
(óôáèåñÞò), äéäéÜóôáôçò (åðßðåäçò) êáé áóôñüâéëçò ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý ôï äõíáìéêü ôá÷ýôç-
ôáò Ö(x, y) åðáëçèåýåé ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace. Óå ðåñßðôùóç êõêëéêÞò óõììåôñßáò
(Þ óõììåôñßáò ãýñù áðü ôïí Üîïíá Ïz) Ý÷ïõìå áðëÜ Ö(x, y) = ö(r) ìå r ôçí ðïëéêÞ áêôßíá êáé
(ðñïöáíþò) ìå áíåîáñôçóßá áðü ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç åîßóùóç ôïõ Laplace óå
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ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) ãéá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ(x, y). (â:7) Ìå ôç äÝïõóá ðñïóï÷Þ
ç ëåðôïìåñÞò áíáãùãÞ ôçò (÷ùñßò Ýôïéìïõò ôýðïõò!) óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå áëëáãÞ
ìåôáâëçôþí: äçëáäÞ áðü (x, y) óå r, ôï r áñêåß åäþ ëüãù ôçò óõììåôñßáò!) ôþñá üìùò ìå Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ôç ö(r).

ÁÓÊÇÓÇ B43 (ÊåöÜëáéá Â1, Â5, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôç ÑïÞ): Óå ìüíéìç (óôáèåñÞ) äé-
äéÜóôáôç (åðßðåäç) ñïÞ óõìðéåóôïý ñåõóôïý, áëëÜ ÷ùñßò óõíåêôéêüôçôá (éîþäåò) ðáñïõóéÜæåôáé
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

(1−Ì2)
∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

= 0 ìå Ö = Ö(x, y) êáé 0 < M < 1 ôïí áñéèìü Mach ôçò ñïÞò.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ôçò (åðáíáëáìâÜíåôáé ãéá 0 < Ì < 1: ãéá õðïç÷çôéêÞ
ñïÞ). (â:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ã:3) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò óå áðëïýóôåñç åîßóùóç ìå
ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí

î = x√
1−M2

, ç = y

êáé õðï÷ñåùôéêÜ ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá ôçò áëõóßäáò. (ä:3) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôá-
âëçôþí ç áíáãùãÞ ôçò óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (÷ùñßò áðüðåéñá åðéëýóåþò ôïõò).

ÁÓÊÇÓÇ B44 (ÊåöÜëáéï Â9, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôçÑïÞ):Èåùñïýìå ôç äéäéÜóôáôç (åðß-
ðåäç) ìüíéìç (óôáèåñÞ) áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôï åðßðåäï Oxy ðïõ ðáñåìðïäßæåôáé
áðü óôáèåñü óôåñåü êõêëéêü êýëéíäñï áêôßíáò a ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùíÏ = (0, 0). Õðåí-
èõìßæåôáé ç ëýóç ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace ∇2u = 0 óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è)

u(r, è) = (C0 + D0 ln r)A0 +
∞∑
n=1

(
Cnrn + Dn

rn

)
(An cos nè+ Bn sin nè)

ìå ôá An, Bn, Cn êáé Dn óôáèåñÝò. Ç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý óôï Üðåéñï åßíáé V0 (ìå V0 > 0)
êáé ðáñÜëëçëç óôïí Üîïíá Oy (ðñïò ôá ðÜíù). Æçôïýíôáé: (á:1) Íá áðïäåé÷èåß üôé ç ñïúêÞ
óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò) Ø(r, è) óôï Üðåéñï (ãéá r→∞) Ý÷åé ôç ìïñöÞ

Ø(r, è)
∣∣
r→∞ = −V0 r cos è.

(â:2) Íá õðïëïãéóèåß ðëÞñùò ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø(r, è): óå üëï ôï ðåäßï ñïÞò. (ã:2) Ìå âÜóç
ôïõò ôýðïõò

vr = 1
r

∂Ø
∂è

êáé vè = − ∂Ø
∂r

íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíéóôþóåò vr êáé vè ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò.
(ä:1) Ðüóç åßíáé ç áðüëõôá ìÝãéóôç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý óôçí ðåñéöÝñåéá r = a ôçò êõêëéêÞò
ôïìÞò ôïõ êõëßíäñïõ êáé ðïý ðáñïõóéÜæåôáé; (å:2) Ðïéá åßíáé ôá óçìåßá áíáêïðÞò ôçò ñïÞò;

ÁÓÊÇÓÇ B45 (ÊåöÜëáéá Â1, Â3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôç ÑïÞ):Èåùñïýìå åäþ ôç ìüíéìç
ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y). Ìå u êáé v ôéò äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò V
ôïõ ñåõóôïý óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) æçôïýíôáé: (á:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèåß ç åîßóùóç
ôçò óõíå÷åßáò. (â:1) Íá õðïëïãéóèåß äéáíõóìáôéêÜ ï óôñïâéëéóìüò ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý
êáé ìå âÜóç áõôüí (ã:1) íá áíáöåñèåß ç âáèìùôÞ (ìç äéáíõóìáôéêÞ) åîßóùóç ãéá ôï áóôñüâéëï
ôçò ñïÞò áõôÞò. Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) íá áðïäåé÷èåß (ä:1) ç áõôüìáôç
ðëÞñùóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò êáé (å:1) üôé ôï äõíáìéêü áõôü Ö(x, y) ðëçñïß
ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace. Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò (Þ óõíáñôÞóåùò ñïÞò)
Ø(x, y) íá áðïäåé÷èåß (óô:1) ç áõôüìáôç ðëÞñùóç ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò êáé (æ:1) üôé ç ñïú-
êÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò) Ø(x, y) ðëçñïß êáé áõôÞ ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace.
(ç:1) Ëïéðüí ôé ðåôõ÷áßíïõìå ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò Ö(x, y) Þ ôçò óõíáñôÞóåùò Ø(x, y)
óôï ðáñüí áñ÷éêü óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò; (è:1) Ðïéïé ÷á-
ñáêôçñéóìïß ìðïñïýí íá äïèïýí ãé’ áõôü; (é:1) Ðïéåò åßíáé ïé éäéüôçôåò ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý ðïõ
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õðïèÝóáìå åäþ; Ôéò Ý÷åé ôï íåñü (ôï âáóéêü ñåõóôü ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý ôüóï óôçí ÕäñáõëéêÞ
üóï êáé óôçí Õäñïìç÷áíéêÞ) ðñïóåããéóôéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí Þ ü÷é Þ Ý÷åé ìüíï ôç ìßá;

B4.2. ÔñéäéäéÜóôáôç ñïÞ

ÁÓÊÇÓÇ B46 (ÊåöÜëáéá Â3, Â5, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÔñéäéÜóôáôç ÑïÞ): Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ
åîåôÜæïõìå ôçí ôñéäéÜóôáôç ìüíéìç áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý. Æçôïýíôáé: (á:1) Ðüôå Ýíá
ñåõóôü êáëåßôáé éäåáôü; (â:1) Óôçí ðéï ðÜíù ñïÞ ìå ãíùóôü ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ = Ö(x, y, z)
áðü ðïéïí ôýðï ôçò ÄéáíõóìáôéêÞò Áíáëýóåùò ðñïóäéïñßæåôáé ç ôá÷ýôçôá V = V(x, y, z) ôïõ
ñåõóôïý; (ã:1) Áðü ôïí ôýðï áõôü ðþò õðïëïãßæïíôáé áíáëõôéêüôåñá ïé ôñåéò óõíéóôþóåò

u = u(x, y, z), v = v(x, y, z) êáé w = w(x, y, z)

ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý; (ä:1) Íá åëåã÷èåß üôé ìå ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö ðñÜã-
ìáôé ðñïêýðôåé áóôñüâéëç ñïÞ: ï óôñïâéëéóìüò åßíáé ßóïò ìå ìçäÝí. (å:1) Ðïéá åßíáé ç åîßóùóç ôçò
óõíå÷åßáò óôï ðáñüí ðñüâëçìá êáé ðïéá ìïñöÞ ðáßñíåé áõôÞ, åÜí ÷ñçóéìïðïéçèåß ôï äõíáìéêü
ôá÷ýôçôáò Ö; Óôçí ôåëåõôáßá åîßóùóç íá åöáñìïóèåß ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí

Ö(x, y, z) = X(x)F(y, z)

ìå áíáãùãÞ ôçò óå äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò: (óô:1) ôç ìßá óõíÞèç ùò ðñïò X(x) (÷ùñßò ôéò ìåôá-
âëçôÝò y êáé z) êáé (æ:2) ôçí Üëëç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò F(y, z) (÷ùñßò ôç ìåôáâëçôÞ x).

ÁÓÊÇÓÇ B47 (ÊåöÜëáéá Â1, Â4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÔñéäéÜóôáôç ÑïÞ): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïç-
ãïýìåíç Üóêçóç. Åäþ æçôïýíôáé ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂2F
∂y2

+ ∂2F
∂z2

− p2F = 0 ìå F = F(y, z)

êáé ôï p ãíùóôÞ óôáèåñÜ: (á:1) Ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ôçò. (â:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò.
(ã:1) Áðüðåéñá åðéëýóåþò ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ìå âÜóç óõíÜñôçóç
ôçò ìïñöÞò ö(y+ìz) êáé ôåëéêÜ (ä:1) Ç åîÞãçóç áí ç ìÝèïäïò áõôÞ åßíáé åöáñìüóéìç Þ ü÷é. (å:2) Ç
åýñåóç ìéáò ìåñéêÞò ëýóåþò ôçò Fë(y, z), ôþñá üìùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
(áëëÜ ÷ùñßò êáíÝíá i = √−1 óôïí åêèÝôç!) êáé óôç óõíÝ÷åéá (óô:2) ôçò ãåíéêÞò ëýóåþò ôçò F(y, z).

ÁÓÊÇÓÇ B48 (ÊåöÜëáéá Â1, Â3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÔñéäéÜóôáôç ÑïÞ): Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ
èåùñïýìå ôç ìüíéìç (óôáèåñÞ) ôñéäéÜóôáôç áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý. Äçëþíïíôáò ìå u, v
êáé w ôéò ôñåéò óõíéóôþóåò ôçò äéáíõóìáôéêÞò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý (êáôÜ ôïõò Üîïíåò Ox,
Oy êáé Oz áíôßóôïé÷á), æçôïýíôáé: (á:1) Ï õðïëïãéóìüò ôïõ óôñïâéëéóìïý (ó÷åäüí éóïäýíáìá
ôçò ðåñéóôñïöÞò) ôçò ôá÷ýôçôáò V ìÝóù ôùí óõíéóôùóþí ôçò u, v êáé w. (â:1) Ãéá áóôñüâéëç
ñïÞ, ðïõ ôçí õðïèÝôïõìå åäþ, ïé ó÷åôéêÝò ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.
(ã:2) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö = Ö(x, y, z) ç áðüäåéîç ðëçñþóåùò êáé ôùí ôñéþí
áõôþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, äçëáäÞ ç åîáóöÜëéóç ôïõ üôé ç ñïÞ åßíáé áóôñüâéëç (åîáóöÜëéóç
ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò). (ä:1) ÁðïìÝíåé ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò. Ðïéá åßíáé áõôÞ êáé ðïéá
ìïñöÞ ðáßñíåé ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö óôï ðñüâëçìá ðïõ åîåôÜæïõìå;
(å:1) Íá äïèïýí åðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß ãéá ôçí ôåëéêÞ åîßóùóç áõôÞ. (óô:1) Ôé ðåôý÷áìå ôåëéêÜ áðü
ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò óôï ðáñüí ðñüâëçìá ìå ôçí åéóáãùãÞ ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö êáé ìå
ðïéï áêñéâþò êüóôïò; (æ:1) Èá Þôáí ÷ñÞóéìï ôï äõíáìéêü áõôü Ö êáé óå ìç áóôñüâéëç ñïÞ; Ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ B49 (ÊåöÜëáéï Â3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÔñéäéÜóôáôç ÑïÞ): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïý-
ìåíç Üóêçóç ìå ôéò ßäéåò õðïèÝóåéò ãéá ôç ñïÞ. Åäþ èåùñïýìå ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò

Ö(x, y, z) = 1√
x2 + y2 + z2

ìå x2 + y2 + z2 = 0 Þ Ö(x, y, z) = 1
ñ

ìå ñ =
√
x2 + y2 + z2 = 0
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óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x, y êáé z. Æçôïýíôáé: (á:2) Íá õðïëïãéóèïýí êáé ïé ôñåéò óõíéóôþ-
óåò u, v êáé w ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý. (â:3) Ãéá ôéò óõíéóôþóåò áõôÝò (åäþ, ü÷é
ãåíéêÜ) íá åðáëçèåõèïýí êáé ïé ôñåéò åîéóþóåéò ðïõ äçëþíïõí ôï áóôñüâéëï ôçò ñïÞò. (ã:3) Íá
åðáëçèåõèåß Üìåóá üôé ðñáãìáôéêÜ ôïðéï ðÜíùóõãêåêñéìÝíï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ(x, y, z) åßíáé,
üðùò ðñÝðåé, áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.

ÁÓÊÇÓÇ B50 (ÊåöÜëáéá Â3, Â5, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÔñéäéÜóôáôç ÑïÞ):Èåùñïýìå ôç ìüíéìç ñïÞ
éäåáôïý ñåõóôïý óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z). Ìå u, v, w ôéò ôñåéò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò V
ôïõ ñåõóôïý óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z) æçôïýíôáé: (á:1) Íá áíáöåñèåß ç åîßóùóç ôçò
óõíå÷åßáò. (â:1) Íá õðïëïãéóèåß ï óôñïâéëéóìüò ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý êáé ìå âÜóç áõôüí
(ã:1) íá áíáöåñèïýí ïé ôñåéò âáèìùôÝò (ìç äéáíõóìáôéêÝò) åîéóþóåéò ãéá ôï áóôñüâéëï ôçò ñïÞò
áõôÞò. Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö(x, y, z) íá áðïäåé÷èïýí (ä:1) ç áõôüìáôç ðëÞ-
ñùóç ôùí åîéóþóåùí ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò êáé (å:1) üôé ôï äõíáìéêü áõôüÖ(x, y, z) ðëçñïß ôçí
ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace. (óô:2) Ãéá ôçí åîßóùóç áõôÞ íá áðïäåé÷èåß üôé åßíáé äéá÷ùñßóéìç
åäþ ìå

Ö(x, y, z) = F(x, y)Z(z)

êáé ìå óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë1. (æ:2) Óôç óõíÝ÷åéá ìå

F(x, y) = X(x)Y (y)

íá áðïäåé÷èåß üôé åßíáé åöéêôüò êáé äåýôåñïò ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí (ôþñá ôùí x êáé y) ìå
óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë2. (ç:1) Óõíïøßæïíôáò üëá ôáðáñáðÜíù, íá ãñáöïýí êáé ïé ôñåéò óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôéò ôñåéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò X(x), Y (y) êáé Z(z) ÷ùñéóôÜ.

B5. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÅÄÁÖÏÌÇ×ÁÍÉÊÇÓ

B5.1. ÄéÞèçóç

ÁÓÊÇÓÇ B51 (ÊåöÜëáéá Â1, Â4, Åäáöïìç÷áíéêÞ: ÄéÞèçóç): Óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ èåùñïýìå
ôç äéäéÜóôáôç äéÞèçóç ôïõ íåñïý ìÝóá óå áíéóüôñïðï (ü÷é éóüôñïðï) Ýäáöïò. Ãéá ôï õäñáõëéêü
öïñôßï (Þ äéáöïñÜ ðéåæïìåôñéêÞò óôÜèìçò) h = h(x, z) ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò

kx
∂2h
∂x2

+ kz
∂2h
∂z2

= 0 ìå h = h(x, y), kx > 0, ky > 0,

x ôç èÝóç óôï ïñéæüíôéï åðßðåäï êáé z ôï âÜèïò ìÝóá óôï Ýäáöïò. Ôá óýìâïëá kx êáé kz äçëþíïõí
ôïõò óõíôåëåóôÝò äéáðåñáôüôçôáò ôïõ åäÜöïõò êáôÜ ôéò äéåõèýíóåéò x êáé z áíôßóôïé÷á, ðïõ
åßíáé èåôéêïß áñéèìïß: kx, kz > 0. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò
åîéóþóåùò. (â:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìå ôç ÷ñÞóç äïêéìáóôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôçò ìïñöÞò ö(x+ìz)
êáé ôçò ó÷åôéêÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò. Ðüôå áêñéâþò ç ëýóç áõôÞ åßíáé ðñáãìáôéêÞ; (ã:1) Ç
åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò áõôÞò ëýóåùò. (ä:2) Ìå ôçí áðëÞ áëëáãÞ áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò

î = x

√
kz
kx

ðïéá ìïñöÞ ðáßñíåé ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò; (å:1) Ôé åîßóùóç
ðñïÝêõøå êáé ôé åîßóùóç éó÷ýåé ãéá éóüôñïðï Ýäáöïò, üðïõ kx = kz = k (ìå k > 0); (óô:1) Ôé
ðåôý÷áìå åðïìÝíùò ìå ôçí ðéï ðÜíù áëëáãÞ áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò (áðü x óå î) éäßùò áðü
ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò;

ÁÓÊÇÓÇ B52 (ÊåöÜëáéá Â1, Â4, Åäáöïìç÷áíéêÞ: ÄéÞèçóç): Óôï åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï ôçò
äéçèÞóåùò (seepage) óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ (Soil Mechanics) ìÝóá óå Ýíá áíéóüôñïðï (ùò ðñïò ôç
äéÞèçóç) Ýäáöïò ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

kx
∂2h
∂x2

+ ky
∂2h
∂y2

= 0 ìå h = h(x, y), kx > 0, ky > 0
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ìå x ôç èÝóç óôïí ïñéæüíôéï Üîïíá êáé y óôïí êáôáêüñõöï. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ôï õäñáõ-
ëéêü öïñôßï h(x, y). Ïé óôáèåñÝò kx êáé ky åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò äéáðåñáôüôçôáò ôïõ åäÜöïõò.
Æçôïýíôáé: (á:2) Ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò

î = x

√
ky
kx

ç áðëïðïßçóç ôçò ðéï ðÜíù åîéóþóåùò ôçò äéçèÞóåùò. (â:2) Ìå ôéò áëëáãÝò ìåôáâëçôÞò

z = î + iy êáé z̄ = î − iy ìå i = √−1

ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá ç ðáñáðÝñá áðëïðïßçóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ åñùôÞìáôïò (á). (ã:1) Ç ðéï
ãåíéêÞ äõíáôÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ åñùôÞìáôïò (â) êáé ìåôÜ (ä:1) ç åðéóôñïöÞ óôéò áñ÷éêÝò
ìåôáâëçôÝò x êáé y. (å:2) Ç Üìåóç åýñåóç ôçò ßäéáò ãåíéêÞò ëýóåùò êáôåõèåßáí áðü ôçí áñ÷éêÞ
åîßóùóç ôçò äéçèÞóåùò êáé ï Ýëåã÷ïò óõìöùíßáò ôùí áðïôåëåóìÜôùí.

ÁÓÊÇÓÇ B53 (ÊåöÜëáéá Â2, Â5, Åäáöïìç÷áíéêÞ: ÄéÞèçóç): Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

kx
∂2h
∂x2

+ kz
∂2h
∂z2

= 0

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí h = h(x, z) êáé ìå ôá kx êáé kz ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé:
(á:1) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ô = √

kz/kx êáé ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí
ìåôáâëçôþí áðåõèåßáò óôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (ü÷é ìå ìåôá-
ó÷çìáôéóìü ôçò óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace!) ç áíáãùãÞ ôçò óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ìå Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ôéò X(x) êáé Z(z). (â:2) Ôþñá óå ìéá ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷ÞD = [0, a]×[0, b]
êáé ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôçí ðåñßìåôñü ôçò C

h(x, 0) = 0, h(x, b) = 0, h(0, z) = 0, h(a, z) = f (z)

êáé ìå ôç óõíÜñôçóç f (z) ãíùóôÞ ðïéåò åßíáé ïé éäéïóõíáñôÞóåéò Æn(z) óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíï-
ñéáêþí ôéìþí; (ã:2) Ïé áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) ìå ðëÞñùóç êáé ôçò ôñßôçò óõíïñéáêÞò
óõíèÞêçò; (ä:2) Ðïéá åßíáé ç ðëÞñçò ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí ëáìâÜ-
íïíôáò ôþñá õðüøç êáé ôçí ôÝôáñôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç h(a, z) = f (z); (å:1) ÁíåîÜñôçôá áðü ôï
ðéï ðÜíù êÜðùò ôå÷íçôü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí óå ðïéï áêñéâþò ðñáãìáôéêÜ åíäéáöÝñïí
ðñüâëçìá ôçò Åäáöïìç÷áíéêÞò ðáñïõóéÜæåôáé ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò; Ðþò êáëïýíôáé ïé äýï èåôéêÝò óôáèåñÝò kx êáé kz; Óå ðïéá áêñéâþò ðåñßðôùóç éó÷ýåé
ç éóüôçôá kx = kz; Ðþò êáëåßôáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç h(x, z);

ÁÓÊÇÓÇ B54 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â4, Åäáöïìç÷áíéêÞ: ÄéÞèçóç): ÅîåôÜæïõìå ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

kx
∂2h
∂x2

+ kz
∂2h
∂z2

= 0

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí h = h(x, z) êáé ìå ôá kx êáé kz ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé:
(á:1) Óå ðoéï áêñéâþò ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ ðáñïõóéÜæåôáé;
Õðü ðïéá öõóéêÞ óõíèÞêç ìåôáðßðôåé óôçí åîßóùóç ôïõ Laplace; (â:1) Ðþò êáëåßôáé ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç h = h(x, z); Ðþò êáëïýíôáé ïé äýï óôáèåñÝò kx êáé kz; (ã:1) Ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ôçò
ìå ôç ÷ñÞóç äéáêñßíïõóáò Ä. (ä:1) Ïé ðïëý ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (å:3) Õðï÷ñåùôéêÜ
ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí î = x êáé æ = âz êáé ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ â = √

kx/kz êáèþò
êáé ôïõ êáíüíá ôçò áëõóßäáò (ôçò áëëçëïõ÷ßáò ôùí ðáñáãþãùí) ç áíáãùãÞ ôçò óå áðëïýóôåñç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (óô:1) Ç áðåõèåßáò áíáöïñÜ ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò
áðëïýóôåñçò áõôÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé áðü áõôÞí ç åýñåóç ôçò
ëýóåùò ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

ÁÓÊÇÓÇ B55 (ÊåöÜëáéá Â2, Â4, Åäáöïìç÷áíéêÞ: ÄéÞèçóç): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç
Üóêçóç êáé îáíÜ ìå ôç ÷ñÞóç, åöüóïí åßíáé óêüðéìï, êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ â = √

kx/kz,
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ôï ïðïßï Þäç ïñßóèçêå. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:2) Ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò áñ÷éêÞò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò, ç ïðïßá âáóßæåôáé
óôç ÷ñÞóç ìéáò êáôÜëëçëçò óõíáñôÞóåùò ö. (â:1) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò. (ã:2) Ç åðßëõóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (ä:1) ìå áíáöïñÜ óôï
ôÝëïò êáé êÜðïéïõ ó÷åôéêïý ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ. (å:1) Ðïéá áðü ôéò äýï áõôÝò ìåèüäïõò èá
óõíéóôïýóáôå óôï ðáñüí ðñüâëçìá Åäáöïìç÷áíéêÞò; (óô:1) ÁíáöÝñáôå ôÝëïò Ýíá ðáñÜäåéãìá
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò üðïõ åßíáé õðï÷ñåùôéêÞ ç ÷ñÞóç ôçò Üëëçò ìÝèï-
äïõ ìå ôçí Ýííïéá üôé ç ìÝèïäïò ðïõ óõóôÞóáôå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá áðëÜ äåí åßíáé ðéá
åöáñìüóéìç. (Áí åßíáé äõíáôüí, ìå ôñïðïðïßçóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.)

ÁÓÊÇÓÇ B56 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â4, Åäáöïìç÷áíéêÞ: ÄéÞèçóç): Óôï åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï
ôçò äéçèÞóåùò óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ ðáñïõóéÜæåôáé óôç äéäéÜóôáôç ðåñßðôùóç êáé ãéá áíéóü-
ôñïðï Ýäáöïò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

kx
∂2h
∂x2

+ kz
∂2h
∂z2

= 0 ìå h = h(x, z),

x ôç èÝóç ïñéæüíôéá êáé z êáôáêüñõöá. Æçôïýíôáé: (á:1) Ôé ðáñéóôÜíïõí (ðþò êáëïýíôáé) ïé óôá-
èåñÝò kx êáé kz; (â:1) Äýï ïíïìáóßåò ôçò Üãíùóôçò óõíÜñôçóçò h = h(x, z). (ã:1) Íá âñåèåß ï ôýðïò
ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (ä:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèïýí êé ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò.
(å:3) ×ùñßò áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò õðïèÝôïíôáò áñ÷éêÜ ëýóç ôçò ìïñöÞò

h(x, z) = ö(x + ìz)

êáé (óô:1) íá åðáëçèåõèåß ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç. (æ:1) Õðü ðïéï ìáèçìáôéêü ðåñéïñéóìü Ý÷ïõìå áðï-
äåêôÞ áðüöõóéêÞò áðüøåùò ëýóç h(x, z); (ç:1) ¸íá áðëü ðáñÜäåéãìá ôÝôïéáò áðïäåêôÞò ëýóåùò.

B5.2. Óôåñåïðïßçóç

ÁÓÊÇÓÇ B57 (ÊåöÜëáéá Â2, Â5, Åäáöïìç÷áíéêÞ: Óôåñåïðïßçóç): Óôç èåùñßá ôçò ìïíïäéÜ-
óôáôçò óôåñåïðïéÞóåùò (consolidation) ôïõ Karl Terzaghi (1923)3 ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂u
∂t

= cv
∂2u
∂z2

ìå u = u(z, t), cv > 0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ,

z ôï âÜèïò ìÝóá óôï Ýäáöïò êáé t ôï ÷ñüíï (t ≥ 0). Æçôïýíôáé: (á:1) Óå ðïéá ÜëëáðñïâëÞìáôá ôïõ
ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïýðáñïõóéÜæåôáé ïõóéáóôéêÜ ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç; (â:1) Ðþò êáëåßôáé åäþ
ïóõíôåëåóôÞò cv êáéðïéåò åßíáé ïé ìïíÜäåò ôïõ ìå åýñåóÞ ôïõòáðüôçí ßäéá ôçíðéïðÜíùäéáöïñéêÞ
åîßóùóç; Èåùñïýìå ôþñá óôñþìá (Þ óôñþóç, layer) åäÜöïõò üðïõ ëáìâÜíåé ÷þñá ôï öáéíüìåíï
ôçò óôåñåïðïéÞóåùò ìå 0 ≤ z ≤ 2d, ìå ìçäåíéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: u(0, t) = u(2d, t) = 0 êáé
ìå ãíùóôÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç u(z, 0) = u0(z). Óôï ðñüâëçìá áõôü æçôïýíôáé: (ã:1) Íá åöáñìïóèåß
ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí óôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (ä:1) Óôç óõíÝ÷åéá
íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé éäéïóõíáñôÞóåéò Zn(z) (÷ùñßò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) êáé (å:1) ïé áíôßóôïé÷åò
óõíáñôÞóåéò Tn(t) (áõôÝò ìå áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Cn). (óô:1) Ðïéá åßíáé ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìáæß ìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, áëëÜ ÷ùñßò ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç, êáé (æ:1) ìå ôçí áñ÷éêÞ
óõíèÞêç íá Ý÷åé ëçöèåß åðßóçò õðüøç êáé ïé óõíôåëåóôÝò íá Ý÷ïõí ðñïóäéïñéóèåß; (ç:1) Óå ðïéï
áêñéâþò (äéáöïñåôéêü) ðñüâëçìá ç ßäéá ïõóéáóôéêÜ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáôáëÞãåé óå óõíçìéôïíéêÞ
(ü÷é çìéôïíéêÞ) óåéñÜ Fourier êáé ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ B58 (ÊåöÜëáéá Â2, Â5, Åäáöïìç÷áíéêÞ: Óôåñåïðïßçóç): Óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ ìåëå-
ôÜìå ôï åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï ôçò óôåñåïðïéÞóåùò (ìå ôçí áðïìÜêñõíóç ôïõ íåñïý) êáôÜ ôïí

3ÂëÝðå: Terzaghi, K. (1943), Theoretical Soil Mechanics. John Wiley and Sons, Inc., New York, London, Åíüôçôá 99,
ó. 271.
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êáôáêüñõöï Üîïíá z, üðïõ óýìöùíá ìå ôç ãíùóôÞ èåùñßá óôåñåïðïéÞóåùò ôïõ Karl Terzaghi
(1923) éó÷ýåé ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, åäþ

∂u
∂t

= cv
∂2u
∂z2

.

¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç ðñüóèåôç õäñïóôáôéêÞ ðßåóç u = u(z, t) ôïõ íåñïý ôùí ðüñùí. Ï óõ-
íôåëåóôÞò óôåñåïðïéÞóåùò åßíáé ãíùóôüò, óôáèåñüò êáé ßóïò ìå cv . Æçôïýíôáé: (á:1) Áðü ôç
äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ç ìïíÜäá ôïõ óõíôåëåóôÞ óôåñåïðïéÞóåùò. (â:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ù-
ñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ç áíáãùãÞ ôçò óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. (ã:1) Ìå ðñïóï÷Þ
ôþñá ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ðïéïò öõóéêüò
ëüãïò Ý÷åé áðáéôÞóåé ôçí ðñïóï÷Þ ìáò; (ä:1) Óôç óõíÝ÷åéá ç ãåíéêÞ ëýóç êáé ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞ-
èïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (å:1)Èåùñïýìå ôþñááñãéëþäåò óôñþìá ôïõ åäÜöïõò, óõãêåêñéìÝíá
óôñþìá êïñåóìÝíçò áñãßëïõ, ðÜ÷ïõò H ìå 0 ≤ z ≤ H ìå ìçäåíéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

u(0, t) = u(H, t) = 0

óôá äýï åðßðåäá óõíïñÜ ôïõ. Ïé óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò õðïäçëþíïõí Üðåéñç äéáðåñá-
ôüôçôá ôùí äýï ãåéôïíéêþí óôñùìÜôùí ôïõ åäÜöïõò (ãéá z < 0 êáé ãéá z > H) áðü åíôåëþò
äéáðåñáôÞ Üììï. Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ðïéåò åßíáé ïé ó÷åôéêÝò éäéïóõíáñôÞóåéò Zn(z); (óô:1) Êáé
ïé áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéò un(z, t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò; (æ:1) Ãéá
ôéò ßäéåò éäéïóõíáñôÞóåéò un(z, t) íá ãßíåé åðáëÞèåõóç ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ý-
óåùò, áëëÜ êáé ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. (ç:1) ÔÝëïò, õðïèÝôïíôáò ãíùóôÞ êáé ôçí áñ÷éêÞ
óõíèÞêç u(z, 0) = u0(z), æçôåßôáé ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò ðëÞñïõò ëýóåùò ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìá-
ôïò óôåñåïðïéÞóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ B59 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â4, Åäáöïìç÷áíéêÞ: Óôåñåïðïßçóç): Óôï åíäéáöÝñïí öáé-
íüìåíï ôçò óôåñåïðïéÞóåùò óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ ðáñïõóéÜæåôáé óôç ìïíïäéÜóôáôç ðåñßðôùóç
óýìöùíá ìå ôç èåùñßá ôïõ Karl Terzaghi (1923), ðïõ Ý÷åé áðïêëçèåß êáé «ðáôÝñáò» ôçò Åäáöïìç-
÷áíéêÞò, ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂u
∂t

= cv
∂2u
∂z2

ìå u = u(z, t),

z ôï âÜèïò êáé t ôï ÷ñüíï. Æçôïýíôáé: (á:1) Óå ðïéá äýï äéáöïñåôéêÜ ðñïâëÞìáôá ðáñïõóéÜæåôáé
ïõóéáóôéêÜ ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç; (â:1) Ðþò êáëïýíôáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(z, t) êáé
ç óôáèåñÜ cv; (ã:1) Áðü ôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç íá ðñïóäéïñéóèåß êáôÜëëçëç ìïíÜäá ôçò
óôáèåñÜò cv . (ä:1) Íá âñåèåß ï ôýðïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (å:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèïýí ïé ÷á-
ñáêôçñéóìïß ôçò. (óô:1) Íá åðáëçèåõèåß óôçí ßäéá åîßóùóç ç áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò)
äýï ëýóåùí. (æ:1) Íá åîçãçèåß åÜí Þ ü÷é ìðïñåß íá ãßíåé äåêôÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

u(z, t) = ö(z + ìt).

(ç:1)Íáâñåèåß ìåñéêÞ ìéãáäéêÞ ëýóç ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (ìå ìéãáäéêÝò
óôáèåñÝò ië êáé iì). (è:1) Íá åðáëçèåõèåß ç ëýóç áõôÞ. (é:1) Íá ãåíéêåõèåß ç ßäéá ëýóç óå ïëïêëç-
ñùôéêü ôýðï ðïõ íá áðïôåëåß êáé áõôüò ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò óôåñåïðïéÞóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ B60 (ÊåöÜëáéï Â5, Åäáöïìç÷áíéêÞ: Óôåñåïðïßçóç): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç
Üóêçóç ãéá ôç óôåñåïðïßçóç åäÜöïõò. Æçôïýíôáé åðßóçò: Óå Ýíá óôñþìá (Þ ìéá óôñþóç) åäÜöïõò
ðÜ÷ïõò h éó÷ýïõí ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

u(0, t) = u(h, t) = 0 êáé u(z, 0) = ui ìå t ≥ 0, 0 ≤ z ≤ h

êáé ôçí ðïóüôçôá ui ãíùóôÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí
ï ðñïóäéïñéóìüò (á:2) ôùí ÷ùñéêþí éäéïóõíáñôÞóåùí Zn(z), (â:2) ôùí ÷ñïíéêþí éäéïóõíáñôÞóåùí
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Tn(t) êáé (ã:2) ôçò ßäéáò ôçò ëýóåùò u(z, t) óå ìïñöÞ óåéñÜò ÷ùñßò üìùò ôçí ðëÞñùóç ôçò áñ÷éêÞò
óõíèÞêçò u(z, 0) = ui. (ä:2) Ï ðñïóäéïñéóìüò üëùí ôùí óôáèåñþí ôçò óåéñÜò áõôÞò óôçí áðëïý-
óôåñç äõíáôÞ ìïñöÞ ôïõò (ìå áíáëõôéêü õðïëïãéóìü ôùí ó÷åôéêþí ïëïêëçñùìÜôùí), Ýôóé þóôå
íá ðëçñïýôáé êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç, ìå êáôÜëëçëç äéÜêñéóç ðåñéðôþóåùí, åöüóïí áðáéôåßôáé
êÜôé ôÝôïéï. (å:2) ÕðÜñ÷ïõí óõíôåëåóôÝò ôçò óåéñÜò ðïõ íá ìçäåíßæïíôáé êáé, åÜí íáé, ðïéïé åßíáé;

ÁÓÊÇÓÇ B61 (ÊåöÜëáéï Â10, Åäáöïìç÷áíéêÞ: Óôåñåïðïßçóç): Óôç óôåñåïðïßçóç åäÜöïõò
èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôïõ Karl Terzaghi (1923)

∂2u
∂z2

= 1
cv

∂u
∂t

ìå u = u(z, t), z ≥ 0, t ≥ 0, u(0, t) = u0 êáé u(z, 0) = 0.

Æçôïýíôáé: (á:3) Ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ç áíáãùãÞ ôçò óå óõíÞèç äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç. (â:2) Ç ëýóç ôçò ôåëåõôáßáò ÷ùñßò áðåéñéóìü ôçò, üôáí z →∞. Ìå ãíùóôü üôé

L
{
erfc

(
b

2
√
t

)}
= 1

s
e−b

√
s

(ã:3) ç ëýóç ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò êáé (ä:2) ç åðáëÞèåõóÞ ôçò ùò ðñïò ôéò äýï óõíèÞêåò.

ÁÓÊÇÓÇ B62 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â9, Åäáöïìç÷áíéêÞ: Óôåñåïðïßçóç): Èåùñïýìå îáíÜ ôï
åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï ôçò óôåñåïðïéÞóåùò (consolidation) ôïõ åäÜöïõò õðïèÝôïíôáò ôç ñïÞ ôïõ
íåñïý (ôïõ ýäáôïò) ìüíï áêôéíéêÜ. Ãßíåôáé åðßóçò äåêôÞ ç èåùñßá ôïõ Karl Terzaghi (1923). Óôï
ðáñüí ðñüâëçìá éó÷ýåé ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò óôåñåïðïéÞóåùò:4

∂u
∂t

= cv

(
∂2u
∂r2

+ 1
r

∂u
∂r

)
.

¢ãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(r, t) åßíáé ç ðßåóç ôïõ ýäáôïò ðüñùí êáé cv ï óõíôåëåóôÞò óôåñåï-
ðïéÞóåùò (ìå cv > 0). Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ïíïìáóßá ôçò êáé Ýîé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò. (â:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ç áíáãùãÞ ôçò åîéóþóåùò áõôÞò
óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. (ã:2) Ç åðßëõóç ôçò ÷ñïíéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: ãåíéêÞ
ëýóç. (ä:3) ¼ìïéá êáé ôçò ÷ùñéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: ðÜëé ãåíéêÞ ëýóç.

B6. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÇÓ ÔÙÍ ÕËÉÊÙÍ

B6.1. Åðßðåäç åëáóôéêüôçôá: ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy

ÁÓÊÇÓÇ B63 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â3, Â4, Â5, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá:
ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç ôïõ Airy): Æçôïýíôáé: (á:1) Íá ðñïóäéïñéóèåß ï äéáñìïíéêüò ôåëåóôÞò óôï
åðßðåäïOxy ìå âÜóç ôïí áíôßóôïé÷ï ôåëåóôÞ ôïõ Laplace. (â:1) ÓåðïéáðñïâëÞìáôá ôïõÐïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý ðáñïõóéÜæïíôáé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ êáé ðïéåò
åßíáé áõôÝò; (ã:1) Íá áíáöåñèïýí ïé ðëÞñåéò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùòðïõðëçñïß
ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x, y). (ä:1) Íá åëåã÷èåß åÜí Þ ü÷é ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé äéá÷ùñßóéìç,
äçëáäÞ åÜí ìðïñåß íá åöáñìïóèåß ó’ áõôÞí ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. (å:2) Ðïéá
(ç ãåíéêüôåñç äõíáôÞ!) ìåñéêÞ ëýóç Ap(x, y) ôçò ßäéáò åîéóþóåùò ìðïñåß íá âñåèåß ìå âÜóç ôç ìïñöÞ
ö(x + ìy); (óô:1) Ìå ôéò äýï áëëáãÝò áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí

z = x + iy êáé æ = x − iy ìå i = √−1

ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy êáôáëÞãåé óôï ôÝëïò íá åðáëçèåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò

∂4A∗

∂z2∂æ2
= 0 ìå A∗ = A∗(z, æ) ≡ A(x, y).

4Karl Terzaghi (1943), Theoretical Soil Mechanics, John Wiley and Sons, New York, London, ÅäÜöéï 106, ó. 291, åîß-
óùóç [4].
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Æçôåßôáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò A∗(z, æ). (æ:1) Õðü ðïéåò áêñéâþò ðñïûðïèÝóåéò ç ëýóç áõôÞ åßíáé ðñáã-
ìáôéêÞ; Ãéá ðïéïí áêñéâþò ëüãï ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ôç èÝëåé íá åßíáé ïðùóäÞðïôå ðñáãìáôéêÞ;

ÁÓÊÇÓÇ B64 (ÊåöÜëáéï Â3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá: ÔáóéêÞ ÓõíÜñ-
ôçóç ôïõ Airy): Æçôïýíôáé: (á:1) ÁðëÜ íá ãñáöåß ôï óýóôçìá ôùí ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ãéá ôï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (÷ùñßò êá-
èïëéêÝò äõíÜìåéò, üðùò åßíáé ôï âÜñïò). Ðþò êáëïýíôáé ïé åîéóþóåéò ôïõ; (â:1) Ðþò ìðïñåß ôï
óýóôçìá áõôü íá áíá÷èåß óå ìßá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ôç ÷ñÞóç
ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy Á(x, y); (ã:1) Íá ãßíåé ëåðôïìåñÞò Ýëåã÷ïò ôçò ïñèüôçôáò ôçò
áíáãùãÞò áõôÞò. (ä:1) Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç óôï åðßðåäï

A(x, y) = Bx4 + Cx2y2 + Dy4.

Ðïéá ó÷Ýóç äßíåé ôç óôáèåñÜ C óõíáñôÞóåé ôùí óôáèåñþí B êáéD, þóôå ç óõíÜñôçóç áõôÞ íá åßíáé
áðïäåêôÞ ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy; Ãé’ áõôÞí ôçí ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò C (å:1) íá õðïëïãéóèïýí ïé
ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy êáé íá åðáëçèåõèïýí (óô:1) oé äýï ðñþôåò åîéóþóåéò êáé (æ:1) ç ôñßôç åîßóùóç
ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (ç:1) Ðïéï ðëåïíÝêôçìá
êáé ðïéá ìåéïíåêôÞìáôá ðáñïõóéÜæåé ç ÷ñÞóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy A(x, y);

ÁÓÊÇÓÇ B65 (ÊåöÜëáéá Â1, Â3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá: ÔáóéêÞ Óõ-
íÜñôçóç ôïõ Airy): Óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí èåùñïýìå ôï åðßðåäï óôáôéêü ðñüâëçìá (óôï
åðßðåäï Oxy) ãéá ïìïãåíÝò, éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü ÷ùñßò äõíÜìåéò ìÜæáò. Æçôïý-
íôáé: (á:1) Ïé ó÷åôéêÝò åîéóþóåéò éóïññïðßáò ãéá ôéò ôñåéò ôÜóåéò (ôéò óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ
ôùí ôÜóåùí) óx, óy êáé ôxy (÷ùñßò áðüäåéîç). (â:1) Ç åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý ôùí ðáñá-
ìïñöþóåùí åêöñáóìÝíç üìùò óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ ðÜëé óõíáñôÞóåé ôùí ôÜóåùí (îáíÜ ÷ùñßò
áðüäåéîç). (ã:1) Ìå õðïëïãéóìü ôçò ó÷åôéêÞò äéáêñßíïõóáò ï ôýðïò ôçò åîéóþóåùò ôïõ ðñïçãïý-
ìåíïõ åñùôÞìáôïò. (ä:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò (Þ ôáóåïóõíáñôÞóåùò) A(x, y)
ôïõ Airy ðïéïé ôýðïé äßíïõí ôéò ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy; (÷ùñßò áðüäåéîç). (å:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ßäéáò
óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy íá áðïäåé÷èåß üôé ðëçñïýíôáé áõôüìáôá êáé ïé äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò.
(óô:1) Ðïéá ìïñöÞ ðáßñíåé ç åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ßäéá ôáóéêÞ
óõíÜñôçóç A(x, y); (æ:1) Íá äïèïýí Ýîé ÷áñáêôçñéóìïß ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñù-
ôÞìáôïò. (ç:1) Ðþò êáëåßôáé ç åîßóùóç áõôÞ; Ï ó÷åôéêüò äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò; Ðïý áëëïý óôçí
åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðáñïõóéÜæåôáé áêñéâþò ï ßäéïò äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò;

ÁÓÊÇÓÇ B66 (ÊåöÜëáéï Â3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá: ÔáóéêÞ ÓõíÜñ-
ôçóç ôïõ Airy): Åäþ óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:2) Ç óõíèÞêç
(Þ ïé óõíèÞêåò) õðü ôçí ïðïßá (Þ ôéò ïðïßåò) ôï ôåôáñôïâÜèìéï ðïëõþíõìï ôçò ìïñöÞò

A0(x, y) =
4∑

k=0

ck x4−k yk

(ìå ôá ck óôáèåñïýò ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò) åßíáé êáôáñ÷Þí êáôÜëëçëï ãéá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
óáí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x, y). (â:1) ÅðïìÝíùò ðïéá åßíáé ç Ýêöñáóç A(x, y) ôçò óõíáñôÞ-
óåùò áõôÞò A0(x, y) ìåôÜ ôçí áðáëïéöÞ ôïõ óõíôåëåóôÞ c2; (ã:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò
ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò íá õðïëïãéóèïýí ïé ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy , ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí
áðü ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç A(x, y) ðïõ âñÝèçêå. (ä:1) Íá åðáëçèåõèåß ç ðëÞñùóç ôùí äýï åîéóþ-
óåùí éóïññïðßáò áðü ôéò ôÜóåéò áõôÝò. (å:1) ÁíÜëïãá êáé ãéá ôçí åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâá-
óôïý ðÜëé üìùò ìå ôç âïÞèåéá ôùí ôÜóåùí. (óô:1) ÔåëéêÜ, óõíïøßæïíôáò, ôé áêñéâþò ðåôõ÷áßíïõìå
áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy A(x, y) ùò ðñïò ôéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ éó÷ýïõí; (æ:1) Êáé ìå ðïéï äéðëü êüóôïò;

ÁÓÊÇÓÇ B67 (ÊåöÜëáéá Â3, Â4, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÔñéäéÜóôáôç Åëáóôéêüôçôá, ÄéäéÜ-
óôáôç Åëáóôéêüôçôá: ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç ôïõ Airy): (á:2) Óôçí ÔñéäéÜóôáôç Åëáóôéêüôçôá ðáßñíï-
íôáò õðüøç ôçí éóïññïðßá êáôÜ ôïí Üîïíá Ox, ìå ôçí õðüèåóç áðïõóßáò êáèïëéêþí äõíÜìåùí
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(üðùò ôï âÜñïò) êáé ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëïõ ó÷Þìáôïò íá áðïäåé÷èåß ðñü÷åéñá ç ðñþôç åîßóùóç
éóïññïðßáò

∂óx

∂x
+ ∂ôyx

∂y
+ ∂ôzx

∂z
= 0.

(â:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèïýí êé ïé Üëëåò äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé ôxy = ôyx,
êëð. (ã:1)Ìå âÜóç ôáðáñáðÜíùðïéåò ìïñöÝò ðáßñíïõí ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò óôç ÄéäéÜóôáôç
Åëáóôéêüôçôá; (ä:1) Ìå ÷ñÞóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy A(x, y) íá áðïäåé÷èåß üôé åðá-
ëçèåýïíôáé ïé åîéóþóåéò áõôÝò. (å:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèåß ç ôåëéêÞ êáé ðÜñá ðïëý áðëÞ ìïñöÞ ôçò
åîéóþóåùò (óõíèÞêçò) ôïõ óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí ãñáììÝíçò ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôÜ-
óåùí óx êáé óy . (óô:3) Ó’ áõôÞí ôçí ôåëåõôáßá åîßóùóç íá ãßíïõí ïé áëëáãÝò ìåôáâëçôþí z = x+ iy
êáé z̄ = x − iy êáé áðü ôçí åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé (æ:1) íá âñåèåß êáé ç ãåíéêÞ ìéãáäéêÞ ëýóç ôçò.

B6.2. Åëáóôéêüôçôá: ÓôñÝøç

ÁÓÊÇÓÇ B68 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åëáóôéêüôçôá: ÓôñÝøç): Óôç Ìç÷á-
íéêÞ ôùí Õëéêþí ìåëåôÜìå ôï ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ìÝôñïõ äéáôìÞóåùò G
êáé ãùíßáò óôñÝøåùò (Þ óôñïöÞò) áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò è ìå äéáôïìÞ S óôï åðßðåäï Oxy. Óôï ðñü-
âëçìá áõôü ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç (Þ ôáóåïóõíÜñôçóç) ôïõ Prandtl ö(x, y) åðáëçèåýåé êáôÜëëçëç
äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Poisson. Æçôïýíôáé: (á:1) Ðïéá åßíáé ç åîßóùóç áõôÞ ôïõ Poisson; (â:3) Ãéá
ôçí åîßóùóç ôïõ Poisson óôç óôñÝøç Þ (áí äåí åßíáé ãíùóôÞ) ãåíéêÜ ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Poisson
íá åðáëçèåõèåß üôé ôï Üèñïéóìá ös(x, y) ìéáò ëýóåùò öh(x, y) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþ-
óåùò êáé ìéáò ëýóåùòöp(x, y) ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò ôïõ Poisson áðïôåëåß ëýóç ôçò ßäéáò ìç
ïìïãåíïýò åîéóþóåùò ôïõ Poisson. (Íá ãßíåé ñçôÞ áíáöïñÜ óôçí éäéüôçôá ôùí ðáñáãþãùí ðïõ
ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óôçí áðüäåéîç!) (ã:3) ÅéäéêÜ ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Poisson óôï ðéï ðÜíù
ðñüâëçìá óôñÝøåùò óõíÞèïõò ñÜâäïõ íá âñåèåß êáé åðáëçèåõèåß ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò öp(y) ìå
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ìüíï ôï y. (ä:1) Áðü ôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç íá õðïëïãéóèåß ç óõíÞèçò
ìïíÜäá ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Prandtl.

ÁÓÊÇÓÇ B69 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åëáóôéêüôçôá: ÓôñÝøç): Ãéá ôç äéäéÜ-
óôáôç åîßóùóç ôïõ Poisson æçôïýíôáé: (á:1)Ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ ìïñöÞôçò êáèþò êáé ç åéäéêÞ ìïñöÞ
ôçò óôï ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ìÝôñïõ äéáôìÞóåùò G êáé ãùíßáò óôñÝøåùò
(Þ óôñïöÞò) áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò è; (â:1) Ï ôýðïò ôçò ìå õðïëïãéóìü ôçò ó÷åôéêÞò äéáêñßíïõóáò Ä.
(ã:1) Ïé ðëÞñåéò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ä:2) Óå êáôÜëëçëç ôñéãùíéêÞ ðåñéï÷Þ ãéá éóüðëåõñï ôñßãùíï
ýøïõò a äßíåôáé ç óõíÜñôçóç

ö(x, y) = −Gè
[
1
2
(x2 + y2)− 1

2a
(x3 − 3xy2)− 2

27
a2

]
.

Íá åëåã÷èåß üôé ðñüêåéôáé ðñáãìáôéêÜ ãéá ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Prandtl óå ðñüâëçìá óôñÝøåùò
ñÜâäïõ éóüðëåõñçò ôñéãùíéêÞò äéáôïìÞò ìüíï ùò ðñïò ôçí åðáëÞèåõóç ôçò ó÷åôéêÞò åîéóþóåùò
ôïõ Poisson (ü÷é êáé ôçò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò!). (å:2) Íá õðïëïãéóèïýí ïé äýï äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò

ôxz = ∂ö
∂y

êáé ôyz = − ∂ö
∂x

,

ðïõ åßíáé êáé ïé ìüíåò ìç ìçäåíéêÝò ôÜóåéò óôï ðáñüí ðñüâëçìá óôñÝøåùò. (óô:1) Íá åðáëçèåõèåß
ç åîßóùóç éóïññïðßáò

∂ôxz
∂x

+ ∂ôyz
∂y

= 0.

ÁõôÞ åßíáé êáé ç ìüíç åîßóùóç éóïññïðßáò ðïõ äåí ðëçñïýôáé åê ôáõôüôçôïò óôï ßäéï ðñüâëçìá
óôñÝøåùò.
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B7. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÐËÁÊÙÍ

B7.1. ÃåíéêÝò áóêÞóåéò ðëáêþí

ÁÓÊÇÓÇ B70 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â5, Â7, ÐëÜêåò): Èåùñïýìå ìéá óõíÞèç ðëÜêá óôáèåñïý
ðÜ÷ïõò h áðü éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü ìå ðõêíüôçôá ñ, ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò Å
êáé ëüãï ôïõ Poisson í. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç äõóêáìøßá D ôçò ðëÜêáò. (â:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèåß
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçòðëÜêáòóôïóôáôéêüðñüâëçìáùòðñïò ôï âÝëïò êÜìøåþò ôçòw(x, y) õðü
êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x, y). (ã:1) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò.
(ä:2) Ç äéåñåýíçóç åÜí ç ü÷é ç áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞò åîßóùóç åßíáé äéá÷ùñßóéìç, äçëáäÞ åÜí Þ ü÷é
ìðïñåß íá åöáñìïóèåß ó’ áõôÞí ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. (å:2) Ç åýñåóç ìéáò
ìüíï ìåñéêÞò (Þ åéäéêÞò) ëýóåþò ôçò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò óôáèåñÞò öïñôßóåùò

p(x, y) = p0.

(óô:1) Óå ðåñßðôùóç äõíáìéêÞò öïñôßóåùò p(x, y, t) ôçò ðëÜêáò, ïðüôå êáé ôï âÝëïò êÜìøåþò ôçò
ãßíåôáé êáé áõôü äõíáìéêü: w(x, y, t), íá ãßíåé ìåôÜâáóç áðü ôç ãåíéêÞ óôáôéêÞ åîßóùóç ôçò ðëÜêáò
óôçí áíôßóôïé÷ç äõíáìéêÞ åîßóùóç.

ÁÓÊÇÓÇ B71 (ÊåöÜëáéá Â2, Â5, ÐëÜêåò): Èåùñïýìå óõíÞèç ðëÜêá äõóêáìøßáò D óôï åðß-
ðåäï Oxy. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ãñáöÞ ôïõ áñìïíéêïý ôåëåóôÞ êáèþò êáé ôïõ äéáñìïíéêïý ôåëåóôÞ
óôéò äéäéÜóôáôåò ìïñöÝò ôïõò óôï åðßðåäï Oxy ñçôÜ, äçëáäÞ ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò x
êáé y (ü÷é ìå ôåëåóôÝò!). (â:1) Ãéá ôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ íá áíáöåñèåß óå ðïéá äýï óçìáíôéêÜ ðñï-
âëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðáñïõóéÜæåôáé óå ó÷åôéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò êáé ðïéåò åßíáé ïé åîéóþóåéò áõôÝò. (ã:1) ÅéäéêÜ óôï ðñüâëçìá ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò
ðþò áêñéâþò ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß ç äõóêáìøßá ôçò D; ÅðéðëÝïí íá õðïëïãéóèåß êáé ç óõíÞèçò
ìïíÜäá ôçò äõóêáìøßáò D ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí õðïëïãéóìü áõôü. (ä:1) Ç ßäéá áêñéâþò ìï-
íÜäá íá õðïëïãéóèåß êáé áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò.
(å:4) Íá åëåã÷èåß ëåðôïìåñþò êáôÜ ðüóïí ç ïìïãåíÞò åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò (åðáíáëáì-
âÜíåôáé: ïìïãåíÞò, ÷ùñßò ôï äåîéü ôçò ìÝëïò) åßíáé äéá÷ùñßóéìç, äçëáäÞ ìðïñåß íá åöáñìïóèåß
ó’ áõôÞí ç êëáóéêÞ ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí Þ ôùí ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí.

B7.2. ÏñèïãùíéêÝò ðëÜêåò

ÁÓÊÇÓÇ B72 (ÊåöÜëáéá Â2, Â5, Â7, ÏñèïãùíéêÝò ÐëÜêåò, ÌÝèïäïò ôïõ Navier): Èåùñïýìå
ìéá óõíÞèç ïñèïãùíéêÞ ðëÜêá Ð = [0, a]× [0, b] äõóêáìøßáò D óôï åðßðåäï Oxy ìå áðëÞ óôÞñéîç
(Ýäñáóç) óå ïëüêëçñï ôï óýíïñü ôçò C ≡ ∂Ð. Ãéá ôçí ðëÜêá áõôÞ æçôïýíôáé: (á:1) Ï ôýðïò
õðïëïãéóìïý ôçò äõóêáìøßáò ôçò D êé ç ó÷åôéêÞ óõíÞèçò ìïíÜäá. (â:2) Ãéá ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç
óôï åðßðåäï Oxy íá åëåã÷èåß áí Þ ü÷é åßíáé äéá÷ùñßóéìç, äçëáäÞ áí Þ ü÷é ìðïñåß íá åðéëõèåß ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. (ã:4) Óôçí ðéï ðÜíù ðëÜêá Ð èåùñïýìå üôé åöáñìüæåôáé
óôáèåñÞ êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p0. Ãéá õðïëïãéóôéêÞ äéåõêüëõíóÞ ìáò õðïèÝôïõìå åäþ
ôç ó÷åôéêÞ äéðëÞ çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier ãíùóôÞ, óõãêåêñéìÝíá

p0 =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

amn sin
mðx
a

sin
nðy
b

ìå óõíôåëåóôÝò amn = 16p0

ð2mn
ìå m, n = 1, 3, 5 . . . .

Zçôåßôáé ï Ýëåã÷ïò åÜí ç óõíÜñôçóç

w(x, y) = 16p0

ð6D

∞∑
m=1

∞∑
n=1

sin
mðx
a

sin
nðy
b

mn
(
m2

a2
+ n2

b2

)2 ðÜëé ìå m, n = 1, 3, 5 . . .
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áðïôåëåß Þ äåí áðïôåëåß ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ãéá ôï âÝëïò
êÜìøåùò (ôçí êÜèåôç ìåôáôüðéóç, ôç âýèéóç) ôçò ðëÜêáò. (ä:1) ÔÝëïò íá åëåã÷èåß åÜí ç ßäéá óõ-
íÜñôçóçw(x, y) åðáëçèåýåé ôç ìßá (ôçí åõêïëüôåñç!) áðü ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ ðñÝðåé
íá éó÷ýïõí ó’ ïëüêëçño ôï óýíïñï C ôçò ðáñïýóáò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáòÐ (ü÷é ìüíï óôéò êïñõöÝò
ôçò!). Ðñüêåéôáé ãéá ôç ìÝèïäï ôïõ Navier åðéëýóåùò ðñïâëçìÜôùí ïñèïãùíéêþí ðëáêþí.

ÁÓÊÇÓÇ B73 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â5, Â7, ÏñèïãùíéêÝò ÐëÜêåò, ÌÝèïäïò ôïõ Navier): Èåù-
ñïýìå ôï óôáôéêü ðñüâëçìá (÷ùñßò ôï ÷ñüíï t) ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò P = [0, a] × [0, b] ìå áðëÞ
óôÞñéîç (Ýäñáóç, ü÷é ðÜêôùóç) óå üëç ôçí ðåñßìåôñü ôçò êáé õðü êÜèåôç öüñôéóç p(x, y). Æçôïý-
íôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â:1) Ï ôýðïò õðïëïãéóìïý
êáé ç åýñåóç êáôÜëëçëçò ìïíÜäáò ãéá ôç äõóêáìøßá D ôçò ðëÜêáò. (ã:1) Ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç
ïìïãåíÞ åîßóùóç Ýëåã÷ïò åÜí Þ ü÷é åßíáé åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí.
(ä:2) Åýñåóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò (ôçò âýèéóçò) ôçò ðëÜêáò ãéá ôçí åéäéêÞ öüñôéóç

pmn(x, y) = p0 sin
mðx
a

sin
nðy
b

ìå m = 1, 2, 3, . . . , n = 1, 2, 3, . . .

êáé ôï p0 óôáèåñÜ. (å:2) Ìå ãíùóôü ôïí ôýðï ãéá ôçí çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier ìéáò ãíùóôÞò óõíáñ-
ôÞóåùò f (x) óôï äéÜóôçìá [0, a] åýñåóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôýðïõ ãéá ôç öüñôéóç p(x, y) ôçò ðëÜêáò
P = [0, a]× [0, b] êáé ìå âÜóç ôïí ôýðï áõôü (óô:3) åýñåóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùòw(x, y) ôçò ðëÜêáò
õðü áõèáßñåôç (ïðïéáäÞðïôå) öüñôéóç p(x, y) (ëýóç ôïõ Navier ðñïò ôç ÃáëëéêÞ Áêáäçìßá, 1820).

ÁÓÊÇÓÇ B74 (ÊåöÜëáéá Â5, Â7, ÏñèïãùíéêÝò ÐëÜêåò: ÌÝèïäïò ôïõ Le’vy): Óõíå÷ßæïõìå ôçí
ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, ç ïðïßá áöïñÜ óå ìéá óõíÞèç ðëÜêá. Èåùñïýìå ôþñá ìéá ïñèïãùíéêÞ
ðëÜêá Ð = [0, a]× [0, b] ìå áðëÞ óôÞñéîÞ ôçò óôçí ðåñßìåôñü ôçò C. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:2) Ãéá
ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (äçëáäÞ ãéá ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç) íá åðé÷åéñçèåß
ç åýñåóç ëýóåùò ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò w(x, y) ôçò ðëÜêáò óôç ìïñöÞ

wn(x, y) = Xn(x) sin
nðy
b

ìå n = 1, 2, 3, . . . .

Ðïéá óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñïêýðôåé ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç Xn(x); (â:2) Ðïéá åßíáé
ç ãåíéêÞ ëýóç áõôÞò ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ, áëëÜ êáé (ã:2) óå
õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ. (ä:1) ÔåëéêÜ íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ ëýóçw(x, y) ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò ïñèïãùíéêÞò
ðëÜêáò óå ìïñöÞ óåéñÜò ùò ðñïò n. Ãéá ëüãïõò áðëüôçôáò íá áãíïçèïýí ïé ðëÞñåéò óõíïñéá-
êÝò óõíèÞêåò óôçí ðåñßìåôñï C ôçò ðëÜêáò, åéäéêüôåñá óôéò ðëåõñÝò ôçò x = 0 êáé x = a, üðïõ
áõôÝò äåí ðëçñïýíôáé áõôüìáôá áðü ôç ëýóç wn(x, y) ðïõ åðéëÝ÷èçêå, åíþ áíôßèåôá ðëçñïýíôáé
áõôüìáôá óôéò ðëåõñÝò y = 0 êáé y = b ôçò ðëÜêáò. Ç ìÝèïäïò áõôÞ åðéëýóåùò ðñïâëçìÜ-
ôùí ïñèïãùíéêþí ðëáêþí åßíáé ç êëáóéêÞ óôç Èåùñßá ôùí Ðëáêþí ìÝèïäïò ôïõ Le’vy (1899).
Óôç óõíÝ÷åéá ç ìÝèïäïò ôïõ Le’vy åöáñìüóèçêå óå áñêåôÜ ðñïâëÞìáôá ïñèïãùíéêþí ðëáêþí
áðü ôïí Estanave (1900). Ôá éóôïñéêÜ áõôÜ óôïé÷åßá áíáöÝñïíôáé áðü ôïõò Timoshenko and
Woinowski--Krieger (1959) óôï êëáóéêü ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óýããñáììÜ ôïõò Theory of Plates
and Shells, McGraw-Hill, Tokyo, New York, ó. 113. (å:1) Óå ôé áêñéâþò èá ðëåïíåêôïýóå ç ìÝèï-
äïò ôïõ Le’vy Ýíáíôé ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí, áí ãéíüôáí ç õðüèåóç (ßóùò
åóöáëìÝíá!) üôé ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí åßíáé åðßóçò åöáñìüóéìç óôï ðáñüí
ðñüâëçìá ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò;

ÁÓÊÇÓÇ B75 (ÊåöÜëáéï Â7, ÏñèïãùíéêÝò ÐëÜêåò: ÌÝèïäïò ôïõ Le’vy): Èåùñïýìå óõíÞèç
ïñèïãùíéêÞ ðëÜêá P = [0, a]× [0, b] óôï åðßðåäïOxy äõóêáìøßáò D, ìå áðëÞ óôÞñéîç óôï óýíïñü
ôçò êáé õðü ïìïéüìïñöç (óôáèåñÞ) êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p0. Æçôïýíôáé: (á:3) Íá âñåèåß
ìéá ìåñéêÞ ëýóç wp(x) (ìå ìåôáâëçôÞ ìüíï ôï x) ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò (ôç âýèéóç) ôçò ðëÜêáò w(x, y) ðïõ íá ðëçñïß üìùò êáé ôéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (ðÜëé ùò ðñïò x ìüíï, ü÷é êé ùò ðñïò y). Ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç
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(÷ùñßò äåîéü ìÝëïò) íá õðïôåèåß ôþñá ëýóç ôçò ìïñöÞò

wh(x, y) =
∞∑
n=1

Yn(y) sin
nðx
a

.

Ìå âÜóç ôç ëýóç áõôÞwh(x, y) (â:1) íá åðáëçèåõèïýí üëåò ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ùò ðñïò x: ãéá
x = 0 êáé x = a. ÔÝëïò íá ðñïóäéïñéóèïýí (ã:2) ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôéò Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò Yn(y) êé ïé ãåíéêÝò ëýóåéò ôïõò (ä:1) óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ êáé (å:1) óå õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ.

B8. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÄÕÍÁÌÉÊÇÓ ÔÙÍ ÊÁÔÁÓÊÅÕÙÍ

B8.1. ÅãêÜñóéåò ôáëáíôþóåéò êáëùäßùí

ÁÓÊÇÓÇ B76 (ÊåöÜëáéá Â1, Â2, Â5, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Êáëþäéá): Èåùñïýìå êá-
ëþäéï ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) ðïõ ðñïóåããßæåôáé áðü ÷ïñäÞ óå åëåýèåñç ôáëÜíôùóç. Ç ôá÷ýôçôá
ôïõ êýìáôïò óôï êáëþäéï åßíáé c. Æçôïýíôáé: (á:1) Íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò ôçí êÜèåôç (Þ åãêÜñóéá) ìåôáôüðéóç u(x, t) ôùí óçìåßùí ôïõ êá-
ëùäßïõ êáé íá åëåã÷èåß üôé åßíáé óùóôÞ áðü áðüøåùò ìïíÜäùí. (â:1) Íá ðñïóäéïñéóèåß ï ôýðïò
ôçò. Èåùñïýìå ôþñá óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôéò åîÞò äýï óõíèÞêåò:

u(0, t) = U0 êáé u(L, t) = UL,

ìå ôéò ãíùóôÝò óôáèåñÝò U0 êáé UL áñêåôÜ ìéêñÝò, þóôå íá éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ êá-
ëùäßïõ. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå óôáèåñÝò óôçñßîåéò ôïõ êáëùäßïõ óôá óçìåßá U0 êáé UL (êáôÜ ôçí êÜèåôç
óôï êáëþäéï äéåýèõíóç) óôçí áñ÷Þ ôïõ x = 0 êáé óôï ôÝëïò ôïõ x = L áíôßóôïé÷á. Èåùñïýìå
åðßóçò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôéò áêüëïõèåò äýï óõíèÞêåò:

u(x, 0) = f (x) ìå f (0) = U0 êáé f (L) = UL êáé u̇(x, 0) = g(x) ìå u̇(x, t) := ∂u(x, t)
∂t

.

(E ìçí êïðåß êáé ôï êáëþäéï! Aò ðñïóÝ÷ïõìå êáé ëßãï, Ýôóé þóôå ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï êáëþäéï
íá åßíáé óõìâáôÝò ìå ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ!) (ã:6) Õðü ôéò ðéï ðÜíù óõíïñéáêÝò êáé
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò æçôåßôáé íá ëõèåß ðëÞñùò ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí.

B8.2. ÁîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäùí

ÁÓÊÇÓÇ B77 (ÊåöÜëáéá Â1, Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÑÜâäïé): Èåùñïýìå ôï ðñü-
âëçìá ôùí áîïíéêþí (Þ äéáìÞêùí) åëåýèåñùí êáé ÷ùñßò áðüóâåóç ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò ñÜâäïõ
ìÞêïõò L ìå 0 ≤ x ≤ L ãéá ôç èÝóç x êáé t ≥ 0 ãéá ôï ÷ñüíï t. Ôï ðñüâëçìá áõôü äéÝðåôáé áðü
ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí áîïíéêÞ
(Þ äéáìÞêç) ìåôáôüðéóç u = u(x, t) ôùí óçìåßùí ôçò ñÜâäïõ. Ç ôá÷ýôçôá ôïõ êýìáôïò (êáô’ áðü-
ëõôï ôéìÞ) äçëþíåôáé ìå ôï óýìâïëï c. Ç ñÜâäïò áõôÞ èåùñåßôáé åëåýèåñç (÷ùñßò óôçñßîåéò) êáé
óôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L óôï ðáñüí äõíáìéêü (ü÷é óôáôéêü) ðñüâëçìá. Ïé áñ÷éêÝò áîïíé-
êÝò ìåôáôïðßóåéò ôùí óçìåßùí ôçò ñÜâäïõ åßíáé u(x, 0) = u0(x) ìå 0 ≤ x ≤ L êáé ìå ôç óõíÜñôçóç
u0(x) êáôÜëëçëç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. Ïé áíôßóôïé÷åò áñ÷éêÝò ôá÷ýôçôåò åßíáé ìçäåíéêÝò, äçëáäÞ
(∂u/∂t)(x, 0) = 0. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (â:1) ÅðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß ôçò.
ÅéäéêÜ ãéá ôïí ôýðï ôçò íá ãßíåé êé ï õðïëïãéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò äéáêñßíïõóáò. (ã:2) Ç ëåðôïìåñÞò
áðüäåéîç üôé õðü ôéò ðáñïýóåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (äçëáäÞ ìå åëåýèåñá ôá äýï Üêñá x = 0 êáé
x = L ôçò ñÜâäïõ) ç ðñþôç ÷ùñéêÞ (ùò ðñïò ôç èÝóç x) ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò Üãíùóôçò óõíáñ-
ôÞóåùò u = u(x, t) åßíáé óõíå÷þò ìçäåíéêÞ óôá äýï áõôÜ Üêñá. (ä:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý
ôùí ìåôáâëçôþí ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå äýï óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò: (i) ùò ðñïò ôç èÝóç x êáé (ii) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ìå ôçí õðï÷ñåùôéêÞ ÷ñÞóç
(êáé óôéò äýï) êáé ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù ôùí åëåýèåñùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí ðïõ åîå-
ôÜæïõìå. (å:2) Ïé ëýóåéò Xn(x) êáé Tn(t) (ìå n = 0, 1, 2, . . . ) ôùí äýï áõôþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí
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åîéóþóåùí ëáìâÜíïíôáò öõóéêÜ õðüøç êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï åëåýèåñá Üêñá ôçò
ñÜâäïõ. Ôé öõóéêü íüçìá Ý÷åé ç «óõ÷íüôçôá» ù0 (ìå n = 0); Ôé áêñéâþò åêöñÜæåé;

ÁÓÊÇÓÇ B78 (ÊåöÜëáéá Â1, Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÑÜâäïé): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïç-
ãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:2) Ç ðëÞñçò ôåëéêÞ ëýóç u(x, t) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëìáôïò
áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí. (â:2) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò u(x, t) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñù-
ôÞìáôïò ùò ðñïò ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ìüíï. (ã:2) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ßäéáò ëýóåùò ùò
ðñïò ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ìüíï. (ä:2) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ßäéáò ëýóåùò ùò ðñïò ôçí ßäéá ôç
ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç).

ÁÓÊÇÓÇ B79 (ÊåöÜëáéá Â2, Â10, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÑÜâäïé): Óõíå÷ßæïõìå ôéò
äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ï ôýðïò ðïõ äßíåé ôçí ôá÷ýôçôá c ôïõ
ðáñüíôïò åëáóôéêïý êýìáôïò (êáô’ áðüëõôï ôéìÞ) ìå ôç âïÞèåéá öõóéêþí óôáèåñþí ôçò óõíÞèïõò
ñÜâäïõ (÷ùñßò áðüäåéîç). Íá ãßíåé êáé ï ó÷åôéêüò Ýëåã÷ïò ìïíÜäùí. (â:3) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç
÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t (ìå t ≥ 0) ç áíáãùãÞ
ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò åëåýèåñùí áîïíéêþí (Þ äéáìÞêùí) ôáëáíôþóåùí ñÜâäïõ óå óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ. (ã:3) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò
óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ìç ïìïãåíÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ
ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò ìå óáöÞ äÞëùóç ôçò ðáñáìÝôñïõ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
ðáíôïý üðïõ áõôÞ ðáñïõóéÜæåôáé. (ä:1) ×ùñßò ôçí åêôÝëåóç õðïëïãéóìþí ìå ðïéåò áêñéâþò äýï
ìåèüäïõò èá ìðïñïýóå íá âñåèåß êáé ìßá ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíÞèïõò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ äüèçêáí;

ÁÓÊÇÓÇ B80 (ÊåöÜëáéá Â1, B2, Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÑÜâäïé): Èåùñïýìå åäþ
ôï ðñüâëçìá ôùí áîïíéêþí (Þ äéáìÞêùí) åîáíáãêáóìÝíùí êáé ÷ùñßò áðüóâåóç ôáëáíôþóåùí
óõíÞèïõò ñÜâäïõ ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ, äõóôÝíåéáò ÅÁ êáé ìÞêïõò L ìå 0 ≤ x ≤ L ãéá ôç
èÝóç x êáé t ≥ 0 ãéá ôï ÷ñüíï t. Ç ñÜâäïò èåùñåßôáé üôé åßíáé óôåñåùìÝíç (åäþ ðáêôùìÝíç) êáé
óôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L. Óôï ðñüâëçìá áõôü Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç áîïíéêÞ (Þ
äéáìÞêçò) ìåôáôüðéóç u = u(x, t) ôùí óçìåßùí ôçò ñÜâäïõ. Ïé áñ÷éêÝò áîïíéêÝò ìåôáôïðßóåéò ôùí
óçìåßùí ôçò ñÜâäïõ åßíáé u(x, 0) = g(x) ìå 0 ≤ x ≤ L êáé ìå ôç óõíÜñôçóç g(x) ãíùóôÞ óõíÜñôçóç.
Ïé áíôßóôïé÷åò áñ÷éêÝò ôá÷ýôçôåò èåùñïýíôáé ìçäåíéêÝò, äçëáäÞ (∂u/∂t)(x, 0) = 0. Ç ó÷åôéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò Ý÷åé ôçí åîÞò ìïñöÞ:

EA
∂2u
∂x2

+ f (x, t) = ñÁ
∂2u
∂t2

ìå f (x, t) ôçí êáôáíåìçìÝíç áîïíéêÞ öüñôéóç ôçò ñÜâäïõ, ç ïðïßá èåùñåßôáé ãíùóôÞ. Æçôïýíôáé:
(á:1) Ìå ôç ÷ñÞóç äéáêñßíïõóáò Ä ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ ôýðïõ ôçò åîéóþóåùò áõôÞò êáé åðôÜ
÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â:5) Ìå ôçí êáôåõèåßáí ÷ñÞóç ôùí ó÷åôéêþí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò

Xn(x) = sin
nðx
L

,

ðïõ èåùñïýíôáé ãíùóôÝò, ç áíáãùãÞ ôïõ üëïõ ðñïâëÞìáôïò óå Üðåéñåò áóýæåõêôåò óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t). (ã:2)Ï ëåðôïìåñÞò
êáèïñéóìüò ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí qn(0) êáé q̇n(0) ãé’ áõôÝò ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.
(Åíôïýôïéò äå æçôåßôáé ç åðßëõóÞ ôïõò!)

ÁÓÊÇÓÇ B81 (ÊåöÜëáéá Â1, B2, Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÑÜâäïé): Èåùñïýìå óõíÞèç
ñÜâäï ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ êáé äõóôÝíåéáò ÅÁ (ü÷é äõóêáìøßáò: ç äõóêáìøßá áöïñÜ ìüíï
óå öáéíüìåíá êÜìøåùò) ìå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçí áêüëïõèç:

EA
∂2u
∂x2

+ f (x, t) = ñÁ
∂2u
∂t2
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ìå u = u(x, t) ôçí áîïíéêÞ (Þ äéáìÞêç) ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôçò ñÜâäïõ êáé f (x, t) ôçí êáôá-
íåìçìÝíç áîïíéêÞ öüñôéóç êáôÜ ìÞêïò ôçò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò
äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:1) Ðïý áêñéâþò áðáíôÜôáé ìéá ôÝôïéá ñÜâäïò óôéò èåìåëéþóåéò
åëáöñþí êáôáóêåõþí; (ã:1) Ãéá ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõìå åßôå (i) óôçñéãìÝíï (ó÷åäüí éóï-
äýíáìá ðáêôùìÝíï) Üêñï x = a ìå óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ôçí u(a, t) = 0 åßôå (ii) åëåýèåñï Üêñï ìå
óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ôçí (∂u/∂x)(a, t) = 0. Ìå âÜóç ôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí íá áðïäåé÷èåß ëåðôï-
ìåñþò ç ôåëåõôáßá áõôÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç. (ä:1) Óå ðåñßðôùóç éäéïôáëáíôþóåùí êáé ãåíéêüôåñá
åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí ôçò ñÜâäïõ íá ãßíåé ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí óôçíðéïðÜíù äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ôþñá üìùò ìå f (x, t) ≡ 0, êáé íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé äýï óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (÷ùñéêÞ êáé ÷ñïíéêÞ) ðïõ ðñïêýðôïõí. (å:4) Óôéò éäéïôáëáíôþóåéò áõôÝò ôçò
ñÜâäïõ íá áðïäåé÷èåß ç ïñèïãùíéüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí éäéïìïñöþí (éäéïìïñöþí áîïíéêþí
ôáëáíôþóåùí) Xm(x) ìå âÜóç ôç ó÷åôéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç áíÜëïãá ìå ôçí áíôßóôïé÷ç
áðüäåéîç óôï áñêåôÜ äõóêïëüôåñï ðñüâëçìá ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý.

ÁÓÊÇÓÇ B82 (ÊåöÜëáéo Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÑÜâäïé): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïý-
ìåíç Üóêçóç. Áíáöåñüìáóôå ôþñá ãåíéêüôåñá óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò (ìå f (x, t) ≡ 0).
Èåùñþíôáò ãíùóôÝò ôéò éäéïìïñöÝò ôùí áîïíéêþí (Þ äéáìÞêùí) ôáëáíôþóåùí Xn(x), ðïõ áðï-
ôåëïýí, üðùò áðïäåß÷èçêå, óýóôçìá ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí, æçôïýíôáé: (á:5) Ç ëåðôïìå-
ñÞò áíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôùí åîáíáãêáóìÝíùí áõôþí ôáëáíôþóåùí óå óýóôçìá Üðåéñùí
óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïóõíáñôÞóåéò (åäþ óå
éäéïìïñöÝò). (â:1) Ç áíáöïñÜ (ü÷é áíáãêáóôéêÜ ç åýñåóç) ôçò ãåíéêÞò ïëïêëçñùôéêÞò ëýóåùò
ôùí óõíÞèùí áõôþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. (ã:1) Ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé ïé ëýóåéò
ôïõò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí. (ä:1) Ïé ëýóåéò óôçí åðßóçò åéäéêÞ
ðåñßðôùóç ìçäåíéêþí áñ÷éêþí óõíèçêþí.

ÁÓÊÇÓÇ B83 (ÊåöÜëáéá Â3, Â11, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÑÜâäïé): Èåùñïýìå ôéò åëåý-
èåñåò áîïíéêÝò (Þ äéáìÞêåéò) ôáëáíôþóåéò ðñïóåããéóôéêÜ Üðåéñçò ñÜâäïõ (ìå −∞ < x < ∞ êáé
0 < t < ∞) äõóôÝíåéáò ÅÁ êáé ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ. Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá x → ±∞
èåùñïýíôáé ðëÞñùò ìçäåíéêÝò. Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá t = 0) åßíáé ïé åîÞò:

u(x, 0) = f (x) êáé u̇(x, 0) := ∂u
∂t

(x, 0) = g(x)

ìå ôéò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) ãíùóôÝò. Æçôïýíôáé: (á:1) ÁðëÜ íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ôçí åéóáãùãÞ êáé êáôÜëëçëïõ óõìâüëïõ c. (â:1) Ìå ôç ìÝ-
èïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ç áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, (ã:2) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò êáé (ä:2) ç ìåñéêÞ ëýóç ôçò
ðïõ íá ðëçñïß êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. (å:2) ÔÝëïò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ áíôéóôñïöÞò ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ç ëýóç u(x, t) ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí.

ÁÓÊÇÓÇ B84 (ÊåöÜëáéá Â1, Â3, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÑÜâäïé): Óôéò áîïíéêÝò (Þ éóïäý-
íáìá äéáìÞêåéò) ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõðáñïõóéÜæåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

EA
∂2u
∂x2

+ f (x, t) = ñÁ
∂2u
∂t2

ìå u = u(x, t),

x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï. Æçôïýíôáé: (á:1) Ôé ðáñéóôÜíïõí (ðþò êáëïýíôáé) ôá óôáèåñÜ ãéíüìåíá
ÅÁ êáé ñÁ; (â:1) Ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x, t) êáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, t); (ã:1) Ãéá ôçí
áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç íá áðïäåé÷èåß (åðáëçèåõèåß) ç áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (åðáëëçëßáò)
ëýóåùí ãéá äýï ëýóåéò. (ä:1) Ðïéá âáóéêÞ éäéüôçôá ôùí ðáñáãþãùí ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôçí áðü-
äåéîç (åðáëÞèåõóç) áõôÞ; (å:2) Ãéá ôçí áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç íá áðïäåé÷èåß üôé
ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò óõí ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ìáò äßíïõí ôç
ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò. (óô:1) Óå ðïéïí áêñéâþò êëáóéêü ãñáììéêü öïñÝá ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý ðáñïõóéÜæåôáé ç ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
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êáé ãéá ðïéï öõóéêü ëüãï åßíáé ìç ïìïãåíÞò; (æ:1) ÁðëÜ íá ãñáöåß ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç óôéò
óôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ öõóéêÜ ìå ôéò áíôßóôïé÷åò óôáèåñÝò ó’ áõôÞí.

ÁÓÊÇÓÇ B85 (ÊåöÜëáéá Â1, B2, B3, Â5, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÑÜâäïé): Èåùñïýìå ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

EA
∂2u
∂x2

= ñÁ
∂2u
∂t2

ìå 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0, u = u(x, t),

x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï. Æçôïýíôáé: (á:1) Óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôá-
óêåõþí ðáñïõóéÜæåôáé; (â:1) Ôé ðáñéóôÜíïõí (ðþò êáëïýíôáé) ôá óôáèåñÜ ãéíüìåíá ÅÁ êáé ñÁ;
(ã:1) Íá âñåèåß ï ôýðïò ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (ä:1) Êáé ôþñá
áðëÜ íá áíáöåñèïýí êé ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (å:4) Ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôéò

∂u
∂x

(0, t) = å0 êáé u(L, t) = uL

ìå ôéò ðïóüôçôåò å0 êáé uL ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé ìå äéáôÞñçóç ôùí óõìâüëùí ÅÁ êáé ñÁ íá áíá÷èåß
ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá óå ðñüâëçìá ïìïãåíþí óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ìéá íÝá Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç: ôç ut(x, t). (óô:2) Ðþò ìåôáó÷çìáôßæïíôáé (áí ìåôáó÷çìáôßæïíôáé) ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(x,0) = f (x) êáé
∂u
∂t

(x, 0) = g(x)

ãéá ôç íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç ut(x, t) ìå ôéò äýï óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò;

ÁÓÊÇÓÇ B86 (ÊåöÜëáéo Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÑÜâäïé): Èåùñïýìå ôéò áîïíéêÝò
(Þ äéáìÞêåéò) ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L). Æçôïýíôáé: (á:1) ÁðëÜ
íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äýï ó÷åôéêþí
óôáèåñþí ôçò ñÜâäïõ. (â:1) Ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò c êáé ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (óôç âáóéêÞ ôçò ìïñöÞ) íá áíá÷èåß ç åîßóùóç áõôÞ óå
äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ôç ÷ñïíéêÞ åîßóùóç íá âáóßæåôáé óôçí éäéïóõ÷íüôçôá ù
ôùí ôáëáíôþóåùí ôçò ñÜâäïõ. (ã:1) Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò. (ä:1) Ìå ôçí õðüèåóç áðü ôçí áñ÷Þ êáôÜëëçëçò ÷ñïíéêÞò óõíáñôÞóåùò Ô (t) íá âñåèåß
ðéï ãñÞãïñá Þ ßäéá ÷ùñéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (å:1) Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ÷ùñéêÞò
óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé áðü áõôÞí (óô:1) ïé éäéïóõ÷íüôçôåòùn ôçò åéäéêÞò ñÜâäïõ ìå
åëåýèåñï ôï áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0 êáé ìå óôçñéãìÝíï ôï äåîéü x = L êáé (æ:1) ïé éäéïìïñöÝò Xn(x)
ôçò ßäéáò ñÜâäïõ. (ç:1) ×ùñßò áðüäåéîç ðïéá âáóéêÞ éäéüôçôá åðáëçèåýïõí (Ý÷ïõí) ïé éäéïìïñöÝò
áõôÝò (ôüóï ìå ëÝîåéò üóï êáé ìå áêñéâÞ ìáèçìáôéêü ôýðï); (è:1) Ðïéåò åßíáé ïé ó÷åôéêÝò éäéïóõíáñ-
ôÞóåéò un(x, t) ãéá ôçí áîïíéêÞ (Þ äéáìÞêç) ìåôáôüðéóç ôçò åéäéêÞò ñÜâäïõ ðïõ åîåôÜæïõìå åäþ;
(é:1) Åðßóçò ïé óõíáñôÞóåéò ån(x, t) ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò áîïíéêÝò ðáñáìïñöþóåéò ôçò ßäéáò ñÜâäïõ
êáé ón(x, t) ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò áîïíéêÝò ôÜóåéò ôçò ßäéáò ñÜâäïõ;

B8.3. ÊáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêþí

ÁÓÊÇÓÇ B87 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå óõíÞèç äïêü
ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L), äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ ìå êýëéóç áñéóôåñÜ êáé
ðÜêôùóç äåîéÜ óå éäéïôáëáíôþóåéò. Æçôïýíôáé: (á:1) Êáôåõèåßáí ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí
çáíáãùãÞ ôçò óå äýïóõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ¸ðåéôá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ÷ùñéêÞò åîéóþóåùò
ðñþôá (ã:1) óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ êáé óôç óõíÝ÷åéá (ä:1) óå ôñéãùíïìåôñéêÞ--õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ.
(å:5) Ç åýñåóç ôçò åîéóþóåùò éäéïóõ÷íïôÞôùí. (óô:1) ÔÝëïò ìå ìéá ëýóç ôçò zn ãíùóôÞ áñéèìçôéêÜ
ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá ùn;

ÁÓÊÇÓÇ B88 (ÊåöÜëáéá Â3, Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôï ðñü-
âëçìá óõíÞèïõò ðñïâüëïõ ìÞêïõò L, óôáèåñÞò äõóêáìøßáò EI êáé åðßóçò óôáèåñÞò ãñáììéêÞò
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ðõêíüôçôáò ñÁ åëåýèåñïõ óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé ðáêôùìÝíïõ óôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L
óå éäéïôáëáíôþóåéò ìå x ôç èÝóç (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé t ôï ÷ñüíï (ìå t ≥ 0). Æçôïýíôáé: (á:1) Ç
óôïé÷åéþäçò (÷ùñßò ðïëëÝò ëåðôïìÝñåéåò) åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x, t) ôçò äïêïý ìå âÜóç ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç
ôïõ óôáôéêïý ðñïâëÞìáôïò. (â:1) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí

v(x, t) = X(x) cos (ùt + ö)

ìå ôá ù (êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) êáé ö (ãùíßá öÜóåùò) óôáèåñÝò, íá áíá÷èåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç óõíÜñôçóç X(x).
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß, áí åßíáé áõôü óêüðéìï, êáé ôï íÝï óýìâïëï

â = 4
√

ñÁù2

ÅÉ
.

(ã:1) Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç Xg(x) ôçò óõíÞèïõò áõôÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç
÷ñÞóç õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí áíôß ãéá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç êáèþò êáé (ä:1) ç áíôßóôïé÷ç
ëýóç vg(x, t) ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (å:1) Íá ãñáöïýí ïé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá ôïõ ðñïâüëïõ ôüóï ìå ÷ñÞóç ôùí óõíçèéóìÝíùí ôå÷íéêþí ìåãåèþí
üóï êáé (óô:1) ìå ÷ñÞóç ôçò ßäéáò ôçò óõíáñôÞóåùò X(x). (æ:2) Íá åðáëçèåõèåß ç ëýóç vg(x, t) (÷ùñßò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò) âÝâáéá ìüíïùòðñïò ôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò.

ÁÓÊÇÓÇ B89 (ÊåöÜëáéo Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïý-
ìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:3) Ç åîßóùóç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò óôáèåñÜò â ëáìâÜ-
íïíôáò õðüøç êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá x = 0 (åëåýèåñï) êáé x = L (ðáêôùìÝíï)
ôïõ ðñïâüëïõ. (â:2) ÕðïèÝôïíôáò üôé ïé ó÷åôéêÝò ëýóåéò ân åßíáé ãíùóôÝò, ðïéåò åßíáé ïé áíôßóôïé-
÷åò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn; (ã:1) Ãéá ìÝôñéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ n (Ýóôù ãéá n ≥ 4), ü÷é ãéá ôéò ðñþôåò
(ôéò ìéêñüôåñåò) éäéïóõ÷íüôçôåò ù1, ù2 êáé ù3, íá åîçãçèåß ãéáôß ç ó÷åôéêÞ åîßóùóç ðáßñíåé ôçí
ðñïóåããéóôéêÞ ìïñöÞ

cosâL = 0.

(ä:1) Ìå âÜóç ôçí ðñïóåããéóôéêÞ áõôÞ åîßóùóç ðïéïò ôåëéêüò êëåéóôüò ôýðïò äßíåé (áóöáëþò
ðñïóåããéóôéêÜ êé áõôüò!) ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn (ãéá n ≥ 4); (å:1) Íá õðïëïãéóèïýí ïé ìïíÜäåò
ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùn ðïõ ðñïêýðôïõí áðü áõôüí ôïí ôåëéêü ôýðï. Åßíáé óùóôÝò;

ÁÓÊÇÓÇ B90 (ÊåöÜëáéo Â10, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå óõíÞèç äïêü
ìÞêïõò L, ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ êáé äõóêáìøßáò ÅÉ óå åëåýèåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ìå
Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x, t) ôçò äïêïý ìå x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï. Ïé äýï
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé:

v(x, 0) = f (x) êáé
∂v
∂t

(x, 0) = g(x)

ìå ôéò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) ãíùóôÝò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ï Ýëåã÷ïò áðü áðüøåùò äéáóôÜóåùí
ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (â:1) Åßíáé äõíáôÞ áðü öõóéêÞò
áðüøåùò åëåýèåñç êáìðôéêÞ ôáëÜíôùóç äïêïý; Ãéáôß; (ã:2) Ç áíáãùãÞ ôçò ßäéáò åîéóþóåùò (ìáæß
ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t (t ≥ 0). (ä:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå ôç ãñáöÞ ôïõ óõìâüëïõ s ðáíôïý üðïõ ðáñïõóéÜæåôáé. Ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
êáé ôï âïçèçôéêü óýìâïëï

ã(s) = 4
√

ñÁs2

ÅÉ
.

(ÐÜíôùò äå æçôåßôáé ï ó÷åôéêüò áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace!) (å:2) Ðïéåò åßíáé ïé äýï
âáóéêÝò õðïëïãéóôéêÝò äõóêïëßåò (ìå ëåðôïìÝñåéåò) ðïõ áíôéìåôùðßæåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
óôçí åðßëõóç áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò äïêïý ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace;
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ÁÓÊÇÓÇ B91 (ÊåöÜëáéo Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôá-
óêåõþí èåùñïýìå óõíÞèç áìöéÝñåéóôç äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L), ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ
êáé äõóêáìøßá ÅÉ óå åîáíáãêáóìÝíåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò õðü êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñ-
ôéóç p(x, t). Æçôïýíôáé: (á:1) Ç åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò äõíáìéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò áðü ôçí
áíôßóôïé÷ç óôáôéêÞ. (â:1) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ðëçñþóåùò ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí áðü ôéò éäéï-
óõíáñôÞóåéò, åäþ ôéò éäéïìïñöÝò êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí êáé áðëïýóôåñá éäéïìïñöÝò

Xn(x) = sin
nðx
L

ìå n = 1, 2, . . . ,

ïé ïðïßåò èåùñïýíôáé ãíùóôÝò. (ã:6) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïóõíáñôÞóåéò, åäþ
óå éäéïìïñöÝò, êáé ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò çìéôïíéêÞò óåéñÜò Fourier ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå óýóôçìá Üðåéñùí, áëë’ áóýæåõêôùí, óõíÞèùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí. (Íá ìç ëçöèïýí õðüøç ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò!)

ÁÓÊÇÓÇ B92 (ÊåöÜëáéo Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß):ÌåëåôÜìå óõíÞèç ðñüâïëï
ìÞêïõò L, ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ êáé äõóêáìøßáò EI óå éäéïôáëáíôþóåéò êáé ãåíéêüôåñá óå
åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò. Áõôüò ï ðñüâïëïò åßíáé óôçñéãìÝíïò óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé
åëåýèåñïò óôï äåîéü x = L. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôá-
âëçôþí êáé ç åýñåóç ôùí äýï ó÷åôéêþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ÷ñÞóç (üðïõ åßíáé
äõíáôüí) êáé ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò â ìå

â = 4
√

ñÁù2

ÅÉ
.

(Ôï óýìâïëïù äçëþíåé ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôùí ôáëáíôþóåùí.) (â:1) Íá åîçãçèåß ëåðôïìåñþò
ç åðéëïãÞ ôçò óôáèåñÜò äéá÷ùñéóìïý ë óáí èåôéêÞò Þ áñíçôéêÞò ìå äýï åíôåëþò äéáöïñåôéêïýò
ôñüðïõò. (ã:1) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåëéêÜ ìå ÷ñÞóç ìüíï ôñéãùíïìåôñéêþí êáé õðåñ-
âïëéêþí óõíáñôÞóåùí. (ä:2) ×ùñßò ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò ôåôÜñôçò ôÜîåùò (ìüíï äåõôÝñáò ôÜîåùò
Þ êáé êáèüëïõ ïñßæïõóáò) íá âñåèåß ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç Þ åîßóùóç ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí
ùn, åäþ üìùò ùò ðñïò ôç óôáèåñÜ â, äçëáäÞ ãéá ôéò éäéïôéìÝò ân êáé ü÷é ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn.
(å:1) Áðü áõôÞí íá õðïëïãéóèïýí ðñïóåããéóôéêÜ ïé éäéïôéìÝò ân (ãéá n ≥ 5, ðåñßðïõ 5) êáé óôç
óõíÝ÷åéá (óô:1) ïé áíôßóôïé÷åò éäéïôéìÝòùn. (æ:1) Íá âñåèåß ðïéá åßíáé ç ïñßæïõóá ôåôÜñôçò ôÜîåùò
(÷ùñßò üìùò ôïí êÜðùò êïõñáóôéêü õðïëïãéóìü ôçò) ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí ßäéùí éäéïôéìþí ân.

ÁÓÊÇÓÇ B93 (ÊåöÜëáéo Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïý-
ìåíç Üóêçóç. Èåùñïýìå ôïí ßäéï ðñüâïëï, áëëÜ ôþñá ìå «áíá÷áßôéóç» (áò ìáò åðéôñáðåß ôïýôç
ç ëÝîç!) ôçò êÜìøåþò ôïõ (ôïõ âÝëïõò êÜìøåþò ôïõ) óôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L (ìüíï åêåß!) ìÝóù
óõíÞèïõò åëáôçñßïõ óôáèåñÜò kR. Áðü ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ç ìüíç ðïõ áëëÜæåé åßíáé
ç óõíèÞêç

EI
∂3v
∂x3

(L, t) = 0.

ÁõôÞ ðáßñíåé ôþñá ôç äõóêïëüôåñç ìïñöÞ

EI
∂3v
∂x3

(L, t) = kR v(L, t).

Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ëåðôïìåñÞò ôå÷íéêÞ åîÞãçóç ôçò ðéï ðÜíù ôñïðïðïéçìÝíçò óõíïñéáêÞò óõí-
èÞêçò. (â:4) Ï ëåðôïìåñÞò õðïëïãéóôéêüò Ýëåã÷ïò åÜí Þ ü÷é óõíå÷ßæåé íá éó÷ýåé ç ïñèïãùíéüôçôá
(Þ ïñèïãùíéêüôçôá) ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò. (ã:3)Ï Ýëåã÷ïò ôçò éó÷ýïò ôïõðéèáíïý ôýðïõ

ù2
n =

ÅÉ
∫ L
0 X ′′n 2(x) dx + kRX2

n (L)

ñÁ
∫ L
0 X2

n (x) dx
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ãéá ôï êáëïýìåíï ðçëßêï ôïõ Rayleigh. Áõôü ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí óôç ÄõíáìéêÞ ôùí
Êáôáóêåõþí ãéá ôïí ðñïóåããéóôéêü õðïëïãéóìü ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùn ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ.

ÁÓÊÇÓÇ B94 (ÊåöÜëáéo Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôçí êáìðôéêÞ
êáôáðüíçóç äïêïý óôáèåñþí ôå÷íéêþí ÷áñáêôçñéóôéêþí ÅÉ (äõóêáìøßáò) êáé ñÁ (ãñáììéêÞò ðõ-
êíüôçôáò) õðü êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, t): åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò. Óôç äïêü
áõôÞ õðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí. ÁõôÞí ôçí áðüóâåóç åäþ ôçí åîåé-
äáíéêåýïõìå (ôçí ðñïóåããßæïõìå) ìå üñï áñÁ(∂v/∂t) (ìå ôï á óôáèåñÜ). Ï üñïò áõôüò ëáìâÜíåôáé
õðüøç ðáñÜëëçëá (áèñïéóôéêÜ, ìå óõí!) ìå ôçí áäñáíåéáêÞ äýíáìç ñÁ(∂2v/∂t2). (ÄçëáäÞ êáé ïé
äýï üñïé ìå ôï ßäéï ðñüóçìï!) Æçôïýíôáé: (á:6) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïóõíáñ-
ôÞóåéò (åäþ óå éäéïìïñöÝò Xn(x) ðïõ õðïôßèåíôáé üôé åßíáé ïñèïãþíéåò ìåôáîý ôïõò õðü éäáíéêÝò
óõíèÞêåò áðïóâÝóåùò êáé Þäç ãíùóôÝò: íá ìçí õðïëïãéóèïýí åäþ!) ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí ÷ñïíé-
êþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôéò êýñéåò (Þ êáíïíéêÝò) óõíôåôáãìÝíåò qn(t) óôï ðáñüí
ðñüâëçìá åîáíáãêáóìÝíùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí ìå áðüóâåóç óå äïêü. (â:2) Óôï ôÝëïò èÝ-
ôïõìå á = ám = 2îmùm ãéá êÜèå äéáöïñåôéêü ôñüðï ôáëáíôþóåùò m ìå îm ôïí áíôßóôïé÷ï ëüãï
áðïóâÝóåùò. Óôï óçìåßï áõôü õðïôßèåôáé üôé ôï á ìðïñåß íá åîáñôÜôáé áðü ôçí ôÜîç m ôïõ
ôñüðïõ ôáëáíôþóåùò. Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò æçôåßôáé íá õðïëïãéóèïýí åðßóçò êáé ïé ãåíéêÝò
ëýóåéò qm(t) ôùí ðéï ðÜíù ÷ñïíéêþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

ÁÓÊÇÓÇ B95 (ÊåöÜëáéo Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëá-
íôþóåéò óõíÞèïõò áìößðáêôçò äïêïý äõóêáìøßáò EI, ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ êáé ìÞêïõò L
(ìå 0 ≤ x ≤ L) ìå ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí

v(x, t) = X(x) sin (ùt − á)

ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý æçôïýíôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôéò
éäéïìïñöÝò Xn(x). (â:1) Ç ëýóç ôçò áñ÷éêÜ óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ êáé (ã:1) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ëýóåùò óå
õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. (ä:1) Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ éó÷ýïõí êáé ôÝëïò (å:4) Ç
ëåðôïìåñÞò åýñåóç ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí éäéïôéìþí ân ìå

ân = 4
√

ñÁù2

ÅÉ
ìå ùn ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ôçò áìößðáêôçò äïêïý.

ÁÓÊÇÓÇ B96 (ÊåöÜëáéo Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß, ÓåéóìéêÞ Öüñôéóç): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= −ñÁüg(t)

ìå üg(t) ôçí åðéôÜ÷õíóç ôùí óôçñßîåùí ôçò äïêïý (ðïõ ìðïñåß íá ïöåßëåôáé óå óåéóìü) êáé ôéò éäéï-
ìïñöÝò ôçò Xn(x) èåùñïýìåíåò ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò áðü ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç æçôïýíôáé:
(á:6) Ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t) óôéò ðáñïýóåò åîáíá-
ãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò. (â:2) ÁðëÜ ç ãñáöÞ ôùí ëýóåþí ôïõò õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.

ÁÓÊÇÓÇ B97 (ÊåöÜëáéo Â10, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôá-
óêåõþí èåùñïýìå ôéò åëåýèåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáì-
ìéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ õðü óôáèåñÞ áîïíéêÞ öüñôéóçÍ (èåôéêÞ, üôáí åßíáé åöåëêõóôéêÞ). Ðñïêýðôåé
ç åîÞò ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

EI
∂4v
∂x4

− N
∂2v
∂x2

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= 0 ìå v = v(x, t)

ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý. Zçôïýíôáé: (á:2) Ç áðüäåéîÞ ôçò ìå âÜóç ôçí áíôßóôïé÷ç åîß-
óùóç ÷ùñßò áîïíéêÞ öüñôéóç: ìå Í = 0. (â:4) ÁðëÜ ç áíáãùãÞ ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

v(x, 0) = v1x + v2 (ìå ôá v1, 2 ãíùóôÝò óôáèåñÝò) êáé v̇(x, 0) = 0
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(ìå ôçí ôåëåßá íá äçëþíåé ÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãï). (ã:2) Ç åýñåóç ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò (Þ åéäéêÞò
ëýóåùò) Ṽp(x) := Vp(x, s) ôïýôçò ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ B98 (ÊåöÜëáéo Â11, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïý-
ìåíç Üóêçóç. Ìå ôç ÷ñÞóç ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ùò ðñïò ôç èÝóç x (ü÷é ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t)
æçôïýíôáé: (á:4) Ç áíáãùãÞ ôçò ßäéáò åîéóþóåùò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé (â:4) ç ãåíéêÞ
ëýóç ôçò ôåëåõôáßáò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ

b(ù) =
√

EIù4 + Íù2

ñÁ

êáé ôçò ìåôáâëçôÞò ù ïðïõäÞðïôå áõôÞ ðáñïõóéÜæåôáé.

ÁÓÊÇÓÇ B99 (ÊåöÜëáéo Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôéò êáìðôéêÝò
éäéïôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò ðñïâüëïõ ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L), äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáììéêÞò ðõ-
êíüôçôáò ñÁ. Ï ðñüâïëïò åßíáé ðáêôùìÝíïò óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé åëåýèåñïò óôï
äåîéü x = L. Æçôïýíôáé: Ìå ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (á:1) ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôç ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç X(x) ìå ôç
÷ñÞóç êáé êáôÜëëçëçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò â, (â:1) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óå åêèåôéêÞ êáé ôåëéêÜ óå
õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ êáé (ã:1) ç åðáëÞèåõóÞ ôçò ôåëåõôáßáò ìïñöÞò. Ç åîßóùóç
éäéïóõ÷íïôÞôùí Þ åîßóùóç óõ÷íïôÞôùí (ìå Üãíùóôï ôï âL) (ä:1) ÷ùñßò êáèüëïõ ôç ÷ñÞóç ïñß-
æïõóáò êáé (å:1) ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò äåõôÝñáò ôÜîåùò. (óô:1) ÁðëÜ ç åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò
ïñßæïõóáò ôåôÜñôçò ôÜîåùò ÷ùñßò üìùò ôïí õðïëïãéóìü ôçò. (æ:1) Ïé ðñïóåããßóåéò ôùí éäéïóõ-
÷íïôÞôùí ùn ãéá n = 4, 5, . . . êáé (ç:1) ïé ó÷åôéêÝò éäéïìïñöÝò Xn(x).

ÁÓÊÇÓÇ B100 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Íá åðáíáëçöèåß ðëÞñùò
ç ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, ôþñá üìùò ãéá óõíÞèç áìößðáêôç äïêü áíôß ãéá óõíÞèç ðñüâïëï.

ÁÓÊÇÓÇ B101 (ÊåöÜëáéá Â5, Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôéò êáìðôé-
êÝò ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò áìöéÝñåéóôçò äïêïý ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L), äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáììé-
êÞò ðõêíüôçôáò ñÁ õðü ôçí åðßäñáóç êáé óôáèåñïý áîïíéêïý öïñôßïõ Í. Ç êÜèåôç öüñôéóç ôçò
äïêïý åßíáé p(x, t). Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x, t)
ôçò äïêïý Ý÷åé ôç ìïñöÞ

EI
∂4v
∂x4

− N
∂2v
∂x2

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= p(x, t).

Æçôïýíôáé ðñþôá ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç: ìå p(x, t) ≡ 0: (á:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí íá áíá÷èåß óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. (â:1) Ìå ÷ñÞóç ôçò
êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáòù íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç T (t) ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
(ã:1) Íá åðáëçèåõèåß üôé ïé éäéïìïñöÝò Xn(x) ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí Ý÷ïõí ôçí áðëÞ ìïñöÞ

Xn(x) = sin
nðx
L

ìå n = 1, 2, . . . .

(ä:1) Íá õðïëïãéóèïýí ïé éäéïóõ÷íüôçôåòùn ôùí ôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí
áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç: ìå p(x, t) ≡ 0. Æçôåßôáé: (å:4) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óôéò
éäéïìïñöÝò Xn(x) êáé ôç ÷ñÞóç êáé êáôÜëëçëùí ãåíéêåõìÝíùí öïñôßóåùí Pn(t) íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé
óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t) ôçò äïêïý (÷ùñßò åðßëõóÞ ôïõò).

ÁÓÊÇÓÇ B102 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå äïêü ìÞêïõò L
(ìå 0 ≤ x ≤ L) ìå ìåôáâëçôÝò êáôÜ ìÞêïò ôçò ôç äõóêáìøßá EI(x) êáé ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñA(x).
Ôï Üêñï x = 0 (üðùò êáé ôï Üëëï Üêñï x = L) ôçò äïêïý ìðïñåß íá åßíáé ðáêôùìÝíï, áñèñùìÝíï
Þ åëåýèåñï. Óå êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò ôçò äïêïý ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

∂2

∂x2

[
EI(x)

∂2v
∂x2

]
= −ñÁ(x)

∂2v
∂t2
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ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x, t). Ç ñïðÞ êÜìøåùò (Þ êáìðôéêÞ ñïððÞ) M(x, t) êáé ç ôÝìíïõóá
äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) Q(x, t) äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

M(x, t) = EI(x)
∂2v(x, t)

∂x2

êáé

Q(x, t) = ∂M(x, t)
∂x

= ∂

∂x

[
EI(x)

∂2v(x, t)
∂x2

]
.

áíôßóôïé÷á. Æçôïýíôáé: (á:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ãéò ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) (÷ùñßò ðáñáãþãéóç ôïõ ãéíïìÝíïõ). (â:7)Ïé áðïäåßîåéò ôùí ôýðùí
ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò)∫ L

0
ñÁ(x) Xm(x)Xn(x) dx = 0,

∫ L

0
EI(x) X ′′m(x)X

′′
n (x) dx = 0

ìå m, n = 1, 2, . . . êáé m = n.

ÁÓÊÇÓÇ B103 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß):Èåùñïýìå ôéò éäéïôáëáíôþ-
óåéò óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L, äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ. Æçôïýíôáé: (á:2) Ìå
ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí íá áíá÷èåß óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, áëëÜ
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ÷ñÞóç ìüíï ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù óôç ÷ñïíéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
(â:1) Åýñåóç ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ìå äåýôåñï ôñüðï ìå êáôÜëëçëç
áðü ôçí áñ÷Þ åðéëïãÞ ôçò ÷ñïíéêÞò óõíáñôÞóåùò. (ã:1) Åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò ÷ñïíéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé (ä:2) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (å:2) êáé (óô:2) ÁíÜëïãá äýï åñùôÞìáôá êáé ãéá ôç ÷ùñéêÞ óõíÞèç äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç, ôþñá üìùò êáé áíôßèåôá ìå ðñéí óôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìüíï
ìÝ÷ñé ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace XL(s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò, äçëáäÞ
÷ùñßò ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ. Åðßóçò óôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ôåëéêÜ ç ëýóç íá
äïèåß óôç óõíçèéóìÝíç ôçò õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ.

ÁÓÊÇÓÇ B104 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïý-
ìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: Ãéá åëåýèåñç äïêü (÷ùñßò êáìßá óôÞñéîç óôá Üêñá ôçò) ç åîßóùóç
éäéïóõ÷íïôÞôùí ìå Üãíùóôç ðïóüôçôá ôç âL (á:2) ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé
åðßóçò (â:2) ÷ùñßò êáèüëïõ ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò. (ã:1) Ìå ôéò ðïóüôçôåò ân ãíùóôÝò ç åýñåóç ôùí
éäéïóõ÷íïôÞôùíùn. (ä:1) Ó÷üëéï ãéá ôçí ýðáñîç Þ ôç ìç ýðáñîç ìçäåíéêÞò éäéïóõ÷íüôçôáòù0 = 0
ìå åðåîçãÞóåéò. (å:2) Ðñïóåããßóåéò ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùn ãéá êÜðùò ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ n, Ýóôù
ãéá n ≥ 4. (óô:1) Åýñåóç ôùí éäéïìïñöþí êáé (æ:1) ÁðëÞ áíáöïñÜ (÷ùñßò áðüäåéîç) äýï ó÷åôéêþí
óõíèçêþí ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) ãéá m = n.

ÁÓÊÇÓÇ B105 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôéò éäéïôáëá-
íôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L, äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ. Åäþ æçôïýíôáé:
(á:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí íá áíá÷èåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, áëëÜ õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ìüíï
ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù óôç ÷ñïíéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (â:1) Åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëý-
óåùò ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
ôåëéêÜ óôç óõíçèéóìÝíç ôçò õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. (ã:4) Ãéá ðñüâïëï ìå ðÜêôùóç
óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 ç åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí ìå Üãíùóôç ðïóüôçôá ôç âL ìå ÷ñÞóç
ïñßæïõóáò äåõôÝñáò ôÜîåùò. (ä:1) Ìå ôéò ðïóüôçôåò ân ãíùóôÝò åýñåóç ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùn.
(å:3)Ðñïóåããßóåéò ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùíùn ôïõðñïâüëïõ ãéá êÜðùòìåãÜëåò ôéìÝò ôïõn: ãéán ≥ 4.

ÁÓÊÇÓÇ B106 (ÊåöÜëáéï Â5, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôá-
óêåõþí èåùñïýìå ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìéáò óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L, äõóêáìøßáò ÅÉ êáé
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ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ ìå óõíÞèç ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0, áëëÜ ìå ìç ïìïãåíåßò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

v(L, t) = vL êáé
∂v
∂x

(L, t) = èL

óôï äåîéü Üêñï ôçò x = L ìå ôï âÝëïò êÜìøåùò vL êáé ôç óôñïöÞ èL óôï Üêñï áõôü x = L ãíùóôÝò
óôáèåñÝò. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x, t) ôçò äïêïý ìå x ôç èÝóç (0 ≤ x ≤ L)
êáé t ôï ÷ñüíï (t ≥ 0). Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (âÝëïò êÜìøåùò êáé ôá÷ýôçôá) åßíáé

v(x, 0) = f (x) êáé
∂v
∂t

(x, 0) = g(x)

áíôßóôïé÷á ìå ôéò äýï óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) ãíùóôÝò. Åäþ æçôïýíôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç êáé üëïé ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â:7) Ç ëåðôïìåñÞò áíáãùãÞ ôïõ ó÷åôéêïý ìç ïìïãåíïýò
ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí óå ïìïãåíÝò ìå íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç vh(x, t) ÷ùñßò üìùò
ôçí åðßëõóÞ ôïõ. (ã:2) Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá ôï ôåëéêü ïìïãåíÝò ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí.

ÁÓÊÇÓÇ B107 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþ-
óåéò): Èåùñïýìå ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìéáò óõíÞèïõò áìöéÝñåéóôçò äïêïý ìÞêïõò L,
äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ. Áñ÷éêÜ ç äïêüò åßíáé óå çñåìßá êáé ÷ùñßò êáìßá
áðïëýôùò öüñôéóç: ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. ¼ìùò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 åöáñìüæåôáé
îáöíéêÜ ïìïéüìïñöç (óôáèåñÞ) öüñôéóç p(x, t) = p0 óå üëï ôï ìÞêïò ôçò: 0 ≤ x ≤ L. Æçôïý-
íôáé: (á:1) Êáôåõèåßáí (÷ùñßò õðïëïãéóìïýò) ïé éäéïìïñöÝò Xn(x) ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý. (Ïé
áíôßóôïé÷åò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn èåùñïýíôáé ãíùóôÝò.) (â:1) Ç åýñåóç ôùí ãåíéêåõìÝíùí ìáæþí
ôçò ßäéáò äïêïý êáé (ã:2) ôùí ãåíéêåõìÝíùí öïñôßóåþí ôçò óôï ðáñüí ðñüâëçìá. (ä:2) Ìå ãíùóôÞ
ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáèþò êáé ôçí áíôßóôïé÷ç ÷ùñéêÞ óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïìïñöÝò ç åýñåóç ôùí áóýæåõêôùí
óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôéò êýñéåò (Þ êáíïíéêÝò) óõíôåôáãìÝíåò qn(t). (å:2) Ïé ëýóåéò
ôïõò ãéá ôçí ðáñïýóá åéäéêÞ öüñôéóç p(x, t) = p0 ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý êáé ôÝëïò (óô:2) ï ôåëéêüò
ôýðïò ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x, t) ôçò ßäéáò äïêïý óôï ðáñüí ðñüâëçìá.

B8.4. ÊáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêþí åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò

ÁÓÊÇÓÇ B108 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Èåìåëéþóåéò: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò
ÂÜóåùò): Èåùñïýìå ôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò êáé ãåíéêüôåñá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò óõíÞ-
èïõò äïêïý ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L), äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ åðß åëáóôéêÞò
âÜóåùò (åäþ ôïõ åäÜöïõò, ð.÷. ðåäéëïäïêïý) ìå ïëéêÞ óôáèåñÜ åäÜöïõò--äïêïý k. Ãéá ôï âÝëïò
êÜìøåùò ôçò äïêïý v = v(x, t) (ìå x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï) ðñïêýðôåé ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò:

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

+ kv = 0 ìå v = v(x, t), 0 ≤ x ≤ L êáé t ≥ 0.

Æçôïýíôáé: Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ç áíáãùãÞ ôçò óå äýï óõíÞèåéò äéáöï-
ñéêÝò åîéóþóåéò: (á:2) ìßá ÷ñïíéêÞ õðï÷ñåùôéêÜ ôçò ìïñöÞò

T̈ (t)+ù2T (t) = 0

êáé (â:2) ìßá ÷ùñéêÞ õðï÷ñåùôéêÜ ôçò ìïñöÞò

X ′′′′(x)− â4×(x) = 0

ìå ôçí õðüèåóç üôé
k < ñÁù2

êáé ìå êáôÜëëçëï ïñéóìü ôçò óôáèåñÜò â. Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ç åðßëõóç
(ã:1) ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: ãåíéêÞ ëýóç óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ êáé
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(ä:1) ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: ãåíéêÞ ëýóç óå õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ
ìïñöÞ ìå (å:2) ôçí åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò X(x).

ÁÓÊÇÓÇ B109 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Èåìåëéþóåéò: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò
ÂÜóåùò): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, ôþñá üìùò ãéá ðñüâïëï (ìå 0 ≤ x ≤ L) ìå
ðÜêôùóç äåîéÜ: ãéá x = L. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:5) Ç åîßóùóç ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ìå Üãíùóôï
ôçí ðïóüôçôá z = âL (êáé ü÷é ôï ù). (â:3) ÔÝëïò ìå ôéò ëýóåéò ôçò zn ãíùóôÝò ðïéåò åßíáé ïé
áíôßóôïé÷åò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn ôïõ ðñïâüëïõ;

ÁÓÊÇÓÇ B110 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Èåìåëéþóåéò: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò
ÂÜóåùò): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïðñïçãïýìåíç Üóêçóç, ôþñá üìùò ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþ-
óåéò, äçëáäÞ ìå êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç ôçò äïêïý p(x, t) äåîéÜ óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
Ìå ôéò ó÷åôéêÝò éäéïìïñöÝò Xn(x) íá õðïôßèåíôáé ãíùóôÝò êáé ìÜëéóôá üôé áðïôåëïýí óýóôçìá
ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí ìå ∫ L

0
X2
n (x) dx = Nn

(ïé ðïóüôçôåò Ín èåùñïýíôáé ãíùóôÝò) êáé ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç êé Üëëùí âïçèçôéêþí óõìâüëùí ðÝñá
áðü ôï â (åäþ ìå ôéìÝò ân) æçôïýíôáé: (á:8) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ áíáðôýãìáôïò óå éäéïóõíáñôÞóåéò,
åäþ óôéò éäéïìïñöÝò Xn(x), ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t).

ÁÓÊÇÓÇ B111 (ÊåöÜëáéá Â1, Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Èåìåëéþóåéò: Äïêïß åðß Åëá-
óôéêÞò ÂÜóåùò): Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôùí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý ãñáììéêÞò ðõ-
êíüôçôáò ñÁ êáé äõóêáìøßáò ÅÉ åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (ð.÷. ìéá ðåäéëïäïêü ðïõ óôçñßæåôáé ðÜíù
óôï Ýäáöïò). Óå ìéá ôÝôïéá äïêü ç åëáóôéêÞ âÜóç áóêåß êÜèåôç öüñôéóç ðÜíù óôç äïêü ßóç ìå

pf (x, t) = −kv(x, t)

ìå ôï k íá äçëþíåé ôç ó÷åôéêÞ óõíïëéêÞ óôáèåñÜ åäÜöïõò--äïêïý. ¢ãíùóôç óõíÜñãçóç åßíáé
ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x, t) ôçò äïêïý. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò êáé ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ åéäéêïý ÷ùñéóìïý ôùí
ìåôáâëçôþí

v(x, t) = X(x) cos (ùt − á)

(ìå ôá ù êáé á óôáèåñÝò) ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå
ìéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò â ìå

â = 4
√

ñÁù2 − k
ÅÉ

ìå ôçí õðüèåóç üôé k < ñÁù2.

(ã:1) Íá åîçãçèåß ãéá ðïéï öõóéêü ëüãï åßíáé äéêáéïëïãçìÝíïò áõôüò ï åéäéêüò ÷ùñéóìüò ôùí ìåôá-
âëçôþí óôéò ðáñïýóåò éäéïôáëáíôþóåéò. (ä:1) Íá õðïëïãéóèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óõíÞèïõò áõôÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåëéêÜ õðï÷ñåùôéêÜ óå õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. (å:2) ÕðïèÝôï-
íôáò ôç äïêü åëåýèåñç êáé óôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L, íá âñåèåß ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç
Þ åîßóùóç ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùíùn, åäþ üìùòùòðñïò ôç âïçèçôéêÞ óôáèåñÜ â, äçëáäÞ áñ÷éêÜ ãéá
ôéò éäéïôéìÝò ân êáé ü÷é ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn. (óô:1) Áðü áõôÞí íá õðïëïãéóèïýí ðñïóåããéóôéêÜ
ïé éäéïôéìÝò ân (ãéá n ≥ 5, ðåñßðïõ 5) êáé óôç óõíÝ÷åéá (æ:1) Ïé áíôßóôïé÷åò éäéïôéìÝò ùn.

ÁÓÊÇÓÇ B112 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåþí, Èåìåëéþóåéò: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò
ÂÜóåùò): Èåùñïýìå ôéò åëåýèåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò (êáé éäéïôáëáíôþóåéò) äïêïý åðß åëá-
óôéêÞò âÜóåùò, åëáóôéêïý õðïóôñþìáôïò (ßóùò áðëÜ ðåäéëïäïêïý) ìÞêïõò L, ãñáììéêÞò ðõêíü-
ôçôáò ñÁ êáé óôáèåñÞò äõóêáìøßáò ÅÉ. Ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

EI
∂4v
∂x4

+ kv + ñÁ
∂2v
∂t2

= 0 (1)
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ìå v = v(x, t) ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý (ðïõ ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò) êáé k ãíùóôÞ
óôáèåñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò åäÜöïõò--äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò. Æçôïýíôáé: (á:2) Ïé óõíÞèåéò
ìïíÜäåò ôùí åðôÜ ìåãåèþí: Å, É, ÅÉ, ñ, Á, ñÁ êáé k. (â:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôá-
âëçôþí ç áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå äýï óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (ìå Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ôéò X(x): ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç, êáé T (t): ÷ñïíéêÞ
óõíÜñôçóç), ç äåýôåñç ìå ìßá ìüíï ðáñÜìåôñï: ôç −ù2 (êáìßá Üëëç!). (ã:2) Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ
ëýóç T (t) ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ä:2) ÁíÜëïãá êáé ç ãåíéêÞ ëýóç X(x) ôçò
÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ

â = 4
√

ñÁù2 − k
EI

.

. ÁÓÊÇÓÇ B113 (ÊåöÜëáéá Â6, Â10, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåþí, Èåìåëéþóåéò: Äïêïß åðß Åëá-
óôéêÞò ÂÜóåùò): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ç åðåîÞãçóç
ãéáôß åêåß óôï åñþôçìá (â) ðñïôéìÞèçêå ç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý −ù2 áíôß áðëÜ ë. (â:1) Ïé óõíï-
ñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò ãéá áìöéÝñåéóôç äïêü.
(ã:1) ¸÷åé Þ ü÷é öõóéêü íüçìá ç åëåýèåñç êáé óôá äýï Üêñá äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò; Ãéáôß;
(ä:1) Áí íáé, ðïéåò åßíáé ïé ó÷åôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò; (å:4) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace (öõóéêÜ ìå t ≥ 0) ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1) óôçí
ðñïçãïýìåíç Üóêçóç óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý.
Óáí áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0) íá ëçöèïýí ïé äýï óõíèÞêåò

v(x, 0) = f (x) êáé v̇(x, 0) := ∂v
∂t

(x, 0) = g(x)

ìå ôéò äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) ãíùóôÝò.

ÁÓÊÇÓÇ B114 (ÊåöÜëáéï Â11, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåþí, Èåìåëéþóåéò: Äïêïß åðß Åëáóôé-
êÞò ÂÜóåùò) Óõíå÷ßæïõìå ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò, áëë’ åéäéêÜ óå ôïýôç ’äþ ôçí Üóêçóç
õðïèÝôïõìå (ðñïóåããéóôéêÜ âÝâáéá) ôç äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò áðåéñïìÞêç (áðåßñïõ ìÞêïõò:
ìå −∞ < x <∞). Åäþ æçôåßôáé ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ìå

F{v(x, t)} = V (ù, t).

Äõóôõ÷þò åäþ ôï óýìâïëï ù óáí ìåôáâëçôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ùò ðñïò ôç èÝóç x
äåí Ý÷åé êáìßá áðïëýôùò ó÷Ýóç ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá! Ôé íá êÜíïõìå; ÅíáëëáêôéêÜ èá ìðïñïýóå
íá åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß ôï óýìâïëï î áíôß ãéá ôï óýìâïëï ù! Æçôïýíôáé: (á:4) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier êáé ìå ôçí õðï÷ñåùôéêÞ ÷ñÞóç êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ

b(ù) =
√

EIù4 + k
ñÁ

ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1) óôçí ðñïðñïçãïýìåíç Üóêçóç
óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. (â:2) ËåðôïìåñÝò ó÷üëéï ãéá üëåò ôéò õðïèÝóåéò
ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ãßíåé óôï Üðåéñï: ãéá x →±∞. (ã:2) Ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò V (ù, t) ôçò
óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ñçôÞ åìöÜíéóç ôçò ìåôáâëçôÞò ù ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier ïðïõäÞðïôå (ðñïóï÷Þ ðáñáêáëþ óå ôïýôç ôç ëÝîç!) áõôÞ åìöáíßæåôáé.

B8.5. ÊáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêþí Timoshenko

ÁÓÊÇÓÇ B115 (ÊåöÜëáéá Â1, Â6, Â10, Â11, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß Timoshenko):
Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (Þ éóïäýíáìá ìåñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç)

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

− F
∂4v

∂x2∂t2
+ H

∂4v
∂t4

= 0 ìå v = v(x, t) êáé ìå ôá EI, ñÁ, F, H > 0.



ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ ÌÅ ÌÅÑÉÊÅÓ ÐÁÑÁÃÙÃÏÕÓ (ÁóêÞóåéò) 37

Ç åîßóùóçáõôÞ áðáíôÜôáé óôïðñüâëçìá êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí êáé åëåýèåñùí êáìðôéêþí
ôáëáíôþóåùí äïêïý óýìöùíá ìå ôç èåùñßá ôïõ Timoshenko. ÁõôÞ åßíáé óßãïõñá ðéï áêñéâÞò áðü
ôç èåùñßá ôùí Euler--Bernoulli, åðåéäÞ ëáìâÜíåé õðüøç ôçí ðáñáìüñöùóç áðü äéÜôìçóç êáé ôçí
áäñÜíåéá ðåñéóôñïöÞò. Óôçí ðéï ðÜíù åîßóùóç v = v(x, t) åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý
(ìå x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï) êáé üëïé ïé óõíôåëåóôÝò åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò: ÅÉ ç äõóêáìøßá,
ñÁ ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá êáé F êáé H äýï ðéï ðïëýðëïêåò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Åäþ æçôïýíôáé:
(á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:7) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ç ëåðôïìåñÞò áíáãùãÞ ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (÷ùñßò åðßëõóÞ ôçò!). ÔÝëïò æçôåßôáé (ã:8) ç ßäéá åñãáóßá ìå ôï åñþôçìá (â), áëëÜ ôþñá
ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå ãíùóôÝò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (÷ùñßò åðßëõóÞ ôçò!).

ÁÓÊÇÓÇ B116 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß Timoshenko): Óõíå÷ßæïõìå
ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Åäþ æçôïýíôáé: (á:2) Ï Ýëåã÷ïò åÜí ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé
äéá÷ùñßóéìç Þ ü÷é, äçëáäÞ åÜí ìðïñåß Þ ü÷é íá áíá÷èåß ìå ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí ôçò (ùò ðñïò
x êáé t) óå äýï ÷ùñéóôÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÕðïèÝôïõìå ôþñá ëýóç ôçò ìïñöÞò

v(x, t) = X(x) cos (ùt + á)

ìå ôá ù êáé á óôáèåñÝò, ðïõ èåùñïýíôáé ãíùóôÝò. (â:2) Ðïéá åßíáé ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ùò ðñïò X(x) óôçí ðéï êáíïíéêÞ ôçò (áðëïðïéçìÝíç) ìïñöÞ; ÊÜíïõìå ôþñá ôçí õðüèåóç üôé

ù2 <
ñÁ
H

.

ÄçëáäÞ äå÷üìáóôå üôé äåí Ý÷ïõìå êáé ðÜñá ðïëý õøçëÝò êõêëéêÝò óõ÷íüôçôåò ù êáìðôéêþí éäéï-
ôáëáíôþóåùí êáé åëåýèåñùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí. Ìå ôçí õðüèåóç áõôÞ æçôïýíôáé: (ã:2) ç
ãåíéêÞ ëýóç X(x) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç ó’ áõôÞí êáôÜëëçëùí âïçèç-
ôéêþí óõìâüëùí ì1 êáé ì2 (ðïõ íá ôçí áðëïðïéïýí üóï ðåñéóóüôåñï ãßíåôáé) ôüóï óå åêèåôéêÞ
ìïñöÞ üóï êáé (ä:2) óå éóïäýíáìÞ ôçò õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ, ðïõ ãåíéêÜ ðñïôéìÜôáé.

ÁÓÊÇÓÇ B117 (ÊåöÜëáéï Â6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß Timoshenko): Óõíå÷ßæïõìå
ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Åäþ õðïèÝôïõìå ôç äïêü ðïõ ìåëåôÜìå óýìöùíá ìå ôç èåùñßá
ôïõ Timoshenko ðùò åßíáé áìöéÝñåéóôç êáé Ý÷åé ìÞêïò L: 0 ≤ x ≤ L. Óýìöùíá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç
Üóêçóç äå÷üìáóôå üôé ïé ðéèáíÝò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåþí ôçò X(x) åßíáé ôçò ìïñöÞò

X(x) = A cosh ì1x + B sinh ì1x + C cos ì2x + D sin ì2x

ìå ì1, 2 äýï ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò: ì1, 2 > 0. Åäþ æçôïýíôáé: (á:2) Ïé áëçèéíÝò éäéïìïñöÝò
Xn(x) ðïõ óÝâïíôáé üëåò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. (â:3) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõò ç áëãåâñéêÞ åîßóùóç
ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn. (ã:3) Ìå ôçí åê ôùí õóôÝñùí åýëïãç (ðïý íá ôï îÝñáìå
áðü ðñéí;) õðüèåóç üôé

v(x, t) = sin
nðx
L

cos (ùnt + á)

ç åýñåóç ôçò ßäéáò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý.

ÁÓÊÇÓÇ B118 (ÊåöÜëáéï Â5, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß Timoshenko): Óõíå÷ßæïõìå
ôéò ôñåéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Èåùñïýìå êé åäþ ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü ìÞêïõò L ôçò ðñïçãïý-
ìåíçò áóêÞóåùò, áëëÜ ìå ôñïðïðïéçìÝíç ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç v(L, t) = 0, ðïõ ôþñá õðïôßèåôáé
ìç ïìïãåíÞò: v(L, t) = h ìå ôï h ãíùóôÞ ìç ìçäåíéêÞ óôáèåñÜ. ¸÷ïõìå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìå
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

v(x, 0) = f (x) (ìå f (0) = 0 êáé f (L) = h) êáé v̇(x, 0) := ∂v
∂t

(x, 0) = g(x)

ìå ôéò äýï óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) ãíùóôÝò. (á:6) Åäþ æçôåßôáé áðëÜ ç áíáãùãÞ áõôïý ôïõ
ìç ïìïãåíïýò ðñïâëÞìáôïò óå ïìïãåíÝò, äçëáäÞ óå ðñüâëçìá üðïõ ç íÝá âïçèçôéêÞ Üãíùóôç
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óõíÜñôçóçw(x, t) èá Ý÷åé êáé ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôçò ïìïãåíåßò, ïðüôå êáéw(L, t) = 0.
(â:2) Èá áëëÜîïõí Þ ü÷é êáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé ðþò èá ãßíïõí;

B8.6. Ôáëáíôþóåéò ðëáêþí

ÁÓÊÇÓÇ B119 (ÊåöÜëáéá Â4, Â5, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÐëÜêåò): Óôï åðßðåäï ðëÜêáò
äßíåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∇4w + ñh
D

∂2w
∂t2

= 0 ìå w = w(x, y, t)

ôï äõíáìéêü âÝëïò êÜìøåùò ôçò ðëÜêáò êáé ôéò óôáèåñÝò íá Ý÷ïõí ïñéóèåß óôçí ðñïçãïýìåíç
Üóêçóç. Ç ðëÜêá öïñôßæåôáé ìüíï ìå ñïðÝò óôï óýíïñü ôçò. Æçôïýíôáé: (á:2) Ìå ôï ÷ùñéóìü
ôùí ìåôáâëçôþí

w(x, y, t) = W(x, y) cos (ùt − á)

(ôñéãùíïìåôñéêÞ áíôéêáôÜóôáóç) íá âñåèåß ç áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç ôç ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç W(x, y). (â:2) Íá äéåñåõíçèåß óå üóï âáèìü ÷ñåéÜæåôáé, åÜí Þ ü÷é
ç äåýôåñç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (ùò ðñïò W(x, y)) åßíáé äéá÷ùñßóéìç. (ã:2) Ãéá ôçí ßäéá åîßóùóç
(ùò ðñïò W(x, y)) íá äéåõñåõíçèåß åðßóçò åÜí Þ ü÷é åßíáé äõíáôÞ ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ åðéëýóåùò
ðïõ âáóßæåôáé óå óõíÜñôçóç--ëýóç ôçò ìïñöÞò

W0(x, y) = ö(x + ìy)

êáé óôç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç. (ä:2) Ãéá ôçí ßäéá åîßóùóç (åðáíáëáìâÜíåôáé ùò ðñïò
W(x, y)) íá äéåõñåõíçèåß ôÝëïò åÜí Þ ü÷é åßíáé äõíáôÞ ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò åêèåôéêÞò áíôéêá-
ôáóôÜóåùò. ÅÜí åßíáé, íá ðñïóäéïñéóèåß êáé ìßá ìåñéêÞ ëýóç ôçò.

ÁÓÊÇÓÇ B120 (ÊåöÜëáéá Â2, Â9, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÐëÜêåò): Èåùñïýìå ôéò éäéï-
ôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò êõêëéêÞò ðëÜêáò äõóêáìøßáò D êáé åðéöáíåéáêÞò ðõêíüôçôáò ñh. Åäþ
æçôïýíôáé: (á:1) Ç åýñåóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò w(x, y, t) ôçò ðëÜêáò
ìå âÜóç ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç ãéá ôï óôáôéêü ðñüâëçìá. (â:1) Ôþñá óôéò éäéïôáëáíôþóåéò ôçò
êõêëéêÞò ðëÜêáò ìå ôçí áðåõèåßáò ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ÷ñïíéêÞò óõíáñôÞóåùò T (t) ç åýñåóç ôçò
÷ùñéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ùò ðñïò ôï ÷ùñéêü ðáñÜãïíôá W(x, y) ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ôçò
ðëÜêáò ìå ÷ñÞóç âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò â. Óôï óçìåßï áõôü èåùñïýìå ãíùóôÜ üôé

∇4 − â4 = (∇2 + â2)(∇2 − â2)
êáé åðßóçò üôé

∇2 = ∂2

∂r2
+ 1

r
∂

∂r
+ 1

r2
∂2

∂è2

óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). (ã:2) Ãéá ôçí åîßóùóç

(∇2 − â2)W(r, è) = 0

ìå ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí íá âñåèïýí ïé ó÷åôéêÝò äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (ùò ðñïò r
êáé ùò ðñïò è) êáé (ä:2) ãéá ôç äåýôåñç áðü áõôÝò (ùò ðñïò è) íá âñåèåß ç áðïäåêôÞ áðü öõóéêÞò
áðüøåùò ãåíéêÞ ëýóç ôçò. ÔåëéêÜ ãéá ôï ÷ùñéêü ìÝñïò W(r, è) ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò w(r, è, t) ôçò
ðáñïýóáò êõêëéêÞò ðëÜêáò ðñïêýðôïõí óõíáñôÞóåéò ôçò ìïñöÞò

Wn(r, è) = [An Jn(âr)+ Cn In(âr)] sin nè+ [Ån Jn(âr)+ Gn In(âr)] cos nè ìå n = 1, 2, . . . .

(å:1) Ãéá ðïéï ëüãï åßíáé áõôÝò ôüóï áðëÝò, äçëáäÞ äåí ðåñéÝ÷ïõí ôéò óõíáñôÞóåéò Bessel äåõ-
ôÝñïõ åßäïõò Yn(âr) (óõíÞèçò óõíÜñôçóç Bessel) êáé Kn(âr) (ôñïðïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç Bessel),
ðïõ äõóôõ÷þò áðåéñßæïíôáé ãéá r → 0; (óô:1) Ôé èá óõíÝâáéíå áíôßèåôá óå äáêôõëéïåéäÞ ðëÜêá;
(æ:2) ÐÜëé ãéá êõêëéêÞ ðëÜêá ìå ðÜêôùóç Þ áðëÞ óôÞñéîç óå üëç ôçí ðåñéöÝñåéÜ ôçò r = a ðïéá
áñêåôÜ áðëïýóôåñç ìïñöÞ W∗

n (r, è) ðáßñíïõí ïé ðéï ðÜíù óõíáñôÞóåéò Wn(r, è) êáè’ ïäüí (ìåôÜ
êáé Üëëï ðïëý ìáêñý äñüìï . . . ) ðñïò ôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùòWmn(r, è) ôçò êõêëéêÞò ðëÜêáò;
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ
ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

Ã1. ÃÅÍÉÊÇ ÁÓÊÇÓÇ

ÁÓÊÇÓÇ Ã1 (ÊåöÜëáéï Ã2, Äéá÷ùñßóéìïé ÐõñÞíåò, ÁñéèìçôéêÞÏëïêëÞñùóç): Èåùñïýìå ôçí
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

y(x)+
∫ 1

−1
K(x, t) y(t) dt = f (x), − 1 ≤ x ≤ 1,

ìå ôéò óõíáñôÞóåéò K(x, t) êáé f (x) ãíùóôÝò, åíþ ôç óõíÜñôçóç y(x) Üãíùóôç. Æçôïýíôáé: (á:1) ÐÝ-
íôå ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:3) ÅéäéêÜ óôï åñþôçìá áõôü ìå
K(x, t) = xt êáé f (x) = x ç ëýóç ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ äéá÷ùñßóéìïõ ðõñÞíá. (ÊáíÝíáò ó÷åôéêüò
ôýðïò äå èåùñåßôáé ãíùóôüò!) (ã:1) Ãéá ãåíéêÝò óõíáñôÞóåéò K(x, t) êáé f (x) ç áíáãùãÞ ôçò ïëïêëç-
ñùôéêÞò åîéóþóåùò óå óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ìÝèïäï ôçò áñéèìçôéêÞò
ïëïêëçñþóåùò Gauss (Þ Gauss--Legendre). Ïé n êüìâïé íá äçëùèïýí ìå tin êáé ôá áíôßóôïé÷á âÜñç
ìå Ain (ìå i = 1, 2, . . . , n). (ä:1) Ï åðáíáëçðôéêüò ôýðïò ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ãñáììéêïý áõôïý
óõóôÞìáôïò ìå êáôÜëëçëç åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäï. (å:1) ÌåôÜ ôçí åðßëõóç (åííïåßôáé ü÷é áëçèéíÞ
åðßëõóç!) ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ï ôýðïò öõóéêÞò ðáñåìâïëÞò ôïõ Íyström ãéá ôçí ðñï-
óåãéóôéêÞ ëýóç yn(x). (óô:1) Ãéá ðïéïõò äýï äéáöïñåôéêïýò ëüãïõò õðåñôåñåß ç öõóéêÞ áðü ôçí
ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ óôï ðáñüí ðñüâëçìá;

Ã2. ÁÓÊÇÓÇ ÐÅÑÉÂÁËËÏÍÔÉÊÇÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÇÓ

ÁÓÊÇÓÇ Ã2 (ÊåöÜëáéï Ã2, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ): Óôçí áðïäüìçóç ñýðïõ Á ðñþôçò
ôÜîåùò óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ ðñïêýðôåé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

c(t) = c0 − k
∫ t

0
c(ô) dô

ìå ôá c0 êáé k ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç áíáãùãÞ ôçò óå éóïäýíáìï ðñüâëçìá
áñ÷éêÞò ôéìÞò, ç ëýóç ôçò ìå åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò êé ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò
áõôÞò ôçò ðáñáðÜíù ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò. (â:1) Ç êáôåõèåßáí åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (ã:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ãíùóôÞò ìåèüäïõ
ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí êáé ìå áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç ôç óôáèåñÞ óõíÜñôçóç

c0(t) = c0

ç åýñåóç ôùí åðüìåíùíðñïóåããßóåùí c1(t) êáé c2(t). (ä:1) Ç èåùñçôéêÞ åîÞãçóç åÜí Þ ü÷é óõãêëßíåé
åäþ ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí. (å:3) Óôç óõíÝ÷åéá ç ðïëý ëåðôïìåñÞò ìáèçìáôéêÞ
áðüäåéîç ìå ôç ìÝèïäï ôçò åðáãùãÞò (åðáãùãéêÞ áðüäåéîç) üôé ç n-ôÜîåùò ðñïóÝããéóç ôçò ëý-
óåùò c(t) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

cn(t) = c0
n∑

m=0

(− 1)m
kmtm

m!
.

(óô:1) Áðü ôïí ôýðï áõôü ãéá n→∞ íá õðïëïãéóèåß ç ëýóç c∞(t) ôçò ðáñáðÜíù ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò óå êëåéóôÞ ìïñöÞ (ìå åðåîçãÞóåéò) êáé õðï÷ñåùôéêÜ ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç äõíáìïóåéñÜò.
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Ã3. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÄÕÍÁÌÉÊÇÓ ÊÁÉ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÙÍ

ÁÓÊÇÓÇ Ã3 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, ÄõíáìéêÞ): Åäþ ìåëåôÜìå ôçí åîÞò ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç:

u(t)−ù2
0

∫ t

0
(t − ô)u(ô) dô = 1

m

∫ t

0
(t − ô)p(ô) dô + u0 + v0 t

(åäþìå ìåßïí: −ù2
0). Æçôïýíôáé: (á:1)Íááíáöåñèïýí ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â:1)Íá

áíá÷èåß óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. (ã:1) Íá áíáöåñèåß óå ðïéï áêñéâþò
ðñüâëçìá ìç÷áíéêÞò áðáíôÜôáé (ìå ëåðôïìÝñåéåò). (ä:1) Íá áíáöåñèåß ðïéá ðëåïíåêôÞìáôá ðá-
ñïõóéÜæïõí ïé ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Ýíáíôé ôùí áíôßóôïé÷ùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. (å:2) Íá
âñåèåß ç ëýóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ìÝóù ôçò ðéï ðÜíù áíáãùãÞò ôçò óå äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ìå êÜðïéá (äåí êáèïñßæåôáé!) êáôÜëëçëç ìÝèïäï åðéëýóåùò ôçò ôåëåõôáßáò. (óô:2) Íá âñåèåß
ç ßäéá ëýóç áðåõèåßáò áðü ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

ÁÓÊÇÓÇ Ã4 (ÊåöÜëáéï Ã2, ÄõíáìéêÞ): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, áëëÜ ôþñá
÷ùñßò ôç öüñôéóç p(t): ìå p(t) = 0. Æçôïýíôáé: (á:1) Ï åðáíáëçðôéêüò (áíáäñïìéêüò) ôýðïò
ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. Óôç
óõíÝ÷åéá ìå áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç:

u0(t) = 0,

ïé äýï åðüìåíåò ðñïóåããßóåéò (â:1) u1(t) êáé (ã:2) u2(t). Áðü ôçí ôåëåõôáßá åêôéìÞóåéò (ü÷é áëçèéíÝò
åõñÝóåéò, ÷ùñßò ðñÜîåéò!) (ä:1) ôçò u3(t) êáé (å:1) ôçò u∞(t) ôüóï óå ìïñöÞ äõíáìïóåéñÜò üóï êáé
(óô:1) ìå êëåéóôü ôýðï (äçëáäÞ ÷ùñßò ôç äõíáìïóåéñÜ). (æ:1) Óõãêëßíåé Þ ü÷é åäþ ç ìÝèïäïò ôùí
äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí êáé ãéá ðïéï ëüãï;

ÁÓÊÇÓÇ Ã5 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Táëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç:

u(t)+ 2îù0

∫ t

0
u(ô) dô +ù2

0

∫ t

0
(t − ô) u(ô) dô = u0 + v0t + 2îù0u0t.

Ïé ðïóüôçôåò î (åäþ ìå 0 < î < 1), ù0 (ìå ù0 > 0), u0 êáé v0 åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Ç óõ-
íÜñôçóç u(t) åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç ìå t ôï ÷ñüíï. Æçôïýíôáé: (á:1) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò
ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:1) Ç áíáãùãÞ ôçò óå ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
áñ÷éêÞ óõíèÞêç. (ã:1) Ç ðáñáðÝñá áíáãùãÞ ôçò óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå äýï áñ÷éêÝò óõíèÞ-
êåò. (ä:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç (÷ùñßò ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace!) ôçò éóïäýíáìçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ðñáãìáôéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò êáé åðßóçò ðñáãìáôéêþí ôñéãù-
íïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí. Óôç ëýóç áõôÞ íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ôï âïçèçôéêü óýìâïëï

ùD = ù0

√
1− î2 ìå 0 < î < 1.

(å:3) Ç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò ó÷åôéêÝò
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. (ÖõóéêÜ ç ëýóç áõôÞ åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç ëýóç ôçò áñ÷éêÞò ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò!)

ÁÓÊÇÓÇ Ã6 (ÊåöÜëáéï Ã2, Ôáëáíôþóåéò): Ãéá ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ôçò ðñïçãïýìåíçò
áóêÞóåùò åäþ æçôïýíôáé åðßóçò: (á:2) Ç åýñåóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

U(s) = L{u(t)}
ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t) êáôåõèåßáí áðü ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. (â:2) Ï ßäéïò ìå-
ôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) = L{u(t)}, ôþñá üìùò áðü ôçí éóïäýíáìç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìáæß
ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. (Ôá áðïôåëÝóìáôá ðñÝðåé íá
óõìöùíïýí!) (ã:3) Ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí ãíùóôþí ôýðùí

L{ebt cos at} = s− b
(s− b)2 + a2

, L{ebt sin at} = a
(s− b)2 + a2

ìå s > b
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ç åýñåóç ôçò ëýóåùò
u(t) = L−1{U(s)}

ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ðïõ åîåôÜæïõìå. (ä:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôïõ ðñïâëÞ-
ìáôïò ôùí ôáëáíôþóåùí ðïõ ìåëåôÜìå áðü ôçò áðüøåùò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

ÁÓÊÇÓÇ Ã7 (ÊåöÜëáéï Ã2, Ôáëáíôþóåéò): Ãéá ôçí ßäéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ôçò ðñïðñïç-
ãïýìåíçò áóêÞóåùò æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ï åðáíáëçðôéêüò ôýðïò ãéá ôçí ðñïóåããéóôéêÞ åðß-
ëõóÞ ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí. (â:1) ÈåùñçôéêÜ óõãêëßíåé Þ áðïêëßíåé
ç ìÝèïäïò áõôÞ êáé ãéáôß; (ã:1) Ìå áñ÷éêÞ (ìçäåíéêÞò ôÜîåùò) ðñïóÝããéóç ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç

u0(t) = 0

ç åýñåóç ôçò ðñþôçò ðñïóåããßóåùò u1(t). (ä:2) Óôç óõíÝ÷åéá ç åýñåóç êáé ôçò äåýôåñçò ðñïóåã-
ãßóåùò u2(t) óå ôåëéêÞ ìïñöÞ ôñéôïâÜèìéïõ ðïëõùíýìïõ

p(t) = A+ Bt + Ct2 + Dt3

ìå ðëÞñç ðñïóäéïñéóìü ôùí óõíôåëåóôþí A, B, C êáé D. (å:1) Åßíáé óùóôÞ ç ðñïóÝããéóç áõôÞ u2(t)
ùò ðñïò ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0,

äçëáäÞ ôéò åðáëçèåýåé; (óô:2) Ùò ðñïò ôçí áñ÷éêÞ åðéôÜ÷õíóç a(0);

ÁÓÊÇÓÇ Ã8 (ÊåöÜëáéï Ã2, Ôáëáíôþóåéò): Äßíåôáé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

ù0u(t) =
∫ t

0
sin[ù0(t − ô)] p(ô) dô

ìå t ≥ 0, ìå ôç óõíÜñôçóç u(t) ãíùóôÞ êáé ìÜëéóôá ôÝôïéá þóôå

u(0) = 0 êáé u̇(0) = 0

êáé ôç óõíÜñôçóç p(t) Üãíùóôç. To ù0 åßíáé ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôåßôáé íá åðáëçèåõèåß
ç ëýóç

p(t) = ü(t)+ù2
0u(t)

ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò: (á:2) ìå ôç ÷ñÞóç ìåôáó÷ç-
ìáôéóìþí Laplace êáé (â:6) ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace: åíôåëþò Üìåóç åðáëÞèåõóç
ìå áíôéêáôÜóôáóç ôçò ëýóåùò óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç.

ÁÓÊÇÓÇ Ã9 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ôáëáíôþóåéò): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Åäþ
æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò.
(â:1) Óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý ðáñïõóéÜæåôáé; (ã:1) Ðþò êáëåßôáé Ýíá
ôÝôïéï ðñüâëçìá; Êáé ôï áíôßèåôü ôïõ; (ä:3) Ç åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (å:2) Åßíáé åöáñìüóéìåò óôçí ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç
(i) ç ìÝèïäïò ôçò áíáãùãÞò ôçò óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç (öõóéêÜ êáé ôéò ó÷åôéêÝò êáôÜëëçëåò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò) ìå ðáñáãùãßóåéò; (ii) ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí; êáé ôÝëïò (iii) ç ìÝèïäïò
ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ìå âÜóç ôïí êáíüíá ôïõ Gauss; Ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ Ã10 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

u(t) = 1
mùD

∫ t

0
p(ô)e−îù0(t−ô) sin[ùD(t−ô)] dô ìå u(0) = 0, u̇(0) = 0, ùD = ù0

√
1− î2, 0 ≤ î < 1.

(Ïé ðïóüôçôåò m êáé ù0 åßíáé êé áõôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò.) Ìå ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôç u(t) êáé
Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí p(t) æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ïëïêëçñùôéêÞò
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áõôÞò åîéóþóåùò. (â:5) Ç ëýóç ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Õðüäåéîç: Äßíåôáé
ï ôýðïò

L
{
e−îù0t sinùDt

}
= ùD

(s+ îù0)2 +ù2
D

.

(ã:2) Ëåðôïìåñåßò åðåîçãÞóåéò ãéá ôï åÜí Þ ü÷é êáé ãéáôß åßíáé Þ äåí åßíáé åöáñìüóéìåò ïé Üëëåò
ôÝóóåñéò ãíùóôÝò ìÝèïäïé åðéëýóåùò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí ìßá ðñïò ìßá.

ÁÓÊÇÓÇ Ã11 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ôáëáíôþóåéò): Óáí óõíÝ÷åéá ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò
äßíåôáé ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

ü(t)+ 2îù0 u̇(t)+ù2
0u(t) =

p(t)
m

, u(0) = 0, u̇(0) = 0 ìå m > 0, ù0 > 0 êáé 0 ≤ î < 1.

Ç óõíÜñôçóç u(t) åßíáé Üãíùóôç, åíþ ç óõíÜñôçóç p(t) åßíáé ãíùóôÞ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ìåôá-
ôñïðÞ ôïõ óå ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé (â:1) óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ìå ôçí ßäéá
Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t). (ã:2) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ìå áíáãùãÞ ôçò óôï
ðáñáðÜíù ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. (ä:2) Áðü ôçí ïëïêëçñùôéêÞ (ü÷é ôç äéáöïñéêÞ!) åîßóùóç
ç åýñåóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t). (å:2) Ç áíôéóôñïöÞ
ôïõ (ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ ôýðïõ ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò) êáé ç åýñåóç ôçò ëýóåùò u(t). Ôé
ëßãï--ðïëý ðñïöáíÝò ðáñáôçñåßôáé;

ÁÓÊÇÓÇ Ã12 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

ü(t)+ 2îù0 u̇(t)+ù2
0u(t) = 0, u(0) = u0, u̇(0) = v0

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç u(t) êáé ôéò ðïóüôçôåò î (ìå 0 < î < 1), ù0 (ìå ù0 > 0), u0 êáé v0
ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á:2) ×ùñßò êáìßá áëëáãÞ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t) êáé ìå
äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò íá ìåôáôñáðåß ôï ðñüâëçìá áõôü óå éóïäýíáìç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç.
(â:1) Íá äïèïýí ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ
åñùôÞìáôïò. (ã:1) Ðïéá Þ ðïéåò ìÝèïäïé åßíáé åöáñìüóéìåò ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò êáé ãéáôß; Åðßóçò
ðïéá Þ ðïéåò ìÝèïäïé äåí åßíáé åöáñìüóéìåò êáé ãéáôß; Äßíåôáé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

u(t)+ 2îù0

∫ t

0
u(ô) dô +ù2

0

∫ t

0
(t − ô)u(ô) dô = u0 + (v0 + 2îù0u0)t.

Æçôïýíôáé (ä:2) Ç ëåðôïìåñÞò áíáãùãÞ ôçò óå éóïäýíáìï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. (å:2) Ç ëýóç
ôçò (óå ðñáãìáôéêÞ åêèåôéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ) ìå åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí
ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ Ã13 (ÊåöÜëáéï Ã2, Ôáëáíôþóåéò): ÓõíÝ÷åéá ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò. Ãéá ôçí
áìÝóùò ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç æçôïýíôáé: (á:4) Ç êáôåõèåßáí åýñåóç ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace

U(s) = L{u(t)}
ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t). (â:4) Ç åðáëÞèåõóç ôïõ ßäéïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s),
ôþñá üìùò ìå ôçí åýñåóÞ ôïõ ìÝóù ôïõ éóïäýíáìïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí, ôï ïðïßï Þäç
ðñïóäéïñßóèçêå óôï åñþôçìá (ä) ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ Ã14 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ôáëáíôþóåéò): Äßíåôáé ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

ü(t)+ù2
0u(t) = p ìå p = p0

m
= óôáèåñÜ , u(0) = 0, u̇(0) = v(0) = 0.

Æçôïýíôáé: (á:1) Óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá áíáöÝñåôáé; (ìå ëåðôïìÝñåéåò!) (â:2) Ç áíáãùãÞ ôïõ
óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò

a(t) = ü(t)

ìå ðñïóï÷Þ óôéò óôáèåñÝò. (ã:1) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (ä:1) Óôç
óõíÝ÷åéá ç åýñåóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace A(s) = L{a(t)} êáé ìå áíôéóôñïöÞ (å:1) ôçò a(t)
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êáé Ýðåéôá ìå ïëïêëçñþóåéò ôùí (óô:1) v(t) = u̇(t) êáé (æ:1) u(t). (ç:2) ÔÝëïò ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç
ôçò ëýóåùò ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí.

ÁÓÊÇÓÇ Ã15 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ôáëáíôþóåéò): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Ãéá ôï
ßäéï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí æçôïýíôáé åðßóçò: (á:2) Ç áíáãùãÞ ôïõ óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç
÷ùñßò üìùò áëëáãÞ Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (äçëáäÞ ùò ðñïò u(t)) êáé ìå ðñïóï÷Þ óôéò óôáèåñÝò.
(â:2) Áðü áõôÞí ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ç åýñåóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) = L{u(t)}
÷ùñßò ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ. (ã:1) Ðïéåò ãíùóôÝò ìÝèïäïé åßíáé êáôÜëëçëåò ãéá ôçí åðßëõóç ôçò
ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò; (ä:1) Ãéá ôçí ßäéá åîßóùóç êáé ìå áñ÷éêÞ õðüèåóç ãéá ôç ëýóç ôçò
u0(t) ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç ï åðáíáëçðôéêüò (áíáäñïìéêüò) ôýðïò óôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí
ðñïóåããßóåùí êáé (å:1) ó÷üëéï ãéá ôï áí åäþ ðáñïõóéÜæåôáé ó’ áõôüí óýãêëéóç Þ ü÷é êáé ãéáôß. Áðü
ôïí ôåëåõôáßï ôýðï ïé äýï åðüìåíåò ðñïóåããßóåéò ôçò ëýóåùò (óô:1) u1(t) êáé (æ:2) u2(t).

ÁÓÊÇÓÇ Ã16 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ôáëáíôþóåéò): Óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò åíüò ìïíïâÜèìéïõ
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ðñïêýðôåé ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

ü(t)+ 2îù0 u̇(t)+ù2
0u(t) = 0, u(0) = u0, u̇(0) = v0

ìå u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé î, ù0, u0 êáé v0 ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé 0 < î < 1:
áóèåíÞò Þ õðïêñßóéìç áðüóâåóç. Æçôïýíôáé: (á:1) Ðïý áêñéâþò ðáñïõóéÜæåôáé ôï ðñüâëçìá
áõôü; (â:4) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åðéôá÷ýíóåùò a(t) áíôß ãéá ôç èÝóç u(t), äçëáäÞ ìå

a(t) = ü(t),

ç áíáãùãÞ ôïõ óå éóïäýíáìç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç êáé (ã:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò.
(ä:1) Ï åðáíáëçðôéêüò (áíáäñïìéêüò) ôýðïò ãéá ôçí ðñïóÝããéóç an(t) êáôÜ ôçí åðßëõóç ôçò ïëï-
êëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí êáé (å:1) ëåðôïìåñÝò
ó÷üëéï ãéá ôçí ðéèáíÞ óýãêëéóÞ ôçò. (óô:1) Îåêéíþíôáò ôþñá áðü ôç ìçäåíéêÞ ðñïóÝããéóç

a0(t) = 0,

ç ðñþôç ðñïóÝããéóç a1(t) êáé (å:1) ç áðüäåéîç üôé a1(0) = a(0). (æ:3) ÔÝëïò ç åðßëõóç ôçò ßäéáò
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå åýñåóç ôçò óõíáñôÞóåùò
A(s) = L{a(t)}, áëëÜ ÷ùñßò ôçí áíôéóôñïöÞ ôçò.

Ã4. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÇÓ ÔÙÍ ÕËÉÊÙÍ

ÁÓÊÇÓÇ Ã17 (ÊåöÜëáéï Ã1, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß, Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò): Óå
äïêü èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

EIv′′′′(x)+ kv(x) = p(x)

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç v(x), ãíùóôÞ ôçí p(x) êáé ôéò ðïóüôçôåò EI êáé k åðßóçò ãíùóôÝò êáé
èåôéêÝò. Éó÷ýïõí åðßóçò êáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

v(0) = v0, v′(0) = è0, v′′(0) = M0

EI
, v′′′(0) = Q0

EI

ìå ôéò ôÝóóåñéò ðïóüôçôåò óôá äåîéÜ ìÝëç ãíùóôÝò. Æçôïýíôáé: (á:1) Óå ðéï áêñéâþò ðñüâëçìá
äïêïý áðáíôÜôáé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç; Ðïéá öõóéêÞ õðüèåóç Ý÷åé ãßíåé êáé óå ðïéïí ïöåß-
ëåôáé áõôÞ; ÌåñéêÝò öïñÝò ðþò êáëåßôáé ìéá ôÝôïéá äïêüò; (â:5) Ç áíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò
áõôïý áñ÷éêþí ôéìþí óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ÷ùñßò ôçí áëëáãÞ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò
v(x) êáé ÷ùñßò ôçí ðáñïõóßá äéáäï÷éêþí (äéðëþí) ïëïêëçñùìÜôùí. (Ïé ôåëéêïß ôýðïé ãéá ôéò ó÷åôé-
êÝò ðáñáãïíôéêÝò ïëïêëçñþóåéò èåùñïýíôáé ãíùóôïß.) (ã:2) Óå óõíÞèç äïêü (ìå k = 0) õðïèÝôïõìå
ãíùóôÝò ôéò ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò v0, è0, Ì0 êáé Q0 óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0. Ìå âÜóç
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ôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá æçôåßôáé ç Ýêöñáóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý
(ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò ôçò) ãéá áõèáßñåôç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) ðÜíù óôç äïêü.

ÁÓÊÇÓÇ Ã18 (ÊåöÜëáéï Ã2, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Åäþ èåùñïýìå ìéá óõíÞèç äïêü
äõóêáìøßáò EI ìå ãíùóôÝò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò:

v(0) = v0, v′(0) = è0, v′′(0) = M0

EI
êáé v′′′(0) = Q0

EI

óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0. Ìå ãíùóôÞ ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò (ôï âÝëïò êÜìøåþò ôçò) v(x) êáé
Üãíùóôç ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóÞ ôçò p(x) (ðñüêåéôáé ãéá Ýíá áíôßóôñïöï ðñüâëçìá!)
ðñïêýðôåé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

v(x) = v0 + è0x + M0

2EI
x2 + Q0

6EI
x3 + 1

6EI

∫ x

0
(x − î)3p(î) dî.

Æçôåßôáé ç ëýóç ôçò p(x): (á:4) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (â:4) Ìå Üëëç ìÝèïäï.

ÁÓÊÇÓÇ Ã19 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò): Åäþ
èåùñïýìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

EIv(x)+ k
6

∫ x

0
(x − î)3v(î) dî = f (x) ìå 0 ≤ x ≤ L

êáé ìå

f (x) = 1
6

∫ x

0
(x − î)3p(î) dî + Q0

x3

6
+M0

x2

2
+ EI(è0x + v0)

¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç v(x), åíþ ç óõíÜñôçóç p(x) åßíáé ãíùóôÞ. Åðßóçò ãíùóôÝò åßíáé ïé ïêôþ
óôáèåñÝò Å, É, k, L,Q0,M0, è0 êáé v0. Æçôïýíôáé: (á:1) Íá äïèïýí ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò
ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:3) Íá ãßíåé áíáãùãÞ ôçò óå éóïäýíáìï ðñüâëçìá áñ÷éêþí
ôéìþí ÷ùñßò âÝâáéá íá ëçóìïíçèïýí ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá x = 0). (ã:3) Íá ãßíåé åðáëÞèåõóç ôïõ
ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ âñÝèçêå ìå áíáãùãÞ ôïõ óôçí ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç:
áíôßóôñïöç åñãáóßá. (ä:1) Óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí áíôéóôïé÷åß
ç ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç; (å:1) Ðïéá ó÷åôéêÞ õðüèåóç Ý÷åé ãßíåé; Áðü ðïéïí êáé ðüôå;
(óô:1) Áðü ôé áêñéâþò åîáñôÜôáé ç óôáèåñÜ k; (Áðü äýï ðáñÜãïíôåò, ü÷é ìïíÜ÷á Ýíáí, üðùò èá
íüìéæå êáíåßò óôçí áñ÷Þ.)

ÁÓÊÇÓÇ Ã20 (ÊåöÜëáéï Ã2, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, Äïêïß): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç
Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:3) Íá ðñïóäéïñéóèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace

V (s) = L{v(x)}
ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò v(x) (÷ùñßò ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ!) êáôåõèåßáí áðü ôçí ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç. (â:3) Íá åðáëçèåõèåß ü ßäéïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ìå åýñåóÞ ôïõ ôþñááðü ôï éóïäý-
íáìï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. (ã:1) Ìå ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò f (x) íá ãñáöåß ï åðáíáëçðôéêüò
ôýðïò ãéá ôçí åýñåóç ôçò n-óôÞò ðñïóåããßóåùò vn(x) ôçò ëýóåùò v(x) áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñï-
óÝããéóÞ ôçò vn−1(x) ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþíðñïóåããßóåùí. (ä:1) Óõãêëßíåé Þ ü÷é åäþ ç ìÝèïäïò
ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí êáé ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ Ã21 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ã3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Óå Ýíá ðñüâëçìá äïêïý
ìå êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) ðñïêýðôåé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç∫ x

0
(x − î)p(î) dî = 1

2(c + 1)
x2p(x).

Óå ôïýôç ôçí åîßóùóç ç óôáèåñÜ c åßíáé ãíùóôÞ. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç p(î). Æçôïýíôáé:
(á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â:2) Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ç áðüäåéîç ôùí ôýðùí

L{xp(x)} = −P ′(s) êáé L{x2p(x)} = P ′′(s) ìå P(s) = L{p(x)}.
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(ã:1)Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ÷ùñßò ðáñáãùãßóåéò ç áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò P(s) = L{p(x)}. (ä:2) Ç åðßëõóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïÝêõøå, ðïõ åßíáé åîßóùóç Euler (Þ Cauchy--Euler), ùò ðñïò P(s)
êáé (å:1) Ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace P(s) êáé ç åýñåóç ôçò ëýóåùò p(x) = L−1{P(s)}
ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò. (óô:1) Ç åðáëÞèåõóç ðùò ç ãåíéêÞ ëýóç p(x) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò ãéá c = 2 åßíáé ç áêüëïõèç:

p(x) = Bx
ìå ôï Â ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ.

ÁÓÊÇÓÇ Ã22 (ÊåöÜëáéï Ã2, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîß-
óùóç

v(x) = v0 + è0x + M0

2EI
x2 + Q0

6EI
x3 + 1

6EI

∫ x

0
(x − î)3p(î) dî

ìå v0 = v(0), è0 = v ′(0), Ì0 = ÅÉv ′′(0) êáé Q0 = EIv ′′′(0) êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí p(x). Æçôåßôáé
ç ëýóç ôçò p(x) (á:5) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé (â:5) ìå êÜðïéá Üëëç ìÝèïäï.

ÁÓÊÇÓÇ Ã23 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò): Ôï
ðñüâëçìá ôçò óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò EI ðïõ óôçñßæåôáé óå
åëáóôéêÞ âÜóç (óå èåìÝëéï, óõíÞèùò óôï Ýäáöïò) åäþ ìå öüñôéóç ìüíï óôá Üêñá ôçò äïêïý x = 0
êáé x = L (öüñôéóç p(x) = 0) áíÜãåôáé óôç ãíùóôÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò

EIv′′′′(x)+ kv(x) = 0.

Óôçí åîßóùóç áõôÞ v(x) åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý êáé k ãíùóôÞ óôáèåñÜ ðïõ åîáñôÜôáé
áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò âÜóåùò (ôïõ èåìåëßïõ) êáé ôï ðëÜôïò ôçò äïêïý. Èåùñïýíôáé åðßóçò ãíù-
óôÝò ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï áñéóôåñü ìüíï Üêñï ôçò äïêïý x = 0: (i) ÂÝëïò êÜìøåùò v0, (ii) Êëßóç
(Þ óôñïöÞ) è0, (iii) ÑïðÞ êÜìøåùò (Þ êáìðôéêÞ ñïðÞ) Ì0 êáé (iv) ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ
äýíáìç) Q0. Æçôïýíôáé: (á:1) Ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí: äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé áñ÷é-
êÝò óõíèÞêåò. (â:3) Ìå êáôÜëëçëåò ïëïêëçñþóåéò ç éóïäýíáìç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. (ã:1) ¸îé
÷áñáêôçñéóìïß ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (ä:1) Ðïéåò åßíáé ïé êõñéüôåñåò ðÝíôå ìÝèïäïé
åðéëýóåùò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí êáé ðïéåò áêñéâþò áðü áõôÝò åßíáé Üìåóá åöáñìüóéìåò óôçí
ðáñïýóá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç; (å:1) Óå ôé ðëåïíåêôåß ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðïõ ðñïÝêõøå
ó÷åôéêÜ ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç; (óô:1) Ôé ãíùñßæåôå ãéá ôç âÝâáéç (Þ ìç âÝ-
âáéç) óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óå ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò (i) ôýðïõ
Fredholm êáé (ii) ôýðïõ Volterra;

ÁÓÊÇÓÇ Ã24 (ÊåöÜëáéï Ã2, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò): Åäþäßíåôáé
ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

EIv(x)+ k
6

∫ x

0
(x − î)3v(î) dî = EI(v0 + è0x)+M0

x2

2
+Q0

x3

6

ìå ôéò ðïóüôçôåò ÅÉ, k, v0, è0, M0 êáé Q0 ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé ôç óõíÜñôçóç v(x) Üãíùóôç (ìå
0 ≤ x ≤ L). ÈÝëïõìå íá ôç ëýóïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôçò áíáãùãÞò ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
Æçôïýíôáé: (á:2) Ç ó÷åôéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìáæß ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: ðñüâëçìá
áñ÷éêþí ôéìþí. (â:1) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò eìx

êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ (ôÝôáñôçò ñßæáò)

â = 4
√

k
4EI

ç åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p4(ì) = 0 êáé ôùí ôåóóÜñùí ñéæþí ôçò ìk

(üðïõ k = 1, 2, 3, 4) ìå ãñáöÞ ôùí ñéæþí ìk (ã:1) ôüóï óå ðïëéêÞ ìïñöÞ üóï êáé (ä:1) óå ÊáñôåóéáíÞ
ìïñöÞ. (å:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, ÷ùñßò
ôéò ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) óå ìïñöÞ (óô:1) êáèáñÜ åêèåôéêÞ êáé (æ:1) ðñáãìáôéêÞ ìå ôç ÷ñÞóç
ìüíï ôçò ðñáãìáôéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò êáé ðñáãìáôéêþí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí.
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ÁÓÊÇÓÇ Ã25 (ÊåöÜëáéï Ã2, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:3) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Laplace ç åýñåóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace V (s) = L{v(x)} ôçò Üãíùóôçò óõ-
íáñôÞóåùò v(x) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò ìå âÜóç ôçí ßäéá
ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. (Äå æçôåßôáé íá ãßíåé áíôéóôñïöÞ áõôïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
V (s) = L{v(x)}.) Ôþñá õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí êáé ìå áñ÷éêÞ
ðñïóÝããéóç ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç: (â:1) Ðïéïò åßíáé ï ó÷åôéêüò åðáíáëçðôéêüò (áíáäñïìéêüò)
ôýðïò ãéá ôéò ðáñïýóåò äéáäï÷éêÝò ðñïóåããßóåéò; (ã:1) Ç ðñþôç ðñïóÝããéóç v1(x); (ä:1) Ç äåýôåñç
ðñïóÝããéóç v2(x); (÷ùñßò üìùò ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ó÷åôéêïý ïëïêëçñþìáôïò!) (å:1) Ðïéåò áðü
ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï óçìåßï x = 0 åðáëçèåýïíôáé áðü ôéò äýï ðñïóåããßóåéò v1(x) êáé v2(x);
(óô:1) ÈåùñçôéêÜ óõãêëßíåé Þ ü÷é ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óôï ðáñüí ðñüâëçìá
åðéëýóåùò ôçò óõãêåêñéìÝíçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò; Ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ Ã26 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ëõãéóìüò): Èåùñïýìå ôçí ïëïêëçñù-
ôéêÞ åîßóùóç

EIv(x)+ P
∫ x

0
(x − î)v(î) dî = Q0

6
x3 + M0

2
x2

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç v = v(x) (âÝëïò êÜìøåùò). Ïé ðïóüôçôåò ÅÉ, P, Q0 êáé M0 åßíáé ãíù-
óôÝò óôáèåñÝò. Ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç ðáñïõóéÜæåôáé óå ðñüâëçìá ëõãéóìïý óõíÞèïõò
ñÜâäïõ (õðü èëéðôéêü öïñôßï P) ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L), êõêëéêÞò äéáôïìÞò êáé äõóêáìøßáò EI
ðáêôùìÝíçò óôï êÜôù Üêñï ôçò x = 0. Æçôïýíôáé: (á:1) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ïëïêëçñùôéêÞò
áõôÞò åîéóþóåùò. (â:1) Ç áíáãùãÞ ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå (ã:1) ëåðôïìåñÞ åýñåóç
êáé ôùí ó÷åôéêþí áñ÷éêþí óõíèçêþí. (ä:2) Ç åðáëÞèåõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ôùí
áñ÷éêþí óõíèçêþí ìå áíáãùãÞ ôïõò óôçí áñ÷éêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. (å:3) Ç åðßëõóç ôïõ
ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) õðï÷ñåùôéêÜ ÷ùñßò ôç
÷ñÞóç ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

ÁÓÊÇÓÇ Ã27 (ÊåöÜëáéï Ã2, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ëõãéóìüò): Ãéá ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîß-
óùóç ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò ôçò êáôÜ Laplace.
(â:2) Ï ßäéïò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace V (s) = L{v(x)} ôçò ëýóåþò ôçò v(x) (÷ùñßò üìùò ôçí
áíôéóôñïöÞ ôïõ). (ã:1) Ï åðáíáëçðôéêüò ôýðïò ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí
ðñïóåããßóåùí ëõìÝíïò ùò ðñïò vn(x). Ìå áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç v0(x) = 0 ç
åýñåóç (ä:1) ôçò ðñþôçò ðñïóåããßóåùò v1(x) êáèþò êáé (å:1) ôçò äåýôåñçò v2(x), ÷ùñßò üìùò ôïí
õðïëïãéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò. (óô:1) Ãéá ôçí ðñþôç ðñïóÝããéóç v1(x) ç äéåñåýíçóç ôçò éó÷ýïò
ôùí ôåóóÜñùí áñ÷éêþí óõíèçêþí óôï óçìåßï ðáêôþóåùò ôçò ñÜâäïõ x = 0 ãéá ôï éóïäýíáìï
ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. (æ:1) Ãéáôß óõãêëßíåé åäþ ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí;

ÁÓÊÇÓÇ Ã28 (ÊåöÜëáéá Ã2, Ã3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß):Èåùñïýìå åäþ ôçí ïëïêëçñù-
ôéêÞ åîßóùóç

v(x) =
∫ L

0
G(x, î)p(î) dî.

Æçôïýíôáé: (á:1) Óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L êáé äõóêáìøßáò ÅÉ áíá-
öÝñåôáé; (â:1) Ôé ÷áñáêôçñéóìü äßíïõìå ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü; (ã:1) Äýï ïíïìáóßåò ôïõ ðõñÞíá
G(x, î) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò êáé (ä:1) ôé åêöñÜæåé áðüöõóéêÞò áðüøåùò ï ßäéïò ðõñÞíáò;
(å:1) Ðïéá âáóéêÞ éäéüôçôá Ý÷åé êáé áðü ðïéá áñ÷Þ ðñïêýðôåé áõôÞ; (óô:1) Ó÷üëéï (ìå åðåîçãÞóåéò)
ãéá ôï áí ï ðõñÞíáò G(x, î) êáé ïé äýï ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïß ôïõ ùò ðñïò x åßíáé óõíå÷åßò
óõíáñôÞóåéò. (æ:1) ÁðëÜ ç ãñáöÞ ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò (ãéá ôï
äéÜóôçìá [0, L]) êáé (ç:1) ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ç áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò
óå óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. Êáé ôþñá õðïèÝôïíôáò ôç ëýóç p(x) ôçò ïëï-
êëçñùôéêÞò åîéóþóåùò Þäç ãíùóôÞ, áðü ðïéïõò áêñéâþò ïëïêëçñùôéêïýò ôýðïõò ìðïñïýí íá
õðïëïãéóèïýí ïé ó÷åôéêÝò ðïóüôçôåò (è:1) Ì(x) êáé (é:1) Q(x) Þ éóïäýíáìá V (x) ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜë-
ëçëùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ôïõ ðõñÞíá G(x, î) ðïõ èåùñïýíôáé Þäç õðïëïãéóìÝíåò--ãíùóôÝò;
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Ã5. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÄÕÍÁÌÉÊÇÓ ÔÙÍ ÊÁÔÁÓÊÅÕÙÍ

ÁÓÊÇÓÇ Ã29 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôéò éäéïôáëá-
íôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý. Ðñïêýðôåé ç ÷ùñéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò

X ′′′′(x)− â4X(x) = 0

ìå ôï â êáôÜëëçëç ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôåßôáé: (á:4) Ìå êáôåõèåßáí ïëïêëçñþóåéò ç áíá-
ãùãÞ ôçò óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ìå ôç ÷ñÞóç ìüíï áðëþí ïëïêëçñùìÜôùí êáé ÷ùñßò êáèüëïõ
ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óôáèåñþí ó’ áõôÞ. Ôþñá äßíåôáé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

X(x)− â4

6

∫ x

0
(x − î)3X(î) dî = C1

x3

6
+ C2

x2

2
+ C3x + C4

ìå ôéò ðïóüôçôåò C1, C2, C3 êáé C4 ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (â:4) Ç áíáãùãÞ ôçò óå óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìáæß ìå ôéò áíáãêáßåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. ÐáñáðÝñá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöï-
ñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (ã:1) óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ êáé
(ä:1) ôåëéêÜ óå õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ.

ÁÓÊÇÓÇ Ã30 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Åäþ óõíå÷ßæïõìå ôçí
ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ïëïêëçñùôé-
êÞò åîéóþóåùò ðïõ äüèçêå. (â:1) Ï ðõñÞíáò ôçò. (ã:4) Ìå êáôåõèåßáí ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå

XL(s) = L{X(x)}
ç áíáãùãÞ ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò óå ãñáììéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç ìå åðßëõóç ôçò ôåëåõ-
ôáßáò åîéóþóåùò, áëëÜ ÷ùñßò áíôéóôñïöÞ êáôÜ Laplace ôçò ëýóåùò XL(s) ðïõ âñÝèçêå. (ä:4) Ç ßäéá
ìÝèïäïò íá åöáñìïóèåß êáé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò (ðÜëé ÷ùñßò ôçí
áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace). Ôé ðáñáôçñåßôáé;

ÁÓÊÇÓÇ Ã31 (ÊåöÜëáéï Ã2, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óõíå÷ßæïõìå ôéò äýï ðñïç-
ãïýìåíåò áóêÞóåéò. Åäþ áíáöåñüìáóôå åéäéêüôåñá óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðïõ äüèçêå óôçí
ðñïðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ç áíáöïñÜ üëùí ôùí ãíùóôþí êáôÜëëçëùí
ìåèüäùí ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò. (â:1) Åßíáé Þ ü÷é åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþ-
óåùò ìå âÜóç ôïí êáíüíá ôïõ Gauss êáé ãéáôß; (ã:1) Íá äïèåß ï åðáíáëçðôéêüò (Þ áíáäñïìéêüò)
ôýðïò ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí. (ä:2) Îåêéíþíôáò áðü ôçí
ôåôñéììÝíç ìçäåíéêÞ ðñïóÝããéóç, íá õðïëïãéóèåß ç ðñþôç ðñïóÝããéóç êáé (å:2) óôç óõíÝ÷åéá êáé
ç äåýôåñç ðñïóÝããéóç ÷ùñßò üìùò ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ó’ áõôÞ. (óô:1) Óõãêëßíåé
Þ ü÷é åäþ ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí êáé (æ:2) ãéáôß áêñéâþò;

Ã6. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÎÏÅËÁÓÔÉÊÏÔÇÔÁÓ

ÁÓÊÇÓÇ Ã32 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ã3, Éîïåëáóôéêüôçôá): Óå ìïíïáîïíéêÞ êáôáðüíçóç ãñáììéêÜ
éîïåëáóôéêïý õëéêïý áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýåé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

å(t) = J(0)ó(t)+
∫ t

0
J̇(t − ô)ó(ô) dô

(üðïõ J̇ åßíáé ç óõíÞèçò ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò óõíáñôÞóåùò J) ìå å(t) ôçí ðáñáìüñöùóç, ó(t)
ôçí ôÜóç êáé J(t) ôçí åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü, ðïõ èåùñåßôáé ãíùóôÞ. Åäþ õðïèÝôïõìå ôçí
ðáñáìüñöùóç å(t) ßóç ìå å0 t (ìå ôï å0 óôáèåñÜ). Èåùñïýìå åðßóçò Ýíá éîïåëáóôéêü õëéêü Kelvin
(Þ Voigt) ìå

J(t) = 1− e−ët

q0
, üðïõ ë = q0

q1
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(äýï ãíùóôÝò óôáèåñÝò: q0 êáé q1 óå Ýíá õëéêü Kelvin Þ Voigt). Õðü üëåò áõôÝò ôéò óõíèÞêåò æçôïý-
íôáé: (á:1) Ðþò ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß ðåéñáìáôéêÜ ç óõíÜñôçóç J(t); Ôé åîïðëéóìüò ÷ñåéÜæåôáé;
(â:1) Ôé öáéíüìåíï èá åß÷áìå óôï ðáñüí ðñüâëçìá, åÜí Þôáí

å(t) = å0;

(ã:1) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò. (ä:3) Ç åðßëõóÞ ôçò õðï÷ñåù-
ôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (å:2) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò.

ÁÓÊÇÓÇ Ã33 (ÊåöÜëáéá Ã2, Ã3, Éîïåëáóôéêüôçôá): Óå ìïíïáîïíéêÞ êáôáðüíçóç ãñáììéêÜ
éîïåëáóôéêïý õëéêïý éó÷ýåé ç åîßóùóç

å(t) = J(t)ó(0)+
∫ t

0
J(t − ô) ó̇(ô) dô (1)

êáèþò êáé ç åîßóùóç

å(t) = J(0)ó(t)+
∫ t

0
J̇(t − ô)ó(ô) dô. (2)

Óçìåéþíåôáé üôé ç ìßá åîßóùóç ðñïêýðôåé áðü ôçí Üëëç ìå ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç. Êáé óôéò
äýï ç ôåëåßá (ó̇ Þ J̇) äçëþíåé ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï. Ïé óõíáñôÞóåéò å(t) êáé ó(t) åßíáé ç ðáñáìüñ-
öùóç êáé ç ôÜóç áíôßóôïé÷á óôï ðáñüí ìïíïáîïíéêü ðñüâëçìá êáé öõóéêÜ åäþ åßíáé ÷ñïíéêÜ
ìåôáâëçôÝò. Ç óõíÜñôçóç J(t) åßíáé ç åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü êáé èåùñåßôáé ãíùóôÞ ãéá óõãêå-
êñéìÝíï éîïåëáóôéêü õëéêü. ÕðÜñ÷åé åðßóçò êáé ôï áíôßóôïé÷ï ìÝôñï ÷áëáñþóåùò Y (t). Ìåôáîý
ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ôïõò JL(s) = L{ J(t)} êáé YL(s) = L{Y (t)} éó÷ýåé ï ôýðïò

JL(s) YL(s) = 1
s2

(3)

ðïõ èåùñåßôáé ãíùóôüò. Ìå âÜóç ôï ìÝôñï ÷áëáñþóåùò Y (t) éó÷ýåé ç åîßóùóç

ó(t) = Y (t) å(0)+
∫ t

0
Y (t − ô) å̇(ô) dô. (4)

Æçôïýíôáé: (á:1) Ðþò ðñïóäéïñßæïíôáé ðåéñáìáôéêÜ ïé óõíáñôÞóåéò J(t) êáé Y (t); (â:4) Ìå ãíù-
óôÞ óõíÜñôçóç ôç óõíÜñôçóç å(t) êáé Üãíùóôç ôç ó(t) íá ëõèïýí êáé ïé äýï åîéóþóåéò (1) êáé (2)
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, áëëÜ ÷ùñßò ôï ôåëéêü âÞìá ôçò áíôé-
óôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óL(s). Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá; (ã:1) Ìå ÷ñÞóç ôçò
åîéóþóåùò (4) íá õðïëïãéóèåß ï ßäéïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace óL(s). (ä:1) Ìå ãíùóôÝò áóöáëþò
ôéò óõíáñôÞóåéò J(t) êáé Y (t) ðïéá åßíáé ç ëýóç ôùí åîéóþóåùí (1) êáé (2) ùò ðñïò ó(t) êáé (å:1) ôçò
åîéóþóåùò (4) ùò ðñïò å(t);

ÁÓÊÇÓÇ Ã34 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ã3, Éîïåëáóôéêüôçôá): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç.
Ôþñá èåùñïýìå óôáèåñÞ êáé ãíùóôÞ ôçí ðáñáìüñöùóç

å(t) = å0

êáé Üãíùóôç ôçí áíôßóôïé÷ç ôÜóç ó(t) óå éîïåëáóôéêü õëéêü Maxwell ìå

J(t) = p+ t
q

êáé ôéò óôáèåñÝò p êáé q ãíùóôÝò. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò åîéóþóåùò (2),
ðïõ åßíáé åäþ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. (â:1) Åðßëõóç ôçò ßäéáò åîéóþóåùò ìå áíáãùãÞ ôçò óå
óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (ã:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé óôç óõíÝ÷åéá
(ä:1) åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå. (å:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí (îå-
êéíþíôáò áðü ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç) ôÜîåùò ìÝ÷ñé êáé n = 3. (óô:2) Ç ëåðôïìåñÞò óýãêñéóç ôùí
áðïôåëåóìÜôùí ôùí ìåèüäùí ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí.
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ÁÓÊÇÓÇ Ã35 (ÊåöÜëáéá Ã1, Ã2, Ã3, Éîïåëáóôéêüôçôá): Êé åäþ óôç ÃñáììéêÞ Éîïåëáóôéêüôçôá
(Linear Viscoelasticity) óå ðñüâëçìá ìïíïáîïíéêÞò êáôáðïíÞóåùò äïêéìßïõ (åöåëêõóìüò Þ/êáé èëß-
øç) ðñïêýðôåé ç áêüëïõèç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç:

å(t) = J(0)ó(t)+
∫ t

0
J̇(t − ô)ó(ô) dô.

Óôçí åîßóùóç áõôÞ t åßíáé ï ÷ñüíïò (ìå t ≥ 0), å(t) ç ðáñáìüñöùóç ôïõ äïêéìßïõ, ó(t) ç ó÷åôéêÞ
ôÜóç êáé J(t) ç ãíùóôÞ åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü (creep compliance) ôïõ éîïåëáóôéêïý õëéêïý (ð.÷.
áóöáëôéêïý óêõñïäÝìáôïò Þ áóöáëôïóêõñïäÝìáôïò, asphalt concrete). (Ôï óýìâïëï J̇(t − ô) äç-
ëþíåé ôçí ðáñÜãùãï J̇(t) ôçò åíäïôéêüôçôáò óå åñðõóìü J(t) ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t− ô.) ÕðïèÝôïõìå
ãíùóôÞ ôçí ðáñáìüñöùóç å(t) êáé Üãíùóôç ôçí ôÜóç ó(t). Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷á-
ñáêôçñéóìïß ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:7) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ó(t) (ìå ïëïêëçñùôéêü
ôýðï) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Óôç ëýóç áõôÞ ç óõíÜñôçóç Y (t) ðïõ ïñßæåôáé
áðü ôïí ôýðï

Y (t) = L−1
{

1
s2 JL(s)

}
ìå

JL(s) = L{ J(t)}
èåùñåßôáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç óáí ç áíôßóôñïöç êáôÜ Laplace óõíÜñôçóç ôçò óõíáñôÞóåùò

Y (s) = 1
s2 JL(s)

.

ÁÓÊÇÓÇ Ã36 (ÊåöÜëáéá Ã2, Ã3, Éîïåëáóôéêüôçôá): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, åäþ
üìùò ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï éîïåëáóôéêü õëéêü: õëéêü Maxwell ìå

J(t) = p1 + t
q1

ìå ôá p1 êáé q1 ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Èåùñïýìå åðßóçò óôáèåñÞ ðáñáìüñöùóç

å(t) = å0,

ïðüôå Ý÷ïõìå ÷áëÜñùóç (relaxation). Æçôïýíôáé: (á:3) Ç ëýóç ó(t) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò
ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò õðü ôéò ðáñïýóåò åéäéêÝò óõíèÞêåò ìå áíáãùãÞ ôçò óå ìéá óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (â:3) ÁíÜëïãá ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ìå

ó0(t) = 0.

(Ïé ôñåéò ðñþôåò ðñïóåããßóåéò, ó1(t), ó2(t) êáé ó3(t), áñêïýí!) (ã:2) ÔÝëïò íá ãßíåé ìéá êáôåõèåßáí
åéêáóßá ãéá ôï üñéï ó∞(t) êáé åðåîÞãçóÞ ôçò.

ÁÓÊÇÓÇ Ã37 (ÊåöÜëáéá Ã2, Ã3, Éîïåëáóôéêüôçôá): Äßíåôáé ç ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç

ó(t) = å(0)Y (t)+
∫ t

0
Y (t − ô) å̇(ô) dô

ìå t ≥ 0 ôï ÷ñüíï. Ïé óõíáñôÞóåéò ó(t) êáé Y (t) åßíáé ãíùóôÝò, åíþ ç óõíÜñôçóç å(t) Üãíùóôç.
Æçôïýíôáé: (á:2) Ç ëåðôïìåñÞò áðüäåéîç ôçò éóïäõíáìßáò ôçò ìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

ó(t) = Y (0)å(t)+
∫ t

0
Ẏ (t − ô)å(ô) dô

ìå ôï óýìâïëï Ẏ (t − ô) íá äçëþíåé ôçí ðáñÜãùãï Ẏ (t) ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t − ô. (â:1) Óå ðïéï
ðñüâëçìá ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí ðáñïõóéÜæåôáé ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç, üôáí

ó(t) = ó0;
(ã:4) Ãéá ó(t) = ó0 ðÜëé êáé

Y (t) = q
p
e−t/p
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(õëéêü Maxwell) ìå ôéò ðïóüôçôåò ó0, q êáé p óôáèåñÝò ç åðßëõóÞ ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace. (ä:1) Íá âñåèåß ôÝëïò ç åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü J(t) ãéá ôï õëéêü ðïõ åîåôÜæïõìå.

ÁÓÊÇÓÇ Ã38 (ÊåöÜëáéá Ã2, Ã3, Éîïåëáóôéêüôçôá): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç.
Æçôåßôáé åðßóçò ç ÷ñçóéìïðïßçóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ãéá ôçí åðßëõóç ôçò
ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôï ßäéï õëéêü Maxwell êáé ðÜëé ìå

ó(t) = ó0.

ÓõãêåêñéìÝíá: (á:1) Ðïéïò åßíáé ï ó÷åôéêüò åðáíáëçðôéêüò ôýðïò; (â:1) Ðïéåò åßíáé ç ìçäåíéêÞ,
ç ðñþôç êáé (ã:3) ç äåýôåñç ðñïóÝããéóç; (ä:2) Ãéá õëéêü Maxwell ç åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü J(t)
äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

J(t) = p+ t
q

.

ËáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôç óåéñÜ Maclaurin ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò, æçôåßôáé íá åëåã÷èåß
êáôÜ ðüóï óõìöùíåß ç äåýôåñç ðéï ðÜíù ðñïóÝããéóç ìå ôç óõíÜñôçóç J(t). (å:1) Áí óõíå÷ßæáìå,
èá óõíÝêëéíå ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óôç ëýóç å(t) ðïõ æçôÜìå Þ ü÷é êáé ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ Ã39 (ÊåöÜëáéá Ã2, Ã3, Éîïåëáóôéêüôçôá): Óå ìïíïáîïíéêÞ êáôáðüíçóç ãñáììéêÜ éîï-
åëáóôéêïý õëéêïý ðñïêýðôåé ç ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå ôçí ôåëåßá íá äçëþíåé óõíå÷þò
÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï)

å(t) = ó(0)J(t)+
∫ t

0
J(t − ô)ó̇(ô) dô ìå t ≥ 0.

Ç óõíÜñôçóç å(t) äçëþíåé ôçí åäþ ãíùóôÞ ðáñáìüñöùóç êé ç óõíÜñôçóç ó(t) ôçí åäþ Üãíùóôç
ôÜóç. ÔÝëïò ç óõíÜñôçóç J(t) äçëþíåé ôçí åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü ôïõ éîïåëáóôéêïý õëéêïý.
Æçôïýíôáé: (á:2) Ç áðüäåéîç ôçò éóïäõíáìßáò ôçò ìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (ìå ðñïóï÷Þ óôá
ðñüóçìá!)

å(t) = J(0)ó(t)+
∫ t

0
J̇(t − ô)ó(ô) dô ìå J̇(t − ô) := d J(t∗)

dt∗

∣∣∣∣
t∗=t−ô

êáé (â:1) ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ôåëåõôáßáò. Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
êáé åéäéêüôåñá ôùí óõìâüëùí

E(s) := L{å(t)}, Ó(s) := L{ó(t)} êáé JL(s) := L{ J(t)}
æçôïýíôáé: (ã:2) Ç áðüäåéîç üôé

Ó(s) = sYL(s)E(s) ìå YL(s) := 1
s2JL(s)

.

(ä:3) Ìå ÷ñÞóç êáé ôçò óõíáñôÞóåùò
Y (t) = L−1{YL(s)}

ç ëýóç ó(t) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ Ã40 (ÊåöÜëáéá Ã2, Ã3, Éîïåëáóôéêüôçôá): Óôçí éîïåëáóôéêüôçôá ìå å(t) ôçí ðáñáìüñ-
öùóç, ó(t) ôçí ôÜóç êáé J(t) ôçí åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü ðñïêýðôåé ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

å(t) = J(0)ó(t)+
∫ t

0
J̇(t − ô)ó(ô) dô ìå t ≥ 0

êáé ìå J̇(t− ô) ôçí ðáñÜãùãï J̇(t) ôç óôéãìÞ t− ô. Ãéá õëéêü Kelvin (Þ Voigt) Þ óôåñåü Kelvin (Þ Voigt)
ç åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü J(t) Ý÷åé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

J(t) = 1
q0

(1− e−q0 t /q1)

ìå ôá q0 êáé q1 äýï ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Ôþñá ãéá

å(t) = å0

(öáéíüìåíï ÷áëáñþóåùò) æçôïýíôáé: (á:5)Ìå êáôÜëëçëç ìÝèïäï ç ëýóç ó(t) ôçò ðéï ðÜíù ïëïêëç-
ñùôéêÞò åîéóþóåùò ãéá õëéêü Kelvin (Þ Voigt). (â:2) Ç öõóéêÞ åñìçíåßá ôçò ìáèçìáôéêÞò éäéïìïñöß-
áò óôï áðïôÝëåóìá áõôü. (ã:1) ÔÝëïò ôï ìÝôñï ÷áëáñþóåùò Y (t) ãéá ôï ßäéï õëéêü Kelvin (Þ Voigt).
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ
ÌÉÃÁÄÉÊÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ

Ä1. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÑÅÕÓÔÏÌÇ×ÁÍÉÊÇÓ

ÁÓÊÇÓÇ Ä1 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ èåùñïýìå åäþ ôç ìüíéìç,
åðßðåäç êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ìÝóá óôç ãùíßá 0 ≤ è ≤ ð/ 3 (ìå è ôçí ðïëéêÞ ãùíßá).
Ôï ó÷åôéêü äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò (Þ óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò)Ö(x, y) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

Ö(x, y) = x3 − 3xy2

ìå (x, y) ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ï öõóéêüò ïñéóìüò ôïõ éäåáôïý ñåõ-
óôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ. (â:1) Ç åðáëÞèåõóç üôé ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) åßíáé áñìïíéêÞ
óõíÜñôçóç. (ã:1) Ïé äýï óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý. (ä:1) ÌÝóù ôùí óõ-
íéóôùóþí áõôþí Vx êáé Vy ç åðáëÞèåõóç ôçò éó÷ýïò ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò. (å:1) ÁíÜëïãá
êáé ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ áóôñüâéëïõ (åëëåßøåùò óôñïâéëéóìïý) ôçò ñïÞò. (óô:2) Ï ðñïóäéïñéóìüò
ôçò óõíáñôÞóåùò ñïÞò (Þ ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò) Ø(x, y). (æ:1) Ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ ìéãáäéêïý
äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z).

ÁÓÊÇÓÇ Ä2 (ÊåöÜëáéá Ä3, Ä4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç.
Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò óôï ðåäßï ñïÞò êáé (â:1) áðü
áõôÞí ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ óçìåßïõ áíáêïðÞò, áí õðÜñ÷åé (Þ ôùí óçìåßùí áíáêïðÞò, áí õðÜñ-
÷ïõí), äçëáäÞ ôïõ óçìåßïõ (Þ ôùí óçìåßùí) ìçäåíéêÞò ôá÷ýôçôáò êáôåõèåßáí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z = x + iy. (ã:1) Áðü ôç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá ï ðñïóäéïñéóìüò êáé ðÜëé ôùí
óõíéóôùóþí ôçò ôá÷ýôçôáò Vx êáé Vy . (ä:2) Ç ìáèçìáôéêÞ åðáëÞèåõóç óôï ðáñüí ðñüâëçìá (ü÷é
ãåíéêÜ) üôé ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò êáé ïé ãñáììÝò ñïÞò ôÝìíïíôáé ïñèïãþíéá, äçëáäÞ áðïôåëïýí
Ýíá óýóôçìá ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí. (å:1) Ç ðñü÷åéñç ó÷åäßáóç ôïõ ðåäßïõ ñïÞò: ïé ãñáììÝò ñïÞò
óõíå÷åßò (êáé ìå âÝëç!), åíþ ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò äéáêåêïììÝíåò (êáé ÷ùñßò âÝëç!) Þ ìå äéáöï-
ñåôéêÜ ÷ñþìáôá ìÝóá óôç ãùíßá 0 ≤ è ≤ ð/3 ðïõ åîåôÜæïõìå. (óô:1) Íá âñåèåß óå ðïéá áêñéâþò
óôáèåñÞ ôéìÞ ôçò óõíáñôÞóåùò ñïÞò Ø(x, y) áíôéóôïé÷åß ôï óõíïëéêü óýíïñï (äýï çìéåõèåßåò) óôï
ðáñüí ðåäßï ñïÞò. (æ:1) Íá åîçãçèåß ìáèçìáôéêÜ ãéáôß áêñéâþò ç êõêëïöïñßá Ã êáé ç ðáñï÷Þ Q
ôïõ ñåõóôïý óå ìéá ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C ìÝóá óôï ðåäßï ñïÞò åßíáé êáé ïé äýï
ìçäåíéêÝò. Ãéá ôçí ðáñï÷Þ Q íá äïèåß êáé öõóéêÞ åîÞãçóç.

ÁÓÊÇÓÇ Ä3 (ÊåöÜëáéá Ä2, Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ èåùñïýìå ôç ìüíéìç
(óôáèåñÞ), åðßðåäç êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåóôïý, ôþñá üìùò óå ïëüêëçñï ôï åðßðåäï.

� ✲

✻

Ðåäßï ñïÞò: ïëüêëçñï ôï ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy, áëëÜ ìå z ∈ [−1, 1]

�
�

�
�

O

x = 1x = −1

ÌÉÃÁÄÉÊÏ ÅÐÉÐÅÄÏ z = x + iy

Ðñáãìáôéêüò Üîïíáò x

Öáíôáóôéêüò Üîïíáò y

Åõèýãñáììï óôåñåü óôáèåñü åìðüäéï✘✘✿
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Ç ñïÞ áõôÞ ðáñåìðïäßæåôáé áðü åõèýãñáììï óôåñåü êáé óôáèåñü (äçëáäÞ áêßíçôï) ðïëý ëåðôü
åìðüäéï óôï äéÜóôçìá [−1, 1] ôïõ ðñáãìáôéêïý Üîïíá Ox óáí Ýíá åßäïò «ó÷éóìÞò» óôç ñïÞ, üðùò
öáßíåôáé óôï ðéï ðÜíùó÷Þìá. Ç ñïÞðïõ åîåôÜæïõìå Ý÷åé êõêëïöïñßá Ã ãýñùáðü ôï åõèýãñáììï
áõôü åìðüäéï [−1, 1]. Ôï ó÷åôéêü ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

Ù(z) = Ã
2ði

cosh−1 z ìå z = x + iy êáé z ∈ [−1,1].

Æçôïýíôáé: (á:1) Ç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ ðïõ äßíåé ôç óõíÜñôçóç cosh−1 z ìå ôç âïÞèåéá ôçò
ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln z (ìå ðñüóçìï óõí óôç ñßæá!). Ðïéá åßíáé åðïìÝíùò ç Ýêöñáóç ôïõ
ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z) ìå ôç âïÞèåéá ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò; (â:1) Õðï÷ñåùôéêÜ
ìå ôç ëïãáñéèìéêÞ Ýêöñáóç ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò íá õðïëïãéóèåß ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá
óôçí ðáñïýóá ñïÞ. (ã:1) Óôç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéóèåß ç ìéãáäéêÞ ðïóüôçôá Vx + iVy ìå ôç ÷ñÞóç
Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y). ÃåíéêÜ åßíáé Þ ü÷é áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç ìÝóá óôï ðåäßï ñïÞò;
(ä:1) Íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý óôïí ðñáãìáôéêü
Üîïíá x (ðñïöáíþò ìå y = 0), áëë’ Ýîù áðü ôï åìðüäéï, äçëáäÞ ìå |x| > 1. (å:1) Ôï ßäéï åñþôçìá,
ôþñá üìùò ðÜíù óôéò äýï ðëåõñÝò ôïõ åìðïäßïõ, äçëáäÞ ìå |x| < 1 êáé y = ±0. (óô:1) Íá
äéåñåõíçèåß ìáèçìáôéêÜ óå ðïéá áêñéâþò óçìåßá áðåéñßæåôáé ç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý. (æ:1) Ðïéo
(Þ ðïéá) åßíáé ôá óçìåßá áíáêïðÞò (âÝâáéá áí õðÜñ÷ïõí!), äçëáäÞ ôá óçìåßá ìçäåíéêÞò ôá÷ýôçôáò
ôïõ ñåõóôïý; (ç:1) Ðïéá åßíáé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ðÜíù óôï åõèýãñáììï åìðüäéï ðïõ âñßóêåôáé
óôï äéÜóôçìá [−1, 1]; Åðáëçèåýåôáé Þ ü÷é ç óõíèÞêç áõôÞ; Ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ Ä4 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óå ìüíéìç (óôáèåñÞ), äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) êáé
áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ èåùñïýìå ãíùóôü ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = Ã0
2ði

ln z + V0z ìå z = x + iy = reiè

(óå ÊáñôåóéáíÝò êáé óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò áíôßóôïé÷á). Ïé ðïóüôçôåò Ã0 êáé V0 èåùñïýíôáé
äýï ãíùóôÝò ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á:1) Áðü öõóéêÞò áðüøåùò óå ðïéï óõãêåêñé-
ìÝíï ðñüâëçìá ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò áíáöÝñåôáé ôï ðéï ðÜíù ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) êáé
ï êÜèå üñïò ôïõ ÷ùñéóôÜ; (â:1) Íá õðïëïãéóèïýí ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(r, è) êáé ç óõíÜñ-
ôçóç ñïÞò Ø(r, è) õðï÷ñåùôéêÜ óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). (ã:2) Íá åëåã÷èåß ç éó÷ýò ôùí äýï
óõíèçêþí ôùí Cauchy--Riemann óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. (ä:1) Áðü ôçí ðñþôç óõíèÞêç ôùí
Cauchy--Riemann (óå ãåíéêÞ ìïñöÞ, ü÷é óôï ðáñüí ðåäßï ñïÞò) íá õðïëïãéóèåß ç ìéêôÞ ðáñÜãùãïò
∂2Ø(r, è)/(∂r ∂è) ìå ôç âïÞèåéá ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáòÖ(r, è). (å:1) Áðü ôç äåýôåñç óõíèÞêç ôùí
Cauchy--Riemann íá õðïëïãéóèåß áíÜëïãá êáé ç ìéêôÞ ðáñÜãùãïò ∂2Ø(r, è)/(∂è ∂r). (óô:2) Õðï÷ñå-
ùôéêÜ ìå âÜóç ôá äýï ðñïçãïýìåíá åñùôÞìáôá íá áðïäåé÷èåß üôé ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(r, è)
åßíáé ãåíéêÜ (ü÷é ìüíï óôï ðáñüí ðåäßï ñïÞò) áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.

ÁÓÊÇÓÇ Ä5 (ÊåöÜëáéá Ä3, Ä4, Ä6, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç
ðÜëé óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ìéãáäéêü äõ-
íáìéêü ñïÞò Ù(z) ç áíôßóôïé÷ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá. (â:1) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå âÜóç ôï ðñïçãïýìåíï
åñþôçìá ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò Vx(r, è) (êáôÜ ôïí Üîïíá x) êáé Vy(r, è) (êáôÜ ôïí Üîïíá y).
(ã:1) Íá áíáöåñèåß ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(r, è) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò
Ù(z). (ä:1) Ç åðáëÞèåõóç (óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò) üôé ôï óõãêåêñéìÝíï áõôü äõíáìéêü ôá-
÷ýôçôáò Ö(r, è) åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. (å:1) O ãåíéêüò ïñéóìüò ôçò êõêëïöïñßáò Ã éäåáôïý
ñåõóôïý ðÜíù óå áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C ìå ôç âïÞèåéá ôùí óõíéóôùóþí ôçò ôá÷ýôçôáò Vx

êáé Vy êáé ó÷åôéêïý ðñáãìáôéêïý åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìáôïò óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò
(x, y). (óô:1) Áðüäåéîç ôïõ ãåíéêïý ôýðïõ ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ßäéáò êõêëïöïñßáò Ã ìå ôçí
Üìåóç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò. Ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) ôçò
ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò ï õðïëïãéóìüò ôçò êõêëïöïñßáò Ã ôïõ ñåõóôïý ðÜíù óå ðåñéöÝñåéá
áêôßíáò a ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z = 0: (æ:1) ôüóï ìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç üóï êáé (ç:1) ìå ÷ñÞóç ôïõ
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èåùñÞìáôïò ôïõ Cauchy êáé ôçò ó÷åôéêÞò ìåèüäïõ ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí. Ôé óçìáíôéêü
(áëçèéíÜ óçìáíôéêü!) ðáñáôçñåßôáé;

ÁÓÊÇÓÇ Ä6 (ÊåöÜëáéo Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): ÅîåôÜæïõìå ôç ìüíéìç (óôáèåñÞ), åðßðåäç êáé
áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ðáñÜëëçëá óôïí Üîïíá x ìå ôá÷ýôçôá V0 (èåôéêÞ, ðñïò ôá äåîéÜ).
Ç ñïÞ áõôÞ ðáñåìðïäßæåôáé áðü êÜèåôï ó’ áõôÞí åõèýãñáììï ëåðôü êáé óôåñåü (áìåôáêßíçôï)
åìðüäéï óôï äéÜóôçìá [−a, a] ôïõ öáíôáóôéêïý Üîïíá y, äçëáäÞ áðü ôï óçìåßï z1 = −ia ìÝ÷ñé ôï
óçìåßï z2 = ia ôïõ öáíôáóôéêïý Üîïíá y ìå ôï a èåôéêÞ óôáèåñÜ. Ôï ó÷åôéêü ìéãáäéêü äõíáìéêü
ñïÞò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

Ù(z) = V0

√
z2 + a2 .

Óôçí Üóêçóç áõôÞ åñãáæüìáóôå óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y). Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ìéãáäéêÞ
ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý. (â:1) Ç ßäéá ôá÷ýôçôá åéäéêÜ ðÜíù óôï öáíôáóôéêü Üîïíá y, äçëáäÞ ìå
x = 0±. (ã:1) Ïé äýï óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý ðÜíù óôï öáíôáóôéêü
Üîïíá y Ýîù áðü ôï åìðüäéï, äçëáäÞ ìå |y| > a. (ä:1) ÁíÜëïãï åñþôçìá ðÜíù óôï åìðüäéï,
äçëáäÞ ìå |y| < a óôç èåôéêÞ, óôç äåîéÜ ðëåõñÜ ôïõ åìðïäßïõ, äçëáäÞ ìå x = 0+, (å:1) êáé óôçí
áñíçôéêÞ, óôçí áñéóôåñÞ ðëåõñÜ ôïõ åìðïäßïõ (äçëáäÞ ìå x = 0−). (óô:2) Ðëçñïýôáé ç âáóéêÞ
óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò óôéò äýï ðëåõñÝò ôïõ óôáèåñïý åõèýãñáììïõ åìðïäßïõ;
(æ:1) Ðïéá áêñéâþò åßíáé (áí õðÜñ÷ïõí) ôá óçìåßá áíáêïðÞò ôçòðáñïýóáò ñïÞò, äçëáäÞ ôá óçìåßá
ìçäåíéóìïý ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý;

ÁÓÊÇÓÇ Ä7 (ÊåöÜëáéá Ä3, Ä5, Ä7, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Ïìïéüìïñöç (ìå ôá÷ýôçôá V0), ìüíéìç,
åðßðåäç êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óå êáíÜëé ìå y ≥ 0 ðáñåìðïäßæåôáé áðü êýëéíäñï
áêôßíáò a óôïí ðõèìÝíá ôïõ êáíáëéïý ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z0 = ia. Ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò åßíáé

Ù(z) = w = ðaV0 coth
ða
z

ìå z = x + iy.

Ç óõíÜñôçóç w = u + iv äçëþíåé ôç ó÷åôéêÞ óýììïñöç áðåéêüíéóç ôïõ ðåäßïõ ñïÞò óôï çìéåðß-
ðåäï v ≥ 0. Æçôïýíôáé: (á:2) Ç áíôéóôñïöÞ ôçò óýììïñöçò áðåéêïíßóåùò w = w(z), äçëáäÞ
ç óõíÜñôçóç z = z(w) óôï ôÝëïò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ÷ñÞóç ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò. (Ï ó÷å-
ôéêüò ôýðïò äå èåùñåßôáé ãíùóôüò.) (â:1) Ç åýñåóç ôçò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò ôçò ñïÞò óõíáñôÞóåé
ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z. (ã:1) Ç åýñåóç ôçò óåéñÜò Taylor ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò sinh æ
ìå üñïõò ìÝ÷ñé æ5 êáé áðü áõôÞí (ä:1) ôçò óåéñÜò Laurent ôçò óõíáñôÞóåùò sinh (ða/z). (å:2) ÔÝëïò
ç áðüäåéîç ôïõ ïìïéüìïñöïõ ôçò ñïÞò ãéá z →∞ êáé (óô:1) ãéá êÜèå z, åÜí a→ 0.

ÁÓÊÇÓÇ Ä8 (ÊåöÜëáéá Ä3, Ä7, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Èåùñïýìå ôï ïãäïçìüñéï 0 ≤ è ≤ ð/4
(ðåñéï÷Þ D) êáé ó’ áõôü ôç ìüíéìç, åðßðåäç êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý. Æçôïýíôáé:
(á:2) Ç óýììïñöç áðåéêüíéóç w = w(z) ôçò ðéï ðÜíù ðåñéï÷Þò (ìå z = x + iy êáé w = u + iv)
óôï çìéåðßðåäï v ≥ 0. (â:1) Ðïý áêñéâþò áðåéêïíßæoíôáé ïé äýï óõíïñéáêÝò çìéåõèåßåò è = 0
êáé (ã:1) è = ð/4; (ä:1) Óå ðïéo óçìåßï äåí åßíáé óýììïñöç ç áðåéêüíéóç áõôÞ; Ãéáôß áêñéâþò;
(å:1) Ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá ñïÞò óôçí áñ÷éêÞ ðåñéï÷Þ ñïÞò D. Ïé äýï óõíéóôþóåò (óô:1) Vx êáé
(æ:1) Vy ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý.

ÁÓÊÇÓÇ Ä9 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïý-
íôáé åðßóçò: (á:1) Ï õðïëïãéóìüò (ìå äéáíõóìáôéêÞ ïñßæïõóá) ôïõ óôñïâéëéóìïý (ôçò ðåñéóôñï-
öÞò) curl F ìå

F = (
Fx(x, y), Fy(x, y), 0

) = Fx(x, y)i+ Fy(x, y)j.

(â:1) Ï Ýëåã÷ïò ôçò éó÷ýïò ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò êáé (ã:1) ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò.
(ä:1) Ðïéá åßíáé (÷ùñßò õðïëïãéóìïýò) ç óõæõãÞò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç U = U(x, y) ôçò ôá÷ýôç-
ôáò Vx = Vx(x, y); (Ðñïóï÷Þ óôï ðñüóçìï!) (å:1) ¸ëåã÷ïò ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ìÝóù ôùí óõíèçêþí
ôùí Cauchy--Riemann. (óô:3) Åýñåóç ôçò ôá÷ýôçôáò Vy , åÜí åßíáé ãíùóôÞ ìüíï ç ôá÷ýôçôá Vx,
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí åîéóþóåùí ôçò óõíå÷åßáò êáé ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò.
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ÁÓÊÇÓÇ Ä10 (ÊåöÜëáéá Ä2, Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óå ìüíéìç åðßðåäç áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý
ñåõóôïý ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) õðïôßèåôáé üôé Ý÷åé ôç ìïñöÞ

Ù(z) = A cos z

ìå ôï A ãíùóôÞ ðñáãìáôéêÞ (ü÷é ìéãáäéêÞ!) óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:2) Ç åîáñ÷Þò åýñåóç ôùí
ôýðùí õðïëïãéóìïý ôùí äýï óõíáñôÞóåùí cos (x+ iy) êáé sin (x+ iy) (ðñáãìáôéêü ìÝñïò óõí i åðß
öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò êÜèå óõíáñôÞóåùò). (â:2) Ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) êáé ç óõíÜñôçóç
ñïÞò Ø(x, y) óôçí ðéï ðÜíù ñïÞ. (ã:2) Ãéá ôéò äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò ï Ýëåã÷ïò ôçò éó÷ýïò ôùí
óõíèçêþí (Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann. (ä:2) Ï Ýëåã÷ïò ôçò áñìïíéêüôçôÜò ôïõò.

ÁÓÊÇÓÇ Ä11 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æç-
ôïýíôáé åðßóçò: (á:2) Ìå ãíùóôÞ (ãéá ìéá óôéãìÞ ìüíï!) ìüíï ôç óõíÜñôçóç Ö(x, y) íá õðïëïãéóèåß
ç óõæõãÞò ôçò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç Ø∗(x, y). (â:2) Ïé äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò Vx êáé Vy ôïõ
ñåõóôïý êáôåõèåßáí áðü ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z). (ã:2) ÅíáëëáêôéêÜ êáé áðü ôéò óõíáñôÞ-
óåéò Ö(x, y) êáé Ø(x, y). (ä:2) Ãéáôß ïé äýï óõíáñôÞóåéò Vx êáé Vy åßíáé áñìïíéêÝò; (÷ùñßò íá ãßíïõí
üëåò ïé ðñÜîåéò ñïõôßíáò ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôçò áñìïíéêüôçôÜò ôïõò).

ÁÓÊÇÓÇ Ä12 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óõíå÷ßæïõìå ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò.
Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:2) Ç åðáëÞèåõóç ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò êáèþò êáé (â:2) ôïõ áóôñü-
âéëïõ óôçí ðáñïýóá ñïÞ. (ã:2) Ìå ãíùóôü ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞòÙ(z) ðÜíù óå ìéá ôìçìáôéêÜ
ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C ï ôýðïò õðïëïãéóìïý ôïõ óôç öñáãìÝíç ðåñéï÷Þ D ìå óýíïñï ôçí
êáìðýëç C. (ä:2) ÁíÜëïãá ìå ãíùóôÝò ôéò äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò Vx êáé Vy ðÜíù óôçí
ßäéá êáìðýëç C ãéá ôéò ßäéåò óõíéóôþóåò Vx êáé Vy óôçí ðåñéï÷Þ D.

ÁÓÊÇÓÇ Ä13 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Æçôïýíôáé: (á:1) Íá áðïäåé÷èåß üôé ç óõíÜñ-
ôçóç

Ö(x, y) = x4 + y4 − 6x2y2

åßíáé áñìïíéêÞ. (â:3) Íá ðñïóäéïñéóèåß ç óõæõãÞò ôçò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç Ø(x, y). (ã:1) Óå åðß-
ðåäç, ìüíéìç, áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôï ïãäïçìüñéï 0 ≤ è ≤ ð/4 ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü
ñïÞò Ù(z) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

Ù(z) = z4 ìå z = x + iy.

Ðïéåò åßíáé ïé åêöñÜóåéò ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) êáé ôçò óõíáñôÞóåùò ñïÞò (Þ ñïúêÞò
óõíáñôÞóåùò) Ø(x, y) óôç ñïÞ áõôÞ; Õðüäåéîç: Ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ï ðñïöáíÞò ôýðïò

(x + iy)4 = (x + iy)2(x + iy)2.

(ä:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé äýï óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò
ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý. (å:1) ÁíÜëïãá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò ñïÞò (Þ ñïúêÞò óõíáñôÞ-
óåùò). (óô:1) ÔÝëïò êáôåõèåßáí ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò.

ÁÓÊÇÓÇ Ä14 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç ñïÞò
ñåõóôïý. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ïé åðáëçèåýóåéò ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò êáé ôçò åîéóþ-
óåùò ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò. (â:1) Ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò, áëëÜ ôþñá óå ðïëéêÝò óõíôåôáã-
ìÝíåò (r, è) ìå ôï ôñïðïðïéçìÝíï óýìâïëï Ö∗(r, è). (ã:1) Åíôåëþò áíÜëïãá ãéá ôç óõíÜñôçóç ñïÞò
Ø∗(r, è). (ä:1) Ç åðáëÞèåõóç ôùí ó÷åôéêþí óõíèçêþí (Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann óå ðï-
ëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). (å:1) Óôç óõíÝ÷åéá ï õðïëïãéóìüò ôùí óõíéóôùóþí ôçò ôá÷ýôçôáò Vr

êáé Vè ôïõ ñåõóôïý (êáôÜ ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r êáé ôçí êÜèåôç ó’ áõôÞ äéåýèõíóç è áíôßóôïé÷á)
óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) áðü ôç óõíÜñôçóç ñïÞò Ø∗(r, è) ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí

Vr = 1
r

∂Ø∗

∂è
êáé Vè = − ∂Ø∗

∂r
.
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(óô:1) Ç ãñáöÞ ôùí áíôßóôïé÷ùí ôýðùí ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáòÖ∗(r, è) ìå åîÞãçóç
üìùò êáé ôïõ ðþò ðñïÝêõøáí. (æ:1) Ç åðáëÞèåõóç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôï óýíïñï (óôéò
äýï çìéåõèåßåò) è = 0 êáé è = ð/4 ôïõ ðåäßïõ ñïÞò óôï ïãäïçìüñéï 0 ≤ è ≤ ð/4 ðïõ åîåôÜæïõìå.
(ç:1) H áðüëõôïò ôéìÞ V (è) ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý óôï ßäéï óýíïñï: óôéò äýï çìéåõèåßåò
è = 0 êáé è = ð/4 (äýï õðïëïãéóìïß: Ýíáò ãéá è = 0 êáé Ýíáò ãéá è = ð/4).

ÁÓÊÇÓÇ Ä15 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Èåùñïýìå ôç äéäéÜóôáôç (åðßðåäç), ìüíéìç
(óôáèåñÞ) êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óå Üðåéñï ìÝóïí êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá x ìå ãíùóôÞ
ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá V0 ðïõ ðáñåìðïäßæåôáé áðü óôåñåü áêßíçôï êýëéíäñï áêôßíáò a ìå êÝíôñï
ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï. Ôï ó÷åôéêü ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò åßíáé ôï áêüëïõèï:

Ù(z) = V0

(
z + a2

z

)
.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý Vx(r, è) êáé Vy(r, è) (êáôÜ ôïõò
Üîïíåò x êáé y áíôßóôïé÷á) óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). (â:1) Ïé ôéìÝò ôïõò üôáí x → ±∞. Ôé
ñïÞ èá åß÷áìå, áí äåí õðÞñ÷å ï êýëéíäñïò; (ã:1) Ç óõíÜñôçóç ñïÞò (Þ ñïúêÞ óõíÜñôçóç) Ø∗(r, è)
êáé áõôÞ óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé óôç óõíÝ÷åéá áðü áõôÞ (ä:1) ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí äýï
óõíéóôùóþí Vr êáé Vè ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý (êáôÜ ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r êáé ôçí êÜèåôç ó’ áõôÞ
äéåýèõíóç è áíôßóôïé÷á) óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí

Vr = 1
r

∂Ø∗

∂è
êáé Vè = − ∂Ø∗

∂r
.

(å:1) Ç åðáëÞèåõóç ôçò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò ðïõ ðñÝðåé íá éó÷ýåé óôï óýíïñï r = a ôïõ êõëßí-
äñïõ. (óô:1) Ôá óçìåßá áíáêïðÞò ôçò ñïÞò, äçëáäÞ ôá óçìåßá üðïõ ç ôá÷ýôçôá V ôïõ ñåõóôïý
ìçäåíßæåôáé. (æ:1) Ôá óçìåßá óôï óýíïñï r = a ôïõ êõëßíäñïõ üðïõ ç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý ðáßñ-
íåé ôç ìÝãéóôç áðüëõôç ôéìÞ ôçò. (ç:1) Ðïéá åßíáé ç ôéìÞ áõôÞ; Áðü öõóéêÞò áðüøåùò åßíáé ëïãéêÞ
ç ßäéá ôéìÞ;

ÁÓÊÇÓÇ Ä16 (ÊåöÜëáéá Ä2, Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óå äéäéÜóôáôç, ìüíéìç êáé áóôñüâéëç ñïÞ
éäåáôïý ñåõóôïý ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò åßíáé

Ù = cosh−1 z

(ìå Ù = Ù(z)). Æçôåßôáé: (á:8) Ç Ýêöñáóç áõôïý ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý Ù õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç
÷ñÞóç ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln: öõóéêüò ëïãÜñéèìïò êáé ôïõ ßäéïõ áêñéâþò óõìâüëïõ Ù.
(Ï ó÷åôéêüò ôýðïò äå èåùñåßôáé ãíùóôüò. ÄçëáäÞ æçôåßôáé íá áðïäåé÷èåß.)

ÁÓÊÇÓÇ Ä17 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óå äéäéÜóôáôç (åðßðåäç), ìüíéìç (óôáèåñÞ) êáé
áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò åßíáé

Ù(z) = iz3.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) êáé (â:1) Ç óõíÜñôçóç ñïÞò Ø(x, y). (ã:1) Ïé åðá-
ëçèåýóåéò ôùí óõíèçêþí (Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann. (ä:1) Ç áðüäåéîç üôé ïé óõíáñôÞóåéò
áõôÝò åßíáé áñìïíéêÝò. (å:1) Ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò Vx êáé Vy ôïõ ñåõóôïý. (óô:1) Ç ðáñÜ-
ãùãïò Ù ′(z). (æ:1) Ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá V (z) êáé áðü áõôÞí (ç:1) ïé ßäéåò óõíéóôþóåò Vx êáé Vy .

ÁÓÊÇÓÇ Ä18 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Ãéá ôç óõíÜñôçóç

Ö(x, y) = −3x2y + y3

æçôïýíôáé: (á:1) Ç áðüäåéîç ðùò åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. (â:6) Ç åýñåóç ôçò óõæõãïýò ôçò
áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùòØ(x, y) ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò. (ã:1) Ðïéá åßíáé ç óõæõãÞò
áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ôçò Ø(x y);
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ÁÓÊÇÓÇ Ä19 (ÊåöÜëáéá Ä3, Ä5, Ä6, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óå äéäéÜóôáôç, ìüíéìç êáé áóôñüâéëç
ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý èåùñïýìå ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = −iV0

√
z2 − a2 ìå z = x + iy.

Áõôü áöïñÜ óå ìüíéìç, áóôñüâéëç ñïÞ êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá Oy (ðñïò ôç èåôéêÞ êá-
ôåýèõíóç) ìå ôá÷ýôçôá V0 óôï Üðåéñï ðïõ ðáñåìðïäßæåôáé áðü åõèýãñáììï óôåñåü óôáèåñü
åìðüäéï [−a, a] ðÜíù óôïí ðñáãìáôéêü Üîïíá Oy. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ðáñÜãùãïò Ù ′(z). (â:1) Ïé
óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý ìüíï êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox êáé ìÜëéóôá ãéá
x > a. (ã:1) ÁíÜëïãï åñþôçìá ãéá x < −a. (ä:1) ÁíÜëïãï åñþôçìá ãéá −a < x < a. (å:1) Ðïéá
åßíáé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ðÜíù óôï åìðüäéï [−a, a] (êáé óôéò äýï ðëåõñÝò ôïõ); Ðëçñïýôáé áõôÞ
Þ ü÷é; (óô:1) Íá õðïëïãéóèåß ç ôá÷ýôçôá V ôïõ ñåõóôïý ãéá y → ∓∞. (æ:1) Ðïéá åßíáé ôá óçìåßá
áíáêïðÞò ôçò ñïÞò, äçëáäÞ ôá óçìåßá ìå ìçäåíéêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý; Óå ðïéá óçìåßá áðåéñß-
æåôáé ç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý; (ç:1) Óå ðïéá óçìåßá ðáñïõóéÜæåé ðüëïõò ç óõíÜñôçóç Ù ′ 2(z);
Ôé ôÜîåùò åßíáé ïé ðüëïé áõôïß; Ðïéá åßíáé ôá áíôßóôïé÷á ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá;

ÁÓÊÇÓÇ Ä20 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Èåùñïýìå ôçí åðßðåäç, ìüíéìç, áóôñüâéëç
ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ãýñù áðü êýëéíäñï ìå êÝíôñï ôï óçìåßï Ï = (0, 0) áêôßíáò a ìå ó÷åôéêü
ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = iê ln
z
a

ìå ôï ê ìéá ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò (ôåëéêÜ ÷ùñßò êáèüëïõ
ôåôñáãùíéêÞ ñßæá!) êáé ç óõíÜñôçóç ñïÞò óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y). (â:1) Ï Ýëåã÷ïò
ôçò ðëçñþóåùò ôùí óõíèçêþí (Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann. (ã:1) Ïé óõíéóôþóåò Vx êáé Vy

ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý. (ä:1) Ï Ýëåã÷ïò éó÷ýïò ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò êáé åðßóçò
(å:1) ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò. (óô:1) Ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò êáé ç óõíÜñôçóç ñïÞò, ôþñá üìùò
óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). (æ:2) Ï Ýëåã÷ïò ðëçñþóåùò ôùí óõíèçêþí (Þ åîéóþóåùí) ôùí
Cauchy--Riemann, ôþñá üìùò óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è).

ÁÓÊÇÓÇ Ä21 (ÊåöÜëáéá Ä2, Ä4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Ãéá ôç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ln z (éóïäý-
íáìá log z) æçôïýíôáé: (á:2) Íá áðïäåé÷èåß ëåðôïìåñþò üôé

ln
z1
z2
= ln z1 − ln z2 ìå z1, 2 = 0.

(â:2) Íá âñåèåß ôýðïò ðïõ íá äßíåé ôç óõíÜñôçóç sinh−1 z ìå ôç âïÞèåéá ôçò óõíáñôÞóåùò ln z.
(ã:1) Ãéá ôçí êõêëïöïñßá Ã ñåõóôïý íá áðïäåé÷èåß üôé

Ã = Re
∮
C
Ù ′(z) dz

ìå Ù(z) ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò. (ä:2) Ìå ôïí ôýðï áõôü íá âñåèåß ìå Üìåóç åðéêáìðýëéá
ïëïêëÞñùóç ç êõêëïöïñßá êáôÜ ìÞêïò ôçò ðåñéöÝñåéáò CR áêôßíáò R (ìå R > a) óôï ðñüâëçìá ôçò
ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò. (å:1) Ôï ßäéï ìå ôç ÷ñÞóç ïëïêëçñùôéêïý õðïëïßðïõ.

ÁÓÊÇÓÇ Ä22 (ÊåöÜëáéá Ä2, Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óå äéäéÜóôáôç (åðßðåäç), ìüíéìç (óôáèåñÞ)
êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

Ù(z) = sinh z ìå z = x + iy.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ïñéóìþí ôïõ õðåñâïëéêïý çìéôüíïõ êáé ôçò åêèåôéêÞò óõíáñ-
ôÞóåùò ç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ

sinh z = sinh x cos y + i cosh x sin y.

(â:1) Ç áíÜëïãç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ

cosh z = cosh x cos y + i sinh x sin y.
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(ã:1) Ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) êáé åðßóçò ç óõíÜñôçóç ñïÞò (Þ ñïúêÞ óõíÜñôçóç) Ø(x, y).
(ä:1) Ç åðáëÞèåõóç ôùí óõíèçêþí (Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann. (å:1) Ï ðñïóäéïñéóìüò
ôùí óõíéóôùóþí Vx(x, y) êáé Vy(x, y) ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý áðü ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò
Ö(x, y) êáé áðü ôç óõíÜñôçóç ñïÞòØ(x, y). (óô:1) Ïé ßäéåò óõíéóôþóåò êáôåõèåßáí áðü ôï ìéãáäéêü
äõíáìéêü ñïÞò Ù(z). (æ:1) Ç áðüäåéîç ôçò áñìïíéêüôçôáò êáé ôùí äýï óõíáñôÞóåùí Ö(x, y) êáé
Ø(x, y). (ç:1) Ç åîÞãçóç ÷ùñßò ðñÜîåéò, äçëáäÞ ÷ùñßò Üìåóç åðáëÞèåõóç, êÜðùò ðéï èåùñçôéêÜ,
åÜí ïé äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý Vx(x, y) êáé Vy(x, y) åßíáé êé áõôÝò áñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò Þ ü÷é.

ÁÓÊÇÓÇ Ä23 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óõíå÷ßæïõìå åäþ ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç.
Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ïé åðáëçèåýóåéò ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò êáèþò êáé ôçò åîéóþóåùò
ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò. (â:1) Ïé åîéóþóåéò ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí êáèþò êáé ôùí ãñáììþí
ñïÞò. (ã:2) Ãéá ôç óõíÜñôçóç

Ö(x, y) = sinh x cos y

ç êáôåõèåßáí (äçëáäÞ ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ðñïçãïýìåíùí áðïôåëåóìÜôùí) åýñåóç ôçò óõæõãïýò ôçò
áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùò Ø(x, y). (ä:2) Ãéá ôç óõíÜñôçóç Ø(x, y) ðïõ ðñïÝêõøå (ìáæß ìå ôç óôá-
èåñÜ, åÜí õðÜñ÷åé óôáèåñÜ) ç áíÜëïãç êáôåõèåßáí (ìå ðñÜîåéò êáé ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ðñïçãïýìåíùí
áðïôåëåóìÜôùí) åýñåóç ôçò óõæõãïýò ôçò áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùò Ö∗(x, y). Ôé ðáñáôçñåßôáé;
(å:2) ÃåíéêÜ ìéëþíôáò, íá áðïäåé÷èåß üôé áí ç áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç v(x, y) åßíáé óõæõãÞò áñìïíéêÞ
óõíÜñôçóç ôçò åðßóçò áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùò u(x, y), ôüôå ç áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç −u(x, y) åßíáé
óõæõãÞò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ôçò áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùò v(x, y). ÐáñïõóéÜæåôáé ëïéðüí áõôü ôï
ìåßïí: −u(x, y). Ôé íá êÜíïõìå;

ÁÓÊÇÓÇ Ä24 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Èåùñïýìå ôç ñïÞ ìå ìéãáäéêü äõíáìéêü

Ù(z) = Q
2ð

ln z,

ç ïðïßá ïöåßëåôáé óå ðçãÞ ðáñï÷Þò Q (Þ êáôáâüèñá áðáãùãÞò −Q, áí Q < 0) óôï óçìåßï
z = 0. Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ñïÞò áõôÞò. Óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò
(â:1) ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ(r, è) êáé (ã:1) ç óõíÜñôçóç ñïÞòØ(r, è). (ä:1) Ç ìåôáôñïðÞ ôïõò óå
ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò. ÎáíÜ óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (å:2) ç åðáëÞèåõóç ôùí óõíèçêþí
(Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann êáé (óô:2) ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý Vr, è(r, è).
ÔÝëïò óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (æ:1) ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý áðü ôï äõíáìéêüÙ(z)
êáé (ç:1) ïé óõíéóôþóåò ôçò Vx, y(x, y).

ÁÓÊÇÓÇ Ä25 (ÊåöÜëáéá Ä2, Ä3, Ä4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óå ðåäßï ñïÞò óå Üðåéñï ìÝóïí äßíåôáé
ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = coth−1 z.

Æçôïýíôáé: (á:2)Ìå åêôÝëåóç ðñþôá ôùí õðïëïãéóìþí ãéá ôç óõíÜñôçóç coth−1 z óôï äåîéü ìÝëïò
ç ÝêöñáóÞ ôïõ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln. (â:2) Ìå ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü
ñïÞò ÙQ(z) ãéá ðçãÞ óôï óçìåßï z0 (èåôéêÞò Þ áñíçôéêÞò) ðáñï÷Þò Q ãíùóôü óõãêåêñéìÝíá

ÙQ(z) = Q
2ð

ln (z − z0)

ç äéåñåýíçóç åÜí Þ ü÷é ôï ðéï ðÜíù ðåäßï ñïÞò (óå Üðåéñï ìÝóïí) ìå Ù(z) = coth−1 z áðïôåëåß
õðÝñèåóç (åðáëëçëßá) äýï ðïëý áðëþí ðåäßùí ñïÞò êáé ðïéùí áêñéâþò. (ã:1) Ï õðïëïãéóìüò ôçò
ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò óôï ßäéï ðéï ðÜíùðåäßï ñïÞò ìåÙ(z) = coth−1 z. (ä:1) ÃåíéêÜ ôþñá (ü÷é åéäéêÜ
ãéá ôï ðéï ðÜíù ðåäßï ñïÞò) ìå ãíùóôÝò ôéò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò Vx êáé Vy ôïõ ñåõóôïý óå
ôìçìáôéêÜ ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C ï õðïëïãéóìüò ôïõ ìéãáäéêïý ïëïêëçñþìáôïò

ÉÙ =
∮
C
Ù ′(z) dz
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ìå ôç ÷ñÞóç äýï ðñáãìáôéêþí ïëïêëçñùìÜôùí. (å:1) Ìå ãíùóôü ôïí ïñéóìü ôçò êõêëïöïñßáò Ã
óôçí êáìðýëç C ìå ðñáãìáôéêü ïëïêëÞñùìá ï ôýðïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ
ïëïêëçñþìáôïò IÙ. (óô:2) ×ùñßò ìáèçìáôéêÞ áõóôçñüôçôá ç åýñåóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôýðïõ ãéá
ôçí ðáñï÷Þ Q ðÜëé ìå ðñáãìáôéêü ïëïêëÞñùìá êáé óôç óõíÝ÷åéá (æ:1) ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ßäéïõ
ïëïêëçñþìáôïò ÉÙ.

ÁÓÊÇÓÇ Ä26 (ÊåöÜëáéá Ä2, Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Äßíåôáé ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = sin z.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò âáóéêïß--ãåíéêïß ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ñïÞò óôçí ïðïßá áíáöÝñåôáé.
(â:1) Ç ó÷åôéêÞ ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá. (ã:1) Ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò cos z,
÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ ãéá ôï cos (á + â), ï õðïëïãéóìüò ôïõ ðñáãìáôéêïý êáé ôïõ öáíôá-
óôéêïý ìÝñïõò ôçò. (ä:1) Ïé óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý. Åðáëçèåýóåéò
ôùí åîéóþóåùí (å:1) ôçò óõíå÷åßáò êáé (óô:1) ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò. (æ:1) Ãéá ôçí ðáñÜãùãï
Ù ′(z) ï Ýëåã÷ïò éó÷ýïò ôùí ó÷åôéêþí óõíèçêþí (Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann. (ç:1) Ìå ôçí
ôá÷ýôçôá Vx ãíùóôÞ ç åýñåóç ôçò Vy ìå âÜóç ôéò óõíèÞêåò (Þ åîéóþóåéò) ôùí Cauchy--Riemann.
(è:1) ×ùñßò Üëëïõò õðïëïãéóìïýò ðïéá åßíáé ç óõæõãÞò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ôçò Vx; (é:1) Ôçò Vy;
(Ðñïóï÷Þ óôá ðñüóçìá!)

ÁÓÊÇÓÇ Ä27 (ÊåöÜëáéá Ä3, Ä4, Ä6, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óå ðåäßï ñïÞò äéðüëïõ ìå ôï äßðïëï
óôï óçìåßï z = z0 ðáñïõóéÜæåôáé ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = Á
z − z0

ìå ôï Á ãíùóôÞ ãåíéêÜ ìéãáäéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ðïý åßíáé áíáëõôéêÞ ç ìéãáäéêÞ áõôÞ
óõíÜñôçóç Ù(z), ðïý ü÷é êáé ãéáôß; (â:1) ÐáñïõóéÜæåé Þ ü÷é ðüëïõò, åÜí íáé, ðïý êáé ôé ôÜîåùò;
(ã:1) Ðïéï åßíáé ôï áíôßóôïé÷ï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï; (ä:1) Íá õðïëïãéóèåß ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá
óôç ñïÞ áõôÞ ôïõ äéðüëïõ. (å:3) Ìå ôç ÷ñÞóç ôåëéêÜ ðñáãìáôéêÞò ïëïêëçñþóåùò (÷ùñßò ôç
÷ñÞóç ãíùóôþí áðïôåëåóìÜôùí, ç ïëïêëÞñùóç áðü ôçí áñ÷Þ êáé ü÷é ãåíéêÜ!) íá õðïëïãéóèåß
(÷ùñßò ðïëëÝò ìáèçìáôéêÝò áõóôçñüôçôåò óôïí õðïëïãéóìü) ôï ìéãáäéêü ïëïêëÞñùìá ãéá ôçí
ðáñÜãùãï Ù ′(z)

I =
∮
C
Ù ′(z) dz

ìå C ôçí ðåñéöÝñåéá ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z0 êáé áêôßíá R. (óô:1) Ôï ßäéï ïëïêëÞñùìá íá âñåèåß
êáôåõèåßáí ìå ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí. (æ:1) Ìðïñåß íá åöáñìïóèåß
ôï èåþñçìá ôùí Cauchy--Goursat ãéá ôï ßäéï ïëïêëÞñùìá êáé ãéáôß; (ç:1) Ðüóç åßíáé ç êõêëïöïñßá Ã
êáé ðüóç ç ðáñï÷Þ Q ôïõ ñåõóôïý äéá ìÝóïõ ôçò ðåñéöÝñåéáò C ðñïò ôá Ýîù;

ÁÓÊÇÓÇ Ä28 (ÊåöÜëáéï Ä4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Èåùñïýìå ñïÞ óå ðåðåñáóìÝíç áíïéêôÞ ðå-
ñéï÷Þ D ðïõ Ý÷åé óýíïñï áðëÞ êëåéóôÞ ôìçìáôéêÜ ëåßá êáìðýëç C. Óôç ñïÞ áõôÞ äåí õðÜñ÷ïõí
ðçãÝò, äßíåò, äßðïëá êáé êáíåíüò åßäïõò åìðüäéï ðÝñá áðü ôï óýíïñï C. Æçôïýíôáé: (á:2) Ìå
ðåéñáìáôéêÜ ãíùóôÝò ôéò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý Vx êáé Vy óôçí êáìðýëç C, ðþò
áêñéâþò ìðïñïýí áõôÝò íá õðïëïãéóèïýí óôçí ðåñéï÷Þ D; (â:2) Ìå ãíùóôÝò ôéò ôéìÝò Ù(æ) ôïõ
ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z) óôçí êáìðýëç C, ðþò áêñéâþò ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí ïé ßäéåò
óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý ÷ùñßò ðáñáãþãéóç ðÜíù óôçí êáìðýëç C; Áðü
ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ðïéåò åßíáé ïé ôéìÝò (ã:1) ôçò êõêëïöïñßáò, (ä:1) ôçò ðáñï÷Þò, (å:1) ôçò äõ-
íÜìåùò êáé (óô:1) ôçò ñïðÞò óôçí êáìðýëç C áðü ôçí ðéï ðÜíù ñïÞ âÝâáéá óõíå÷þò ìå ãíùóôïýò
ôýðïõò êáé ìå ìáèçìáôéêÝò åðåîçãÞóåéò. Ìå ðåéñáìáôéêÜ ãíùóôÝò ôéò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò
ôïõ ñåõóôïý Vx êáé Vy óôçí êáìðýëç C, áêñéâþò üðùò êáé óôï åñþôçìá (á), ôé óõìðåñÜóìáôá
ðñïêýðôïõí ìå âÜóç ôéò áñ÷Ýò ìåãßóôïõ êáé åëá÷ßóôïõ óôçí ðáñïýóá ñïÞ (æ:1) ãé’ áõôÝò ôéò ßäéåò
êáé (ç:1) ãéá ôï ìÝãéóôï ôïõ ìÝôñïõ V ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý; (ìå åðåîçãÞóåéò âÝâáéá!)
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ÁÓÊÇÓÇ Ä29 (ÊåöÜëáéá Ä2, Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): (á:2) Ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôçò ìéãáäéêÞò
óõíáñôÞóåùò cos z (ìå z = x + iy) íá õðïëïãéóèïýí ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò.
Óå äéäéÜóôáôç, ìüíéìç êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ç óõíÜñôçóç ñïÞò Ø(x, y) äßíåôáé áðü
ôïí ôýðï

Ø(x, y) = − sin x sinh y.

Æçôïýíôáé: (â:2) Ìå âÜóç ôéò óõíèÞêåò (Þ åîéóþóåéò) ôùí Cauchy--Riemann íá õðïëïãéóèåß ôï áíôß-
óôïé÷ï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y). (ã:2) Ïé äýï óõíéóôþóåò Vx, y ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý.
Íá åðáëçèåõèåß ç éó÷ýò ôùí åîéóþóåùí (ä:1) ôçò óõíå÷åßáò êáé (å:1) ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò.

ÁÓÊÇÓÇ Ä30 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ):Ïìïéüìïñöç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ðáñåìðïäß-
æåôáé áðü óôáèåñü óôåñåü êõêëéêü êýëéíäñï ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z0 = 0 êáé áêôßíá a. Èåùñþíôáò
ðùò õðÜñ÷åé êáé êõêëïöïñßá Ã ãýñù áðü ôïí êýëéíäñï ðñïêýðôåé ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = V0

(
z + a2

z

)
+ iê ln

z
a

ìå V0 ìéá êáôÜëëçëç ôá÷ýôçôá êáé ê ìéá ãíùóôÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ðáñÜãùãïò Ù ′(z).
(â:1) Ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá Vx − iVy êáé ïé óõíéóôþóåò ôçò Vx(x, y) êáé Vy(x, y). (ã:1) Ç ôá÷ýôçôá
ãéá z → ∞. Ïé áðïäåßîåéò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Ù ′(z) (÷ùñßò üìùò ôçí åêôÝëåóç ôùí ðñÜîåùí!) üôé
ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ïé åîéóþóåéò (ä:1) ôçò óõíå÷åßáò êáé (å:1) ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò. Ôá óçìåßá
áíáêïðÞò (ìçäåíéêÞò ôá÷ýôçôáò: Vx = Vy = 0), üôáí (óô:1) ê < 2aV0 êáé (æ:1) ê = 2aV0 êáé ôÝëïò
(ç:1) ç áðüäåéîç (ìüíï óôéò ðéï ðÜíù ðåñéðôþóåéò!) üôé ôá óçìåßá áíáêïðÞò êåßíôáé ðÜíù óôçí
ðåñéöÝñåéá ôçò äéáôïìÞò ôïõ êõëßíäñïõ.

ÁÓÊÇÓÇ Ä31 (ÊåöÜëáéï Ä4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç ìå ãíù-
óôÜ ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôçò. Ðñþôá--ðñþôá æçôïýíôáé ìåñéêÜ âïçèçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. (á:6) Óõ-
ãêåêñéìÝíá óå ðåñéöÝñåéá CR ìå êÝíôñï z = 0 êé áêôßíá R æçôåßôáé íá õðïëïãéóèïýí ìå ëåðôïìåñåßò
ðñÜîåéò êáé Ýíá--Ýíá ôá áêüëïõèá ôñßá ìéãáäéêÜ ïëïêëçñþìáôá:∮

CR

dz,
∮
CR

1
z
dz êáé

∮
CR

1
z2

dz.

(â:2) Óôç óõíÝ÷åéá áðëÜ íá áíáöåñèåß (÷ùñßò êáèüëïõ ðñÜîåéò, áðÝîù!) ðüóï êÜíåé ôï ìéãáäéêü
ïëïêëÞñùìá ∮

CR

1
zk

dz ãéá k = 0, 1, 2, . . . .

Èåùñïýìå ôþñá ãíùóôïýò ôïõò ôýðïõò óôç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý

Ã =
∮
C
(Vx dx + Vy dy) êáé F̄ = X − iY = iñ

2

∮
C
Ù ′ 2(z) dz : ðñþôï èåþñçìá ôïõ Blasius (1910)

(ìå ñ ôçí ðõêíüôçôá ôïõ ñåõóôïý) ãéá ôçí êõêëïöïñßá Ã êáé ôç äýíáìç F ðÜíù óå åìðüäéï ìå
óýíïñï C. Åäþ æçôïýíôáé: (ã:1) Ç åýñåóç ôýðïõ ãéá ôçí êõêëïöïñßá Ã ìå âÜóç ôçí ðáñÜãùãï
Ù ′(z). (ä:2) Ï õðïëïãéóìüò ôçò êõêëïöïñßáò Ã ãýñù áðü ôïí êýëéíäñï. (å:4) Ç áðüäåéîç üôé
ç äýíáìç F = X + iY ðïõ áóêåßôáé áðü ôï éäåáôü ñåõóôü ðÜíù óôïí êýëéíäñï ìå ôç ñïÞ ôïõ Ý÷åé

X = 0 êáé Õ = 2ðñêV0.

(óô:1) Ó÷üëéï ãéá ôçí êõñéüôåñç (êáé ïõóéáóôéêÞ!) äéáöïñÜ óå ðåñßðôùóç ðñáãìáôéêïý ñåõóôïý.

ÁÓÊÇÓÇ Ä32 (ÊåöÜëáéáÄ2, Ä3, Ä4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): (á:2) Ãéá ôç ìéãáäéêÞóõíÜñôçóç coth−1 z
æçôåßôáé ç ÝêöñáóÞ ôçò ìå ôç âïÞèåéá ôçò ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln z. Óå äéäéÜóôáôç
ìüíéìç áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý äßíåôáé ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = A coth−1 z
a

ìå ôá A êáé a èåôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (â:3) Ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò
ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý Vx − iVy . Ìå ÷ñÞóç êáôÜëëçëïõ èåùñÞìáôïò ôï ïëïêëÞñùìá
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∮
C Ù ′(z) dzðÜíùóå áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëçC (êáôÜ ôç èåôéêÞ öïñÜ) ðïõðåñéâÜëëåé (ã:1) ôï óçìåßï
z = a, áëë’ ü÷é êáé ôï óçìåßï z = −a, (ä:1) ôï óçìåßï z = −a, áëë’ ü÷é êáé ôï óçìåßï z = a, êáé
(å:1) ìáæß êáé ôá äýï óçìåßá z = ±a.

ÁÓÊÇÓÇ Ä33 (ÊåöÜëáéá Ä3, Ä4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óå äéäéÜóôáôç (åðßðåäç), ìüíéìç (óôáèåñÞ)
êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ðïõ ïöåßëåôáé óå äßíç óôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí z = 0 äßíåôáé
ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = −iê ln z

ìå ôï ê ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé óõíéóôþóåò Vx, y ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý.
(â:2) ×ùñßò Üìåóïõò õðïëïãéóìïýò ç èåùñçôéêÞ åîÞãçóç áðü ìáèçìáôéêÞò óêïðéÜò ãéá ðïéï ëüãï
ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ïé åîéóþóåéò ôçò óõíå÷åßáò êáé ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò. Èåùñïýìå ôþñá
ðåñéöÝñåéá C ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z = 0 êé áêôßíá R. (ã:1) Ðïéåò åßíáé ïé åêöñÜóåéò ôïõ z êáé ôïõ
äéáöïñéêïý dz åðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá áõôÞ C ìå ÷ñÞóç ôçò áêôßíáò R êáé ôçò ðïëéêÞò ãùíßáò è;
Ìå ÷ñÞóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò ï õðïëïãéóìüò (ä:2) ôçò êõêëïöïñßáò ôïõ ñåõóôïý

Ã = Re
∮
C
Ù ′(z) dz

ðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá C êáé (å:2) ôçò ðáñï÷Þò

Q = Im
∮
C
Ù ′(z) dz

ôïõ ñåõóôïý äéÜ ìÝóïõ ôçò ðåñéöÝñåéáò C êáé ðñïò ôá Ýîù.

ÁÓÊÇÓÇ Ä34 (ÊåöÜëáéá Ä3, Ä4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Åäþ èåùñïýìå ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = Á
z

ìå ôï Á ãíùóôÞ ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý óå ðï-
ëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) êáé ïé óõíéóôþóåò ôçò (â:1) Vx(r, è) êáé (ã:1) Vy(r, è). ÐáñáðÝñá (ä:1) ôï
äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(r, è) êáé (å:1) ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò) Ø(r, è) ìå (óô:1) åðá-
ëÞèåõóç ôùí ó÷åôéêþí óõíèçêþí ôùí Cauchy--Riemann. (æ:3) Ìå åðéêáìðýëéá ïëïêëÞñùóç (ü÷é
ìå ÷ñÞóç èåùñÞìáôïò!) ï õðïëïãéóìüò ôçò êõêëïöïñßáò Ã êáé ôçò ðáñï÷Þò Q ôïõ ñåõóôïý óå ðå-
ñéöÝñåéá C áêôßíáò R ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z = 0 êáé (ç:1) ç öõóéêÞ åñìçíåßá ôùí áðïôåëåóìÜôùí.

ÁÓÊÇÓÇ Ä35 (ÊåöÜëáéá Ä3, Ä4, Ä6, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): ÌåëåôÜìå ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = m ln (z2 − a2) ìå z = x + iy

êáé ìå ôá a êáé m ãíùóôÝò èåôéêÝò ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò. Áõôü áöïñÜ óôï çìéåðßðåäï x ≥ 0
ìå ðçãÞ óôï óçìåßï z = a. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý. (â:1) Ïé äýï
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ óõíäÝïõí ôéò óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò V ìáèçìáôéêÜ êáé
(ã:1) ôé ðáñéóôÜíïõí öõóéêÜ; (ä:2) Ç áðüäåéîç ðëçñþóåùò ôçò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò ãéá x = 0.
(å:1) Ç ôá÷ýôçôá Vy(0, y). (óô:1) Ôï óçìåßï áíáêïðÞò ôçò ñïÞò. (æ:1) Ï ðüëïò êáé ôï ïëïêëçñù-
ôéêü õðüëïéðï ôçò óõíáñôÞóåùò Ù ′(z) ìÝóá óôï ðåäßï ñïÞò: ãéá x > 0. Ìå ÷ñÞóç èåùñÞìáôïò
ï õðïëïãéóìüò (ç:1) ôçò êõêëïöïñßáò Ã êáé (è:1) ôçò ðáñï÷ÞòQ ôïõ ñåõóôïý ãýñù áðü ôçí ðçãÞ.

Ä2. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÇÓ ÔÙÍ ÕËÉÊÙÍ

ÁÓÊÇÓÇ Ä36 (ÊåöÜëáéá Ä2, Ä3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åëáóôéêüôçôá): Óôçí Åðßðåäç Åëáóôé-
êüôçôá ïé ôñåéò ôÜóåéò (êáëýôåñá óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí) óx, óy êáé ôxy ìðïñïýí íá
ðñïêýøïõí ìå ôç âïÞèåéá ôùí äýï ìéãáäéêþí äõíáìéêþí Ö(z) êáé Ø(z) ôùí Kolosov--Muskhelishvili
(1909) áðü ôïõò äýï ôýðïõò

óx + óy = 4 ReÖ(z),

óy − óx + 2iôxy = 2[ z̄Ö ′(z)+Ø(z)].
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Óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá ôá äýï ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ Ö(z) êáé Ø(z) äßíïíôáé
áðü ôïõò áðëïýò ôýðïõò

Ö(z) = sin z êáé Ø(z) = 0.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ç èåùñçôéêÞ åîÞãçóç ãéáôß ìå ôïõò ôýðïõò áõôïýò ôï Üèñïéóìá ôùí ïñèþí
ôÜóåùí s = óx + óy ðñïêýðôåé ðÜíôïôå üôé åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. (â:2) Íá áðïäåé÷èïýí ïé
äýï ôýðïé

sin z = sin x cosh y + i cos x sinh y,

cos z = cos x cosh y − i sin x sinh y.

(ã:1) Íá åðáëçèåõèåß üôé ðñáãìáôéêÜ ôï Üèñïéóìá s = óx + óy åßíáé êé åäþ áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.
(ä:2) Áðåõèåßáò, ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôùí ðéï ðÜíù ôýðùí, íá õðïëïãéóèåß ç óõæõãÞò áñìïíéêÞ óõ-
íÜñôçóç t ôçò óõíáñôÞóåùò s. Íá äïèïýí ïé åîéóþóåéò (å:1) ôùí éóïóôáèìéêþí êáìðýëùí, åäþ
êáìðýëùí óôáèåñïý áèñïßóìáôïò s = óx + óy , êáé (óô:1) ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí ôïõò.

ÁÓÊÇÓÇ Ä37 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åëáóôéêüôçôá): Óõíå÷ßæïõìå êé åäþ ôçí
ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: ïé åêöñÜóåéò ôùí ôÜóåùí (á:2) óx, (â:2) óy êáé (ã:2) ôxy .
(ä:1) Ðïéåò ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò åðáëçèåýïõí áõôÝò êáé ðïéá Ý÷åé
Þäç åðáëçèåõèåß óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç; Ðïéåò åßíáé ïé Üëëåò äýï; (÷ùñßò ôéò åðáëçèåýóåéò
ôïõò!) (å:1) ÅðïìÝíùò óå ôé áêñéâþò ìáò âïçèÜíå ìáèçìáôéêÜ ôá äýï ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ Ö(z)
êáé Ø(z) ôùí Kolosov--Muskhelishvili (1909);

ÁÓÊÇÓÇ Ä38 (ÊåöÜëáéá Ä2, Ä3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åëáóôéêüôçôá): Óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí
Õëéêþí óôï åðßðåäï ðñüâëçìá ôçò ÃñáììéêÞò Åëáóôéêüôçôáò ïé ôÜóåéò (óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ
ôùí ôÜóåùí) óx, óy êáé ôxy ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí ìå ÷ñÞóç äýï ìéãáäéêþí äõíáìéêþí Ö(z)
êáé Ø(z), ôùí ìéãáäéêþí äõíáìéêþí ôùí Kolosov--Muskhelishvili (1909) ùò åîÞò:

óx + óy = 4 ReÖ(z),

óy − óx + 2iôxy = 2[ z̄ Ö ′(z)+Ø(z)].

Óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá éó÷ýåé üôé

Ö(z) = sinh z êáé Ø(z) = 0.

Æçôïýíôáé: (á:2) Íá áðïäåé÷èåß üôé

sinh (x + iy) = sinh x cos y + i cosh x sin y

(Ï ãåíéêüôåñïò ôýðïò ãéá ôï sinh (z1+z2) äå èåùñåßôáé ãíùóôüò!) (â:1) Íáõðïëïãéóèåß ôï Üèñïéóìá
s = óx + óy ôùí äýï ïñèþí ôÜóåùí êáé (ã:1) íá åëåã÷èåß üôé áõôü åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.
(ä:1) Óå ðïéá öõóéêÞ áðáßôçóç áíôáðïêñßíåôáé ç áñìïíéêüôçôá áõôÞ; Óôç óõíÝ÷åéá ðïéá åßíáé
ç óõæõãÞò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç t = t(x, y) ôïõ áèñïßóìáôïò s = óx + óy ìå äýï äéáöïñåôéêïýò
ôñüðïõò: (å:1) Üìåóá êáé (óô:2) ìå õðïëïãéóìïýò ìå âÜóç áðëÝò ãíùóôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

ÁÓÊÇÓÇ Ä39 (ÊåöÜëáéá Ä2, Ä3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åëáóôéêüôçôá): Óõíå÷ßæïõìå ôçí
ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Íá áðïäåé÷èåß üôé

cosh (x + iy) = cosh x cos y + i sinh x sin y.

(â:2) Íá õðïëïãéóèåß ç ìéãáäéêÞ ðïóüôçôá óy − óx + 2iôxy êáé óôç óõíÝ÷åéá êáôÜëëçëá ïé ôÜóåéò
(ã:1) óx, (ä:1) óy êáé (å:1) ôxy . (óô:2) ÔÝëïò íá åëåã÷èåß ç éó÷ýò ôçò ðñþôçò åîéóþóåùò éóïññïðßáò
óôï ðáñüí ðñüâëçìá Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí.

ÁÓÊÇÓÇ Ä40 (ÊåöÜëáéï Ä3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Èñáõóôïìç÷áíéêÞ): Åîåéäéêåýïõìå ôá
äýï ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ ôùí Kolosov--Muskhelishvili (1909) óôçí ðåñßðôùóç ñùãìÞò êáôÜ ìÞêïò
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ôïõ Üîïíá Ox. ÅîåôÜæïõìå åäþ ôçí çìéÜðåéñç ñùãìÞ −∞ < x < 0 óå Üðåéñï åðßðåäï åëáóôéêü
ìÝóïí êáé ìÜëéóôá ìå óõíèÞêåò óõììåôñßáò ùò ðñïò ôïí ÜîïíáOx: ôñüðïò êáôáðïíÞóåùò É. Ôüôå
ïé ôñåéò ôÜóåéò (Þ óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí) äßíïíôáé ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ìéãáäéêïý
äõíáìéêïý Z(z) ôïõ Westergaard ìå âÜóç ôïõò ôñåéò ôýðïõò

óx = ReZ(z)− y ImZ ′(z), óy = ReZ(z)+ y ImZ ′(z), ôxy = −y ReZ ′(z).

Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò çìéÜðåéñçò ñùãìÞò ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå êáé ãéá öüñôéóç ôïõ äïêéìßïõ
ìå ôÜóç ó êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá Oy ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ôïõ Westergaard Z(z) ðáßñíåé
ôç ìïñöÞ

Z(z) = ó

√
a
2z

.

Æçôïýíôáé: Óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) oé ôñåéò óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí (á:1) óx,
(â:1) óy êáé (ã:1) ôxy . (ä:1) Óå ðïéï áêñéâþò äéÜóôçìá ìåôáâÜëëåôáé ç ðïëéêÞ ãùíßá è êáé ãéáôß;
(å:1) Íá áðïäåé÷èåß üôé ïé ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy ìçäåíßæïíôáé êáé ïé ôñåéò ôïõò ðÜíù óôéò äýï ðëåõñÝò
ôçò ñùãìÞò. (óô:1) Ï óõíôåëåóôÞò åíôÜóåùò ôÜóåùí K óôï Üêñï z = 0 ôçò ñùãìÞò äßíåôáé åäþ
(äçëáäÞ óôïí ôñüðï êáôáðïíÞóåùò É) áðü ôïí åîÞò ôýðï:

K = lim
z→0

√
2ðz Z(z).

¢ñá ðïéá åßíáé ç ôéìÞ ôïõ; (æ:1) Ðïéïò ôýðïò äßíåé ôçí ôÜóç óy ðÜíù óôïí Üîïíá Ox ãéá x > 0;
Ôé ðáñáôçñåßôáé; (ç:1) Áðü ôï Üêñï x = 0 ôçò ñùãìÞò êáé ìÝ÷ñé ðïéá èÝóç x = x0 (ìå x0 > 0)
ç ôÜóç óy îåðåñíÜåé ìéá êñßóéìç ôÜóç äéáññïÞò óÕ ôïõ õëéêïý ôïõ ñçãìáôùìÝíïõ äïêéìßïõ;

Ä3. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÙÍ

ÁÓÊÇÓÇ Ä41 (ÊåöÜëáéï Ä6, Ôáëáíôþóåéò): Ðñþôá--ðñþôá ãéá ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç

U(z) = p

z(z2 +ù2
0)

ìå ôá p êáé ù0 óôáèåñÝò æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ðüëïé ôçò êáé ïé ôÜîåéò ôïõò. (â:2) Ôá áíôßóôïé÷á
ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá. (ã:1) ÁíÜëïãá ôá ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò
eztU(z) ìå ôï t óôáèåñÜ. (ä:1) Êáôåõèåßáí ôï ïëïêëÞñùìá Bromwich ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Laplace u(t) = L−1{U(s)}. (å:5) Óå ðñüâëçìá åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò
áðüóâåóç ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò ëýóåþò ôïõ ðñïêýðôåé óáí U(s) ìå U(z) ôçí ðéï ðÜíù
óõíÜñôçóç (üìùò ìå s áíôß ãéá z). Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí
æçôåßôáé ç ëýóç u(t) = L−1{U(s)}. Ôé ðáñáôçñåßôáé;

ÁÓÊÇÓÇ Ä42 (ÊåöÜëáéï Ä6, Ôáëáíôþóåéò): Åäþ Ý÷ïõìå ôç ìåñüìïñöç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç

f (z) = 1

z2 + 2îù0z +ù2
0

ìå z = x + iy, ù0 > 0 êáé 0 < î < 1.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ðüëïé ôçò êáé (â:3) ôá áíôßóôïé÷á ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá
óôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

ü(t)+ 2îù0 u̇(t)+ù2
0u(t) = 0 ìå u(0) = 0 êáé u̇(0) = v0 êáé ìå 0 < î < 1.

Áõôü ôï ðñüâëçìá áöïñÜ óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìå áóèåíÞ áðüóâåóç ìç÷áíéêïý óõóôÞ-
ìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá Þ óôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ
äéáôìÞóåùò. Óôï ðñüâëçìá áõôü æçôïýíôáé: (ã:1) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) = L{u(t)} ôçò
Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t). (ä:5) Ìå ÷ñÞóç ôùí åñùôçìÜôùí (á) êáé (â) êáé ìå ôç ìÝèïäï ôùí
ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí ç ëýóç u(t) = L−1{U(s)} ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí.
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÉÉ:
ÏÌÁÄÅÓ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

ÃÉÁ ÅÐÉËÕÓÇ ÁÍÁ ÅÂÄÏÌÁÄÁ

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-Á

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-A1 ([X Þ Y]: ¾ëç ôïõ ÌáèÞìáôïò, ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñá-
ãþãïõò): (á) Ðïéá åßíáé ôá ôñßá ìÝñç ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíé-
êïýò óôï Â’ ¸ôïò Óðïõäþí; Õðüäåéîç: (i) Ïé ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, (ii) Ïé
ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò êáé (iii) Ïé ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. (â) Ðïéï áðü ôá ìÝñç áõôÜ èåùñåßôå
åóåßò ôï ðéï åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü; (ã) Óå ðïéåò Üëëåò ðåñéï÷Ýò ôçò åðéóôÞìçò
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý Ý÷ïõí ôá èÝìáôá áõôÜ Üìåóç åöáñìïãÞ; (ä) Óå ðïéá äýï êõñßùò áðü ôá
Üëëá ìáèÞìáôá ôïõ B’ Ýôïõò óðïõäþí èá ìðïñïýóå íá èåùñçèåß êÜðùò ÷ñÞóéìï ôï ìÜèçìá ôùí
ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉÉ; Õðüäåéîç: (i) Óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí êáé (ii) Óôç Ñåõóôïìç-
÷áíéêÞ. (å) Ðïéåò åßíáé óõíÞèùò ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ðïõ Ý÷åé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ óõíáíôÜåé; (óô) Íá áíáöåñèïýí ïé áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò ãéá äïêïýò êáé ðëÜêåò õðü óôáôéêÞ Þ äõíáìéêÞ öüñôéóç. (æ) Åðßóçò ãéá äéäéÜóôáôç êáé
ôñéäéÜóôáôç ñïÞ ìüíéìç (óôáèåñÞ) Þ ìç ìüíéìç.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-A2 ([X Þ Õ]: ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìåÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ×áñáêôçñéóìïß):
Ãéá êáèåìßá áðü ôéò áêüëïõèåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò: (á) ÄéäéÜóôáôç
åîßóùóç ôïõ Laplace, (â) ÔñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace, (ã) ÄéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Poisson,
(ä) ÌïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò, (å) ÄéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò, (óô) ÔñéäéÜóôáôç
åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò êáé (æ) ÄéáñìïíéêÞ åîßóùóç æçôïýíôáé: (á) Íá ïñéóèïýí ìå ôá óõíçèéóìÝíá
óýìâïëá: Üãíùóôç óõíÜñôçóç ç u, áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ïé x, y, z, t (åííïåßôáé üóåò áðü áõôÝò
÷ñåéÜæïíôáé) óôç Mathematica ìå ôéò ïíïìáóßåò pde1 ãéá ôçí ðñþôç, pde2 ãéá ôç äåýôåñç, êëð.
(â) Íá äïèïýí (óôç Mathematica óå ëßóôåò list1, list2, êëð.) ïé ðëÞñåéò (ãåíéêÜ Ýîé) ÷áñáêôçñéóìïß
ôïõò: ï êáèÝíáò ôïõò ìÝóá óå åéóáãùãéêÜ óôçí áíôßóôïé÷ç ëßóôá. Ãéáôß óå åéóáãùãéêÜ;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-A3 ([X Þ Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, Ôýðïé): (á) Õðü
ðïéåò ðñïûðïèÝóåéò ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìðïñåß íá ÷áñáêôçñéóèåß
(i) õðåñâïëéêïý ôýðïõ (Þ õðåñâïëéêÞ), (ii) ðáñáâïëéêïý ôýðïõ (Þ ðáñáâïëéêÞ) êáé (iii) åëëåéðôéêïý
ôýðïõ (Þ åëëåéðôéêÞ); (â) Ðþò (êáé ãéáôß; äçëáäÞ ìå õðïëïãéóìü ôçò ó÷åôéêÞò äéáêñßíïõóáò Ä)
÷áñáêôçñßæïíôáé ó÷åôéêÜ ìå ôïí ôýðï ôïõò, ìüíï åÜí áõôü åßíáé äõíáôüí, (i) ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç
ôïõ Laplace, (ii) ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò, (iii) ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò
(ôçò èåñìïêñáóßáò óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò) êáé (iv) ç äéäéÜóôáôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç;

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-A4 ([× Þ Õ] ÌéêôÝò ÌåñéêÝò ÐáñÜãùãïé): Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç ôùí ôñéþí
ìåôáâëçôþí

u(x, y, z) = A cos (x2y3z4) cosh (ax2 + by3 + cz4)

ìå ôá a, b êáé c óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á) Ç äÞëùóÞ ôçò óôç Mathematica. (â) Ï õðïëïãéóìüò
ôçò ìéêôÞò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ôçò äåõôÝñáò ôÜîåùò uxy ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò.
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Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

uxy = D[u[x, y, z], x, y] // Simplify

Åðßóçò ôçò áíôßóôïé÷çò ðáñáãþãïõ uyx ìå ôçí áíôßóôñïöç óåéñÜ ìåñéêþí ðáñáãùãßóåùí. ÔÝëïò
íá åëåã÷èåß ç éóüôçôá ôùí ìéêôþí ìåñéêþí ðáñáãþãùí. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

uxy == uyx

(ã) Íá ãßíåé áðüëõôá áíÜëïãç åñãáóßá ãéá ôéò ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò y êáé z ôþñá.
(ä) Íá õðïëïãéóèïýí ïé ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé Ýêôçò ôÜîåùò

∂6u(x, y, z)
∂z3 ∂y2 ∂x

êáé åðßóçò
∂6u(x, y, z)
∂x ∂y2 ∂z3

Õðüäåéîç: Ãéá ôçí ðñþôç íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ux1y2z3 = D[u[x, y, z], {x, 1}, {y, 2}, {z, 3}]//Simplify

êáé áíÜëïãá ãéá ôç äåýôåñç. ÌåôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôïõò, åðåéäÞ ðñïêýðôïõí åêôåíÞ, ðïëýðëïêá
áðïôåëÝóìáôá, íá ìðåé (åê ôùí õóôÝñùí) ôï óýìâïëï ; óôï ôÝëïò, þóôå íá ìç öáßíïíôáé ôá áðï-
ôåëÝóìáôá áõôÜ. Íá ãßíåé êáé åðáëÞèåõóç ôçò éóüôçôáò ôùí ìéêôþí áõôþí ìåñéêþí ðáñáãþãùí.

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-Á5 ([X êáé Õ] Áñìïíéêüò ÔåëåóôÞò, ÄéáöïñéêÞ Åîßóùóç ôïõ Laplace): Ç åîß-
óùóç ôïõ Laplace åßíáé éäéáßôåñá êëáóéêÞ óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé
ïé ëýóåéò ôçò êáëïýíôáé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Åäþ ðåñéïñéæüìáóôå óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y),
üðïõ Ý÷ïõìå

Äu(x, y) ≡ ∇2u(x, y) := ∂2u(x, y)
∂x2

+ ∂2u(x, y)
∂y2

= 0.

Æçôïýíôáé: (á) [Õ] Íá ïñéóèåß ï ôåëåóôÞò L (L := Ä ≡ ∇2) ôïõ áñéóôåñïý ìÝñïõò ôçò ðáñáðÜíù
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óáí óõíÜñôçóç (ðïõ êáèïñßæåé ôéò ó÷åôéêÝò ðáñáãùãßóåéò) óôç Mathemat-
ica. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

L[u_ ] := D[u,{x,2}]+D[u,{y,2}]

(â) [Õ] Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôåëåóôÞ áõôïý L íá äéáðéóôùèåß (óå ìéá ãñáììÞ) üôé ïé óõíáñôÞóåéò

u1(x, y) = 2x + 5y, u2(x, y) = ax + by

åßíáé áñìïíéêÝò. Óôçí åðüìåíç ãñáììÞ åíôïëþí íá åëåã÷èïýí áíÜëïãá ïé óõíáñôÞóåéò

u3(x, y) = x2 + y2, u4(x, y) = x2 − y2.

Åßíáé êé áõôÝò áñìïíéêÝò Þ ü÷é; (ã) [×] Íá åëåã÷èïýí ôá õðïëïãéóôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôïõ ðñïçãïý-
ìåíïõ åñùôÞìáôïò ìå ôçí åêôÝëåóç ôùí ó÷åôéêþí õðïëïãéóìþí êáé ìå ôï ÷Ýñé. ÕðÜñ÷åé óõìöùíßá
ìåôáîý ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôïõ åñùôÞìáôïò (â) êáé ôïõ ðáñüíôïò ùò ðñïò ôçí áñìïíéêüôçôá
Þ ôç ìç áñìïíéêüôçôá ôùí óõíáñôÞóåùí u1, 2, 3, 4(x, y); (ä) [X êáé Õ] ÁíÜëïãá íá åëåã÷èåß ìå Üìåóï
ôñüðï åÜí Þ ü÷é ïé áêüëïõèåò óõíáñôÞóåéò uk(x, y) (k = 5, 6, . . . , 13) åðáëçèåýïõí ôçí åîßóùóç
ôïõ Laplace ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå, äçëáäÞ åÜí åßíáé Þ ü÷é áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò:

u5(x, y) = cos x cosh y, u6(x, y) = cos x sinh y, u7(x, y) = sin x cosh y,

u8(x, y) = sin x sinh y, u9(x, y) = cos x sin 3y, u10(x, y) = cos x cosh 3y,

u11(x, y) = cos x sinh 3y, u12(x, y) = sin x cosh 3y, u13(x, y) = sin x sinh 3y.

(óô) [Õ] Íá ãßíåé áðüëõôá áíÜëïãç åñãáóßá ãéá ôéò ðáñáêÜôù ëßãï ðéï ðïëýðëïêåò óõíáñôÞóåéò,
üðïõ ßóùò ï ìç éäéáßôåñá åðéìåëÞò Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èá ðñïôéìïýóå íá åêôåëÝóåé ôéò ðñÜîåéò
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ìÜëëïí ï õðïëïãéóôÞò «ìç÷áíéêÜ» ðáñÜ ï ßäéïò «ìå ôï ÷Ýñé». Åßíáé åðïìÝíùò åõôõ÷Þò ðïõ ç Ýíäåéîç
[×] áðïõóéÜæåé óôï ðáñüí åñþôçìá:

u14(x, y) = x12 − 66y2x10 + 495y4x8 − 924y6x6 + 495y8x4 − 66y10x2 + y12,

u15(x, y) = 12yx11 − 220y3x9 + 792y5x7 − 792y7x5 + 220y9x3 − 12y11x,

u16(x, y) = ex[cosh 2y sin 2x(x cos y − y sin y)− sinh 2y cos 2x(y cos y + x sin y)],

u17(x, y) = ex[cosh 2y sin 2x(y cos y + x sin y)+ sinh 2y cos 2x(x cos y − y sin y)].

Óôçí ðñÜîç âÝâáéá áðáíôþíôáé êáé ðïëý ðéï ðïëýðëïêåò ðáñáóôÜóåéò. ÅðïìÝíùò åýëïãá åéêÜ-
æåôáé üôé ç ÷ñÞóç ôïõ çëåêôñïíéêïý õðïëïãéóôÞ åíäåßêíõôáé ðëÞñùò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.
¸ôóé äå èá áðáó÷ïëåßôáé áõôüò ìå õðïëïãéóìïýò «ñïõôßíáò» (åí ðñïêåéìÝíù ìå ôåôñéììÝíåò ðá-
ñáãùãßóåéò), áëëÜ ìÜëëïí ìå ôá ßäéá ôá óçìáíôéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò åðéóôÞìçò ôïõ! Åßíáé ïñèÞ
áõôÞ ç ðáñáôÞñçóç Þ ü÷é; (Ðïéï åßíáé ôï ó÷üëéü óáò;) Õðüäåéîç: Åßíáé äõíáôÞ ç ÷ñÞóç êáé ôçò
åíôïëÞòMap ãéá ôçí ôáõôü÷ñïíç åöáñìïãÞ ôïõ ôåëåóôÞ L óå ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá óõíáñôÞóåéò.

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-Á6 ([× Þ/êáé Õ] ÐëÜêåò): Äßíåôáé éóüôñïðç, ãñáììéêÜ åëáóôéêÞ, ëåðôÞ ðëÜêá P
ðÜ÷ïõò h = 3 × 10−2 m. Ôï õëéêü ôçò Ý÷åé ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò E = 2 × 106 N/m2 êáé ëüãï ôïõ
Poisson í = 1/3. Ç óôáôéêÞ öüñôéóç åßíáé p(x, y). Æçôïýíôáé: (á) [X Þ Õ] Ðüóç åßíáé ç äõóêáìøßá D
ôçò ðëÜêáò P, ðïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

D = Eh3

12(1− í2)

(ìå õðï÷ñåùôéêÞ åêôÝëåóç ôùí ó÷åôéêþí ðñÜîåùí ìáæß ìå ôéò ìïíÜäåò!) (Õðüäåéîç: [Õ] Ðñïóï÷Þ!
Ôá óýìâïëá D êáé E Ý÷ïõí åéäéêÝò óçìáóßåò óôç Mathematica êáé åðïìÝíùò åßíáé áêáôÜëëçëá ãéá
ôç äõóêáìøßá D êáé ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò E. ÐñÝðåé íá áëëÜîïõí ëßãï, ð.÷. óå D0 êáé E0.)
Ôé ìïíÜäåò Ý÷åé ç äõóêáìøßá D óå ðëÜêåò; (â) [× Þ Õ] Óôï ðñüâëçìá ìéáò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò P
äéáóôÜóåùí a åðß b (0 ≤ x ≤ a êáé 0 ≤ y ≤ b) õðü êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x, y) ôçò ìïñöÞò

p(x, y) = p0 sin
ðx
a

sin
ðy
b

(ìå ôï p0 ìéá óôáèåñÜ) êáé ìå «áðëÞ» óôÞñéîç óôï óýíïñü ôçò C (äçëáäÞ ÷ùñßò âÝëïò êÜìøåùò êáé
ñïðÞ êÜìøåùò) æçôåßôáé ï Ýëåã÷ïò üôé ôï âÝëïò êÜìøåùò (êÜèåôç ìåôáôüðéóç) w = w(x, y) äßíåôáé
áðü ôïí åîÞò åîáéñåôéêÜ áðëü (ãéá ïñèïãùíéêÝò ðëÜêåò) ôýðï:

w(x, y) = p0(ab)4

ð4D(a2 + b2)2
sin

ðx
a

sin
ðy
b

(ìå D ôç äõóêáìøßá ôçò ðëÜêáò) üóïí áöïñÜ óôç ãíùóôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò ðïõ äéÝðåé ôá óôáôéêÜ ðñïâëÞìáôá óå ðëÜêåò

Ä2w ≡ ∇4w := ∂4w
∂x4

+ 2
∂4w

∂x2∂y2
+ ∂4w

∂y4
= p(x, y)

D

ìå Ä2 ôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ. (ã) [× Þ Õ] Åð’ åõêáéñßá ðüóï åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò w óôï óýíoñï C
ôçò ðëÜêáò; (ä) [× Þ Õ] Óôç óõíÝ÷åéá ðïéá åßíáé ç ìÝãéóôç ôéìÞ wmax ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò êáé
ðïý (ðñïöáíþò) ðáñïõóéÜæåôáé áõôÞ; (Áí åßíáé äõíáôüí, ÷ùñßò ðáñáãùãßóåéò ãéá ôçí åýñåóç ôïõ
ìåãßóôïõ áõôïý!) (å) [× Þ Õ] ÐáñáðÝñá, áí äéðëáóéáóèåß ôï ðÜ÷ïò h ôçò ðëÜêáò, ôé èá óõìâåß ìå
ôï ìÝãéóôï âÝëïò êÜìøåùò wmax; ÁíÜëïãï åñþôçìá áí äéðëáóéáóèïýí ïé äéáóôÜóåéò a êáé b ôçò
ðëÜêáò ìå áìåôÜâëçôï üìùò ôï ðÜ÷ïò ôçò h. (óô) [Õ] ÔåëéêÜ æçôåßôáé êáé ç ôñéäéÜóôáôç ó÷åäßáóç
(ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Plot3D ôçò Mathematica) ôïõ ó÷Þìáôïò ðïõ ðáßñíåé ç ðáñáìïñöùìÝíç
ðëÜêá ìå ôéò ìåôáôïðßóåéò ôçò ðñïò ôá êÜôù: −w, êáé óå áíçãìÝíç, áäéÜóôáôç âÝâáéá ìïñöÞ, ü÷é
öõóéêÜ ìå óýìâïëá óôï ó÷Ýäéï (áõôü åßíáé áäýíáôï!), äçëáäÞ ìå ôéò ðéï ðÜíù áñéèìçôéêÝò ôéìÝò
ôùí h, E êáé í êáé åðéðëÝïí p0 = 104 N/m2, a = 1 m êáé b = 2 m) õðü ôçí ðéï ðÜíù öüñôéóç p(x, y).
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ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-Â

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-Â1 ([X Þ Y] Åîßóùóç ôïõ Laplace): Ç åîßóùóç ôïõ Laplace (ìå ëýóåéò ôéò áñìï-
íéêÝò óõíáñôÞóåéò) åßíáé ìéá êëáóéêÞ êáé ó÷åôéêÜ áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
êáé áðáíôÜôáé ðïëý óõ÷íÜ óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Åäþ æçôåßôáé áðëÜ íá
áíáöåñèåß ðïý êõñßùò áðáíôÜôáé óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y) Þ/êáé óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z):
(á) óôçí ÊëáóéêÞ Ìç÷áíéêÞ, (â) óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò, (ã) Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, (ä) Óôçí
Åäáöïìç÷áíéêÞ, (å) Óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (Þ Áíôï÷Þ ôùí Õëéêþí) óôç äéäéÜóôáôç êáé óôçí
ôñéäéÜóôáôç Åëáóôéêüôçôá êáé (óô) óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, áëëÜ ôþñá óôç óôñÝøç. (óô) Ðïéïé
åßíáé ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò;

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-Â2 ([× êáé Õ] Áñìïíéêüò ÔåëåóôÞò, ÄéáöïñéêÞ Åîßóùóç ôïõ Laplace): (á) [Y]
Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace (ôçò Laplacian, ËáðëáóéáíÞò) L ≡ Ä ≡ ∇2 æçôåßôáé ç ãåíéêÞ
ëýóç u = u(x, y) ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace Lu = 0 óôéò äýï äéáóôÜóåéò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìï-
ðïéçèåß ç åíôïëÞ DSolve. (â) [X êáé Õ] Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé (ôüóï ìå ôï ÷Ýñé [×] üóï êáé ìå ôïí
õðïëïãéóôÞ [Õ]) ç åðáëÞèåõóç üôé êÜèå óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò f (x + iy) Þ ôçò ìïñöÞò g(x − iy)
(ìå ôï i íá äçëþíåé ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá: i := √−1 ) êáèþò êáé ôï Üèñïéóìá ôùí óõíáñôÞóåùí
áõôþí åßíáé ëýóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace. (ã) [× Þ Õ] Ðïý «ðÜó÷åé» ç üëç äéáäéêáóßá óôçí
åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ «èåñáðåßá»; Õðüäåéîç: ÐÜó÷åé óôï
üôé ìðïñåß Ýôóé íá ðñïêýøåé ìéãáäéêÞ Ýêöñáóç ãéá ìéá ðñáãìáôéêÞ ðïóüôçôá, üðùò, ð.÷., ãéá
ôç èåñìïêñáóßá è(x, y), ôç óõíÜñôçóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôïò Ö(x, y) êáé ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç
Ø(x, y) óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ Þ ôï Üèñïéóìá ôùí ïñèþí ôÜóåùí s = óx + óy = ó1 + ó2 (ìå ó1, 2

ôéò êýñéåò ôÜóåéò) óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. ÁõôÝò åßíáé áñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò, áëëÜ ðñÝðåé íá åßíáé ôáõôü÷ñïíá êáé ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ãéá íá áðïöåõ÷èåß
áõôü (äçëáäÞ ãéá íá Ý÷ïõìå óô’ áëÞèåéá ðñáãìáôéêÞ ëýóç), ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g ðñÝðåé íá åßíáé
óõæõãåßò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò óôï Üèñïéóìá f (x + iy)+ g(x − iy), äçëáäÞ íá éó÷ýåé g = f̄ .

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-Â3 ([X êáé Y] Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò

(1−M2)
∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

= 0 ìå Ö = Ö(x, y) êáé M > 0.

Ç åîßóùóç áõôÞ ðáñïõóéÜæåôáé óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ óå äéäéÜóôáôç ñïÞ ìå êÜðïéï ìéêñü åìðüäéï
ó’ áõôÞ. Æçôïýíôáé: (á) Ï ôýðïò ôçò ìå äéÜêñéóç ôñéþí ðåñéðôþóåùí ùò ðñïò ôç óôáèåñÜ Ì
(ôïí áñéèìü Mach), ðïõ åßíáé èåôéêüò áñéèìüò: M > 0, êáé óôç óõíÝ÷åéá üëïé ïé ÷áñáêôçñéóìïß
ôçò. (â) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò êáé óôéò ôñåéò áõôÝò ðåñéðôþóåéò ìå ôç âïÞèåéá äýï áõèáßñåôùí
ðáñáãùãßóéìùí óõíáñôÞóåùí. (ã) Ïé åðáëçèåýóåéò ôùí ëýóåùí áõôþí.

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-Â4 ([× êáé Õ] ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò): Åäþ èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôçò ìï-
íïäéÜóôáôçò èåñìïêñáóéáêÞò êáôáíïìÞò T (z, t) ìÝóá óôï Ýäáöïò (ðïõ õðïôßèåôáé ðñïóåããéóôéêÜ
ïìïãåíÝò) êáôÜ ôïí Üîïíá Oz (ìå 0 ≤ z < ∞) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ ∀z ≥ 0 T (z, 0) = T0
(ìå ôï óýìâïëï T0 èåôéêÞ óôáèåñÜ), åíþ, óôç óõíÝ÷åéá, ëüãù áðüôïìçò ÷áëáæüðôùóçò Þ ÷éï-
íüðôùóçò ç èåñìïêñáóßá ôïõ åäÜöïõò ìåéþíåôáé áêñéâþò óôï ìçäÝí (∀t > 0 T (0, t) = 0). Ãéá
ôï óõãêåêñéìÝíï áõôü ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí, ðïõ äéÝðåôáé áðü ôçí êëáóéêÞ
ìïíïäéÜóôáôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (åí ðñïêåéìÝíù ôçò Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò)

∂2T (z, t)
∂z2

= 1
a2

∂T (z, t)
∂t

,

æçôåßôáé íá åëåã÷èåß (íá åðáëçèåõèåß) üôé ç ëýóç ôïõ äßíåôáé áðü ôïí åîÞò áðëü ôýðï:

T (z, t) = T0 erf
(

z

2a
√
t

)
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ìå a2 ôç óõíïëéêÞ èåñìéêÞ óôáèåñÜ ôïõ åäÜöïõò óôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Õðüäåéîç: Ãéá
ôïí ïñéóìü ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò,
ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

pde = D[T[z, t], {z, 2}] == (1/aˆ2) D[T[z, t], t]

Åðßóçò ãéá ôçí ðéï ðÜíù ðéèáíÞ ëýóç T (z, t) ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Ts[z_, t_] = T0 Erf[z/(2 a Sqrt[t])]

Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç (verification) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå ôçí åíôïëÞ

ver1 = pde/.T->Ts

Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôçò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò ôçí åíôïëÞ

ver2 = Ts[0,t]

Ðþò êáëåßôáé ç óõíÜñôçóç erf(z) (ðïõ äçëþíåôáé ìå Erf[z] óôç Mathematica); Õðüäåéîç: Êáëåß-
ôáé óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò (óôá ÁããëéêÜ error function). Ðïéá åßíáé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóÞ ôçò óôï
äéÜóôçìá [0, 3]; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Plot[Erf[z], {z, 0, 3}]

Ïé ôéìÝò ôçò ãéá z = 0, ãéá z = 3 êáé ãéá z →∞; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

{Erf[0], Erf[3], Erf[Infinity]} // N

(To óýìâïëï Üðåéñï,∞, äçëþíåôáé ü÷é ìüíï ìå Infinity, áëëÜ ðéï êáëÜ ìåEsc inf Esc óôçMathemat-
ica.) Óôç óõíÝ÷åéá íá ãßíåé êáé ôï ó÷åôéêü ó÷Þìá (ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Plot) ãéá ôçí áíçãìÝíç
(áäéÜóôáôç) ðïóüôçôá T /T0 ãéá 0 ≤ z ≤ 6 (óå m) ìå a = 1 (óå m/

√
sec ) êáé t = 2, 8, 32 (óå sec, ôñåéò

êáìðýëåò: P1, P2 êáé P3). Ïé ôñåéò áõôÝò êáìðýëåò íá äïèïýí êáé óå åíéáßï ó÷Þìá. Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Show[P1, P2, P3]

Ôé ðáñáôçñåßôáé áðü ôï ôåëéêü áõôü ó÷Þìá; Ìåéþíåôáé ðñáãìáôéêÜ äñáóôéêÜ ç èåñìïêñáóßá T (z, t)
ìÝóá óôï Ýäáöïò ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ t; Ðïéá åßíáé ç öõóéêÞ åîÞãçóç ôïõöáéíïìÝíïõ áõôïý;

ÕÐÏÄÅÉÎÇ ÃÉÁ ÔÇ ×ÑÇÓÇ ÔÏÕ ÐÁÊÅÔÏÕ VectorAnalysis

Óôéò ðáñáêÜôù áóêÞóåéò ôçò ðáñïýóáò ïìÜäáò áóêÞóåùí ãßíåôáé áíáöïñÜ êáé ÷ñÞóç ôïõ
áñìïíéêïý ôåëåóôÞ (ôçò ËáðëáóéáíÞò) Ä ≡ ∇2 êáèþò êáé ôïõ äéáñìïíéêïý ôåëåóôÞ Ä2 ≡ ∇4. Ïé
äéáöïñéêïß áõôïß ôåëåóôÝò ìðïñïýí íá åéóá÷èïýí Üìåóá áðü ôï ÷ñÞóôç ôçò Mathematica âÜóåé
ôùí ó÷åôéêþí ïñéóìþí ôïõò ìÝóù ôùí êáôÜëëçëùí ðáñáãùãßóåùí. ÅíáëëáêôéêÜ üìùò ìðïñåß íá
÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ôï ðáêÝôï Calculus‘VectorAnalysis‘. Áõôü «öïñôþíåôáé» ìÝóù ôçò ìéáò Þ ôçò
Üëëçò áðü ôéò äýï áðüëõôá éóïäýíáìåò ðáñáêÜôù åíôïëÝò

Needs["Calculus‘VectorAnalysis‘"] Þ áðëïýóôåñá <<Calculus‘VectorAnalysis‘

(Õðüäåéîç: Ðñïóï÷Þ óôç âáñåßá. Åßíáé ðÜíù áñéóôåñÜ óôï ðëçêôñïëüãéï!) Ìüëéò «öïñôùèåß» ôï
ðáêÝôïVectorAnalysis, ï ÷ñÞóôçò ôçòMathematica ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôéò ó÷åôéêÝò åíôïëÝò,
ð.÷. Laplacian (ãéá ôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace, ôïí áñìïíéêü ôåëåóôÞ) êáé Biharmonic (ãéá ôï äéáñìï-
íéêü ôåëåóôÞ) áêïëïõèþíôáò ôéò ó÷åôéêÝò ïäçãßåò. Ç óçìáíôéêüôåñç áðü áõôÝò åßíáé ï êáèïñéóìüò
ôùí óõíôåôáãìÝíùí (óõíÞèùò ÊáñôåóéáíÝò, êõëéíäñéêÝò Þ óöáéñéêÝò). Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ãéá
ìéá óõíÜñôçóç A(x, y) ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ôç ËáðëáóéáíÞ ôçò (ôç Laplacian) óå ÊáñôåóéáíÝò óõ-
íôåôáãìÝíåò (áöïý Ý÷ïõìå Þäç öïñôþóåé ôï ðáêÝôï VectorAnalysis óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù)
äßíïíôáò ôçí áêüëïõèç åíôïëÞ (üðïõ ðåñéëÜâáìå êáé ôçí áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ìÝóù
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ôçò åíôïëÞò Simplify, ðïõ ãåíéêÜ ÷ñåéÜæåôáé!):

Laplacian[A[x,y], Cartesian[x,y,z]]//Simplify

Ìðïñïýìå åðßóçò íá åöáñìüóïõìå áíÜëïãá ôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ Ä2 ≡ ∇4 óôçí ßäéá áêñéâþò
óõíÜñôçóç äßíïíôáò ôçí åíôïëÞ

Biharmonic[A[x,y], Cartesian[x,y,z]]//Simplify

Óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò (x, y, z) Ý÷ïõìå ôéò áðüëõôá áíôßóôïé÷åò åíôïëÝò

Laplacian[A[x,y,z], Cartesian[x,y,z]]//Simplify

Biharmonic[A[x,y,z], Cartesian[x,y,z]]//Simplify

ÅíáëëáêôéêÜ ìðïñïýìå íá êáèïñßóïõìå ôç ÷ñÞóç Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí åê ôùí ðñïôÝñùí
ìÝóù ôçò åíôïëÞò SetCoordinates, ð.÷.

SetCoordinates[Cartesian[x,y,z]]

ïðüôå ãñÜöïõìå áðëÜ

Laplacian[A[x,y]]//Simplify Þ Laplacian[A[x,y,z]]//Simplify

Ìðïñïýìå åðßóçò íá ïñßóïõìå êáé Üëëá åßäç óõíôåôáãìÝíùí ìå áðüëõôá áíÜëïãï ôñüðï, ð.÷.

SetCoordinates[Cylindrical[r,è,z]]//Simplify

ïðüôå ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá ËáðëáóéáíÞ óå ðïëéêÝò Þ êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ãñÜöïíôáò

Laplacian[A[r,è]]//Simplify Þ Laplacian[A[r,è,z]]//Simplify

áíôßóôïé÷á. Ãéá ôç ÷ñÞóç óöáéñéêþí óõíôåôáãìÝíùí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ðÜëé ôçí
åíôïëÞ SetCoordinates, ð.÷. ùò åîÞò:

SetCoordinates[Spherical[ñ,è,ö]]//Simplify

êáé íá âñïýìå Ýðåéôá ìéá ËáðëáóéáíÞ, ð.÷. ìÝóù ôçò áðëÞò åíôïëÞò

Laplacian[A[ñ,è,ö]]//Simplify

Åííïåßôáé âÝâáéá üôé ôá ðéï ðÜíù óýìâïëá A, x, y, z, r, è êáé ö åßíáé ôõ÷áßá êáé ü÷é õðï÷ñåùôéêÜ.
ÏðïéáäÞðïôå óýìâïëá èá ìðïñïýóáí íá åß÷áí ÷ñçóéìïðïéçèåß áíôß ãéá ôá óýìâïëá áõôÜ!

ÔÝëïò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò BïÞèåéáò (Help) ôçò Mathematica ìðïñïýìå íá ìåëåôÞóïõìå ôéò ëåðôï-
ìåñåßò ïäçãßåò ÷ñÞóåùò ôïõ ðáêÝôïõ VectorAnalysis ãéá ôïõò ðáñáðÜíù êáé Üëëïõò ÷ñÞóéìïõò
ôåëåóôÝò óôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç ãéá ôá ðéï ðÜíù áëëÜ êáé Üëëá óõóôÞìáôá óõíôåôáãìÝíùí.

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-B5 ([X êáé Y] Áñìïíéêüò ÔåëåóôÞò (ËáðëáóéáíÞ, ÔåëåóôÞò ôïõ Laplace), Äéáñ-
ìïíéêüò ÔåëåóôÞò): Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç áìÝóùò ðáñáðÜíù õðüäåéîç (ðñéí áðü ôçí
åêöþíçóç ôçò ðáñïýóáò áóêÞóåùò). Ãéá ôç ËáðëáóéáíÞ: Ä ≡ ∇2 êáé ôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ:
Ä2 ≡ ∇4 æçôïýíôáé: (á) Ðþò åßíáé äéáèÝóéìïé ïé ôåëåóôÝò áõôïß; Íá «öïñôùèåß» ôï ó÷åôéêü ðáêÝôï
ôçò Mathematica, åÜí áõôü äåí Ý÷åé Þäç ãßíåé. (â) Ðïéåò ðëçñïöïñßåò äßíåé ç Mathematica (÷ùñßò
ôç ÷ñÞóç ôçò ÂïÞèåéáò (Help)) ãéá ôïõò ôåëåóôÝò áõôïýò; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

??Laplacian

ãéá ôïí ðñþôï ôåëåóôÞ (ôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace, ôïí áñìïíéêü ôåëåóôÞ) êáèþò êáé ç åíôïëÞ

??Biharmonic

ãéá ôï äåýôåñï (ôï äéáñìïíéêü). Ôé óçìáßíïõí ïé éäéüôçôåò Protected êáé ReadProtected ôùí ôå-
ëåóôþí áõôþí óôç Mathematica; (ã) Ðïéåò åßíáé ïé åêöñÜóåéò ôïõ áñìïíéêïý ôåëåóôÞ (ôçò Ëá-
ðëáóéáíÞò, ôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace) ãéá ìéá ôõ÷áßá êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç f óôéò
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äýï äéáóôÜóåéò ôüóï óå ÊáñôåóéáíÝò üóï êáé óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò; ÁíÜëïãï åñþôçìá óôéò
ôñåéò äéáóôÜóåéò óå ÊáñôåóéáíÝò, óå êõëéíäñéêÝò êáé óå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. ÌÝ÷ñé ôé ôÜîåùò
ðáñÜãùãïé õðåéóÝñ÷ïíôáé óôéò åêöñÜóåéò ðïõ âñÝèçêáí; (ä) Áêñéâþò ïé ßäéåò åñùôÞóåéò ìå ôï
åñþôçìá (ã), áëëÜ ôþñá ãéá ôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ. (å) Ðïý áêñéâþò ðáñïõóéÜæåôáé ï áñìïíéêüò
ôåëåóôÞò óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò; Óôç Âáñýôçôá; Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ; Óôçí Åðßðåäç Åëá-
óôéêüôçôá; Óôç ÓôñÝøç; (óô) Ðïý áêñéâþò ðáñïõóéÜæåôáé ï äéáñìïíéêüò ôåëåóôÞò óôçí Åðßðåäç
Åëáóôéêüôçôá; Óôç Èåùñßá Ðëáêþí;

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-Â6 ([× êáé Õ]: Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åëáóôéêüôçôá, ÐïëéêÝò ÓõíôåôáãìÝíåò,
ÔÜóåéò, ÁñìïíéêÝò êáé ÄéáñìïíéêÝò ÓõíáñôÞóåéò): Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá åíüò Üðåéñïõ
(äçëáäÞ ðïëý ìåãÜëùí äéáóôÜóåùí) éóüôñïðïõ åëáóôéêïý äïêéìßïõ ìå êõêëéêÞ ïðÞ áêôßíáò R ìå
êÝíôñï ôçí áñ÷Þ Ï ôùí óõíôåôáãìÝíùí. Ç öüñôéóç ôïõ äïêéìßïõ åßíáé ïìïéüìïñöç åöåëêõóôéêÞ
êáôÜ ôïí Üîïíá Ox óôï Üðåéñï. (Äåí õðÜñ÷åé öüñôéóç óôï óýíïñï ôçò êõêëéêÞò ïðÞò.) Ïé ôÜóåéò
ór, óè êáé ôrè óôï äïêßìéï áõôü (åýëïãá óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è)) Ý÷ïõí ôéò åîÞò åêöñÜóåéò:

ór = p
2

[(
1− R2

r2

)
+

(
1+ 3R4

r4
− 4R2

r2

)
cos 2è

]
,

óè = p
2

[(
1+ R2

r2

)
−

(
1+ 3R4

r4

)
cos 2è

]
,

ôrè = − p
2

(
1− 3R4

r4
+ 2R2

r2

)
sin 2è.

Æçôïýíôáé: (á) Íá õðïëïãéóèïýí ïé åêöñÜóåéò ôùí ôÜóåùí ór, óè êáé ôrè áêñéâþò óôçí ðåñéöÝñåéá
r = R ôçò êõêëéêÞò ïðÞò. Ðñïêýðôåé üôé åßíáé ðñáãìáôéêÜ áöüñôéóôç ç êõêëéêÞ ïðÞ; (â) Ðïéá åßíáé
ç ìåãáëýôåñç ôéìÞ ôçò ôÜóåùò óè ðÜíù óôçí ßäéá ðåñéöÝñåéá êáé ðïý ðáñïõóéÜæåôáé; (Õðüäåéîç:
Ãéá è = ±ð/2.) (ã) Ðïéï åßíáé åðïìÝíùò ôï «êüóôïò» (ðÜíù óôéò ôÜóåéò) ôçò õðÜñîåùò ôçò êõêëéêÞò
ïðÞò; Åßíáé áìåëçôÝï Þ ü÷é ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü; (ä) ÔåëéêÜ æçôåßôáé íá åëåã÷èåß åÜí Þ ü÷é ïé
ðáñáðÜíù ôñåéò ôÜóåéò êáèþò êáé ôï Üèñïéóìá ôùí ïñèþí ôÜóåùí s = ór + óè åßíáé áñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò. Åðßóçò åÜí åßíáé Þ ü÷é äéáñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ôé ðáñáôçñåßôáé; Åßíáé åýëïãï áõôü
óå óýãêñéóç ìå ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y); Ãéáôß; Õðüäåéîç: Ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
ç åíôïëÞ (ôï è ìå Esc q Esc óôç Mathematica!)

SetCoordinates[Cylindrical[r, è, z]]

óôï ðáêÝôïVectorAnalysis. Åðßóçò, ãéá äéåõêüëõíóç, ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞMap êáé
ãéá ôéò áðëïðïéÞóåéò ç åíôïëÞ Simplify.

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-Â7 ([× êáé Õ] Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Èåùñïýìå ôï êëáóéêü äéäéÜóôáôï ðñüâëçìá
ôçò åðßðåäçò ìüíéìçò (óôáèåñÞò) ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý ãýñùáðü êýëéíäñï áêôßíáò R. (¸ôóé êïíôÜ
óôïí êýëéíäñï «åìðïäßæåôáé» êÜðùò ç ñïÞ.) Ç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý ìáêñéÜ áðü ôïí êýëéíäñï
åßíáé êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ ïñéæüíôéïõ Üîïíá (ôïõ Üîïíá Ox) êáé ßóç ìå V . Èåùñåßôáé åðßóçò
üôé õößóôáôáé êõêëïöïñßá Ã ôçò ñïÞò ôïõ ñåõóôïý ãýñù áðü ôïí êýëéíäñï. Óôï ðñüâëçìá áõôü
ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò) Ø(r, è) Ý÷åé ôçí åîÞò ìÜëëïí áðëÞ Ýêöñáóç óå ðïëéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ìå áñ÷Þ O ôï êÝíôñï ôçò äéáôïìÞò ôïõ êõëßíäñïõ:

Ø(r, è) = V sin è
(
r− R2

r

)
− K ln

r
R
.

Æçôïýíôáé: (á) Ï õðïëïãéóôéêüò Ýëåã÷ïò üôé ç ðáñáðÜíù ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø(r, è) åßíáé áñìïíéêÞ.
(Õðüäåéîç: Ôï Ø ìå EscY Esc, Ëáôéíéêü ü÷é Åëëçíéêü Õ, óôç Mathematica.) (â) Åßíáé êáé äéáñìïíéêÞ;
Ãéáôß; (èåùñçôéêÞ áðÜíôçóç). (ã) Íá åðáëçèåõèåß êáé õðïëïãéóôéêÜ üôé ðñÜãìáôé åßíáé êáé äéáñìï-
íéêÞ, áí êáé ðñïöáíþò ìüíï ç áñìïíéêüôçôá Ý÷åé ïõóéáóôéêÞ óçìáóßá ãéá ìéá áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.
(ä) Ôé äéáóôÜóåéò Ý÷åé ç êõêëïöïñßá Ã óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ; Ðþò õðïëïãßæåôáé óõíÞèùò;
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ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-C

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-C1 ([Y] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÌåôÜäïóç Èåñìü-
ôçôáò): Ná ãßíåé áðüðåéñá åðéëýóåùò ìå ôç Mathematica (åíôïëÞ DSolve êáé ðÜëé) ôçò êëáóéêÞò
ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò (ð.÷. óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò) ìå óêïðü ôçí åýñåóç
ôçò ãåíéêÞò ôçò ëýóåùò. Åðéôõã÷Üíåé Þ ü÷é ç Mathematica óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôçò áõôÞ; Ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-C2 ([X] Ôýðïé äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò): Æçôåßôáé íá
âñåèåß ï ôýðïò: (á) ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò, (â) ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò
ôçò äéá÷ýóåùò êáé (ã) ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace ìå âÜóç ôïí õðïëïãéóìü ôçò ó÷åôéêÞò
äéáêñßíïõóáò Ä. (ä) Ôï ßäéï åñþôçìá (ìå äéÜêñéóç üìùò ôñéþí ðåñéðôþóåùí) ãéá ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

(1−M2)
∂2Ö
∂x2

+ ∂2Ö
∂y2

= 0

ìå Ö = Ö(x, y) êáé ìå ôï M ìç áñíçôéêÞ óôáèåñÜ (Ì ≥ 0). Ðïý áðáíôÜôáé ç åîßóùóç áõôÞ; Ðþò
êáëåßôáé ç óôáèåñÜ (ç ðáñÜìåôñïò) M; Æçôåßôáé åðßóçò êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ôåëåõôáßáò áõôÞò
åîéóþóåùò ìå ôç âïÞèåéá äýï áõèáßñåôùí ðáñáãùãßóéìùí óõíáñôÞóåùí. Óôï ôÝëïò æçôåßôáé êáé
ç åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå.

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-C3 ([X] ÁëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí): Ìå ôçí áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìå-
ôáâëçôþí î = x− Vt êáé ô = t æçôïýíôáé: (á) Ðïéá ìïñöÞ ðáßñíåé ç áðëÞ åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò
ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ôï íåñü íá êéíåßôáé ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá V ; (â) Ôï ßäéï åñþôçìá, áí
õðÜñ÷åé åðéðëÝïí êáé ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç ìå óõíôåëåóôÞ ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò D.

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-C4 ([X] Åîßóùóç ôïõ Laplace): Ç ãíùóôÞ ìáò åîßóùóç ôïõ Laplace (ìå ëýóåéò
ôéò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò) åßíáé ìéá êëáóéêÞ êáé ó÷åôéêÜ áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáãþãïõò êáé áðáíôÜôáé ðïëý óõ÷íÜ óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Åäþ æçôåßôáé íá
âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace: (á) Ìå ôç âïÞèåéá áëëáãÞò áíåîÜñ-
ôçôùí ìåôáâëçôþí áíÜëïãçò åêåßíçò ðïõ åöáñìüæåôáé óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò
óôç ìÝèïäï ôïõ d’Alembert. (â) Ìå êáôÜëëçëç ðñïóáñìïãÞ ôçò ëýóåùò ôïõ d’Alembert ãéá ôç
ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò. (ã) Ìå ôç âïÞèåéá ðéèáíÞò ëýóåùò ôçò ìïñöÞò ö(x + ìy)
êáé ôçò ó÷åôéêÞò äåõôåñïâÜèìéáò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p2(ì) = 0. (ä) ÔÝëïò ìå ôç ÷ñÞóç
åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ôçò ìïñöÞò exp (ëx+ ìy) ôåëéêÜ óå ìïñöÞ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ óôï
äéÜóôçìá (−∞,∞).

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-C5 ([× êáé Õ] ÐëÜêåò): Íá åëåã÷èåß åÜí (Þ ü÷é) êÜèå óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

wa(x, y) = (x − iy) f (x + iy)+ g(x + iy)

(ìå i = √−1 ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá êáé f (z) êáé g(z) êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìåò áõèáßñåôåò óõ-
íáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò) åðáëçèåýåé ôo ïìïãåíÝò ìÝñïò (äçëáäÞ ìå ìçäåíéêÞ êÜèåôç öüñôéóç
p(x, y)) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò éóüôñïðçò åëáóôéêÞò ðëÜêáò

Ä2w(x, y) ≡ ∇4w(x, y) = p(x, y)
D

(ìå D ôç äõóêáìøßá ôçò ðëÜêáò). Ôï ßäéï åñþôçìá ãéá ôç óõíÜñôçóç

wb(x, y) = (x + iy) f (x − iy)+ g(x − iy).

ÐïýðÜó÷åé ç üëç äéáäéêáóßá êáé ôé «èåñáðåßá» õðÜñ÷åé; (Ðïéá åßíáé ç áíôßóôïé÷çðñáãìáôéêÞ ãåíéêÞ
ëýóç;) ÐáñáðÝñá ðïéåò ôñåéò óôïé÷åéþäåéò áíÜëïãåò óõíáñôÞóåéò wk(x, y) (k = 1, 2, 3) ìðïñïýí íá
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÷ñçóéìïðïéçèïýí óáí ðñáãìáôéêÞ (ãéáôß Üñáãå ðñáãìáôéêÞ;) ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþ-
óåùò ôçò ðëÜêáò ãéá óôáèåñÞ êÜèåôç öüñôéóç p(x, y) = p0; ÔåëéêÜ ôé èá êáèïñßóåé ôéò óõíáñôÞóåéò
f (z) êáé g(z) óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ðëÜêáò õðü óôáèåñÞ êÜèåôç öüñôéóç p0; Ðïéï åßíáé
åðïìÝíùò ôï «äýóêïëï» ìÝñïò ôçò üëçò äéáäéêáóßáò;

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-C6 ([X] Åîßóùóç ôïõ Laplace, Ðñüâëçìá Dirichlet): Óôçí åðßðåäç ïñèïãùíéêÞ
ðåñéï÷Þ D = [0, a] × [0, b] (ìå a > 0 êáé b > 0) æçôïýíôáé: (á) Ç åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
Dirichlet ìå ïìïãåíåßò (ìçäåíéêÝò) óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôéò ôñåéò ðëåõñÝò x = a, y = 0, y = b êáé
ìç ïìïãåíÞ ôçò ìïñöÞò u(0, y) = g(y) óôçí ôÝôáñôç ðëåõñÜ x = 0 (ìå 0 ≤ y ≤ b êáé ôç óõíÜñôçóç
g(y) ãíùóôÞ óôï äéÜóôçìá áõôü). (â) Ç åðßëõóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ðñïâëÞìáôïò Dirichlet ãéá ôçí
çìéëùñßäá D∗ ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ D üôáí a → ∞ öõóéêÜ ìå öñáãìÝíç
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, y) ãéá x →∞.

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-C7 ([X êáé Y] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÌÝèïäïò ôïõ
d’Alembert, Åîßóùóç ôïõ Poisson, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÓôñÝøç): Óôï ðñüâëçìá ôçò óôñÝ-
øåùò åõèýãñáììçò, ïìïãåíïýò, ãñáììéêÜ åëáóôéêÞò ñÜâäïõ ìÞêïõò L (0 ≤ z ≤ L) êáé óôáèåñÞò
äéáôïìÞò S (óôï åðßðåäï Oxy) óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí áðáíôÜôáé ç åîßóùóç ôïõ Poisson

∇2ö(x, y) = F(x, y), F(x, y) = −2Gè (óôáèåñÜ), (x, y) ∈ S

(ìå Ä ≡ ∇2 ôï ãíùóôü áñìïíéêü ôåëåóôÞ), G ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò ôïõ åëáóôéêïý õëéêïý êáé è ôç
(óôáèåñÞ) ãùíßá óôñÝøåùò áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò. Ç óõíÜñôçóç ö(x, y) êáëåßôáé ôáóéêÞ óõíÜñôçóç
(üðùò õðïäåß÷èçêå áðü ôïí Prandtl ôï 1903), ãéáôß áðü áõôÞí ðñïêýðôïõí åýêïëá êáé ïé äýï
ôÜóåéò (äéáôìçôéêÝò âÝâáéá) óôï ðáñüí ðñüâëçìá ìÝóù ôùí áðëþí ôýðùí

ôxz = ∂ö(x, y)
∂y

, ôyz = − ∂ö(x, y)
∂x

, (x, y) ∈ S.

Åäþ æçôïýíôáé: (á) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù åîéóþóåùò ôïõ Poisson (áóöáëþò ãéá ðñáãìáôéêÞ
ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ö(x, y)) õðï÷ñåùôéêÜ ìå êáôÜëëçëç (êáé åîáñ÷Þò ôñïðïðïéçìÝíç) ÷ñÞóç ôçò
ìåèüäïõ ôïõ d’Alembert ãéá ôçí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò. (Ðïéá åßíáé ç áíôéóôïé÷ßá ôùí óôáèåñþí;)
(â) ÅíáëëáêôéêÜ èá ìðïñïýóáìå íá ìåôáôñÝøïõìå ôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç ôïõ Poisson óå åîß-
óùóç ôïõ Laplace áêñéâþò ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá; (ã) Óáí åöáñìïãÞ íá ãßíïõí ï õðïëïãéóìüò ôùí
äéáôìçôéêþí ôÜóåùí êáé ï Ýëåã÷ïò ôçò éó÷ýïò ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáèþò êáé
ôùí åîéóþóåùí éóïññïðßáò óôï ðáñüí ðñüâëçìá óôñÝøåùò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ

ö(x, y) = − Gè
2

[
(x2 + y2)− 1

a
(x3 − 3xy2)+ b

]
, (x, y) ∈ S,

ìå ôá a êáé b óôáèåñÝò (ìå ôé öõóéêÝò äéáóôÜóåéò;). (ä) Ôé (ðÜñá ðïëý óçìáíôéêü ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü) ðáñáëåßøáìå íá áíáöÝñïõìå (åäþ åê ðñïèÝóåùò) óôá ðéï ðÜíù åñùôÞìáôá;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-C8 ([X] Åäáöïìç÷áíéêÞ): Óôï ðïëý åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï ôçò óôåñåïðïéÞ-
óåùò (consolidation) óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ õðü ôçí éó÷ý ôçò êëáóéêÞò èåùñßáò ôïõ Karl Terzaghi,
ôïõ «ðáôÝñá» ôçò Åäáöïìç÷áíéêÞò, ãéá ôç ìïíïäéÜóôáôç ðåñßðôùóç (êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ
âÜèïõò z ìÝóá óôï Ýäáöïò) ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂u
∂t

= cv
∂2u
∂z2

.

Ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ï ÷ñüíïò t (ìå t > 0) êáé ôï âÜèïò z ìÝóá óôï Ýäáöïò (ìå z > 0).
Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(z, t) åßíáé ç ðñüóèåôç õäñïóôáôéêÞ ðßåóç ðüñùí (excess pore water
pressure) Þ õðåñðßåóçðüñùí. Ôï óýìâïëï cv äçëþíåé ôï óõíôåëåóôÞ óôåñåïðïéÞóåùò (coefficient
of consolidation), ðïõ èåùñåßôáé ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. ÅîåôÜæïõìå Ýíá óôñþìá (Þ ìéá óôñþóç)
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(layer) ôïõ åäÜöïõò ýøïõò ßóïõ ìå 2d (êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ Üîïíá Oz). Óôá üñéÜ ôïõ z = 0 êáé
z = 2d (0 ≤ z ≤ 2d) Ý÷ïõìå ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

u(0, t) = u(2d, t) = 0.

Ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 éó÷ýåé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç

u(z, 0) = ui

öõóéêÜ ìå 0 ≤ z ≤ 2d êáé ìå ôï ui ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á) Ç ïíïìáóßá ôçò ðéï
ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (â) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò.
(ã) Ç ðëÞñçò åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí ðïõ ïñßóèçêå ðéï ðÜíù
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí, äçëáäÞ èÝôïíôáò áñ÷éêÜ

u(z, t) = Z(z)T (t).

Íá ìçí ðáñáëåéöèåß êáé ç äéÜêñéóç ðåñéðôþóåùí ãéá ôç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë (ìå ëåðôïìÝ-
ñåéåò): (i) èåôéêÞ, (ii) ìçäÝí êáé (iii) áñíçôéêÞ. (ä) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò u(z, t) ðïõ âñÝèçêå êáé
ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ùò ðñïò ôéò ôñåéò óõíèÞêåò: äýï óõíïñéáêÝò êáé ìßá áñ÷éêÞ.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-C9 ([X êáé Y] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÌÝèïäïò ×ù-
ñéóìïý ôùí Ìåôáâëçôþí, ÉäéïôéìÝò, ÉäéïóõíáñôÞóåéò, Åîßóùóç Äéá÷ýóåùò, ÌåôÜäïóç Èåñìü-
ôçôáò): Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica æçôåßôáé íá ìåëåôçèåß ôï ìïíïäéÜóôáôï ðñüâëçìá ôçò
Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò, ðïõ õðáêïýåé óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò, äçëáäÞ

∂u
∂t

= c2
∂2u
∂x2

. (1)

Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôï óýìâïëï x äçëþíåé ôç èÝóç (åí ðñï-
êåéìÝíù 0 ≤ x ≤ L), ôï óýìâïëï t ôï ÷ñüíï (óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò 0 ≤ t < ∞) êáé ôï óýìâïëï
u = u(x, t) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ôç èåñìïêñáóßá åßôå óå âáèìïýò
Êåëóßïõ åßôå óå âáèìïýò Kelvin). Ç óôáèåñÜ c2 (ðñïöáíþò èåôéêÞ) Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôéò ìç÷áíéêÝò
êáé èåñìéêÝò éäéüôçôåò ôïõ õëéêïý.

ÐÝñá áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñÝðåé íá éó÷ýïõí åðßóçò êáé ïé êáôÜëëçëåò óõíïñéáêÝò êáé
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá èåùñïýìå üôé éó÷ýïõí ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0 ∀t ∈ [0,∞) (2)

êáèþò êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç:
u(x, 0) = f (x) ∀x ∈ [0, L], (3)

üðïõ f (x) äçëþíåé ãíùóôÞ, ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ óõíÜñôçóç óôï äéÜóôçìá [0, L]. Óôç óõãêåêñéìÝíç
ðåñßðôùóç ç óõíÜñôçóç f (x) èåùñåßôáé üôé Ý÷åé ôç ìïñöÞ

f (x) =
(x
L

)3 (
1− x

L

)
sin

ðx
2L

(4)

oõóéáóôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò áäéÜóôáôçò ìåôáâëçôÞò î = x/L. Ïé åîéóþóåéò (1), (2), (3) êáé (4)
áðïôåëïýí ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí êáé áñ÷éêþí ôéìþí óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ èÝëïõìå íá åðéëýóïõìå ìå ôç âïÞèåéá ôçò Mathematica. Æçôïýíôáé:

(á) Õðï÷ñåùôéêÜ ìÝóá óôï notebook ôçò Mathematica íá áðáíôçèïýí (óå ìïñöÞ êåéìÝíïõ ìå
Alt 7) ôá åîÞò õðïåñùôÞìáôá: Ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ôçò äéá÷ýóåùò) ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò åßíáé ãñáììéêÞ Þ ìç ãñáììéêÞ; Ðïéåò åßíáé ïé áíåîÜñôçôåò êáé ðïéá ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ;
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Ôé ôÜîåùò åßíáé; ¸÷åé íüçìá ï ÷áñáêôçñéóìüò ôçò óáí åëëåéðôéêÞò, ðáñáâïëéêÞò Þ õðåñâïëéêÞò;
ÅÜí íáé, ôé åßíáé áðü ôá ôñßá; Åßíáé ïìïãåíÞò Þ ìç ïìïãåíÞò; ÕðÜñ÷åé ãåíéêÞ ëýóç (ìå ôç âïÞèåéá
áõèáßñåôùí óõíáñôÞóåùí), üðùò éó÷ýåé óôçí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò, ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace êáé ôç
äéáñìïíéêÞ åîßóùóç; Ãéáôß Üñáãå; Ðþò ôñïðïðïéïýíôáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (2) óå ðåñßðôùóç
ôÝëåéáò ìïíþóåùò áíôß ãéá ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá óôá Üêñá áõôÜ; Óå ðåñßðôùóç ìïíþóåùò óôï
áñéóôåñü Üêñï êáé óôáèåñÞò èåñìïêñáóßáò u0 óôï äåîéü Üêñï;

(â) Íá áíáöåñèïýí äýï öõóéêÜ ðñïâëÞìáôá óôç ìéá äéÜóôáóç âÝâáéá ðïõ íá ó÷åôßæïíôáé ìå
ôçÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò êáé üðïõ íá éó÷ýåé ôï ðéï ðÜíùðñüâëçìá áñ÷éêþí--óõíïñéáêþí ôéìþí.
Íá äïèïýí ðëÞñåéò öõóéêÝò ëåðôïìÝñåéåò. Ðñïò óôéãìÞ ìåôáöåñüìåíïé óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí
óôï åðßðåäï ðñüâëçìá, ðïéá åßíáé ç áíôéóôïé÷ßá ìå ôá äýï ðñïâëÞìáôá ðïõ ðñïáíáöÝñèçêáí;

(ã) Ðïéá åßíáé ç (ãåíéêåõìÝíç) ìïñöÞ ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óôéò äýï äéáóôÜ-
óåéò; Óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò; ÕðÜñ÷ïõí Üñáãå ðçãÝò èåñìüôçôáò; ÅÜí õðÞñ÷áí, ðþò èá Üëëáæå
ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç; Èá óõíÝ÷éæå íá Þôáí ïìïãåíÞò;

(ä) Óôï óôáôéêü ðñüâëçìá ðïéá áðëïýóôáôç ìïñöÞ ðáßñíåé ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò; Ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò; (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ
DSolve ôçò Mathematica.) Ìðïñåß íá ãßíåé äåêôÞ (óôï óôáôéêü ðñüâëçìá) ç ðáñáðÜíù åéäéêÞ
óõíÜñôçóç f (x);

(å) Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôï ðáñüí äõíáìéêü ðñüâëçìá, áêñéâþò üðùò ðáñïõóéÜóèçêå ìáèç-
ìáôéêÜ ðéï ðÜíù, êáé óôç ëýóç ôïõ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica. Êáôáñ÷Þí æçôåßôáé ç ãñáöÞ
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1) óôç «ãëþóóá» ôçò Mathematica. Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé ç áíÜëõóç
ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u = u(x, t) óå ãéíüìåíï ìéáò óõíáñôÞóåùò ôïõ x, ôçò F(x), åðß ìéá
óõíÜñôçóç ôïõ t, ôç G(t), äçëáäÞ

u(x, t) = F(x)G(t) (5)

(÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí). Ðïéá ìïñöÞ ðáßñíåé ôþñá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1) ìåôÜ ôç äéáßñåóç
êáé ôùí äýï ìåëþí ôçò ìå c2u(x, t); ¸÷ïõí ðñáãìáôéêÜ ÷ùñéóèåß ïé ìåôáâëçôÝò;

(óô) Èåùñþíôáò êáé ôá äýï êëÜóìáôá óôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç ßóá ìå ôçí ßäéá óôáèåñÜ ë
(ãéáôß óôáèåñÜ;) ðïõ ôçí õðïèÝôïõìå áñíçôéêÞ êáé ôç óõìâïëßæïõìå ìå −p2, ìðïñïýìå åýêïëá íá
âñïýìå ôéò ãåíéêÝò ëýóåéò êáé ôùí äýï óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðñïÝêõøáí. Ðïéåò
åßíáé ïé ëýóåéò áõôÝò; (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ðÜëé ç åíôïëÞ DSolve ôçò Mathematica.)

(æ) Áðü ðïéá áðü ôéò äýï áõôÝò ëýóåéò ðñïêýðôåé ìå öõóéêü ôñüðï üôé ç óôáèåñÜ ë ðñÝðåé
óßãïõñá íá åßíáé áñíçôéêÞ; Ôé èá óõíÝâáéíå, åÜí Þôáí èåôéêÞ; Ðïéá öõóéêÞ áñ÷Þ èá ðáñáâéáæüôáí;

(ç) Åðáíåñ÷üìáóôåóôç ãåíéêÞ ëýóçðïõâñÞêáìå ãéá ôçíÜãíùóôçóõíÜñôçóç F(x). Åßíáé åýëïãï
íá ðÜñïõìå õðüøç êáé ôéò ÷ùñéêÝò (óõíïñéáêÝò) óõíèÞêåò (2). Ðþò ãñÜöïíôáé ïé åîéóþóåéò áõôÝò
óôç Mathematica; Ðïéá åßíáé ç êáôáñ÷Þí ëýóç ôïõ ó÷åôéêïý ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Solve; Åßíáé ÷ñÞóéìç ç ëýóç áõôÞ; ÅÜí ü÷é, ãéáôß; Ðïéï åßíáé ôï
ìçôñþï ôùí óõíôåëåóôþí ôùí Üãíùóôùí ðïóïôÞôùí C1, 2 óôéò óõíïñéáêÝò (áëãåâñéêÝò) åîéóþóåéò
ìáò (ãéá x = 0 êáé ãéá x = L); (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò Coefficient êáé Table.)
Ôé îÝñïõìå ãéá ôéò ëýóåéò åíüò ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí; Ðüôå
Ý÷ïõìå ìç ôåôñéììÝíç ëýóç; Ìå ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ïñßæïõóáò (Õðüäåéîç: ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
åíôïëÞò Det) ôùí óõíôåëåóôþí, äçëáäÞ ôçò ïñßæïõóáò ôïõ ìçôñþïõ ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå êáé Þäç
õðïëïãßóèçêå, íá áðïäåé÷èåß üôé ïé áðïäåêôÝò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò p ãéá ìç ôåôñéììÝíåò (äçëáäÞ
ãéá ìç ìçäåíéêÝò) ëýóåéò åßíáé áðëÜ ïé ëýóåéò ôçò óôïé÷åéþäïõò õðåñâáôéêÞò åîéóþóåùò

sin Lp = 0. (6)

(è) Ìðïñåß Üìåóá (ìå ôçí åíôïëÞ Solve) íá õðïëïãßóåé çMathematica ôéò ëýóåéò (ôéò ôéìÝò ôïõ p)
ðïõ æçôÜìå óôçí åîßóùóç (6); Ôé éó÷õñßæåôáé; ¢ñá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí åíôïëÞ
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solp = Solve[L p == n Pi, p]

(ìå ôï óýìâïëï solp íá Ý÷åé õéïèåôçèåß áõèáßñåôá) ãéá ôçí åýñåóç ôùí êáôÜëëçëùí ôéìþí ôçò
óôáèåñÜò p, ðïõ êáëïýíôáé êáé éäéïôéìÝò Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò óôï ðñüâëçìÜ ìáò. Áñêïý-
ìáóôå ðñïöáíþò, óôéò èåôéêÝò éäéïôéìÝò. Ãéáôß ìðïñïýìå íá áãíïÞóïõìå ôéò áñíçôéêÝò éäéïôéìÝò;
Ôé óõìâáßíåé åéäéêÜ ìå ôçí ôéìÞ p = 0;

(é) ¸÷ïõìå ôþñá ôç äõíáôüôçôá íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò ôéìÝò ôïõ p (ôçí Ýêöñáóç solp) óôéò
óõíïñéáêÝò åîéóþóåéò ìáò äéáðéóôþíïíôáò üôé ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå C1 = 0, äçëáäÞ íá ìçí Ý÷ïõìå
óõíçìéôïíéêü üñï óôç ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç F(x). ÐñïôéìÜìå åðßóçò ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâïëéóìïý Bn

ãéá ôçí óôáèåñÜ C2 (ôïõ çìéôïíéêïý üñïõ) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí éäéïôéìÞ pn. Ðïéá åßíáé åðïìÝíùò
ç ôåëéêÞ Ýêöñáóç Fn(x) ôçò ÷ùñéêÞò óõíáñôÞóåùò F(x) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí n-óôÞ éäéïôéìÞ pn;

(éá) ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ôþñá ôçí ÷ùñéêÞ ëýóç Fn(x) åðß ôç ÷ñïíéêÞ ëýóç Gn(t), ôçí ôåëåõôáßá
áöïý áãíïÞóïõìå ôç ó÷åôéêÞ óôáèåñÜ. Ãéáôß äå ÷ñåéáæüìáóôå ôç óôáèåñÜ áõôÞ; ¸÷ïõìå åðïìÝíùò
ôåëéêÜ ôçí åîÞò éäéïóõíÜñôçóç (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç):

un(x, t) = Fn(x)Gn(t), (7)

ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí éäéïôéìÞ pn. Ðïéá åßíáé ç ðëÞñçò Ýêöñáóç ôçò un(x, t); Éêáíïðïéåßôáé ç äéá-
öïñéêÞ ìáò åîßóùóç (1); Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (2); Ôé áðïìÝíåé;

(éâ) Ðñïöáíþò áðïìÝíåé ç ðëÞñùóç êáé ôçò áñ÷éêÞò ìáò óõíèÞêçò (3) ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò
åîéóþóåùò (4) ãéá ôç ãíùóôÞ áñ÷éêÞ èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ f (x). (Ãéáôß ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç åßíáé
ìüíï ìßá, åíþ ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åßíáé äýï;) Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðáßñíïõìå ôçí áñ÷éêÞ ìáò
Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, t) õðü ôç ìïñöÞ

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) (8)

Þ ìÜëëïí ðñïóåããéóôéêÜ ìåN üñïõò óôï Üèñïéóìá áíôß ãéá Üðåéñïõò üñïõò. ÄçëáäÞ åí ðñïêåéìÝíù
åðéëÝãïõìå N = 8 åí ãíþóåé ìáò üôé êÜíïõìå ðñïóÝããéóç ìå ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò

ũ(x, t) =
8∑

n=1

un(x, t). (9)

Åßíáé êáé ç óõíÜñôçóç áõôÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1); Ãéáôß; Ðïéá åßíáé ç áíá-
ëõôéêüôåñç Ýêöñáóç ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò; (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Sum.) Ðïéá
åßíáé ç áñ÷éêÞ (ãéá t = 0) Ýêöñáóç ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò;

(éã) Áóöáëþò ïé Üãíùóôïé óõíôåëåóôÝò Bn óôéò óõíáñôÞóåéò un(x, t) èá õðïëïãéóèïýí óáí óõ-
íôåëåóôÝò Fourier óå çìéôïíéêÞ óåéñÜ Fourier (üðùò ðñÜãìáôé åßíáé ç óåéñÜ (8) êáé ôï Üèñïéóìá (9)
ðñïóåããéóôéêÜ) áðü ôïõò ãíùóôïýò ôýðïõò (ãéá ôï äéÜóôçìá [0, L] öõóéêÜ). Íá õðïëïãéóèïýí ïé
áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ôùí óõíôåëåóôþí áõôþí (ìå n = 1, 2, . . . , 8) ãéá L = 1. (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìï-
ðïéçèïýí ïé åíôïëÝò Integrate, Table êáé N.)

(éä) ÔåëéêÜ, õðïèÝôïíôáò üôé L = 1 êáé c = 0.2, ðïéá åßíáé ç Ýêöñáóç ôçò óõíáñôÞóåùò ũ(x, t)
(ìå áñéèìçôéêïýò óõíôåëåóôÝò ðÝñá áðü ôéò ìåôáâëçôÝò x êáé t);

(éå) ¸÷ïõí ßóùò íüçìá êáé ïé ó÷åôéêÝò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò. Êáôáñ÷Þí æçôåßôáé ç ó÷åäßáóç
óå Ýíá ìüíï ó÷Þìá (ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Plot) ôçò èåñìïêñáóéáêÞò êáôáíïìÞò óôçí õðïôéèÝìåíç
ñÜâäï ìáò ãéá t = 0, 1, 2, 3, 4 ìå ôç ÷ñÞóç ôçòðñïóåããßóåùò ũ(x, t) ôïõðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò.
Ôé ðáñáôçñåßôáé; Ðïý ôåßíåé ç èåñìïêñáóßá óå üëá ôá óçìåßá ôçò ñÜâäïõ êáèþò ðåñíÜåé ï ÷ñüíïò;
Ãéáôß; (êáé ìáèçìáôéêÜ êáé öõóéêÜ). Ðþò ìåôáêéíåßôáé ôï ìÝãéóôï ôçò èåñìïêñáóßáò; Ãéáôß;

(éóô) Óôï ó÷Þìá ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ åñùôÞìáôïò æçôåßôáé åðéðëÝïí ç ðñïóèÞêç ôïõ ôßôëïõ
«TEMPERATURE OF THE BAR» êáé ôùí åíäåßîåùí «Position» êáé «Temperature» óôïõò äýï Üîïíåò.
(Õðüäåéîç:Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åðéëïãÝòPlotLabel êáéAxesLabel ôçò åíôïëÞòPlot áíôßóôïé÷á.)
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(éæ) Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé êáé ç ôñéäéÜóôáôç ðáñÜóôáóç ôçò èåñìïêñáóéáêÞò êáôáíïìÞò óôç
ñÜâäï ãéá 0 ≤ x ≤ 1âÝâáéá êáé 0 ≤ t ≤ 4. (Õðüäåéîç:Íá÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞPlot3D.)Ï ôßôëïò
êé ïé åíäåßîåéò óôïõò Üîïíåò íá ðáñáìåßíïõí üðùò êáé óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá ìå ôçí ðñïöáíÞ
ðñïóèÞêç êáé ôçò åíäåßîåùò «Time» óôïí ôñßôï Üîïíá ðïõ åéóáãÜãáìå óôï ðáñüí åñþôçìá. Ôï ßäéï
áêñéâþò ó÷Þìá æçôåßôáé íá ãßíåé êáé áðü ôï «óçìåßï ðáñáôçñÞóåùò» (0, − 6, 2.5). (Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åðéëïãÞ ViewPoint ôçò åíôïëÞò Plot.) Ðïéá óõìðåñÜóìáôá åîÜãïíôáé êáé ðÜëé
áðü ôï ðáñüí åñþôçìá ãéá ôçí ðïñåßá ôçò èåñìïêñáóéáêÞò êáôáíïìÞò óôç ñÜâäï óõíáñôÞóåé ôïõ
÷ñüíïõ; Ôé èá ãßíåé, áí áõîçèåß ç óôáèåñÜ c óôç âáóéêÞ äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (1); Áðü åíåñãåéáêÞò
áðüøåùò ðþò åîçãåßôáé ôï üëï öáéíüìåíï; Ôé èá óõíÝâáéíå, áí ç ñÜâäïò Þôáí èåñìéêÜ ìïíùìÝíç
óôá Üêñá ôçò; Ðïéá åéêÜæåôáé üôé èá Þôáí ç ôåëéêÞ èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ (ãéá t →∞);

(éç) ÔÝëïò ðïéåò åßíáé ïé ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí åíôïëÞ Plot ðïõ ðáßñíïõìå ìå ôçí åíôïëÞ ?Plot;
Ðïéåò åßíáé ïé åðéëïãÝò ôçò åíôïëÞò Plot; (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Options[Plot].)

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-D

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-D1 ([Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÃåíéêÜ): Íá ìåëå-
ôçèåß ç åíôïëÞ DSolve ôçò Mathematica êõñßùò üóïí áöïñÜ óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò. Óôç óõíÝ÷åéá íá âñåèïýí ïé ãåíéêÝò ëýóåéò (óå üóï âáèìü åßíáé áõôü äõíáôüí) êáé
íá åðáëçèåõèïýí ôá áðïôåëÝóìáôá óôéò åîÞò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò:

2
∂z
∂x

− ∂z
∂y

= 0, (1)

y
∂z
∂x

+ x
∂z
∂y

= z − 1, (2)

∂z
∂x

+ ∂z
∂y

= x + y + 2
xy

, (3)

∂y
∂x1

+ ∂y
∂x2

+ ∂y
∂x3

= 0, (4)

x1
∂y
∂x1

+ x2
∂y
∂x2

= ex1x2 , (5)

2
∂y
∂x1

+ 3
∂y
∂x2

= x1x2ey . (6)

Æçôïýíôáé åðßóçò: (á) Ôé ðáñéóôÜíåé ôï óýìâïëï C[1] óôéò ëýóåéò ôùí ðéï ðÜíù äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí; (â) Ðïéá åßíáé ç õðåñâáôéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôç ëýóç ôçò åîéóþóåùò (5);
Ôé ìðïñåßôå íá ìÜèåôå ãé’ áõôÞí; (ã) Ôé ðáñáôÞñçóç êÜíåé ç Mathematica ãéá ôç ëýóç ôçò åîéóþ-
óåùò (6); Éó÷ýåé ç ëýóç áõôÞ; Ðïý ðéèáíþò ðÜó÷åé;

ÔåëéêÜ ôé ãíþìç Ý÷åôå ãéá ôéò éêáíüôçôåò ôçò Mathematica íá ëýíåé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áíáëõôéêÜ; Ðïý ðÜó÷åé ç üëç äéáäéêáóßá üóïí áöïñÜ óå ðñáêôéêÜ ðñïâëÞ-
ìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, áöïý âÝâáéá áõôÜ äéáìïñöùèïýí ðñïçãïõìÝíùò êáôÜëëçëá êáé
ðñïêýøïõí ïé ó÷åôéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-D2 ([× êáé Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÄõíáìéêÞ):
Ðïéá åßíáé ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò Þ åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò (ìå ôï óõíçèéóìÝíï óõìâï-
ëéóìü); Ôé ðáñéóôÜíïõí ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x êáé t êáé ôß ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ u; Ìå ôç
÷ñÞóç ôçò Mathematica (åíôïëÞ DSolve) íá âñåèåß ç «ãåíéêÞ» ëýóç (÷ùñßò áñ÷éêÝò êáé óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò) ôçò åîéóþóåùò ôçò ÷ïñäÞò êáé íá åîçãçèåß ï ó÷åôéêüò óõìâïëéóìüò. Íá ãßíåé åðßóçò
åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå. ÔÝëïò óå ðïéá åéäéêÜ ðñïâëÞìáôá äõíáìéêÞò öïñôßóåùò
ôçò óõíÞèïõò äïêïý áðáíôÜôáé ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç: ôçò ÷ïñäÞò; Áíôßèåôá ôé óõìâáßíåé óôç
óõíÞèç ðåñßðôùóç ôçò åãêÜñóéáò (êáìðôéêÞò) öïñôßóåùò ôçò óõíÞèïõò äïêïý;



76 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS III ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-D3 ([× êáé Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÊëáóéêÞ Ìç-
÷áíéêÞ, ÌåôÜäïóçÈåñìüôçôáò, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäï Åëáóôéêü Ðñü-
âëçìá, ÓôñÝøç): ÁíÜëïãç Üóêçóç ãéá ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace. Ðïéá åßíáé áõôÞ êáé
óå ðïéá ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý áðáíôÜôáé; (Ná áíáöåñèïýí Ýîé ôïõëÜ÷éóôïí ðá-
ñáäåßãìáôá.) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ Calculus‘VectorAnalysis‘ ôçò Mathematica êáé åéäéêüôåñá
ôçò åíôïëÞò Laplacian (óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé óôï åðßðåäï xy) íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve). Óôç óõíÝ÷åéá íá åðáëçèåõèåß ôï
áðïôÝëåóìá (ç ëýóç) (á) ìå óýãêñéóç ìå ôç ãíùóôÞ áíáëõôéêÞ ëýóç êáé (â) ìå ôç Mathematica êáé
ðÜëé (äçëáäÞ ìå ôçí åíôïëÞ Laplacian íá åöáñìüæåôáé óôç ëýóç).

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-D4: ([X êáé Y] ÁñìïíéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, Åîßóùóç ôïõ Laplace): Íá åëåã÷èåß
åÜí Þ ü÷é êÜèå óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

u(x, y) = f (x + iy)+ g(x − iy)

(ìå i = √−1 ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá êáé f (z) êáé g(z) äýï êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìåò áõèáßñåôåò
óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò) åðáëçèåýåé ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace

Äu(x, y) ≡ ∇2u(x, y) = 0

óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y). Ðþò ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò u(x, y), äçëáäÞ áñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò, áðü ôçí ðáñáðÜíù ãåíéêÞ ëýóç; Ãéáôß óõíÞèùò ðåñéïñéæüìáóôå óå ðñáãìáôéêÝò
ëýóåéò; ÔÝëïò íá åëåã÷èåß åÜí ìðïñåß íá âñåèåß ç ðáñáðÜíù ãåíéêÞ ëýóç u(x, y) ôçò åîéóþóåùò
ôïõ Laplace ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve óôç Mathematica.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-D5 ([X]: ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (partial differential equation) ôçò óõíÞèïõò äïêïý (beam) ìÞêïõò L õðü
äõíáìéêÞ êáôáðüíçóç p(x, t)

EI
∂4v(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

= 0, t > 0, 0 < x < L,

ìå v = v(x, t) ôï âÝëïò êÜìøåùò êáé ÷ùñßò êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç: p(x, t) ≡ 0 (éäéïôáëá-
íôþóåéò êáé åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò). Ç äõóêáìøßá EI êáé ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ ôçò äïêïý
èåùñïýíôáé óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á) Íá åñìçíåõèåß ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìå âÜóç ôçí
áíôßóôïé÷ç åîßóùóç õðü óôáôéêÝò óõíèÞêåò. (â) Íá åöáñìïóèåß ç ìÝèïäïò ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí
ìåôáâëçôþí óôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìÝ÷ñé ôïõ óçìåßïõ ôïõ ðñïóäéïñéóìïý äýï óõíÞèùí äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí (ìéáò ÷ùñéêÞò êáé ìéáò ÷ñïíéêÞò) êáé ôùí ãåíéêþí ëýóåþí ôïõò. (ã) Íá âñåèåß
ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-D6 ([X êáé Õ]: ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (partial differential equation) beampde ôçò óõíÞèïõò äïêïý (beam)
ìÞêïõò L

EI
∂4v(x, t)

∂x4
+ ñÁ

∂2v(x, t)
∂t2

= p(x, t), t > 0, 0 < x < L,

ìå v = v(x, t) ôï âÝëïò êÜìøåùò êáé ìå öüñôéóç ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, t). Ôüóï
ç äõóêáìøßá EI üóï êáé ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ ôçò äïêïý èåùñïýíôáé óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé:
(á) Íá ïñéóèåß óôçMathematica ç åîßóùóç áõôÞ beampde. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

beampde = EI D[u[x, t], {x, 4}] + ñA D[u[x, t], {t, 2}] == p[x, t]

(ôï ñ ìå Esc r Esc, ôá EI êáé ñÁ ìå åíéáßá óýìâïëá EI êáé ñÁ áíôßóôïé÷á, ü÷é ìå ãéíüìåíá). (â) Íá
äïèïýí (óôçMathematica óå ëßóôá beampdelist) üëïé ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò åîéóþóåùò áõôÞò (ï êá-
èÝíáò ôïõò ìÝóá óå åéóáãùãéêÜ óôç ëßóôá áõôÞ. Ãéáôß óå åéóáãùãéêÜ;). (ã) Ðïéá åßíáé ç áíôßóôïé÷ç
ïìïãåíÞò åîßóùóç beampdeh; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ
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beampdeh = beampde/. p[x, t] -> 0

(ä) Íá ãßíåé ÷ùñéóìüò ìåôáâëçôþí: x (èÝóç) êáé t (÷ñüíïò). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

u[x_, t_ ] = X[x] T[t]

êáé óôç óõíÝ÷åéá ç åíôïëÞ

beampdeh

Ôé äçëþíåé ç ôåëåõôáßá áõôÞ åíôïëÞ; Óôç óõíÝ÷åéá ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

eq1 = Apart[beampdeh[[1]]/(X[x] T[t])] == 0

ãéá íá ÷ùñéóèïýí ïé äýï ìåôáâëçôÝò x êáé t óå äéáöïñåôéêÜ êëÜóìáôá. Êáëüò åßíáé êáé ïñéóìüò
ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ b ìÝóù ôïõ ôýðïõ

b = 4

√
ÅÉ
ñÁ

.

Õðüäåéîç: Óôç Mathematica áñêåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáôåõèåßáí ç åîÞò åíôïëÞ (ìå ôá EI êáé ñÁ
åíéáßá óýìâïëá, ü÷é ãéíüìåíá):

eq2 = (eq1[[1]] /. EI -> ñA bˆ4)/ñA == 0//Simplify

Áêüìá ðéï êáèáñÜ öáßíåôáé ï ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí ìå ôçí åíôïëÞ

eq3 = eq2[[1, 1]] == -eq2[[1, 2]] == ë

ðïõ äßíåé ôç ó÷åôéêÞ ôåëéêÞ éóüôçôá äýï êëáóìÜôùí ìå ßóåò ôéìÝò ë.

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-D7 ([× êáé Õ] ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Óõíå÷Þ ÓõóôÞìáôá: Äïêïß: Áîïíé-
êÝò (ÄéáìÞêåéò) Éäéïôáëáíôþóåéò, ÓôñåðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò, ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò, Ìï-
íïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò: Åîßóùóç ôçò ×ïñäÞò): Èåùñïýìå ôçí ôüóï êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

∂2u
∂t2

= c2
∂2u
∂x2

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç (displacement) u = u(x, t), x ôç èÝóç, t ôï ÷ñüíï êáé c èåôéêÞ
ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á) Ðüóåò êáé ðïéåò åßíáé ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò; Ç åîáñ-
ôçìÝíç ìåôáâëçôÞ; (â) Ôé ôÜîåùò åßíáé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç; Åßíáé ãñáììéêÞ Þ ü÷é; ÏìïãåíÞò
Þ ü÷é; ÕðåñâïëéêÞ, ðáñáâïëéêÞ Þ åëëåéðôéêÞ; Ãéáôß; (ã) Ðïý áðáíôÜôáé óå ðñïâëÞìáôá ôáëáíôþ-
óåùí ÷ïñäþí; Óå ôé áêñéâþò äéáöÝñåé ìéá ÷ïñäÞ áðü ìéá äïêü; (ä) Ðïý áðáíôÜôáé óå ðñïâëÞìáôá
éäéïôáëáíôþóåùí äïêþí óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí; Õðüäåéîç: Ôüóï óå áîïíéêÝò (äéáìÞêåéò)
üóï êáé óå óôñåðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò. Óå ðïéï Ýôïò óðïõäþí äéäÜóêåôáé ôï ìÜèçìá ÄõíáìéêÞ
ôùí Êáôáóêåõþí; (å) Ðïéá åßíáé ç åñìçíåßá ôçò óôáèåñÜò c (áðü ðïéá ìåãÝèç åîáñôÜôáé) êáé óôéò
ôñåéò áõôÝò ðåñéðôþóåéò; (óô) Ãéáôß ìéëÜìå ãéá éäéïôáëáíôþóåéò êáé ü÷é áðëÜ ãéá ôáëáíôþóåéò üóïí
áöïñÜ óôç óõãêåêñéìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç; (æ) Íá ãñáöåß ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôç
Mathematica ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ pde, ðïõ ìðïñåß íá óçìáßíåé partial differential equation.
(ç) Íá ëõèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç pde. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ DSolve ùò åîÞò:

displacement = DSolve[pde, u[x,t], {x,t}]

ÐïýõðÜñ÷åé ëßóôá óôçíðáñáðÜíù åíôïëÞ; Ãéáôß õðÜñ÷åé; ÕðÞñ÷å (óôçí ßäéá èÝóç) êáé óôï ìÜèçìá
ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ; (è) Ãéá ôç ëýóç ðïõ âñÝèçêå ðñüêåéôáé ãéá ãåíéêÞ Þ ãéá ìåñéêÞ (åéäéêÞ)
ëýóç; ¸÷åé áõèáßñåôåò óôáèåñÝòCk Þ áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéòCk(y); Ðüóåò åßíáé áõôÝò; Ãéáôß; Ãéáôß
Ý÷ïõìå áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò êáé ü÷é áðëÜ áõèáßñåôåò óôáèåñÝò; Ðïéá êáëÞ éäéüôçôá ðñÝðåé
íá Ý÷ïõí (ìÜëëïí õðïôßèåôáé üôé Ý÷ïõí) ïé áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò Ck(y); (é) Ç ëýóç ðïõ âñÝèçêå
íá äçëùèåß óáí óõíÜñôçóç us(x, t) óôç Mathematica. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ
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us[x_,t_] = displacement[[1,1,2]]

(×ñåéÜæïíôáé êáé ïé äýï ôåëåßåò, ôá åðåîçãçìáôéêÜ, ðñéí ôï ßóïí; Ãéáôß äå ìðÞêáí óôçí ðéï ðÜíù
åíôïëÞ;) Ôé áêñéâþò äçëþíåôáé ìå ôïí ðñïóäéïñéóìü [[1,1,2]] óôç ëßóôá displacement (ìå ëåðôïìÝ-
ñåéåò); Èá ìðïñïýóå íá åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç ÅëëçíéêÞ ëÝîç ìåôáôïðéóç áíôß ãéá ôçí ÁããëéêÞ
ëÝîç displacement; Ãéáôß; Êáé ï ôüíïò óôï o: ìåôáôüðéóç; Ãéáôß; (éá) Ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò áíá-
ëáìâÜíåé ôå÷íéêÜ Ýñãá, ðñÝðåé íá åßíáé õðåýèõíïò êáé áóöáëþò íá åëÝã÷åé ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôïõ.
Åäþ æçôåßôáé íá åðáëçèåõèåß ç ëýóç us(x, t) ðïõ âñÝèçêå. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver = pde/.u -> us//Simplify

(ôï óýìâïëï ver ðñïöáíþò åðéëÝ÷èçêå áðü ôç ëÝîç verification, åðáëÞèåõóç) êáé íá åîçãçèåß ðëÞ-
ñùò ç åíôïëÞ áõôÞ. Ôé áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé; ×ñåéÜæåôáé ðñáãìáôéêÜ êáé ç áðëïðïßçóç ìå ôçí
åíôïëÞ Simplify; (éâ) ÐáñáðÝñá ç ãåíéêÞ ëýóç ðïõ âñÝèçêå ìÜëëïí åßíáé óùóôÞ, áëëÜ äåí ðáýåé
íá åßíáé ãåíéêÞ. Ðïéá åðéðëÝïí óôïé÷åßá ÷ñåéÜæåôáé íá Ý÷åé óôç äéÜèåóÞ ôïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíé-
êüò, þóôå íá âñåé ôç ìåñéêÞ (åéäéêÞ) ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
pde óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá éäéïôáëáíôïýìåíçò (áîïíéêÜ Þ óôñåðôéêÜ) äïêïý; (éã) Ôé èá
Üëëáæå óôçí ðåñéðôþóç êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý, äçëáäÞ ðþò ìðïñåß íá ãñáöåß
ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò pdeb (ôï b ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí ëÝîç bend-
ing, êÜìøç). (éä) Óôçí ðåñßðôùóç ôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý õðü ôçí åðßäñáóç êáé åîùôåñéêþí
öïñôßóåùí óôéò áîïíéêÝò Þ óôéò óôñåðôéêÝò Þ óôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò; (éå) ÁñêåôÜ óõ÷íÜ
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óõíáíôÜåé ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace óôá ðñïâëÞìáôÜ ôïõ. Ðþò áêñéâþò
ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ãåíéêÞ ëýóç us(x, t) ðïõ âñÝèçêå êáé åðáëçèåýèçêå ðéï ðÜíù óôçí
ðåñßðôùóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace êáôåõèåßáí, äçëáäÞ ÷ùñßò íÝïõò õðïëïãéóìïýò; (éóô) Ðïý
ðÜó÷åé ç äéáäéêáóßá áõôÞ êáé ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ (êáé éäéáßôåñá åõ÷åñÞò) «èåñáðåßá»;

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-D8: ([× êáé Õ] ÄéáñìïíéêÞ Åîßóùóç, ÄéáñìïíéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, ÔáóéêÞ ÓõíÜñ-
ôçóç ôïõ Airy): (á) Íá åëåã÷èåß åÜí Þ ü÷é êÜèå óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

A(x, y) = (x − iy)ö(x + iy)+ (x + iy)ö(x − iy)+ ÷(x + iy)+ ÷(x − iy)

(ìå i = √−1 ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá êáé ö(z) êáé ÷(z) äýï åðáñêþò ðáñáãùãßóéìåò ðñáãìáôéêÝò
áõèáßñåôåò, ãåíéêÝò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò) åðáëçèåýåé ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç

Ä2Á(x, y) ≡ ∇4Á(x, y) = 0

óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y) êáé åðïìÝíùò åßíáé êáôÜëëçëç óáí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x, y)
óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá ãéá ôï óôáôéêü ðñüâëçìá. Ç Ýêöñáóç áõôÞ ôçò ëýóåùò ôçò äéáñ-
ìïíéêÞò åîéóþóåùò ïöåßëåôáé óôïí E. Goursat, «Sur l’ ’equation ÄÄu = 0» («Åðß ôçò åîéóþóåùò
ÄÄu = 0»), Bulletin de la Soci ’et ’e Math ’ematique de France, Vol. 26, ó. 236, 1898, êáé Ý÷åé áðïôåëÝóåé
ôç âÜóç ôçò ÷ñÞóåùò ôçò ìéãáäéêÞò ìåèüäïõ óôç Èåùñßá ôçò Åðßðåäçò Åëáóôéêüôçôáò áñ÷éêÜ áðü
ôïõò Kolosov êáé Muskhelishvili óôéò áñ÷Ýò ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ áéþíá. Êáé óÞìåñá ç ìÝèïäïò áõôÞ
åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç êáé áðïôåëåóìáôéêÞ óôçí áíÜëõóç åðßðåäùí ðñïâëçìÜôùí óôçí Åëáóôé-
êüôçôá õðü óôáôéêÝò óõíèÞêåò. (â) Ðüóåò áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò Ý÷åé ç ðáñáðÜíù Ýêöñáóç;
(ã) Åßìáóôå ðñÜãìáôé âÝâáéïé üôé Ý÷ïõìå ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò, äçëáäÞ ðñáãìáôéêÝò äéáñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò ãéá ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy Á(x, y), óôçí ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç; Ãéáôß óõíÞèùò
ðåñéïñéæüìáóôå óå ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò; Ðþò ìðïñåß íá ãñáöåß áðëïýóôåñá ç ðéï ðÜíù ãåíéêÞ
Ýêöñáóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò Á(x, y); (ä) ÅÜí äåí åíäéáöåñüìáóôáí ãéá ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò,
ðïéá áðëïýóôåñç Ýêöñáóç A∗(x, y) èá åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé; (å) ÔÝëïò íá åëåã÷èåß åÜí ìðïñåß íá
âñåèåß ç ãåíéêÞ ìéãáäéêÞ ëýóç ôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò Ä2A∗(x, y) = 0 óôéò äýï äéáóôÜóåéò ìå ôç
÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve óôç Mathematica.
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ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-E

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-E1 ([Y] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÌåôÜäïóç Èåñìü-
ôçôáò): Ná ãßíåé áðüðåéñá åðéëýóåùò ìå ôç Mathematica (åíôïëÞ DSolve êáé ðÜëé) ôçò êëáóéêÞò
ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò (ð.÷. óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò) ìå óêïðü ôçí åýñåóç
ôçò ãåíéêÞò ôçò ëýóåùò. Åðéôõã÷Üíåé Þ ü÷é ç Mathematica óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôçò áõôÞ; Ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-E2 ([× êáé Õ] Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá, Äïêïß: ÁìöéÝñåéóôç Äïêüò): Óôçí Åðß-
ðåäç Åëáóôéêüôçôá (ü÷é óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò, üðïõ åéóÜãïíôáé ïõóéþäåéò áðëï-
ðïéÞóåéò) èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò áìöéÝñåéóôçò ëåðôÞò äïêïý (ìå Üñèñùóç áñéóôåñÜ
êáé êýëéóç äåîéÜ Þ áíôßóôñïöá) ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò, äõóêáìøßáò EI, ìå ëüãï ôïõ Poisson ôïõ
õëéêïý ôçò í (Ðñïóï÷Þ, ôï í óôï ëüãï ôïõ Poisson ìïéÜæåé, áí êáé äåí åßíáé áêñéâþò ßäéï, ìå ôï v
óôéò ìåôáôïðßóåéò. Íá ìç ãßíåôáé óýã÷õóç!), ìÞêïõò 2L êáé ýøïõò 2c õðü ôçí åðßäñáóç óôáèåñïý
êáôáíåìçìÝíïõ èëéðôéêïý öïñôßïõ q óôçí ðÜíù ðëåõñÜ ôçò äïêïý. Óôï ðñüâëçìá áõôü ïé äýï
ìåôáôïðßóåéò u = u(x, y) êáé v = v(x, y) ôùí óçìåßùí ôçò äïêïý äßíïíôáé áðü ôïõò åîÞò ôýðïõò:5

u(x, y) = q
2EI

[(
L2x − 1

3
x3

)
y + x

(
2
3
y3 − 2

5
c2y

)
+ íx

(
1
3
y3 − c2y + 2

3
c3

)]
, (7)

v(x, y) = − q
2EI

[
y4

12
− 1

2
c2y2 + 2

3
c3y + í

(
(L2 − x2)

y2

2
+ y4

6
− 1

5
c2y2

)
(8)

+ 1
2
L2x2 − 1

12
x4 − 1

5
c2x2 +

(
1+ 1

2
í
)
c2x2

]
+ ä (9)

ìå ôï ä óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á) Íá êáèïñéóèïýí ïé óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z) óôï ðáêÝôï Vector-
Analysis (ðïõ õðïôßèåôáé üôé Ý÷åé Þäç öïñôùèåß) óáí ÊáñôåóéáíÝò. (â) Íá åëåã÷èåß êáôÜ ðüóïí ïé
ðéï ðÜíù åêöñÜóåéò ôùí ìåôáôïðßóåùí u êáé v åßíáé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò (äçëáäÞ åðáëçèåýïõí
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ Laplace óôéò äýï äéáóôÜóåéò) ôüóï ìå ôï óõíçèéóìÝíï ôñüðï üóï êáé ìå
ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞòMap. (ã) ÁíÜëïãá ãéá ôï êáôÜ ðüóïí åßíáé äéáñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé ðÜëé
êáé ìå ôïõò äýï ôñüðïõò ðïõ ðñïáíáöÝñèçêáí. Ôé óõìðÝñáóìá åîÜãåôáé ôåëéêÜ; (ä) Ãéáôß åßíáé
÷ñÞóéìç ç åíôïëÞ Map; (å) ÈåùñçôéêÜ ìéëþíôáò (÷ùñßò ðéá õðïëïãéóìïýò), áí ïé ìåôáôïðßóåéò
u êáé v åßíáé äéáñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò, ðñÝðåé Üñáãå êáé ïé óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ðáñá-
ìïñöþóåùí (áðëïýóôåñá ïé ðáñáìïñöþóåéò) åx, åy êáé åxy = åyx íá åßíáé êáé áõôÝò äéáñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò; Ãéáôß; Êáé ïé óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí (áðëïýóôåñá ïé ôÜóåéò) óx, óy

êáé ôxy = ôyx; Ãéáôß; Õðüäåéîç: ÌÜëëïí ðñÝðåé (óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò ìüíï) õðü ôéò óõ-
íçèéóìÝíåò óõíèÞêåò êáé ðáñáäï÷Ýò (÷ùñßò üìùò äõíÜìåéò ìÜæáò, üðùò åßíáé ôï ßäéï âÜñïò) óôï
óôáôéêü ðñüâëçìá ôçò Åðßðåäçò Åëáóôéêüôçôáò.

ÁÓÊÇÓÇ EMIII-E3 ([× êáé Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÌÝèïäïò ôïõ
d’Alembert, Åîßóùóç ôïõ Poisson. Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÓôñÝøç): Óôï ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò
ìéáò åõèýãñáììçò, ïìïãåíïýò, ãñáììéêÜ åëáóôéêÞò ñÜâäïõ ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ z ≤ L) êáé óôáèåñÞò
äéáôïìÞò S (óôï åðßðåäïOxy) óôçÌç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí áðáíôÜôáé ç ãíùóôÞ åîßóùóç ôïõ Poisson

∇2ö(x, y) = F(x, y) ìå F(x, y) = −2Gè (óôáèåñÜ) êáé (x, y) ∈ S

(ìå ∇2 ≡ Ä ôï ãíùóôü ôåëåóôÞ ôïõ Laplace, G ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò ôïõ åëáóôéêïý õëéêïý êáé è ôç
(óôáèåñÞ) ãùíßá óôñÝøåùò áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò. Ç óõíÜñôçóç ö(x, y) êáëåßôáé ôáóéêÞ óõíÜñôçóç

5Timoshenko, S. P. and Goodier, J. N., Theory of Elasticity (Èåùñßá Åëáóôéêüôçôáò), 3ç Ýêäïóç. McGraw-Hill, New
York, Tokyo, 1970, Åíüôçôá 22 (Bending of a beam by uniform load, ÊÜìøç äïêïý áðü ïìïéüìïñöï öïñôßï), óó. 46--50
(1ç Ýêäïóç ôï 1934, Engineering Societies Monographs).
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(üðùò õðïäåß÷èçêå áðü ôïí Prandtl ôï 1903), ãéáôß áðü áõôÞí ðñïêýðôïõí åýêïëá êáé ïé äýï
ôÜóåéò (åäþ äéáôìçôéêÝò âÝâáéá!) óôï ðáñüí ðñüâëçìá ìÝóù ôùí áðëþí ôýðùí

ôxz = ∂ö(x, y)
∂y

, ôyz = − ∂ö(x, y)
∂x

ìå (x, y) ∈ S.

Åäþ æçôïýíôáé: (á) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðáñáðÜíù åîéóþóåùò ôïõ Poisson (áóöáëþò ãéá ðñá-
ãìáôéêÞ ôáóéêÞ óõíÜñôçóçö(x, y)) õðï÷ñåùôéêÜ ìå êáôÜëëçëç (êáé åîáñ÷Þò ôñïðïðïéçìÝíç) ÷ñÞóç
ôçò ìåèüäïõ ôïõ d’Alembert ãéá ôçí åîßóùóç ôçò ÷ïñäÞò. (Ðïéá åßíáé ç áíôéóôïé÷ßá ôùí óôáèå-
ñþí;) (â) ÅíáëëáêôéêÜ èá ìðïñïýóáìå íá ìåôáôñÝøïõìå ôçí ðéï ðÜíù åîßóùóç ôïõ Poisson óå
åîßóùóç ôïõ Laplace áêñéâþò ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá; (ã) Óáí åöáñìïãÞ íá ãßíïõí ï õðïëïãéóìüò
ôùí äéáôìçôéêþí ôÜóåùí êáé ï ï Ýëåã÷ïò ôçò éó÷ýïò ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáèþò
êáé ôùí åîéóþóåùí éóïññïðßáò óôï ðáñüí ðñüâëçìá óôñÝøåùò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ

ö(x, y) = − Gè
2

[
(x2 + y2)− 1

a
(x3 − 3xy2)+ b

]
ìå (x, y) ∈ S

êáé ìå ôá a êáé b äýï óôáèåñÝò (ìå ôé öõóéêÝò äéáóôÜóåéò;). (ä) Ôé (ðïëý óçìáíôéêü ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü) ðáñáëåßøáìå íá áíáöÝñïõìå (åäþ åê ðñïèÝóåùò) óôá ðéï ðÜíù åñùôÞìáôá;

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-F

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F1 ([× êáé Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ÊÜìøåùò, ÓõíÞèåéò Äï-
êïß): Ãéá Ýíá óõíÞèçðñüâïëï ìåðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé åëåýèåñï ôï äåîéü Üêñï
ôïõ x = L æçôïýíôáé: (á) Ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ôáëáíôþóåùò ùn. (â) Ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò
Xn(x). (ã) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí óå ôñåéò óõãêåêñéìÝíåò ðåñéðôþóåéò
(ü÷é ãåíéêÜ). (ä) Ç áðüêñéóç óå áõèáßñåôç åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(x, t) ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F2 ([×] ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò, Ìç Ïìïãåíåßò ÓõíïñéáêÝò Óõí-
èÞêåò): Æçôåßôáé ç åðßëõóç ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò (Þ åîéóþóåùò ôçò ÷ïñ-
äÞò), ðïõ åßíáé öõóéêÜ ìéá ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, óôï äéÜóôçìá
0 < x < L, ãéá t > 0 êáé õðü ôéò ìç ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

u(0, t) = U1 êáé u(L, t) = U2

ìå ôéò óôáèåñÝò U1 êáé U2 ãíùóôÝò. Éó÷ýïõí åðßóçò êáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá t = 0)

u(x, 0) = f (x),
∂u
∂t

(x, 0) = g(x)

ìå ôéò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) áõèáßñåôåò êáôÜëëçëåò ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F3 ([×] Ìç ÏìïãåíÞò ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò): Æçôåßôáé ç åðß-
ëõóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò (Þ åîéóþóåùò ôçò ÷ïñäÞò), äçëáäÞ
ìå åðéðëÝïí üñï p(x, t) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò, ðïõ åßíáé öõóéêÜ ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò, óôï äéÜóôçìá 0 < x < L, ãéá t > 0 êáé õðü ôéò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

u(0, t) = 0 êáé u(L, t) = 0.

Éó÷ýïõí åðßóçò êáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá t = 0)

u(x, 0) = f (x),
∂u
∂t

(x, 0) = g(x)

ìå ôéò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) áõèáßñåôåò êáôÜëëçëåò ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò. Ôé äçëþíåé åäþ
ï åðéðëÝïí üñïò p(x, t); (ÄçëáäÞ ðïéá åßíáé ç öõóéêÞ óçìáóßá ôïõ;)
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F4 ([× êáé Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò. Ìç÷áíéêÞ ôùí
Õëéêþí: Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ÊÜìøåùò: Äïêïß): Åäþ èåùñïýìå ôéò åëåýèåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò
óõíÞèïõò äïêïý ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ êáé äõóêáìøßáò ÅÉ. Æçôïýíôáé: (á) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç BeamPDE ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x, t) ìå x ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý êáé t ôï
÷ñüíï. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

BeamPDE = EI D[v[x, t], {x, 4}] + ñA D[v[x, t], {t, 2}] == 0

(â) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace LT ôçò åîéóþóåùò áõôÞò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

LT = LaplaceTransform[BeamPDE, t, s]

(ã) Ï ßäéïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ìå áíôéêáôÜóôáóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôïõ âÝëïõò
êÜìøåùò v(x, t) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ìå ôï óýìâïëï V (x, s). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

LT1 = LT /. LaplaceTransform[v[x, t], t, s] -> V[x, s]

(ä) Ç äÞëùóç (áíôéêáôÜóôáóç) subs üôé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò ôÝôáñôçò ÷ùñéêÞò ìåñéêÞò
ðáñáãþãïõ ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x, t) åßíáé ßóïò ìå ôçí ôÝôáñôç ðáñÜãùãï (ùò ðñïò x åííïåßôáé)
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace V (x, s) (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

subs = LaplaceTransform[D[v[x, t], {x, 4}], t, s] -> D[V[x, s], {x, 4}]

(å) Ç ÷ñÞóç áõôÞò ôçò éäéüôçôáò subs ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
LT1, ðïõ Þäç âñÝèçêå óôï åñþôçìá (ã). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

LT2 = LT1 /. subs

Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôç èÝóç x. (óô) Ç ãåíéêÞ ëýóç sol ôçò
óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol = DSolve[LT2, V[x, s], x]//Simplify

(æ) ÅíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá ðñïóöÝñåé êáé äåýôåñç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ôþñá
üìùò ùò ðñïò ôç èÝóç x êáé ìå ôç íÝá ìåôáâëçôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace íá äçëþíåôáé
ôþñá ìå ó (êáé ü÷é ðéá ìå s). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

LT3 = LaplaceTransform[LT2, x, ó]

Ðñüêåéôáé ôþñá âÝâáéá ãéá ìéá ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç. (ç) ÔÝëïò æçôåßôáé ç ëýóç solLT3
ôçò áëãåâñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

solLT3 = Solve[LT3, LaplaceTransform[V[x, s], x, ó]]

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F5 ([× êáé Õ] ÄéäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Laplace): Ãéá ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç
ôïõ Laplace ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç u êáé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ôéò x êáé y æçôïýíôáé: (á) Íá
äçëùèåß áõôÞ ðëÞñùò ìå ôï óýìâïëï LaplacePDE. (â) Íá äïèïýí åðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß ôçò óå
ëßóôá char1. (ã) Íá äçëùèïýí ïé äýï óõíáñôÞóåéò

u1(x, y) = A cosh ax cos ay êáé u2(x, y) = B sinh bx sin by

(ìå ôá A, a, B êáé b óôáèåñÝò) óå ëßóôá ìå äýï óôïé÷åßá. (ä) Óôç óõíÝ÷åéá íá åðáëçèåõèåß óå ëßóôá
ver åðßóçò ìå äýï óôïé÷åßá üôé êáé ïé äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò u1, 2 åðáëçèåýïõí ôçí ðéï ðÜíù
åîßóùóç ôïõ Laplace. (å) ÁíÜëïãá åñùôÞìáôá ôþñá ãéá ôï ãñáììéêü óõíäõáóìü

us(x, y) = c1u1(x, y)+ c2u2(x, y).

(óô) Íá öïñôùèåß ôï ðáêÝôï ôçò Mathematica ãéá ôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç. Óôç óõíÝ÷åéá íá äç-
ëùèïýí ó’ áõôü ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z). (æ) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ðáêÝôïõ
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áõôïý íá âñåèåß ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace, ç ïðïßá äçëþíåôáé ôþñá óáí LaplacePDEa.
(ç) Íá åëåã÷èåß ç óýìðôùóç ôùí åîéóþóåùí ôïõ Laplace LaplacePDE êáé LaplacePDEa.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F6 ([× êáé Õ] ÄéäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Poisson, ÓôñÝøç: ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç
ôïõ Prandtl): Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ìå ìÝôñï äéáôìÞóåùò G.
Ç ãùíßá óôñÝøåùò áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò (óå rad/m) åßíáé óôáèåñÞ êáé ßóç ìå è. Æçôïýíôáé: (á) Ç
ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç TorsionPDE ãéá ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Prandtl ö = ö(x, y) ðÜíù
óôç äéáôïìÞ ôçò ñÜâäïõ. (â) Íá äïèïýí åðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß ôçò óå ëßóôá char. (ã) Íá äçëùèïýí
ïé óõíáñôÞóåéò

ö1(x, y) = −Gèx2 êáé ö2(x, y) = −Gèy2

óå ëßóôá ìå äýï óôïé÷åßá. (ä) Óôç óõíÝ÷åéá íá åðáëçèåõèåß óå ëßóôá ver üôé êáé ïé äýï áõôÝò
óõíáñôÞóåéò ö1, 2 åðáëçèåýïõí ôçí ðéï ðÜíù åîßóùóç TorsionPDE. (å) Íá äçëùèåß êáôÜëëçëá
óáí óõíÜñôçóç ôï Üèñïéóìá öt = ö1+ö2 ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò ðáñáãïíôïðïéÞóåùò óôïí
ïñéóìü ôïõ. (óô) Íá ãßíåé Ýëåã÷ïò vert ãéá ôï åÜí ôï Üèñïéóìá áõôü åðáëçèåýåé ôçí ðáñáðÜíù
åîßóùóç TorsionPDE Þ ü÷é ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò áðëïðïéÞóåùò. (æ) Åñþôçìá áðüëõôá
áíÜëïãï ìå ôï (å) ôþñá êáé ãéá ôï áíôßóôïé÷ï çìéÜèñïéóìáös = (ö1+ö2)/2. (ç) Åñþôçìá áðüëõôá
áíÜëïãï ìå ôï (óô) ãéá ôç óõíÜñôçóçös, ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ vers ãéá ôçí åðáëÞèåõóç.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F7 ([× êáé Õ] ÄéäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Poisson, ÓôñÝøç: ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç
ôïõ Prandtl): Óõíå÷ßæïíôáò ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, æçôïýíôáé åðßóçò: (á) Ç ãåíéêÞ ëýóç sol1
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò TorsionPDE ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve. (â) Ç êáôÜëëçëç äÞëùóç
ôçò ëýóåùò áõôÞò sol1 óáí óõíÜñôçóç ög(x, y) êáé óôç óõíÝ÷åéá ç åðáëÞèåõóç ver ôçò ëýóåùò
áõôÞò ög(x, y). (ã) Ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï åñãáóßáò æçôåßôáé ï ïñéóìüò óõíáñôÞóåùò öp(x, y) ãéá
ôçí ðéèáíÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
TorsionPDE. Óôï äåîéü ìÝëïò ôïõ ïñéóìïý áõôïý ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ìßá êáôÜëëçëç äýï öïñÝò
ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç f (Þ ÷) ðïõ íá ðåñéÝ÷åé üìùò êáé ìßá Üãíùóôç ðáñÜìåôñï ì. (ä) Íá
êáôáóêåõáóèåß êáôÜëëçëç åîßóùóçCharEq1 ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ðáñáìÝôñïõ áõôÞò ì. (Óç-
ìåéþíåôáé üôé ç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò åîéóþóåùòTorsionPDEðñïêýðôåé áðëÜèÝôïíôáò
Gè = 0 óôï äåîéü ìÝëïò ôçò.) (å) Íá âñåèïýí ïé ëýóåéò sol1 ôçò åîéóþóåùò CharEq1. (óô) Íá åðá-
ëçèåõèåß óå ëßóôá ver üôé ðñáãìáôéêÜ ç åîßóùóç CharEq1 Ý÷åé ëýóåéò ôçò ôéò ì = ±i. (æ) Ìéá
ôñßôç äõíáôüôçôá ðñïóöÝñåôáé áðü ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ìå ðáñáìÝôñïõò
ó’ áõôÞí ôéò a êáé b (Þ éóïäýíáìá ë êáé ì). Æçôåßôáé ï ïñéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞ-
óåùò öq(x, y). (ç) Íá õðïëïãéóèåß ç ó÷åôéêÞ åîßóùóç CharEq2 ðïõ ðñïêýðôåé ìå áíôéêáôÜóôáóç
ôçò óõíáñôÞóåùò öq(x, y) óôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ Þäç áíáöÝñáìå. ÔÝëïò íá âñåèåß
ç ëýóç sol2 ôçò åîéóþóåùò CharEq2 ðïõ íá äßíåé ôç óôáèåñÜ b óõíáñôÞóåé ôçò óôáèåñÜò a.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F8 ([× êáé Õ] ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôçò Äéá÷ýóåùò): Ãéá ôç ìïíïäéÜóôáôç
åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (diffusion equation) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç u, áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò
ôéò x (èÝóç) êáé t (÷ñüíï) êáé óôáèåñÜ a2 æçôïýíôáé: (á) Íá äçëùèåß áõôÞ ðëÞñùò ìå ôï óýìâïëï
DiffusionPDE. (â) Íá äïèïýí åðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß ôçò óå ëßóôá char2. (ã) Íá äçëùèïýí óå ëßóôá
ItAppears ôñåéò äéáöïñåôéêÝò ðåñéï÷Ýò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý üðïõ åìöáíßæåôáé
(appears) ç åîßóùóç áõôÞ. (ä) Íá åðé÷åéñçèåß ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (general solution) sol
ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò DiffusionPDE êáôåõèåßáí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve ôçò
Mathematica. Óôç óõíÝ÷åéá íá äçëùèåß óå ó÷üëéï comment ç åðéôõ÷ßá: "ÐÝôõ÷å" Þ ç áðïôõ÷ßá:
"ÁðÝôõ÷å" ôçò åíôïëÞò áõôÞò. (å) Íá äçëùèåß ç óõíÜñôçóç (function)

up(x, t) = A erf
(

x

2a
√
t

)

(ìå ôá A êáé a óôáèåñÝò) êáé óôç óõíÝ÷åéá íá åðáëçèåõèåß üôé ç óõíÜñôçóç áõôÞ áðïôåëåß ëýóç
ôçò åîéóþóåùò DiffusionPDE. (óô) Íá ó÷åäéáóèïýí ç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò (error function) êáé
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ç óõìðëçñùìáôéêÞ ôçò óôï äéÜóôçìá [0, 3]. (æ) Íá äçëùèåß ç ðéèáíÞ ôáõôüôçôá identity üôé
ç óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò êáé ç óõìðëçñùìáôéêÞ ôçò Ý÷ïõí ðÜíôïôå óáí Üèñïéóìá ôï Ýíá. (ç) Íá
ãßíåé áðüðåéñá åðáëçèåýóåùò ôçò ôáõôüôçôáò identity óå ëßóôá (list) ver ìå ôñßá óôïé÷åßá: (i) ôçí
ßäéá ôçí ôáõôüôçôá identity ÷ùñßò áðëïðïßçóç, (ii) ôçí áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôçò ìå ôçí áðëÞ
åíôïëÞ áðëïðïéÞóåùò êáé (iii) ôçí áíôßóôïé÷ç ìïñöÞ ôçò ìå ôçí åíôïëÞ ðëÞñïõò áðëïðïéÞóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F9 ([× êáé Õ] Áóôñüâéëï Ðåäßï ÑïÞò Éäåáôïý Ñåõóôïý): Óå ôñéäéÜóôáôç ìüíéìç
(óôáèåñÞ) êáé áóôñüâéëç ñïÞ (irrotational flow) éäåáôïý ñåõóôïý (ideal fluid) æçôïýíôáé: (á) Ç ôá÷ý-
ôçôá (velocity) V ôïõ ñåõóôïý ìÝóù ôùí óõíéóôùóþí ôçò u, v êáéw óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò
(x, y, z). (â) Ï óôñïâéëéóìüò (ðåñéóôñïöÞ) curlV ôçò ôá÷ýôçôáò V ìå ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ ôçò Äéá-
íõóìáôéêÞò Áíáëýóåùò ôçò Mathematica, ôï ïðïßï ßóùò Ý÷åé Þäç öïñôùèåß. (ã) Ïé ôñåéò åîéóþóåéò
IrrotationalPDEs ãéá ôï áóôñüâéëï ôçò ðáñïýóáò ñïÞò ìå ôç âïÞèåéá ôïõ áðïôåëÝóìáôïò curlV
ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò. (ä) Ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (continuity equation)
ContinuityPDE. (å) Êáé ïé ôÝóóåñéò ìáæß äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò pdes ôïõ
ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óå ëßóôá ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôçí åíôïëÞ Flatten. (óô) Ìå ôï äõíáìéêü
ôá÷ýôçôáò (velocity potential) Ö = Ö(x, y, z) íá õðïôßèåôáé ãíùóôü óôçí ðáñïýóá ôñéäéÜóôáôç
áóôñüâéëç êáé ìüíéìç ñïÞ æçôïýíôáé ïé óõíéóôþóåùò us, vs êáé ws ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý.
(æ) Ðïéá ìïñöÞ pdesfðáßñíïõí ïé åîéóþóåéò pdes ôïõ åñùôÞìáôïò (å) ãé’ áõôÝò ôéò óõíéóôþóåò ôçò
ôá÷ýôçôáò us, vs êáé ws; (ç) Ðïéá åßíáé åðïìÝíùò ç ôåëéêÞ (final) äéáöïñéêÞ åîßóùóç FinalPDE óôï
ðáñüí ðñüâëçìá; ÔÝëïò íá åðé÷åéñçèåß (áí êáé áðïôõã÷Üíåé!) ç åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
FinalPDE ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F10 ([× êáé Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá: ÔáóéêÞ ÓõíÜñ-
ôçóç ôïõ Airy): Óôçí Eðßðåäç Åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõ÷íÜ
ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç (Þ ôáóåïóõíÜñôçóç) ôïõ Airy A(x, y). Æçôïýíôáé: (á) Ïé ôýðïé ðïõ äßíïõí ôéò
ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy ìå ãíùóôÞ ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x, y) óå ëßóôá ìå ôñåéò ôýðïõò.
(â) Ç åðáëÞèåõóç ver üôé ç åíáëëáãÞ ôçò óåéñÜò ôùí ìåñéêþí ðáñáãùãßóåùí óôçí ðáñÜãùãï ðïõ
äßíåé ôç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ôxy äåí áëëÜæåé ôï áðïôÝëåóìá. (ã) Ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò Equilibrium-
Equations óôï ðñüâëçìá ôçò åðßðåäçò Åëáóôéêüôçôáò (÷ùñßò äõíÜìåéò ìÜæáò) ðïõ åîåôÜæïõìå ìå
ôá ßäéá óýìâïëá ãéá ôéò ôÜóåéò üðùò óôï åñþôçìá (á). (ä) Ç åîßóùóç óõìâéâáóôïý ôùí ðáñá-
ìïñöþóåùí CompatibilityEquation, ãñáììÝíç üìùò êáôåõèåßáí óôçí ôåëéêÞ ôçò êáé áðëïýóôåñç
äõíáôÞ ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ïñèþí ôÜóåùí óx êáé óy . (å) Ôï ðáêÝôï ôçò Mathematica ãéá ôç
ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç (Vector Analysis) Ý÷åé ßóùò Þäç öïñôùèåß. ¸÷ïõí åðßóçò äçëùèåß ó’ áõôü
ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z). Zçôåßôáé ç äÞëùóç ìå åîßóùóç BiharmonicEquation üôé ç ôá-
óéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy åßíáé äéáñìïíéêÞ (biharmonic). (óô) Æçôåßôáé êáé ï Ýëåã÷ïò åÜí Þ ü÷é ïé
äýï ðéï ðÜíù åîéóþóåéò CompatibilityEquation êáé BiharmonicEquation óõìðßðôïõí Þ ü÷é. (æ) Íá
åéóá÷èåß ç åéäéêÞ óõíÜñôçóç

Ap(x, y) =
4∑

k=0

akxky4−k

ìå ôá ak óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. (ç) Õðü ðïéá áêñéâþò óõíèÞêç BiharmonicityCondition ìåôáîý
ôùí óõíôåëåóôþí ak (k = 0, 1, 2, 3, 4) åßíáé äéáñìïíéêÞ (äçëáäÞ êáôáñ÷Þí êáôÜëëçëç ãéá ôáóéêÞ
óõíÜñôçóç ôïõ Airy) ç åéäéêÞ óõíÜñôçóç Ap(x, y) ðïõ ìüëéò ïñßóèçêå; (Íá ãßíåé êáé áðëïðïßçóç.)

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F11 ([× êáé Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò óôçí ÅðéóôÞìç
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, ×ùñéóìüò ôùí Ìåôáâëçôþí): Åäþ æçôïýíôáé: (á) Íá äçëùèåß ç ôñé-
äéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace LaplacePDE ÷ùñßò êáìßá ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ ôçò ÄéáíõóìáôéêÞò
Áíáëýóåùò. (â) Ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (wave) WavePDE ìå ó÷åôéêÞ óôáèåñÜ c2.
(ã) Ç åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò (convection Þ advection) ConvectionPDE ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå
óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ c(x, t) (x åßíáé ç èÝóç êáé t ï ÷ñüíïò) ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá ôïõ íåñïý V .
(ä) Ç áíÜëïãç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (diffusion) DiffusionPDE ìå óôáèåñÜ ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùòDv .
Åðßóçò êáé ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò ConvectionDiffusionPDE. (å) Ï ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí x
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êáé t ãéá ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ c(x, t). (óô) Ç íÝá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
SepVarPDE1 ðïõ ðñïêýðôåé ìå ôï ÷ùñéóìü áõôü ôùí ìåôáâëçôþí x êáé t áðü ôçí åîßóùóç ôçò
ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò ConvectionDiffusionPDE. Óôçí åîßóùóç SepVarPDE1 íá ãßíåé ôáõôü÷ñïíá
êáé äéáßñåóç êáé ôùí äýï ìåëþí ôçò ìå c(x, t) êáé åðßóçò áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. (æ) Ç
äéðëÞ åîßóùóç SepVarPDE2 ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôç SepVarPDE1 ìå ìåôáöïñÜ ôïõ äåýôåñïõ êëÜ-
óìáôüò ôçò (áõôïý ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôç èÝóç x), äçëáäÞ ôïõ äåýôåñïõ üñïõ ôïõ áñéóôåñïý
ìÝëïõò ôçò, óôï äåîéü ìÝëïò êé åðßóçò åîßóùóç êáé ôùí äýï êëáóìÜôùí ìå óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë.
(ç) Ç ó÷åôéêÞ ÷ñïíéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ode1 êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò sol1.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F12 ([× êáé Õ] ×ùñéóìüò ôùí Ìåôáâëçôþí: ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò Äï-
êïý): Èåùñïýìå ôéò åëåýèåñåò (ü÷é åîáíáãêáóìÝíåò) êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý
(ordinary beam) ìå äõóêáìøßá EI êáé ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ. Æçôïýíôáé: (á) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò BeamPDE ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x, t) ôçò äïêïý.
(â) Ï ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí

v(x, t) = X(x)T (t)

êáèþò êáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamPDE ðïõ ðñïêýðôåé ìåôÜ ôï ÷ùñéóìü áõôü. (ã) Ç ßäéá
åîßóùóç sepvar1, ôþñá üìùò óáöÝóôåñá äéáéñþíôáò ìå ñÁ v(x, t) êáé ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôå-
ëÝóìáôïò. Óôç óõíÝ÷åéá êáé ç åîßóùóç sepvar2 ìå ðëÞñç ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí: áñéóôåñÜ ôï
êëÜóìá ôçò èÝóåùò x êáé äåîéÜ ôï êëÜóìá ôïõ ÷ñüíïõ t. (ä) Ç ó÷åôéêÞ ðñþôç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ode1 ìå ôç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë áñíçôéêÞ êáé ßóç ìå −ù2 êáèþò êáé ç ãåíéêÞ ëýóç
(general solution) sol1 ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (å) Åðßóçò ç áíôßóôïé÷ç äåýôåñç óõíÞèçò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ode2. (óô) Ç áíôéêáôÜóôáóç (substitution)

ñÁ = â4 EI
ù2

(ìå ôï â íÝï óýìâïëï) ìå äÞëùóÞ ôçò óáí subs êáé ç ìïñöÞ ode2aðïõðáßñíåé ç äåýôåñç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ode2 ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç áõôÞ subs. (æ) Ç ãåíéêÞ ëýóç sol2 ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ode2a êáé óôç óõíÝ÷åéá ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç Xs(x). (ç) Ç åðáëÞèåõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ode2 áðü ôç ëýóç Xs(x) ðïõ âñÝèçêå ÷ùñßò âÝâáéá íá ëçóìïíåßôáé ç áíôéêáôÜóôáóç subs
êáèþò êáé ç áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F13 ([× êáé Õ] ×ùñéóìüò ôùíÌåôáâëçôþí, ÐëÜêåò): Ìåôç ÷ñÞóç ôïõðáêÝôïõ
ôçò Mathematica ãéá ôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç, ôï ïðïßï ßóùò Ý÷åé Þäç öïñôùèåß, æçôïýíôáé ãéá
óõíÞèç ðëÜêá (ordinary plate) ðÜ÷ïõò h êáé ðõêíüôçôáò õëéêïý ñ áðü éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ
åëáóôéêü õëéêü ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò Å0 êáé ëüãïõ ôïõ Poisson í óôï åðßðåäï Oxy êáé õðü êÜèåôç
êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, y): (á) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (partial
differential equation) StaticPlatePDE ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåùò w(x, y) ãéá ôï óôáôéêü ðñüâëçìá.
(â) Ç äõóêáìøßá D0 ôçò ðëÜêáò. (ã) Ç áíôßóôïé÷ç äõíáìéêÞ åîßóùóç DynamicPlatePDE, ç ïðïßá
ðåñéÝ÷åé âÝâáéá êáé ôï ÷ñüíï t êáèþò êáé áäñáíåéáêü üñï. (ä) Ï ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí

wp(x, y, t) = P(x, y) cos (ùt + á)

(ìå ôá ù êáé á óôáèåñÝò). (å) Ó÷üëéï comment ìå óõìâïëïóåéñÜ (string) Þ áðëÜ óå ðáñÜãñáöï
êåéìÝíïõ (ìå Alt 7) ìå åßêïóé ðåñßðïõ ëÝîåéò ãéá ôï áí åßíáé áðïäåêôüò Þ áðáñÜäåêôïò ï ðéï ðÜíù
÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí (÷ùñéêþí ìåôáâëçôþí (x, y) êáé ÷ñïíéêÞò ìåôáâëçôÞò t) Þ ü÷é êáé ãéáôß.
(óô) Ç íÝá äéáöïñéêÞ åîßóùóç DynamicPlatePDE1 èÝôïíôáò ôþñá wp áíôß ãéá w êáé ìçäåíßæïíôáò
ôáõôü÷ñïíá ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, y, t). (æ) Ç ðñïçãïýìåíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
DynamicPlatePDE1 äéçñçìÝíç ôþñá ìå cos (ùt + á) (êáé óôá äýï ìÝëç ôçò!) êáé ìå áðëïðïßçóç
ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ìå äÞëùóÞ ôçò óáí DynamicPlatePDE2. (ç) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß char1 ôçò
ôåëåõôáßáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F14 ([× êáé Õ] ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò): Èåùñïýìå ôç ìïíïäéÜ-
óôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò (Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç, wave equation) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç u
êáé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ôéò x (èÝóç) êáé t (÷ñüíï). Ç ôá÷ýôçôá ìåôáäüóåùò ôïõ êýìáôïò
åßíáé c (öõóéêÜ êáô’ áðüëõôï ôéìÞ). Æçôïýíôáé: (á) Ç äÞëùóç ôçò åîéóþóåùò áõôÞò ìå ôï óýì-
âïëï WavePDE. (â) Ç ëýóç ôçò WavePDESol êáôåõèåßáí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve. (ã) Ç
ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç us(x, t). (ä) Ç åðáëÞèåõóçWavePDEVer ôçò ßäéáò ëýóåùò us(x, t). (å) Ç äÞëùóç
óõíáñôÞóåùò

up(x, t) = f (x + ìt).

(óô) Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç CharEq ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí åîßóùóç WavePDE ãéá ôç óôá-
èåñÜ ì ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ðéï ðÜíù óõíáñôÞóåùò up(x, t). (æ) Ïé ëýóåéò CharEqSol ôçò ÷áñáêôçñé-
óôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (ç) Ðñïêýðôïõí ôñåéò ëýóåéò, áëëÜ ìüíï ïé äýï ðñþôåò ì1 êáé ì2 Ý÷ïõí
Ýííïéá. ÅðïìÝíùò íá ãßíåé ðåñéïñéóìüò óôéò äýï ðñþôåò áõôÝò ëýóåéò sols.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F15 ([× êáé Õ] ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò, Ìåôáó÷çìáôéóìüò La-
place): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á) Ëßóôá char ìå åðôÜ ÷á-
ñáêôçñéóìïýò ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò WavePDE. (â) Ëßóôá ItAppears ìå ôéò
âáóéêÝò ðåñéï÷Ýò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý üðïõ ðáñïõóéÜæåôáé ç ßäéá åîßóùóç.
(ã) Ëßóôá SolMethods ìå ôéò äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò ðïõ ìå âåâáéüôçôá åßíáé åöáñìüóéìåò ãéá ôçí
åðßëõóç ôçò ßäéáò åîéóþóåùò WavePDE. (ä) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace LT ôçò ßäéáò åîéóþóåùò
WavePDE ùò ðñïò ôo ÷ñüíï t ìå ôç ó÷åôéêÞ ìåôáâëçôÞ íá äçëþíåôáé ìå s. (å) Ç áðëïýóôåñç
ìïñöÞ LT1 ôïõ ßäéïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý LT, ôþñá üìùò óõìâïëßæïíôáò ìå U(x, s) ôï ìåôáó÷çìáôé-
óìü Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t). (óô) Ç éäéüôçôá (property) LaplaceProperty (óôç
Mathematica õðü ôç ìïñöÞ áíôéêáôáóôÜóåùò) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò äåýôåñçò ÷ù-
ñéêÞò (ùò ðñïò ôç èÝóç x) ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t) ðïõ éóïýôáé
ìå ôçí áíôßóôïé÷ç äåýôåñç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò U(x, s). (Öáßíåôáé
ðùò ç Mathematica äå ãíùñßæåé ôç ó÷åôéêÞ éäéüôçôá óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace!) (æ) Ç óõíÞ-
èçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ode ðïõ ðñïêýðôåé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò éäéüôçôáò (áíôéêáôáóôÜóåùò) áõôÞò
LaplaceProperty. (ç) Ç ãåíéêÞ ëýóç solode ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ode ìå ôç ÷ñÞóç
ôçò åíôïëÞò DSolve. Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óôçí åíôïëÞ áõôÞ êáé ç åíôïëÞ Expand.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F16 ([× êáé Õ] Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace: ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôçò Äéá-
÷ýóåùò, ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò): Èåùñïýìå ôç èåñìïêñáóßá è = è(z, t) ìÝóá óôï Ýäáöïò ìå z
ôï âÜèïò (z ≥ 0) êáé t ôï ÷ñüíï (t ≥ 0). Æçôïýíôáé: (á) Ç ó÷åôéêÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò (dif-
fusion) DiffusionPDE ãéá ôï ðáñüí ðñüâëçìá Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò ìå a2 ôç ó÷åôéêÞ èåôéêÞ
óôáèåñÜ. (â) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò LT ùò ðñïò ôç èÝóç z ìå ôç ó÷åôéêÞ ìåôáâëçôÞ íá
äçëþíåôáé ìå ó (êáé ü÷é ìå s). (ã) Ç áðëïýóôåñç ìïñöÞ LT1 ôïõ ßäéïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý LT, ôþñá
üìùò óõìâïëßæïíôáò ìå È(ó, t) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò è(z, t).
(ä) ÇáíôéêáôÜóôáóç subs ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçòðñþôçò ÷ñïíéêÞò ìåñéêÞòðáñáãþãïõ
ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò è(z, t) áðü ôçí áíôßóôïé÷ç ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace ôçò È(ó, t). (å) Ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç LT2 ðïõ ðñïêýðôåé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
áíôéêáôáóôÜóåùò áõôÞò subs. (óô) Ç ãåíéêÞ ëýóç sol ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò LT2.
(æ) ÅíáëëáêôéêÜ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace LT3 ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò LT2, ôþñá
ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t êáé ìå ôç ó÷åôéêÞ ìåôáâëçôÞ íá äçëþíåôáé ìå s (ü÷é ðéá ó). (ç) ÁðëÜ ç ëýóç
solLT3 ôçò ôåëéêÞò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò LT3 ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F17 ([X] ×ùñéóìüò ôùí Ìåôáâëçôþí, ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò:
Åëåýèåñåò ÁîïíéêÝò Ôáëáíôþóåéò ÑÜâäïõ): Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôùí áîïíéêþí (Þ äéáìÞêùí)
åëåýèåñùí êáé ÷ùñßò áðüóâåóç ôáëáíôþóåùíóõíÞèïõò ñÜâäïõìÞêïõò L ìå 0 ≤ x ≤ L ãéá ôç èÝóç x
êáé t ≥ 0 ãéá ôï ÷ñüíï t. Ôï ðñüâëçìá áõôü äéÝðåôáé áðü ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò
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(Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí áîïíéêÞ (Þ äéáìÞêç) ìåôáôüðéóç u = u(x, t) ôùí
óçìåßùí ôçò ñÜâäïõ. Ç ôá÷ýôçôá ôïõ êýìáôïò (óå áðüëõôï ôéìÞ) äçëþíåôáé åäþ ìå ôï óýìâïëï c.
Ç ñÜâäïò áõôÞ èåùñåßôáé åëåýèåñç (÷ùñßò óôçñßîåéò) êáé óôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L
óôï ðáñüí äõíáìéêü (ü÷é óôáôéêü) ðñüâëçìá. Ïé áñ÷éêÝò áîïíéêÝò ìåôáôïðßóåéò ôùí óçìåßùí ôçò
ñÜâäïõ åßíáé u(x, 0) = u0(x) ìå 0 ≤ x ≤ L êáé ìå ôç óõíÜñôçóç u0(x) êáôÜëëçëç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç.
Ïé áíôßóôïé÷åò áñ÷éêÝò ôá÷ýôçôåò åßíáé ìçäåíéêÝò, äçëáäÞ (∂u/∂t)(x, 0) = 0. Æçôïýíôáé: (á) Ç
ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (â) ÅðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. ÅéäéêÜ ãéá ôïí ôýðï ôçò íá ãßíåé êáé
ï õðïëïãéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò äéáêñßíïõóáò. (ã) Ç ëåðôïìåñÞò áðüäåéîç üôé õðü ôéò ðáñïýóåò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (äçëáäÞìå åëåýèåñá ôáäýïÜêñá x = 0 êáé x = L ôçò ñÜâäïõ) çðñþôç÷ùñéêÞ
(ùò ðñïò ôç èÝóç x) ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u = u(x, t) åßíáé óõíå÷þò
ìçäåíéêÞ óôá äýï áõôÜ Üêñá. (ä) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ç áíáãùãÞ ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò: (i) ùò ðñïò
ôç èÝóç x êáé (ii) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ìå ôçí õðï÷ñåùôéêÞ ÷ñÞóç êáé ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáòù ôùí
åëåýèåñùí áîïíéêþí ôáëáíôþóåùí ðïõ åîåôÜæïõìå. (å) Ïé ëýóåéò Xn(x) êáé Tn(t) (n = 0, 1, 2, . . . )
ôùí äýï óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðáßñíïíôáò õðüøç êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï
åëåýèåñá Üêñá ôçò ñÜâäïõ. Ôé öõóéêü íüçìá Ý÷åé ç «óõ÷íüôçôá» ù0 (ìå n = 0); Ôé åêöñÜæåé;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F18 ([X] ×ùñéóìüò ôùí Ìåôáâëçôþí, ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò:
Åëåýèåñåò ÁîïíéêÝò Ôáëáíôþóåéò ÑÜâäïõ): Óõíå÷ßæïíôáò ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, æçôïýíôáé
åðßóçò: (á) Ç ðëÞñçò ôåëéêÞ ëýóç u(x, t) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí
ôéìþí. (â) Ôùñá ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò u(x, t) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò ùò ðñïò ôéò äýï
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ìüíï. (ã) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ßäéáò ëýóåùò ùò ðñïò ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
ìüíï. (ä) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ßäéáò ëýóåùò ùò ðñïò ôçí ßäéá ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò
(Þ êõìáôéêÞ åîßóùóç).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F19 ([X] Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò:
Åëåýèåñåò ÁîïíéêÝò Ôáëáíôþóåéò ÑÜâäïõ): Óõíå÷ßæïíôáò ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò, æç-
ôïýíôáé åðßóçò: (á) Ï ôýðïò ðïõ äßíåé ôçí ôá÷ýôçôá c ôïõ ðáñüíôïò åëáóôéêïý êýìáôïò (êáô’
áðüëõôï ôéìÞ) ìå ôç âïÞèåéá öõóéêþí óôáèåñþí ôçò óõíÞèïõò ñÜâäïõ (÷ùñßò áðüäåéîç). Íá ãßíåé
êáé ï ó÷åôéêüò Ýëåã÷ïò ìïíÜäùí. (â) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t (t ≥ 0) ç áíáãùãÞ ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò åëåýèåñùí áîïíéêþí
(Þ äéáìÞêùí) ôáëáíôþóåùí ñÜâäïõ óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò
ôçò ñÜâäïõ. (ã) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôç ìç ïìïãåíÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò ìå óáöÞ äÞëùóç ôçò
ðáñáìÝôñïõ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace üðïõ áõôÞ ðáñïõóéÜæåôáé. (ä) ×ùñßò ôçí åêôÝëåóç
õðïëïãéóìþí ìå ðïéåò áêñéâþò äýï ìåèüäïõò èá ìðïñïýóå íá âñåèåß êáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ
ëýóç) ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ äüèçêáí;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F20 ([X] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá: ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç
ôïõ Airy, Åîéóþóåéò Éóïññïðßáò êáé Óõìâéâáóôïý): Óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí èåùñïýìå ôï åðß-
ðåäï óôáôéêü ðñüâëçìá (óôï åðßðåäï Oxy) ãéá ïìïãåíÝò, éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü
÷ùñßò äõíÜìåéò ìÜæáò. Æçôïýíôáé: (á) Ïé ó÷åôéêÝò åîéóþóåéò éóïññïðßáò ãéá ôéò ôñåéò ôÜóåéò (ôéò
óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí) óx, óy êáé ôxy (÷ùñßò áðüäåéîç). (â) Ç åîßóùóç (Þ óõíèÞêç)
óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí åêöñáóìÝíç üìùò óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ ðÜëé óõíáñôÞóåé
ôùí ôÜóåùí (îáíÜ ÷ùñßò áðüäåéîç). (ã) Ìå õðïëïãéóìü ôçò ó÷åôéêÞò äéáêñßíïõóáò ï ôýðïò ôçò
åîéóþóåùò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò. (ä) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò (Þ ôá-
óåïóõíáñôÞóåùò) A(x, y) ôïõ Airy ðïéïé ôýðïé äßíïõí ôéò ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy; (÷ùñßò áðüäåéîç).
(å) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy íá áðïäåé÷èåß üôé ðëçñïýíôáé áõôüìáôá êáé ïé
äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò. (óô) Ðïéá ìïñöÞ ðáßñíåé ç åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò ôçí ßäéá ôáóéêÞ óõíÜñôçóç A(x, y); (æ) Íá äïèïýí Ýîé ÷áñáêôçñéóìïß ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ
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ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò. (ç) Ðþò êáëåßôáé ç åîßóùóç áõôÞ; Ï ó÷åôéêüò äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò;
Ðïý áëëïý óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðáñïõóéÜæåôáé ï ßäéïò äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F21 ([X êáé Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá: ÔáóéêÞ ÓõíÜñ-
ôçóç ôïõ Airy, Åîéóþóåéò Éóïññïðßáò êáé Óõìâéâáóôïý): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç.
Æçôïýíôáé åðßóçò: (á) Ç óõíèÞêç (Þ óõíèÞêåò) õðü ôçí ïðïßá (Þ ôéò ïðïßåò) ôï ôåôáñôïâÜèìéï
ðïëõþíõìï

A0(x, y) =
4∑

k=0

ck x4−k yk

(ìå ôá ck óôáèåñïýò ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò) åßíáé êáôáñ÷Þí êáôÜëëçëï ãéá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
óáí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ AiryA(x, y). (â) ÅðïìÝíùòðïéá åßíáé ç ÝêöñáóçA(x, y) ôçò óõíáñôÞóåùò
áõôÞò A0(x, y) ìåôÜ ôçí áðáëïéöÞ ôïõ óõíôåëåóôÞ c2; (ã) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ôïõ
ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò íá õðïëïãéóèïýí ïé ôÜóåéò óx, óy êáé ôxy , ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí áðü
ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç A(x, y) ðïõ âñÝèçêå. (ä) Íá åðáëçèåõèåß ç ðëÞñùóç ôùí äýï åîéóþóåùí
éóïññïðßáò áðü ôéò ôÜóåéò áõôÝò. (å) ÁíÜëïãá êáé ãéá ôçí åîßóùóç (Þ óõíèÞêç) óõìâéâáóôïý ðÜëé
üìùò ìå ôç âïÞèåéá ôùí ôÜóåùí. (óô) ÔåëéêÜ, óõíïøßæïíôáò, ôé áêñéâþò ðåôõ÷áßíïõìå áðü ìáèç-
ìáôéêÞò áðüøåùò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy A(x, y) ùò ðñïò ôéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ éó÷ýïõí; (æ) Êáé ìå ðïéï äéðëü êüóôïò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F22 ([X] ÁëëáãÞ ÁíåîÜñôçôùí Ìåôáâëçôþí, ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ: Ìå-
ôáãùãÞ êáé Áðïäüìçóç Ñýðïõ óå Õäáôüññåõìá): Óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ èåùñïýìå ôç
ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ìåôáãùãÞ. Ôï íåñü óôï õäáôüññåõìá ñÝåé ìå óôáèåñÞ ôá-
÷ýôçôá V . Ãéá áðëüôçôá Ý÷åé õðïôåèåß üôé äåí õößóôáôáé ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ ïýôå Üëëïò
ôñüðïò ìåôáöïñÜò ôïõ åêôüò áðü ôç ìåôáãùãÞ. ÕðÜñ÷åé üìùò êáé áðïäüìçóç ðñþôçò ôÜîåùò
ôïõ ñýðïõ ìå óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò k. Ùò ðñïò ôç óõãêÝíôñùóç c = c(x, t) ôïõ ñý-
ðïõ óôï õäáôüññåõìá (ìå x ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò êáé t ôï ÷ñüíï) ðñïêýðôåé
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

∂c
∂t
+ V

∂c
∂x

= −kc.

Åäþ æçôïýíôáé: (á) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â) Ç ãñáöÞ ôçò óå íÝá
ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áëëáãþí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí

î = x − V t êáé ô = t.

(ã) ÇöõóéêÞ åñìçíåßá ôçò áëëáãÞò ìåôáâëçôÞò î = x−Vt. (ä) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå âÜóç ôï åñþôçìá (â)
ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò c = c(x, t) ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (å) Ç åðáëÞèåõóç ôçò
ßäéáò ãåíéêÞò ëýóåùò. (óô) Åßíáé áéóèçôÞ óôç ëýóç áõôÞ ç áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ ìå ôçí ðÜñïäï
ôïõ ÷ñüíïõ t; Ôé ìïíÜäåò Ý÷åé ç óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò k;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F23 ([X] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÌïíïäéÜóôáôç Åîß-
óùóç ôçò Äéá÷ýóåùò, Ïëïêëçñþìáôá Fourier): Ãéá ôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò óôç ìßá äéÜóôáóç
(ìåôÜäïóç èåñìüôçôáò êáôÜ ìÞêïò ðëåõñéêÜ ôÝëåéá ìïíùìÝíçò ëåðôÞò ñÜâäïõ Üðåéñïõ ìÞêïõò)
æçôåßôáé (õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí) ç ëýóç ôçò è(x, t) (óå êÜèå
èÝóç x ôçò ñÜâäïõ ìå−∞ < x <∞ êáé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ìå t ≥ 0). Ç áñ÷éêÞ èåñìïêñáóßá
ôçò ñÜâäïõ è(x, 0) õðïôßèåôáé üôé åßíáé ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x), äçëáäÞ éó÷ýåé è(x, 0) = f (x).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F24 ([× êáé Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìåÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò: Ìåôáó÷çìáôé-
óìüò Laplace, ÐáñÜêôéá Ìç÷áíéêÞ, ËéìåíéêÜ ¸ñãá: ÁêôïãñáììÞ, ÁíáðëÞñùóç ÁêôÞò, Éóïæýãéï
Öåñôþí Õëþí, ÐñïóÜììùóç, ÅãêÜñóéïò Âñá÷ßïíáò, Ìþëïò): Åõ÷áñéóôßåò: Ï ãñÜöùí åõ÷áñé-
óôåß èåñìÜ ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ê. ÁíäñÝá Ëáããïýóç (ðïõ õðÞñîå êáé öïéôçôÞò ôïõ óôï ÔìÞìá
Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí) ãéá ôçí õðüäåéîç ôïõ ðáñüíôïò åíäéáöÝñï-
íôïò èÝìáôïò óôçí ÐáñÜêôéá Ìç÷áíéêÞ êáé óôá ËéìåíéêÜ ¸ñãá ìáæß ìå ôç èåùñßá ó÷çìáôéóìïý
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ôçò ðáñáêÜôù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ôçí áíáöïñÜ ôçò ëýóåùò ôïõ
üëïõ ðñïâëÞìáôïò. Óôï èÝìá áõôü âáóßóèçêå ç Üóêçóç áõôÞ, ãéá ôçí ïðïßá ï ãñÜöùí öÝñåé
öõóéêÜ ï ßäéïò ôçí åõèýíç. Ï åíäéáöåñüìåíïò öïéôçôÞò êáé ç åíäéáöåñüìåíç öïéôÞôñéá Ðïëéôé-
êüò Ìç÷áíéêüò ãéá ôçí ÐáñÜêôéá Ìç÷áíéêÞ êáé ôá ËéìåíéêÜ ¸ñãá ìðïñåß íá óõìâïõëåõèåß (ãéá
ïñéóìÝíåò âáóéêÝò Ýííïéåò) êáé ôï åíäéáöÝñïí âéâëßï ôçò Ðïëõôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò ôïõ Áñéóôïôåëåßïõ
Ðáíåðéóôçìßïõ ÈåóóáëïíéêÞò: Êïõôßôá, ×. Ã., ÅéóáãùãÞ óôçí ÐáñÜêôéá Ôå÷íéêÞ êáé ôá ËéìåíéêÜ
¸ñãá, Åêäüóåéò ÆÞôç, Èåóóáëïíßêç, 1996, éäßùò ôéò óåëßäåò 177 êáé 178 ôïõ âéâëßïõ áõôïý.

Óôçí ÐáñÜêôéá Ìç÷áíéêÞ êáé óôá ËéìåíéêÜ ¸ñãá èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôçò åðéäñÜóåùò åðß
ôçòáêôïãñáììÞò y = y(x, t), ðïõáñ÷éêÜ (ãéá t ≤ 0) õðïôßèåôáé åõèýãñáììç (y(x, 0) = 0), åãêÜñóéïõ
(êÜèåôïõ óôçí áêôïãñáììÞ) åìðïäßïõ (âñá÷ßïíá Þ ìþëïõ). Ï âñá÷ßïíáò áõôüò ôïðïèåôåßôáé ôç
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 êáé óôç óõíÝ÷åéá ðñïêáëåß ðñïóÜììùóç êáé ìåôáâïëÞ ôçò áêôïãñáììÞò
y(x, t). Õðü ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò ðáñáäï÷Ýò ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ãéá ôç ìåôáâïëÞ ôçò áêôïãñáììÞò y = y(x, t) áíÜíôç êáé êáôÜíôç ìéáò ðáãßäáò
öåñôþí õëþí (åäþ ôïõ åãêÜñóéïõ âñá÷ßïíá). Ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé óõíÜñôçóç êáé ôçò èÝóåùò x,
áëëÜ êáé ôïõ ÷ñüíïõ t, êáèþò ç ðñïóÜììùóç åîáéôßáò ôùí êõìáôéóìþí óõíôåëåßôáé âáèìéáßá:

∂y
∂t

= k
∂2y
∂x2

ìå y = y(x, t)

êáé ìå k ôï óõíôåëåóôÞ äéá÷ýóåùò ôçò áêôÞò. Ðñüêåéôáé äçëáäÞ ãéá ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç
ôçò äéá÷ýóåùò, ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé åðßóçò óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò êáé óå Üëëá ðñïâëÞìáôá.
Ãéá ôçí åýñåóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò åëÞöèç õðüøç (ìåôáîý
Üëëùí) êáé ç åîßóùóç äéáôçñÞóåùò ôçò ìÜæáò (ôï éóïæýãéï öåñôþí õëþí). Ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé
ãíùóôÞ êáé óáí åîßóùóç ôùí Pelnard--Considere.

ÁõôÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óõíïäåýåôáé áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

y(−∞, t) = 0, t ≥ 0,

ðïõ äçëþíåé üôé äåí õðÜñ÷åé åðéññïÞ ôïõ åãêÜñóéïõ âñá÷ßïíá åðß ôçò áêôïãñáììÞò óå Üðåéñç
áðüóôáóç áðü áõôüí (x = −∞), êáé

∂y
∂x

(0, t) = tanâ, t > 0,

üðïõ â åßíáé ç ãùíßá ðñïóðôþóåùò ôùí êõìáôéóìþí óôçí áñ÷éêÜ åõèýãñáììç áêôïãñáììÞ (y = 0
ãéá t ≤ 0, ðñéí áðü ôçí ôïðïèÝôçóç ôïõ âñá÷ßïíá) êáé ðñïöáíþò ìå ôéìÝò 0 < â < ð/2, þóôå íá
åßíáé åöéêôÞ ç ðñïóÜììùóç êáé ç ìåôáâïëÞ ôçò áêôïãñáììÞò. Ç äåýôåñç áõôÞ óõíïñéáêÞ óõí-
èÞêç åßíáé ç óõíèÞêç áäéáðÝñáôïõ óõíüñïõ, åí ðñïêåéìÝíù áäéáðÝñáôïõ (áðü ôïõò êõìáôéóìïýò)
âñá÷ßïíá. Áóöáëþò éó÷ýåé êáé ç ðñïöáíÞò áñ÷éêÞ óõíèÞêç

y(x, 0) = 0, x ≤ 0,

ëüãù ôçò áñ÷éêÜ åõèýãñáììçò áêôïãñáììÞò. Æçôïýíôáé:

(á) [×] Ïé ðëÞñåéò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò óõìðåñéëáìâáíïìÝíïíôáò êáé ôï åÜí åßíáé õðåñâïëéêïý, ðáñáâïëéêïý Þ åëëåéðôéêïý ôýðïõ
(ìå õðïëïãéóìü öõóéêÜ!). Ãéáôß Ý÷ïõìå äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé ìßá ìüíï áñ÷éêÞ óõíèÞêç;

(â) [×] Ç åðßëõóç ôïõ ðéï ðÜíùðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí êáé áñ÷éêÞò ôéìÞò ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, áöïý ðñïçãçèåß ç áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò î = −x (x ≤ 0, ïðüôå î ≥ 0).

(ã) [Y] Ç åðáëÞèåõóç (óôï ìÝãéóôï äõíáôü âáèìü) ôùí õðïëïãéóìþí ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñù-
ôÞìáôïò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ. Õðüäåéîç: Óçìåéþíåôáé üôé ç æçôïýìåíç ëýóç y(x, t) ãéá ôçí
áêôïãñáììÞ óôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

y(x, t) = 2

√
kt
ð

tanâ
[
exp (− u2)− u

√
ð erfc (u)

]
, x < 0, t > 0,
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üðïõ ôï óýìâïëï u äçëþíåé ôçí ðïóüôçôá

u = − x

2
√
kt
= î

2
√
kt

,

exp åßíáé ç ãíùóôÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç (exp y ≡ ey) êáé erfc ç óõìðëçñùìáôéêÞ óõíÜñôçóç
óöÜëìáôïò, ãéá ôçí ïðïßá Ý÷ïõí áíáöåñèåß ï ïñéóìüò êáé óôïé÷åéþäåéò éäéüôçôÝò óôçí ÐáñÜ-
ãñáöï Â10.4.5 ôïõ Êåöáëáßïõ Â10 ôïõ ÌÝñïõò Â.

(ä) [× êáé Õ] ÔÝëïò æçôåßôáé ç ëåðôïìåñÞò åðáëÞèåõóç üôé çðáñáðÜíù ëýóçðñáãìáôéêÜðëçñïß
ôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìåôáâïëÞò ôçò áêôïãñáììÞò.

(å) [×] Ôï ßäéï êáé ãéá ôéò ôñåéò óõíèÞêåò (ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé ôç ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-F25 ([Y] ÔåëåóôÞò ôïõ Laplace, Äéáñìïíéêüò ÔåëåóôÞò, Êëßóç, ÐåñéóôñïöÞ,
Áðüêëéóç): Ìå ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõVectorAnalysis ôçò Mathematica æçôïýíôáé: (á) Ï êáèïñéóìüò
Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y, z) ðñïò ÷ñÞóç óôï ðáêÝôï áõôü. (â) Ãéá ôéò ôñåéò âáèìùôÝò
óõíáñôÞóåéò

f (x, y z) = x3ey sin z, g(x, y, z) = xy2z3, h(x, y, z) = x2 + y + z

êáé ôï áíôßóôïé÷ï äéÜíõóìá

F = F(x, y, z) = f (x, y, z) i+ g(x, y, z) j+ h(x, y, z) k

íá åöáñìïóèåß ï ôåëåóôÞò ôïõ Laplace (íá õðïëïãéóèåß ç ËáðëáóéáíÞ) êé áíôßóôïé÷á ï äéáñìïíéêüò
ôåëåóôÞò ðÜíù óôç óõíÜñôçóç f (óå ìßá óåéñÜ). (ã) Íá âñåèåß ç ËáðëáóéáíÞ ôïõ äéáíýóìáôïò F
(äçëáäÞ ôçò ó÷åôéêÞò ëßóôáò ôñéþí óõíáñôÞóåùí: f , g êáé h). (ä) Ìå üìïéï ôñüðï íá õðïëïãéóèåß
ç ËáðëáóéáíÞ ôçò ËáðëáóéáíÞò ôïõ ßäéïõ äéáíýóìáôïò F êáé íá óõãêñéèåß ôï áðïôÝëåóìá ìå
áõôü ðïõ ðñïêýðôåé ìå ôçí Üìåóç åöáñìïãÞ ôïõ äéáñìïíéêïý ôåëåóôÞ óôï ßäéï äéÜíõóìá F. (å) Íá
õðïëïãéóèïýí ç êëßóç Þ âáèìßäá (grad) ôçò óõíáñôÞóåùò f êáèþò êáé ï óôñïâéëéóìüò (ðåñéóôñïöÞ)
ôçò (curl) êáé ç áðüêëéóç (div) ôïõ äéáíýóìáôïò F. (óô) Óôçíðåñßðôùóç ãåíéêþí (ü÷é óõãêåêñéìÝíùí)
êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìùí óõíáñôÞóåùí

ö = ö(x, y, z)

(âáèìùôÞ) êáé

G = G(x, y, z) = u(x, y, z) i+ v(x, y, z) j+ w(x, y z) k

(äéáíõóìáôéêÞ) æçôåßôáé íá åëåã÷èåß ç ðéèáíÞ éó÷ýò ôùí ôýðùí (ìå Ä ≡ ∇2)

Ä(Äö) = Ä2ö,

div (gradö) = Äö,

curl (gradö) = 0,

div (curlG) = 0,

curl (curlG) = grad (divG)− ÄG,

div (öG) = ö divG+ (gradö) · G.

Õðüäåéîç: Óôïí ôåëåõôáßï üñï ôçò ôåëåõôáßáò ôáõôüôçôáò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ôåëåßá ãéá ôï
åóùôåñéêü ãéíüìåíï äéáíõóìÜôùí. Ôé óáò èõìßæåé ç ôáõôüôçôááõôÞ; Ôé äçëþíïõí ôáðá÷éÜ (ìáýñá,
bold) óôïé÷åßá óôïõò ðáñáðÜíù ôýðïõò;
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ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-G

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-G1 ([X] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÌïíïäéÜóôáôç Åîß-
óùóç ôçò Äéá÷ýóåùò, Ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier): Ãéá ôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò óôç ìßá äéÜ-
óôáóç x óôï ðñüâëçìá ìåôáäüóåùò èåñìüôçôáò êáôÜ ìÞêïò ðëåõñéêÜ ôÝëåéá ìïíùìÝíçò ëåðôÞò
ñÜâäïõ Üðåéñïõ ìÞêïõò ìå óôáèåñÜ c2 óôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç æçôåßôáé (õðï÷ñåùôéêÜ
ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ùò ðñïò ôç èÝóç x êáé ôçí áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç) ç ëýóç ôçò è(x, t) óå êÜèå èÝóç x
ôçò ñÜâäïõ ìå −∞ < x < ∞ êáé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ìå t ≥ 0. Ç áñ÷éêÞ èåñìïêñáóßá ôçò
ñÜâäïõ è(x, 0) õðïôßèåôáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x). Õðüäåéîç: Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier (ùò
ðñïò ôç èÝóç x, ü÷é ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t)

F
{

1

2c
√
ðt

exp
(
− x2

4c2t

)}
= exp (− c2ù2t)

èåùñåßôáé ãíùóôüò. Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß åðßóçò êáé ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò. Êáôáñ÷Þí èá
ìðïñïýóå íá ãßíåé êáé äåýôåñç åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ôþñá),
þóôå íá ðñïêýøåé ôåëéêÜ ìéá áðëÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç; (ïýôå êáí óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç!)

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-G2 ([X] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò: ÌÝèïäïò ôïõ Ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Fourier. ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ: Õäáôïññåýìáôá: ÌåôáãùãÞ êáé ÄéÜ÷õóç
Ñýðïõ): Åäþ èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôïõ ðñïóäéïñéóìïý ôçò óõãêåíôñþóåùò c = c(x, t)
ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ôç ìåôáöïñÜ ôïõ ñýðïõ íá ãßíåôáé ôüóï ìå ìåôáãùãÞ (ëüãù ôçò ôá-
÷ýôçôáò V ôïõ íåñïý ôïõ õäáôïññåýìáôïò) üóï êáé ìå ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç (ìå óõíôåëåóôÞ ìïñéáêÞò
äéá÷ýóåùò D). Ôüôå ðñïêýðôåé ç áêüëïõèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò:

∂c
∂t
+ V

∂c
∂x

= D
∂2c
∂x2

ìå x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï (t ≥ 0). Ìå ôïõäáôüññåõìá íáèåùñåßôáé ÜðåéñïõìÞêïõò (−∞ < x <∞)
êáé ìå ãíùóôÞ ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0, äçëáäÞ ìå

c(x, 0) = g(x)

æçôåßôáé ç åðßëõóç ôïõ ðáñáðÜíùðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí õðï÷ñåùôéêÜ ìå ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier ùò ðñïò ôç èÝóç x. ¸ôóé ðñïóäéïñßæåôáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier C(ù, t) ôçò Üãíùóôçò
óõãêåíôñþóåùò c(x, t) ôïõ ñýðïõ. Ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ êáëü åßíáé íá ëçöèïýí õðüøç êáé ïé ôýðïé

F −1
{
e−Dù2t

}
= 1

2
√
ðDt

e−x2/(4Dt)

êáé åðßóçò

F −1 {
e−iaù F(ù)

} = f (x − a)

ìå ôï a óôáèåñÜ êáé F(ù) = F{f (x)}.
ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-G3 ([Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìåÌåñéêÝòÐáñáãþãïõò: ÔåëåóôÞò ôïõ Laplace,

Äéáñìïíéêüò ÔåëåóôÞò, ÊáñôåóéáíÝò, ÐïëéêÝò, ÊõëéíäñéêÝò êáé ÓöáéñéêÝò ÓõíôåôáãìÝíåò): Åäþ
æçôïýíôáé: (á) Ïé åêöñÜóåéò ôïõ ôåëåóôÞ ôïõ Laplace êáé ôïõ äéáñìïíéêïý ôåëåóôÞ ìå åöáñìïãÞ
ôïõò óå óõíÜñôçóç F óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z). Åðßóçò êáé óôéò äýï äéáóôÜóåéò (x, y).
(â) ÁíÜëïãá óå êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è, z). Åðßóçò êáé óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è).
(Õðüäåéîç: Áñêåß íá ôåèåß z = 0.) Ôï ßäéï êáé ãéá êõêëéêÞ óõììåôñßá óôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò.
(Õðüäåéîç: Áñêåß íá ôåèåß åðéðëÝïí êáé è = 0.) (ã) ÁíÜëïãá óå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (ñ, è,ö)
ãéá ôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace ìüíï. Åðßóçò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò óöáéñéêÞò óõììåôñßáò êáé
ãéá ôïõò äýï ôåëåóôÝò ðïõ ðñïáíáöÝñèçêáí. (Õðüäåéîç: Áñêåß íá ôåèåß è = ö = 0.)
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Õðüäåéîç: Ç Üóêçóç áõôÞ ìðïñåß íá ëõèåß ðïëý åýêïëá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica. Ðéï
êÜôù öáßíïíôáé ìåñéêÝò áðü ôéò îå÷ùñéóôÝò åíôïëÝò ïé ïðïßåò öÜíçêáí ÷ñÞóéìåò óôï ãñÜöïíôá
êáé åßíáé ëßãï--ðïëý ðñïöáíåßò. ×ñåéÜæåôáé üìùò êáé ôï ðáêÝôïVectorAnalysis ôçò ÄéáíõóìáôéêÞò
Áíáëýóåùò. (Ðñïóï÷Þ óôçí åíôïëÞ êëÞóåþò ôïõ, ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ðÝñá áðü ôá åéóáãùãéêÜ, äýï
öïñÝò, êáéâáñåßá, ü÷é ïîåßá, åðßóçò äýïöïñÝò. (Ç âáñåßá åßíáé ðÜíùáñéóôåñÜóôïðëçêôñïëüãéï.)

Needs["Calculus‘VectorAnalysis‘"]

SetCoordinates[Cartesian[x,y,z]]
Laplacian[F[x,y,z]]
Laplacian[F[x,y,0]]
Biharmonic[F[x,y,z]]
Biharmonic[F[x,y,0]]

SetCoordinates[Cylindrical[r,è,z]]
Laplacian[F[r,è,z]]//Simplify
Laplacian[F[r,è,0]]//Simplify
Laplacian[F[r,0,0]]//Simplify
Biharmonic[F[r,è,z]]//Simplify
Biharmonic[F[r,è,0]]//Simplify
Biharmonic[F[r,0,0]]//Simplify

SetCoordinates[Spherical[ñ,è,ö]]
Laplacian[F[ñ,è,ö]]//Simplify
Laplacian[F[ñ,0,0]]//Simplify
Biharmonic[F[ñ,0,0]]//Simplify

Õðüäåéîç: Óå ðåñßðôùóç åìðëïêÞò óå ÷ñïíïâüñïõò õðïëïãéóìïýò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé
ï óõíäõáóìüò (ôï ôáõôü÷ñïíï ðÜôçìá) ôùí äýï ðëÞêôñùí Alt êáé ôåëåßá (.) ãéá ôç äéáêïðÞ ôïõò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-G4 ([X êáé Y] Êõñßùò õðïëïãéóôéêÞ êáé êáèáñÜ åêðáéäåõôéêÞ ìå ëåðôïìåñåßò
ïäçãßåò: ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÌÝèïäïò ôùí ÐåðåñáóìÝíùí Äéáöï-
ñþí, ÓôñÝøç): Ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí áðïôåëåß êëáóéêÞ ìÝèïäï áñéèìçôéêÞò
åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí éäßùò óå ðåñéðôþóåéò üðïõ ïé áíáëõôéêÝò ìÝèïäïé (Ýóôù êáé
óå ìïñöÞ óåéñþí) áðïôõã÷Üíïõí Þ åßíáé åîáéñåôéêÜ äýó÷ñçóôåò. Óôçí ðáñïýóá Üóêçóç ãßíåôáé
áðüðåéñá Þðéáò åéóáãùãÞò óôç ìÝèïäï áõôÞ ìå åéóáãùãéêÝò ðáñáôçñÞóåéò ðÜíù óôçí áñéèìçôéêÞ
ðáñáãþãéóç ìÝóù ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí êáé ìå åðßëõóç åíüò áðëïý ðñïâëÞìáôïò óôñÝøåùò,
áêñéâþò ôïõ ðñïâëÞìáôïò üðïõ áðïôõã÷Üíåé ç åíôïëÞ NDSolve ôçò Mathematica. (Ãéáôß áðï-
ôõã÷Üíåé;) Äå ìðïñïýìå åðïìÝíùò íá âáóéæüìáóôå ìüíï óå Ýôïéìá ðñïãñÜììáôá. ÌåñéêÝò öïñÝò
áðïôõã÷Üíïõí êáé áõôÜ Þ, ðïëý óõ÷íüôåñá, ÷ñåéÜæïíôáé ôñïðïðïéÞóåéò áðü ôï ÷ñÞóôç ôïõò,
åííïåßôáé åöüóïí êÜôé ôÝôïéï åßíáé äõíáôüí. Äåí åßíáé Ýôóé;

(á) Áò èåùñÞóïõìå êáôáñ÷Þí ìéá ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç f (x) ôçò ìéáò ìåôáâëçôÞò x ðïõ
äéáèÝôåé üìùò ôïõëÜ÷éóôïí åîé ðáñáãþãïõò.6 Ç ó÷åôéêÞ óåéñÜ ôçò f (x + h) ãýñù áðü ôï óçìåßï x
(ìå ôç âïçèçôéêÞ ìåôáâëçôÞ h íá èåùñåßôáé ó÷åôéêÜ ìéêñÞ) ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß ìå ôç ÷ñÞóç
ôçò åíôïëÞò Series ôçò Mathematica, ðéï óõãêåêñéìÝíá

ser1 = Series[f[x+h], {h, 0, 5}]

ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé ôçí ðÝìðôç ðáñÜãùãï. Ðïéá åßíáé ç áíÜëïãç óåéñÜ ãéá ôç óõíÜñôçóç f (x − h)

6ÇáñéèìçôéêÞðáñáãþãéóç åîåôÜæåôáé ëåðôïìåñþòóôïâéâëßï ôïõÌÜñêåëëïõ, Â. Â., ÁñéèìçôéêÝòÌÝèïäïé, 5ç Ýêäïóç,
Åêäüóåéò Óõììåôñßá, ÁèÞíá, 2001, Åíüôçôá 3.3, óó. 118--126.
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(ç ìåôáâëçôÞ h ôþñá ìå ðëçí áíôß ìå óõí). Ðïéåò åßíáé ïé ìïñöÝò ôùí ßäéùí óåéñþí: ser1 êáé ser2,
áëëÜ ÷ùñßò ôïõò ôåëéêïýò O-üñïõò ôïõò; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Normal ãéá ôçí
åîÜëåéøç ôùí üñùí áõôþí, ðéï óõãêåêñéìÝíá

{f[x+h] = ser1//Normal, f[x-h] = ser2//Normal}

Ìðïñïýìå ôþñá íá ïñßóïõìå ôçí åîÞò ðñïóÝããéóç ãéá ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï f ′(x) ôçò óõíáñôÞ-
óåùò f (x) óôï óçìåßï x ìå ðåðåñáóìÝíç (ðñïò ôá åìðñüò, äçëáäÞ ìå +h) äéáöïñÜ:

Df1[x_] = (f[x+h] - f[x])/h//Expand

Áðüôïí ôýðïðïõðñïÝêõøå (çðïóüôçôáhõðïôßèåôáé üôé åßíáé ðïëý ìéêñÞ)ðïéáò äõíÜìåùò ôïõh
åßíáé áíÜëïãï ôï ó÷åôéêü óöÜëìá óôçí ðáñïýóá áñéèìçôéêÞ ðáñáãþãéóç; Õðüäåéîç: Ðñïöáíþò
ôçò ðñþôçò äõíÜìåùò ëüãù ôïõ üñïõ f ′′(x)h/ 2, ãåíéêüôåñá î áíôß ãéá ôï x, ìå x < î < x+ h, þóôå
íá Ý÷ïõìå ôï óõíïëéêü óöÜëìá. Áðüëõôá áíÜëïãá åñùôÞìáôá ãéá ôçí ðñïóÝããéóç ôçò ßäéáò ðáñá-
ãþãïõ f ′(x) ìå ðñïò ôá ðßóùðåðåñáóìÝíç äéáöïñÜ (óõíÜñôçóçDf2[x_]). ÃåíéêÜ ìéëþíôáò, Üëëáîå
ðñïò ôï êáëýôåñï Þ ðñïò ôï ÷åéñüôåñï ç ðñïóÝããéóç; Ìéá áêüìç äõíáôüôçôá ðñïóöÝñåé ç ÷ñÞóç
êåíôñéêÞò äéáöïñÜò ãéá ôçí ßäéá ðñïóÝããéóç, äçëáäÞ ãéá ôçí ðñïóÝããéóç ôçò ðñþôçò ðáñáãþ-
ãïõ f ′(x). Ðþò ìðïñåß íá õëïðïéçèåß áõôÞ ç äõíáôüôçôá; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Df3[x_] = (f[x+h] - f[x-h])/(2 h)//Expand

Âåëôéþèçêå Þ ü÷é ôþñá ôï óöÜëìá; (Õðüäåéîç: Íáé, ôþñá ôï óöÜëìá âåëôéþèçêå êáé åßíáé áíÜëïãï
ôçò äåýôåñçò äõíÜìåùò ôïõ h, ðéï óõãêåêñéìÝíá, ôåëéêÜ f ′′′(î)h2/6. ÔåëéêÜ, ðáñáìÝíïíôáò óôçí
ðñþôç ðáñÜãùãï, ìðïñïýìå öõóéêÜ íá áðïäåßîïõìå üôé ç ðñïóÝããéóç ìå êåíôñéêÞ äéáöïñÜ ôçò
ðñþôçò ðáñáãþãïõ åßíáé ï ìÝóïò üñïò ôùí äýï áñ÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôçò ßäéáò ðáñáãþãïõ.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Df3[x] = = (1/2)(Df1[x] + Df2[x])//Simplify

(â) Ìðïñïýìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå áíÜëïãá êáé óå ðñïóåããßóåéò (ìå ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò)
êáé áíþôåñùí ðáñáãþãùí. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ãíùñßæïõìå áóöáëþò üôé ç äåýôåñç ðáñÜãù-
ãïò f ′′(x) ôçò f (x) åßíáé ç ðñþôç ðáñÜãùãïò ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ: ôçò f ′(x). ÁõôÞ Ý÷åé Þäç
ðñïóåããéóèåß áñéèìçôéêÜ ìå ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò. Åßíáé åðïìÝíùò åýëïãï íá õðïëïãßæïõìå ôç
äåýôåñç áõôÞ ðáñÜãùãï óôç Mathematica ìå ôçí åîÞò óõíÜñôçóç:

D2f[x_] = (Df1[x] - Df2[x])/h//Simplify

ðïõ ëüãù ôùí ðáñáðÜíù ïñéóìþí ôùí óõíáñôÞóåùí Df1[x] êáé Df2[x] éóïäõíáìåß áóöáëþò ìå
ôïí ïñéóìü ôçò ðñïóåããßóåùò ôçò äåýôåñçò ðáñáãþãïõ f ′′(x) ùò åîÞò:

f ′′(x) ≈ f (x + h)+ f (x − h)− 2f (x)
h2

.

×ñåéáæüìáóôå åðïìÝíùò, üðùò ðáñáôçñïýìå, ôñåéò «äéáäï÷éêÝò» ôéìÝò ôçò óõíáñôÞóåùò f (x)
(Ýóôù óôéò ôñåéò èÝóåéò x − h, x êáé x + h), ãéá íá ðñïóåãßóïõìå ôçí äåýôåñç ðáñÜãùãü ôçò
ìå ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò. ÁíÜëïãï ðïéáò äõíÜìåùò ôïõ h åßíáé ôþñá ôï óöÜëìá; Õðüäåéîç:
Ðñïöáíþò áíÜëïãï ôçò ôÝôáñôçò äõíÜìåùò, ðéï óõãêåêñéìÝíá åßíáé ßóï ìå f (iv)(î)h2 /12 ìå ôï
î ∈ (x − h, x + h), äçëáäÞ ìå x − h < î < x + h.

(ã) ÌåôÜ ôéò åéóáãùãéêÝò ðáñáôçñÞóåéò ôùí ðñïçãïýìåíùí äýï åñùôçìÜôùí ìðïñïýìå íá
ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå
ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí. ÅðéëÝãïõìå ôï êëáóéêü ðáñÜäåéãìá ôçò óôñÝøåùò7

7Ôïðñüâëçìá ôçòóôñÝøåùò åîåôÜæåôáé óôï êëáóéêü âéâëßï ôùí Timoshenko, S. P. andGoodier, J. N., Theory of Elasticity,
3ç Ýêäïóç, McGraw-Hill, New York, Tokyo, 1970, ÊåöÜëáéï 10: Torsion (ÓôñÝøç). Ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí
äéáöïñþí (ðïõ óõìðåñéëáìâÜíåé êáé ôï ðáñáêÜôù óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá óôñÝøåùò) åîåôÜæåôáé åðßóçò ëåðôïìåñþò
óôï ßäéï âéâëßï: Appendix (ÐáñÜñôçìá): The Application of Finite-difference Equations in Elasticity (Ç ÅöáñìïãÞ ôùí
Åîéóþóåùí ÐåðåñáóìÝíùí Äéáöïñþí óôçí Åëáóôéêüôçôá.)
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åëáóôéêÞò ñÜâäïõ ôåôñáãùíéêÞò äéáôïìÞò R ðëåõñÜò a. Åêåß éó÷ýåé ç ãíùóôÞ åîßóùóç ôïõ Poisson

Äö(x, y) = −2Gè, (x, y) ∈ R,

ãéá ôçí Üãíùóôç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ö(x, y) ôïõ Prandtl ìå Ä ≡ ∇2 ôç ËáðëáóéáíÞ (ôïí ôåëåóôÞ ôïõ
Laplace), G ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò ôïõ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò ñÜâäïõ êáé è ôçí áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò
ãùíßá óôñÝøåùò ôçò ñÜâäïõ. ÅðåéäÞ üìùò éó÷ýåé üôé

Äö(x, y) ≡ ∂2ö(x, y)
∂x2

+ ∂2ö(x, y)
∂y2

,

üðùò ìðïñåß åîÜëëïõ íá äéáðéóôùèåß ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Laplacian ôïõ ðáêÝôïõVectorAnalysis
ôçò Mathematica (óôéò äýï äéáóôÜóåéò), èåùñïýìå ôçí åîÞò ðñïóÝããéóç ôçò ËáðëáóéáíÞò ìå ðå-
ðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò:

Äö(x, y) = ö(x + h, y)+ ö(x − h, y)+ ö(x, y + h)+ ö(x, y − h)− 4ö(x, y)
h2

.

Ãéáôß éó÷ýåé ç ðñïóÝããéóç áõôÞ âÜóåé üóùí Ý÷ïõí åêôåèåß ðéï ðÜíù (óôï åñþôçìá (â)) ãéá ôç
äåýôåñç ðáñÜãùãï, ôþñá âÝâáéá êáé ùò ðñïò x êáé ùò ðñïò y; Ðéï ðñáêôéêÜ ðüóåò ôéìÝò ôçò
æçôïýìåíçò óõíáñôÞóåùò ö(x, y) ÷ñåéáæüìáóôå (óôï óçìåßï áõôü (x, y) êáé ãýñù áðü áõôü) ãéá
ôçí ðáñáðÜíù áðëÞ ðñïóÝããéóç ôçò ËáðëáóéáíÞò Äö(x, y); Ðþò ìðïñïýìå íá äçëþóïõìå ôïí
ðéï ðÜíù ðñïóåããéóôéêü ôýðï óáí óõíÜñôçóç Äö[x_, y_] óôç Mathematica;

(ä) Ðñï÷ùñÜìå ôþñá ëßãï--ëßãï ðñïò ôï êýñéï, ôï ôåëéêü ìÝñïò ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ëýóåùò
ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óôñÝøåùò ðïõ áíôéìåôùðßæïõìå. Êáôáñ÷Þí êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá
ðëÝãìá (mesh) óôçí ôåôñáãùíéêÞ äéáôïìÞ R ôçò õðü óôñåðôéêÞ êáôáðüíçóç ñÜâäïõ ìå áðüóôáóç
ôùí ãñáììþí h = a/4. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðïìÝíùò ôéò áêüëïõèåò ðÝíôå õðïäéáéñÝóåéò:
[−0.50, − 0.25, 0, 0.25, 0.50]. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åîÞò äýï åíôïëÝò:

{h = a/4, divisions = {-0.50, -0.25, 0, 0.25, 0.50}}

óôçMathematica. Ìéá ðñü÷åéñç ó÷åäßáóç ôïõ ðëÝãìáôüò ìáò ìðïñåß íá âáóéóèåß óôçí åíôïëÞ Plot
(ìáæß ìå ôçí åðéëïãÞ GridLines), ðéï óõãêåêñéìÝíá óå êáôÜëëçëåò/ïõóéáóôéêÝò ôñïðïðïéÞóåéò êáé
âåëôéþóåéò (ðñïò ôï êïìøüôåñï) ôçò åîÞò Üêïìøçò åíôïëÞò:

Plot[0, {x, -0.5, 0.5}, GridLines -> {divisions, divisions},
AspectRatio -> 2, Background -> RGBColor[1, 1, 0]]

¸ôóé èá ðñïêýøåé Ýíá ðñáãìáôéêÜ êáëáßóèçôï ðëÝãìá óôçí ôåôñáãùíéêÞ äéáôïìÞ ìáò R.

(å) ÐáñáðÝñá, üðùò åßíáé ãíùóôü, ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ö(x, y)
ôïõ Prandtl óå êëáóéêÜ óôáôéêÜ ðñïâëÞìáôá óôñÝøåùò ñÜâäùí åßíáé áðëÜ ï ìçäåíéóìüò ôçò óå
ïëüêëçñï ôï óýíïñï C ôçò äéáôïìÞò R ôçò ñÜâäïõ. Áò îåêéíÞóïõìå áðü ôéò êáôáêüñõöåò ðëåõñÝò
ôçò x = ±a/ 2. Ðþò ìðïñåß íá äçëùèåß ï ìçäåíéóìüò áõôüò óôïõò êüìâïõò ôïõ ðëÝãìáôïò ðïõ
õéïèåôÞóáìå; Õðüäåéîç:

Table[{{x = j h, y = k h}, ö[j h, k h] = 0}, {k, -2, 2}, {j, -2, 2, 4}]

Íá åîçãçèåß åðßóçò ëåðôïìåñþò ôé ãßíåôáé ìå ôçí åíôïëÞ áõôÞ. Óôç óõíÝ÷åéá íá êáôáóêåõáóèåß êáé
ç áíôßóôïé÷ç åíôïëÞ ãéá ôéò ïñéæüíôéåò ðëåõñÝò y = ±a/2. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Table[{{x = j h, y = k h}, ö[j h, k h] = 0}, {k, 2, -2, -4}, {j, -2, 2}]

Ãéáôß ï üñïò {k, 2, -2, -4} åßíáé ðñþôïò êáé ãéáôß áêñéâþò Ý÷åé áõôÞ ôç ìïñöÞ; Õðüäåéîç: Ãßíåôáé ìéá
(áóöáëþò ìç áíáãêáßá õðïëïãéóôéêÜ) áðüðåéñá «óõììïñöþóåùò» ìå ôç ãåùìåôñßá ôçò äéáôïìÞò:
ðÜíù êáé êÜôù ðëåõñÜ: ç ðÜíù ðëåõñÜ, ç ðëåõñÜ y = a/ 2, óôçí ðñþôç óåéñÜ ôïõ ðßíáêá, åíþ
ç êÜôù ðëåõñÜ, ç ðëåõñÜ y = −a/ 2, óôç äåýôåñç óåéñÜ.

(óô) Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Þäç êáèïñßóôçêáí (óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá), åîßóïõ óçìáíôé-
êÝò üìùò åßíáé êé ïé êáèáõôü ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò (ü÷é äéáöïñéêÝò ïýôå ïëïêëçñùôéêÝò) åîéóþóåéò
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üðïõ èá áíá÷èåß ôï ðñüâëçìÜ ìáò ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ðïõ Þäç ðåñéãñÜ-
øáìå. Ìå ôç óõíÜñôçóçÄö[x_, y_] íá Ý÷åé Þäç êáèïñéóèåß óôï ôÝëïò ôïõ åñùôÞìáôïò (ã) ç åýñåóç
ôùí åîéóþóåùí áõôþí, equations, åßíáé åõêïëüôáôç. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

equations = Table[Äö[j h, k h] = = -2 Gè, {k, -1, 1}, {j, -1, 1}]

(ÐåéñÜæåé ðïõ äåí õðÜñ÷åé êåíü ìåôáîý ôùí G êáé è;) Êáé ï êáèïñéóìüò ôùí áãíþóôùí, äçëáäÞ
ôùí ôéìþí ôçò õðü (ðñïóåããéóôéêü) ðñïóäéïñéóìü ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Prandtl ö(x, y) óôïõò
åóùôåñéêïýò êüìâïõò ôïõ ðëÝãìáôïò ðïõ ó÷åäéÜóèçêå ðéï ðÜíù (óôïõò óõíïñéáêïýò êüìâïõò
ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç áõôÞ Ý÷åé Þäç ìçäåíéóèåß óôï áìÝóùò ðñïçãïýìåíï åñþôçìá) åßíáé åîáéñåôéêÜ
áðëüò. Ðþò ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

unknowns = Table[ö[j h, k h], {k, -1, 1}, {j, -1, 1}]

Ðïéï åßíáé ôï «ìÞêïò» ôùí åîéóþóåùí êáé ôùí áãíþóôùí óôï ðëÝãìá ìáò; (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóé-
ìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Length.)

(æ) ÔåëéêÜ ç åýñåóç ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ëýóåùò solution óôï ðáñüí ðñüâëçìá óôñÝøåùò ìå ôç
ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí åßíáé áðëÞ, ð.÷. ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Solve. Ðþò ìðïñåß
íá åðéôåõ÷èåß áõôÞ; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

solution = Solve[equations//Flatten, unknowns//Flatten]

(Áðáéôåßôáé ðñáãìáôéêÜ ç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò Flatten;) Ðïéá åßíáé ç áñéèìçôéêÞ Ýêöñáóç ôçò
ëýóåùò áõôÞò; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

solution//N

Áí êáé åí ðñïêåéìÝíù äåí åßíáé éäéáßôåñá áîéüëïãï, ìðïñåß åíôïýôïéò íá ðáñáôçñçèåß üôé ç ðáñá-
ðÜíù ëýóç solution ðåñéëáìâÜíåé êáé óýìâïëá: ôá a, G êáé è óå áíôßèåóç ìå ôçí åíôïëÞ NDSolve
(ðïõ Ýôóé êé áëëéþò äåí åßíáé åöáñìüóéìç, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå êáé äéáðéóôþèçêå, óôï óõãêå-
êñéìÝíï ðñüâëçìá). Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé óôéò êëáóéêÝò ãëþóóåò áñéèìçôéêþí õðïëïãéóìþí: Fortran
(óýíôìçóç ôïõ üñïõ Formula Translation), Basic êáé C. Áóöáëþò ï ðñïóåêôéêüò öïéôçôÞò êé ç ðñï-
óåêôéêÞ öïéôÞôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷ïõí Þäç åðßóçò óçìåéþóåé üôé ëüãù ôçò óõììåôñßáò ôçò
ôåôñáãùíéêÞò äéáôïìÞò R êáé ç ëýóç åßíáé óõììåôñéêÞ. Èá áñêïýóáí åðïìÝíùò ëéãüôåñåò åîéóþ-
óåéò (ìüëéò ôñåéò) êáé ëéãüôåñïé (åðßóçò ôñåéò) Üãíùóôïé. ÂÝâáéá áõôü åßíáé áðüëõôá óùóôü êáé
óõíéóôþìåíï, üìùò óôç óõãêåêñéìÝíç Üóêçóç äüèçêå âáñýôçôá óôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí
äéáöïñþí ãéá ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé áìåëÞèçêå ç óõì-
ìåôñßá ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ÁõôÞ áðáéôåß êáé êÜðïéïí åðéðëÝïí êüðï êáé óêÝøç ãéá ôçí ðñáêôéêÞ
õëïðïßçóÞ ôçò óôï õðïëïãéóôéêü ðåñéâÜëëïí ðïõ ìáò ðñïóöÝñåé ç Mathematica.

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-H

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H1 ([X êáé Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò: Åîßóùóç ôïõ
Laplace, ÁñìïíéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, ÓõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann. Ñåõóôïìç÷áíéêÞ Éäåáôïý Ñåõ-
óôïý: Áóôñüâéëç ÑïÞ, Äõíáìéêü Ôá÷ýôçôáò, ÑïúêÞ ÓõíÜñôçóç): Èåùñïýìå ôç ìüíéìç áóôñüâéëç
äéäéÜóôáôç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ðïõ ïöåßëåôáé óå óçìåéáêÞ ðçãÞ Þ êáôáâüèñá (áðáãùãÞ) óôçí
áñ÷Þ ôùí óõíôåôáãìÝíùí O. Óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ôï ó÷åôéêü äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò
(Þ óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò) Ö êáé ç áíôßóôïé÷ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò) Ø
äßäïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

Ö = A ln
(

r
r0

)
êáé Ø = Áè

ìå ôéò ðïóüôçôåò A êáé r0 ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á) Íá áðïäåé÷èåß õðo÷ñåùôéêÜ ìå ôç
÷ñÞóç Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y) êáé ìå áíáëõôéêÞ åêôÝëåóç üëùí ôùí áíáãêáßùí õðï-
ëïãéóìþí üôé ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö êáé ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø åßíáé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò.
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(â) Íá áðïäåé÷èåß üôé ïé ßäéåò óõíáñôÞóåéò Ø ðëçñïýí ôéò óõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann, åßíáé
äçëáäÞ óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé ðÜëé ìå ôç ÷ñÞóç Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y).

Õðüäåéîç:Ðñüêåéôáé ãéá ðïëý áðëÞ Üóêçóç. Ç åíôïëÞðáñáãùãßóåùò åßíáéD óôçMathematica.
Ðéï êÜôù áíáöÝñïíôáé ïé åíôïëÝò ðïõ èá ìðïñïýóáí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óôç Mathematica:

Ïñéóìüò ôùí ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí (r, è) óõíáñôÞóåé ôùí Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y)
(ôï è åìöáíßæåôáé óôç Mathematica ìå Esc ìéêñü Ëáôéíéêü q Esc)

{r = Sqrt[xˆ2 + yˆ2], è = ArcTan[y/x]}

Ïñéóìüò ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö êáé ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò Ø (Ôï Ö åìöáíßæåôáé óôç Math-
ematica ìå Esc Êåöáëáßï Ëáôéíéêü F Esc, ôï Ø ìå Esc Êåöáëáßï Ëáôéíéêü Õ Esc.)

{Ö = A Log[r/r0], Ø = A è}

ÅðáëÞèåõóç (verification) ìå ðáñáãùãßóåéò üôé êáé ïé äýï óõíáñôÞóåéò Ö êáé Ø åßíáé áñìïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò. (Åäþ áðáéôåßôáé êáé áðëïðïßçóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ìå ôçí åíôïëÞ Simplify.)

ver1 = {D[Ö, {x, 2}] + D[Ö, {y, 2}] == 0, D[Ø, {x, 2}] + D[Ø, {y, 2}] == 0}//Simplify

ÅðáëÞèåõóç üôé ðëçñïýíôáé êáé ïé äýï óõíèÞêåò (Þ åîéóþóåéò) ôùí Cauchy--Riemann. Ðñüêåéôáé
åðïìÝíùò ãéá óõæõãåßò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò.

ver2 = {D[Ö, x] == D[Ø, y], D[Ö, y] == -D[Ø, x]}//Simplify

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H2 ([×] ×ùñéóìüò ôùí Ìåôáâëçôþí, ÄéäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Laplace, Ðñü-
âëçìá Dirichlet): Èåùñïýìå ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ R = [0, a] × [0, b] (ìå a > 0 êáé b > 0) óôï
åðßðåäï Oxy. Ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(x, y) óôçí ðåñéï÷Þ áõôÞ R éó÷ýåé ç äéäéÜóôáôç
åîßóùóç ôïõ Laplace. ÄéáèÝôïõìå åðßóçò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet óôï óýíïñï C ôçò ïñèï-
ãùíéêÞò ðåñéï÷Þò R. ÓõãêåêñéìÝíá ìçäåíßæïíôáé ïé óõíïñéáêÝò ôéìÝò ôçò óõíáñôÞóåùò u(x, y) óôéò
ôñåéò ðëåõñÝò x = 0, y = 0 êáé y = b ôïõ óõíüñïõ C ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò D. (Ðñüêåé-
ôáé ãéá ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.) Áíôßèåôá äå ìçäåíßæïíôáé óôçí ôÝôáñôç ðëåõñÜ x = a.
Óôçí ðëåõñÜ áõôÞ x = a äéáèÝôïõìå ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, y) ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç
u(a, y) = g(y) ìå g(y) êáôÜëëçëç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç óôï äéÜóôçìá 0 ≤ y ≤ b. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå
ôåëéêÜ Ýíá áñêåôÜ áðëü ðñüâëçìá Dirichlet óôçí ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ R. Æçôïýíôáé: (á) Ç åýñåóç
ôïõ ôýðïõ ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace. (â) ÅðôÜ óõíïëéêÜ ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ã) ¸îé
ôïõëÜ÷éóôïí ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý üðïõ áðáíôÜôáé ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ
Laplace. (ä) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ç áíáãùãÞ ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò
ôïõ Laplace óôï ðñüâëçìá Dirichlet ðïõ Þäç êáèïñßóèçêå óå äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ùò ðñïò ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x êáé y. Íá ãßíåé åðßóçò éäéáßôåñá ëåðôïìåñÞò Ýëåã÷ïò ãéá ôï
áí ç ó÷åôéêÞ óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë ðñÝðåé íá åßíáé (i) èåôéêÞ, (ii) ìçäÝí Þ (iii) áñíçôéêÞ õðü ôéò
ðáñïýóåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. (å) Áðü ôéò åîéóþóåéò áõôÝò ç åýñåóç ôùí éäéïóõíáñôÞóåùí Xn(x),
Yn(y) êáé un(x, y) ðáßñíïíôáò õðüøç êáé ôéò ôñåéò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. (óô) Ç ðëÞñçò
ëýóç u(x, y) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò Dirichlet óå ìïñöÞ êáôÜëëçëçò óåéñÜò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H3 ([× êáé Õ] Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: Áóôñüâéëç ÑïÞ Éäåáôïý Ñåõóôïý, Äõíáìéêü
Ôá÷ýôçôáò): Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ èåùñïýìå ôç ìüíéìç (óôáèåñÞ) ôñéäéÜóôáôç áóôñüâéëç ñïÞ
éäåáôïý ñåõóôïý. Äçëþíïõìå ìå u, v êáé w ôéò ôñåéò óõíéóôþóåò ôçò äéáíõóìáôéêÞò ôá÷ýôçôáò V
ôïõ ñåõóôïý (êáôÜ ôïõò Üîïíåò Ox, Oy êáé Oz áíôßóôïé÷á). Æçôïýíôáé: (á) Ï õðïëïãéóìüò ôïõ
óôñïâéëéóìïý (ó÷åäüí éóïäýíáìá ôçò ðåñéóôñïöÞò) ôçò ôá÷ýôçôáò V ìÝóù ôùí ôñéþí óõíéóôùóþí
ôçò u, v êáé w. (â) Ãéá áóôñüâéëç ñïÞ, ðïõ ôçí õðïèÝôïõìå åäþ, ïé ó÷åôéêÝò ôñåéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (ã) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö = Ö(x, y, z)
ç áðüäåéîç ðëçñþóåùò êáé ôùí ôñéþí áõôþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, äçëáäÞ ç åîáóöÜëéóç ôïõ
üôé ç ñïÞ åßíáé áóôñüâéëç (åîáóöÜëéóç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò). (ä) ÁðïìÝíåé ç åîßóùóç ôçò
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óõíå÷åßáò. Ðïéá åßíáé áõôÞ êáé ðïéá ìïñöÞ ðáßñíåé ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáòÖ
óôï ðñüâëçìá ðïõ åîåôÜæïõìå; (å) Íá äïèïýí åðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß ãéá ôçí ôåëéêÞ áõôÞ åîßóùóç.
(óô) Ôé ðåôý÷áìå ôåëéêÜ áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò óôï ðáñüí ðñüâëçìá ìå ôçí åéóáãùãÞ ôïõ
äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáòÖ êáé ìå ðïéï áêñéâþò êüóôïò; (æ) Èá Þôáí ÷ñÞóéìï ôï äõíáìéêü áõôü Ö êáé
óå ìç áóôñüâéëç ñïÞ; Ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H4 ([× êáé Õ] Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: Áóôñüâéëç ÑïÞ Éäåáôïý Ñåõóôïý, Äõíáìéêü
Ôá÷ýôçôáò): Óõíå÷ßæïíôáò ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç (ìå ôéò ßäéåò õðïèÝóåéò ãéá ôç ñïÞ), èåùñïýìå
ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò

Ö(x, y, z) = 1√
x2 + y2 + z2

ìå x2 + y2 + z2 = 0 Þ Ö(x, y, z) = 1
ñ

ìå ñ =
√
x2 + y2 + z2 = 0

óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x, y êáé z. Æçôïýíôáé: (á) Íá õðïëïãéóèïýí êáé ïé ôñåéò óõíéóôþóåò
u, v êáé w ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý. (â) Ãéá ôéò óõíéóôþóåò áõôÝò (åäþ, ü÷é ãåíéêÜ) íá
åðáëçèåõèïýí êáé ïé ôñåéò åîéóþóåéò ðïõ äçëþíïõí ôï áóôñüâéëï ôçò ñïÞò. (ã) Íá åðáëçèåõèåß
Üìåóá üôé ðñáãìáôéêÜ ôï ðéï ðÜíù äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y, z) åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H5 ([×] Ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier, ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ: Öáéíüìåíá
ÌåôáöïñÜò: ÌåôáãùãÞ êáé ÄéÜ÷õóç): ÅîåôÜæïõìå ôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ôï
íåñü íá ñÝåé ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá V (V > 0). Ç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ c = c(x, t) ìå x ôç èÝóç
(−∞ < x <∞) êáé t ôï ÷ñüíï (t ≥ 0) åßíáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Ï ñýðïò ìåôáöÝñåôáé ôüóï (i) ìå
ìåôáãùãÞ (åîáéôßáò ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ íåñïý óôï õäáôüññåõìá) üóï êáé (ii) ìå ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç
ìå óôáèåñÜ ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò D (D > 0). Ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 ç óõãêÝíôñùóç ôïõ
ñýðïõ åßíáé

c(x, 0) = g(x)

ìå ôç g(x) êáôÜëëçëç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. Æçôïýíôáé: (á) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò ðïõ éó÷ýåé óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá êáé ïé åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôçò (i) ãéá áðëÞ ìåôáãùãÞ
ôïõ ñýðïõ êáé (ii) ãéá áðëÞ ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ. (â) Ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò, óôçí ïðïßá áíáöåñüìáóôå åäþ. (ã) ÅðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß
ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ä) ×ùñßò êáìßá, áðïëýôùò êáìßá áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò êáé õðï-
÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (ùò ðñïò t Þ ùò ðñïò x êáé
ãéáôß;) ç áíáãùãÞ ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (å) Ðïéåò áêñéâþò õðïèÝóåéò Ý÷ïõí ãßíåé
ãéá x → ±∞; (óô) Ç åýñåóç ôçò ëýóåùò C(ù, t) ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ÷ùñßò íá
ëçóìïíçèåß ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç c(x, 0) = g(x). (æ) Ç åýñåóç ôçò óõãêåíôñþóåùò c(x, t) ôïõ ñýðïõ
(óå êáôÜ ôï äõíáôüí áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ) áðëÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ãåíéêïý ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ
ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H6 ([×] ÅêèåôéêÞ ÁíôéêáôÜóôáóç, ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ: Öáéíüìåíá Ìå-
ôáöïñÜò: ÌåôáãùãÞ êáé ÄéÜ÷õóç): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò:
(á) Íá åëåã÷èåß åÜí Þ ü÷é åßíáé äõíáôÞ ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôá-
ãùãÞò--äéá÷ýóåùò ìå ãåíéêÞ (ü÷é áðëÜ åêèåôéêÞ) êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìç äïêéìáóôéêÞ óõíÜñôçóç
ôçò ìïñöÞò ö(x + ìt). (â) Ç åýñåóç ôçò ßäéáò ãåíéêÞò ëýóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôé-
êáôáóôÜóåùò ôåëéêÜ (ã) óå ïëïêëçñùôéêÞ ìïñöÞ. (ä) ÌïéÜæåé ôï ðáñüí ôåëéêü áðïôÝëåóìá ìå ôï
áíôßóôïé÷ï ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò; (å) ËáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôïí ïñéóìü ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Fourier G(ù) ìéáò óõíáñôÞóåùò g(x) (åäþ ôçò áñ÷éêÞò ìáò óõíèÞêçò c(x, 0) = g(x)), ðþò
ìðïñïýìå íá ìåôáôñÝøïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ðïõ âñÞêáìå óôçí ðáñïýóá Üóêçóç óôç ìåñéêÞ ëýóç
ðïõ åß÷áìå âñåé óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç ðáßñíïíôáò êáé ôþñá õðüøç ìáò ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
c(x, 0) = g(x); Ìå ôïí ôñüðï áõôü ìðïñïýìå íá ðåôý÷ïõìå ôç óýìðôùóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ìå
ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier êáé ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò.
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H7 ([× Þ Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÁñìïíéêÝò Óõ-
íáñôÞóåéò: ÌåôÜäïóçÈåñìüôçôáò, ÊëáóéêÞÌç÷áíéêÞ, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ,Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí):
Æçôïýíôáé: (á) [X êáé Õ] Íá åëåã÷èåß åÜí ïé óõíáñôÞóåéò

cos x exp y, sin x exp y, x3 − 3xy2

åßíáé áñìïíéêÝò, äçëáäÞ åÜí åðáëçèåýïõí ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace óôï åðßðåäï Oxy Þ ü÷é.

(â) [Õ] Ôï ßäéï åñþôçìá, ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Laplacian ôïõ ðáêÝôïõ VectorAnalysis
ôçòMathematica (óôçí ðåñéï÷ÞCalculus). Õðüäåéîç: Äåí ðñÝðåé íá ëçóìïíçèåß ç äÞëùóç ÷ñÞóåùò
Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y, z) (Ýíäåéîç Cartesian).

(ã) [× Þ Õ] ÁíÜëïãï åñþôçìá (áðïêëåéóôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ßäéïõ ðáêÝôïõ) ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò

r,
1
r
,

1
r2

, ln r, è, ln è,

êáé ôéò êÜðùò äõóêïëüôåñåò óõíáñôÞóåéò [Õ]

1
r2

cos 2è,
1
r2

sin 2è, r ln r cos è− rè sin è, r ln r sin è+ rè cos è

óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) óôï åðßðåäï. (Ôï óýìâïëï ln äçëþíåé ôç óõíçèéóìÝíç ëïãáñéèìéêÞ
óõíÜñôçóç: ôï öõóéêü, ü÷é ôï äåêáäéêü, ëïãÜñéèìï, ðïõ ðáñéóôÜíåôáé óôç Mathematica ìå Log.)
Ðïéåò åßíáé ïé ó÷åôéêÝò âáóéêÝò ðáñáôçñÞóåéò; Õðüäåéîç: Äåí ðñÝðåé íá îå÷íéÝôáé ç ðéèáíþò áíá-
ãêáßá áðëïðïßçóç ôùí ôåëéêþí ôýðùí. Óå ðïéåò ðåñéðôþóåéò åßíáé áõôÞ áðüëõôá áíáãêáßá;

(ä) [× Þ Õ] Åðßóçò áíÜëïãï åñþôçìá, äçëáäÞ êáé ðÜëé ç ðéèáíÞ åðáëÞèåõóç ôçò åîéóþóåùò
Laplace, ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò

ln ñ,
1
ñ
,

1
ñ2

áëëÜ ôþñá óå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (ñ, è,ö) óôï ÷þñï. Ðïéåò åßíáé ïé ó÷åôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò;

(å) [Õ] ÔÝëïò êáé ðÜëé óôï åðßðåäï (åðßóçò ìå ôï ðáêÝôï VectorAnalysis) íá åëåã÷èåß ç ðéèáíÞ
áñìïíéêüôçôá ôùí óõíáñôÞóåùí

sin 2y
cosh 2x + cos 2y

,
sinh 2x

cosh 2x + cos 2y

öõóéêÜ êáé ðÜëé óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò. Áðáéôïýíôáé áðëïðïéÞóåéò ôùí áðïôåëåóìÜôùí
ìå ôçí åíôïëÞ Simplify;

(óô) [× Þ Õ] ÔåëéêÜ óå ðïéá ðïëý óõãêåêñéìÝíá êáé êëáóéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç-
÷áíéêïý áðáíôþíôáé (ìåôáîý Üëëùí) áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò; Íá áíáöåñèïýí ðÝíôå ôÝôïéá ðñï-
âëÞìáôá. Óáí óõìðÝñáóìá íá áíáöåñèïýí ðáñáäåßãìáôá áðü ôéò ðáñáðÜíù óõãêåêñéìÝíåò
óõíáñôÞóåéò (üóåò áðïäåß÷èçêáí áñìïíéêÝò åííïåßôáé) ðïõ ðéèáíþò íá åßíáé ÷ñÞóéìåò óå êÜðïéï
Þ óå êÜðïéá áðü ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ. Ðïéá èåùñåßôå ôçí ðéï âáóéêÞ áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç óôï
åðßðåäï; Óôï ÷þñï;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H8 ([X Þ Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÄéÜäïóç ÊõìÜ-
ôùí óå ÅëáóôéêÜ ÌÝóá, Åîßóùóç Helmholtz): Ãéá ôç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò

c2∇2u(x, y, t) = ∂2u(x, y, t)
∂t2

ðïõ áðáíôÜôáé ð.÷. óôç äéÜäïóç êõìÜôùí óå åëáóôéêÜ ìÝóá,8 æçôïýíôáé:

(á) Íá áðïäåé÷èåß üôé ãéá ëýóåéò ôçò ìïñöÞò

u(x, y, t) = U(x, y) exp (− iùt)

8Achenbach, J. D.,Wave Propagation in Elastic Solids (ÄéÜäïóç ÊõìÜôùí óå ÅëáóôéêÜ ÓôåñåÜ). North-Holland, Amsterdam,
1975.



98 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS III ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

(ìå i = √−1 ôçöáíôáóôéêÞ ìïíÜäá, t ôï ÷ñüíï êáéùóôáèåñÜ: ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) ç äéáöïñéêÞ
áõôÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áíÜãåôáé óôçí áðëïýóôåñç åîßóùóç ôïõ Helmholtz, äçëáäÞ

∇2U(x, y)+ k2U(x, y) = 0

ìå ôï k êáôÜëëçëç ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ. Ðïéá åßíáé ç ôéìÞ ôçò;

(â) Ðïéáò áêüìç áðëïýóôåñçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áðïôåëåß ãåíß-
êåõóç ç åîßóùóç ôïõ Helmholtz; (ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé óôçí ôñéäéÜóôáôç ðåñßðôùóç.)

(ã) ÔÝëïò íá åëåã÷èåß êáé ðÜëé ç åíôïëÞ DSolve ôçò Mathematica üóïí áöïñÜ óôç äõíáôüôçôÜ
ôçò ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ðáñáðÜíù äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Helmholtz.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H9 ([X Þ Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÄéáñìïíéêÞ
Åîßóùóç, Åëáóôéêüôçôá: Åðßðåäï Åëáóôéêü Ðñüâëçìá, ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç ôïõ Airy): ÁíÜëïãç
Üóêçóç ãéá ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç

Ä2A(x, y) = 0 éóïäýíáìá ∇4A(x, y) = 0

óôï åðßðåäï ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Biharmonic ôïõ ðáêÝôïõ VectorAnalysis, óôçí ðåñéï÷Þ
Calculus ôçò Mathematica óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò. Ç Mathematica ðåôõ÷áßíåé íá âñåé ôç
ãåíéêÞ ëýóç (óôï åðßðåäï) ôüóï ôçò áñìïíéêÞò åîéóþóåùò üóï êáé ôçò åîéóþóåùò ôïõ Poisson
(üðùò Ý÷åé äéáðéóôùèåß óå ðñïçãïýìåíåò ïìÜäåò áóêÞóåùí), áëëÜöáßíåôáé üôé äåí Ý÷åé ãßíåé áêüìç
ï êáôÜëëçëïò ðñïãñáììáôéóìüò ôçò ãéá ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç, ßóùò ãéáôß áõôÞ åßíáé ôåôÜñôçò
ôÜîåùò. (Óçìåéþíåôáé üôé ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç åðáëçèåýåé ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A(x,y).
Ôçí åðáëçèåýïõí êáé ïé óõíéóôþóåò ôùí ôÜóåùí êáé ôùí ðáñáìïñöþóåùí óôï åðßðåäï; Ãéáôß;)
Ìå âÜóç áõôü ôï áñíçôéêü áðïôÝëåóìá ãéá ôçMathematica æçôåßôáé ôþñá áðëÜ íá åðáëçèåõèåß ç
ãíùóôÞ ãåíéêÞ ðñáãìáôéêÞ ëýóç ôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Biharmonic
ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå. ¸ðåéôá íá åëåã÷èåß ìå êÜðïéï ôñüðï êáé ç ãåíéêÞ ëýóç

Á(x, y) = (x2 + y2)p(x, y)+ q(x, y)

ôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò ìå ôéò óõíáñôÞóåéò p(x, y) êáé q(x, y) ðñáãìáôéêÝò êáé áñìïíéêÝò êáé ôéò
äýï. Ç ôåëåõôáßá ëýóç Ý÷åé ôï ðëåïíÝêôçìá üôé åßíáé óå áðüëõôá ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ, áëëÜ êáé ôï
ðñïöáíÝò ìåéïíÝêôçìá üôé ïé óõíáñôÞóåéò p(x, y) êáé q(x, y) ðñÝðåé íá åßíáé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H10 ([X Þ Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, Åëáóôéêüôçôá:
ÓôñÝøç: ÃåíéêÜ): Óå ðñïâëÞìáôá óôñÝøåùò óõíÞèùí åõèýãñáììùí åëáóôéêþí ñÜâäùí9 èåù-
ñïýìå ôïõò ôýðïõò ãéá ôéò ìåôáôïðßóåéò u, v, w

u = −èzy, v = èzx, w = èø(x, y)

ìå ôïí Üîïíá z êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ óå óôñÝøç êáé ôïõò Üîïíåò x êáé y ðÜíù óôç äéáôïìÞ
ôçò, ðïõ èåùñåßôáé óôáèåñÞ êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ. Ôï óýìâïëï è äçëþíåé ôç (óôáèåñÞ) ãùíßá
óôñÝøåùò áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò (óå rad/m) êáéø(x, y) åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç óôñåâëþóåùò ôçò
äéáôïìÞò ôçò ñÜâäïõ (ü÷é ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Prandtl). Ïé äéáôìçôéêÝò ðáñáìïñöþóåéò ãxz
êáé ãyz äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

ãxz = ∂w
∂x

+ ∂u
∂z

, ãyz = ∂w
∂y

+ ∂v
∂z

.

9Timoshenko, S. P. and Goodier, J. N., Theory of Elasticity (Èåùñßá Åëáóôéêüôçôáò), 3ç Ýêäïóç. McGraw-Hill, New York,
Tokyo, 1970, ÊåöÜëáéï 10: Torsion (ÓôñÝøç).
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Åðßóçò ïé äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ôxz êáé ôyz, ðïõ åßíáé êáé ïé ìüíåò ìç ôáõôïôéêÜ ìçäåíéêÝò óõíéóôþóåò
ôùí ôÜóåùí óôï ðáñüí ðñüâëçìá êáèáñÞò óôñÝøåùò, äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

ôxz = Gãxz, ôyz = Gãyz

ìå G ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò ñÜâäïõ. Áóöáëþò
éó÷ýïõí êáé ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò ãéá ôéò óõíéóôþóåò ôùí ôÜóåùí, äçëáäÞ

∂óx

∂x
+ ∂ôxy

∂y
+ ∂ôxz

∂z
= 0,

∂ôxy
∂x

+ ∂óy

∂y
+ ∂ôyz

∂z
= 0, (10)

∂ôxz
∂x

+ ∂ôyz
∂y

+ ∂óz

∂z
= 0.

Ðéèáíþò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica óôïõò õðïëïãéóìïýò æçôïýíôáé:

(á) Ïé åêöñÜóåéò ôùí äéáôìçôéêþí ðáñáìïñöþóåùí ãxz êáé ãyz ìå ôç âïÞèåéá ôçò óõíáñôÞóåùò
óôñåâëþóåùò ø(x, y). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò D êáé Factor. Ôï ßäéï êáé ãéá ôéò
äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ôxz êáé ôyz.

(â) Íá åëåã÷èåß ç éêáíïðïßçóç ôùí åîéóþóåùí éóïññïðßáò. Ðïéåò áðü áõôÝò éó÷ýïõí åê ôáõôü-
ôçôïò óôï ðáñüí ðñüâëçìá; Óôç óõíÝ÷åéá íá âñåèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ôçí ïðïßá ðñÝðåé íá åðáëçèåýåé ç óõíÜñôçóç óôñåâëþóåùò ø(x, y). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéç-
èåß êáé ç åíôïëÞ Simplify. ÔåëéêÜ ðñÝðåé íá ðñïêýøåé ç êëáóéêÞ äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace.
Ôé åßäïõò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (äåõôÝñáò ôÜîåùò) åßíáé áõôÞ; ÕðåñâïëéêÞ,
ðáñáâïëéêÞ Þ åëëåéðôéêÞ; Ãéáôß;

(ã) ÅíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç ðñïâëçìÜôùí (êáèáñÞò) óôñÝøåùò, üðùò
ôï ðáñüí, ðñïóöÝñåé ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Prandtl ö(x, y) ìå ôéò óõíéóôþóåò ôùí äéáôìçôéêþí
ôÜóåùí íá äßíïíôáé ôþñá áðü ôïõò ôýðïõò

ôxz = ∂ö
∂y

, ôyz = − ∂ö
∂x

.

Ðïéåò ðñïöáíåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óõíäÝïõí ôçí óõíÜñôçóç óôñå-
âëþóåùò ìå ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç; (Õðüäåéîç: Äå ÷ñåéÜæåôáé íá ãßíïõí õðïëïãéóìïß!) ÐáñáðÝñá
íá áðïäåé÷èåß üôé åðáëçèåýïíôáé êáé ïé ôñåéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò. Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ôáóéêÞò
óõíáñôÞóåùò ö(x, y) áðïäåéêíýåôáé ôåëéêÜ üôé ôï üëï ðñüâëçìá ôçò óôñÝøåùò áíÜãåôáé óôçí
åðßëõóç ôçò áêüëïõèçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò:

Äö = −2Gè éóïäýíáìá ∇2ö = −2Gè ãéá êÜèå (x, y) ∈ D,

ðïõ åßíáé âÝâáéá ìéá åîßóùóç Poisson. Ç åîßóùóç áõôÞ éó÷ýåé óå ïëüêëçñç ôç äéáôïìÞ D ôçò
ñÜâäïõ. Óôï óýíïñï C ≡ ∂D ôçò äéáôïìÞò áðïäåéêíýåôáé üôé ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ö(x, y) ðáßñíåé
óôáèåñÞ ôéìÞ, ðïõ ìðïñåß êÜëëéóôá íá èåùñçèåß ßóç ìå ôï ìçäÝí, äçëáäÞ

ö(x, y) = 0 ãéá êÜèå (x, y) ∈ C ≡ ∂D.

Ãéáôß åí ðñïêåéìÝíù åßíáé äõíáôüí ç óôáèåñÜ íá èåùñçèåß ßóç ìå ôï ìçäÝí;

(ä) Ç óõíÜñôçóç óôñåâëþóåùò ø(x, y) Þôáí áñìïíéêÞ (ç ËáðëáóéáíÞ ôçò Þôáí ìçäÝí), åíþ
ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ö(x, y), ðáñÜ ôá ðëåïíåêôÞìáôÜ ôçò (áðëïýóôåñïé ôýðïé ãéá ôéò äéáôìçôéêÝò
ôÜóåéò êáé ìçäåíéêÞ ôéìÞ óôï óýíïñï C ôçò äéáôïìÞò) äåí åßíáé. Ôï ìåéïíÝêôçìá áõôü ôçò ôáóéêÞò
óõíáñôÞóåùò ìðïñåß íá åîáëåéöèåß åí ìÝñåé ìå ôïí áêüëïõèï ôñüðï ãñáöÞò ôçò

ö(x, y) = ö1(x, y)− Gè
2

(x2 + y2).



100 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS III ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Æçôåßôáé íá áðïäåé÷èåß üôé ç íÝá áõôÞ «ôáóéêÞ» óõíÜñôçóç ö1(x, y) åßíáé ðñáãìáôéêÜ áñìïíéêÞ
óõíÜñôçóç. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ D ãéá ôéò áðáéôïýìåíåò ìåñéêÝò ðáñáãùãßóåéò
(Þ ç åíôïëÞ Laplacian ôïõ ðáêÝôïõ VectorAnalysis) êáé óôç óõíÝ÷åéá ç åíôïëÞ Simplify.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H11 ([X Þ Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, ÔñéäéÜóôáôç
Åëáóôéêüôçôá, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, Åîéóþóåéò Éóïññïðßáò, ÔáóéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ôïõMaxwell):
Åäþ èåùñïýìå ôéò ôñåéò êëáóéêÝò åîéóþóåéò éóïññïðßáò (equilibrium equations) óôçí ôñéäéÜóôáôç,
éóüôñïðç êáé ãñáììéêÞ Åëáóôéêüôçôá ÷ùñßò äõíÜìåéò ìÜæáò:10

∂óx

∂x
+ ∂ôxy

∂y
+ ∂ôxz

∂z
= 0,

∂ôxy
∂x

+ ∂óy

∂y
+ ∂ôyz

∂z
= 0, (11)

∂ôxz
∂x

+ ∂ôyz
∂y

+ ∂óz

∂z
= 0.

ìå óx, óy êáé óz ôéò ïñèÝò ôÜóåéò êáé ôxy , ôyz êáé ôzx ôéò äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôå-
ôáãìÝíåò (x, y, z). Æçôïýíôáé:

(á) Íá ãñáöïýí ïé åîéóþóåéò áõôÝò ìå ôç óýíôáîç ôçò Mathematica óáí eqe1, eqe2 êáé eqe3
áíôßóôïé÷á êáé íá äçëùèïýí üëåò ìáæß óáí ìéá ëßóôá ìå ôñßá óôïé÷åßá. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéç-
èåß êáé ç åíôïëÞ

eqs = {eqe1, eqe2, eqe3}

ÊáôÜ ôç ãñáöÞ áõôÞ íá ãßíåôáé ñçôÞ äÞëùóç ôïõ ãåãïíüôïò üôé ïé ôÜóåéò åßíáé óõíáñôÞóåéò ôùí
Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y, z).

(â) Ðïéåò åßíáé ïé áíåîÜñôçôåò êáé ðïéåò ïé åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò óôéò åîéóþóåéò áõôÝò;

(ã) Ðñïöáíþò åßíáé èåìåëéþäïõò óçìáóßáò óôçí ôñéäéÜóôáôç Åëáóôéêüôçôá (åðïìÝíùò êáé óôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí) ç ðëÞñùóç êáé ôùí ôñéþí óõíèçêþí éóïññïðßáò eqs. Ðñïöáíþò áõôÝò
áðïôåëïýí óýóôçìá ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå Ýîé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò: ôéò ôÜóåéò (Þ óõ-
íéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí ó). Áöïý ôïýôï Ý÷åé êáôáóôåß äõíáôüí, ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
ìðïñåß íá åóôéÜóåé ôçí ðáñáðÝñáðñïóï÷Þ ôïõ óôéò åîéóþóåéò óõìâéâáóôïý ìå üñïõò ôÜóåùí (åîé-
óþóåéò ôùí Beltrami--Michell) ÷ùñßò íá áìåëåß âÝâáéá êáé ôéò õöéóôÜìåíåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.
Ðåñéïñéæüìáóôå óôçí ðáñïýóá Üóêçóç áðëÜ óôçí «áõôüìáôç» ðëÞñùóç ôùí åîéóþóåùí éóïñ-
ñïðßáò eqs. Èá áíáöÝñïõìå êáé èá åðáëçèåýóïõìå ôç ìÝèïäï ôùí ôáóéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ
ðñüôåéíå ï J. C. Maxwell ôï 1862. Óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ (ðïõ äåí åßíáé âÝâáéá ç ìïíá-
äéêÞ ìÝèïäïò: Üëëåò ãíùóôÝò ôáóéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé åêåßíåò ôïõ G. Morera, 1892) ïé ôÜóåéò
(ïé óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí) ìðïñïýí íá êáèïñéóèïýí áðü ôïõò ôýðïõò11

óx = ∂2ö3

∂y2
+ ∂2ö2

∂z2
, óy = ∂2ö1

∂z2
+ ∂2ö3

∂x2
, óz = ∂2ö2

∂x2
+ ∂2ö1

∂y2

ãéá ôéò ïñèÝò ôÜóåéò êáé ôïõò ôýðïõò

ôxy = − ∂2ö3

∂x ∂y
, ôyz = − ∂2ö1

∂y ∂z
, ôxz = − ∂2ö2

∂z ∂x

ãéá ôéò äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ìÝóù ôñéþí íÝùí Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí: ôùí ôáóéêþí óõíáñôÞóåùí
ôïõ Maxwell ö1, 2, 3 = ö1, 2, 3(x, y, z). Ðþò ìðïñïýí íá äçëùèïýí ïé ðéï ðÜíù åêöñÜóåéò ôùí

10ÌáóôñïãéÜííç, Å. Í., Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, Ôüìïò Ðñþôïò. Åêäüóåéò Óõììåôñßá, ÁèÞíá, 1999, ó. 41, åîéóþóåéò
(1.28).

11Filonenko--Borodich, M., Theory of Elasticity (Èåùñßá Åëáóôéêüôçôáò). Mir Publishers, Moscow, 1968, ÊåöÜëáéï É×,
ÐáñÜãñáöïò 56, óó. 259--263.
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ôÜóåùí óôç Mathematica; Õðüäåéîç: Óôéò ó÷åôéêÝò äçëþóåéò íá áíáöÝñïíôáé ñçôÜ ïé ÊáñôåóéáíÝò
óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z) ôüóï óôéò ôÜóåéò üóï êáé óôéò ôáóéêÝò óõíáñôÞóåéò ôïõ Maxwell.

(ä) ÔåëéêÜ æçôåßôáé íá åîáêñéâùèåß üôé ìå ôçí åéóáãùãÞ ôùí ôáóéêþí óõíáñôÞóåùí ôïõMaxwell
(ðïõ ôéò õðïèÝôïõìå êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìåò) êé ïé ôñåéò ðáñáðÜíù åîéóþóåéò éóïññïðßáò eqs
ðëçñïýíôáé ðÜíôïôå. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß áðëÜ ç åíôïëÞ eqs. Ðïéá åßíáé ç Ýîïäüò ôçò
áðü ôç Mathematica; Óýìöùíá ìå áõôÜ ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò
ìðïñïýí ðëÝïí íá èåùñïýíôáé üôé ðëçñïýíôáé áõôüìáôá ìå ôçí Ýìöáóç óôç óõíÝ÷åéá íá äßíåôáé
óôçí ðëÞñùóç êáé ôùí åîéóþóåùí óõìâéâáóôïý (åîéóþóåùí ôùí Beltrami--Michell) êáèþò êáé ôùí
óõíïñéáêþí óõíèçêþí. Ôþñá üìùò ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åêöñÜæïíôáé óõíáñôÞóåé ôùí ôáóéêþí
óõíáñôÞóåùí ôïõ Maxwell ö1, 2, 3.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-H12 ([X Þ Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò, Ñåõóôïìç÷á-
íéêÞ,ÐïëéêÝò ÓõíôåôáãìÝíåò, Åîßóùóç ôçòÓõíå÷åßáò, ÑïÞ ãýñùáðüÊýëéíäñï, ÑïúêÞÓõíÜñôçóç,
ÓõíÜñôçóç Äõíáìéêïý Ôá÷ýôçôáò, Åîßóùóç ôïõ Laplace): Èåùñïýìå ôçí åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò
óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ãéá éäåáôü ñåõóôü (ðïõ åßíáé êáé áóõìðßåóôï) óôç ìüíéìç êáôÜóôáóç (óôï
«óôáôéêü» ðñüâëçìá) êáé óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). Ôüôå ç åîßóùóç áõôÞ ðáßñíåé ôç ìïñöÞ:

1
r
vr(r, è)+ ∂vr(r, è)

∂r
+ 1

r
∂vè(r, è)

∂è
= 0

ìå (vr, vè) ôéò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý. Æçôïýíôáé:

(á) Íá äçëùèåß çðéïðÜíù åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò óáíContinuityEquation ÷ùñßò íá ëçóìïíåßôáé
ç åîÜñôçóç ôùí óõíéóôùóþí ôçò ôá÷ýôçôáò áðü ôéò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è).

(â) Óôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò ñïÞò ãýñù áðü êýëéíäñï áêôßíáò a ìå êÝíôñï O ôçí áñ÷Þ ôùí
óõíôåôáãìÝíùí (ï êýëéíäñïò åìðïäßæåé ôç ñïÞ!) ïé äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý
(óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé ðÜëé) Ý÷ïõí ôçí ìïñöÞ

vr1(r, è) = V0

[
1−

(a
r

)2 ]
cos è , vè1(r, è) = −V0

[
1+

(a
r

)2 ]
sin è

ìå V0 ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý óôï Üðåéñï (ïõóéáóôéêÜ ðïëý ìáêñéÜ áðü ôïí êýëéíäñï) êáôÜ
ôïí Üîïíá Ox (äçëáäÞ ìå è = 0). Óôï óõãêåêñéìÝíï áõôü ðñüâëçìá æçôåßôáé ç åðáëÞèåõóç üôé
ðñÜãìáôé éó÷ýåé ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò. (Õðüäåéîç: Áðáéôåßôáé ç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞòSimplify.)

(ã) Ãéá íá åßíáé åîáóöáëéóìÝíïò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ãéá ôçí éó÷ý ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå-
÷åßáò, ÷ñçóéìïðïéåß ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóçØ(r, è) ãéá ôïí êáèïñéóìü ôùí óõíéóôùóþí ôçò ôá÷ýôçôáò
vr, è(r, è), ðïõ äçëþíïíôáé óôï åñþôçìá áõôü óáí vr2(r, è) êáé vè2(r, è). Ôüôå éó÷ýïõí ïé ôýðïé

vr2(r, è) = 1
r

∂Ø(r, è)
∂è

, vè2(r, è) = − ∂Ø(r, è)
∂r

.

Íá åðáëçèåõèåß üôé ïé ôýðïé áõôïß åîáóöáëßæïõí ôçí ðëÞñùóç ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò
(åííïåßôáé áóöáëþò ìå êáôÜëëçëá ðáñáãùãßóéìç ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø(r, è)).

(ä) ¢ëëç ÷ñÞóéìç óõíÜñôçóç óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý) åßíáé ç óõíÜñôçóç
äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö(r, è). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ïé äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò (ðïõ
äçëþíïíôáé óôï åñþôçìá áõôü óáí vr3(r, è) êáé vè3(r, è)) ïñßæïíôáé ìÝóù ôùí ôýðùí

vr3(r, è) = ∂Ö(r, è)
∂r

, vè3(r, è) = 1
r

∂Ö(r, è)
∂è

.

Ðïéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò áðáéôåßôáé íá ðëçñïß ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ôá-
÷ýôçôáòÖ(r, è), þóôå íá éó÷ýåé ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò; Íá åëåã÷èåß åðßóçò üôé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ
åîßóùóç äåí åßíáé Üëëç ðáñÜ ç åîßóùóç ôïõ Laplace óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Laplacian ôïõ ðáêÝôïõ VectorAnalysis ìå ôçí åðéëïãÞ Cylindrical[r,è,z].
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(å) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve íá ëõèåß ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace óå Êáñôå-
óéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß åäþ ç åíôïëÞ Laplacian ôïõ ðáêÝôïõ
VectorAnalysis. Íá åðé÷åéñçèåß êáé ç áíÜëïãç åðßëõóç óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). Åßíáé êáé
áõôÞ äõíáôÞ Þ ü÷é;

(óô) ÔåëéêÜ, óõãêñßíïíôáò ôéò åêöñÜóåéò ôùí óõíéóôùóþí ôçò ôá÷ýôçôáò ìÝóù ôçò óõíáñôÞ-
óåùò ñïÞò Ø(r, è) êáèþò êáé ìÝóù ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö(r, è), ðïéåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
(áöáëþò ìå ðñþôåò ðáñáãþãïõò ìüíï) óõíäÝïõí áõôÝò ôéò äýï óõíáñôÞóåéò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ;

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-I

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-I1 ([× êáé Y] ÓõóôÞìáôá Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò.
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá: ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç ôïõ Airy: ÔÜóåéò, Ðáñáìïñ-
öþóåéò): Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç

A(x, y) = x2(x6 − 21x4y2 + 35x2y4 − 7y6).

Æçôïýíôáé (ìå áðëïðïéÞóåéò ôùí áðïôåëåóìÜôùí üóåò öïñÝò áõôÝò âïçèïýí): (á) Íá åëåã÷èåß
åÜí åßíáé Þ äåí åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ôüóï êáôåõèåßáí üóï êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ
VectorAnalysis. Áõôü öïñôþíåôáé ìå ôçí åíôïëÞ

Needs["Calculus‘VectorAnalysis‘"]

(Õðüäåéîç: Ç âáñåßá åßíáé ðÜíù áñéóôåñÜ óôï ðëçêôñïëüãéï.) (â) ÁíÜëïãá êáé ãéá ôï áí åßíáé
äéáñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. (ã) Óå ó÷üëéï (ìå Alt 7) íá åîçãçèåß ëåðôïìåñþò åÜí åßíáé êáôÜëëçëç ôá-
óéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy óå êÜðïéï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá. (ä) Óå êáôáöáôéêÞ ðåñßðôùóç
íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíéóôþóåò ôùí ôÜóåùí óx(x, y), óy(x, y) êáé ôxy(x, y) (÷ùñßò äåßêôåò!). (å) Íá
åëåã÷èåß ç éó÷ýò ôùí äýï åîéóþóåùí éóïññïðßáò EquilibriumEquation1 êáé EquilibriumEquation2 êáé
íá ãßíåé ó÷åôéêü ó÷üëéï (ìå Alt 7). (óô) ÁíÜëïãá êáé ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ óõìâéâáóôïý ôùí ðáñá-
ìïñöþóåùí ãñáììÝíç üìùò åäþ óõíáñôÞóåé ôùí ôÜóåùí StressWrittenCompatibilityEquation êáé
íá ãßíåé ó÷åôéêü ó÷üëéï. (æ) Ôé äçëþíïõí áðü öõóéêÞò áðüøåùò ç éó÷ýò êáé ç ìç éó÷ýò êáèåìéÜò
áðü ôéò ôñåéò ôåëåõôáßåò åîéóþóåéò; (ç) Ðïéá åßíáé ôá ðëåïíåêôÞìáôá áðü ôç ÷ñÞóç ôçò ôáóéêÞò
óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy A(x, y); (è) Áðü ôéò ôÜóåéò óx(x, y), óy(x, y) êáé ôxy(x, y) íá õðïëïãéóèïýí êé ïé
ðáñáìïñöþóåéò åx(x, y), åy(x, y) êáé ãxy(x, y) (óõíå÷þò ìå áðëïðïéÞóåéò ôùí áðïôåëåóìÜôùí). Ôï
ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò Å êáé ï ëüãïò ôïõ Poisson í ôïõ åëáóôéêïý õëéêïý èåùñïýíôáé ãíùóôÜ.¼ìùò
ãéá ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ôï Åëëçíéêü êåöáëáßï E ìå Esc E Esc. Ãéáôß åßíáé
áíáãêáßï áõôü; (é) Íá åëåã÷èåß ç áñ÷éêÞ ìïñöÞ ôçò åîéóþóåùò ôïõ óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþ-
óåùí DeformationCompatibilityEquation (ìå ôéò ßäéåò ôéò ðáñáìïñöþóåéò). (éá) Íá õðïëïãéóèïýí
ïé ôÜóåéò óôï óçìåßï (1, 2) óå ëßóôá. (éâ) ÁíÜëïãá êáé ïé ðáñáìïñöþóåéò óôï ßäéï óçìåßï.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-I2 ([× êáé Y] ÓõóôÞìáôá Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò.
Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: Ìüíéìç, Åðßðåäç, Áóôñüâéëç ÑïÞ Éäåáôïý Ñåõóôïý: Äõíáìéêü Ôá÷ýôçôáò, Óõ-
íÜñôçóç ÑïÞò, Ôá÷ýôçôá): Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç

Ö(x, y) = cosh x cos y.

Æçôïýíôáé: (á) Íá åëåã÷èåß åÜí åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ôüóï êáôåõèåßáí üóï êáé ìå ôç ÷ñÞóç
ôïõ ðáêÝôïõ VectorAnalysis. (â) Óå ó÷üëéï (ìå Alt 7) íá åîçãçèåß ëåðôïìåñþò åÜí åßíáé êáôÜë-
ëçëo äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò óå êÜðïéá ìüíéìç, åðßðåäç, áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý. (ã) Óå
êáôáöáôéêÞ ðåñßðôùóç íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíéóôþóåò u1(x, y) êáé v1(x, y) ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ
ñåõóôïý (ôï Ýíá, 1, ÷ùñßò íá åßíáé óå äåßêôç). (ä) Íá åëåã÷èåß ç éó÷ýò ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò
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ContinuityEquation êáèþò êáé ôçò åîéóþóåùò ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò IrrotationalFlowEquation.
(å) Óå ëßóôá list1 íá õðïëïãéóèïýí ïé äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý óôï óçìåßï (1, 2)
ôüóï ÷ùñßò ðñïóåããßóåéò üóï êáé áñéèìçôéêÜ. Èåùñïýìå ôþñá êáé ôç óõíÜñôçóç

Ø(x, y) = sinh x sin y.

Æçôïýíôáé: (óô) Íá åëåã÷èåß åÜí åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ôüóï êáôåõèåßáí üóï êáé ìå ôç ÷ñÞóç
ôïõ ðáêÝôïõ VectorAnalysis. (æ) Óå ó÷üëéï (ìå Alt 7) íá åîçãçèåß ëåðôïìåñþò åÜí åßíáé êáé
êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç ñïÞò (ñïúêÞ óõíÜñôçóç) óå êÜðïéá ìüíéìç, åðßðåäç, áóôñüâéëç ñïÞ éäåá-
ôïý ñåõóôïý. (ç) Óå êáôáöáôéêÞ ðåñßðôùóç íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíéóôþóåò u2(x, y) êáé v2(x, y)
ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý (ôï äýï, 2, ÷ùñßò íá åßíáé óå äåßêôç). (è) Íá åëåã÷èåß ðÜëé ç éó÷ýò
ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò ContinuityEquation êáé ôçò åîéóþóåùò ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò
IrrotationalFlowEquation. (é) Óå ëßóôá list2 íá õðïëïãéóèïýí ïé äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò
ôïõ ñåõóôïý óôï óçìåßï (1, 2) ôüóï ÷ùñßò ðñïóåããßóåéò üóï êáé áñéèìçôéêÜ. (éá) Íá óõãêñéèïýí
ïé ëßóôåò list1 êáé list2. (éâ) Óå ëßóôá ver íá åðáëçèåõèåß üôé ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) êáé
ç óõíÜñôçóç ñïÞò (ñïúêÞ óõíÜñôçóç) Ø(x, y) áöïñïýí áêñéâþò óôï ßäéï ðåäßï ñïÞò ãéá êÜèå óç-
ìåßï (x, y). (éã) ÔÝëïò æçôåßôáé íá áíáöåñèåß åêôåíþò ãéáôß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß
ðïëý óõ÷íÜ ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) Þ/êáé ôç óõíÜñôçóç ñïÞò Ø(x, y) óå åðßðåäá ðñïâëÞ-
ìáôá Ñåõóôïìç÷áíéêÞò éäåáôïý ñåõóôïý. (éä) Ðïéá áðü ôéò äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò Ý÷åé åöáñìïãÞ
êáé óôçí ôñéäéÜóôáôç, ìüíéìç, áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý; (éå) Ðïéï ñåõóôü êáëåßôáé éäåáôü
óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ; Õðüäåéîç: Ðñüêåéôáé ãéá áóõìðßåóôï ñåõóôü (äçëáäÞ ñåõóôü ìå óôáèåñÞ
ðõêíüôçôá ñ) êáé åðßóçò ÷ùñßò óõíåêôéêüôçôá ì (ðïõ ðïëý óõ÷íÜ êáëåßôáé êáé éîþäåò): ì = 0.

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-J

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J1 ([×]ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ÅéóáãùãéêÜ,ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò Vol-
terra êáé Fredholm, ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò Äïêïý): Æçôïýíôáé: (á) Ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ ìïñöÞ
ìéáò ìç ïìïãåíïýò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùòVolterra ðñþôïõ åßäïõò; (â) ÄåõôÝñïõ åßäïõò; (ã) ÁíÜ-
ëïãá åñùôÞìáôá ãéá ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Fredholm. (ä) Ðïéá åßíáé ç äéáöïñÜ ìåôáîý ôùí
ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Volterra êáé Fredholm; (å) Ðïéåò âáóéêÝò ìåèüäïõò åðéëýóåùò ïñéóìÝ-
íùí êáôçãïñéþí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí Ý÷åôå õðüøç óáò; (÷ùñßò ëåðôïìÝñåéåò). (óô) Íá
ðñïóäéïñéóèåß ç êëáóéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðïõ äéÝðåé ôï ðñüâëçìá ôùí êáìðôéêþí éäéïôá-
ëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ôýðïõ ôïõ Maclaurin. Íá âñåèåß åðßóçò êáé ìå ôç
ìÝèïäï ôçò ïëïêëçñþóåùò (ôÝóóåñéò öïñÝò) ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ðïéá áêñéâþò
ìåãÝèç õðåéóÝñ÷ïíôáé ó’ áõôÞ óõìðåñéëáìâáíïìÝíçò êáé ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò; Ôé ÷áñá-
êôçñéóìïýò ìðïñåßôå íá êÜíåôå ãéá ôçí ßäéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J2 ([×] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ÊéíçìáôéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ): Åäþ
èåùñïýìå õëéêü óçìåßï P ðïõ êéíåßôáé êáôÜ ìÞêïò ôïõ x-Üîïíá ìå áñ÷éêÞ èÝóç x(0) = x0. Æçôïýíôáé:
(á) ÅÜí ç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ P åßíáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t, áðü ðïéá áðëÞ
ó÷Ýóç ìðïñåß íáðñïóäéïñéóèåß ç ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ; (â) Áíôßóôñïöááðüðïéá
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß ç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ P, üôáí åßíáé ãíùóôÞ
ç ôá÷ýôçôÜ ôïõ v(t); (ã) Ðþò ìðïñåß ç åîßóùóç ôùí åñùôçìÜôùí (á) êáé (â) íá ìåôáôñáðåß, þóôå íá
ðåñéÝ÷åé ïëïêëÞñùìá áíôß ãéá ðáñÜãùãï; (ä) ÅðïìÝíùò áðü ðïéïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ìðïñåß íá
ðñïóäéïñéóèåß ç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ P ìå ãíùóôÞ ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ v(t); (å) Áíôßóôñïöá
áðü ðïéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß ç ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ P
ìå ãíùóôÞ ôç èÝóç ôïõ x(t); (óô) Áðïëýôùò áíÜëïãá åñùôÞìáôá (ìå óýíôïìåò áðáíôÞóåéò) ìå ôçí
ôá÷ýôçôá v(t) áíôß ãéá ôç èÝóç x(t) êáé ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) áíôß ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v(t). (æ) ÁíÜëïãá
åñùôÞìáôá ìå ôç èÝóç x(t) êáé ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) (÷ùñßò ôçí ôá÷ýôçôá v(t)) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ.
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J3 ([× êáé Y] ÐáñÜãùãïò Ïëïêëçñþìáôïò): Èåùñïýìå ôï ïëïêëÞñùìá

I(x) =
∫ h(x)

g(x)
K(x, t) y(t) dt.

Æçôïýíôáé: (á) [×] Íá õðïëïãéóèåß (áíáëõôéêÜ êáé ìå ëåðôïìÝñåéåò) ç ðñþôç ðáñÜãùãüò ôïõ
I ′(x) ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x. (â) [Õ] Íá äçëùèåß ôü ßäéï ïëïêëÞñùìá óôç Mathematica óáí int.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Integrate ùò åîÞò:

int = Integrate[K[x, t] y[t], {t, g[x], h[x]}]

(ã) [Õ] Íá õðïëïãéóèåß ç ßäéá ðáñÜãùãïò I ′(x) (êáé ðÜëé ùò ðñïò x), üðùò Ýãéíå êáé óôï åñþôçìá (á)
ìå ôï ÷Ýñé. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ D ùò åîÞò:

D[int, x]

ÐñÝðåé ßóùò íá ðñïêýøåé ôï åîÞò áðïôåëÝóìá ôçò ðáñáãùãßóåùò áõôÞò:

y
(
h(x)

)
K
(
x, h(x)

) d
dx

h(x)− y
(
g(x)

)
K
(
x, g(x)

) d
dx

g(x)+
∫ h(x)

g(x)
y(t)

∂

∂x
K(x, t) dt.

(ä) [× Þ Õ] Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí åñùôçìÜôùí (á) [×] êáé (ã) [Õ]; Íáé Þ ü÷é êáé ãéáôß;
ÅÜí ü÷é, ðïý áêñéâþò õðïøéÜæåóèå üôé Ý÷åé ãßíåé ëÜèïò óôçí ðáñáãþãéóç;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J4 ([× Þ Õ] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, Ãåùìåôñßá: ÅìâáäÜ): ÐáñáôÞñçóç:
Ôï ðáñüí ãåùìåôñéêü ðñüâëçìá ëýèçêå ãéá ðñþôç öïñÜ áðü ôïí Johannes Bernoulli ãéá n = 3.

(á) Íá ðñïóäéïñéóèåß ç êáôÜëëçëç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç IntegralEquation ãéá ôï ó÷Þìá ìéáò
êáìðýëçò y = y(x) óôï åðßðåäï Oxy ç ïðïßá íá ðåñíÜåé áðü ôçí áñ÷Þ Ï ôùí Êáñôåóéáíþí
óõíôåôáãìÝíùí (x, y) êáé íá Ý÷åé ôçí åîÞò éäéüôçôá: Ôï åìâáäüí ìåôáîý ôïõ Üîïíá Ox êáé ôçò
êáìðýëçò y = y(x) áðü ôçí áñ÷Þ ôçò O = (0, 0) ìÝ÷ñé ôï ôõ÷áßï óçìåßï ôçò P = (

x, y(x)
)
íá åßíáé

ßóï (∀x > 0) ìå ôï 1/n (n > 0) ôïõ åìâáäïý ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïñèïãùíßïõ ìå äéáãþíéï ôï åõèýãñáììï
ôìÞìá OP. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

IntegralEquation = Integrate[y[î], {î,0,x}] == (1/n)*x*y[x]

(â) Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé ç ìåôáôñïðÞ ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò IntegralEquation ðïõ
ðñïÝêõøå ìå ðáñáãþãéóÞ ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç DifferentialEquation. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

DifferentialEquation = D[IntegralEquation, x]//Simplify

(ìå åëáöñÜ áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ìå ôçí åíôïëÞ Simplify).

(ã) Êáôüðéí æçôåßôáé ç åðßëõóç ôçò ôåëåõôáßáò åîéóþóåùò (ãåíéêÞ ëýóç ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò
DSolve). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol = DSolve[DifferentialEquation, y[x], x]

Æçôåßôáé ç ãñáöÞ ôçò ëýóåùò áõôÞò sol êáé óå ìïñöÞ óõíáñôÞóåùò yg(x) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò

yg[x_] = sol[[1,1,2]]

(ä) ÔåëéêÜ æçôåßôáé ç ó÷åäßáóç (óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ n = 3) ôçò êáìðýëçò y = y(x) ðïõ
ðñïÝêõøå (ìå ôç óôáèåñÜ C1 óôç ãåíéêÞ ëýóç ßóç ìå 1) óôï äéÜóôçìá 0 ≤ x ≤ 1. Ôé åßäïõò êáìðýëç
åßíáé áõôÞ; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

yp[x_] = yg[x] /. {n -> 3, C[1] -> 1}

êáé ôåëéêÜ êáé ç åíôïëÞ ó÷åäéÜóåùò Plot

Plot[yp[x], {x,0,1}]
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J5 ([× êáé Õ] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ÁíáãùãÞ óå ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò
Åîéóþóåéò): Ãéá êáèåìéÜ áðü ôéò åîÞò äýï áðëÝò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò ie (integral equations):

y(x) = 2+ 3
∫ x

0
y(t) dt, y(x) = a+ b

∫ x

0
ty(t) dt, t ≥ 0

(óôç äåýôåñç ìå ôá a êáé bóôáèåñÝò) æçôïýíôáé: (á) [× Þ Õ]Ç ôáîéíüìçóÞ ôçò (ôß ôýðùí, êáôçãïñéþí
åßíáé;). (â) [× Þ Õ] Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç ó’ áõôÞí. (ã) [× Þ Õ] Ï ðõñÞíáò ôçò K . (ä) [× êáé Õ] Ç ëýóç
ôçò sol ìå áíáãùãÞ ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de (differential equation) ìÝóùðáñáãùãßóåùò
(åíôïëÞ D), ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò sol ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå ôç âïÞèåéá ôçò åíôïëÞò
DSolve ãéá ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò êáé äåõôÝñáò ôÜîåùò) êáé óôç óõíÝ÷åéá ìå
ôç ÷ñÞóç êáé ôçò ó÷åôéêÞò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (initial condition) ic ç åýñåóç êáé ôçò ôåëéêÞò ëýóåùò solf
ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò, ðïõ éóïäõíáìåß ìå ôçí áñ÷éêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç
ie êáé (å) [X êáé Y] Ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç verf ôçò ëýóåùò solf ðïõ âñÝèçêå. (Õðüäåéîç: KáôÜ ôçí
åðáëÞèåõóç íá ÷ñçóéìïðïéçèåß, åÜí áðáéôåßôáé, êáé ç åíôïëÞ Simplify.) ÐáñáôÞñçóç: Áêïëïõèåß
ëåðôïìåñÞò êáôáãñáöÞôùíó÷åôéêþí åíôïëþíóôçMathematica ãéá ôçíðñþôçáðüôéòðáñáðÜíù
äýï ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò.

• ÕÐÏÄÅÉÎÇ ÃÉÁ ÔÇ ËÕÓÇ ÔÇÓ ÐÑÙÔÇÓ ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÇÓ ÅÎÉÓÙÓÅÙÓ:

Ïñéóìüò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ie

ie = y[x] == 2+3 Integrate[y[t], {t,0,x}]

Ó÷çìáôéóìüò ôçò áíôßóôïé÷çò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (differential equation) de ìå ðáñáãþãéóç ùò
ðñïò x ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (integral equation) ie

de = D[ie, x]

Ç ãåíéêÞ ëýóç sol ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de

sol = DSolve[de, y[x], x]

Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç ic ãéá x = 0 áðü ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie

ic = ie/. x -> 0

Ç ôåëéêÞ ëýóç solf ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò ìå ôç ÷ñÞóç ôüóï ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò de üóï êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò ic

solf = DSolve[{de, ic}, y[x], x]

Ç ëýóç áõôÞ solf ôþñá óå ìïñöÞ óõíáñôÞóåùò ys(x)

ys[x_] = solf[[1,1,2]]

ÅðáëÞèåõóç ver ôçò ëýóåùò ys(x) ðïõ âñÝèçêå ìå áíôéêáôÜóôáóç ôçò ëýóåùò áõôÞò ôïõ ðáñüíôïò
ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò óôçí áñ÷éêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie

ver = ie/.y -> ys

Åßíáé áíáãêáßá êáé ç áðëïðïßçóç ôçò ðïóüôçôáò ver ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Simplify:

ver1 = ver//Simplify

ÅðïìÝíùò êáôïñèþèçêå ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ys(x) ðïõ âñÝèçêå.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J6 ([× êáé Õ] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ÓõíÝëéîç, Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace):
Ãéá êáèåìéÜ áðü ôéò åîÞò äýï áðëÝò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò ie:

g(x) = 2x3 −
∫ x

0
(x − y) g( y) dy, x ≥ 0,

∫ t

0
y(ô) cos (t − ô) dô = t sin t, t ≥ 0,
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æçôïýíôáé: (á) [X Þ Õ] Ç ôáîéíüìçóÞ ôçò (ôß ôýðùí, êáôçãïñéþí åßíáé;). (â) [X Þ Õ] Ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ó’ áõôÞí. (ã) [X Þ Õ] Ï ðõñÞíáò ôçò K . (ä) [× êáé Õ] Ç ëýóç ôçò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ
èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò êáé ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé (å) [X] ÇðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò
ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå. ÐáñáôÞñçóç: Áêïëïõèåß ëåðôïìåñÞò êáôáãñáöÞ ôùí ó÷åôéêþí åíôïëþí
ôçò Mathematica ãéá ôçí ðñþôç áðü ôéò ðáñáðÜíù äýï ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò.

• ÕÐÏÄÅÉÎÇ ÃÉÁ ÔÇ ËÕÓÇ ÔÇÓ ÐÑÙÔÇÓ ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÇÓ ÅÎÉÓÙÓÅÙÓ:

Ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie

ie = g[x] == 2 xˆ3-Integrate[(x-y) g[y], {y,0,x}]

Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace (Laplace transform) lt ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ie ìå ôçí åíôïëÞ
LaplaceTransform

lt = LaplaceTransform[ie,x,s]

ÁðëÜ áðëïýóôåõóç óõìâïëéóìïý ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace G(s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞ-
óåùò g(x)

lt1 = lt /. LaplaceTransform[g[x],x,s] -> G[s]

Åðßëõóç ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò lt1 ðñþôïõ âáèìïý ðïõ ðñïÝêõøå ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç G(s) = L{ g(x)}

sol = Solve[lt1, G[s]]

Ç æçôïýìåíç ëýóç gs(x) óå ìïñöÞ óõíáñôÞóåùò ìå áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðïõ
ìüëéò âñÝèçêå ìå ôçí åíôïëÞ InverseLaplaceTransform ãéá ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
(inverse Laplace transform)

gs[x_] = InverseLaplaceTransform[sol[[1,1,2]],s,x]

Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò gs(x) ðïõ âñÝèçêå ìåôÜ áðü áðëïðïßçóç ôïõ áñ÷éêïý áðïôåëÝóìáôïò
ìå ôçí åíôïëÞ Simplify

ver = ie /. g -> gs//Simplify

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J7 ([× êáé Õ] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ÊÜìøåùò: ÓõíÞèåéò
Äïêïß): Èåùñïýìå ôþñá ôçí ðéï äýóêïëç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie2

y(x) = A+ Bx + Cx2 + Dx3 + 1
6EI

∫ x

0
(x − î)3 p(î) dî, 0 ≤ x ≤ L,

ìå ôçí y(x) ãíùóôÞ óõíÜñôçóç, p(x) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (êáé ôéò äýï óôï äéÜóôçìá [0, L]), ôá
A, B, C, D, E êáé I ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé [0, L] ôï äéÜóôçìá éó÷ýïò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò
(L > 0). Æçôïýíôáé: (á) [Õ] Íá ãñáöåß ç ðáñáðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie2 óôç Mathematica.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ ìç åìöáíßóåùò ìåñéêþí ìç óçìáíôéêþí ìçíõìÜôùí

{Off[General::spell1], Off[General::spell]};

êáé óôç óõíÝ÷åéá ç åíôïëÞ (ôï î åìöáíßæåôáé óôçí ïèüíç ìå Esc x Esc)

ie2 = y[x] == A+B x+C xˆ2+D xˆ3+Integrate[(x-î)ˆ3 p[î], {î,0,x}]/(6 EI)

(â) [Õ] Íá ëõèåß ç ßäéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie2 ìÝóù Üìåóçò ðáñáãùãßóåþò ôçò ôÝóóåñéò öïñÝò.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

df1 = D[ie2, {x,4}]

Þ, êáëýôåñá, áí êáé áõôü åßíáé äåõôåñåýïí, ìåôÜ áðü ðïëëáðëáóéáóìü ôçò åðß EI, äçëáäÞ

df2 = EI D[ie2[[1]], {x, 4}] == EI D[ie2[[2]], {x,4}]
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(ã) [×] Åíôåëþò ðñïáéñåôéêÜ ìðïñïýí íá ãßíïõí ïé ßäéåò ðáñáãùãßóåéò êáé ìå ôï ÷Ýñé ãéá ôïí Ýìðåéñï
óôáÌáèçìáôéêÜ êáé ðïëý õðïìïíåôéêü óôéò ðáñáãùãßóåéò öïéôçôÞ/öïéôÞôñéá. (ä) [Õ] Åßíáé åðßóçò
äõíáôüí íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace óôçí ßäéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie2
ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü ôçò óå áëãåâñéêÞ åîßóùóç lie2. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

lie2 = LaplaceTransform[ie2,x,s]

Óôç óõíÝ÷åéá ç áëãåâñéêÞ åîßóùóç lie2 ðïõ ðñïêýðôåé ìðïñåß íá ëõèåß (åíôïëÞ Solve) ùò ðñïò
ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò p(x) ìÝóù ôçò åíôïëÞò

sol2 = Solve[lie2, LaplaceTransform[p[x],x,s]]//Simplify

(êáëü åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ Simplify), ïðüôå êáé äéáðéóôþíåôáé ç óõìöùíßá ôïõ
áðïôåëÝóìáôïò ìå åêåßíï ôçò ìåèüäïõ ôçò Üìåóçò ðáñáãùãßóåùò df2 (ôÝóóåñéò öïñÝò) ôçò ïëï-
êëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ie2. Ãßíåôáé ðñÜãìáôé áõôÞ ç äéáðßóôùóç; (å) [Õ] Ìðïñåß åðßóçò åýêïëá íá
äéáðéóôùèåß üôé ïé óôáèåñÝò A, B, C êáé D ó÷åôßæïíôáé Üìåóá ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ éó÷ýïõí
óôï óçìåßï x = 0. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

f = ie2[[2]]

êáé óôç óõíÝ÷åéá ïé åíôïëÝò áíôéêáôáóôÜóåùò

f /. x -> 0

D[f, x] /. x -> 0

D[f, {x,2}] /. x -> 0

D[f, {x,3}] /. x -> 0

ãéá ôç óõíÜñôçóç f êáé ôéò ôñåéò ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò. Áóöáëþò ïé åíôïëÝò áõôÝò ìðïñïýí
íá óõíäõáóèïýí êáé óå ìßá ìüíï åíôïëÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Table (ç Mathematica Ý÷åé öõóéêÜ
äõíáôüôçôåò ðñïãñáììáôéóìïý, üðùò êáé ç Maxima, ç BASIC, ç Fortran, ç C êáé üëåò ãåíéêÜ ïé
ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý) ùò åîÞò:

Table[D[f, {x,k}] /. x -> 0, {k,0,3}]

(óô) [× Þ Õ] Óå ðïéï áêñéâþò ðïëý ãíùóôü ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðáñïõóéÜæåôáé
ç ðáñáðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie2; (ìå ëåðôïìÝñåéåò). Ðïéåò åßíáé ïé öõóéêÝò óçìáóßåò ôçò
ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò y(x), ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò p(x) êáé üëùí ôùí óôáèåñþí óôï ðáñüí
ðñüâëçìá: A, B, C, D, L, E êáé I; Ôïõ ãéíïìÝíïõ EI;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J8 ([Õ] Åßäç Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí) (á) Íá ïñéóèåß åäþ ç ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç Fredholm äåõôÝñïõ åßäïõò

y(x)+
∫ b

a
K(x, t) y(t) dt = g(x)

ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ

FredholmIntegralEquationOfTheSecondKind

Õðüäåéîç: Íá ìç ëçóìïíçèåß ôï äéðëü ßóïí óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç! Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìï-
ðïéçèåß ç åíôïëÞ

FredholmIntegralEquationOfTheSecondKind = y[x]+Integrate[K[x,t] y[t], {t,a,b}] == g[x]

ÁíÜëïãá íá ïñéóèåß ç áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞò åîßóùóç

HomogeneousFredholmIntegralEquationOfTheSecondKind

Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ðéèáíþò ç áíôéêáôÜóôáóç /.g[x] -> 0 êáèþò êáé ç áíôßóôïé÷ç åîß-
óùóç ðñþôïõ åßäïõò, áëëÜ ìç ïìïãåíÞò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ
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HomogeneousFredholmIntegralEquationOfTheSecondKind
= FredholmIntegralEquationOfTheSecondKind/.g[x] -> 0

(â) ÁíÜëïãá íá ïñéóèïýí êáé ïé áíôßóôïé÷åò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra. (ã) Íá áíáöåñèïýí
äõï--ôñßá êëáóéêÜ ðáñáäåßãìáôá åìöáíßóåùò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí ðñþôïõ êáé äåõôÝñïõ
åßäïõò ôýðïõ Fredholm (óôéò óõíÞèåéò äïêïýò) êáé Volterra (óôç ÄõíáìéêÞ êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J9 ([Y] ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò, ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, Êéíçìá-
ôéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ, Ðåäßï Âáñýôçôáò: Åëåýèåñç Ðôþóç): Åäþ èåùñïýìå ôçí áðëÞ êáé
ãíùóôÞ êßíçóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÜæáò m áðü áñ÷éêÞ èÝóç x(0) = x0 êáé ìå áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá
v(0) = ẋ(0) = v0 êáôÜ ôïí êáôáêüñõöï Üîïíá Ox (ìå èåôéêÞ äéåýèõíóç ðñïò ôá ðÜíù) õðü ôçí
åðßäñáóç ôïõ ãÞéíïõ ðåäßïõ âáñýôçôáò (ìå óôáèåñÞ åðéôÜ÷õíóç −g). Óôï êëáóéêü áõôü ðñü-
âëçìá èåùñåßôáé óõíå÷þò ãíùóôÞ ç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì. Äéáðéóôþíåôáé üôé ç èÝóç
áõôÞ äßíåôáé áðü ôïí åîÞò ôýðï:

x(t) = − 1
2
gt2 + v0t + x0

ìå ôï óýìâïëï t íá äçëþíåé ôï ÷ñüíï. Æçôïýíôáé: (á) Íá ãñáöåß ï ðáñáðÜíù ôýðïò ìå ôç ìïñöÞ
óõíáñôÞóåùò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

x[t_] := -(1/2) g tˆ2 + v0 t+ x0

Ãéá ðïéïí ðñáêôéêü ëüãï èÝóáìå ôçí Üíù êáé êÜôù ôåëåßá (:) ðñéí ôï ßóïí; (â) Ìå âÜóç ôç èÝóç x(t)
íá õðïëïãéóèåß ç ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

v[t_] = D[x[t], t]

Ãéá ðïéïí ðñáêôéêü, ùöåëéìéóôéêü ëüãï ðáñáëåßöèçêáí ôþñá ôá åðåîçãçìáôéêÜ; Ôé èá óõíÝâáéíå
óôçí áíôßèåôçðåñßðôùóç;Ìåðïéïí ôñüðïìåôáâÜëëåôáé ç ôá÷ýôçôá v(t) óõíáñôÞóåé ôïõ ÷ñüíïõ t
óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá êéíÞóåùò; (ã) ÁíÜëïãá åñþôçìáôá ãéá ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ ßäéïõ
õëéêïý óçìåßïõ. (ä) Ðïéåò åßíáé åðïìÝíùò ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò ôçò èÝóåùò x(t), ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) êáé
ôçò åðéôá÷ýíóåùò a(t), áí êáé áóöáëþò ãéá ôçí ôåëåõôáßá äåí Ý÷åé éäéáßôåñç óçìáóßá ç öñÜóç
«áñ÷éêÞ ôéìÞ»; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

{x[0], v[0], a[0]}

(ëßóôá, êáôÜëïãïò ìå ôñßá óôïé÷åßá). Åßíáé ëïãéêÜ ôá áðïôåëÝóìáôá ôá ïðïßá âñÝèçêáí; (å) Áò
ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá êáé óå ôñåéò ó÷åôéêÝò (ðïëý áðëÝò öõóéêÜ) óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
(ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t). Èåùñïýìå êáôáñ÷Þí ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de1

a(t) = dy(t)
dt

ìå ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõM êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí y(t).
Ðþò ìðïñåß íá ãñáöåß áõôÞ óôç Mathematica; Óôç óõíÝ÷åéá íá åðáëçèåõèåß üôé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ
åîßóùóç Ý÷åé ìåñéêÞ (åéäéêÞ) ëýóç ôçí y(t) = v(t), äçëáäÞ ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver1 = de1/.y -> v

(óô) ÁíÜëïãï åñþôçìá ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de2

v(t) = dy(t)
dt

,

ðïõ äéáöÝñåé áðü ôç de1, ãéáôß Ý÷åé óáí ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôçí ôá÷ýôçôá v(t) áíôß ãéá ôçí åðéôÜ-
÷õíóç a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì. Íá åðáëçèåõèåß üôé ç óõíÜñôçóç y(t) = x(t) åßíáé ìåñéêÞ (åéäéêÞ)
ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (æ) Ôá ôåëåõôáßá äýï (êáé ðñïöáíþò ðéï óçìáíôéêÜ) åñù-
ôÞìáôá ôçò ðáñïýóáò åêðáéäåõôéêÞò áóêÞóåùò áðïâëÝðïõí óôçí åéóáãùãÞ ôïõ öïéôçôÞ êáé ôçò
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öïéôÞôñéáò ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý óôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò ìå Þðéï êáé öõóéêü ôñüðï. Êáôáñ-
÷Þí ìéá åîßóùóç êáëåßôáé ïëïêëçñùôéêÞ, åöüóïí Þ Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(t) ó’ áõôÞí åìöáíßæåôáé
êÜôù áðü ôï óýìâïëï ôçò ïëïêëçñþóåùò, åíþ óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (üðùò ç de1 êáé ç de2
ðéï ðÜíù) åìöáíéæüôáí êÜôù áðü ôï óýìâïëï ôçò ðáñáãùãßóåùò. Óáí ìéá ðñþôç ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç áò èåùñÞóïõìå ôçí åîÞò ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç:

v(t) = v0 +
∫ t

0
y(ô) dô, t ≥ 0,

ìå ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(t) ôçí
åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ éäßïõ óçìåßïõ. Êáôáñ÷Þí, ìéëþíôáò áðü öõóéêÞò áðüøåùò, åßíáé åýëïãç
ç éó÷ýò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò; Áðü ðïéá áêñéâþò áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìðïñåß íá èåùñçèåß üôé ðñïêýðôåé; Åðáëçèåýåôáé (áõôüìáôá) êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = v0
Þ ÷ñåéÜæåôáé íá ëçöèåß õðüøç ÷ùñéóôÜ, üðùò ãßíåôáé óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò; Ðþò ìðïñåß íá
ãñáöåß ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç óôç Mathematica; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ie1 = v[t] == v0 + Integrate[y[ô], {ô,0,t}]

Óçìåéþíåôáé üôé ôï óýìâïëï ie åðéëÝ÷èçêå, ãéá íá ìáò èõìßæåé üôé ôþñá Ý÷ïõìå ìéá ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç (integral equation) áíÜëïãá ìå ôç ÷ñÞóç (ðñïçãïõìÝíùò) ôïõ óõìâüëïõ de ãéá ìéá äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç (differential equation). (ç) Íá åðáëçèåõèåß üôé ðñáìáôéêÜ ç åðéôÜ÷õíóç a(t) ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ Ì (ðïõ Ý÷åé Þäç õðïëïãéóèåß óôçí áñ÷Þ ôçò áóêÞóåùò, åñþôçìá (ã)) åßíáé ëýóç
ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ie1. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver3 = ie1/.y->a

(è) Áò èåùñÞóïõìå êáé ìéá äåýôåñç áðëÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç, ôçí ie2

x(t) = x0 +
∫ t

0
y(ô) dô, t ≥ 0,

ìå ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôç óõíÜñôçóç ôçò èÝóåùò x(t) (üðùò áõôÞ ïñßóèçêå ðáñáðÜíù) êáé Üãíù-
óôç óõíÜñôçóç ôç óõíÜñôçóç y(t). Ðþò ðñïêýðôåé ìå öõóéêü ôñüðï ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîß-
óùóç; Ìå ìáèçìáôéêü ôñüðï; Áðü ðïéá áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç; Ðþò ìðïñåß íá ãñáöåß ìå
ôç óýíôáîç ôçò Mathematica; Ðïéá õðïøéÜæåóèå üôé åßíáé ç ëýóç ôçò y(t); Ãéáôß; Åßíáé ðñáãìáôéêÜ
óùóôÞ ç õðïøßá óáò; Íá ãßíåé äçëáäÞ ç ó÷åôéêÞ åðáëÞèåõóç áíÜëïãá ìå ü,ôé Ýãéíå óôçí ïëïêëç-
ñùôéêÞ åîßóùóç ie1 óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá. (é) Èá ìðïñïýóå Üñáãå íá õðÜñîåé êáé ôñßôç
óõíáöÞò ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie3 (ìå ìßá ïëïêëÞñùóç ìüíï, ü÷é ìå äéðëÞ ïëïêëÞñùóç) ðïõ íá
óõíäÝåé êáôåõèåßáí ôç ãíùóôÞ èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì ìå ôçí õðïôéèåìÝíç Üãíùóôç åðé-
ôÜ÷õíóÞ ôïõ a(t), ðïõ äçëþíåôáé (áíÜëïãá ìå ôá ðñïçãïýìåíá) óáí y(t); Õðüäåéîç: Áðáéôåßôáé
ç ÷ñÞóç (ìéá öïñÜ) ðáñáãïíôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôçò ôñßôçò ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò (ìåôáôñïðÞ äýï äéáäï÷éêþí ïëïêëçñþóåùí óå ìéá áðëÞ ïëïêëÞñùóç) êáé ðéèáíþò
ç ÷ñÞóç áõôÞ íá ìç èåùñåßôáé ôåôñéììÝíç.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J10 ([× êáé Õ]ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, Ôå÷íéêÞÈåùñßá ÊÜìøåùò: ÓõíÞèåéò
Äïêïß): Óôçí êÜìøç óõíÞèùí äïêþí æçôåßôáé íá áíáöåñèïýí ïé ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò (integral
equations) ðïõ áöïñïýí:

(á) [X] Óôç ãùíßá êëßóåùò è(x) (ðñïóåããéóôéêÜ, ãéá ìéêñÝò ôéìÝò ôçò) êáôÜ ìÞêïò óõíÞèïõò
äïêïý B ìÞêïõò L êáé äõóêáìøßáò EI, üôáí ôï âÝëïò êÜìøåùò y(x) ôçò äïêïý (ç åëáóôéêÞ ãñáììÞ
ôçò) åßíáé ãíùóôü (ãíùóôÞ) êáé, ðñïöáíþò, êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(0) = y0 óôï Üêñï x = 0 ôçò
äïêïý åßíáé ãíùóôÞ. Õðüäåéîç: Ðñüêåéôáé ãéá ôçí áðëïýóôáôç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

y(x) = y0 +
∫ x

0
è(î) dî, 0 ≤ x ≤ L.
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Ðïéá åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé ðïéá ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç óôçí ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç;
ÅÜí áíôéóôñåöüíôïõóáí ïé ñüëïé ôçò Üãíùóôçò êáé ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò, èá åß÷áìå êáé ðÜëé
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Þ áðëÜ ïëïêëçñùôéêü ôýðï ðñïò ðñïóäéïñéóìü ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò y(x);
Ðüôå áêñéâþò ìéëÜìå ãéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç óå ìéá éóüôçôá ðïõ ðåñéÝ÷åé êáé ïëïêëÞñùìá;

(â) [X] Ðïéá åßíáé ç áíÜëïãç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ìå ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ
(ñïðÞ êÜìøåùò)M(x) êáé ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç (äéáôìçôéêÞ äýíáìç)Q(x);

(ã) [X] ÁíÜëïãá ãéá ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) êáé ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x).
(Íá áãíïçèïýí ëåðôïìÝñåéåò ãýñù áðü ôéò óõìâÜóåéò ãéá ôéò èåôéêÝò äéåõèýíóåéò--öïñÝò ãéá ôéò
ðïóüôçôåò áõôÝò!)

(ä) [X] Ãåíéêåýïíôáò, ãéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôçí M(x) êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí p(x).

(å) [X] Ðþò ìðïñïýìå íá áðáëëáãïýìå áðü ôéò äýï (äéáäï÷éêÝò) ïëïêëçñþóåéò (êáôáëÞãïíôáò
óå ìßá áðëÞ ïëïêëÞñùóç óôçí ôåëåõôáßá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç) åêôåëþíôáò ïëïêëÞñùóç êáôÜ
ìÝñç (Þ êáôÜ ðáñÜãïíôåò); Õðüäåéîç: Íá ãßíåé ðëÞñçò áðüäåéîç!

(óô) [Y] Íá ãñáöïýí ïé ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò (integral equations) ôùí åñùôçìÜôùí (á), (â),
(ã) êáé (ä) (óôï åñþôçìá (ä) ìåôÜ ôçí ïëïêëÞñùóç êáôÜ ðáñÜãïíôåò) óôç Mathematica. Õðüäåéîç:
Ãéá ôçí ðñþôç áðü áõôÝò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ðéèáíþò ç åíôïëÞ

ie2 = y[x] == y0 + Integrate[è[î], {î, 0, x}]

êáé áíÜëïãá ãéá ôéò Üëëåò ôñåéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò: ôéò ie3, ie4 êáé ie5.

(æ) [× êáé Õ] Ðþò ìðïñïýìå íá ëýóïõìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie2 ìå ìßá ðáñáãþãéóç;
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol = D[ie2, x];

Óå ðïéï ãíùóôü èåþñçìá (ãéá ôçí ðáñÜãùãï åíüò ïëïêëçñþìáôïò ùò ðñïò ôï ìåôáâëçôü Üíù
üñéï ïëïêëçñþóåùò) âáóßóèçêå ç ðáñáãþãéóç áõôÞ; Ãíùñßæåé êé ç Mathematica ôï èåþñçìá áõôü;
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

D[Integrate[f[î], {î, 0, x}], x]

(ãéá ôçí ôõ÷áßá ïëïêëçñþóéìç óõíÜñôçóç f (x)) âÝâáéá ìå ôçí éó÷ý êáé ôçò áíôßóôïé÷çò éäéüôçôáò
ãéá áüñéóôá ïëïêëçñþìáôá (áíôéðáñáãþãïõò), üðùò åðßóçò ðñïêýðôåé ìÝóù ôçò åíôïëÞò

D[Integrate[f[x], x], x]

Áò ìç íïìéóèåß ðÜíôùò üôé ôá ãíùñßæåé üëá ç Mathematica: ðïëý ëßãá, åëÜ÷éóôá ãíùñßæåé, áëë’
áñêåôÜ åýêïëá ìðïñåß íá ìÜèåé êáé Üëëá ìå ðñïãñáììáôéóìü ôçò áðü ôï ÷ñÞóôç ôçò óõíÞèùò
ìÜëéóôá óôç ãëþóóá ôçò (äåí åßíáé áíáãêáßï íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ãëþóóá C), ðïõ åßíáé áñêåôÜ
åýêïëç. ÔåëéêÜ Ý÷åé ðñïêýøåé ðñÜãìáôé ç áíáìåíüìåíç ëýóç

è(x) = y ′(x)

ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ie2 ôïõ åñùôÞìáôïò (á) Þ ü÷é; Éó÷ýåé åðßóçò êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç
y(0) = y0 ãéá x = 0; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ie2 /. x -> 0

(ç) [X Þ Y] ÅíáëëáêôéêÜ, ìðïñåß áóöáëþò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace
óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie2 ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

lie2 = LaplaceTransform[ie2, x, s]

Óôç óõíÝ÷åéá íá ëõèåß ç áðëïýóôáôç ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ç ïðïßá ðñïêýðôåé ùò
ðñïò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò è(x) ìÝóù ôçò åíôïëÞò
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sol2 = Solve[lie2, LaplaceTransform[è[x], x, s]]//Simplify

êáé áêïëïýèùò ôçò åíôïëÞò áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

InverseLaplaceTransform[sol2/.y0 -> y[0], s, x]//Simplify//OutputForm

(Ðéèáíüôáôá ç âïçèçôéêÞ åíôïëÞ OutputForm äå èá ÷ñåéáóèåß óå óáò!) Óõìöùíåß ôï áðïôÝëåóìá
áõôü ìå ôçí ëýóç è(x) = y ′(x) ðïõ Þäç âñÝèçêå ìÝóù ôçò ðáñáãùãßóåùò; Ãéáôß;

(è) [× Þ Õ] Óå ðïéá áêñéâþò óõãêåêñéìÝíá óçìåßá õðåñôåñåß ç ÷ñÞóç ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîé-
óþóåùí (integral equations) áðü åêåßíç ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (differential equations) óå ðåñé-
ðôþóåéò åííïåßôáé üðïõ êé ïé äýï áõôÝò äõíáôüôçôåò åßíáé åöéêôÝò ðáñÜëëçëá. (Äõóôõ÷þò ðÜñá
ðïëëÝò öïñÝò äåí åßíáé!)

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J11 ([× êáé Õ]ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, Êéíçìáôé-
êÞ--ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ): Èåùñïýìå ôçí êáôáêüñõöç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõM (ãéá t ≥ 0
êáé êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox êáôáñ÷Þí ðñïò ôá ðÜíù) õðü ôçí åðßäñáóç ôçò ãÞéíçò âáñýôçôáò
(ìå åðéôÜ÷õíóç −g, äçëáäÞ ðñïò ôá êÜôù) êáèþò êáé áíôéóôÜóåùò óôçí êßíçóç (åðßóçò ðñïò ôá
êÜôù) áíÜëïãçò ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) = ẋ(t) ìå áíçãìÝíç óôáèåñÜ c > 0. Ðñïêýðôåé ôüôå ç åîÞò
óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç de ôçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý áõôïý óçìåßïõ:

ẍ(t) = −g − cẋ(t), t ≥ 0.

Æçôïýíôáé: (á) Ç öõóéêÞ åîÞãçóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de. (â) Ç åðßëõóÞ ôçò
(ìå ôçí åíôïëÞ DSolve) ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò x(0) = x0 êáé v(0) = ẋ(0) = v0 > 0. (Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß êé ç åíôïëÞ FullSimplify.) (ã) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå (äéáöïñéêÞ
åîßóùóç de êáé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò). (ä) Ç Üìåóç åðáíáãñáöÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de óáí
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ie ìå ôçí áðïäï÷Þ ôþñá ôçò åðéôá÷ýíóåùò a(t) = ẍ(t) ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ M óáí Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (áíôß ãéá ôç èÝóç x(t)). Õðüäåéîç: Íá ëçöèåß õðüøç üôé

ẋ(t) = v(t) = v0 +
∫ t

0
a(ô) dô.

Ðþò ðñïêýðôåé ç åîßóùóç áõôÞ; (å) Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé ç åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò
åîéóþóåùò ie õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå ôç ÷ñÞóç
êáé ôïõ óõìâüëïõ A(s) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò åðéôá÷ýíóåùò a(t). (óô) Óôç óõíÝ÷åéá
áðü ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) æçôåßôáé ï ðáñáðÝñá õðïëïãéóìüò ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) êáé ôçò èÝóåùò x(t)
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M ìå êáôÜëëçëåò áðëÝò ïëïêëçñþóåéò. (æ) ÔÝëïò æçôåßôáé êáé ï Ýëåã÷ïò üôé
ç Ýêöñáóç ôçò èÝóåùò x(t) ðïõ ðñïÝêõøå áðü ôçí åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ie ãéá
ôçí ðáñáðÜíù êáôáêüñõöç êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M óõìðßðôåé áðüëõôá ìå ôçí áíÜëïãç
Ýêöñáóç ðïõ ðñïÝêõøå áðü ôçí åðßëõóç ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de. ÁõôÞ ç Ýêöñáóç
áíáöÝñåôáé óôçí ßäéá áêñéâþò êßíçóç ìáæß âÝâáéá ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ
áõôÞ åîßóùóç. Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõí Þäç åíóùìáôùèåß óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J12 ([×] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ÁíáãùãÞ óå ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò,
Áñìïíéêüò ÔáëáíôùôÞò, Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace): Èåùñïýìå ôçí êëáóéêÞ óõíÞèç ïìïãåíÞ
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò

ü(t)+ù2
0u(t) = 0, t ≥ 0,

ôïõ óõíÞèïõò áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ (ìå u(t) ôç èÝóç êáé ù0 ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) óå åëåýèåñç
ôáëÜíôùóç ÷ùñßò áðüóâåóç (ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá) ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0 êáé v(0) = u̇(0) = v0.
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Æçôåßôáé ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra (á) ôüóï
ìå ôçí ðñþôç êáé (â) üóï êáé ìå ôçí äåýôåñç ìÝèïäï áíáãùãÞò (ôåëéêÜ ÷ùñßò ôçí åìöÜíéóç äéáäï-
÷éêþí ïëïêëçñùìÜôùí ìåôÜ áðü ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç). (ã) Ðïéá ìÝèïäï âñßóêåôå åóåßò ðéï
óõìöÝñïõóá; Ãéáôß; (ä) Åßíáé åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí åðßëõóç
ôùí ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðñïÝêõøáí; (å) ÅÜí íáé, íá åöáñìïóèåß óôçí ðñþôç Þ óôç
äåýôåñç áðü ôéò ðáñáðÜíù äýï (äéáöïñåôéêÝò) ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-J13 ([× êáé Õ] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, Äõíá-
ìéêÞ êáé Ôáëáíôþóåéò): ÅîåôÜæïõìå ôçí åõèýãñáììç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ M êáôÜ ìÞêïò ôïõ
Üîïíá Ox ìå ôï õëéêü áõôü óçìåßï óõíäåäåìÝíï ìÝóù ãñáììéêÜ åëáóôéêïý åëáôçñßïõ ìå ôçí áñ÷Þ
ôùí áîüíùí O êáé ôáõôü÷ñïíá õðü ôçí åðßäñáóç óõíçìéôïíéêÞò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò êõêëéêÞò
óõ÷íüôçôáòù0 ßóçò ìå åêåßíç ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò: õëéêü óçìåßï êáé åëáôÞñéï. Ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðïõ ðñïêýðôåé ôåëéêÜ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

ü(t)+ù2
0u(t) = p cosù0t, t ≥ 0,

ìå ôï p óôáèåñÜ: áíçãìÝíï åýñïò ôçò áñìïíéêÞò öïñôßóåùò. Äßíåôáé åðßóçò ç áñ÷éêÞ èÝóç ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ u(0) = u0, åíþ ç áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôÜ ôïõ v(0) = u̇(0) = v0 èåùñåßôáé ìçäåíéêÞ. Æçôïý-
íôáé: (á) Ç åðßëõóç áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (åíôïëÞ DSolve). (â) Ìå ïëïêëÞñùóç
ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t ç ìåôáôñïðÞ ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå ïëïêëçñùôéêïäéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç. (ã) Ìå ìéá áêüìç ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t êáé ðÜëé (êáé ìåôÜ ðáñáãïíôéêÞ
ïëïêëÞñùóç), ÷ùñßò íá áìåëïýíôáé öõóéêÜ ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ç áðüäåéîç ôçò éó÷ýïò ôçò åîÞò
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ôýðïõ Volterra êáé ìÜëéóôá óõíåëéêôéêïý ôýðïõ ãéá ôï ðñüâëçìÜ ìáò:

u(t)− u0 +ù2
0

∫ t

0
(t − ô)u(ô) dô = p(1− cosù0t)

ù2
0

, t ≥ 0.

(ä) Ç åðßëõóç ôçò ðáñáðÜíù ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace. (å) Ç äéáðßóôùóç üôé ôüóï ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìáæß ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) üóï êáé
ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò íá Ý÷ïõí ëçöèåß õðüøç) ïäçãïýí óôçí ßäéá ëýóç
ãéá ôç èÝóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. (óô) Ôé óõíÜãåôáé áðü ôç ëýóç áõôÞ, äçëáäÞ ðïéï åéäéêü
(êáé ãåíéêÜ ôüóï áðåõêôáßï) öáéíüìåíï ðáñïõóéÜæåôáé êáôÜ ôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ; Ãéáôß;

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-K

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-Ê1 ([× êáé Õ] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, Íüìïò ôçò Øýîåùò ôïõ Íåýôùíá,
ÁíáãùãÞ óå ÓõíÞèç ÄéáöïñéêÞ Åîßóùóç, Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, Äéáäï÷éêÝò Ðñïóåããßóåéò):
Ãéá ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (integral equation) ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôï ðñüâëçìá ôïõ êáèïñé-
óìïý ôçò èåñìïêñáóßáò u = u(t) õëéêïý óçìåßïõ áñ÷éêÞò èåñìïêñáóßáò u(0) = u0 ìÝóá óå ðåñé-
âÜëëïí óôáèåñÞò èåñìïêñáóßáò u1 (u1 = u0) êáé ìå óôáèåñÜ ìåôáäüóåùò ôçò èåñìüôçôáò (ñõèìü
øýîåùò) óôï íüìï ôçò øýîåùò ôïõ Íåýôùíá ßóç ìå k (k > 0) æçôïýíôáé: (á) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß
ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â) Ç áíáãùãÞ ôçò óå óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ðáñá-
ãþãéóç êáé ç åðßëõóç ôçò ôåëåõôáßáò ìáæß ìå ôç ó÷åôéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç. (ã) Ç åðáëÞèåõóç ôïõ
áðïôåëÝóìáôïò ìå áíôéêáôÜóôáóç óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç, áëëÜ êáé óôçí
áñ÷éêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. (ä) Ç åðßëõóç ôçò ßäéáò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, åÜí âÝâáéá áõôÞ åßíáé åöáñìüóéìç. (å) Ç óýãêñéóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí
ôùí äýï ðéï ðÜíù ìåèüäùí. (óô) Ç åðßëõóç ôçò ßäéáò áêñéâþò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç
ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí îåêéíþíôáò áðü ôç ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç u0(t) = 0
êáé öèÜíïíôáò ìÝ÷ñé êáé ôçí åéêïóôÞ ðñïóÝããéóç u20(t). (æ) Ç óýãêñéóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ôçò ìå-
èüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ìå ôçí áêñéâÞ ëýóç ôùí ðñïçãïýìåíùí äýï ìåèüäùí, áöïý
ðñþôá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáôÜëëçëá êáé óåéñÜ Maclaurin óôçí áêñéâÞ ëýóç. (ç) Ðïéá áðü ôéò ôñåéò
ðéï ðÜíù ìåèüäïõò åðéëýóåùò ôçò ðáñïýóáò óõãêåêñéìÝíçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò èåùñåßôå
üôé åßíáé õðïëïãéóôéêÜ áðëïýóôåñç; (è) Ðüôå õðåñÝ÷åé ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí;
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-Ê2 ([× êáé Õ]ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ÓõíÝëéîç,Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace):
Ãéá ôçí áðëÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

4t − 3
∫ t

0
sin (t − ô) y(ô) dô = y(t)

æçôïýíôáé: (á) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò, äçëáäÞ ôé ôýðùí êáé ôé åßäïõò åßíáé. (â) Ç Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç ó’ áõôÞí. (ã) Ï ðõñÞíáò ôçò K(t, ô). (ä) Ç ëýóç ôçò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
êáé ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò êáé (å) ÔÝëïò ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-Ê3 ([× êáé Y] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ÓõíÝëéîç, Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace,
ÓõíáñôÞóåéò Bessel): Ãéá ôçí áðëÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç∫ x

0
J0(x − s)ö(s) ds = sin x

ìå ôï óýìâïëï J0(s) íá äçëþíåé ôç óõíÜñôçóç Bessel ðñþôïõ åßäïõò êáé ìçäåíéêÞò ôÜîåùò æçôïý-
íôáé: (á) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò, äçëáäÞ ôß ôýðùí/åéäþí åßíáé. (â) Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç ó’ áõôÞí.
(ã) Ï ðõñÞíáò ôçò K(x, s). (ä) Ç ëýóç ôçò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ôïõ
èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò êáé (å) ÔÝëïò ôï óõìðÝñáóìá üôé éó÷ýåé ï ó÷åôéêüò ôýðïò∫ x

0
J0(x − s) J0(s) ds = sin x,

ï ïðïßïò ðñïöáíþò åßíáé Ýíáò åíäéáöÝñùí êáé ìç áíáìåíüìåíïò ôýðïò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-Ê4 ([Õ] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, Äéáäï÷éêÝò Ðñïóåããßóåéò): Ãéá êáèåìßá îå-
÷ùñéóôÜ áðü ôéò åîÞò äýï áðëÝò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò:

ö(x) = 1+
∫ 1

0
xs2ö(s) ds êáé ö(x) = 1+ 2

∫ 1

0
x2s7ö(s) ds, 0 < x < 1,

æçôïýíôáé: (á) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò, äçëáäÞ ôé ôýðùí/åéäþí åßíáé. (â) Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç
ó’ áõôÞí. (ã) Ï ðõñÞíáò ôçò K(x, s). (ä) Ç ëýóç ôçò tb õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí
ðñïóåããßóåùí ìå n = 16 ðñïóåããßóåéò/åðáíáëÞøåéò (ìå ôçí ðéèáíÞ ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò Table)
ìå ôá áðïôåëÝóìáôá íá ðáñïõóéÜæïíôáé ôüóï ìå ñçôïýò üóï êáé ìå äåêáäéêïýò áñéèìïýò (ìå ôç
÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò N) êáé ìå ôåôñéììÝíç áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç ö0(x) = 0).
(å) ÕðÜñ÷åé éêáíïðïéçôéêÞ óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí; Óå ôé âáèìïý
êáìðýëç; Ãéáôß; (óô) Æçôåßôáé åðßóçò ç ó÷åäßáóç üëùí ôùí ðñïóåããßóåùí ön(x) (n = 0, 1, . . . , 16)
ôçò ëýóåùò ö(x) óôï ßäéï ó÷Þìá öõóéêÜ. Ôé ðáñáôçñåßôáé; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé
åíôïëÝò Table, Evaluate êáé Plot, äçëáäÞ ðéï óõãêåêñéìÝíá ç óýíèåôç åíôïëÞ

Plot[Evaluate[Table[ö[n,x], {n,0,16}]], {x,0,1}]

Åßíáé åìöáíÞò ç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ êáé óôï ó÷Þìá ðïõ ðñïÝêõøå; (æ) Áíôß ãéá ôç ìÝèïäï
ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ðïéåò Üëëåò äýï ìÝèïäïé åðéëýóåùò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí èá
ìðïñïýóáí áóöáëþò íá åß÷áí åíáëëáêôéêÜ ÷ñçóéìïðïéçèåß (åßôå ç ìßá åßôå ç Üëëç);

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-Ê5 ([Y] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, Äéáäï÷éêÝò Ðñïóåããßóåéò): Ãéá ôçí ïëï-
êëçñùôéêÞ åîßóùóç

ö(x) = x +
∫ x

0
(x + s)ö(s) ds

æçôïýíôáé: (á) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò, äçëáäÞ ôé ôýðùí/åéäþí åßíáé. (â) Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç
ó’ áõôÞí. (ã) Ï ðõñÞíáò ôçò K(x, s). (ä) Ç ëýóç ôçò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí
ðñïóåããßóåùí ìå ïêôþ ðñïóåããßóåéò/åðáíáëÞøåéò, ìå ôá áðïôåëÝóìáôá ön(x) ≈ ö(x) íá ðáñïõ-
óéÜæïíôáé ôüóï ìå ñçôïýò üóï êáé ìå äåêáäéêïýò áñéèìïýò êáé ìå ðñïöáíÞ áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç
ôçò ëýóåùò ö(x) ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç ö0(x) = 0. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò



114 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS III ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Table êáé TableForm (ãéá ôçí ðáñïõóßáóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí óå ìïñöÞ ðßíáêá) êáé N ãéá ôçí
áñéèìçôéêÞ ðáñïõóßáóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí. (å) ÕðÜñ÷åé éêáíïðïéçôéêÞ óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ
ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí; (óô) Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé ç ó÷åäßáóç ôùí ïêôþ áõôþí ðñþôùí
ðñïóåããßóåùí ön(x) (n = 1, 2, . . . , 8) ôçò ëýóåùò ö(x) (óôï ßäéï ó÷Þìá êáé ãéá 0 ≤ x ≤ 1). (æ) Íá
ïñéóèåß ç õðåñãåùìåôñéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Kummer

y1(x) = 1F1

(
5
4
,
3
2
, x2

)
.

Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

y1[x_] = Hypergeometric1F1[5/4, 3/2, xˆ2]

(ç) Ãéá ôç óõíÜñôçóç y2(x) = xy1(x) ðïéåò åßíáé ïé ôéìÝò ôçò óôá óçìåßá x = 0 êáé x = 1; (Íá ãßíåé
êáé ç ó÷åôéêÞ ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíáñôÞóåùò y2(x) óôï äéÜóôçìá [0, 1].) (è) Ãéá ôçí ßäéá
óõíÜñôçóç y2(x) íá õðïëïãéóèåß ç óåéñÜ Maclaurin (åíôïëÞ Series) ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé 15çò ôÜîåùò
(x15) êáé íá óõãêñéèåß ôï áðïôÝëåóìá ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ö8(x) ôçò ðáñáðÜíù ïëïêëçñù-
ôéêÞò åîéóþóåùò. Ôé ðáñáôçñåßôáé; (é) Íá ãßíåé êáé áðåõèåßáò Ýëåã÷ïò ôïõ óõìðåñÜóìáôïò ìå ôïí
Üìåóï õðïëïãéóìü ôçò óåéñÜò Maclaurin ôçò äéáöïñÜò y2(x)− ö8(x) (ðÜëé ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé x15).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-Ê6 ([×] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ×ïñäÝò, Êáëþäéá, Äïêïß, ÊáìðôéêÝò Éäéï-
ôáëáíôþóåéò Äïêþí): Æçôïýíôáé:

(á) Ðþò ïñßæåôáé ç óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, î) óå ÷ïñäÞ Þ óå äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L);

(â) Íá õðïëïãéóèåß ç áíáëõôéêÞ ÝêöñáóÞ ôçò óå ðåñßðôùóç ÷ïñäÞò ðñïóåããéóôéêÜ êáé êá-
ëùäßïõ. (Ãéáôß ðñïóåããéóôéêÜ;)

(ã) Ðïéïò åßíáé ï ó÷åôéêüò ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò åãêÜñóéáò ìåôáôïðß-
óåùò v(x) óå ÷ïñäÞ Þ äïêü áðü ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x);

(ä) Ðüôå áêñéâþò ìéëÜìå ãéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç áíôß ãéá ïëïêëçñùôéêü ôýðï;

(å) Íá ãßíïõí ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ó÷åôéêÞò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò (ãéá ÷ïñäÞ Þ äïêü).

(óô) Óå êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò äïêïý óôáèåñÞò ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ êáé ìå ôçí õðü-
èåóç üôé ãéá ôçí åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôçò v(x, t) éó÷ýåé ï ÷ùñéóìüò ìåôáâëçôþí

v(x, t) = V (x) cosùt

(ìå x ôç èÝóç, t ôï ÷ñüíï êáé ù ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôùí éäéïôáëáíôþóåùí), ðïéá ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç ðñïêýðôåé ãéá ôçí éäéïìïñöÞ ôùí ôáëáíôþóåùí V (x) ìå ôç óõíÜñôçóç åðéññïÞò G(x, î)
ãíùóôÞ êáé õðïôéèÝìåíç üôé éó÷ýåé; Ðïéïé åßíáé ïé ÷áñáêôçñéóìïß ãéá ôçí ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîß-
óùóç; Óå ôé áêñéâþò åßíáé áõôÞ ÷ñÞóéìç ãéá ôïíÐïëéôéêüÌç÷áíéêü óôçÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-Ê7 ([×] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ÐëÜêåò): Óôçí Üóêçóç áõôÞ, ç ïðïßá áíá-
öÝñåôáé óôéò ðëÜêåò, ôïí ðéï ãíùóôü åðéöáíåéáêü öïñÝá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, æçôïýíôáé:

(á) Ðïéïò ôýðïò (ìå äéðëü ïëïêëÞñùìá) óõíäÝåé ôï âÝëïò êÜìøåùò (Þ âýèéóç) w(x, y) óå áðëÜ
åäñáæüìåíç êáé õðü óõíèÞêåò êÜìøåùò ðëÜêá P (ãíùóôÞò äõóêáìøßáò D êáé ÷ùñßò óõãêåíôñù-
ìÝíá öïñôßá Þ ñïðÝò) ìå ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x, y) óôçí ßäéá ðëÜêá ìå (x, y) ∈ P;
(âÝâáéá ÷ùñßò óõãêåêñéìÝíç Ýêöñáóç ãéá ôïí ðõñÞíá K(x, y, î, ç) óôï ïëïêëÞñùìá).

(â) Ðþò ïñßæåôáé ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç åðéññïÞò (influence function) G(x, y, î, ç), äçëáäÞ ôé
öõóéêÞ óçìáóßá Ý÷åé; Ðïéá åßíáé ç ó÷Ýóç ôçò ìå ôïí ðõñÞíá K(x, y, î, ç); Ðïéá èåìåëéþäç éäéüôçôá
Ý÷åé ç ßäéá óõíÜñôçóç; Ìå âÜóç ðïéï èåþñçìá (Þ áñ÷Þ) óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ðñïêýðôåé ç
éäéüôçôá áõôÞ;
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(ã) Ðïéá åßíáé åðïìÝíùò ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò êáôáíåìçìÝíçò
êÜèåôçò öïñôßóåùò p(x, y) óôçí ðëÜêá P, åÜí ôï âÝëïò êÜìøåþò ôçò (Þ âýèéóÞ ôçò) w(x, y) åßíáé
ãíùóôü (ìÝóù ìåôñÞóåùí) óå üëá ôá óçìåßá ôçò ðëÜêáò;

(ä) ÔåëéêÜ áðü ðïéïõò ðáñÜãïíôåò (üëïõò!) åîáñôÜôáé ç Ýêöñáóç ôçò óõíáñôÞóåùò åðéññïÞò
G(x, y, î, ç) óôï ðñüâëçìá ðëÜêáò ðïõ åîåôÜæïõìå;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-Ê8 ([× êáé Y] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, Äéá÷ùñßóéìïé ÐõñÞíåò): Ãéá ôçí
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie

ö(x) = f (x)+
∫ b

a
K(x, s)ö(s) ds, a ≤ x ≤ b,

æçôåßôáé ç ëýóç ôçò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç äéá÷ùñßóéìïõ ðõñÞíá ôçò ìïñöÞò

K(x, s) = ë u(x) v(s)

(ìå ôï ë óôáèåñÜ). Óáí åöáñìïãÞ íá ëõèåß ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie1

ö(x) = 1+ ë
∫ 1

0
x3 s7ö(s) ds, 0 ≤ x ≤ 1.

Ãéá ôç ëýóç ðïõ ðñïêýðôåé (öõóéêÜ óôï äéÜóôçìá [a, b] = [0, 1]) íá ãßíåé ç ó÷åôéêÞ ãñáöéêÞ
ðáñÜóôáóç ãéá ë = 5 êáé ë = 10 (óôï ßäéï ó÷Þìá, åíôïëÞ Plot) êáèþò êáé ç åðáëÞèåõóç ôçò éó÷ýïò
ôçò (ãéá êÜèå ó÷åäüí ôéìÞ ôïõ ë) ìå áíôéêáôÜóôáóç óôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie1. Ôé óõìâáßíåé
ãéá ë = 11; ÔÝëïò ôé ôýðùí åßíáé ç ðáñáðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ie1;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-Ê9 ([X êáé Õ] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ÌÝèïäïò ôùí Äéá÷ùñßóéìùí ÐõñÞ-
íùí, ÌÝèïäïò ôçò ÁñéèìçôéêÞò Ïëïêëçñþóåùò): Èåùñïýìå ôçí áðëÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

y(x)+
∫ 1

0
x2 ty(t) dt = 1, 0 ≤ x ≤ 1,

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí y(x). Æçôïýíôáé:

(á) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò.

(â) Ç åðßëõóÞ ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí. (Ï ó÷åôéêüò ôåëéêüò ôýðïò èåù-
ñåßôáé åäþ ãíùóôüò!) Õðüäåéîç: Êáôáñ÷Þí ðñÝðåé íá äçëùèïýí ïé ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò L(x),Ì(t)
êáé f (x) ìÝóù ôçò ðñïêáôáñêôéêÞò åíôïëÞò

Clear[f]

êáé ôçò êýñéáò åíôïëÞò

{L[x_] := xˆ2, M[t_] := t, f[x_] := 1};

ïðüôå ï ôåëéêüò ôýðïò ãéá ôç ëýóç ys(x), ï ôýðïò (2.3.11) ôçò Åíüôçôáò Ã2.3 ôïõ Êåöáëáßïõ Ã2 ôïõ
ÌÝñïõò Ã ãéá ôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ys[x_] := f[x]-Integrate[M[t] f[t], {t,0,1}]/(1+Integrate[L[t] M[t], {t,0,1}]) L[x];

Ç ëýóç ys(x) ðïõ âñÝèçêå Ý÷åé ôçí áêüëïõèç áðëÞ ìïñöÞ:

ys[x]
1− 2x2

5

Ç ìÝèïäïò ôùí äéá÷ùñßóéìùí ðõñÞíùí åßíáé åöáñìüóéìç ìüíï óå ðïëý åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò üðïõ
ï ðõñÞíáò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéåþóåùò åßíáé ðñáãìáôéêÜ äéá÷ùñßóéìïò. Ðïëý ãåíéêüôåñç åßíáé
ç ìÝèïäïò ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò, ç ïðïßá åðéäåéêíýåôáé óôï áìÝóùò åðüìåíï åñþôçìá.

(ã) Ç åðßëõóç ôçò ðáñáðÜíù ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò áñéèìçôéêÞò ïëï-
êëçñþóåùò, ðéï óõãêåêñéìÝíá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôñïðïðïéçìÝíïõ êáíüíá (ôýðïõ) áñéèìçôéêÞò
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ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre (óôï äéÜóôçìá [0, 1] áíôß ãéá ôï áñ÷éêü äéÜóôçìá [−1, 1]) ìå ìüëéò
n = 2 êüìâïõò ∫ 1

0
g(t) dt ≈

2∑
i=1

wi g(ti).

Ïé êüìâïé (ôá óçìåßá, ïé ôåôìçìÝíåò) ti êáé ôá âÜñç wi Ý÷ïõí ôéò ôéìÝò

t1 = 1− (1/
√
3)

2
≈ 0.21132, t2 = 1+ (1/

√
3)

2
≈ 0.78868, w1 = w2 = 1

2
= 0.5.

ÄçëáäÞ åäþ t1 + t2 = 1 êáé w1 + w2 = 1.

Óôç Mathematica ïé ðáñáðÜíù êüìâïé (nodes) ti ìðïñïýí íá äçëùèïýí ìå ôçí åíôïëÞ

nodes = {t[1] = (1-1/Sqrt[3])/2, t[2] = (1+1/Sqrt[3])/2}//Simplify

êáé ôá âÜñç wi ìå ôçí åíôïëÞ

weights = {w[1] = 1/2, w[2] = 1/2}

Ôþñá ðéá ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðáßñíåé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ìïñöÞ ôçò aie (approximate integral
equation) ëüãù ôçò ðñïóåããßóåùò ðïõ ïöåßëåôáé óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç

aei = y[x] + Sum[w[k] xˆ2 t[k] y[k], {k,1,2}] == 1//Simplify

Ôï æçôïýìåíï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí equations ðñïêýðôåé èÝôïíôáò
x = tk (k = 1, 2 óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò). Ôïõò áãíþóôïõò y(tk) ôïõò ãñÜöïõìå ðéï áðëÜ óáí yk.
Ç åíôïëÞ Table ìáò åðéôñÝðåé íá äçìéïõñãÞóïõìå åýêïëá ôç ëßóôá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí (equations, ìüíï äýï óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò)

equations = Table[aei/.{y[x] -> y[k], x -> t[k]}, {k,1,2}]//Simplify

ìå áãíþóôïõò (unknowns) ôéò ôéìÝò yk ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) óôïõò êüìâïõò tk:

unknowns = Table[y[k], {k,1,2}]

Ç åðßëõóç ôïõ ãñáììéêïý áõôïý óõóôÞìáôïò ãßíåôáé ìå ôçí åíôïëÞ Solve

solution = Solve[equations, unknowns]//FullSimplify

(ä) ÔåëéêÜ ðÝñá áðü ôéò (ðñïóåããéóôéêÝò;) ôéìÝò y1, 2 ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) óôïõò
êüìâïõò t1, 2 ðïéïò åßíáé ï ôýðïòöõóéêÞò ðáñåìâïëÞò (ðáñåìâïëÞò ôïõNyström) ðïõ äßíåé ôçí y(x)
óå ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [0, 1]; Ðþò êñßíåôå ôçí ðñïóÝããéóç (åÜí õðÞñîå öõóéêÜ
ðñïóÝããéóç) ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ìÝóù ôïõ ðáñáðÜíù ôýðïõ áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ìå ôç
÷ñÞóç äýï ìüíï êüìâùí (óçìåßùí); Õðüäåéîç: Ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß áðëÜ ç åíôïëÞ ãéá ôïí
ôýðï ôçò öõóéêÞò ðáñåìâïëÞò ôïõ Nyström (Nyström interpolation formula Þ natural interpolation
formula), üðïõ âÝâáéá äå ëçóìïíåßôáé ç ëýóç solution ðïõ âñÝèçêå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá:

ys[x_] = Solve[aei, y[x]][[1,1,2]]/.solution[[1]]//Simplify

(å) Óõìöùíïýí Þ ü÷é ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí åñùôçìÜôùí (â) êáé (ã), üðùò èá Ýðñåðå;

ÐáñáôÞñçóç 1: ¼÷é ìüíï óõìöùíïýí, áëëÜ óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ç áñéèìçôéêÞ ïëï-
êëÞñùóç äåí åéóÞãáãå êáèüëïõ óöÜëìá áíôßèåôá ìå ü,ôé óõìâáßíåé óõíÞèùò. Ôïýôï ïöåßëåôáé
áðëÜ óôçí åîáéñåôéêÜ áðëÞ ìïñöÞ ôçò ëýóåùò y(x) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò. ÂÝâáéá, åÜí
åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß ðáñåìâïëÞ Lagrange, ðïõ èá Þôáí ãñáììéêÞ ìå äýï ìüíï êüìâïõò (óçìåßá) t1, 2,
ôüôå èá õðÞñ÷å óöÜëìá ðñïóåããßóåùò ëüãù ôçò ìåéùìÝíçò áêñßâåéáò ôçò ðáñåìâïëÞò Lagrange
Ýíáíôé ôçò öõóéêÞò ðáñåìâïëÞò.

ÐáñáôÞñçóç 2: Ïé ðáñáðÜíù õðïëïãéóìïß Ýãéíáí ÷ùñßò ðñïóåããßóåéò ôùí ìåãåèþí ðïõ õðåé-
óÝñ÷ïíôáé ìå äåêáäéêïýò áñéèìïýò ìÝóù ôçò åíôïëÞò Í. ÁõôÞ äåí åßíáé ç óõíçèéóìÝíç êáôÜóôáóç
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óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç êáé óôçí åðßëõóç ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí. ÕéïèåôÞèçêå üìùò
óôçí ðáñïýóá áðëÞ Üóêçóç, üðïõ ôï óöÜëìá ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóùò (áëëÜ êáé ôçò öõ-
óéêÞò ðáñåìâïëÞò ôïõ Nyström) áðïäåß÷èçêå ôåëéêÜ ìçäåíéêü.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-Ê10 ([× Þ Õ] ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, Èñáõóôï-
ìç÷áíéêÞ: ÑùãìÝò): Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôïõ ñçãìáôùìÝíïõ, Üðåéñïõ, oìïãåíïýò,
éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý åðéðÝäïõ Oxy ìå ôç ñùãìÞ (crack) C åõèýãñáììç êáé êáôÜ
ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox (C = [−1, 1]). Ç öüñôéóç óôï ñçãìáôùìÝíï äïêßìéü ìáò ÷áñáêôçñßæåôáé
áðïêëåéóôéêÜ áðü ôçí ïìïéüìïñöç åöåëêõóôéêÞ ôÜóç ó óôï Üðåéñï êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Oy
êáé áóöáëþò êÜèåôá ðñïò ôç äéåýèõíóç ôçò ñùãìÞò C. Ôá Üêñá ôçò ñùãìÞò x = ±1 ðñïöáíþò
÷áñáêôçñßæïíôáé áðü éäéüìïñöá ôáóéêÜ ðåäßá, ðïõ ôåëéêÜ ìðïñïýí íá ïäçãÞóïõí óå öáéíüìåíá
èñáýóåùò.

Ç ó÷åôéêÞ èåùñßá óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ (Þ Ìç÷áíéêÞ ôçò Èñáýóåùò) äÝ÷åôáé üôé ç èñáýóç
åðÝñ÷åôáé óå Ýíá Üêñï ñùãìÞò, ìüëéò ï ó÷åôéêüò óõíôåëåóôÞò åíôÜóåùò ôÜóåùí K öèÜóåé ìéá
êñßóéìç ôéìÞ ôïõ K0 ðïõ åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôïõ åëáóôéêïý õëéêïý ôïõ äïêéìßïõ ìáò. Ãéá ôïí õðï-
ëïãéóìü ôïõ óõíôåëåóôÞ åíôÜóåùò ôÜóåùí K óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá èá ðñÝðåé íá ëýóïõìå
ôçí áêüëïõèç êëáóéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç:

1
ð

∫ 1

−1

1√
1− t2

g(t)− g(x)
t − x

dt = ó, − 1 ≤ x ≤ 1,

ìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç g(t) íá ó÷åôßæåôáé Üìåóá ìå ôéò êëßóåéò ôùí äýï ðëåõñþí ôçò ñùãìÞò,
ðïõ åßíáé ìåôáîý ôïõò áíôßèåôåò.

ÓõãêåêñéìÝíá ç óõíÜñôçóç
g∗(t) := g(t)√

1− t2

åßíáé áíÜëïãç ôçò äéáöïñÜò ôùí êëßóåùí ôùí äýï ðëåõñþí ôçò ñùãìÞò. Éó÷ýåé åðßóçò åäþ êáé
ç óõíèÞêç ôïõ óõìâéâáóôïý ôùí ìåôáôïðßóåùí

1
ð

∫ 1

−1

1√
1− t2

g(t) dt = 0,

ðïõ ìáò åîáóöáëßæåé üôé ç ñùãìÞ áñ÷ßæïíôáò áðü ôï áñéóôåñü Üêñï ôçò êëåßíåé óôï äåîéü Üêñï
ôçò. Ìå ôç óõíÜñôçóç g(t) íá Ý÷åé Þäç ðñïóäéïñéóèåß ï óõíôåëåóôÞò åíôÜóåùò ôÜóåùí K äßíåôáé
áðü ôïí ôýðï

K(± 1) = ±√ð g(± 1)

(ãéá ôá äýï Üêñá ôçò ñùãìÞò). Æçôïýíôáé:

(á) Ïé êáôçãïñßåò üðïõ áíÞêåé ç ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ôçò ñùãìÞò.

(â) Ðïéá ìÝèïäï èá èåùñïýóáôå ðéï áðïôåëåóìáôéêÞ ãéá ôçí ðñáêôéêÞ åðßëõóÞ ôçò;

(ã) Íá åðáëçèåõèåß üôé ãéá ìïíáäéáßá êÜèåôç åöåëêõóôéêÞ ôÜóç ó = 1 óôï Üðåéñï ç ëýóç ôçò
ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåþò ìáò åßíáé ç óõíÜñôçóç

g(x) = x.

Óýìöùíá ìå áõôÜ ðïéá åßíáé ç ëýóç ãéá ó = 1;

(ä) ÅðïìÝíùò ìå ôï êñéôÞñéï èñáýóåùò ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå ðïéá åßíáé ç åëÜ÷éóôç åöåëêõóôéêÞ
ôÜóç ó0 (óôï Üðåéñï êáé êáôÜ ôïí Üîïíá Oy) ðïõ èá ðñïêáëÝóåé ôç äéÜäïóç ôçò ñùãìÞò C êáé ôç
èñáýóç ôïõ äïêéìßïõ ìáò, ç ïðïßá áñ÷ßæåé âÝâáéá áðü ôï Ýíá Þ áðü ôï Üëëï Üêñï ôçò ñùãìÞò C;
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ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-L

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-L1 ([×] Ìéãáäéêïß Áñéèìïß: Ïñßóìáôá. ÑùãìÝò): Ãéá ìéá ñùãìÞ [−a, a] ðÜíù
óôïí Üîïíá Ïx óôï ìéãáäéêü åðßðåäï Oxy óå ðïéá äéáóôÞìáôá áêñéâþò ðñÝðåé íá êõìáßíïíôáé
(ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü) ôá ïñßóìáôá è1, 2 ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí

w1, 2 =
√
z ∓ a = r1, 2 exp (iè1, 2) ≡ r1, 2eiè1, 2

óôï äåîéü êáé óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò ñùãìÞò áíôßóôïé÷á; Ãéáôß áêñéâþò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-L2 ([Õ] Ìéãáäéêïß Áñéèìïß, Óôïé÷åéþäåéò ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ÌéãáäéêÞò
ÌåôáâëçôÞò): Må ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica æçôïýíôáé:

(á) Ôé ãíùñßæåôå ãéá ôï ðáêÝôï Algebra‘ReIm‘ (áðü ôéò ëÝîåéò Real êáé Imaginary) ôçò Mathe-
matica; Íá êëçèåß (íá öïñôùèåß) ôï ðáêÝôï áõôü óôç Mathematica (åíôïëÞ Needs Þ <<). Óå ðïéåò
áêñéâþò ðåñéðôþóåéò åßíáé ÷ñÞóéìï; Ôé ãíùñßæåôå ãéá ôéò åíôïëÝò Re, Im, Negative êáé RealValued
ôçò Mathematica êáé ôïõ ðáñáðÜíù ðáêÝôïõ ôçò;

(â) Äßíïíôáé ïé åîÞò ôñåéò ìéãáäéêïß áñéèìïß:

z1 = a+ ib, z2 = c + id, z3 = e+ i f

ìå ôïõò áñéèìïýò a, b, c, d, e êáé f ðñáãìáôéêïýò. (Óôç Mathematica ç ìéãáäéêÞ ìïíÜäá i óõìâïëß-
æåôáé ìå ôï êåöáëáßï I Þ ìå ôï åéäéêü óýìâïëï ôïõ ðñïãñÜììáôïò ii. Ôï ôåëåõôáßï áõôü óýìâïëï,
ðïõ ðñïôéìÜôáé áóöáëþò, ìðïñåß íá åéóá÷èåß áðü ôï ðëçêôñïëüãéï óáí Esc ii Esc.)

(ã) Íá õðïëïãéóèïýí ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z1 (ìå ôç
÷ñÞóç ôùí åíôïëþí Re êáé Im). Ôé ðáñáôçñåßôáé; Ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ìå åðéôõ÷ßá ç åíôïëÞ
ComplexExpand ãéá ôï óêïðü áõôü; ÅíáëëáêôéêÜ íá äçëùèåß (åíôïëÞ /:, ð.÷. a/:Im[a] = 0) ñçôÜ üôé
ïé áñéèìïß a, b, c, d, e êáé f åßíáé ðñáãìáôéêïß êáé íá õðïëïãéóèïýí êáé ðÜëé ïé ßäéåò ðïóüôçôåò.

(ä) Íá åðáëçèåõèåß üôé óôç Mathematica éó÷ýïõí ïé åîÞò êëáóéêÝò éäéüôçôåò ãéá ôïõò ìéãáäé-
êïýò áñéèìïýò: áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá óôçí ðñüóèåóç êáé óôïí ðïëëáðëáóéáóìü (ãéá ôïõò áñéè-
ìïýò z1,2), ïìïßùò ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá (ãéá ôïõò áñéèìïýò z1,2,3), åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá (ðÜëé
ãéá ôïõò áñéèìïýò z1,2,3) êáé ýðáñîç ïõäÝôåñùí óôïé÷åßùí ãéá ôçí ðñüóèåóç êáé ôïí ðïëëáðëá-
óéáóìü (ùò ðñïò ôïí áñéèìü z1). Ðñüêåéôáé ãéá ãíþóåéò ðïõ Ý÷ïõí åíóùìáôùèåß óôç Mathematica
áðü ôïõò ðñïãñáììáôéóôÝò ôçò. Õðüäåéîç: Ãéá ôçí áðüäåéîç ð.÷. ôçò áíôéìåôáèåôéêüôçôáò óôçí
ðñüóèåóç ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver1 = z1 + z2 == z2 + z1

ÌåñéêÝò öïñÝò áðáéôåßôáé ç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò Simplify.

(å) Ãéá ôï ãéíüìåíï z4 = z1(z2z3) íá õðïëïãéóèïýí ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôïõ,
Re z4 êáé Im z4 áíôßóôïé÷á (åíôïëÝò Re êáé Im áíôßóôïé÷á óôç Mathematica). Ðïéïò åßíáé ï óõæõãÞò
ìéãáäéêüò áñéèìüò z5 = z̄4 ôïõ áñéèìïý z4; (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Conjugate).
Íá õðïëïãéóèïýí êáé ãé’ áõôüí ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò. Ôé ðáñáôçñåßôáé;

(óô) Íá õðïëïãéóèåß ôï ðçëßêï z6 = z1/z2 êáé ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôïõ
(óôçí áðëïýóôåñç äõíáôÞ ìïñöÞ ôïõò). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ Simplify.

(æ) Ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü z1 = a + ib íá õðïëïãéóèïýí ïé åîÞò óôïé÷åéþäåéò áíáëõôéêÝò óõ-
íáñôÞóåéò: óõíçìßôïíï, çìßôïíï, åöáðôïìÝíç, ïé áíôßóôïé÷åò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèþò êáé
ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç. (Ãéá ôïõò õðïëïãéóìïýò áõôïýò åßíáé áíáãêáßá ç åíôïëÞ ComplexExpand
êáé ßóùò êáé ç åíôïëÞ Simplify ãéá áðëïýóôåñá áðïôåëÝóìáôá.) Ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü sinh z1
æçôåßôáé êáé ç ãñáöÞ ôïõ óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò TrigToExp. ÔÝëïò ãéá ôï ìé-
ãáäéêü áñéèìü exp z1 æçôåßôáé ç éóïäýíáìç ãñáöÞ ôïõ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí cosh êáé sinh
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(åíôïëÞ ExpToTrig).

(ç) Íá õðïëïãéóèåß áñéèìçôéêÜ (ìå åßêïóé óçìáíôéêÜ øçößá, åíôïëÞ N) ç ðñùôåýïõóá ôéìÞ ôïõ
áñéèìïý i i. Íá ãßíåé, åÜí ÷ñåéÜæåôáé, ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò Chop. ×ñåéÜæåôáé Üñáãå; Ãéáôß;

(è) Íá õðïëïãéóèïýí ïé áðüëõôåò ôéìÝò (åíôïëÞ Abs) êáé ôá ïñßóìáôá (åíôïëÞ Arg) ôïõ ìé-
ãáäéêïý áñéèìïý z7 = 6 + 8 i êáé ôïõ óõæõãïýò ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý 6 − 8 i áêñéâþò, äçëáäÞ
÷ùñßò ôç ÷ñÞóç äåêáäéêþí áñéèìþí, ïé ïðïßïé ðåñéÝ÷ïõí óõíÞèùò óöÜëìáôá óôñïããõëåýóåùò.
(Ôá ïñßóìáôá íá õðïëïãéóèïýí êáé áñéèìçôéêÜ ìå 20 óçìáíôéêÜ øçößá.) Ôé ðáñáôçñåßôáé;

(é) Ãéá ôïí ßäéï áñéèìü z7 íá õðïëïãéóèïýí áñéèìçôéêÜ (ìå ôç óõíÞèç áêñßâåéá ôçò Mathematica)
ïé ôéìÝò ôùí óõíáñôÞóåùí óõíçìßôïíï, çìßôïíï, åöáðôïìÝíç êáèþò êáé ïé ôéìÝò ôùí áíôßóôïé÷ùí
õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí êáé ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò. Óôç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéóèïýí ïé
áíôßóôïé÷åò (äçëáäÞ ãéá ôïí ßäéï áêñéâþò ìéãáäéêü áñéèìü z7) ôéìÝò ôùí áíôßóôñïöùí óõíáñôÞóåùí
üëùí (äçëáäÞ êáé ôùí åðôÜ) ðéï ðÜíù óôïé÷åéùäþí õðåñâáôéêþí óõíáñôÞóåùí. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò ArcCos, ArcSin, . . . , Log.

(éá) Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z1 = a + ib ðïõ ïñßóèçêå ðéï ðÜíù íá
åëåã÷èåß åÜí åßíáé áëçèåßò (true) Þ øåõäåßò (false) ïé ôýðïé

cot (cot−1 z1) = z1, coth (coth−1 z1) = z1, exp (ln z1) = z1.

(ºóùò áðáéôçèïýí áðëïðïéÞóåéò, åíôïëÞSimplify, ôùí áñ÷éêþí áðïôåëåóìÜôùí ôçòMathematica.)

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-L3 ([Õ] Ìéãáäéêïß Áñéèìïß, Óôïé÷åéþäåéò Õðïëïãéóìïß óå ÊáñôåóéáíÝò êáé Ðï-
ëéêÝò ÓõíôåôáãìÝíåò): Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica æçôïýíôáé: (á) Ôï ãéíüìåíï ôùí ìéãáäéêþí
áñéèìþí 1/(2 + 5 i) êáé 1/(1 − i). (â) Ôï ðçëßêï ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí 2 − 6 i êáé 2 − i. (ã) Ãéá
ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò z = x + iy, z1 = x1 + iy1 êáé z2 = x2 + iy2 æçôåßôáé áðëÜ íá äçëùèåß
óôç Mathematica (ðÜëé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ Algebra‘ReIm‘ ôçò Mathematica, ó÷åôéêÞ åíôïëÞ
åßíáé ç åíôïëÞ Needs) üôé ôüóï ôá ðñáãìáôéêÜ üóï êáé ôá öáíôáóôéêÜ ìÝñç ôïõò åßíáé óô’ áëÞèåéá
ðñáãìáôéêïß áñéèìïß. (ä) ÐáñáðÝñá ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü z æçôïýíôáé ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï
öáíôáóôéêü ìÝñïò ôïõ (åíôïëÝò Re êáé Im áíôßóôïé÷á). ºäéï åñþôçìá ãéá ôï ìéãáäéêü áñéèìü 1/z
êáèþò åðßóçò êáé ãéá ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò z1z2 êáé z1/z2. (Áóöáëþò íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé, üóåò
öïñÝò áðáéôåßôáé, êáé ç åíôïëÞ Simplify.) (å) Óôç óõíÝ÷åéá íá åðáëçèåõèåß (ðÜëé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
Mathematica êáé ôçò åíôïëÞò ôçò Conjugate) üôé(

z1
z2

)
= z̄1

z̄2
, Re z = 1

2
(z + z̄), Im z = 1

2 i
(z − z̄).

(óô) Íá õðïëïãéóèåß (ðñïöáíþò óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y)) ôï ãéíüìåíï zz̄. (æ) Íá
õðïëïãéóèïýí ôï ìÝôñï (Þ áðüëõôïò ôéìÞ, åíôïëÞ Abs) êáé ôï üñéóìá (åíôïëÞ Arg) ôùí ìéãáäéêþí
áñéèìþí z3 = 2 + i êáé åðßóçò z4 = 2 − 3 i. Ãéá ôï ãéíüìåíï ôùí óõãêåêñéìÝíùí áõôþí äýï
ìéãáäéêþí áñéèìþí íá åëåã÷èåß åÜí ôï üñéóìá åßíáé ßóï (áñéèìçôéêÜ: åíôïëÞ N, äýï öïñÝò) ìå
ôï Üèñïéóìá ôùí ïñéóìÜôùí (áóöáëþò üðùò åííïåß ôá ðñùôåýïíôá ïñßóìáôá ç Mathematica).
(ç) Äßíåôáé ï ìéãáäéêüò áñéèìüò z5 = r(cos è + i sin è) (åí ðñïêåéìÝíù óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò
(r, è)). Æçôåßôáé íá åëåã÷èåß êáôÜ ðüóïí ï áíôßóôñïöüò ôïõ ìéãáäéêüò áñéèìüò 1/z5 åßíáé ßóïò ìå
(1/r)(cos è − i sin è). (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ Simplify.) (è) Åðßóçò óå ðïëéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò æçôåßôáé ôüóï ôï ãéíüìåíï üóï êáé ôï ðçëßêï ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí z6 = r1eiè1

êáé z7 = r2eiè2 . Ôé ðáñáôçñåßôáé; ÖõóéêÜ, åðáíáëáìâÜíåôáé, íá ãßíïíôáé êáé ïé áðëïðïéÞóåéò,
åíôïëÞ Simplify, óðÜíéá FullSimplify, üóåò öïñÝò áðïäåéêíýïíôáé ÷ñÞóéìåò ãéá ôçí áðëïýóôåõóç
ôùí áðïôåëåóìÜôùí Þ áðëÜ ãéá ôçí «áðüäåéîç», ìÜëëïí åðáëÞèåõóç, æçôïýìåíùí ôýðùí.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-L4 ([Õ] ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÃåíéêÜ, ¼ñéá, ÐáñÜãùãïé): Äßíåôáé ç ìé-
ãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z = x + iy. Æçôïýíôáé: (á) Íá õðïëïãéóèåß (ïõóéáóôéêÜ íá ãñáöåß óå óõíÞèç
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ìïñöÞ ìéãáäéêïý áñéèìïý) ç óõíÜñôçóç f (z) = sin z (åíôïëÞ ComplexExpand). Ðïéá åßíáé åðï-
ìÝíùò ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò; (â) Ðïéá åßíáé ôá üñéá
(åíôïëÞ Limit) ôùí óõíáñôÞóåùí

i sinh z
z

, z cot z êáé sinh z cot z ãéá z → 0

êáèþò êáé ôçò óõíáñôÞóåùò 1/z ãéá z →∞; (ã) Ãéá ôçí óõíÜñôçóç

f (z) = sin z

ðïéï åßíáé ôï üñéï

lim
Äz→0

f (z + Äz)− f (z)
Äz

;

(Ç ôéìÞ ðïõ âñÝèçêå íá óõãêñéèåß åðßóçò ìå ôçí ðáñÜãùãï f ′(z) ôçò ßäéáò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞ-
óåùò.) (ä) Íá õðïëïãéóèåß (óôçí áðëïýóôåñç äõíáôÞ ìïñöÞ ôçò, åíôïëÞ Simplify, áí áðáéôåßôáé)
ç ðñþôç ðáñÜãùãïò (åíôïëÞ D) ôçò óõíáñôÞóåùò

z2 tanh z exp z.

(å) Ôï ßäéï åñþôçìá ãéá ôï ãéíüìåíï êáé ôï ðçëßêï ôùí ôõ÷áßùí (ü÷é êáèïñéóìÝíùí) áíáëõôéêþí
óõíáñôÞóåùí f1(z) êáé f2(z). (Èá ðñïêýøïõí Ýôóé ïé êëáóéêïß ôýðïé ãéá ôçí ðáñÜãùãï ãéíïìÝíïõ
êáé ðçëßêïõ áíôßóôïé÷á. (Aðáéôåßôáé ç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò Simplify.)

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-L5 ([× êáé Õ] ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: Óôïé÷åéþäåéò ÕðåñâáôéêÝò ÓõíáñôÞ-
óåéò): Õðüäåéîç: Óôçí Üóêçóç áõôÞ íá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé (üóåò öïñÝò áðáéôåßôáé) êáé ïé åíôïëÝò:
ComplexExpand ãéá ôçí õðüèåóç ðñáãìáôéêþí óõìâüëùí óå Ýíá ìéãáäéêü áíÜðôõãìá êáèþò êáé
(ßóùò) Simplify Þ FullSimplify ãéá ôçí áðëïðïßçóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí. (á) Íá õðïëïãéóèïýí ïé
óôïé÷åéþäåéò õðåñâáôéêÝò óõíáñôÞóåéò

exp z, sin z, cos z, tan z, sinh z, cosh z êáé tanh z

óôç èÝóç z = x + iy. (â) Íá õðïëïãéóèïýí ïé ðñþôåò ðáñÜãùãïé (óõíáñôÞóåé ôçò ßäéáò ôçò
ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z ôþñá, äçëáäÞ áöïý ðñþôá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Clear[z]) ìÝóù ôçò
åíôïëÞò D ôùí óõíáñôÞóåùí

tan z, tanh z, exp z êáé ln z.

(ã) Êáé ðÜëé ãéá z = x + iy íá õðïëïãéóèïýí ôï Üèñïéóìá

cos2 z + sin2 z

êáé ç äéáöïñÜ

cosh2 z − sinh2 z.

(ä) Íá åëåã÷èåß ç éó÷ýò ôùí ôýðùí (ìå z = x + iy)

sinh iz = i sin z, cosh iz = cos z, sin iz = i sinh z, cos iz = cosh z.

(å) ÁíÜëïãá íá åëåã÷èåß (óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé ìå z = x + iy) ç éó÷ýò ôùí ôýðùí

sin 2z = 2 sin z cos z, cos 2z = cos2 z − sin2 z
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êáèþò êáé ôïõ ôýðïõ (ãéá ôçí áðüëõôï ôéìÞ |sinh z| óôï ôåôñÜãùíï)

(Re sinh z)2 + (Im sinh z)2 = sinh2 x + sin2 y.

(óô) Íá õðïëïãéóèïýí áñéèìçôéêÜ (ìå ôç óõíÞèç áêñßâåéá, åíôïëÞ N, åÜí áðáéôåßôáé ìå ôç ÷ñÞóç
êáé ôçò åíôïëÞò Chop) ïé åîÞò äõíÜìåéò:

(1+ i)−3 i êáé i−5 i.

(æ) Ãéá ôç óõíÜñôçóç

tanh−1 z ìå z = x + iy

íá ãßíåé áðüðåéñá óõãêñßóåùò (åíôïëÝò TrigToExp êáé Simplify) ìå ôç ëïãáñéèìéêÞ ÝêöñáóÞ ôçò

1
2

ln
1+ z
1− z

.

Éó÷ýåé ðñÜãìáôé ç ó÷åôéêÞ éóüôçôá; (ç) Ôï ßäéï åñþôçìá, áëëÜ ôþñá áñéèìçôéêÜ (åíôïëÝò N êáé
Chop) óôï óçìåßï z = 2 + 3 i. Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ (ìéãáäéêÞ) áñéèìçôéêÞ ôéìÞ êáé ãéá ôéò äýï
ðáñáðÜíù óõíáñôÞóåéò óôï ßäéï óçìåßï;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-L6 ([Õ] Óôïé÷åéþäåéò ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò): Ìå üñéóìá ôï ìéãáäéêü áñéèìü
z0 = 2 + 3 i æçôåßôáé íá õðïëïãéóèïýí áñéèìçôéêÜ ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç êáé ç áíôßóôñïöÞ ôçò
(ðïéá åßíáé áõôÞ;), ïé óõíáñôÞóåéò çìßôïíï, óõíçìßôïíï, åöáðôïìÝíç êáé óõíåöáðôïìÝíç êáé ïé
áíôßóôñïöÝò ôïõò êáèþò êáé ïé áíôßóôïé÷åò ïêôþ õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå ìßá ìüíï åíôïëÞ
(äçëáäÞ óå ìïñöÞ ëßóôáò). Íá õðïëïãéóèïýí åðßóçò (êáé ðÜëé áñéèìçôéêÜ) ïé ðáñáóôÜóåéò

exp (ln z0), sin (sin−1 z0), cos (cos−1 z0), tan (tan−1 z0)

êáé ïé áíôßóôïé÷åò ðáñáóôÜóåéò ìå ôç ÷ñÞóç õðåñâïëéêþí (áíôß ôñéãùíïìåôñéêþí) óõíáñôÞóåùí.
Ôé ðáñáôçñåßôáé áðü ôá áñéèìçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá; Åßíáé äéêáéïëïãçìÝíç ç ðáñáôÞñçóç áõôÞ;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-L7 ([X êáé Y] ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, ÓõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann, Óõæõ-
ãåßò ÁñìïíéêÝò ÓõíáñôÞóåéò): (á) Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç ôùí äýï ìåôáâëçôþí x êáé y

u(x, y) = y4 − 6 x2y2 + x4.

Êáôáñ÷Þí æçôåßôáé íá åëåã÷èåß åÜí Þ ü÷é ðñüêåéôáé ãéá áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. Óå êáôáöáôéêÞ
ðåñßðôùóç æçôåßôáé åðßóçò ç åýñåóç ôçò óõæõãïýò ôçò áñìïíéêÞò óõíáñôÞóåùò v(x, y). Ðïéá åßíáé
ç ó÷åôéêÞ áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç

f (z) = u(x, y)+ iv(x, y);

Íá ãßíåé ôÝëïò êáé ç åðáëÞèåõóç üëùí ôùí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ âñÝèçêáí ìå ôç Mathematica.
(â) Èåùñïýìå ôþñá ôçí áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç

f (z) = A
z2

ìå ôï Á óôáèåñÜ. Ãéá ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò u(r, è) êáé v(r, è) áíôßóôïé÷á óå
ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) æçôåßôáé ç áðüäåéîç üôé éó÷ýïõí ïé óõíèÞêåò (Þ åîéóþóåéò) ôùíCauchy--
Riemann (åííïåßôáé ôþñá óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò) ôüóï ìå ôï ÷Ýñé [×] üóï êáé ìå ôç Mathematica
[Y]. Óå ðïéï ìåìïíùìÝíï óçìåßï äåí åßíáé áíáëõôéêÞ ç óõíÜñôçóç áõôÞ f (z); Óôçí Åëáóôéêüôçôá
óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ìÝóá óå Üðåéñï ãñáììéêÜ åëáóôéêü ìÝóï, ðïý (äçëáäÞ óå ðïéá åéäéêÞ
öüñôéóç) èá ìðïñïýóå ßóùò íá áðïäïèåß ìéãáäéêü äõíáìéêü f (z) ôçò ðáñáðÜíù åéäéêÞò ìïñöÞò;
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-L8 ([× êáé Õ] ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÓõíèÞêåò ôùí Cauchy--Riemann): Åäþ
èåùñïýìå îáíÜ ôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z = x + iy. Æçôïýíôáé: (á) Ãéá ôçí áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç

f1(z) = z sin z

ðïéï åßíáé ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôçò u êáé ðïéï ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò v; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóé-
ìïðïéçèåß ôï ðáêÝôï ReIm (áðü ôéò ÁããëéêÝò ëÝîåéò Real êáé Imaginary), ôï ïðïßï öïñôþíåôáé ìå
ôçí åíôïëÞ Needs, äçëáäÞ

Needs["Algebra‘ReIm‘"]

êáèþò êáé ïé åíôïëÝò Re êáé Im áíôßóôïé÷á óå óõíäõáóìü ìå ôçí åíôïëÞ ComplexExpand. (â) Íá
ãßíåé Ýëåã÷ïò ôçò éó÷ýïò êáé ôùí äýï êëáóéêþí--èåìåëéùäþí óõíèçêþí (Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--
Riemann (óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò) ãéá ôçí ßäéá óõíÜñôçóç f1(z), äçëáäÞ ôùí åîéóþóåùí

∂u
∂x

= ∂v
∂y

,
∂u
∂y

= − ∂v
∂x

.

(Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ Simplify.) (ã) Ôþñá óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è)
(ìå z = reiè) æçôåßôáé êáôáñ÷Þí íá äçëùèåß üôé ïé áñéèìïß r êáé è åßíáé ðñáãìáôéêïß. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

{r/:Im[r] = 0, è/:Im[è] = 0};

Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé êáé ï áíôßóôïé÷ïò õðïëïãéóìüò (áëëÜ óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ôþñá)
ôïõ ðñáãìáôéêïý êáé ôïõ öáíôáóôéêïý ìÝñïõò (u êáé v áíôßóôïé÷á) ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò

f2(z) = z2ez.

(ä) Áêïëïýèùò ãéá ôçí ßäéá óõíÜñôçóç f2(z) æçôåßôáé ï Ýëåã÷ïò ôçò éó÷ýïò êáé ôùí äýï óõíèçêþí
(Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann, áëëÜ ôþñáðñïöáíþò óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è), ïðüôå
áõôÝò ðáßñíïõí ôçí ìïñöÞ

∂u
∂r

= 1
r

∂v
∂è

,
1
r

∂u
∂è

= − ∂v
∂r

.

(å) Ãéá ôçí áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç
f3(z) = z5

æçôåßôáé ï õðïëïãéóìüò ôïõ ðñáãìáôéêïý êáé ôïõ öáíôáóôéêïý ìÝñïõò ôçò (óôçí áðëïýóôåñç
äõíáôÞ ìïñöÞ ôïõò ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò ComplexExpand êáé óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáã-
ìÝíåò (x, y)). (óô) ÐáñáðÝñá ãéá ôçí ßäéá óõíÜñôçóç f3(z) æçôåßôáé ï Ýëåã÷ïò ôçò áñìïíéêüôçôáò
ôïõ ðñáãìáôéêïý ìÝñïõò ôçò u(x, y). (æ) Èåùñïýìå ôÝëïò ôçí áñìïíéêÞ áõôÞ óõíÜñôçóç u(x, y)
ãíùóôÞ êáé æçôÜìå ôç óõæõãÞ ôçò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç v(x, y) ìå äýï áíÜëïãïõò ôñüðïõò, ðïõ èá
ïäçãÞóïõí áóöáëþò óôï ßäéï ôåëéêü áðïôÝëåóìá: óôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò óõíáñôÞóåùò f3(z)
óõí ìéá ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ. (ç) ÔÝëïò æçôåßôáé ï Ýëåã÷ïò üôé êáé áõôÞ ç óõíÜñôçóç v(x, y) åßíáé
åðßóçò áñìïíéêÞ.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-L9 ([X] ÐåñéïäéêÝò ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: Ìéãáäéêü Äõ-
íáìéêü ÑïÞò): Óôçí ìüíéìç (óôáèåñÞ), äéäéÜóôáôç (åðßðåäç), áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý
èåùñïýìå óå ðåñéï÷Þ D ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z üôé ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z), ðïõ åß-
íáé ó÷åäüí ðáíôïý áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç (ðïý áêñéâþò äåí åßíáé;), ìðïñåß íá ðñïóåããéóèåß áðü
Ýíá ðïëõþíõìï ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z = x + i y åðáñêþò ìåãÜëïõ âáèìïý. Ç áíáëõôéêÞ
óõíÜñôçóç Ù(z) ìðïñåß íá ãñáöåß óôç ìïñöÞ

Ù(z) = Ö(x, y)+ iØ(x, y)
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ìå ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôçò Ö(x, y) êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò Ø(x, y) íá äçëþíïõí ôï äõíá-
ìéêü ôá÷ýôçôáò êáé ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò) áíôßóôïé÷á, ðïõ óôçí ðáñáðÜíù
éäåáôÞ ñïÞ åßíáé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ðïéï åßíáé ôï ó÷åôéêü ó÷Þìá; ÐáñïõóéÜæïíôáé ïñèïãþ-
íéåò ôñï÷éÝò; Ðþò áêñéâþò; Óå ôé åîõðçñåôåß åðïìÝíùò ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ç åéóáãùãÞ ôïõ
ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z); Åßíáé óçìáíôéêü ôï ó÷åôéêü üöåëïò; Ãéáôß; Ðïý ðñÝðåé íá åóôéÜóåé
ôþñá ôçí ðñïóï÷Þ ôïõ; Ðïéá åßíáé ç âáóéêÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç óå óôáèåñü óýíïñï ôçò ðåñéï÷Þò
ôçò ñïÞò; Áí ôþñá Ý÷ïõìå ðåñéïäéêüôçôá ôçò ñïÞò (Üñá êáé ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z))
êáôÜ ôïí Üîïíá y ìå ðåñßïäï H (êáëýôåñá åßíáé ôï óýìâïëï H ãéá ôçí ðåñßïäï áõôÞ ðáñÜ ôï T ,
ðïõ óõíÞèùò áíáöÝñåôáé óå ÷ñüíï t êáé ü÷é óå èÝóç x Þ y), ð.÷. åîáéôßáò ðåñéïäéêÞò äéáôÜîåùò
óôáèåñþí åìðïäßùí óôç ñïÞ ìå ðåñßïäïH, ðïéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóçw(z) åßíáé óêüðéìï íá áíôé-
êáôáóôÞóåé ôç ìéãáäéêÞ ìåôáâëçôÞ z óáí üñéóìá ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z), ðïõ ìðïñåß
íá ðÜñåé ôþñá ôç ìïñöÞ Ù∗(w); Áí ç ðåñéïäéêüôçôá åßíáé êáôÜ ôïí Üîïíá x; Áí õðÜñ÷åé åðéðëÝïí
êáé áðüëõôç óõììåôñßá ôçò ñïÞò ãýñù áðü ôïí Üîïíá y; ÔÝëïò æçôåßôáé ï Ýëåã÷ïò (ìå ðñÜîåéò)
ôçò ðåñéïäéêüôçôáò ôùí âáóéêþí áíáëõôéêþí óõíáñôÞóåùí ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-L10 ([× êáé Õ] ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Èåùñïýìå ôç äé-
äéÜóôáôç (åðßðåäç), ìüíéìç (óôáèåñÞ), áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ìå ôá÷ýôçôáU êáôÜ ìÞêïò
ôïõ Üîïíá x óôï Üðåéñï ðïõ «ðáñåíï÷ëåßôáé» áðü ìéá ðçãÞ (åéóñïÞ) êáé áðü ìéá âýèéóç (åêñïÞ,
êáôáâüèñá, áðáãùãÞ) óôá óçìåßá z = −a êáé z = a ôïõ Üîïíá x áíôßóôïé÷á. Êáé ç ðçãÞ (óôï
óçìåßï z = −a) êáé ç âýèéóç (óôï óçìåßï z = a) èåùñïýíôáé éó÷ýïò (åíôÜóåùò) m. To ó÷åôéêü
ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) äßäåôáé áðü ôïí ôýðï

Ù(z) = Uz +m ln (z + a)−m ln (z − a) = Uz −m ln
z − a
z + a

, z ∈ [−a, a].

ìå ôéò óõíáñôÞóåéò äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) êáé ñïÞò (ñïúêÞ óõíÜñôçóç) Ø(x, y) íá åßíáé ôï
ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôïõ ðáñáðÜíù ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z) êáé ðñï-
öáíþò áñìïíéêÝò. Æçôïýíôáé: (á) [× Þ Õ] Ðïý áêñéâþò áíôéóôïé÷åß ï êÜèå üñïò ôïõ ðéï ðÜíù
ìéãáäéêïý äõíáìéêïý (óôçí ïìïéüìïñöç ñïÞ, óôçí ðçãÞ Þ óôç âýèéóç); êáé (â) [Õ] Ç ó÷åäßáóç ôùí
ãñáììþí ñïÞò ôçò ðáñáðÜíù ñïÞò ÷ùñßò óêéÜ êáé ÷ñþìá (åíôïëÞ ContourPlot ãéá ôç óõíÜñôçóç
ñïÞò Ø(x, y) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ a = 1, m = 1 êái U = 1 êáé óôçí ðåñéï÷Þ (ãåéôïíéÜ) ôçò
ðçãÞò êáé ôçò âõèßóåùò [−3, 3]× [−3, 3] (ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åðéëïãÞò ContourShading -> False)
êáèþò êáé ôá áíôßóôïé÷á Ýã÷ñùìá (êáé ðéï «öáíôá÷ôåñÜ») ó÷Þìáôá ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò
ContourPlot, áëëÜ êáé ôçò åíôïëÞò DensityPlot (äýï ó÷Þìáôá). Ðïéï áðü ôá ôñßá áõôÜ ó÷Þìáôá
èá ðñïôéìïýóáôå åóåßò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-L11 ([× êáé Õ] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, ÁñìïíéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, Ìç÷áíéêÞ ôùí
Õëéêþí, Åëáóôéêüôçôá, Èñáõóôïìç÷áíéêÞ, Ìéãáäéêü Äõíáìéêü ôïõ Westergaard): Ç èåùñßá ôçò
Èñáõóôïìç÷áíéêÞò (Þ Ìç÷áíéêÞò ôçò Èñáýóåùò) áó÷ïëåßôáé ìå ñùãìÝò êé Üëëåò áéôßåò èñáýóåùò,
üðùò ð.÷. óå ãùíßåò ìåãáëýôåñåò ôïõ ð. Óôçí ðåñßðôùóç åõèýãñáììùí ñùãìþí ìÝóá óå Üðåéñï,
åðßðåäï, éóüôñïðï, ãñáììéêÜ åëáóôéêü ìÝóïí åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìï ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ôïõ
Westergaard Z(z) (z = x + iy). Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ áðü ôï äõíáìéêü áõôü Z(z) ìðïñïýí íá
ðñïêýøïõí êáé ïé ôñåéò óõíéóôþóåò ôùí ôÜóåùí: óx, óy êáé ôxy êáèþò êáé ïé (ãåíéêÜ ìéãáäéêïß)
óõíôåëåóôÝò åíôÜóåùò ôÜóåùí

K = K I − iK II

óôá Üêñá ôùí ñùãìþí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôç ãåéôïíéÜ åíüò áðëïý Üêñïõ åõèýãñáììçò ñùãìÞò
(ìå x < 0, y = 0) óôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí z = 0 ç áóõìðôùôéêÞ Ýêöñáóç ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý
ôïõ Westergaard Z(z) ðáßñíåé ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ

Z1(z) = A√
z
, z → 0,
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ìå ôï A êáôÜëëçëç ìéãáäéêÞ óôáèåñÜ. ÁíÜëïãá ãéá ñùãìÞ ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò 2a (−a < x < a)
ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ôïõ Westergaard ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Z2(z) = (ó − iô)z√
z2 − a2

ìå ó êáé ô ôéò åíôÜóåéò ôçò åöåëêõóôéêÞò ôÜóåùò (êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ ÜîïíáOy, äçëáäÞ êÜèåôá
óôç ñùãìÞ [−a, a]) êáé ôçò äéáôìçôéêÞò ôÜóåùò óôïÜðåéñï áíôßóôïé÷á. ÔÝëïò ãéáðåñéïäéêÞ äéÜôáîç
ñùãìþí ðÜíù óôïí Üîïíá Ox (ìÞêïõò 2a ç êáèåìßá êáé ðÜëé êáé ìå ðåñßïäï 2b, ü÷é áðëÜ b) ôï
ìéãáäéêü äõíáìéêü ôïõ Westergaard ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Z3(z) =
(ó − iô) sin

ðz
2b√

sin2 ðz
2b

− sin2 ða
2b

.

Ðïëý óçìáíôéêüò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé ï õðïëïãéóìüò ôùí óõíôåëåóôþí åíôÜóåùò
ôÜóåùí K (ìéãáäéêþí ãåíéêÜ) óôá Üêñá ñùãìþí ìÝóù ôïõ õðïëïãéóìïý ôïõ ó÷åôéêïý ïñßïõ ìå
âÜóç ôïí ôýðï

K = √
2ð lim

z→c

[√
z − c Z(z)

]
(ìå c = 0 ãéá ôï Z1(z) êáé c = a ãéá ôá Z2, 3(z) êáé óôéò ôñåéò ðåñéðôþóåéò óôï äåîéü Üêñï ôùí
áíôßóôïé÷ùí ñùãìþí). Åßíáé åðßóçò ðïëý ãíùóôü üôé ôï Üèñïéóìá s(x, y) ôùí ïñèþí ôÜóåùí
óx +óy (êáé ôï ßóï ôïõ Üèñïéóìá ôùí êõñßùí ôÜóåùí ó1+ó2 = óx +óy) åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç
êáé äßíåôáé áðü ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò (åíôïëÞ Re ôïõ ðáêÝôïõ Algebra‘ReIm‘ ôçò Mathematica)
ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ôïõ Westergaard Z(z). Æçôïýíôáé:

(á) [× Þ Õ] Óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò z = r exp (iè) ≡ reiè óå ðïéï äéÜóôçìá êåßôáé ç ðïëéêÞ
ãùíßá è, áí ðñüêåéôáé ãéá äåîéü Üêñï ñùãìÞò; Áí áíôßèåôá ðñüêåéôáé ãéá áñéóôåñü Üêñï ñùãìÞò;
(ÕðÜñ÷åé ìéá ïõóéþäçò äéáöïñÜ. Ðïéá åßíáé áõôÞ;)

(â) [× Þ Õ] Ðïéåò åßíáé ïé åêöñÜóåéò ôùí óõíôåëåóôþí åíôÜóåùò ôÜóåùí Kk (k = 1, 2, 3) ãéá ôá
ôñßá ðéï ðÜíù ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ ôïõ Westergaard Zk(z); (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ
Limit, åÜí ÷ñåéáóèïýí êáé ïé åíôïëÝò Simplify êáé PowerExpand.)

(ã) [Õ] Ôþñá óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò ðïéåò åßíáé éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò ôïõ áèñïßóìá-
ôïò ôùí ïñèþí (Þ ôùí êõñßùí) ôÜóåùí s(x, y) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò áðëÞò (ôçò óõíçèéóìÝíçò)
ðåðåñáóìÝíçò ñùãìÞò [−a, a] ìå ìéãáäéêü äõíáìéêü ôï Z2(z) (üôáí õðïôåèåß üôé a = 1, ó = 0.5
êáé ô = 0) óôçí ðåñéï÷Þ R = [0.8, 2.2]× [−0.7, 0.7] åíüò äåîéïý Üêñïõ ñùãìÞò; Õðüäåéîç: Ðéï óõ-
ãêåêñéìÝíá ãéá ôï Üèñïéóìá s(x, y) ðñÝðåé êáôáñ÷Þí áõôü íá åßíáé äéáèÝóéìï. Ôïýôï ðåôõ÷áßíåôáé
åýêïëá, áöïý ðñþôá öïñôùèåß ôï ðáêÝôï Algebra‘ReIm‘ (áí áõôü äåí Ý÷åé Þäç ãßíåé) ìÝóù ôçò
åíôïëÞò Needs, äçëáäÞ

Needs["Algebra‘ReIm‘"]

ìå ôç ÷ñçóéìïðïéÞóç ôçò åíôïëÞò

z = x+I y; ¢èñïéóìáÔÜóåùíÓå¢êñïÑùãìÞò = 2 Re[Z2[z]]/. {a - >1, ó -> 0.5, ô -> 0};

(áí êáé áóöáëþò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé êÜðïéï óõíôïìüôåñï óýìâïëï ãéá ôï ßäéï Üèñïéóìá).
Ãéá ôï óêïðü ôçò êáèáõôü ó÷åäéÜóåùò ôþñá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ðñþôá ç åíôïëÞ ContourPlot ôçò
Mathematica ìå ôçí åðéëïãÞ PlotPoints ñõèìéóìÝíç óôï 100 (ãéá åðáñêÞ áêñßâåéá, ðñüêåéôáé ãéá
ôç ãåéôïíéÜ åíüò Üêñïõ ñùãìÞò, ôïõ Üêñïõ a = 1, äçëáäÞ ãéá Ýíá éäéÜæïí, áíþìáëï óçìåßï, üðïõ
ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü Z2(z) áðåéñßæåôáé, ãéá z → a, åäþ a = 1) êáé ìå ôçí åðéëïãÞ ContourShading
ñõèìéóìÝíç ðñþôá óôï False (äçëáäÞ ÷ùñßò óêßáóç Þ ÷ñþìáôá) êáé Ýðåéôá óôï True (ìå óêßáóç
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Þ ÷ñþìáôá, óôçí ïèüíç ôïõëÜ÷éóôïí). Óôç äåýôåñç áõôÞðåñßðôùóç íá ñõèìéóèåß êáé ç ðáñáðÝñá
åðéëïãÞ ColorFunction óå Hue.

(ä) ÔÝëïò æçôåßôáé êáé ôï áíÜëïãï ó÷Þìá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DensityPlot ÷ùñßò ðëÝãìá
(äçëáäÞ ìå ôçí åðéëïãÞ Mesh -> False.) ÐñÝðåé íá ãßíåé ðáñáäåêôü üôé êáé ôá ó÷Þìáôá âïçèïýí
êÜðùò óôçí êáôáíüçóç ôçò åíÜñîåùò ôïõ öáéíïìÝíïõ ôçò èñáýóåùò ëüãù ôçò ðïëý õøçëÞò
óõãêåíôñþóåùò ôÜóåùí, åí ðñïêåéìÝíù ðéèáíþò ðïëý ìåãÜëïõ óõíôåëåóôÞ åíôÜóåùò ôÜóåùí K .
Áõôüò ìåñéêÝò öïñÝò õðåñâáßíåé ôçí áíôï÷Þ ôïõ õëéêïý óå èñáýóç K0, äçëáäÞ |K | > K0.

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉÉ-M

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M1 ([Õ] ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, Èñáõóôïìç÷áíéêÞ): Æç-
ôïýíôáé: (á) Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ íá ó÷åäéáóèïýí ïé ãñáììÝò ñïÞò ãýñù áðü êÜèåôï åìðüäéï (óå
êáíÜëé Þ óå ðïôáìü) ðïõ åìðïäßæåé ôçí ïìïéüìïñöç ñïÞ ôïõ íåñïý. Ôï ó÷åôéêü ìéãáäéêü äõíáìéêü
ñïÞò Ù(z) Ý÷åé ôç ìïñöÞ

Ù(z) = iV
√
(iz)2 − a2.

(Õðüäåéîç: Ôï i ìå I Þ êáëýôåñá ìå Esc ii Esc óôç Mathematica.) Óôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé áñéèìçôéêÝò ôéìÝò a = 1 êáé V = 1. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò:

Needs["Algebra‘ReIm‘"];

z = x+I y;

Ù[z_] := I V Sqrt[(I z)ˆ2-aˆ2];

Ø[x_, y_] = Im[Ù[z]] /. {a -> 1, V -> 1}//ComplexExpand//Simplify;

ContourPlot[Ø[x, y], {x,-10,10}, {y,0,2}, PlotPoints -> 100, ColorFunction -> Hue];

(â) Óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ íá ó÷åäéáóèïýí ïé éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò ãéá ôï Üèñïéóìá ôùí ïñèþí
ôÜóåùí s = óx + óy óôï Üêñï z = a = 1 åõèýãñáììçò ñùãìÞò ìÞêïõò 2a = 2 Üñá ìå åöåëêõóôéêÞ
öüñôéóç ó = 1

2 óôï Üðåéñï (êÜèåôá ðñïò ôç ñùãìÞ) êáé ÷ùñßò äéáôìçôéêÞ öüñôéóç: ìå ô = 0.
Õðüäåéîç: Ôï ó÷åôéêü ìéãáäéêü äõíáìéêü ôïõ Westergaard Z(z) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

Z(z) = (ó − iô)z√
z2 − a2

.

Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò

Z[z_] := (ó-I ô)z/Sqrt[zˆ2-aˆ2];

s[x_,y_] = 2 Re[Z[z]]/.{a -> 1, ó -> 1/2, ô -> 0}//ComplexExpand//Simplify;

ContourPlot[s[x,y], {x,1, 3}, {y, -1,1}, PlotPoints -> 100, ColorFunction -> Hue];

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M2 ([Õ] ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: Åðéêáìðýëéá Ïëïêëçñþìáôá, ÁñéèìçôéêÞ
ÏëïêëÞñùóç, ÈåùñÞìá ôïõ Cauchy): Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ìéãáäéêþí åðéêáìðýëéùí ïëïêëçñù-
ìÜôùí èá Þôáí éäéáßôåñá åõ÷Üñéóôï íá ìðïñïýóáìå íá åñãáóèïýìå ðÜíôá ìå áíáëõôéêü ôñüðï
êáé íá Ý÷ïõìå êïìøÜ êáé êëåéóôÞò ìïñöÞò (áêüìç êáé ìå óýìâïëá ó’ áõôÜ) áðïôåëÝóìáôá ìå
ëßãç õðïëïãéóôéêÞ ðñïóðÜèåéá. Äõóôõ÷þò üìùò áõôü åßíáé óõ÷íÜ áíÝöéêôï, ïðüôå êáé êáôáöåý-
ãïõìå óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç. Ç áðëïýóôåñç ðåñßðôùóç áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò åßíáé
ç ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá ôïõ ôñáðåæßïõ (ôñáðåæïåéäïýò êáíüíá) óå ðåñéöÝñåéá êýêëïõ C áêôßíáò R
ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí z0 = 0. Ç ðïëéêÞ ãùíßá è èåùñåßôáé óõíÞèùò üôé ìåôáâÜëëåôáé
óôï äéÜóôçìá [0, 2ð] óôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ êýêëïõ, üðïôå z = R exp iè ãéá ôç ó÷åôéêÞ ìéãáäéêÞ
ìåôáâëçôÞ z. Æçôïýíôáé: (á) Ç Ýêöñáóç ôïõ äéáöïñéêïý dz óôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ êýêëïõ ìáò C
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êáé ï Ýëåã÷ïò üôé
dz
z
= idè

óôçí ßäéá ðåñéöÝñåéá. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

{z = R Exp[I è], D[z, è], D[z, è]/z == I}

(áóöáëþò ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò óôïé÷åéïèåóßáò óôç Mathematica, äçëáäÞ ìå áêïëïõèßåò Esc
üðïõ ÷ñåéÜæåôáé). (â) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica ç êáôáóêåõÞ ìéáò êáôÜëëçëçò óõíáñôÞóåùò
ÌéãáäéêÞÁñéèìçôéêÞÏëïêëÞñùóçÓôïíÊýêëï (Þ ìå êÜðïéá óõíôïìüôåñç ïíïìáóßá) ìå âÜóç ôá n
óõììåôñéêÜ êáôáíåìçìÝíá êáé éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá (ôïõò n êüìâïõò)

zkn = R exp
2ikð
n

ìå k = 0, 1, . . . , n− 1

ðÜíù óôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ êýêëïõ, áöïý ðñïçãïõìÝíùò äéáðéóôùèåß üôé ôá áíôßóôïé÷á âÜñç
óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç åßíáé ðñïöáíþò ßóá ìå

wkn = 2ðiR
n

exp
2ikð
n

ìå k = 0, 1, . . . , n− 1.

Óôç óõíÜñôçóç áõôÞ íá ìç ëçóìïíçèåß ï üñïò óöÜëìáôïò,¼ñïòÓöÜëìáôïò, áí êé áõôü áðïôåëåß
ðëåïíáóìü, êáé ç ÷ñÞóç ôçò âïçèçôéêÞò åíôïëÞò Chop. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ÌéãáäéêÞÁñéèìçôéêÞÏëïêëÞñùóçÓôïíÊýêëï[f_, z_, R_, n_]

:= (2 ð É R/n) Sum[N[Exp[2 I k ð/n] f[R Exp[2 I k ð/n]]], {k, 0, n-1}]

+ ¼ñïòÓöÜëìáôïò[n, R, f]//Chop

Ôé ðëçñïöïñßåò äßíåé çMathematica ãéá ôçí ßäéá óõíÜñôçóçðïõ ìüëéò êáôáóêåõÜóèçêå; (åíôïëÞ ??).
(ã) Ãéá ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ Ý÷ïõìå n = 10 óçìåßá ïëïêëçñþóåùò (êüìâïõò), ðïéåò åßíáé ïé
ôéìÝò ôùí óçìåßùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí (áíáëõôéêÜ êáé áñéèìçôéêÜ); ÐñáãìáôéêÜ êåßíôáé óôçí
ðåñéöÝñåéá C; (ä) Óôç óõíÝ÷åéá ãéá ôïí ßäéï áñéèìü óçìåßùí, n = 10, æçôåßôáé ï áñéèìçôéêüò
õðïëïãéóìüò (ðÜíù óôçí ßäéá ðåñéöÝñåéá C êáé ìå áêôßíá R = 2) ôùí ìéãáäéêþí ïëïêëçñùìÜôùí

Im =
∮
C
fm(z) dz, z = x + iy = R exp (iè) ìå m = 1, 2, 3

ãéá ôéò áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò

f1(z) = 1, f2(z) = 1+ z5 + z10, f3(z) = exp z.

Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ (ð.÷. ãéá ôçí ðñþôç áðü áõôÝò)

f1[z_] := 1; i1 = ÌéãáäéêÞÁñéèìçôéêÞÏëïêëÞñùóçÓôïíÊýêëï[f1, z, 2, 10]

(êáé áíÜëïãá ãéá ôéò Üëëåò äýï). Ôé ðáñáôçñåßôáé ãéá ôéò äýï ðñþôåò áðü áõôÝò f1, 2(z) êáé ôé ãéá ôçí
ôñßôç f3(z); (å) Ãéá ôç óõíÜñôçóç áõôÞ f3(z) æçôåßôáé êáé ï ðáñáðÝñá Ýëåã÷ïò ôçò óõãêëßóåùò ôùí
áñéèìçôéêþí áðïôåëåóìÜôùí ìå ôç ÷ñÞóç n = 4m óçìåßùí (ìå m = 0, 1, . . . , 5) óå ìïñöÞ ðßíáêá
(åíôïëÝò Table êáé TableForm). Ôé ðáñáôçñåßôáé; ÕðÜñ÷åé ôá÷åßá óýãêëéóç; (óô) ÔåëéêÜ åðáëçèåý-
èçêå ç éó÷ýò ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Cauchy êáé ãéá ôéò ôñåéò ðéï ðÜíù áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M3 ([Y] ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: Åðéêáìðýëéá Ïëïêëçñþìáôá, ÁñéèìçôéêÞ
ÏëïêëÞñùóç, Êáíüíáò ôïõ Ôñáðåæßïõ, Ïëïêëçñùôéêüò Ôýðïò ôïõ Cauchy): Ìå âÜóç ôï ãíùóôü
ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ Cauchy óôçí áíïéêôÞ (÷ùñßò ôï óýíïñü ôçò) ðåñéï÷Þ D ôïõ ìéãáäéêïý
åðéðÝäïõ (ìå óýíïñï ëåßá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C ≡ ∂D)

f (z0) = 1
2ði

∮
C

f (z)
z − z0

dz ìå z0 ∈ D
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óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò ðåñéöÝñåéáò C ìå êÝíôñï ôï óçìåßï zc = 0 êáé áêôßíá R = 3 êáé ìå
ôç ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá ôïõ ôñáðåæßïõ ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò æçôïýíôáé: (á) Ç ôéìÞ f4(i) ôçò
óõíáñôÞóåùò f4(z) ìå óõíïñéáêÝò ôéìÝò

f4(z) = 1+ 2z + 3z2 ìå z ∈ C

óôï óçìåßï z0 = i ìå n = 20 óçìåßá ïëïêëçñþóåùò (êüìâïõò) óôïí êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþ-
óåùò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

z0 = I; g[z_] := f[z]/((2 ð É) (z-z0))

(ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò óôïé÷åéïèåóßáò öõóéêÜ!) ðñéí áðü ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò

ÌéãáäéêÞÁñéèìçôéêÞÏëïêëÞñùóçÓôïíÊýêëï

ãéá ôçí ðñïò ïëïêëÞñùóç óõíÜñôçóç g(z). (â) Áêñéâþò áíÜëïãá (êáé ðÜëé óôï óçìåßï z0 = i) ãéá
ôç óõíÜñôçóç f5(z) ìå óõíïñéáêÝò ôéìÝò

f5(z) = sin z cosh z erf z ìå z ∈ C

ìå áñéèìçôéêü õðïëïãéóìü ôïõ åðéêáìðõëßïõ ïëïêëçñþìáôïò ãéá n = 2m óçìåßá ìåm = 2, 3, . . . , 8
óå ìïñöÞ ðßíáêá (åíôïëÝò Table êáé TableForm). ÕðÜñ÷åé ôá÷åßá óýãêëéóç óôçí áñéèìçôéêÞ ïëï-
êëÞñùóç; (ã) Êáé óôéò äýï ðéï ðÜíù ðåñéðôþóåéò óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ìå ôá áíáëõôéêÜ
áíáìåíüìåíá; (ä) ÔåëéêÜ êáé ãéá ôéò äýï ðéï ðÜíù óõíáñôÞóåéò f4, 5(z) åðáëçèåýåôáé Þ ü÷é ï ïëï-
êëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Cauchy; (å) Èá ßó÷õå ï ßäéïò ôýðïò êáé ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò

f6a(z) = z̄ êáé f6b(z) = |z|;
Ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M4 ([×] Ïëïêëçñùôéêüò Ôýðïò ôïõ Cauchy): Èåùñïýìå ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü
Ù(z) ãíùóôü ìüíï óôçí ðåñéöÝñåéá êýêëïõ |z| = R (áêôßíáò R) óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy
êáé áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç êáé óôçí ðåñéöÝñåéá êáé óôï åóùôåñéêü ôïõ êýêëïõ. Ðþò ìðïñïýìå
íá õðïëïãßóïõìå ôï ìéãáäéêü áõôü äõíáìéêü óå óçìåßï z = x + iy óôï åóùôåñéêü ôïõ êýêëïõ,
áöïý áíáãÜãïõìå ôç ìéãáäéêÞ ïëïêëÞñùóç óôçí ðåñéöÝñåéá óå ðñáãìáôéêÞ; (Íá ìçí õðïëïãéóèåß
âÝâáéá êáíÝíá ïëïêëÞñùìá!) ÁíÜëïãá ãéá åëëåéðôéêÞ ðåñéï÷Þ ìå ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò

x = a cos è êáé y = b sin è ìå 0 ≤ è < 2ð

êáé ìå ôá a êáé b èåôéêÝò óôáèåñÝò. Ôé ðáñéóôÜíïõí ïé óôáèåñÝò áõôÝò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M5 ([X] ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, ÁñìïíéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: Áñ÷Ýò Ìåãßóôïõ
êáé Åëá÷ßóôïõ, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÕäñïäõíáìéêÞ): Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí)
ãéá ìüíéìç (óôáèåñÞ, áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t), äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ôï
ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = Ö(x, y)+ iØ(x, y)

Ý÷åé óáí ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôo äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) êáé óáí öáíôáóôéêü ìÝñïò ôç ñïúêÞ
óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò) Ø(x, y). Åäþ æçôïýíôáé: (á) Ðïéïò ÷áñáêôçñéóìüò äéêáéïëïãçìÝíá
áðïäßäåôáé óôï ìéãáäéêü äõíáìéêü Ù(z); Óôéò óõíáñôÞóåéò Ö(x, y) êáé Ø(x, y); (â) Ðþò êáëïýíôáé ïé
êáìðýëåò üðïõ Ø(x, y) = c (ìå ôï c óôáèåñÜ); (ã) Óå ðïéá êõñßùò óçìåßá äåí éó÷ýåé ç áíáëõôéêü-
ôçôá ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý Ù(z); (ä) Ðåñéïñéæüìáóôå ôþñá óå áðëÞ, êëåéóôÞ, ôìçìáôéêÜ ëåßá
êáìðýëç C ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z (üðùò ç ðåñéöÝñåéá êýêëïõ óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç),
ç ïðïßá ðåñéêëåßåé ðåñéï÷Þ D, êáé õðïèÝôïõìå (èåùñçôéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí) üôé Ý÷åé êáôáóôåß äõíáôÞ
ç ðåéñáìáôéêÞ ìÝôñçóç ôïõ Ù(z) (ðéèáíüôáôá ìÝóù ôùí óõíáñôÞóåùí Ö(x, y) êáé Ø(x, y)) óå üëï
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ôï ìÞêïò ôçò êáìðýëçò C êáé ìüíï áõôÞò. (Ç óõíÜñôçóç Ù(z) èåùñåßôáé áíáëõôéêÞ ∀z ∈ D.) Ôé
ìðïñïýìå íá óõíáãÜãïõìå ãéá ôç ìÝãéóôç ôéìÞ ôïõ ìÝôñïõ |Ù(z)| ∀z ∈ D; Áíôßóôïé÷á ãéá ôç ìÝ-
ãéóôç êáé ôçí åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) êáé ôçò óõíáñôÞóåùò ñïÞò Ø(x, y)
∀(x, y) ∈ D; Ðþò áêñéâþò ãñÜöïíôáé ìáèçìáôéêÜ ïé ó÷åôéêÝò áíéóüôçôåò ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óõíÞèùí
óõìâüëùí max, min êáé ∈;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M6 ([X] ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, Èåþñçìá ôïõ Cauchy, Åðßðåäç Åëáóôéêü-
ôçôá: ÓõãêåíôñùìÝíåò ÄõíÜìåéò): Èåùñïýìå åðßðåäï, éóüôñïðï, ãñáììéêÜ åëáóôéêü ìÝóï D
áðëÞò óõíï÷Þò ìå óýíïñï áðëÞ, êëåéóôÞ, ôìçìáôéêÜ ëåßá êáìðýëç C = ∂D õðü óôáôéêÝò óõíèÞ-
êåò ãåíéêåõìÝíçò åðßðåäçò åíôÜóåùò. Ãéá ôï åëáóôéêü ìÝóïí D èåùñåßôáé ãíùóôü üôé õößóôáôáé
óõãêåíôñùìÝíç äýíáìç F = X + iY ðïõ åöáñìüæåôáé óôï åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ z = z0 ÷ùñßò
êáìßá Üëëç åóùôåñéêÞ öüñôéóç. (Ïýôå ç äýíáìç F ïýôå ôï óçìåßï z0 åßíáé ãíùóôÜ!) Ìå êáôÜëëçëåò
ðåéñáìáôéêÝò ìåôñÞóåéò õðïôßèåôáé üôé Ý÷åé ðñïóäéïñéóèåß ôï ìéãáäéêü äõíáìéêüÖ(z) ôçò åðßðåäçò
éóüôñïðçò åëáóôéêüôçôáò óå üëï ôï ìÞêïò ôïõ óõíüñïõ C = ∂D ôïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ D, ôï ïðïßï
óýíïñï C (ìüíï) èåùñåßôáé ðñïóéôü óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü (óå áíôßèåóç ìå ôï åóùôåñéêü ôïõ
ìÝóïõ D). ÈåùñçôéêÜ ðñïêýðôåé üôé ôï ìéãáäéêü áõôü äõíáìéêü Ö(z) Ý÷åé ôçí åîÞò Ýêöñáóç:

Ö(z) = − F
2ð(1+ ê)

1
z − z0

+Ö0(z) ìå z ∈ D ∪ C,

êáé ìå ê = (3 − í)/(1 + í) õðü ôéò óõíèÞêåò ãåíéêåõìÝíçò åðßðåäçò åíôÜóåùò ðïõ õéïèåôÞèçêáí
(åíþ èá Þôáí ê = 3−4í õðü óõíèÞêåò åðßðåäçò ðáñáìïñöþóåùò ìå ôï í íá äçëþíåé êáé óôéò äýï
ðåñéðôþóåéò ôï ëüãï ôïõ Poisson ôïõ õëéêïý ôïõ äïêéìßïõ) êáé ìå ôçí óõíÜñôçóç Ö0(z) (Üãíùóôç
âÝâáéá) áíáëõôéêÞ óå ïëüêëçñï ôï åëáóôéêü ìÝóïí D êáé óôï óýíïñü ôïõ C. Ìå êáôÜëëçëç äéðëÞ
(äçëáäÞ äýï öïñÝò) ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Cauchy óôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç æçôïýíôáé: (á) ôï
ìÝãåèïò F ôçò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò êáé (â) ôï óçìåßï åöáñìïãÞò ôçò z0 áðïêëåéóôéêÜ ìå âÜóç
ôéò ðñïáíáöåñèåßóåò ôéìÝò ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý Ö(z) óôï óýíïñï C ôïõ åëáóôéêïý ìÝóïõ D.
(Áíôßóôïé÷á éó÷ýïõí êáé ãéá ôï äåýôåñï ìéãáäéêü äõíáìéêü Ø(z) ôçò éóïôñüðçò åðéðÝäçò Åëáóôéêü-
ôçôáò.) Ðïéï åßíáé ôï «áíÜëïãï» ðñüâëçìá óôçí Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí);

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M7 ([×] ÓåéñÝò Taylor êáé Laurent): Ãéá ôç ó÷åäüí ðáíôïý áíáëõôéêÞ óõíÜñ-
ôçóç (óå ðïéá áêñéâþò óçìåßá äåí åßíáé áíáëõôéêÞ;)

f (z) = − 1
(z − 1)(z − 2)

= 1
z − 1

− 1
z − 2

æçôïýíôáé ç óåéñÜ Maclaurin ôçò óôïí áíïéêôü êýêëï |z| < 1 êáé ïé äýï îå÷ùñéóôÝò óåéñÝò Laurent
ôçò óôïí áíïéêôü äáêôýëéï 1 < |z| < 2 êáèþò êáé óôçí Üðåéñç ðåñéï÷Þ |z| > 2.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M8 ([×] ÏëïêëçñùôéêÜ Õðüëïéðá: ÌéãáäéêÜ ÄõíáìéêÜ): Óå ðïéåò áêñéâþò
ðåñéðôþóåéò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (óõãêåêñéìÝíá óôçí Åëáóôéêüôçôá) êáé óôç Ñåõóôïìç÷á-
íéêÞ ðáñïõóéÜæïíôáé ðüëïé óôéò ðáñáãþãïõò ôùí ìéãáäéêþí äõíáìéêþí ôïõò Ù ′(z) êáé ö′′(z) áíôß-
óôïé÷á (ìå öõóéêïýò ÷áñáêôçñéóìïýò ôùí ðüëùí áõôþí); Ôé ôÜîåùí åßíáé; Ðïéá åßíáé ôá ó÷åôéêÜ
ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá (residues), åÜí áõôÜ äåí åßíáé ßóá ìå ôï ìçäÝí;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M9 ([Y] ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÓåéñÝò Maclaurin, Taylor êáé Laurent, Ïëï-
êëçñùôéêÜ Õðüëïéðá): Må ôç ÷ñÞóç ôçòMathematica, æçôïýíôáé: (á)Ïé óåéñÝò Taylor ãýñùáðü ôï
óçìåßï z0 = 0 ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ (äçëáäÞ ïé óåéñÝò Maclaurin) ôùí áíáëõôéêþí óõíáñôÞóåùí

exp z,
sin z cosh z

z
tan z erfc z

ìå äþäåêá üñïõò óõìðåñéëáìâÜíïíôáò êáé ôïõò ìçäåíéêïýò üñïõò. (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
ç åíôïëÞSeries ôçòMathematica.) (â)Ïé óåéñÝò Taylor Þ Laurent áêñéâþòüðùò êáé óôïðñïçãïýìåíï
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åñþôçìá (ìå z0 = 0) ãéá ôéò (ó÷åäüí ðáíôïý) áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò tan z êáé cot z (ðÜëé ìå
äþäåêá üñïõò). Ãéá ðïéá óõíÜñôçóç áðü áõôÝò ôéò äýï ìéëÜìå ãéá óåéñÜ Taylor êáé ãéá ðïéá ãéá
óåéñÜ Laurent; Óå ðïéá áêñéâþò óçìåßá äåí åßíáé áíáëõôéêÞ ç óõíÜñôçóç tan z; Ç óõíÜñôçóç cot z;
ÐáñáðÝñá íá åëåã÷èåß üôé ôï ãéíüìåíï ôùí äýï áõôþí óåéñþí äßíåé ðñïöáíþò ôç óôáèåñÜ 1.
(ã) ÔÝëïò ãéá ôç óõíÜñôçóç

f (z) = 1
(z − 3)(z − 4)2(z − 5)3

óå ðïéá óçìåßá äåí åßíáé áíáëõôéêÞ ç óõíÜñôçóç áõôÞ, áëëÜ ðáñïõóéÜæåé ðüëïõò; (Õðüäåéîç: Óôá
óçìåßá z = 3, z = 4 êáé z = 5, üðïõ áðåéñßæåôáé, åðåéäÞ ìçäåíßæåôáé ï ðáñïíïìáóôÞò ôçò.) Ôé
ôÜîåùò åßíáé ï êÜèå ðüëïò; Ðïéá åßíáé ç óåéñÜ Maclaurin ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò (ìå Ýîé üñïõò);
Ïé óåéñÝò Laurent óôïõò ôñåéò ðüëïõò; (ôñåéò óåéñÝò). Ôá áíôßóôïé÷á ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá
(residues); ÔåëéêÜ æçôåßôáé êáé ç åðáëÞèåõóç ôùí ôéìþí ôùí ïëïêëçñùôéêþí áõôþí õðïëïßðùí ìå
ôç ÷ñÞóç ôçò åéäéêÞò åíôïëÞò Residue ôçò Mathematica, ð.÷.

Residue[f[z], {z, 0}]

ãéá ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï óôï óçìåßï z = 0. Ðüóï åßíáé (ðñïöáíþò) ôï ïëïêëçñùôéêü
õðüëïéðï ôçò éäßáò óõíáñôÞóåùò óôï ïìáëü óçìåßï z0 = 0;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M10 ([Õ] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÌéãáäéêÜ Ïëïêëçñþìáôá, ÏëïêëçñùôéêÜ
Õðüëïéðá, ÉäéÜæïíôá Óçìåßá, ÓåéñÝò Laurent): (á) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôé-
êþí õðïëïßðùí (residues, åíôïëÞ Residue) æçôåßôáé ï õðïëïãéóìüò (áêñéâþò êáé áñéèìçôéêÜ) ôïõ
ïëïêëçñþìáôïò ôçò óõíáñôÞóåùò

g1(z) = exp (− z)
(z − 1)4

êáôÜ ìÞêïò ôçò ðåñéöÝñåéáò |z| = 3. (â) Ôï ßäéï åñþôçìá ãéá ôçí ðïëý ðéï äýóêïëç óõíÜñôçóç

g2(z) = z2(z + exp z) cos z sinh z
(z − i)7

.

(ã) Ðïéï åßíáé ôï êýñéï ìÝñïò ôçò óõíáñôÞóåùò

g3(z) = cot3 z coth2 z csc4 z

óôï éäéÜæïí óçìåßï z0 = 0; (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Series.) Ôï ó÷åôéêü ïëïêëç-
ñùôéêü õðüëïéðï (residue); Íá õðïëïãéóèåß êáé áíåîÜñôçôá ôï õðüëïéðï áõôü ìå ôçí êáôåõèåßáí
÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Residue. (ä) ÁíÜëïãï åñþôçìá ãéá ôç óõíÜñôçóç

g4(z) = exp
(
1
z

)
− 1

êïíôÜ óôï ßäéï éäéÜæïí óçìåßï (äõóôõ÷þò üìùò ôþñá ìå ïõóéþäç éäéïìïñößá, áíùìáëßá) z0 = 0;
Ðþò ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ôçí ó÷åôéêÞ óåéñÜ Laurent (ìå ðÝíôå üñïõò) ìå ôç âïÞèåéá ôçò Mathe-
matica; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Series[Exp[w] - 1, {w, 0, 5}]/. w -> 1/z

ãéáôß ç óõíÞèçò åíôïëÞ

Series[Exp[1/z] - 1, {z, 0, 5}]

äåí åßíáé åðéôõ÷Þò óôç Mathematica (íá åëåã÷èåß áõôü) ëüãù ôçò ïõóéþäïõò éäéïìïñößáò ôçò óõ-
íáñôÞóåùò exp (1/z) óôï óçìåßï z = 0. (¸ôóé êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï «åîáðáôÞóáìå» ôçMathematica
Ý÷ïíôáò âñåé ìéá áðïêëßíïõóá óåéñÜ, ðïõ ðéèáíþò äå èá Ýðñåðå íá åß÷å âñåèåß.)

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M11 ([X êáé Õ] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÏëïêëçñùôéêÜ Õðüëïéðá, Ðñáãìá-
ôéêÜÏëïêëçñþìáôá): (á) Ìå ôç ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí (residues) óôéòÌéãáäéêÝò
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ÓõíáñôÞóåéò (ßóùò êáé ìå ôç âïÞèåéá ôçò Mathematica) æçôåßôáé ï õðïëïãéóìüò ôïõ ðñáãìáôéêïý
ïëïêëçñþìáôïò ∫ 2ð

0
f (è) dè ìå f (è) = 1

11+ 3 sin è+ cos è
ôüóï áêñéâþò (áíáëõôéêÜ) üóï êáé ðñïóåããéóôéêÜ (ìå åöáñìïãÞ ôçò åíôïëÞò N óôï áíáëõôéêü
áðïôÝëåóìá) ìå 50 óçìáíôéêÜ øçößá. (â) Óõìöùíåß ôï áðïôÝëåóìá ðïõ âñÝèçêå ìå åêåßíï ðïõ
äßíåé Üìåóá ç åíôïëÞ Integrate ôçò Mathematica;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M12 ([X êáé Õ: Mathematica] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ËïãáñéèìéêÞ ÐáñÜãù-
ãïò, Áñ÷Þ ôïõ Ïñßóìáôïò, Åëáóôéêüôçôá, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Ãéá ôç ÷ñÞóç ôçò áñ÷Þò ôïõ ïñßóìá-
ôïò óôéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò ãéá ôç ìåñüìïñöç óõíÜñôçóç (áíáëõôéêÞ ó÷åäüí ðáíôïý, áëëÜ
ìå Ýíáí ðüëï)

Ö(z) = A
z − a

(ìå ôï A óôáèåñÜ êáé |a| < 1 ) æçôïýíôáé: (á) Ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï ôçò óõíáñôÞóåùò Ö(z)
óôïí ðüëï z = a. Ôé ôÜîåùò åßíáé ï ðüëïò áõôüò; (â) Ç ëïãáñéèìéêÞ ðáñÜãùãïò

F(z) = Ö ′(z)
Ö(z)

ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò. (ã) Ï áñéèìüò ôùí ðüëùí ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò ìå âÜóç ôçí áñ÷Þ
ôïõ ïñßóìáôïò (ìÜëëïí ôïõ ó÷åôéêïý ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ) ãéá ôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ ìïíáäéáßïõ
êýêëïõ C ìå êÝíôñï ôï óçìåßï zc = 0. (Ðñïöáíþò ôï áðïôÝëåóìá ðïõ èá ðñïêýøåé ðñÝðåé íá
åßíáé 1 óôï áðëü ðáñÜäåéãìÜ ìáò.) (ä) Óå ðïéá áêñéâþò ðñïâëÞìáôá ôçò Åëáóôéêüôçôáò êáé ôçò
Ñåõóôïìç÷áíéêÞò ðáñïõóéÜæïíôáé ðüëïé ðñþôçò ôÜîåùò óôá ìéãáäéêÜ äõíáìéêÜ; ÐáñïõóéÜæïíôáé
êáé ðüëïé äåõôÝñáò ôÜîåùò; (å) ÔÝëïò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò áñ÷Þò ôïõ ïñßóìáôïò óôçí ïëïêëçñùôéêÞ
ôçò ìïñöÞ (äçëáäÞ áõôÞ ìå ôçí ëïãáñéèìéêÞ ðáñÜãùãï) êáé ôïõ êáíüíá ôïõ ôñáðåæßïõ ìå n = 5,
10, 15 êáé 20 óçìåßá óôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ êýêëïõ ìå êÝíôñï êáé ðÜëé ôï óçìåßï zc = 0 êáé áêôßíá
R = 3 æçôåßôáé ï áñéèìüò ôùí ñéæþí ôçò áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò

f7(z) = z6 − 4z5 + z4 + 10z3 − 4z2 − 8z

ìÝóá óôçí ßäéá ðåñéöÝñåéá. (Ðñïöáíþò óôç Mathematica èá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ôåëéêÜ êáé
ç åíôïëÞ Round, ãéáôß ï æçôïýìåíïò áñéèìüò ôùí ñéæþí åßíáé áóöáëþò Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò!)
ÔÝëïò ðïéá åßíáé ç áíáëõôéêÞ Ýêöñáóç ôçò ëïãáñéèìéêÞò ðáñáãþãïõ ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M13 ([Õ] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: Óýììïñöç Áðåéêüíéóç, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ):
Èåùñïýìå ôç ìéãáäéêÞ áðåéêüíéóç ðïõ âáóßæåôáé óôçí áðëÞ áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç

w(z) = z2.

Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica æçôïýíôáé:

(á) Åßíáé óô’ áëÞèåéá óýììïñöç ç áðåéêüíéóç áõôÞ áðü ôï ìéãáäéêü åðßðåäï z = x + iy óôï
åðßóçò ìéãáäéêü åðßðåäïw = u+ iv; Ãéáôß; (Õðüäåéîç: Ãéá íá åßíáé óýììïñöç ç ìéãáäéêÞ áðåéêüíéóç
w = w(z) óå Ýíá óçìåßï z, ðñÝðåé ç óõíÜñôçóç w(z) íá åßíáé áíáëõôéêÞ óôï óçìåßï áõôü êáé
åðßóçò ðñÝðåé íá éó÷ýåé w′(z) = 0.) Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ðïéï åéäéêÜ óçìåßï åîáéñåßôáé, äçëáäÞ
äåí áðåéêïíßæåôáé óýììïñöá áðü ôï Ýíá åðßðåäï óôï Üëëï;

(â) Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ðáêÝôùí Algebra‘ReIm‘ êáé, êõñßùò, Graphics‘ComplexMap‘ (ãéá ôï åñþ-
ôçìá (ä) ðáñáêÜôù) ôçòMathematica ðïéá ðñïêýðôåé üôé åßíáé ç Ýêöñáóç ôçò ßäéáò áðåéêïíßóåùò,
áëëÜ ôþñá óå ÊáñôåóéáíÝò (ðñáãìáôéêÝò) óõíôåôáãìÝíåò u = u(x, y) êáé v = v(x, y);

(ã) Ðïéá åßíáé ôá ìéãáäéêÜ óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõw ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá åðßóçò ìéãáäéêÜ óçìåßá
z = 0, 3, 3+ 5 i êáé 5 i ôïõ åðéðÝäïõ z;

(ä) ÔÝëïò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò CartesianMap ôïõ ðáêÝôïõ Graphics‘ComplexMap‘ æçôåßôáé
ç åéêüíá (óôï äåýôåñï ìéãáäéêü åðßðåäïw) ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò R = [0, 3]×[0, 5] (ìå êïñõöÝò
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ôá ðéï ðÜíù ôÝóóåñá óçìåßá) óôï (áñ÷éêü) ìéãáäéêü åðßðåäï z. Õðüäåéîç: Áöïý öïñôùèåß ôï
ðáêÝôï ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå (åíôïëÞ Needs), íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

CartesianMap[w, {0, 3}, {0, 5}]

(ìå ôç óõíÜñôçóç w(z) íá õðïôßèåôáé üôé Ý÷åé Þäç åîáñ÷Þò ïñéóèåß).

(å) Óõìöùíåß ôï ó÷Þìá ðïõ ðñïÝêõøå ìå ôéò ðáñáôçñÞóåéò óáò, ïé ïðïßåò Ý÷ïõí Þäç ãßíåé óôï
åñþôçìá (á);

(óô) ÔåëéêÜ, ïõóéáóôéêÜ ôé ðåôý÷áìå ìå ôç óýììïñöç áõôÞ áðåéêüíéóç; Ìðïñåßôå íá öáíôá-
óèåßôå ìéá óõãêåêñéìÝíç áëçèéíÞ åöáñìïãÞ óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, åéäéêüôåñá
óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ Þ Ýóôù óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M14 ([Õ] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: Óýììïñöç Áðåéêüíéóç, Åëáóôéêüôçôá):
Áðïëýôùò áíÜëïãá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç æçôåßôáé ôþñá íá ìåëåôçèåß ç ó÷åäüí ðáíôïý
óýììïñöç áðåéêüíéóç

w = cosh z.

Ðïéá óçìåßá åîáéñïýíôáé; Åéäéêüôåñá æçôåßôáé íá ó÷åäéáóèåß ç áðåéêüíéóç (áðü ôï ðñþôï ìéãáäéêü
åðßðåäï z óôï äåýôåñï ìéãáäéêü åðßðåäï w) ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò R1 = [0, 1.5]× [0,ð/2] êáé
ôçò óáöþò ìåãáëýôåñçò (ôåôñáðëÞò óôï ìÝãåèïò) ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò R2 = [0, 1.5] × [0, 2ð]
(êáé ðÜëé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò CartesianMap). Óå ðïéá óçìåßá ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ w
áðåéêïíßæïíôáé ïé êïñõöÝò ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò R1; Íá áíáöåñèåß ôÝëïò êáé ìéá ðéèáíÞ
åöáñìïãÞ ôçò óýììïñöçò áõôÞò áðåéêïíßóåùò (ãéá ôçí ðåñéï÷Þ R1) óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá
óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M15 ([Õ]ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÓýììïñöçÁðåéêüíéóç, Åëáóôéêüôçôá): Æç-
ôïýíôáé: (á) ÁðëÜ íá ãñáöåß ç óýììïñöç áðåéêüíéóç w = w(z) (öõóéêÜ óå ìïñöÞ óõíáñôÞóåùò)
ðïõ íá ìåôáó÷çìáôßæåé ôï ìïíáäéáßï êýêëï D óå åðßðåäï ìå ñùãìÞ [−a, a] (ìå a > 0).

(â) Ìå ôç ÷ñÞóç ëßóôáò ìå ôÝóóåñá óôïé÷åßá íá âñåèïýí ôá óçìåßá ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ w
üðïõ áðåéêïíßæïíôáé ôá ôÝóóåñá óçìåßá z = 1, z = i, z = −1 êáé z = −i ôçò ðåñéöÝñåéáò C ôïõ
ìïíáäéáßïõ êýêëïõ D óôï ìéãáäéêü åðßðåäï z. Ôé ðáñáôçñåßôáé;

(ã) Ðïý åßíáé ÷ñÞóéìç óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ç ßäéá áêñéâþò óýììïñöç áðåéêüíéóç w = w(z);

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M16 ([Õ] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÓåéñÝò Taylor êáé Laurent): Æçôïýíôáé:

(á) Íá âñåèåß ç óåéñÜ Taylor s1 ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò exp z ≡ ez ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé
z10. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Series. Õðüäåéîç: Ðëçñïöïñßåò ãéá åíôïëÝò ôçò
Mathematica ðÝñá áðü ôá âéâëßá åßíáé äéáèÝóéìåò êáé áðü ôçí ïèüíç ôïõ õðïëïãéóôÞ ìå Help ->
Help Browser -> Go To êáé ãñáöÞ ôçò åíôïëÞò óôçí ïðïßá áíáöåñüìáóôå óôï ó÷åôéêü êåíü.

(â) Íá åðé÷åéñçèåß ç åýñåóç ôçò óåéñÜò Laurent s2 ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé z−10 ôçò óõíáñôÞóåùò

exp
(
1
z

)
≡ e

1
z .

Ôé ðáñáôçñåßôáé;

(ã) Ôï ßäéï áêñéâþò åñþôçìá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò

s3 = s1/. z -> 1/z // Normal

(Ðñüêåéôáé öõóéêÜ ãéá ðïëý ãíùóôü ôÝ÷íáóìá ðïõ åýêïëá «åîáðáôÜ» ôá ðñïãñÜììáôá óõìâïëé-
êþí õðïëïãéóìþí!) Ôé ðáñáôçñåßôáé ôþñá; ×ñåéÜæåôáé ðñáãìáôéêÜ êáé ç åíôïëÞ Normal;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M17 ([Õ] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÏëïêëçñùôéêÜ Õðüëïéðá): Æçôïýíôáé:

(á) Íá ìåëåôçèïýí üëåò ïé ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí åíôïëÞ Residue ãéá ôçí åýñåóç ïëïêëçñùôéêïý



132 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS III ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

õðïëïßðïõ (residue). Õðüäåéîç: Ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí åíôïëÞ Residue äßíïíôáé êáé áðü ôçí ïèüíç
ôïõ õðïëïãéóôÞ ìå Help -> Help Browser -> Go To êáé ãñáöÞ ôçò åíôïëÞò Residue óôï êåíü.

(â) Íá ìåôáöåñèïýí ôá äýï ó÷åôéêÜ ðáñáäåßãìáôá óôï óçìåñéíü notebook.

(ã) Óå ëßóôá ìå äýï óôïé÷åßá íá õðïëïãéóèïýí ôá ïëïêëçñùôéêÜ õðüëïéðá (residues) ôùí óåéñþí
s1 êáé s3 ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò óôï óçìåßï z = 0.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M18 ([Õ] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: Óýììïñöç Áðåéêüíéóç, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ):
Æçôïýíôáé:

(á) Íá öïñôùèåß (áí äåí Ýãéíå áõôü Þäç . . . ) ôï ðáêÝôï ReIm (real: ðñáãìáôéêüò, imaginary:
öáíôáóôéêüò) ôçò Mathematica. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Needs["Algebra‘ReIm‘"]

Þ ðáñáðëÞóéá åíôïëÞ. Õðüäåéîç: Óôï ðëçêôñïëüãéï ç âáñåßá âñßóêåôáé ðÜíù áñéóôåñÜ (áêñéâþò
êÜôù áðü ôçí ðåñéóðùìÝíç).

(â) Íá ãñáöåß (óáí óõíÜñôçóç) ç óýììïñöç áðåéêüíéóç w = w(z) ðïõ ìåôáó÷çìáôßæåé ôï
ïãäïçìüñéï 0 ≤ è ≤ ð/4 óôï çìéåðßðåäï Imw ≥ 0.

(ã) Óå ðïéï óçìåßï z ç áðåéêüíéóç áõôÞ äåí åßíáé óýììïñöç;

(ä) Íá äçëùèåß ï ãåíéêüò ìéãáäéêüò áñéèìüò z = x + iy.

(å) Óå ëßóôá ìå äýï óôïé÷åßá íá õðïëïãéóèïýí ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò u(x, y) êáé ôï öáíôáóôéêü
ìÝñïò v(x, y) ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò w(z). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß (äýï öïñÝò) êáé
ç åíôïëÞ ComplexExpand.

(óô) ÁíÜëïãá íá ãñáöåß (óáí óõíÜñôçóç) ç óýììïñöç áðåéêüíéóç Ù = Ù(z) ðïõ ìåôáó÷çìáôß-
æåé ôï ôåôáñôçìüñéï 0 ≤ è ≤ ð/2 óôï çìéåðßðåäï ImÙ ≥ 0.

(æ) Óå ðïéï óçìåßï z ç áðåéêüíéóç áõôÞ äåí åßíáé óýììïñöç;

(ç) Óå ëßóôá ìå äýï óôïé÷åßá íá õðïëïãéóèïýí ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò Ö(x, y) êáé ôï öáíôáóôéêü
ìÝñïò Ø(x, y) ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò Ù(z). Õðüäåéîç: Ôï Ö ìå Esc F Esc. Åðßóçò ôï Ø
ìå Esc Y Esc (Ëáôéíéêü êåöáëáßï Õ). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß (äýï öïñÝò) êáé ç åíôïëÞ
ComplexExpand.

(è) Íá ìåëåôçèåß ç åíôïëÞ ContourPlot êáé íá ìåôáöåñèïýí ôá äýï ðáñáäåßãìáôÜ ôçò óôï
ðáñüí notebook (ìå åìöÜíéóç êáé ôùí ãñáöéêþí ðáñáóôÜóåùí!).

(é) Óå ðïéá ñïÞ áíáöÝñåôáé ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) ôï åñùôÞìáôïò (ç); Óå ôé ñïÞ ôç
ìåôáó÷çìáôßæåé áðü ôï ìéãáäéêü åðßðåäï z óôï ìéãáäéêü åðßðåäï Ù;

(éá) Ãé’ áõôü ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò íá ó÷åäéáóèïýí ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò êáèþò êáé ïé
ãñáììÝò ñïÞò óôï ôåôñÜãùíï R = [0, 1]× [0, 1] ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ z (óå Ýã÷ñùìá ó÷Þìáôá).
Õðüäåéîç: Ãéá ôéò éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ContourPlot[Ö[x, y], {x, 0, 1}, {y, 0, 1}, ColorFunction -> Hue]

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M19 ([Õ] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÁíáëõôéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, Ñåõóôïìç÷á-
íéêÞ): ÅîåôÜæïõìå ôï ðåäßï ñïÞò ðïõ ïöåßëåôáé óôçí áëëçëåðßäñáóç (interaction) ïìïéüìïñöçò
ñïÞò V0z ìå ôá÷ýôçôá V ðáñÜëëçëç óôïí Üîïíá x êáé äéðüëïõ éó÷ýïò M óôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí
z = 0. Æçôïýíôáé:

(á) Íá åîáëåéöèåß ï ïñéóìüò ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý z = x + iy. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
ç åíôïëÞ Clear.

(â) Ðïéï åßíáé ôï ó÷åôéêü ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z); Õðüäåéîç: ¸÷åé ôç ìïñöÞ

Ù(z) = V0z + Ì
2ðz

.
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(ã) Ôé ðáñéóôÜíåé ï êáèÝíáò áðü ôïõò äýï áõôïýò üñïõò; Õðüäåéîç: Ôçí ïìïéüìïñöç ñïÞ êáé
ôï äßðïëï áíôßóôïé÷á.

(ä) Ðïéï åßíáé ôï ïëïêëçñùôéêü õðüëïéðï ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z) óôï óçìåßï ôïõ
äéðüëïõ; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Residue.

(å) Íá îáíáïñéóèåß ôþñá ðïõ ôïí îáíá÷ñåéáæüìáóôå ï ãåíéêüò ìéãáäéêüò áñéèìüò z = x + iy.

(óô) Íá õðïëïãéóèïýí ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) êáé ç ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç
ñïÞò) Ø(x, y) áíÜëïãá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Õðüäåéîç: Íá ìç ëçóìïíçèåß ç åíôïëÞ
ComplexExpand (äýï öïñÝò ìÜëéóôá!). Ðéï ëåðôïìåñÞò õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

{Ö[x_, y_] = Re[Ù[z]] // ComplexExpand, Ø[x_, y_] = Im[Ù[z]] // ComplexExpand}

(æ) Íá ó÷åäéáóèïýí ïé ãñáììÝò ñïÞò ãéá ïìïéüìïñöç ñïÞ (óå Ýã÷ñùìï ó÷Þìá) ìå V0 = 1.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ContourPlot[Ø[x, y] /. {V0 -> 1, M -> 0}, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, PlotPoints -> 50, ColorFunction -> Hue]

(ç) Ôï ßäéï åñþôçìá ìüíï ãéá äßðïëï éó÷ýïò Ì = 1.

(è) Ôï ßäéï åñþôçìá ãéá ôçíáëëçëåðßäñáóç (interaction) ïìïéüìïñöçò ñïÞò ìå V0 = 1 êáé äéðüëïõ
ìå Ì = 2.

(é) Ôï ßäéï åñþôçìá ãéá ôç ñïÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ñïÞ ãýñù áðü êýëéíäñï (ìå ó÷åäßáóç óôï
ôåôñÜãùíï R = [0, 2]× [0, 2]). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ContourPlot[Ø[x, y] /. {V0 ->1,M ->2Pi}, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}, PlotPoints -> 50, ColorFunction ->Hue]

(Ôï ð áíôß ãéá Pi êáëýôåñá íá ãñáöåß ìå Esc p Esc.) Ãéáôß ôÝèçêå áõôÞ ç ôéìÞ Ì = 2ð ôçò éó÷ýïò
ôïõ äéðüëïõ óôï ðáñüí ôåëåõôáßï åñþôçìá;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M20 ([×]ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÁñìïíéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, ÌåôÜäïóçÈåñìü-
ôçôáò): Èåùñïýìå ôï óôáôéêü ðñüâëçìá ôçò èåñìïêñáóéáêÞò êáôáíïìÞò T = T (r, è) (óå ðïëéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò (r, è)) ãéá ôçí çìéÜðåéñç åðßðåäç ðåñéï÷Þ D (óå ó÷Þìá ãùíßáò) r ≥ 0 êáé 0 ≤ è ≤ á
(ìå ôï á èåôéêÞ óôáèåñÜ óôï äéÜóôçìá (0,ð)). Ïé äýï çìéåõèåßåò ðïõ áðïôåëïýí ôï óýíïñï ôçò
ðåñéï÷Þò D âñßóêïíôáé óå óôáèåñÝò èåñìïêñáóßåò Ô1 êáé Ô2 áíôßóôïé÷á. Æçôïýíôáé: (á) Äýï åîáé-
ñåôéêÜ áðëÝò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò u = u(r, è) êáé v = v(r, è) ãéá ôçí ðåñéï÷Þ D. (â) Ç ó÷åäüí
ðáíôïý áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f = f (z), ôçò ïðïßáò ïé ðáñáðÜíù óõíáñôÞóåéò u êáé v åßíáé ôï
ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò áíôßóôïé÷á. (ã) Ç áëçèéíÞ êáé æçôïýìåíç èåñìïêñáóéáêÞ
êáôáíïìÞ T = T (r, è) óôçí ßäéá ðåñéï÷Þ (âÝâáéá ìå ôçí ðëÞñùóç êáé ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí).
(ä) ÔÝëïò ðïéá óýììïñöç áðåéêüíéóç èá âïçèïýóå ßóùò (áóöáëþò ü÷é éäéáßôåñá óôç óõãêåêñéìÝíç
ðåñßðôùóç . . . ) óôçí áðëïýóôåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M21 ([X êáé Õ] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÁñìïíéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, Ìç÷áíéêÞ
ôùí Õëéêþí: Åëáóôéêüôçôá, ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò): ¼ðùò åßíáé ãíùóôü, óôï êëáóéêü óôáôéêü
ðñüâëçìá ôçò åðßðåäçò éóüôñïðçò ãñáììéêÞò åëáóôéêüôçôáò ôï Üèñïéóìá s = s(x, y) ôùí ïñèþí
ôÜóåùí óx êáé óy (áóöáëþò êáé ôùí êõñßùí ôÜóåùí ó1 êáé ó2) åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç, äçëáäÞ

∇2s(x, y) = 0.

Ãéá Ýíá åëáóôéêü çìéåðßðåäï y ≥ 0 õðü êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò öïñôßóåùò ôï Üèñïéóìá áõôü s(x, y)
Ý÷åé âñåèåß (ðåéñáìáôéêÜ) óôï óýíïñï y = 0 ôïõ çìéåðéðÝäïõ üôé Ý÷åé ôç óôáèåñÞ ôéìÞ S0 ãéá
|x| ≤ 1, åíþ ìçäåíßæåôáé ãéá |x| > 1, üðùò åðßóçò êáé óôï Üðåéñï (x2 + y2 → ∞). Æçôïýíôáé:
(á) Ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ó÷åäüí ðáíôïý áíáëõôéêÞò óõíáñôÞóåùò w = w(z) íá ðñïóäéïñéóèåß
ç (ðñáãìáôéêÞ âÝâáéá) ëýóç s = s(x, y) ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôçí áðëïýóôåñç äõíáôÞ ìïñöÞ ôçò.
(â) Ôï ßäéï åñþôçìá íá áðáíôçèåß êáé ìå ôçí ðáñáðëÞóéá ìÝèïäï ôçò óýììïñöçò áðåéêïíßóåùò.
(ã) Ðïéá åßíáé ç áíáëõôéêÞ Ýêöñáóç ôùí éóïóôáèìéêþí êáìðýëùí s(x, y) = c (ìå ôï c óôáèåñÜ);
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(ä) Óå ðïéï ó÷åôéêü ðñüâëçìá ôçò óôáôéêÞò Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò áñìüæåé áðüëõôá ç ëýóç
ðïõ Þäç ðñïóäéïñßóèçêå ðáñáðÜíù;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M22 ([Õ] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ÁñìïíéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, ÌåôÜäïóç Èåñ-
ìüôçôáò, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åëáóôéêüôçôá): Èåùñïýìå ôþñá ôï áíÜëïãï ðñüâëçìá ôçò
çìéëùñßäáò (äçëáäÞ ìéáò çìéÜðåéñçò ëùñßäáò) |x| ≤ ð/2 êáé y ≥ 0. Æçôïýíôáé: (á) Íá åëåã÷èåß üôé
ç áðëÞ óýììïñöç áðåéêüíéóç

w = sin z ìå z = x + iy êáé w = u+ iv,

ìåôáôñÝðåé ôçí çìéëùñßäá áõôÞ óôï çìéåðßðåäï ôçò ðñïçãïõìÝíçò áóêÞóåùò, ôï ïðïßï äçëþíåôáé
ôþñá óáí åðßðåäï w (áíôß z ðñïçãïõìÝíùò). (â) Íá åðáëçèåõèåß ðùò ðñáãìáôéêÜ áõôÞ åßíáé
ç ÷ñÞóéìç óýììïñöç áðåéêüíéóç ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü ôçò çìéëùñßäáò óå çìéåðßðåäï ìå âÜóç
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Schwarz--Christoffel. Áõôü íá ãßíåé ìå ôçí ïëïêëÞñùóç ôçò óõíáñôÞóåùò

G(w) = A√
1− w2

ìå −ð/ 2 ≤ x ≤ ð/ 2, 0 ≤ y ≤ 2 êáé ôï A óôáèåñÜ, åíôïëÞ Integrate. ÔåëéêÜ íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé
ç åíôïëÞ CartesianMap (ìå −ð/ 2 ≤ x ≤ ð/ 2 êáé 0 ≤ y ≤ 2), ãéá íá öáíåß êáé ïðôéêÜ áðüëõôá
êáèáñÜ ðþò ç çìéëùñßäá ìåôáó÷çìáôßæåôáé óå çìéåðßðåäï. Óå ðïéá óçìåßá áðåéêïíßæïíôáé ïé
ôÝóóåñéò êïñõöÝò ôçò åõèýò ðéï ðÜíù ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò; (ã) ÅðïìÝíùò åßíáé åýêïëç ðéá
ç ÷ñçóéìïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò s = s(x, y) ôçò ðñïçãïõìÝíçò áóêÞóåùò êáé óôçí ðåñßðôùóç
ôçò çìéëùñßäáò åßôå óôçí Åëáóôéêüôçôá åßôå óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò. Áò èåùñÞóïõìå (÷Üñéí
áëëáãÞò) ôï óôáôéêü åðßðåäï èåñìïêñáóéáêü ðñüâëçìá ìå ôç âÜóç ôçò çìéëùñßäáò y = 0 óå
èåñìïêñáóßá T0 êáé ôéò (êáôáêüñõöåò) ðëåõñÝò ôçò x = ±ð/2 óå ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá (üðùò êáé
óôï Üðåéñï: y →∞). Ðïéá åßíáé åðïìÝíùò ç èåñìïêñáóéáêÞ êáôáíïìÞ T = T (x, y) óôçí çìéëùñßäá;
Óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò ðñÝðåé íá ðñïêýøåé ç Ýêöñáóç

T (x, y) = 2Ô0
ð

tan−1

(
cos x
sinh y

)

ìå ôç óõíÜñôçóç tan−1 ≡ arctan (ôüîï åöáðôïìÝíçò) óôï äéÜóôçìá [0,ð/ 2] (ðñùôåýïõóá ôéìÞ).
(ä) Íá åëåã÷èåß áíáëõôéêÜ (åðáëÞèåõóç) üôé óô’ áëÞèåéá ç ðéï ðÜíù óõíÜñôçóç T (x, y) åßíáé áñ-
ìïíéêÞ êáé, ôáõôü÷ñïíá, ðëçñïß êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. (å) Ðïéåò åßíáé ïé éóüèåñìåò (éóïèåñ-
ìïêñáóéáêÝò) êáìðýëåò T (x, y) = c (ìå ôï c óôáèåñÜ) óôï ðáñüí ðñüâëçìá; (óô) ÐáñáðÝñá ìå ôç
÷ñÞóç ôçò Mathematica (åíôïëÝò ContourPlot êáé DensityPlot) íá ó÷åäéáóèåß ôï áíçãìÝíï èåñìï-
êñáóéáêü ðåäßï T (x, y)/T0. Óå ôé áêñéâþò äéáöÝñïõí ïé äýï áõôÝò åíôïëÝò ùò ðñïò ôá ó÷Þìáôá ðïõ
äçìéïõñãïýíôáé; (ôï ðñþôï ðñïêýðôåé ìå ôçí åíôïëÞ ContourPlot êáé ôï äåýôåñï ðñïêýðôåé ìå
ôçí åíôïëÞ DensityPlot ãéá−ð/ 2 ≤ x ≤ ð/ 2 êáé 10−6 ≤ y ≤ 2.1]) ìå ôçí åðéëïãÞ PlotPoints -> 100.)
Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ìðïñïýìå ìå ôçí åíôïëÞ ContourPlot íá ó÷åäéÜóïõìå ìüíï ôéò éóüèåñìåò
(éóïèåñìïêñáóéáêÝò) êáìðýëåò T (x, y)

T0
= c

(äçëáäÞ ÷ùñßò óêéÝò Þ ÷ñþìáôá) ìå ôçí åðéëïãÞ ContourShading -> False (áíôß ãéá True). (æ) Ôé
ðáñáôçñïýìå ãéá ôç ñïÞ ôçò èåñìüôçôáò áðü ôá ó÷Þìáôá áõôÜ; Åßíáé åýëïãç; (ç) ÔÝëïò ðïéï åßíáé
ôï áêñéâÝò áíÜëïãï ôçò ðéï ðÜíù ëýóåùò ãéá ôçí Eðßðåäç Eëáóôéêüôçôá óôçí çìéëùñßäá ìáò (ìå
âÜóç êáé ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç);

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M23 ([×] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ èå-
ùñïýìå ôç ìüíéìç (óôáèåñÞ), äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ìÝóá óôç
ãùíßá 0 ≤ è ≤ ð/3 (ìå è ôçí ðïëéêÞ ãùíßá). Ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

Ö(x, y) = x3 − 3xy2
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ìå (x, y) ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò. Æçôïýíôáé: (á) Ï öõóéêüò ïñéóìüò ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý
óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ. (â) Ç åðáëÞèåõóç üôé ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñ-
ôçóç. (ã) Ïé äýï óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý. (ä) ÌÝóù ôùí óõíéóôùóþí
áõôþí Vx êáé Vy ç åðáëÞèåõóç ôçò éó÷ýïò ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò. (å) ÁíÜëïãá ãéá ôçí åîß-
óùóç ôïõ áóôñüâéëïõ (åëëåßøåùò óôñïâéëéóìïý) ôçò ñïÞò. (óô) Ç åýñåóç ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò
(Þ óõíáñôÞóåùò ñïÞò) Ø(x, y). (æ) Ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M24 ([×] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óõíå÷ßæïíôáò ôçí ðñïç-
ãïýìåíç Üóêçóç, æçôïýíôáé åðßóçò: (á)Ïðñïóäéïñéóìüò ôçò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò óôïðåäßï ñïÞò.
(â) Áðü áõôÞí ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ óçìåßïõ áíáêïðÞò, åÜí õðÜñ÷åé (Þ ôùí óçìåßùí áíáêïðÞò,
åÜí õðÜñ÷ïõí), äçëáäÞ ôïõ óçìåßïõ (Þ ôùí óçìåßùí) ìçäåíéêÞò ôá÷ýôçôáò, êáôåõèåßáí ìå ôç ÷ñÞóç
ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò z = x+ iy. (ã) Áðü ôç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá ï ðñïóäéïñéóìüò êáé ðÜëé ôùí
óõíéóôùóþí ôçò ôá÷ýôçôáò Vx êáé Vy . (ä) Ç ìáèçìáôéêÞ åðáëÞèåõóç óôï ðáñüí ðñüâëçìá (ü÷é
ãåíéêÜ) üôé ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò êáé ïé ãñáììÝò ñïÞò ôÝìíïíôáé ïñèïãþíéá, äçëáäÞ áðïôåëïýí
óýóôçìá ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí. (å) Ç ðñü÷åéñç ó÷åäßáóç ôïõ ðåäßïõ ñïÞò: ïé ãñáììÝò ñïÞò óõíå-
÷åßò (êáé ìå âÝëç!), åíþ ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò äéáêåêïììÝíåò (êáé ÷ùñßò âÝëç!) Þ ìå äéáöïñåôéêÜ
÷ñþìáôá ìÝóá óôç ãùíßá 0 ≤ è ≤ ð/3 ðïõ åîåôÜæïõìå. (óô) Íá âñåèåß óå ðïéá áêñéâþò óôáèåñÞ
ôéìÞ ôçò ñïúêÞò óõíáñôÞóåùò (Þ óõíáñôÞóåùò ñïÞò) Ø(x, y) áíôéóôïé÷åß ôï óõíïëéêü óýíïñï (äýï
çìéåõèåßåò) óôï ðáñüí ðåäßï ñïÞò. (æ) Íá åîçãçèåß ìáèçìáôéêÜ ãéáôß áêñéâþò ç êõêëïöïñßá Ã êáé
ç ðáñï÷Þ Q ôïõ ñåõóôïý óå ìéá áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç C ìÝóá óôï ðåäßï ñïÞò åßíáé êáé ïé äõï
ôïõò ìçäåíéêÝò. Ãéá ôçí ðáñï÷Þ Q íá äïèåß êáé öõóéêÞ åîÞãçóç.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M25 ([×] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Èåùñïýìå îáíÜ óôç
Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ôç ìüíéìç (óôáèåñÞ), äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý,
ôþñá üìùò óå ïëüêëçñï ôï åðßðåäï. Ç ñïÞ áõôÞ ðáñåìðïäßæåôáé áðü åõèýãñáììï óôåñåü êáé
óôáèåñü (äçëáäÞ áêßíçôï) ðïëý ëåðôü åìðüäéï óôï äéÜóôçìá [−1, 1] ôïõ ðñáãìáôéêïý Üîïíá
Ox óáí Ýíá åßäïò «ó÷éóìÞò» óôç ñïÞ. Ç ñïÞ ðïõ åîåôÜæïõìå Ý÷åé êõêëïöïñßá Ã ãýñù áðü ôï
åõèýãñáììï áõôü åìðüäéï [−1, 1]. Ôï ó÷åôéêü ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

Ù(z) = Ã
2ði

cosh−1 z ìå z = x + iy, z ∈ [−1,1].

Æçôïýíôáé: (á) Ç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ ðïõ äßíåé ôç óõíÜñôçóç cosh−1 z ìå ôç âïÞèåéá ôçò ëï-
ãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln z (ìå ðñüóçìï óõí óôç ñßæá!). Ðïéá åßíáé åðïìÝíùò ç Ýêöñáóç ôïõ
ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò Ù(z) ìå ôç âïÞèåéá ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò; (â) Õðï÷ñåùôéêÜ
ìå ôç ëïãáñéèìéêÞ Ýêöñáóç ôïõ ìéãáäéêïý äõíáìéêïý ñïÞò íá õðïëïãéóèåß ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá
óôçí ðáñïýóá ñïÞ. (ã) Óôç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéóèåß ç ìéãáäéêÞ ðïóüôçôá Vx + iVy ìå ôç ÷ñÞóç
Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí (x, y). ÃåíéêÜ åßíáé Þ ü÷é áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç ìÝóá óôï ðåäßï ñïÞò;
(ä) Íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý óôïíðñáãìáôéêü Üîïíá x
(ðñïöáíþò ìå y = 0), áëëÜ Ýîù áðü ôï åìðüäéï, äçëáäÞ ìå |x| > 1. (å) Ôï ßäéï åñþôçìá, ôþñá
üìùò ðÜíù óôéò äýï ðëåõñÝò ôïõ åìðïäßïõ, äçëáäÞ ìå |x| < 1 êáé y = ±0. (óô) Íá äéåñåõíçèåß ìá-
èçìáôéêÜ óå ðïéá áêñéâþò óçìåßá áðåéñßæåôáé ç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý. (æ) Ðïéï (Þ ðïéá) åßíáé ôá
óçìåßá áíáêïðÞò (åÜí âÝâáéá õðÜñ÷ïõí!), äçëáäÞ ôá óçìåßá ìçäåíéêÞò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý;
(ç) Ðïéá åßíáé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ðÜíù óôï åõèýãñáììï åìðüäéï [−1, 1]; Åðáëçèåýåôáé Þ ü÷é
ç óõíèÞêç áõôÞ; Ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M26 ([×] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óå ìéá ìüíéìç (óôáèåñÞ,
áíåîÜñôçôç áðü ôï ÷ñüíï t), äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôç Ñåõ-
óôïìç÷áíéêÞ (Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí) èåùñïýìå ãíùóôü ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò

Ù(z) = Ã
2ði

ln z + V0z ìå z = x + iy = reiè
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(óå ÊáñôåóéáíÝò êáé óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò áíôßóôïé÷á). Ïé ðïóüôçôåò G êáé V0 èåùñïýíôáé
ãíùóôÝò ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á) Áðü öõóéêÞò áðüøåùò óå ðïéï óõãêåêñéìÝíï
ðñüâëçìá ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò áíáöÝñåôáé ôï ðéï ðÜíù ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) êáé ï êÜèå
üñïò ôïõ ÷ùñéóôÜ; (â) Íá õðïëïãéóèïýí ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(r, è) êáé ç óõíÜñôçóç ñïÞò
Ø(r, è) õðï÷ñåùôéêÜ óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è). (ã) Íá åëåã÷èåß ç éó÷ýò ôùí äýï óõíèçêþí
(Þ åîéóþóåùí) ôùí Cauchy--Riemann óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. (Õðüäåéîç: Åßíáé áíÜëïãåò ìå ôéò
áíôßóôïé÷åò óõíèÞêåò óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y), áëëÜ ôþñá ìå ∂r áíôß ãéá ∂x êáé åðßóçò
ìå r∂è áíôß ãéá ∂y óôéò ðáñáãùãßóåéò.) (ä) Áðü ôçí ðñþôç óõíèÞêç ôùí Cauchy--Riemann (óå
ãåíéêÞ ìïñöÞ, ü÷é óôï ðáñüí ðåäßï ñïÞò) íá õðïëïãéóèåß ç ìéêôÞ ðáñÜãùãïò ∂2Ø(r, è)/(∂r ∂è) ìå ôç
âïÞèåéá ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö(r, è). (å) Áðü ôç äåýôåñç óõíèÞêç ôùí Cauchy--Riemann íá
õðïëïãéóèåß áíÜëïãá êáé ç ìéêôÞ ðáñÜãùãïò ∂2Ø(r, è)/(∂è ∂r). (óô) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå âÜóç ôá äýï
ðñïçãïýìåíá åñùôÞìáôá íá áðïäåé÷èåß üôé ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(r, è) åßíáé ãåíéêÜ (ü÷é ìüíï
óôï ðáñüí ðåäßï ñïÞò) áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M27 ([×] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óõíå÷ßæïíôáò ôçí ðñïç-
ãïýìåíç Üóêçóç, ðÜëé óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è), æçôïýíôáé åðßóçò: (á) Ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï
ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z) ç áíôßóôïé÷ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá. (â) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå âÜóç ôï ðñïç-
ãïýìåíï åñþôçìá ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò Vx(r, è) (êáôÜ ôïí Üîïíá x) êáé Vy(r, è) (êáôÜ ôïí
Üîïíá y). (ã) Íá áíáöåñèåß ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(r, è) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ìéãáäéêü äõíáìéêü
ñïÞò Ù(z). (ä) Ç åðáëÞèåõóç (óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò) üôé ôï óõãêåêñéìÝíï äõíáìéêü ôá÷ýôç-
ôáò Ö(r, è) åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. (å) O ãåíéêüò ïñéóìüò ôçò êõêëïöïñßáò Ã éäåáôïý ñåõóôïý
ðÜíù óå ìéá áðëÞ êëåéóôÞ ôìçìáôéêÜ ëåßá êáìðýëç C ìå ôç âïÞèåéá ôùí äýï óõíéóôùóþí ôçò
ôá÷ýôçôáò Vx êáé Vy êáé ó÷åôéêïý ðñáãìáôéêïý åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìáôïò óå ÊáñôåóéáíÝò óõ-
íôåôáãìÝíåò (x, y). (óô) Ç áðüäåéîç ôïõ ãåíéêïý ôýðïõ ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ßäéáò êõêëïöïñßáò Ã
ìå ôçí Üìåóç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò ôá÷ýôçôáò. Ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ù(z)
ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò ï õðïëïãéóìüò ôçò êõêëïöïñßáò Ã ôïõ ñåõóôïý ðÜíù óå ìéá ðåñéöÝ-
ñåéá áêôßíáò a ìå êÝíôñï ôï óçìåßï z = 0: (æ) ôüóï ìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç üóï êáé (ç) ìå ÷ñÞóç ôïõ
èåùñÞìáôïò ôïõ Cauchy êáé ôçò ó÷åôéêÞò ìåèüäïõ ôùí ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí. Ôé óçìáíôéêü
(áëçèéíÜ óçìáíôéêü!) ðáñáôçñåßôáé;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-M28 ([×] ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò. Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): ÅîåôÜæïõìå ôç ìüíéìç
(óôáèåñÞ), äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ðáñÜëëçëá óôïí Üîïíá x ìå
ôá÷ýôçôá V0 èåôéêÞ (ðñïò ôá äåîéÜ). Ç ñïÞ áõôÞðáñåìðïäßæåôáé áðü êÜèåôï ó’ áõôÞí åõèýãñáììï
ëåðôü êáé óôåñåü (áìåôáêßíçôï) åìðüäéï óôï äéÜóôçìá [−a, a] ôïõ öáíôáóôéêïý Üîïíá y, äçëáäÞ
áðü ôï óçìåßï z1 = −ia ìÝ÷ñé ôï óçìåßï z2 = ia ôïõ öáíôáóôéêïý Üîïíá y ìå ôï a èåôéêÞ óôáèåñÜ.
Ôï ó÷åôéêü ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

Ù(z) = V0

√
z2 + a2 .

Ôï óõíáíôÞóáìå åðßóçò (óå åëÜ÷éóôá äéáöïñåôéêÞ ãñáöÞ) óôï ÌÝñïò Ä ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìá-
èçìáôéêþí ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ðïõ áöïñÜ óôéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò: ðñþôï ó÷Þìá
áìÝóùò ðñéí áðü ôá Ðåñéå÷üìåíá. Óôçí Üóêçóç áõôÞ åñãáæüìáóôå óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝ-
íåò (x, y). Æçôïýíôáé: (á) Ç ìéãáäéêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý. (â) Ç ßäéá ôá÷ýôçôá åéäéêÜ ðÜíù óôï
öáíôáóôéêü Üîïíá y (ìå x = 0±). (ã) Ïé óõíéóôþóåò Vx êáé Vy ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý ðÜíù
óôï öáíôáóôéêü Üîïíá y Ýîù áðü ôï åìðüäéï (äçëáäÞ ìå |y| > a). (ä) ÁíÜëïãï åñþôçìá ðÜíù
óôï åìðüäéï, äçëáäÞ ìå |y| < a óôç èåôéêÞ, ôç äåîéÜ ðëåõñÜ ôïõ åìðïäßïõ (äçëáäÞ ìå x = 0+)
(å) êáé óôçí áñíçôéêÞ, ôçí áñéóôåñÞ ðëåõñÜ ôïõ åìðïäßïõ (äçëáäÞ ìå x = 0−). (óô) Ðëçñïýôáé åäþ
ç âáóéêÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò óôéò äýï ðëåõñÝò ôïõ óôáèåñïý åõèýãñáììïõ
åìðïäßïõ; (æ) Ðïéá áêñéâþò åßíáé (åÜí âÝâáéá õðÜñ÷ïõí) ôá óçìåßá áíáêïðÞò ôçò ðáñïýóáò ñïÞò,
äçëáäÞ ôá óçìåßá ìçäåíéóìïý ôçò ôá÷ýôçôáò V ôïõ ñåõóôïý;
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÉÉ:
ÏÌÁÄÅÓ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

ÌÅ ËÕÓÅÉÓ ÔÏÕÓ ÓÅ NOTEBOOKS

Ôá äýï ðñïçãïýìåíá ìÝñç áõôïý ôïõ ôåý÷ïõò ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉÉ ãéá Ðï-
ëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ðåñéåëÜìâáíáí åêöùíÞóåéò åöáñìïóìÝíùí áóêÞóåùí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ÷ùñßò ôéò ëýóåéò ôïõò. Åðßóçò óôï êýñéï ôåý÷ïò ôïõ ßäéïõ äéäáêôéêïý óõã-
ãñÜììáôïò, ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, ðÝñá áðü ôç èåùñßá Ý÷ïõí
óõìðåñéëçöèåß êáé ðïëëÝò ðëÞñùò ëõìÝíåò åöáñìïãÝò ôçò ÷ùñßò üìùò ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ.

¢ñá õðÜñ÷åé Ýëëåéøç ëõìÝíùí áóêÞóåùí ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ êáé åäþ ôïõ ðñïãñÜì-
ìáôïò óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí (êáé ü÷é ìüíï . . . ) Mathematica åííïåßôáé ðÜíôïôå óôçí ÅðéóôÞìç
ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý. ÁõôÞ ç Ýëëåéøç åðéäéþêåôáé íá êáëõöèåß óôï ðáñüí ìÝñïò ôïõ ôåý÷ïõò.

ÓõãêåêñéìÝíá óôï ìÝñïò áõôü ðåñéëáìâÜíïíôáé åííÝá åêôåíåßò ïìÜäåò áóêÞóåùí (ìå 56 áóêÞ-
óåéò) ðïõ åßíáé ðñïóáíáôïëéóìÝíåò óôç ëýóç ôïõò ìå ôç Mathematica. ÌåôÜ ôéò åêöùíÞóåéò ôùí
áóêÞóåùí áêïëïõèïýí ïé ëýóåéò ôïõò óå notebooks ôçò Mathematica, åäþ ìå ÷ñÞóç ôçò Ýêäïóçò
(version) 4.1 ôçò Mathematica, ìå ôçí ðëÞñç ðáñÜèåóç ôùí notebooks áõôþí (êáé åíôïëþí êáé
åîüäùí ôçò Mathematica) êáé ü÷é áðëÜ õðïäåßîåùí. Ðñüêåéôáé ãéá ðÜíù áðü 750 åíôïëÝò ôçò
Mathematica, ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá åñùôÞìáôá ôùí åêöùíÞóåùí ìáæß ìå ôéò ó÷åôéêÝò åîüäïõò
ôçò Mathematica. ÌåñéêÝò áðü ôéò åíôïëÝò áõôÝò (ü÷é üìùò ðïëëÝò) åßíáé ó÷üëéá ðïõ Ý÷ïõí óáí
óôü÷ï íá êáôáíïçèïýí Ýííïéåò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ¸ôóé êé áëëéþò ó÷åäüí üëåò ïé áóêÞóåéò
(ãéá ôçí áêñßâåéá ïé 55 áðü ôéò 56) åßíáé åöáñìïóìÝíåò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

Ìå ôïí ôñüðï ðïõ ðåñéãñÜöçêå, óôï ìÝñïò áõôü ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé óôç äéÜèåóÞ
ôïõ ôéò ðëÞñåéò ëýóåéò ìå ôç Mathematica ðÜñá ðïëëþí åöáñìïóìÝíùí áóêÞóåùí ôçò åðéóôÞìçò
ôïõ áêñéâþò üðùò ïé ëýóåéò áõôÝò ðñïêýðôïõí ìå ôç Mathematica óôá notebooks, äçëáäÞ ÷ùñßò
êáìßá áðïëýôùò áëëïßùóÞ ôïõò áðü ôï ãñÜöïíôá. Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé íá ãßíåôáé ç ðñïóðÜèåéá
åðéëýóåùò ôùí åöáñìïóìÝíùí áóêÞóåùí áðü ôï öïéôçôÞ/ôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôïí
õðïëïãéóôÞ êáé óå ðåñßðôùóç äõóêïëßáò Þ ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ âñßóêï-
íôáé íá åëÝã÷ïíôáé ïé áðáíôÞóåéò óôá notebooks ôá ïðïßá áêïëïõèïýí ôçí êÜèå ïìÜäá áóêÞóåùí.

Åíôïýôïéò ðñÝðåé íá ïìïëïãçèåß ðùò êé ç ìåëÝôç ôùí ßäéùí ôùí notebooks ÷ùñßò Üìåóç ÷ñÞóç
ôïõ õðïëïãéóôÞ (Þ/êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ) Ý÷åé êé áõôÞ áñêåôÜ íá ðñïóöÝñåé óôï öïéôçôÞ/
óôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò ãíþóåéò ôïõ/ôçò óôçí åðéóôÞìç ôïõ/ôçò óå óõíäõáóìü
ìå ôç Mathematica. ÌåôÜ áðü ìéá ôÝôïéá ìåëÝôç èá ìðïñÝóåé óßãïõñá íá áíôéìåôùðßóåé ìüíïò
ôïõ/ìüíç ôçò ôéò ßäéåò áóêÞóåéò Þ/êáé Üëëåò áóêÞóåéò, üðùò ôéò õðïëïãéóôéêÝò áóêÞóåéò (ìå ôï óýì-
âïëï [Õ]) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ìÝñïõò áõôïý ôïõ ôåý÷ïõò, Ý÷ïíôáò áõîçìÝíåò åìðåéñßá êáé ãíþóåéò
êáé áóöáëþò ìå ðïëý ìåãáëýôåñç åðéôõ÷ßá. Áò ìçí åßìáóôå ëïéðüí åíôåëþò áíôßèåôïé ìå ôç ìåëÝôç
ôùí notebooks ðïõ åðéóõíÜðôïíôáé óôéò åêöùíÞóåéò ôùí ïìÜäùí ôùí áóêÞóåùí áêüìç êáé ÷ùñßò
ôçí ôáõôü÷ñïíç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ áðëÜ ãéá åîïéêåßùóç ìå ôéò ìåèüäïõò ðïõðáñïõóéÜæïíôáé.

ÔÝëïò åßíáé ðñïöáíÝò, áëë’ áò óçìåéùèåß, üôé ï öïéôçôÞò/ç öïéôÞôñéá ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò ðïõ
èá ðñïóðáèÞóåé íá åðéëýóåé ôéò ðáñïýóåò ïìÜäåò áóêÞóåùí ìå ôç âïÞèåéá êáé ôùí notebooks
ðïõ ôéò áêïëïõèïýí èá ðñÝðåé íá åßíáé áðü ðñéí åîïéêåéùìÝíïò/åîïéêåéùìÝíç ìå ôç Mathematica.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉÉ-MÁ

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-ÌÁ1 (Åîéóþóåéò ôïõ Laplace êáé ôïõ Poisson, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÓôñÝøç):
Æçôïýíôáé ìå ôá óõíçèéóìÝíá óýìâïëá ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ôçò ìåñéêÞòðáñáãùãßóåùò ∂

(÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ðáëÝôáò) êáé åðßóçò ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ Vector Analysis: (á) Ç äéäéÜ-
óôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace LaplacePDE2 êáé ç áíôßóôïé÷ç ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç LaplacePDE3.
(â) Ç åðßëõóç ôçò åîéóþóåùò LaplacePDE2: ãåíéêÞ ëýóç sol2, ï ó÷çìáôéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò óõ-
íáñôÞóåùò us(x, y) áðü ôç ëýóç áõôÞ êáé ç åðáëÞèåõóç ver2 ôçò ßäéáò ëýóåùò. (ã) Áðüðåéñá
åðéëýóåùò ôçò ôñéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace êáé ó÷åôéêü ó÷üëéï comment1 (ìå óõìâïëï-
óåéñÜ óå åéóáãùãéêÜ: comment1 = "Ç ìÝèïäïò åðéëýóåùò ìå ôçí åíôïëÞ . . . ") ãéá ôçí åðéôõ÷ßá
ôçò Þ ôçí áðïôõ÷ßá ôçò. (ä) Ëßóôá WhereLaplacePDEAppears ìå åðôÜ óôïé÷åßá: ôá öõóéêÜ ìå-
ãÝèç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (ü÷é ðåñéï÷Ýò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ!) ðïõ åðáëçèåýïõí ôéò åîéóþóåéò
LaplacePDE2 Þ LaplacePDE3. (å) Ç åîßóùóç TorsionPDE, ôçí ïðïßá åðáëçèåýåé ç ôáóéêÞ óõíÜñ-
ôçóç ôïõ Prandtl óôç óôñÝøç óõíÞèïõò ñÜâäïõ. (óô) Ç åðßëõóç ôçò åîéóþóåùò TorsionPDE: ãåíéêÞ
ëýóç solt, ï ó÷çìáôéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò óõíáñôÞóåùò ust(x, y) áðü ôç ëýóç áõôÞ êáé ç åðáëÞèåõóç
vert ôçò ßäéáò ëýóåùò. (æ) Ëßóôá CharTorsionPDE ìå åðôÜ óôïé÷åßá: ôïõò ÷áñáêôçñéóìïýò ôçò
åîéóþóåùò TorsionPDE. (ç) Ïé äýï äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ôxz êáé ôyz óôï ðáñüí ðñüâëçìá óôñÝøåùò
óáí óõíáñôÞóåéò êáôÜëëçëùí ìåôáâëçôþí êáé ç åðáëÞèåõóç EquilibriumEquationVerification ôçò
ó÷åôéêÞò åîéóþóåùò éóïññïðßáò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-ÌÁ2 (ÄéáñìïíéêÞ Åîßóùóç, ÐëÜêåò): Êáé ðÜëé ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâü-
ëïõ ∂ ïýôå ôïõ ðáêÝôïõ VectorAnalysis æçôïýíôáé: (á) Ç ãíùóôÞ äéäéÜóôáôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç
BiharmonicPDE ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç w. (â) Ç åîßóùóç StaticPlatePDE1 ãéá ôï óôáôéêü ðñü-
âëçìá óõíÞèïõò ðëÜêáò äõóêáìøßáò Dp êáé õðü ãíùóôÞ êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, y)
÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôçò åîéóþóåùò BiharmonicPDE. (ã) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åîéóþóåùò BiharmonicPDE:
ç åîßóùóç StaticPlatePDE2 êáé ç óýãêñéóç ôùí åîéóþóåùí StaticPlatePDE1 êáé StaticPlatePDE2.
(ä) H åîßóùóç DynamicPlatePDE ãéá ôï äõíáìéêü ðñüâëçìá ôçò ðëÜêáò. (å) Áðüðåéñá åðéëýóåùò
ôçò åîéóþóåùò BiharmonicPDE êáé ôï ó÷åôéêü ó÷üëéï comment2. (óô) Ç êáôåõèåßáí áíáãñáöÞ
ìéáò ìÝôñéá ãåíéêÞò ðñáãìáôéêÞò ëýóåùò ws(x, y) ôçò åîéóþóåùò BiharmonicPDE ìå ôç ÷ñÞóç ôùí
äýï óõíáñôÞóåùí f (x + iy) êáé g(x + iy) ìå i = √−1 ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá êáé ç åðáëÞèåõóÞ ôçò
(ìå áðëïðïßçóç). (æ) Ç äÞëùóç óå ìéá ëßóôá DataList ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò E0 ôïõ õëéêïý
ôçò ðëÜêáò (ìå áñéèìçôéêÞ ôéìÞ 106) ìáæß ìå ôéò óùóôÝò ìïíÜäåò ôïõ, ôïõ ëüãïõ ôïõ Poisson í (ìå
áñéèìçôéêÞ ôéìÞ 0.32) êáé ôïõ ðÜ÷ïõò ôçò ðëÜêáò h (ìå áñéèìçôéêÞ ôéìÞ 0.15). (ç) Ï õðïëïãéóìüò
ôçò äõóêáìøßáò Dp ôçò ðëÜêáò (ìáæß ìå ôç ìïíÜäá ôçò). Óå ó÷üëéï comment3 ðïéá åßíáé ç ìïíÜäá
áõôÞ; Ãéá ðáñÜäåéãìá (ëÜèïò áðÜíôçóç): comment3 = "Ç óõíçèéóìÝíç ìïíÜäá ôçò äõóêáìøßáò
ðëÜêáò åßíáé 1/sec".

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-ÌÁ3 (Åîßóùóç ôïõ Laplace, ÄéáñìïíéêÞ Åîßóùóç, ÐëÜêåò): Ôþñá õðï÷ñåù-
ôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ VectorAnalysis æçôïýíôáé: (á) Ôï öüñôùìá ôïõ ðáêÝôïõ áõ-
ôïý. (â) Ç äÞëùóç Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí óôïí ôñéäéÜóôáôï ÷þñï. (ã) Ç äéäéÜóôáôç åîß-
óùóç ôïõ Laplace LaplacePDE2 êáé ç áíôßóôïé÷ç ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç LaplacePDE3. (ä) ÁíÜëïãá
ãéá ôç äéäéÜóôáôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç BiharmonicPDE2 êáé ôçí áíôßóôïé÷ç ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç
BiharmonicPDE3. (å) Óå ó÷üëéï comment4: Óôçí ÔñéäéÜóôáôç Åëáóôéêüôçôá (ü÷é áðëÜ óôñÝøç)
õðÜñ÷ïõí óõíáñôÞóåéò ðïõ íá åðáëçèåýïõí ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace LaplacePDE3; Ðüóåò åßíáé
êáé ðþò óõìâïëßæïíôáé; (óô) Ç óôáôéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò StaticPlatePDE êáé (æ) Ç
áíôßóôïé÷ç äõíáìéêÞ åîßóùóç DynamicPlatePDE. (ç) Ç äÞëùóç óöáéñéêþí óõíôåôáãìÝíùí (ñ, è,ö)
êáé ç åîßóùóç ôïõ Laplace LaplaceSphericalPDE óôéò óõíôåôáãìÝíåò áõôÝò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-ÌÁ4 (ÌïíïäéÜóôáôç Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò, Åîßóùóç ôïõ Êáëùäßïõ): Æçôïý-
íôáé: (á) Ìå ôï óõíçèéóìÝíï óõìâïëéóìü ç ðñïóåããéóôéêÞ åîßóùóç CablePDE åíüò êáëùäßïõ óå ìéá
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êáëùäéùôÞ ãÝöõñá. (â) Óå ìéá ëßóôá ProblemsList óå ðïéá Üëëá ðñïâëÞìáôá ðáñïõóéÜæåôáé ç ßäéá
áêñéâþò åîßóùóç; (ã) Óå ó÷üëéï comment5ðïéá åßíáé ç ðñïóÝããéóç ðïõ Ý÷åé ãßíåé óôçí ðåñßðôùóç
ôïõ êáëùäßïõ; Ðüóç åßíáé êáé ðüóç Ý÷åé èåùñçèåß üôé åßíáé ðñïóåããéóôéêÜ ç ó÷åôéêÞ äõóêáìøßá;
(ä) Ç ãåíéêÞ ëýóç solc ôçò åîéóþóåùò CablePDE (ìå ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò PowerExpand ãéá ôçí
áðïöõãÞ ñéæþí), ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç uc(x, t) êáé åðáëÞèåõóç ver ôçò ëýóåùò ìå áðëïðïßçóç
ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. (7å) Ëßóôá ListYes ìå ôñßá óôïé÷åßá: Ôá ïíüìáôá (ìå óõìâïëïóåéñÝò óôá Åëëç-
íéêÜ) ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò üðïõ ç åíôïëÞ åðéëýóåùò äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ôçò Mathematica åßíáé åðéôõ÷Þò. (óô) ÁíÜëïãá ëßóôá ListÍï ìå Ýîé óôïé÷åßá (üðùò êáé
ðñéí): ðñïâëÞìáôá üðïõ ç ßäéá åíôïëÞ äåí åßíáé åðéôõ÷Þò ãéá ôéò ó÷åôéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.
(æ) Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óå ëßóôá CableBCs ãéá ôï ðáñüí ðñüâëçìá êáëùäßïõ. (ç) Ç Üìåóç åý-
ñåóç ôçò ëýóåùò uL(x, y) ôçò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace êáôåõèåßáí áðü ôçí Þäç ãíùóôÞ
ëýóç uc(x, y) ôçò åîéóþóåùò ôïõ êáëùäßïõ: ÷ùñßò ôçí åðßëõóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-ÌÁ5 (Åîßóùóç ôçò Äéá÷ýóåùò, ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò): ×ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ
óõìâüëïõ ∂ ïýôå êáé ôïõ ðáêÝôïõ VectorAnalysis æçôïýíôáé: (á) Ìå ôï óõíçèéóìÝíï óõìâïëéóìü
êáé ìå óôáèåñÜ a2 (áíôß ãéá D) ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò DiffusionPDE, ç áíôßóôïé÷ç
äéäéÜóôáôç åîßóùóç DiffusionPDE2 êáé åðßóçò ç áíÜëïãç ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç DiffusionPDE3.
(â) Ðåñéïñéæüìáóôå óôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç DiffusionPDE. Ðïéïò åßíáé ï êáôÜëëçëïò ÷ùñéóìüò
ìåôáâëçôþí ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, t) êáé ôé ìïñöÞ ðáßñíåé ìå áõôüí ç ìïíïäéÜóôáôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò; (ã) Ç áíáãùãÞ ôçò óå ìïñöÞ êáèáñÜ ÷ùñéóìÝíùí ìåôáâëç-
ôþí SeparatedDiffusionPDE ìå ôç èÝóç óôï áñéóôåñü ìÝëïò êáé ôï ÷ñüíï óôï äåîéü. (Õðüäåéîç:
×ñåéÜæåôáé äéáßñåóç êáé ôùí äýï ìåëþí ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ÷ùñéóôÜ!) (ä) Ìå êáôÜëëçëç
åê ôùí ðñïôÝñùí åðéëïãÞ ôçò óôáèåñÜò äéá÷ùñéóìïý ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ (ü÷é ï õðïëïãéóìüò!)
ôùí äýï ó÷åôéêþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí: ôçò ÷ùñéêÞò odex êáé ôçò ÷ñïíéêÞò odet.
(å) Ïé ðñïóäéïñéóìïß ôùí ãåíéêþí ëýóåþí ôïõò (ìå êáôÜëëçëá óýìâïëá), ïé áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞ-
óåéò êáé ïé åðáëçèåýóåéò ôùí ëýóåùí áõôþí. (óô) Ëßóôá DiffusionProblemsList ìå ðñïâëÞìáôá ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (åäþ ü÷é öõóéêÝò ðïóüôçôåò!) üðïõ áðáíôÜôáé ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò.
(æ) Óôç ìïíïäéÜóôáôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò äéá ìÝóïõ ôïß÷ïõ ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (boundary
conditions) óå ëßóôá HeatTransferDirichletBCs ãéá ôç ÷ùñéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óõíèÞ-
êåò Dirichlet óôéò ðëåõñÝò ôïõ ôïß÷ïõ: äýï èåñìïêñáóßåò È1 êáé È2 óôéò äýï ðëåõñÝò ôïõ x = 0
êáé x = L áíôßóôïé÷á. ÁíÜëïãá ãéá óõíèÞêåò Neumann ôþñá óå ëßóôá HeatTransferNeumannBCs.
(ç) Óå ó÷üëéï comment6 ôé õðïäçëþíåé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Neumann ìå ó÷åôéêÞ öõóéêÞ åîÞ-
ãçóç. Åðßóçò óå ó÷üëéï comment7: åßíáé áðü öõóéêÞò áðüøåùò äõíáôüí óôï ðáñüí ðñüâëçìá
Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò íá éó÷ýïõí óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet óôç ìéá ðëåõñÜ ôïõ ôïß÷ïõ êáé
óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Neumann óôçí Üëëç ðëåõñÜ êáé ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-ÌÁ6 (×ùñéóìüò ôùí Ìåôáâëçôþí, ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò Äïêïý): Óôéò
êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ (êáé ïé
äýï áõôÝò óôáèåñÝò íá äçëþíïíôáé ìå åíéáßá óýìâïëá óôç Mathematica!) æçôïýíôáé: (á) Ç ó÷åôéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò BeamPDE. (â) Ï ÷ùñéóìüò ìåôáâëçôþí êáé ç ìïñöÞ
ðïõ ðáßñíåé ìå áõôüí ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamPDE. (ã) Ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôùí áíôßóôïé÷ùí
äýï óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, ôçò ÷ùñéêÞò BeamODEx êáé ôçò ÷ñïíéêÞò BeamODEt, ìå
êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôçò óôáèåñÜò äéá÷ùñéóìïý ë. (ä) Óå ó÷üëéï comment8 ç ëåðôïìåñÞò åðåîÞ-
ãçóç ôçò ðéï ðÜíù åðéëïãÞò ôçò óôáèåñÜò äéá÷ùñéóìïý ë. (å) Ç åðßëõóç ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò BeamODEx êáé ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç Xs1(x). (óô) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò óõ-
íáñôÞóåùò Xs1(x) óå áðëïðïéçìÝíç õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ Xs2(x) (ìå áðëïðïßçóç).
(æ) Ç áðåõèåßáò ãñáöÞ ôçò ßäéáò ëýóåùò óôç óõíÞèç ìïñöÞ ôçò, ç ïðïßá äçëþíåôáé åäþ ìå ôç
óõíÜñôçóç Xs(x), êáé ç åðáëÞèåõóÞ ôçò (ðÜëé ìå áðëïðïßçóç). (ç) ÔÝëïò ç äÞëùóç ôùí ôåóóÜñùí
óõíïñéáêþí óõíèçêþí CantileverBCs ãéá ôç óõíÜñôçóç Xs(x) óå ðñüâïëï ìå 0 ≤ x ≤ L ìå ôçí
ðÜêôùóç óôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L.



à Notebook EMIII-MA

ËÕÓÅÉÓ ÔÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ EMIII-MA

(ÁÓÊÇÓÅÉÓ EMIII-MA1 ÅÙÓ ÅÌÉÉÉ-ÌA6)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
à ÁÓÊÇÓÇ ÅMIII-MÁ1 (ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÔÏÕ LAPLACE ÊÁÉ ÔÏÕ POISSON, 

ÌÇ×ÁÍÉÊÇ ÔÙÍ ÕËÉÊÙÍ, ÓÔÑÅØÇ)

In[2]:= LaplacePDE2 = D@u@x, yD, 8x, 2<D + D@u@x, yD, 8y, 2<D ä 0

Out[2]= uH0,2LHx, yL+ uH2,0LHx, yL == 0
In[3]:= LaplacePDE3 = D@u@x, y, zD, 8x, 2<D + D@u@x, y, zD, 8y, 2<D + D@u@x, y, zD, 8z, 2<D ä 0

Out[3]= uH0,0,2LHx, y, zL+ uH0,2,0LHx, y, zL + uH2,0,0LHx, y, zL == 0
In[4]:= sol2 = DSolve@LaplacePDE2, u@x, yD, 8x, y<D
Out[4]= 88uHx, yLØ c1@Â x + yD+ c2@y - Â xD<<
In[5]:= us@x_, y_D = sol2P1, 1, 2T
Out[5]= c1@Â x + yD + c2@y - Â xD
In[6]:= ver2 = LaplacePDE2 ê. u Æ us1

Out[6]= us1H0,2LHx, yL + us1H2,0LHx, yL == 0
In[7]:= sol3 = DSolve@LaplacePDE3, u@x, y, zD, 8x, y, z<D
Out[7]= DSolve@uH0,0,2LHx, y, zL+ uH0,2,0LHx, y, zL + uH2,0,0LHx, y, zL == 0, uHx, y, zL, 8x, y, z<D
In[8]:= comment1 = "Ç ìÝèïäïò åðéëýóåùò ôçò ôñéäéÜóôáôçò

åîéóþóåùò ôïõ Laplace ìå ôçí åíôïëÞ DSolve äåí åßíáé åðéôõxÞò. Áõôü

óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç åîßóùóç áõôÞ äå äéáèÝôåé áðëÞ êëåéóôÞ ãåíéêÞ ëýóç.";

In[9]:= WhereLaplacePDEAppears = 8"Äõíáìéêü âáñýôçôáò", "Èåñìïêñáóßá óå ìüíéìç êáôÜóôáóç",
"Äõíáìéêü ôáxýôçôáò", "ÓõíÜñôçóç ñïÞò HÞ ñïúêÞ óõíÜñôçóçL",
"ÓõíÜñôçóç óôñåâëþóåùò", "Õäñáõëéêü öïñôßï HÞ äéáöïñÜ ðéåæïìåôñéêÞò óôÜèìçòL",
"¢èñïéóìá ïñèþí ôÜóåùí êáé êõñßùí ôÜóåùí"<;

In[10]:= TorsionPDE = D@u@x, yD, 8x, 2<D + D@u@x, yD, 8y, 2<D ä -2 Gq

Out[10]= uH0,2LHx, yL+ uH2,0LHx, yL == -2Gq

In[11]:= solt = DSolve@TorsionPDE, u@x, yD, 8x, y<D
Out[11]= 88uHx, yLØ -Gq x2 + c1@Â x + yD + c2@y - Â xD<<
In[12]:= ust@x_, y_D = soltP1, 1, 2T
Out[12]= -Gq x2 + c1@Â x + yD + c2@y - Â xD
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In[13]:= vert = TorsionPDE ê. u Æ ust

Out[13]= True

In[14]:= CharTorsionPDE = 8"ÄéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò",

"ÄåõôÝñáò ôÜîåùò", "ÃñáììéêÞ", "Ìç ïìïãåíÞò", "Ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò",
"Ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò", "Åëëåéðôéêïý ôýðïõ", "Åîßóùóç Poisson"<;

In[15]:= 8txz@x_, y_D = D@ust@x, yD, yD, tyz@x_, y_D = - D@ust@x, yD, xD<
Out[15]= 8c1£ HÂ x + yL+ c2£ Hy - Â xL, 2Gq x - Â c1£ HÂ x + yL + Â c2£ Hy - Â xL<
In[16]:= EquilibriumEquationVerification = D@txz@x, yD, xD + D@tyz@x, yD, yD ä 0

Out[16]= True

à ÁÓÊÇÓÇ ÅMIII-ÌÁ2 (ÄÉÁÑÌÏÍÉÊÇ ÅÎÉÓÙÓÇ, ÐËÁÊÅÓ)

In[17]:= BiharmonicPDE = D@w@x, yD, 8x, 4<D + 2 D@w@x, yD, 8x, 2<, 8y, 2<D + D@w@x, yD, 8y, 4<D ä 0

Out[17]= wH0,4LHx, yL+ 2wH2,2LHx, yL+wH4,0LHx, yL == 0
In[18]:= StaticPlatePDE1 = D@w@x, yD, 8x, 4<D + 2 D@w@x, yD, 8x, 2<, 8y, 2<D + D@w@x, yD, 8y, 4<D ä p@x, yD êDp

Out[18]= wH0,4LHx, yL+ 2wH2,2LHx, yL+wH4,0LHx, yL == pHx, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Dp

In[19]:= StaticPlatePDE2 = BiharmonicPDEP1T ä p@x, yD êDp

Out[19]= wH0,4LHx, yL+ 2wH2,2LHx, yL+wH4,0LHx, yL == pHx, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Dp

In[20]:= ver = StaticPlatePDE1 == StaticPlatePDE2

Out[20]= True

In[21]:= DynamicPlatePDE = D@w@x, y, tD, 8x, 4<D + 2 D@w@x, y, tD, 8x, 2<, 8y, 2<D +
D@w@x, y, tD, 8y, 4<D + HrhL êDp D@w@x, y, tD, 8t, 2<D ä p@x, y, tD êD

Out[21]=
rhwH0,0,2LHx, y, tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Dp
+wH0,4,0LHx, y, tL+ 2wH2,2,0LHx, y, tL+ wH4,0,0LHx, y, tL == pHx, y, tL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
D

In[22]:= DSolve@BiharmonicPDE, w@x, yD, 8x, y<D
Out[22]= DSolve@wH0,4LHx, yL+ 2wH2,2LHx, yL+wH4,0LHx, yL == 0, wHx, yL, 8x, y<D
In[23]:= comment2 =

"Ç ìÝèïäïò åðéëýóåùò ôçò äéäéÜóôáôçò äéáñìïíéêÞò åîéóþóåùò ìå ôçí åíôïëÞ DSolve äåí

åßíáé åðéôõxÞò, ðáñüëï ðïõ áõôÞ äéáèÝôåé áðëÞ êëåéóôÞ ãåíéêÞ ëýóç, ç ïðïßá êáé
áíáöÝñåôáé áìÝóùò ðáñáêÜôù óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé ìéá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç.
Áõôü óõìâáßíåé áðëÜ, åðåéäÞ ç Mathematica äåí Ýxåé ðñïãñáììáôéóèåß êáôÜëëçëá.";

In[24]:= ws@x_, y_D = Hx + ‰ yL f@x + ‰ yD + Hx - ‰ yL f@x - ‰ yD + g@x + ‰ yD + g@x - ‰ yD
Out[24]= Hx - Â yL f Hx - Â yL+ Hx + Â yL f Hx + Â yL+ gHx - Â yL+ gHx + Â yL
In[25]:= ver = BiharmonicPDE ê. w Æ ws êê Simplify

Out[25]= True
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In[26]:= DataList = 8E0 = 106 N êm2, n = 0.32, h = 0.15 m<
Out[26]= : 1000000N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m2 , 0.32, 0.15m>

In[27]:= Dp = E0 * h3 ê H12 H1 - n2LL
Out[27]= 313.336m N

In[28]:= comment3 = "Ç óõíçèéóìÝíç ìïíÜäá ôçò äõóêáìøßáò ðëÜêáò åßíáé N m.";

à ÁÓÊÇÓÇ ÅMIII-ÌÁ3 (ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÏÕ LAPLACE, ÄÉÁÑÌÏÍÉÊÇ 

ÅÎÉÓÙÓÇ, ÐËÁÊÅÓ)

In[29]:= Needs@"Calculus`VectorAnalysis "̀D
In[30]:= SetCoordinates@Cartesian@x, y, zDD
Out[30]= CartesianHx, y, zL
In[31]:= LaplacePDE2 = Laplacian@u@x, yDD ä 0

Out[31]= uH0,2LHx, yL+ uH2,0LHx, yL == 0
In[32]:= LaplacePDE3 = Laplacian@u@x, y, zDD ä 0

Out[32]= uH0,0,2LHx, y, zL+ uH0,2,0LHx, y, zL + uH2,0,0LHx, y, zL == 0
In[33]:= BiharmonicPDE2 = Biharmonic@u@x, yDD ä 0

Out[33]= uH0,4LHx, yL+ 2 uH2,2LHx, yL + uH4,0LHx, yL == 0
In[34]:= BiharmonicPDE3 = Biharmonic@u@x, y, zDD ä 0

Out[34]= uH0,0,4LHx, y, zL+ 2 uH0,2,2LHx, y, zL+ uH0,4,0LHx, y, zL + 2 uH2,0,2LHx, y, zL+ 2 uH2,2,0LHx, y, zL + uH4,0,0LHx, y, zL == 0
In[35]:= comment4 = "Íáé, óôçí ÔñéäéÜóôáôç Åëáóôéêüôçôá õðÜñxïõí óõíáñôÞóåéò ðïõ åðáëçèåýïõí

ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace, ð.x. ïé ôÝóóåñéò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò ö0, ö1, ö2 êáé ö3.";

In[36]:= StaticPlatePDE = Biharmonic@w@x, yDD ä p@x, yD êD

Out[36]= wH0,4LHx, yL+ 2wH2,2LHx, yL+wH4,0LHx, yL == pHx, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

D

In[37]:= DynamicPlatePDE = Biharmonic@w@x, y, tDD ä Hp@x, yD - rh D@p@x, y, tD, 8t, 2<DL êD

Out[37]= wH0,4,0LHx, y, tL + 2wH2,2,0LHx, y, tL+ wH4,0,0LHx, y, tL == pHx, yL- rh pH0,0,2LHx, y, tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

D

In[38]:= SetCoordinates@Spherical@r, q, fDD
Out[38]= SphericalHr, q, fL
In[39]:= LaplaceSphericalPDE = Laplacian@u@r, q, fDD ä 0

Out[39]=
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r2

HcscHqL HsinHqL uH2,0,0LHr, q, fL r2 + 2 sinHqL uH1,0,0LHr, q, fL r +
cscHqL uH0,0,2LHr, q, fL+ cosHqL uH0,1,0LHr, q, fL + sinHqL uH0,2,0LHr, q, fLLL == 0
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à ÁÓÊÇÓÇ ÅMIII-MÁ4 (ÌÏÍÏÄÉÁÓÔÁÔÇ ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÏÕ ÊÕÌÁÔÏÓ, 

ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÏÕ ÊÁËÙÄÉÏÕ)

In[40]:= CablePDE = D@u@x, tD, 8x, 2<D ä 1 êc2 D@u@x, tD, 8t, 2<D
Out[40]= uH2,0LHx, tL == uH0,2LHx, tL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

In[41]:= ProblemsList = 8"Ðñüâëçìá åãêÜñóéùí éäéïôáëáíôþóåùí xïñäÞò",

"Ðñüâëçìá áîïíéêþí HÞ äéáìÞêùíL éäéïôáëáíôþóåùí ñÜâäïõ",
"Ðñüâëçìá óôñåðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí ñÜâäïõ"<;

In[42]:= comment5 = "¸xåé ðñïóåããéóôéêÜ õðïôåèåß ðùò ôï êáëþäéï äåí Ýxåé êáèüëïõ äõóêáìøßá.";

In[43]:= solc = DSolve@CablePDE, u@x, tD, 8x, t<D êê PowerExpand

Out[43]= ::uHx, tLØ c1Bt + x
ÅÅÅÅÅÅ
c
F+ c2Bt - x

ÅÅÅÅÅÅ
c
F>>

In[44]:= uc@x_, t_D = solc@@1, 1, 2DD
Out[44]= c1Bt + x

ÅÅÅÅÅÅ
c
F+ c2Bt - x

ÅÅÅÅÅÅ
c
F

In[45]:= ver = CablePDE ê. u Æ uc êê Simplify

Out[45]= True

In[46]:= ListYes = 8"Åîßóùóç ôçò xïñäÞò Þ ôïõ êáëùäßïõ",

"Åîßóùóç ôïõ Laplace", "Åîßóùóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Prandtl"<;
In[47]:= ListNo = 8"Åîßóùóç ôçò äéáxýóåùò", "Åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò-äéáxýóåùò",

"Åîßóùóç ôçò ìåôáãùãÞò-äéáxýóåùò–áðïäïìÞóåùò", "ÄéáñìïíéêÞ åîßóùóç",
"ÓôáôéêÞ åîßóùóç ôçò ðëÜêáò", "ÄõíáìéêÞ åîßóùóç ôçò ðëÜêáò"<;

In[48]:= CableBCs = 8u@0, tD ä 0, u@L, tD ä 0<
Out[48]= 8uH0, tL == 0, uHL, tL == 0<
In[49]:= uL@x_, y_D = us@x, yD ê. c Æ ‰

Out[49]= c1@Â x + yD + c2@y - Â xD
à ÁÓÊÇÓÇ ÅMIII-ÌÁ5 (ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÇÓ ÄÉÁ×ÕÓÅÙÓ, ÌÅÔÁÄÏÓÇ 

ÈÅÑÌÏÔÇÔÁÓ)

In[50]:= DiffusionPDE = D@u@x, tD, 8x, 2<D ä H1 êa2L D@u@x, tD, tD
Out[50]= uH2,0LHx, tL == uH0,1LHx, tL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a2

In[51]:= DiffusionPDE2 = D@u@x, y, tD, 8x, 2<D + D@u@x, y, tD, 8y, 2<D ä H1 êa2L D@u@x, y, tD, tD
Out[51]= uH0,2,0LHx, y, tL+ uH2,0,0LHx, y, tL == uH0,0,1LHx, y, tL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a2
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In[52]:= DiffusionPDE3 =
D@u@x, y, z, tD, 8x, 2<D + D@u@x, y, z, tD, 8y, 2<D + D@u@x, y, z, tD, 8z, 2<D ä H1 êa2L D@u@x, y, z, tD, tD

Out[52]= uH0,0,2,0LHx, y, z, tL + uH0,2,0,0LHx, y, z, tL+ uH2,0,0,0LHx, y, z, tL == uH0,0,0,1LHx, y, z, tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a2

In[53]:= u@x_, t_D = X@xD T@tD
Out[53]= THtL XHxL
In[54]:= DiffusionPDE

Out[54]= THtL X ££HxL == XHxLT £HtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a2

In[55]:= SeparatedDiffusionPDE = DiffusionPDEP1T êu@x, tD == DiffusionPDE@@2DD êu@x, tD
Out[55]=

X ££HxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
XHxL ==

T £HtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a2 THtL

In[56]:= odex = X''@xD + p2  X@xD ä 0

Out[56]= XHxL p2 + X ££HxL == 0
In[57]:= odet = T'@tD + a2 p2 T@tD ä 0

Out[57]= a2 THtL p2 + T £HtL == 0
In[58]:= solx = DSolve@odex, X@xD, xD
Out[58]= 88XHxLØ c1 cosHp xL + c2 sinHp xL<<
In[59]:= Xs@x_D = solxP1, 1, 2T
Out[59]= c1 cosHp xL+ c2 sinHp xL
In[60]:= verx = odex ê. X Æ Xs êê Simplify

Out[60]= True

In[61]:= solt = DSolve@odet, T@tD, tD
Out[61]= 99THtLØ ‰-a2 p2 t c1==
In[62]:= Ts@t_D = soltP1, 1, 2T
Out[62]= ‰-a2 p2 t c1

In[63]:= vert = odet ê. T Æ Ts

Out[63]= True

In[64]:= DiffusionProblemsList = 8"ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò", "ÅäáöïìçxáíéêÞ óôç Èåùñßá ÓôåñåïðïéÞóåùò",
"ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÌçxáíéêÞ óôç äéÜxõóç ñýðïõ"<;

In[65]:= HeatTransferDirichletBCs = 8X@0D ä Q1, X@LD ä Q2<
Out[65]= 8XH0L == Θ1, XHLL == Θ2<
In[66]:= HeatTransferNeumannBCs = 8X'@0D ä 0, X'@LD ä 0<
Out[66]= 8X £H0L == 0, X £HLL == 0<
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In[67]:= comment6 = "Ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Neumann Hìå ìçäÝí äåîéÜL óôï ðáñüí ðñüâëçìá
Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò äçëþíåé ôÝëåéá ðëåõñéêÞ ìüíùóç ôïõ ôïßxïõ.";

In[68]:= comment7 = "Íáé, áðü öõóéêÞò áðüøåùò åßíáé äõíáôüí. ÅÜí ç ìßá ðëåõñÜ ôïõ ôïßxïõ Ýxåé
êáèïñéóìÝíç èåñìïêñáóßá, åíþ ç Üëëç Ýxåé ôÝëåéá ìüíùóç, ôüôå óôçí ðñþôç ðëåõñÜ èá

éóxýåé óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet, åíþ óôç äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Neumann.";

à ÁÓÊÇÓÇ ÅMIII-ÌÁ6 (×ÙÑÉÓÌÏÓ ÔÙÍ ÌÅÔÁÂËÇÔÙÍ, ÊÁÌÐÔÉÊÅÓ 

ÉÄÉÏÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÄÏÊÏÕ)

In[69]:= BeamPDE = EI D@w@x, tD, 8x, 4<D + rA D@w@x, tD, 8t, 2<D ä 0

Out[69]= rAwH0,2LHx, tL +EIwH4,0LHx, tL == 0
In[70]:= w@x_, t_D = X@xDT@tD;
In[71]:= BeamPDE

Out[71]= rA XHxLT ££HtL +EITHtL X H4LHxL == 0
In[72]:= SeparatedBeamPDE = BeamPDEP1T êw@x, tD ä 0 êê Simplify

Out[72]=
rAT ££HtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

THtL +
EI X H4LHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

XHxL == 0

In[73]:= BeamODEx = X''''@xD - b4  X@xD ä 0;

In[74]:= BeamODEt = T''@tD + w2  T@tD ä 0;

In[75]:= comment8 =
"Ç óôáèåñÜ äéáxùñéóìïý ë åðéëÝxèçêå åäþ óáí ë = -ñÁ ù2, Ýôóé þóôå ç ðéï ðÜíù xñïíéêÞ

äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamODEt íá Ýxåé ôñéãùíïìåôñéêÝò êáé üxé õðåñâïëéêÝò ëýóåéò. Ïé

õðåñâïëéêÝò ëýóåéò åßíáé ðñïöáíþò åíôåëþò áðáñÜäåêôåò óå êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò
êáé ãåíéêüôåñá óå åëåýèåñåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý. Óçìåéþíåôáé åðßóçò

üôé óôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamODEx Ýxïõìå â4 = ñA ù2êHÅÉL.";
In[76]:= solx = DSolve@BeamODEx, X@xD, xD
Out[76]= 88XHxLØ ‰-x b c2 + ‰x b c4 + c1 cosHx bL + c3 sinHx bL<<
In[77]:= Xs1@x_D = solxP1, 1, 2T
Out[77]= ‰-x b c2 + ‰x b c4 + c1 cosHx bL+ c3 sinHx bL
In[78]:= Xs2@x_D = Xs1@xD êê ExpToTrig êê Simplify

Out[78]= c1 cosHx bL + Hc2 + c4L coshHx bL+ c3 sinHx bL+ Hc4 - c2L sinhHx bL
In[79]:= Xs@x_D = A Cosh@b xD + B Sinh@b xD + C Cos@b xD + D Sin@b xD
Out[79]= C cosHx bL +A coshHx bL +D sinHx bL+ B sinhHx bL
In[80]:= ver = BeamODEx ê. X Æ Xs êê Simplify

Out[80]= True

In[81]:= CantileverBCs = 8X''@0D ä 0, X'''@0D ä 0, X@LD ä 0, X'@LD ä 0<;
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146 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS III ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉÉ-MB

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MB1 (Åîßóùóç ôïõ Êýìáôïò): Må ôá óõíçèéóìÝíá óýìâïëá, ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç
ôïõ óõìâüëïõ ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ∂ (÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ðáëÝôáò) êáé åðßóçò ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç
ôïõ ðáêÝôïõVector Analysis æçôïýíôáé: (á) Ç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïòWavePDE1 (ìå
ôç ÷ùñéêÞ ðáñÜãùãï áñéóôåñÜ êáé ôç ÷ñïíéêÞ äåîéÜ) êáèþò êáé ïé ó÷åôéêÝò äéäéÜóôáôç åîßóùóç êáé
ôñéäéÜóôáóôç åîßóùóç WavePDE2 êáé WavePDE3 áíôßóôïé÷á. (â) Ãéá ôç ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç
WavePDE1 æçôïýíôáé üëïé ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò óå ëßóôáCharWavePDE1. (ã) Åðßóçò æçôïýíôáé óå
ëßóôáWhereWavePDE1Appears ïé åîéóþóåéò (ìå ëÝîåéò!) Þ/êáé ôá ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç-
÷áíéêïý üðïõ áõôÞ áðáíôÜôáé. (ä) Óå ó÷üëéï comment1 æçôåßôáé íá áíáöåñèåß óå ðïéï ðñüâëçìá
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôéò Èåìåëéþóåéò ðáñïõóéÜæåôáé ç ìç ïìïãåíÞò ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç
ôïõ êýìáôïò. (å) Íá âñåèïýí ç ëýóç sol ôçò ìïíïäéÜóôáôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïòWavePDE1 (ìå
÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò PowerExpand êáé ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç us(x, t). Íá ãßíåé åðßóçò åðáëÞèåõóç
ver ôçò ëýóåùò áõôÞò ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. (óô) Ãéá ôçí ßäéá åîßóùóç WavePDE1
æçôåßôáé ç áíôßóôïé÷ç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ Laplace åîßóùóç LaplaceTransformedWavePDE1.
(æ) Óôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí æçôåßôáé íá ïñéóèåß êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç usv(x, t)
ãéá ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí x êáé t êáé íá âñåèåß ç ó÷åôéêÞ åîßóùóç SeparatedWavePDE1. Óôç
óõíÝ÷åéá, äéáéñþíôáò êáé ôá äýï ìÝëç (÷ùñéóôÜ!) ôçò åîéóþóåùòSeparatedWavePDE1 ìå ôç óõíÜñ-
ôçóç usv(x, t), íá ãßíåé êáé ï ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí ìå íÝá åîßóùóç ôç SeparatedWavePDE1a.
(ç) Íá ãñáöïýí êáôåõèåßáí (ü÷é íá õðïëïãéóèïýí!) ïé ó÷åôéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò odex
(ãéá ôç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ x) êáé odet (ãéá ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ t). ÔÝëïò æçôåßôáé íá õðïëïãéóèïýí
êáé ïé ëýóåéò ôïõò solx êáé solt áíôßóôïé÷á.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MB2 (Åäáöïìç÷áíéêÞ: ÄéÞèçóç): Óôçí Åäáöïìç÷áíéêÞ (Soil Mechanics) èå-
ùñïýìå ôï öáéíüìåíï ôçò äéçèÞóåùò (seepage) óå áíéóüôñïðï Ýäáöïò ìå óõíôåëåóôÝò äéáðåñá-
ôüôçôáò ôïõ åäÜöïõò kx oñéæüíôéá êáé kz êáôáêüñõöá. Ìå ôï óõíçèéóìÝíï óõìâïëéóìü æçôïý-
íôáé: (á) Íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ äéäéÜóôáôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò Anisotropic-
SoilSeepagePDE ùò ðñïò ôï õäñáõëéêü öïñôßï (Þ äéáöïñÜ ðéåæïìåôñéêÞò óôÜèìçò) h(x, z) êáé íá
âñåèåß ç ëýóç ôçò sol. (â) Íá ïñéóèåß ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç hs(x, z) êáé íá ãßíåé ç åðáëÞèåõóç ver
üôé ðñüêåéôáé ãéá ëýóç ôçò ðéï ðÜíù åîéóþóåùò (ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò). (ã) Íá ïñé-
óèåß êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
AnisotropicSoilSeepagePDE ìÝóù ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò. (ä) Óôç óõíÝ÷åéá íá ðñïóäéïñé-
óèåß ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ áõôÞ åîßóùóç CharEq (äõóôõ÷þò åäþ ðïëëáðëáóéáóìÝíç ìå üñï ðïõ íá
ðåñéÝ÷åé ðáñÜãùãï ôçò óõíáñôÞóåùò ðïõ äïêéìÜæïõìå!) ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò.
(å) Íá âñåèïýí ïé äýï ëýóåéò solì ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò CharEq êáé ìåôÜ íá ïñéóèïýí
÷ùñéóôÜ ì1 êáé ì2 óå ëßóôá ìå äýï óôïé÷åßá. (óô) Íá ïñéóèåß êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç hg ãéá ôç ãåíéêÞ
ëýóç ôçò åîéóþóåùòAnisotropicSoilSeepagePDE êáé íá ãßíåé åðáëÞèåõóÞ ôçò (ìå áðëïðïßçóç ôïõ
áðïôåëÝóìáôïò). (æ) Íá áíáöåñèåß óå ó÷üëéï DarcyLaw ï íüìïò ôïõ Darcy (1856) óôçí Åäáöïìç-
÷áíéêÞ. (ç) ÔÝëïò áðü ôç óõíÜñôçóç hg íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíéóôþóåò vx êáé vz ôçò ôá÷ýôçôáò
ôïõ íåñïý ìÝóá óôï Ýäáöïò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MB3 (ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ: Åîßóùóç ÌåôáãùãÞò--Äéá÷ýóåùò): Óå ìå-
ôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ôáõôü÷ñïíá (i) ìå ìåôáãùãÞ êáé (ii) ìå äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ æç-
ôïýíôáé: (á) Ìå ôá óõíçèéóìÝíá óýìâïëá ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ConvectionDiffusionPDE. (â) Óå ëßóôá CharConvectionDiffusionPDE ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñé-
óìïß ôçò. (ã) Ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôçò åîéóþóåùò ôçò ìåôáãùãÞò ConvectionPDEa êáèþò êáé
åíáëëáêôéêÜ ç åýñåóÞ ôçò ConvectionPDEb áðü ôç ãåíéêüôåñç åîßóùóç ConvectionDiffusionPDE.
(ä) Ç óýãêñéóç comparison1 ôùí áðïôåëåóìÜôùí ìå ôç ãñáöÞ êáé ôçò åîüäïõ ôçò Mathemat-
ica. (å) Ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò DiffusionPDEa êáèþò êáé ç åýñåóÞ
ôçò DiffusionPDEb áðü ôçí åîßóùóç ConvectionDiffusionPDE. (óô) Ç óýãêñéóç comparison2 ôùí
áðïôåëåóìÜôùí ðÜëé ìå ôç ãñáöÞ êáé ôçò åîüäïõ ôçò Mathematica. (æ) ÐñïóðÜèåéá Üìåóçò
åðéëýóåùò ôçò åîéóþóåùò DiffusionPDEa êáé ôï ó÷åôéêü ëåðôïìåñÝò ó÷üëéï comment2 ãéá ôçí



ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÉÉ: ÅÊÖÙÍÇÓÅÉÓ ÔÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ ÔÙÍ NOTEBOOKS (ÁóêÞóåéò) 147

åðéôõ÷ßá Þ ìç ôçò ðñïóðÜèåéáò áõôÞò êáé ôï ó÷åôéêü ëüãï. (ç) ÔÝëïò ãéá ôçí áñ÷éêÞ--ãåíéêÞ åîß-
óùóç ConvectionDiffusionPDE æçôåßôáé êáé ç áíôßóôïé÷ç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ Laplace åîßóùóç
LaplaceTransformedConvectionDiffusionPDE.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MB4 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá: ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç ôïõ
Airy): Óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (Mechanics of Materials, ðïõ êáëåßôáé åðßóçò êáé Áíôï÷Þ ôùí
Õëéêþí: Strength of Materials) èåùñïýìå ôï åðßðåäï åëáóôéêü ðñüâëçìá (÷ùñßò üìùò äõíÜìåéò ìÜ-
æáò). Æçôïýíôáé: (á) Ïé ó÷åôéêÝò åîéóþóåéò éóïññïðßáò PlaneElasticityEquilibriumEquations. (â) Ç
åîßóùóç óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí StressWrittenPlaneElasticityCompatibilityEquation
ãñáììÝíç üìùò åäþ óôçí ôåëéêÞ ôçò êáé áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ ìå ôÜóåéò. (ã) Ìå âÜóç ôá äýï
ðñïçãïýìåíá åñùôÞìáôá ôï ó÷åôéêü óýóôçìá åîéóþóåùí PlaneElasticitySystemOfEquations óå
ëßóôá ìå ôñßá áêñéâþò óôïé÷åßá. Ôþñá ìå ôç âïÞèåéá ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò (Þ ôáóåïóõíáñôÞ-
óåùò, stress function) ôïõ Airy æçôïýíôáé (ä) ïé ïñèÝò ôÜóåéò êáé (å) ç äéáôìçôéêÞ ôÜóç. (óô) ¸ëåã-
÷ïò ôçò éó÷ýïò ôïõ óõóôÞìáôïò PlaneElasticitySystemOfEquations. (æ) Ôþñá íá ãñáöïýí óå ëßóôá
AiryStressFunctionMainAdvantages ôá äýï âáóéêÜ ðëåïíåêôÞìáôá ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ
Airy. (ç) ÔÝëïò íá ãñáöïýí óå áíôßóôïé÷ç ëßóôá AiryStressFunctionMainDisadvantages êáé ôá ôñßá
âáóéêÜ ìåéïíåêôÞìáôá ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MB5 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò Äïêïý): Èå-
ùñïýìå ìéá óõíÞèç äïêü óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí. Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óõíçèéóìÝíùí óõìâü-
ëùí æçôïýíôáé: (á) Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò BoundaryConditions1 ãéá ôç ó÷åôéêÞ ÷ùñéêÞ óõíÞèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç óå áìößðáêôç äïêü. ÁíÜëïãáBoundaryConditions2 ãéá áìöéÝñåéóôç äïêü. Åðß-
óçò BoundaryConditions3 ãéá äïêü ìå ðÜêôùóç áñéóôåñÜ êáé êýëéóç äåîéÜ. (â) Óôç óõíÝ÷åéá ãéá
ðñüâïëï ìå ðÜêôùóç äåîéÜ, ãéá äïêü ìå Üñèñùóç áñéóôåñÜ êáé åëåýèåñï Üêñï äåîéÜ êáé ôÝëïò ãéá
áðüëõôá åëåýèåñç äïêü. (ã) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõòBeamPDE ÷ùñßò
åîùôåñéêÞ öüñôéóç. (ä) Ç óõíÜñôçóç vs(x, t) ãéá ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí ìå ôç ÷ñïíéêÞ óõíÜñ-
ôçóç íá õðïôßèåôáé åîáñ÷Þò ôçò ìïñöÞò cos (ùt − á) êáé ç ó÷åôéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç
BeamODEx0 ãéá ôç ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç X(x). (å) Áðü ôçí åîßóùóç BeamODEx0 ç ôåëéêÞ åîßóùóç
BeamODEx ãéá ôçí ßäéá óõíÜñôçóç X(x). (óô) Ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôçò ëýóåùò Xs(x) ôçò åîéóþóåùò
BeamODEx óå õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. (æ) Ãéá äïêü ìå ðÜêôùóç--êýëéóç óôá Üêñá ôçò
ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò Xs(x) êáé ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí BoundaryConditions3 ç åýñåóç
ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ó÷åôéêþí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôéò óôáèåñÝò óôç ëýóç Xs(x).
(ç) Óå Ýíá ëåðôïìåñÝò ó÷üëéï procedure (óå ðåíÞíôá ðåñßðïõ ëÝîåéò) ç ðåñéãñáöÞ ôçò äéáäéêáóßáò
ãéá ôçí åýñåóç ôùí éäéïôéìþí ân êáé óôç óõíÝ÷åéá êáé ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùíùn ôçò ðáñïýóáò äïêïý.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MB6 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò Äïêïý): Ãéá ôç
äïêü ìå ðÜêôùóç áñéóôåñÜ êáé êýëéóç äåîéÜ ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èÝìáôïò æçôïýíôáé åðßóçò: (á) Ç
êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôïõ ìçôñþïõBeamMatrix ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùíáãíþóôùíóõíôåëåóôþí ôçò
ëýóåùò Xs(x) êáé áðü áõôü ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç óå ìïñöÞ ïñßæïõóáòDetBeamMatrix
ßóçò ìå ôï ìçäÝí (ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò). (â) Ìå äéáßñåóç ìå êáôÜëëçëï ãéíüìåíï
ç åýñåóç ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò BeamCharEq óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ. Óçìåéþíåôáé üôé
áðü ôçí åîßóùóç áõôÞ (áðü ôéò ñßæåò ôçò) ìðïñïýí ôåëéêÜ íá ðñïêýøïõí ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ôùí
éäéïôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý. (ã) Ç ó÷åäßáóç óå åíéáßï ó÷Þìá ôùí äýï ó÷åôéêþí óõíáñôÞóåùí
tanh z êáé tan z ìå 0 ≤ z ≤ 10. (ä) Ïé áñ÷éêÝò ðñïóåããßóåéò zn ôùí áäéÜóôáôùí ðïóïôÞôùí ânL (ìå
zn = ânL) óôçí ðáñïýóá äïêü ìå ân ôéò ó÷åôéêÝò éäéïôéìÝò óå ìïñöÞ óõíáñôÞóåùò êáé óôç óõíÝ÷åéá
(å) ó÷åôéêüò ðßíáêáò Table1 ìå 10 óôïé÷åßá êáé ï áíôßóôïé÷ïò ðßíáêáò áñéèìçôéêþí ôéìþí Table1a
ìå áêñßâåéá 30 øçößá. (óô) Ðßíáêáò Table2 ôùí áñéèìçôéêþí ôéìþí zn ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò
FindRoot êáé áêñßâåéá åñãáóßáò 30 øçößá. (æ) Ðßíáêáò Table2a ìå óôïé÷åßá ìüíï ôéò áñéèìçôéêÝò
ôéìÝò ôùí ëýóåùí zn. (ç) Ðßíáêáò Table3 ìå óôïé÷åßá ôéò äéáöïñÝò ôùí ôåëéêþí áñéèìçôéêþí ôéìþí
zn ôïõ ðßíáêá Table2a êáé ôùí áñ÷éêþí ðñïóåããßóåþí ôïõò ôïõ ðßíáêá Table1a. Óå ó÷åôéêü ó÷üëéï
AccuracyComment, ôé áêñéâþòðáñáôçñåßôáé áðü ôéò äéáöïñÝò ôïõðßíáêá Table3; (è) ÔÝëïò ðïéåò
åßíáé ïé ßäéåò ïé éäéïóõ÷íüôçôåòùn ôçò äïêïý ìå ìÞêïò L, ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ êáé äõóêáìøßá ÅÉ;
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ËÕÓÅÉÓ ÔÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ EMIII-MB

(ÁÓÊÇÓÅÉÓ EMIII-MB1 ÅÙÓ ÅÌÉÉÉ-ÌÂ6)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
à ÁÓÊÇÓÇ EMIII-ÌÂ1 (ÅÎÉÓÙÓÇ ÔÏÕ ÊÕÌÁÔÏÓ)

In[2]:= WavePDE1 = D@u@x, tD, 8x, 2<D ä H1 êc2L D@u@x, tD, 8t, 2<D
Out[2]= uH2,0LHx, tL ==

uH0,2LHx, tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2

In[3]:= WavePDE2 = D@u@x, y, tD, 8x, 2<D + D@u@x, y, tD, 8y, 2<D ä H1 êc2L D@u@x, y, tD, 8t, 2<D
Out[3]= uH0,2,0LHx, y, tL + uH2,0,0LHx, y, tL ==

uH0,0,2LHx, y, tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2

In[4]:= WavePDE3 =
D@u@x, y, z, tD, 8x, 2<D + D@u@x, y, z, tD, 8y, 2<D + D@u@x, y, z, tD, 8z, 2<D ä H1 êc2L D@u@x, y, z, tD, 8t, 2<D

Out[4]= uH0,0,2,0LHx, y, z, tL + uH0,2,0,0LHx, y, z, tL + uH2,0,0,0LHx, y, z, tL ==
uH0,0,0,2LHx, y, z, tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2

In[5]:= CharWavePDE1 = 8"ÄéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò",

"ÄåõôÝñáò ôÜîåùò", "ÃñáììéêÞ", "ÏìïãåíÞò", "Ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò",
"Õðåñâïëéêïý ôýðïõ", "Ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò x êáé t"<;

In[6]:= WhereWavePDE1Appears = 8"Åîßóùóç ôçò xïñäÞò", "Åîßóùóç ôïõ êáëùäßïõ",

"ÁîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ", "ÓôñåðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ñÜâäïõ"<;
In[7]:= comment1 = "Ç ìç ïìïãåíÞò ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò ðáñïõóéÜæåôáé óå

åîáíáãêáóìÝíåò áîïíéêÝò HÞ äéáìÞêåéòL ôáëáíôþóåéò ðáóóÜëùí óôéò èåìåëéþóåéò";

In[8]:= sol = DSolve@WavePDE1, u@x, tD, 8x, t<D êê PowerExpand

Out[8]= ::uHx, tL Ø c1Bt +
x
ÅÅÅÅÅÅ
c
F + c2Bt -

x
ÅÅÅÅÅÅ
c
F>>

In[9]:= us@x_, t_D = solP1, 1, 2T
Out[9]= c1Bt +

x
ÅÅÅÅÅÅ
c
F + c2Bt -

x
ÅÅÅÅÅÅ
c
F

In[10]:= ver = WavePDE1 ê. u Æ us êê Simplify

Out[10]= True

In[11]:= LaplaceTransformedWavePDE1 = LaplaceTransform@WavePDE1, t, sD
Out[11]= LaplaceTransform@uH2,0LHx, tL, t, sD ==

LaplaceTransform@uHx, tL, t, sD s2 - uHx, 0L s - uH0,1LHx, 0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2

In[12]:= usv@x_, t_D := X@xD T@tD
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In[13]:= SeparatedWavePDE1 = WavePDE1 ê. u Æ usv

Out[13]= T HtLX ££HxL ==
XHxL T ££HtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2

In[14]:= SeparatedWavePDE1a = SeparatedWavePDE1P1T êusv@x, tD == SeparatedWavePDE1P2T êusv@x, tD
Out[14]=

X ££HxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
XHxL ==

T ££HtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 T HtL

In[15]:= odex = X''@xD + Hw cL2  X@xD ä 0

Out[15]= c2 XHxL w2 + X ££HxL == 0

In[16]:= odet = T''@tD + w2  T@tD ä 0

Out[16]= T HtL w2 + T ££HtL == 0

In[17]:= solx = DSolve@odex, X@xD, xD
Out[17]= 88XHxL Ø c1 cosHc x wL + c2 sinHc x wL<<
In[18]:= solt = DSolve@odet, T@tD, tD
Out[18]= 88T HtL Ø c1 cosHt wL + c2 sinHt wL<<
à ÁÓÊÇÓÇ EMIII-ÌÂ2 (ÅÄÁÖÏÌÇ×ÁÍÉÊÇ: ÄÉÇÈÇÓÇ)

In[19]:= AnisotropicSoilSeepagePDE = kx D@h@x, zD, 8x, 2<D + kz D@h@x, zD, 8z, 2<D ä 0

Out[19]= kz hH0,2LHx, zL + kx hH2,0LHx, zL == 0

In[20]:= sol = DSolve@AnisotropicSoilSeepagePDE, h@x, zD, 8x, z<D
Out[20]= ::hHx, zL Ø c1B è!!!!!!!!!!!!!!!!!

-kx kz x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

kx
+ zF + c2Bz -

è!!!!!!!!!!!!!!!!!
-kx kz x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
kx

F>>
In[21]:= hs@x_, z_D = solP1, 1, 2T
Out[21]= c1B è!!!!!!!!!!!!!!!!!

-kx kz x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

kx
+ zF + c2Bz -

è!!!!!!!!!!!!!!!!!
-kx kz x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
kx

F
In[22]:= ver = AnisotropicSoilSeepagePDE ê. h Æ hs êê Simplify

Out[22]= True

In[23]:= h0@x_, z_D := f@x + m zD
In[24]:= CharEq = AnisotropicSoilSeepagePDE ê. h Æ h0 êê Simplify

Out[24]= Hkz m2 + kxL f££Hx + z mL == 0

In[25]:= solm = Solve@CharEq, mD
InverseFunction::ifun :  Inverse functions are being used. Values may be lost for multivalued inverses.

Out[25]= ::m Ø -
Â
è!!!!!!!
kx

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!
kz

>, :m Ø
Â
è!!!!!!!
kx

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!
kz

>, :m Ø
InverseFunction@f££, 1, 1D@0D - x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

z
>>
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In[26]:= 8m1 = solm@@1, 1, 2DD, m2 = solm@@2, 1, 2DD<
Out[26]= :-

Â
è!!!!!!!
kx

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!
kz

,
Â
è!!!!!!!
kx

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!
kz

>
In[27]:= hg@x_, z_D = f1@x + m1 zD + f2@x + m2 zD
Out[27]= f1

ikjjjjx -
Â
è!!!!!!!
kx z

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!
kz

y{zzzz + f2
ikjjjjx +

Â
è!!!!!!!
kx z

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!
kz

y{zzzz
In[28]:= ver = AnisotropicSoilSeepagePDE ê. h Æ hg êê Simplify

Out[28]= True

In[29]:= DarcyLaw = "Ï ðåéñáìáôéêüò íüìïò ôïõ Darcy H1856L óôçí ÅäáöïìçxáíéêÞ ãéá ôï öáéíüìåíï ôçò
äéçèÞóåùò ìáò ëÝåé áðëÜ üôé ïé óõíéóôþóåò vx êáé vz ôçò öáéíïìåíéêÞò ìÝóçò ôáxýôçôáò H
ôçò ðáñïxÞò áíÜ ìïíÜäá åðéöáíåßáò ôïõ åäÜöïõò, ðïõ óõxíÜ êáëåßôáé êáé ôáxýôçôá
DarcyL ôïõ íåñïý ðïõ äéçèåßôáé ìÝóá óôï Ýäáöïò åßíáé áíÜëïãåò ôùí áíôßóôïéxùí

õäñáõëéêþí êëßóåùí HÞ âáèìßäùíL ix êáé iz , äçëáäÞ vx = kix êáé vz = kiz . Ï óõíôåëåóôÞò
áíáëïãßáò k åßíáé ï óõíôåëåóôÞò äéáðåñáôüôçôáò ôïõ åäÜöïõò êáé åîáñôÜôáé áðü ôï ßäéï
ôï Ýäáöïò. Ãéá áíéóüôñïðï Ýäáöïò ïé ôéìÝò ôïõ k åßíáé äéáöïñåôéêÝò óå êÜèå êáôåýèõíóç.";

In[30]:= 8vx@x_, z_D = -kx D@hg@x, zD, xD, vz@x_, z_D = -kz D@hg@x, zD, zD< êê Simplify

Out[30]= :-kx
ikjjjjf1£ikjjjjx -

Â
è!!!!!!!
kx z

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!
kz

y{zzzz + f2£ikjjjjx +
Â
è!!!!!!!
kx z

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!
kz

y{zzzzy{zzzz, Â
è!!!!!!!
kx

è!!!!!!!
kz

ikjjjjf1£ikjjjjx -
Â
è!!!!!!!
kx z

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!
kz

y{zzzz - f2£ikjjjjx +
Â
è!!!!!!!
kx z

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!
kz

y{zzzzy{zzzz>
à ÁÓÊÇÓÇ EMIII-ÌÂ3 (ÐÅÑÉÂÁËËÏÍÔÉÊÇ ÕÄÑÁÕËÉÊÇ: 

ÅÎÉÓÙÓÇ ÌÅÔÁÃÙÃÇÓ-ÄÉÁ×ÕÓÅÙÓ)

In[31]:= ConvectionDiffusionPDE = D@c@x, tD, tD + V D@c@x, tD, xD == Dm D@c@x, tD, 8x, 2<D
Out[31]= cH0,1LHx, tL + V cH1,0LHx, tL == Dm cH2,0LHx, tL
In[32]:= CharConvectionDiffusionPDE = 8"ÄéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò",

"ÄåõôÝñáò ôÜîåùò", "ÃñáììéêÞ", "ÏìïãåíÞò", "Ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò",

"Ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò x êáé t", "Ðáñáâïëéêïý ôýðïõ"<;
In[33]:= ConvectionPDEa = D@c@x, tD, tD + V D@c@x, tD, xD ä 0

Out[33]= cH0,1LHx, tL + V cH1,0LHx, tL == 0

In[34]:= ConvectionPDEb = ConvectionDiffusionPDE ê. Dm Æ 0

Out[34]= cH0,1LHx, tL + V cH1,0LHx, tL == 0

In[35]:= comparison1 = ConvectionPDEa == ConvectionPDEb

Out[35]= True

In[36]:= DiffusionPDEa = D@c@x, tD, tD == Dm D@c@x, tD, 8x, 2<D
Out[36]= cH0,1LHx, tL == Dm cH2,0LHx, tL
In[37]:= DiffusionPDEb = ConvectionDiffusionPDE ê. V Æ 0

Out[37]= cH0,1LHx, tL == Dm cH2,0LHx, tL
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In[38]:= comparison2 = DiffusionPDEa == DiffusionPDEb

Out[38]= True

In[39]:= DSolve@DiffusionPDEa, c@x, tD, 8x, t<D
Out[39]= DSolve@cH0,1LHx, tL == Dm cH2,0LHx, tL, cHx, tL, 8x, t<D
In[40]:= comment2 = "Ç åíôïëÞ DSolve äå ìðüñåóå íá ëýóåé ôçí

ðáñïýóá ìïíïäéÜóôáôç åîßóùóç ôçò äéáxýóåùò DiffusionPDEa, áðÝôõxå,

åðåéäÞ ç åîßóùóç áõôÞ äå äéáèÝôåé ëýóç óå áðëÞ áíáëõôéêÞ ìïñöÞ.";

In[41]:= LaplaceTransformedConvectionDiffusionPDE= LaplaceTransform@ConvectionDiffusionPDE, t, sD
Out[41]= -cHx, 0L + s LaplaceTransform@cHx, tL, t, sD + V LaplaceTransform@cH1,0LHx, tL, t, sD ==

DmLaplaceTransform@cH2,0LHx, tL, t, sD
à ÁÓÊÇÓÇ EMIII-ÌÂ4 (ÌÇ×ÁÍÉÊÇ ÔÙÍ ÕËÉÊÙÍ: ÅÐÉÐÅÄÇ 

ÅËÁÓÔÉÊÏÔÇÔÁ: ÔÁÓÉÊÇ ÓÕÍÁÑÔÇÓÇ ÔÏÕ AIRY)

In[42]:= PlaneElasticityEquilibriumEquations =8D@sx@x, yD, xD + D@txy@x, yD, yD ä 0, D@txy@x, yD, xD + D@sy@x, yD, yD ä 0<
Out[42]= 8txyH0,1LHx, yL + sxH1,0LHx, yL == 0, syH0,1LHx, yL + txyH1,0LHx, yL == 0<
In[43]:= StressWrittenPlaneElasticityCompatibilityEquation=

D@sx@x, yD + sy@x, yD, 8x, 2<D + D@sx@x, yD + sy@x, yD, 8y, 2<D ä 0

Out[43]= sxH0,2LHx, yL + syH0,2LHx, yL + sxH2,0LHx, yL + syH2,0LHx, yL == 0

In[44]:= PlaneElasticitySystemOfEquations = 8PlaneElasticityEquilibriumEquations,
StressWrittenPlaneElasticityCompatibilityEquation< êê Flatten

Out[44]= 8txyH0,1LHx, yL + sxH1,0LHx, yL == 0, syH0,1LHx, yL + txyH1,0LHx, yL == 0,
sxH0,2LHx, yL + syH0,2LHx, yL + sxH2,0LHx, yL + syH2,0LHx, yL == 0<

In[45]:= sx@x_, y_D = D@A@x, yD, 8y, 2<D
Out[45]= AH0,2LHx, yL
In[46]:= sy@x_, y_D = D@A@x, yD, 8x, 2<D
Out[46]= AH2,0LHx, yL
In[47]:= txy@x_, y_D = -D@A@x, yD, x, yD
Out[47]= -AH1,1LHx, yL
In[48]:= PlaneElasticitySystemOfEquations

Out[48]= 8True, True, AH0,4LHx, yL + 2AH2,2LHx, yL + AH4,0LHx, yL == 0<
In[49]:= AiryStressFunctionMainAdvantages =8"Ðåôýxáìå íá áíáãÜãïõìå Ýíá óýóôçìá ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò

ðáñáãþãïõò óå ìßá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.",
"Ìåéþóáìå åðßóçò ôïí áñéèìü ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí áðü ôñåéò óå ìßá."<;
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In[50]:= AiryStressFunctionMainDisadvantages =8"Ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy äåí Ýxåé öõóéêÞ óçìáóßá.", "H óxåôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç, åßíáé ôþñá ôåôÜñôçò ôÜîåùò.",
"Ìå ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy äõóêïëåýåôáé ç äÞëùóç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí."<;

à ÁÓÊÇÓÇ EMIII-ÌÂ5 (ÄÕÍÁÌÉÊÇ ÔÙÍ ÊÁÔÁÓÊÅÕÙÍ: 

ÊÁÌÐÔÉÊÅÓ ÉÄÉÏÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÄÏÊÏÕ)

In[51]:= BoundaryConditions1 = 8X@0D ä 0, X'@0D ä 0, X@LD ä 0, X'@LD ä 0< H* Áìößðáêôç äïêüò *L
Out[51]= 8XH0L == 0, X £H0L == 0, XHLL == 0, X £HLL == 0<
In[52]:= BoundaryConditions2 = 8X@0D ä 0, X''@0D ä 0, X@LD ä 0, X''@LD ä 0< H* ÁìöéÝñåéóôç äïêüò *L
Out[52]= 8XH0L == 0, X ££H0L == 0, XHLL == 0, X££HLL == 0<
In[53]:= BoundaryConditions3 = 8X@0D ä 0, X'@0D ä 0, X@LD ä 0, X''@LD ä 0<H* Äïêüò ìå ðÜêôùóç áñéóôåñÜ êáé êýëéóç äåîéÜ *L
Out[53]= 8XH0L == 0, X £H0L == 0, XHLL == 0, X ££HLL == 0<
In[54]:= BoundaryConditions4 = 8X''@0D ä 0, X'''@0D ä 0, X@LD ä 0, X'@LD ä 0<H* Ðñüâïëïò ìå ðÜêôùóç äåîéÜ *L
Out[54]= 8X ££H0L == 0, X H3LH0L == 0, XHLL == 0, X£HLL == 0<
In[55]:= BoundaryConditions5 = 8X@0D ä 0, X''@0D ä 0, X''@LD ä 0, X'''@LD ä 0<H* Äïêüò ìå Üñèñùóç áñéóôåñÜ êáé åëåýèåñï Üêñï äåîéÜ *L
Out[55]= 8XH0L == 0, X ££H0L == 0, X ££HLL == 0, X H3LHLL == 0<
In[56]:= BoundaryConditions6 =8X''@0D ä 0, X'''@0D ä 0, X''@LD ä 0, X'''@LD ä 0< H* Áðüëõôá åëåýèåñç äïêüò *L
Out[56]= 8X ££H0L == 0, X H3LH0L == 0, X ££HLL == 0, X H3LHLL == 0<
In[57]:= BeamPDE = EI D@v@x, tD, 8x, 4<D + rA D@v@x, tD, 8t, 2<D ä 0

Out[57]= rA vH0,2LHx, tL + EI vH4,0LHx, tL == 0

In[58]:= vs@x_, t_D = X@xD Cos@w t - aD
Out[58]= cosHa - t wLXHxL
In[59]:= BeamODEx0 = BeamPDE ê. v -> vs êê Simplify

Out[59]= cosHa - t wL HEIX H4LHxL - rAw2 XHxLL == 0

In[60]:= BeamODEx = BeamODEx0@@1, 2DD ä 0

Out[60]= EIX H4LHxL - rAw2 XHxL == 0

In[61]:= Xs@x_D = A Cosh@b xD + B Sinh@b xD + C Cos@b xD + D Sin@b xD
Out[61]= C cosHx bL + A coshHx bL + D sinHx bL + B sinhHx bL
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In[62]:= BoundaryConditions3a = BoundaryConditions3 ê. X Æ Xs

Out[62]= 8A + C == 0, B b + D b == 0, C cosHL bL + A coshHL bL + D sinHL bL + B sinhHL bL == 0,
-C cosHL bL b2 + A coshHL bL b2 - D sinHL bL b2 + B sinhHL bL b2 == 0<

In[63]:= procedure =
"ÐñÝðåé íá óxçìáôéóèåß ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí óôáèåñþí Á, Â, C êáé D êáé íá ôåèåß

ßóç ìå ôï ìçäÝí. HÁõôü ãßíåôáé áìÝóùò ðéï êÜôù.L ¸ôóé èá âñåèåß ç xáñáêôçñéóôéêÞ

åîßóùóç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò, ôçò éäéïôéìÞò â. Áðü ôçí
åîßóùóç áõôÞ, ðïõ åßíáé ìéá õðåñâáôéêÞ åîßóùóç, ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí,

óõíÞèùò ìüíï áñéèìçôéêÜ, ïé éäéïôéìÝò ân êáé óôç óõíÝxåéá áðü áõôÝò ïé

éäéïóõxíüôçôåò ôçò äïêïý ùn = bn
2@ÅÉêHñALD1ê2. HÏé åðôÜ ðñþôåò áðü áõôÝò

õðïëïãßæïíôáé êáé ðáñïõóéÜæïíôáé óôï ôÝëïò ôïõ notebook.L Ãéá ôï ëüãï áõôü ç

xáñáêôçñéóôéêÞ áõôÞ åîßóùóç êáëåßôáé óõxíÜ åîßóùóç éäéïóõxíïôÞôùí ôçò äïêïý.";

à ÁÓÊÇÓÇ EMIII-ÌÂ6 (ÄÕÍÁÌÉÊÇ ÔÙÍ ÊÁÔÁÓÊÅÕÙÍ: 

ÊÁÌÐÔÉÊÅÓ ÉÄÉÏÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÄÏÊÏÕ)

In[64]:= BeamMatrix = 881, 0, 1, 0<, 80, 1, 0, 1<, 8Cosh@zD, Sinh@zD, Cos@zD, Sin@zD<,8Cosh@zD, Sinh@zD, -Cos@zD, -Sin@zD<<; BeamMatrix êê MatrixForm

Out[64]//MatrixForm=i
k
jjjjjjjjjjjjj

1 0 1 0

0 1 0 1

coshHzL sinhHzL cosHzL sinHzL
coshHzL sinhHzL -cosHzL -sinHzL

y
{
zzzzzzzzzzzzz

In[65]:= DetBeamMatrix = Det@BeamMatrixD ä 0 êê Simplify

Out[65]= 2 coshHzL sinHzL == 2 cosHzL sinhHzL
In[66]:= BeamCharEq = DetBeamMatrixP1T ê H2 Cosh@zD Cos@zDL ä DetBeamMatrixP2T ê H2 Cosh@zD Cos@zDL
Out[66]= tanHzL == tanhHzL
In[67]:= Plot@8Tanh@zD, Tan@zD<, 8z, 0, 10<, PlotStyle Æ Thickness@0.008DD;

2 4 6 8 10

-20

-10

10

20

In[68]:= z@n_D = H4 n + 1L p ê4;

In[69]:= Table1 = Table@z@nD, 8n, 1, 10<D
Out[69]= : 5 p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4
,
9 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4
,
13 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4

,
17 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4

,
21 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4

,
25 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4

,
29 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4

,
33 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4

,
37 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4

,
41 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4

>
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In[70]:= Table1a = N@Table1, 30D
Out[70]= 83.92699081698724154807830422910, 7.06858347057703478654094761238,

10.2101761241668280250035909957, 13.3517687777566212634662343789,
16.4933614313464145019288777622, 19.6349540849362077403915211455,
22.7765467385260009788541645288, 25.9181393921157942173168079121,
29.0597320457055874557794512953, 32.2013246992953806942420946786<

In[71]:= Table2 =
Table@FindRoot@Tanh@zD ä Tan@zD, 8z, z@nD<, AccuracyGoal Æ 25, WorkingPrecision Æ 30D, 8n, 10<D

Out[71]= 88z Ø 3.92660231204791877823853334415<, 8z Ø 7.06858274562873208855295892755<,8z Ø 10.2101761228130305454682055947<, 8z Ø 13.3517687777540931242097038229<,8z Ø 16.4933614313464097807735984324<, 8z Ø 19.6349540849362077315750340338<,8z Ø 22.7765467385260009788377002440<, 8z Ø 25.9181393921157942173167771659<,8z Ø 29.0597320457055874557794512379<, 8z Ø 32.2013246992953806942420946785<<
In[72]:= Table2a = Table@Table2Pn, 1, 2T, 8n, 10<D
Out[72]= 83.92660231204791877823853334415, 7.06858274562873208855295892755,

10.2101761228130305454682055947, 13.3517687777540931242097038229,
16.4933614313464097807735984324, 19.6349540849362077315750340338,
22.7765467385260009788377002440, 25.9181393921157942173167771659,
29.0597320457055874557794512379, 32.2013246992953806942420946785<

In[73]:= Table3 = Table@Table2aPnT - Table1aPnT, 8n, 10<D
Out[73]= 8-0.00038850493932276983977088495, -7.249483026979879886848µ10-7,

-1.3537974795353854010µ10-9, -2.5281392565305561µ10-12, -4.7211552793298µ10-15,

-8.8164871116µ10-18, -1.64642848µ10-20, -3.07461µ10-23, -5.74µ10-26, -0.µ10-28<
In[74]:= Table3a = Table3 êê Chop

Out[74]= 8-0.00038850493932276983977088495,
-7.249483026979879886848µ10-7, -1.3537974795353854010µ10-9, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0<

In[75]:= AccuracyComment =
"Ðáñáôçñåßôáé üôé ïé äéáöïñÝò áõôÝò ìéêñáßíïõí ìå ðÜñá ðïëý ãñÞãïñï ñõèìü, üóï ìåãáëþíåé

ï äåßêôçò n ôçò óôáèåñÜò ân. Ãéá n = 2, ìüëéò 2, ç äéáöïñÜ áõôÞ åßíáé Þäç áìåëçôÝá.";

In[76]:= FrequenciesTable = Table@8"ù@", n, "D =", HTable2aPnT êLL2  Sqrt@EI êñÁD<, 8n, 1, 7<D

Out[76]=

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

ù@ 1 D =
15.4182057169800613148415768426$%%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅñÁ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2

ù@ 2 D =
49.9648620318002246101418190271$%%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅñÁ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2

ù@ 3 D =
104.247696458861329008253234813$%%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅñÁ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2

ù@ 4 D =
178.269729494609029791115669045$%%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅñÁ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2

ù@ 5 D =
272.030971305025291196184867193$%%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅñÁ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL2

ù@ 6 D =
385.531421917553070701999665427$%%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅñÁ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL2

ù@ 7 D =
518.77108133225941240173793408$%%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅñÁ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL2

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉÉ-MC

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MC1 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß, ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò): Èåù-
ñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôùí êáìðôéêþí (åãêÜñóéùí) éäéïôáëáíôþóåùí ìéáò óõíÞèïõò äïêïý:
åõèýãñáììçò, ëåðôÞò, óôáèåñÞò äéáôïìÞò áðü ïìïãåíÝò, éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü
êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ïx ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L). Ãéá ôéò ôáëáíôþóåéò áõôÝò éó÷ýåé ç áêü-
ëïõèç ãíùóôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óýìöùíá ìå ôçí áðëÞ, áëëÜ óõíÞèùò
÷ñçóéìïðïéïýìåíç óôçí ðñÜîç áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, èåùñßá ôùí Bernoulli--Euler:

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= 0.

Óôçí åîßóùóç áõôÞ v = v(x, t) åßíáé ôï Üãíùóôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý êáôÜ ôïí êáôáêüñõöï
ÜîïíáOy, EI ç äõóêáìøßá ôçò äïêïý: ôï ãéíüìåíï ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñïõ ôïõ Young) E
ôïõ õëéêïý ôçò åðß ôç ñïðÞ áäñáíåßáò ôçò äéáôïìÞò ôçò I ãýñù áðü ôïí ïõäÝôåñï ÜîïíÜ ôçò Oz
óôçí êÜìøç, ñ ç óõíÞèçò ðõêíüôçôá ôïõ õëéêïý ôçò äïêïý, ðïõ åßíáé óôáèåñÞ êáôÜ ìÞêïò ôçò,
êáé A ôï óôáèåñü åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôçò. ÏðùóäÞðïôå ç åéóáãùãÞ ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò

c =
√

EI
ñA

Þ, êáëýôåñá åäþ, ôçò áíôßóôñïöÞò ôçò óôáèåñÜò

a = 1
c
=

√
ñÁ
EI

áðëïðïéåß (ìç ïõóéáóôéêÜ áóöáëþò) ôçí ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Æçôïýíôáé:

(á) ÄÞëùóç ôçò åîéóþóåùò óôç Mathematica óáí BeamPDE.

(â) Ëßóôá Characterizations ìå ôïõò ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïýò ôçò åîéóþóåùò áõôÞò.

(ã) Áðüðåéñá åðéëýóåþò ôçò ìå ôçí åíôïëÞ DSolve êáé ó÷åôéêü ó÷üëéï comment.

(ä) ÊÜíïõìå ôþñá ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá
õðïèÝôïõìå üôé

v(x, t) = X(x)q(t)

ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç v = v(x, t). Ðïéá ìïñöÞ ðáßñíåé ôþñá ç åîßóùóç BeamPDE ôåëéêÜ ìå
ðëÞñç ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí;

(å) Ðïéåò åßíáé åðïìÝíùò ïé äýï óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò BeamODEt êáé BeamODEx ùò
ðñïò ôéò äýï íÝåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò q(t) (÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç) êáé ×(x) (÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç)
áíôßóôïé÷á; Ðïéåò åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò ãåíéêÝò ëýóåéò ôïõò solt êáé solx êáèþò êáé ïé ó÷åôéêÝò
óõíáñôÞóåéò qs(t) êáé Xs(x);

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MC2 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÁìöéÝñåéóôç Äïêüò, ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëá-
íôþóåéò, Éäéïóõ÷íüôçôåò): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Åäþ æçôåßôáé ãéá áìöéÝñåéóôç
äïêü ï ðïëý ëåðôïìåñÞò ðñïóäéïñéóìüò ôùí ïêôþ ðñþôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí (eigenfrequencies)
ôçò äïêïý ùn (ìå n = 1, 2, . . . , 8), äçëáäÞ ôçò èåìåëéþäïõò éäéïóõ÷íüôçôáò ù1 ôçò áìöéÝñåéóôçò
äïêïý êáé Üëëùí åðôÜ éäéïóõ÷íïôÞôùí ôçò ùn. Íá ãßíåé êáé ó÷åôéêÞ ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóÞ ôïõò ìå
ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò ListPlot.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MC3 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Ðñüâïëïò, ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò,
Éäéïóõ÷íüôçôåò): Áêñéâþò ôá ßäéá åñùôÞìáôá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, áëëÜ ôþñá ãéá ðñü-
âïëï (áíôß ãéá áìöéÝñåéóôç äïêü) ìå ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé ìå åëåýèåñï ôï
äåîéü Üêñï ôïõ x = L. Óôï ôÝëïò íá ãßíåé êáé ãñáöéêÞ óýãêñéóç ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí (eigenfrequen-
cies) ùn (ìå n = 1, 2, . . . 8) ôüóï ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý üóï êáé ôïõ ðñïâüëïõ ìÝóù êáôÜëëçëùí
ãñáöéêþí ðáñáóôÜóåþí ôïõò óôï ßäéï ó÷Þìá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Show.



à Notebook  ΕΜΙΙΙ-ΜC

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMIII-MC
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMIII-MC1 ΕΩΣ ΕΜΙΙΙ-ΜC3)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
à ΑΣΚΗΣΗ EMIII-MC1 (&ΥΝΑΜΙΚΗ Τ,Ν ΚΑΤΑΣΚΕΥ,Ν: &ΟΚΟΙ, 

ΚΑΜΠΤΙΚΕΣ Ι&ΙΟΤΑΛΑΝΤ,ΣΕΙΣ)

In[2]:= BeamPDE = EI D@v@x, tD, 8x, 4<D + ρA D@v@x, tD, 8t, 2<D $ 0

Out[2]= rA vH0,2LHx, tL +EI vH4,0LHx, tL == 0

In[3]:= Characterizations =8"∆ιαϕορική εξίσωση µε µερικές παραγώγους", "τετάρτης τάξεως", "γραµµική",
"οµογενής", "µε σταθερούς συντελεστές", "µε άγνωστη συνάρτηση τo βέλος

κάµψεως vHx,tL και ανεξάρτητες µεταβλητές τη θέση x και το χρόνο t"<;
In[4]:= sol = DSolve@BeamPDE, v@x, tD, 8x, t<D
Out[4]= DSolve@rA vH0,2LHx, tL +EI vH4,0LHx, tL == 0, vHx, tL, 8x, t<D
In[5]:= comment = "Παρατηρείται ότι η διαϕορική αυτή εξίσωση δε µπορεί να επιλυθεί µε

την εντολή DSolve. Αυτό οϕείλεται στο ότι δεν έχει απλή κλειστή λύση.";

In[6]:= v@x_, t_D = X@xD q@tD;
In[7]:= BeamPDE

Out[7]= rA XHxL q££HtL+ EI qHtL X H4LHxL == 0

In[8]:= BeamPDE1 = BeamPDEP1, 1T $ −BeamPDEP1, 2T
Out[8]= rA XHxL q££HtL == -EI qHtL X H4LHxL
In[9]:= BeamPDE2 = BeamPDE1P1TêHρA v@x, tDL == BeamPDE1P2TêHρA v@x, tDL
Out[9]=

q££HtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
qHtL == -

EI X H4LHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
rA XHxL

In[10]:= BeamODEt = BeamPDE2P1T $ −ω2

Out[10]=
q££HtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
qHtL == -w2

In[11]:= solt = DSolve@BeamODEt, q@tD, tD
Out[11]= 88qHtL Ø c1 cosHt wL + c2 sinHt wL<<
In[12]:= qs@t_D = soltP1, 1, 2T
Out[12]= c1 cosHt wL+ c2 sinHt wL
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In[13]:= BeamODEx = BeamPDE2P2T $ −ω2

Out[13]= -
EI X H4LHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
rA XHxL == -w2

In[14]:= BeamODEx1 = BeamODEx ê. ρA → a2 EI

Out[14]= -
X H4LHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a2 XHxL == -w2

In[15]:= solx = DSolve@BeamODEx1, X@xD, xD
Out[15]= 99XHxLØ ‰-

è!!!!!a x è!!!!!!
w c2 + ‰

è!!!!!a x è!!!!!!
w c4 + c1 cosIè!!!!a xè!!!!!

w M + c3 sinIè!!!!a xè!!!!!
w M==

In[16]:= Xs@x_D = solxP1, 1, 2T
Out[16]= ‰-

è!!!!!a x è!!!!!!
w c2 + ‰

è!!!!!a x è!!!!!!
w c4 + c1 cosIè!!!!a xè!!!!!

w M+ c3 sinIè!!!!a xè!!!!!
w M

à ΑΣΚΗΣΗ EMIII-MC2 (&ΥΝΑΜΙΚΗ Τ,Ν ΚΑΤΑΣΚΕΥ,Ν: ΑΜΦΙΕΡΕΙ-

ΣΤΗ &ΟΚΟΣ, ΚΑΜΠΤΙΚΕΣ Ι&ΙΟΤΑΛΑΝΤ,ΣΕΙΣ, Ι&ΙΟΣΥΧΝΟΤΗΤΕΣ)

In[17]:= eqns = 8Xs@0D $ 0, Xs''@0D $ 0, Xs@LD $ 0, Xs''@LD $ 0<
Out[17]= 9c1 + c2 + c4 == 0, -aw c1 + aw c2 + aw c4 == 0,

‰-
è!!!!!a Lè!!!!!!

w c2 + ‰
è!!!!!a Lè!!!!!!

w c4 + c1 cosIè!!!!a Lè!!!!!
w M+ c3 sinIè!!!!a Lè!!!!!

w M == 0,

a ‰-
è!!!!!a Lè!!!!!!

w w c2 + a ‰
è!!!!!a Lè!!!!!!

w w c4 - aw c1 cosIè!!!!a Lè!!!!!
w M - aw c3 sinIè!!!!a Lè!!!!!

w M == 0=
In[18]:= mat2 = Table@Table@Coefficient@eqnsPk, 1T, C@mDD, 8m, 1, 4<D, 8k, 1, 4<D
Out[18]=

i
k
jjjjjjjjjjjjjjjjj

1 1 0 1
-aw aw 0 aw

cosIè!!!!a Lè!!!!!
w M ‰-

è!!!!!a Lè!!!!!!
w sinIè!!!!a Lè!!!!!

w M ‰
è!!!!!a Lè!!!!!!

w

-aw cosIè!!!!a Lè!!!!!
w M a ‰-

è!!!!!a Lè!!!!!!
w w -aw sinIè!!!!a Lè!!!!!

w M a ‰
è!!!!!a Lè!!!!!!

w w

y
{
zzzzzzzzzzzzzzzzz

In[19]:= chareq = Det@mat2D $ 0 êê Simplify

Out[19]= 4 a2 ‰-
è!!!!!a Lè!!!!!!

w I-1+ ‰2è!!!!!a Lè!!!!!!
w Mw2 sinIè!!!!a Lè!!!!!

w M == 0

In[20]:= chareq1 = chareqP1, 6T $ 0

Out[20]= sinIè!!!!a Lè!!!!!
w M == 0

In[21]:= chareq2 = chareq1 ê. L → zêHSqrt@aD Sqrt@ωDL
Out[21]= sinHzL == 0

In[22]:= Plot@Evaluate@chareq2P1TD, 8z, 0, 15<, ImageSize → 200D;
2 4 6 8 10 12 14
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-0.5

0.5

1
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In[23]:= solz = 8FindRoot@chareq2, 8z, π<D,
FindRoot@chareq2, 8z, 2 π<D, FindRoot@chareq2, 8z, 3 π<D<

Out[23]= 88z Ø 3.14159<, 8z Ø 6.28319<, 8z Ø 9.42478<<
In[24]:= Table@z@nD = n π, 8n, 1, 8<D êê N

Out[24]= 83.14159, 6.28319, 9.42478, 12.5664, 15.708, 18.8496, 21.9911, 25.1327<
In[25]:= Eigenfrequencies = Table@z@nD2 ê Ha L2L ê. a → Sqrt@ρADêSqrt@EID, 8n, 1, 8<D
Out[25]= : è!!!!!!EI p2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 è!!!!!!!!

rA
,

4è!!!!!!EI p2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 è!!!!!!!!

rA
,

9è!!!!!!EI p2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 è!!!!!!!!

rA
,

16è!!!!!!EI p2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
25è!!!!!!EI p2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
36è!!!!!!EI p2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
49è!!!!!!EI p2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
64è!!!!!!EI p2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

>
In[26]:= Eigenfrequencies êê N

Out[26]= : 9.8696è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
39.4784è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
88.8264è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
157.914è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,

246.74è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
355.306è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
483.611è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
631.655è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

>
In[27]:= lp1 = ListPlot@Table@z@nD2, 8n, 1, 8<D, ImageSize → 320D;
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à ΑΣΚΗΣΗ EMIII-MC3 (&ΥΝΑΜΙΚΗ Τ,Ν ΚΑΤΑΣΚΕΥ,Ν: ΠΡΟΒΟΛΟΣ, 

ΚΑΜΠΤΙΚΕΣ Ι&ΙΟΤΑΛΑΝΤ,ΣΕΙΣ, Ι&ΙΟΣΥΧΝΟΤΗΤΕΣ)  

In[28]:= eqnsc = 8Xs@0D $ 0, Xs'@0D $ 0, Xs''@LD $ 0, Xs'''@LD $ 0<
Out[28]= 9c1 + c2 + c4 == 0, -è!!!!a è!!!!!

w c2 +
è!!!!a è!!!!!

w c3 +
è!!!!a è!!!!!

w c4 == 0,

a ‰-
è!!!!!a Lè!!!!!!

w w c2 + a ‰
è!!!!!a Lè!!!!!!

w w c4 - aw c1 cosIè!!!!a Lè!!!!!
w M - aw c3 sinIè!!!!a Lè!!!!!

w M == 0,

-a3ê2 ‰-è!!!!!a Lè!!!!!!
w c2 w3ê2 + a3ê2 ‰è!!!!!a Lè!!!!!!

w c4 w3ê2 -
a3ê2 c3 cosIè!!!!a Lè!!!!!

w Mw3ê2 + a3ê2 c1 sinIè!!!!a Lè!!!!!
w Mw3ê2 == 0=

In[29]:= mat = Table@Table@Coefficient@eqnscPk, 1T, C@mDD, 8m, 1, 4<D, 8k, 1, 4<D
Out[29]=

i
k
jjjjjjjjjjjjjjjjj

1 1 0 1

0 -
è!!!!a è!!!!!

w
è!!!!a è!!!!!

w
è!!!!a è!!!!!

w

-aw cosIè!!!!a Lè!!!!!
w M a ‰-

è!!!!!a Lè!!!!!!
w w -aw sinIè!!!!a Lè!!!!!

w M a ‰
è!!!!!a Lè!!!!!!

w w

a3ê2 w3ê2 sinIè!!!!a Lè!!!!!
w M -a3ê2 ‰-è!!!!!a Lè!!!!!!

w w3ê2 -a3ê2 w3ê2 cosIè!!!!a Lè!!!!!
w M a3ê2 ‰è!!!!!a Lè!!!!!!

w w3ê2
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzzz
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In[30]:= chareq = Det@matD $ 0

Out[30]= -2 a3 w3 - 2 a3 cos2Iè!!!!a Lè!!!!!
w Mw3 - 2 a3 sin2Iè!!!!a Lè!!!!!

w Mw3 -

2 a3 ‰-
è!!!!!a Lè!!!!!!

w cosIè!!!!a Lè!!!!!
w Mw3 - 2 a3 ‰

è!!!!!a Lè!!!!!!
w cosIè!!!!a Lè!!!!!

w Mw3 == 0

In[31]:= chareq1 = Simplify@ExpToTrig@chareqP1TDD $ 0

Out[31]= -4 a3 w3 IcosIè!!!!a Lè!!!!!
w M coshIè!!!!a Lè!!!!!

w M + 1M == 0

In[32]:= chareq1a = chareq1P1, 4T $ 0

Out[32]= cosIè!!!!a Lè!!!!!
w M coshIè!!!!a Lè!!!!!

w M + 1 == 0

In[33]:= chareq2 = chareq1a ê. L → zêHSqrt@aD Sqrt@ωDL
Out[33]= cosHzL coshHzL + 1 == 0

In[34]:= chareq3 = chareq2P1T êCosh@zD $ 0 êê Simplify

Out[34]= cosHzL + sechHzL == 0

In[35]:= chareq3P1T
Out[35]= cosHzL + sechHzL
In[36]:= Plot@Evaluate@chareq3P1TD, 8z, 0, 15<, ImageSize → 320D;

2 4 6 8 10 12 14
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In[37]:= solz = 8FindRoot@chareq2, 8z, 2<D,
FindRoot@chareq2, 8z, 4<D, FindRoot@chareq2, 8z, 8<D<

Out[37]= 88z Ø 1.8751<, 8z Ø 4.69409<, 8z Ø 7.85476<<
In[38]:= Table@z@nD = solzPn, 1, 2T, 8n, 1, Length@solzD<D
Out[38]= 81.8751, 4.69409, 7.85476<
In[39]:= Table@ω@nD = z@nD2 ê Ha L2L ê. a → Sqrt@ρADêSqrt@EID,8n, 1, Length@solzD<D êê Simplify

Out[39]= : 3.51602è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
22.0345è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
61.6972è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

>
In[40]:= solz = Table@FindRoot@chareq2, 8z, Hn − 0.5L π<, AccuracyGoal → 4D, 8n, 1, 8<D
Out[40]= 88z Ø 1.8751<, 8z Ø 4.69409<, 8z Ø 7.85476<, 8z Ø 10.9955<,8z Ø 14.1372<, 8z Ø 17.2788<, 8z Ø 20.4204<, 8z Ø 23.5619<<
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In[41]:= solz1 = Table@z@nD = solzPn, 1, 2T, 8n, 1, 8<D
Out[41]= 81.8751, 4.69409, 7.85476, 10.9955, 14.1372, 17.2788, 20.4204, 23.5619<
In[42]:= solz2 = Table@Hn − 0.5L π, 8n, 1, 8<D
Out[42]= 81.5708, 4.71239, 7.85398, 10.9956, 14.1372, 17.2788, 20.4204, 23.5619<
In[43]:= dsolz = solz1 − solz2 êê Chop

Out[43]= 80.304308, -0.0182977, 0.000775804, -0.0000335516,
1.44989µ10-6, -6.26556µ10-8, 2.70759µ10-9, -1.17002µ10-10<

In[44]:= Eigenfrequencies = Table@ω@nD = z@nD2 êHa L2L ê. a → Sqrt@ρADêSqrt@EID, 8n, 1, 8<D
Out[44]= : 3.51602è!!!!!!EI

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 è!!!!!!!!

rA
,

22.0345è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
61.6972è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
120.902è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,

199.86è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
298.556è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
416.991è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

,
555.165è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 è!!!!!!!!
rA

>
In[45]:= lp2 = ListPlot@Table@z@nD2, 8n, 1, 8<D, ImageSize → 320D;
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In[46]:= Show@lp1, lp2, ImageSize → 320D;
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉÉ-MD

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MD1 (ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ: ÄéÜ÷õóç êáé Áðïäüìçóç): Óôçí Ðåñéâáë-
ëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ èåùñïýìå ôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå äéÜ÷õóç (ìå óõíôåëåóôÞ D0)
êáé ìå áðïäüìçóç ðñþôçò ôÜîåùò (ìå óõíôåëåóôÞ k). Ôþñá ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñý-
ðïõ æçôïýíôáé: (1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç DiffusionReactionPDE, (2) ïé ÷áñáêôçñéóìïß
ôçò Characterizations1, (3) áðüðåéñá áíáëõôéêÞò åðéëýóåþò ôçò, (4) áñéèìçôéêÞ åðßëõóÞ ôçò
NumericalSolution ãéá D0 = 1 êáé k = 0.7 óôá äéáóôÞìáôá 0 < x < 5 êáé 0 < t < 10, (5) ç
ó÷åôéêÞ ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ôçò cs(x, t) êáé ôÝëïò (6) ç ôñéäéÜóôáôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëý-
óåùò áõôÞò óôá ðéï ðÜíù äéáóôÞìáôá 0 < x < 5 êáé 0 < t < 10 ìå êáôÜëëçëá óýìâïëá óôïõò
Üîïíåò, ðëÞñç åìöÜíéóÞ ôçò, ôßôëï ÓÕÃÊÅÍÔÑÙÓÇ ÑÕÐÏÕ êáé ãñáììáôïóåéñÜ (óå üëç ôç ãñáöéêÞ
ðáñÜóôáóç) Arial-Bold óôéò 12 óôéãìÝò.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MD2 (Åîßóùóç ôïõ Laplace): Æçôïýíôáé: (7) ×ùñßò ôç ÷ñÞóç ðáêÝôïõ ç äéäéÜ-
óôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace LaplacePDE, (8) üëïé ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçòCharacterizations2, (9) ëßóôá
WhereItAppears ðåñéï÷þí üðïõ áðáíôÜôáé, (10) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò sol1, (11) îáíÜ ç ßäéá ëýóç,
ôþñá sol2, ìå ôéò óõíáñôÞóåéò ìå ö ìÝóù åéäéêÞò åðéëïãÞò, (12) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç u2 êáé ôÝëïò
(13) ç åðáëÞèåõóÞ ôçò ver2.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MD3 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÓôñÝøç): Óå óôñÝøç óõíÞèïõò ñÜâäïõ æçôïý-
íôáé: (14) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ôçò TorsionPDE (ìå ãéíüìåíï äåîéÜ!), (15) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò sol,
(16) óå ìßá ëßóôá ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò ôïõ õëéêïý Å = 6 · 103 kN/m2 (ìáæß ìå ôéò ìïíÜäåò),
ï ëüãïò ôïõ Poisson í = 0.30 êáé ôï áíôßóôïé÷ï ìÝôñï äéáôìÞóåùò. (17) Óå ó÷üëéï comment ðþò
ãñÜöïõìå ôï Å ðéï ðÜíù (ì’ áõôü ôï óýìâïëï!) êáé ãéáôß; (18) Óå ìßá ëßóôá ç ôéìÞ è = 1◦/m ãõñé-
óìÝíç óå áêôßíéá ìå åéäéêÞ óôáèåñÜ ôçò Mathematica êáé ôï äåîéü ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(êé åäþ ìáæß ìå ôéò ìïíÜäåò).

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MD4 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí Åëáóôéêüôçôá): Æçôïýíôáé: (19) Óå ìßá ëßóôá êáé
oé äýï åíôïëÝò ãéá ôç ìç åìöÜíéóç ðñïåéäïðïéÞóåùí ïñèïãñáöéêþí ëáèþí. (20) Ôï öüñôùìá
ôïõ ðáêÝôïõ ãéá ôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç (21) êáé ìå äåýôåñï ôñüðï. (22) Ï êáèïñéóìüò Êáñôå-
óéáíþí óõíôåôáãìÝíùí êáé (23) ç áíáöïñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí. (24) Ç óõíÜñôçóç
A(x, y) = a(x4 − y4) + b(x2 − y2) + cxy. Ïé åðáëçèåýóåéò (25) ver1 êáé åðßóçò (26) ver2 üôé åß-
íáé äéáñìïíéêÞ ìå äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. (27) Óå ëßóôá ïé óõíéóôþóåò ôùí ôÜóåùí óáí
óõíáñôÞóåéò. Ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò: (28) ç ðñþôç êáé (29) ç äåýôåñç. Ç åîßóùóç ôïõ óõìâéâá-
óôïý StressBasedCompatibilityEquation (åäþ ìå ôéò ôÜóåéò) (30) ìå ðñþôï êáèþò êáé (31) äåýôåñï
ôñüðï. (32) Ç åîÜëåéøç ôçò ôéìÞò ôïõ Å. Ïé ðáñáìïñöþóåéò (33) åx, (34) åy êáé (35) ãxy óáí
óõíáñôÞóåéò. (36) Ç åîßóùóç óõìâéâáóôïý DeformationBasedCompatibilityEquation ìå ôéò ðáñá-
ìïñöþóåéò. (37) Óå ëßóôá subs ïé áíôéêáôáóôÜóåéò a → 5, b → 8, c → 3, E → 105 êáé í → 0.32
(÷ùñßò ìïíÜäåò) êáé ìåôÜ (38) óå ëßóôá ListOfStressAndDeformationValues ïé ôÜóåéò êáé ïé ðáñá-
ìïñöþóåéò óôï óçìåßï (1, 2).

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MD5 (Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óôç ìüíéìç (óôáèåñÞ) äéäéÜóôáôç ñïÞ éäåáôïý ñåõ-
óôïý æçôïýíôáé: (39) Ïé äýï âáóéêÝò éäéüôçôÝò ôïõ IdealFluidProperties. (40) Ï ïñéóìüò ôïõ äõíá-
ìéêïý ôá÷ýôçôáòÖ(x, y) = cos x sinh y. Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõðáêÝôïõ ãéá ôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç, ôï
ïðïßï Ý÷åé Þäç öïñôùèåß, (41) ç åðáëÞèåõóç verÖ üôé åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç. (42) Ç ôá÷ýôçôá
V = V(x, y) ôïõ ñåõóôïý. (43) Áðü ôçí ôá÷ýôçôá V óå ëßóôá ïé äýï óõíéóôþóåò ôçò u = u(x, y) êáé
v = v(x, y). (44) Ç åîßóùóç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò IrrotationalFlow ìå âÜóç ôéò äýï óõíéóôþóåò
ôçò u êáé v êáé åðßóçò (45) ìå âÜóç ôçí ôá÷ýôçôá V. ×ùñßò ðéá ôéò åîüäïõò áíÜëïãá ç åîßóùóç
ôçò óõíå÷åßáò ContinuityEquation (46) ìå ôïí ðñþôï ôñüðï: ìå ôéò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò u
êáé v êáé (47) ìå ôï äåýôåñï ôñüðï: ìå ôçí ßäéá ôçí ôá÷ýôçôá V. (48) Ç Üìåóç åðßëõóç sol1 (óå
ìßá åíôïëÞ ÷ùñßò ëßóôá) ôçò åîéóþóåùò ãéá ôç óõíÜñôçóç ñïÞò (Þ ñïúêÞ óõíÜñôçóç) Ø = Ø(x, y)
ìå âÜóç ôçí ôá÷ýôçôá u êáé åðßóçò (49) sol2 ìå âÜóç ôçí ôá÷ýôçôá v. (50) Ç óõíÜñôçóç Ø ðïõ
ðñïêýðôåé áðü ôç ëýóç sol1 ìå äåîéü ìÝëïò ôï sol1[[1, 1, 2, 1]. (51) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò D
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ç åðáëÞèåõóç verØ üôé ç óõíÜñôçóç ñïÞò Ø åßíáé áñìïíéêÞ. (52) Ïé åîéóþóåéò (Þ ïé óõíèÞêåò) ôùí
Cauchy--Riemann CauchyRiemannEquations. Ìå âÜóç ôéò óõíéóôþóåò u êáé v ôçò ôá÷ýôçôáò V
ôïõ ñåõóôïý ïé êëßóåéò (53) slopeÖ ìéáò éóïäõíáìéêÞò ãñáììÞò êáé (54) slopeØ ìéáò ãñáììÞò ñïÞò
óå ïðïéïäÞðïôå óçìåßï (x, y) ôïìÞò ôïõò êáé (55) ç åðáëÞèåõóç OrthogonalityVerification üôé åßíáé
ïñèïãþíéåò ìåôáîý ôïõò.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MD6 (ÁñéèìçôéêÝò ÌÝèïäïé: ÌåôáãùãÞ, ÓôñÝøç): Æçôïýíôáé: (56) Íá äçëù-
èåß ç óõíÜñôçóç f (x) = A cosh bx sin cx erf x. (57) Íá åëåã÷èåß üôé ç ðñþôç ðáñÜãùãüò ôçò ðñïêý-
ðôåé ìå üñéï ôïõ êëÜóìáôïò [f (x + h)− f (x)]/h ãéá h → 0 (ðñïò ôá åìðñüò äéáöïñÜ) ìå áðëïðïß-
çóç. ÁíÜëïãá, áëëÜ ÷ùñßò ôéò åîüäïõò (58) ìå ðñïò ôá ðßóù äéáöïñÜ êáé (59) ìå êåíôñéêÞ äéáöïñÜ.
(60) ÁíÜëïãá ãéá ôç äåýôåñçðáñÜãùãï ìå êåíôñéêÞ äéáöïñÜ. (61) Íá äçëùèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôçò ìåôáãùãÞò ConvectionPDE êáé (62) íá ðñïóåããéóèåß ConvectionPDEApproximation ìå êåíôñé-
êÝò äéáöïñÝò âçìÜôùí Äx êáé Ät (âÝâáéá ÷ùñßò üñéá!). (63) Íá åîáëåéöèåß ç ôéìÞ ôïõ óõìâüëïõ u.
(64) Íá äçëùèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò óôñÝøåùò óõíÞèïõò ñÜâäïõ TorsionPDE êáé (65) íá ðñï-
óåããéóèåß TorsionPDEApproximation ìå êåíôñéêÝò äéáöïñÝò âÞìáôïò h êáé ùò ðñïò x êáé ùò ðñïò y.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MD7 (ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò): Èåùñïýìå åäþ ôç ìç ìüíéìç ìåôÜäïóç èåñìü-
ôçôáò óå ôïß÷ï ìå 0 ≤ x ≤ L. Æçôïýíôáé: (66) Ç ó÷åôéêÞ åîßóùóç HeatTransferPDE ìå Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ôç u(x, t) êáé ìå óôáèåñÜ 1/a2. (67) Ç óõíÜñôçóç u0(x, t) ðïõ äïêéìÜæåôáé ãéá ôçí
åðßëõóÞ ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (êáé ìå ôá i óôïí åêèÝôç), (68) ç åîß-
óùóç equation ðïõ ðñïêýðôåé Ýôóé, (69) ç ëýóç ôçò sol, (70) ç ó÷åôéêÞ ôéìÞ ì1, (71) ç ôåëéêÞ
ìïñöÞ ôçò óõíáñôÞóåùò u0(x, t), (72) ç åðáëÞèåõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò HeatTransferPDE
êáé (73) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò. Êáé ôþñá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí (74) ï ßäéïò
ï ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(x, t), (75) ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
SeparatedHeatTransferPDE, (76) êáôåõèåßáí óå ëßóôá ïé äýï ó÷åôéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò ODEx êáé ODEt (77) êáé óå åðüìåíç ëßóôá íá âñåèïýí ïé ëýóåéò ôïõò solx êáé solt áíôßóôïé÷á,
ç äåýôåñç ìå óôáèåñÜ F ìå ôç ÷ñÞóç åðéëïãÞò. Ìå ôéò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) êáé ôéò áíôßóôïé÷åò
÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò Tn(t) íá õðïôßèåíôáé ãíùóôÝò (78) ç ìïñöÞ (óå óåéñÜ) us(x, t) ãéá ôç ëýóç (ôç
èåñìïêñáóßá) óôï ðáñüí ðñüâëçìá. (79) Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò BCs1 ãéá ôéò ÷ùñéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò X(x) ãéá ìçäåíéêÝò èåñìïêñáóßåò óôéò ðëåõñÝò x = 0 êáé x = L ôïõ ôïß÷ïõ êáé (80) ç áíôßóôïé÷ç
óåéñÜ ãéá ôç ó÷åôéêÞ ëýóç u1(x, t) ôçò áíôßóôïé÷çò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÁíÜëïãá
(81) êáé (82) (ìå äåßêôç 2) ãéá ìïíùìÝíåò ðëåõñÝò ôïõ ôïß÷ïõ, åðßóçò (83) êáé (84) (ìå äåßêôç 3)
ãéá ìçäåíéêÞ èåñìïêñáóßá áñéóôåñÜ êáé ìüíùóç äåîéÜ êáé ôÝëïò (85) êáé (86) (ìå äåßêôç 4) ãéá ôçí
áêñéâþò áíôßèåôç ðåñßðôùóç óôéò óõíïñéáêÝò ìáò óõíèÞêåò.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MD8 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß):Óå óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L (0 ≤ x ≤ L)
óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí æçôïýíôáé: ÁðëÜ íá áíáãñáöïýí ïé åîéóþóåéò éäéïóõ÷íïôÞôùí
ìå ìåôáâëçôÞ ôç âïçèçôéêÞ ðïóüôçôá z = âL (87) FrequencyEquation1 ãéá áìöéÝñåéóôç äïêü,
(88) FrequencyEquation2 ãéá áìößðáêôç äïêü (89) FrequencyEquation3 ãéá ðñüâïëï ìå óôÞñéîç
áñéóôåñÜ êáé (90) FrequencyEquation4 ãéá ðñüâïëï ìå óôÞñéîç äåîéÜ. Ìå ãíùóôÝò ôéò ðïóüôç-
ôåò ân áðëÜ íá ãñáöïýí ïé áíôßóôïé÷åò éäéïìïñöÝò (91) X1, n(x), (92) X2, n(x) êáé (93) X3, n(x) ãéá ôéò
ôñåéò ðñþôåò äïêïýò êáé (94) íá åëåã÷èåß ç ïñèïãùíéüôçôá ôùí äýï ðñþôùí éäéïìïñöþí ãéá ôçí
áìöéÝñåéóôç äïêü ìüíï. ÔÝëïò íá äçëùèïýí êáôåõèåßáí ïé ðñïóåããßóåéò ù̃n (ùt[n]) ôùí éäéïóõ÷íï-
ôÞôùí ãéá ôéò ôÝóóåñéò ðéï ðÜíù äïêïýò (95) (ìå 1: ùt1[n]), (96) (ìå 2: ùt2[n]), (97) (ìå 3: ùt3[n])
êáé (98) (ìå 4: ùt4[n]).

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ MD9 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óå óõíÞèç äïêü óôç ÄõíáìéêÞ ôùí
Êáôáóêåõþí, ðïõ ôç èåùñïýìå Üðåéñïõ ìÞêïõò, ãéá t ≥ 0 æçôïýíôáé: (99) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç BeamPDE êáé (100) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò LT ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. (101) Áðëï-
ðïßçóç ôçò åîéóþóåùò LT óôç ìïñöÞ LT1 ìå ôç ÷ñÞóç åéäéêïý óõìâüëïõ V (x, s) ãéá ôïí Üãíùóôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. (102) Óå ó÷üëéï comment ðïý ðÜó÷åé ç üëç äéáäéêáóßá; (103) ÔÝëïò
êáôÜëëçëç äéüñèùóç LT2 ôçò åîéóþóåùò LT1, (104) áíáöïñÜ ìçäåíéêþí áñ÷éêþí óõíèçêþí ICs êáé
(105) ç ëýóç ôçò åîéóþóåùò LT2.



à Notebook  ΕΜΙΙΙ-ΜD

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMIII-MD
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMIII-MD1 ΕΩΣ ΕΜΙΙΙ-ΜD9)

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜD1 (ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΤΙΚΗ Υ∆ΡΑΥΛΙΚΗ: ∆ΙΑΧΥΣΗ ΚΑΙ 
ΑΠΟ∆ΟΜΗΣΗ)

In[1]:= DiffusionReactionPDE = D@c@x, tD, tD " D0 D@c@x, tD, 8x, 2<D − k c@x, tD
Out[1]= cH0,1LHx, tL == D0 cH2,0LHx, tL - k cHx, tL
In[2]:= Characterizations1 =8"∆ιαϕορική εξίσωση µε µερικές παραγώγους", "δευτέρας τάξεως",

"γραµµική", "οµογενής", "µε σταθερούς συντελεστές", "παραβολικού τύπου",

"µε άγνωστη συνάρτηση τη συγκέντρωση του ρύπου cHx,tL και

ανεξάρτητες µεταβλητές τη θέση x στο υδατόρρευµα και το χρόνο t"<;
In[3]:= DSolve@DiffusionReactionPDE, c@x, tD, 8x, t<D
Out[3]= DSolve@cH0,1LHx, tL == D0 cH2,0LHx, tL - k cHx, tL, cHx, tL, 8x, t<D
In[4]:= NumericalSolution = NDSolve@8DiffusionReactionPDE ê. 8k → 0.7, D0 → 1<,

c@0, tD " t Exp@−tê2D, c@5, tD " 0, c@x, 0D " 0<, c@x, tD, 8x, 0, 5<, 8t, 0, 10<D
Out[4]= ::cHx, tL Ø InterpolatingFunctionBikjjj 0. 5.

0. 10.
y{zzz, <>F@x, tD>>

In[5]:= cs@x_, t_D = NumericalSolutionP1, 1, 2T
Out[5]= InterpolatingFunctionBikjjj 0. 5.

0. 10.
y{zzz, <>F@x, tD

In[6]:= Plot3D@cs@x, tD, 8x, 0, 5<, 8t, 0, 10<,
AxesLabel → 8"x", "t", "cHx,tL "<, PlotRange → All,

PlotLabel −> "ΣΥΓΚΕΝΤΡΩΣΗ ΡΥΠΟΥ", DefaultFont → 8"Arial−Bold", 12<D;
ΣΥΓΚΕΝΤΡΩΣΗ ΡΥΠΟΥ
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à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜD2 (ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ LAPLACE)

In[7]:= LaplacePDE = D@u@x, yD, 8x, 2<D + D@u@x, yD, 8y, 2<D " 0

Out[7]= uH0,2LHx, yL + uH2,0LHx, yL == 0

In[8]:= Characterizations2 =8"διαϕορική εξίσωση µε µερικές παραγώγους", "δευτέρας τάξεως",

"γραµµική", "οµογενής", "µε σταθερούς συντελεστές", "ελλειπτικού τύπου",

"µε άγνωστη συνάρτηση τη u και ανεξάρτητες µεταβλητές τις x και y"<;
In[9]:= WhereItAppears =8"Κλασική Μηχανική", "Μετάδοση Θερµότητας Hή ∆ιάδοση ΘερµότηταςL",

"Ρευστοµηχανική Hή Μηχανική των ΡευστώνL", "Εδαϕοµηχανική",
"Μηχανική των Υλικών Hή Αντοχή των ΥλικώνL"<;

In[10]:= sol1 = DSolve@LaplacePDE, u@x, yD, 8x, y<D
Out[10]= 88uHx, yL Ø c1@Â x + yD + c2@y - Â xD<<
In[11]:= sol2 = DSolve@LaplacePDE, u@x, yD, 8x, y<, DSolveConstants → φD
Out[11]= 88uHx, yL Ø fH1LHÂ x + yL + fH2LHy - Â xL<<
In[12]:= u2@x_, y_D = sol2P1, 1, 2T
Out[12]= fH1LHÂ x + yL + fH2LHy - Â xL
In[13]:= ver2 = LaplacePDE ê. u → u2

Out[13]= True

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜD3 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ΣΤΡΕΨΗ)

In[14]:= TorsionPDE = D@φ@x, yD, 8x, 2<D + D@φ@x, yD, 8y, 2<D " −2 G θ

Out[14]= fH0,2LHx, yL + fH2,0LHx, yL == -2G q

In[15]:= sol = DSolve@TorsionPDE, φ@x, yD, 8x, y<, DSolveConstants → fD
Out[15]= 88fHx, yL Ø -G q x2 + f H1LHÂ x + yL + f H2LHy - Â xL<<
In[16]:= 8Ε = 6 103 kNê m2, ν = 0.30, G = Ε êH2 H1 + νLL<
Out[16]= : 6000 kNÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m2 , 0.3,
2307.69 kN
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m2 >
In[17]:= comment =

"Το Ε το γράϕουµε µε Εsc E Esc ή κατευθείαν µε Ελληνικό Ε, ώστε να είναι

πραγµατικά το Ελληνικό Ε και έτσι να µην το συγχέει η Mathematica µε τη

βάση @ των ϕυσικών λογαρίθµων, που δηλώνεται και µε το Λατινικό E.";

In[18]:= 8θ = 1. Degreeê m, −2 G θ<
Out[18]= : 0.0174533ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
, -

80.5537 kN
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m3 >
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à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜD4 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ)

In[19]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
In[20]:= Needs@"Calculus`VectorAnalysis "̀D
In[21]:= << Calculus`VectorAnalysis`

In[22]:= SetCoordinates@Cartesian@x, y, zDD
Out[22]= CartesianHx, y, zL
In[23]:= CoordinateSystem

Out[23]= Cartesian

In[24]:= A@x_, y_D = a Hx4 − y4L + b Hx2 − y2L + c x y

Out[24]= c x y + b Hx2 - y2L + a Hx4 - y4L
In[25]:= ver1 = D@A@x, yD, 8x, 4<D + 2 D@A@x, yD, 8x, 2<, 8y, 2<D + D@A@x, yD, 8y, 4<D " 0

Out[25]= True

In[26]:= ver2 = Biharmonic@A@x, yDD " 0

Out[26]= True

In[27]:= 8σx@x_, y_D = D@A@x, yD, 8y, 2<D,
σy@x_, y_D = D@A@x, yD, 8x, 2<D, τxy@x_, y_D = −D@A@x, yD, x, yD<

Out[27]= 8-12 a y2 - 2 b, 12 a x2 + 2 b, -c<
In[28]:= EquilibriumEquation@1D = D@σx@x, yD, xD + D@τxy@x, yD, yD " 0

Out[28]= True

In[29]:= EquilibriumEquation@2D = D@τxy@x, yD, xD + D@σy@x, yD, yD " 0

Out[29]= True

In[30]:= StressBasedCompatibilityEquation=

D@σx@x, yD + σy@x, yD, 8x, 2<D + D@σx@x, yD + σy@x, yD, 8y, 2<D " 0

Out[30]= True

In[31]:= StressBasedCompatibilityEquation= Laplacian@σx@x, yD + σy@x, yDD " 0

Out[31]= True

In[32]:= Clear@ΕD
In[33]:= εx@x_, y_D = H1êΕL Hσx@x, yD − ν σy@x, yDL êê Simplify

Out[33]=
-3.6 a x2 - 12 a y2 - 2.6 b
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Ε
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In[34]:= εy@x_, y_D = H1êΕL Hσy@x, yD − ν σx@x, yDL êê Simplify

Out[34]=
12 a x2 + 3.6 a y2 + 2.6 b
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Ε

In[35]:= γxy@x_, y_D = 2 HH1 + νLê ΕL τxy@x, yD
Out[35]= -

2.6 c
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Ε

In[36]:= DeformationBasedCompatibilityEquation=

D@εx@x, yD, 8y, 2<D + D@εy@x, yD, 8x, 2<D + D@γxy@x, yD, x, yD " 0

Out[36]= True

In[37]:= subs = 8a → 5, b → 8, c → 3, Ε → 105, ν −> 0.32<;
In[38]:= ListOfStressAndDeformationValues=8σx@1, 2D, σy@1, 2D, τxy@1, 2D, εx@1, 2D, εy@1, 2D, γxy@1, 2D< ê. subs
Out[38]= 8-256, 76, -3, -0.002788, 0.001528, -0.000078<
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜD5 (ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ)

In[39]:= IdealFluidProperties =8"σταθερή πυκνότητα", "έλλειψη συνεκτικότητας: µηδενικό ιξώδες"<;
In[40]:= Φ@x_, y_D = Cos@xD Sinh@yD
Out[40]= cosHxL sinhHyL
In[41]:= verΦ = Laplacian@Φ@x, yDD " 0

Out[41]= True

In[42]:= V@x_, y_D = Grad@Cos@xD Sinh@yDD
Out[42]= 8-sinHxL sinhHyL, cosHxL coshHyL, 0<
In[43]:= 8u@x_, y_D = V@x, yDP1T, v@x_, y_D = V@x, yDP2T<
Out[43]= 8-sinHxL sinhHyL, cosHxL coshHyL<
In[44]:= IrrotationalFlow = D@u@x, yD, yD " D@v@x, yD, xD
Out[44]= True

In[45]:= IrrotationalFlow = Curl@V@x, yDD " 80, 0, 0<
Out[45]= True

In[46]:= ContinuityEquation = D@u@x, yD, xD + D@v@x, yD, yD " 0

Out[46]= True

In[47]:= ContinuityEquation = Div@V@x, yDD " 0

Out[47]= True
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In[48]:= sol1 = DSolve@D@Ψ@x, yD, yD " u@x, yD, Ψ@x, yD, 8x, y<D
Out[48]= 88ΨHx, yL Ø c1@xD - coshHyL sinHxL<<
In[49]:= sol2 = DSolve@D@Ψ@x, yD, xD " −v@x, yD, Ψ@x, yD, 8x, y<D
Out[49]= 88ΨHx, yL Ø c1@yD - coshHyL sinHxL<<
In[50]:= Ψ@x_, y_D = sol1P1, 1, 2, 1T
Out[50]= -coshHyL sinHxL
In[51]:= verΨ = D@Ψ@x, yD, 8x, 2<D + D@Ψ@x, yD, 8y, 2<D " 0

Out[51]= True

In[52]:= CauchyRiemannEquations =8D@Φ@x, yD, xD " D@Ψ@x, yD, yD, D@Φ@x, yD, yD " −D@Ψ@x, yD, xD<
Out[52]= 8True, True<
In[53]:= slopeΦ = −u@x, yDêv@x, yD
Out[53]= tanHxL tanhHyL
In[54]:= slopeΨ = v@x, yD êu@x, yD
Out[54]= -cotHxL cothHyL
In[55]:= OrthogonalityVerification = slopeΦ slopeΨ " −1

Out[55]= True

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜD6 (ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ: ΜΕΤΑΓΩΓΗ, 
ΣΤΡΕΨΗ)

In[56]:= f@x_D = A Cosh@b xD Sin@c xD Erf@xD
Out[56]= A coshHb xL erfHxL sinHc xL
In[57]:= DApproximation1 = f'@xD " Limit@Hf@x + hD − f@xDLê h, h → 0D êê Simplify

Out[57]= True

In[58]:= DApproximation2 = f'@xD " Limit@Hf@xD − f@x − hDLê h, h → 0D êê Simplify

Out[58]= True

In[59]:= DApproximation3 = f'@xD " Limit@Hf@x + hD − f@x − hDLêH2 hL, h → 0D êê Simplify

Out[59]= True

In[60]:= D2Approximation = f''@xD " Limit@Hf@x + hD + f@x − hD − 2 f@xDLêh2, h → 0D êê Simplify

Out[60]= True

In[61]:= ConvectionPDE = D@c@x, tD, tD " −V D@c@x, tD, xD
Out[61]= cH0,1LHx, tL == -V cH1,0LHx, tL
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In[62]:= ConvectionPDEApproximation =Hc@x, t + ∆tD − c@x, t − ∆tDL êH2 ∆tL " −V Hc@x + ∆x, tD − c@x − ∆x, tDLê H2 ∆xL
Out[62]=

cHx, t +∆tL - cHx, t -∆tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2∆t
== -

V HcHx +∆x, tL - cHx -∆x, tLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2∆x

In[63]:= Clear@uD
In[64]:= TorsionPDE = D@u@x, yD, 8x, 2<D + D@u@x, yD, 8y, 2<D " −2 Gθ

Out[64]= uH0,2LHx, yL + uH2,0LHx, yL == -2Gq

In[65]:= TorsionPDEApproximation =Hu@x + h, yD + u@x − h, yD − 2 u@x, yDLêh2 + Hu@x, y + hD + u@x, y − hD − 2 u@x, yDLêh2 "

−2 Gθ êê Simplify

Out[65]=
-4 uHx, yL + uHx, y - hL + uHx, h + yL + uHx - h, yL + uHh + x, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

h2
== -2Gq

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜD7 (ΜΕΤΑ∆ΟΣΗ ΘΕΡΜΟΤΗΤΑΣ) 

In[66]:= HeatTranferPDE = D@u@x, tD, 8x, 2<D " H1êa2L D@u@x, tD, tD
Out[66]= uH2,0LHx, tL ==

uH0,1LHx, tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a2

In[67]:= u0@x_, t_D = @C λ x+C µ t;

In[68]:= equation = HeatTranferPDE ê. u → u0

Out[68]= -‰Â x l+Â t m l2 ==
Â ‰Â x l+Â t m m
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a2

In[69]:= sol = Solve@equation, µD
Out[69]= 88m Ø Â a2 l2<<
In[70]:= µ1 = solP1, 1, 2T
Out[70]= Â a2 l2

In[71]:= u0@x_, t_D = u0@x, tD ê. µ → µ1

Out[71]= ‰Â x l-a2 t l2

In[72]:= ver = HeatTranferPDE ê. u → u0

Out[72]= True

In[73]:= us@x_, t_D = Integrate@A@λD u0@x, tD, 8λ, −∞, ∞<D
Out[73]= ‡

-¶

¶

‰Â x l-a2 t l2 AHlL „ l

In[74]:= u@x_, t_D = X@xD T@tD;
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In[75]:= SeparatedHeatTransferPDE =

HeatTranferPDEP1Têu@x, tD == HeatTranferPDEP2Têu@x, tD
Out[75]=

X ££HxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
XHxL ==

T £HtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a2 THtL

In[76]:= 8ODEx = X''@xD + p2 X@xD " 0, ODEt = T'@tD + a2 p2 T@tD " 0<;
In[77]:= 8solx = DSolve@ODEx, X@xD, xD, solt = DSolve@ODEt, T@tD, t, DSolveConstants → FD<
Out[77]=

ikjjjj 8XHxL Ø c1 cosHp xL + c2 sinHp xL<9THtL Ø ‰-a2 p2 t FH1L= y{zzzz
In[78]:= us@x_, t_D = Sum@D@nD X@n, xD T@n, tD, 8n, 1, ∞<D
Out[78]= ‚

n=1

¶

D@nD XHn, xL THn, tL
In[79]:= BCs1 = 8X@0D " 0, X@LD " 0<;
In[80]:= u1@x_, t_D = Sum@D@nD q@n, tD Sin@n π x êLD, 8n, 1, ∞<D
Out[80]= ‚

n=1

¶

D@nD qHn, tL sinJ n p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
N

In[81]:= BCs2 = 8X'@0D " 0, X'@LD " 0<;
In[82]:= u2@x_, t_D = Sum@D@nD q@n, tD Cos@n π x êLD, 8n, 1, ∞<D
Out[82]= ‚

n=1

¶

D@nD qHn, tL cosJ n p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
N

In[83]:= BCs3 = 8X@0D " 0, X'@LD " 0<;
In[84]:= u3@x_, t_D = Sum@D@nD q@n, tD Sin@H2 n − 1L π xêH2 LLD, 8n, 1, ∞<D
Out[84]= ‚

n=1

¶

D@nD qHn, tL sinikjj H2 n - 1L p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 L
y{zz

In[85]:= BCs4 = 8X'@0D " 0, X@LD " 0<;
In[86]:= u4@x_, t_D = Sum@D@nD q@n, tD Cos@H2 n − 1L π xêH2 LLD, 8n, 1, ∞<D
Out[86]= ‚

n=1

¶

D@nD qHn, tL cosikjj H2 n - 1L p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 L
y{zz

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜD8 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[87]:= FrequencyEquation1 = Sin@zD " 0;

In[88]:= FrequencyEquation2 = Cosh@zD Cos@zD " 1;

In[89]:= FrequencyEquation3 = Cosh@zD Cos@zD " −1;

In[90]:= FrequencyEquation4 = FrequencyEquation3;

In[91]:= X1@n_, x_D = Sin@n π xêLD;
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In[92]:= X2@n_, x_D = Cosh@β@nD xD − Cos@β@nD xD −HHCosh@β@nD LD − Cos@β@nD LDLêHSinh@β@nD LD − Sin@β@nD LDLL HSinh@β@nD xD − Sin@β@nD xDL
Out[92]= -cosHx bHnLL + coshHx bHnLL -

HcoshHL bHnLL - cosHL bHnLLL HsinhHx bHnLL - sinHx bHnLLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

sinhHL bHnLL - sinHL bHnLL
In[93]:= X3@n_, x_D = Cosh@β@nD xD − Cos@β@nD xD −HHCosh@β@nD LD + Cos@β@nD LDLêHSinh@β@nD LD + Sin@β@nD LDLL HSinh@β@nD xD − Sin@β@nD xDL
Out[93]= -cosHx bHnLL + coshHx bHnLL -

HcosHL bHnLL + coshHL bHnLLL HsinhHx bHnLL - sinHx bHnLLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

sinHL bHnLL + sinhHL bHnLL
In[94]:= Orthogonality =

Integrate@X1@1, xD X1@2, xD ê. 8β@1D → π êL, β@2D → 2 π ê L<, 8x, 0, L<D " 0

Out[94]= True

In[95]:= ωt1@n_D = Hn π êLL2 Sqrt@EIêρΑD;
In[96]:= ωt2@n_D = HH2 n + 1L π êH2 LLL2 Sqrt@EIê ρΑD;
In[97]:= ωt3@n_D = HH2 n − 1L π êH2 LLL2 Sqrt@EIê ρΑD;
In[98]:= ωt4@n_D = ωt3@nD;
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜD9 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[99]:= Clear@v, VD; BeamPDE = EI D@v@x, tD, 8x, 4<D + ρA D@v@x, tD, 8t, 2<D " 0

Out[99]= rA vH0,2LHx, tL +EI vH4,0LHx, tL == 0

In[100]:= LT = LaplaceTransform@BeamPDE, t, sD
Out[100]= EI LaplaceTransform@vH4,0LHx, tL, t, sD + rA HLaplaceTransform@vHx, tL, t, sD s2 - vHx, 0L s - vH0,1LHx, 0LL == 0

In[101]:= LT1 = LT ê. LaplaceTransform@v@x, tD, t, sD → V@x, sD
Out[101]= EI LaplaceTransform@vH4,0LHx, tL, t, sD + rA HVHx, sL s2 - vHx, 0L s - vH0,1LHx, 0LL == 0

In[102]:= comment = "Η όλη διαδικασία πάσχει στο ότι η Mathematica δε µπορεί
να υπολογίσει το µετασχηµατισµό Laplace ως προς το χρόνο t της

τέταρτης παραγώγου ως προς τη θέση x. Αυτό µπορεί να διορθωθεί
µε ειδική εντολή για τον κανόνα αυτό: την επόµενη εντολή:";

In[103]:= LT2 = LT1 ê. LaplaceTransform@D@v@x, tD, 8x, 4<D, t, sD → D@V@x, sD, 8x, 4<D
Out[103]= rA HVHx, sL s2 - vHx, 0L s - vH0,1LHx, 0LL +EIV H4,0LHx, sL == 0

In[104]:= ICs = 8v@x, 0D → 0, HD@v@x, tD, tD ê. t → 0L → 0<
Out[104]= 8vHx, 0L Ø 0, vH0,1LHx, 0L Ø 0<
In[105]:= solLT2 = DSolve@LT2 ê. ICs, V@x, sD, xD êê FullSimplify

Out[105]= ::VHx, sL Ø ‰
H-1L3ê4 è!!!!!!s x è!!!!!!!!!!rA4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!EI4 c1 + ‰

-
è!!!!!!!!!!

-14 è!!!!!!s x è!!!!!!!!!!rA4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!EI4 c2 + ‰

- H-1L3ê4 è!!!!!!s x è!!!!!!!!!!rA4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!EI4 c3 + ‰

è!!!!!!!!!!
-14 è!!!!!!s x è!!!!!!!!!!rA4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!EI4 c4>>
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉÉ-ME

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-ÌÅ1 (ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ): Èåùñïýìå ôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ A óå õäá-
ôüññåõìá. Æçôåßôáé: (1) Óå ëßóôá oé äýï åíôïëÝò ãéá ôç ìç åìöÜíéóç ðñïåéäïðïéÞóåùí ïñèïãñáöé-
êþí ëáèþí. ¸ðåéôá ãéá ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò æçôåßôáé íá ãñáöïýí
Ýíáò--Ýíáò êáé, åÜí ÷ñåéÜæåôáé, ìå êáôÜëëçëïõò óõíôåëåóôÝò ïé üñïé ôçò: (2)¼ñïòÓõóóùñåýóåùò,
(3)¼ñïòÄéá÷ýóåùòÊáéÄéáóðïñÜò, (4)¼ñïòÌåôáãùãÞò êáé (5)¼ñïòÁðïäïìÞóåùòÐñþôçòÔÜ-
îåùò êáé ì’ áõôïýò (6) ç ßäéá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÄéáöïñéêÞÅîßóùóç êáé (7) ïé ÷áñáêôçñéóìïß
ôçò óå ëßóôá ÷áñáêôçñéóìïß.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-ÌÅ2 (Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Èåùñïýìå ôçí ôñéäéÜóôáôç ìüíéìç ñïÞ éäåáôïý ñåõ-
óôïý ðïõ ïöåßëåôáé óå ðçãÞ ñåõóôïý ðáñï÷ÞòQ óôï óçìåßïO = (0, 0, 0). Æçôïýíôáé: (8) Ç êëÞóç
(ôï «öüñôùìá») ôïõðáêÝôïõ ãéá ôçÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç. (9)Ï êáèïñéóìüò Êáñôåóéáíþí óõíôå-
ôáãìÝíùí êáé (10) ç áíáöïñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí. (11) Ï ïñéóìüò ôïõ äõíáìéêïý ôá-
÷ýôçôáòÖ(x, y, z) = −Q/(4ð

√
x2 + y2 + z2 ) êáé áðüáõôü (12) ç ôá÷ýôçôáV(x, y, z) ôïõ ñåõóôïý êáé

(13) óå ëßóôá ïé ôñåéò óõíéóôþóåò ôçò u, v êáé w êé áõôÝò óáí óõíáñôÞóåéò ôùí (x, y, z). (14) Ç åðá-
ëÞèåõóç ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå÷åßáò ContinuityEquationVerification áðü ôéò óõíéóôþóåò (u, v,w)
ìå áðëïðïßçóç. (15) AíÜëïãç åðáëÞèåõóç ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ôá÷ýôçôáò V êáé (16) ç áíôßóôïé÷ç
åðáëÞèåõóç ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö. (17) Óå ëßóôá IrrotationalFlowVerification ïé
åðáëçèåýóåéò ôùí åîéóþóåùí ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò ìå âÜóç ôéò óõíéóôþóåò (u, v,w) ôçò ôá÷ý-
ôçôáò V. (18) Ï Üìåóïò ïñéóìüò ôïõ ìçäåíéêïý äéáíýóìáôïò ZeroVector åäþ óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò
êáé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ (19) êáé ðÜëé ç ðáñáðÜíù åðáëÞèåõóç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò
ìå âÜóç ôçí ßäéá ôçí ôá÷ýôçôá V êáé (20) ìå âÜóç ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá
óôï ãåíéêü ðñüâëçìá ôçò ôñéäéÜóôáôçò ìüíéìçò ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý ìå äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò
Ögeneral(x, y, z) (Ögeneral[x, y, z]). Æçôïýíôáé ôþñá: (21) ç ó÷åôéêÞ ôá÷ýôçôá Vgeneral(x, y, z), (22) ç
åðáëÞèåõóç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò IrrotationalFlowVerification ìå âÜóç áõôÞí ôçí ôá÷ýôçôá
Vgeneral(x, y, z) êáé ôï äéÜíõóìá ZeroVector öõóéêÜ. (23) ÁíÜëïãá, áëëÜ ôþñá ìå âÜóç ôï äõíáìéêü
ôá÷ýôçôáò Ögeneral(x, y, z). (24) Óôç óõíÝ÷åéá ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò ContinuityEquation ìå âÜóç
ôçí ôá÷ýôçôá V êáé (25) ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç ìå âÜóç ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö. (26) Áðüðåéñá
åðéëýóåùò ôçò ôåëåõôáßáò åîéóþóåùò êáé (27) ôï ó÷åôéêü ó÷üëéï comment1. (28) Áíôßóôïé÷ï ó÷ü-
ëéï comment2 ãéá ôç äéäéÜóôáôç ñïÞ êáé (29) ç ëýóç sol ôçò ó÷åôéêÞò äéäéÜóôáôçò åîéóþóåùò
ìå óõíáñôÞóåéò f1 êáé f2 ó’ áõôÞ (ìå f , ü÷é ìå C). (30) Áðü ôç ëýóç áõôÞ sol ç ó÷åôéêÞ óõíÜñ-
ôçóç Ögeneralsol êáé (31) ç åðáëÞèåõóç verification ôçò áñìïíéêüôçôÜò ôçò. (32) ÔÝëïò óå ëßóôá
IdealFluidProperties ïé äýï âáóéêÝò éäéüôçôåò ôéò ïðïßåò Ý÷åé Ýíá éäåáôü ñåõóôü.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-ÌÅ3 (Êáëþäéá): Óå åãêÜñóéåò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò êáëùäßïõ æçôïýíôáé:
(33) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóçCablePDE, (34) ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò characterizations óå ëßóôá,
(35) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò sol2, (36) ç ßäéá ëýóç sol2a, áëëÜ ôþñá ìå óõíáñôÞóåéò f1, 2 áíôß ãéá ôéò
C1, 2 êáé (37) ç ìåôáôñïðÞ ôçò ôåëåõôáßáò ëýóåùò sol2a óå íÝá ìïñöÞ sol2b ÷ùñßò ñßæåò. Óôç
óõíÝ÷åéá áðü ôç ëýóç áõôÞ sol2b (38) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç us(x, t) êáé (39) ç åðáëÞèåõóÞ ôçò (ìå
áðëïðïßçóç). (40) Óå ó÷üëéï comment ôé ðáñéóôÜíïõí áðü öõóéêÞò áðüøåùò ïé äýï óõíáñôÞóåéò
f1, 2 óôçí ðáñáðÜíù ëýóç; (41) Óå ëßóôá áðëÜ ïé áëëáãÝò ìåôáâëçôþí óå î êáé ç áðü x êáé t ðïõ
÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôç ìÝèïäï ôïõ d’Alembert. (42) Óå ëßóôá ïé ðïóüôçôåò Á, Â, Ã êáé Ä ãéá ôïí
ôýðï ôçò åîéóþóåùò ôïõ êáëùäßïõ.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-ÌÅ4 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Ãéá óõíÞèç äïêü óå éäéïôáëáíôþóåéò
æçôïýíôáé: (43) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamPDE. (44) Ï ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí ãéá
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç. (45) Ç íÝá ìïñöÞ ðïõ ðáßñíåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamPDE êáé (46) ç
ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôçò SeparatedBeamPDE ìå ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí óå äýï êëÜóìáôá
(ìå áðëïðïßçóç). Êáôåõèåßáí ïé ó÷åôéêÝò (47) ÷ùñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ODEx êáé (48) ÷ñïíéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ODEt. (49) Ç ëýóç solx ôçò ÷ùñéêÞò åîéóþóåùò ODEx êáé (50) ç ó÷åôéêÞ
óõíÜñôçóç Xs(x) óå ôñéãùíïìåôñéêÞ--õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ (ìå áðëïðïßçóç). Ãéá ôçí ßäéá åîßóùóç
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ODEx (51) åêèåôéêÞ õðüèåóç ãéá ôç ëýóç ôçò êáé (52) ç ìïñöÞ CharEq ðïõ áõôÞ ðáßñíåé ìå ôçí
õðüèåóç áõôÞ (ìå áðëïðïßçóç). Óôç óõíÝ÷åéá (53) ïé ëýóåéò solì ôçò ó÷åôéêÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò êáé (54) ï áñéèìüò number ôùí ëýóåùí.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-ÌÅ5 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Êáé ðÜëé ãéá ìéá óõíÞèç äïêü óå
éäéïôáëáíôþóåéò æçôïýíôáé: (55) Ëßóôá ìå óôïé÷åßá ôïõò ïñéóìïýò Beam1 = "Áìößðáêôç äïêüò",
áíÜëïãá Beam2 ãéá äïêü ìå ðÜêôùóç áñéóôåñÜ êáé êýëéóç äåîéÜ, Beam3 ãéá ðñüâïëï ìå óôÞñéîç
áñéóôåñÜ, Beam4 ãéá áìöéÝñåéóôç äïêü, Beam5 ãéá äïêü ìå Üñèñùóç áñéóôåñÜ êáé åëåýèåñç äåîéÜ
êáé Beam6 ãéá åëåýèåñç äïêü. Óôç óõíÝ÷åéá (56) ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò BoundaryConditions1
ãéá ôç äïêü Beam1 êáé áíÜëïãá ãéá ôéò Üëëåò ðÝíôå äïêïýò: (57) (ìå 2), (58) (ìå 3), (59) (ìå 4),
(60) (ìå 5) êáé (61) (ìå 6). (62) Ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ z = âL ç åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí
FrequencyEquation[Beam1] êáé (63) áíÜëïãá ãéá ôç Beam3 êáé (64) ãéá ôç Beam2. (65) Ãéá ôçí
ôåëåõôáßá åîßóùóç (ìå Beam2) ëßóôá ðñïóåããßóåùí ôùí ñéæþí ôçò zApproximations ãéá ôéò äÝêá
ðñþôåò ñßæåò ôçò êáé ìåôÜ ïé áíôßóôïé÷åò ëßóôåò (66) âApproximations (67) ùApproximations êáé
(68) NumericalùApproximations ìå áíáðôýãìáôá äõíÜìåùí êáé ñéæþí ãéíïìÝíùí. (69) ÔÝëïò ïé
éäéïìïñöÝò Xn(x) ôçò äïêïý ìáò Beam4.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-ÌÅ6 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÑÜâäïé): Åäþ èåùñïýìå ôéò áîïíéêÝò ôáëá-
íôþóåéò ìéáò óõíÞèïõò ñÜâäïõ ìå åîùôåñéêÞ öüñôéóç f (x, t). Æçôïýíôáé: (70) Ôï êáèÜñéóìá ôçò
ìåôáâëçôÞò u. (71) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç AxialBarVibrationsPDE êáé áðü áõôÞí (72) ç
áíôßóôïé÷ç åîßóùóç ÷ùñßò åîùôåñéêÞ öüñôéóç AxialBarVibrationsWithoutLoadingPDE. (73) Ç ãå-
íéêÞ ëýóç solh ôçò ôåëåõôáßáò åîéóþóåùò ìå óõíáñôÞóåéò g1, 2 êáé ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò ãéá áíÜ-
ðôõãìá äõíÜìåùí êáé ñéæþí ãéíïìÝíùí. Áðü áõôÞí (74) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç uhs êáé (75) ç åðá-
ëÞèåõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå áðëïðïßçóç). (76) Óå ó÷üëéï comment ðþò äçìéïõñãåß-
ôáé ôï óýìâïëï ∞ ìå ôï ðëçêôñïëüãéï; Óå åîáíáãêáóìÝíåò ôþñá áîïíéêÝò ôáëáíôþóåéò áðëÜ ïé
óõíáñôÞóåéò--óåéñÝò ðïõ ðñÝðåé íá õðïôåèïýí: (77) u1(x, t) ãéá áìößðáêôç ñÜâäï êáé áíÜëïãá
(78) u2(x, t) ãéá åëåýèåñç ñÜâäï, (79) u3(x, t) ãéá ñÜâäï ìå ðÜêôùóç áñéóôåñÜ êáé åëåýèåñç äå-
îéÜ êáé (80) u4(x, t) ãéá áíôßóôïé÷ç ñÜâäï ìå ðÜêôùóç äåîéÜ. (81) Ç ôåëåõôáßá óõíÜñôçóç u4(x, t),
ôþñá üìùò ðñïóåããéóôéêÜ u4a(x, t) ìå ïêôþ üñïõò. Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò (82) ç ðñïóåããéóôéêÞ ìïñöÞ
ReducedAxialBarVibrationsPDE ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò AxialBarVibrationsPDE (÷ùñßò íá ãñá-
öåß áðü ôçí áñ÷Þ!) ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ c = √

EA/(ñÁ).

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-ÌÅ7 (ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ: ÄéÜ÷õóç): Åäþ åîåôÜæïõìå ôç ìïíïäéÜóôáôç
ìåôáöïñÜ ñýðïõ ìüíï ìå äéÜ÷õóç. Æçôïýíôáé: (83) Ç ó÷åäßáóç óå åíéáßï ó÷Þìá ôçò óõíáñôÞóåùò
óöÜëìáôïò êáé ôçò óõìðëçñùìáôéêÞò ôçò óôï äéÜóôçìá [0, 4] ìå ðÜ÷ïò ôùí ãñáöéêþí ðáñáóôÜ-
óåùí 0.008, óå ðëáßóéï ìå êáôÜëëçëåò åíäåßîåéò êÜôù, áñéóôåñÜ êáé åðÜíù êáé ìå ãñáììáôïóåéñÜ
Arial óôéò 11 óôéãìÝò. (84) Ôþñá ç åðáëÞèåõóç ôçò âáóéêÞò ôáõôüôçôáò ãéá ôéò äýï ðéï ðÜíù óõ-
íáñôÞóåéò óå ëßóôá: ÷ùñßò áðëïðïßçóç, ìå áðëïðïßçóç êáé ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç. (85) Ëßóôá ôùí
áñéèìçôéêþí ôéìþí ôçò óõíáñôÞóåùò óöÜëìáôïò ãéá x = 0, 1, . . . , 10. (86) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace LT ôçò óõìðëçñùìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò óöÜëìáôïò ùò ðñïò t ãéá ôçí ôéìÞ x/(2a

√
t) ôïõ

ïñßóìáôüò ôçò êáé (87) ç åðáëÞèåõóÞ ôïõ ìå áíÜðôõãìá äõíÜìåùí êáé ñéæþí ãéíïìÝíùí êáé ðëÞñç
áðëïðïßçóç. (88) Óå ëßóôá ïé ðñþôåò ðáñÜãùãïé ôçò óõíáñôÞóåùò óöÜëìáôïò êáé ôçò óõìðëç-
ñùìáôéêÞò ôçò. (89) Ç åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò DiffusionPDE óôï ðáñüí ìïíïäéÜóôáôï ðñüâëçìá
ìå óôáèåñÜ D0. (90) Ï ïñéóìüò FP ôçò åðéëïãÞò ôùí ðáñáìÝôñùí óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier
ðïõ ôáéñéÜæåé ìå ôïí ïñéóìü ôïõ ðïõ õéïèåôåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. (91) Ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß
Fourier ôùí óõíáñôÞóåùí ä(x) êáé ä(x−a). (92) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier FT2 (ùò ðñïò ôç ÷ùñéêÞ
ìåôáâëçôÞ x) ôïõ üñïõ ìå ôç ÷ùñéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãï óôçí åîßóùóç ôçò äéá÷ýóåùò DiffusionPDE
(÷ùñßò íá ãñáöåß áðü ôçí áñ÷Þ!) ìå ôçí ôáõôü÷ñïíç ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ C(ù, t) ãéá ôï ìåôá-
ó÷çìáôéóìü Fourier ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò c(x, t). Må ôç ÷ñÞóç ôïõ (93) ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ODE ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (ùò ðñïò x) ôçò åîéóþóåùò ôçò äéá÷ýóåùò, (94) ç ëýóç
ôçò sol, (95) ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç Cs(ù, t), (96) ç áíôßóôñïöÞ ôçò êáôÜ Fourier cs(x, t) (ìå ôç
óôáèåñÜ áíåîÜñôçôç ôïõ ù) êáé (97) ç åðáëÞèåõóç ver ôçò ëýóåùò cs(x, t).



à Notebook  ΕΜΙΙΙ-ΜΕ

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMIII-ME
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMIII-ME1 ΕΩΣ ΕΜΙΙΙ-ΜΕ7)

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΕ1 (ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΤΙΚΗ Υ∆ΡΑΥΛΙΚΗ)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
In[2]:= ΌροςΣυσσωρεύσεως = D@c@x, tD, tD;
In[3]:= Όρος∆ιαχύσεωςΚαι∆ιασποράς = D0 D@c@x, tD, 8x, 2<D;
In[4]:= ΌροςΜεταγωγής = −V D@c@x, tD, xD;
In[5]:= ΌροςΑποδοµήσεωςΠρώτηςΤάξεως = −k c@x, tD;
In[6]:= ∆ιαϕορικήΕξίσωση = ΌροςΣυσσωρεύσεως ==

Όρος∆ιαχύσεωςΚαι∆ιασποράς + ΌροςΜεταγωγής + ΌροςΑποδοµήσεωςΠρώτηςΤάξεως

Out[6]= cH0,1LHx, tL == -k cHx, tL -V cH1,0LHx, tL+D0 cH2,0LHx, tL
In[7]:= χαρακτηρισµοί = 8"∆ιαϕορική εξίσωση µε µερικές παραγώγους", "δευτέρας τάξεως",

"γραµµική", "οµογενής", "µε σταθερούς συντελεστές", "παραβολικού τύπου",

"µε άγνωστη συνάρτηση τη cHx,tL και ανεξάρτητες µεταβλητές τις x και t"<;
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΕ2 (ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ)

In[8]:= Needs@"Calculus`VectorAnalysis "̀D
In[9]:= SetCoordinates@Cartesian@x, y, zDD;
In[10]:= CoordinateSystem

Out[10]= Cartesian

In[11]:= Φ@x_, y_, z_D = −QêH4 π Sqrt@x2 + y2 + z2DL;
In[12]:= V@x_, y_, z_D = Grad@Φ@x, y, zDD
Out[12]= : Q x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 p Hx2 + y2 + z2L3ê2 , Q y

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 p Hx2 + y2 + z2L3ê2 , Q z

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 p Hx2 + y2 + z2L3ê2 >

In[13]:= 8u@x_, y_, z_D = V@x, y, zDP1T,
v@x, y, zD = V@x, y, zDP2T, w@x, y, zD = V@x, y, zDP3T<

Out[13]= : Q x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 p Hx2 + y2 + z2L3ê2 , Q y

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 p Hx2 + y2 + z2L3ê2 , Q z

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 p Hx2 + y2 + z2L3ê2 >
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In[14]:= ContinuityEquationVerification=

D@u@x, y, zD, xD + D@v@x, y, zD, yD + D@w@x, y, zD, zD < 0 êê Simplify

Out[14]= True

In[15]:= ContinuityEquationVerification= Div@V@x, y, zDD < 0 êê Simplify

Out[15]= True

In[16]:= ContinuityEquationVerification= Laplacian@Φ@x, y, zDD < 0 êê Simplify

Out[16]= True

In[17]:= IrrotationalFlowVerification= 8D@u@x, y, zD, yD < D@v@x, y, zD, xD,
D@v@x, y, zD, zD < D@w@x, y, zD, yD, D@w@x, y, zD, xD < D@u@x, y, zD, zD<

Out[17]= 8True, True, True<
In[18]:= ZeroVector = 80, 0, 0<;
In[19]:= IrrotationalFlowVerification= Curl@V@x, y, zDD < ZeroVector

Out[19]= True

In[20]:= IrrotationalFlowVerification= Curl@Grad@Φ@x, y, zDDD < ZeroVector

Out[20]= True

In[21]:= Vgeneral@x_, y_, z_D = Grad@Φgeneral@x, y, zDD
Out[21]= 9ΦgeneralH1,0,0LHx, y, zL, ΦgeneralH0,1,0LHx, y, zL, ΦgeneralH0,0,1LHx, y, zL=
In[22]:= IrrotationalFlowVerification= Curl@Vgeneral@x, y, zDD < ZeroVector

Out[22]= True

In[23]:= IrrotationalFlowVerification= Curl@Grad@Φgeneral@x, y, zDDD < ZeroVector

Out[23]= True

In[24]:= ContinuityEquation = Div@Vgeneral@x, y, zDD < 0

Out[24]= ΦgeneralH0,0,2LHx, y, zL +ΦgeneralH0,2,0LHx, y, zL+ΦgeneralH2,0,0LHx, y, zL == 0
In[25]:= ContinuityEquation = Laplacian@Φgeneral@x, y, zDD < 0

Out[25]= ΦgeneralH0,0,2LHx, y, zL +ΦgeneralH0,2,0LHx, y, zL+ΦgeneralH2,0,0LHx, y, zL == 0
In[26]:= DSolve@ContinuityEquation, Φgeneral@x, y, zD, 8x, y, z<D
Out[26]= DSolveAΦgeneralH0,0,2LHx, y, zL +ΦgeneralH0,2,0LHx, y, zL+ΦgeneralH2,0,0LHx, y, zL == 0,

ΦgeneralHx, y, zL, 8x, y, z<E
In[27]:= comment1 = "Η έξοδος της πιο πάνω εντολής DSolve συµπίπτει µε την

είσοδό της. Αυτό συµβαίνει, επειδή η εντολή DSolve δε µπορεί να

βρει τη γενική λύση της τριδιάστατης εξισώσεως του Laplace, που

µε τη σειρά της δε µπορεί να ορισθεί µε απλό µαθηµατικό τύπο.";
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In[28]:= comment2 = "Αντίθετα στη διδιάστατη περίπτωση, εδώ για

διδιάστατη ροή, η εξίσωση του Laplace έχει απλή κλειστή λύση,

που καθορίζεται µε τη βοήθεια δύο αυθαίρετων συναρτήσεων των

δύο συζυγών µιγαδικών µεταβλητών x+iy και x−iy. Συγκεκριµένα";

In[29]:= sol = DSolve@Laplacian@Φgeneral@x, yDD < 0, Φgeneral@x, yD, 8x, y<,
DSolveConstants → fD

Out[29]= 88ΦgeneralHx, yL Ø f H1LHÂ x + yL+ f H2LHy - Â xL<<
In[30]:= Φgeneralsol@x_, y_D = solP1, 1, 2T
Out[30]= f H1LHÂ x + yL + f H2LHy - Â xL
In[31]:= verification = Laplacian@Φgeneralsol@x, yDD < 0

Out[31]= True

In[32]:= IdealFluidProperties = 8"ασυµπίεστο: µε σταθερή πυκνότητα",

"χωρίς συνεκτικότητα: µε µηδενική συνεκτικότητα ή ιξώδες"<;
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΕ3 (ΚΑΛΩ∆ΙΑ)

In[33]:= CablePDE = D@u@x, tD, 8x, 2<D == H1ê c2L D@u@x, tD, 8t, 2<D
Out[33]= uH2,0LHx, tL == uH0,2LHx, tL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

In[34]:= characterizations = 8"διαϕορική εξίσωση µε µερικές παραγώγους",

"δευτέρας τάξεως", "γραµµική", "οµογενής", "µε σταθερούς συντελεστές",

"υπερβολικού τύπου", "µε άγνωστη συνάρτηση τη uHx,yL
και ανεξάρτητες µεταβλητές τη θέση x και το χρόνο t"<;

In[35]:= sol2 = DSolve@CablePDE, u@x, tD, 8x, t<D
Out[35]= ::uHx, tLØ c1Bt +$%%%%%%%%%1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2
xF + c2Bt -$%%%%%%%%%1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2
xF>>

In[36]:= sol2a = DSolve@CablePDE, u@x, tD, 8x, t<, DSolveConstants → fD
Out[36]= ::uHx, tLØ f H1Likjjjjjjt +$%%%%%%%%%1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2
x
y{zzzzzz + f H2Likjjjjjjt -$%%%%%%%%%1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2
x
y{zzzzzz>>

In[37]:= sol2b = sol2a êê PowerExpand

Out[37]= ::uHx, tLØ f H1LJt + x
ÅÅÅÅÅÅ
c
N+ f H2LJt - x

ÅÅÅÅÅÅ
c
N>>

In[38]:= us@x_, t_D = sol2bP1, 1, 2T
Out[38]= f H1LJt + x

ÅÅÅÅÅÅ
c
N + f H2LJt - x

ÅÅÅÅÅÅ
c
N

In[39]:= ver2 = CablePDE ê. u → us êê Simplify

Out[39]= True
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In[40]:= comment = "Η πρώτη συνάρτηση δηλώνει κίνηση του κύµατος

προς τα αριστερά µε ταχύτητα V. Επίσης η δεύτερη συνάρτηση

δηλώνει κίνηση του κύµατος προς τα δεξιά πάλι µε ταχύτητα V";

In[41]:= ChangeOfVariables = 8ξ = x − c t, η = x + c t<;
In[42]:= 8A = 1, B = 0, Γ = −1êc2, ∆ = B2 − 4 A Γ<
Out[42]= :1, 0, - 1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2
,
4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

>
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΕ4 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[43]:= BeamPDE = EI D@v@x, tD, 8x, 4<D + ρΑ D@v@x, tD, 8t, 2<D < 0

Out[43]= rΑ vH0,2LHx, tL +EI vH4,0LHx, tL == 0
In[44]:= v@x_, t_D = X@xD T@tD
Out[44]= THtL XHxL
In[45]:= BeamPDE

Out[45]= rΑ XHxLT ££HtL +EITHtL X H4LHxL == 0
In[46]:= SeparatedBeamPDE = BeamPDEP1T êv@x, tD < 0 êê Simplify

Out[46]=
rΑT ££HtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

THtL +
EI X H4LHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

XHxL == 0

In[47]:= ODEx = X''''@xD − β4 X@xD < 0

Out[47]= X H4LHxL- b4 XHxL == 0
In[48]:= ODEt = T''@tD + ω2 T@tD < 0

Out[48]= THtLw2 +T ££HtL == 0
In[49]:= solx = DSolve@ODEx, X@xD, xD
Out[49]= 88XHxLØ ‰-x b c2 + ‰x b c4 + c1 cosHx bL + c3 sinHx bL<<
In[50]:= Xs@x_D = solxP1, 1, 2T êê ExpToTrig êê Simplify

Out[50]= c1 cosHx bL + Hc2 + c4L coshHx bL+ c3 sinHx bL+ Hc4 - c2L sinhHx bL
In[51]:= X0@x_D = ?µ x

Out[51]= ‰x m

In[52]:= CharEq = ODEx ê. X → X0 êê Simplify

Out[52]= ‰x m Hm4 - b4L == 0
In[53]:= solµ = Solve@CharEqP1, 2T < 0, µD
Out[53]= 88m Ø -b<, 8m Ø -Â b<, 8m Ø Â b<, 8m Ø b<<
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In[54]:= number = Length@solµD
Out[54]= 4

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΕ5 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[55]:= 8Beam1 = "Αµϕίπακτη δοκός",

Beam2 = "∆οκός µε πάκτωση αριστερά και κύλιση δεξιά",
Beam3 = "Πρόβολος µε στήριξη αριστερά", Beam4 = "Αµϕιέρειστη δοκός",

Beam5 = "∆οκός µε άρθρωση αριστερά και ελεύθερη δεξιά",
Beam6 = "Ελεύθερη δοκός"<;

In[56]:= BoundaryConditions1 = 8X@0D < 0, X'@0D < 0, X@LD < 0, X'@LD < 0<;
In[57]:= BoundaryConditions2 = 8X@0D < 0, X'@0D < 0, X@LD < 0, X''@LD < 0<;
In[58]:= BoundaryConditions3 = 8X@0D < 0, X'@0D < 0, X''@LD < 0, X'''@LD < 0<;
In[59]:= BoundaryConditions4 = 8X@0D < 0, X''@0D < 0, X@LD < 0, X''@LD < 0<;
In[60]:= BoundaryConditions5 = 8X@0D < 0, X''@0D < 0, X''@LD < 0, X'''@LD < 0<;
In[61]:= BoundaryConditions6 = 8X''@0D < 0, X'''@0D < 0, X''@LD < 0, X'''@LD < 0<;
In[62]:= FrequencyEquation@Beam1D = Cosh@zD Cos@zD < 1

Out[62]= cosHzL coshHzL == 1
In[63]:= FrequencyEquation@Beam3D = Cosh@zD Cos@zD < −1

Out[63]= cosHzL coshHzL == -1

In[64]:= FrequencyEquation@Beam2D = Tanh@zD < Tan@zD
Out[64]= tanhHzL == tanHzL
In[65]:= zApproximations = Table@H4 n + 1L π ê4, 8n, 1, 10<D
Out[65]= : 5 pÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

4
,
9 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4
,
13 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4
,
17 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4
,
21 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4
,
25 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4
,
29 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4
,
33 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4
,
37 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4
,
41 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4

>
In[66]:= βApproximations = zApproximationsê L
Out[66]= : 5 pÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

4 L
,
9 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 L

,
13 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 L

,
17 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 L

,
21 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 L

,
25 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 L

,
29 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 L

,
33 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 L

,
37 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 L

,
41 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 L

>
In[67]:= ωApproximations = βApproximations2 Sqrt@EIêρΑD
Out[67]= : 25 p2$%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅrΑ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
16 L2

,
81 p2$%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅrΑ
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

16 L2
,
169 p2$%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅrΑ
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

16 L2
,
289 p2$%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅrΑ
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

16 L2
,
441 p2$%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅrΑ
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

16 L2
,

625 p2$%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ
rΑ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
16 L2

,
841 p2$%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ

rΑ
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

16 L2
,
1089 p2$%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ

rΑ
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

16 L2
,
1369 p2$%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ

rΑ
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

16 L2
,
1681 p2$%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ

rΑ
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

16 L2
>
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In[68]:= NumericalωApproximations = N@ωApproximationsD êê PowerExpand

Out[68]= : 15.4213è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2è!!!!!!!!
rΑ

,
49.9649è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2è!!!!!!!!
rΑ

,
104.248è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2è!!!!!!!!
rΑ

,
178.27è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2è!!!!!!!!
rΑ

,
272.031è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2è!!!!!!!!
rΑ

,

385.531è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2è!!!!!!!!
rΑ

,
518.771è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2è!!!!!!!!
rΑ

,
671.75è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2è!!!!!!!!
rΑ

,
844.468è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2è!!!!!!!!
rΑ

,
1036.93è!!!!!!EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2è!!!!!!!!
rΑ

>
In[69]:= X4@n_, x_D = Sin@n π xêLD
Out[69]= sinJ n p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

N
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΕ6 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ΡΑΒ∆ΟΙ)

In[70]:= Clear@uD
In[71]:= AxialBarVibrationsPDE = EA D@u@x, tD, 8x, 2<D + f@x, tD < ρA D@u@x, tD, 8t, 2<D
Out[71]= f Hx, tL +EA uH2,0LHx, tL == rA uH0,2LHx, tL
In[72]:= AxialBarVibrationsWithoutLoadingPDE=

AxialBarVibrationsPDE ê. 8f@x, tD → 0, u → uh<
Out[72]= EAuhH2,0LHx, tL == rAuhH0,2LHx, tL
In[73]:= solh = DSolve@AxialBarVibrationsWithoutLoadingPDE,

uh@x, tD, 8x, t<, DSolveConstants → gD êê PowerExpand

Out[73]= ::uhHx, tL Ø gH1Likjjjjt + xè!!!!!!!!
rA

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!EA

y{zzzz+ gH2Likjjjjt - xè!!!!!!!!
rA

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!EA

y{zzzz>>
In[74]:= uhs@x_, t_D = solhP1, 1, 2T
Out[74]= gH1Likjjjjt + xè!!!!!!!!

rA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!EA

y{zzzz + gH2Likjjjjt - xè!!!!!!!!
rA

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!EA

y{zzzz
In[75]:= verh = AxialBarVibrationsWithoutLoadingPDEê. uh → uhs êê Simplify

Out[75]= True

In[76]:= comment = "Το σύµβολο ∞ δηµιουργείται µε το πληκτρολόγιο µε Esc inf Esc.";

In[77]:= u1@x_, t_D = Sum@q@n, tD Sin@n π xêLD, 8n, 1, ∞<D
Out[77]= ‚

n=1

¶

qHn, tL sinJ n p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
N

In[78]:= u2@x_, t_D = Sum@q@n, tD Cos@n π xêLD, 8n, 1, ∞<D
Out[78]= ‚

n=1

¶

qHn, tL cosJ n p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
N
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In[79]:= u3@x_, t_D = Sum@q@n, tD Sin@H2 n − 1L π x êH2 LLD, 8n, 1, ∞<D
Out[79]= ‚

n=1

¶

qHn, tL sinikjj H2 n- 1L p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 L
y{zz

In[80]:= u4@x_, t_D = Sum@q@n, tD Cos@H2 n − 1L π x êH2 LLD, 8n, 1, ∞<D
Out[80]= ‚

n=1

¶

qHn, tL cosikjj H2 n - 1L p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 L
y{zz

In[81]:= u4a@x_, t_D = Sum@q@n, tD Cos@H2 n − 1L π xê H2 LLD, 8n, 1, 8<D
Out[81]= cosJ p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

N qH1, tL + cosikjj 3 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz qH2, tL+ cosikjj 5 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz qH3, tL + cosikjj 7 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz qH4, tL+
cosikjj 9 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz qH5, tL+ cosikjj 11 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz qH6, tL+ cosikjj 13 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz qH7, tL+ cosikjj 15 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz qH8, tL
In[82]:= ReducedAxialBarVibrationsPDE=

AxialBarVibrationsPDE ê. 8u → u4a, EA → c2 ρA< êê FullSimplify

Out[82]=
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2

ikjjrA ikjjcosJ p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

N Hp2 qH1, tL c2 + 4 L2 qH0,2LH1, tLL + cosikjj 3 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz H9 p2 qH2, tL c2 + 4 L2 qH0,2LH2, tLL+
cosikjj 5 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz H25 p2 qH3, tL c2 + 4 L2 qH0,2LH3, tLL+ cosikjj 7 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz H49 p2 qH4, tL c2 + 4 L2 qH0,2LH4, tLL+
cosikjj 9 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz H81 p2 qH5, tL c2 + 4 L2 qH0,2LH5, tLL+ cosikjj 11 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz H121 p2 qH6, tL c2 + 4 L2 qH0,2LH6, tLL+
cosikjj 13 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz H169 p2 qH7, tL c2 + 4 L2 qH0,2LH7, tLL+
cosikjj 15 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 L

y{zz H225 p2 qH8, tL c2 + 4 L2 qH0,2LH8, tLLy{zz- 4 L2 f Hx, tLy{zz == 0
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΕ7 (ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΤΙΚΗ Υ∆ΡΑΥΛΙΚΗ: ∆ΙΑΧΥΣΗ)

In[83]:= Plot@8Erf@xD, Erfc@xD<, 8x, 0, 4<,
PlotStyle → Thickness@0.008D, Frame → True, FrameLabel →8"x", "erfHxL, erfcHxL", "ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ ΚΑΙ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΗ ΤΗΣ", ""<,
DefaultFont → 8"Arial", 11<D;

0 1 2 3 4
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

fre
HxL,cfre

HxL

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ ΚΑΙ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΗ ΤΗΣ

In[84]:= 8identity = Erf@xD + Erfc@xD < 1, identity êê Simplify, identity êê FullSimplify<
Out[84]= 8erfHxL+ erfcHxL == 1, erfHxL + erfcHxL == 1, True<
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In[85]:= tb = Table@N@Erf@xDD, 8x, 0, 10<D
Out[85]= 80., 0.842701, 0.995322, 0.999978, 1., 1., 1., 1., 1., 1., 1.<
In[86]:= LT = LaplaceTransform@Erfc@xêH2 a Sqrt@tDLD, t, sD
Out[86]=

‰-
è!!!!!!s xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅa

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s

In[87]:= InverseLaplaceTransform@LT, s, tD êê PowerExpand êê FullSimplify

Out[87]= erfcikjjj x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 aè!!!t y{zzz

In[88]:= D@8Erf@xD, Erfc@xD<, xD
Out[88]= : 2 ‰-x2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!
p
, -

2 ‰-x2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!
p

>
In[89]:= DiffusionPDE = D@c@x, tD, tD < D0 D@c@x, tD, 8x, 2<D
Out[89]= cH0,1LHx, tL == D0 cH2,0LHx, tL
In[90]:= FP = FourierParameters → 81, −1<
Out[90]= FourierParametersØ 81, -1<
In[91]:= FourierTransform@8DiracDelta@xD, DiracDelta@x − aD<, x, ω, FPD
Out[91]= 81, ‰-Â aw<
In[92]:= FT2 = FourierTransform@DiffusionPDEP2T, x, ω, FPD ê.

FourierTransform@c@x, tD, x, ωD → C@ω, tD
Out[92]= -w2 C@w, tDD0

In[93]:= ODE = D@C@ω, tD, tD == FT2

Out[93]= CH0,1L@w, tD == -w2 C@w, tDD0

In[94]:= sol = DSolve@ODE, C@ω, tD, tD
Out[94]= 99C@w, tDØ ‰-t w2 D0 c1==
In[95]:= Cs@ω_, t_D = solP1, 1, 2T
Out[95]= ‰-t w2 D0 c1

In[96]:= cs@x_, t_D = InverseFourierTransform@Cs@ω, tD, ω, x, FPD
Out[96]=

‰
- x2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 t D0 c1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2è!!!!
p
è!!!!!!!!!!t D0

In[97]:= ver = DiffusionPDE ê. c → cs êê Simplify

Out[97]= True
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÉÉ: ÅÊÖÙÍÇÓÅÉÓ ÔÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ ÔÙÍ NOTEBOOKS (ÁóêÞóåéò) 181

ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉÉ-MF

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MF1 (ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ: ÌåôáöïñÜ Ñýðïõ): [Õ] Èåùñïýìå ôç ìå-
ôáöïñÜ ñýðïõ êáôÜ ìÞêïò õäáôïññåýìáôïò ìå ìåôáãùãÞ êáé ìïñéáêÞ äéÜ÷õóç. Ç ôá÷ýôçôá
ôïõ íåñïý óôï õäáôüññåõìá åßíáé Vx êáé ï óõíôåëåóôÞò ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò åßíáé Dx. Ðáñïõ-
óéÜæåôáé åðßóçò êáé áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ ðñþôçò ôÜîåùò ìå ó÷åôéêÞ óôáèåñÜ k. Æçôïýíôáé:
(á) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç PollutantTransportPDE ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ ñýðïõ
(óôï áñéóôåñü ìÝëïò ìüíï ç ÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò, üëïé ïé Üëëïé üñïé äåîéÜ) êáé ïé ëåðôïìå-
ñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò Characterizations1. (â) Õðüèåóç (óå óõíÜñôçóç c0(x, t)) ãéá ôç ëýóç ìå ôç
ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ìå óôáèåñÝò ië êáé iù êáé (ã) ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ
åîßóùóç CharacteristicEquation (ìå áðëïðïßçóç). (ä) Ç ëýóç solù ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò áõôÞò
åîéóþóåùò ùò ðñïò ù êáé ç ôéìÞ ù1 ôçò óôáèåñÜò ù ìå áíÜðôõãìá (åíôïëÞ Expand) ôïõ áðïôå-
ëÝóìáôïò. (å) Ç ëýóç c1(x, t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò PollutantTransportPDE ãéá ôçí ôéìÞ áõôÞù1

(ìå áðëïðïßçóç) êáé ç åðáëÞèåõóÞ ôçò ver. (óô) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò PollutantTransportPDE ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. (æ) ÊáôÜëëçëïò ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí
óå óõíÜñôçóç c1(x, t) ãéá ôç ëýóç ôçò ßäéáò åîéóþóåùò PollutantTransportPDE êáé ÷ñÞóç ôïõ óôçí
ßäéá åîßóùóç ìå áðïôÝëåóìá ôçí åîßóùóç SeparatedPollutantTransportPDE (ìå áðëïðïßçóÞ ôïõ).
(ç) ÊáôÜëëçëç äéáßñåóç êáé ôùí äýï ìåëþí (óõãêåêñéìÝíá êáé ôïõ åíüò êáé ôïõ Üëëïõ ÷ùñéóôÜ),
þóôå íá åðéôåõ÷èåß ï ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí x êáé t, ï ïðïßïò æçôåßôáé ìå áðïôÝëåóìá ôçí
ôåëéêÞ åîßóùóç FinalSeparatedPollutantTransportPDE.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MF2 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åëáóôéêüôçôá): [Õ] Äßíåôáé ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç
ôïõ Airy (åäþ óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x êáé y)

A(x, y) = x cosh x cos y + cos x cosh y + y sinh x sin y.

Æçôïýíôáé: (á) Íá äçëùèåß ç óõíÜñôçóç áõôÞ óôç Mathematica êáé óå Ýíá ó÷üëéï comment1
íá áíáöåñèåß óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá êáé õðü ðïéåò áêñéâþò óõíèÞêåò åßíáé ÷ñÞóéìç ìéá
ôÝôïéá óõíÜñôçóç. (â) Ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç áõôÞ óõíÜñôçóç A(x, y) íá õðïëïãéóèïýí ïé ôñåéò
óõíéóôþóåò ôùí ôÜóåùí óáí óõíáñôÞóåéò ôùí x êáé y (êáé ìå áðëïðïéÞóåéò). (ã) Íá ãñáöïýí óå
ëßóôá ïé éó÷ýïõóåò åîéóþóåéò éóïññïðßáò EquilibriumEquations (ìå áðëïðïßçóç). (ä) Íá äçëùèåß óå
óõíÜñôçóç ôïÜèñïéóìá s(x, y) ôùí ïñèþí ôÜóåùí (ìå áðëïðïßçóç) êáé óôçóõíÝ÷åéá (å) íá ãñáöåß ç
åîßóùóç ôïõ óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí StressWrittenCompatibilityEquation óôçí ôåëéêÞ
ôçò ìïñöÞ óõíáñôÞóåé ôùí ôÜóåùí. (óô) Íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíéóôþóåò ôùí ðáñáìïñöþóåùí
óáí óõíáñôÞóåéò (ìå áðëïðïéÞóåéò), ç ôñßôç ãxy(x, y) ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìÝôñïõ äéáôìÞóåùòG. (æ) Íá
õðïëïãéóèåß ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò G ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò Å (Åëëçíéêü Å óôç
Mathematica) êáé ôïõ ëüãïõ ôïõ Poisson í. Óå ó÷üëéï comment2 íá åîçãçèåß ãéá ðïéï áêñéâþò ëüãï
ôï Å ðñÝðåé åäþ íá åßíáé Åëëçíéêü óôçMathematica. (ç) Íá ãñáöåß ç åîßóùóç ôïõ óõìâéâáóôïý ôùí
ðáñáìïñöþóåùí StrainCompatibilityEquation ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ðáñáìïñöþóåùí óôçí áñ÷éêÞ ôçò
ìïñöÞ (êáé ðÜëé ìå áðëïðïßçóç).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MF3 (Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: Ìüíéìç ÄéäéÜóôáôç Áóôñüâéëç ÑïÞ Éäåáôïý Ñåõóôïý):
[Õ] Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ óå óõãêåêñéìÝíç ñïÞ äßíåôáé ç óõíÜñôçóç ñïÞò

Ø(x, y) = x10 − 45x2y2(x6 − y6)+ 210x4y4(x2 − y2)− y10.

Æçôïýíôáé: (á) Óå ó÷üëéï comment3 íá áíáöåñèïýí üëåò ïé õðïèÝóåéò õðü ôéò ïðïßåò åßíáé
÷ñÞóéìç, éó÷ýåé ç óõíÜñôçóç ñïÞò Ø(x, y). (â) Íá äçëùèåß ç ðéï ðÜíù óõíÜñôçóç Ø(x, y) êáé
íá êëçèåß ôï ðáêÝôï ãéá ôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç. (ã) Íá äçëùèïýí ôþñá ÊáñôåóéáíÝò óõíôå-
ôáãìÝíåò. (ä) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðéï ðÜíù ðáêÝôïõ íá åëåã÷èåß åÜí Þ ü÷é ç óõíÜñôçóç
ñïÞò Ø(x, y) åßíáé áñìïíéêÞ. (Íáé åßíáé!) (å) Óå ëßóôá íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ý-
ôçôáò u(x, y) êáé v(x, y) ôïõ ñåõóôïý (ìå áðëïðïßçóç). (óô) Íá ãñáöåß ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò
ContinuityEquation (ìå áðëïðïßçóç). (æ) ÁíÜëïãá êáé ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò



182 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS III ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

IrrotationalFlowEquation. (ç) Áðü ôçí ôá÷ýôçôá u(x, y) íá õðïëïãéóèåß ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò
Ö(x, y) êáé íá åëåã÷èåß üôé åßíáé êé áõôü áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MF4 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Éäéïóõ÷íüôçôåò Êáìðôéêþí Éäéïôáëáíôþ-
óåùí Äïêïý): [Õ] Èåùñïýìå ôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò ðñïâüëïõ ìå ðÜêôùóç óôï äåîéü
Üêñï ôïõ x = L êáé åëåýèåñï ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0. Æçôïýíôáé: (á) Íá åîáëåéöèåß ðñïçãïý-
ìåíç äÞëùóç ôïõ óõìâüëïõ v óôç Mathematica. (â) Ìå ãíùóôÝò ôç äõóêáìøßá EI êáé ôç ãñáììéêÞ
ðõêíüôçôá ñÁ ôïõ ðñïâüëïõ íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamPartialDifferential-
Equation. (ã) Íá ãñáöåß êáôåõèåßáí ç ãåíéêÞ ëýóç Xf (x) ôçò ó÷åôéêÞò ÷ùñéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò. (ä) Íá ãñáöïýí ïé éó÷ýïõóåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
CantileverBoundaryConditions êáé ïé áíôßóôïé÷åò åîéóþóåéò equations ãéá ôç ëýóç Xf (x) óôç èÝóç
ôçò ãåíéêÞò óõíáñôÞóåùò X(x). (å) Íá ãñáöåß êáôåõèåßáí ç óõíÜñôçóç f (z) óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ
åîßóùóç f (z) = 0 ðïõ ðñïêýðôåé ãéá ôçí ðïóüôçôá z = âL. (óô) Íá ãßíåé ó÷åäßáóç ôçò óõíáñ-
ôÞóåùò f (z) óôï äéÜóôçìá [0, 5]. (æ) Íá õðïëïãéóèåß ç ðñþôç ñßæá ôçò z1 ìå áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç
z1 ≈ 2 êáé ìå áêñßâåéá ðåñßðïõ 80 óçìáíôéêþí øçößùí. (ç) Íá õðïëïãéóèåß ôï ó÷åôéêü óöÜëìá
FunctionError ðïõ äßíåé ç ñßæá áõôÞ z1 óôç óõíÜñôçóç f (z) ìå áêñßâåéá 100 øçößùí.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MF5 (Ôáëáíôþóåéò: Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå Áðüóâåóç): [Õ] Óôéò åëåýèå-
ñåò ôáëáíôþóåéò ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìå áðüóâåóç æçôïýíôáé: (á) Ç ó÷åôéêÞ
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç IntegralEquationOfVibrationsWithDamping ìå äýï ïëïêëçñþìáôá ìå Üãíù-
óôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé ìå ãíùóôÝò óôáèåñÝò î êáé ù0. Óç-
ìåéþíåôáé ï üñïò óôï äåîéü ìÝëïò: x0 + (v0 + 2îù0x0)t ìå x0 êáé v0 ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.
(â) Íá îáíáãñáöåß ç ßäéá áêñéâþò ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç óå áðëïðïéçìÝíç (ìå ôï ÷Ýñé!) ìïñöÞ
SimplifiedIntegralEquationOfVibrationsWithDamping (ôþñá ìå Ýíá ïëïêëÞñùìá!) êáé óôç óõíÝ÷åéá
íá äçëùèåß ç ßäéá åîßóùóç êáé ìå ôï ðïëý ðéï áðëü óýìâïëï ie. (ã) Óå ëßóôá Characterizations2
íá äïèïýí ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ie. (ä) Íá õðï-
ëïãéóèåß ç ó÷åôéêÞ ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç IntegrodifferentialEquation êáé áðü áõôÞí
êáé ç áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç DifferentialEquation1. Ôï ßäéï êáé áðåõèåßáò ìå åîßóùóç
DifferentialEquation2 (÷ùñßò íá ìåóïëáâÞóåé ç ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç) êáé íá åëåã÷èåß üôé
ðñüêåéôáé ãéá ôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (å)Íáäçëùèïýí ïé äýïáñ÷éêÝò óõíèÞêåò InitialConditions
êáé óôç óõíÝ÷åéá (óô) íá õðïëïãéóèåß ìå áõôÝò ç ëýóç solution ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå áðëï-
ðïßçóç). (æ) Íá ãñáöåß ç ëýóç áõôÞ óáí óõíÜñôçóç xs1d(t) (ìå áðëïðïßçóç) êáé óáí óõíÜñôçóç
xs2d(t) (ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç). (ç) ÔÝëïò ãéá ôç óõíÜñôçóç xs2d(t) íá ãßíïõí ïé åðáëçèåýóåéò ôüóï
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò:DifferentialEquationVerification üóï êáé ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò:
IntegralEquationVerification (ìå áðëïðïéÞóåéò).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MF6 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Éîïåëáóôéêüôçôá): [Õ] Óôç ÃñáììéêÞ Éîïåëáóôéêü-
ôçôá ãéá äéðáñáìåôñéêü õëéêü Maxwell ãíùñßæïõìå ôçí åíäïôéêüôçôÜ ôïõ óå åñðõóìü

J(t) = p1 + t
q1

ìå t ôï ÷ñüíï êáé p1 êáé q1 ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á) Ç äÞëùóç ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò
ðñþôá óáí óõíÜñôçóç MaxwellMaterialJ êáé Ýðåéôá ìå ôï ðéï áðëü üíïìá J. (â) Ï ìåôáó÷çìá-
ôéóìüò Laplace ôçò JL(s) (ìå áðëïðïßçóç) êáé ìåôÜ (ã) ç áëãåâñéêÞ åîßóùóç AlgebraicEquation ãéá
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace YL(s) ôïõ ìÝôñïõ ÷áëáñþóåùò Y (t) ìáæß ìå ôç ëýóç ôçò SolutionYL ùò
ðñïò YL(s). (ä) Ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç YLs(s) êáé ç áíôßóôñïöÞ ôçò êáôÜ Laplace Ys(t). (å) Ç åðáëÞ-
èåõóç verification ôçò ëýóåùò Ys(t) ùò ðñïò ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ðïõ óõíäÝåé ôçí åíäïôéêüôçôá
óå åñðõóìü êáé ôï ìÝôñï ÷áëáñþóåùò. (óô) Ç ãñáöÞ ôçò Áñ÷Þò ôçò ÕðåñèÝóåùò ôïõ Boltzmann
óôç ÃñáììéêÞ Éîïåëáóôéêüôçôá BoltzmannSuperpositionPrinciple1 óáí åîßóùóç ìå ôçí ðáñáìüñ-
öùóç å(t) áñéóôåñÜ êáé åðßóçò ôçí ôÜóç ó(t) (êáé ôçí ðáñÜãùãü ôçò ó̇(t)) äåîéÜ (ìå áðëïðïßçóç).
(æ) Ç ßäéá åîßóùóç íá îáíáãñáöåß áðü ôçí áñ÷Þ, ôþñá üìùò ÷ùñßò ðáñÜãùãï ôçò ôÜóåùò äåîéÜ ìå
ôï óýìâïëï BoltzmannSuperpositionPrinciple2 (ìå áðëïðïßçóç). (ç) Íá äïèïýí ïé ÷áñáêôçñéóìïß
ôçò Characterizations3 ìå ãíùóôÞ ôçí ðáñáìüñöùóç å(t) êáé Üãíùóôç ôçí ôÜóç ó(t).



à Notebook  ΕΜΙΙΙ-ΜF

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMIII-MF
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMIII-MF1 ΕΩΣ ΕΜΙΙΙ-ΜF6)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜF1 (ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΤΙΚΗ Υ∆ΡΑΥΛΙΚΗ: ΜΕΤΑΦΟΡΑ 
ΡΥΠΟΥ)

ü ∏ �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�

In[2]:= PollutantTransportPDE =

D@c@x, tD, tD " −Vx D@c@x, tD, xD + Dx D@c@x, tD, 8x, 2<D − k c@x, tD
Out[2]= cH0,1LHx, tL == -k cHx, tL -Vx cH1,0LHx, tL +DxcH2,0LHx, tL
In[3]:= Characterizations1 = 8"διαϕορική εξίσωση µε µερικές παραγώγους",

"δευτέρας τάξεως", "γραµµική", "οµογενής", "µε σταθερούς συντελεστές",

"παραβολικού τύπου", "µε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές: τις x και t"<;
ü ∏ Âð�ÏùÛ� ÙË� ÌÂ ÙË Ì¤õÔ�Ô ÙË� ÂÎõÂÙÈÎ�� ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ¿ÛÂ��

In[4]:= c0@x_, t_D = Exp@; Hλ x + ω tLD
Out[4]= ‰Â Hx l+t wL
In[5]:= CharacteristicEquation = PollutantTransportPDE ê. c → c0 êê Simplify

Out[5]= ‰Â Hx l+t wL HDxl2 + ÂVxl + k + Â wL == 0

In[6]:= solω = Solve@CharacteristicEquation, ωD
Out[6]= 88w Ø -Â H-Dxl2 - ÂVxl - kL<<
In[7]:= ω1 = solωP1, 1, 2T êê Expand

Out[7]= ÂDxl2 -Vxl + Â k

In[8]:= c1@x_, t_D = c0@x, tD ê. ω → ω1 êê Simplify

Out[8]= ‰-k t-l HÂ t Vx-Â x+Dx t lL
In[9]:= ver = PollutantTransportPDE ê. c → c1 êê Simplify

Out[9]= True
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ü √ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÞ� Laplace ÙË�

In[10]:= LaplaceTransform@PollutantTransportPDE, t, sD êê Simplify

Out[10]= Hk + sL LaplaceTransform@cHx, tL, t, sD +VxLaplaceTransform@cH1,0LHx, tL, t, sD ==
cHx, 0L +DxLaplaceTransform@cH2,0LHx, tL, t, sD

ü √ ¯�ÚÈÛÌÞ� Ù�Ó ÌÂÙ·�ÏËÙÒÓ ÙË�

In[11]:= c1@x_, t_D := X@xD T@tD
In[12]:= SeparatedPollutantTransportPDE = PollutantTransportPDE ê. c → c1 êê Simplify

Out[12]= XHxLT £HtL == -THtL Hk XHxL +VxX £HxL -DxX ££HxLL
In[13]:= FinalSeparatedPollutantTransportPDE =

SeparatedPollutantTransportPDEP1Têc1@x, tD ==

SeparatedPollutantTransportPDEP2Tê c1@x, tD
Out[13]=

T £HtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
THtL == -

k XHxL +VxX £HxL -DxX ££HxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

XHxL
à ΑΣΚΗΣΗ EMIII-MF-2 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ)

ü ∏ Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy

In[14]:= A@x_, y_D = x Cosh@xD Cos@yD + Cos@xD Cosh@yD + y Sinh@xD Sin@yD
Out[14]= x cosHyL coshHxL + cosHxL coshHyL + y sinHyL sinhHxL
In[15]:= comment1 =

"Είναι χρήσιµη στη γραµµική επίπεδη Ελαστικότητα σε στατικά προβλήµατα για

ισότροπα ελαστικά µέσα χωρίς δυνάµεις µάζας Hκαθολικές δυνάµειςL είτε

υπό συνθήκες επίπεδης παραµορϕώσεως είτε υπό συνθήκες επίπεδης εντάσεως.";

ü √È ÛùÓÈÛÙÒÛÂ� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó

In[16]:= σx@x_, y_D = D@A@x, yD, 8y, 2<D êê Simplify

Out[16]= -x cosHyL coshHxL + cosHxL coshHyL + H2 cosHyL - y sinHyLL sinhHxL
In[17]:= σy@x_, y_D = D@A@x, yD, 8x, 2<D êê Simplify

Out[17]= x cosHyL coshHxL - cosHxL coshHyL + H2 cosHyL + y sinHyLL sinhHxL
In[18]:= τxy@x_, y_D = −D@A@x, yD, x, yD êê Simplify

Out[18]= -y cosHyL coshHxL + x sinHyL sinhHxL + sinHxL sinhHyL
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ü √È ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÈÛÔÚÚÔð�·� Î·È Ë ÂÍ�Û�ÛË ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó 
ÁÚ·ÌÌ¤ÓË Ì¤Û� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó

In[19]:= EquilibriumEquations = 8D@σx@x, yD, xD + D@τxy@x, yD, yD " 0,

D@τxy@x, yD, xD + D@σy@x, yD, yD " 0< êê Simplify

Out[19]= 8True, True<
In[20]:= s@x_, y_D = σx@x, yD + σy@x, yD êê Simplify

Out[20]= 4 cosHyL sinhHxL
In[21]:= StressWrittenCompatibilityEquation= D@s@x, yD, 8x, 2<D + D@s@x, yD, 8y, 2<D " 0

Out[21]= True

ü √È ÛùÓÈÛÙÒÛÂ� Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó Î·È Ë Û¯ÂÙÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó 
ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó

In[22]:= εx@x_, y_D = H1êΕL Hσx@x, yD − ν σy@x, yDL êê Simplify

Out[22]=
-x Hn + 1L cosHyL coshHxL + Hn + 1L cosHxL coshHyL - H2 Hn - 1L cosHyL + y Hn + 1L sinHyLL sinhHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Ε

In[23]:= εy@x_, y_D = H1êΕL Hσy@x, yD − ν σx@x, yDL êê Simplify

Out[23]=
x Hn + 1L cosHyL coshHxL - Hn + 1L cosHxL coshHyL + Hy Hn + 1L sinHyL - 2 Hn - 1L cosHyLL sinhHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Ε

In[24]:= γxy@x_, y_D = τxy@x, yDê G êê Simplify

Out[24]=
-y cosHyL coshHxL + x sinHyL sinhHxL + sinHxL sinhHyL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

G

In[25]:= G = Εê H2 H1 + νLL
Out[25]=

Ε
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 Hn + 1L

In[26]:= comment2 = "Το σύµβολο Ε πρέπει να είναι εδώ
Ελληνικό και όχι Λατινικό, επειδή η Mathematica χρησιµοποιεί
το Λατινικό Ε για να δηλώνει τον αριθµό @ = 2.71828...";

In[27]:= StrainCompatibilityEquation =

D@εx@x, yD, 8y, 2<D + D@εy@x, yD, 8x, 2<D − D@γxy@x, yD, x, yD " 0 êê Simplify

Out[27]= True
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à ΑΣΚΗΣΗ EMIII-MF3 (ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ:  ΜΟΝΙΜΗ
∆Ι∆ΙΑΣΤΑΤΗ ΑΣΤΡΟΒΙΛΗ ΡΟΗ Ι∆ΕΑΤΟΥ ΡΕΥΣΤΟΥ)

ü ∏ ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÚÔ�� (� ÚÔûÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË)

In[28]:= comment3 = "Η συνάρτηση ροής Hή ροϊκή συνάρτησηL είναι χρήσιµη σε προβλήµατα

µόνιµης HσταθερήςL, διδιάστατης HεπίπεδηςL και αστρόβιλης ροής

ιδεατού ρευστού Hασυµπίεστου και χωρίς συνεκτικότητα, ιξώδεςL.";
In[29]:= Ψ@x_, y_D = x10 − 45 x2 y2 Hx6 − y6L + 210 x4 y4 Hx2 − y2L − y10

Out[29]= x10 + 210 y4 Hx2 - y2L x4 - 45 y2 Hx6 - y6L x2 - y10

In[30]:= Needs@"Calculus`VectorAnalysis "̀D
In[31]:= SetCoordinates@Cartesian@x, y, zDD
Out[31]= CartesianHx, y, zL
In[32]:= Laplacian@Ψ@x, yDD " 0 êê Simplify

Out[32]= True

ü √È ÛùÓÈÛÙÒÛÂ� ÙË� Ù·¯�ÙËÙ·� ÙÔù ÚÂùÛÙÔ�

In[33]:= 8u@x_, y_D = D@Ψ@x, yD, yD, v@x_, y_D = −D@Ψ@x, yD, xD< êê Simplify

Out[33]= 8-10 Hy9 - 36 x2 y7 + 126 x4 y5 - 84 x6 y3 + 9 x8 yL, -10 Hx9 - 36 y2 x7 + 126 y4 x5 - 84 y6 x3 + 9 y8 xL<
In[34]:= ContinuityEquation = D@u@x, yD, xD + D@v@x, yD, yD " 0 êê Simplify

Out[34]= True

In[35]:= IrrotationalFlowEquation = D@u@x, yD, yD " D@v@x, yD, xD êê Simplify

Out[35]= True

ü ∆Ô �ùÓ·ÌÈÎÞ Ù·¯�ÙËÙ·�

In[36]:= Φ@x_, y_D = Integrate@u@x, yD, xD
Out[36]= -10 y x9 + 120 y3 x7 - 252 y5 x5 + 120 y7 x3 - 10 y9 x

In[37]:= Laplacian@Φ@x, yDD " 0

Out[37]= True
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à ΑΣΚΗΣΗ EMIII-MF4 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: 
Ι∆ΙΟΣΥΧΝΟΤΗΤΕΣ ΚΑΜΠΤΙΚΩΝ Ι∆ΙΟΤΑΛΑΝΤΩΣΕΩΝ ∆ΟΚΟΥ) 

In[38]:= Clear@vD
ü ∏ �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË Ù�Ó Î·ÌðÙÈÎÒÓ È�ÈÔÙ·Ï·ÓÙÒÛÂ�Ó �ÔÎÔ�

In[39]:= BeamPartialDifferentialEquation= EI D@v@x, tD, 8x, 4<D + ρA D@v@x, tD, 8t, 2<D " 0

Out[39]= rA vH0,2LHx, tL +EI vH4,0LHx, tL == 0

ü ∏ Ï�ÛË ÙË� Û¯ÂÙÈÎ�� ¯�ÚÈÎ�� ÛùÓ�õÔù� �È·ÊÔÚÈÎ�� ÂÍÈÛÒÛÂ��

In[40]:= Xf@x_D = A Cosh@β xD + B Sinh@β xD + C Cos@β xD + D Sin@β xD;
ü √È ÛùÓÔÚÈ·Î¤� ÛùÓõ�ÎÂ�

In[41]:= CantileverBoundaryConditions= 8X''@0D " 0, X'''@0D " 0, X@LD " 0, X'@LD " 0<;
In[42]:= equations = CantileverBoundaryConditionsê. X → Xf

Out[42]= 8A b2 - C b2 == 0, B b3 - D b3 == 0, C cosHL bL + A coshHL bL + D sinHL bL + B sinhHL bL == 0,
D b cosHL bL + B b coshHL bL - C b sinHL bL + A b sinhHL bL == 0<

ü ∏ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÁÈ· ÙÈ� È�ÈÔÛù¯ÓÞÙËÙÂ�: Ë  ÂÍ�Û�ÛË È�ÈÔÛù¯ÓÔÙ�Ù�Ó

In[43]:= f@z_D = Cosh@zD Cos@zD + 1

Out[43]= cosHzL coshHzL + 1

ü ∏ ðÚÒÙË È�ÈÔÛù¯ÓÞÙËÙ·

In[44]:= Plot@f@zD, 8z, 0, 5<D;

1 2 3 4 5

-10

10

20
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In[45]:= z1 = FindRoot@f@zD, 8z, 2<, WorkingPrecision → 80DP1, 2T
Out[45]= 1.8751040687119611664453082410782141625701117335310699882454137131056799528404286

In[46]:= FunctionError = N@f@z1D, 100D
Out[46]= 0.µ10-80

à ΑΣΚΗΣΗ EMIII-MF5 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΚΑΙ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ: ΕΛΕΥΘΕΡΕΣ 
ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΜΕ ΑΠΟΣΒΕΣΗ)

ü ∏ ÔÏÔÎÏËÚ�ÙÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË

In[47]:= IntegralEquationOfVibrationsWithDamping=

x@tD + 2 ξ ω0 Integrate@x@τD, 8τ, 0, t<D + ω02 Integrate@Ht − τL x@τD, 8τ, 0, t<D "

x0 + Hv0 + 2 ξ ω0 x0L t
Out[47]=

ikjjj‡0t Ht - tL xHtL „ t
y{zzz w02 + 2 x

ikjjj‡0 t
xHtL „ t

y{zzz w0+ xHtL == x0+ t Hv0+ 2 x0 x w0L
In[48]:= SimplifiedIntegralEquationOfVibrationWithDamping =

x@tD + Integrate@Hω02 Ht − τL + 2 ξ ω0L x@τD, 8τ, 0, t<D " x0 + Hv0 + 2 ξ ω0 x0L t
Out[48]= ‡

0

tHHt - tL w02 + 2 x w0L xHtL „ t + xHtL == x0+ t Hv0+ 2 x0 x w0L
In[49]:= ie = SimplifiedIntegralEquationOfVibrationWithDamping

Out[49]= ‡
0

tHHt - tL w02 + 2 x w0L xHtL „ t + xHtL == x0+ t Hv0+ 2 x0 x w0L
In[50]:= Characterizations2 =8"ολοκληρωτική εξίσωση Volterra", "δευτέρου είδους", "συνελικτικού τύπου",

"µονοδιάστατη", "γραµµική", "µε σταθερούς συντελεστές", "µη οµογενής"<;
ü ∏ Âð�ÏùÛ� ÙË� ÌÂ ·Ó·Á�Á� ÙË� ÛÂ �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË

In[51]:= IntegrodifferentialEquation = D@ie, tD
Out[51]=

ikjjj‡0t
xHtL „ t

y{zzz w02 + 2 x xHtL w0+ x£HtL == v0+ 2 x0 x w0

In[52]:= DifferentialEquation1 = D@IntegrodifferentialEquation, tD
Out[52]= xHtL w02 + 2 x x£HtL w0+ x££HtL == 0

In[53]:= DifferentialEquation2 = D@ie, 8t, 2<D
Out[53]= xHtL w02 + 2 x x£HtL w0+ x££HtL == 0

In[54]:= DifferentialEquation1 == DifferentialEquation2

Out[54]= True

188 Notebook-EMIII-MF-2008.nb



In[55]:= InitialConditions = 8x@0D " x0, x'@0D " v0<
Out[55]= 8xH0L == x0, x£H0L == v0<
In[56]:= solution =

DSolve@8DifferentialEquation2, InitialConditions<, x@tD, tD êê Simplify

Out[56]= 99xHtL Ø
‰-t Ix+

è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 M w0 II-1+ ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0M v0+ x0 Iè!!!!!!!!!!!!!!!
x2 - 1 I1+ ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0M + I-1+ ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 w0M xM w0M

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2è!!!!!!!!!!!!!!!

x2 - 1 w0
==

In[57]:= xs1d@t_D = solutionP1, 1, 2T êê Simplify

Out[57]=
‰-t Ix+

è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 M w0 II-1+ ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0M v0+ x0 Iè!!!!!!!!!!!!!!!
x2 - 1 I1+ ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0M + I-1+ ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 w0M xMw0M

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2è!!!!!!!!!!!!!!!

x2 - 1 w0

In[58]:= xs2d@t_D = xs1d@tD êê FullSimplify

Out[58]= ‰-t x w0
ikjjjjjx0 coshJt "###############x2 - 1 w0N +

Hv0+ x0 x w0L sinhIt è!!!!!!!!!!!!!!!
x2 - 1 w0M

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
x2 - 1 w0

y{zzzzz
ü √È Âð·ÏËõÂ�ÛÂÈ� ÙË� �È·ÊÔÚÈÎ�� ÂÍÈÛÒÛÂ�� Î·È ÙË� ÔÏÔÎÏËÚ�ÙÈÎ�� ÂÍÈÛÒÛÂ��

In[59]:= DifferentialEquationVerification= DifferentialEquation2 ê. x → xs2d êê Simplify

Out[59]= True

In[60]:= IntegralEquationVerification= ie ê. x → xs2d êê Simplify

Out[60]= True

à ΑΣΚΗΣΗ EMIII-MF6 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ΙΞΟΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ)

ü ÀÏÈÎÞ Maxwell: Ë ÂÓ�ÔÙÈÎÞÙËÙ· ÛÂ ÂÚðùÛÌÞ Î·È ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ¯·Ï·ÚÒÛÂ��

In[61]:= MaxwellMaterialJ@t_D = Hp1 + tL êq1
Out[61]=

p1 + t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
q1

In[62]:= J@t_D = MaxwellMaterialJ@tD
Out[62]=

p1 + t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
q1

In[63]:= JL@s_D = LaplaceTransform@J@tD, t, sD êê Simplify

Out[63]=
p1 s + 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
q1 s2

In[64]:= 8AlgebraicEquation = JL@sD YL@sD " 1ê s2,
SolutionYL = Solve@AlgebraicEquation, YL@sDD<

Out[64]= : Hp1 s + 1LYLHsL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

q1 s2
==

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2
, ::YLHsL Ø

q1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p1 s + 1

>>>
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In[65]:= YLs@s_D = SolutionYLP1, 1, 2T
Out[65]=

q1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p1 s + 1

In[66]:= Ys@t_D = InverseLaplaceTransform@YLs@sD, s, tD
Out[66]=

‰- tÅÅÅÅÅÅÅÅp1 q1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p1

In[67]:= verification = Integrate@J@t − τD Ys@τD, 8τ, 0, t<D " t

Out[67]= True

ü ∏ ·Ú¯� ÙË� ùðÂÚõ¤ÛÂ�� ÙÔù Boltzmann ÁÈ· ùÏÈÎÞ Maxwell

In[68]:= BoltzmannSuperpositionPrinciple1=

ε@tD == J@tD σ@0D + Integrate@J@t − τD σ'@τD, 8τ, 0, t<D êê Simplify

Out[68]= eHtL ==
Ÿ0tHp1 + t - tL s£HtL „ t + Hp1+ tL sH0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

q1

In[69]:= BoltzmannSuperpositionPrinciple2=

ε@tD == J@0D σ@tD + Integrate@J'@t − τD σ@τD, 8τ, 0, t<D êê Simplify

Out[69]= eHtL ==
Ÿ0tsHtL „ t + p1sHtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

q1

In[70]:= Characterizations3 =8"ολοκληρωτική εξίσωση Volterra", "δευτέρου είδους", "συνελικτικού τύπου",

"µονοδιάστατη", "γραµµική", "µε σταθερούς συντελεστές", "µη οµογενής"<;
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉÉ-MG

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MG1 (Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÑïÞ ãýñù áðü Êýëéíäñï): Óå ñïÞ ãýñù áðü êõêëéêü
êýëéíäñï áêôßíáò a êáé ìå êÝíôñï ôï óçìåßï (0, 0) (ïìïéüìïñöç ñïÞ óôï Üðåéñï êáôÜ ôïí Üîïíá Ox
ìå ôá÷ýôçôá V ) ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) êáé ç óõíÜñôçóç ñïÞò (Þ ñïúêÞ óõíÜñôçóç) Ø(x, y)
Ý÷ïõí ôéò áêüëïõèåò ìïñöÝò:

Ö(x, y) = Vx
(
1+ a2

x2 + y2

)
, Ø(x, y) = Vy

(
1− a2

x2 + y2

)
.

Æçôïýíôáé: (á) Íá äçëùèåß ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) óôç Mathematica êáé íá åðáëçèåõèåß
ìå Üìåóåò ðáñáãùãßóåéò HarmonicityVerification (êáé áðëïðïßçóç) üôé åßíáé áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç.
(â) Íá ãßíåé ç ßäéá åñãáóßá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ ôçò ÄéáíõóìáôéêÞò Áíáëýóåùò. (ã) Óå ó÷üëéï
comment1 íá äéåõêñéíéóèåß ëåðôïìåñþò óå ôé ñïÞ áíáöåñüìáóôå åäþ: ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. Åðßóçò
óå äåýôåñï ó÷üëéï comment2 íá åîçãçèåß ãéáôß ç ñïÞ óôï Üðåéñï åßíáé ïìïéüìïñöç ìå ôá÷ýôçôá V .
(ä) Óå ëßóôá ìå äýï óôïé÷åßá íá õðïëïãéóèïýí ïé äýï óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò

u = u(x, y) êáé v = v(x, y)

(óáí óõíáñôÞóåéò êáé ìå áðëïðïßçóç). (å) Ìå áõôÝò íá åëåã÷èåß ç éó÷ýò ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíå-
÷åßáò ContinuityEquation êáé ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò IrrotationalFlowEquation (ìå áðëïðïéÞóåéò).
(óô) Íá åëå÷èåß ç áñìïíéêüôçôá ôùí äýï óõíéóôùóþí u = u(x, y) êáé v = v(x, y) ôçò ôá÷ýôçôáò
ôïõ ñåõóôïý. (æ) Íá äçëùèåß ç óõíÜñôçóç ñïÞòØ(x, y), íá åëåã÷èåß IsHarmonicØ (ìå ïðïéïäÞðïôå
ôñüðï) üôé åßíáé êáé áõôÞ áñìïíéêÞ êáé åðßóçò IsCorrectØ üôé åßíáé êáé óùóôÞ ìå ôçí Ýííïéá üôé
óõìöùíåß ìå ôéò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ ñåõóôïý u êáé v ðïõ Þäç Ý÷ïõí âñåèåß. (ç) Óå ìéá
éóïäõíáìéêÞ ãñáììÞ óôï ðáñüí ðåäßï ñïÞò íá õðïëïãéóèåß ç êëßóç ôçò slope1 óôï óçìåßï (x, y)
ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óõíéóôùóþí ôçò ôá÷ýôçôáò u êáé v. ÁíÜëïãá êáé óå ìéá ãñáììÞ ñïÞò åêåß ìå
êëßóç slope2. ÐáñáðÝñá íá ãßíåé êáé êÜðïéá åðáëÞèåõóç ôùí êëßóåùí áõôþí SlopesVerification
(ìå áðëïðïßçóç).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MG2 (Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÐïëéêÝò, ÊõëéíäñéêÝò êáé ÓöáéñéêÝò ÓõíôåôáãìÝíåò):
Óõíå÷ßæïõìå ôï ðñïçãïýìåíï èÝìá . . . Åäþ æçôïýíôáé åðßóçò: (á) Óå ëßóôá ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß
CartesianToPolarTransformations (ìå âåëÜêéá!) ãéá ôç ìåôáôñïðÞ ìéáò óõíáñôÞóåùò áðü Êáñôå-
óéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò óå ðïëéêÝò. (â) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõò (êáé ìå áðëïðïßçóç) ç óõíÜñôçóçÖp(r, è)
ãéá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ(x, y). (ã) Óôç óõíÝ÷åéá ï Ýëåã÷ïò ôçò áñìïíéêüôçôÜò ôçò ìå ôç äÞëùóç
êõëéíäñéêþí óõíôåôáãìÝíùí óôï ðáêÝôï ÄéáíõóìáôéêÞò Áíáëýóåùò êáé ôç ÷ñÞóç ôïõ. (ä) Ãåíéêü-
ôåñá ôþñá ç åîßóùóç ôïõ Laplace óå êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ãéá áõèáßñåôç óõíÜñôçóç U óôéò
óõíôåôáãìÝíåò áõôÝò. (å) Ôï ßäéï áêñéâþò åñþôçìá, áëëÜ ôþñá åðéðëÝïí êáé ìå áîïíéêÞ óõììå-
ôñßá (ùò ðñïò ôïí Üîïíá Oz) ìå äÞëùóç ôçò åîéóþóåùò óáí AxialSymmetryLaplacian. (óô) Íá
ðñïóäéïñéóèåß ç ëýóç AxialSymmetrySolution ôçò åîéóþóåùò ðïõ ðñïÝêõøå. (æ) Íá äçëùèïýí
ôþñá óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé ìå áõôÝò íá ðñïóäéïñéóèåß êáé ðÜëé ç åîßóùóç ôïõ Laplace ãéá
ìéá áõèáßñåôç óõíÜñôçóç U. (ç) Ôþñá ãéá óöáéñéêÞ óõììåôñßá íá âñåèåß ç åîßóùóç ôïõ Laplace
SphericalSymmetryLaplacian êáé ç ëýóç ôçò SphericalSymmetrySolution.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MG3 (ÐëÜêåò, Ðëáêïäïêïß): Èåùñïýìå óõíÞèç ðëÜêá äõóêáìøßáò D0 õðü
óôáôéêÞ êÜèåôç öüñôéóç p(x, y) ìå âÝëïò êÜìøåùò w(x, y). Æçôïýíôáé: (á) Ó÷üëéï comment ãéá
ôïí ôýðï õðïëïãéóìïý ôçò äõóêáìøßáò D0 êáé üëá ôá ìåãÝèç ôá ïðïßá õðåéóÝñ÷ïíôáé ó’ áõôüí.
(â) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç PlatePDE1 ìå Üìåóåò ðáñáãùãßóåéò êáé óå ó÷üëéï comment
ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ã) Ç ßäéá åîßóùóç PlatePDE2 ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ ÄéáíõóìáôéêÞò
Áíáëýóåùò (íá öïñôùèåß îáíÜ!) êáé óýãêñéóç ôùí äýï åîéóþóåùí. (ä) Áðü ôï âÝëïò êÜìøåùò
w(x, y) ï õðïëïãéóìüò ôùí ñïðþí êÜìøåùò Mx êáé (å) My êáèþò êáé (óô) ôçò ñïðÞò óõóôñïöÞò
Mxy óôçí ðëÜêá óáí óõíáñôÞóåùí ôùí ìåôáâëçôþí x êáé y. (æ) Ï êáôåõèåßáí êáèïñéóìüò ôçò
óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò PlateODE ãéá ðïëý åðéìÞêç ðëÜêá (ðëáêïäïêü) ìå w = w(x)
ìüíï êáé (ç) ç ëýóç ôçò SolutionPlateODE ãéá óôáèåñÞ öüñôéóç p = p0.



192 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS III ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MG4 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò Äïêïý, Éäéï-
óõ÷íüôçôåò): Åäþ èåùñïýìå óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L), äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáììéêÞò
ðõêíüôçôáò ñÁ óå êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò. Æçôïýíôáé: (á) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
BeamPDE êáé óå ó÷üëéï comment ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â) Ïé éäéïìïñöÝò Xn(x) ãéá áìöéÝñåéóôç
äïêü óáí óõíáñôÞóåéò êáé ôïõ n êáé ôïõ x. (ã) Ï ïñéóìüò óõíáñôÞóåùò Orthogonality[m_ , n_ ]
ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôçò ïñèïãùíéüôçôáò äýï éäéïìïñöþí Xm(x) êáé Xn(x). (ä) Ìå ôç óõíÜñôçóç áõôÞ
ï Ýëåã÷ïò ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí ×2(x) êáé X3(x) óôçí áìöéÝñåéóôç äïêü. (å) ÁðëÜ
ç áñ÷éêÞ Ýêöñáóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x, t) ìÝóù ôùí êõñßùí óõíôåôáãìÝíùí óå åîáíáãêá-
óìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå öüñôéóç p(x, t). (óô) Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí
éäéïóõ÷íïôÞôùí ùn (ìÝóù ðñþôá ôùí óôáèåñþí ân) ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò D1 ôåôÜñôçò ôÜîåùò
ãéá äïêü ðáêôùìÝíç áñéóôåñÜ êáé ìå êýëéóç äåîéÜ. (æ) ¼ìïéá ãéá áìößðáêôç äïêü D2 êáé (ç) ãéá
ðñüâïëï ìå ðÜêôùóç áñéóôåñÜ D3.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MG5 (ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò: Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå Áðüóâåóç): Åäþ
èåùñïýìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

x(t)+
∫ t

0
[ù2

0(t − ô)+ 2îù0]x(ô) dô = x0 + (v0 + 2îù0x0)t ìå t ≥ 0

êáé ìå ôá î êáéù0 äýï áðüëõôá ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò ìÜëéóôá ìå î > 1. Æçôïýíôáé: (á) Íá äç-
ëùèåß ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç óôçMathematica ìå ôï óýìâïëï ie. (â) Óå ó÷üëéï comment íá
åîçãçèåß ðïëý ëåðôïìåñþò óå ðïéï áêñéâþò åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðá-
ñïõóéÜæåôáé. (ã) Íá õðïëïãéóèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace LaplaceTransformedIntegralEquation
ôçò åîéóþóåùò áõôÞò ie. (ä) Íá âñåèåß ç ëýóç solution1 ôçò ðñïêýðôïõóáò ðñùôïâÜèìéáò áë-
ãåâñéêÞò åîéóþóåùò. (å) Ç ßäéá åîßóùóç LaplaceTransformedIntegralEquation íá ãñáöåß êáé óå
ïðôéêÜ áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞSimplifiedLaplaceTransformedIntegralEquation ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ íÝïõ
óõìâüëïõ X(s) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò x(t). (óô) Íá âñåèåß ç
ëýóç X(s) ôçò ó÷åôéêÞò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò. (æ) Íá õðïëïãéóèåß ï ðáñïíïìáóôÞò denominator
óôç ëýóç áõôÞ X(s) êáé óôç óõíÝ÷åéá êáé ïé ñßæåò ôïõ roots. Óå ó÷üëéï ôé éäéüôçôá Ý÷ïõí ïé ñßæåò
áõôÝò; (ç) Áðü ôç ëýóç solution2 íá ðñïóäéïñéóèåß ç ëýóç x(t) ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò óå
áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ xs1(t) êáé óå ðëÞñùò áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ xs2(t), ðïõ åßíáé ðïëý äéáöïñåôéêÞ
óôçí åìöÜíéóç. Óå ó÷üëéï comment ðïéåò óõíáñôÞóåéò õðåéóÝñ÷ïíôáé óôéò ëýóåéò xs1(t) êáé xs2(t);
Íá ãßíåé êáé åðáëÞèåõóç ver ôçò ëýóåùò xs2(t) (ìå áðëïðïßçóç).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉÉ-MG6 (ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò: Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Èåùñïýìå
óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L êáé äõóêáìøßáò ÅÉ õðü ÜãíùóôÞ (ü÷é ãíùóôÞ!) óôáôéêÞ êÜèåôç öüñôéóç
p(x) ìå ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò v0, è0, Ì0 êáé Q0 óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0. Ôï âÝëïò
êÜìøåùò ôçò äïêïý äçëþíåôáé ìå v(x) (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé èåùñåßôáé åäþ ãíùóôü. (Ðñüêåéôáé
ãéá Ýíá áíôßóôñïöï ðñüâëçìá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí!) Æçôïýíôáé: (á) Óå ó÷üëéï comment
íá äçëùèïýí ïé êáëýôåñïé ôå÷íéêïß üñïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ãéá ôéò ôÝóóå-
ñéò ðéï ðÜíù áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. (â) Íá äçëùèïýí ñçôÜ ïé ó÷åôéêÝò ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
BeamInitialConditions âÝâáéá ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý êáé ôéò ðáñáãþãïõò ôïõ.
(ã) Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí v0, è0, Ì0 êáé Q0 íá äçëùèåß ç ó÷åôéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ
åîßóùóç BeamIntegralEquation êáé (ä) íá áíáöåñèïýí óå ëßóôá ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò
Characterizations. (å) Ìå äéáäï÷éêÝò ðáñáãùãßóåéò íá áíá÷èåß ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç
óå ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÝò åîéóþóåéò BeamIntegrodifferentialEquation1 êáé ðáñáðÝñá (ìå 2, 3,
êëð., áí ÷ñåéÜæåôáé) ìÝ÷ñé êáé (óô) ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamDifferentialEquation. (æ) Óå ó÷üëéï
íá åîçãçèåß ëåðôïìåñþò áí åßíáé óùóôüò Þ ü÷é ï üñïò «äéáöïñéêÞ åîßóùóç» õðü ôéò ðáñïýóåò óõí-
èÞêåò. Ðüôå èá Þôáí; (ç) ¢ëëç äõíáôüôçôá áðïôåëåß ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace. Íá õðïëïãéóèåß åðïìÝíùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò
LaplaceTransformedBeamIntegralEquation êáé óôç óõíÝ÷åéá ç ëýóç sol ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò
ðïõ ðñïêýðôåé.



à Notebook  ΕΜΙΙΙ-ΜG

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMIII-MG
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMIII-MG1 ΕΩΣ ΕΜΙΙΙ-ΜG6)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜG1 (ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ: 
ΡΟΗ ΓΥΡΩ ΑΠΟ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟ)

ü ∆Ô �ùÓ·ÌÈÎÞ Ù·¯�ÙËÙ·�

In[2]:= Φ@x_, y_D = V x H1 + a2 êHx2 + y2LL;
In[3]:= HarmonicityVerification = D@Φ@x, yD, 8x, 2<D + D@Φ@x, yD, 8y, 2<D # 0 êê Simplify

Out[3]= True

In[4]:= Needs@"Calculus`VectorAnalysis "̀D
In[5]:= SetCoordinates@Cartesian@x, y, zDD
Out[5]= CartesianHx, y, zL
In[6]:= Laplacian@Φ@x, yDD # 0 êê Simplify

Out[6]= True

ü �¯ÞÏÈ· ÁÈ· ÙË ÚÔ� Î·È ÔÈ ÛùÓÈÛÙÒÛÂ� ÙË� Ù·¯�ÙËÙ·� ÙÔù ÚÂùÛÙÔ�

In[7]:= comment1 = "Αναϕερόµαστε εδώ σε µια διδιάστατη HεπίπεδηL, µόνιµη H
σταθερήL και αστρόβιλη ροή ιδεατού ρευστού. Ιδεατό είναι ένα ρευστό
που έχει σταθερή πυκνότητα και δεν έχει ιξώδες, συνεκτικότητα";

In[8]:= comment2 =

"Η ροή στο άπειρο είναι οµοιόµορϕη και έχει ταχύτητα V κατά µήκος του άξονα

x. Τούτο προκύπτει εύκολα από τους τύπους που δίνουν τις δύο συνιστώσες

της ταχύτητας του ρευστού u = uHx,yL και v = vHx,yL από το δυναµικό
ταχύτητας Φ ήêκαι τη συνάρτηση ροής Hή ροϊκή συνάρτησηL Ψ µε παραγωγίσεις

τους. Συγκεκριµένα παρατηρούµε αµέσως ότι uHx,yL = ∂Φê∂x = ∂Ψê∂y = V,

όταν το x τείνει στο συν ή πλην άπειρο. Επίσης ότι vHx,yL = ∂Φê∂y = −∂Ψê
∂x = 0 στην ίδια ακριβώς περίπτωση. Αυτά ϕαίνονται ακόµη πιο αναλυτικά
στην αµέσως πιο κάτω εντολή πάλι για x να τείνει στο συν ή πλην άπειρο.";

In[9]:= 8u@x_, y_D = D@Φ@x, yD, xD, v@x_, y_D = D@Φ@x, yD, yD< êê Simplify

Out[9]= : V IHy2 - x2L a2 + Hx2 + y2L2M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 , -

2 a2 V x y
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 >
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ü ∏ ÂÍ�Û�ÛË ÙË� ÛùÓÂ¯Â�·� Î·È ÙÔ ·ÛÙÚÞ�ÈÏÔ ÙË� ÚÔ��

In[10]:= ContinuityEquation = D@u@x, yD, xD + D@v@x, yD, yD # 0 êê Simplify

Out[10]= True

In[11]:= IrrotationalFlowEquation = D@u@x, yD, yD − D@v@x, yD, xD # 0 êê Simplify

Out[11]= True

In[12]:= 8Laplacian@u@x, yDD # 0, Laplacian@v@x, yDD # 0< êê Simplify

Out[12]= 8True, True<
= ∏ ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÚÔ�� (� ÚÔûÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË)

In[13]:= Ψ@x_, y_D = V y H1 − a2 êHx2 + y2LL
Out[13]= V y ikjjj1 -

a2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 + y2

y{zzz
In[14]:= IsHarmonicΨ = Laplacian@Ψ@x, yDD # 0 êê Simplify

Out[14]= True

In[15]:= IsCorrectΨ = 8D@Ψ@x, yD, yD # u@x, yD, −D@Ψ@x, yD, xD # v@x, yD< êê Simplify

Out[15]= 8True, True<
= ∏ ÔÚõÔÁ�ÓÈÞÙËÙ· Ù�Ó ÈÛÔ�ùÓ·ÌÈÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ Î·È Ù�Ó ÁÚ·ÌÌÒÓ ÚÔ��

In[16]:= slope1 = −u@x, yDêv@x, yD êê Simplify

Out[16]=
Hy2 - x2L a2 + Hx2 + y2L2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 a2 x y

In[17]:= slope2 = v@x, yD êu@x, yD êê Simplify

Out[17]=
2 a2 x y

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a2 Hx2 - y2L - Hx2 + y2L2

In[18]:= SlopesVerification = slope1 slope2 # −1 êê Simplify

Out[18]= True

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜG2 (ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ: ΠΟΛΙΚΕΣ,
ΚΥΛΙΝ∆ΡΙΚΕΣ ΚΑΙ ΣΦΑΙΡΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ)

= ∆Ô �ùÓ·ÌÈÎÞ Ù·¯�ÙËÙ·� ÛÂ ÚÔ� Á�Ú� ·ðÞ Î�ÏÈÓ�ÚÔ ÛÂ ðÔÏÈÎ¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�

In[19]:= CartesianToPolarTransformations= 8x → r Cos@θD, y → r Sin@θD<;
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In[20]:= Φp@r_, θ_D = Φ@x, yD ê. CartesianToPolarTransformationsêê Simplify

Out[20]=
Ha2 + r2LV cosHqL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r

In[21]:= SetCoordinates@Cylindrical@r, θ, zDD
Out[21]= CylindricalHr , q, zL
In[22]:= Laplacian@Φp@r, θDD # 0 êê Simplify

Out[22]= True

= ∏ §·ðÏ·ÛÈ·Ó� ÛÂ ÎùÏÈÓ�ÚÈÎ¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ� 

In[23]:= Laplacian@U@r, θ, zDD # 0 êê Simplify

Out[23]= UH0,0,2LHr , q, zL +
UH0,2,0LHr , q, zL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r2 +
UH1,0,0LHr , q, zL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r
+ UH2,0,0LHr , q, zL == 0

= �ùÌÌÂÙÚ�· Á�Ú� ·ðÞ ¿ÍÔÓ·

In[24]:= AxialSymmetryLaplacian = Laplacian@U@rDD # 0 êê Simplify

Out[24]=
U£HrL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r
+ U££Hr L == 0

In[25]:= AxialSymmetrySolution = DSolve@AxialSymmetryLaplacian, U@rD, rD
Out[25]= 88UHr L Ø c2 + c1 logHrL<<
= ∏ §·ðÏ·ÛÈ·Ó� ÛÂ ÛÊ·ÈÚÈÎ¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ� 

In[26]:= SetCoordinates@Spherical@ρ, θ, φDD
Out[26]= SphericalHr, q, fL
In[27]:= Laplacian@U@ρ, θ, φDD # 0 êê Simplify

Out[27]=
UH2,0,0LHr, q, fL r2 + 2 UH1,0,0LHr, q, fL r + csc2HqLUH0,0,2LHr, q, fL + cotHqLUH0,1,0LHr, q, fL + UH0,2,0LHr, q, fL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r2 == 0

= �ùÌÌÂÙÚ�· Á�Ú� ·ðÞ ÛËÌÂ�Ô

In[28]:= SphericalSymmetryLaplacian = Laplacian@U@ρDD # 0 êê Simplify

Out[28]=
2 U£HrL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r
+ U££HrL == 0

In[29]:= SphericalSymmetrySolution = DSolve@SphericalSymmetryLaplacian, U@ρD, ρD
Out[29]= ::UHrL Ø c2 -

c1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r
>>
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à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜG3 (ΠΛΑΚΕΣ, ΠΛΑΚΟ∆ΟΚΟΙ)

= ∏ �ùÛÎ·Ì��· ÙË� ðÏ¿Î·�

In[30]:= comment = "Ο πολύ γνωστός τύπος για τη δυσκαµψία D0 µιας συνήθους

πλάκας είναι D0= Εh3êH12H1−ν2LL. Στον τύπο αυτό υπεισέρχονται

το πάχος h της πλάκας Hκαι µάλιστα στην τρίτη δύναµηL, το µέτρο

ελαστικότητας Ε του υλικού της Hπου θεωρείται ισότροπο και

γραµµικά ελαστικόL και ο λόγος του Poisson ν του ίδιου υλικού.";

= ∏ �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÙË� ðÏ¿Î·�

In[31]:= PlatePDE1 =

D@w@x, yD, 8x, 4<D + 2 D@w@x, yD, 8x, 2<, 8y, 2<D + D@w@x, yD, 8y, 4<D # p@x, yDêD0
Out[31]= wH0,4LHx, yL + 2 wH2,2LHx, yL + wH4,0LHx, yL ==

pHx, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

D0

In[32]:= comment = "Πρόκειται για διαϕορική εξίσωση µε µερικές

παραγώγους, τετάρτης τάξεως, γραµµική, µη οµογενή και µε

σταθερούς συντελεστές. Έχει δύο ανεξάρτητες µεταβλητές: τις

Καρτεσιανές συντεταγµένες x και y. ∆εν ορίζεται ο τύπος της.";

In[33]:= Needs@"Calculus`VectorAnalysis "̀D
In[34]:= SetCoordinates@Cartesian@x, y, zDD;
In[35]:= PlatePDE2 = Biharmonic@w@x, yDD # p@x, yDêD0
Out[35]= wH0,4LHx, yL + 2 wH2,2LHx, yL + wH4,0LHx, yL ==

pHx, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

D0

In[36]:= PlatePDE1 # PlatePDE2

Out[36]= True

= √È ÚÔð¤� Î¿Ì�Â�� Î·È ÛùÛÙÚÔÊ�� ÛÙËÓ ðÏ¿Î·

In[37]:= Mx@x_, y_D = −D0 HD@w@x, yD, 8x, 2<D + ν D@w@x, yD, 8y, 2<DL
Out[37]= -D0 Hn wH0,2LHx, yL + wH2,0LHx, yLL
In[38]:= My@x_, y_D = −D0 HD@w@x, yD, 8y, 2<D + ν D@w@x, yD, 8x, 2<DL
Out[38]= -D0 HwH0,2LHx, yL + n wH2,0LHx, yLL
In[39]:= Mxy@x_, y_D = D0 Hν − 1L D@w@x, yD, x, yD
Out[39]= D0 Hn - 1LwH1,1LHx, yL
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= ¶Ï·ÎÔ�ÔÎÞ� Î·È Ë Ï�ÛË ÙË� Û¯ÂÙÈÎ�� �È·ÊÔÚÈÎ�� ÂÍÈÛÒÛÂ��

In[40]:= PlateODE = D@w@xD, 8x, 4<D # p@xDê D0
Out[40]= wH4LHxL ==

pHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
D0

In[41]:= SolutionPlateΟDE = DSolve@PlateODE ê. p@xD → p0, w@xD, xD
Out[41]= ::wHxL Ø

p0 x4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
24 D0

+ c4 x3 + c3 x2 + c2 x + c1>>
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜG4 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ:
ΚΑΜΠΤΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ∆ΟΚΟΥ, Ι∆ΙΟΣΥΧΝΟΤΗΤΕΣ)

= ∏ �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË Ù�Ó Î·ÌðÙÈÎÒÓ È�ÈÔÙ·Ï·ÓÙÒÛÂ�Ó �ÔÎÔ�

In[42]:= Clear@vD; BeamPDE = EI D@v@x, tD, 8x, 4<D + ρA D@v@x, tD, 8t, 2<D # 0

Out[42]= rA vH0,2LHx, tL + EI vH4,0LHx, tL == 0

In[43]:= comment = "Πρόκειται για διαϕορική εξίσωση µε µερικές

παραγώγους, τετάρτης τάξεως, γραµµική, οµογενή και µε σταθερούς

συντελεστές. Έχει δύο ανεξάρτητες µεταβλητές: τη θέση x κατά
µήκος της δοκού και το χρόνο t. ∆εν ορίζεται ο τύπος της.";

= ∏ ÔÚõÔÁ�ÓÈÞÙËÙ· Ù�Ó È�ÈÔÌÔÚÊÒÓ ·ÌÊÈ¤ÚÂÈÛÙË� �ÔÎÔ�

In[44]:= X@n_, x_D := Sin@n π xêLD
In[45]:= Orthogonality@m_, n_D := Integrate@X@m, xD X@n, xD, 8x, 0, L<D;

Orthogonality@2, 3D
Out[45]= 0

= ∆Ô �¤ÏÔ� Î¿Ì�Â�� ÛÂ ÂÍ·Ó·ÁÎ·ÛÌ¤ÓÂ� Î·ÌðÙÈÎ¤� Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ� �ÔÎÔ�

In[46]:= v0@x_, t_D = Sum@q@n, tD X@n, xD, 8n, Infinity<D
Out[46]= ‚

n=1

¶

qHn, tL XHn, xL
= √È ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¤� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÁÈ· ÙÈ� È�ÈÔÛù¯ÓÞÙËÙÂ�

In[47]:= D1 = Det@881, 0, 1, 0<, 80, 1, 0, 1<, 8Cosh@zD, Sinh@zD, Cos@zD, Sin@zD<,8Cosh@zD, Sinh@zD, −Cos@zD, −Sin@zD<<D # 0 êê Simplify

Out[47]= 2 coshHzL sinHzL == 2 cosHzL sinhHzL
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In[48]:= D2 = Det@881, 0, 1, 0<, 80, 1, 0, 1<, 8Cosh@zD, Sinh@zD, Cos@zD, Sin@zD<,8Sinh@zD, Cosh@zD, −Sin@zD, Cos@zD<<D # 0 êê Simplify

Out[48]= 2 cosHzL coshHzL == 2

In[49]:= D3 = Det@881, 0, 1, 0<, 80, 1, 0, 1<, 8Cosh@zD, Sinh@zD, −Cos@zD, −Sin@zD<,8Sinh@zD, Cosh@zD, Sin@zD, −Cos@zD<<D # 0 êê Simplify

Out[49]= 2 cosHzL coshHzL + 2 == 0

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜG5 (ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ:
ΕΛΕΥΘΕΡΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΜΕ ΑΠΟΣΒΕΣΗ)

= ∏ ÔÏÔÎÏËÚ�ÙÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË

In[50]:= ie = x@tD + Integrate@Hω02 Ht − τL + 2 ξ ω0L x@τD, 8τ, 0, t<D # x0 + Hv0 + 2 ξ ω0 x0L t
Out[50]= ‡

0

tHHt - tL w02 + 2 x w0L xHtL „ t + xHtL == x0 + t Hv0 + 2 x0 x w0L
In[51]:= comment =

"Η πιο πάνω ολοκληρωτική εξίσωση ie παρουσιάζεται στο πρόβληµα των ελεύθερων

ταλαντώσεων Hµε απόσβεσηL µονοβάθµιου µηχανικού συστήµατος µάζας−

ελατηρίου−αποσβεστήρα. Στην ολοκληρωτική αυτή εξίσωση υπεισέρχοναι επίσης

η αρχική θέση x0 και η αρχική ταχύτητα v0 του υλικού σηµείου.";

= ∂ð�ÏùÛË ÌÂ ÙË Ì¤õÔ�Ô ÙÔù ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ� Laplace

In[52]:= LaplaceTransformedIntegralEquation= LaplaceTransform@ie, t, sD
Out[52]= w0 ikjj 2 x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s

+
w0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2

y{zz LaplaceTransform@xHtL, t, sD + LaplaceTransform@xHtL, t, sD ==
v0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2 +

x0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s

+
2 x0 x w0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s2

In[53]:= solution1 = Solve@LaplaceTransformedIntegralEquation,
LaplaceTransform@x@tD, t, sDD êê Simplify

Out[53]= ::LaplaceTransform@xHtL, t, sD Ø
v0 + s x0 + 2 x0 x w0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2 + 2 x w0 s + w02 >>

In[54]:= SimplifiedLaplaceTransformedIntegralEquation=

LaplaceTransformedIntegralEquationê. LaplaceTransform@x@tD, t, sD → X@sD
Out[54]= w0 ikjj 2 x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s

+
w0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2

y{zz XHsL + XHsL ==
v0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2 +

x0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s

+
2 x0 x w0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s2

In[55]:= solution2 =

Solve@SimplifiedLaplaceTransformedIntegralEquation, X@sDD êê Simplify

Out[55]= ::XHsL Ø
v0 + s x0 + 2 x0 x w0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2 + 2 x w0 s + w02 >>
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= √È Ú�úÂ� ÙÔù ð·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ�

In[56]:= denominator = Denominator@solution2P1, 1, 2, 2TD
Out[56]= s2 + 2 x w0 s + w02

In[57]:= roots = Solve@denominator # 0, sD êê Simplify

Out[57]= ::s Ø -Jx + "###############x2 - 1 N w0>, :s Ø J"###############x2 - 1 - xN w0>>
In[58]:= comment = "Οι δύο αυτές ρίζες είναι πραγµατικές και αρνητικές.";

= ∏ Ï�ÛË ÙË� ÔÏÔÎÏËÚ�ÙÈÎ�� ÂÍÈÛÒÛÂ��

In[59]:= xs1@t_D = InverseLaplaceTransform@solution2P1, 1, 2T, s, tD êê Simplify

Out[59]=
‰-t Ix+

è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 M w0 II-1 + ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0M v0 + x0 Iè!!!!!!!!!!!!!!!
x2 - 1 I1 + ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0M + I-1 + ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 w0M xMw0M

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2è!!!!!!!!!!!!!!!

x2 - 1 w0

In[60]:= xs2@t_D = xs1@tD êê FullSimplify

Out[60]= ‰-t x w0
ikjjjjjx0 coshJt "###############x2 - 1 w0N +

Hv0 + x0 x w0L sinhIt è!!!!!!!!!!!!!!!
x2 - 1 w0M

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
x2 - 1 w0

y{zzzzz
In[61]:= comment = "Στη λύση xs1HtL υπεισέρχεται µόνο η εκθετική συνάρτηση.

Αντίθετα στη λύση xs2HtL υπεισέρχονται οι συναρτήσεις υπερβολικό
συνηµίτονο και υπερβολικό ηµίτονο αντί για την εκθετική συνάρτηση.";

In[62]:= ver = ie ê. x → xs2 êê Simplify

Out[62]= True

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜG6 (ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ: 
ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

= √È ·Ú¯ÈÎ¤� ÛùÓõ�ÎÂ� ÛÙË �ÔÎÞ

In[63]:= comment = "v0 είναι το βέλος κάµψεως, θ0 η στροϕή Hή γωνία

στροϕήςL, που είναι σχεδόν ίση µε την κλίση, Μ0 η ροπή κάµψεως H
ή καµπτική ροπήL και q0 η τέµνουσα δύναµη. Και οι τέσσερις αυτές

ποσότητες αναϕέρονται εδώ στο αριστερό άκρο x = 0 της δοκού.";

In[64]:= BeamInitialConditions =8v@0D == v0, v'@0D == θ0, v''@0D == M0êEI, v'''@0D == Q0êEI<
Out[64]= :vH0L == v0, v£H0L == q0, v££H0L ==

M0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

, vH3LH0L ==
Q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

>
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= ∏ ÔÏÔÎÏËÚ�ÙÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÙË� �ÔÎÔ�

In[65]:= BeamIntegralEquation = v@xD == v@0D + x v'@0D + Hx2 ê2L v''@0D +Hx3 ê6L v'''@0D + H1 êH6 EILL Integrate@Hx − ξL3 p@ξD, 8ξ, 0, x<D
Out[65]= vHxL ==

1
ÅÅÅÅÅÅ
6

vH3LH0L x3 +
1
ÅÅÅÅÅÅ
2

v££H0L x2 + v£H0L x +
Ÿ0

xHx - xL3 pHxL „ x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

6 EI
+ vH0L

In[66]:= Characterizations =8"ολοκληρωτική εξίσωση Volterra", "πρώτου είδους", "συνελικτικού τύπου",

"µονοδιάστατη", "γραµµική", "µε σταθερούς συντελεστές", "µη οµογενής"<;
= ∞Ó·Á�Á� ÛÂ ÔÏÔÎÏËÚ�ÙÈÎÔ�È·ÊÔÚÈÎ¤� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� Î·È ÛÂ �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË

In[67]:= BeamIntegrodifferentialEquation1= D@BeamIntegralEquation, xD
Out[67]= v£HxL ==

1
ÅÅÅÅÅÅ
2

vH3LH0L x2 + v££H0L x +
Ÿ0

xHx - xL2 pHxL „ x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 EI
+ v£H0L

In[68]:= BeamIntegrodifferentialEquation2= D@BeamIntegrodifferentialEquation1, xD
Out[68]= v££HxL ==

Ÿ0
xHx - xL pHxL „ x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

+ v££H0L + x vH3LH0L
In[69]:= BeamIntegrodifferentialEquation3= D@BeamIntegrodifferentialEquation2, xD
Out[69]= vH3LHxL ==

Ÿ0
xpHxL „ x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

+ vH3LH0L
In[70]:= BeamDifferentialEquation = D@BeamIntegrodifferentialEquation3, xD
Out[70]= vH4LHxL ==

pHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

In[71]:= comment = "Πρόκειται για διαϕορική εξίσωση εάν είναι γνωστή η ϕόρτιση pHxL
και άγνωστο το βέλος κάµψεως vHxL Hευθύ πρόβληµαL. Στην αντίθετη

περίπτωση Hστο αντίστροϕο πρόβληµαL πρόκειται απλά για έναν τύπο

που δίνει τη ϕόρτιση pHxL που οϕείλεται στο βέλος κάµψεως vHxL.";
= ∂ð�ÏùÛË ÌÂ ÙË Ì¤õÔ�Ô ÙÔù ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ� Laplace

In[72]:= LaplaceTransformedBeamIntegralEquation=

LaplaceTransform@BeamIntegralEquation, x, sD
Out[72]= LaplaceTransform@vHxL, x, sD ==

LaplaceTransform@pHxL, x, sD
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI s4 +
vH0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s
+

v£H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s2 +
v££H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s3 +
vH3LH0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s4

In[73]:= sol = Solve@LaplaceTransformedBeamIntegralEquation,
LaplaceTransform@p@xD, x, sDD êê Simplify

Out[73]= 88LaplaceTransform@pHxL, x, sD Ø EI HLaplaceTransform@vHxL, x, sD s4 - vH0L s3 - v£H0L s2 - v££H0L s - vH3LH0LL<<
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÉÉ: ÅÊÖÙÍÇÓÅÉÓ ÔÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ ÔÙÍ NOTEBOOKS (ÁóêÞóåéò) 201

ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉÉ-MH

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MH1 (Åîßóùóç ôïõ Laplace): Æçôïýíôáé: (1) Ðñþôá--ðñþôá ç ëßóôá ôùí äýï
åíôïëþí ãéá ôç ìç åêôýðùóçðéèáíþí ïñèïãñáöéêþí ëáèþí. (2) Ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace
Laplace2PDEa. (3) Ç êëÞóç (ôï öüñôùìá) ôïõ ðáêÝôïõ ãéá ôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç. (4) Ï êáèï-
ñéóìüò Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí. (5) Ôï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí ðïõ Ý÷åé êáèïñéóèåß. (6) Ìå
ôç ÷ñÞóç ôïõ ðéï ðÜíù ðáêÝôïõ êáé ðÜëé ç äéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace, ôþñá Laplace2PDEb
êáé (7) ç ëýóç ôçò sol õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç åéäéêÞò åðéëïãÞò ãéá ôç ÷ñçóéìïðïßçóç ôïõ óõì-
âüëïõ f óôéò áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò. (8) Ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç us(x, y) êáé (9) ç åðáëÞèåõóç ver
ôçò ëýóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MH2 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç ôïõ Airy): Óôçí åðßðåäç Åëá-
óôéêüôçôá æçôïýíôáé: (10) Ìå åéäéêÞ åíôïëÞ ç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí
A(x, y). Èåùñþíôáò ôçí óáí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy ïé ôÜóåéò (11) óx(x, y), (12) óy(x, y) êáé
(13) ôxy(x, y). (14) Ç ðñþôç åîßóùóç éóïññïðßáò EquilibriumEquation1 êáé (15) ç áíôßóôïé÷ç äåý-
ôåñç åîßóùóç (áëë’ áõôÞ ìå 2). (16) Ó÷üëéï comment1 ãéá ôï åÜí ðëçñïýíôáé Þ ü÷é ïé åîéóþóåéò
áõôÝò ãåíéêÜ: ãéá ìç äéáñìïíéêÞ óõíÜñôçóç A(x, y). (17) Ç åîßóùóç óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþ-
óåùíCompatibilityEquation ãñáììÝíç áñ÷éêÜ ìå ôç âïÞèåéá ôùí ôÜóåùí êáé (18) ó÷üëéï comment2
ãéá ôï åÜí ðëçñïýôáé ãåíéêÜ Þ ü÷é. (19) ÐÝíôå ãñáììÝò ó÷üëéï comment3 ãéá ôçí éóôïñßá ôçò ôå-
ëåõôáßáò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MH3 (Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: Éäåáôü Ñåõóôü): Èåùñïýìå ôç ìüíéìç, áóôñüâéëç, ôñé-
äéÜóôáôç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý. Æçôïýíôáé: (20) Ç Üìåóç ãñáöÞ ôçò åîéóþóåùò PDEÖ ãéá ôï äõ-
íáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y, z) êáé (21) óå ëßóôá ïé ôñåéò ó÷åôéêÝò óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôáò (u, v,w)
óáí óõíáñôÞóåéò. (22) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõò ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò ContinuityEquation1. (23) Ìå ôç
÷ñÞóç åéäéêÞò åíôïëÞò ç äéáíõóìáôéêÞ ôá÷ýôçôá V(x, y, z) ôïõ ñåõóôïý áðü ôï äõíáìéêü Ö(x, y, z).
(24) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò V îáíÜ ç åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò (ôþñá ìå 2). (25) Ç åðáëÞèåõóç ver1 üôé ïé
åîéóþóåéò ôçò óõíå÷åßáò ðïõ âñÝèçêáí óõìðßðôïõí. (26) Ìå ôç ÷ñÞóç åéäéêÞò åíôïëÞò ï óôñïâéëé-
óìüò (ç ðåñéóôñïöÞ) ôçò ôá÷ýôçôáò V. Ç åðáëÞèåõóç ôïõ áóôñüâéëïõ ôçò ðáñïýóáò ñïÞò (27) ìå
ôç ÷ñÞóç ôçò ôá÷ýôçôáò V: ver2a êáé (28) ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äõíáìéêïý ôá÷ýôçôáò Ö(x, y, z): ver2b
(ìå ìßá ìüíï áðëÞ åíôïëÞ).

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MH4 (ÄõíáìéêÞ ôùíÊáôáóêåõþí: Äïêïß):ÓåóõíÞèç äïêüìÞêïõò L (0 ≤ x ≤ L),
äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ æçôïýíôáé: (29) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamPDE ôùí
éäéïôáëáíôþóåþí ôçò. (30) Ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôçò ÷ùñéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîßóùóåùò
ODEx ðïõ ðñïêýðôåé ìå ôï ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí (ìå ôç ÷ñÞóç êáé åéäéêïý óõìâüëïõ â) êáé
(31) ç åýñåóç ôçò ëýóåþò ôçò solx. (32) Ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç Xs(x) óå õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ
áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ. (33) Ç ãñáöÞ êáé ôçò ÷ñïíéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ODEt (ìå
ôç ÷ñÞóç êáé åéäéêïý óõìâüëïõ ù) êáé (34) ç åýñåóç ôçò ëýóåþò ôçò solt. Ïé óõíïñéáêÝò óõí-
èÞêåò ãéá ôç ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç X(x) óå Üêñï x = a äïêïý (35) ðáêôùìÝíï (ìå ðÜêôùóç): bc1,
(36) ìå Üñèñùóç (áñèñùìÝíï) Þ êýëéóç (êõëéüìåíï): bc2 êáé (37) åëåýèåñï: bc3. Êáôåõèåßáí ç åîß-
óùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí ìå Üãíùóôï ôï z (ìå z = âL) ãéá (38) áìößðáêôç äïêü: FrequencyEquation1,
(39) ðñüâïëï ìå ðÜêôùóç áñéóôåñÜ (ìå 2), êáé (40) äåîéÜ (ìå 3), (41) ìïíüðáêôç äïêü ìå ðÜêôùóç
áñéóôåñÜ êáé êýëéóç äåîéÜ (ìå 4) êáé (42) áíôßóôñïöá: ìå ôçí ðÜêôùóç äåîéÜ (ìå 5). (43) Ç Üìåóç
êáé áðëÞ ãñáöÞ ôïõ ìçôñþïõ 4 × 4 MatrixA ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôéò ðéï ðÜíù éäéïóõ÷íüôçôåò ãéá
ôç ìïíüðáêôç äïêü ìå ðÜêôùóç áñéóôåñÜ êáé êýëéóç äåîéÜ êáé áðü áõôü (44) ìå ôçí Ýîïäï áëç-
èéíÜ óå ìïñöÞ ìçôñþïõ MatrixA1. (45) H åýñåóç êáé ôçò ó÷åôéêÞò åîéóþóåùò éäéïóõ÷íïôÞôùí
FrequencyEquationA (ìå áðëïðïßçóç). (46) , (47) , (48) Ôá ôñßá áíôßóôïé÷á åñùôÞìáôá (ìå B áíôß
A) ãéá áìößðáêôç äïêü êáé åðßóçò (49) , (50) , (51) ãéá ðñüâïëï ìå ôçí ðÜêôùóç áñéóôåñÜ (ôþñá
üìùò ìå C áíôß A Þ B).

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MH5 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Æçôïýíôáé: (52) óå ëßóôáMethods1 ïé ðÝ-
íôå âáóéêÝò ìÝèïäïé åðéëýóåùò ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí. (53) Óå óõíÞèç äïêü äõóêáìøßáò ÅÉ,
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ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L), õðü êÜèåôç öüñôéóç p(x) êáé ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá x = 0 ãíùóôÝò:
v0, è0, M0 êáé Q0 ç åîßóùóç BeamIE ç ïðïßá äßíåé ôï âÝëïò êÜìøåþò ôçò (ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ
ôçò) v(x). (54) Ó÷üëéï comment1 ãéá ôï ðüôå áêñéâþò ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé ïëïêëçñùôéêÞ åîß-
óùóç. (55) ×áñáêôçñéóìüò comment2 (ìå äõï--ôñåéò ìüíï ëÝîåéò) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý. (56) Ëß-
óôá Characterizations ìå ôïõò ÷áñáêôçñéóìïýò ôçò. (57) Ëßóôá ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãñáììÝ-
íåò êáôåõèåßáí (÷ùñßò êáíÝíá ßóïí) ìå ôç âïÞèåéá ôçò óõíáñôÞóåùò v(x). (58) Ëßóôá Methods2
ìå üëåò ôéò ìåèüäïõò ðïõ åßíáé åýêïëá åöáñìüóéìåò ãéá ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç BeamIE ìå
ðñþôç ôçí åõêïëüôåñç. Äéáäï÷éêÝò ðáñáãùãßóåéò (59) BeamIE1, (60) BeamIE2, (61) BeamIE3 êáé
(62) BeamODE ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò BeamIE êáé ôåëéêÜ (63) ç Üìåóç ãñáöÞ ôçò ëýóåùò
ps(x) ðïõ ðñïÝêõøå (óáí óõíÜñôçóç). (64) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace LT1 ôçò ïëïêëçñùôéêÞò
åîéóþóåùò BeamIE. (65) Ëßóôá substitutions êáíüíùí áíôéêáôáóôÜóåùí ãéá ôéò áðëïðïéçìÝíåò
ãñáöÝò ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé êáé (66) ÷ñÞóç ôïõò óôï áðïôÝëåóìá
LT1 ìå íÝï áðïôÝëåóìá LT2. (67) Ç ëýóç sol ôçò åîéóþóåùò LT1, (68) ó÷üëéï comment3 ãéáôß ãåíéêÜ
ðñïôéìÞèçêå ç ìïñöÞ LT1 áðü ôçí áðëïýóôåñÞ ôçò LT2 êáé (69) o ðñïóäéïñéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò óõ-
íáñôÞóåùò Ps(s) (ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç). (70) Ç Üìåóç ãñáöÞ (îáíÜ!) ôçò ëýóåùò ps(x) ç ïðïßá
óõíÜãåôáé êáé ôåëéêÜ (71) ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò ps(x).

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MH6 (Èñáõóôïìç÷áíéêÞ: ÑùãìÝò): Èåùñïýìå ìéá áðëÞ åõèýãñáììç ñùãìÞ
ìÞêïõò L = 2a (ìå−a ≤ x ≤ a) óå Ýíá Üðåéñï åðßðåäï åëáóôéêü ìÝóïí. Æçôïýíôáé: (72)Èåùñþíôáò
ãíùóôÞ ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç g(x) = x cosh x, áðëÜ íá ãßíåé ç äÞëùóÞ ôçò. (73) Íá åðáëçèåõèåß
ç¬óõíèÞêç ìïíïóçìÜíôïõ ôùíìåôáôïðßóåùí êáé (74) óå ó÷üëéïcomment1 íá ãßíåé óå äÝêá ãñáììÝò
öõóéêÞ åîÞãçóÞ ôçò: ãéáôß õðÜñ÷åé; Íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíôåëåóôÝò åíôÜóåùò ôÜóåùí (75) Ê1 êáé
(76) Ê2 óôá äýï Üêñá x = ∓a ôçò ñùãìÞò. (77) Óå ó÷üëéo comment2 íá åîçãçèåß ðþò äçìéïõñãåßôáé
ôï óýìâïëï≥ ìå ôïðëçêôñïëüãéï. ÁíÜëïãá ãéá (78) ôï ëïãéêü¹: comment3 êáé (79) ôï ëïãéêü ÊÁÉ:
comment4. (80) Ï ëïãéêüò õðïëïãéóìüò ôçò óõíèÞêçò åíÜñîåùò èñáýóåùò (ìå ÷ñÞóç ôïõ ëïãéêïý
¹ êáé áðëïðïßçóç) ãéá êñßóéìï óõíôåëåóôÞ K0. (81) Ó÷üëéï comment5 ãéá ðïéï ëüãï åßíáé ÷ñÞóéìç
åäþ ç áðëïðïßçóç. (82) Ï áíÜëïãïò õðïëïãéóìüò ôçò óõíèÞêçò FractureAvoidance áðïöõãÞò
ôçò èñáýóåùò (ðÜëé ìå áðëïðïßçóç). (83) Ç óõíÜñôçóç óy(x) ôçò öïñôßóåùò ôùí äýï ðëåõñþí
ôçò ñùãìÞò.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MH7 (Éîïåëáóôéêüôçôá: Åñðõóìüò êáé ×áëÜñùóç): Óôçí éîïåëáóôéêüôçôá
(Þ éîùäïåëáóôéêüôçôá: viscoelasticity) èåùñïýìå ãñáììéêÜ éîïåëáóôéêü õëéêü. Æçôïýíôáé: (84) Óå
ó÷üëéï comment1 ìå ïêôþ--äÝêá ãñáììÝò ç åðåîÞãçóç ôùí öáéíïìÝíùí--ðåéñáìÜôùí åñðõóìïý
êáé ÷áëáñþóåùò êáé ôçò äéáöïñÜò ôïõò. (85) Ëßóôá ViscoelasticMaterials ìå ôÝóóåñá åßäç éîïå-
ëáóôéêþí õëéêþí. (86) Ç åíäïôéêüôçôá óå åñðõóìü JKelvin(t) ãéá õëéêü Kelvin (ìå ðáñáìÝôñïõò q0

êáé q1) êáé (87) áíÜëïãá ãéá õëéêü Maxwell (ìå ðáñáìÝôñïõò p1 êáé q1). (88) Åð’ åõêáéñßá êáé ãéá
óõíçèéóìÝíï åëáóôéêü õëéêü ìå ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò Å. (89) Óå ó÷üëéï comment2 ðþò ðñÝðåé
íá ãñáöåß ôï Å ìå ôï ðëçêôñïëüãéï; Ãéáôß; (90) ÐÜëé ãéá ôï õëéêü Maxwell ôï ìÝôñï ÷áëáñþóåùò
YMaxwell(t). (91) Ãéá ïðïéïäÞðïôå ãñáììéêÜ éîïåëáóôéêü õëéêü ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç IE ãéá ôçí
ôÜóç ó(t) óå ìïíïáîïíéêü åöåëêõóìü--èëßøç (÷ùñßò âÝâáéá ôçí ðáñÜãùãï ó̇(t)) ìå ãíùóôÞ ôçí
ðáñáìüñöùóç å(t) êáé (92) ç áíôßóôïé÷ç ïëïêëçñùôéêïäéáöïñéêÞ åîßóùóç IDE (ìå ôçí ðáñÜãùãï
ó̇(t)). (93) Ëßóôá IECharacterizations ìå üëïõò ôïõò ÷áñáêôçñéóìïýò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþ-
óåùò IE. (94) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò LTIE (ìå áðëïðïßçóç). (95) Ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôçò
ó÷Ýóåùò LTIE1 ðïõ óõíäÝåé ôïõò ôñåéò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace åL(s), óL(s) êáé JL(s) êáèþò êáé
(96) ôçò ó÷Ýóåùò LTJY ðïõ óõíäÝåé ôïõò äýï ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace J L(s) êáé YL(s). Ôþñá ðßóù
óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t (97) ç ó÷Ýóç JYeqn1 ðïõ óõíäÝåé ôéò óõíáñôÞóåéò J(t) êáé Y (t) êáé (98) óå
äåýôåñç (êáé ðñïöáíþò éóïäýíáìç) ìïñöÞ JYeqn2. Ãéá õëéêü Maxwell ç åðáëÞèåõóç (99) ver1 ôçò
ðñþôçò ó÷Ýóåùò JYeqn1 êáé (100) ver2 ôçò äåýôåñçò ó÷Ýóåùò JYeqn2. (101) Ãéá ôï ßäéï õëéêü,
ôï õëéêü Maxwell, ç åðáëÞèåõóç ver3 ôçò áíôßóôïé÷çò ó÷Ýóåùò óôï ðåäßï s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace (ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò õðïëïãéóìïý ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace).
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ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMIII-MH
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMIII-MH1 ΕΩΣ ΕΜΙΙΙ-ΜH7)

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΗ1 (ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ LAPLACE)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
In[2]:= Laplace2PDEa = D@u@x, yD, 8x, 2<D + D@u@x, yD, 8y, 2<D # 0

Out[2]= uH0,2LHx, yL + uH2,0LHx, yL == 0

In[3]:= Needs@"Calculus`VectorAnalysis "̀D
In[4]:= SetCoordinates@Cartesian@x, y, zDD
Out[4]= CartesianHx, y, zL
In[5]:= CoordinateSystem

Out[5]= Cartesian

In[6]:= Laplace2PDEb = Laplacian@u@x, yDD # 0

Out[6]= uH0,2LHx, yL + uH2,0LHx, yL == 0

In[7]:= sol = DSolve@Laplace2PDEb, u@x, yD, 8x, y<, DSolveConstants → fD
Out[7]= 88uHx, yL Ø f H1LHÂ x + yL + f H2LHy - Â xL<<
In[8]:= us@x_, y_D = solP1, 1, 2T
Out[8]= f H1LHÂ x + yL + f H2LHy - Â xL
In[9]:= ver = Laplace2PDEb ê. u → us

Out[9]= True

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΗ2 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ΤΑΣΙΚΗ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΤΟΥ AIRY)

In[10]:= BiharmonicPDE = Biharmonic@A@x, yDD # 0

Out[10]= AH0,4LHx, yL + 2AH2,2LHx, yL + AH4,0LHx, yL == 0

In[11]:= σx@x_, y_D = D@A@x, yD, 8y, 2<D
Out[11]= AH0,2LHx, yL
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In[12]:= σy@x_, y_D = D@A@x, yD, 8x, 2<D
Out[12]= AH2,0LHx, yL
In[13]:= τxy@x_, y_D = −D@A@x, yD, x, yD
Out[13]= -AH1,1LHx, yL
In[14]:= EquilibriumEquation1 = D@σx@x, yD, xD + D@τxy@x, yD, yD # 0

Out[14]= True

In[15]:= EquilibriumEquation2 = D@τxy@x, yD, xD + D@σy@x, yD, yD # 0

Out[15]= True

In[16]:= comment1 = "Οι δύο πιο πάνω εξισώσεις ισορροπίας πληρούνται ακόµη κι αν

η τασική συνάρτηση AHx,yL που επιλέγεται δεν είναι διαρµονική.";

In[17]:= CompatibilityEquation = Laplacian@σx@x, yD + σy@x, yDD # 0

Out[17]= AH0,4LHx, yL + 2AH2,2LHx, yL + AH4,0LHx, yL == 0

In[18]:= comment2 =

"Αντίθετα η εξίσωση του συµβιβαστού των παραµορϕώσεων δεν πληρούται εκτός κι

αν η τασική συνάρτηση AHx,yL που επιλέγεται είναι στ' αλήθεια διαρµονική.";

In[19]:= comment3 = "O J. C. Maxwell ήταν ο πρώτος που έλαβε υπόψη του τη

συνθήκη του συµβιβαστού των παραµορϕώσεων στην τασική συνάρτηση

του Airy AHx,yL. ∆ιαπίστωσε έτσι ότι πρέπει να είναι διαρµονική
συνάρτηση. Ο G. B. Airy την είχε λησµονήσει κι αυτό ήταν µια

σηµαντική παράλειψή του στην τασική συνάρτησή του, η οποία οδηγούσε

όµως από την αρχή στην πλήρωση και των δύο εξισώσεων ισορροπίας";

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΗ3 (ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ: Ι∆ΕΑΤΟ ΡΕΥΣΤΟ)

In[20]:= PDEΦ = D@Φ@x, y, zD, 8x, 2<D + D@Φ@x, y, zD, 8y, 2<D + D@Φ@x, y, zD, 8z, 2<D # 0

Out[20]= ΦH0,0,2LHx, y, zL +ΦH0,2,0LHx, y, zL +ΦH2,0,0LHx, y, zL == 0

In[21]:= 8u@x_, y_, z_D = D@Φ@x, y, zD, xD,
v@x_, y_, z_D = D@Φ@x, y, zD, yD, w@x_, y_, z_D = D@Φ@x, y, zD, zD<

Out[21]= 8ΦH1,0,0LHx, y, zL, ΦH0,1,0LHx, y, zL, ΦH0,0,1LHx, y, zL<
In[22]:= ContinuityEquation1 = D@u@x, y, zD, xD + D@v@x, y, zD, yD + D@w@x, y, zD, zD # 0

Out[22]= ΦH0,0,2LHx, y, zL +ΦH0,2,0LHx, y, zL +ΦH2,0,0LHx, y, zL == 0

In[23]:= V@x_, y_, z_D = Grad@Φ@x, y, zDD
Out[23]= 8ΦH1,0,0LHx, y, zL, ΦH0,1,0LHx, y, zL, ΦH0,0,1LHx, y, zL<
In[24]:= ContinuityEquation2 = Div@V@x, y, zDD # 0

Out[24]= ΦH0,0,2LHx, y, zL +ΦH0,2,0LHx, y, zL +ΦH2,0,0LHx, y, zL == 0
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In[25]:= ver1 = ContinuityEquation1# ContinuityEquation2

Out[25]= True

In[26]:= vorticity = Curl@V@x, y, zDD
Out[26]= 80, 0, 0<
In[27]:= ver2a = Curl@V@x, y, zDD # 80, 0, 0<
Out[27]= True

In[28]:= ver2b = Curl@Grad@Φ@x, y, zDDD # 80, 0, 0<
Out[28]= True

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΗ4 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[29]:= BeamPDE = EI D@v@x, tD, 8x, 4<D + ρA D@v@x, tD, 8t, 2<D # 0

Out[29]= rA vH0,2LHx, tL +EI vH4,0LHx, tL == 0

In[30]:= ODEx = X''''@xD − β4 X@xD # 0

Out[30]= X H4LHxL - b4 XHxL == 0

In[31]:= solx = DSolve@ODEx, X@xD, xD
Out[31]= 88XHxL Ø ‰-x b c2 + ‰x b c4 + c1 cosHx bL + c3 sinHx bL<<
In[32]:= Xs@x_D = solxP1, 1, 2T êê ExpToTrig êê Simplify

Out[32]= c1 cosHx bL + Hc2 + c4L coshHx bL + c3 sinHx bL + Hc4 - c2L sinhHx bL
In[33]:= ODEt = T''@tD + ω2  T@tD # 0

Out[33]= THtL w2 + T ££HtL == 0

In[34]:= solt = DSolve@ODEt, T@tD, tD
Out[34]= 88THtL Ø c1 cosHt wL + c2 sinHt wL<<
In[35]:= bc1 = 8X@aD # 0, X'@aD # 0<;
In[36]:= bc2 = 8X@aD # 0, X''@aD # 0<;
In[37]:= bc3 = 8X''@aD # 0, X'''@aD # 0<;
In[38]:= FrequencyEquation1 = Cosh@zD Cos@zD # 1;

In[39]:= FrequencyEquation2 = Cosh@zD Cos@zD # −1;

In[40]:= FrequencyEquation3 = Cosh@zD Cos@zD # −1;

In[41]:= FrequencyEquation4 = Tanh@zD # Tan@zD;
In[42]:= FrequencyEquation5 = Tanh@zD # Tan@zD;
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In[43]:= MatrixA = 881, 0, 1, 0<, 80, 1, 0, 1<,8Cosh@zD, Sinh@zD, Cos@zD, Sin@zD<, 8Cosh@zD, Sinh@zD, −Cos@zD, −Sin@zD<<
Out[43]=

i
k
jjjjjjjjjjjjj

1 0 1 0
0 1 0 1

coshHzL sinhHzL cosHzL sinHzL
coshHzL sinhHzL -cosHzL -sinHzL

y
{
zzzzzzzzzzzzz

In[44]:= MatrixA1 = MatrixA êê MatrixForm

Out[44]//MatrixForm=i
k
jjjjjjjjjjjjj

1 0 1 0
0 1 0 1

coshHzL sinhHzL cosHzL sinHzL
coshHzL sinhHzL -cosHzL -sinHzL

y
{
zzzzzzzzzzzzz

In[45]:= FrequencyEquationA = Det@MatrixAD # 0 êê Simplify

Out[45]= 2 coshHzL sinHzL == 2 cosHzL sinhHzL
In[46]:= MatrixB = 881, 0, 1, 0<, 80, 1, 0, 1<,8Cosh@zD, Sinh@zD, Cos@zD, Sin@zD<, 8Sinh@zD, Cosh@zD, −Sin@zD, Cos@zD<<
Out[46]=

i
k
jjjjjjjjjjjjj

1 0 1 0
0 1 0 1

coshHzL sinhHzL cosHzL sinHzL
sinhHzL coshHzL -sinHzL cosHzL

y
{
zzzzzzzzzzzzz

In[47]:= MatrixB1 = MatrixB êê MatrixForm

Out[47]//MatrixForm=i
k
jjjjjjjjjjjjj

1 0 1 0
0 1 0 1

coshHzL sinhHzL cosHzL sinHzL
sinhHzL coshHzL -sinHzL cosHzL

y
{
zzzzzzzzzzzzz

In[48]:= FrequencyEquationB = Det@MatrixBD # 0 êê Simplify

Out[48]= 2 cosHzL coshHzL == 2

In[49]:= MatrixC = 881, 0, 1, 0<, 80, 1, 0, 1<,8Cosh@zD, Sinh@zD, −Cos@zD, −Sin@zD<, 8Sinh@zD, Cosh@zD, Sin@zD, −Cos@zD<<
Out[49]=

i
k
jjjjjjjjjjjjj

1 0 1 0
0 1 0 1

coshHzL sinhHzL -cosHzL -sinHzL
sinhHzL coshHzL sinHzL -cosHzL

y
{
zzzzzzzzzzzzz

In[50]:= MatrixC1 = MatrixC êê MatrixForm

Out[50]//MatrixForm=i
k
jjjjjjjjjjjjj

1 0 1 0
0 1 0 1

coshHzL sinhHzL -cosHzL -sinHzL
sinhHzL coshHzL sinHzL -cosHzL

y
{
zzzzzzzzzzzzz

In[51]:= FrequencyEquationC = Det@MatrixCD # 0 êê Simplify

Out[51]= 2 cosHzL coshHzL + 2 == 0

206 Notebook-EMIII-MH-2008.nb



à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΗ5 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[52]:= Μethods1 = 8"Μέθοδος αναγωγής σε διαϕορική εξίσωση",

"Μέθοδος διαχωρίσιµων πυρήνων", "Μέθοδος µετασχηµατισµού Laplace",

"Μέθοδος διαδοχικών προσεγγίσεων", "Μέθοδος αριθµητικής ολοκληρώσεως"<;
In[53]:= BeamIE = v@xD #

v0 + θ0 x + M0 x2 êH2 EIL + Q0 x3 êH6 EIL + 1êH6 EIL Integrate@Hx − ξL3 p@ξD, 8ξ, 0, x<D
Out[53]= vHxL ==

Q0 x3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
6EI

+
M0 x2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2EI

+ q0 x + v0+
Ÿ0xHx - xL3 pHxL „ x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

6EI

In[54]:= comment1 =

"Η πιο πάνω εξίσωση BeamIE αποτελεί γενικά έναν τύπο Hγια την ακρίβεια

έναν ολοκληρωτικό τύποL που δίνει το βέλος κάµψεως vHxL της δοκού µε

γνωστές βέβαια τις τέσσερις αρχικές συνθήκες στο αριστερό άκρο

x = 0 της δοκού και επίσης γνωστή την κάθετη κατανεµηµένη ϕόρτιση

pHxL της δοκού. Η ίδια ακριβώς εξίσωση BeamIE είναι ολοκληρωτική
εξίσωση στην αντίθετη περίπτωση, όπου είναι γνωστό το βέλος

κάµψεως vHxL και άγνωστη η κάθετη κατανεµηµένη ϕόρτιση pHxL.";
In[55]:= comment2 = "Αντίστροϕο πρόβληµα Hinverse problemL";
In[56]:= Characterizations = 8"Ολοκληρωτική εξίσωση Volterra",

"Μονοδιάστατη", "Γραµµική", "Πρώτου είδους", "Μη οµογενής",

"Συνελικτικού τύπου", "Με σταθερό συντελεστή"<;
In[57]:= 8v@0D, v'@0D, EI v''@0D, EI v'''@0D<;
In[58]:= Μethods2 = 8"Μέθοδος άµεσης επιλύσεως µε παραγωγίσεις Hεδώ δεν προκύπτει

καν διαϕορική εξίσωσηL", "Μέθοδος µετασχηµατισµού Laplace"<;
In[59]:= BeamIE1 = D@BeamIE, xD
Out[59]= v£HxL ==

Q0 x2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2EI

+
M0 x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

+ q0+
Ÿ0xHx - xL2 pHxL „ x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 EI

In[60]:= BeamIE2 = D@BeamIE1, xD
Out[60]= v££HxL ==

M0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

+
Q0 x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

+
Ÿ0xHx - xL pHxL „ x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI

In[61]:= BeamIE3 = D@BeamIE2, xD
Out[61]= vH3LHxL ==

Q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

+
Ÿ0xpHxL „ x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI

In[62]:= BeamODE = D@BeamIE3, xD
Out[62]= vH4LHxL ==

pHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

In[63]:= ps@x_D = EI v''''@xD;
In[64]:= LT1 = LaplaceTransform@BeamIE, x, sD
Out[64]= LaplaceTransform@vHxL, x, sD ==

M0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI s3

+
v0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s

+
q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2

+
LaplaceTransform@pHxL, x, sD
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI s4
+
Q0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI s4
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In[65]:= substitutions =8LaplaceTransform@p@xD, x, sD → P@sD, LaplaceTransform@v@xD, x, sD → V@sD<;
In[66]:= LT2 = LT1 ê. substitutions
Out[66]= VHsL ==

M0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI s3

+
v0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s

+
q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2

+
PHsL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI s4

+
Q0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI s4

In[67]:= sol = Solve@LT1, LaplaceTransform@p@xD, x, sDD
Out[67]= ::LaplaceTransform@pHxL, x, sD Ø -EI s4 ikjj M0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI s3
+
v0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s

+
q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2

- LaplaceTransform@vHxL, x, sD +
Q0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI s4

y{zz>>
In[68]:= comment3 = "Γενικά προτιµάται στη λύση sol η χρήση των αρχικών συµβολισµών των

µετασχηµατισµών Laplace, που περιέχουν την εντολή LaplaceTransform, και

όχι των συντοµευµένων συµβολισµών τους. Αυτό γίνεται, επειδή υπάρχει

αρκετές ϕορές η δυνατότητα ευκολότερης αντιστροϕής της λύσεως η οποία

προκύπτει και επιστροϕής στο πεδίο της αρχικής µεταβλητής, εδώ της θέσεως

x, από το πεδίο της µεταβλητής s του µετασχηµατισµού Laplace. Αντίθετα η

εισαγωγή νέων ειδικών συµβόλων για τους µετασχηµατισµούς Laplace γενικά
δυσκολεύει στην αντιστροϕή κατά Laplace της λύσεως που προκύπτει.";

In[69]:= Ps@s_D = solP1, 1, 2T êê FullSimplify

Out[69]= EI LaplaceTransform@vHxL, x, sD s4 - HM0+EI s Hs v0+ q0LL s -Q0

In[70]:= ps@x_D = EI v''''@xD;
In[71]:= verBeamIE = BeamIE ê.8p → ps, v0 → v@0D, θ0 → v'@0D, M0 → EI v''@0D, Q0 → EI v'''@0D< êê Simplify

Out[71]= True

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΗ6 (ΘΡΑΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ: ΡΩΓΜΕΣ)

In[72]:= g@x_D = x Cosh@xD;
In[73]:= SingleValuednessOfDisplacements= Integrate@g@tD êSqrt@a2 − t2D, 8t, −a, a<D # 0

Out[73]= True

In[74]:= comment1 =

"Η πιο πάνω συνθήκη µονοσηµάντου των µετατοπίσεων µας εξασϕαλίζει το

κλείσιµο της ρωγµής στο δεξιό άκρο της Hεδώ στο άκρο της x = aL, η οποία

δεν είναι εξασϕαλισµένη. Η εξασϕάλιση αυτού του κλεισίµατος: µηδενικό
άνοιγµα µεταξύ των δύο πλευρών της ρωγµής Hπάνω και κάτω πλευράςL στο

δεξιό άκρο της x = a εξασϕαλίζεται µε τη συνθήκη που προαναϕέρθηκε.

Αυτό συµβαίνει, επειδή η συνολική συνάρτηση που ολοκληρώνεται είναι

ανάλογη της κλίσεως των πλευρών της ρωγµής και το ολοκλήρωµα της κλίσεως

αυτής από το αριστερό άκρο της ρωγµής Hx = −aL µέχρι το δεξιό Hx =

aL πρέπει να είναι µηδέν. Είναι αναγκαίο, υποχρεωτικό να είναι µηδέν,

γιατί η σχετική µετατόπιση µεταξύ των δύο πλευρών της ρωγµής είναι

προϕανώς µηδενική και στα δύο άκρα της ρωγµής x = −a και x = a.";

In[75]:= K1 = −Sqrt@π êaD g@−aD êê PowerExpand

Out[75]=
è!!!!a è!!!!

p coshHaL
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In[76]:= K2 = Sqrt@π ê aD g@aD êê PowerExpand

Out[76]=
è!!!!a è!!!!

p coshHaL
In[77]:= comment2 = "Το σύµβολο µεγαλύτερο ή ίσο, ≥, δηµιουργείται µε το πληκτρολόγιο

µε >= ή καλύτερα Hκαι σε κάθε περίπτωσηL µε Esc >= Esc.";

In[78]:= comment3 = "Το λογικό Ή, fi, δηµιουργείται µε το πληκτρολόγιο µε Esc or Esc.";

In[79]:= comment4 =

"Το λογικό ΚΑΙ, fl, δηµιουργείται µε το πληκτρολόγιο µε Esc and Esc.";

In[80]:= FractureInitiation = 8K1 ≥ K0 fi K2 ≥ K0< êê PowerExpand êê Simplify

Out[80]= 9è!!!!a è!!!!
p coshHaL ¥ K0=

In[81]:= comment5 = "Ναι, στην προκειµένη περίπτωση είναι χρήσιµη,

βοηθάει η απλοποίηση, επειδή οι δύο συντελεστές εντάσεως

τάσεων Hστα δύο άκρα x = °a της ρωγµήςL είναι ίσοι µεταξύ τους.

Αυτό οϕείλεται στη συµµετρία του όλου προβλήµατος ρωγµής.";

In[82]:= FractureAvoidance = 8K1 < K0 fl K2 < K0< êê PowerExpand êê Simplify

Out[82]= 9è!!!!a è!!!!
p coshHaL < K0=

In[83]:= σy@x_D = H1 êπL Integrate@H1 êSqrt@a2 − t2DL Hg@tD − g@xDL êHt − xL, 8t, −a, a<D
Out[83]=

Ÿ-a
a t coshHtL-x coshHxLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!a2-t2 Ht-xL  „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΗ7 (ΙΞΟΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ: ΕΡΠΥΣΜΟΣ ΚΑΙ 
ΧΑΛΑΡΩΣΗ)

In[84]:= comment1 =

"Τα ϕαινόµενα−πειράµατα του ερπυσµού και της χαλαρώσεως αϕορούν και τα δύο

σε ιξοελαστικά υλικά Hviscoelastic materialsL. HαL Στο ϕαινόµενο του

ερπυσµού HcreepL ένα ιξοελαστικό δοκίµιο σε µονοαξονικό εϕελκυσµό υπό
σταθερή τάση σ 0 αποκτά παραµόρϕωση εHtL η οποία µεταβάλλεται HαυξάνεταιL
µε το χρόνο t.HβL Αντίθετα στο ϕαινόµενο της χαλαρώσεως HrelaxationL το

ίδιο δοκίµιο βρίσκεται υπό σταθερή παραµόρϕωση ε 0 και αποκτά HαπαιτείL
έτσι τάση σHtL, η οποία µεταβάλλεται HµειώνεταιL µε το χρόνο t. ∆ηλαδή
στον ερπυσµό έχουµε σταθερή τάση σ 0, ενώ στη χαλάρωση έχουµε σταθερή
παραµόρϕωση ε 0. Και τα δύο αυτά ϕαινόµενα είναι ιδιαίτερα σηµαντικά
για τον Πολιτικό Μηχανικό. Εκτός βέβαια από τα γραµµικά ιξοελαστικά
υλικά πολύ σηµαντικά είναι και τα µη γραµµικά ιξοελαστικά υλικά.";

In[85]:= ViscoelasticMaterials =8"Πολλά πλαστικά", "Πολλά µέταλλα", "Το σκυρόδεµα Hσε µικρό βαθµόL",
"Το ασϕαλτικό σκυρόδεµα Hή ασϕαλτοσκυρόδεµαL"<;

In[86]:= JKelvin@t_D = H1êq0L C−Hq0êq1L t
Out[86]=

‰- q0 tÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅq1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
q0
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In[87]:= JMaxwell@t_D = Hp1 + tL êq1;
In[88]:= JElastic@t_D = 1êΕ;
In[89]:= comment2 =

"Το Ε πρέπει εδώ να γραϕεί µε Esc E Esc, ώστε να είναι Ελληνικό Ε και να

µη µπορεί να γίνει σύγχυση µε το Λατινικό Ε, που χρησιµοποιείται στη

Mathematica σαν βάση των ϕυσικών λογαρίθµων: E ≡ C ≈ 2.71828.";

In[90]:= YMaxwell@t_D = Hq1êp1L C−têp1
Out[90]=

‰- tÅÅÅÅÅÅÅÅp1 q1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p1

In[91]:= IE = ε@tD # J@0D σ@tD + Integrate@J'@t − τD σ@τD, 8τ, 0, t<D
Out[91]= eHtL == ‡

0

t
sHtL J£Ht - tL „ t + JH0L sHtL

In[92]:= IDE = ε@tD # σ@0D J@tD + Integrate@J@t − τD σ'@τD, 8τ, 0, t<D
Out[92]= eHtL == ‡

0

t
JHt - tL s£HtL „ t + JHtL sH0L

In[93]:= ΙΕCharacterizations = 8"Ολοκληρωτική εξίσωση Volterra",

"Μονοδιάστατη", "Γραµµική", "∆ευτέρου είδους", "Μη οµογενής",

"Συνελικτικού τύπου", "Με σταθερούς συντελεστές"<;
In[94]:= LTIE = LaplaceTransform@IE, t, sD êê Simplify

Out[94]= LaplaceTransform@eHtL, t, sD == s LaplaceTransform@JHtL, t, sD LaplaceTransform@sHtL, t, sD
In[95]:= LTIE1 = εL@sD # s JL@sD σL@sD;
In[96]:= LTJY = JL@sD YL@sD # 1 ês2;
In[97]:= JYeqn1 = Integrate@J@τD Y@t − τD, 8τ, 0, t<D # t

Out[97]= ‡
0

t
JHtLYHt - tL „ t == t

In[98]:= JYeqn2 = Integrate@Y@τD J@t − τD, 8τ, 0, t<D # t

Out[98]= ‡
0

t
JHt - tLY HtL „ t == t

In[99]:= ver1 = Integrate@JMaxwell@τD YMaxwell@t − τD, 8τ, 0, t<D # t

Out[99]= True

In[100]:= ver2 = Integrate@YMaxwell@τD JMaxwell@t − τD, 8τ, 0, t<D # t

Out[100]= True

In[101]:= ver3 = LaplaceTransform@JMaxwell@tD, t, sD
LaplaceTransform@YMaxwell@tD, t, sD # 1ês2 êê Simplify

Out[101]= True
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÉÉ: ÅÊÖÙÍÇÓÅÉÓ ÔÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ ÔÙÍ NOTEBOOKS (ÁóêÞóåéò) 211

ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉÉ-MI

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MI1 (ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìåÌåñéêÝòÐáñáãþãïõò): Æçôïýíôáé: (1)Ðñþôá--
ðñþôá ç ëßóôá ôùí äýï åíôïëþí ãéá ôç ìç åêôýðùóç ðéèáíþí ïñèïãñáöéêþí ëáèþí. (2) ×ùñßò
ôç ÷ñÞóç åéäéêïý ðáêÝôïõ ç åîßóùóç TorsionPDE ãéá ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Prandtl ö(x, y) óôç
óôñÝøç óõíÞèïõò ñÜâäïõ ìå óôáèåñÜ Gè êáé (3) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò sol1. (4) Ç ðñïóåããéóôéêÞ
åîßóùóç ôïõ êáëùäßïõ CablePDE (ìå óôáèåñÜ c) êáé (5) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò sol2 ìå ôç óôáèåñÜ c
ó’ áõôÞ èåôéêÞ. (6) Óå ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ìåôáãùãÞ ìå ôá÷ýôçôá V0 êáé ìå
äéÜ÷õóç ìå óôáèåñÜ D0 ç ó÷åôéêÞ åîßóùóç AdvectionDiffusionPDE ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c(x, t) ôïõ
ñýðïõ êáé (7) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò sol3. (8) Ëßóôá SuccessfulSolution ôùí ðéï ðÜíù åîéóþóåùí üðïõ
Ý÷åé ðåôý÷åé ç åðßëõóÞ ôïõò.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MI2 (ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):Èåùñïýìå ôç ìåôáöïñÜñýðïõìå ìåôáãùãÞ
êáé äéÜ÷õóç óå õäáôüññåõìá. (9) Íá ãßíåé õðåíèýìéóç ôçò åîéóþóåùò ìåôáãùãÞò--äéá÷ýóåùò ôïõ
ðñïçãïýìåíïõ èÝìáôïò Þ íá ãñáöåß áðü ôçí áñ÷Þ. (10) Íá õðïëïãéóèåß ç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç
êáôÜ Laplace åîßóùóç LTPDE. (11) Íá ãßíåé ëåðôïìåñÝò ó÷üëéï comment ãéá ôï âáèìü åðéôõ÷ßáò
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý áõôïý. (12) Íá äçëùèåß ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç InitialCondition (ãéá t = 0).
(13) Íá äçëùèïýí ïé åîÞò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò BoundaryConditions: c(0, t) = c0(1 − e−t/t0)
êáé c(10, t) = 0. (14) Íá ïñéóèïýí êáíüíåò áíôéêáôáóôÜóåùò, ü÷é êáèïñéóìïý ôéìþí, values, åÜí
D0 = 1, V0 = 1, c0 = 1 êáé t0 = 1. (15) Íá õðïëïãéóèåß ç ðñïóåããéóôéêÞ áñéèìçôéêÞ ëýóç NSolution
ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò ãéá 0 ≤ x ≤ 10 êáé 0 ≤ t ≤ 10. (16) Ná ïñéóèåß ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç
ðáñåìâïëÞò cs(x, t) êáé (17) íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóÞ ôçò ìå ôçí êáôÜëëçëç äÞëùóç êáé ôùí
áîüíùí (÷ùñßò üìùò Üëëåò åðéëïãÝò).

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MI3 (ÐïëéêÝò, ÊõëéíäñéêÝò êáé ÓöáéñéêÝò ÓõíôåôáãìÝíåò): (18) Íá ãñáöïýí
ïé áíôéêáôáóôÜóåéò CartesianToSpherical ãéá ôç ìåôÜâáóç áðü ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò óå
óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (ìå ôïõò óõíçèéóìÝíïõò óõìâïëéóìïýò). (19) Íá õðïëïãéóèåß ôï ìÞêïò
L = √

x2 + y2 + z2 óå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ìå áðëïðïßçóç êáé èåôéêÞ ôç óöáéñéêÞ áêôßíá ñ.
(20) Íá öïñôùèåß ôï ðáêÝôï ãéá ôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç êáé ìå áõôü (21) íá õðïëïãéóèåß ìå ìßá
åíôïëÞ çËáðëáóéáíÞ LaplacianCartesianóõíáñôÞóåùò uóå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò. (22) Åðß-
óçò ç áíôßóôïé÷ç ËáðëáóéáíÞ LaplacianCylindrical óå êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (ìå áðëïðïßçóç)
êáé (23) áíÜëïãá ç ËáðëáóéáíÞ LaplacianSpherical óå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (êáé ðÜëé ìå áðëï-
ðïßçóç). (24) Êáé ôþñá ÷ùñßò ôï ðáêÝôï íá ãñáöåß êáôåõèåßáí ç ËáðëáóéáíÞ LaplacianPolar1 óå
ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. (25) Íá äçëùèïýí êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé (26) íá åëåã÷èåß ôï
óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí, åäþ ìå ãñáöÞ êáé ôçò åîüäïõ ôçò åíôïëÞò. (27) Ìå ÷ñÞóç ôþñá ôïõ
ðáêÝôïõ íá õðïëïãéóèåß ç ËáðëáóéáíÞ LaplacianPolar2 óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (ìå áðëïðïß-
çóç) êáé (28) íá ãßíåé ç åðáëÞèåõóç ver ðùò ïé äýï õðïëïãéóìïß ôçò ðïõ Ýãéíáí óõìöùíïýí.
Óõíå÷þò ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ (áí ÷ñåéÜæåôáé) (29) íá õðïëïãéóèïýí ç åîßóùóç ôïõ
Laplace LaplacianAxisymmetric ìå áîïíéêÞ (Þ êõêëéêÞ) óõììåôñßá, (30) ç ëýóç ôçò solution1 êáé
(31) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç us1(r) (32) ìå åðáëÞèåõóÞ ôçò ver1. (33) Íá ïñéóèïýí ôþñá óöáéñé-
êÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé (34) íá õðïëïãéóèåß ôï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí. (35) Íá õðïëïãéóèåß ç
åîßóùóç ôïõ Laplace LaplacianSphericalSymmetric óå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ìå óöáéñéêÞ óõì-
ìåôñßá (ìå áðëïðïßçóç), (36) íá âñåèåß ç ëýóç ôçò solution2, (37) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç us2(ñ) êáé
(38) íá ãßíåé ç ó÷åôéêÞ åðáëÞèåõóç ver2. (39) Ìå ôç ÷ñÞóç ôþñá ôçò ðïóüôçôáò LaplacianPolar2
íá âñåèåß ç åîßóùóç ôïõ Laplace PDE1 óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ðÜëé
ôç u. Ãé’ áõôÞí ôç óõíÜñôçóç u (40) íá ãßíåé ï ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí ôçò. (41) Íá ãñáöåß
êáôåõèåßáí ç ó÷åôéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ODER ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r êáé (42) íá
âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò solR. (43) ÁíÜëïãá ç åîßóùóç ÏDEÈ ùò ðñïò ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è êáé
(44) ç ëýóç ôçò solÈ.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MI4 (Ðñüâëçìá Dirichlet óôïí Êýêëï): Åäþ æçôïýíôáé: (45) Íá öïñôùèåß
ðñþôá êáôÜëëçëï ðáêÝôï ãéá ôïí õðïëïãéóìü óåéñþí Fourier. (46) Íá ïñéóèåß ç áðëÞ óõíÜñôçóç
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f (è) = ð − |è| êáé (47) íá ó÷åäéáóèåß óôï äéÜóôçìá [−ð,ð] ìå ðÜ÷ïò ãñáììÞò 0.008 êáé ìÝãåèïò
ó÷Þìáôïò 300. (48)ÌåôÜ íá õðïëïãéóèåß ç ó÷åôéêÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier fp1(è) óôï ßäéï äéÜ-
óôçìá [−ð,ð] ìå üñïõò ôÜîåùò ìÝ÷ñé êáé 7. (49) Óå Ýíá ó÷üëéï comment ôé ðáñáôçñåßôáé êáé ãéáôß;
Óôç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéóèåß ï óõíôåëåóôÞò A5 ôçò óåéñÜò áõôÞò (50) ìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç A5i,
(51) áíáëõôéêÜ ìå åéäéêÞ åíôïëÞA5f êáé (52) áñéèìçôéêÜ ìå åéäéêÞ åíôïëÞA5N. (53) Íá ãßíåé êáôÜëëçëç
åðáëÞèåõóç ver üôé ïé ôñåéò áõôÝò ôéìÝò óõìðßðôïõí áñéèìçôéêÜ åííïåßôáé. (54) Íá ó÷åäéáóèïýí
óôï ßäéï ó÷Þìá ç óõíÜñôçóç f (è) êáé ç ðñïóÝããéóÞ ôçò fp1(è) óôï äéÜóôçìá [−5ð/4, 5ð/4] êáé ìå
ðÜ÷ïò ãñáììÞò 0.008. (55) Óå ó÷üëéï comment ôß ðáñáôçñåßôáé; (56) Íá îáíáûðïëïãéóèåß ç óåéñÜ
Fourier, ðÜëé ìå üñïõò ôÜîåùò ìÝ÷ñé êáé 7, áëëÜ ôþñá óå ìéãáäéêÞ Þ åêèåôéêÞ ìïñöÞ fp2(è). Íá
óõãêñéèïýí ôþñá ïé äýï óåéñÝò Fourier ðïõ âñÝèçêáí (57) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Simplify, (58) ìå
ìåôáôñïðÞ ôçò åêèåôéêÞò óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ êáé (59) ìå ìåôáôñïðÞ ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò óå
åêèåôéêÞ ìïñöÞ. Óôçí åêèåôéêÞ Þ ìéãáäéêÞ óåéñÜ Fourier (60) íá õðïëïãéóèåß ï óõíôåëåóôÞò C5f ôÜ-
îåùò−5 áðü ôçí áñ÷Þ ìå ôç ÷ñÞóç åéäéêÞò åíôïëÞò áíáëõôéêÜ, áëëÜ (61) êáé (áíÜëïãá) áñéèìçôéêÜ
C5N êáé (62) íá óõãêñéèïýí áñéèìçôéêÜ ôá áðïôåëÝóìáôá. (63) Íá ïñéóèåß ìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç
óõíÜñôçóç ôïõ n ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò An ôçò ðéï ðÜíù óåéñÜò Fourier. (64) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
íá ãñáöåß áðåõèåßáò (ü÷é íá õðïëïãéóèåß!) ç ëýóç ôïõ åóùôåñéêïý ðñïâëÞìáôïò Dirichlet óå Ýíáí
êýêëï áêôßíáò r = a ìå óõíïñéáêÞ óõíèÞêç óôçí ðåñéöÝñåéÜ ôïõ u(a, è) = f (è). Íá ãßíïõí (65) ç
åðáëÞèåõóç verPDE éó÷ýïò ôçò åîéóþóåùò ôïõ Laplace (ìå áðëïðïßçóç) êáé (66) ç åðáëÞèåõóç
verBC ôçò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MI5 (ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò): Åäþ åîåôÜæïõìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç
a(t) = −g − c

∫ t
0 a(ô) dô. Æçôïýíôáé: (67) Íá êáèáñéóèåß ôï óýìâïëï a êáé óôçí ßäéá ãñáììÞ íá

äçëùèåß ç ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç óáí IE. (68) Íá äïèåß ëßóôá characterizations ìå ÷áñáêôç-
ñéóìïýò. (69) Óå ó÷üëéï comment íá áíáöåñèåß óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá áðáíôÜôáé. (70) Íá
õðïëïãéóèåß ç áíôßóôïé÷ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ODE, åÜí õðÜñ÷åé. (71) Áðü ôçí åîßóùóç
IE íá õðïëïãéóèåß ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç IC ôçò åîéóþóåùò ODE. (72) Íá âñåèåß ç ëýóç sol ôùí äýï
åîéóþóåùí ODE êáé IC êáé (73) íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç as1(t). (74) Íá ãßíåé õðåíèýìéóç
ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîéóþóåùò. (75) Íá âñåèåß ç ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò LTIE, (76) ç ëýóç
LTIESolution ôçò ó÷åôéêÞò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò êáé (77) ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç as2(t). (78) Íá
ãßíåé ôÝëïò êáé ç óýãêñéóç ôùí äýï ëýóåùí as1(t) êáé as2(t).

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉÉ-MI6 (ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, ÑïÞ Ãýñù áðü Êýëéíäñï): (79) Íá ïñéóèåß ï
ìéãáäéêüò áñéèìüò z1 = 3 − 4i. (80) Ãé’ áõôüí óå ìéá ëßóôá íá õðïëïãéóèïýí ôï ðñáãìáôéêü êáé
ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò, ç áðüëõôïò ôéìÞ êáé ôï üñéóìá. (81) Íá ïñéóèåß ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç
Ù(z) = U(z + a2z̄/|z|2). (Åßíáé ôï ìéãáäéêü äõíáìéêü ñïÞò ãýñù áðü êýëéíäñï áêôßíáò a ìå ôá÷ý-
ôçôá óôï Üðåéñï U.) (82) Íá äçëùèåß ï êáíüíáò áíôéêáôáóôÜóåùò subs ìå |x + iy| → √

x 2 + y 2.
(83) Áðü ôç óõíÜñôçóçÙ(z) íá ïñéóèåß ç éóïäýíáìç óõíÜñôçóçÙ1(x, y) ìå z = x+iy, ôçí áíôéêáôÜ-
óôáóç subs êáé õðüèåóç ðñáãìáôéêþí ìåôáâëçôþí. Ìå ôç óõíÜñôçóç Ù1(x, y) (ãéá ðñáãìáôéêÝò
ìåôáâëçôÝò êáé ìå áðëïðïßçóç) íá ïñéóèïýí (84) ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôçò Ö(x, y) (äõíáìéêü ôá-
÷ýôçôáò) êáé (85) ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò Ø(x, y) (ñïúêÞ óõíÜñôçóç). (86) Íá (îáíá)öïñôùèåß
åäþ ôï ðáêÝôï ãéá ôç äéáíõóìáôéêÞ áíÜëõóç. (87) Íá äçëùèïýí ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò
êáé (88) íá âñåèåß ôï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí. (89) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ íá õðïëïãéóèåß
ç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý V1a(x, y) (ìå áðëïðïßçóç) êáé åðåéäÞ ç ôñßôç óõíéóôþóá ôçò åßíáé ìç-
äÝí, (90) íá ãñáöåß ðÜëé óáí V1(x, y), ìå äýï üìùò ôþñá óõíéóôþóåò. Ç ßäéá ôá÷ýôçôá V (x, y) íá
õðïëïãéóèåß (91) áðü ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò Ö(x, y) óáí V2(x, y) (ìå áðëïðïßçóç) êáé (92) áðü
ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø(x, y) óáí V3(x, y) (êáé ðÜëé ìå áðëïðïßçóç). Íá åðáëçèåõèïýí ïé åîéóþ-
óåéò (93) óõíå÷åßáò ContinuityEquation êáé (94) áóôñüâéëïõ ôçò ñïÞò IrrotationalFlow (êáé ïé äýï ìå
áðëïðïéÞóåéò). (95) Íá äçëùèïýí óå ëßóôá ïé ôéìÝò a = 1 êáé U = 10. (96) Íá äçëùèåß êáôÜëëçëá
ç ôá÷ýôçôá V (x, y) óáí óõíÜñôçóç V4(x, y), áëëÜ ìå ìçäåíéêÝò ôéìÝò ìÝóá óôïí êýëéíäñï. Ìå ôç
÷ñÞóç ôçò êáé (97) ôï öüñôùìá ðáêÝôïõ (98) íá ó÷åäéáóèåß ôï ðåäßï ôá÷ýôçôáò óôçí ðåñéï÷Þ
R = [−5, 5]× [−4, 4] (ìå ðëáßóéï). (99) Ôï ßäéï ãéá ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáòÖ(x, y) (100) ìå ó÷åäßáóç
ôïõ ßäéïõ ðåäßïõ. (101) ¼ìïéá ãéá ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Ø(x, y) (102) ìå ó÷åäßáóç ôïõ ßäéïõ ðåäßïõ.



à Notebook  ΕΜΙΙΙ-ΜΙ

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMIII-MΙ
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMIII-MΙ1 ΕΩΣ ΕΜΙΙΙ-ΜΙ6)

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΙ1 (∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΜΕΡΙΚΕΣ 
ΠΑΡΑΓΩΓΟΥΣ)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
In[2]:= TorsionPDE = D@φ@x, yD, 8x, 2<D + D@φ@x, yD, 8y, 2<D $ −2 G θ

Out[2]= fH0,2LHx, yL + fH2,0LHx, yL == -2G q

In[3]:= sol1 = DSolve@TorsionPDE, φ@x, yD, 8x, y<D
Out[3]= 88fHx, yL Ø -G q x2 + c1@Â x + yD + c2@y - Â xD<<
In[4]:= CablePDE = D@u@x, tD, 8x, 2<D == H1ê c2L D@u@x, tD, 8t, 2<D
Out[4]= uH2,0LHx, tL ==

uH0,2LHx, tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2

In[5]:= sol2 = DSolve@CablePDE, u@x, tD, 8x, t<D êê PowerExpand

Out[5]= ::uHx, tL Ø c1Bt +
x
ÅÅÅÅÅÅ
c
F + c2Bt -

x
ÅÅÅÅÅÅ
c
F>>

In[6]:= AdvectionDiffusionPDE = D@c@x, tD, tD == D0 D@c@x, tD, 8x, 2<D − V0 D@c@x, tD, xD
Out[6]= cH0,1LHx, tL == D0 cH2,0LHx, tL - V0 cH1,0LHx, tL
In[7]:= sol3 = DSolve@AdvectionDiffusionPDE, c@x, tD, 8x, t<D
Out[7]= DSolve@cH0,1LHx, tL == D0 cH2,0LHx, tL - V0 cH1,0LHx, tL, cHx, tL, 8x, t<D
In[8]:= SuccessfulSolution = 8"TorsionPDE", "CablePDE"<;
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΙ2 (ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΤΙΚΗ Υ∆ΡΑΥΛΙΚΗ)

In[9]:= AdvectionDiffusionPDE

Out[9]= cH0,1LHx, tL == D0 cH2,0LHx, tL - V0 cH1,0LHx, tL
In[10]:= LTPDE = LaplaceTransform@AdvectionDiffusionPDE, t, sD
Out[10]= s LaplaceTransform@cHx, tL, t, sD - cHx, 0L ==

LaplaceTransform@cH2,0LHx, tL, t, sDD0 - LaplaceTransform@cH1,0LHx, tL, t, sDV0

Notebook-EMIII-MI-2008.nb 213



In[11]:= comment = "Αυτός ο µετασχηµατισµός Laplace δεν υπήρξε επιτυχής. Συγκεκριµένα

υπήρξε επιτυχής µόνο ως προς τη χρονική µερική παράγωγο και ανεπιτυχής

ως προς τις δύο χωρικές µερικές παραγώγους. Αυτό συνέβη εδώ, επειδή
η Mathematica δε γνωρίζει το σχετικό κανόνα µετασχηµατισµού Laplace.";

In[12]:= InitialCondition = c@x, 0D $ 0;

In[13]:= BoundaryConditions = 8c@0, tD $ c0 H1 − =−têt0L , c@10, tD $ 0<;
In[14]:= values = 8D0 → 1, V0 → 1, c0 → 1, t0 → 1<;
In[15]:= NSolution = NDSolve@8AdvectionDiffusionPDE, InitialCondition, BoundaryConditions< ê. values,

c@x, tD, 8x, 0, 10<, 8t, 0, 10<D
Out[15]= ::cHx, tL Ø InterpolatingFunctionBikjjj 0. 10.0. 10.

y{zzz, <>F@x, tD>>
In[16]:= cs@x_, t_D = NSolutionP1, 1, 2T
Out[16]= InterpolatingFunctionBikjjj 0. 10.0. 10.

y{zzz, <>F@x, tD
In[17]:= Plot3D@cs@x, tD, 8x, 0, 10<, 8t, 0, 10<, AxesLabel → 8"x", "t", "cHx,tL "<D;
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à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΙ3 (ΠΟΛΙΚΕΣ, ΚΥΛΙΝ∆ΡΙΚΕΣ ΚΑΙ ΣΦΑΙΡΙΚΕΣ 
ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ)

In[18]:= CartesianToSpherical = 8x → ρ Cos@θD Sin@φD, y → ρ Sin@θD Sin@φD, z → ρ Cos@φD<
Out[18]= 8x Ø r cosHqL sinHfL, y Ø r sinHqL sinHfL, z Ø r cosHfL<
In[19]:= L = Sqrt@x2 + y2 + z2D ê. CartesianToSpherical êê Simplify êê PowerExpand

Out[19]= r

In[20]:= Needs@"Calculus`VectorAnalysis "̀D
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In[21]:= LaplacianCartesian = Laplacian@u@x, y, zD, Cartesian@x, y, zDD
Out[21]= uH0,0,2LHx, y, zL + uH0,2,0LHx, y, zL + uH2,0,0LHx, y, zL
In[22]:= LaplacianCylindrical = Laplacian@u@r, θ, zD, Cylindrical@r, θ, zDD êê Simplify

Out[22]= uH0,0,2LHr , q, zL +
uH0,2,0LHr , q, zL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r2
+

uH1,0,0LHr , q, zL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r
+ uH2,0,0LHr , q, zL

In[23]:= LaplacianSpherical = Laplacian@u@ρ, θ, φD, Spherical@ρ, θ, φDD êê Simplify

Out[23]=
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r2

HuH2,0,0LHr, q, fL r2 + 2 uH1,0,0LHr, q, fL r + csc2HqL uH0,0,2LHr, q, fL + cotHqL uH0,1,0LHr, q, fL + uH0,2,0LHr, q, fLL
In[24]:= LaplacianPolar1 =H1 êrL D@u@r, θD, rD + D@u@r, θD, 8r, 2<D + H1êr2L D@u@r, θD, 8θ, 2<D
Out[24]=

uH0,2LHr , qL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r2
+

uH1,0LHr , qL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r
+ uH2,0LHr , qL

In[25]:= SetCoordinates@Cylindrical@r, θ, zDD
Out[25]= CylindricalHr , q, zL
In[26]:= CoordinateSystem

Out[26]= Cylindrical

In[27]:= LaplacianPolar2 = Laplacian@u@r, θDD êê Simplify

Out[27]=
uH0,2LHr , qL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r2
+

uH1,0LHr , qL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r
+ uH2,0LHr , qL

In[28]:= ver = LaplacianPolar1 $ LaplacianPolar2

Out[28]= True

In[29]:= LaplacianAxisymmetric = Laplacian@u@rDD $ 0

Out[29]=
u£HrL + r u££Hr L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r
== 0

In[30]:= solution1 = DSolve@LaplacianAxisymmetric, u@rD, rD
Out[30]= 88uHr L Ø c2 + c1 logHrL<<
In[31]:= us1@r_D = solution1P1, 1, 2T
Out[31]= c2 + c1 logHr L
In[32]:= ver1 = LaplacianAxisymmetric ê. u → us1

Out[32]= True

In[33]:= SetCoordinates@Spherical@ρ, θ, φDD
Out[33]= SphericalHr, q, fL
In[34]:= CoordinateSystem

Out[34]= Spherical
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In[35]:= LaplacianSphericalSymmetric = Laplacian@u@ρDD $ 0 êê Simplify

Out[35]=
2 u£HrL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r
+ u££HrL == 0

In[36]:= solution2 = DSolve@LaplacianSphericalSymmetric, u@ρD, ρD
Out[36]= ::uHrL Ø c2 -

c1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r
>>

In[37]:= us2@ρ_D = solution2P1, 1, 2T
Out[37]= c2 -

c1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r

In[38]:= ver2 = LaplacianSphericalSymmetric ê. u → us2

Out[38]= True

In[39]:= PDE1 = LaplacianPolar2 $ 0

Out[39]=
uH0,2LHr , qL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r2
+

uH1,0LHr , qL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r
+ uH2,0LHr , qL == 0

In[40]:= u@r_, θ_D = R@rD Θ@θD
Out[40]= RHrLΘHqL
In[41]:= ODER = r2 R''@rD + r R'@rD − p2 R@rD $ 0

Out[41]= -RHr L p2 + r R£Hr L + r2 R££HrL == 0

In[42]:= solR = DSolve@ODER, R@rD, rD
Out[42]= 88RHr L Ø c1 coshHp logHrLL + Â c2 sinhHp logHr LL<<
In[43]:= ODEΘ = Θ''@θD + p2 Θ@θD $ 0

Out[43]= ΘHqL p2 +Θ££HqL == 0

In[44]:= solθ = DSolve@ODEΘ, Θ@θD, θD
Out[44]= 88ΘHqL Ø c1 cosHp qL + c2 sinHp qL<<
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΙ4 (ΠΡΟΒΛΗΜΑ DIRICHLET ΣΤΟΝ ΚΥΚΛΟ)

In[45]:= Needs@"Calculus`FourierTransform "̀D
In[46]:= f@θ_D = π − Abs@θD;
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In[47]:= Plot@f@θD, 8θ, −π, π<, PlotStyle → Thickness@0.008DD;
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In[48]:= fp1@θ_D = FourierTrigSeries@f@θD, θ, 7, FourierParameters → 8−1, 1êH2 πL<D
Out[48]=

4 cosHqL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

p
+
4 cosH3 qL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

9 p
+
4 cosH5 qL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
25 p

+
4 cosH7 qL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
49 p

+
p
ÅÅÅÅÅÅ
2

In[49]:= comment = "Παρατηρείται ότι η πιο πάνω σειρά Fourier περιλαµβάνει µόνο

το σταθερό όρο και συνηµιτονικούς όρους, καθόλου ηµιτονικούς

όρους. Αυτό είναι εύλογο, επειδή η συνάρτηση που δόθηκε είναι

άρτια και οι ηµιτονικές συναρτήσεις είναι περιττές συναρτήσεις";

In[50]:= A5i = H1êπL Integrate@f@θD Cos@5 θD, 8θ, −π, π<D
Out[50]=

4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
25 p

In[51]:= A5f = FourierCosCoefficient@f@θD, θ, 5, FourierParameters → 8−1, 1ê H2 πL<D
Out[51]=

4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
25 p

In[52]:= A5N = NFourierCosCoefficient@f@θD, θ, 5, FourierParameters → 8−1, 1êH2 πL<D
Out[52]= 0.0509296

In[53]:= ver = A5i $ A5f $ A5N êê N

Out[53]= True

In[54]:= Plot@8f@θD, fp1@θD<, 8θ, −5 π ê4, 5 π ê 4<, PlotStyle → Thickness@0.008DD;
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3

In[55]:= comment1 = "Παρατηρούµε ότι η προσέγγιση είναι

ικανοποιητική µόνο στο διάστυµα @–π,πD της µιας περιόδου";
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In[56]:= fp2@θ_D = FourierSeries@f@θD, θ, 7, FourierParameters → 8−1, 1êH2 πL<D
Out[56]=

2 ‰-Â q

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p

+
2 ‰Â q

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p

+
2 ‰-3 Â q

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
9 p

+
2 ‰3 Â q

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
9 p

+
2 ‰-5 Â q

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
25 p

+
2 ‰5 Â q

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
25 p

+
2 ‰-7 Â q

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
49 p

+
2 ‰7 Â q

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
49 p

+
p
ÅÅÅÅÅÅ
2

In[57]:= ver1 = fp1@θD $ fp2@θD êê Simplify

Out[57]= True

In[58]:= ver2 = fp1@θD $ ExpToTrig@fp2@θDD
Out[58]= True

In[59]:= ver3 = TrigToExp@fp1@θDD $ fp2@θD
Out[59]= True

In[60]:= C5f = FourierCoefficient@f@θD, θ, −5, FourierParameters → 8−1, 1êH2 πL<D
Out[60]=

2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
25 p

In[61]:= C5N = NFourierCoefficient@f@θD, θ, −5, FourierParameters → 8−1, 1êH2 πL<D êê Chop

Out[61]= 0.0254648

In[62]:= ver = C5N $ N@C5fD
Out[62]= True

In[63]:= A@n_D := FourierCosCoefficient@f@θD, θ, n, FourierParameters → 8−1, 1 êH2 πL<D
In[64]:= u@r_, θ_D = A@0D + Sum@A@nD Cos@n θD HrêaLn, 8n, 1, 7<D
Out[64]=

4 cosH7 qL r7
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
49 a7 p

+
4 cosH5 qL r5
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
25 a5 p

+
4 cosH3 qL r3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
9 a3 p

+
4 cosHqL r
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a p
+

p
ÅÅÅÅÅÅ
2

In[65]:= verPDE = LaplacianPolar2 $ 0 êê Simplify

Out[65]= True

In[66]:= verBC = u@a, θD $ fp1@θD
Out[66]= True

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΙ5 (ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ)

ü Η ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ

In[67]:= Clear@aD; IE = a@tD $ −g − c Integrate@a@τD, 8τ, 0, t<D
Out[67]= aHtL == -g - c ‡

0

t
aHtL „ t

In[68]:= characterizations = 8"Ολοκληρωτική εξίσωση Volterra",

"µονοδιάστατη", "γραµµική", "µε σταθερούς συντελεστές",

"µη οµογενής", "δευτέρου είδους", "µε πυρήνα τη µονάδα"<;
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In[69]:= comment =

"Η πιο πάνω ολοκληρωτική εξίσωση απαντάται στη ∆υναµική στο πρόβληµα της

κατακόρυϕης κίνησης υλικού σηµείου Hείτε προς τα επάνω είτε προς τα κάτω,

αλλ' εδώ µε θετική κατεύθυνση προς τα επάνωL στο γήινο πεδίο βαρύτητας

µε αντίσταση του αέρα ανάλογη της ταχύτητας του υλικού σηµείου.";

ü ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΕ ΑΝΑΓΩΓΗ ΣΕ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ

In[70]:= ODE = D@IE, tD
Out[70]= a£HtL == -c aHtL
In[71]:= IC = IE ê. t → 0

Out[71]= aH0L == -g

In[72]:= sol = DSolve@8ODE, IC<, a@tD, tD
Out[72]= 88aHtL Ø -‰-c t g<<
In[73]:= as1@t_D = solP1, 1, 2T
Out[73]= -‰-c t g

ü ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΕ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟ LAPLACE

In[74]:= IE

Out[74]= aHtL == -g - c ‡
0

t
aHtL „ t

In[75]:= LTIE = LaplaceTransform@IE, t, sD
Out[75]= LaplaceTransform@aHtL, t, sD == -

g
ÅÅÅÅÅÅ
s

-
c LaplaceTransform@aHtL, t, sD
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s

In[76]:= LTIESolution = Solve@LTIE, LaplaceTransform@a@tD, t, sDD
Out[76]= ::LaplaceTransform@aHtL, t, sD Ø -

g
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH cÅÅÅÅÅs + 1L s

>>
In[77]:= as2@t_D = InverseLaplaceTransform@LTIESolutionP1, 1, 2T, s, tD
Out[77]= -‰-c t g

In[78]:= ver = as1@tD $ as2@tD
Out[78]= True

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙΙ-ΜΙ6 (ΜΙΓΑ∆ΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ, ΡΟΗ ΓΥΡΩ ΑΠΟ 
ΚΥΛΙΝ∆ΡΟ)

In[79]:= z1 = 3 − 4 A;

Notebook-EMIII-MI-2008.nb 219



In[80]:= 8Re@z1D, Im@z1D, Abs@z1D, Arg@z1D< êê N

Out[80]= 83., -4., 5., -0.927295<
In[81]:= Ω@z_D = U Hz + a2 Conjugate@zDê Abs@zD2L
Out[81]= U ikjjj ConjugateHzL a2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ†z§2 + zy{zzz
In[82]:= subs = Abs@x + A yD → Sqrt@x2 + y2D;
In[83]:= Ω1@x_, y_D = Ω@zD ê. z → x + A y ê. subs êê ComplexExpand

Out[83]=
U x a2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 + y2

+ U x + Â
ikjjjU y -

a2 U y
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 + y2

y{zzz
In[84]:= Φ@x_, y_D = Re@Ω1@x, yDD êê ComplexExpand êê Simplify

Out[84]= U x ikjjj a2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 + y2

+ 1y{zzz
In[85]:= Ψ@x_, y_D = Im@Ω1@x, yDD êê ComplexExpand êê Simplify

Out[85]= U y ikjjj1-
a2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 + y2

y{zzz
In[86]:= Needs@"Calculus`VectorAnalysis "̀D
In[87]:= SetCoordinates@Cartesian@x, y, zDD
Out[87]= CartesianHx, y, zL
In[88]:= CoordinateSystem

Out[88]= Cartesian

In[89]:= V1a@x_, y_D = Grad@Φ@x, yDD êê Simplify

Out[89]= : U IHy2 - x2L a2 + Hx2 + y2L2M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 , -

2 a2 U x y
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 , 0>

In[90]:= V1@x_, y_D = 8V1a@x, yDP1T, V1a@x, yDP2T<
Out[90]= : U IHy2 - x2L a2 + Hx2 + y2L2M

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 , -
2 a2 U x y
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 >

In[91]:= V2@x_, y_D = 8D@Φ@x, yD, xD, D@Φ@x, yD, yD< êê Simplify

Out[91]= : U IHy2 - x2L a2 + Hx2 + y2L2M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 , -

2 a2 U x y
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 >

In[92]:= V3@x_, y_D = 8D@Ψ@x, yD, yD, −D@Ψ@x, yD, xD< êê Simplify

Out[92]= : U IHy2 - x2L a2 + Hx2 + y2L2M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 , -

2 a2 U x y
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 >

In[93]:= ContinuityEquation = Div@V1a@x, yDD $ 0 êê Simplify

Out[93]= True
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In[94]:= IrrotationalFlow = Curl@V1a@x, yDD $ 80, 0, 0< êê Simplify

Out[94]= True

In[95]:= 8a = 1, U = 10<;
In[96]:= V4@x_, y_D = If@x2 + y2 ≥ a2, Evaluate@V1@x, yDD, 80, 0<D
Out[96]= IfBx2 + y2 ¥ 1, : 10 I-x2 + y2 + Hx2 + y2L2M

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 , -
20 x y

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y2L2 >, 80, 0<F
In[97]:= Needs@"Graphics`PlotField`"D
In[98]:= VelocityField = PlotVectorField@V4@x, yD, 8x, −5, 5<,8y, −4, 4<, AspectRatio → 1, Frame → True, ImageSize → 260D;
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In[99]:= Φ1@x_, y_D = If@x2 + y2 ≥ a2, Evaluate@Φ@x, yDD, 0D
Out[99]= IfBx2 + y2 ¥ 1, 10 x ikjj1+

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 + y2

y{zz, 0F
In[100]:= PlotGradientField@Φ1@x, yD, 8x, −5, 5<,8y, −4, 4<, AspectRatio → 1, Frame → True, ImageSize → 260D;

-4 -2 0 2 4

-4
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In[101]:= Ψ1@x_, y_D = If@x2 + y2 ≥ a2, Evaluate@Ψ@x, yDD, 0D
Out[101]= IfBx2 + y2 ¥ 1, 10 y ikjj1-

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 + y2

y{zz, 0F
In[102]:= PlotHamiltonianField@Ψ1@x, yD, 8x, −5, 5<,8y, −4, 4<, AspectRatio → 1, Frame → True, ImageSize → 260D;
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÁ NOTEBOOKS
ÔÏÕ ÐÏËÉÔÉÊÏÕ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ

Óôéò åðüìåíåò óåëßäåò ðáñáôßèåíôáé äýï åöáñìïóìÝíá notebooks ôçò Mathematica, ðïõ Ý÷ïõí
ðñïåôïéìáóèåß ìå áñêåôÞ ðñïóï÷Þ, ëßãï--ðïëý óáí íá Þóáí áðëÝò åðéóôçìïíéêÝò åñãáóßåò, êáé
åðé÷åéñïýí íá äåßîïõí ôç ÷ñçóéìüôçôÜ ôçò óå óõãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìáôá ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý
ðïõó÷åôßæïíôáé ìå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò. Ôá notebooks áõôÜ åßíáé ôá åîÞò:

• ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÁ NOTEBOOKS

1. ÅöáñìïóìÝíï Notebook EN-EMIII-AIRY: ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç ôïõ Airy (15 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõ notebook: Óôï notebook áõôü ãßíåôáé ìéá ëåðôïìåñÞò ìåëÝôç ôçò ôáóéêÞò
óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy. Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åßíáé äõíáôüò ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí ôÜóåùí óôï
óôáôéêü ðñüâëçìá ôçò Åðßðåäçò Åëáóôéêüôçôáò ãéá Ýíá éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü
ìÝóïí. ÌåôÜ ôç ó÷åôéêÞ åéóáãùãÞ áíáöÝñïíôáé ïé ó÷åôéêÝò åîéóþóåéò: ïé äýï åîéóþóåéò éóïñ-
ñïðßáò êáé ç óõíèÞêç óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí. Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõò êáèþò êáé ôç
÷ñÞóç ôïõ íüìïõ ôïõ Hooke óôçí Åëáóôéêüôçôá áðïäåéêíýåôáé ôåëéêÜ üôé ç ôáóéêÞ óõíÜñ-
ôçóç ôïõ Airy ðñÝðåé íá åßíáé äéáñìïíéêÞ, äçëáäÞ íá åðáëçèåýåé ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç, åäþ
óôï åðßðåäï. Äßíïíôáé åðßóçò ðÝíôå áðëÜ ðáñáäåßãìáôá ôáóéêþí óõíáñôÞóåùí ôïõ Airy.
ÌåôÜ áíáöÝñåôáé êáé åðáëçèåýåôáé ç ãåíéêÞ Ýêöñáóç ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy.
Óôç óõíÝ÷åéá ìå âÜóç ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy ðñïóäéïñßæïíôáé ïé óõíéóôþóåùò ôùí
ôÜóåùí, áëëÜ êáé ôùí ðáñáìïñöþóåùí. ¸ðåéôá áíáöÝñåôáé êáé ç áíôßóôïé÷ç äéáñìïíéêÞ
åîßóùóç óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. Ôï notebook ôåëåéþíåé ìå óõìðåñÜóìáôá êáé ó÷üëéá.

2. ÅöáñìïóìÝíï Notebook EN-EMIII-PLATES: ÓõíÞèåéò ÐëÜêåò (10 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõ notebook: Óôï notebook áõôü åîåôÜæåôáé ôï åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ôçò óõíÞ-
èïõò ðëÜêáò ìå ôéò ðáñáäï÷Ýò ðïõ ãåíéêÜ ãßíïíôáé áðïäåêôÝò áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.
ÂáóéêÞ Üãíùóôç ðïóüôçôá åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò (Þ âýèéóç) ôçò ðëÜêáò. Ìå âÜóç áõôü,
áëëÜ êáé ôï íüìï ôïõ Hooke óôçí Åëáóôéêüôçôá, ðñïóäéïñßæïíôáé ðñþôá ïé ôÜóåéò êáé ïé
ðáñáìïñöþóåéò óôçí ðëÜêá. Ìå ÷ñÞóç ôïõò ðñïóäéïñßæïíôáé Ýðåéôá ïé ôñåéò ñïðÝò óôçí
ðëÜêá: ïé äýï ñïðÝò êÜìøåùò êáé ç ñïðÞ óõóôñïöÞò. Áðü ôéò åêöñÜóåéò ôïõò ðñïêýðôåé
åðßóçò êáé ç äõóêáìøßá ôçò ðëÜêáò. Óôç óõíÝ÷åéá áðü ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò ðñïêýðôåé
ç ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ôçí ïðïßá ðñÝðåé íá ðëçñïß ôï âÝëïò
êÜìøåùò ôçò ðëÜêáò. ÁõôÞ ðåñéëáìâÜíåé óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ,
óôïí ïðïßï ãßíåôáé áíáöïñÜ ãéá ôç ÷ñÞóç ôïõ. ËåðôïìåñÞò åöáñìïãÞ ôçò èåùñßáò ãßíåôáé
óôçí áñêåôÜ áðëÞ éóüðëåõñç ôñéãùíéêÞ ðëÜêá ìå áðëÞ óôÞñéîç óôçí ðåñßìåôñü ôçò êáé
õðü ïìïéüìïñöç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç ìå ðëÞñç åðáëÞèåõóç ôçò åêöñÜóåùò ôïõ
âÝëïõò êÜìøåùò ôçò ðëÜêáò. Êáé ôï notebook áõôü ôåëåéþíåé ìå óõìðåñÜóìáôá êáé ó÷üëéá.

Ôá äýïáõôÜ åöáñìïóìÝíá notebooks Ý÷ïõí áóöáëþò ôï êáèáõôü åíäéáöÝñïí ôïõò óôï ìÜèçìá
ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉI êáé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ãåíéêüôåñá: óõãêåêñé-
ìÝíá ôüóï ç Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá üóï êáé ïé ÐëÜêåò áðïôåëïýí äýï éäéáßôåñá åíäéáöÝñïíôá
èÝìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ç ðáñïõóßá ôïõò üìùò åäþ óôï÷åýåé åðßóçò êáé óôç ÷ñÞóç
ôïõò óáí õðïäåéãìÜôùí áðü ôï öïéôçôÞ/ôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ãéá ôçí åîßóïõ åðéìåëç-
ìÝíç ðñïåôïéìáóßá êáé ôùí äéêþí ôïõ/ôùí äéêþí ôçò åöáñìïóìÝíùí notebooks ìå ôçMathematica.
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∆∞�π∫∏ �À¡∞�∆∏�∏ ∆√À AIRY

∂¶π�∆∏ª√¡π∫∏ ¶∂�π√Ã∏: ∂ð�ðÂ�Ë ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·

ª∞£∏ª∞∆π∫∂�  §∂�∂π�-∫§∂π¢π∞:  �ùÛÙ�Ì·Ù·  ¢È·ÊÔÚÈÎÒÓ  ∂ÍÈÛÒÛÂ�Ó  ÌÂ  ªÂÚÈÎ¤�  ¶·Ú·ÁÒ-
ÁÔù�,  ¢È·ÊÔÚÈÎ¤�  ∂ÍÈÛÒÛÂÈ�  ÌÂ  ªÂÚÈÎ¤�  ¶·Ú·ÁÒÁÔù�,  ∞ÚÌÔÓÈÎÞ�  ∆ÂÏÂÛÙ��  (∆ÂÏÂÛÙ��  ÙÔù  La-
place), ∂Í�Û�ÛË ÙÔù Laplace, ¢È·ÚÌÔÓÈÎÞ� ∆ÂÏÂÛÙ��, ¢È·ÚÌÔÓÈÎ� ∂Í�Û�ÛË

∆∂Ã¡π∫∂� §∂�∂π�-∫§∂π¢π∞: ∂Ï·ÛÙÈÎÔ�  ¢�ÛÎÔÈ,  ∂ð�ðÂ�Ë ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·, °Ú·ÌÌÈÎ� ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·,
πÛÞÙÚÔðË ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·, �Ù·ÙÈÎÞ ¶ÚÞ�ÏËÌ·, ∂Ï·ÛÙÈÎ¤� �Ù·õÂÚ¤�, ∆¿ÛÂÈ�, ªÂÙ·ÙÔð�ÛÂÈ�, ¶·-
Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�, ¡ÞÌÔ� ÙÔù Hooke, ∂ð�ðÂ�Ë ∂ÓÙ·ÙÈÎ� ∫·Ù¿ÛÙ·ÛË (∂ð�ðÂ�Ë �ÓÙ·ÛË), ∂ÍÈÛÒÛÂÈ�
πÛÔÚÚÔð�·�,  �ùÓõ�ÎË  �ùÌ�È�·ÛÙÔ�  Ù�Ó  ¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó,  ∆·ÛÈÎ�  �ùÓ¿ÚÙËÛË  (∆·ÛÂÔÛùÓ¿Ú-
ÙËÛË),  �ùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy

�Ã∂∆π∫∏ µπµ§π√°�∞ºπ∞ (¢∂π°ª∞): 

[1]  Timoshenko, S. P.  and Goodier,  J.  N.,  Theory of Elasticity (£Â�Ú�· ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·�), 3Ë �Î�Ô-
ÛË. McGraw-Hill, New York, Tokyo, 1970 (1Ë ¤Î�ÔÛË ÙÔ 1934), ∫ÂÊ¿Ï·È· 2 Î·È 3.

[2]  Muskhelishvili,  N.  I.,  Some  Basic  Problems  of  the  Mathematical  Theory  of  Elasticity  (ªÂÚÈÎ¿
µ·ÛÈÎ¿  ¶ÚÔ�Ï�Ì·Ù·  ÙË�  ª·õËÌ·ÙÈÎ��  £Â�Ú�·�  ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·�).  Noordhoff,  Groningen,  1963
(ÌÂÙ¿ÊÚ·ÛË  ÙË�  4Ë�  ��ÛÈÎ��  ÂÎ�ÞÛÂ��,  Moscow,  1954,  1Ë  ¤Î�ÔÛË ÙÔ  1933),  E�¿ÊÈ·  27,  29
Î·È 31.

[3]  ª·ÛÙÚÔÁÈ¿ÓÓË,  ∂.  ¡.,  ªË¯·ÓÈÎ�  Ù�Ó  ÀÏÈÎÒÓ,  ∆ÞÌÔ�  ¶ÚÒÙÔ�.  ∂Î�ÞÛÂÈ�  �ùÌÌÂÙÚ�·,  ∞õ�Ó·,
1999, E�¿ÊÈ· 1.13.1, 2.13, 3.4 Î·È ¶ÚÞ�ÏËÌ· ¶3-10. 

[4] ¡ÈÙÛÈÒÙ·, °. ª., ∂Ï·ÛÙÔÛÙ·ÙÈÎ�: °Ú·ÌÌÈÎ� £Â�Ú�·, ¢Â�ÙÂÚÔ� ∆ÞÌÔ�: ∂ðÈÊ·ÓÂÈ·ÎÔ� ºÔÚÂ��:
ª¤õÔ�ÔÈ ∂ðÈÏ�ÛÂ��. ∂Î�ÞÛÂÈ� ∑�ÙË, £ÂÛÛ·ÏÔÓ�ÎË, 1995, ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 9, E�¿ÊÈ· 9.1 Î·È 9.2.

[5] °�Ô�ÙÔù, ∂. ∂., £Â�Ú�· ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·�. ∂Î�ÔÙÈÎÞ� √�ÎÔ� ∞�ÂÏÊÒÓ ∫ùÚÈ·Î��Ë, £ÂÛÛ·ÏÔÓ�ÎË,
1995, ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 4. 

[6] µ·ÏÈ¿ÛË, £. ¡., ∂ðÈÊ·ÓÂÈ·ÎÔ� ºÔÚÂ��: £Â�Ú�· Î·È ª¤õÔ�ÔÈ ∂ð�ÏùÛË�. ∂Î�ÞÛÂÈ� ∑�ÙË, £ÂÛ-
Û·ÏÔÓ�ÎË, 2000,  ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 5.

[7]  Nash,  W.  A.,  ∞ÓÙÔ¯�  Ù�Ó  ÀÏÈÎÒÓ  (Schaum's  Outline  Series:  Strength  of  Materials,  ∂ÏÏËÓÈÎ�
ªÂÙ¿ÊÚ·ÛË:  ¶ÂÚÛ��Ë�,  �.  ∫.  Î·È  ∆ùð¿�Ë�,  °.  °.).  McGraw-Hill,  New  York,  1977,  Î·È  ∂�¶π,
∞õ�Ó·, 1988, ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 19.

1.1. ∂ÈÛ·Á�Á�

�ÙÔ  ð·ÚÞÓ  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ  notebook  ÂÍÂÙ¿úÂÙ·È  Û�ÓÙÔÌ·  ÙÔ  Âð�ðÂ�Ô  ðÚÞ�ÏËÌ·  ÛÙË  õÂ�Ú�·
ÙË� ÁÚ·ÌÌÈÎ�� ÈÛÞÙÚÔðË� EÏ·ÛÙÈÎÞÙËÙ·� (ðÔù  �·Û�úÂÙ·È  ÛÙÔ ÓÞÌÔ ÙÔù  Hooke) ùðÞ  ÛÙ·ÙÈÎ¤�
ÛùÓõ�ÎÂ� Âð�ðÂ�Ë� ¤ÓÙ·ÛË� ¯�Ú�� �ùÓ¿ÌÂÈ� Ì¿ú·� Î·È ÛÂ ∫·ÚÙÂÛÈ·Ó¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�. 
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∆Ô ðÚÞ�ÏËÌ· ·ùÙÞ Â�Ó·È ÂÍ·ÈÚÂÙÈÎ¿ ÛùÓËõÈÛÌ¤ÓÔ ÛÙËÓ ðÚ¿ÍË. √ ¶ÔÏÈÙÈÎÞ� ªË¯·ÓÈÎÞ� ¤¯ÂÈ ÙÔ
ÂÍ�� Û�ÛÙËÌ· ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó:

(·) ∆È� ��Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÈÛÔÚÚÔð�·� [3, Û. 42, ÂÍÈÛÒÛÂÈ� (1.30)], ðÔù ·ÊÔÚÔ�Ó ÛÙË ÛÙ·ÙÈÎ� ÈÛÔÚ-
ÚÔð�· ÂÓÞ� ·ðÂÈÚÔÛÙÔ� ÛÙÔÈ¯Â�Ôù ÙÔù  Âð�ðÂ�Ôù  ÂÏ·ÛÙÈÎÔ� Ì¤ÛÔù (ÙÔù ÂÏ·ÛÙÈÎÔ� ��ÛÎÔù) Î·È
ðÔù  Â�Ó·È �È·ÊÔÚÈÎ¤� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ� ÌÂÙ·�ÏËÙ¤� ÙÈ� ∫·Ú-
ÙÂÛÈ·Ó¤�  ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�  Hx, yL  Î·È  ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÂ�  ÌÂÙ·�ÏËÙ¤�  (¿ÁÓ�ÛÙÂ� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� Ù�Ó ·ÓÂ-
Í¿ÚÙËÙ�Ó ÌÂÙ·�ÏËÙÒÓ) ÙÈ� Ù¿ÛÂÈ� (ÙÈ� ÛùÓÈÛÙÒÛÂ� ÙÔù Ù·ÓùÛÙ� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó) sx , sy  Î·È txy , 

(�)  ∆Ë ÛùÓõ�ÎË ÙÔù  ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó [3,  Û. 95,  ÂÍ�Û�ÛË (2.27)],  ðÔù  Â�Ó·È
Âð�ÛË�  ÌÈ·  �È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�  ÌÂ  ÙÈ�  ��ÈÂ�  ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ�  ÌÂÙ·�ÏËÙ¤�
(ÙÈ�  ∫·ÚÙÂÛÈ·Ó¤�  ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�  Hx, yL  Î·È  ð¿ÏÈ)  Î·È  ÌÂ  ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÂ�  ÌÂÙ·�ÏËÙ¤�  (¿ÁÓ�ÛÙÂ�
ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�)  ÙÈ�  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�  (ÙÈ�  ÛùÓÈÛÙÒÛÂ�  ÙÔù  Ù·ÓùÛÙ�  Ù�Ó  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó)  ex ,
ey  Î·È  gxy  Î·È  ðÔù  Â�Ó·È  ÂÍ�ÛÔù  ·ðÞÏùÙ·  ·Ó·ÁÎ·�·,  ÒÛÙÂ  Ó·  Â�Ó·È  ÔÈ  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�  ÙÔù
ÂÏ·ÛÙÈÎÔ� ��ÛÎÔù ·ðÔ�ÂÎÙ¤�, Î·È 

(Á)  ∆Ô  ÓÞÌÔ  ÙÔù  Hooke  ÁÈ·  ÙËÓ  ÈÛÞÙÚÔðË  ÁÚ·ÌÌÈÎ�  ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·,  ÂÓ  ðÚÔÎÂÈÌ¤Ó�  ÛÙÈ�  ��Ô
�È·ÛÙ¿ÛÂÈ�  Hx, yL  Î·È  ùðÞ  ÛùÓõ�ÎÂ�  Âð�ðÂ�Ë�  ¤ÓÙ·ÛË� [3,  Û.  112,  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  (3.14)],  ðÔù  Ì·�
ÂÎÊÚ¿úÂÈ  ÙÈ�  ÙÚÂÈ�  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�  (ÛÙÔ  ðÚÞ�ÏËÌ·  ÙË�  Âð�ðÂ�Ë�  ¤ÓÙ·ÛË�)  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ  Ù�Ó
Âð�ÛË� ÙÚÈÒÓ Ù¿ÛÂ�Ó (ÛÙÔ ��ÈÔ ðÚÞ�ÏËÌ·) Ì¤Û� ÙÚÈÒÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ·ÏÁÂ�ÚÈÎÒÓ (Î·È Þ¯È ·ÛÊ·-
ÏÒ� �È·ÊÔÚÈÎÒÓ) ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó.

∂ðÔÌ¤Ó�� ÛùÓÔÏÈÎ¿ �È·õ¤ÙÔùÌÂ ¤ÍÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ� (��Ô ÙË� ÈÛÔÚÚÔð�·�, Ì�· ÙÔù ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó
ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó  Î·È  ÙÚÂÈ�  ÙÔù  ÓÞÌÔù  ÙÔù  Hooke)  ÛÙÔ  Âð�ðÂ�Ô  ðÚÞ�ÏËÌ¿  Ì·�  ÌÂ  ¤ÍÈ  ·ÁÓÒ-
ÛÙÔù�: ÙÈ� ÙÚÂÈ� Ù¿ÛÂÈ� sx , sy  Î·È txy  Î·È ÙÈ� ÙÚÂÈ� ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ� ex , ey  Î·È gxy .

∂�Ó·È Âð�ÛË� È�È·�ÙÂÚ· ÁÓ�ÛÙÞ ÞÙÈ Ë Â�ÚÂÛË ÙÞÛÔ Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó ÞÛÔ Î·È Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó
Â�Ó·È  õÂÌÂÏÈÒ�Ë�  ÛÙËÓ  Âð�ÏùÛË  ÂÓÞ�  Âð�ðÂ�Ôù  ÂÏ·ÛÙÈÎÔ�  ðÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ�  (ÁÈ·  ¤Ó·Ó  ÂÏ·ÛÙÈÎÞ
��ÛÎÔ)  ðÔù  ÂÍÂÙ¿úÂÙ·È  Â�Ò.  ∂Í·ÈÚÂÙÈÎ¿ ÛËÌ·ÓÙÈÎÞ�  Â�Ó·È  ·ÛÊ·ÏÒ� Ô  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÌÞ�  Ù�Ó Ù¿-
ÛÂ�Ó  ÛÙÔÓ  ÂÏ·ÛÙÈÎÞ  ��ÛÎÔ,  ÔÈ  ÔðÔ�Â�  ÌðÔÚÔ�Ó  Ó·  Ô�ËÁ�ÛÔùÓ  ÛÂ  ðÏ·ÛÙÈÎ�  Î·Ù·ðÞÓËÛË  ÙÔù
ùÏÈÎÔ� Î·È ð·Ú·ð¤Ú· ÛÂ �È·ÚÚÔ�, õÚ·�ÛË Î·È ·Ó¿ÏÔÁ· ÌË ·ðÔ�ÂÎÙ¿ Ê·ÈÓÞÌÂÓ· ·ÛÙÔ¯�·� ÙÔù
ùÏÈÎÔ�  ðÔù  ÂÍÂÙ¿úÔÓÙ·È  ÛÙË ªË¯·ÓÈÎ� Ù�Ó ÀÏÈÎÒÓ [3,  ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 5].  ∞ùÙ¿ ÌÂ  Î·Ó¤Ó·Ó ÙÚÞðÔ
�ÂÓ ðÚ¤ðÂÈ Ó· ·ÁÓÔÔ�ÓÙ·È ·ðÞ ÙÔÓ ¶ÔÏÈÙÈÎÞ ªË¯·ÓÈÎÞ. ∞Ó Î·È Ù· Ê·ÈÓÞÌÂÓ· ·ùÙ¿ �Â õ· ÂÍÂ-
Ù·ÛõÔ�Ó Î·õÞÏÔù  ÛÙÔ ð·ÚÞÓ  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ  notebook,  ÂÓÙÔ�ÙÔÈ�  õ· ÂÍÂÙ·ÛõÂ�  Ë  �ùÓ·ÙÞÙËÙ·
``·ðÏÔðÔÈ�ÛÂ��'' ÙÔù ÛùÛÙ�Ì·ÙÔ� Ù�Ó ¤ÍÈ ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ÌÂ ¤ÍÈ ·ÁÓÒÛÙÔù� ðÔù ðÚÔ·Ó·Ê¤ÚõËÎÂ
ÌÂ Ù¤ÙÔÈÔÓ ÙÚÞðÔ, ÒÛÙÂ ·ùÙÞ Ó· Î·Ù·ÛÙÂ� ùðÔÏÔÁÈÛÙÈÎ¿ Î¿ð�� ðÈÔ Â�ÎÔÏÔ ÛÙËÓ Âð�ÏùÛ� ÙÔù
ùðÞ  ÛùÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÂ�  ÛùÓÔÚÈ·Î¤�  ÛùÓõ�ÎÂ�.  ∂È�ÈÎÞÙÂÚ·  ÛÙÞ¯Ô  ÙÔù  ð·ÚÞÓÙÔ�  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔù
notebook ·ðÔÙÂÏÂ� Ë ·Ó·Á�Á� ÙÔù ÛùÛÙ�Ì·ÙÔ� Ù�Ó ¤ÍÈ ðÈÔ ð¿Ó� ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ÌÞÓÔ ÛÂ Ì�· Î·È
Ì¿ÏÈÛÙ· ÌÂ Ì�· ÌÞÓÔ  ¿ÁÓ�ÛÙË ÛùÓ¿ÚÙËÛË: ÙËÓ Î·ÏÔ�ÌÂÓË Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy. 

°È· ÙÔÓ ðÈÔ ð¿Ó� ÛÎÔðÞ  ÙÔ ðÚÒÙÔ Î·È ÂùÎÔÏÞÙÂÚÔ ��Ì· Â�Ó·È Ë ·ð·ÏÔÈÊ� Ù�Ó ÛùÓÈÛÙ�ÛÒÓ
ÙÔù Ù·ÓùÛÙ� Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó (ðÈÔ ·ðÏ¿ Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó) ex , ey  Î·È gxy  ÌÂ ¯Ú�ÛË
Ù�Ó ÛùÓÈÛÙ�ÛÒÓ ÙÔù Ù·ÓùÛÙ� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó (ðÈÔ ·ðÏ¿ Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó) sx , sy  Î·È txy  ÛÙËÓ ÂÍ�Û�-
ÛË  ÛùÌ�È�·ÛÙÔ�  Ù�Ó  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó.  ∞ùÙ�  Ë  ÂÚÁ·Û�·  Â�Ó·È  ðÔÏ�  ·ðÏ�  ÏÞÁ�  ÙË�  ÈÛ¯�Ô�
ÙÔù  ÓÞÌÔù  ÙÔù  Hooke,  ðÔù  ¿ÌÂÛ·  ÂÎÊÚ¿úÂÈ  ÙÈ�  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ  Ù�Ó  Ù¿ÛÂ�Ó.
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¶ÚÔÎ�ðÙÂÈ  ¤ÙÛÈ  ¤Ó· Û�ÛÙËÌ· ÙÚÈÒÓ �È·ÊÔÚÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�  ÌÂ ÙÚÂÈ�
·ÁÓÒÛÙÔù�: ÙÈ� Ù¿ÛÂÈ� sx , sy  Î·È txy . ∞ùÙ¤�, Þð�� ��Ë ·Ó·Ê¤ÚõËÎÂ, ðÚ¤ðÂÈ Ôð�Û��ðÔÙÂ Ó·
ùðÔÏÔÁÈÛõÔ�Ó, ÁÈ· Ó· ÂÏÂÁ¯õÂ� Î·Ù¿ ðÞÛÔÓ Â�Ó·È ·ðÔ�ÂÎÙ¤�, �ËÏ·�� �ÂÓ Ô�ËÁÔ�Ó ÙÔ ùÏÈÎÞ ÙÔù
ÂÏ·ÛÙÈÎÔ� ��ÛÎÔù ÛÂ Ê·ÈÓÞÌÂÓ· ·ÛÙÔ¯�·�. 

�ÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  ÙÔ  Û�ÛÙËÌ·  ·ùÙÞ  Ù�Ó  ÙÚÈÒÓ  �È·ÊÔÚÈÎÒÓ  ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�
ÌÂÙ·ÙÚ¤ðÂÙ·È ÛÂ Ì�· ÌÞÓÔ �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� ÌÂÙ¿ ·ðÞ ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË
Ù�Ó  Ù¿ÛÂ�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ  ÌÈ·�  Ó¤·�,  �ÔËõËÙÈÎ��  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��,  ÙË�  Ù·ÛÈÎ��  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��  (�
Ù·ÛÂÔÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��)  ÙÔù  Airy  AHx, yL .  ∞ùÙËÓ  ÙËÓ  ðÚÞÙÂÈÓÂ  ·Ú¯ÈÎ¿  Ô  G.  B.  Airy  to  1862.  �ÙË
ÛùÓ¤¯ÂÈ·  Ô  J.  C.  Maxwell  ·ð¤�ÂÈÍÂ  ÙË  �È·ÚÌÔÓÈÎÞÙËÙ·  ÙË�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��  ·ùÙ��.  ∂ðÔÌ¤Ó��
Î·Ù·Ú¯�Ó  ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔÓ  Ë  ÞÏË  �È·�ÈÎ·Û�·  Â�Ó·È  ÂÍ·ÈÚÂÙÈÎ¿  ¯Ú�ÛÈÌË:  Ó·  ¤¯ÔùÌÂ  Ì�·  ÌÞÓÔ  �È·-
ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  ·ÓÙ�  ÁÈ·  ÙÚÂÈ�  Î·È  ·ùÙÞ�  Â�Ó·È  Ô  ÏÞÁÔ�  ðÔù  Ë  Ù·ÛÈÎ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÙÔù  Airy
AHx, yL  ¤¯ÂÈ  Î·Ù·ÛÙÂ�  ÙÞÛÔ  �ËÌÔÊÈÏ��  ÌÂ  ÙËÓ  ð¿ÚÔ�Ô  Ù�Ó  ÂÙÒÓ.  ∞ðÞ  ÙËÓ  ·ÚÓËÙÈÎ�  ðÏÂùÚ¿
ÞÌ��  ùð¿Ú¯ÂÈ  Î·È  ÙÔ  Û¯ÂÙÈÎÞ  ÎÞÛÙÔ�.  ∞ùÙÞ  ÛùÓ�ÛÙ·Ù·È  ÛÂ  ÙÚ�·  ÎùÚ���  ÛËÌÂ�·:  (·)  ÞÙÈ  Ë
Ù·ÛÈÎ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÙÔù  Airy  ÛÙÂÚÂ�Ù·È  ÊùÛÈÎ��  ÛËÌ·Û�·�,  ÂðÂÈ��  Â�Ó·È  ¤Ó·  Ì·õËÌ·ÙÈÎÞ
�ËÌÈÔ�ÚÁËÌ·  ðÔù  ·ðÔ�Ï¤ðÂÈ  ÌÞÓÔ  ÛÂ  ùðÔÏÔÁÈÛÙÈÎ¿  ÔÊ¤ÏË,  (�)  ÞÙÈ  Ë  ÙÂÏÈÎ�  �È·ÊÔÚÈÎ�
ÂÍ�Û�ÛË  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�  Â�Ó·È  ÙÂÙ¿ÚÙË�  Ù¿ÍÂ��,  ÂÓÒ  ÔÈ  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  ÈÛÔÚÚÔð�·�  Â�Ó·È
ðÚÒÙË� Î·È Ë ÂÍ�Û�ÛË ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó �ÂùÙ¤Ú·� Î·È (Á) ÞÙÈ Ë ¯Ú�ÛË ÙË�
ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��  ÙÔù  Airy  �ùÛ¯ÂÚ·�ÓÂÈ  Î¿ð��  ÙËÓ  ¤ÎÊÚ·ÛË  Ù�Ó  ÛùÓÔÚÈ·ÎÒÓ  ÛùÓõËÎÒÓ  ÛÙÔ
Û�ÓÔÚÔ  (�  ÛÙ·  Û�ÓÔÚ·)  ÙÔù  ÂÏ·ÛÙÈÎÔ�  ��ÛÎÔù.  (�ÙÔ  ð·ÚÞÓ  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ  notebook  �Â  õ·
ÂÍÂÙ·ÛõÔ�Ó  ÔÈ  ÛùÓÔÚÈ·Î¤�  ÛùÓõ�ÎÂ�.)  ¶·Ú¿  Ù·�Ù·  Ë  ·Ó·Á�Á�  ÂÓÞ�  ÛùÛÙ�Ì·ÙÔ�  ÙÚÈÒÓ
�È·ÊÔÚÈÎÒÓ  ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�  ÛÂ  Ì�·  ÌÞÓÔ  �È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�
ð·Ú·ÁÒÁÔù�  Â�Ó·È  È�È·�ÙÂÚ· ùðÔÏÔÁÈÛÙÈÎ¿  �Ê¤ÏÈÌË  ÁÈ· ÙÔÓ  ¶ÔÏÈÙÈÎÞ  ªË¯·ÓÈÎÞ  Î·È  ÛùÓÂðÒ�
Ù· ðÈÔ ð¿Ó� ÙÚ�· ÌÂÈÔÓÂÎÙ�Ì·Ù· ÙË� ¯Ú�ÛÂ�� ÙË� Ù·ÛÈÎ�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ÙÔù Airy ðÚ¤ðÂÈ Ó·
õÂ�ÚÔ�ÓÙ·È  ÌÈÎÚ��  ÛËÌ·Û�·�  ÛÂ  Û�ÁÎÚÈÛË  ÌÂ  ÙÔ  ùðÔÏÔÁÈÛÙÈÎÞ  ÞÊÂÏÔ�  ·ðÞ  ÙË  ¯Ú�ÛË  ÙË�.
��ÌÊ�Ó· ÌÂ ÞÏ· ·ùÙ¿ Ë Ì¤õÔ�Ô� ÙË� Ù·ÛÈÎ�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ÙÔù Airy ¤¯ÂÈ ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈËõÂ� Î·È
ÛùÓÂ¯�úÂÈ  �¤�·È· Ó· ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈÂ�Ù·È  Î·Ù¿ ÎÞÚÔ ÁÈ· ÙËÓ Â�ÚÂÛË Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó ÛÂ ��ÛÎÔù� ÛÙËÓ
Âð�ðÂ�Ë, ÛÙ·ÙÈÎ�, ÈÛÞÙÚÔðË Î·È ÁÚ·ÌÌÈÎ� ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·.

¶ÚÔ¯�Ú¿ÌÂ  ÙÒÚ·  ÛÙËÓ  ùðÔÏÔÁÈÛÙÈÎ�  ùÏÔðÔ�ËÛË  ÙË�  ÌÂõÔ�ÔÏÔÁ�·�  ðÔù  ��Ë  ðÂÚÈÁÚ¿�·ÌÂ
ÛÙÔ ÎÏ·ÛÈÎÞ ·ùÙÞ ðÚÞ�ÏËÌ· ÙË� Âð�ðÂ�Ë� ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·� ÌÂ ÙË ¯Ú�ÛË ÙË� Mathematica.

1.2. ∆Ô ðÏ�ÚÂ� Û�ÛÙËÌ· Ù�Ó ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó

∫·Ù·Ú¯�Ó  ¤¯ÔùÌÂ  �È·õ¤ÛÈÌÂ�  ÙÈ�  ��Ô  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  ÈÛÔÚÚÔð�·�  ÙÔù  ÂÏ·ÛÙÈÎÔ�  ��ÛÎÔù  [3,  Û.  42,
ÂÍÈÛÒÛÂÈ� (1.30)],  ðÔù Â�Ó·È ·Ó·ÁÎ·�Ô Ó· ÈÛ¯�ÔùÓ ÛÂ Î¿õÂ ÛËÌÂ�Ô Hx, yL  ÙÔù ��ÛÎÔù.  ∂�ÏÔÁ· ÔÈ
ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ·ùÙ¤�,  ðÔù  Â�Ó·È  ��Ô �È·ÊÔÚÈÎ¤� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�,  ·ÏÏ¿ ÌÂ ÙÚÂÈ�
¿ÁÓ�ÛÙÂ� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� ¤¯ÔùÓ ÂÎÊÚ·ÛõÂ� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ Ù�Ó  Ù¿ÛÂ�Ó sx , sy  Î·È txy :

In[1]:= ∂ÍÈÛÒÛÂÈ�πÛÔÚÚÔð�·� = 8∂x sx@x, yD + ∂y txy@x, yD ä 0, ∂x txy@x, yD + ∂y sy@x, yD ä 0<;
∏  ÙÚ�ÙË  �È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�  Â�Ó·È  Ë  ÛùÓõ�ÎË  ÙÔù  ÛùÌ�È�·ÛÙÔ�  Ù�Ó
ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó  [3,  Û.  95,  ÂÍ�Û�ÛË  (2.27)].  ∞ùÙ�  ÂÎÊÚ¿úÂÙ·È  Î·Ù·Ú¯�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ  Ù�Ó
ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó  ex , ey  Î·È gxy :
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In[2]:= �ùÓõ�ÎË�ùÌ�È�·ÛÙÔ�∆�Ó¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó =

eqn = ∂8y,2< ex@x, yD + ∂8x,2< ey@x, yD ä ∂x,y gxy@x, yD;
£· ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈ�ÛÔùÌÂ Âð�ÛË� (ÂÓÙÂÏÒ� �ÔËõËÙÈÎ¿) ÙË Û¯¤ÛË ÌÂÙ·Í� ÙÔù Ì¤ÙÚÔù �È·ÙÌ�ÛÂ��
G  (ÛÙ·õÂÚ¿� ÙÔù Lame m) Î·È ÙÔù Ì¤ÙÚÔù ÂÏ·ÛÙÈÎÞÙËÙ·� E  [3, Û. 110, ÂÍ�Û�ÛË (3.10)]

In[3]:= �x¤ÛË∂Ï·ÛÙÈÎÒÓ�Ù·õÂÚÒÓ = m = G =
E

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 H1 + nL ;

�ÙÛÈ  Ô  õÂÌÂÏÈÒ�Ë�  ÓÞÌÔ�  ÙÔù  Hooke  ðÔù  ÈÛ¯�ÂÈ  ÛÙËÓ  ð·ÚÔ�Û·  ÂÈ�ÈÎ�  ðÂÚ�ðÙ�ÛË  ÙÔù  ðÚÔ-
�Ï�Ì·ÙÔ� ÙÔù ��ÛÎÔù [3, Û. 112, ÂÍÈÛÒÛÂÈ� (3.14)]

In[4]:= ¡ÞÌÔ�∆ÔùHooke = 9ex@x_, y_D =
1
ÄÄÄÄÄÄÄ
E

 Hsx@x, yD - n sy@x, yDL,
ey@x_, y_D =

1
ÄÄÄÄÄÄÄ
E

 Hsy@x, yD - n sx@x, yDL,
gxy@x_, y_D =

1
ÄÄÄÄÄÄÄ
G

 txy@x, yD=
Out[4]= : sxHx, yL - n syHx, yL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
E

,
syHx, yL - n sxHx, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

E
,

2 Hn + 1L txyHx, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

E
>

õ· Â�Ó·È ÙÂÏÈÎ¿ �È·Ùùð�Ì¤ÓÔ� ÌÞÓÔ ÌÂ ÙË ¯Ú�ÛË ÙÔù Ì¤ÙÚÔù ÂÏ·ÛÙÈÎÞÙËÙ·� E  Î·È ÙÔù ÏÞÁÔù
ÙÔù  Poisson n  ÙÔù  ùÏÈÎÔ� Û·Ó ÙÚÂÈ�  ÁÚ·ÌÌÈÎ¤� ·ÏÁÂ�ÚÈÎ¤�  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  ðÔù  Ì·� ÂðÈÙÚ¤ðÔùÓ  Ó·
·ð·ÏÂ��ÔùÌÂ  ÙÈ�  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�  ·ðÞ  ÙË ÛùÓõ�ÎË ÙÔù  ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó.
∞ùÙ� ÙÒÚ· ÁÚ¿ÊÂÙ·È ¿ÌÂÛ· ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó:

In[5]:= �ùÓõ�ÎË�ùÌ�È�·ÛÙÔ�∆�Ó¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�ÓªÂ∆¿ÛÂÈ� = eqn = eqn êê Simplify

Out[5]=
sx
H0,2LHx, yL - n sy

H0,2LHx, yL - 2 Hn + 1L txy
H1,1LHx, yL - n sx

H2,0LHx, yL + sy
H2,0LHx, yL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
E

== 0

∞ÛÊ·ÏÒ� ÎÚ�ÓÂÙ·È ÛÎÞðÈÌÔ� Ô ðÔÏÏ·ðÏ·ÛÈ·ÛÌÞ� ÙË� Âð� ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÂÏ·ÛÙÈÎÞÙËÙ·� E , ÒÛÙÂ Ó·
·ð·ÏÂÈÊõÂ�  ÂÓÙÂÏÒ�  ·ðÞ  ·ùÙ�Ó  Ë  ÂÏ·ÛÙÈÎ�  ·ùÙ�  ÛÙ·õÂÚ¿  Î·È  Ó·  ð·Ú·ÌÂ�ÓÂÈ  ÌÞÓÔ  Ô  ÏÞÁÔ�
ÙÔù Poisson n:

In[6]:= �ùÓõ�ÎË�ùÌ�È�·ÛÙÔ�∆�Ó¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�ÓªÂ∆¿ÛÂÈ� = eqn = E eqnP1T ä 0

Out[6]= sx
H0,2LHx, yL - n sy

H0,2LHx, yL - 2 Hn + 1L txy
H1,1LHx, yL - n sx

H2,0LHx, yL + sy
H2,0LHx, yL == 0

1.3. ∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ� ÌÔÚÊ� ÙË� ÛùÓõ�ÎË� ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó

¶ÚÔ¯�ÚÒÓÙ·�, Â�Ó·È ÛÎÞðÈÌÔ, ·Ó Î·È Þ¯È ·Ó·ÁÎ·�Ô, Ó· ¤¯ÔùÌÂ �È·õ¤ÛÈÌÔ Î·È ÙÔ ð·Î¤ÙÔ Vector�
Analysis  ÙË�  Mathematica.  ªÂ  ÙÔÓ  ÙÚÞðÔ  ·ùÙÞ  õ·  ÌðÔÚÔ�ÌÂ  Â�ÎÔÏ·  Ó·  ùðÔÏÔÁ�úÔùÌÂ  §·-
ðÏ·ÛÈ·Ó¤� (Ì¤Û� ÙË� ÂÓÙÔÏ�� Laplacian) ÁÈ· ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ� ÙÔù ·ÚÌÔÓÈÎÔ� ÙÂÏÂÛÙ� ¢ Î·È Âð�-
ÛË� Ó· ÂÊ·ÚÌÞúÔùÌÂ ¿ÌÂÛ· Î·È ÙÔ �È·ÚÌÔÓÈÎÞ ÙÂÏÂÛÙ� ¢2  (Ì¤Û� ÙË� ÂÓÙÔÏ�� Biharmonic):

In[7]:= Needs@"Calculus`VectorAnalysis`"D
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�ÙÔ  ÛùÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ  notebook  ÂÚÁ·úÞÌ·ÛÙÂ  ÛÂ  ∫·ÚÙÂÛÈ·Ó¤�  ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�  (·Ó
Î·È Ë ÞÏË Ì¤õÔ�Ô� Â�Ó·È ÁÂÓÈÎÂ�ÛÈÌË Î·È ÛÂ ðÔÏÈÎ¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�)

In[8]:= SetCoordinates@Cartesian@x, y, zDD
Out[8]= CartesianHx, y, zL
�ÙÔ ÛËÌÂ�Ô ·ùÙÞ ÛËÌÂÈÒÓÂÙ·È ÞÙÈ ð¤Ú· ·ðÞ ÙËÓ Î�ÚÈ· ÌÔÚÊ� ÙË� ÛùÓõ�ÎË� ÙÔù ÛùÌ�È�·ÛÙÔ�
Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó ðÔù ðÚÔ·Ó·Ê¤ÚõËÎÂ Ì¤Û� Ù�Ó È���Ó Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó Î·È ð·Ú·-
ð¤Ú· Î·È Ì¤Û� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó, Þð�� ��Ë Â��·ÌÂ, ùð¿Ú¯ÂÈ Î·È ÌÈ· ÈÛÔ��Ó·ÌË, ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ� ÌÔÚ-
Ê� ÙË� ÛùÓõ�ÎË� ·ùÙ�� (Ì¤Û� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó), Ô ÔðÔ�· ðÚÔÎ�ðÙÂÈ,  ·ÊÔ� ÏËÊõÔ�Ó ùðÞ�Ë Î·È
ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÈÛÔÚÚÔð�·�, Î·È ¤¯ÂÈ ÙÂÏÈÎ¿ ÙËÓ ÂÍ�� ¤ÎÊÚ·ÛË [1, Û. 31, ÂÍ�Û�ÛË (b)]:

In[9]:= ∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ�∆ÂÏÈÎ�ªÔÚÊ�∆Ë��ùÓõ�ÎË��ùÌ�È�·ÛÙÔ�∆�Ó¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�ÓªÂ∆¿ÛÂÈ�
= �ùÓõ�ÎË�ùÌ�È�·ÛÙÔ�∆�Ó∆¿ÛÂ�Ó = Laplacian@sx@x, yD + sy@x, yDD ä 0

Out[9]= sx
H0,2LHx, yL + sy

H0,2LHx, yL + sx
H2,0LHx, yL + sy

H2,0LHx, yL == 0

∏ ¤ÎÊÚ·ÛË ·ùÙ� ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈÂ� ÙËÓ §·ðÏ·ÛÈ·Ó� ÙÔù ·õÚÔ�ÛÌ·ÙÔ� Ù�Ó ÔÚõÒÓ Ù¿ÛÂ�Ó sx + sy .
¶ÚÞÎÂÈÙ·È  ÂðÔÌ¤Ó��  ÁÈ·  ÌÈ·  ·ÎÞÌË  �È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�  ðÔù  ÌðÔÚÂ�
Ó· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ�ÛÂÈ ÙËÓ ÂÍ�Û�ÛË ÙÔù ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó (ÁÚ·ÌÌ¤ÓË Â�ÙÂ Ì¤Û�
Ù�Ó  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó  Â�ÙÂ  Ì¤Û�  Ù�Ó  Ù¿ÛÂ�Ó)  Î·È  �Û��  ÌðÔÚÂ�  Ó·  ·ðÔÎÏËõÂ�  Î·È  ÛùÓõ�ÎË
ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó [4,  Û.  20,  ÂÍ�Û�ÛË (24)].  ∂Ó ðÚÔÎÂÈÌ¤Ó�,  ÛÙÔ ð·ÚÞÓ  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ
notebook,  õ·  ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈËõÂ�  ÌÞÓÔ  Ë  �·ÛÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  ÙÔù  ÛùÌ�È�·ÛÙÔ�  Ù�Ó  ð·Ú·ÌÔÚÊÒ-
ÛÂ�Ó, ÙËÓ ÔðÔ�· ÞÌ�� ¤¯ÔùÌÂ ��Ë ÌÂÙ·ÙÚ¤�ÂÈ ÛÙËÓ ·ðÞÏùÙ· ÈÛÔ��Ó·Ì� ÙË� ÌÔÚÊ� Ì¤Û� Ù�Ó
ÛùÓÈÛÙ�ÛÒÓ  Ù�Ó  Ù¿ÛÂ�Ó,  �ùÓõ�ÎË�ùÌ�È�·ÛÙÔ�∆�Ó¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�ÓªÂ∆¿ÛÂÈ�  (6),  ¤¯Ô-
ÓÙ·� �·ÛÈÛõÂ�  ÛÙÔÓ ÓÞÌÔ ÙÔù  Hooke,  ·ÏÏ'  Þ¯È  Î·È  ÛÙÈ� ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  ÈÛÔÚÚÔð�·�.  ∞ùÙ¤�  ÙÈ�  õÂ�-
ÚÔ�ÌÂ (Î·È ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ¿ Â�Ó·È) ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ� Î·È ·ÛÊ·ÏÒ� ¤¯ÔùÌÂ ÙËÓ ðÚÞõÂÛË Ó· ÙÈ� Ï¿�ÔùÌÂ
ùðÞ�Ë Ì·� ·ðÞ '�Ò Î·È ð¤Ú·.

1.4. ∏ Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË (� Ù·ÛÂÔÛùÓ¿ÚÙËÛË) ÙÔù Airy

°È·  Ó·  Â�Ì·ÛÙÂ  Û·Ê¤ÛÙÂÚÔÈ  Î·È  ðÏËÚ¤ÛÙÂÚÔÈ,  õ·  ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈ�ÛÔùÌÂ  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ·ùÙÞ  ÙÈ�
ÁÓÒÛÂÈ�  ðÔù  ¤¯ÔùÌÂ  ·ðÔÎÙ�ÛÂÈ  ·ðÞ  ÙÈ�  ðÏ�ÚÂÈ�  �  ·ÎÚÈ�Â��  ÛùÓ�õÂÈ�  �È·ÊÔÚÈÎ¤�  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�
ðÔù  ¤¯ÔùÓ  ��Ë  ÂÍÂÙ·ÛõÂ�  ÛÙÔ  ª¤ÚÔ�  ∞  (ÛÙ·  ∂Ê·ÚÌÔÛÌ¤Ó·  ª·õËÌ·ÙÈÎ¿  ππ  ÁÈ·  ¶ÔÏÈÙÈÎÔ��
ªË¯·ÓÈÎÔ��). ��ÌÊ�Ó· ÌÂ ÙÈ� ÁÓÒÛÂÈ� ·ùÙ¤� Î·Ù·Ú¯�Ó Ë ðÚÒÙË ·ðÞ ÙÈ� ðÈÔ ð¿Ó� ÂÍÈÛÒÛÂÈ�
ÈÛÔÚÚÔð�·�  (1)  Î·õÈÛÙ¿ Û·Ê¤� ÞÙÈ  ÔÈ  Ù¿ÛÂÈ� sx  Î·È txy  ðÚÔ¤Ú¯ÔÓÙ·È  (Ì¤Û� ðÚÒÙ�Ó ÌÂÚÈÎÒÓ
ð·Ú·Á�Á�ÛÂ�Ó) ·ðÞ Ì�· Î·È ÌÞÓÔ Ì�· ÛùÓ¿ÚÙËÛË  pHx, yL , ðÈÔ ÛùÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·

In[10]:= 8sx@x_, y_D = ∂y p@x, yD, txy@x_, y_D = -∂x p@x, yD<;
£Â�ÚÒÓÙ·�  ÙÈ�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�  ÛÙÈ�  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  ÈÛÔÚÚÔð�·�  (1)  ÛùÓÂ¯Â��  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�,  ðÚÔÎ�-
ðÙÂÈ ÞÙÈ ÔÈ ÌÈÎÙ¤� ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú¿Á�ÁÔÈ ÙË� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� pHx, yL ðÔù ÔÚ�Û·ÌÂ Â�Ó·È �ÛÂ�: 

In[11]:= ∂x,y p@x, yD ä ∂y,x p@x, yD
Out[11]= True
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∞ùÙÞ  Á�ÓÂÙ·È  ·ùÙÞÌ·Ù· ·ðÔ�ÂÎÙÞ  Î·È  ·ðÞ  ÙË Mathematica,  ÞðÔù  ÂÍ  ùðÔõ¤ÛÂ�� ·ùÙ¤�  ÔÈ  ÌÈ-
ÎÙ¤� ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú¿Á�ÁÔÈ  õÂ�Ú�õËÎ·Ó ÛùÓÂ¯Â��. ∂Í·ÈÙ�·� ÙË� ÈÛÞÙËÙ·� (11),  ÔÈ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ� (10)
ÁÈ·  ÙÈ�  Ù¿ÛÂÈ�  sx ,  sy  Î·È  txy  Ì¤Û�  ÙË�  �ÔËõËÙÈÎ��  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��  pHx, yL  Âð·ÏËõÂ�ÔùÓ  ÙËÓ
ðÚÒÙË ·ðÞ ÙÈ� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÈÛÔÚÚÔð�·� (1):

In[12]:= ∂ÍÈÛÒÛÂÈ�πÛÔÚÚÔð�·�P1T
Out[12]= True

ªÂ ·ðÞÏùÙ· ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚÞðÔ ÂÚÁ·úÞÌ·ÛÙÂ Î·È ÁÈ· ÙË �Â�ÙÂÚË ·ðÞ  ÙÈ� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÈÛÔÚÚÔð�·�
(1)  (ùðÔõ¤ÙÔÓÙ·�  Î·È  ð¿ÏÈ  ð�� Ù· ��Ô �Û· Ì¤ÏË ÙË� Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯Â�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�),  ÞðÔù  ¯ÚË-
ÛÈÌÔðÔÈÔ�ÌÂ ÌÈ· �Â�ÙÂÚË �ÔËõËÙÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË qHx, yL  ÁÈ· ÙÔÓ ÔÚÈÛÌÞ Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó sy  Î·È txy

(Ì¤Û� ðÚÒÙ�Ó ÌÂÚÈÎÒÓ ð·Ú·Á�Á�ÛÂ�Ó Î·È ð¿ÏÈ) �� ÂÍ��:

In[13]:= 8sy@x_, y_D = ∂x q@x, yD, txy@x_, y_D = -∂y q@x, yD<;
∫·Ù' ·ùÙÞÓ ÙÔÓ ÙÚÞðÔ Âð·ÏËõÂ�ÂÙ·È Î·È Ë �Â�ÙÂÚË ÂÍ�Û�ÛË ÈÛÔÚÚÔð�·�

In[14]:= ∂ÍÈÛÒÛÂÈ�πÛÔÚÚÔð�·�P2T
Out[14]= True

�ÙÛÈ  ÔÈ  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  ÈÛÔÚÚÔð�·�  ∂ÍÈÛÒÛÂÈ�πÛÔÚÚÔð�·�  (1)  ¤¯ÔùÓ  ·ðÔÙÂÏ¤ÛÂÈ  ÙÈ�  ·Ó·ÁÎ·�Â�  Î·È
ÈÎ·Ó¤� ÛùÓõ�ÎÂ� [2,  Û. 104]  ÁÈ· ÙËÓ �ð·ÚÍË Ù�Ó ��Ô ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó pHx, yL  Î·È qHx, yL  ÁÈ· ÙÔÓ
Î·õÔÚÈÛÌÞ  Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó (Ì¤Û� ðÚÒÙ�Ó  ÌÂÚÈÎÒÓ ð·Ú·Á�Á�ÛÂ�Ó).  ∞�  ·Ó·Ê¤ÚÔùÌÂ Âð�ÛË�  ÞÙÈ
·ðÔÊ�Á·ÌÂ  ÙËÓ ¯Ú�ÛË ÙÔù  ÞÚÔù  Ù·ÛÈÎ¤� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� ÁÈ· ÙÈ�  ��Ô ·ùÙ¤�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� pHx, yL
Î·È  qHx, yL .  ∞ùÙÞ  ÙÔ  Î¿Ó·ÌÂ,  ÂðÂÈ��  ÛÎÔðÂ�ÔùÌÂ  Ó·  ·ÊÈÂÚÒÛÔùÌÂ  ÙÔÓ  ÞÚÔ  ·ùÙÞ  ÌÞÓÔ  ÛÙË
ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù  Airy  AHx, yL ,  Ë ÔðÔ�· õ· Ì·� ÂðÈÙÚ¤�ÂÈ  Ó· ùðÔÏÔÁ�úÔùÌÂ  Î·È  ÙÈ�  ÙÚÂÈ� Ù¿ÛÂÈ�
·ÓÙ�õÂÙ· ÌÂ ÙÈ� pHx, yL  Î·È qHx, yL  ðÔù Â�Ó·È ÂÏÏÈðÂ�� Î·È ÂðÔÌ¤Ó�� ÂÏ¿¯ÈÛÙ· ¯Ú�ÛÈÌÂ� ÙÂÏÈÎ¿.  

°È·  Ó·  Á�ÓÔùÌÂ  Û·Ê¤ÛÙÂÚÔÈ,  ðÚ¤ðÂÈ  Ó·  ÛËÌÂÈÒÛÔùÌÂ  ÞÙÈ  ¤¯ÔÓÙ·�  ÂÈÛ·Á¿ÁÂÈ  ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·  ÙÈ�
ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  pHx, yL  Î·È  qHx, yL  Ì¤Û�  ÙÔù  ``¯�ÚÈÛÌÔ�''  Ù�Ó  ��Ô  ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó  ÈÛÔÚÚÔð�·�  (1),
·ÁÓÔ�Û·ÌÂ ðÚÔ� ÛÙÈÁÌ� ÙÔ ÁÂÁÔÓÞ� ÞÙÈ ÔÈ ��Ô �È·ÙÌËÙÈÎ¤� Ù¿ÛÂÈ� txy  Î·È tyx  Â�Ó·È �ÛÂ� ÌÂÙ·Í�
ÙÔù� [3, Û. 8, ÂÍ�Û�ÛË (1.5a)],. (ÕÚ· ÛÙÈ� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÈÛÔÚÚÔð�·� (1) ÌÞÓÔ Ë �È·ÙÌËÙÈÎ� Ù¿ÛË txy

¤¯ÂÈ ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈËõÂ�.) ∂ðÔÌ¤Ó��, ÂÍÈÛÒÓÔÓÙ·� ÙÈ� ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ� ÙË� �È·ÙÌËÙÈÎ�� Ù¿ÛÂ�� txy  ·ðÞ
ÙÈ� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� (10) Î·È (13)

In[15]:= ¢È·ÙÌËÙÈÎ�∆¿ÛË = -∂x p@x, yD ä -∂y q@x, yD êê Simplify

Out[15]= qH0,1LHx, yL == pH1,0LHx, yL
�È·ðÈÛÙÒÓÔùÌÂ ÞÙÈ ÙÒÚ· (Ì¤Û� ÙË� ¯Ú�ÛÂ�� ·ùÙÒÓ Ù�Ó ��Ô ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó pHx, yL  Î·È qHx, yL)
ÔùÛÈ·ÛÙÈÎ¿  ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ�Û·ÌÂ  ÙÈ�  ��Ô  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  ÈÛÔÚÚÔð�·�  (1)  (ðÔù  Â�Ó·È  ·ÛÊ·ÏÒ�  �È·ÊÔ-
ÚÈÎ¤�  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�)  ÌÂ  ÙËÓ  ÂÍ�Û�ÛË  (15)  (ðÔù  Â�Ó·È  Âð�ÛË�  ·ÛÊ·ÏÒ�
�È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�).  ∆·ùÙÞ¯ÚÔÓ· �¤�·È· Û·Ó ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÂ�  ÌÂÙ·�ÏË-
Ù¤� ·ÓÙ� ÁÈ· ÙÈ� Ù¿ÛÂÈ� sx , sy  Î·È txy  ¤¯ÔùÌÂ ÙÒÚ· ðÈ· ÙÈ� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  pHx, yL  Î·È qHx, yL . 
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ªÂ �¿ÛË ÞÛ· ��Ë ·Ó·Ê¤ÚõËÎ·Ó Ë  ÂÍ�Û�ÛË (15)  ÁÈ· ÙË �È·ÙÌËÙÈÎ� Ù¿ÛË txy  Ì·� �ËÏÒÓÂÈ  Î·È
ð¿ÏÈ  ÞÙÈ  ÔÈ  ��Ô  �ÔËõËÙÈÎ¤�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  pHx, yL  Î·È  qHx, yL  ðÔù  ÂÈÛ·Á¿Á·ÌÂ,  ¤ÙÛÈ  ÒÛÙÂ  Ó·
Âð·ÏËõÂ�ÔÓÙ·È  ·ùÙÞÌ·Ù·  ÔÈ  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  ÈÛÔÚÚÔð�·�  (1)  ðÚÔ¤Ú¯ÔÓÙ·È  Î·È  ·ùÙ¤�  ÌÂ  ÙË  ÛÂÈÚ¿
ÙÔù�  ·ðÞ  Ì�·  ÌÞÓÔ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  AHx, yL .  �ùÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·  Â�Ó·È  ðÚÒÙÂ�  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú¿Á�ÁÔÈ  ÙË�
ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��  ·ùÙ��.  �ÙÛÈ  Ë  ÛùÓõ�ÎË  (15)  ÁÈ·  ÙË  �È·ÙÌËÙÈÎ�  Ù¿ÛË  txy  Âð·ÏËõÂ�ÂÙ·È  (Î·È
·ùÙ�)  ·ùÙÞÌ·Ù·.  √Ú�úÔùÌÂ ÂðÔÌ¤Ó��  ·ðÏ¿ ÙËÓ Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË (� Ù·ÛÂÔÛùÓ¿ÚÙËÛË) ÙÔù
Airy AHx, yL  ðÈÔ ÛùÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· 

In[16]:= ∆·ÛÈÎ��ùÓ¿ÚÙËÛË∆ÔùAiry = A@x, yD;
�¯ÔùÌÂ  ÙËÓ  ðÚÞõÂÛË  Ó·  ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈ�ÛÔùÌÂ  Î·È  ÙÔù�  Ù�ðÔù�  ðÔù  ÂÎÊÚ¿úÔùÓ  ÙÈ�  ��Ô  �ÔË-
õËÙÈÎ¤�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  pHx, yL  Î·È  qHx, yL  Ì¤Û� ÙË� Ù·ÛÈÎ��  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ÙÔù  Airy  AHx, yL ,  ðÈÔ
ÛùÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·

In[17]:= 8p@x_, y_D = ∂y A@x, yD, q@x_, y_D = ∂x A@x, yD<;
∫·Ù'  ·ùÙÞÓ  ÙÔÓ  ÙÚÞðÔ  ðÂÙ�¯·ÌÂ  Ó·  ¤¯ÔùÌÂ  ÂÍ·ÛÊ·Ï�ÛÂÈ  ÙËÓ  ÈÎ·ÓÔðÔ�ËÛË  Î·È  Ù�Ó  ��Ô  ÂÍÈ-
ÛÒÛÂ�Ó ÈÛÔÚÚÔð�·� (1)  ÌÂ ÙËÓ Ù·ùÙÞ¯ÚÔÓË ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË Ù�Ó ÙÚÈÒÓ Ù¿ÛÂ�Ó sx , sy  Î·È txy

·ðÞ  Ì�·  ÌÞÓÔ  Ó¤·  ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË  ÌÂÙ·�ÏËÙ�:  ÙËÓ  Ù·ÛÈÎ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  (�  Ù·ÛÂÔÛùÓ¿ÚÙËÛË)  ÙÔù
Airy  AHx, yL .  ∆ÒÚ·  ðÈ·  ÔÈ  Ù¿ÛÂÈ�  ÌðÔÚÔ�Ó  Ó·  ÂÎÊÚ·ÛõÔ�Ó  ·ÓÙ�  Ì¤Û�  Ù�Ó  ��Ô  �ÔËõËÙÈÎÒÓ
ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó pHx, yL  Î·È qHx, yL  Ì¤Û� ÌÞÓÔ ÙË� Ù·ÛÈÎ�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ÙÔù Airy AHx, yL  �� ÂÍ��:

In[18]:= ∂ÎÊÚ¿ÛÂÈ�∆�Ó∆¿ÛÂ�Ó = 8sx@x, yD, sy@x, yD, txy@x, yD<
Out[18]= 8AH0,2LHx, yL, AH2,0LHx, yL, -AH1,1LHx, yL<
∞ÛÊ·ÏÒ� Âð·ÏËõÂ�ÔÓÙ·È  Î·È ÔÈ ��Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÈÛÔÚÚÔð�·� (1)

In[19]:= ∂ÍÈÛÒÛÂÈ�πÛÔÚÚÔð�·�

Out[19]= 8True, True<
1.5. ∏ �È·ÚÌÔÓÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÁÈ· ÙËÓ Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy

ª¤¯ÚÈ ÙÒÚ· �ÂÓ ¤¯ÔùÌÂ �ÒÛÂÈ Î·Ì�· ÔùÛÈ·ÛÙÈÎ� ðÚÔÛÔ¯� ÛÙË ÛùÓõ�ÎË ÙÔù ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó
ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó  (6)  (ÁÚ·ÌÌ¤ÓË  Ì¤Û� Ù�Ó  Ù¿ÛÂ�Ó,  Û·Ó  Ó·  �Ù·Ó ÛùÓõ�ÎË  ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó
Ù¿ÛÂ�Ó),  Ë  ÔðÔ�·  ðÚ¤ðÂÈ  Ôð�Û��ðÔÙÂ  Ó·  ÈÛ¯�ÂÈ  Î·È  ·ùÙ�.  £·  ðÚ¤ðÂÈ  ÂðÔÌ¤Ó��  Ë  Ù·ÛÈÎ�
ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÙÔù  Airy  AHx, yL  Ó·  ÈÎ·ÓÔðÔÈÂ�  Þ¯È  ÌÞÓÔ  ÙÈ�  ��Ô  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  ÈÛÔÚÚÔð�·�  (1)  (Þð��
·ùÙÞÌ·Ù· ÛùÌ�·�ÓÂÈ), ·ÏÏ¿ Î·È ÙËÓ ÂÍ�� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�:

In[20]:= ¢È·ÊÔÚÈÎ�∂Í�Û�ÛË∆Ôù∂ð�ðÂ�Ôù∂Ï·ÛÙÈÎÔ�¶ÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ� =

�ùÓõ�ÎË�ùÌ�È�·ÛÙÔ�∆�Ó¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�ÓªÂ∆ËÓ∆·ÛÈÎ��ùÓ¿ÚÙËÛË∆ÔùAiry=

�ùÓõ�ÎË�ùÌ�È�·ÛÙÔ�∆�Ó¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�ÓªÂ∆¿ÛÂÈ� êê Simplify

Out[20]= AH0,4LHx, yL + 2 AH2,2LHx, yL + AH4,0LHx, yL == 0

∞ùÙ� ¤¯ÂÈ ðÏ¤ÔÓ Î·Ù·ÛÙÂ� Ë ÌÔÓ·�ÈÎ� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� ðÔù ðÚ¤ðÂÈ
Ó·  ÂðÈÏ�ÂÙ·È  ÛÂ  ¤Ó·  Âð�ðÂ�Ô  ÂÏ·ÛÙÈÎÞ  ðÚÞ�ÏËÌ·  (ÂÏ·ÛÙÈÎÞ  ��ÛÎÔ)  ùðÞ  ÛùÓõ�ÎÂ�  Âð�ðÂ�Ë�
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¤ÓÙ·ÛË�.  (∞Ó¿ÏÔÁ· ·ÛÊ·ÏÒ� ÈÛ¯�ÔùÓ Î·È  ÛÙÔ ðÚÞ�ÏËÌ·  ÙË� Âð�ðÂ�Ë�  ð·Ú·ÌÞÚÊ�ÛË�,  ÂÓÒ
ÁÂÓÈÎÂ�ÛÂÈ�  ÈÛ¯�ÔùÓ  ÛÙËÓ  Âð�ðÂ�Ë  ·ÓÈÛÞÙÚÔðË  ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·  ÙÞÛÔ  ùðÞ  ÛùÓõ�ÎÂ�  Âð�ðÂ�Ë�
¤ÓÙ·ÛË� ÞÛÔ Î·È ùðÞ ÛùÓõ�ÎÂ� Âð�ðÂ�Ë� ð·Ú·ÌÞÚÊ�ÛË�.)

∏  ðÈÔ  ð¿Ó�  �È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  (20)  ðÔù  ðÚ¤ðÂÈ  Ó·  Âð·ÏËõÂ�ÂÙ·È  ·ðÞ  ÙËÓ  Ù·ÛÈÎ�  ÛùÓ¿Ú-
ÙËÛË ÙÔù Airy AHx, yL  Â�Ó·È Ë �·ÛÈÎ� Î·È ÌÔÓ·�ÈÎ� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�
ÛÙÔ ðÚÞ�ÏËÌ¿ Ì·�. ¶ÂÙ�¯·ÌÂ �ËÏ·�� ÙËÓ ·Ó·Á�Á� ÙÔù ·ðÞ ¤Ó· Û�ÛÙËÌ· ÙÚÈÒÓ �È·ÊÔÚÈÎÒÓ
ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� ÛÂ Ì�· ÌÞÓÔ Ù¤ÙÔÈ· ÂÍ�Û�ÛË.  ∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ¿ �¤�·È· õ· ÌðÔ-
ÚÔ�ÛÂ  ·ÛÊ·ÏÒ�  Ó·  Â�¯Â  ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈËõÂ�  Î·È  Ë  ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ�  ÌÔÚÊ�  ÙË�  ÛùÓõ�ÎË�  ÙÔù  ÛùÌ�È-
�·ÛÙÔ� Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó (Ë ÛùÓõ�ÎË ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó) (9)

In[21]:= �ùÓõ�ÎË�ùÌ�È�·ÛÙÔ�∆�Ó∆¿ÛÂ�Ó

Out[21]= AH0,4LHx, yL + 2 AH2,2LHx, yL + AH4,0LHx, yL == 0

∏ Î·Ù¿ÏËÍË õ· �Ù·Ó Ë ��È· ·ÎÚÈ�Ò� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�, Ë Î·ÏÔ�ÌÂÓË
�È·ÚÌÔÓÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË.  ∞ùÙ� ¤ÎÊÚ¿úÂÙ·È  Â�ÎÔÏ· Î·È  Ì¤Û� ÙÔù  �È·ÚÌÔÓÈÎÔ� ÙÂÏÂÛÙ� ¢2  (ÂÓÙÔÏ�
Biharmonic ÙÔù ð·Î¤ÙÔù VectorAnalysis) �� ÂÍ��:

In[22]:= ¢È·ÚÌÔÓÈÎ�∂Í�Û�ÛË = Biharmonic@A@x, yDD ä 0

Out[22]= AH0,4LHx, yL + 2 AH2,2LHx, yL + AH4,0LHx, yL == 0

∂�Ó·È ðÏ¤ÔÓ ðÚÔÊ·Ó¤� ÞÙÈ Ë �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÙÔù Âð�ðÂ�Ôù ÂÏ·ÛÙÈÎÔ� ðÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ� ÛùÌð�-
ðÙÂÈ ðÏ�Ú�� ÌÂ ÙË �È·ÚÌÔÓÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË:

In[23]:= ¢È·ÊÔÚÈÎ�∂Í�Û�ÛË∆Ôù∂ð�ðÂ�Ôù∂Ï·ÛÙÈÎÔ�¶ÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ� ä ¢È·ÚÌÔÓÈÎ�∂Í�Û�ÛË

Out[23]= True

1.6. ∞ðÏ¿ ð·Ú·�Â�ÁÌ·Ù· �È·ÚÌÔÓÈÎÒÓ ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó

¶ÚÔÊ·ÓÒ� Î¿õÂ ÛùÓ¿ÚÙËÛË �ÂÓ Â�Ó·È �È·ÚÌÔÓÈÎ�, �ËÏ·�� �ÂÓ Â�Ó·È Î·Ù¿ÏÏËÏË Û·Ó Ù·ÛÈÎ� Ûù-
Ó¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy ÛÙÔ Âð�ðÂ�Ô ÂÏ·ÛÙÈÎÞ ðÚÞ�ÏËÌ·, ð.¯. Ë ÛùÓ¿ÚÙËÛË

In[24]:= A1@x_, y_D := x4; ¢È·ÊÔÚÈÎ�∂Í�Û�ÛË∆Ôù∂ð�ðÂ�Ôù∂Ï·ÛÙÈÎÔ�¶ÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ� ê. A Æ A1

Out[24]= False

∞ÓÙ�õÂÙ· ÙÔ �ÂùÙÂÚÔ�¿õÌÈÔ ðÔÏùÒÓùÌÔ Ù�Ó ��Ô ÌÂÙ·�ÏËÙÒÓ x  Î·È y  ðÚÔÊ·ÓÒ� Â�Ó·È

In[25]:= A2@x_, y_D := a x2 + b x y + c y2 + d x + e y + f;
¢È·ÊÔÚÈÎ�∂Í�Û�ÛË∆Ôù∂ð�ðÂ�Ôù∂Ï·ÛÙÈÎÔ�¶ÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ� ê. A Æ A2

Out[25]= True

∞ùÙÞ  ÛùÌ�·�ÓÂÈ  ·ðÏ¿ ÂðÂÈ�� Ë �È·ÚÌÔÓÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ¤¯ÂÈ  ÙÚÂÈ� ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�  ÙÂÙ¿ÚÙË�
Ù¿ÍÂ��, ðÔù Â�Ó·È ðÚÔÊ·ÓÒ� Î·È ÔÈ ÙÚÂÈ� ÙÔù� �ÛÂ� ÌÂ ÌË�¤Ó ÛÙËÓ ÂÈ�ÈÎ� ·ùÙ� ðÂÚ�ðÙ�ÛË. √È
Ù¿ÛÂÈ� sx , sy  Î·È txy  ð·�ÚÓÔùÓ ÙÒÚ· ÙÈ� ÂÍ�� ÛÙ·õÂÚ¤� ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ�:
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In[26]:= ∂ÎÊÚ¿ÛÂÈ�∆�Ó∆¿ÛÂ�Ó ê. A Æ A2

Out[26]= 82 c, 2 a, -b<
¶ÚÞÎÂÈÙ·È  �¤�·È·  ÁÈ·  ÌÈ·  ðÔÏ�  ·ðÏ�  Ï�ÛË  ÙË�  �È·ÚÌÔÓÈÎ��  ÂÍÈÛÒÛÂ��,  ðÔÏ�  Î·Ï�ÙÂÚ·  ÁÈ·
¤Ó· ðÔÏ� ·ðÏÞ  ðÂ��Ô Ù¿ÛÂ�Ó ÛÙÔ Âð�ðÂ�Ô. ∞ðÞ ·ùÙÞ �¤�·È· ðÚÔÎ�ðÙÂÈ Â�ÎÔÏ· Î·È ÙÔ ·ÓÙ�-
ÛÙÔÈ¯Ô  ðÂ��Ô  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó  ÌÂ  �¿ÛË  ÙÔ  ÓÞÌÔ  ÙÔù  Hooke  (4).  ∞ÓÙ�õÂÙ·  Ô  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÌÞ�
Ù�Ó ÌÂÙ·ÙÔð�ÛÂ�Ó ·ð·ÈÙÂ� ÔÏÔÎÏËÚÒÛÂÈ� Ù�Ó ÂÎÊÚ¿ÛÂ�Ó Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó. ∂ùÙù¯Ò� Ë
ÞÏË  �È·�ÈÎ·Û�·  Ì·�  Âð¤ÙÚÂ�Â  Ó·  �È·õ¤ÙÔùÌÂ  ÙËÓ  ·ÛÊ¿ÏÂÈ·  ÙË�  ÈÛ¯�Ô�  ÙÞÛÔ  Î·È  Ù�Ó  ��Ô
ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ÈÛÔÚÚÔð�·� (1) ÞÛÔ Î·È ÙË� ÛùÓõ�ÎË� ÙÔù ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó (2).
¢ËÏ·��  ÔÈ  ÔÏÔÎÏËÚÒÛÂÈ�  ðÔù  ÌÞÏÈ�  ·Ó·Ê¤õËÎ·Ó  Ô�ËÁÔ�Ó  ÛÂ  ÌÔÓÔÛ�Ì·ÓÙÂ�  ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ�  Ù�Ó
ÌÂÙ·ÙÔð�ÛÂ�Ó (ð¤Ú· �¤�·È· ·ðÞ ÙËÓ Î�ÓËÛË ÛÙÂÚÂÔ� ÛÒÌ·ÙÔ� ÙÔù ÂÏ·ÛÙÈÎÔ� ��ÛÎÔù Ì·�).

∫·È ¤Ó· ðÔÏùÒÓùÌÔ ÙÚ�ÙÔù �·õÌÔ� ÛÙÔ Âð�ðÂ�Ô 

In[27]:= A3@x_, y_D := a x3 + b x2 y + c x y2 + d y3 + e x2 + f x y + g y2 + h x + j y + k;
¢È·ÊÔÚÈÎ�∂Í�Û�ÛË∆Ôù∂ð�ðÂ�Ôù∂Ï·ÛÙÈÎÔ�¶ÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ� ê. A Æ A3

Out[27]= True

Â�Ó·È Âð�ÛË� ð¿ÓÙÔÙÂ �È·ÚÌÔÓÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË, ·ÎÞÌË Î·È ÌÂ ·ùõ·�ÚÂÙÔù� ÛùÓÙÂÏÂÛÙ¤�, Î·È Ì·�
ÂðÈÙÚ¤ðÂÈ Ó· ¤¯ÔùÌÂ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÌÂÙ·�·ÏÏÞÌÂÓÂ� ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó:

In[28]:= ∂ÎÊÚ¿ÛÂÈ�∆�Ó∆¿ÛÂ�Ó ê. A Æ A3

Out[28]= 82 g + 2 c x + 6 d y, 2 e + 6 a x + 2 b y, -f - 2 b x - 2 c y<
∂�Ó·È ðÚÔÊ·Ó¤� ÞÙÈ ÔÈ ÞÚÔÈ Ì¤¯ÚÈ Î·È ðÚÒÙÔù �·õÌÔ� (h x + j y + k  ðÈÔ ð¿Ó�) �ÂÓ ÂðËÚÂ¿úÔùÓ
ÙÔ ðÂ��Ô Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó (·ÏÏ' Ô�ÙÂ Î·È Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó) ÏÞÁ� ÙÔù ÓÞÌÔù ÙÔù Hooke. ÕÚ·
Â�Ó·È ÛÎÞðÈÌÔ Ó· ·ÁÓÔÔ�ÓÙ·È, ÞÙ·Ó ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈÂ�Ù·È Ë Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy AHx, yL .
∞ÓÙ�õÂÙ· ¤Ó· ðÔÏùÒÓùÌÔ ÙÂÙ¿ÚÙoù (� Î·È ÌÂÁ·Ï�ÙÂÚÔù) �·õÌÔ� ÛÙÔ Âð�ðÂ�Ô, ð.¯.

In[29]:= A4@x_, y_D := a x4 + b x3 y + c x2 y2 + d x y3 + e y4;
¢È·ÊÔÚÈÎ�∂Í�Û�ÛË∆Ôù∂ð�ðÂ�Ôù∂Ï·ÛÙÈÎÔ�¶ÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ� ê. A Æ A4 êê Simplify

Out[29]= 8 H3 a + c + 3 eL == 0

�ÂÓ Â�Ó·È �È·ÚÌÔÓÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË, ÂÎÙÞ� Î·È ·Ó ÈÛ¯�ÔùÓ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ� ÛùÓõ�ÎÂ� ÌÂÙ·Í� Ù�Ó ÛùÓÙÂ-
ÏÂÛÙÒÓ  ÙÔù.  °È·  ð·Ú¿�ÂÈÁÌ·,  ÙÔ  ð·Ú·ð¿Ó�  ÙÂÙ·ÚÙÔ�¿õÌÈÔ  ðÔÏùÒÓùÌÔ  A4Hx, yL  ·ð·ÈÙÂ�Ù·È
Ó· Âð·ÏËõÂ�ÂÈ ÙË ÛùÓõ�ÎË (29) ÌÂÙ·Í� Ù�Ó ÛùÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙÔù, ÈÛÔ��Ó·Ì· c = -3 Ha + eL , ÒÛÙÂ
Ó· Â�Ó·È �È·ÚÌÔÓÈÎÞ, �ËÏ·�� Î·È Î·Ù¿ÏÏËÏÔ ÁÈ· Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy.

°È· ÙÔ ·ÎÞÏÔùõÔ ÂÈ�ÈÎÞ ðÂÌðÙÔ�¿õÌÈÔ ðÔÏùÒÓùÌÔ (ÌÂ ðÂÌðÙÔ�¿õÌÈÔù� ÞÚÔù� ÌÞÓÔ)

In[30]:= A5@x_, y_D := a x5 + b x4 y + c x3 y2 + d x2 y3 + e x y4 + f y5; �ùÓõ�ÎË =

¢È·ÊÔÚÈÎ�∂Í�Û�ÛË∆Ôù∂ð�ðÂ�Ôù∂Ï·ÛÙÈÎÔ�¶ÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ� ê. A Æ A5 êê FullSimplify

Out[30]= H5 a + c + eL x + Hb + d + 5 fL y == 0
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¤¯ÔùÓ ðÚÔÎ��ÂÈ ðÚÔÊ·ÓÒ� ��Ô ÛùÓõ�ÎÂ� ÌÂÙ·Í� Ù�Ó ÛùÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙÔù 

In[31]:= �ùÓõ�ÎÂ� = 8Coefficient@�ùÓõ�ÎËP1T, xD ä 0, Coefficient@�ùÓõ�ÎËP1T, yD ä 0<
Out[31]= 85 a + c + e == 0, b + d + 5 f == 0<
ÂðÂÈ�� Ë ÛùÓõ�ÎË (30) ÔÊÂ�ÏÂÈ Ó· ÈÛ¯�ÂÈ ÁÈ· Î¿õÂ ÙÈÌ� ÙÔù x  Þð�� Î·È ÁÈ· Î¿õÂ ÙÈÌ� ÙÔù y .

¶¿Ú· ðÔÏ� Â�ÎÔÏ· ÌðÔÚÔ�Ó Ó· ÂÍÂÙ·ÛõÔ�Ó ·Ó¿ÏÔÁ· Î·È ðÔÏùÒÓùÌ· ·ÓÒÙÂÚÔù ÙÔù ð¤ÌðÙÔù
�·õÌÔ� ÌÂ ÙË Mathematica  ðÚÞõùÌË Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ¿ÌÂÛ· (ÂÓ ð¿ÛË ðÂÚÈðÙÒÛÂÈ Û¯Â�ÞÓ ¿ÌÂÛ·)
ÞÏÂ�  ÙÈ� Û¯ÂÙÈÎ¤� ð·Ú·Á�Á�ÛÂÈ�.  ÿÛ�� ÞÌ�� Â�Ó·È  ðÚÔÙÈÌÞÙÂÚÔ Ó· ·Û¯ÔÏËõÔ�ÌÂ ÌÂ ÙË ÁÂÓÈÎ�
¤ÎÊÚ·ÛË  ÙË�  Ù·ÛÈÎ��  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��  ÙÔù  Airy.  ∞ùÙ�  ð·ÚÔùÛÈ¿úÂÙ·È  ÛÙÔ  ÂðÞÌÂÓÔ  Â�¿ÊÈÔ  ÙÔù
ð·ÚÞÓÙÔ�  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔù  notebook  Î·È  Ì·�  ·ð·ÏÏ¿ÛÛÂÈ  ·ðÞ  ÙÔ  Î·õ�ÎÔÓ  (¤ÛÙ�  Î·È  ÙÞÛÔ
·ðÏÞ  ÛÙÔ  ùðÔÏÔÁÈÛÙÈÎÞ  ðÂÚÈ�¿ÏÏÔÓ  ÙË�  Mathematica)  ÙË�  ÂÊ·ÚÌÔÁ��  ÙÔù  �È·ÚÌÔÓÈÎÔ� ÙÂÏÂ-
ÛÙ� ¢2 , �ËÏ·�� ÙË� ÂÎÙÂÏ¤ÛÂ�� ÙÚÈÒÓ ð·Ú·Á�Á�ÛÂ�Ó ÙÂÙ¿ÚÙË� Ù¿ÍÂ��. ∏ �ùÓ·ÙÞÙËÙ· ·ùÙ�
ÂðÈÙÚ¤ðÂÈ  ÙËÓ ¿ÌÂÛË ¯Ú�ÛË ��Ô ·ùõ·ÈÚ¤Ù�Ó ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó ÛÙËÓ Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù  Airy,
Ë ÔðÔ�· Â�Ó·È �¤�·È· ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ� ÛÂ ðÚÔ�Ï�Ì·Ù· ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·�. (°È· ÙË ÌÈÁ·�ÈÎ� �È·ÚÌÔÓÈÎ�
ÛùÓ¿ÚÙËÛË õ· Â�¯·ÌÂ �¤�·È· Ù¤ÛÛÂÚÈ� ·ùõ·�ÚÂÙÂ� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� ÛÙË ÁÂÓÈÎ� ¤ÎÊÚ·Û� ÙË�).

1.7. °ÂÓÈÎ� ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË� �È·ÚÌÔÓÈÎ�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ÙÔù Airy

∏ ÁÂÓÈÎ� ÌÔÚÊ� ÙË� Ù·ÛÈÎ�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ÙÔù Airy AHx, yL , �ËÏ·�� Ë ÁÂÓÈÎ� Ï�ÛË AgHx, yL  ÙË�

�È·ÚÌÔÓÈÎ�� ÂÍÈÛÒÛÂ�� (22), ¤¯ÂÈ ÙËÓ ÂÍ�� ÌÔÚÊ� ÁÈ· ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ¤� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� AHx, yL , ÙÈ� ÌÞ-
ÓÂ� ÂÓ�È·Ê¤ÚÔùÛÂ� ÁÈ· ÙÔÓ ¶ÔÏÈÙÈÎÞ ªË¯·ÓÈÎÞ [2, Û. 110, ÂÍÈÛÒÛÂÈ� (31.1) Î·È (31.2)] (Âð� 2): 

In[32]:= Ag@x_, y_D = Hx - ‰ yL f@x + ‰ yD + Hx + ‰ yL f@x - ‰ yD + c@x + ‰ yD + g@x - ‰ yD;
ÞðÔù fHzL  Î·È cHzL  Â�Ó·È ·ùõ·�ÚÂÙÂ� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� ÙË� ÌÈ·� ÌÂÙ·�ÏËÙ�� z  (ÌÂ ÛùÓÂ¯Â�� ð·Ú·ÁÒ-
ÁÔù� ÙÂÙ¿ÚÙË� Ù¿ÍÂ��) Î·È fHzL  Î·È gHzL  ÔÈ ÛùúùÁÂ�� ÌÈÁ·�ÈÎ¤� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� ·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯·. �ð��
ðÚÔÎ�ðÙÂÈ  ·ðÞ  ÙËÓ  ð·Ú·ð¿Ó�  ÁÂÓÈÎ�  ¤ÎÊÚ·ÛË  Ù�Ó  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ  Ï�ÛÂ�Ó  ÙË�  �È·ÚÌÔÓÈÎ��
ÂÍÈÛÒÛÂ��, ÛÂ Î¿õÂ ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙË� Ê·ÓÙ·ÛÙÈÎ�� ÌÔÓ¿�·� Â=è!!!!!!!-1  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â� Î·È ÌÈ· ÂÌÊ¿ÓÈ-
ÛË ÙÔù -Â . �ÙÛÈ ÙÂÏÈÎ¿ ð·�ÚÓÔùÌÂ ÌÈ· ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ� �È·ÚÌÔÓÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË AHx, yL  ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·
·ðÞ ÙÔ Â¿Ó ÙÔ ÞÚÈÛÌ· z  ÛÙÈ� ð·Ú·ð¿Ó� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� ð·�ÚÓÂÈ ÌÈÁ·�ÈÎ¤� ÙÈÌ¤� ÛÙÔÓ ðÈÔ ð¿Ó�
õÂÌÂÏÈÒ�Ë  Ù�ðÔ  (32).   ¶·Ú·ÙËÚÔ�ÌÂ  Âð�ÛË�  ·Ì¤Û�� ð��  Ë  ðÈÔ  ð¿Ó� ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË�  ÁÂÓÈÎ��
Ï�ÛÂ�� AHx, yL  ÙË� �È·ÚÌÔÓÈÎ�� ÂÍÈÛÒÛÂ�� õ· ÌðÔÚÔ�ÛÂ Âð�ÛË� Ó· Â�¯Â ÁÚ·ÊÂ� ÌÂ ðÔÏ� ðÈÔ
ÛùÓÂðÙùÁÌ¤ÓÔ ÙÚÞðÔ Û·Ó ÙÔ ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÞ Ì¤ÚÔ� (ÙÔ real part, Re) ÙË� ÌÈÁ·�ÈÎ�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��Hx - Â yL fHx + Â yL + cHx + Â yL . (∞ùÙÞ ÛùÌ�·�ÓÂÈ, ÂðÂÈ�� ÔÈ ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� fHzL  Î·È gHzL Â�Ó·È ÔÈ Ûùúù-
ÁÂ�� ÌÈÁ·�ÈÎ¤� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� Ù�Ó ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó fHzL  Î·È cHzL  ·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯·).

¶ÔÏ�  Â�ÎÔÏ·  ÌðÔÚÂ�  Ë  Mathematica  Ó·  Âð·ÏËõÂ�ÛÂÈ  ÙËÓ  ðÈÔ  ð¿Ó�  ÁÂÓÈÎ�  ¤ÎÊÚ·ÛË  ÙË�  Ù·-
ÛÈÎ�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ÙÔù Airy AHx, yL , �ËÏ·�� ÙÔ ÁÂÁÔÓÞ� ÞÙÈ Ë ·ùÙ� Â�Ó·È �È·ÚÌÔÓÈÎ�

In[33]:= ∂ð·Ï�õÂùÛË = ¢È·ÚÌÔÓÈÎ�∂Í�Û�ÛË ê. A Æ Ag êê Simplify

Out[33]= True
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�·Ó ¤Ó· ·ðÏÔûÎÞ ð·Ú¿�ÂÈÁÌ·, ÂÍÂÙ¿úÔùÌÂ ÙËÓ ÂÈ�ÈÎ� ðÂÚ�ðÙ�ÛË ÞðÔù ¤¯ÔùÌÂ ÙÈ� ÂÍ�� ÂÈ�ÈÎ¤�
(ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ¤� Î·È Ì¿ÏÏÔÓ ·ðÏ¤�) ÌÔÚÊ¤� Ù�Ó ·ùõ·�ÚÂÙ�Ó ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó fHzL  Î·È cHzL:
In[34]:= 8f1@z_D = Cos@zD Sinh@zD, c1@z_D = Ha z3 + b z2 + c z + dL Sin@zD<;
∞ùÙ¤� ¿ÌÂÛ· Ì·� Ô�ËÁÔ�Ó ÛÙËÓ ÂÍ�� (ÔùÛÈ·ÛÙÈÎ¿ ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ� ÂÓÓÔÂ�Ù·È) ¤ÎÊÚ·ÛË  ApHx, yL  ÙË�

Ù·ÛÈÎ�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ÙÔù Airy AHx, yL:
In[35]:= Ap@x_, y_D = Ag@x, yD ê. 8f Æ f1, f Æ f1, c Æ c1, g Æ c1<
Out[35]= Ha Hx - Â yL3 + b Hx - Â yL2 + c Hx - Â yL + dL sinHx - Â yL +Ha Hx + Â yL3 + b Hx + Â yL2 + c Hx + Â yL + dL sinHx + Â yL +Hx + Â yL cosHx - Â yL sinhHx - Â yL + Hx - Â yL cosHx + Â yL sinhHx + Â yL
Ë ÛÂ ðÏ�Ú�� ·ðÏÔðÔÈËÌ¤ÓË (Ì¤Û� Î·È ÙË� ÂÓÙÔÏ�� FullSimplify) ÙÂÏÈÎ� ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ� ÌÔÚÊ�

In[36]:= Ap@x_, y_D = Ap@x, yD êê ComplexExpand êê FullSimplify

Out[36]= 2 HcoshHyL HH-Hb + 3 a xL y2 + d + x Hc + x Hb + a xLLL sinHxL +

y cosHxL coshHxL sinHyL + x cosHxL cosHyL sinhHxLL +HsinHxL Hx coshHxL sinHyL - y cosHyL sinhHxLL - y H3 a x2 + 2 b x - a y2 + cL cosHxLL sinhHyLL
(∏  ÂÓÙÔÏ� ComplexExpand  �ËÏÒÓÂÈ ÞÙÈ ÞÏÂ� ÔÈ ð·Ú¿ÌÂÙÚÔÈ Î·È ÔÈ ÌÂÙ·�ÏËÙ¤� Ì·� Â�Ó·È ðÚ·-
ÁÌ·ÙÈÎ¤� Î·È  ÂÍ·ÏÂ�ÊÂÈ  ÂðÔÌ¤Ó��  ÙË ÌÈÁ·�ÈÎ� ÌÔÓ¿�· Â .)  ¶ÚÔÊ·ÓÒ�,  ÌÂ �¿ÛË Ù· ð·Ú·ð¿Ó�
ðÚÞÎÂÈÙ·È ÁÈ· Î·Ù¿ÏÏËÏË Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy, �ËÏ·�� ÁÈ· �È·ÚÌÔÓÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË. ∞ùÙÞ
ÌðÔÚÂ� ¿ÌÂÛ· Ó· Âð·ÏËõÂùõÂ�

In[37]:= ∂ð·Ï�õÂùÛË¢È·ÚÌÔÓÈÎÞÙËÙ·� = Biharmonic@Ap@x, yDD ä 0 êê Simplify

Out[37]= True

£· ¿ÍÈúÂ  ¿Ú·ÁÂ ÙÔÓ ÎÞðÔ ÁÈ· ¤Ó·Ó ¶ÔÏÈÙÈÎÞ  ªË¯·ÓÈÎÞ  Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ  ·ùÙ¤�  ÙÈ�  Ì¿ÏÏÔÓ  ·ðÏ¤�
(ðÔÏ� Â�ÎÔÏ· ÌðÔÚÔ�Ó Ó· ð·ÚÔùÛÈ·ÛõÔ�Ó Î·È ð¿Ú· ðÔÏ� ðÔÏùðÏÔÎÞÙÂÚÂ�)  Ù¤Ù·ÚÙÂ� ð·Ú·-
Á�Á�ÛÂÈ�  (�/Î·È  ÙÈ�  ·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯Â�  ð·Ú·Á�Á�ÛÂÈ�  ÁÈ· ÙÈ�  Ù¿ÛÂÈ�  ÛÙÔ ÂðÞÌÂÓÔ  Â�¿ÊÈÔ)  ÌÂ  ÙÔ ¯¤ÚÈ
·ÓÙ�  Ó·  �ÒÛÂÈ  �·Ú�ÙËÙ·  ÛÂ  Î¿ÙÈ  ðÈÔ  ·ÍÈÞÏÔÁÔ,  Þð��  Â�Ó·È  ÔÈ  �·ÛÈÎ¤�  ¤ÓÓÔÈÂ�  ÛÙ·  ∂Ê·ÚÌÔ-
ÛÌ¤Ó· ª·õËÌ·ÙÈÎ¿,  ÛÙËÓ ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ· Î·È  ÛÙËÓ ∂ðÈÛÙ�ÌË ÙÔù  ¶ÔÏÈÙÈÎÔ� ªË¯·ÓÈÎÔ� ÁÂÓÈÎÞ-
ÙÂÚ·; √  ÛùÁÁÚ·Ê¤·� ÙÔù  ð·ÚÞÓÙÔ� notebook ·ÌÊÈ�¿ÏÏÂÈ  .  . .  (∞Ó¿ÏÔÁ· �¤�·È· ÁÈ· ÙË ¯Ú�ÛË
ÙÔù  ùðÔÏÔÁÈÛÙ� ÈÛ¯�ÔùÓ,  Î·È Î·Ù¿ ÌÂ�úÔÓ· ÏÞÁÔ Ì¿ÏÈÛÙ·, ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË ðÔÏ� ðÈÔ ðÔÏ�ðÏÔÎ�Ó
ðÚÔ�ÏËÌ¿Ù�Ó ÙÔù ¶ÔÏÈÙÈÎÔ� ªË¯·ÓÈÎÔ�, Þð�� ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË ÌÈ·� ÔÏÞÎÏËÚË� Î·Ù·ÛÎÂù��.)

∆¤ÏÔ� õ· �Ù·Ó Ì¿ÏÏÔÓ ÛÔ�·Ú� ð·Ú¿ÏÂÈ�Ë Ó· ÌË ÛËÌÂÈÒÓ·ÌÂ Âð�ÛË� ÞÙÈ Ë Mathematica ÌðÔÚÂ�
Â�ÎÔÏ· Ó· �ÚÂ� ÙË ÁÂÓÈÎ� (ÌÈÁ·�ÈÎ�) Ï�ÛË uHx, yL  ÙË� ÂÍÈÛÒÛÂ�� ÙÔù Laplace ÛÙÈ� ��Ô �È·ÛÙ¿-
ÛÂÈ� Hx, yL  ÌÂ ÙË ¯Ú�ÛË ÙË� ÂÓÙÔÏ�� DSolve

In[38]:= °ÂÓÈÎ�§�ÛË∆Ë�∂ÍÈÛÒÛÂ��∆ÔùLaplace = DSolve@Laplacian@u@x, yDD ä 0, u@x, yD, 8x, y<D
Out[38]= 88uHx, yL Ø c1@Â x + yD + c2@y - Â xD<<
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¶·Ú·ÙËÚÔ�ÌÂ  ð��  Ë  Ï�ÛË  ·ùÙ�  ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È  ·ðÞ  ��Ô  ·ùõ·�ÚÂÙÂ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  c1,2HzL . ∂¿Ó
Ì¿ÏÈÛÙ·  ÂðÈúËÙÔ�ÌÂ  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ�  Ï�ÛË,  Þð��  ÛùÓ�õ��  ÛùÌ�·�ÓÂÈ,  ÙÞÙÂ  ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È  ·ðÞ  Ì�·
ÌÞÓÔ ·ùõ·�ÚÂÙË ÛùÓ¿ÚÙËÛË c1HzL . ∏ �Â�ÙÂÚË ðÈÔ ð¿Ó� ÛùÓ¿ÚÙËÛË, Ë c2HzL,  Â�Ó·È ·Ó¿ÏÔÁË ÙË�
ÛùúùÁÔ��  ÌÈÁ·�ÈÎ��  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��  ÙË�  ðÚÒÙË�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��,  ÙË�  c1HzL .  ¢ùÛÙù¯Ò�  ÞÌ��  Ë
Mathematica �ÂÓ ¤¯ÂÈ ðÚÔÁÚ·ÌÌ·ÙÈÛõÂ� ÒÛÙÂ Ó· Ï�ÓÂÈ ·Ó¿ÏÔÁ· Î·È ÙË �È·ÚÌÔÓÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË

In[39]:= °ÂÓÈÎ�§�ÛË∆Ë�¢È·ÚÌÔÓÈÎ��∂ÍÈÛÒÛÂ�� =

DSolve@Biharmonic@u@x, yDD ä 0, u@x, yD, 8x, y<D
Out[39]= DSolve@uH0,4LHx, yL + 2 uH2,2LHx, yL + uH4,0LHx, yL == 0, uHx, yL, 8x, y<D
ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔÓ Ì¤¯ÚÈ ÙËÓ ¤Î�ÔÛË 4.1 ÙË� Mathematica, ðÔù ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈ�õËÎÂ Â�Ò. ∞ùÙÞ �ÂÓ Â�Ó·È
Î·õÞÏÔù  ��ÛÎÔÏÔ  ÁÈ·  ÙÔ  �È·ÚÌÔÓÈÎÞ  ÙÂÏÂÛÙ�  ¢2, ðÔù  ·ðÔÙÂÏÂ�  ·ðÏ¿  �ÈðÏ�  ÂÊ·ÚÌÔÁ�  ÙÔù
·ÚÌÔÓÈÎÔ�  ÙÂÏÂÛÙ�,  ÙÔù  ÁÓ�ÛÙÔ�  ÙÂÏÂÛÙ�  ÙÔù  Laplace  ¢.  ∫·È  Ì¿ÏÈÛÙ·,  Þð��  ��Ë  �È·ðÈÛÙÒ-
õËÎÂ, ·ÊÔ� Î·È Ë �È·ÚÌÔÓÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË �È·õ¤ÙÂÈ ÎÏÂÈÛÙ� Ï�ÛË ÛÙÈ� ��Ô �È·ÛÙ¿ÛÂÈ�. ∂ðÔÌ¤Ó�� Ô
Û¯ÂÙÈÎÞ� ðÚÔÁÚ·ÌÌ·ÙÈÛÌÞ� ÙË� Mathematica ÌðÔÚÂ� ð¿Ú· ðÔÏ� Â�ÎÔÏ· Ó· ðÚ·ÁÌ·ÙÔðÔÈËõÂ�.

1.8. °ÂÓÈÎ¤� ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó Î·È Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó

∆ÒÚ· ÌðÔÚÔ�Ó  Â�ÎÔÏ·  Ó·  ùðÔÏÔÁÈÛõÔ�Ó  (Ì¤Û� Ù�Ó  Î·Ù¿ÏÏËÏ�Ó  Î·È  �ÂùÙ¤Ú�Ó ÌÂÚÈÎÒÓ ð·-
Ú·Á�Á�ÛÂ�Ó ðÔù ��Ë ·Ó·Ê¤ÚõËÎ·Ó) Î·È ÔÈ ÁÂÓÈÎ¤� ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó  sx , sy  Î·È txy  (18)

In[40]:= ∆¿ÛÂÈ� = ∂ÎÊÚ¿ÛÂÈ�∆�Ó∆¿ÛÂ�Ó ê. A Æ Ag

Out[40]= 82 f £Hx - Â yL + 2 f£Hx + Â yL - Hx + Â yL f ££Hx - Â yL - g££Hx - Â yL -Hx - Â yL f££Hx + Â yL - c££Hx + Â yL, 2 f £Hx - Â yL + 2 f£Hx + Â yL +Hx + Â yL f ££Hx - Â yL + g££Hx - Â yL + Hx - Â yL f££Hx + Â yL + c££Hx + Â yL,
Â Hx + Â yL f ££Hx - Â yL + Â g££Hx - Â yL - Â Hx - Â yL f££Hx + Â yL - Â c££Hx + Â yL<

·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯·,  ðÔù  Î·È  ·ùÙ¤�  ÌÂ  ÙË ÛÂÈÚ¿ ÙÔù�  ÂÎÊÚ¿úÔÓÙ·È  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ  Ù�Ó ��Ô Ó¤�Ó Î·È  Ôù-
ÛÈ·ÛÙÈÎ¿  ·ùõ·�ÚÂÙ�Ó  (ðÏËÓ  ÙË�  ·Ó·ÁÎ·ÈÞÙËÙ·�  ùð¿ÚÍÂ��  ÛùÓÂ¯ÒÓ  Ù¤Ù·ÚÙ�Ó  ð·Ú·ÁÒÁ�Ó)
�ÔËõËÙÈÎÒÓ ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó fHzL  Î·È  cHzL  (Î·È  Ù�Ó ÛùúùÁÒÓ ÙÔù� ÌÈÁ·�ÈÎÒÓ ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó fHzL
Î·È gHzL  ·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯·). ¢ËÏ·�� ÙÂÏÈÎ¿ Ô ¶ÔÏÈÙÈÎÞ� ªË¯·ÓÈÎÞ� �Â ¯ÚÂÈ¿úÂÙ·È Ó· Ï�ÛÂÈ Î·Ì�· ·ðÔ-
Ï�Ù�� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�, ÁÈ· Ó· ðÚÔÛ�ÈÔÚ�ÛÂÈ ÙÈ� Ù¿ÛÂÈ� sx , sy  Î·È

txy  Î·È ÙÈ� ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ� ex , ey  Î·È gxy :

In[41]:= ¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ� =

∂ÎÊÚ¿ÛÂÈ�∆�Ó¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó = ¡ÞÌÔ�∆ÔùHooke ê. A Æ Ag êê FullSimplify

Out[41]= :-
1
ÅÅÅÅÅÅ
E
H2 Hn - 1L f £Hx - Â yL + 2 Hn - 1L f£Hx + Â yL +Hn + 1L HHx + Â yL f ££Hx - Â yL + g££Hx - Â yL + Hx - Â yL f££Hx + Â yL + c££Hx + Â yLLL,

1
ÅÅÅÅÅÅ
E
H-2 Hn - 1L f £Hx - Â yL - 2 Hn - 1L f£Hx + Â yL +Hn + 1L HHx + Â yL f ££Hx - Â yL + g££Hx - Â yL + Hx - Â yL f££Hx + Â yL + c££Hx + Â yLLL,

2 Â Hn + 1L HHx + Â yL f ££Hx - Â yL + g££Hx - Â yL - Hx - Â yL f££Hx + Â yL - c££Hx + Â yLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

E
>
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·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯· (ÂÓÓÔÂ�Ù·È,  ·Ó ÙÈ� ¯ÚÂÈ¿úÂÙ·È  Î·È ÙÈ�  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�)  ÛÙÔ ÛÙ·ÙÈÎÞ  ðÚÞ�ÏËÌ· ÙË�
Âð�ðÂ�Ë�  ÈÛÞÙÚÔðË�  ÁÚ·ÌÌÈÎ��  ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·�  (ÙÔù  ÈÛÞÙÚÔðÔù  ÂÏ·ÛÙÈÎÔ�  ��ÛÎÔù),  ðÔù  ÂÍÂ-
Ù¿úÂÙ·È  ÛÙÔ ð·ÚÞÓ notebook. ∞ùÙÞ  ÛùÌ�·�ÓÂÈ ÁÈ·Ù� �È·õ¤ÙÂÈ ÙÂÏÈÎ¤� ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ�, ÛùÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·
ÙÈ�  (40)  ÁÈ·  ÙÈ�  Ù¿ÛÂÈ�  Î·È  ÙÈ�  ·Ó¿ÏÔÁÂ�,  (41)  ÁÈ·  ÙÈ�  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�  Ì¤Û�  ÙÔù  ÓÞÌÔù  ÙÔù
Hooke (4).  ∫·È  ·ùÙ¤� ÙÔù  ÂÍ·ÛÊ·Ï�úÔùÓ ÙËÓ ÈÛ¯� Î·È  Ù�Ó ��Ô ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ÈÛÔÚÚÔð�·� (1)  Î·È
ÙË�  ÛùÓõ�ÎË�  ÛùÌ�È�·ÛÙÔ�  Ù�Ó  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó  (2)  ÌÂ  ÔðÔÈÔ��ðÔÙÂ  Ï�ÁÔ-ðÔÏ�  ÈÛÔ��Ó·ÌÔ
ÙÚÞðÔ ÁÚ·Ê�� ÙË� ÙÂÏÂùÙ·�·�, �ËÏ·�� ¤ÛÙ� Î·È Û·Ó ÛùÓõ�ÎË� ÛùÌ�È�·ÛÙÔ� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó (9).

∆ÂÏÂÈÒÓÔÓÙ·� ÙÔ ð·ÚÞÓ Â�¿ÊÈÔ, ��ÓÔùÌÂ ÙÈ� ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó sx , sy  Î·È txy  ÛÙËÓ ÂÈ�ÈÎ�
ðÂÚ�ðÙ�ÛË  Ù�Ó  �ÔËõËÙÈÎÒÓ  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó  (34),  ðÔù  ÂÍÂÙ¿Û·ÌÂ  ÛÙÔ  ðÚÔËÁÔ�ÌÂÓÔ  Â�¿ÊÈÔ.
∂ËÌÂÈÒÓÔùÌÂ ÞÙÈ  ¤¯ÔùÌÂ ��Ë Âð·ÏËõÂ�ÛÂÈ  (·Ó Î·È �ÂÓ �Ù·Ó ·Ó·ÁÎ·�Ô) ÙË �È·ÚÌÔÓÈÎÞÙËÙ· ÙË�
Û¯ÂÙÈÎ�� Ù·ÛÈÎ�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ÙÔù  Airy,  ApHx, yL ,  (37).  √È  Ù¿ÛÂÈ� ÏÔÈðÞÓ  sx ,  sy  Î·È  txy  ��ÓÔ-
ÓÙ·È ·ðÞ ÙÔù� ÂÍ�� Î¿ð�� ðÔÏ�ðÏÔÎÔù� Ù�ðÔù�:

In[42]:= ∆¿ÛÂÈ�p = ∆¿ÛÂÈ� ê. 8f Æ f1, f Æ f1, c Æ c1, g Æ c1< êê ComplexExpand êê Simplify

Out[42]= 8-2 HcoshHyLH-a sinHxL x3 + 6 a cosHxL x2 - b sinHxL x2 + 4 b cosHxL x + 3 a y2 sinHxL x + 6 a sinHxL
x - c sinHxL x - 6 a y2 cosHxL + 2 c cosHxL + b y2 sinHxL + 2 b sinHxL - d sinHxL -

2 cosHyL coshHxL HcosHxL + x sinHxLL + 2 sinHxL HcosHyL - y sinHyLL sinhHxLL +Hy HHc + 2 b x + a H3 x2 - y2 - 6LL cosHxL + 4 Hb + 3 a xL sinHxLL - 2 cosHxL
coshHxL Hy cosHyL + sinHyLL + 2 Hx cosHxL - sinHxLL sinHyL sinhHxLL sinhHyLL,

2 HcoshHyL H-a sinHxL x3 + 6 a cosHxL x2 - b sinHxL x2 + 4 b cosHxL x +

3 a y2 sinHxL x + 6 a sinHxL x - c sinHxL x - 6 a y2 cosHxL +

2 c cosHxL + b y2 sinHxL + 2 b sinHxL - d sinHxL +

2 cosHyL coshHxL HcosHxL - x sinHxLL - 2 sinHxL HcosHyL + y sinHyLL sinhHxLL +Hy HHc + 2 b x + a H3 x2 - y2 - 6LL cosHxL + 4 Hb + 3 a xL sinHxLL - 2 cosHxL
coshHxL Hy cosHyL - sinHyLL + 2 Hx cosHxL + sinHxLL sinHyL sinhHxLL sinhHyLL,

2 HcoshHyL H2 y cosHyL coshHxL sinHxL - 2 x sinHyL sinhHxL sinHxL +

y H4 Hb + 3 a xL cosHxL - Hc + 2 b x + a H3 x2 - y2 - 6LL sinHxLLL -Ha cosHxL x3 + b cosHxL x2 + 6 a sinHxL x2 - 3 a y2 cosHxL x - 6 a cosHxL x +

c cosHxL x + 2 cosHxL cosHyL coshHxL x + 4 b sinHxL x - b y2 cosHxL - 2 b cosHxL +

d cosHxL - 6 a y2 sinHxL + 2 c sinHxL + 2 y cosHxL sinHyL sinhHxLL sinhHyLL<
·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯·.  ∞Ó¿ÏÔÁ· ÌðÔÚÔ�ÌÂ Ó· ðÚÔÛ�ÈÔÚ�ÛÔùÌÂ Î·È ÙÈ� ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ� ÌÂ ÙË ¯Ú�ÛË ÙÔù
ÓÞÌÔù ÙÔù Hooke � Î·È Ù�Ó Û¯ÂÙÈÎÒÓ Ù�ð�Ó (41)).

1.9. ∏ Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy ÛÂ ðÔÏÈÎ¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�

∏  Ù·ÛÈÎ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù  Airy  AHx, yL  ÈÛ¯�ÂÈ  Âð�ÛË�  Î·È  ÛÂ  ðÔÏÈÎ¤�  ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�  [1,  ∫ÂÊ¿-
Ï·ÈÔ  4,  Âð�ÛË�  5,  ∂�¿ÊÈÔ 4.8].  �ÙÔ ð·ÚÞÓ  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ notebook �Â  õ· ·Ó·ÊÂÚõÔ�ÌÂ Î·õÞ-
ÏÔù  ÛÂ ðÔÏÈÎ¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�, ðÔù ð·ÚÔùÛÈ¿úÔùÓ �¤�·È· ·Ó·ÏÔÁ�· ÌÂ ÙÈ� ∫·ÚÙÂÛÈ·Ó¤�. �ÙÈ�
ðÔÏÈÎ¤�  ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�  ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈÔ�ÓÙ·È  ÔÈ  Ù¿ÛÂÈ�  sr ,  sq  Î·È  trq .  ∆ÒÚ·  ÞÌ��  Ë  �È·ÚÌÔÓÈÎ�
ÂÍ�Û�ÛË, ðÔù  Âð·ÏËõÂ�ÂÙ·È  Î·È  ð¿ÏÈ  ·ðÞ  ÙËÓ Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù  Airy  ApolarHr, qL  (ÛÂ ðÔ-
ÏÈÎ¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�, polar coordinates, ÙÒÚ·), ð·�ÚÓÂÈ ÙËÓ ·ÎÞÏÔùõË ÌÔÚÊ�: 
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In[43]:= ¢È·ÊÔÚÈÎ�∂Í�Û�ÛË∆Ôù∂ð�ðÂ�Ôù∂Ï·ÛÙÈÎÔ�¶ÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ��Â¶ÔÏÈÎ¤��ùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ� =

¢È·ÚÌÔÓÈÎ�∂Í�Û�ÛË�Â¶ÔÏÈÎ¤��ùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ� =

Biharmonic@Apolar@r, qD, Cylindrical@r, q, zDD ä 0 êê Simplify

Out[43]=
1

ÅÅÅÅÅÅÅ
r4

I4 Apolar
H0,2L Hr, qL + Apolar

H0,4L Hr, qL + r IApolar
H1,0L Hr, qL - 2 Apolar

H1,2L Hr, qL +

r IApolar
H4,0L Hr, qL r2 + 2 Apolar

H3,0L Hr, qL r - Apolar
H2,0L Hr, qL + 2 Apolar

H2,2L Hr, qLMMM == 0

ÔÌÔÏÔÁÔùÌ¤Ó�� ·ÚÎÂÙ¿ ðÔÏùðÏÔÎÞÙÂÚË ·ðÞ ÙËÓ (21) (� (22)) ÛÂ ∫·ÚÙÂÛÈ·Ó¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�.

1.10. �ùÌðÂÚ¿ÛÌ·Ù· Î·È Û¯ÞÏÈ·

∂�Ó·È ·ðÞÏùÙ· Û·Ê¤� ·ðÞ Ù· ð·Ú·ð¿Ó� ÞÙÈ ÙÔ ðÚÞ�ÏËÌ· ÙÔù ÂÏ·ÛÙÈÎÔ� ��ÛÎÔù (�ËÏ·�� ÙÔ
ðÚÞ�ÏËÌ·  ÙË�  ∂ðÈð¤�Ë�  ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·�)  ùðÞ  ÛùÓõ�ÎÂ�  Âð�ðÂ�Ë�  ¤ÓÙ·ÛË�  (�  ð·Ú·ÌÞÚÊ�-
ÛË�)  ÛÙË  ÛÙ·ÙÈÎ�  ÌÔÚÊ�  ÙÔù  Î·È  ÁÈ·  ÈÛÞÙÚÔðÔ  ÂÏ·ÛÙÈÎÞ  Ì¤ÛÔÓ  ÌðÔÚÂ�  ·ÚÎÂÙ¿  Â�ÎÔÏ·  Ó·
·Ó·¯õÂ�  ÛÂ  Ì�·  ÌÞÓÔ  �È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�:  ÛÙË  �È·ÚÌÔÓÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË.
∞ùÙÞ ÈÛ¯�ÂÈ �¤�·È·, ÌÞÓÔ ÂÊÞÛÔÓ ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈËõÂ� Ë Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy. ∞ðÞ ·ùÙ� ÌÂ
·ðÏ¤�  �Â�ÙÂÚÂ� ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·Á�Á�ÛÂÈ�  ðÚÔÎ�ðÙÔùÓ  ÔÈ  Ù¿ÛÂÈ� Î·È,  Â¿Ó ·ð·ÈÙÔ�ÓÙ·È,  ÌÂ �¿ÛË
ÙÔ  ÓÞÌÔ  ÙÔù  Hooke)  Î·È  ÔÈ  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�.  ∆·  ·ðÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·  ·ùÙ¿  ÈÛ¯�ÔùÓ  ·Ó·ÏÏÔ��Ù·
(ÂÎÙÞ�  ·ðÞ  ÙËÓ  ·ÏÏ·Á�  ÛÙÔ  ÏÞÁÔ  ÙÔù  Poisson  n)  Î·È  ÛÙËÓ  ðÂÚ�ðÙ�ÛË  Âð�ðÂ�Ë�  ð·Ú·ÌÞÚ-
Ê�ÛË�,  �ËÏ·��  ÛÂ  ¤Ó·  ð¿Ú·  ðÔÏ�  ð·¯�  �ÔÎ�ÌÈÔ.  ∂�Ó·È  Âð�ÛË�  ÁÂÓÈÎÂ�ÛÈÌ·  Î·È  ÛÂ  ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ�
ðÂÚÈðÙÒÛÂÈ� ùð¿ÚÍÂ�� �ùÓ¿ÌÂ�Ó Ì¿ú·� (Þð�� ÙÔ �¿ÚÔ� ÙÔù ��ÛÎÔù), ÛÙËÓ ðÂÚ�ðÙ�ÛË Ù�Ó
ðÔÏÈÎÒÓ  ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤Ó�Ó  Î·È  ÛÙËÓ  ðÂÚ�ðÙ�ÛË  ÙÔù  ·ÓÈÛÞÙÚÔðÔù  ÂÏ·ÛÙÈÎÔ�  Ì¤ÛÔù  (ÞÌ��  ÌÂ
ÌÂÚÈÎ¤� ÔùÛÈ·ÛÙÈÎ¤� ·ÏÏ·Á¤� ÛÙËÓ ðÂÚ�ðÙ�ÛË ·ùÙ�).

∂�Ó·È  Âð�ÛË�  È�È·�ÙÂÚ·  ÂÓ�È·Ê¤ÚÔÓ  ÞÙÈ  ÛÙË  ÁÂÓÈÎ�  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ�  Ï�ÛË  ÙË�  �È·ÚÌÔÓÈÎ��  ÂÍÈÛÒ-
ÛÂ�� ùðÂÈÛ¤Ú¯ÔÓÙ·È  ��Ô ·ùõ·�ÚÂÙÂ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� (ðÔù  ùðÔÙ�õÂÓÙ·È  ÞÌ�� ÞÙÈ  �È·õ¤ÙÔùÓ ð·-
Ú·ÁÒÁÔù�  ÙÂÙ¿ÚÙË�  Ù¿ÍÂ��)  Î·È  ÔÈ  ÛùúùÁÂ��  ÙÔù�  ÌÈÁ·�ÈÎ¤�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�.   (¶·ÚÂÓõÂÙÈÎ¿ ÛË-
ÌÂÈÒÓÂÙ·È ð�� ·ÓÙ�õÂÙ· ÛÙË ÁÂÓÈÎ� ÌÈÁ·�ÈÎ� Ï�ÛË ÙË� �È·ÚÌÔÓÈÎ�� ÂÍÈÛÒÛÂ�� ùðÂÈÛ¤Ú¯ÔÓÙ·È
Ù¤ÛÛÂÚÈ�  ·ùõ·�ÚÂÙÂ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�.)  ∆Ô  ÁÂÁÔÓÞ�  ·ùÙÞ  ÂðÈÙÚ¤ðÂÈ  ÛÙÔÓ  ¶ÔÏÈÙÈÎÞ  ªË¯·ÓÈÎÞ  Ó·
¤¯ÂÈ  �È·õ¤ÛÈÌË  ÌÈ· �ÈðÏ�  ·ðÂÈÚ�·  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ Ï�ÛÂ�Ó  ÙË� �È·ÚÌÔÓÈÎ��  ÂÍÈÛÒÛÂ��,  ÌÂ  ¿ÏÏ·
ÏÞÁÈ· ÂÎÊÚ¿ÛÂ�Ó Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó Î·È Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó. ∂ðÔÌ¤Ó�� �ÂÓ ·ð·ÈÙÂ�Ù·È  Ó· Ï�ÛÂÈ
Î·Ì�· ·ðÔÏ�Ù�� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� .

µ¤�·È· ðÚ¤ðÂÈ ÙÂÏÈÎ¿ Ó· ÛËÌÂÈ�õÂ� ÞÙÈ  Ë Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy Âð¤ÙÚÂ�Â ÛÙÔÓ ¶ÔÏÈÙÈÎÞ
ªË¯·ÓÈÎÞ  ÔùÛÈ·ÛÙÈÎ¿  Ó·  ·ð·ÏÏ·ÁÂ�  ·ðÞ  ÙÔ  Û�ÛÙËÌ·  �È·ÊÔÚÈÎÒÓ  ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó  ðÔù  Â�¯Â  Ó·
·ÓÙÈÌÂÙ�ð�ÛÂÈ  ÛÙÔ ÂÍÂÙ·úÞÌÂÓÔ ÛÙ·ÙÈÎÞ  ðÚÞ�ÏËÌ·  ÙÔù  ÈÛÞÙÚÔðÔù  ÂÏ·ÛÙÈÎÔ� ��ÛÎÔù.  ∂ÓÙÔ�-
ÙÔÈ�  �ÂÓ  ÙÔÓ  �Ê¤ÏËÛÂ  ÛÙÈ�  ÛùÓÔÚÈ·Î¤�  ÛùÓõ�ÎÂ�  (�Â�ÔÌ¤ÓË  ÊÞÚÙÈÛË  �/Î·È  ÌÂÙ·ÙÔð�ÛÂÈ�  ÛÙÔ
Û�ÓÔÚÔ  ÙÔù  ��ÛÎÔù),  ÔÈ  ÔðÔ�Â�  ðÚ¤ðÂÈ  Ôð�Û��ðÔÙÂ  Ó·  ÏËÊõÔ�Ó  Âð�ÛË�  ùðÞ�Ë.  ∆Ô  ÛËÌÂ�Ô
·ùÙÞ �ÂÓ Â�Ó·È Â�ÎÔÏÔ Î·È �ÂÓ ÂÍÂÙ¿ÛõËÎÂ ÛÙÔÓ ð·ÚÞÓ ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ notebook. AÍ�úÂÈ ÞÌ�� Ó·
ð·Ú·ÙËÚËõÂ�  ÞÙÈ  ÙÔ Û�ÓÔÚÔ ÙÔù  ��ÛÎÔù  Â�Ó·È  ÛÙË ÌÈ· ÌÞÓÔ  �È¿ÛÙ·ÛË Î·È  Ë  ÈÎ·ÓÔðÔ�ËÛË Ù�Ó
ÛùÓÔÚÈ·ÎÒÓ ÛùÓõËÎÒÓ ÌðÔÚÂ� Ó· ÂðÈÙÂù¯õÂ� ÙÔðÈÎ¿ ÛÙÔ Û�ÓÔÚÔ ÌÂ ÙÔÓ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ Î·õÔÚÈÛÌÞ
Ù�Ó  ��Ô  ·ùõ·ÈÚ¤Ù�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó  fHzL  Î·È  cHzL  ÌÂ  �¿ÛË  ÙÈ�  ÛùÓõ�ÎÂ�  ·ùÙ¤�.  ∏  Û¯ÂÙÈÎ�
Ì¤õÔ�Ô� ÌðÔÚÂ� Ó· Ô�ËÁ�ÛÂÈ ÛÂ ÛùÓÔÚÈ·Î¤� ÔÏÔÎÏËÚ�ÙÈÎ¤� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� (Â�Ò ÛÙË Ì�· �È¿ÛÙ·ÛË),
ðÔù  ÌðÔÚÔ�Ó  Ó·  ÏùõÔ�Ó  ð.¯.  ÌÂ  ÙË  Ì¤õÔ�Ô  Ù�Ó  ÛùÓÔÚÈ·ÎÒÓ ÛÙÔÈ¯Â��Ó  (boundary  elements).
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�Ì�� Ë  Û¯ÂÙÈÎ� �È·�ÈÎ·Û�·  ÍÂÊÂ�ÁÂÈ  ·ðÞ  ÙÔ  ÛÙÞ¯Ô ÙÔù  ð·ÚÞÓÙÔ�  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔù  notebook.
√ ÛÙÞ¯Ô� ·ùÙÞ� �Ù·Ó ·ðÏ¿ Ó· �ÂÈ¯õÂ� Ë �ùÓ·ÙÞÙËÙ· ·Ó·Á�Á�� ÂÓÞ� ÛùÛÙ�Ì·ÙÔ� �È·ÊÔÚÈÎÒÓ
ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�  ÛÂ Ì�· ÌÞÓÔ �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�.
∞ùÙÞ Î·ÙÔÚõÒõËÎÂ Â�Ò Ì¤Û� ÙË� ¯Ú�ÛÂ�� ÙË� Ù·ÛÈÎ�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� (� Ù·ÛÂÔÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��)
ÙÔù Airy AHx, yL  ÊùÛÈÎ¿ Î·È ÌÂ ÙËÓ ¿ÌÂÛË ðÚÞÛõÂÙË �ùÓ·ÙÞÙËÙ· ùðÔÏÔÁÈÛÌÔ� Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó ÌÂ
ÙË �Ô�õÂÈ· ÙË�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ·ùÙ��.  (∞ÏÏÈÒ�  ðÚÔÊ·ÓÒ� �Â  õ· ÌðÔÚÔ�ÛÂ Ó· ¤¯ÂÈ  ·ðÔÎÏËõÂ�
Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË!)

ªÈ·  ÙÂÏÈÎ�  ð·Ú·Ù�ÚËÛË ·ÊÔÚ¿ ÛÙÔ ÁÂÁÔÓÞ�  ÞÙÈ  ÂÈ�ÈÎ¿  ÛÙÈ�  ∫·ÚÙÂÛÈ·Ó¤�  ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�  (Þ¯È
ÛÙÈ� ðÔÏÈÎ¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�)  Þð�� Ë Ù·ÛÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù  Airy Â�Ó·È  �È·ÚÌÔÓÈÎ�,  ¤ÙÛÈ Î·È  ÔÈ
Ù¿ÛÂÈ� Â�Ó·È �È·ÚÌÔÓÈÎ¤� ÏÞÁ� Ù�Ó ÂÎÊÚ¿ÛÂÒÓ ÙÔù� (18) Û·Ó �ÂùÙ¤Ú�Ó ð·Ú·ÁÒÁ�Ó ÙË� �È·Ú-
ÌÔÓÈÎ�� Ù·ÛÈÎ�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ÙÔù Airy AHx, yL . ∆Ô ��ÈÔ ÈÛ¯�ÂÈ �¤�·È· Î·È ÁÈ· ÙÈ� ð·Ú·ÌÔÚÊÒ-
ÛÂÈ� ÏÞÁ� ÙË� ÈÛ¯�Ô� ÙÔù ÓÞÌÔù ÙÔù Hooke (4).
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�À¡∏£∂π� ¶§∞∫∂�

∂¶π�∆∏ª√¡π∫∏ ¶∂�π√Ã∏: ¶Ï¿ÎÂ�

ª∞£∏ª∞∆π∫∂�  §∂�∂π�-∫§∂π¢π∞:  �ùÛÙ�Ì·Ù·  ¢È·ÊÔÚÈÎÒÓ  ∂ÍÈÛÒÛÂ�Ó  ÌÂ  ªÂÚÈÎ¤�  ¶·Ú·ÁÒ-
ÁÔù�,  ¢È·ÊÔÚÈÎ¤�  ∂ÍÈÛÒÛÂÈ�  ÌÂ  ªÂÚÈÎ¤�  ¶·Ú·ÁÒÁÔù�,  ∞ÚÌÔÓÈÎÞ�  ∆ÂÏÂÛÙ��  (∆ÂÏÂÛÙ��  ÙÔù  La-
place), ¢È·ÚÌÔÓÈÎÞ� ∆ÂÏÂÛÙ��, ∂Í�Û�ÛË ÙÔù  Laplace, �ùÓÔÚÈ·Î¤� �ùÓõ�ÎÂ�, ¶ÚÔ�Ï�Ì·Ù· �ùÓÔ-
ÚÈ·ÎÒÓ ∆ÈÌÒÓ

∆∂Ã¡π∫∂�  §∂�∂π�-∫§∂π¢π∞:  �ùÓ�õÂÈ�  ¶Ï¿ÎÂ�,  °Ú·ÌÌÈÎ�  ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·,  ∂Ï·ÛÙÈÎ¤�  �Ù·õÂÚ¤�,
¢ùÛÎ·Ì��·,  ªÂÙ·ÙÔð�ÛÂÈ�,  ¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�,  ∆¿ÛÂÈ�,  ¡ÞÌÔ�  ÙÔù  Hooke,  �Ôð¤�  ∫¿Ì�Â��,
�Ôð¤� �ùÛÙÚÔÊ��, ∆¤ÌÓÔùÛÂ� (¢È·ÙÌËÙÈÎ¤�) ¢ùÓ¿ÌÂÈ�, ∂ÍÈÛÒÛÂÈ� πÛÔÚÚÔð�·�, µ¤ÏÔ� ∫¿Ì�Â��
(µ�õÈÛË), ¢È·ÊÔÚÈÎ� ∂Í�Û�ÛË ¶Ï¿Î·�, ∆ÚÈÁ�ÓÈÎ� ¶Ï¿Î· 

�Ã∂∆π∫∏ µπµ§π√°�∞ºπ∞ (¢∂π°ª∞): 

[1]  Timoshenko,  S.  P.  and  Woinowsky-Krieger,  S.,  Theory  of  Plates  and  Shells  (£Â�Ú�·  ¶Ï·ÎÒÓ
Î·È ∫ÂÏùÊÒÓ), 2Ë �Î�ÔÛË. McGraw-Hill, New York, Tokyo, 1959, ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 4. 

[2] ¡ÈÙÛÈÒÙ·, °. ª., ∂Ï·ÛÙÔÛÙ·ÙÈÎ�: °Ú·ÌÌÈÎ� £Â�Ú�·, ¢Â�ÙÂÚÔ� ∆ÞÌÔ�: ∂ðÈÊ·ÓÂÈ·ÎÔ� ºÔÚÂ��:
ª¤õÔ�ÔÈ ∂ðÈÏ�ÛÂ��, ∂Î�ÞÛÂÈ� ∑�ÙË, £ÂÛÛ·ÏÔÓ�ÎË, 1995, ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 10. 

[3]  µ·ÚÎ·Ú¿ÎË, ∫.  π.,  �Ù·ÙÈÎ� Ù�Ó ¶Ï·ÎÒÓ, ∆ÞÌÔ� π:  £Â�Ú�· Î·È ª¤õÔ�ÔÈ  ∂ðÈÏ�ÛÂ��.  ∞õ�Ó·È,
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Ï·ÈÔ 3 Î·È ∂�¿ÊÈÔ 6.3.

2.1. ∂ÈÛ·Á�Á�

£Â�ÚÔ�ÌÂ ÙÔ ðÚÞ�ÏËÌ· ÙË� ÛùÓ�õÔù� ðÏ¿Î·� ð¿¯Ôù� h  ùðÞ Î¿õÂÙË Î·Ù·ÓÂÌËÌ¤ÓË ÊÞÚÙÈÛË
pHx, yL . ∆Ô ðÚÞ�ÏËÌ· ·ùÙÞ Â�Ó·È ¤Ó· ÎÏ·ÛÈÎÞ ðÚÞ�ÏËÌ· ÁÈ· ÙÔÓ ¶ÔÏÈÙÈÎÞ ªË¯·ÓÈÎÞ, Ô ÔðÔ�Ô�
ÛùÓ·ÓÙ¿ÂÈ  ð¿Ú·  ðÔÏ�  Ûù¯Ó¿  ÂÏ·ÛÙÈÎ¤�  ðÏ¿ÎÂ�  Û·Ó  ÂðÈÊ·ÓÂÈ·ÎÔ��  ÊÔÚÂ��  ÛÙÈ�  Î·Ù·ÛÎÂù¤�
ÙÔù. °È· ÙËÓ Âð�ÏùÛË ÙÔù ðÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ� ·ùÙÔ� Î·Ù·Ú¯�Ó �Â¯ÞÌ·ÛÙÂ ÛùÓ�õÂÈ� ðÏ¿ÎÂ�, �ËÏ·��
ðÏ¿ÎÂ�  ÌÂ  ÌÈÎÚ¿  �¤ÏË  Î¿Ì�Â��,  ·ðÞ  ÈÛÞÙÚÔðÔ  Î·È  ÁÚ·ÌÌÈÎ¿  ÂÏ·ÛÙÈÎÞ  ùÏÈÎÞ,  ÔÌÔÁÂÓÂ��  Î·È
ÈÛÔð·¯Â�� Î·È, Î¿ÙÈ ðÔù Â�Ó·È Âð�ÛË� ÛËÌ·ÓÙÈÎÞ, ÏÂðÙ¤�. ¶·Ú·ð¤Ú· ÛÙËÓ ÙÂ¯ÓÈÎ� õÂ�Ú�· Ù�Ó
ðÏ·ÎÒÓ ùðÞ Î¿õÂÙË Î·Ù·ÓÂÌËÌ¤ÓË ÊÞÚÙÈÛË pHx, yL  Á�ÓÂÙ·È ÛÂÈÚ¿ ·ðÏÔðÔÈËÙÈÎÒÓ ð·Ú·�Ô¯ÒÓ
ÁÈ·  ÙË  Ì·õËÌ·ÙÈÎ�  ·ÓÙÈÌÂÙÒðÈÛË  ÙÔù  ÞÏÔù  ðÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ�  Î·È  ÙÂÏÈÎ¿  ÁÈ·  ÙËÓ  ÂÍ·Á�Á�  ÙË�
Û¯ÂÙÈÎ�� �È·ÊÔÚÈÎ�� ÂÍÈÛÒÛÂ�� ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� �� ðÚÔ� ÙÔ �¤ÏÔ� Î¿Ì�Â�� (ÙË ��-
õÈÛË) ÙË� ðÏ¿Î·� wHx, yL . ∞ùÙ¤� õÂ�ÚÔ�ÓÙ·È ÞÙÈ ÈÛ¯�ÔùÓ ðÏ�Ú�� Î·È Â�Ò. �ÙÔ ð·ÚÞÓ ÂÊ·ÚÌÔ-
ÛÌ¤ÓÔ  notebook  õ· ·Ó·Á¿ÁÔùÌÂ  ÙÈ�  �È·ÊÔÚÈÎ¤�  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�  ðÔù  ÈÛ¯�-
ÔùÓ ÛÙÔ ðÈÔ ð¿Ó� ðÚÞ�ÏËÌ· ÙË� ÛùÓ�õÔù� ðÏ¿Î·� ÛÙË �·ÛÈÎ� Î·È ÎÏ·ÛÈÎ� Û¯ÂÙÈÎ� �È·ÊÔÚÈ-
Î� ÂÍ�Û�ÛË Âð�ÛË� ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�  �� ðÚÔ� ÙÔ �¤ÏÔ� Î¿Ì�Â�� wHx, yL  ÙË� ðÏ¿Î·�.
�ÙÛÈ ¤Ó· ·ÚÎÂÙ¿ ðÔÏ�ðÏÔÎÔ  Û�ÛÙËÌ· �È·ÊÔÚÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� ·ðÏÔ-
ðÔÈÂ�Ù·È  ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿  Ì¤Û�  ÙË�  ·Ó·Á�Á��  ÙÔù  ÛÂ  Ì�·  ÌÞÓÔ  �È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�
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ð·Ú·ÁÒÁÔù�. √ ÂÓ�È·ÊÂÚÞÌÂÓÔ� ÊÔÈÙËÙ�� Î·È Ë ÂÓ�È·ÊÂÚÞÌÂÓË ÊÔÈÙ�ÙÚÈ· ¶ÔÏÈÙÈÎÞ� ªË¯·ÓÈ-
ÎÞ�  ðÚ¤ðÂÈ  ·ÛÊ·ÏÒ�  Ó·  ·Ó·ÙÚ¤ÍÔùÓ  ÛÙË  Û¯ÂÙÈÎ�  ÂÎÙÂÓ�  �È�ÏÈÔÁÚ·Ê�·,  �Â�ÁÌ·  ÙË�  ÔðÔ�·�
¤¯ÂÈ ·Ó·ÊÂÚõÂ� ð·Ú·ð¿Ó� [1-4].  �ð�� ·Ó·Ê¤ÚÔùÓ ÔÈ Timoshenko Î·È Woinowsky-Krieger [1,
Û. 82], Ë ÎÏ·ÛÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË (�È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù�) ÙË� ÂÏ·ÛÙÈÎ�� ðÏ¿Î·�
ðÔù  õ· �ÚÂõÂ�  Î·È  Â�Ò �Ú¤õËÎÂ ÁÈ· ðÚÒÙË ÊÔÚ¿ ·ðÞ  ÙÔ Lagrange  ÙÔ 1811.  µ¤�·È· ðÔÈÎ�ÏÂ�
ÁÂÓÈÎÂ�ÛÂÈ�  Î·È  �ÂÏÙÈÒÛÂÈ�  ÙË�  Â�Ó·È  Âð�ÛË�  �È·õ¤ÛÈÌÂ�,  ·ÏÏ'  ·ÛÊ·ÏÒ�  ð¤Ú·  ·ðÞ  ÙÔù�  ÛÙÞ-
¯Ôù� ÙÔù ð·ÚÞÓÙÔ� ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔù notebook.

2.2. ªÂÙ·ÙÔð�ÛÂÈ�, ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ� Î·È Ù¿ÛÂÈ�

∆Ô ÈÛÞÙÚÔðÔ ÂÏ·ÛÙÈÎÞ ùÏÈÎÞ ÙË� ÏÂðÙ�� ðÏ¿Î·� Ì·� ¯·Ú·ÎÙËÚ�úÂÙ·È ·ðÞ ��Ô ÂÏ·ÛÙÈÎ¤� ÛÙ·-
õÂÚ¤�: ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÂÏ·ÛÙÈÎÞÙËÙ·� � Ì¤ÙÚÔ ÙÔù Young E Î·È ÙÔ ÏÞÁÔ ÙÔù Poisson n. (∂Ó ðÚÔÎÂÈÌ¤-
Ó� ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈ�Û·ÌÂ  ÙÔ ∂ÏÏËÓÈÎÞ  ÎÂÊ·Ï·�Ô  E,  ÒÛÙÂ  Ó· ÌË  Á�ÓÂÈ  Û�Á¯ùÛË ÙÔù  Ì¤ÙÚÔù  ÂÏ·ÛÙÈ-
ÎÞÙËÙ·� ÌÂ ÙË �¿ÛË ‰ Ù�Ó ÊùÛÈÎÒÓ ÏÔÁ·Ú�õÌ�Ó, ðÔù ð·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È Î·È ÌÂ ÙÔ ∞ÁÁÏÈÎÞ ÁÚ¿ÌÌ·
E  ÛÙË Mathematica.)  ∞ðÞ  ÙÈ�  ��Ô  ·ùÙ¤�  ÂÏ·ÛÙÈÎ¤�  ÛÙ·õÂÚ¤�  E  Î·È  n  ðÚÔÎ�ðÙÔùÓ  Â�ÎÔÏ·  Î·È
¿ÏÏÂ� ÂÏ·ÛÙÈÎ¤� ÛÙ·õÂÚ¤�, Þð�� ð.¯. ÙÔ Ì¤ÙÚÔ �È·ÙÌ�ÛÂ�� G ÌÂ �¿ÛË ÙËÓ ·ðÏ� Û¯¤ÛË

In[1]:= ª¤ÙÚÔ¢È·ÙÌ�ÛÂ�� = G =
E

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 H1 + nL ;

¶·Ú·ÙËÚÔ�ÌÂ  ÞÙÈ  ÛÙË  Û¯¤ÛË  ·ùÙ�  ÙÔ  Ì¤ÙÚÔ  �È·ÙÌ�ÛÂ��  ÔÚ�ÛõËÎÂ  (ÌÂ  ÙË  ¯ÚËÛÈÌÔðÔ�ËÛË  �È-
ðÏ�� ÈÛÞÙËÙ·�) ÙÞÛÔ ÌÂ ÙÔ Û�Ì�ÔÏÔ G  ÞÛÔ ÌÂ ÙÔ Û�Ì�ÔÏÔ ª¤ÙÚÔ¢È·ÙÌ�ÛÂ��.

�Â ¤Ó· ÂÏ·ÛÙÈÎÞ Ì¤ÛÔÓ (Þð�� Â�Ó·È Â�Ò Ë ÛùÓ�õË� ðÏ¿Î· ðÔù ÂÍÂÙ¿úÔùÌÂ) ÛÂ ÞÏ· Ù· ÛËÌÂ�·
ÙÔù  ¤¯ÔùÌÂ ÙÈ�  ÛùÓÈÛÙÒÛÂ�� Ù�Ó ÌÂÙ·ÙÔð�ÛÂ�Ó,  Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó Î·È  Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó.  √È
ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ� Î·È ÔÈ Ù¿ÛÂÈ� ÛùÓ�¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔ ÁÓ�ÛÙÞ ÁÚ·ÌÌÈÎÞ ÓÞÌÔ ÙÔù Hooke. �ÙÔ ðÚÞ-
�ÏËÌ· ÙË� ÛùÓ�õÔù� ðÏ¿Î·� ÔÈ ÌÂÙ·ÙÔð�ÛÂÈ� u = uHx, yL  Î·È v = vHx, yL  ÛÙÔ Âð�ðÂ�Ô ÙË� ðÏ¿-
Î·�  ·ðÔ�ÂÈÎÓ�ÂÙ·È  ÞÙÈ  ÌðÔÚÔ�Ó Ó· ðÚÔÎ��ÔùÓ  ðÔÏ�  Â�ÎÔÏ·  ·ðÞ  ÙËÓ ÙÚ�ÙË,  ÙËÓ Î¿õÂÙË ÌÂ-
Ù·ÙÞðÈÛË  w = wHx, yL ,  �ËÏ·��  ·ðÞ  ÙÔ  �¤ÏÔ�  Î¿Ì�Â��  (�  ÙË  ��õÈÛË)  ÙË�  ðÏ¿Î·�,  ÌÂ  �¿ÛË
ÙÔù� Ù�ðÔù� [1-4] 

In[2]:= ªÂÙ·ÙÔð�ÛÂÈ� = 8u@x_, y_D := -z ∂x w@x, yD, v@x_, y_D := -z ∂y w@x, yD<;
∞ùÙÔ� ðÂÚÈ¤¯ÔùÓ ÙÈ� ðÚÒÙÂ� ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� ÙÔù �¤ÏÔù� Î¿Ì�Â�� wHx, yL.  ∫·È ÙÔù� ��Ô
·ùÙÔ��  Ù�ðÔù�  (Ï�ÛÙ·  ÌÂ  ��Ô  ÛÙÔÈ¯Â�·)  ÙÔù�  ·ðÔÎ·Ï¤Û·ÌÂ  (Ì¿ÏÏÔÓ  Â�ÏÔÁ·)  ªÂÙ·ÙÔð�ÛÂÈ�.
ª¤Û� Ù�Ó ÌÂÙ·ÙÔð�ÛÂ�Ó u = uHx, yL  Î·È v = vHx, yL  ÌðÔÚÔ�ÌÂ Â�ÎÔÏ· Ó· ðÚÔÛ�ÈÔÚ�ÛÔùÌÂ Î·È
ÙÈ�  Û¯ÂÙÈÎ¤�  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�  ÌÂ  Ó¤Â�  ·ðÏ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÂÈ�  ÌÂ  �¿ÛË  ÙÔù�  ÁÓ�ÛÙÔ��  Ù�ðÔù�
ÔÚÈÛÌÔ� Ù�Ó ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó

In[3]:= ¶·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ� =8ex = ∂x u@x, yD, ey = ∂y v@x, yD, gxy = ∂y u@x, yD + ∂x v@x, yD< êê Simplify

Out[3]= 8-z wH2,0LHx, yL, -z wH0,2LHx, yL, -2 z wH1,1LHx, yL<
µ¤�·È· ÙÒÚ· ÔÈ ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ� ·ùÙ¤� (ð¿Ó� ÛÙÔ Âð�ðÂ�Ô x y  ÙË� ðÏ¿Î·�) ðÚÔÎ�ðÙÔùÓ Û·Ó
�Â�ÙÂÚÂ� ð·Ú¿Á�ÁÔÈ ÙÔù �¤ÏÔù� Î¿Ì�Â��  wHx, yL .

240 ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΠΛΑΚΕΣ Notebook EN-EMIII-PLATES



∆ÒÚ· ÞÛÔÓ ·ÊÔÚ¿ ÛÙÈ� Ù¿ÛÂÈ� sx , sy  Î·È txy  (Âð�ÛË� ÛÙÔ Âð�ðÂ�Ô x y  ÙË� ðÏ¿Î·�) ÌðÔÚÔ�ÌÂ
Ó·  ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈ�ÛÔùÌÂ  ÙÔ  ÓÞÌÔ ÙÔù  Hooke,  ÙÔ  �·ÛÈÎÞ  ÓÞÌÔ ÛÙËÓ ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·,  ÙÔ  ÓÞÌÔ ðÔù
ÂÎÊÚ¿úÂÈ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÙÈ� ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ Ù�Ó Ù¿ÛÂ�Ó (� ·ÓÙ�ÛÙÚÔÊ·) Î·È ¤¯ÂÈ ÛÙËÓ
ÂÈ�ÈÎ� ðÂÚ�ðÙ�Û� Ì·� (ÌÂ sz = 0) ÙË ÌÔÚÊ�

In[4]:= ¡ÞÌÔ�∆ÔùHooke = 9ex ä
1
ÄÄÄÄÄÄÄ
E

 Hsx - n syL, ey ä
1
ÄÄÄÄÄÄÄ
E

 Hsy - n sxL, gxy ä
1

ÄÄÄÄÄÄÄ
G

 txy=;
ÞðÔù  ÌÂ  ÙÔ  Û�Ì�ÔÏÔ  ¡ÞÌÔ�∆ÔùHooke  �ËÏÒÛ·ÌÂ  ÙËÓ  ð·Ú·ð¿Ó�  Ï�ÛÙ·  Ù�Ó  ÙÚÈÒÓ  �·ÛÈÎÒÓ
ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ðÔù  Ì·� ��ÓÂÈ  Ô ÓÞÌÔ� ÙÔù  Hooke ÛÙÔ ÛùÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ðÚÞ�Ï�Ì· ÛùÓ�õÔù� ðÏ¿Î·�
ÛÙÔ Âð�ðÂ�Ô x y  ÙË� ðÏ¿Î·�. §�ÓÔÓÙ·� ÙÈ� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ¡ÞÌÔ�∆ÔùHooke �� ðÚÔ� ÙÈ� Ù¿ÛÂÈ� sx ,
sy  Î·È  txy ,  �Ú�ÛÎÔùÌÂ  ÙÈ�  ÛùÓÈÛÙÒÛÂ�  ·ùÙ¤�  Ù�Ó  Ù¿ÛÂ�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ  Ù�Ó  ÛùÓÈÛÙ�ÛÒÓ  Ù�Ó
ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó ex ,  ey  Î·È  gxy .  √Ì�� ÔÈ  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ�  ·ùÙ¤�  ¤¯ÔùÓ ��Ë ÂÎÊÚ·ÛõÂ�  Ì¤Û�
�ÂùÙ¤Ú�Ó  ÌÂÚÈÎÒÓ  ð·Ú·ÁÒÁ�Ó  ÙÔù  �¤ÏÔù�  Î¿Ì�Â��  wHx, yL  ÙË�  ðÏ¿Î·�  ÌÂ  �¿ÛË  ÙÔù�  Ù�-
ðÔù� (3). ∂ðÔÌ¤Ó�� ÏÞÁ� ÙË� ÈÛ¯�Ô� ÙÔù ÁÚ·ÌÌÈÎÔ� ÓÞÌÔù ÙÔù Hooke Î·È ÔÈ Ù¿ÛÂÈ� sx , sy  Î·È
txy  ÌðÔÚÔ�Ó Ó· ðÚÔÎ��ÔùÓ ·Ì¤Û�� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ Ù�Ó È���Ó �ÂùÙ¤Ú�Ó ÌÂÚÈÎÒÓ ð·Ú·ÁÒÁ�Ó ��
ÂÍ�� (ÌÂÙ¿ Î·È  ÙË Û¯ÂÙÈÎ� ·ðÏÔðÔ�ËÛË Ù�Ó ·ðÔÙÂÏÂÛÌ¿Ù�Ó Ì¤ ÙËÓ ·Ó·ÁÎ·�· Â�Ò ¯Ú�ÛË Î·È
ÙË� ÂÓÙÔÏ�� Simplify):

In[5]:= ∆¿ÛÂÈ� = Solve@¡ÞÌÔ�∆ÔùHooke, 8sx, sy, txy<DP1T êê Simplify

Out[5]= :txy Ø -
zEwH1,1LHx, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

n + 1
, sx Ø

zE HnwH0,2LHx, yL + wH2,0LHx, yLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

n2 - 1
,

sy Ø
zE HwH0,2LHx, yL+ nwH2,0LHx, yLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

n2 - 1
>

�ÙÔ ÛËÌÂ�Ô ·ùÙÞ ðÚ¤ðÂÈ Ó· ð·Ú·ÙËÚËõÂ� ÞÙÈ ÞÏÂ� ÔÈ �·ÛÈÎ¤� ÛùÓÈÛÙÒÛÂ� Ù�Ó ÌÂÙ·ÙÔð�ÛÂ�Ó,
Ù�Ó  ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó  Î·È  Ù�Ó  Ù¿ÛÂ�Ó  ¤¯ÔùÓ  ��Ë  ÂÎÊÚ·ÛõÂ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ  Ù�Ó  Î·Ù¿ÏÏ�Ï�Ó
ð·Ú·ÁÒÁ�Ó ÙÔù �¤ÏÔù� Î¿Ì�Â�� (ÙË� �ùõ�ÛÂ��) wHx, yL  ÙË� ðÏ¿Î·�. ÕÚ· ÙÔ �¤ÏÔ� ·ùÙÞ ¤¯ÂÈ
��Ë  Î·Ù·ÛÙÂ�  ÙÔ  �·ÛÈÎÞ  Ì¤ÁÂõÔ�  ðÚÔ�  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÌÞ  ÛÙÔ  ÛùÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ  ðÚÞ�ÏËÌ·  ÛùÓ�õÔù�
ðÏ¿Î·�  Î·È  Ô ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÌÞ�  ÙÔù  ÁÈ· ÌÈ· ÛùÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ðÏ¿Î· (ÁÂ�ÌÂÙÚ�·,  ùÏÈÎÞ,  ÛùÓÔÚÈ·Î¤�
ÛùÓõ�ÎÂ�  Î·È  ÊÞÚÙÈÛË)  õ·  ÂðÈÙÚ¤�ÂÈ  ÙÔÓ  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÌÞ  Î·È  Ù�Ó  ÌÂÁÂõÒÓ  ðÔù  ðÚÔ·Ó·Ê¤Ú-
õËÎ·Ó (ÌÂÙ·ÙÔð�ÛÂ�Ó, ð·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂ�Ó Î·È Ù¿ÛÂ�Ó) Î·õÒ� Î·È Ù�Ó ÚÔðÒÓ Î·È Ù�Ó ÙÂÌÓÔù-
ÛÒÓ �ùÓ¿ÌÂ�Ó, Þð�� õ· Á�ÓÂÈ Û·Ê¤� ð·Ú·Î¿Ù�, ÛÂ ÔÏÞÎÏËÚË ÙË� ðÏ¿Î· ÌÂ �¿ÛË ÙÔù� ð·Ú·-
ð¿Ó�  Ù�ðÔù�.  ∂ð'  ÂùÎ·ÈÚ�·  ·�  ÛËÌÂÈ�õÂ�  ÞÙÈ  ÛÂ  ·ÓÙ�õÂÛË  ÌÂ  ÙÔ  ðÚÞ�ÏËÌ·  ÙË�  ÛùÓ�õÔù�
ðÏ¿Î·� ÛÙÔ ðÚÞ�ÏËÌ· ÙË� ∂ð�ðÂ�Ë� ∂Ï·ÛÙÈÎÞÙËÙ·� ÙÔ �·ÛÈÎÞ Ì¤ÁÂõÔ� ðÚÔ� ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÌÞ, Ë
¿ÁÓ�ÛÙË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÛÙË  �È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�,  ðÔù  Â�Ó·È  Ë  Ù·ÛÈÎ�
ÛùÓ¿ÚÙËÛË ÙÔù Airy AHx, yL , ÛÙÂÚÂ�Ù·È ÙÔù ðÏÂÔÓÂÎÙ�Ì·ÙÔ� ÙË� ÊùÛÈÎ�� ÂÚÌËÓÂ�·�. 

2.3. �Ôð¤� Î·È �ùÛÎ·��·

ªÂ  ÙË  ¯Ú�ÛË  Ù�Ó  ÛùÓÈÛÙ�ÛÒÓ  Ù�Ó  Ù¿ÛÂ�Ó  sx,  sy  Î·È  txy  ÌðÔÚÔ�Ó  Âð�ÛË�  Ó·  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈ-
ÛõÔ�Ó Î·È ÔÈ ÚÔð¤� Mx , My  Î·È Mxy  ð¿Ó� ÛÙËÓ ðÏ¿Î·, ·ðÞ ÙÈ� ÔðÔ�Â� ÔÈ ��Ô ðÚÒÙÂ�, Mx  Î·È
My , Â�Ó·È ÔÈ ÚÔð¤� Î¿Ì�Â��, ÂÓÒ Ë ÙÚ�ÙË, Mxy = Myx , Â�Ó·È Ë ÚÔð� ÛùÛÙÚÔÊ�� [1-4]. √È ÚÔð¤�
·ùÙ¤�  ðÚÔÛ�ÈÔÚ�úÔÓÙ·È  Â�ÎÔÏ· ÌÂ ·ðÏ¤�  ÔÏÔÎÏËÚÒÛÂÈ�  Î·Ù¿ Ì�ÎÔ� ÙÔù  ð¿¯Ôù� @-h ê2, h ê2D
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ÙË�  ðÏ¿Î·�  Î·È  ðÚÔÊ·ÓÒ� ÂÎÊÚ¿úÔÓÙ·È  Î·È  ·ùÙ¤�  (·ÎÚÈ�Ò�  Þð�� Î·È  ÔÈ  Ù¿ÛÂÈ�)  Ì¤Û� �Âù-
Ù¤Ú�Ó ÌÂÚÈÎÒÓ ð·Ú·ÁÒÁ�Ó ÙÔù �¤ÏÔù� Î¿Ì�Â�� w = wHx, yL  ÙË� ðÏ¿Î·�, ·ÊÔ� [1-4]

In[6]:= �Ôð¤� = 9Mx = ‡
- hÄÄÄÄÄ2

hÄÄÄÄÄ2 Hsx ê. ∆¿ÛÂÈ�L z ‚ z,

My = ‡
- hÄÄÄÄÄ2

hÄÄÄÄÄ2 Hsy ê. ∆¿ÛÂÈ�L z ‚ z, Mxy = ‡
- hÄÄÄÄÄ2

hÄÄÄÄÄ2 Htxy ê. ∆¿ÛÂÈ�L z ‚ z=
Out[6]= : h3 E HnwH0,2LHx, yL + wH2,0LHx, yLL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
12 Hn2 - 1L ,

h3 E HwH0,2LHx, yL + nwH2,0LHx, yLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

12 Hn2 - 1L , -
h3 EwH1,1LHx, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
12 Hn + 1L >

°È· ÙËÓ ·ðÏÔ�ÛÙÂùÛË Ù�Ó ·Ì¤Û�� ðÈÔ ð¿Ó� Ù�ð�Ó ÁÈ· ÙÈ� ÚÔð¤� ÌðÔÚÂ� Ó· Á�ÓÂÈ Ë ÂÍ�� ·ÓÙÈ-
Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ÙÔù Ì¤ÙÚÔù ÂÏ·ÛÙÈÎÞÙËÙ·� E  ·ðÞ ÙË �ùÛÎ·Ì��· D  ÙË� ðÏ¿Î·�:

In[7]:= ∞ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË = h3 E Æ 12 D H1 - n2L;
∆ÒÚ· Ë �ùÛÎ·Ì��· D  ðÚÔÎ�ðÙÂÈ ÙÂÏÈÎ¿ ÞÙÈ ÔÚ�úÂÙ·È ·ðÞ ÙÔÓ Ù�ðÔ

In[8]:= ¢ùÛÎ·Ì��· = Solve@h3 E ä 12 D H1 - n2L, DD
Out[8]= ::D Ø

h3 E
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
12 H1 - n2L >>

¶·Ú·ÙËÚÔ�ÌÂ  ·ÛÊ·ÏÒ� ÞÙÈ  Ë  �ùÛÎ·Ì��· D  Â�Ó·È  ¤Ó·  Û�ÓõÂÙÔ ÁÂ�ÌÂÙÚÈÎÞ-ÌË¯·ÓÈÎÞ  Ì¤ÁÂõÔ�
ðÔù ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ÙÞÛÔ ·ðÞ ÙÔ ð¿¯Ô� h  ÙË� ÛùÓ�õÔù� ðÏ¿Î·� ÞÛÔ Î·È ·ðÞ ÙÈ� ÂÏ·ÛÙÈÎ¤� ÛÙ·õÂ-
Ú¤� (Ì¤ÙÚÔ ÂÏ·ÛÙÈÎÞÙËÙ·�  ∂ Î·È ÏÞÁÔ ÙÔù Poisson n) ÙÔù ÈÛÞÙÚÔðÔù  ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÂÏ·ÛÙÈÎÔ� ùÏÈ-
ÎÔ� ÙË�. ¶ÂÚÈÛÛÞÙÂÚÔ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·ðÞ  ÙÔ ð¿¯Ô� h  (ð.¯.  �ÈðÏ·ÛÈ·ÛÌÞ�  ÙÔù  ð¿¯Ôù� Ô�ËÁÂ� ÛÂ
ÔÎÙ·ðÏ·ÛÈ·ÛÌÞ  ÙË�  �ùÛÎ·Ì��·�  D)  ð·Ú¿  ·ðÞ  ÙÔ  Ì¤ÙÚÔ  ÂÏ·ÛÙÈÎÞÙËÙ·�  E  (ðÚÔ�  ÙÔ  ÔðÔ�Ô
Â�Ó·È  ·Ó¿ÏÔÁË),  ÂÓÒ  Ë  ÂðÈÚÚÔ�  ÙÔù  ÏÞÁÔù  ÙÔù  Poisson  n  ÛÙËÓ  ÙÈÌ�  ÙË�  �ùÛÎ·Ì��·�  D  Â�Ó·È
ÂÓÙÂÏÒ�  ·ÌÂÏËÙ¤·.  ∂Ó  ð¿ÛË  ðÂÚÈðÙÒÛÂÈ  ÔÈ  Ù�ðÔÈ  ÁÈ·  ÙÈ�  ÚÔð¤�  ÛÙËÓ  ðÏ¿Î·  ð·�ÚÓÔùÓ  ÙËÓ
ÂÍ�� ÌÔÚÊ� ÌÂ ÙËÓ ð·ÚÔ�Û· ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ∞ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË

In[9]:= �Ôð¤� = �Ôð¤� ê. ∞ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË êê Simplify

Out[9]= 8-D HnwH0,2LHx, yL + wH2,0LHx, yLL, -D HwH0,2LHx, yL + nwH2,0LHx, yLL, D Hn - 1LwH1,1LHx, yL<
2.4. ∂ÍÈÛÒÛÂÈ� ÈÛÔÚÚÔð�·�

ÀðÞ ÙÈ� ð·ÚÔ�ÛÂ� ÛùÓõ�ÎÂ� ·ðÔÌ¤ÓÂÈ Ë ÈÎ·ÓÔðÔ�ËÛË Ù�Ó ÛÙÂÚÂÔÛÙ·ÙÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ÈÛÔÚÚÔ-
ð�·� ÙË� ðÏ¿Î·� (ÛÂ Î¿õÂ ·ðÂÈÚÔÛÙÞ ÛÙÔÈ¯Â�Ô ÙË�). ∞ùÙ¤� ¤¯ÔùÓ ÙËÓ ÌÔÚÊ� ÙË� ÂÓÙÔÏ�� (10)
ð·Ú·Î¿Ù�  [1-4]  Î·È  ·ðÔÙÂÏÔ�Ó  Û�ÛÙËÌ·  ÙÚÈÒÓ ÂðÈðÏ¤ÔÓ  �È·ÊÔÚÈÎÒÓ  ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�
ð·Ú·ÁÒÁÔù�. √È ��Ô ðÚÒÙÂ� ·ðÞ ·ùÙ¤� ÙÈ� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÈÛÔÚÚÔð�·� ÔùÛÈ·ÛÙÈÎ¿ ÂÎÊÚ¿úÔùÓ ÙÈ�
Ù¤ÌÓÔùÛÂ� (� �È·ÙÌËÙÈÎ¤�) �ùÓ¿ÌÂÈ� Qx  Î·È Qy  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ Ù�Ó ðÚÒÙ�Ó ÌÂÚÈÎÒÓ ð·Ú·ÁÒÁ�Ó
Ù�Ó ÚÔðÒÓ. ∂ðÔÌ¤Ó�� ÙÔ Û�ÛÙËÌ· ·ùÙÞ  Â�Ó·È Â�ÎÔÏÔ Ó· ·Ó·¯õÂ� ÛÂ Ì�· ÌÞÓÔ �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�-
Û�ÛË  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�,  Â¿Ó  ÏËÊõÂ�  ùðÞ�Ë  Î·È  ÙÔ  ÁÂÁÔÓÞ�  ÞÙÈ  ÔÈ  ÚÔð¤�  ¤¯ÔùÓ  ��Ë
ÂÎÊÚ·ÛõÂ� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ ÙÔù �¤ÏÔù� Î¿Ì�Â�� wHx, yL  ÌÂ ÙËÓ ðÈÔ ð¿Ó� Ï�ÛÙ· �Ôð¤�. ��ÌÊ�Ó·
ÌÂ  ·ùÙ¿  Ë  Mathematica  ÌÂÚÈÌÓ¿  ÁÈ·  ÙËÓ  ÙÂÏÈÎ�  ÁÚ·Ê�  (ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ  ÙÔù  �¤ÏÔù�  Î¿Ì�Â��
wHx, yL) ÙÞÛÔ Ù�Ó ÙÂÌÓÔùÛÒÓ �ùÓ¿ÌÂ�Ó Qx  Î·È Qy  ÞÛÔ Î·È ÙË� ÙÂÏÈÎ�� �È·ÊÔÚÈÎ�� ÂÍÈÛÒÛÂ��
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ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�  (ÁÈ·  ÙËÓ  ÈÛÔÚÚÔð�·  ÛÂ  �ÈÂ�õùÓÛË Î¿õÂÙË  ÛÙËÓ  ðÏ¿Î·,  �ËÏ·��  Î·Ù¿
ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· z). µ¤�·È· ÛÙË �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ùðÂÈÛ¤Ú¯ÂÙ·È Î·È Ë Î¿õÂÙË Î·Ù·ÓÂÌËÌ¤ÓË ÊÞÚÙÈ-
ÛË pHx, yL  (ÛÂ kN êm2  � ÛÂ  ·Ó¿ÏÔÁÂ�  ÌÔÓ¿�Â�)  ð¿Ó� ÛÙËÓ ðÏ¿Î·.  ∂ðÔÌ¤Ó�� ðÚÔÎ�ðÙÔùÓ  ÔÈ
ÂÍ�� ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ� ÁÈ· ÙÈ� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÈÛÔÚÚÔð�·� [1-4]:

In[10]:= ∂ÍÈÛÒÛÂÈ�πÛÔÚÚÔð�·� =8Qx = ∂x Mx + ∂y Mxy, Qy = ∂x Mxy + ∂y My, ∂x Qx + ∂y Qy ä -p@x, yD< ê.
∞ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË êê FullSimplify

Out[10]= 8-D HwH1,2LHx, yL + wH3,0LHx, yLL, -D HwH0,3LHx, yL + wH2,1LHx, yLL,
pHx, yL == D HwH0,4LHx, yL + 2 wH2,2LHx, yL +wH4,0LHx, yLL<

2.5. ¢È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÙË� ðÏ¿Î·�

∞ðÞ  ÙÈ� ðÈÔ ð¿Ó� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÈÛÔÚÚÔð�·� Ë ÙÚ�ÙË Â�Ó·È Ë ÙÂÏÈÎ� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤�
ð·Ú·ÁÒÁÔù� ðÔù  úËÙÂ�Ù·È ÌÂ ¿ÁÓ�ÛÙË ÛùÓ¿ÚÙËÛË (ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË ÌÂÙ·�ÏËÙ�) ÙÔ �¤ÏÔ� Î¿Ì�Â-
��  (��õÈÛË,  Î¿õÂÙË  ÌÂÙ·ÙÞðÈÛË)  wHx, yL  ÙË�  ÛùÓ�õÔù�  ðÏ¿Î·�  Î·È  ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ�  ÌÂÙ·�ÏËÙ¤�
ÙÈ� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ� x  Î·È y  Ù�Ó ÛËÌÂ��Ó ÙË� ðÏ¿Î·�. �¯ÔùÌÂ ÏÔÈðÞÓ ÙËÓ ÂÍ�� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�-
ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� (partial differential equation, pde)

In[11]:= pde = ¢È·ÊÔÚÈÎ�∂Í�Û�ÛË¶Ï¿Î·� = ∂ÍÈÛÒÛÂÈ�πÛÔÚÚÔð�·�P3T
Out[11]= pHx, yL == D HwH0,4LHx, yL + 2 wH2,2LHx, yL + wH4,0LHx, yLL
∞ùÙ� Â�Ó·È ðÚÔÊ·ÓÒ� ÌÈ· ÁÚ·ÌÌÈÎ� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� ÙÂÙ¿ÚÙË� Ù¿-
ÍÂ�� ÌÂ ÛÙ·õÂÚÔ�� ÛùÓÙÂÏÂÛÙ¤� Î·È Ì¿ÏÈÛÙ· ÌË ÔÌÔÁÂÓ�� ÏÞÁ� ÙË� ð·ÚÔùÛ�·� ÙË� ÊÔÚÙ�ÛÂ-
�� pHx, yL  ÙË� ðÏ¿Î·� ðÔù  ÌðÔÚÂ� Ó· �È·ÈÚÂõÂ� ÌÂ ÙË �ùÛÎ·Ì��· D . ∫·Ó¤Ó· ¿ÏÏÔ ÂÏ·ÛÙÈÎÞ  �
ÁÂ�ÌÂÙÚÈÎÞ  Ì¤ÁÂõÔ�  ÙË�  ðÏ¿Î·�  (ÂÎÙÞ�  ·ðÞ  ÙË  �ùÛÎ·Ì��·  ÙË�)  �ÂÓ  ùðÂÈÛ¤Ú¯ÂÙ·È  (·ÓÂÍ¿Ú-
ÙËÙ·  ÂÓÓÔÂ�Ù·È)  ÛÙË  �È·ÊÔÚÈÎ�  ·ùÙ�  ÂÍ�Û�ÛË.  ∞ÛÊ·ÏÒ�  Ë  ��È·  ÂÍ�Û�ÛË  ÁÚ¿ÊÂÙ·È  ÂÏ¿¯ÈÛÙ·
·ðÏÔ�ÛÙÂÚ· �È·ÈÚÒÓÙ·� Î·È Ù· ��Ô Ì¤ÏË ÙË� ÌÂ ÙË �ùÛÎ·Ì��· D  Î·È Ê¤ÚÓÔÓÙ·� ÙËÓ ¿ÁÓ�ÛÙË
ÛùÓ¿ÚÙËÛË (ÙÔ �¤ÏÔ� Î¿Ì�Â��) wHx, yL  ÛÙÔ ·ÚÈÛÙÂÚÞ Ì¤ÏÔ� �� ÂÍ��:

In[12]:= pde = pdeP2T êD ä pdeP1T êD

Out[12]= wH0,4LHx, yL + 2 wH2,2LHx, yL +wH4,0LHx, yL == pHx, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

D

∫·Ù·Ï�Í·ÌÂ ÂðÔÌ¤Ó�� ÛÙËÓ ÎÏ·ÛÈÎ� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÙË� ÛùÓ�õÔù� ðÏ¿Î·� ùðÞ ÙÈ� ð·Ú·-
�Ô¯¤� ðÔù Á�ÓÔÓÙ·È ÛÙËÓ ∆Â¯ÓÈÎ� £Â�Ú�· Ù�Ó ¶Ï·ÎÒÓ Î·È ÔÈ ÔðÔ�Â� ðÂÚÈÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ÛÙË Û¯ÂÙÈ-
Î� �È�ÏÈÔÁÚ·Ê�· (ð.¯. ÛÙÈ� ðÈÔ ð¿Ó� ·Ó·ÊÔÚ¤� [1-4]). ∏ �È·ÊÔÚÈÎ� ·ùÙ� ÂÍ�Û�ÛË �Ú¤õËÎÂ ÁÈ·
ðÚÒÙË ÊÔÚ¿ ·ðÞ  ÙÔ  Lagrange  ÙÔ 1811,  Þð�� ��Ë ÛËÌÂÈÒõËÎÂ Î·È  ÛÙËÓ ÂÈÛ·Á�ÁÈÎ� ÂÓÞÙËÙ·
·ùÙÔ� ÙÔù  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔù  notebook,  Î·È  ð·Ú·Ì¤ÓÂÈ  Î·È  Û�ÌÂÚ· Ë  ÎÏ·ÛÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË ðÔù  ¯ÚË-
ÛÈÌÔðÔÈÂ�Ù·È  ÛÙË  ÌÂÏ¤ÙË  Î·È  ÛÙËÓ  ðÚ·ÎÙÈÎ�  ÂÊ·ÚÌÔÁ�  Ù�Ó  ÛùÓ�õ�Ó  ðÏ·ÎÒÓ.  ¶ÈÔ  ðÔÏ�-
ðÏÔÎÂ�  (Ù·ùÙÞ¯ÚÔÓ· ÞÌ�� Î·È ðÈÔ ·ÎÚÈ�Â��) õÂ�Ú�Â� ¤¯ÔùÓ Âð�ÛË� ·Ó·ðÙù¯õÂ�,  Þð�� Â�Ó·È Ë
õÂ�Ú�· ÙÔù Reissner. ¶Ú¤ðÂÈ ÞÌ�� Ó· ÔÌÔÏÔÁËõÂ� ÞÙÈ Ë ·ðÏÞÙËÙ· ÙË� ð·Ú·ð¿Ó� �È·ÊÔÚÈÎ��
ÂÍÈÛÒÛÂ�� pde ÙËÓ  Î·õÈÛÙ¿ ðÚÔÙÈÌÞÙÂÚË  ÁÈ· ÙÔÓ ¶ÔÏÈÙÈÎÞ  ªË¯·ÓÈÎÞ  ¤ÛÙ� Î·È  ð·Ú¿ ÙÈ� ÂÏ-
ÏÂ��ÂÈ�  ÙË� Î·È  ÙÈ�  ð·Ú·�Ô¯¤�  ðÔù  ¤ÁÈÓ·Ó Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÍ·Á�Á� Ù�Ó Ù�ð�Ó ð¿Ó� ÛÙÔù� ÔðÔ�-
Ôù� �·Û�ÛõËÎÂ. ∞ùÙ¤� ÊùÛÈÎ¿ ·ÌÂÏ�Û·ÌÂ Ó· ÙÈ� ÙÔÓ�ÛÔùÌÂ ðÈÔ ð¿Ó�. ∂�Ò ·ðÔÛÎÔðÔ�ÌÂ ÛÙËÓ
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Âð��ÂÈÍË  ÙË�  �ùÓ·ÙÞÙËÙ·�  ·Ó·Á�Á��  ÂÓÞ�  ÛùÛÙ�Ì·ÙÔ�  �È·ÊÔÚÈÎÒÓ  ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�
ð·Ú·ÁÒÁÔù� Î·È ÛùÓ�õ�Ó ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó (Þð�� Â�Ó·È Ô ÓÞÌÔ� ÙÔù Hooke) ÛÂ Ì�· ÌÞÓÔ �È·ÊÔÚÈÎ�
ÂÍ�Û�ÛË  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�.  ∫·È  Ì¿ÏÈÛÙ·  ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈÔ�ÌÂ  ÌÈ·  ·ÚÎÂÙ¿  ·ùÙÔÌ·ÙÔðÔÈË-
Ì¤ÓË Ì¤õÔ�Ô ÌÂ ÙË �Ô�õÂÈ· ÙË� Mathematica, Þð�� Â��·ÌÂ ð·Ú·ð¿Ó�.

2.6. ∞ÚÌÔÓÈÎÞ� Î·È �È·ÚÌÔÓÈÎÞ� ÙÂÏÂÛÙ��

∏ ð·Ú·ð¿Ó� ÂÍ�Û�ÛË ÙË� ÛùÓ�õÔù� ðÏ¿Î·� ÌðÔÚÂ� ·ÛÊ·ÏÒ� Ó· ÁÚ·ÊÂ� Î·È ÌÂ ÙË ¯Ú�ÛË ÙÔù
·ÚÌÔÓÈÎÔ� ÙÂÏÂÛÙ� (� ÙÂÏÂÛÙ� ÙÔù Laplace) ¢ Î·È ÙÔù �È·ÚÌÔÓÈÎÔ� ÙÂÏÂÛÙ� ¢2  ðÔù ÂÓ ðÚÔÎÂÈ-
Ì¤Ó� �ËÏÒÓÔÓÙ·È  Û·Ó ∏  Î·È µ∏  ·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯· (ÌÂ �¿ÛË ÙÈ� ��Ô Ï¤ÍÂÈ�  harmonic,  ·ÚÌÔÓÈÎÞ�, Î·È
biharmonic, �È·ÚÌÔÓÈÎÞ�). √È ÔÚÈÛÌÔ� Ù�Ó ÙÂÏÂÛÙÒÓ ·ùÙÒÓ ÛÙÈ� ��Ô �È·ÛÙ¿ÛÂÈ� x y  Â�Ó·È 

In[13]:= H@u_D := ∂8x,2<u + ∂8y,2<u
In[14]:= BH@u_D := ∂8x,4<u + 2 ∂8x,2<,8y,2<u + ∂8y,4<u
¶ÚÔÊ·ÓÒ�  Ô  �È·ÚÌÔÓÈÎÞ�  ÙÂÏÂÙ��  BH  �ËÏÒÓÂÈ  �ÈðÏ�  ÂÊ·ÚÌÔÁ�  (��Ô  �È·�Ô¯ÈÎ¤�  ÂÊ·ÚÌÔÁ¤�)

ÙÔù ·ÚÌÔÓÈÎÔ� ÙÂÏÂÛÙ� H.

ÕÚ·  Ë  �È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  ÙË�  ÛùÓ�õÔù�  ðÏ¿Î·�  (12)  ÌðÔÚÂ�,  Þð��  ·Ì¤Û��  �È·ðÈÛÙÒÓÂÙ·È,
Ó· ÁÚ·ÊÂ� (·ðÞÏùÙ· ÈÛÔ��Ó·Ì·) Î·È ÌÂ ÙË �Ô�õÂÈ· ÙÔù �È·ÚÌÔÓÈÎÔ� ÙÂÏÂÛÙ� BH  �� ÂÍ��:

In[15]:= pde = BH@w@x, yDD ä
p@x, yD
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

D

Out[15]= wH0,4LHx, yL + 2 wH2,2LHx, yL +wH4,0LHx, yL == pHx, yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

D

2.7. ∆Ô ð·Î¤ÙÔ VectorAnalysis

�ÙÔ ÛËÌÂ�Ô ·ùÙÞ ðÚ¤ðÂÈ Ó· ÛËÌÂÈ�õÂ� ÞÙÈ ÙÞÛÔ Ô ·ÚÌÔÓÈÎÞ� ÙÂÏÂÛÙ�� (Ô ÙÂÏÂÛÙ�� ÙÔù Laplace)
ÞÛÔ Î·È Ô �È·ÚÌÔÓÈÎÞ� ÙÂÏÂÛÙ�� (Î·õÒ� Î·È ¿ÏÏÔÈ ÙÂÏÂÛÙ¤� ðÔù ¤¯ÔùÓ Û¯¤ÛË ÌÂ ÙË ¢È·ÓùÛÌ·-
ÙÈÎ�  ∞Ó¿ÏùÛË)  Â�Ó·È  �È·õ¤ÛÈÌÔÈ  ÛÙÔ  ð·Î¤ÙÔ  Calculus`VectorAnalysis`  ÙË�  Mathematica  ÌÂ  ÙÈ�
ÔÓÔÌ·Û�Â�  Laplacian  Î·È  Biharmonic  ·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯·.  ∞ùÙÞ  ÙÔ  ð·Î¤ÙÔ  ÌðÔÚÂ�  Ó· ÎÏËõÂ�,  Ó·  ÊÔÚ-
Ù�õÂ�, ÌÞÏÈ� ÙÔ ¯ÚÂÈ·ÛõÔ�ÌÂ, ÌÂ ÙË ¯Ú�ÛË ÙË� ÂÓÙÔÏ��

In[16]:= Needs@"Calculus`VectorAnalysis`"D
� ÙË� ·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯Ë� Ï�ÁÔ ÛùÓÙÔÌÞÙÂÚË� ÂÓÙÔÏ�� <<Calculus`VectorAnalysis`. ªðÔÚÔ�ÌÂ Ó· ð¿-
ÚÔùÌÂ  Î·È  Î¿ðÔÈÂ�  ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ�ÂÈ�  ðÏËÚÔÊÔÚ�Â�  ÁÈ·  ÙÈ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  Laplacian  Î·È  Biharmonic
ÌÂ ÙË ¯Ú�ÛË ÙË� ÂÓÙÔÏ�� ??

In[17]:= ?? Laplacian

Laplacian@fD gives the Laplacian of the scalar- or vector-valued

function f in the default coordinate system. Laplacian@f, coordsysD
gives the Laplacian of f in the coordinate system coordsys. More…

Attributes@LaplacianD = 8Protected, ReadProtected<
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In[18]:= ?? Biharmonic

Biharmonic@fD gives the Laplacian of the Laplacian of the scalar

function f in the default coordinate system. Biharmonic@f, coordsysD
gives the biharmonic of f in the coordinate system coordsys. More…

Attributes@BiharmonicD = 8Protected, ReadProtected<
Î·È ðÔÏ� ðÂÚÈÛÛÞÙÂÚÂ� ·ðÞ ÙÈ� EðÈÏÔÁ¤� BÔ�õÂÈ·� (Help Menu) ÙË� Mathematica.

∆Ô Û�ÛÙËÌ· ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤Ó�Ó ðÔù ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈÔ�ÌÂ ÙÔ �ËÏÒÓÔùÌÂ Â�ÙÂ ÌÂ Î¿õÂ ÎÏ�ÛË ÙË� ÂÓÙÔ-
Ï�� Laplacian � Biharmonic � Ì�· ÊÔÚ¿ ÌÞÓÔ Ì¤Û� ÙË� ÂÓÙÔÏ�� SetCoordinates, ð.¯.

In[19]:= SetCoordinates@Cartesian@x, y, zDD
Out[19]= CartesianHx, y, zL
¶¤Ú·  ·ðÞ  ÙÈ�  ∫·ÚÙÂÛÈ·Ó¤�  ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�  Hx, y, zL  (ðÔù  ÌðÔÚÔ�Ó  Ó·  �ËÏ�õÔ�Ó  Î·È  ÌÂ  ¿ÏÏ·
Û�Ì�ÔÏ·)  ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈÔ�ÓÙ·È  Î·È  ÔÈ  ÎùÏÈÓ�ÚÈÎ¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ� Hr, q, zL  (Î·È  ·ùÙ¤� ÌðÔÚÔ�Ó Ó·

�ËÏ�õÔ�Ó  Î·È  ÌÂ  ¿ÏÏ·  Û�Ì�ÔÏ·),  ·ÎÞÌ·  Î·È  ÞÙ·Ó  ¤¯ÔùÌÂ  ðÔÏÈÎ¤�  ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ�  Hr, q L ,
Î·õÒ� Î·È ÔÈ ÛÊ·ÈÚÈÎ¤� ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ� Hr, q, fL  (Î·È ·ùÙ¤� ÌðÔÚÔ�Ó Ó· �ËÏ�õÔ�Ó Î·È ÌÂ ¿ÏÏ·
Û�Ì�ÔÏ·). ∂Ó ð¿ÛË ðÂÚÈðÙÒÛÂÈ Â�Ó·È ¯Ú�ÛÈÌÔ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈÂ�Ù·È Ë ÂÓÙÔÏ� SetCoordinates  ÛÂ
Î¿õÂ  ðÚÞ�ÏËÌ·  ÙÔ  ÔðÔ�Ô  ¤¯ÂÈ  Ó·  ·ÓÙÈÌÂÙ�ð�ÛÂÈ  Ô  ¶ÔÏÈÙÈÎÞ�  ªË¯·ÓÈÎÞ�  ÌÂ  ÛÙ·õÂÚ¤�  ÛùÓÙÂ-
Ù·ÁÌ¤ÓÂ�. ∞Ó ÔÈ ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ� ·ÏÏ¿ÍÔùÓ, ðÚ¤ðÂÈ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈËõÂ�  Í·Ó¿ Ë ��È· ÂÓÙÔÏ�.

2.8. ∂Ê·ÚÌÔÁ� ÛÙËÓ ·ðÏ¿ Â�Ú·úÞÌÂÓË ÈÛÞðÏÂùÚË ÙÚÈÁ�ÓÈÎ� ðÏ¿Î·

£· ÂÍÂÙ¿ÛÔùÌÂ ÙÒÚ· ÙÔ ÎÏ·ÛÈÎÞ  ðÚÞ�ÏËÌ· ÙË� ÈÛÞðÏÂùÚË� ÙÚÈÁ�ÓÈÎ�� ðÏ¿Î·� ��Ôù� a  Î·È
�ùÛÎ·Ì��·� D ùðÞ ÛÙ·õÂÚ� Î¿õÂÙË Î·Ù·ÓÂÌËÌ¤ÓË ÊÞÚÙÈÛË pHx, yL = p0  ÛÂ ÔÏÞÎÏËÚË ÙËÓ ÂðÈ-
Ê¿ÓÂÈ· ÙË� ðÏ¿Î·� ÌÂ ÙËÓ ÂÍ�� ¤ÎÊÚ·ÛË wtHx, yLÙÔù �¤ÏÔù� Î¿Ì�ÂÒ� ÙË� w:

In[20]:= wt@x_, y_D =
p0

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
64 D a

 
ikjjjx3 - a Hx2 + y2L - 3 x y2 +

4
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
27

 a3y{zzz 
ikjjj 4

ÄÄÄÄÄÄ
9

 a2 - x2 - y2y{zzz êê Factor

Out[20]=
Ha+ 3 xL H4 a2 - 12 x a+ 9 x2 - 27 y2L H4 a2 - 9 x2 - 9 y2L p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

15552 a D

H ðÏ¿Î· ·ùÙ� õÂ�ÚÂ�Ù·È ·ðÏ¿ Â�Ú·úÞÌÂÓË ÛÙËÓ ðÂÚ�ÌÂÙÚÞ ÙË� ÌÂ ÙÈÌ� ÙÔù �¤ÏÔù� Î¿Ì�ÂÒ�
ÙË� w  ÛÙ·õÂÚ�, ÌË�ÂÓÈÎ� ÛÙËÓ ðÂÚ�ÌÂÙÚÔ ·ùÙ�, ðÔù  ·ðÔÙÂÏÂ�Ù·È  ðÚÔÊ·ÓÒ� ·ðÞ  ÙÚ�· Âùõ�-
ÁÚ·ÌÌ· ÙÌ�Ì·Ù· �� ÂÍ��:

In[21]:= ¶ÂÚ�ÌÂÙÚÔ� = c = Ï�ÛË1 = SolveAx3 - a Hx2 + y2L - 3 x y2 +
4

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
27

 a3 ä 0, xE êê Simplify

Out[21]= ::x Ø -
a
ÅÅÅÅÅÅ
3
>, :x Ø

2 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3

-
è!!!!3 y>, :x Ø

2 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3

+
è!!!!3 y>>

√  �Â�ÙÂÚÔ�  ð·Ú¿ÁÔÓÙ·�  ÙË�  ðÈÔ  ð¿Ó� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ��  wtHx, yL ,  Ë  ÔðÔ�·  �ËÏÒÓÂÈ  ðÂÚÈÊ¤ÚÂÈ·,
·Ó ÂÍÈÛ�õÂ� ÌÂ ÙÔ ÌË�¤Ó,
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In[22]:= Ï�ÛË2 = SolveA 4
ÄÄÄÄÄÄ
9

 a2 - x2 - y2 ä 0, xE
Out[22]= ::x Ø -$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%4 a2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
9

- y2 >, :x Ø $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%4 a2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

9
- y2 >>

ðÚÔÊ·ÓÒ�  �ÂÓ  ·ÊÔÚ¿  ÛÙËÓ  ÙÌËÌ·ÙÈÎ¿  Âùõ�ÁÚ·ÌÌË  ðÂÚ�ÌÂÙÚÔ  ÙË�  ÙÚÈÁ�ÓÈÎ��  ðÏ¿Î·�,  ·ÏÏ'
·ðÏ¿  ÛÂ  Î�ÎÏÔ  ¤Í�  ·ðÞ  ÙËÓ  ðÏ¿Î·  ·ùÙ�,  ÞðÔù  �¤�·È·  ÌË�ÂÓ�úÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  wtHx, yL .
�Ì�� ÙÔ ÁÂÁÔÓÞ� ·ùÙÞ �ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ÔùÛÈ·ÛÙÈÎÞ ÓÞËÌ· ÁÈ· ÙËÓ ��È· ÙËÓ ÙÚÈÁ�ÓÈÎ� ðÏ¿Î·.

£·  ðÚÔ¯�Ú�ÛÔùÌÂ  ÙÒÚ·  ÛÙÈ�  Û¯ÂÙÈÎ¤�  Âð·ÏËõÂ�ÛÂÈ�  ��  ðÚÔ�  ÙË  �È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  ÙË�
ðÏ¿Î·�  Î·õÒ�  Î·È  ��  ðÚÔ�  ÙÈ�  ÛùÓÔÚÈ·Î¤�  ÛùÓõ�ÎÂ�  ÛÙËÓ  ðÂÚ�ÌÂÙÚÞ  ÙË�.  °È·  ÙÔ  ðÚÞ�ÏËÌ·
ÙË�  ·ðÏ¿  Â�Ú·úÞÌÂÓË�  ÛùÓ�õÔù�  ðÏ¿Î·�,  Þð��  ÛùÌ�·�ÓÂÈ  Â�Ò,  õ·  ðÚ¤ðÂÈ  ÙÞÛÔ  ÙÔ  �¤ÏÔ�
Î¿Ì�Â�� w  ÞÛÔ Î·È Ë §·ðÏ·ÛÈ·Ó� ÙÔù ¢w  Ó· Â�Ó·È �ÛÂ� ÌÂ ÙÔ ÌË�¤Ó ÛÙÔ Û�ÓÔÚÔ ÙË� ðÏ¿Î·�.
√  ÌË�ÂÓÈÛÌÞ�  ÙÔù  �¤ÏÔù�  Î¿Ì�Â��  w  Â�Ó·È  ·ÛÊ·ÏÒ�  ÁÂ�ÌÂÙÚÈÎ��  Ê�ÛÂ��  Î·È  ÔÊÂ�ÏÂÙ·È
ðÚÔÊ·ÓÒ�  ÛÙËÓ ·ðÏ� ¤�Ú·ÛË ÙË�  ðÏ¿Î·�  ðÔù  ùðÔõ¤Û·ÌÂ  ÛÂ  ÞÏÔ  ÙÔ Û�ÓÔÚÞ  ÙË�.  ∂ð�ÛË�  Ô
ÌË�ÂÓÈÛÌÞ�  ÙË� §·ðÏ·ÛÈ·Ó��  ¢w  ÙÔù  ��ÈÔù  �¤ÏÔù�  Î¿Ì�Â�� w  (ÌÞÓÔ ÁÈ· ·ðÏ¿ Â�Ú·úÞÌÂÓÂ�
ðÏ¿ÎÂ�)  �ËÏÒÓÂÈ  ÙËÓ  ¤ÏÏÂÈ�Ë  ÂÍ�ÙÂÚÈÎÒÓ Î·ÌðÙÈÎÒÓ  ÚÔðÒÓ ÛÙÔ  ��ÈÔ  Û�ÓÔÚÔ  Î¿Ù� ·ðÞ  Î¿-
ðÔÈÂ� ð·Ú·�Ô¯¤�, ðÔù Â�Ó·È ÁÂÓÈÎ¿ ·ðÔ�ÂÎÙ¤� Û·Ó ÔÚõ¤�.

2.9. ∂ð·ÏËõÂ�ÛÂÈ�

°È·  ÙË  �È·ÊÔÚÈÎ�  ÂÍ�Û�ÛË  ÌÂ  ÌÂÚÈÎ¤�  ð·Ú·ÁÒÁÔù�  pde  Ì¤Û·  ÛÙËÓ  ÙÚÈÁ�ÓÈÎ�  ðÏ¿Î·  ðÚÔÎ�-
ðÙÂÈ ·Ì¤Û�� ÞÙÈ

In[23]:= ∂ð·Ï�õÂùÛË1 = pde ê. 8w Æ wt, p@x, yD Æ p0< êê Simplify

Out[23]= True

¢ËÏ·�� Âð·ÏËõÂ�ÂÙ·È Ë õÂÌÂÏÈÒ�Ë� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÙË� ÛùÓ�õÔù� ðÏ¿Î·� ·ðÞ ÙË ÛùÓ¿Ú-
ÙËÛË ÙÔù �¤ÏÔù� Î¿Ì�Â�� wtHx, yL  ðÔù  ùðÔõ¤Û·ÌÂ Â�Ò. ∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ¿ ÌðÔÚÔ�ÌÂ Ó· ùðÔÏÔÁ�-
ÛÔùÌÂ ÙË §·ðÏ·ÛÈ·Ó� ÙË� ��È·� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�� ÌÈ· ðÚÒÙË ÊÔÚ¿

In[24]:= §·ðÏ·ÛÈ·Ó�1 = Laplacian@wt@x, yDD êê Simplify

Out[24]= -
Ha+ 3 xL H4 a2 - 12 x a+ 9 Hx2 - 3 y2LL p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

108 a D

Î·È ÌÈ· �Â�ÙÂÚË ÊÔÚ¿

In[25]:= ∂ð·Ï�õÂùÛË2 = §·ðÏ·ÛÈ·Ó�2 = Laplacian@§·ðÏ·ÛÈ·Ó�1D ä
p0
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
D

êê Simplify

Out[25]= True

∂Í·ÎÚÈ�ÒÓÔùÌÂ  ¤ÙÛÈ  Î·È  ð¿ÏÈ  ÞÙÈ  Ë  ð·Ú·ð¿Ó�  ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔù  �¤ÏÔù�  Î¿Ì�Â�� wtHx, yL  ðÚ·-
ÁÌ·ÙÈÎ¿ Âð·ÏËõÂ�ÂÈ  ÙË �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÙË� ðÏ¿Î·�  pde.  �ËÌÂÈÒÓÂÙ·È  Î·È  ð¿ÏÈ  ÞÙÈ  �ÈðÏ�
ÂÊ·ÚÌÔÁ� ÙÔù  ·ÚÌÔÓÈÎÔ� ÙÂÏÂÛÙ� ¢ ÈÛÔ�ùÓ·ÌÂ�  ÌÂ ·ðÏ� ÂÊ·ÚÌÔÁ� ÙÔù  �È·ÚÌÔÓÈÎÔ� ÙÂÏÂÛÙ�

246 ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΠΛΑΚΕΣ Notebook EN-EMIII-PLATES



¢2 ª ¢ ¢. ∞ðÏÔ�ÛÙÂÚ·  �¤�·È· ÌðÔÚÔ�ÌÂ  Ó· ¯ÚËÛÈÌÔðÔÈ�ÛÔùÌÂ Î·È  ·ðÂùõÂ�·�  ÙÔ �È·ÚÌÔÓÈÎÞ
ÙÂÏÂÛÙ� �� ÂÍ��:

In[26]:= ∂ð·Ï�õÂùÛË3 = Biharmonic@wt@x, yDD ä
p0
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
D

êê Simplify

Out[26]= True

(ÂÓÓÔÂ�Ù·È ÌÂ ÙË ¯Ú�ÛË ÙÔù ð·Î¤ÙÔù Calculus`VectorAnalysis`  Î·È ÙÔù Î·õÔÚÈÛÌÔ� Ù�Ó ÛùÓÙÂ-
Ù·ÁÌ¤Ó�Ó Û·Ó ∫·ÚÙÂÛÈ·ÓÒÓ ðÔù ðÚÔËÁ�õËÎÂ ÛÙËÓ ÂÓÙÔÏ� (19).  ∂ÓÙÔ�ÙÔÈ� ·� ÛËÌÂÈ�õÂ� ÞÙÈ Ë
�ÈðÏ� ÂÊ·ÚÌÔÁ� ÙÔù ·ÚÌÔÓÈÎÔ� ÙÂÏÂÛÙ� ¢ Ì·� Âð¤ÙÚÂ�Â Ó· �È·ðÈÛÙÒÛÔùÌÂ (ÌÂÙ¿ ÙËÓ ðÚÒÙË
ÂÊ·ÚÌÔÁ� ÙÔù) ÞÙÈ Ë §·ðÏ·ÛÈ·Ó� ÙÔù �¤ÏÔù� Î¿Ì�Â�� wtHx, yL  ÌË�ÂÓ�úÂÙ·È ÛÙÔ Û�ÓÔÚÔ (ÛÙËÓ
ðÂÚ�ÌÂÙÚÔ) ÙË� ÙÚÈÁ�ÓÈÎ�� ðÏ¿Î·� Ì·�.

∞� ðÚÔ¯�Ú�ÛÔùÌÂ ÙÒÚ· Î·È Âð�ÛËÌ· ÛÙÈ� Âð·ÏËõÂ�ÛÂÈ� Ù�Ó ÛùÓÔÚÈ·ÎÒÓ ÛùÓõËÎÒÓ ÛÙËÓ ðÂ-
Ú�ÌÂÙÚÔ ÙË� ðÏ¿Î·�. ∆ËÓ ðÂÚ�ÌÂÙÚÔ ·ùÙ� ÙËÓ ¤¯ÔùÌÂ ��Ë ÛùÌ�ÔÏ�ÛÂÈ ÌÂ ¶ÂÚ�ÌÂÙÚÔ� � c Ì¤Û�
ÙË� ÂÓÙÔÏ�� (21)

In[27]:= ∂ð·Ï�õÂùÛË4 = 8wt@x, yD ê. cP1T, wt@x, yD ê. cP2T, wt@x, yD ê. cP3T< êê Simplify

Out[27]= 80, 0, 0<
In[28]:= ∂ð·Ï�õÂùÛË5 =8wt@x, yD ä 0 ê. cP1T, wt@x, yD ä 0 ê. cP2T, wt@x, yD ä 0 ê. cP3T< êê Simplify

Out[28]= 8True, True, True<
¶ÚÔÊ·ÓÒ� ÔÈ ��Ô ·ùÙ¤� Âð·ÏËõÂ�ÛÂÈ� Â�Ó·È ·ðÞÏùÙ· ÈÛÔ��Ó·ÌÂ�. ∂ðÔÌ¤Ó�� Ë Ì�· ·ðÞ ·ùÙ¤�
Â�Ó·È ·ðÞÏùÙ· Âð·ÚÎ��. ∞ÎÔÏÔùõÂ� Î·È Ë Âð·Ï�õÂùÛË ÙÔù ÌË�ÂÓÈÛÌÔ� ÙË� §·ðÏ·ÛÈ·Ó�� ÛÙËÓ
��È· ðÂÚ�ÌÂÙÚÔ:

In[29]:= ∂ð·Ï�õÂùÛË6 = 8§·ðÏ·ÛÈ·Ó�1ä 0 ê. cP1T,
§·ðÏ·ÛÈ·Ó�1ä 0 ê. cP2T, §·ðÏ·ÛÈ·Ó�1ä 0 ê. cP3T< êê Simplify

Out[29]= 8True, True, True<
��ÌÊ�Ó· ÌÂ ·ùÙ¿ ÙÞÛÔ Ë �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÙË� ÛùÓ�õÔù� ðÏ¿Î·� ÞÛÔ Î·È ÞÏÂ� ÔÈ ÛùÓÔÚÈ·-
Î¤�  ÛùÓõ�ÎÂ�  (Î·È  Ë  ÁÂ�ÌÂÙÚÈÎ� Î·È  Ë  ÛÙ·ÙÈÎ�) ÛÙÔ Û�ÓÔÚÔ (ÛÙËÓ ðÂÚ�ÌÂÙÚÔ)  ÙË�  ÙÚÈÁ�ÓÈÎ��
ðÏ¿Î·� ðÔù ÌÂÏÂÙ¿ÌÂ ¤¯ÔùÓ ðÏ�Ú�� Âð·ÏËõÂùõÂ� . ªÂ ÙÔÓ ÙÚÞðÔ ·ùÙÞ ¤¯ÂÈ ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ� ÞÙÈ Ë
ðÈÔ ð¿Ó� ÛùÓ¿ÚÙËÛË wtHx, yL  Â�Ó·È  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ¿  Ë Ï�ÛË ÙÔù  ðÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ� ÙË� ·ðÏ¿ Â�Ú·úÞ-
ÌÂÓË� ÙÚÈÁ�ÓÈÎ�� ðÏ¿Î·� ùðÞ ÛÙ·õÂÚ� Î¿õÂÙË Î·Ù·ÓÂÌËÌ¤ÓËÊÞÚÙÈÛË p0 .

2.10. �ùÌðÂÚ¿ÛÌ·Ù· Î·È Û¯ÞÏÈ·

∞Ó·ÌÊ��ÔÏ·  ÙÔ  ðÚÞ�ÏËÌ·  ÙË�  ÛùÓ�õÔù�  ðÏ¿Î·�  Â�Ó·È  ¤Ó·  È�È·�ÙÂÚ·  ÂÓ�È·Ê¤ÚÔÓ  ðÚÞ�ÏËÌ·
ÁÈ· ÙÔÓ ¶ÔÏÈÙÈÎÞ  ªË¯·ÓÈÎÞ ÛÙËÓ ÂðÈÛÙ�ÌË ÙÔù. ∞ùÙÞ ÛùÌ�·�ÓÂÈ, ÂðÂÈ�� ÔÈ ðÏ¿ÎÂ� ·ðÔÙÂÏÔ�Ó
Âð�ðÂ�Ôù�  ÂðÈÊ·ÓÂÈ·ÎÔ��  ÊÔÚÂ��  ðÔù  ·ð·ÓÙÒÓÙ·È  ðÔÏ�  Ûù¯Ó¿  ÛÙÈ�  Î·Ù·ÛÎÂù¤�.  °ÂÓ�ÎÂùÛË
Ù�Ó ðÏ·ÎÒÓ ·ðÔÙÂÏÔ�Ó Ù· ÎÂÏ�ÊË [1], ðÔù Â�Ó·È ÞÌ�� ÌË Âð�ðÂ�ÔÈ ÂðÈÊ·ÓÂÈ·ÎÔ� ÊÔÚÂ��. ÕÚ·
ÔÈ Û¯ÂÙÈÎ¤� �È·ÊÔÚÈÎ¤� ÂÍÈÛÒÛÂÈ� ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� Â�Ó·È ðÔÏ� ðÈÔ ðÔÏ�ðÏÔÎÂ�.
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�ÙÔ  ð·ÚÞÓ  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ  notebook  ðÂÚÈÔÚÈÛõ�Î·ÌÂ  ÛÙËÓ  ∆Â¯ÓÈÎ�  £Â�Ú�·  Ù�Ó  ¶Ï·ÎÒÓ  Î·È
ÂÍ·Á¿Á·ÌÂ ÙË Û¯ÂÙÈÎ� ÎÏ·ÛÈÎ� ÁÚ·ÌÌÈÎ� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤� ð·Ú·ÁÒÁÔù� �� ðÚÔ�
ÙÔ �¤ÏÔ� Î¿Ì�Â�� (ÙË ��õÈÛË)  ÙË� ðÏ¿Î·�  wHx, yL ÔùÛÈ·ÛÙÈÎ¿ ¤¯ÔÓÙ·� ·Ó·Á¿ÁÂÈ  ¤Ó· ·ÚÎÂÙ¿
ðÔÏ�ðÏÔÎÔ Û�ÛÙËÌ· �È·ÊÔÚÈÎÒÓ Î·È ÌË ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó ÛÂ Ì�· ÌÞÓÔ �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤�
ð·Ú·ÁÒÁÔù�. ¶ÚÞÎÂÈÙ·È ÁÈ· ¤Ó· È�È·�ÙÂÚ· ÎÏ·ÛÈÎÞ ðÚÞ�ÏËÌ·, ·ÊÔ� Ë �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË ðÔù
ðÚÔ¤Îù�Â  Â�Ó·È  ÁÓ�ÛÙ�  ·ðÞ  ÙÔ  1811  Î·È  ÔÊÂ�ÏÂÙ·È  ÛÙÔ  Lagrange.  ∂ÓÙÔ�ÙÔÈ�  Ë  ÁÓÒÛË  Î·È  Ë
Ï�ÛË  ÙÔù  ðÚÔ�Ï�Ì·ÙÔ�  ·ùÙÔ�  Â�Ó·È  ¯Ú�ÛÈÌÂ�  ÁÈ·  ÙÔ  �ÂùÙÂÚÔÂÙ�  ÊÔÈÙËÙ�  Î·È  ÙË  �ÂùÙÂÚÔÂÙ�
ÊÔÈÙ�ÙÚÈ· ¶ÔÏÈÙÈÎÞ ªË¯·ÓÈÎÞ Û·Ó ÌÈ· ÂÈÛ·Á�Á� ÛÂ ÔÏÞÎÏËÚÔ ÙÔ õ¤Ì· Ù�Ó ðÏ·ÎÒÓ. ∂Ïð�úÂÙ·È
ÞÙÈ ·ùÙÞ�/·ùÙ� õ· ¤¯ÂÈ ÙËÓ ÂùÎ·ÈÚ�· Ó· �È·ÙÚ��ÂÈ ÛÙÔ õ¤Ì· Ù�Ó ÏÂðÙÒÓ ÂÏ·ÛÙÈÎÒÓ ðÏ·ÎÒÓ (�
ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔÓ  Ó·  ÙÔ  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÈ  ðÔÏ�  ÂÎÙÂÓ¤ÛÙÂÚ·)  ÛÙÈ�  ðÂÚ·ð¤Ú·  ÛðÔù�¤�  ÙÔù/ÙË�  (ÎùÚ���
ÛÙÔ ∂ã �ÙÔ� �ðÔù�ÒÓ) Î·È ÛÙË ÛÙ·�ÈÔ�ÚÔÌ�· ÙÔù/ÙË� ÁÂÓÈÎÞÙÂÚ·.

¢È·ðÈÛÙÒõËÎÂ  Âð�ÛË�  ðÈÔ ð¿Ó� ð�� Ë ¯Ú�ÛË ÙÔù  ðÚÔÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ� ÛùÌ�ÔÏÈÎÒÓ ùðÔÏÔÁÈÛÌÒÓ
(computer algebra system) Mathematica  Ì·� Âð¤ÙÚÂ�Â ÙËÓ ·ùÙÞÌ·ÙË ÂÎÙ¤ÏÂÛË Ù�Ó ·Ó·ÁÎ·��Ó
ùðÔÏÔÁÈÛÌÒÓ (Þð�� ð·Ú·Á�Á�ÛÂ�Ó, ·ðÏÒÓ ÔÏÔÎÏËÚÒÛÂ�Ó, ÂðÈÏ�ÛÂ�� ÂÓÞ� ·ðÏÔ� ÛùÛÙ�Ì·-
ÙÔ�  ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ  ·ÏÁÂ�ÚÈÎÒÓ  ÂÍÈÛÒÛÂ�Ó,  ðÔÏÏÒÓ  ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ¿ÛÂ�Ó,  ÎÏð.,  ÎÏð.).  ∂ÓÙÔ�ÙÔÈ�  Ë
¯Ú�ÛË  ·ùÙ�  ÌÂ  Î·Ó¤Ó·Ó  ÙÚÞðÔ  �ÂÓ  ÂðËÚ¤·ÛÂ  ÙÔ  ÔùÛÈ·ÛÙÈÎÞ  Ì¤ÚÔ�  ÙË�  ÞÏË�  �È·�ÈÎ·Û�·�,  Ë
ÔðÔ�· ÊùÛÈÎ¿ �ÂÓ Â�Ó·È �ùÓ·ÙÞÓ Ó· ÌÂÙ·�È�·ÛõÂ� ·ðÞ ÙÔÓ ¶ÔÏÈÙÈÎÞ ªË¯·ÓÈÎÞ Û' ¤Ó· ðÚÞÁÚ·Ì-
Ì·  ùðÔÏÔÁÈÛÌÒÓ.  ªÂ  ¿ÏÏ·  ÏÞÁÈ·  ·ùÙÞ�  ðÔù  �ÂÓ  Â�Ó·È  ÂÈ�ÈÎÞ�  Â�Ó·È  ·��Ó·ÙÔ  Ó· �ÚÂÈ  ÙËÓ ðÈÔ
ð¿Ó�  ÂÍ�Û�ÛË  ÙË�  ðÏ¿Î·�  ¤ÛÙ�  Î·È  ·Ó  ¤¯ÂÈ  ðÚÔÛð¤Ï·ÛË  ÛÙË  Mathematica.  �ðÔÈÔ�  ÊÈÏÔ-
�ÔÍÂ� Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ùðÔÏÔÁÈÛÌÔ�� ·Ó¿ÏÔÁÔù�  ÌÂ ÙÔù� ðÈÔ ð¿Ó� ÛÂ õ¤Ì·Ù· ÙË� ∂ðÈÛÙ�ÌË� ÙÔù
¶ÔÏÈÙÈÎÔ�  ªË¯·ÓÈÎÔ�  �Û��  �ÂÓ  ·ð·ÈÙÂ�Ù·È  Ó·  ÁÓ�Ú�úÂÈ  Ó·  ÂÎÙÂÏÂ�  Ù¤ÏÂÈ·  ÙÔù�  Ì·õËÌ·ÙÈÎÔ��
ùðÔÏÔÁÈÛÌÔ��  (ÛùÌ�ÔÏÈÎÔ��  ÎùÚ���).  ∞ÛÊ·ÏÒ�  ÞÌ��  ðÚ¤ðÂÈ  Ó·  ÁÓ�Ú�úÂÈ  Î·Ï¿  ÙË  Û¯ÂÙÈÎ�
õÂ�Ú�·  Î·È  ÙÔ�ÙÔ  Â�Ó·È  ÁÓÒÛË  Ë  ÔðÔ�·  ·ðÔÎÙ¿Ù·È  ÌÂ  ÌÂÏ¤ÙË  Î·È  ·ÊÈ¤Ú�ÛË  ÙÔù  ·Ó·ÁÎ·�Ôù
¯ÚÞÓÔù.  ∫·Ù¿ ÙË ÁÓÒÌË ÙÔù  ÁÚ¿ÊÔÓÙ· Â�Ó·È  ¤ÙÛÈ  ðÚÔÊ·Ó¤�  ÞÙÈ  Ë  Mathematica  �Â  ÌðÔÚÂ�  Ó·
·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ�ÛÂÈ ÙÔÓ ¶ÔÏÈÙÈÎÞ ªË¯·ÓÈÎÞ. ªðÔÚÂ� ÞÌ�� õ·ùÌ¿ÛÈ· Ó· ÙÔ �ÔËõ�ÛÂÈ Ó· ÌËÓ ·ðÔ-
Ûð¿ ÙËÓ ðÚÔÛÔ¯� ÙÔù ÛÂ ÛùÓËõÈÛÌ¤ÓÔù�, ÙÂÙÚÈÌÌ¤ÓÔù� Ì·õËÌ·ÙÈÎÔ�� ùðÔÏÔÁÈÛÌÔ��, ·ÏÏ¿ Ó·
ÙËÓ ·ÊÈÂÚÒÓÂÈ ðÂÚÈÛÛÞÙÂÚÔ ÛÂ õ¤Ì·Ù· ÙË� ÂÈ�ÈÎÞÙËÙ¿� ÙÔù.

∞ùÙÞ  ÙÔ  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ  notebook  ÛÙÔÈ¯ÂÈÔõÂÙ�õËÎÂ  ÌÂ  ÙË  Mathematica  ¯�Ú��  ÙËÓ  ð·ÚÂÌ�ÔÏ�
ÂÍ�ÙÂÚÈÎÔ�  ðÚÔÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ�  (Ô�ÙÂ  Î·È  ÙÔù  ðÚÔÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ�  TEX).  ÃÚËÛÈÌÔðÔÈ�õËÎÂ  ÌÔÓ¿¯·  ÙÔ
ðÚÞÁÚ·ÌÌ· Acrobat (ðÈÔ ÛùÁÎÂÁÎÚÈÌ¤Ó· Ô Acrobat Distiller) ÁÈ· ÙËÓ ÙÂÏÈÎ� ÌÂÙ·ÙÚÔð� ÔÏÞÎÏË-
ÚÔù  ÙÔù  ·Ú¯Â�Ôù  nb  (·Ú¯Â�Ôù  notebook  ÙË�  Mathematica)  ÛÂ  ÌÔÚÊ�  PDF  (Portable  Document
Format).  �Ì��  ·ùÙ�  Ë  ÌÂÙ·ÙÚÔð�  Â�Ó·È  ÙùðÈÎ�  Î·È  �ÂÓ  ¤¯ÂÈ  Ó·  Î¿ÓÂÈ  Î·õÞÏÔù  ÌÂ  ÙË  ÛÙÔÈ-
¯ÂÈÔõÂÛ�·. ¶·Ú·ÙËÚÂ�Ù·È ¤ÙÛÈ ÞÙÈ Ë Mathematica  Â�Ó·È ��Ë ·ÚÎÂÙ¿ Âð·ÚÎ�� È���� ÁÈ· ÙËÓ ùðÔ-
ÛÙ�ÚÈÍË ÙÂ¯ÓÈÎÒÓ ·Ó·ÊÔÚÒÓ ÛÂ ÌÔÚÊ� notebook (Þð�� Â�Ó·È Ë ð·ÚÔ�Û· ·Ó·ÊÔÚ¿).

∆¤ÏÔ�  �ÂÓ  ðÚ¤ðÂÈ  Ó·  ÏËÛÌÔÓÂ�Ù·È  ÞÙÈ  �·ÛÈÎÞ  ÛÙÞ¯Ô  ÙÔù  ð·ÚÞÓÙÔ�  ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔù  notebook
·ðÔÙÂÏÂ� Î·È Ë Û�Ó�ÂÛË Ù�Ó ∂Ê·ÚÌÔÛÌ¤Ó�Ó ª·õËÌ·ÙÈÎÒÓ ÌÂ ÙËÓ Î·õ·ùÙÞ ∂ðÈÛÙ�ÌË ÙÔù ¶Ô-
ÏÈÙÈÎÔ� ªË¯·ÓÈÎÔ� (ÂÓ ðÚÔÎÂÈÌ¤Ó� ÛÂ õ¤Ì·Ù· ÛùÓ�õ�Ó ðÏ·ÎÒÓ) ¤ÛÙ� Î·È Û' ¤Ó· ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ�Â�
Âð�ðÂ�Ô,  Þð��  ¤ÁÈÓÂ  Â�Ò.  Àð¿Ú¯ÔùÓ  ·ÚÎÂÙ¿  �È�Ï�·  ·ÊÈÂÚ�Ì¤Ó·  ÛÙË  £Â�Ú�·  Ù�Ó  ¶Ï·ÎÒÓ.
(∆Ú�·  ·ðÞ  ·ùÙ¿  ·Ó·Ê¤ÚõËÎ·Ó  ÛÙËÓ  ðÚÒÙË  ÛÂÏ��·  [1,  2,  4].)  £·  �Ù·Ó  ÌÂÁ¿ÏË  ¯·Ú¿  ÁÈ·  ÙÔ
ÁÚ¿ÊÔÓÙ· Â¿Ó ÙÔ ð·ÚÞÓ  notebook ·ðÔÙÂÏÔ�ÛÂ  Âð�ÛË�  ÙËÓ ·ÊÂÙËÚ�· ÁÈ· ÙË ÌÂÏ¤ÙË  Î¿ðÔÈÔù
ÛùÁÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ� � ¤ÛÙ� Î¿ðÔÈ·� ÂðÈÛÙËÌÔÓÈÎ�� ÂÚÁ·Û�·� ðÔù Ó· ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙÈ� ðÏ¿ÎÂ�.
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ANIMATIONS
ÔÏÕ ÐÏËÉÔÉÊÏÕ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ

Óôéò åðüìåíåò óåëßäåò ðáñáôßèåíôáé äýï åöáñìïóìÝíá notebooks ôçò Mathematica ãéá anima-
tions, äçëáäÞ ãéá ôç äçìéïõñãßá êéíÞóåùòóå ó÷Þìáôá (Þ êéíïýìåíùíó÷çìÜôùí). ÁõôÜ ôánotebooks
ãéá animations ìáò äåß÷íïõí ðþò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç Mathematica ãéá ôç äçìéïõñãßá ani-
mations. Ôá ôåëéêÜ áñ÷åßá ðïõ äçìéïõñãåß ç Mathematica åßíáé áñ÷åßá ôýðïõ animated gif. ÁõôÜ
ìðïñïýí åýêïëá íá åìöáíéóèïýí óáí êéíïýìåíá ó÷Þìáôá óôçí ïèüíç ôïõ õðïëïãéóôÞ ìÝóù ôùí
Windows. ÕðÜñ÷åé åðßóçò êáé ç äõíáôüôçôá íá áíáñôçèïýí óôï äéáäßêôõï (internet) ãéá áíÜëïãç
åìöÜíéóç óå ïðïéïäÞðïôå õðïëïãéóôÞ óõíäåäåìÝíï óôï äéáäßêôõï.

Ôá äýï áõôÜ notebooks áöïñïýí óå åöáñìïãÝò ðïõ ó÷åôßæïíôáé Üìåóá ìå ôçí ÅðéóôÞìç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé åéäéêüôåñá ìå ôéò Ôáëáíôþóåéò. Âáóßæïíôáé óôá áðïôåëÝóìáôá ôçò åðé-
ëýóåùò ôùí ó÷åôéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ÁõôÜ ôá äýï notebooks
åßíáé ôá åîÞò:

• ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ANIMATIONS
1. Notebook ãéá Animations: Animations--BeamVibrations: KáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò Áì-

öéÝñåéóôçò Äïêïý (3 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõ notebook: Óôï notebook áõôü ìÝóù ôçò ÷ñÞóåùò animations (êéíÞóåùò óå
ó÷Þìáôá, êéíïýìåíùí ó÷çìÜôùí) åîåôÜæåôáé ôï ðïëý åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï ôùí êáìðôéêþí
éäéïôáëáíôþóåùí äïêïý. Åäþ óáí äïêüò èåùñåßôáé ìéá áìöéÝñåéóôç äïêüò ìå Þäç ãíùóôÝò ôéò
éäéïìïñöÝò ôçò Xn(x) = sin (nðx/L) ìå L ôï ìÞêïò ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý. Åßíáé åðßóçò ãíùóôÞ
ç ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ôùí áíôßóôïé÷ùí ÷ñïíéêþí óõíáñôÞóåùí Tn(t) ðïõ åäþ èåùñåßôáé
áðëÜ óõíçìéôïíéêÞ ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ùn = 1. Ìå âÜóç áõôÝò ôéò äýï óõíáñôÞóåéò (÷ù-
ñéêÞ êáé ÷ñïíéêÞ) ãéá L = 1 êáé ãéá n = 3 (ôñßôç éäéïìïñöÞ, ôñßôïò ôñüðïò ôáëáíôþóåùò ôçò
áìöéÝñåéóôçò äïêïý) äçìéïõñãåßôáé ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý vn(x, t) = Xn(x)Tn(t) ìéá
áêïëïõèßá ó÷çìÜôùí áðü t = 0 ìÝ÷ñé êáé t = 2ð − (ð/ 8) áíÜ ð/ 8. Ðáßñíïõìå Ýôóé 16 ó÷Þ-
ìáôá ðïõ äåß÷íïõí ðïéá áêñéâþò ìïñöÞ ðáßñíåé ç áìöéÝñåéóôç äïêüò (åííïåßôáé ãéá ôéò ôéìÝò
ôùí óôáèåñþí ðïõ åðéëÝîáìå: åäþ L = 1 êáé ùn = 1) óôçí ôñßôç éäéïìïñöÞ ôçò: ìå n = 3.
Ôá ó÷Þìáôá áõôÜ ðáñïõóéÜæïíôáé åäþ óôï ÷áñôß. Óôïí õðïëïãéóôÞ üìùò ìå âÜóç ôá ó÷Þ-
ìáôá áõôÜ äçìéïõñãåßôáé Üìåóá ç ó÷åôéêÞ animation (ôï ó÷åôéêü êéíïýìåíï ó÷Þìá) ðÜíù
óôçí ïèüíç ãéá ôéò éäéïôáëáíôþóåéò ôçò ðáñïýóáò áìöéÝñåéóôçò äïêïý. Ôçí animation áõôÞ
ìðïñïýìå Üìåóá íá ôçí «åîáãÜãïõìå» áðü ôç Mathematica êáé íá ôçí êÜíïõìå áðüëõôá
áíåîÜñôçôç áðü áõôÞ ó’ Ýíá áñ÷åßï gif ðïõ ìðïñåß íá åßíáé äéáèÝóéìï ïðïõäÞðïôå ÷ùñßò íá
Ý÷åé áíÜãêç ôç äéáèåóéìüôçôá ôçò Mathematica. Áðü ôçí ðáñïýóá animation ðáñáôçñåßôáé
åðßóçò ôï áíáìåíüìåíï öáéíüìåíï ôçò õðÜñîåùò äýï åóùôåñéêþí êüìâùí (äýï åíôåëþò áêß-
íçôùí óçìåßùí) óôçíðáñïýóá áìöéÝñåéóôç äïêü ãéá ôçí ôñßôç éäéïìïñöÞ ôçò (ìå n = 3) ðÝñá
âÝâáéá áðü ôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L. ÔÝëïò óçìåéþíåôáé üôé ç ðáñïýóá äéáäéêáóßá
äçìéïõñãßáò animation ìå ôç Mathematica ìðïñåß åðßóçò íá åöáñìïóèåß êáé ãéá Üëëåò äïêïýò
ðÝñá áðü ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü. ÔÝôïéåò äïêïß åßíáé ç áìößðáêôç äïêüò, ç ìïíüðáêôç õðåñ-
óôáôéêÞ äïêüò, ï ðñüâïëïò êáé ç åëåýèåñç äïêüò (åßíáé êé áõôÞ áðïäåêôÞ óôç ÄõíáìéêÞ!).
Ó’ áõôÝò üìùò ïé éäéïóõ÷íüôçôåòùn êáé ïé éäéïìïñöÝò Xn(x) Ý÷ïõí ðïëõðëïêüôåñåò åêöñÜóåéò
áðü ôéò áíôßóôïé÷åò åêöñÜóåéò ãéá ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü. ÏìïëïãïõìÝíùò ç áìöéÝñåéóôç
äïêüò åßíáé õðïëïãéóôéêÜ ç áðëïýóôåñç äïêüò ùò ðñïò ôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò.
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2. Notebook ãéá Animations: Animations--RectangularPlateVibrations: Éäéïôáëáíôþóåéò Ïñ-
èïãùíéêÞò ÐëÜêáò (8 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõ notebook: Óôï äåýôåñï áõôü notebook êáé ðÜëé ìÝóù ôçò ÷ñÞóåùò animations
(êéíÞóåùò óå ó÷Þìáôá, êéíïýìåíùí ó÷çìÜôùí) åîåôÜæåôáé ôï åðßóçò ðïëý åíäéáöÝñïí öáé-
íüìåíï ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí ðëÜêáò, åäþ ìéáò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò ìå áðëÞ
óôÞñéîÞ ôçò (ÝäñáóÞ ôçò) óôï óýíïñü ôçò. ¼ðùò ïé äïêïß åßíáé ï ðéï âáóéêüò ãñáììéêüò
(ìïíïäéÜóôáôïò) öïñÝáò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, Ýôóé êáé ïé ðëÜêåò åßíáé ï ðéï âáóéêüò
åðéöáíåéáêüò (äéäéÜóôáôïò) öïñÝáò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Óå ôïýôï ôï notebook èåù-
ñåßôáé êáô’ áñ÷Þí ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ìéáò
óõíÞèïõò ðëÜêáò, ðïõ ðåñéëáìâÜíåé êáé ôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò. Ìå
ôçí êëáóéêÞ ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ç åîßóùóç áõôÞ áíÜãåôáé óå äýï óõíÞèåéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò: ìßá ÷ùñéêÞ êáé ìßá ÷ñïíéêÞ. Ç ôåëåõôáßá åðéëýåôáé åýêïëá áíáëõôéêÜ
êáé äßíåé áðëÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç, üðùò áíáìåíüôáí Üëëùóôå êáé ìðïñåß Ýôóé êé áëëéþò
íá õðïôåèåß áðü ôçí áñ÷Þ óå ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç. Ôþñá ãéá ôï ÷ùñéêü ìÝñïò ôçò
ëýóåùò (ôï ðñïóçìáóìÝíï åýñïò ôùí ôáëáíôþóåùí ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò) õðïôßèåôáé
êáôÜëëçëç ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç (âÝâáéá óôéò äýï äéáóôÜóåéò) ðïõ ðëçñïß üëåò ôéò óõíï-
ñéáêÝò óõíèÞêåò óôï óýíïñï ôçò ðáñïýóáò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò ìå áðëÞ óôÞñéîç. Ãéá íá
åðáëçèåýåé üìùò ç ôåëéêÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç ôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ôçò ðëÜêáò, èá ðñÝðåé ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ôçò ðëÜêáò ùn íá ðÜñïõí óõãêåêñé-
ìÝíåò ôéìÝò, ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôçí ôÜîç (m, n) ôçò ó÷åôéêÞò éäéïìïñöÞò Wmn(x, y) êáé åäþ
õðïëïãßæïíôáé åýêïëá ìå âÜóç üëåò ôéò óôáèåñÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ¸ôóé ôåëéêÜ ôï âÝëïò
êÜìøåùò ôçò ðëÜêáò Ý÷åé ðñïóäéïñéóèåß óáí wmn(x, y, t) = Wmn(x, y)Tmn(t). Èåùñïýìå ôþñá
óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôùí óôáèåñþí ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò (ôùí äéáóôÜóåþí ôçò a êáé b,
ôçò åðéöáíåéáêÞò ðõêíüôçôÜò ôçò ñh êáé ôçò äõóêáìøßáò ôçò D) êáé ôÜîç (m, n) = (2, 3)
ôçò éäéïìïñöÞò ôçò ðëÜêáò. Ó÷åäéÜæïíôáé Ýôóé ïé ìïñöÝò ðïõ ðáßñíåé ç ðëÜêá, ïé åëáóôéêÝò
åðéöÜíåéÝò ôçò, êáé óõãêåêñéìÝíá 10 åðéöÜíåéåò óôï äéÜóôçìá ìéáò ðåñéüäïõ Ô ôùí éäéïôá-
ëáíôþóåùí ôçò ðëÜêáò, ðïõ åäþ èåùñÞèçêå ßóç ìå Ô = 2. Ïé åëáóôéêÝò áõôÝò åðéöÜíåéåò
ðáñïõóéÜæïíôáé åäþ óôï ÷áñôß. Óôçí ïèüíç üìùò ôïõ õðïëïãéóôÞ ìáò åðéôñÝðïõí áìÝóùò
ôç äçìéïõñãßá ôçò ó÷åôéêÞò animation (ôïõ êéíïýìåíïõ ó÷Þìáôïò). ÁõôÞ ìáò äßíåé ìéá áñêåôÜ
åíôõðùóéáêÞ êáé åêðáéäåõôéêÜ åíäéáöÝñïõóá åéêüíá ãéá ôï ðþò ôáëáíôþíåôáé ç ðáñïýóá
ïñèïãùíéêÞ ðëÜêá. Ç animation áõôÞ ìðïñåß öõóéêÜ íá «åîá÷èåß» åýêïëá áðü ôçMathemat-
ica óå ìïñöÞ áñ÷åßïõ gif êáé íá åßíáé äéáèÝóéìç ïðïõäÞðïôå ÷ùñßò ðéá íá ÷ñåéÜæåôáé êáèüëïõ
çMathematica ãéá ôçí ðáñïõóßáóç ôçò animation. ÔÝëïò óôï ðáñüí notebook õðïëïãßæïíôáé
êáé ïé ðñþôåò 16 éäéïóõ÷íüôçôåò ôçò ðëÜêáò (ãéám êáé n áðü 1 Ýùò 4) êáé ïé åêöñÜóåéò ôïõò
äßíïíôáé áíáëõôéêÜ êáé áñéèìçôéêÜ ãéá ôéò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí ðïõ Ý÷ïõí õðïôåèåß åäþ.

Ç ðáñïõóßá åäþ áõôþí ôùí äýï notebooks ãéá animations (êßíçóç óå ó÷Þìáôá, êéíïýìåíá
ó÷Þìáôá) åëðßæåôáé üôé èá åðéôñÝøåé ôç ÷ñÞóç ôùí animations ìÝóù ôçò Mathematica áðü ôï
öïéôçôÞ/ôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ãéá ôçí ðñïåôïéìáóßá êáé ôùí äéêþí ôïõ/ôùí äéêþí
ôçò animations óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ êáé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
ãåíéêüôåñá. Ïé animations ðñïóöÝñïõí ìéá èáõìÜóéá äõíáôüôçôá ïðôéêÞò êáôáíïÞóåùò åíüò
öáéíïìÝíïõ óõíÞèùò (ü÷é üìùò êáé êáô’ áíÜãêç) äõíáìéêïý.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ç Mathematica ðñïóöÝñåé ôç äõíáôüôçôá åêôåëÝóåùò ôùí áíáëõôéêþí
êáé áñéèìçôéêþí õðïëïãéóìþí ðïõ áðáéôïýíôáé óå Ýíá ðñüâëçìá, áëëÜ êáé ôçò äçìéïõñãßáò ôçò
animation ãéá ôï «æùíôÜíåìá» ôùí ôåëéêþí áðïôåëåóìÜôùí. Ôá ðáñüíôá äýï notebooks ãéá anima-
tions áðïôåëïýí ðáñáäåßãìáôá ôçò ó÷åôéêÞò äéáäéêáóßáò. ÁõôÞ îåêéíÜåé áðü ôïõò õðïëïãéóìïýò
(áíáëõôéêïýò êáé áñéèìçôéêïýò), ðñï÷ùñÜåé óôéò áíáãêáßåò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ðïõ èá åíóù-
ìáôùèïýí óôçí animation êáé öèÜíåé ôÝëïò óôç äçìéïõñãßá ôïõ ó÷åôéêïý ìå ôçí animation áñ÷åßïõ
ôýðïõ gif, êáëýôåñá animated gif. Áõôü ìÜëéóôá ôï áñ÷åßï åßíáé åíôåëþò áíåîÜñôçôï áðü ôçMathe-
maticaðïõ, üðùò áíáöÝñèçêå, äå ÷ñåéÜæåôáé êáèüëïõ ãéá ôçí åìöÜíéóç ôïõ áñ÷åßïõ gif óôçí ïèüíç
ôïõ õðïëïãéóôÞ. Ç äéáèåóéìüôçôá ôïõ ëåéôïõñãéêïý óõóôÞìáôïò, óõíÞèùò ôùí Windows, áñêåß!



ÊÁÌÐÔÉÊÅÓ ÉÄÉÏÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÁÌÖÉÅÑÅÉÓÔÇÓ ÄÏÊÏÕ

Åäþ áíáöåñüìáóôå ó' Ýíá ðïëý åíäéáöÝñïí ðáñÜäåéãìá animation (êéíÞóåùò óå ó÷Þìá, êéíÞóåùò ó÷Þìá-

ôïò)  ìå  ôç  Mathematica.  Áõôü  áöïñÜ  óôéò  êáìðôéêÝò  éäéïôáëáíôþóåéò  óõíÞèïõò  áìöéÝñåéóôçò  äïêïý

ìÞêïõò  L  ÷ùñßò  áðüóâåóç.  Ïé  ó÷åôéêÝò  éäéïìïñöÝò  ôáëáíôþóåùò  åßíáé,  üðùò  ãíùñßæïõìå,  çìéôïíéêÝò:

Xn x sin nðx L  ìå n = 1, 2,  . . .  (Ç ëåðôïìåñÞò ìåëÝôç ôùí éäéïìïñöþí áìöéÝñåéóôçò äïêïý ðåñéëáì-

âÜíåôáé  óôçí  Åíüôçôá  Á9.2  êáé  åéäéêüôåñá  óôçí  ÐáñÜãñáöü  ôçò  Á9.2.3  ôïõ  ÌÝñïõò  Á  ôùí  äéäáêôéêþí

âéâëßùí ìå ôåëéêÞ åîßóùóç ãéá ôéò éäéïìïñöÝò Xn x ôçí åîßóùóç (9.2.34).) Tï ðñáãìáôéêü âÝëïò êÜìøåùò

ôçò  áìöéÝñåéóôçò  äïêïý  (ç  ÷ñïíéêÜ  åîáñôçìÝíç  åëáóôéêÞ  ãñáììÞ  ôçò  äïêïý)  èá  åßíáé  ôçò  ìïñöÞò

vn x, t  = Xn x Tn t ìå ôç ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç Tn t  íá åßíáé åßôå óõíçìéôïíéêÞ åßôå çìéôïíéêÞ ìå êáôÜëëç-

ëç  âÝâáéá  äéáöïñÜ  öÜóåùò.  (ÁõôÜ  ôá  ãíùñßæïõìå  áðü  ôç  ìÝèïäï  ôïõ  ÷ùñéóìïý  ôùí  ìåôáâëçôþí  óôéò

äéáöïñéêÝò  åîéóþóåéò  ìå  ìåñéêÝò  ðáñáãþãïõò  êáé  åéäéêüôåñá  óôéò  ÐáñáãñÜöïõò  Â6.2.5  êáé  Â6.2.6  ôïõ

ÌÝñïõò Â ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí, ïé ïðïßåò áöïñïýí áêñéâþò óôéò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò äïêïý.) 

Åìåßò  åäþ  ðÞñáìå  ôç  ÷ñïíéêÞ  ìáò  óõíÜñôçóç  Tn t  óõíçìéôïíéêÞ  óõíÜñôçóç,  Tn t  =  cost,  èåùñþíôáò

êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ùn  = 1, õðïôßèåôáé ãéá êáôÜëëçëç ôéìÞ ôïõ ëüãïõ ÅÉ/(ñÁ) äõóêáìøßáò ðñïò ãñáììéêÞ

ðõêíüôçôá, êáé ìå äéáöïñÜ öÜóåùò á = 0. Åðßóçò ðÞñáìå ôï ìÞêïò ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý ìáò L = 1 êáé

åðéëÝîáìå  ôçí ôñßôç éäéïìïñöÞ X3 x :  áõôÞ ìå n = 3.  ÄçìéïõñãÞóáìå  óåéñÜ ó÷çìÜôùí ìå  ôç ÷ñÞóç ôçò

åðüìåíçò åíôïëÞò, üðïõ ìÜëéóôá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ðëáßóéï óå êÜèå ó÷Þìá, ôßôëï ôïõ ó÷Þìáôïò, ðá÷éÝò

ãñáììÝò  êáé  ãñÜììáôá  êáé  ìåôáâáëëüìåíï  ÷ñþìá.  ¼ëá  ìáæß  ôá  ó÷Þìáôá  ðïõ  äçìéïõñãÞèçêáí  åßíáé  16:

÷ñïíéêÝò óôéãìÝò óå üëï ôï äéÜóôçìá [0, 2ð ) áíÜ ð/8. Äõóôõ÷þò ãéá ëüãïõò ïéêïíïìßáò ÷þñïõ äå èá ôá

äåßîïõìå  åäþ  óôçí  áñ÷éêÞ  ôïõò  ìïñöÞ (Ýíá  óå  êÜèå  ãñáììÞ)  ãéá  ôçí  animation. (¼ìùò  èá  ôá  äåßîïõìå

ðáñáêÜôù ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò GraphicsArray áíÜ äýï óå êÜèå ãñáììÞ.) ÎåêéíÜìå ìå ôá áñ÷éêÜ

ó÷Þìáôá,  ìå  ôá ßäéá  ôá ó÷Þìáôá ðïõ äçìéïõñãïýí ôçí animation. Ç animation áõôÞ äåß÷íåé  ðþò áêñéâþò

ôáëáíôþíåôáé ç ðáñïýóá áìöéÝñåéóôç äïêüò, åäþ óôçí ôñßôç éäéïìïñöÞ êáìðôéêÞò éäéïôáëáíôþóåþò ôçò:

In[1]:= BeamVibrationsImages
Table Plot Sin 3 x Cos t , x, 0, 1 , PlotStyle Thickness 0.02 , Hue t 8 ,

PlotRange 1, 1 , AxesLabel " x", "" , Frame True, PlotLabel

" ", DefaultFont "Arial Bold", 11.5 ,

FrameTicks 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0 , 1, 0.5, 0, 0.5, 1 ,

ImageSize 340 , t, 0, 2 8, 8 ;

Ôþñá,  ãéá  íá äïýìå  ôçí animation, ðáôÜìå  ôï ðïíôßêé  óôçí êáôáêüñõöç ìðëå  ãñáììÞ äåîéÜ  áðü üëá ôá

ðáñáðÜíù ó÷Þìáôá êáé ôç ìáõñßæïõìå.  ¸ðåéôá ðáôÜìå åßôå Cell   Animate Selected Graphics  (áðü ôéò

åðéëïãÝò, áðü ôá menus) åßôå Ctrl  Y  (áðü ôï ðëçêôñïëüãéï).  Êáé  óôéò äýï ðåñéðôþóåéò áñ÷ßæåé ç êßíçóç

åíüò ó÷Þìáôïò, ç animation, ïé ôáëáíôþóåéò ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý ìáò. (Ìðïñïýìå íá äéáêüøïõìå ôçí

animation îáíáðáôþíôáò Ctrl Y.)  Óçìåéþíåôáé üôé ï áñéèìüò ôùí ó÷çìÜôùí  BeamVibrationsImages ðñï-

êýðôåé ìå ôçí åíôïëÞ

In[2]:= NumberOfBeamVibrationsImages Length BeamVibrationsImages

Out[2]=

Ôþñá ìå ôçí ðáñáêÜôù åíôïëÞ ìåôñéÜæïõìå ëßãï ôçí "ôóéããïõíéÜ" ìáò íá ìç äåßîïõìå êáé ôá 16 ó÷Þìáôá

(óå ÷ùñéóôÝò ãñáììÝò) äåß÷íïíôÜò ôá Ýîé ðñþôá áðü áõôÜ ìå ôéò åíôïëÝò Show êáé GraphicsArray (ìáæß

êáé ìå ôçí åíôïëÞ Partition) áíÜ äýï (äýï–äýï) óå êÜèå ãñáììÞ: Üñá ôñåéò ãñáììÝò ó÷çìÜôùí óõíïëéêÜ:



In[3]:= Show GraphicsArray Partition BeamVibrationsImages 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 2 ;

¸ðåéôá, ðñï÷ùñþíôáò, ìå ôçí åíôïëÞ Export ãßíåôáé ç áðïèÞêåõóç óå áñ÷åßï animated gif (Þ GIF),  åäþ

óôï áñ÷åßï BeamVibrations.gif, ôïõ áðïôåëÝóìáôïò BeamVibrationsImages  äçëáäÞ üëùí ìáæß ôùí ðñï-

çãïýìåíùí ó÷çìÜôùí.  ¸íá ôÝôïéï áñ÷åßï ìðïñåß  íá êëçèåß  ìå ðÜôçìá ôïõ ðïíôéêïý ðÜíù ôïõ áðü ôïí

õðïëïãéóôÞ (ð.÷. ìÝóù ôïõ My Computer).  ÁíÜëïãá ìðïñåß íá êëçèåß (ìå Ýíá ðÜôçìá ôïõ ðïíôéêéïý) êáé

áðü Ýíá áñ÷åßï html  üðïõ íá áíáöÝñåôáé ôï ó÷åôéêü áñ÷åßï gif.  Åßôå Ýôóé åßôå áëëéþò ìå ôï áñ÷åßï gif
ðáñïõóéÜæåôáé áìÝóùò ç ó÷åôéêÞ animation (ôï ó÷åôéêü êéíïýìåíï ó÷Þìá) ÷ùñßò íá ÷ñåéÜæåôáé êáèüëïõ ç

Mathematica.  ÁõôÞ  áðëÜ  Ý÷åé  äçìéïõñãÞóåé  ôï  áñ÷åßï  gif.  Ôï  áñ÷åßï  ìáò  BeamVibrations.gif  ðåñéëáì-

âÜíåôáé êáé óôçí éóôïóåëßäá ôïõ ìáèÞìáôïò êáé ìðïñåß èáõìÜóéá íá êëçèåß êáé áðü åêåß. ¹ áêüìç ìðïñåß

åýêïëá íá êáôåâáóèåß óå Ýíáí õðïëïãéóôÞ áðü ôïí åíäéáöåñüìåíï öïéôçôÞ/ôçí åíäéáöåñüìåíç öïéôÞ-

ôñéá Ðïëéôéêü  Ìç÷áíéêü êáé  ìåôÜ íá ÷ñçóéìïðïéçèåß  ôïðéêÜ óôïí õðïëïãéóôÞ ôïõ/ôçò.  Åíôïýôïéò ï ðá-

ñþí  êþäéêáò  ôçò  Mathematica  ðïõ  ôï  äçìéïýñãçóå  äå  óõìðåñéëáìâÜíåôáé  óôï  áñ÷åßï  áõôü  gif.  (Áõôü

åßíáé Ýíá áñ÷åßï ãñáöéêþí ìüíï.) Êáé ôþñá áêïëïõèåß ç åíôïëÞ Export ãéá ôç äçìéïõñãßá ôïõ áñ÷åßïõ gif

ðïõ ðñïáíáöÝñáìå êáé ôï áðïêáëïýìå åäþ BeamVibrations.gif . Äåí ðñÝðåé âÝâáéá ìå êáíÝíáí ôñüðï íá

ëçóìïíçèåß  ç  åðéëïãÞ  ConversionOptions  ôçò  åíôïëÞò  Export  óôï  ôÝëïò  ôçò,  áêñéâþò  üðùò  ãßíåôáé

åäþ: äçëáäÞ ÷ùñßò êáìßá áëëáãÞ óôçí åðéëïãÞ áõôÞ: ConversionOptions  {Loop  True}. Áëëéþò äåí

ðñüêåéôáé  íá  õðÜñîåé  êáìßá  áðïëýôùò  êßíçóç,  êáìßá  animation!  Íá  ëïéðüí  ç  åíôïëÞ  Export  üðùò  áõôÞ



÷ñçóéìïðïéÞèçêå åäþ ãéá ôç äçìéïõñãßá ôïõ gif áñ÷åßïõ BeamVibrations.gif ãéá ôçí ðáñïýóá animation,

óõãêåêñéìÝíá ôçí animation ôïõ ôñßôïõ ôñüðïõ (n = 3) êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí áìöéÝñåéóôçò äïêïý: 

In[4]:= Export "D:\cemb\animations\BeamVibrations.gif",

BeamVibrationsImages, ConversionOptions Loop True

Out[4]=

Åð' åõêáéñßá äåß÷íïõìå åäþ, ó÷åäüí óôï ôÝëïò ôïõ notebook, üëá ìáæß ôá ó÷Þìáôá óå Ýíá åíéáßï ó÷Þìá.

Áõôü  üìùò  äåí  áðïôåëåß  êßíçóç,  äå  äåß÷íåé  êáìßá  êßíçóç  ôçò  ôáëáíôïýìåíçò  áìöéÝñåéóôçò  äïêïý  ìáò

Åßíáé áðëÜ ç "óõëëïãÞ" üëùí ôùí ó÷çìÜôùí ôçò animation, Ýíá åíôåëþò óôáôéêü, Ýíá áêßíçôï ó÷Þìá. Äå

ìðïñåß ìå ôßðïôå íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá animation! Ïýôå üìùò êáé ôá ó÷Þìáôá ôçò åíôïëÞò [3] ìðïñïýí. 

In[5]:= Show BeamVibrationsImages ;

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé óêüðéìï íá óçìåéþóïõìå üôé Ý÷ïíôáò ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôçí ôñßôç éäéïìïñöÞ X3 x  =

sin(3ðx/L) ãéá ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü, èá Ý÷ïõìå k = 3 –1 = 2 êüìâïõò óôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò ôçò

äïêïý. ÄçëáäÞ èá õðÜñ÷ïõí äýï óçìåßá ôçò äïêïý (÷ùñßò íá ðåñéëáìâÜíïíôáé âÝâáéá ôá Üêñá ôçò  x = 0

êáé x  = L ðïõ äå èá ìåôáêéíïýíôáé êáèüëïõ êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôùí éäéïôáëáíôþóåþí ôçò. Ïé êüìâïé áõôïß

åßíáé âÝâáéá ôá óçìåßá ðïõ ôï çìßôïíï óôçí éäéïìïñöÞ Xn x  ìçäåíßæåôáé: ãéá n = 3 êáé L = 1 ôá äýï óçìåßá

3ðx = kð ìå k = 1, 2 êáé ôåëéêÜ x = 1/3 êáé x = 2/3. Áõôïß ïé äýï êüìâïé ôùí éäéïôáëáíôþóåùí öáßíïíôáé

êáèáñÜ óå üëá ó÷åäüí ôá ðñïçãïýìåíá ó÷Þìáôá ðïõ óõìðåñéëáìâÜíïõí âÝâáéá êáé ôï ðéï ðÜíù ó÷Þìá. 

Ôåëåéþíïíôáò åäþ ôï notebook áõôü ãéá ôçí animation óå éäéïôáëáíôþóåéò áìöéÝñåéóôçò äïêïý, ðñÝðåé

áóöáëþò íá óçìåéþóïõìå üôé áíÜëïãåò animations ìðïñïýí åðßóçò íá äçìéïõñãçèïýí êáé ãéá äïêïýò ìå

åíôåëþò äéáöïñåôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò áðü ôçí áìöéÝñåóôç äïêü. ÔÝôïéåò äïêïß åßíáé ç áìößðáêôç

äïêüò,  ç  ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêüò (ìå  ðÜêôùóç åßôå  áñéóôåñÜ åßôå  äåîéÜ),  ï  ðñüâïëïò (åðßóçò ìå

ðÜêôùóç  åßôå  áñéóôåñÜ  åßôå  äåîéÜ)  êáé  ç  åëåýèåñç  äïêüò.  Áóöáëþò  óôéò  äïêïýò  áõôÝò  ïé  êýñéåò  äéá-

öïñÝò  åßíáé  ïé  äéáöïñåôéêÝò  éäéïóõ÷íüôçôåò  (óõ÷íüôçôåò  éäéïôáëáíôþóåùí)  ùn  êáé  ïé  äéáöïñåôéêÝò

éäéïìïñöÝò  Xn x .  (Èá  ðñÝðåé  åðßóçò  íá  ïìïëïãçèåß  üôé  ç  áìöéÝñåéóôç  äïêüò  åßíáé  ç  áðëïýóôåñç  ùò

ðñïò ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò êáé ôéò éäéïìïñöÝò ôçò.) ÐÜíôùò ç üëç åñãáóßá ãéá ôç äçìéïõñãßá ôçò ó÷åôéêÞò

animation ãéá ôéò  êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò  ïðïéáóäÞðïôå óõíÞèïõò äïêïý åßíáé  áðüëõôá áíÜëïãç ìå

áõôÞí ç ïðïßá Ýãéíå åäþ ãéá ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü êáé äå èá õðåéóÝëèïõìå óå ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò.  

Ï  åíäéáöåñüìåíïò  áíáãíþóôçò  êáé  ç  åíäéáöåñüìåíç  áíáãíþóôñéá  Ðïëéôéêüò  Ìç÷áíéêüò  ìðïñïýí  íá

áíáôñÝîïõí  óôçí  Åíüôçôá  Â6.2  ôïõ  ÌÝñïõò  Â  ôùí  äéäáêôéêþí  âéâëßùí,  ç  ïðïßá  áöïñÜ  óôéò  êáìðôéêÝò

éäéïôáëáíôþóåéò  äïêïý.  ÅéäéêÜ  óôçí  ÐáñÜãñáöï  Â6.2.5  ôçò  åíüôçôáò  áõôÞò  ðñïóäéïñßæïíôáé  ëåðôïìå-

ñþò ïé  éäéïóõ÷íüôçôåò êáé  ïé  éäéïìïñöÝò ãéá  ôç ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêü ìå óôÞñéîç áñéóôåñÜ êáé

êýëéóç äåîéÜ. Ìå âÜóç áõôÝò åßíáé äõíáôÞ (÷ùñßò äõóêïëßá) ç äçìéïõñãßá ôçò ó÷åôéêÞò animation.



ÉÄÉÏÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÏÑÈÏÃÙÍÉÊÇÓ ÐËÁÊÁÓ 

Èåùñïýìå ôéò éäéïôáëáíôþóåéò ìéáò óõíÞèïõò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò (rectangular plate) åðéöáíåéáêÞò ðõ-

êíüôçôáò ñh  (ðõêíüôçôá ñ  ôïõ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò åðß  ôï ðÜ÷ïò ôçò h )  êáé äõóêáìøßáò  D.  Ôçí ïñèï-

ãùíéêÞ ìáò ðëÜêá ôç èåùñïýìå äéáóôÜóåùí a åðß b ìå 0  x  a êáé 0  y  b. (ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå Ýíá áðëü

äõíáìéêü ðñüâëçìá,  ü÷é  óôáôéêü,  óôéò ÐëÜêåò.)  Óôï ðñüâëçìá áõôü Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé  ôï âÝëïò

êÜìøåùò w x, y, t  ôçò ðëÜêáò (Þ âýèéóç ôçò ðëÜêáò). Áõôü äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ åðéöÜíåéÜ ôçò, ðïõ

åäþ  üìùò  ìåôáâÜëëåôáé  ÷ñïíéêÜ.  Åýêïëá  ïñßæïõìå  ôç  ó÷åôéêÞ  äéáöïñéêÞ  åîßóùóç  ìå  ìåñéêÝò  ðáñáãþ-

ãïõò (partial differential equation) PlatePDÅ: ôçí åîßóùóç ôçò ðëÜêáò. Ðñïò ôï óêïðü áõôü äßíïõìå ðñþ-

ôá ôéò åíôïëÝò ãéá ôç ìç åìöÜíéóç ðéèáíþí ïñèïãñáöéêþí ëáèþí êáé óôç óõíÝ÷åéá êáëïýìå ôï ðáêÝôï

Calculus`VectorAnalysis`  ôçò Mathematica ãéá ôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç. Áõôü ðñüêåéôáé  íá ìáò öáíåß

÷ñÞóéìï óôïí êáèïñéóìü ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò ðëÜêáò PlatePDE.

In[1]:= Off General::spell ; Off General::spell1 ;

In[2]:= Needs "Calculus`VectorAnalysis "̀

Óôç óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå âÝâáéá ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x, y, z , áöïý Ý÷ïõìå ìéá ïñèïãùíéêÞ ðëÜêá:

In[3]:= SetCoordinates Cartesian x, y, z ;

Ôþñá ãñÜöïõìå  åýêïëá  ôç  ó÷åôéêÞ  äéáöïñéêÞ  åîßóùóç ìå  ìåñéêÝò  ðáñáãþãïõò PlatePDE  ìå  âÜóç ôçí

åîßóùóç  (2.2.18),  ÐáñÜãñáöïò  Â2.2.4,  ôïõ  ÌÝñïõò  Â  ôùí  äéäáêôéêþí  âéâëßùí.  (×ñçóéìïðïéïýìå  ìÜëéóôá

ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò ôï åíéáßï óýìâïëï ñh  ãéá ôçí åðéöáíåéáêÞ ðõêíüôçôá ôçò ðëÜêáò áíôß ãéá ôï áíôß-

óôïé÷ï ãéíüìåíï ñ  åðß  h,  ðáñüëï ðïõ áõôü  åßíáé  áóöáëþò åîßóïõ áðïäåêôü  êáé  ìÜëéóôá êáé  ðéï  óùóôü

áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò.)

In[4]:= PlatePDE Biharmonic w x, y, t h D D w x, y, t , t, 2

Out[4]=

Ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò åîéóþóåùò áõôÞò (áõôü ðïõ Ý÷åé ôï äéäéÜóôáôï äéáñìïíéêü ôåëåóôÞ) ðñïÝñ÷åôáé

áðü ôï óôáôéêü ðñüâëçìá ôçò ðëÜêáò.  Ç óõìâïëÞ ôïõ ÷ñüíïõ  t  óôï ðáñüí äõíáìéêü ðñüâëçìá ðëÜêáò

åßíáé  ìÝóù ôçò áäñáíåéáêÞò äõíÜìåùò Þ öïñôßóåùò (ìå ìåßïí ðáñáêáëþ!),  ç ïðïßá Ý÷åé  ôåèåß óôï äåîéü

ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Óôï ðáñüí ðñüâëçìá éäéïôáëáíôþóåùí (üðïõ

äåí  õðÜñ÷åé  êáôáíåìçìÝíç  êÜèåôç  öüñôéóç  óôçí  ðëÜêá)  ôï  ðáñáðÜíù  âÝëïò  êÜìøåùò  w x, y, t  ôçò

ðëÜêáò èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ ãéíïìÝíïõ ìéáò óõíáñôÞóåùò W x, y  ìüíï ôçò èÝóåùò x, y  ðÜíù óôçí ðëÜêá

åðß  ìßá  óõíÜñôçóç  T t  ìïíÜ÷á  ôïõ  ÷ñüíïõ  t .  Ç  ôåëåõôáßá  ìÜëéóôá  ìå  ôç  ìÝèïäï  ôïõ  ÷ùñéóìïý  ôùí

ìåôáâëçôþí  ðñïêýðôåé  üôé  åßíáé  ìéá  áðëÞ  ôñéãùíïìåôñéêÞ  óõíÜñôçóç  (óõíçìéôïíéêÞ  Þ  çìéôïíéêÞ  ìå

ãùíßá öÜóåùò á ).  ÓõãêåêñéìÝíá ìå  ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí äå÷üìáóôå ãéá ôo âÝëïò

êÜìøåùò ôçò ðëÜêáò w x, y, t üôé åßíáé óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

In[5]:= w1 x_, y_, t_ W x, y T t ;



Ç óõíÜñôçóç áõôÞ èá ðñÝðåé  âÝâáéá íá åðáëçèåýåé  ôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñá-

ãþãïõò PlatePDE ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò. Åßíáé ëïéðüí áíáãêáßï íá éó÷ýåé

In[6]:= PlatePDE1 PlatePDE . w w1

Out[6]=

Äéáéñïýìå êáé ôá äýï ìÝëç ìå w1 x, y, t ,  þóôå íá ÷ùñéóèïýí êáèáñÜ ïé  ìåôáâëçôÝò. (Ðñïóï÷Þ üìùò: íá

äéáéñåèïýí êáé ôá äýï ìÝëç ÷ùñéóôÜ!)

In[7]:= SeparatedVariablesPlatePDE

PlatePDE1 1 w1 x, y, t PlatePDE1 2 w1 x, y, t Simplify

Out[7]=

Ôç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ôçí áðïêáëÝóáìå ë. ¢ñá ç ÷ñïíéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

In[8]:= TimePlateODE SeparatedVariablesPlatePDE 2 SeparatedVariablesPlatePDE 3

Out[8]=

ÕðïèÝôïíôáò ôþñá üôé ë > 0, áõôÞ ç åîßóùóç Ý÷åé óáí ëýóç ôçò ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ óõíÜñôçóç

In[9]:= SolutionT DSolve TimePlateODE, T t , t

Out[9]=

Óçìåéþíïõìå üôé  áöïý ç åðéöáíåéáêÞ ðõêíüôçôá ñh  ôçò ðëÜêáò üðùò êáé ç äõóêáìøßá ôçò D  åßíáé èåôé-

êÝò ðïóüôçôåò,  èá ðñÝðåé  ïðùóäÞðïôå êáé  ç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë íá åßíáé  êáé  áõôÞ èåôéêÞ.  ¸ôóé  èá

ðÜñïõìå ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç. Áí áíôßèåôá ç óôáèåñÜ äéá÷ùñéóìïý ë Þôáí áñíçôéêÞ, ôüôå ç ôåôñáãùíé-

êÞ ñßæá ë  èá Þôáí öáíôáóôéêÞ (äçëáäÞ i ì )  êáé Ýôóé èá ðñïÝêõðôå õðåñâïëéêÞ ëýóç. Ôüôå ü÷é ìüíï äå

èá åß÷áìå éäéïôáëáíôþóåéò óôçí ðëÜêá, áëëÜ èá åß÷áìå óõíå÷Þ áýîçóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåþò ôçò ìÝ÷ñé

ôï  Üðåéñï.  ¸ôóé  êé  áëëéþò ÷ùñßò  öüñôéóç ôçò ðëÜêáò (üìùò åäþ óå  éäéïôáëáíôþóåéò)  áõôü ðáñáâáßíåé

ôçí áñ÷Þ äéáôçñÞóåùò ôçò åíåñãåßáò. ÐñÝðåé ëïéðüí áìÝóùò íá áðïññéöèåß. Ôþñá ç ëýóç ôçò ÷ñïíéêÞò

óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò TimePlateODE èá åßíáé ðñïöáíþò ç åîÞò:

In[10]:= Ts t_ SolutionT 1, 1, 2

Out[10]=

êáé  öõóéêÜ  åðáëçèåýåé  ôç  ÷ñïíéêÞ  óõíÞèç  äéáöïñéêÞ  åîßóùóç  TimePlateODE.  Åìåßò  åäþ  èá  ÷ñçóéìï-

ðïéÞóïõìå ôï óýìâïëï ù ãéá êÜèå óõ÷íüôçôá (ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åííïåßôáé êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá)

ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ôçò ðëÜêáò: éäéïóõ÷íüôçôá . Ìå âÜóç ôçí ðéï ðÜíù óõíÜñôçóç Ts t  ïñßæïõìå

In[11]:= Sqrt D h ; Clear ;

Ôþñá ç ðéï ðÜíù ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç Ts t  ðáßñíåé ðñïöáíþò ôçí áðëïýóôåñç  ìïñöÞ ôçò

In[12]:= Ts1 t_ Ts t . D 2 h PowerExpand

Out[12]=



Áóöáëþò äåí Ý÷åé íüçìá åäþ óôéò éäéïôáëáíôþóåéò íá áó÷ïëïýìáóôå ôáõôü÷ñïíá êáé ìå ôéò äýï áõôÝò

ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò (óõíçìßôïíï êáé  çìßôïíï) ïýôå ìå ôç äéáöïñÜ öÜóåùò, áí îáíáãñÜøïõìå

ôçí ðéï ðÜíù óõíÜñôçóç Ts1 t ìå ôç ÷ñÞóç ìüíï ôçò óõíçìéôïíéêÞò Þ ìüíï ôçò çìéôïíéêÞò óõíáñôÞóå-

ùò. Åäþ óôéò éäéïôáëáíôþóåéò áðëÜ ðáßñíïõìå ìüíï ôç ìßá áðü ôéò äýï áõôÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞ-

óåéò, áò ðïýìå ôç óõíçìéôïíéêÞ. ÓõãêåêñéìÝíá äå÷üìáóôå ôåëéêÜ ôçí áðëÞ ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç

In[13]:= Tf t_ Ts1 t . C 1 1, C 2 0

Out[13]=

Ôþñá ç äéáöïñéêÞ  åîßóùóç ìå  ìåñéêÝò  ðáñáãþãïõò PlatePDE1  óôï  ðáñüí  äõíáìéêü  ðñüâëçìá  ðëÜêáò,

óõãêåêñéìÝíá óôéò éäéïôáëáíôþóåéò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò, ðáßñíåé ôåëéêÜ ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

In[14]:= ModifiedPlatePDE PlatePDE1 . T Tf Simplify

Out[14]=

Óôï  óçìåßï  áõôü  äéáéñïýìå  âÝâáéá  êáé  ìå  ôç  óõíçìéôïíéêÞ  óõíÜñôçóç  êáé  ôá  äýï  ìÝëç  ôçò  åîéóþóåùò

áõôÞò. Ðáßñíïõìå Ýôóé ôçí êáèáñÜ ÷ùñéêÞ (ùò ðñïò x êáé y) äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

In[15]:= SpacePlatePDE1 ModifiedPlatePDE 1 Tf t ModifiedPlatePDE 2 Tf t

Out[15]=

Ç ßäéá áêñéâþò ÷ùñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò Ý÷åé âÝâáéá ïõóéáóôéêÜ Þäç ðñïêýøåé

óôçí åíôïëÞ [7] êáé áðü ôïí åêåß ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí. ÐñáãìáôéêÜ

In[16]:= SpacePlatePDE2a SeparatedVariablesPlatePDE 1 SeparatedVariablesPlatePDE 3

Out[16]=

ðïõ åßíáé áêñéâþò ç ßäéá ÷ùñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, áöïý

In[17]:= SpacePlatePDE2b

W x, y SpacePlatePDE2a 1 W x, y SpacePlatePDE2a 2 . h 2 D

Out[17]=

In[18]:= SpacePlatePDE1 SpacePlatePDE2b Simplify

Out[18]=

Óôï  óçìåßï  áõôü  ðñÝðåé  íá  óçìåéþóïõìå  üôé  ðïëý  óõ÷íÜ  ï  Ðïëéôéêüò  Ìç÷áíéêüò  êáôáëÞãåé  óôçí  ßäéá

÷ùñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ìå äéáöïñåôéêü, áðëïýóôåñï ôñüðï. ÓõãêåêñéìÝíá, êáôáíïþíôáò üôé óôéò

éäéïôáëáíôþóåéò (êáé óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ãåíéêüôåñá) ÷ùñßò áðüóâåóç (üðùò óõìâáßíåé åäþ) ç

÷ñïíéêÞ ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò åßíáé  ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò, ëüãù ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá, äÝ÷å-

ôáé  (óùóôÜ!)  åîáñ÷Þò  ôñéãùíïìåôñéêÞ  ÷ñïíéêÞ  ìåôáâïëÞ  ôçò  ëýóåùò  ðïõ  õðïèÝôåé.  ÄçëáäÞ  ôï  óõãêå-

êñéìÝíï  ðñüâëçìá  éäéïôáëáíôþóåùí  ðëÜêáò  äÝ÷åôáé  ëýóç  ôçò  äéáöïñéêÞò  åîéóþóåþò  ôïõ  ìå  ìåñéêÝò

ðáñáãþãïõò  PlatePDE  ôçò  óõíçìéôïíéêÞò  ìïñöÞò  (åíáëëáêôéêÜ  çìéôïíéêÞò  ìïñöÞò  Þ  áêüìç  êáé  ìéãá-

äéêÞò åêèåôéêÞò ìïñöÞò):

In[19]:= ws x_, y_, t_ W x, y Cos t ;



Ôüôå ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç PlatePDE ôçò ðëÜêáò ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

In[20]:= PlatePDE2 PlatePDE . w ws

Out[20]=

êáé ìå áðëïðïßçóç ôïõ óõíçìéôïíéêïý üñïõ (êáé óôï áñéóôåñü êáé óôï äåîéü ìÝëïò) ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ:

In[21]:= SpacePlatePDE3 PlatePDE2 1 Cos t PlatePDE2 2 Cos t Simplify

Out[21]=

ÄçëáäÞ  êáé  ìå  ôïí  ôñüðï  áõôü  (ðïõ  åßíáé  ïõóéáóôéêÜ  Ýíá  Ýîõðíï  êáé  åý÷ñçóôï  ôÝ÷íáóìá)  ðñïêýðôåé

îáíÜ ç ÷ùñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò SpacePlatePDE2b, áöïý ðñïöáíþò

In[22]:= SpacePlatePDE3 SpacePlatePDE2b

Out[22]=

ÌåôÜ áðü ôçí ðáñáðÜíù ðáñáôÞñçóç ìðïñïýìå ðéá íá ðñï÷ùñÞóïõìå (÷ùñßò üìùò ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ù-

ñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí)  óôéò ìåôáâëçôÝò èÝóåùò x  êáé  y  ðÜíù óôçí ðëÜêá (ôéò äýï ÷ùñéêÝò ìåôáâëç-

ôÝò) óå óõíäõáóìü âÝâáéá êáé ìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò áðëÞò óôçñßîåùò ôéò ïðïßåò äå÷üìáóôå óôï

óýíïñï ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò.  (ÁõôÝò áöïñïýí óå ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò êáé  åðßóçò óå ìçäåíéêÞ

êáìðôéêÞ ñïðÞ êÜèåôá óôï óýíïñï ôçò ðëÜêáò.) ×ùñßò áðüäåéîç ðáñáôçñïýìå üôé ç ÷ùñéêÞ óõíÜñôçóç

In[23]:= Wmn x_, y_ Sin m x a Sin n y b ;

ìå ôá m êáé n èåôéêïýò áêÝñáéïõò áñéèìïýò ó÷åäüí åðáëçèåýåé ôç ÷ùñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò

ðáñáãþãïõò ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ðëÜêáò SpacePlatePDE1 êáé åßíáé êáôÜëëçëç ãéá ëýóç. ÐñáãìáôéêÜ

In[24]:= equation SpacePlatePDE1 . W Wmn Simplify

Out[24]=

Áñêåß âÝâáéá ï óôáèåñüò üñïò ìÝóá óôéò ðáñåíèÝóåéò áñéóôåñÜ íá ìçäåíßæåôáé, äçëáäÞ

In[25]:= FrequencyEquationmn equation 1, 1 0

Out[25]=

Êáé  áõôü  âÝâáéá  óõìâáßíåé,  åöüóïí  ç  óõ÷íüôçôá  éäéïôáëáíôþóåùí  ù  åßíáé  ñßæá  áõôÞò  ôçò  åîéóþóåùò

éäéïóõ÷íïôÞôùí (Þ áðëïýóôåñá åîéóþóåùò óõ÷íïôÞôùí) FrequencyEquationmn:

In[26]:= PlateVibrationFrequenciesmn Solve FrequencyEquationmn,

Out[26]=

Ðñïöáíþò êáé ïé äýï ðéï ðÜíù ñßæåò äåí Ý÷ïõí íüçìá ôáõôü÷ñïíá ãéá ôç æçôïýìåíç éäéïóõ÷íüôçôá ùm, n .

Ç äåýôåñç ñßæá, ç èåôéêÞ ñßæá áñêåß óáí óõ÷íüôçôá ùm, n  ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ôçò ðëÜêáò. ¢ñá  



In[27]:= m_, n_ PlateVibrationFrequenciesmn 2, 1, 2

Out[27]=

Ïé  ðáñáðÜíù  óõíáñôÞóåéò  Wm, n x, y åðáëçèåýïõí  âÝâáéá  ü÷é  ìüíï  ôç  ÷ùñéêÞ  äéáöïñéêÞ  åîßóùóç  ìå

ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, áëë' åðßóçò êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôéò ôÝóóåñéò ðëåõñÝò x = 0, x = a, y = 0

êáé  y  =  b  ôçò  ðáñïýóáò  ïñèïãùíéêÞò  ðëÜêáò  åäþ ìå  ôçí  õðüèåóç áðëÞò óôçñßîåùò  (åäñÜóåùò)  óôçí

ðåñßìåôñü ôçò.  Ïé óõíèÞêåò áõôÝò (ãéá ìçäåíéêü ôüóï ôï âÝëïò êÜìøåùò üóï êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãü

ôïõ ëüãù ôçò ó÷åôéêÞò ìçäåíéêÞò êáìðôéêÞò ñïðÞò  óôçí ðëÜêá óôçí êÜèåôç  óôçí ðåñßìåôñü ôçò,  óôï

óýíïñü ôçò äéåýèõíóç) áíÜ äýï óå êÜèå ðëåõñÜ ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò åßíáé ïé áêüëïõèåò ðñþôá ãéá

ôï ßäéï ôï âÝëïò êÜìøåùò (ìå äÞëùóç âÝâáéá üôé ïé óôáèåñÝò m êáé n åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß):

In[28]:= Simplify Wmn 0, y , Wmn a, y , Wmn x, 0 , Wmn x, b , m, n Integers

Out[28]=

Êáé óôç óõíÝ÷åéá ìåôÜ ôïí õðïëïãéóìü êáé ôùí äåýôåñùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ùò ðñïò x êáé ùò ðñïò y

In[29]:= DxxWmn x_, y_ D Wmn x, y , x, 2 , DyyWmn x_, y_ D Wmn x, y , y, 2

Out[29]=

êáé ãéá ôéò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò (êáôÜ ôéò êÜèåôåò óôï óýíïñï äéåõèýíóåéò) óôéò ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ôçò

ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò:

In[30]:= Simplify DxxWmn 0, y , DxxWmn a, y , DyyWmn x, 0 , DyyWmn x, b , m, n Integers

Out[30]=

×ñçóéìïðïéïýìå  ôéò  ðáñáðÜíù  óõíáñôÞóåéò  Wm, n x, y  ðïõ  åðáëçèåýïõí  âÝâáéá,  üðùò  Þäç  åßäáìå,  ü÷é

ìüíï ôç  ÷ùñéêÞ  äéáöïñéêÞ  åîßóùóç ìå  ìåñéêÝò  ðáñáãþãïõò SpacePlatePDE1,  áëëÜ  êáé  üëåò  ôéò  óõíï-

ñéáêÝò  óõíèÞêåò  (áíÜ  äýï  óå  êÜèå  ðëåõñÜ  ôçò  ïñèïãùíéêÞò  ðëÜêáò).  Óôï  ôÝëïò  Ý÷ïõìå  ãéá  ôï  âÝëïò

êÜìøåùò wm,, n x, y, t  óôéò  éäéïôáëáíôþóåéò  ôçò ðëÜêáò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí éäéïóõ÷íüôçôá ùm, n

In[31]:= wmn x_, y_, t_ Wmn x, y Cos m, n t

Out[31]=

Ý÷ïíôáò ðÜñåé  ãéá ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç ìüíï ôç óõíçìéôïíéêÞ óõíÜñôçóç ÷ùñßò ãùíßá öÜóåùò ám, n .  Åß-

íáé âÝâáéá ðñïöáíÝò üôé ç óõíÜñôçóç áõôÞ, ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôçí éäéïìïñöÞ Wm, n x, y  ôçò ðëÜêáò,

åßíáé ëýóç ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò ðëÜêáò. ÓõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé

In[32]:= VerificationOfThePlatePDE PlatePDE . w wmn Simplify

Out[32]=

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá êáé  óå Ýíá áñéèìçôéêü ðáñÜäåéãìá ãéá ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ù2, 3 ôÜîåùò (2,  3),  ìå  m  = 2

êáé  n  = 3,  êáé  ôçí áíôßóôïé÷ç éäéïìïñöÞ W2, 3 x, y .  ÓõãêåêñéìÝíá äå÷üìáóôå ôéò åîÞò ôéìÝò ôùí äéáóôÜ-

óåùí a êáé b ôçò ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò, ôçò åðéöáíåéáêÞò ðõêíüôçôÜò ôçò ñh êáé ôçò äõóêáìøßáò ôçò D :

In[33]:= values a 3, b 2, h 71.6536, D 1 ;



Ãéá ôéò ôéìÝò áõôÝò ôï âÝëïò êÜìøåùò w2, 3 x, y, t ôçò ðëÜêáò èá Ý÷åé ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ

In[34]:= w23 x_, y_, t_ wmn x, y, t . m 2, n 3 . values

Out[34]=

Ðñüêåéôáé  âÝâáéá,  åðáíáëáìâÜíïõìå,  ãéá  ôéò  áíôßóôïé÷åò  éäéïìïñöÝò,  ôÜîåùò  (2,  3),  ôçò  ðëÜêáò  åðß  ôç

ó÷åôéêÞ ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç. Ìüíï ðïõ åäþ áãíïÞóáìå ôç äéáöïñÜ öÜóåùò á ðïõ ãåíéêÜ õðÜñ÷åé. ÁëëÜ

áõôü äåí åßíáé óçìáíôéêü, åðåéäÞ áðëÜ óêïðåýïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôç ó÷åôéêÞ animation êáé ó' áõôÞ

ìéá äéáöïñÜ öÜóåùò á  (ïõóéáóôéêÜ ìéá ìåôáôüðéóç óôçí áñ÷Þ ìåôñÞóåùò ôïõ ÷ñüíïõ) äåí ðáßæåé êáíÝ-

íáí ïõóéáóôéêü ñüëï. Óçìåéþíïõìå üôé ç ó÷åôéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá, ðÜëé ôÜîåùò (2, 3), ôçò ðëÜêáò èá åßíáé

In[35]:= 23 2, 3 . values

Out[35]=

Áõôü öáßíåôáé åîÜëëïõ êáèáñÜ êáé áðü ôïí óõíçìéôïíéêü üñï óôï ðéï ðÜíù áíôßóôïé÷ï  âÝëïò êÜìøåùò.

Êáé ôþñá ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç ðïõ äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ åðéöÜíåéá (elastic surface) ôçò ïñèïãù-

íéêÞò  ðëÜêáò  (rectangular  plate)  ôç  ÷ñïíéêÞ  óôéãìÞ  t  (ôçí  ïðïéáäÞðïôå  ÷ñïíéêÞ  óôéãìÞ  t ),  üðùò  áõôÞ

ðñïêýðôåé  áðü  ôï  ðéï  ðÜíù  âÝëïò  êÜìøåùò  w2, 3 x, y, t ìå  êáèõóôåñçìÝíï  õðïëïãéóìü,  äçëáäÞ  ìå  ôï

óýìâïëï  := áíôß ãéá ôï = óôïí ïñéóìü ôçò óõíáñôÞóåùò. Áõôü ôï êÜíïõìå, åðåéäÞ äåí Ý÷ïõìå êáèïñßóåé

áêüìç ôï ÷ñüíï t  êáé åðïìÝíùò äå ìðïñïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå ôçí åëáóôéêÞ åðéöÜíåéá ôçò ðëÜêáò.

In[36]:= PlateElasticSurface t_ :

Plot3D w23 x, y, t , x, 0, 3 , y, 0, 2 , PlotPoints 50, ImageSize 350,

DefaultFont "Arial Bold", 11.5 , AxesLabel "x", " y", "w " ,

PlotRange 1, 1 , Ticks 0, 1, 2, 3 , 0, 1, 2 , 1, 0, 1 ,

PlotLabel " " ;

Ôþñá  ðéá  ðïõ  äéáèÝôïõìå  áõôÞí  ôç  óõíÜñôçóç ìðïñïýìå  íá  ó÷åäéÜæïõìå  ôçí  åëáóôéêÞ  åðéöÜíåéá  ôçò

ðëÜêáò êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ.  Áò ôï êÜíïõìå áõôü ìå ôçí åíôïëÞ Table  ãéá  ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò áðü  t  = 0

ìÝ÷ñé t = 2 áíÜ Ät = 0.2 ìå åîáßñåóç ôçí ôåëåõôáßá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t 2  ëüãù ôçò ðåñéïäéêüôçôáò ôïõ

öáéíïìÝíïõ. (ÄçëáäÞ äå ÷ñåéáæüìáóôå óôçí animation ôçí åëáóôéêÞ åðéöÜíåéá ôçò ðëÜêáò ãéá t 2 .)

In[37]:= PlateVibrationElasticSurfaces

Table p t PlateElasticSurface t , t, 0, 1.8, 0.2 ;

ÐÞñáìå óõíïëéêÜ äÝêá ôñéäéÜóôáôá ó÷Þìáôá: äÝêá åëáóôéêÝò åðéöÜíåéåò ãéá ôçí ïñèïãùíéêÞ ðëÜêá ìáò,

ðïõ ãéá ïéêïíïìßá ÷þñïõ äåí ôá äåß÷íïõìå åäþ Ýíá–Ýíá, üðùò ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí ïèüíç. (¼ìùò ðá-

ñáêÜôù ôá äåß÷íïõìå áíÜ äýï ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò GraphicsArray.) Ï áñéèìüò ôùí ó÷çìÜôùí åßíáé:

In[38]:= NumberOfPlateElasticSurfaces Length PlateVibrationElasticSurfaces

Out[38]=

Ìáõñßæïíôáò ôç äåîéÜ êáôáêüñõöç ìðëå ãñáììÞ ðïõ ôá êáëýðôåé  üëá ôïõò êáé  óôç óõíÝ÷åéá ðáôþíôáò

Ctrl Y, ðáßñíïõìå ôç ó÷åôéêÞ animation (êéíïýìåíï ó÷Þìá: åäþ êßíçóç óôçí åëáóôéêÞ åðéöÜíåéá ôçò ðëÜ-

êáò: êéíïýìåíç åëáóôéêÞ åðéöÜíåéá). Ôï ó÷Þìá áõôü ìðïñïýìå íá ôï "åîáãÜãïõìå" óå ìïñöÞ áñ÷åßïõ gif,



þóôå íá Ý÷ïõìå äéáèÝóéìç ôçí åíäéáöÝñïõóá áõôÞ animation êáé Ýîù áðü ôç Mathematica.  Ôï áñ÷åßï ìå

ôá ó÷Þìáôá ãéá ôçí animation áõôþí ôùí ôáëáíôþóåùí ôï ïíïìÜæïõìå RectangularPlateVibrations.gif: 

In[39]:= Export "D:\cemb\animations\RectangularPlateVibrations.gif",

PlateVibrationElasticSurfaces, ConversionOptions Loop True ;

Êáé ôþñá äåß÷íïõìå (áíÜ äýï óôçí êÜèå ãñáììÞ) ôá äÝêá ó÷Þìáôá ðïõ ðÞñáìå ãéá ôçí animation êáé ðïõ

åðáíáëáìâÜíïíôáé ðåñéïäéêÜ ìå ðåñßïäï  T  2. (ÄçëáäÞ ôï åíäÝêáôï ó÷Þìá èá åßíáé ßäéï ìå ôï ðñþôï.)

Ìéá ðïëý åíäéáöÝñïõóá éäéüôçôá óôá ó÷Þìáôá áõôÜ åßíáé üôé Ý÷ïõí ãñáììÝò–êüìâïõò ðáñÜëëçëåò óôïí

Üîïíá y,  üôáí sin(mðx/a)  =  0,  äçëáäÞ üôáí mx/a  =   k  ìå  k  =  1,  2,  .  .  .  ,  m  –1.  Åäþ ìå  m  =  2  êáé  a  =  3  ç

ãñáììÞ–êüìâïò åßíáé ç x = 3/2. ÁíÜëïãá êáé ãéá ãñáììÝò–êüìâïõò ðáñÜëëçëåò óôïí Üîïíá x (äýï åäþ).

In[40]:= Show GraphicsArray p 0 , p 0.2 , p 0.4 , p 0.6 ,

p 0.8 , p 1.0 , p 1.2 , p 1.4 , p 1.6 , p 1.8 , ImageSize 520 ;



Åííïåßôáé üôé ôá áìÝóùò ðáñáðÜíù ó÷Þìáôá ôá äåß÷íïõìå áðëÜ ãéá ôçí åíçìÝñùóç ôïõ áíáãíþóôç ôïõ

notebook  áõôïý.  Ôá  áëçèéíÜ  ó÷Þìáôá,  ôá  ïðïßá  Þäç  ÷ñçóéìïðoéÞóáìå  ðáñáðÜíù  ãéá  ôçí  animation  ìå

Ctrl Õ êáé åðßóçò ìå ôçí åíôïëÞ Export ãéá ôç äçìéïõñãßá ôïõ áñ÷åßïõ gif åßíáé ôá ó÷Þìáôá óôçí åíôïëÞ

[37]  ãéá  ôéò  PlateVibrationElasticSurfaces  ôï  êáèÝíá  ôïõò  óå  äéáöïñåôéêÞ  (êáôáêüñõöç)  ãñáììÞ:  ìüíï

ôïõ  óôç  ãñáììÞ.  ÖõóéêÜ  èõìßæïõìå  ðùò  ðéï  ðÜíù  åñãáóèÞêáìå  ìüíï  ìå  ôçí  éäéïóõ÷íüôçôá  ù2, 3.

ÁíÜëïãá üìùò ìðïñïýìå íá åñãáóèïýìå êáé ìå êÜèå Üëëç éäéïóõ÷íüôçôá ôçò ðëÜêáò. Áò õðïëïãßóïõìå

ôþñá ìåñéêÝò  áðü  ôéò  éäéïóõ÷íüôçôåò áõôÝò (óõãêåêñéìÝíá  üëåò  ôéò  óõ÷íüôçôåò éäéïôáëáíôþóåùí ôçò

ðëÜêáò ìå m, n = 1, 2, 3 êáé 4) áíáëõôéêÜ êáé åðßóçò áñéèìçôéêÜ ãéá ôéò åäþ áñéèìçôéêÝò ôéìÝò values: 

In[41]:= PlateFrequencies Table m, n , m, 1, 4 , n, 1, 4 TableForm

Out[41]//TableForm=

In[42]:= NumericalPlateFrequencies PlateFrequencies . values

Out[42]//TableForm=




