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ÓÕÍÔÏÌÏ ÂÉÏÃÑÁÖÉÊÏ ÔÏÕ ÓÕÃÃÑÁÖÅÁ

Ï Íéêüëáïò É. Éùáêåéìßäçò ãåííÞèçêå óôçí ÊáëëéèÝá ÁôôéêÞò ôï 1950. Ôåëåßùóå ôï ÃõìíÜóéï
(1965) êáé ôï Ëýêåéï (1968) óôïí ÐåéñáéÜ. Åßíáé äéðëùìáôïý÷ïò Ìç÷áíïëüãïò--Çëåêôñïëüãïò Ìç-
÷áíéêüò (1973) ôïõ ÅèíéêïýÌåôóïâßïõÐïëõôå÷íåßïõ (Å.Ì.Ð.) êáé ÄéäÜêôùñÌç÷áíéêüò (1976) ðÜëé
ôïõ Å.Ì.Ð. Ç äéðëùìáôéêÞ åñãáóßá ôïõ (1973) êáé ç äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ ôïõ (1976) áíáöÝñïíôáé
óôçí Åëáóôéêüôçôá êáé óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ.

Áðü ôï 1970 óáí óðïõäáóôÞò Þôáí áíåðßóçìïò óõíåñãÜôçò ôïõ Åñãáóôçñßïõ Áíôï÷Þò Õëéêþí
ôïõ Å.Ì.Ð. Ôï 1976 õðÞñîå åñåõíçôÞò óôï ßäéï åñãáóôÞñéï. Áðü ôï 1976 ìÝ÷ñé ôï 1980 Þôáí
ÅðéìåëçôÞò óôéò ¸äñåò Ìç÷áíéêÞò Á êáé Â ôïõ Å.Ì.Ð. Áðü ôï 1980 ìÝ÷ñé ôï 1982 Þôáí ¸êôá-
êôïò ÊáèçãçôÞò êáé áðü ôï 1982 ìÝ÷ñé óÞìåñá åßíáé ÊáèçãçôÞò ôçò Ðïëõôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò ôïõ
Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí. Áðü ôï 1982 óáí ÊáèçãçôÞò åñãÜæåôáé óôï Ãåíéêü ÔìÞìá óôïí ÔïìÝá
ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí êáé Ìç÷áíéêÞò.

Óôï Å.Ì.Ð. óõììåôÝó÷å óôá åñãáóôÞñéá ÐåéñáìáôéêÞò Áíôï÷Þò Õëéêþí êáé Ýêáíå öñïíôéóôÞñéá
ìáèçìÜôùí Ìç÷áíéêÞò. Åðßóçò äßäáîå Ýíá åîÜìçíï ôï ìÜèçìá Áíôï÷Þ Õëéêþí. Óôçí Ðïëõôå÷íéêÞ
Ó÷ïëÞ ôïõÐáíåðéóôçìßïõÐáôñþí äßäáîå ìáèÞìáôáÌáèçìáôéêþí, ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí
êáé Ðéèáíïèåùñßáò--ÓôáôéóôéêÞò óå äéÜöïñá ôìÞìáôá. ÊáôÜ ôá ôåëåõôáßá Ýôç äéäÜóêåé áðïêëåé-
óôéêÜóôï ÔìÞìáÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí ôáìáèÞìáôá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ êáé åêôåëåß
ôá ó÷åôéêÜ åñãáóôÞñéá óôï Õðïëïãéóôéêü ÊÝíôñï ôïõ ÔìÞìáôïò. ÄéäÜóêåé åðßóçò ôï ìåôáðôõ÷éáêü
ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ðÜëé óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí.

Ôï åñåõíçôéêü Ýñãï ôïõ áíáöÝñåôáé óôç Ìç÷áíéêÞ, ôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ, ôá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ, ôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç, ôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç (Áñéè-
ìçôéêÞ ÏëïêëÞñùóç êáé åðßëõóç Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí) êáé ôïõò Óõìâïëéêïýò Õðïëïãéóìïýò
óôç Ìç÷áíéêÞ. Åßíáé óõããñáöÝáò êáé óõóõããñáöÝáò ðïëëþí åðéóôçìïíéêþí åñãáóéþí ðïõ Ý÷ïõí
äçìïóéåõèåß óôçí ÁããëéêÞ ãëþóóá óå ðïëëÜ äéåèíÞ ðåñéïäéêÜ ôùí ðéï ðÜíù åðéóôçìïíéêþí ðåñéï-
÷þí (êáé ìßá åñãáóßá óôç Èåùñßá Ðñïóåããßóåùò) óå äéÜöïñåò ÷þñåò. Óáí ìåãáëýôåñç åñåõíçôéêÞ
óõìâïëÞ ôïõ èåùñåß ôçí áíáãùãÞ ðñïâëçìÜôùí ñùãìþí óå éäéüìïñöåò êáé õðåñéäéüìïñöåò ïëï-
êëçñùôéêÝò åîéóþóåéò êáé ôçí åðßëõóÞ ôïõò ìå ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.

ÐÝñá áðü ôéò åðéóôçìïíéêÝò åñãáóßåò ôïõ Ý÷åé êñßíåé ðïëëÝò åñãáóßåò Üëëùí óõããñáöÝùí
ãéá äéåèíÞ åðéóôçìïíéêÜ ðåñéïäéêÜ ôçò Ìç÷áíéêÞò, ôçò Èñáõóôïìç÷áíéêÞò, ôùí ÅöáñìïóìÝíùí
Ìáèçìáôéêþí êáé ôçò ÁñéèìçôéêÞò Áíáëýóåùò. ÕðÞñîå êñéôÞò ãéá ôá ðåñéïäéêÜ êñéôéêþí Applied
Mechanics Reviews êáé Mathematical Reviews êáé ìÝëïò ôçò ÅêäïôéêÞò ÅðéôñïðÞò ôïõ ðåñéïäéêïý
International Journal of Solids and Structures.

ÊáôÜ ôá ôåëåõôáßá Ýôç êáôáâÜëëåé óõóôçìáôéêÞ ðñïóðÜèåéá ãéá ôçí áíáâÜèìéóç ôùí ìáèçìÜ-
ôùí ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõ äéäÜóêåé óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí ôçò Ðïëõ-
ôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí: óôçí áßèïõóá äéäáóêáëßáò, óôï åñãáóôÞñéï, ìÝóù
óõ÷íþí åîåôÜóåùí ðñïüäïõ êáé åñãáóôçñßïõ êáé ìÝóù ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí Åöáñìï-
óìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõ áðåõèýíïíôáé áðïêëåéóôéêÜ óå Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò êáé ü÷é
ãåíéêÜ óå Ìç÷áíéêïýò. Óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõ áõôÞ Ý÷åé ôý÷åé ðïëýôéìçò âïÞèåéáò êáé óõìðáñá-
óôÜóåùò êÜèå ìïñöÞò áðü ðïëëïýò óõíáäÝëöïõò ôïõ êáèþò êáé ôçò åíåñãÞò óõììåôï÷Þò ôùí
öïéôçôþí êáé öïéôçôñéþí ôïõÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí êáé åßíáé åõãíþìùí óå üëïõò êáé üëåò ãé’ áõôÜ.

ÔÝëïò óôá ÐáíåðéóôçìéáêÜ èÝìáôá ç èÝóç ôïõ Þôáí êáé åßíáé õðÝñ ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ óôçí
êëáóéêÞ ôïõ ìïñöÞ, üðùò ôçí Ý÷åé æÞóåé êáé ôç æåé êáé ï ßäéïò åðß ðïëëÜ ÷ñüíéá. ÅðïìÝíùò åßíáé
åíáíôßïí êÜèå åðé÷åéñçìáôéêÞò Þ ïéêïíïìéêÞò äéåéóäýóåùò ôñßôùí óôïí Ðáíåðéóôçìéáêü ÷þñï.
Åßíáé åðßóçò èåñìüò õðïóôçñéêôÞò ôçò åëåýèåñçò Ýñåõíáò óôá ÐáíåðéóôÞìéá ìå ôçí Ýííïéá üôé ôá
åñåõíçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðñÝðåé íá åßíáé áðüëõôá ðñïóéôÜ óå êÜèå ìÝñïò ôïõ êüóìïõ ÷ùñßò
ðåñéïñéóìïýò ìÝóù ôçò äçìïóéåýóåþò ôïõò åßôå óå âéâëßá åßôå óå ðåñéïäéêÜ åßôå óôï äéáäßêôõï.
Ôïýôï Ý÷åé ðñÜîåé êáé ï ßäéïò ÷ùñßò êáìßá åîáßñåóç.
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ÐÑÏËÏÃÏÓ (Ðñüëïãïò) xi

ÐÑÏËÏÃÏÓ

Ôï ðáñüí Ôåý÷ïò 1 ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷á-
íéêïýò êáëýðôåé ôï ÌÝñïò A ôçò èåùñßáò ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá Ðï-
ëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, ôï ïðïßï áöïñÜ óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ãéá
ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò. Åéäéêüôåñá óôï ÔìÞìá ÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí
ôï ðéï ðÜíù óýããñáììá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ðñïïñßæåôáé
ãéá ôï áíôßóôïé÷ï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ôïõ äåõôÝñïõ åîáìÞíïõ óðïõäþí.

Ôá õðüëïéðá ôñßá ìÝñç ôçò èåùñßáò áöïñïýí óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå
ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Â), óôéò ÅöáñìïóìÝíåò Ïëïêëç-
ñùôéêÝò Åîéóþóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Ã) êáé óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÌéãáäéêÝò
ÓõíáñôÞóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò (ôï ÌÝñïò Ä). ÁõôÜ ôá ÌÝñç Â, Ã êáé Ä áðïôåëïýí (êáé ôá
ôñßá ìáæß) ôï Ôåý÷ïò 1 ôïõ äåýôåñïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò
Ìç÷áíéêïýò. Óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí ôï óýããñáììá áõôü
ðñïïñßæåôáé ãéá ôï åðüìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ôïõ ôñßôïõ åîáìÞíïõ óðïõäþí.

Óýìöùíá ìå ôç óýã÷ñïíç Üðïøç (ðïõ õéïèåôåßôáé êáé åäþ ÷ùñßò åðéöõëÜîåéò) óáí èåùñßá óôï
ðáñüí Ôåý÷ïò 1 ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò äå
íïåßôáé ìüíï ç ßäéá ç èåùñßá, áëëÜ êáé ôá ðáñáäåßãìáôá êáé ïé åöáñìïãÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëé-
ôéêïý Ìç÷áíéêïý ðïõ ôç óõíïäåýïõí. Ïé åöáñìïãÝò áõôÝò ðñïÝñ÷ïíôáé åäþ áðü ôç ÄõíáìéêÞ êáé
ôéò Ôáëáíôþóåéò (ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ, üëá ôá âáóéêÜ åßäç ôáëáíôþóåùí êáé óõíôïíéóìüò), ôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (äïêïß, äïêïß åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò, ëõãéóìüò óôýëïõ óôçí ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜ-
èåéá, éîïåëáóôéêüôçôá êáé åñðõóìüò), ôéò ÐëÜêåò (êõêëéêÞ ðëÜêá), ôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí
(ôáëáíôþóåéò éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò), ôéò Èåìåëéþóåéò (ðÜóóáëïò èåìåëéþóåùò óôï Ýäáöïò),
ôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (ìüíéìç ñïÞ éîþäïõò ñåõóôïý óå óùëÞíá, ôá÷ýôçôá ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý áðü
ôï Üêñï óùëÞíá, ãñáììÝò ñïÞò), ôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ (ìåôáöïñÜ êáé áðïäüìçóç ñýðïõ
óå õäáôüññåõìá) êáé ôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ ãåíéêüôåñá (áðïäüìçóç ñýðïõ).

Ôï ðáñüí Ôåý÷ïò 1 ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò óõìðëç-
ñþíåôáé áðü äýï áêüìç (áëëÜ ìéêñüôåñá) ôåý÷ç: Ôï Ôåý÷ïò 2 ìå ôßôëï ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò
êáé Notebooks ÉÉ, ôï ïðïßï ðåñéëáìâÜíåé ôéò Üëõôåò (áëë’ åöáñìïóìÝíåò) áóêÞóåéò ãéá ôï öïéôçôÞ
êáé ôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü êáé åðßóçò äýï notebooks ôçò Mathematica ìå åöáñìïãÝò êáé
äýï áêüìç áíÜëïãá notebooks ãéá animations (êéíïýìåíá ó÷Þìáôá). ÔÝëïò ôï Ôåý÷ïò 3 ìå ôßôëï
×ñÞóéìåò ÅíôïëÝò ôçò Mathematica áðïôåëåß ïõóéáóôéêÜ Ýíá åêôåíÝò «åõñåôÞñéï» ôùí êõñéüôåñùí
åíôïëþí ôçòMathematica ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ï ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò, þóôå íá ìðïñåß íá ëýíåé ìå ÷ñÞóç
ôçò Mathematica áóêÞóåéò ó÷åôéêÝò ìå ôï ðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ, áëëÜ êáé ìå
ôï åðüìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ êáé ìå Üëëá ìáèÞìáôÜ ôïõ ãåíéêüôåñá.

Åîáéñþíôáò ôçí Ýìöáóç ç ïðïßá äßíåôáé ó’ áõôü ôï âéâëßï óå ðñïâëÞìáôá ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, êáôÜ ôá ëïéðÜ êáëýðôåôáé óå ìåãÜëï ìÝñïò ç ãíùóôÞ ýëç ôùí ÓõíÞèùí
Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí ðïõ åßíáé äéáèÝóéìç óôá êëáóéêÜ äéäáêôéêÜ âéâëßá. Ç ýëç ôïõ âéâëßïõ áõôïý
áíáöÝñåôáé åêôåíþò óôïí ðßíáêá ôùí ðåñéå÷ïìÝíùí ôïõ óôéò ðñïçãïýìåíåò ôÝóóåñéò óåëßäåò, ðïõ
äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá åðáíáëçöèåß, êáé êáôáíÝìåôáé óå åßêïóé êåöÜëáéá, Üëëá ìéêñüôåñçò êé Üëëá
ìåãáëýôåñçò Ýêôáóçò. Óå ïñéóìÝíá óçìåßá ç ðáñïýóá ýëç õóôåñåß ó÷åôéêÜ ìå åêåßíç óôá êëáóéêÜ
äéäáêôéêÜ âéâëßá. ÔÝôïéåò ðåñéðôþóåéò áöïñïýí ð.÷. óå åéäéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò
ôÜîåùò, óå áñêåôÜ èÝìáôá ôçò ìåèüäïõ ôùí äõíáìïóåéñþí êáé óå èåùñçôéêÝò äéåñåõíÞóåéò ôçò
õðÜñîåùò êáé ìïíáäéêüôçôáò ôùí ëýóåùí ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÁõôÜ Ý÷ïõí ðáñáëåéöèåß.



xii (Ðñüëïãïò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Áíôßèåôá Ý÷ïõí ðåñéëçöèåß êáé êåöÜëáéá ðïõ óðÜíéá áðïôåëïýí ìÝñïò ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí
ãéá ôéò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò, ð.÷. ç ÷ñÞóç ôùí ìåèüäùí ôùí óåéñþí Fourier êáèþò êáé
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier óôçí åðßëõóç óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ öèÜíïõí ìÝ÷ñé
ôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier êáé ôç äéáêñéôÞ óõíÝëéîç. ¸íôïíç Ýìöáóç äßíåôáé åðßóçò êáé
óå ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé áêüìç ìåãáëýôåñç
Ýìöáóç óå èÝìáôá ôáëáíôþóåùí éäåáôþí êôéñßùí äéáôìÞóåùò óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.
ÂáóéêÜ áêïëïõèÞèçêå ç áêüìç êáé óÞìåñá ðéï äéáäåäïìÝíç ìÝèïäïò ôçò áíôéìåôùðßóåùò ôùí
ðñïâëçìÜôùí ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí ìå ôç ÷ñÞóç óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
äåõôÝñáò ôÜîåùò (åîáéôßáò ôçò éó÷ýïò ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá) êáé ü÷é ðñþôçò ôÜîåùò.

ÐÝñá áðü ôïí ðñïóáíáôïëéóìü ôïõ ðáñüíôïò âéâëßïõ ãéá ôéò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò
óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý äßíåôáé åðßóçò Ýìöáóç óôç äõíáôüôçôá ó÷åôéêÜ åýêïëçò
êáôáíïÞóåþò ôïõ áðü ôï ìÝóï öïéôçôÞ êáé ôç ìÝóç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ãéá ôï óêïðü
áõôü Ýãéíå ìéá Ýíôïíç ðñïóðÜèåéá íá åßíáé ãñáììÝíï áðëÜ, ðÜñá ðïëý áðëÜ, ðáñüëï ðïõ áõôü
óõíåðÜãåôáé ðïëý ìåãáëýôåñç ÝêôáóÞ ôïõ, êáé åðßóçò óå ü÷é éäéáßôåñá õøçëü ìáèçìáôéêü åðßðåäï.

Åßìáé ðñáãìáôéêÜ, åéëéêñéíÝóôáôá ðïëý åõôõ÷Þò ãéá ôç óõíå÷Þ åíèÜññõíóç êáé ôç âïÞèåéá ðïõ
ìïõ äüèçêå êáé ìïõ äßíåôáé áðü ôïõò óõíáäÝëöïõò ìïõ óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí ùò ðñïò
ôá ìáèÞìáôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõ ìïõ Ý÷ïõí áíáôåèåß ìÝóù ôïõ Ãåíéêïý ÔìÞìá-
ôïò. Áò ìïõ åðéôñáðåß íá áíáöåñèþ éäéáßôåñá óôï óõíÜäåëöï ÊáèçãçôÞ ê. ÄçìÞôñéï ÌðÝóêï ôïõ
ÔïìÝá Êáôáóêåõþí êáé íá ôïí åõ÷áñéóôÞóù èåñìÜ. Áõôüò ìïõ õðÝäåéîå ôçí ðéèáíÞ ÷ñçóéìüôçôá
ìéáò ðñïóðÜèåéáò ðñïåôïéìáóßáò äéäáêôéêþí óõããñáììÜôùí ãéá ôá äýï áõôÜ ìáèÞìáôá. Áêüìç
üìùò ìåãáëýôåñç åíèÜññõíóç ìïõ Ýäùóáí ç óõíåñãáóßá, ç óõíÝðåéá êé ï æÞëïò ôùí öïéôçôþí êáé
öïéôçôñéþí ìïõ Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí óôá ìáèÞìáôá ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ.

Èá áðïôåëïýóå éäéáßôåñç ÷áñÜ êáé ôéìÞ ìïõ áí ôï ðáñüí âéâëßï ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÓõíÞèåéò
ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ìðïñïýóå íá óõìâÜëåé, Ýóôù êáé ðÜñá ðïëý
ëßãï, óôçí êáëýôåñç ìåëÝôç ôïõ åíäéáöÝñïíôïò áõôïý èÝìáôïò áðü ôïõò öïéôçôÝò êáé ôéò öïéôÞôñéåò
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Ó’ áõôïýò êáé ó’ áõôÝò áðåõèýíåôáé ôï âéâëßï áõôü, üðùò öáßíåôáé êé áðü
ôïí ôßôëï ôïõ, êáé ü÷é óå êÜèå öïéôçôÞ êáé öïéôÞôñéá Ýóôù êáé Ìç÷áíéêü. Ðñüêåéôáé, íïìßæù, ãéá Ýíá
âéâëßï êÜðùò äéáöïñåôéêü óôï ðåñéå÷üìåíü ôïõ êáé óôïõò óôü÷ïõò ôïõ áðü ôá áíáìößâïëá ðÜñá
ðïëý áîéïëïãüôåñá äéäáêôéêÜ âéâëßá ãéá ôéò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ðïõ åßíáé äéáèÝóéìá.

Óôï óçìåßï áõôü èá Þèåëá åðßóçò íá åõ÷áñéóôÞóù ôéò GOTSIS Åêäüóåéò óôçí ÐÜôñá êáé éäéáß-
ôåñá ôïí õðåýèõíü ôïõò ê. ¢ããåëï Ãêüôóç ãéá ôï åíäéáöÝñïí ôïõò óôï ðáñüí âéâëßï êáé ôçí ôüóï
åðéìåëçìÝíç ðñïåôïéìáóßá êáé åêôýðùóÞ ôïõ. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá éäéáßôåñá áîéÝðáéíç ðñùôïâïõëßá
ôùí GOTSIS Åêäüóåùí êáé ìÜëéóôá ïõóéáóôéêÜ ÷ùñßò éäéáßôåñï ïéêïíïìéêü üöåëïò. Ôï ôåëåõôáßï
äõóôõ÷þò éó÷ýåé åîáéôßáò ôïõ åîåéäéêåõìÝíïõ ÷áñáêôÞñá ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí ðïõ äåí
åðéôñÝðåé ôç äéÜèåóÞ ôïõò óå åõñý áíáãíùóôéêü êïéíü ðåñéïñßæïíôÜò ôç óå ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò.

Åíôïýôïéò èåùñþ ðùò åßíáé ðñïôéìüôåñï íá äéáèÝôïõí ïé öïéôçôÝò êáé ïé öïéôÞôñéåò Ðïëéôéêïß
Ìç÷áíéêïß ôá «äéêÜ ôïõò» âéâëßá ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí. Ìå ôá óõããñÜììáôá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò ãßíåôáé ðñïóðÜèåéá íá êáôáóôåß åìöáíÝò üôé ôá
ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ äåí åßíáé áðïêïììÝíá áðü ôá Üëëá ìáèÞìáôá ðïõ äéäÜóêåôáé
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò, áëëÜ åßíáé öõóéïëïãéêÜ óõíäåäåìÝíá ìå áõôÜ óå ìéá áëõóßäá ãíþóåùí.

Tåëåéþíïíôáò, èá Þèåëá íá óçìåéþóù üôé ìå ðïëý ìåãÜëç ÷áñÜ ìïõ èá äå÷èþ êÜèå õðüäåéîç
ãéá ôç âåëôßùóç áõôïý ôïõ âéâëßïõ åßôå ìå ôç äéüñèùóç ëáèþí êáé óçìåßùí ìå áóÜöåéåò ðïõ Ý÷ïõí
ðáñåéóöñýóåé åßôå ìå ïõóéáóôéêüôåñåò õðïäåßîåéò ùò ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïõ ðåñéå÷ïìÝíïõ, ôùí ðá-
ñáäåéãìÜôùí êáé ôùí åöáñìïãþí, êëð. Èá åßìáé ðñáãìáôéêÜ åõãíþìùí ãéá êÜèå ôÝôïéá õðüäåéîç!

ÐÜôñá, ÖåâñïõÜñéïò 2008
Íéêüëáïò É. Éùáêåéìßäçò

e-mail: n.ioakimidis@upatras.gr



ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ (ÐáñáôçñÞóåéò) xiii

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÏ ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÏ

Ôï ðåñéå÷üìåíï óôï ðáñüí ÌÝñïò A ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí
ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, ðïõ áöïñÜ óôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, åßíáé áðüëõôá êëáóéêü (ôüóï óôç èåùñßá üóï êáé óôéò åöáñìïãÝò) êáé
âáóßæåôáé óôç ó÷åôéêÞ åêôåíÝóôáôç ìáèçìáôéêÞ êáé ôå÷íéêÞ âéâëéïãñáößá. Ôá ßäéá éó÷ýïõí êáé ãéá
ôá ðåñéå÷üìåíá óôï ÌÝñïò Â ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå ÌåñéêÝò Ðáñáãþ-
ãïõò ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, óôïÌÝñïò Ã ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò
ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò êáèþò êáé ÌÝñïò Ä ãéá ôéò ÅöáñìïóìÝíåò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò
ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ôùí ßäéùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðï-
ëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Ç óõìâïëÞ ôïõ ãñÜöïíôá ðåñéïñßæåôáé áðëÜ óôïí ôñüðï ðáñïõóéÜóåùò
ôçò ôüóï êëáóéêÞò áõôÞò ýëçò, ðïõ äßíåé Ýíôïíç Ýìöáóç óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓH ÃÉÁ ÔÇÍ ÁÑÉÈÌÇÓÇ ÔÙÍ ÔÕÐÙÍ

Ïé ìáèçìáôéêïß ôýðïé áñéèìïýíôáé áíÜ êåöÜëáéï êáé åíüôçôá. Ï êÜèå ôýðïò Ý÷åé ôï äéêü
ôïõ áñéèìü óôç ìïñöÞ: áñéèìüò êåöáëáßïõ, ôåëåßá, áñéèìüò åíüôçôáò, ôåëåßá, áñéèìüò ôýðïõ,
üðùò áêñéâþò ãßíåôáé êáé óôá ðåñéóóüôåñá åðéóôçìïíéêÜ âéâëßá. Äåí õðÜñ÷åé Ýôóé ðåñßðôùóç
óõã÷ýóåùò óôçí áñßèìçóç ôùí ôýðùí. Ðïëýôéìïò âïçèüò ãéá ôéò áíáöïñÝò áðü ôï êåßìåíï óå
ìáèçìáôéêïýò ôýðïõò (óå êÜèå åíüôçôá ÷ùñéóôÜ) õðÞñîå ôï ãíùóôü ðñüãñáììá óôïé÷åéïèåóßáò
LATEX, ôï ïðïßï Ý÷åé öõóéêÜ êáé ôï ðëåïíÝêôçìá üôé äåí êÜíåé ëÜèç ó’ áõôü ôï ôüóï ÷ñÞóéìï Ýñãï ôïõ.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÇ ÓÔÏÉ×ÅÉÏÈÅÓÉÁ

Ç âáóéêÞ ãñáììáôïóåéñÜ óôá ðáñüíôá äéäáêôéêÜ âéâëßá åßíáé ç Optima, ìéá ãñáììáôïóåéñÜ
êõñßùò íåïêëáóéêïý ôýðïõ. Ç Optima ó÷åäéÜóèçêå áðü ôï äéÜóçìï ó÷åäéáóôÞ ãñáììáôïóåéñþí
Hermann Zapf ìåôáîý ôùí åôþí 1952 êáé 1955 êáé äéáôÝèçêå åìðïñéêÜ áñ÷éêÜ áðü ôçí åôáéñåßá
Linotype ôï 1958. Ç ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôçò, ç MgOptima, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åäþ, äéáôßèåôáé
áðü ôçí åôáéñåßáMagenta óôçí ÁèÞíá óå CD-ROM Åëëçíéêþí ãñáììáôïóåéñþí. Êáé ç ÅëëçíéêÞ ðá-
ñáëëáãÞ ôçò Optima, ç Optima Greek, ó÷åäéÜóèçêå áñ÷éêÜ áðü ôïí ßäéï ôï Zapf êáé êõêëïöüñçóå
ðñþôá åðßóçò áðü ôç Linotype ôï 1971.1 Ôï êåßìåíï êáé ïé ìáèçìáôéêïß ôýðïé óôïé÷åéïèåôÞèçêáí ìå
ôá ðñïãñÜììáôá óôïé÷åéïèåóßáò Õ&Y TEX êáé LATEX óôçí ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôïõò. Ôá ðñïãñÜììáôá
áõôÜ åßíáé éó÷õñüôáôá éäßùò ãéá ôç óôïé÷åéïèåóßá ìáèçìáôéêïý êåéìÝíïõ êáé õðïóôçñßæïõí ãñáì-
ìáôïóåéñÝò PostScript. Ôá ôåëéêÜ áñ÷åßá åßíáé óå ìïñöÝò DVI (Device Independent) êáé PDF (Portable
Document Format). ÖõóéêÜ, üðùò óõìâáßíåé óõíÞèùò, óôçí ôåëéêÞ åêôýðùóç ÷ñçóéìïðïéÞèçêå
ç ìïñöÞ PDF. ÁõôÞ åßíáé êáé ç ðéï åý÷ñçóôç êáé ãåíéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýìåíç óôéò åêôõðþóåéò.

1¼ëåò áõôÝò ïé ðëçñïöïñßåò ãéá ôç ãñáììáôïóåéñÜ Optima ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôï ôüóï åíäéáöÝñïí âéâëßï ôïõ
Bringhurst, R. (2001), Óôïé÷åßá ôçò ÔõðïãñáöéêÞò ÔÝ÷íçò (ÅëëçíéêÞ ìåôÜöñáóç ôïõ Áããëéêïý ðñùôüôõðïõ: The Ele-
ments of Typographic Style, 2ç ¸êäïóç. Hartley & Marks, 1996). Åôáéñåßá Åëëçíéêþí Ôõðïãñáöéêþí Óôïé÷åßùí êáé
ÐáíåðéóôçìéáêÝò Åêäüóåéò ÊñÞôçò, ÇñÜêëåéï, ó. 292.

ÅíäéáöÝñïíôá ó÷üëéá ãéá ôçí Optima áíáöÝñïíôáé åðßóçò êáé óôï âéâëßï ôùí Grosvenor, J., Morrison, K. and Pim, A.
(1992), The PostScript Font Handbook: A Directory of Type 1 Fonts (áíáèåùñçìÝíç Ýêäïóç). Addison-Wesley, Wokingham,
England, ó. 308. Ìåôáîý áõôþí ôùí ó÷ïëßùí áíáöÝñåôáé üôé çOptima åßíáé ßóùò çðéïðñùôüôõðç ó÷åäßáóç (ãñáììáôï-
óåéñÜò åííïåßôáé) ôïõHermann Zapf. Åðßóçò ç åìöÜíéóÞ ôçò ôï 1958ðñïêÜëåóå «èüñõâï» óôïí êüóìï ôçò ôõðïãñáößáò.
¸÷åé áñêåôÜ ðá÷åßò êáé óáöåßò ÷áñáêôÞñåò êáé èåùñåßôáé êáôÜëëçëç ü÷é ìüíï ãéá ôßôëïõò, áëëÜ êáé ãéá óõíå÷Ýò êåßìåíï,
üðùò óõìâáßíåé åäþ.



xiv (ÐáñáôçñÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓH ÃÉÁ ÔÏ Ó×ÇÌÁ ÓÔÇ ÓÅËÉÄÁ ÐÑÉÍ ÔÁ ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÁ

Ôï ó÷Þìá áõôü áíáöÝñåôáé óôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò ðñïâüëïõ ìïíáäéáßïõ ìÞêïõò L = 1
õðü êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò. Ï ðñüâïëïò åßíáé ðáêôùìÝíïò óôï áñéóôåñü ôïõ Üêñï x = 0 êáé
åëåýèåñïò óôï äåîéü ôïõ Üêñï x = 1. Ç ó÷åôéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

X ′′′′(x) − â4X(x) = 0.

Ç óôáèåñÜ â åîáñôÜôáé ôüóï áðü ôéò éäéüôçôåò ôïõ ðñïâüëïõ (äéáôïìÞ êáé õëéêü) üóï êáé áðü
ôçí (êõêëéêÞ) éäéïóõ÷íüôçôá ù ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí ôïõ ðñïâüëïõ. Ðñüêåéôáé ãéá
ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.
Ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ: 0 ≤ x ≤ 1. Ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç óõíÜñôçóç ôùí éäéïìïñöþí X(x). ÁõôÞ åêöñÜæåé ôç
÷ùñéêÞ óõíéóôþóá ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ôïõ ðñïâüëïõ, êÜôé óáí ôï ðñïóçìáóìÝíï åýñïò ôïõò.

ÂÝâáéá ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç, åðåéäÞ åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò, áðáéôåß ôç äéáèåóéìüôçôá
êáé ôåóóÜñùí óõíèçêþí. Ïé óõíèÞêåò áõôÝò åßíáé óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé
áíáöÝñïíôáé êáé óôá äýï Üêñá ôïõ ðñïâüëïõ. ÓõãêåêñéìÝíá óôï ðáêôùìÝíï áñéóôåñü Üêñï x = 0
ôïõ ðñïâüëïõ Ý÷ïõìå ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò X êáèþò êáé ìçäåíéêÞ óôñïöÞ è. ¸ôóé ðñïêýðôïõí
ïé åîÞò äýï óõíèÞêåò:

X(0) = 0 êáé åðßóçò è(0) = 0 �⇒ X ′(0) = 0.

ÅðéðëÝïí óôï åëåýèåñï äåîéü Üêñï x = 1 ôïõ ðñïâüëïõ Ý÷ïõìå ìçäåíéêÞ êáìðôéêÞ ñïðÞ M êáèþò
êáé ìçäåíéêÞ ôÝìíïõóá äýíáìç Q. ¸ôóé ðñïêýðôïõí ïé áêüëïõèåò äýï óõíèÞêåò:

M(1) = 0 �⇒ X ′′(1) = 0 êáé åðßóçò Q(1) = 0 �⇒ X ′′′(1) = 0.

Ìå äéáèÝóéìåò ðëÝïí ôÝóóåñéò óõíïëéêÜ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå
ôéò éäéïìïñöÝò Xn(x) óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. ÏõóéáóôéêÜ Ý÷ïõìå Ýíá ðñüâëçìá
ðñïóäéïñéóìïý ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùíùn ôïõðñïâüëïõ êáé ìåôÜ ôùí áíôßóôïé÷ùí éäéïìïñöþí Xn(x).
ÔÝôïéá ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí èá ìÜèïõìå íá áíôéìåôùðßæïõìå óôï ÊåöÜëáéï Á9.

Óôï ðáñüí äéäáêôéêü âéâëßï óôç óåëßäá ðñéí ôá Ðåñéå÷üìåíá áðëÜ ó÷åäéÜóáìå ðñü÷åéñá ôïí
ðñüâïëï (óôï ðñþôï ó÷Þìá), öõóéêÜ ìå ôç âïÞèåéá ôçòMathematica óå üëïõò ôïõò õðïëïãéóìïýò
êáé óôç ó÷åäßáóç. Óôç óõíÝ÷åéá óôá åðüìåíá Ýîé ó÷Þìáôá ó÷åäéÜóáìå ôéò Ýîé ðñþôåò éäéïìïñöÝò
ôáëáíôþóåùò Xn(x) (n = 1, 2, . . . , 6) óôéò ðáñïýóåò éäéïôáëáíôþóåéò ôïõ ðñïâüëïõ. (Ïé åíôïëÝò
ôùí õðïëïãéóìþí ðïõ Ýãéíáí äåí áíáöÝñïíôáé. Ìüíï ïé åíôïëÝò ó÷åäéÜóåùò áíáöÝñïíôáé!)

Ôï ÷áñáêôçñéóôéêü óôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) ôïõ ðñïâüëïõ áõôïý åßíáé üôé ôï ðá-
êôùìÝíï Üêñï ôïõ åßíáé áêßíçôï, üðùò ðáñáôçñïýìå. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí êüìâï óôéò éäéïôáëá-
íôþóåéò áõôÝò. ÂëÝðïõìå åðßóçò üôé ôï åëåýèåñï Üêñï ôïõ ðñïâüëïõ x = 1 êéíåßôáé óå üëåò ôéò
éäéïìïñöÝò Xn(x), Ý÷åé äçëáäÞ åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç, äåí åßíáé êüìâïò. Ãéá êÜèå éäéïìïñöÞ Xn(x)
ôÜîåùò n (n = 1, 2, . . . , 6) ðáñáôçñïýìå ôçí ýðáñîç óõíïëéêÜ n êüìâùí xkn (k = 1, 2, . . . , n), äç-
ëáäÞ n áðïëýôùò áêßíçôùí óçìåßùí êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ. Áðü ôá óçìåßá áõôÜ ôï ðñþôï x1n
åßíáé öõóéêÜ ôï ðáêôùìÝíï áñéóôåñü Üêñï ôïõ ðñïâüëïõ, äçëáäÞ ôï óçìåßï x1n = 0 óå üëåò ôéò
éäéïìïñöÝò Xn(x). ÔÝôïéá äõíáìéêÜ ðñïâëÞìáôá éäéïìïñöþí ðáñïõóéÜæïõí éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ êáé åîåôÜæïíôáé áíáëõôéêÜ óôç ÄõíáìéêÞ ôùí
Êáôáóêåõþí. ÐáñáðÝñá Ý÷ïõí åöáñìïãÞ óôïí Áíôéóåéóìéêü Ó÷åäéáóìü ôùí Êáôáóêåõþí.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A1
ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ ÓÔÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü îåêéíÜìå áðü ôçí êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ äéÝðåé ôï öáéíüìåíï
ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò áðüóâåóç óå óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ Þ
ìÜæáò--åëáôçñßïõ, üðùò ëÝãåôáé óõ÷íüôåñá. Áêïëïýèùò áíáöåñüìáóôå óôïí ôüóï èåìåëéþäç
äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá óôç Ìç÷áíéêÞ: äýíáìç ßóïí ìÜæá åðß åðéôÜ÷õíóç Þ F = ma. Ï íüìïò
áõôüò áðïôåëåß ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ìüëéò ç åðéôÜ÷õíóç a åêöñáóèåß óáí äåýôåñç ðáñÜãùãïò
ôçò èÝóåùò u: a = ü ìå u = u(t), Þ óáí ðñþôç ðáñÜãùãïò ôçò ôá÷ýôçôáò v: a = v̇ ìå v = v(t).

Óôç óõíÝ÷åéá áíáöåñüìáóôå óôéò ôáîéíïìÞóåéò êáé óôïõò ÷áñáêôçñéóìïýò ôùí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí, ðéï óõãêåêñéìÝíá: (á) Óå óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé óå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå
ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ôç äéåõêñßíéóç üôé óôï ìÜèçìá áõôü, óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ,
èá áó÷ïëçèïýìå áðïêëåéóôéêÜ ìå ôç ìåëÝôç óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. (â) Óôçí ôÜîç ìéáò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ã) Óôï âáèìü ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, (ä) Óôéò ãñáììéêÝò êáé óôéò ìç
ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äéáêñßíïõìå: (å) ôéò ãñáì-
ìéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôå-
ëåóôÝò êáèþò êáé (óô) ôéò ïìïãåíåßò êáé ôéò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Óôéò ìç
ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò õðÜñ÷åé ìåñéêÝò öïñÝò êáé ç äõíáôüôçôá ãñáììéêïðïéÞóåþò ôïõò.

Óôçí åðüìåíç åíüôçôá áíáöåñüìáóôå ðåñéëçðôéêÜ óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò (Þ êõêëéêÝò) óõíáñ-
ôÞóåéò êáé êõñßùò óôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò (óõíçìßôïíï, çìßôïíï, åöáðôïìÝíç, êëð.), ðïõ
ôüóï óõ÷íÜ ðáñïõóéÜæïíôáé óôéò ëýóåéò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, êáé óå âáóéêÝò éäéüôçôÝò ôïõò.
Ðéóôåýïõìå üôé ç åðáíÜëçøç ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí (ðïõ ãåíéêÜ åßíáé óõ÷íÜ êÜðùò ðá-
ñáìåëçìÝíåò) êáé ìéá óýãêñéóÞ ôïõò ìå ôéòðéï ãíùóôÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáéùöÝëéìç.

Óå åðüìåíç åíüôçôá ïñßæïõìå ôéò Ýííïéåò ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò, ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò (Þ åéäéêÞò
ëýóåùò), ôçò éäéÜæïõóáò ëýóåùò êáé ôçò ðëÞñïõò ëýóåùò ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

Åîçãïýìå åðßóçò ôç äõíáôüôçôá åðáëçèåýóåùò ëýóåùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí áðëÜ ìå áíôé-
êáôÜóôáóÞ ôïõò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Áêïëïýèùò åîåôÜæïõìå ôçí åîßóïõ óçìáíôéêÞ äõíáôüôçôá
ó÷çìáôéóìïý (Þ êáôáóêåõÞò Þ ìïñöþóåùò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå áðáëïéöÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ
Þ ôùí ðáñáìÝôñùí óå ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí Þ êáìðýëùí. (Áò óçìåéùèåß üôé ìéëÜìå ãéá ïéêïãÝ-
íåéá êáìðýëùí, êõñßùò üôáí áíáöåñüìáóôå óôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôïõò óôï åðßðåäï.)

Óôçí ôåëåõôáßá åíüôçôá áíáöåñüìáóôå åêôåíþò (á) óå ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí (ìå áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò) êáèþò êáé (â) óå ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí (ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò).

Óå üëï ôï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïõìå åöáñìïãÝò áðü ôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
ðñïóðáèþíôáò íá äåßîïõìå ôçí ðïëý ìåãÜëç ÷ñçóéìüôçôá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ó’ áõôÞí.

Ç åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äéáöüñùí êáôçãïñéþí (êõñßùò ðñþôçò ôÜîåùò êáé ãñáì-
ìéêþí) ìå äéÜöïñåò êáôÜëëçëåò ìåèüäïõò áðïôåëåß èÝìá åêôåíïýò ìåëÝôçò óôá åðüìåíá êåöÜëáéá.
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A1.1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÏ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ: ÔÏ ÌÇ×ÁÍÉÊÏ ÓÕÓÔÇÌÁ ÌÁÆÁÓ--ÅËÁÔÇÑÉÏÕ

¸÷ïõìå Þäç ìéá ðïëý êáëÞ ãíþóç ôùí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç åîßóùóç

ax2 + bx + c = 0 (1.1.1)

ìå ôá a, b êáé c ãíùóôÝò óôáèåñÝò (ðñáãìáôéêÝò Þ ìéãáäéêÝò) åßíáé ìéá äåõôåñïâÜèìéá áëãåâñéêÞ
åîßóùóç ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x, ðïõ Ý÷åé óáí ëýóåéò ôçò (Þ ñßæåò ôçò) ôïõò áñéèìïýò

x1, 2 = −b ± √
b2 − 4ac
2a

. (1.1.2)

Ïé áñéèìïß áõôïß x1, 2 ìðïñïýí íá åßíáé ðñáãìáôéêïß Þ ìéãáäéêïß êáé åßíáé óõíÞèùò äýï, óðÜíéá,
óõãêåêñéìÝíá ìüíï áí Ä = b2 − 4ac = 0, Ýíáò: äéðëÞ ñßæá, ç ñßæá x1, 2 = −b/(2a).

Ìéá áñêåôÜ ãåíéêüôåñç êáôçãïñßá åîéóþóåùí áðïôåëïýí ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ïé äéáöï-
ñéêÝò åîéóþóåéò åßíáé åîéóþóåéò ðïõ ïðùóäÞðïôå ðåñéÝ÷ïõí ôçí ðáñÜãùãï ìéáò Üãíùóôçò (áëëÜ
ðáñáãùãßóéìçò) óõíáñôÞóåùò (ü÷é ðéá Üãíùóôïõ áñéèìïý). Ãéá ðáñÜäåéãìá ç åîßóùóç

d2u(t)
dt2

+ ù2
0u(t) = p∗(t) êáé éóïäýíáìá

d2u
dt2

+ ù2
0u = p∗(t) (1.1.3)

åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç èåùñþíôáò âÝâáéá ôç óõíÜñôçóç u = u(t) óáí Üãíùóôç óõíÜñôçóç.
Óôçí åîßóùóç áõôÞ õðïèÝôïõìå åðßóçò ôçí ðïóüôçôá ù0 óáí ãíùóôÞ óôáèåñÜ êáé ôç óõíÜñ-
ôçóç p∗(t) óôï äåîéü ìÝëïò óáí ãíùóôÞ óõíÜñôçóç.

Óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, üðùò åßíáé ç åîßóùóç (1.1.3), äå èÝëïõìå áðëÜ íá éó÷ýåé áõôÞ ãéá
êÜðïéåò ôéìÝò ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò (åäþ ôçò ìåôáâëçôÞò t). Ìå ôßðïôå äåí áñêïýìáóôå
óå êÜôé ôÝôïéï! ÈÝëïõìå ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò, äçëáäÞ ãéá êÜèå ôéìÞ
ôçò ìåôáâëçôÞò t óôï äéÜóôçìá (ðåðåñáóìÝíï, çìéÜðåéñï Þ Üðåéñï) ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé, ð.÷.
óôï äéÜóôçìá (0,∞) ãéá ôç ìåôáâëçôÞ t. Èá ìðïñïýóáìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óýìâïëï ôçò
ôáõôüôçôáò≡ áíôß ôïõ óõìâüëïõ ôçò éóüôçôáò= óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áí êáé äåí ôï êÜíïõìå.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äåí áíôéìåôùðßæåé áöçñçìÝíá ôéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò. Ôéò Ý÷åé óáí åñãáëåßï óôçí åðéóôÞìç ôïõ êáé, åéäéêüôåñá, óôïõò õðïëïãéóìïýò ðïõ
êÜíåé óôéò ìåëÝôåò ôùí ôå÷íéêþí Ýñãùí ðïõ áíáëáìâÜíåé. Ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.3)
äå ãñÜöôçêå ôõ÷áßá. ÃñÜöôçêå ìå óêïðü ü÷é ìüíï íá ÷ñçóéìåýóåé óáí Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, áëë’ åðéðëÝïí êáé óáí Ýíá ðáñÜäåéãìá åöáñìïãÞò ôùí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç
(1.1.3) áöïñÜ óôçí åîáíáãêáóìÝíç (õðü åîùôåñéêÞ öüñôéóç) ôáëÜíôùóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ Ì
óå Ýíá áðëü ìç÷áíéêü óýóôçìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá õëéêü óçìåßï Ì (ìéá ìÜæá) êáé áðü Ýíá
åëáôÞñéï S åßôå ðÜíù óå ëåßï ïñéæüíôéï åðßðåäï åßôå êáôáêüñõöá. Ôï Ýíá Üêñï Á ôïõ åëáôçñßïõ S
åßíáé óôáèåñü, åíþ ôï Üëëï Üêñï Â ôïõ ßäéïõ åëáôçñßïõ åßíáé áõôü ðïõ êñáôÜåé ôï õëéêü óçìåßï Ì.

Óôç ÄõíáìéêÞ êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò ãßíåôáé åêôåíÞò áíáöïñÜ óå åëáôÞñéá S (ãéá ôçí áêñßâåéá
óå ãñáììéêÜ åëáóôéêÜ åëáôÞñéá), ðïõ ÷áñáêôçñßæïíôáé áðü ìéá óôáèåñÜ k. Ôç óôáèåñÜ áõôÞ k
ôçí áðïêáëïýìå óôáèåñÜ ôïõ åëáôçñßïõ. ÖõóéêÜ êáé ôï õëéêü óçìåßï Ì Ý÷åé ôç äéêÞ ôïõ óôá-
èåñÜ: áõôÞ åßíáé âÝâáéá ç ìÜæá ôïõ m. Ôüóï ç óôáèåñÜ k ôïõ åëáôçñßïõ S üóï êáé ïé ìÜæá m ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ Ì åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÝò ðïóüôçôåò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. ÅéäéêÜ óôéò
ôáëáíôþóåéò ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ (Þ ìÜæáò--åëáôçñßïõ) ðïõ ðå-
ñéãñÜøáìå áðü ôéò äýï áõôÝò ðïóüôçôåò k êáé m ðñïêýðôåé åýêïëá ç êõêëéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá ù0

ôïõ ìç÷áíéêïý áõôïý óõóôÞìáôïò, ç öõóéêÞ ôïõ óõ÷íüôçôá. (Ç ëÝîç êõêëéêÞ óõíÞèùò ðáñáëåßðå-
ôáé áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.) ÓõãêåêñéìÝíá, üðùò èá áðïäåßîïõìå áñãüôåñá, ç éäéïóõ÷íüôçôá
áõôÞ ù0 äßíåôáé áðü ôïí ðïëý áðëü ôýðï

ù0 =
√

k
m

. (1.1.4)



ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ ÓÔÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ (ÊåöÜëáéï A1) 3

Ç óõíÜñôçóç u = u(t) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.3) åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Åßíáé óõíÜñ-
ôçóç ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò t, ðïõ åäþ ðáñéóôÜíåé ôï ÷ñüíï óõíÞèùò ìÜëéóôá ìå t > 0.
Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(t) êáëåßôáé áñêåôÝò öïñÝò óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ. Êáëåßôáé Ýôóé, ãéáôß ôï u (ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åîáñôÜôáé
áðü ôï ÷ñüíï t (ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ) êáé óõíÞèùò ìåôáâÜëëåôáé ìå áõôüí. ¸÷ïõìå åðï-
ìÝíùò äýï ìåôáâëçôÝò óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, üðùò åßíáé ç åîßóùóç (1.1.3): ôçí áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ, åäþ ôï t, êáé ôçí åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ, åäþ ôï u = u(t). Ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ t
ðáñéóôÜíåé åäþ ôï ÷ñüíï, üðùò Þäç áíáöÝñáìå. Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôá-
âëçôÞ) u = u(t) ðáñéóôÜíåé åäþ ôç èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì (ìÜæáò m). Ìå êÜðùò áêñéâÝóôåñç
äéáôýðùóç ðáñéóôÜíåé ôç ìåôáôüðéóÞ ôïõ áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ óôï ìç÷áíéêü ìáò óý-
óôçìá õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ Þ áðëïýóôåñá ìÜæáò--åëáôçñßïõ. Ôï óýóôçìá áõôü åßíáé Ýíá
ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, åðåéäÞ Ý÷åé Ýíá ìüíï âáèìü åëåõèåñßáò,
äçëáäÞ ìßá Üãíùóôç óõíÜñôçóç: ôç ìåôáôüðéóç u = u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì. ÔÝëïò óôç äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç (1.1.3) óôï äåîéü ìÝëïò Ý÷ïõìå ìßá áêüìç óõíÜñôçóç: ôç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç p∗(t).
Ç óõíÜñôçóç áõôÞ ðáñéóôÜíåé ôçí åîùôåñéêÞ öüñôéóç (ôç äýíáìç) p(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôo
õëéêü óçìåßï Ì (óôç ìÜæá m, üðùò óõíçèßæïõìå íá ëÝìå) êáé ìÜëéóôá áíÜ ìïíÜäá ìÜæáò. ÄçëáäÞ
ç óõíÜñôçóç p∗(t) åßíáé ç áíçãìÝíç óôç ìÜæá m åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï
õëéêü óçìåßï Ì óõãêåêñéìÝíá

p∗(t) = p(t)
m

. (1.1.5)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. ¢ñá ç áíçãìÝíç åîùôåñéêÞ öüñôéóç åßíáé êáé áõôÞ ãíù-
óôÞ óõíÜñôçóç, ç óõíÜñôçóç p∗(t) = p(t)/m. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé
ç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ. Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t)
åìöáíßæåôáé óôçí åîßóùóç (1.1.3) êáé óå ìïñöÞ ðáñáãþãïõ, óõãêåêñéìÝíá ôçò äåýôåñçò ÷ñïíéêÞò
ðáñáãþãïõ d2u(t)/dt2 ≡ ü(t). Ãéá ôï ëüãï áõôü ç åîßóùóç (1.1.3) åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç:
ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç ðáñïõóéÜæåôáé êáé óå ìïñöÞ ðáñáãþãïõ. Áí áíôßèåôá, õðïèåôéêÜ, îÝñáìå
ôç ìåôáôüðéóç u(t) óõíáñôÞóåé ôïõ ÷ñüíïõ t êáé æçôïýóáìå ôçí áíçãìÝíç öüñôéóç p∗(t), ç åîß-
óùóç (1.1.3) èá Þôáí îáíÜ ôï óùóôü åñãáëåßï ìáò. ÁðëÜ èá õðïëïãßæáìå ôüôå ôï áñéóôåñü ìÝëïò
ôçò (ðïõ åßíáé âÝâáéá ßóï ìå ôï äåîéü) âñßóêïíôáò Ýôóé ôçí áíçãìÝíç öüñôéóç p∗(t), äçëáäÞ

p∗(t) = d2u(t)
dt2

+ ù2
0u(t). (1.1.6)

Óôïí õðïëïãéóìü áõôü ôçò áíçãìÝíçò öïñôßóåùò p∗(t) ç åîßóùóç (1.1.3) Þ éóïäýíáìá ç (1.1.6)
äåí åßíáé ðéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç: ç óõíÜñôçóç p∗(t) äåí åìöáíßæåôáé óå ðáñÜãùãï. Ãéá íá Ý÷ïõìå
äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá Ý÷ïõìå óå ìéá åîßóùóç ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç ðïõ
èÝëïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé óå ìïñöÞ ðáñáãþãïõ Þ, Ýóôù, ìüíï óå ìïñöÞ ðáñáãþãïõ. ¢ñá
ç åîßóùóç (1.1.3) êáé ç áðüëõôá éóïäýíáìÞ ôçò (1.1.6) (éó÷ýåé ðñïöáíþò ç áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá
óôçí éóüôçôá: A = B ⇐⇒ B = A) åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ìüíï åöüóïí ç óõíÜñôçóç u(t)
åßíáé Üãíùóôç êáé ç óõíÜñôçóç p∗(t) åßíáé ãíùóôÞ. Áõôü áêñéâþò õðïèÝôïõìå üôé óõìâáßíåé åäþ.

ÐáñåíèåôéêÜáòáíáöåñèïýìå óýíôïìá êáé óå ìéá åýëïãçáðïñßáðïõèáìðïñïýóå íá Ý÷åé ï êá-
ëüðéóôïò ðñùôïåôÞò öïéôçôÞò êáé öïéôÞôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò: ãéá ðïéïí áêñéâþò ëüãï ôüóç
áíáöïñÜ óôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ; Ðïý õðÜñ÷ïõí åëáôÞñéá óå ìéá
êáôáóêåõÞ ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, üðùò åßíáé Ýíá óõíçèéóìÝíï êôßñéï Þ ôï ãåíéêÜ ðïëý ùñáéü-
ôåñï Êôßñéï ôïõ ÔìÞìáôïò Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí óôçí Ðáíåðéóôçìéïýðïëç Ðáôñþí; Ç áðÜíôçóç
óôçí áðïñßá áõôÞ åßíáé áðëÞ: íáé, ðñáãìáôéêÜ Ýíá êôßñéï ïýôå ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá
åßíáé ïýôå åëáôÞñéá Ý÷åé. ¸íá êôßñéï åßíáé ðñïóåããéóôéêÜ Ýíá ðïëõâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìå
Ýíáí åîáéñåôéêÜ ìåãÜëï áñéèìü âáèìþí åëåõèåñßáò, óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìÜëéóôá ìå Üðåéñïõò
âáèìïýò åëåõèåñßáò: åßíáé Ýíá áðåéñïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá. Áõôü áóöáëþò óõìâáßíåé, åðåéäÞ
ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óõíå÷Ýò óýóôçìá. Óôïõò âáèìïýò åëåõèåñßáò ðåñéëáìâÜíïíôáé öõóéêÜ ïé ôñåéò
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ìåôáôïðßóåéò u(t), v(t) êáé w(t) êáèþò êáé ïé áíôßóôïé÷åò óôñïöÝò ôùí êüìâùí ôïõ, äçëáäÞ ôùí
«óçìáíôéêþí» óçìåßùí ôïõ (ð.÷. ôá Üêñá ìéáò êïëþíáò), üðùò ôá åðéëÝãåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò.

¢ñá Ýíá êôßñéï óáí ðïëõâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá äéÝðåôáé áðü äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïëý
ðïëõðëïêüôåñåòáðüôçíáðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.3). ¸÷åéðïëëÝò, ìáðÜñáðïëëÝòÜãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò (ìåôáôïðßóåéò êáé óôñïöÝò) êáé ü÷é ìüíï ìßá: ôç u(t). Ìå ôçí Ýííïéá áõôÞ ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (1.1.3) åßíáé ôï áðëïýóôåñï äõíáôü ðáñÜäåéãìá ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò: áöïñÜ áðëÜ
óå Ýíá ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá. Áíôßèåôá ôá áëçèéíÜ êôßñéá ìïíôåëïðïéïýíôáé ìáèçìáôéêÜ
óáí ðïëõâÜèìéá ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá. ¢ñá åßíáé ðïëý ãåíéêüôåñá, ðïëý--ðïëý ðïëõðëïêüôåñá.

Êáé ãéáôß Üñáãå èåùñÞóáìå ôï åëáôÞñéï S óôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ
ðïõ åîåôÜæïõìå; Ðïý áêñéâþò õðÜñ÷ïõí åëáôÞñéá óå Ýíá óõíçèéóìÝíï êôßñéï êáé äåí åßíáé ïñáôÜ
óå ìáò; Ðïý áêñéâþò åßíáé êñõììÝíá; Áò ôï ïìïëïãÞóïõìå: äåí õðÜñ÷ïõí åëáôÞñéá, üðùò ôá
öáíôáæüìáóôå, óå Ýíá êôßñéï. ÕðÜñ÷ïõí üìùò êïëþíåò, õðïóôõëþìáôá ôéò áðïêáëåß óõíÞèùò
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. ¼ðùò áðïäåéêíýåôáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí (ðïõ åßíáé Ýíá
ðïëý óçìáíôéêü ìÜèçìá ôïõ 8ïõ ÅîáìÞíïõ Óðïõäþí), ïé êïëþíåò (ôá õðïóôõëþìáôá) Ý÷ïõí óôç
óõìðåñéöïñÜ ôïõò áêñéâþò ôçí ßäéá ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç ìå ôï ðáñüí ìç÷áíéêü óýóôçìá
ìÜæáò--åëáôçñßïõ, áí êáé áðü öõóéêÞò áðüøåùò äéáöÝñïõí Ýíôïíá. Ìéëþíôáò ðïëý ÷ïíäñéêÜ,
óå Ýíá êôßñéï ïé êïëþíåò (ôá õðïóôõëþìáôá) åßíáé êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ôá «åëáôÞñéá» êáé ïé
ðëÜêåò (ðïõ èåùñïýíôáé ðñïóåããéóôéêÜ áðáñáìüñöùôåò, Üêáìðôåò) åßíáé ïé «ìÜæåò». (Ó’ áõôÝò
ðñïóôßèåíôáé óõíÞèùò êáôÜëëçëá êáé ïé ßäéåò ïé ìÜæåò ôùí õðïóôõëùìÜôùí.)

Óçìåéþíåôáé óôï óçìåßï áõôü üôé ïé õðïëïãéóìïß ôùí êáôáóêåõþí ãßíïíôáé êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï
áðü ôïí õðåýèõíï Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, ðïõ Ý÷åé áíáëÜâåé ôç ó÷åôéêÞ ìåëÝôç, þóôå íá ìðïñïýí
íá áíôÝ÷ïõí óå äõíáìéêÝò êáôáðïíÞóåéò. ÔÝôïéåò êáôáðïíÞóåéò ðáñïõóéÜæïíôáé êõñßùò ìå ôá
óåéóìéêÜ öáéíüìåíá, ðïõ üëïé ôüóï ôá áðåõ÷üìáóôå, êáé ðïëý ëéãüôåñï ìå áíÝìïõò êáé ìå Üëëá
åîùôåñéêÜ öïñôßá. (ÔÝôïéá öïñôßá åßíáé êáé ôá áõôïêßíçôá óå ãÝöõñåò, üðùò åßíáé ç êáëùäéùôÞ
ãÝöõñá Ñßïõ--Áíôéññßïõ.) ÁõôÞ åßíáé ç áðÜíôçóç óôçí áðïñßá ôïõ öïéôçôÞ/ôçò öïéôÞôñéáò Ðïëéôé-
êïý Ìç÷áíéêïý ãéá ôá åëáôÞñéá óôï ìÜèçìá ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ óôï 2ï ÅîÜìçíï
Óðïõäþí. Ôï ßäéï áêñéâþò éó÷ýåé âÝâáéá êáé óôï ìÜèçìá ÄõíáìéêÞ êáé Ôáëáíôþóåéò óôï ìÝñïò ôïõ
ðïõ áöïñÜ óôéò Ôáëáíôþóåéò. Êëåßíåé ç ðáñÝíèåóç.

A1.2. Ï ÄÅÕÔÅÑÏÓ ÍÏÌÏÓ ÔÏÕ ÍÅÕÔÙÍÁ

Ðñüêåéôáé óßãïõñá ãéá ôïí ðéï èåìåëéþäç íüìï óôç Ìç÷áíéêÞ. Åäþ áíáöåñüìáóôå óå ìïíï-
äéÜóôáôç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ Ì êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox. Ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá
(Newton, J. S., Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, Londini, Julii 5, 1686) ïñßæåé üôé ç äý-
íáìç F ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óå õëéêü óçìåßï Ì ìÜæáò m éóïýôáé ìå ôç ìÜæá m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
(ôçí õðïèÝôïõìå åäþ óõíå÷þò óôáèåñÞ) åðß ôçí åðéôÜ÷õíóç a ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ, äçëáäÞ

F = ma. (1.2.1)

Ï íüìïò áõôüò éó÷ýåé êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t. ¼ðùò åßíáé ãñáììÝíïò ðéï ðÜíù, ï äåýôåñïò íüìïò
ôïõ Íåýôùíá äåí áðïôåëåß äéáöïñéêÞ åîßóùóç: äåí õðÜñ÷ïõí êáèüëïõ ðáñÜãùãïé ó’ áõôüí.
Ãíùñßæïõìå üìùò üôé ç åðéôÜ÷õíóç a = a(t) åíüò õëéêïý óçìåßïõ M åßíáé ç (ðñþôç) ðáñÜãùãïò
ôçò ôá÷ýôçôÜò ôïõ v = v(t). Åðßóçò ç ôá÷ýôçôá v = v(t) ôïõ ßäéïõ óçìåßïõ Ì åßíáé ç (ðñþôç)
ðáñÜãùãïò ôçò èÝóåþò ôïõ u = u(t). ¢ñá ç åðéôÜ÷õíç a = a(t) åßíáé ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ôçò
èÝóåùò u = u(t) óå ìïíïäéÜóôáôç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ Ì. Óõíïøßæïíôáò ôá ðáñáðÜíù, Ý÷ïõìå

a = dv
dt

, v = du
dt

�⇒ a = d2u
dt2

. (1.2.2)

Ôß áêñéâþò åßíáé ïé ôñåéò áõôÝò åîéóþóåéò; ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Þ ü÷é; ¸÷ïõí âÝâáéá êáé ïé ôñåéò
ðáñáãþãïõò: ïé äýï ðñþôåò Ý÷ïõí ðñþôåò ðáñáãþãïõò, åíþ ç ôñßôç Ý÷åé äåýôåñç ðáñÜãùãï.
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ÁðÜíôçóç: Êáé íáé êáé ü÷é áíÜëïãá ìå ôéò óõíèÞêåò. Áí ç ôá÷ýôçôá v óôçí ðñþôç åîßóùóç
åßíáé ãíùóôÞ êáé áðëÜ æçôåßôáé ç åðéôÜ÷õíóç a, äåí Ý÷ïõìå âÝâáéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áí êáé
åêôåëïýìå ìéá ðáñáãþãéóç, ãéá íá âñïýìå ôçí åðéôÜ÷õíóç a. ÁíÜëïãá êáé óôç äåýôåñç åîßóùóç:
áí ç èÝóç u åßíáé ãíùóôÞ êáé æçôåßôáé ç ôá÷ýôçôá v, êáé ðÜëé ðñïöáíþò äåí Ý÷ïõìå äéáöïñéêÞ
åîßóùóç. Ôï ßäéï êáé óôçí ôñßôç åîßóùóç, áõôÞ ìåôÜ ôï óýìâïëï ôçò óõíåðáãùãÞò: áí ç èÝóç u
åßíáé ãíùóôÞ êáé æçôåßôáé ç åðéôÜ÷õíóç a, îáíÜ äåí Ý÷ïõìå äéáöïñéêÞ åîßóùóç.

Ãéá íá Ý÷ïõìå äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðñÝðåé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç óôçí åîßóùóç íá åìöáíßæåôáé
óå ìïñöÞ ðáñáãþãïõ, óõ÷íÜ êáé ç ßäéá ç óõíÜñôçóç (÷ùñßò ðáñÜãùãï), áëë’ ïðùóäÞðïôå êáé
óå ìïñöÞ ðáñáãþãïõ. Ç åìöÜíéóç ðáñáãþãïõ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò åßíáé áíáãêáßá óå
ìéá åîßóùóç, ãéá íá ìðïñåß íá ÷áñáêôçñéóèåß óáí äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ÅðïìÝíùò íáé, áí óôçí
ðñþôç åîßóùóç (1.2.2) ç åðéôÜ÷õíóç a åßíáé ãíùóôÞ êáé æçôåßôáé ç åýñåóç ôçò ôá÷ýôçôáò v áðü
áõôÞí, íáé Ý÷ïõìå ðñáãìáôéêÜ ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç ôá÷ýôçôá v
ðáñïõóéÜæåôáé óå ðáñÜãùãï, åäþ óå ðñþôç ðáñÜãùãï. Íáé êáé óôç äåýôåñç åîßóùóç (1.2.2).
Åßíáé êáé áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, üóåò öïñÝò ãíùñßæïõìå ôçí ôá÷ýôçôá v êáé áðü áõôÞ æçôÜìå
íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç èÝóç u, ðïõ åìöáíßæåôáé óôçí ðáñÜãùãï. ÁíÜëïãá åðßóçò íáé êáé óôçí
ôñßôç åîßóùóç (1.2.2). Åßíáé êáé áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, åöüóïí îÝñïõìå ôçí åðéôÜ÷õíóç a ôïõ
õëéêïý óçìåßïõÌ êáé åðéäéþêïõìå íá âñïýìå áðü áõôÞí ôç èÝóç ôïõ u, ôçò ïðïßáò ðáñïõóéÜæåôáé
ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò. Îåêáèáñßóèçêå ëïéðüí êáé ôï èÝìá áõôü.

ÅðéóôñÝöïõìå ôþñá óôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá (1.2.1) ìå ãíùóôÞ ôç óõíÜñôçóç F. (Áò
ôçí õðïèÝóïõìå åäþ ðñïóùñéíÜ áðëÜ óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t, äçëáäÞ F = F(t).) Ôþñá áò
áíáæçôÞóïõìå ôçí åðéôÜ÷õíóç a = F/m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. ÁðëÞ äéáßñåóç, äåí Ý÷ïõìå äéáöïñéêÞ
åîßóùóç. Áí üìùò æçôÜìå ôçí ôá÷ýôçôá v ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôçíðñþôç
ó÷Ýóç (1.2.2), äçëáäÞ ôçí åîßóùóç a = dv/dt óôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá (1.2.1); Íáé, ôüôå ôá
ðñÜãìáôá ãßíïíôáé äéáöïñåôéêÜ: ðñáãìáôéêÜ ðáßñíïõìå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ôçí åîßóùóç

F(t) = m
dv
dt

, áðüëõôá éóïäýíáìá m
dv
dt

= F(t). (1.2.3)

Êáé áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ôñßôç ó÷Ýóç (1.2.2) ãéá ôçí åðéôÜ÷õíóç a ôïõ õëéêïý óçìåßïõ óôï
äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá (1.2.1); Íáé, ôüôå ðñïêýðôåé äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ðÜëé (ìå ãíùóôÞ,
åðáíáëáìâÜíåôáé, ôç äýíáìç F = F(t)), óõãêåêñéìÝíá ç åîßóùóç

F(t) = m
d2u
dt2

, áðüëõôá éóïäýíáìá m
d2u
dt2

= F(t). (1.2.4)

ÐÞñå åðïìÝíùò ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá (1.2.1) ôç ìïñöÞ ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò:
åîßóùóç (1.2.3) Þ (1.2.4). Êáé óôéò äýï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ï ÷ñüíïò t. (ÓõíÞèùò õðïôßèå-
ôáé ìÜëéóôá üôé t > 0.) ÅðéðëÝïí óôçí ðñþôç åîßóùóç (1.2.3) Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç ôá÷ý-
ôçôá v = v(t), åíþ óôç äåýôåñç åîßóùóç (1.2.4) Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç èÝóç u = u(t).

Áò ôïëìÞóïõìå ôþñá êáé ìéá ãåíßêåõóç. Óõ÷íÜ ç äýíáìç F äåí åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï ÷ñüíï t,
áëëÜ ìðïñåß íá åîáñôÜôáé êáé áðü ôçí Üãíùóôç èÝóç u ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Þ áêüìç êáé áðü ôçí
åðßóçò Üãíùóôç ôá÷ýôçôÜ ôïõ v = du/dt. Óô’ áëÞèåéá; Íáé óô’ áëÞèåéá êáé ü÷é ìÜëéóôá êáé ðïëý
óðÜíéá êáé èá äþóïõìå ó÷åôéêÜ ðáñáäåßãìáôá. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå

F = F(t, u, v) = F
(
t, u,

du
dt

)
(1.2.5)

(áöïý v = du/dt) êáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.2.4) ãåíéêåýåôáé óôç ìïñöÞ

m
d2u
dt2

= F
(
t, u,

du
dt

)
. (1.2.6)

Óôç ãåíéêÞ áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ), äçëáäÞ
ç èÝóç u = u(t), ðáñïõóéÜæåôáé óå ìïñöÞ ðáñáãþãïõ ôüóï óôï áñéóôåñü ìÝëïò (ìå ôç äåýôåñç
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ðáñÜãùãï d2u/dt2) üóï êáé óôï äåîéü ìÝëïò (ìå ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï du/dt). ÈåùñçôéêÜ èá
ìðïñïýóáìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå êáé Ýíá áêüìç âÞìá ðáñáðÝñá åéóÜãïíôáò êáé ðáñáãþãïõò ôçò
èÝóåùò u = u(t) ðïõ íá åßíáé áíþôåñçò ôÜîåùò áðü ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï v = du/dt óôéò ìåôá-
âëçôÝò ôçò äõíÜìåùò F óôï äåîéü ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.2.6): ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ
Íåýôùíá. Äå èá ôï êÜíïõìå üìùò áõôü, åðåéäÞ ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç äåí ðáñïõóéÜæåôáé óõ÷íÜ
óôçí ðñÜîç. Áõôü ðïõ êñáôÜìå ðÜíôùò óôï ìõáëü ìáò åßíáé üôé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.2.6)
ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) u = u(t) åìöáíßæåôáé êáé óôï áñéóôåñü ìÝëïò
êáé óôï äåîéü. BÝâáéá èåùñåßôáé ãíùóôÞ ç Ýêöñáóç ôçò äõíÜìåùò, ôçò óõíáñôÞóåùò F óôï äåîéü
ìÝëïò, åäþ óáí óõíáñôÞóåùò ôñéþí ìåôáâëçôþí: ôùí t (÷ñüíïõ), u (èÝóåùò) êáé v (ôá÷ýôçôáò).

Ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá: äýíáìç ßóïí ìÜæá åðß åðéôÜ÷õíóç: F = ma, åßíáé èåìåëéþäçò
íüìïò ôçò ÖõóéêÞò (åéäéêüôåñá ôçò Ìç÷áíéêÞò) êáé åîßóïõ èåìåëéþäïõò óçìáóßáò ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü ðáñÜ ôçí áðëüôçôÜ ôïõ: F = ma. Óôï ðáñüí ìÜèçìá èá èåùñåßôáé áðüëõôá ãíùóôüò.

A1.3. ÔÁÎÉÍÏÌÇÓÅÉÓ ÊÁÉ ×ÁÑÁÊÔÇÑÉÓÌÏÉ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

Ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôáîéíïìïýíôáé êáé äéáêñßíïíôáé ìå âÜóç áñêåôÜ êñéôÞñéá, ïíïìáóßåò,
êëð. Ôá óçìáíôéêüôåñá áðü áõôÜ åßíáé ôá åîÞò åðôÜ:

A1.3.1. ÓõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

Ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ Ý÷åé ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ êáëåßôáé óõíÞèçò äéáöïñéêÞ
åîßóùóç. Áíôßèåôá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ Ý÷åé äýï Þ êáé ðåñéóóüôåñåò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëç-
ôÝò êáëåßôáé äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (Þ ìåñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç). ÖõóéêÜ
óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðáñïõóéÜæïíôáé óõíÞèåéò ðáñÜãùãïé (ðïõ äçëþíïíôáé ìå ôï
óýìâïëï d), åíþ óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðáñïõóéÜæïíôáé ìåñéêÝò ðá-
ñÜãùãïé (ðïõ äçëþíïíôáé ìå ôï óýìâïëï ∂). Áõôü åßíáé åýëïãï, ãéáôß óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò õðÜñ÷ïõí åî ïñéóìïý ðÜíù áðü ìßá áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. ÐñÝðåé
åðïìÝíùò íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï óýìâïëï ôçò ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ∂.

Óôï ðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ èá áó÷ïëçèïýìå áðïêëåéóôéêÜ ìå ôéò ÓõíÞèåéò
ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò êáé ôá ÓõóôÞìáôá ÓõíÞèùí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, äçëáäÞ ìå äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò (êáé áíôßóôïé÷á óõóôÞìáôá) ìå ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ. ÔÝôïéá ìåôáâëçôÞ ìðï-
ñåß íá åßíáé, ð.÷., ç èÝóç x Þ ï ÷ñüíïò t. Áíôßèåôá óôï ðñþôï (êáé óçìáíôéêüôåñï) ìÝñïò ôïõ åðü-
ìåíïõ ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ìå
ÌåñéêÝò Ðáñáãþãïõò (Þ ÌåñéêÝò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò), ðïõ Ý÷ïõí äýï Þ êáé ðåñéóóüôåñåò áíå-
îÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. ÔÝôïéåò ìåôáâëçôÝò åßíáé, ð.÷., ïé ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò x, y êáé z êáé
åðßóçò ï ÷ñüíïò t. ÌåñéêÝò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáé Üëëá óõóôÞìáôá óõíôåôáãìÝíùí, üðùò
åßíáé ïé ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò, ïé êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé ïé óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò.

Áò ôïíßóïõìå ôÝëïò üôé êáé ôá óõóôÞìáôá óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (ðïõ èá ôá åîåôÜ-
óïõìå êé áõôÜ óôïðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ) Ý÷ïõí åðßóçò ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ. ÅðåéäÞ üìùò áðïôåëïýíôáé áðü äýï Þ êáé ðåñéóóüôåñåò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò, Ý÷ïõí äýï Þ êáé ðåñéóóüôåñåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (Þ åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò), üëåò üìùò
óõíáñôÞóåéò ôçò ìïíáäéêÞò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò.

� ÅöáñìïãÞ A1.1 (ÅîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò): 1 Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.3) ôùí åîáíá-
ãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ, ôçí åðáíá-
ëáìâÜíïõìå

d2u(t)
dt2

+ ù2
0u(t) = p∗(t), (1.3.1)

1Ç áñ÷Þ åíüò ðáñáäåßãìáôïò Þ ìéáò åöáñìïãÞò äçëþíåôáé óôá ðáñüíôá äéäáêôéêÜ âéâëßá ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìá-
ôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ìå ôï óýìâïëï �. Ôï ôÝëïò ôïõò äçëþíåôáé ìå ôï óýìâïëï �. Ç áñ÷Þ ìéáò
ðáñáôçñÞóåùò äçëþíåôáé ìå ôï óýìâïëï ➤.
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åßíáé ìéá óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Áõôü éó÷ýåé, ãéáôß Ý÷åé ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ:
ôï ÷ñüíï t. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç ìåôáôüðéóç u = u(t) ôçò
ìÜæáò áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôçò. Ç óôáèåñÜ ù0 ðáñéóôÜíåé ôç öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá
ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ êáé èåùñåßôáé ãíùóôÞ óôáèåñÜ. Ç óõíÜñôçóç p∗(t)
ðáñéóôÜíåé ôçí áíçãìÝíç åîùôåñéêÞ öüñôéóç ðÜíù óôç ìÜæá m êáé åßíáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. �

� ÅöáñìïãÞ A1.2 (Äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò): Åðßóçò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

EI
d4v(x)
dx4

+ kv(x) = p(x) (1.3.2)

ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (ð.÷. ðåäéëïäïêïý óôéò Èåìåëéþóåéò Þ óéäçñïôñï÷éÜò óôç Óéäçñï-
äñïìéêÞ) åßíáé êáé áõôÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ êáé áõôÞ ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç Ý÷åé ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ: ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. ¢ãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò (Þ âýèéóç Þ åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç) v(x)
ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò. Áõôü ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ
ôçò äïêïý. Ïé ðïóüôçôåò EI êáé k åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Ç óõíÜñôçóç p(x) ðáñéóôÜíåé ôçí
êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç ðÜíù óôç äïêü (óå kN/m) êáé åßíáé êáé áõôÞ ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. �

� ÅöáñìïãÞ A1.3 (ÄéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá): Ïé äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

m1
d2u1

dt2
+ k11u1 + k12u2 = p1(t)

m2
d2u2

dt2
+ k21u1 + k22u2 = p2(t)


 ìå u1 = u1(t) êáé u2 = u2(t) (1.3.3)

áðïôåëïýí Ýíá óýóôçìá äýï óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÌéëÜìå îáíÜ ãéá óõíÞèåéò äéáöï-
ñéêÝò åîéóþóåéò, åðåéäÞ Ý÷ïõìå êáé óôéò äýï ìüíï ìßá áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ: ôï ÷ñüíï t. ÂÝâáéá
åäþ Ý÷ïõìå óýóôçìá äýï óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, äçëáäÞ Ý÷ïõìå äýï Üãíùóôåò óõíáñ-
ôÞóåéò (Þ åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò): ôéò u1 = u1(t) êáé u2 = u2(t). ÓõóôÞìáôá óõíÞèùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí èá åîåôÜóïõìå ðáñáêÜôù óôï ÊåöÜëáéï Á12 ôïõ äéäáêôéêïý áõôïý âéâëßïõ.

Áðü ôçò áðüøåùò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá (1.3.3) äýï óõíÞèùí äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí ìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò åßíáé áðüëõôá êëáóéêü êáé åîáéñåôéêÜ ÷ñÞóéìï.
ÓõãêåêñéìÝíá áöïñÜ óå Ýíá äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá, äçëáäÞ óå ìç÷áíéêü óýóôçìá ìå äýï âáè-
ìïýò åëåõèåñßáò. ÌéëÜìå ãéá äýï âáèìïýò åëåõèåñßáò, åðåéäÞ Ý÷ïõìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò:
ôéò ìåôáôïðßóåéò u1 = u1(t) êáé u2 = u2(t). Åðßóçò ïé ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò p1(t) êáé p2(t) óôá
äåîéÜ ìÝëç áöïñïýí óôéò ãíùóôÝò áíôßóôïé÷åò öïñôßóåéò. Ôï óýóôçìá áõôü ìðïñåß íá áíáöÝñåôáé
óå Ýíá äéðëü óýóôçìá ìáæþí--åëáôçñßùí: äýï ìÜæåò m1 êáé m2 êáé äýï åëáôÞñéá ìå óôáèåñÝò k1
êáé k2. Áðü ôéò óôáèåñÝò áõôÝò k1 êáé k2 ó÷åôéêÜ åýêïëá ðñïêýðôïõí êáé ïé ôåëéêÝò óôáèåñÝò k11,
k12 = k21 êáé k22, ðïõ åìöáíßæïíôáé óôï ðéï ðÜíù óýóôçìá (1.3.3). Óçìåéþíåôáé üôé éó÷ýåé êáé
ç éóüôçôá k12 = k21. ÁõôÞ åßíáé óõíÝðåéá ôçò áñ÷Þò (Þ ôïõ èåùñÞìáôïò) ôçò áìïéâáéüôçôáò ôùí
Betti--Maxwell óôç Ìç÷áíéêÞ. Ðñïêýðôåé üìùò êáé ìå ðéï Üìåóï ôñüðï. Ôï ßäéï óýóôçìá (1.3.3)
ìðïñåß åðßóçò íá áíáöÝñåôáé êáé óå Ýíá ðïëý áðëü êôßñéï äéáôìÞóåùò ðïõ ðñïóåããßæåôáé áðü
áðëü ðëáßóéï äéáôìÞóåùò ìå äýï âáèìïýò åëåõèåñßáò óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.

Áí êáé áóöáëþò áñêåôïß öïéôçôÝò êáé öïéôÞôñéåò Ðïëéôéêïß Ìç÷áíéêïß äéáöùíïýí, ï äéäÜóêùí
Ý÷åé ôç ãíþìç üôé êáëü åßíáé áêüìç êáé ïðñùôïåôÞòöïéôçôÞò êáé çðñùôïåôÞòöïéôÞôñéáÐïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò íá áêïýåé óôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ Ýííïéåò êáé íá âëÝðåé äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÁõôÞ åßíáé êáé ç óçìáóßá ôïõ ó÷åôéêÜ íÝïõ ìáèÞìáôïò ôïõ
1ïõ ÅîáìÞíïõ Óðïõäþí. Ôþñáùòðñïò ôï óõãêåêñéìÝíï óýóôçìá (1.3.3), áõôü áðïôåëåß êáé ìÝñïò
ôçò ýëçò ôùí Ôáëáíôþóåùí óôï ìÜèçìá ÄõíáìéêÞ êáé Ôáëáíôþóåéò ôïõ 2ïõ ÅîáìÞíïõ Óðïõäþí.
Êáèüëïõ äå âëÜðôåé ëïéðüí, áëëÜ ìÜëëïí ùöÝëéìï åßíáé, íá «åêôßèåôáé» êÜðùò ï öïéôçôÞò êáé
ç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óå Ýííïéåò ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý áêüìç êáé
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áðü ôï Á’ ¸ôïò Óðïõäþí. Áñêåß âÝâáéá ç «Ýêèåóç» áõôÞ íá ãßíåôáé ìå Þðéï ôñüðï êáé áõôü
áðïôåëåß åðéäßùîç ôïõ ãñÜöïíôá óôá ðáñüíôá äéäáêôéêÜ âéâëßá ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ
êáé ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. �

� ÅöáñìïãÞ A1.4 (Åîßóùóç ôïõ Laplace): Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 0 ìå u = u(x, y, z) (1.3.4)

êáëåßôáé ôñéäéÜóôáôç åîßóùóç ôïõ Laplace óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z). Ç åîßóùóç áõôÞ
åßíáé öõóéêÜ ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (ü÷é óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç). Óõ-
ãêåêñéìÝíá Ý÷åé ôñåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z). ¢ãíùóôç
óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç óõíÜñôçóç u = u(x, y, z). Ç åîßóùóç ôïõ Laplace
åßíáé ìéá ðÜñá ðïëý ãíùóôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé èá ìåëåôçèåß åêôåíþò
óôï åðüìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ. ÐáñïõóéÜæåôáé óå ðÜñá ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, üðùò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ êáé óôçí Åëáóôéêüôçôá. �

� ÅöáñìïãÞ A1.5 (Åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí äïêïý): Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= p(x, t) ìå v = v(x, t) (1.3.5)

êáëåßôáé åîßóùóç ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí äïêïý. Êáé ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé âÝâáéá ìéá äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷åé äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôç èÝóç x
êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý êáé ôï ÷ñüíï t. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ôï âÝ-
ëïò êÜìøåùò (Þ âýèéóç Þ åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç) v = v(x, t) áõôÞò ôçò äõíáìéêÜ êáôáðïíïýìåíçò
óå êÜìøç äïêïý. Ïé ðïóüôçôåò EI (äõóêáìøßá ôçò äïêïý) êáé ñÁ (ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ôçò äïêïý,
äçëáäÞ ìÜæá áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ôçò) åßíáé ãíùóôÝò êáé óõíÞèùò óôáèåñÝò. Ç óõíÜñôçóç p(x, t)
óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé êáé áõôÞ ãíùóôÞ êáé ðáñéóôÜíåé ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç ðïõ
áóêåßôáé ðÜíù óôç äïêü. Êáé áõôÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (1.3.5) èá ìåëå-
ôçèåß åêôåíþò óôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ
êáé ÷ñÞóéìç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. �

➤ ÐáñáôÞñçóç A1.1: Áðü ôï óçìåßï áõôü êáé ìåôÜ äå èá áíáöåñèïýìå ó÷åäüí êáèüëïõ óå äéá-
öïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. (¼ðùò Þäç áíáöÝñáìå, ó’ áõôÝò èá åðáíÝëèïõìå óôï
åðüìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ.) Åäþ èá ðåñéïñßóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò áðïêëåé-
óôéêÜ óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Èá ãñÜöïõìå ìÜëéóôá áðëÜ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé
èá åííïïýìå óõíå÷þò óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Èá ãñÜöïõìå åðßóçò óýóôçìá äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí êáé èá åííïïýìå êáé ðÜëé óõíå÷þò óýóôçìá óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

➤ ÐáñáôÞñçóç A1.2: Åðßóçò ãéá áðëüôçôá óôï óõìâïëéóìü ãåíéêÜ èá äçëþíïõìå ôéò óõíÞèåéò
ðáñáãþãïõò ìå ôüíï/ôüíïõò (Þ ìå ôåëåßá/ôåëåßåò) êáé ü÷é ìå ôï ðëÞñåò óýìâïëü ôïõò ìå ôç ÷ñÞóç
äéáöïñéêþí, ð.÷.

y ′′′(x) ≡ d3y
dx3

Þ ü(t) ≡ d2u
dt2

. (1.3.6)

Ôéò ôåëåßåò, üðùò óôï äåýôåñï áìÝóùò ðéï ðÜíù ðáñÜäåéãìá (1.3.6), èá ôéò ÷ñçóéìïðïéïýìå áðï-
êëåéóôéêÜóåðáñáãþãïõòùòðñïò ôï ÷ñüíï t, óå ÷ñïíéêÝòðáñáãþãïõò. Óå êáìßáÜëëçðåñßðôùóç!

A1.3.2. ÔÜîç äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

ÔÜîç ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáëåßôáé ç ôÜîç ôçò ðáñáãþãïõ ìåãáëýôåñçò (õøçëüôåñçò)
ôÜîåùò, ôçò áíþôåñçò ðáñáãþãïõ ðïõ åìöáíßæåôáé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
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� ÐáñÜäåéãìá A1.1: Ïé ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

y ′′′(x) − 2y ′(x) = 5y(x) − 10x + sin (x6), y(x) = y ′(x)
√
y ′′(x), u(z) = 2u′(z) + 3 (1.3.7)

åßíáé ôñßôçò ôÜîåùò, äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ðñþôçò ôÜîåùò áíôßóôïé÷á. �

� ÅöáñìïãÞ A1.6 (Äïêïß): Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò äïêïý

EIv′′′′(x) = p(x) (1.3.8)

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç v(x) ôï âÝëïò êÜìøåùò (âýèéóç, åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç) ôçò äïêïý, p(x) ôçí
êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç ðÜíù óôç äïêü êáé ÅÉ ôç äõóêáìøßá ôçò åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò.
Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ ç ìåãáëýôåñçò (õøçëüôåñçò, áíþôåñçò) ôÜîåùò ðáñÜãùãïò óôçí åîßóùóç
áõôÞ åßíáé ç ôÝôáñôç ðáñÜãùãïò v′′′′(x).

Ôï ßäéï áêñéâþò óõìâáßíåé êáé ìå ôçí áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò
âÜóåùò

EIv′′′′(x) + kv(x) = p(x) (1.3.9)

ìå åðéðëÝïí üñï ôïí üñï kv(x). Ï üñïò áõôüò åêöñÜæåé ôçí áíôßäñáóç ôïõ åäÜöïõò ðÜíù óôç
äïêü ìå k ôç óõíïëéêÞ ó÷åôéêÞ óôáèåñÜ åäÜöïõò--äïêïý (ü÷é áðëÜ ôï ó÷åôéêü ìÝôñï ôïõ åäÜöïõò).

Êáé óôéò äýï áõôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äïêþí (1.3.8) êáé (1.3.9) èá áíáöåñèïýìå åêôåíÝóôåñá
óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á2: ÐáñÜãñáöïé Á2.1.5 êáé Á2.1.7 áíôßóôïé÷á. �

� ÅöáñìïãÞ A1.7 (Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôþñá ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (á) ôùí éäéïôá-
ëáíôþóåùí êáé ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí êáé (â) ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí óôï
óõíçèéóìÝíï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ (m, k), äçëáäÞ ôéò åîéóþóåéò

mü(t) + ku(t) = 0 êáé mü(t) + ku(t) = p(t) (1.3.10)

áíôßóôïé÷á. Óôéò åîéóþóåéò áõôÝò ç óôáèåñÜ m åßíáé ç ìÜæá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ, ç óôáèåñÜ k
åßíáé ç óôáèåñÜ ôïõ åëáôçñßïõ êáé ôÝëïò ç óõíÜñôçóç p(t) (óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò)
åßíáé ç åîùôåñéêÞ öüñôéóç (ç äýíáìç) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï. Åðßóçò, üðùò Þäç
ãíùñßæïõìå, u(t) åßíáé ç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé t ï ÷ñüíïò. Êáé ïé äýï áõôÝò äéáöï-
ñéêÝò åîéóþóåéò åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò, ãéáôß ç ìåãáëýôåñçò ôÜîåùò ðáñÜãùãïò ðïõ åìöáíßæåôáé
ó’ áõôÝò åßíáé ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ü(t): äåí õðÜñ÷åé Üëëç áíþôåñçò ôÜîåùò ðáñÜãùãïò. �

A1.3.3. Âáèìüò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Èåùñïýìå ôþñá áðïêëåéóôéêÜ ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ ìðïñïýí íá ãñáöïýí óå ìïñöÞ
ðïëõùíýìïõùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé üëåò ôéò ðáñáãþãïõò ôçò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ÅéäéêÜ óå ôÝôïéåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (ðïëõùíõìéêÝò Þ áíáãüìåíåò óå
ðïëõùíõìéêÝò) êáëïýìå âáèìü ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôï âáèìü ôïõ ó÷åôéêïý ðïëõùíýìïõ
ùò ðñïò ôçí áíþôåñçò ôÜîåùò ðáñÜãùãï ìüíï. Ïé âáèìïß ôçò ßäéáò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò
êáé ôùí ÷áìçëüôåñçò ôÜîåùò ðáñáãþãùí ôçò äå ìáò åíäéáöÝñïõí óôï ïñéóìü ôïõ âáèìïý ìéáò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Áíôßèåôá, åÜí ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåí åßíáé ðïëõùíõìéêÞ ïýôå êáé ìðïñåß
íá áíá÷èåß óå ðïëõùíõìéêÞ, äåí ïñßæåôáé ï âáèìüò ôçò. ÏõóéáóôéêÜ üëåò ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ðïõ èá óõíáíôÞóïõìå èá åßíáé ðñþôïõ âáèìïý. ÔÝëïò èåñìÞ, èåñìüôáôç ðáñÜêëçóç íá ìç ãßíåôáé
óýã÷õóç áíÜìåóá óôçí ôÜîç êáé óôï âáèìü ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: ðñüêåéôáé ãéá åíôåëþò
äéáöïñåôéêÝò Ýííïéåò.

� ÅöáñìïãÞ A1.8 (Ôáëáíôþóåéò): Êáé ïé äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (1.3.10) óôçí ÜìÝóùò ðñïç-
ãïýìåíç åöáñìïãÞ åßíáé ðñþôïõ âáèìïý, åðåéäÞ ç ìåãáëýôåñçò ôÜîåùò ðáñÜãùãïò ó´ áõôÝò,
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ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ü(t), åßíáé õøùìÝíç óôçí ðñþôç äýíáìç. ÄçëáäÞ áõôÝò ïé äýï äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò åßíáé ðïëõþíõìá ðñþôïõ âáèìïý ùò ðñïò ôçí áíþôåñçò ôÜîåùò ðáñÜãùãï ü(t). �

� ÐáñÜäåéãìá A1.2: Ïé ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

y ′ 2(x) + y10(x) = x5, y6(x)y ′′′(x) = y ′′ 8(x) + 5, u(z) + u′ 5(z) = u′′ 4(z) u10(z) + cosh z + 2 (1.3.11)

åßíáé: (á) äåõôÝñïõ âáèìïý, (â) ðñþôïõ âáèìïý êáé (ã) ôåôÜñôïõ âáèìïý áíôßóôïé÷á. Áõôü óõì-
âáßíåé, åðåéäÞ êáôáñ÷Þí Ý÷ïõí êáé ïé ôñåéò ðïëõùíõìéêÞ ìïñöÞùò ðñïò ôéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò
êáé üëåò ôéò ðáñáãþãïõò ôïõò. Óôç óõíÝ÷åéá ïé ìåãáëýôåñçò ôÜîåùò ðáñÜãùãïé ðïõ õðåéóÝñ÷ï-
íôáé ó’ áõôÝò åßíáé: (á) çðñþôçðáñÜãùãïò õøùìÝíç óôï ôåôñÜãùíï: äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò
ôÜîåùò êáé äåõôÝñïõ âáèìïý, (â) ç ôñßôç ðáñÜãùãïò ÷ùñßò íá åßíáé õøùìÝíç óå äýíáìç (éóïäý-
íáìá õøùìÝíç óôçí ðñþôç äýíáìç): äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò êáé ðñþôïõ âáèìïý êáé
(ã) ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò õøùìÝíç óôçí ôÝôáñôç äýíáìç: äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò
êáé ôåôÜñôïõ âáèìïý áíôßóôïé÷á. Óôçí ôñßôç áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ï üñïò cosh z áöïñÜ óôçí
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ z êáé ü÷é óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) u(z). ¢ñá
äåí åìðïäßæåé óôïí ïñéóìü ôïõ âáèìïý ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. Áíôßèåôç ðåñßðôùóç
ðáñïõóéÜæåôáé óôçí áìÝóùò åðüìåíç åöáñìïãÞ. �

� ÅöáñìïãÞ A1.9 (Áðëü åêêñåìÝò): Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ áðëïý åêêñåìïýò

è̈(t) + ù2
0 sin è(t) = 0 (1.3.12)

óôéò ó÷åôéêÝò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç. Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ åßíáé ï ÷ñüíïò t êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç ãùíéáêÞ
áðüêëéóç è(t) ôïõ íÞìáôïò ôïõ åêêñåìïýò áðü ôçí êáôáêüñõöç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ. Åðßóçò ù0

åßíáé ç ó÷åôéêÞ öõóéêÞ óôáèåñÜ ôïõ åêêñåìïýò (ìå äéáóôÜóåéò óõ÷íüôçôáò: Hz = 1/sec). ÁõôÞ
ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôïí ôýðï

ù0 =
√

g
L
. (1.3.13)

Óôïí ôýðï áõôü L åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ íÞìáôïò ôïõ áðëïý åêêñåìïýò ðïõ åîåôÜæïõìå (ð.÷. óå m)
êáé g ç åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò (ð.÷. óå m/sec2, äçëáäÞ g = 9.81 m/sec2). Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ
åîßóùóç (1.3.12) åßíáé ðñïöáíþò äåõôÝñáò ôÜîåùò, ãéáôß ç ìåãáëýôåñçò ôÜîåùò ðáñÜãùãïò ó’ áõ-
ôÞí åßíáé ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò: óôïí üñï è̈(t). Ï âáèìüò ôçò üìùò äå ìðïñåß íá ïñéóèåß, ãéáôß
äåí åßíáé óå ðïëõùíõìéêÞ ìïñöÞ ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç è(t). ÓõãêåêñéìÝíá ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç è(t) ðáñïõóéÜæåôáé ìÝóá óå çìßôïíï: sin è(t). Ïýôå âÝâáéá ìðïñåß ç ßäéá äéáöïñéêÞ
åîßóùóç íá áíá÷èåß óå ðïëõùíõìéêÞ ìïñöÞ: Üñá äåí Ý÷åé âáèìü.

Áíôßèåôá, áí èåùñÞóïõìå ðïëý ìéêñÝò ãùíßåò è (ð.÷. è < 0.1 rad) êáé ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç
ó÷åôéêÞ ãíùóôÞ ðñïóÝããéóç sin è ≈ è (ôïí ðñþôï üñï óôç ó÷åôéêÞ óåéñÜ Maclaurin), ôüôå áðü ôçí
áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.3.12) ðáßñíïõìå ôçí áêüëïõèç ðñïóåããéóôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

è̈(t) + ù2
0è(t) = 0. (1.3.14)

ÖõóéêÜ ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç óõíå÷ßæåé íá åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò. (Ôßðïôå áðïëýôùò äåí
Ý÷åé áëëÜîåé óôç äåýôåñç ðáñÜãùãï!) Ôþñá üìùò ïñßæåôáé êáé ï âáèìüò ôçò, óõãêåêñéìÝíá åßíáé
ðñþôïõ âáèìïý, ãéáôß: (á) åßíáé ôþñá óå ðïëõùíõìéêÞ ìïñöÞ êáé (â) ç ìåãáëýôåñçò ôÜîåùò ðá-
ñÜãùãïò è̈(t) (ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò) äåí åßíáé õøùìÝíç óå äýíáìç. (Éóïäýíáìá åßíáé õøùìÝíç
óôçí ðñþôç äýíáìç.) �

A1.3.4. ÃñáììéêÝò êáé ìç ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Ìéá èåìåëéþäçò äéÜêñéóç ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åßíáé óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
êáé óå ìç ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÓõãêåêñéìÝíá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ç ïðïßá ìðïñåß
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íá ãñáöåß óáí Ýíá ðïëõþíõìï ðñþôïõ âáèìïý (ãñáììéêü) ôáõôü÷ñïíá êáé ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç (ôçí åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) y = y(x) êáéùòðñïò üëåò ôéòðáñáãþãïõò ôçò y(k) = y(k)(x)
(ìå k = 1, 2, . . . , n, üðïõ n åßíáé ç ôÜîç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò) êáëåßôáé ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç. ¢ñá ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò Ý÷åé ôç ãåíéêÞ ìïñöÞ

an(x) y(n)(x) + an−1(x) y(n−1)(x) + · · · + a2(x) y ′′(x) + a1(x) y ′(x) + a0(x) y(x) = p(x). (1.3.15)

Ó’ áõôÞí ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ïé óõíáñôÞóåéò an(x), an−1(x), . . . , a2(x), a1(x) êáé a0(x)
åßíáé ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò (óõíÞèùò ôéò õðïèÝôïõìå êáé óõíå÷åßò) êáé êáëïýíôáé óõíôåëåóôÝò ôçò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Åðßóçò êáé ç óõíÜñôçóç p(x) óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé êáé áõôÞ
ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç ìüíï ç y(x).

Ðáñáôçñïýìå üôé óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåí ðáñïõóéÜæïíôáé äõíÜìåéò (áêÝñáéåò
Þ ìç) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) êáé üëùí ôùíðáñáãþãùí ôçò y(k)(x) (ìå k = 1, 2, . . . , n) ïýôå
ðáñïõóéÜæåôáé åìöÜíéóÞ ôïõò ìÝóá óå ñßæåò êáé ó’ ïðïéåóäÞðïôå óõíáñôÞóåéò (åêèåôéêÝò, ëïãáñéè-
ìéêÝò, ôñéãùíïìåôñéêÝò, êëð.). Åðßóçò äåí õðÜñ÷ïõí êáèüëïõ ãéíüìåíá Þ ðçëßêá åßôå ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò y(x) êáé ôùí ðáñáãþãùí ôçò y(k)(x) åßôå ìüíï ôùí ðáñáãþãùí ôçò ìåôáîý ôïõò.

Ðïëý óõ÷íÜ õðïèÝôïõìå ôïí ðñþôï óõíôåëåóôÞ an(x) óôçí ðéï ðÜíù ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (1.3.15) óõíå÷þò äéÜöïñï ôïõ ìçäåíüò óôï äéÜóôçìá (a, b) ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò x
ðïõìáò åíäéáöÝñåé: ∀x ∈ (a, b) an(x) �= 0. Ìå ôïí ôñüðïáõôü ç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
n-ôÜîåùò (1.3.15) ãñÜöåôáé óõ÷íÜ êáé óôç ëßãï áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò

y(n)(x) + bn−1(x) y(n−1)(x) + · · · + b2(x) y ′′(x) + b1(x) y ′(x) + b0(x) y(x) = q(x). (1.3.16)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ Ý÷åé ãßíåé áðëÜ äéáßñåóç üëùí ôùí üñùí ôçò áñ÷éêÞò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò (1.3.15) (êáé óôï áñéóôåñü êáé óôï äåîéü ìÝëïò ôçò) ìå an(x), äçëáäÞ

bk(x) = ak(x)
an(x)

ìå k = 0, 1, 2, . . . , n − 1 êáé an(x) �= 0 êáé åðßóçò q(x) = p(x)
an(x)

. (1.3.17)

Ôßðïôå Üëëï!

ÊÜèå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ äåí åßíáé ãñáììéêÞ, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá ãñáöÞò
ôçò óôç ãåíéêÞ ìïñöÞ (1.3.15), êáëåßôáé ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç.

Ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò õðåñÝ÷ïõí ôùí ìç ãñáììéêþí, åðåéäÞ êáëýðôïíôáé áðü
ðïëý ðéï ðëÞñç èåùñßá êáé, ßóùò ôï óçìáíôéêüôåñï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, åðåéäÞ åßíáé
êáé áðëïýóôåñåò óôçí åðßëõóÞ ôïõò. ÅëÜ÷éóôåò ìç ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìðïñïýí íá
åðéëõèïýí ìÝóù êëåéóôþí ôýðùí. ÌåñéêÝò áðü áõôÝò, ðïõ åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò, èá ôéò åîåôÜ-
óïõìå óôï ÊåöÜëáéï Á3 ðáñáêÜôù. Åíôïýôïéò ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò áõôïý ôïõ äéäáêôéêïý âéâëßïõ
ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò èá áöéåñùèåß óôéò ãñáììéêÝò äéáöï-
ñéêÝò åîéóþóåéò. Áõôü áêñéâþò óõìâáßíåé êáé óôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôçò ó÷åôéêÞò âéâëéïãñáößáò.
ÄçëáäÞ ïé ìç ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åßíáé êÜðùò ðáñáìåëçìÝíåò.

Áò ðñïóèÝóïõìå üôé ó÷åäüí üëåò ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ Ý÷åé íá áíôéìåôùðßóåé ï Ðïëéôé-
êüò Ìç÷áíéêüò óôá ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôÜ ôïõ åßíáé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ãéá íá åßìá-
óôå ðåñéóóüôåñï åéëéêñéíåßò, ðïëëÝò öïñÝò ðñïóåããßæïõìå ìéá ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
ãñáììéêÞ êÜôù áðü êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ êáëåßôáé ãñáììéêïðïßçóç êáé èá
ôçí åîåôÜóïõìå óôçí áìÝóùò ðáñáêÜôù Åíüôçôá Á1.4.

➤ ÐáñáôÞñçóç A1.3: Ðñïöáíþò üëåò ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åßíáé ðñþôïõ âáèìïý.

� ÐáñÜäåéãìá A1.3: Ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

y ′′′(x) + 2y ′′(x) + 3y(x) = 5, ẍ(t) = a + bẋ(t) + cx(t), u(v) + u′(v) = u′′(v) (1.3.18)
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åßíáé êáé ïé ôñåéò ôïõò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, åðåéäÞ åßíáé ãñáììÝíåò (çðñþôç) Þ ìðïñïýí
íá ãñáöïýí (ç äåýôåñç êáé ç ôñßôç) óôç ãåíéêÞ ìïñöÞ (1.3.15) ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

Áíôßèåôá ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

y ′′(x) + cos y(x) = 0, y ′ 2(x) + y(x) = a, y ′′(x) +√
y(x) = y ′(x) + b, ey(x) = y ′(x) (1.3.19)

äåí åßíáé ãñáììéêÝò, ãéáôß äåí åßíáé ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò (1.3.15) ïýôå üìùò êáé ìðïñïýí íá ìåôá-
ôñáðïýí óôç ìïñöÞ áõôÞ. �

� ÅöáñìïãÞ A1.10 (Ôáëáíôþóåéò): Ç ãíùóôÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí åîáíáãêáóìÝíùí
ôáëáíôþóåùí ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ

ü(t) + ù2
0u(t) = p∗(t) (1.3.20)

åßíáé ðñïöáíþò ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò. �

� ÅöáñìïãÞ A1.11 (Äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá): Ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá

F = ma �⇒ F = m
d2x
dt2

(1.3.21)

áðïôåëåß ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç èÝóç x = x(t) ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ, åöüóïí ç äýíáìç F åßíáé óõíÜñôçóç áðïêëåéóôéêÜ ôïõ ÷ñüíïõ t, äçëáäÞ F = F(t).
Ôü ßäéï óõìâáßíåé êáé áí ç äýíáìç F åßíáé ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ôçò èÝóåùò x Þ êáé ôçò ôá÷ýôçôáò
v = ẋ(t), äçëáäÞ åÜí

F = k0x(t) Þ F = c0 ẋ(t) Þ ãåíéêüôåñá F = k0x(t) + c0 ẋ(t) (1.3.22)

ìå ôá k0 êáé c0 óôáèåñÝò Þ áêüìç êáé óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t. Áõôü óõìâáßíåé ð.÷. óôç ãå-
íéêÞ ðåñßðôùóç F = k0x(t) + c0 ẋ(t), åðåéäÞ ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá (1.3.21) ðáßñíåé óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ ôç ìïñöÞ

k0x(t)+c0 ẋ(t) = mẍ(t) �⇒ mẍ(t)−c0 ẋ(t)−k0x(t) = 0 �⇒ mẍ(t)+cẋ(t)+kx(t) = 0 (1.3.23)

ìå k = −k0 êáé c = −c0. Ðñüêåéôáéðñïöáíþò ãéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò.�

A1.3.5. ÃñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò êáé ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò

Ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáëåßôáé ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôå-
ëåóôÝò, åÜí üëïé ïé óõíôåëåóôÝò ôçò åßíáé óôáèåñïß, äçëáäÞ äåí åîáñôþíôáé áðü ôçí áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ. (ÖõóéêÜ äåí ðñÝðåé íá åîáñôþíôáé ïýôå êáé áðü ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Áëëéþò
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç äå èá Þôáí ãñáììéêÞ!) Áí Ýíáò, Ýóôù êáé Ýíáò ìüíï óõíôåëåóôÞò åîáñôÜôáé
áðü ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, ôüôå Ý÷ïõìå ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìç óôáèåñïýò
(Þ ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò.

Ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò åßíáé ðïëý åýêïëåò óôçí åðßëõóÞ
ôïõò êáé ó’ áõôÝò èá åðéêåíôñþóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò. Åßíáé ìÜëéóôá êáé áõôÝò ðïõ óõíÞèùò
óõíáíôÜ óôá ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôÜ ôïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. ¼ìùò ç åíäéáöÝñïõóá êáé êïìøÞ
ãåíéêÞ èåùñßá ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åßíáé åöáñìüóéìç êáé óôéò ãñáììéêÝò äéáöï-
ñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé èá ôç ìåëåôÞóïõìå óýíôïìá êáé áõôÞ. Áò óç-
ìåéþóïõìå ôÝëïò üôé ìåñéêÝò öïñÝò (ü÷é ðïëëÝò üìùò) ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò áíôéìåôùðßæåé êáé
ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Äõóôõ÷þò ãåíéêÜ áõôÝò äåí åßíáé
åýêïëåò óôçí åðßëõóÞ ôïõò Þ áðëÜ äåí Ý÷ïõí ëýóåéò óå êëåéóôÞ ìïñöÞ. Ãéá ôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìç óôáèåñïýò (ìå ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò ç êëáóéêÞ ìÝèïäïò ôùí äõíáìïóåéñþí
áðïôåëåß ìéá áíáëõôéêÞ äõíáôüôçôá åðéëýóåùò ðñéí ôçí ðñïóöõãÞ óôéò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò.
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� ÐáñÜäåéãìá A1.4: Óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

y ′′(x) + 2y ′(x) + 3y(x) = 4x2 êáé y ′′(x) + 2y ′(x) + xy(x) = 4 (1.3.24)

ç ðñþôç åßíáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. (Ôï äåîéü ìÝëïò ôçò q(x) = 4x2 ìåôáâÜëëåôáé âÝâáéá ìå
ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x, äåí åßíáé üìùò óõíôåëåóôÞò áõôÞò ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò!) Áíôßèåôá ç äåýôåñç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ìå ìç óôáèåñïýò (ìå ìåôáâëçôïýò)
óõíôåëåóôÝò, ãéáôß óôïí üñï ôçò xy(x) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ï óõíôåëåóôÞò x åßíáé ìç óôáèåñüò,
åîáñôÜôáé áðü ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x. ÔÝëïò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′′(x) + y(x)y ′(x) = 1 (1.3.25)

äåí Ý÷åé íüçìá íá ìéëÜìå ãéá óôáèåñïýò Þ ãéá ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò, áðëÜ
åðåéäÞ ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç äåí åßíáé ãñáììéêÞ. Áõôü óõìâáßíåé åîáéôßáò ôçò ðáñïõóßáò ôïõ
ãéíïìÝíïõ y(x)y ′(x) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò. �

� ÅöáñìïãÞ A1.12 (Äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò): Èåùñïýìå êáé ðÜëé äïêü åðß åëáóôéêÞò
âÜóåùò (ð.÷. ðåäéëïäïêü Þ óéäçñïôñï÷éÜ) ìå ãíùóôÞ ðëÝïí ôç ó÷åôéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç (1.3.2)

EI
d4v(x)
dx4

+ kv(x) = p(x), áðïëýôùò éóïäýíáìá EIv′′′′(x) + kv(x) = p(x) (1.3.26)

ìå v(x) ôï âÝëïò êÜìøåùò (ôç âýèéóç) ôçò äïêïý. Áí ç äõóêáìøßá ôçò äïêïý ÅÉ åßíáé óôáèåñÞ êáôÜ
ìÞêïò ôçò êáé ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ãéá ôç óôáèåñÜ k åäÜöïõò--äïêïý, ôüôå Ý÷ïõìå ðñïöáíþò
ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. (Ç ìåôáâïëÞ ôçò
êÜèåôçò êáôáíåìçìÝíçòöïñôßóåùò p(x) óôï äåîéü ìÝëïò ðñïöáíþò äåí åðçñåÜæåé ôç óôáèåñüôçôá
ôùí óõíôåëåóôþí ÅÉ êáé k ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò.) Áí üìùò ç óôáèåñÜ k åäÜöïõò--äïêïý
ìåôáâÜëëåôáé ìå ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, åßíáé óõíÜñôçóç k = k(x) ôçò èÝóåùò x, ôüôå
âÝâáéá ç ðéï ðÜíù ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.3.26) åßíáé ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò)
óõíôåëåóôÝò. Áõôü éó÷ýåé áêüìç êáé áí ç äõóêáìøßá ÅÉ ôçò äïêïý åßíáé óôáèåñÞ êáôÜ ìÞêïò ôçò.

Áí êáé ç óôáèåñÜ k åäÜöïõò--äïêïý äå ìåôáâÜëëåôáé óõ÷íÜ ìå ôç èÝóç x, êÜðùò ðéï óõíçèé-
óìÝíç åßíáé çðåñßðôùóçðïõ ç äõóêáìøßá ÅÉ ôçò äïêïý ìåôáâÜëëåôáé ìå ôç èÝóç x. Ç äõóêáìøßá ÅÉ
óå ìéá äïêü åßíáé ôï ãéíüìåíï ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñïõ ôïõ Young) Å ôïõ õëéêïý ôçò2

(ðïõ ãåíéêÜ åßíáé áðüëõôá óôáèåñü êáôÜ ìÞêïò ôçò) åðß ôç ñïðÞ áäñáíåßáò É ôçò äéáôïìÞò ôçò
ãýñù áðü ôïí ïõäÝôåñï ÜîïíÜ ôçò Oz óôçí êÜìøç. ÁõôÞ ç ñïðÞ áäñáíåßáò É åßíáé ìåñéêÝò öïñÝò
ìåôáâëçôÞ êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý: I = I(x). Ç ìåôáâïëÞ áõôÞ ïöåßëåôáé ìÜëéóôá áðëÜ óôç ìåôá-
âïëÞ ôùí äéáóôÜóåùí ôçò äéáôïìÞò ôçò äïêïý êáôÜ ìÞêïò ôçò. Áò ãßíïõìå ëßãï ðéï óõãêåêñéìÝíïé
èåùñþíôáò äïêü ìå ïñèïãùíéêÞ äéáôïìÞ ðëÜôïõò b êáé ýøïõò h. Áõôü ðïõ ìðïñåß íá ìåôáâÜë-
ëåôáé óå ìéá äïêü êáôÜ ìÞêïò ôçò åßíáé ôï ýøïò h. ÄçëáäÞ ìðïñåß íá Ý÷ïõìå h = h(x). Ôüôå, Ýóôù
êáé ìå óôáèåñü ôï ðëÜôïò b ôçò äïêïý, ç äõóêáìøßá EI ôçò äïêïý ìåôáâÜëëåôáé ìå ôç èÝóç x êáôÜ
ìÞêïò ôçò, äçëáäÞ EI = EI(x).

ÐáñåíèåôéêÜ áò óçìåéùèåß üôé åßíáé áðáñÜäåêôç ç ÷ñÞóç äéðëþí ðëÜãéùí óõìâüëùí, ð.÷. ôïõ
óõìâüëïõ EI, óôá ìáèçìáôéêÜ ãéá ìßá ðïóüôçôá. Åíôïýôïéò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß
ðñáãìáôéêÜ ôï óýìâïëï ÅÉ ãéá ôç äõóêáìøßá. ¸ôóé êé áëëéþò ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá ôï ãéíüìåíï Å
åðß É, ôßðïôå Üëëï. ÅðïìÝíùò äå ÷Üëáóå ï êüóìïò êáé áðïäå÷üìáóôå ôï óõìâïëéóìü áõôü.

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôçò ìåôáâáëëüìåíçò äõóêáìøßáò EI = EI(x) ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç (1.3.26) êáëåßôáé ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò. Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé ç
ìåôáâïëÞ ôïõ ðëÜôïõò b ôçò äïêïý (ðïõ ôçí õðïèÝôïõìå åäþ ïñèïãùíéêÞò äéáôïìÞò) åðß åëáóôé-
êÞò âÜóåùò (óõíÞèùò åëáóôéêïý åäÜöïõò) êáôÜ ìÞêïò ôçò ðñïêáëåß ôçí ôáõôü÷ñïíç ìåôáâïëÞ

2Åííïåßôáé üôé åäþ õðïèÝôïõìå ôï õëéêü ôçò äïêïý ðùò åßíáé éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü.
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(á) ôçò äõóêáìøßáò EI ôçò äïêïý êáé (â) ôçò óôáèåñÜò k åäÜöïõò--äïêïý. Áõôü óõìâáßíåé, áðëÜ
åðåéäÞ ç áíôßäñáóç ôïõ åäÜöïõò −kv(x) (áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ôçò äïêïý) óôç âýèéóç ôçò äïêïý v(x)
åßíáé áíÜëïãç ôïõ ðëÜôïõò b ôçò äïêïý êáé ü÷é ìüíï ôùí éäéïôÞôùí ôïõ åäÜöïõò. �

A1.3.6. Ïìïãåíåßò êáé ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äéáêñßíïõìå åðßóçò ôéò ïìïãåíåßò êáé ôéò ìç ïìïãåíåßò. Ïñß-
æïõìå óáí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åêåßíç ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç üðïõ üëïé
ïé üñïé ôçò ðåñéÝ÷ïõí åßôå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßôå ìéá ðáñÜãùãü ôçò (óôçí ðñþôç äýíáìç
öõóéêÜ!). Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç, åêåßíç üðïõ Ýíáò Þ êáé ðåñéóóüôåñïé üñïé ôçò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåí ðåñéÝ÷ïõí ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç Þ ìéá ðáñÜãùãü ôçò ç åîßóùóç
êáëåßôáé ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç.

Ðïëý óõ÷íÜ óôéò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò üëïé ïé üñïé (ðïõ ðåñéÝ÷ïõí âÝâáéá
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç Þ ðáñÜãùãü ôçò) åßíáé óõãêåíôñùìÝíïé óôï áñéóôåñü ìÝëïò, åíþ ôï äåîéü
ìÝëïò åßíáé ìçäÝí. (Åíôïýôïéò ìå êáíÝíáí ôñüðï áõôü äåí åßíáé õðï÷ñåùôéêü!) Åðßóçò óôéò ìç
ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óôï äåîéü ìÝëïò âñßóêåôáé óõíÞèùò ï üñïò Þ ïé üñïé ðïõ
êáèéóôïýí ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìç ïìïãåíÞ, äçëáäÞ ïé üñïé ðïõ äåí åîáñôþíôáé áðü
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Ïýôå êé áõôü åßíáé âÝâáéá õðï÷ñåùôéêü, áëë’ åßíáé óõíçèéóìÝíï.

� ÐáñÜäåéãìá A1.5: Ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

y ′′(x) = 3y(x), y ′′′′(x) − y ′(x) = y ′′(x) − 4y(x), a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = 0 (1.3.27)

åßíáé ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Áõôü óõìâáßíåé, ãéáôß üëåò ôïõò åßíáé ðïëõþíõìá
ðñþôïõ âáèìïýùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé ôéò ðáñáãþãïõò ôçò êáé åðßóçò äåí õðÜñ÷åé
êáíÝíáò üñïò ðïõ íá ìçí ðåñéÝ÷åé ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç Þ ðáñÜãùãü ôçò.

Áíôßèåôá ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

y ′′(x)+1 = 3y(x), y ′′′′(x)− y ′(x)+ sin 1 = y ′′(x)−4y(x)+3, a2y ′′(x)+ a1y ′(x)+ a0y(x) = b (1.3.28)

(ìå b �= 0) åßíáé ìåí ãñáììéêÝò, áëëÜ êáé ìç ïìïãåíåßò, åðåéäÞ ðåñéÝ÷ïõí üñïõò (ôïí üñï 1 ç ðñþôç,
ôïõò üñïõò sin 1 êáé 3 ç äåýôåñç êáé ôïí üñï b ç ôñßôç) ðïõ äåí ðåñéëáìâÜíïõí ôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç y(x) Þ ðáñÜãùãü ôçò. (Äåí Ý÷åé êáìßá áðïëýôùò óçìáóßá áí ïé üñïé áõôïß âñßóêïíôáé
óôï áñéóôåñü Þ óôï äåîéü ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ðáñüëï ðïõ óõíçèßæåôáé íá âñßóêïíôáé
óôï äåîéü ìÝëïò.)

ÔÝëïò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
y ′(x) = y2(x) (1.3.29)

äåí åßíáé ãñáììéêÞ ëüãù ôïõ üñïõ y2(x) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò. ¢ñá äå ìðïñïýìå íá ôçò äþóïõìå
÷áñáêôçñéóìü ïìïãåíÞò Þ ìç ïìïãåíÞò. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ï ÷áñáêôçñéóìüò áõôüò äßíåôáé
áðïêëåéóôéêÜ óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. �

� ÅöáñìïãÞ A1.13 (Äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò): Èåùñïýìå îáíÜ ôç äïêü åðß åëáóôéêÞò
âÜóåùò (ð.÷. ðåäéëïäïêü Þ óéäçñïôñï÷éÜ) ìå áðüëõôá ãíùóôÞ ôç ó÷åôéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (1.3.2) Þ (1.3.26)

EIv′′′′(x) + kv(x) = p(x). (1.3.30)

Ðñüêåéôáé áóöáëþò ãéá ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ëüãù ôçò ðáñïõóßáò
ôçò ôåôÜñôçò ðáñáãþãïõ v′′′′(x). ÅðéðëÝïí, åðåéäÞ õðÜñ÷åé óôï äåîéü ìÝëïò êáé ç êáôáíåìçìÝíç
êÜèåôç åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(x) (ðïõ óõíÞèùò ìåôñéÝôáé óå kN/m), ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé ìç ïìïãå-
íÞò. Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ãéá ôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äïêïý (÷ùñßò ôçí åëáóôéêÞ âÜóç,
äçëáäÞ ìå k = 0):

EIv′′′′(x) = p(x). (1.3.31)
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Áíôßèåôá, áí äåí õðÜñ÷åé êáèüëïõ ï ìç ïìïãåíÞò üñïò p(x), äçëáäÞ ç äïêüò äå öïñôßæåôáé áðü
êÜðïéï êáôáíåìçìÝíï åîùôåñéêü öïñôßï, ïðüôå p(x) ≡ 0, ôüôå ïé áíôßóôïé÷åò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

EIv′′′′(x) + kv(x) = 0 (1.3.32)

êáé
EIv′′′′(x) = 0 (1.3.33)

åßíáé ðñïöáíþò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÖõóéêÜ óå ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç êáé
ðÜëé ìðïñåß íá õðÜñ÷åé öüñôéóç ôçò äïêïý (Üñá êáé êáìðôéêÞ ðáñáìüñöùóÞ ôçò), ð.÷. áðü
ñïðÝò êÜìøåùò (Þ êáìðôéêÝò ñïðÝò) ÌÁ, B óôá äýï Üêñá ôçò A êáé B. �

� ÅöáñìïãÞ A1.14 (Ôáëáíôþóåéò): ÁíÜëïãá èåùñïýìå êáé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ôáëáíôþ-
óåùí ÷ùñßò áðüóâåóç óå ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ Þ ìÜæáò--åëá-
ôçñßïõ (m, k). Ãíùñßæïõìå Þäç üôé ç åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

mü(t) + ku(t) = p(t) (1.3.34)

ìå u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé p(t) ôçí åîùôåñéêÞ öüñôéóç ôïõ ßäéïõ óçìåßïõ, äçëáäÞ
ôç äýíáìç ðïõ áóêåßôáé ó’ áõôü. (Ïé äýï óôáèåñÝò m êáé k ðáñéóôÜíïõí, üðùò îÝñïõìå, ôç ìÜæá
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé ôç óôáèåñÜ ôïõ åëáôçñßïõ áíôßóôïé÷á.)

Ðñüêåéôáé öõóéêÜ ãéá ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò:
ôïõò m êáé k. Ôï üôé åßíáé ãñáììéêÞ êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò åßíáé ðñïöáíÝò. Ôï üôé åßíáé
ìç ïìïãåíÞò ïöåßëåôáé áðëÜ óôïí üñï p(t) óôï äåîéü ìÝëïò, óôçí åîùôåñéêÞ öüñôéóç, óôç äýíáìç
ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï.

Áíôßèåôá, áí p(t) ≡ 0, ç ðéï ðÜíù ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

mü(t) + ku(t) = 0 (1.3.35)

êáé ìåôáôñÝðåôáé óå ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ôï üôé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç
åßíáé ïìïãåíÞò äå äçëþíåé ôçí õðï÷ñåùôéêÞ áíõðáñîßá êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. ÐñáãìáôéêÜ,
ìðïñåß èáõìÜóéá ôï õëéêü óçìåßï íá êéíåßôáé ìå âÜóç ôçí áñ÷éêÞ åíÝñãåéá ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìá-
ôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ. Ç åíÝñãåéá áõôÞ áðïôåëåßôáé áðü ôï ÜèñïéóìáU+Ô ôçò äõíáìéêÞò
åíÝñãåéáò U ôïõ åëáôçñßïõ êáé ôçò êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò Ô ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Êáé ìÜëéóôá, åðåéäÞ
äåí õðÜñ÷åé üñïò áðïóâÝóåùò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ íá êáôáíáëßóêåé åíÝñãåéá, èåùñçôéêÜ
ìéëþíôáò, ôï õëéêü óçìåßï ìðïñåß íá êéíåßôáé ãéá ðÜíôá! �

➤ ÐáñáôÞñçóç A1.4: Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí üôé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (áëëÜ
êáé ãåíéêüôåñá éó÷ýåé áõôü) ïé ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Ý÷ïõí êÜðïéïí üñï
(Þ êÜðïéïõò üñïõò) ðïõ åêöñÜæïõí åîùôåñéêÞ äñÜóç ðÜíù óôï óýóôçìá ðïõ åîåôÜæïõìå. ÔÝôïéá
äñÜóç ìðïñåß íá åßíáé: (á) ç êáôáíåìçìÝíç åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(x) óå ìéá äïêü Þ (â) ç åîùôåñéêÞ
öüñôéóç (äýíáìç) p(t) ðÜíù óå Ýíá õëéêü óçìåßï (ð.÷. óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò). Åðßóçò
óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò ï ìç ïìïãåíÞò üñïò äçëþíåé ðçãÞ (Þ áðáãùãÞ) èåñìüôçôáò, åíþ
óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí) äçëþíåé ðçãÞ (Þ áðáãùãÞ) ìÜæáò, åäþ ñåõóôïý.
ÁíÜëïãá óôçíÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ ï ìç ïìïãåíÞò üñïò äçëþíåé ôçíðáñáãùãÞ (áí Ý÷åé èåôéêÞ
ôéìÞ) Þ ôçí êáôáóôñïöÞ (áí Ý÷åé áñíçôéêÞ ôéìÞ) ñýðïõ ðïõ êéíåßôáé ìáæß ìå ôï ñåõóôü (ìåôáãùãÞ
ñýðïõ) Þ êáé äéá÷Ýåôáé ó’ áõôü (äéÜ÷õóç ñýðïõ).

➤ ÐáñáôÞñçóç A1.5: Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé áíôßèåôá ìå ôïõò êáèáñÜ åîùôåñéêïýò üñïõò
(üðùò åßíáé ç åîùôåñéêÞ öüñôéóç óå äïêü Þ óå ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ) ïé
üñïé ðïõ åßíáé «åî áíôéäñÜóåùò» äåí ïäçãïýí óå ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Óáí
ó÷åôéêü ðáñÜäåéãìá áíáöÝñïõìå ôïí üñï kv(x) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò
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âÜóåùò (1.3.32). Ï üñïò áõôüò öáíåñþíåé ôçí áíôßäñáóç ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò óôç âýèéóç ôçò
äïêïý, éäßùò üôáí ãñáöåß ìå ðñüóçìï ðëçí, äçëáäÞ −kv(x) (óôï äåîéü ìÝëïò). Ðáñáôçñïýìå üôé
ï ßäéïò üñïò äåí êáèéóôÜ ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.3.32) ìç ïìïãåíÞ. ¼ìïéá ç äýíáìç
åðáíáöïñÜò ôïõ åëáôçñßïõ ku(t) (êáé áõôÞ ðñÝðåé íá ãñáöåß ìå ðñüóçìï ðëçí, −ku(t), áí ôåèåß
óôï äåîéü ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.3.35)) åðßóçò äåí êáèéóôÜ ôçí åîßóùóç áõôÞ ìç ïìï-
ãåíÞ. Ìüíï ç êáèáñÜ åîùôåñéêÞ öüñôéóç (äýíáìç) p(t) ôçí êáèéóôÜ ìç ïìïãåíÞ: åîßóùóç (1.3.34).
Áíôßèåôá ç äýíáìç åðáíáöïñÜò ôïõ åëáôçñßïõ −ku(t) áðëÜ áíôéäñÜ óôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0, åßíáé äýíáìç «åî áíôéäñÜóåùò», åóùôåñéêÞ äý-
íáìç ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ (Þ, áðëïýóôåñá, ìÜæáò--åëáôçñßïõ).
Äåí åßíáé åîùôåñéêÞ äýíáìç!

A1.3.7. Ïíïìáóßåò åéäéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Óôïõò ðéï ðÜíù ÷áñáêôçñéóìïýò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (ïé äýï ôåëåõôáßïé áíáöÝñïíôáé
ìüíï óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò) ðñÝðåé íá ðñïóèÝôïõìå êáé ôçí ïíïìáóßá êÜèå åéäéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, åöüóïí õðÜñ÷åé ôÝôïéá ïíïìáóßá. ÐñáãìáôéêÜ èá äïýìå ðáñáêÜôù üôé
ïñéóìÝíåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Ý÷ïõí åéäéêÝò ïíïìáóßåò.

Óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò èá ãíùñßóïõìå óôï ÊåöÜëáéï Á3 ôéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí, ôéò ïìïãåíåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (áëëÜ ìå åíôåëþò äéá-
öïñåôéêÞ Ýííïéá áðü åêåßíç óôçí áìÝóùò ðéï ðÜíùÐáñÜãñáöï Á1.3.6), ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
Bernoulli êáé ôéò ðëÞñåéò Þ áêñéâåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Áíôßèåôá óôï ßäéï ÊåöÜëáéï Á3 äå èá
ìåëåôÞóïõìå ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò d’Alembert--Lagrange, ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Clairaut
êáé ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Riccati. Ôï ßäéï èá êÜíïõìå (äå èá ôéò ìåëåôÞóïõìå) êáé ãéá áñêåôÝò
Üëëåò ëéãüôåñï ãíùóôÝò êáôçãïñßåò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò ðïõ äåí ðáñïõóéÜ-
æïõí üìùò åîáéñåôéêÜ óçìáíôéêü ðñáêôéêü åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óôï ÊåöÜëáéï Á5 èááíáöåñèïýìå åðßóçò óôéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò Euler (Þ Cauchy--Euler). Ïé åîéóþóåéò áõôÝò êáëïýíôáé (áí êáé ðïëý ëéãüôåñï óõ÷íÜ)
êáé éóïäéÜóôáôåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÁõôÝò åßíáé åéäéêÝò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, áëëÜ
ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò. ÐáñïõóéÜæïíôáé ìåñéêÝò öïñÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, éäßùò óå ðñïâëÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí ó÷Ýóç ìå êõêëéêÞ (Þ áîïíéêÞ) óõììåôñßá,
ð.÷. óå ðñïâëÞìáôá õðïóôõëùìÜôùí ìå êõêëéêÞ äéáôïìÞ õðü åðßðåäç åëáóôéêÞ êáôáðüíçóç.
ÐáñïõóéÜæïíôáé åðßóçò êáé óå êõêëéêÝò ðëÜêåò.

A1.4. ÃÑÁÌÌÉÊÏÐÏÉÇÓÇ ÌÇ ÃÑÁÌÌÉÊÙÍ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

Ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åßíáé ðÜíôá áõôÝò ðïõ èá ðñïôéìïýóáìå íá Ý÷ïõìå óôá
ðñïâëÞìáôÜ ìáò. Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ, üðùò Þäç Ý÷ïõìå áíáöÝñåé, åßíáé õðïëïãéóôéêÜ ðïëý åõ-
êïëüôåñåò óôçí åðßëõóÞ ôïõò, éäßùò ìÜëéóôá üôáí Ý÷ïõí êáé óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. ÅðéðëÝïí
äéáèÝôïõí êáé ïëïêëçñùìÝíç êáé ãåíéêÞò éó÷ýïò èåùñßá ãéá ôéò ëýóåéò ôïõò.

ÌåñéêÝò öïñÝò ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðáñïõóéÜæïíôáé ìüíåò ôïõò óå ðñáêôéêÜ
ðñïâëÞìáôá. Äõóôõ÷þò üìùò Üëëåò öïñÝò åßíáé áíÜãêç íá êÜíïõìå ïñéóìÝíåò õðïèÝóåéò ãéá ôçí
éó÷ý ôïõò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, õðïèÝôïõìå üôé ôï åëáôÞñéï Ý÷åé ãñáììéêÞ åëáóôéêÞ óõìðåñéöïñÜ
óôï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ (Þ ìÜæáò--åëáôçñßïõ).

ÐÝñá áðü ôéò áñ÷éêÝò õðïèÝóåéò ðïõ ïäçãïýí óå ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ìéá Üëëç
ðåñßðôùóç áöïñÜ óôçí êáëïýìåíç ãñáììéêïðïßçóç ìéáò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
Ðñïóåããßæïõìå äçëáäÞ ìéá ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç áðü ìéá áíôßóôïé÷ç ãñáììéêÞ. Ðñïò
ôï óêïðü áõôü êÜíïõìå ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò õðïèÝóåéò óôçí ðñïóÝããéóç áõôÞ êáé ðåñéïñßæïõìå
áíÜëïãá ôï «åýñïò» ôçò éó÷ýïò ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

Ìéá ôÝôïéá ãñáììéêïðïßçóç êÜíáìå Þäç óôçí ÅöáñìïãÞ Á1.9 óôçí ÐáñÜãñáöï Á1.3.3 óôï
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ðñüâëçìá ôïõ áðëïý åêêñåìïýò ìå ôç ãñáììéêÞ åîßóùóç (1.3.14) íá éó÷ýåé ãéá ìéêñÝò ìüíï ôéìÝò
ôçò ãùíßáò è ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áíÜìåóá óôïí êáôáêüñõöï Üîïíá êáé óôï íÞìá ôïõ åêêñåìïýò.

Óôï åðüìåíïÊåöÜëáéïÁ2, óôçíÐáñÜãñáöïÁ2.1.3 èááíáöåñèïýìå åêôåíþòóå ìéáðïëýóðïõ-
äáßá ãñáììéêïðïßçóç ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ç ãñáììéêïðïßçóç áõôÞ áöïñÜ óôï
óçìáíôéêüôáôï ðñüâëçìá ôçò óõíÞèïõò äïêïý, üðïõ ç êáìðõëüôçôá ôçò äïêïý ê(x) ðñïóåããßæå-
ôáé áðü ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï v′′(x) ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò. Ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.34)
ðïõ ðñïêýðôåé ôåëéêÜ éó÷ýåé ãéá ü÷é ðÜñá ðïëý ìåãÜëåò êëßóåéò Þ ãùíßåò óôñïöÞò ôçò äïêïý êáé,
ãéá íá åßìáóôå åéëéêñéíåßò, åßíáé áõôÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé áðü ôïí ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü óôçí ðñÜîç.
Ç ßäéá ãñáììéêïðïßçóç ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé óôçí åîßóùóç ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò êáé óå
ðáñüìïéá ðñïâëÞìáôá áêüìç êáé óôï ëõãéóìü ñÜâäïõ (Þ óôýëïõ Þ õðïóôõëþìáôïò Þ êïëþíáò).

Äõóôõ÷þò üìùò óôï ëõãéóìü ãéá ìåãÜëá âÝëç ç ãñáììéêïðïéçìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåí Ý÷åé
êáé ôñïìåñÞ åðéôõ÷ßá, áí êáé Ý÷åé áñêåôÞ åðéôõ÷ßá êáé áõôÞ ùò ðñïò ôçí åêôßìçóç ôïõ ðñþôïõ
(ôïõ âáóéêïý) êñßóéìïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr, 1. Áðü ’êåß êáé ðÝñá üìùò åßíáé ðñïôéìüôåñç ç ÷ñÞóç
ôçò ó÷åôéêÞò áêñéâïýò, áëëÜ ìç ãñáììéêÞò, äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ðïõ ïäçãåß ôåëéêÜ óôï áêñéâÝò
ó÷Þìá (åëáóôéêÞ ãñáììÞ) ôçò ñÜâäïõ ðïõ ëýãéóå: óôçí êáëïýìåíç elastica. Ôï äéÜóçìï ðñüâëçìá
ôçò elastica ìåëåôÞèçêå ðñþôá áðü ôïí Euler ôï 1744 êáé ìåôÜ áðü ôï Lagrange ôï 1770.

ÐáñÜ ôáýôá åßíáé ðïëý óçìáíôéêÞ ç ãñáììéêïðïßçóç ìç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí,
áñêåß âÝâáéá íá åßìáóôå ðñïóåêôéêïß ùò ðñïò ôá üñéá ôçò éó÷ýïò ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùòðïõðñïêýðôåé ÷ùñßò íá Ý÷ïõìå óçìáíôéêÜóöÜëìáôá. Äõóôõ÷þòïé ìç ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò åßíáé óõíÞèùò ðïëý äýóêïëåò óôçí åðßëõóÞ ôïõò, áí åßíáé åöéêôÞ êáé áõôÞ. Åýëïãï åßíáé
íáðñïôéìÜìå ôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Ýóôù êáé ìå èõóßá óôçí áêñßâåéá ôùí ëýóåùíðïõ
âñßóêïõìå. ¢ñá ìáò «ëýíåé ôá ÷Ýñéá» ç ãñáììéêïðïßçóç ìéáò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå ðñïóï÷Þ üìùò, ð.÷. ü÷é óå äïêïýò ìå ðïëý ìåãÜëá âÝëç êÜìøåùò.

A1.5. ÔÑÉÃÙÍÏÌÅÔÑÉÊÅÓ ÊÁÉ ÕÐÅÑÂÏËÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

A1.5.1. ÔñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò

Áðü ôçí Ôñéãùíïìåôñßá Ý÷ïõìå Þäç ìéá ðïëý êáëÞ ãíþóç ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí
óõíçìßôïíï (óýìâïëï cos), çìßôïíï (óýìâïëï sin), åöáðôïìÝíç (óýìâïëï tan), óõíåöáðôïìÝíç
(óýìâïëï cot), ôÝìíïõóá (óýìâïëï sec) êáé óõíôÝìíïõóá (óýìâïëï csc) ìå

tan x := sin x
cos x

, cot x := cos x
sin x

= 1
tan x

, sec x := 1
cos x

, csc x := 1
sin x

. (1.5.1)

Ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò êáëïýíôáé ìåñéêÝò öïñÝò êáé êõêëéêÝò óõíáñôÞóåéò, ãéáôß ó÷åôß-
æïíôáé ìå ôïí êýêëï. ¸÷ïõí ìÜëéóôá ðÜñá ðïëëÝò áîéïóçìåßùôåò éäéüôçôåò, üðùò åßíáé ïé åîÞò:

cos (−x) = cos x, sin (−x) = − sin x, cos2 x+sin2 x = 1, sin 2x = 2 sin x cos x, êëð. (1.5.2)

Ãéá ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò (Þ êõêëéêÝò) óõíáñôÞóåéò éó÷ýåé åðßóçò êáé ï ãíùóôüò ôýðïò ôïõ Euler3

eix = cos x + i sin x ìå i = √−1 ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá. (1.5.3)

ÈÝôïíôáò −x áíôß ãéá x óôïí ôýðï áõôü ôïõ Euler, ðáßñíïõìå êáé ôïí áíôßóôïé÷ï ôýðï

e−ix = cos x − i sin x. (1.5.4)

3¸íáò åíôåëþò äéáöïñåôéêüò, áëë’ åîßóïõ ÷ñÞóéìïò (ßóùò êáé ÷ñçóéìüôåñïò üóïí áöïñÜ óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü),
ôýðïò ôïõ Euler éó÷ýåé óôï ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý ìéáò åõèýãñáììçò ñÜâäïõ (Þ óôýëïõ Þ õðïóôõëþìáôïò) óôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Óôï ðñüâëçìá áõôü ï ó÷åôéêüò ôýðïò ôïõ Euler äßíåé ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr. Ï ôýðïò
áõôüò ôïõ Euler äéäÜóêåôáé åðßóçìá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí óôï 4ï ÅîÜìçíï Óðïõäþí. Èá áíáöåñèïýìå üìùò
óõíïðôéêÜ ó’ áõôüí êáé óôï ÊåöÜëáéï Á9 ðáñáêÜôù, üðïõ êáé èá ôïí áðïäåßîïõìå.
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A1.5.2. ÕðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò

Åêôüò áðü ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïëý óçìáíôéêÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü (êáé
ü÷é ìüíï . . . ) åßíáé êáé ïé êáëïýìåíåò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÁõôÝò ïíïìÜæïíôáé Ýôóé, åðåéäÞ
ó÷åôßæïíôáé ìå ôçí õðåñâïëÞ, áêñéâþò üðùò ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò ó÷åôßæïíôáé ìå ôïí
êýêëï.

Ïé âáóéêÝò äýï õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé ôï õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï (óýìâïëï cosh) êáé
ôï õðåñâïëéêü çìßôïíï (óýìâïëï sinh). Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò ìðïñïýí åýêïëá íá ïñéóèïýí ìå ôç
âïÞèåéá ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ex ≡ exp x ùò åîÞò:

cosh x := ex + e−x

2
, sinh x := ex − e−x

2
. (1.5.5)

Áèñïßæïíôáò êáé áöáéñþíôáò áõôïýò ôïõò äýï ôýðïõò ïñéóìïý, Ý÷ïõìå áìÝóùò êáé ôéò éäéüôçôåò

ex = cosh x + sinh x, e−x = cosh x − sinh x. (1.5.6)

Ïé éäéüôçôåò áõôÝò óßãïõñá ìáò èõìßæïõí ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (1.5.3) êáé (1.5.4) ãéá ôéò áíôßóôïé-
÷åò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cos x êáé sin x.

Óôç óõíÝ÷åéá ìå ôç âïÞèåéá ôùí äýï áõôþí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí, cosh x êáé sinh x,
ìðïñïýí åýêïëá íá ïñéóèïýí êáé ïé õðüëïéðåò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÁõôÝò åßíáé ç õðåñ-
âïëéêÞ åöáðôïìÝíç (óýìâïëï tanh), ç õðåñâïëéêÞ óõíåöáðôïìÝíç (óýìâïëï coth), ç õðåñâïëéêÞ
ôÝìíïõóá (óýìâïëï sech) êáé ç õðåñâïëéêÞ óõíôÝìíïõóá (óýìâïëï csch). Ãéá ôéò ôÝóóåñéò áõôÝò
õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò éó÷ýïõí ïé åîÞò ó÷Ýóåéò ïñéóìïý ôïõò:

tanh x := sinh x
cosh x

, coth x := cosh x
sinh x

= 1
tanh x

, sech x := 1
cosh x

, csch x := 1
sinh x

. (1.5.7)

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò åßíáé áðüëõôá áíÜëïãåò ìå ôéò áíôßóôïé÷åò ó÷Ýóåéò (1.5.1), ïé
ïðïßåò éó÷ýïõí ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò (÷ùñßò ôï h óôá óýìâïëÜ ôïõò).

Ïé õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõí êáé áõôÝò ðïëëÝò áîéïóçìåßùôåò éäéüôçôåò ðïõ åßíáé áñ-
êåôÜ áíÜëïãåò (áí êáé óõíÞèùò ü÷é ïëüéäéåò) ìå ôéò áíôßóôïé÷åò éäéüôçôåò óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò
óõíáñôÞóåéò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, éó÷ýïõí ïé éäéüôçôåò

cosh (− x) = cosh x, sinh (− x) = − sinh x, cosh2 x− sinh2 x = 1, sinh 2x = 2 sinh x cosh x, (1.5.8)

êëð., ðïõ åßíáé áñêåôÜ áíÜëïãåò ìå ôéò áíôßóôïé÷åò éäéüôçôåò (1.5.2) ãéá ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò. Ðñïóï÷Þ üìùò óôéò äéáöïñÝò, ð.÷. õðÜñ÷åé ôï ðñüóçìï ìåßïí (−) óôçí ôüóï óçìáíôéêÞ
éäéüôçôá cosh2 x − sinh2 x = 1 ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí áíôß ãéá ôï ðñüóçìï óõí (+) óôçí
áíôßóôïé÷ç éäéüôçôá ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí, äçëáäÞ

cos2 x + sin2 x = 1, åíþ ôþñá cosh2 x − sinh2 x = 1. (1.5.9)

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Ý÷ïõí éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ïé ôýðïé ðáñáãùãß-
óåùò ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôï õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï (cosh) êáé ôï
õðåñâïëéêü çìßôïíï (sinh) áðü ôïõò ôýðïõò ïñéóìïý ôïõò (1.5.5) ðñïêýðôïõí áìÝóùò ïé ðñþôåò
ðáñÜãùãïß ôïõò

d
dx

cosh x = d
dx

(
ex + e−x

2

)
= ex − e−x

2
= sinh x (1.5.10)

êáé áíÜëïãá
d
dx

sinh x = d
dx

(
ex − e−x

2

)
= ex + e−x

2
= cosh x. (1.5.11)

Åýêïëá ìðïñïýìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá êáé óå ðáñáãþãïõò áíùôÝñáò ôÜîåùò.



ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ ÓÔÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ (ÊåöÜëáéï A1) 19

➤ ÐáñáôÞñçóç A1.6: Óõãêñßíïíôáò ôïõò äýï ðñïçãïýìåíïõò ôýðïõò ðáñáãùãßóåùò (1.5.10)
êáé (1.5.11) ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ôýðïõò ãéá ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò, ðáñáôçñïýìå üôé
Ý÷ïõìå êáé óôïõò äýï óõí. ÄçëáäÞ ç ðáñÜãùãïò ôïõ õðåñâïëéêïý óõíçìéôüíïõ åßíáé ôï õðåñ-
âïëéêü çìßôïíï ÷ùñßò üìùò ìåßïí. ÁíÜëïãá êáé ç ðáñÜãùãïò ôïõ õðåñâïëéêïý çìéôüíïõ åßíáé ôï
õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï (ôþñá áêñéâþò üðùò éó÷ýåé êáé óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò).

¼ðùò óõìâáßíåé óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò, Ýôóé êáé åäþ óôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò ïñßæïíôáé âÝâáéá êáé ïé áíôßóôñïöåò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò

cosh−1 x, sinh−1 x, tanh−1 x, coth−1 x, sech −1x, csch −1x. (1.5.12)

➤ ÐáñáôÞñçóç A1.7: Óôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò (üðùò êáé óôéò áíôßóôïé÷åò ôñéãùíïìåôñéêÝò
óõíáñôÞóåéò) ôïíßæåôáé ìå ðïëý ìåãÜëç Ýìöáóç üôé ï åêèÝôçò −1 äå äçëþíåé äýíáìç: äçëþíåé
áðëÜ áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç. Ãéá ðáñÜäåéãìá (óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò)

cos−1 x ≡ arccos x, sin−1 x ≡ arcsin x, tan−1 x ≡ arctan x, êëð. (1.5.13)

Ðñïóï÷Þ ëïéðüí óôï óçìåßï áõôü (ôùí áíôßóôñïöùí óõíáñôÞóåùí) êáé óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò,
áëëÜ êáé óôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò! Áò áðïöåõ÷èïýí ôá ó÷åôéêÜ ëÜèç! Êñßìá åßíáé íá ãßíïíôáé
ôÝôïéá ëÜèç êáé, äõóôõ÷þò, Ý÷ïõí ãßíåé ôÝôïéá ëÜèç óôï ðáñåëèüí! Áò ôá áðïöýãïõìå ëïéðüí!

A1.6. ËÕÓÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

Ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìðïñåß íá ìçí Ý÷åé êáìßá ëýóç, íá Ý÷åé ìßá ëýóç, ðåñéóóüôåñåò ëýóåéò Þ
êáé Üðåéñåò ëýóåéò. ÓõíÞèùò üìùò Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò. Ôéò ëýóåéò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (ðïõ
ôéò áðïêáëïýìå ìåñéêÝò öïñÝò êáé ïëïêëçñþìáôá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí) ôéò äéáêñßíïõìå:
(á) óå ãåíéêÝò ëýóåéò, (â) óå ìåñéêÝò ëýóåéò (Þ åéäéêÝò ëýóåéò), (ã) óå éäéÜæïõóåò ëýóåéò êáé (ä) óå
ðëÞñåéò ëýóåéò.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò

F(x, y, y ′, . . . , y(n)) = 0 (1.6.1)
äéáêñßíïõìå

• Ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.6.1). Ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç yg(x) åîáñ-
ôÜôáé áðü n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1, C2, . . . , Cn ðïõ ï áñéèìüò ôïõò äå ìðïñåß íá ìåéùèåß
óå ëéãüôåñåò áðü n. Ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç ðñÝðåé íá ìðïñåß íá åðáëçèåýåé ü÷é ìüíï ôçí ßäéá
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.6.1), áëëÜ êáé n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (óôï óçìåßï x = x0) ôçò ìïñöÞò

y(x0) = y0, y ′(x0) = y ′
0, . . . , yn(x0) = y(n)0 (1.6.2)

ìå ãíùóôÝò ôéò n óôáèåñÝò y0, y ′
0, . . . , y

(n)
0 . Ãéá íá åðáëçèåýïíôáé ïé n áõôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò,

èá ðñÝðåé âÝâáéá íá ìðïñïýí íá åðéëåãïýí êáôÜëëçëá ïé n óôáèåñÝò C1, C2, . . . , Cn.

• Ôéò ìåñéêÝò ëýóåéò (Þ åéäéêÝò ëýóåéò) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.6.1). Ìéá ìåñéêÞ
ëýóç yp(x) ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (1.6.1) ðñïÝñ÷åôáé áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò yg(x)
ìå êáèïñéóìü ôùí áõèáßñåôùí óôáèåñþí C1, C2, . . . , Cn ó’ áõôÞí. ¸ôóé ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x)
åðáëçèåýåé áóöáëþò êáé áõôÞ (üðùò êáé ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x)) ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.6.1),
äåí ðåñéÝ÷åé üìùò ôéò n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1, C2, . . . , Cn.

• Ôéò éäéÜæïõóåò ëýóåéò ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.6.1). Ìéá éäéÜæïõóá ëýóç ys(x) åßíáé
ìéá óõãêåêñéìÝíç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.6.1) ðïõ äå ìðïñåß üìùò íá ðñïêýøåé
áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò yg(x) ìå êáèïñéóìü ôùí óôáèåñþí C1, C2, . . . , Cn, äçëáäÞ äåí åßíáé
ìåñéêÞ ëýóç yp(x). Ìéá éäéÜæïõóá ëýóç ys(x) åßíáé åíôåëþò äéáöïñåôéêÞò ìïñöÞò áðü ôç ãåíéêÞ
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ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.6.1) êáé ôéò ìåñéêÝò ëýóåéò ôçò yp(x) ðïõ ðñïÝñ÷ïíôáé
áðü áõôÞí. Ïé ðéï ðïëëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé üëåò ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
äåí Ý÷ïõí éäéÜæïõóåò ëýóåéò: óðÜíéá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé éäéÜæïõóá ëýóç.

• Ôçí ðëÞñç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.6.1). Ç ðëÞñçò áõôÞ ëýóç yc(x) åßíáé ôï óýíïëï
üëùí ôùí ëýóåþí ôçò, äçëáäÞ êáé ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yg(x) (ðïõ ìáò äßíåé êáé üëåò ôéò ìåñéêÝò
ëýóåéò yp(x)) êáé ôùí éäéáæïõóþí ëýóåùí ys(x), åöüóïí õðÜñ÷ïõí. Ç ðëÞñçò ëýóç yc(x)
ðåñéëáìâÜíåé åðïìÝíùò üëåò áíåîáéñÝôùò ôéò ëýóåéò ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Áíôßèåôá
áõôü ìðïñåß íá ìç óõìâáßíåé ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) óå ðåñßðôùóç õðÜñîåùò ìéáò éäéÜæïõóáò
ëýóåùò ys(x) Þ êáé ðåñéóóüôåñùí éäéáæïõóþí ëýóåùí.

� ÅöáñìïãÞ A1.15 (Åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò): Ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò

ü(t) + ù2
0u(t) = 0 (1.6.3)

áöïñÜ óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ óå Ýíá ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëé-
êïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ (Þ ìÜæáò--åëáôçñßïõ). Ç ó÷åôéêÞ êõêëéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá (Þ öõóéêÞ êõêëéêÞ
óõ÷íüôçôá) åßíáé ßóç ìå ù0 (ù0 > 0). Áðïäåéêíýåôáé üôé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (1.6.3) Ý÷åé ôçí
åîÞò ãåíéêÞ ëýóç:

ug(t) = C1 cosù0t + C2 sinù0t. (1.6.4)

Ç ëýóç áõôÞ ug(t) ðåñéÝ÷åé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, ôéò C1 êáé C2, üðùò ðñáãìáôéêÜ áíáìÝíáìå,
åðåéäÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.6.3) åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò. ÅðïìÝíùò åêöñÜæåé ìéá äéðëÞ áðåéñßá
óõíáñôÞóåùí (Þ êáìðýëùí óôï åðßðåäï). Ôï üôé ç óõíÜñôçóç áõôÞ ug(t) åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.6.3) èá ôï áðïäåßîïõìå óôç ó÷åôéêÞ EöáñìïãÞ A1.16 ôçò åðüìåíçò
Åíüôçôáò Á1.7.

Äßíïíôáò ôþñá óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò óôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1 êáé C2 ôçò ðéï ðÜíù
ãåíéêÞò ëýóåùò ug(t), ðáßñíïõìå ìåñéêÝò ëýóåéò (Þ åéäéêÝò ëýóåéò) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.6.3).
Ãéá ðáñÜäåéãìá ãéá C1 = 2 êáé C2 = −5 ðáßñíïõìå ôç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç)

up1(t) = 2 cosù0t − 5 sinù0t. (1.6.5)

Åðßóçò ãéá C1 = u0 êáé C2 = 0 ðáßñíïõìå ôç ìåñéêÞ ëýóç

up2(t) = u0 cosù0t, (1.6.6)

üðïõ ôï u0 èåùñåßôáé óõãêåêñéìÝíç ãíùóôÞ (êáé ü÷é áõèáßñåôç) óôáèåñÜ.

ÔÝëïò, åðåéäÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí (1.6.3) ðïõ åîåôÜæïõìå åßíáé
ãñáììéêÞ, äåí Ý÷åé êáìßá éäéÜæïõóá ëýóç. ¢ñá ç ðëÞñçò ëýóç ôçò uc(t) óõìðßðôåé ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò ug(t). �

� ÐáñÜäåéãìá A1.6: Èåùñïýìå ôþñá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

y(x) = xy ′(x) − y ′ 2(x). (1.6.7)

Ìðïñåß íá äéáðéóôùèåß üôé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò yg(x) Ý÷åé ôç ìïñöÞ

yg(x) = Cx − C2, (1.6.8)

åßíáé äçëáäÞ ìéá ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá åõèåéþí óôï åðßðåäï Oxy ìå ðáñÜìåôñï ôçí áõèáß-
ñåôç óôáèåñÜ C. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá C = 4 áðü ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç yg(x) ðáßñíïõìå ôç ìåñéêÞ
ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç)

yp(x) = 4x − 16. (1.6.9)



ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ ÓÔÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ (ÊåöÜëáéï A1) 21

ÁõôÞ åßíáé ìéá óõãêåêñéìÝíç åõèåßá óôï åðßðåäï Oxy.

¼ìùò ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.6.7) äåí åßíáé ãñáììéêÞ. ¢ñá äåí áðïêëåßåôáé íá Ý÷åé
êáé éäéÜæïõóá ëýóç Þ éäéÜæïõóåò ëýóåéò. ÐñáãìáôéêÜ ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ
åîßóùóç (1.6.7) Ý÷åé êáé ôçí éäéÜæïõóá ëýóç

ys(x) = x2

4
(1.6.10)

ðÝñá áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò yg(x) = Cx − C2.

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ç ìåí ãåíéêÞ ëýóç yg(x) êáèïñßæåé ìéá ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá
åõèåéþí (ìå ðáñÜìåôñï ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ C), åíþ ç éäéÜæïõóá ëýóç ys(x) = x2/4 åßíáé ìéá
ðáñáâïëÞ (êáé ü÷é ðéá åõèåßá). ÖõóéêÜ ìå êáíÝíáí ôñüðï äå ìðïñåß Üìåóá íá ðñïêýøåé ç éäéÜ-
æïõóá áõôÞ ëýóç ys(x) áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x), äçëáäÞ áðëÜ óáí ìéá ìåñéêÞ ëýóç. Åíôïýôïéò
ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ç éäéÜæïõóá áõôÞ ëýóç ys(x) åßíáé ç ðåñéâÜëëïõóá ôùí åõèåéþí ôçò
ãåíéêÞò ëýóåùò yg(x) óôï åðßðåäï, äçëáäÞ åöÜðôåôáé óå êáèåìßá áðü ôéò åõèåßåò áõôÝò.

Ç Ýíùóç ôçò ìïíïðáñáìåôñéêÞò ïéêïãÝíåéáò ôùí ëýóåùí ðïõ äßíåé ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ìáæß ìå
ôçí éäéÜæïõóá ëýóç ys(x) (áò èåùñçèïýí ïé ëýóåéò áõôÝò óáí óýíïëá) áðïôåëåß ôçí ðëÞñç ëýóç yc(x)
ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.6.7).

Äåí Ý÷ïõìå ôçí ðñüèåóç íá áíáöåñèïýìå ðåñéóóüôåñï óå éäéÜæïõóåò ëýóåéò äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí, ðïõ ðïëý óðÜíéá ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí ðñÜîç. Áò óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôé ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (1.6.7) óôï ðáñÜäåéãìá áõôü åßíáé ìéá åîßóùóç Clairaut. Äåí ðñüêåéôáé
íá ìåëåôÞóïõìå ðåñéóóüôåñï ôéò åîéóþóåéò Clairaut ïýôå êáé íá ðáñïõóéÜóïõìå ôç ãåíéêÞ ìÝèïäï
åðéëýóåþò ôïõò, áí êáé ðñÝðåé íá ïìïëïãÞóïõìå üôé äåí åßíáé éäéáßôåñá äýóêïëç. �

A1.7. ÅÐÁËÇÈÅÕÓÇ ËÕÓÅÙÍ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

ÅÜí Ý÷ïõìå äïóìÝíç ôçí ðéèáíÞ ëýóç ìéáò ãíùóôÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ôüôå ìðïñïýìå åý-
êïëá íá ôçí åðáëçèåýóïõìå õðïëïãßæïíôáò ôéò áíáãêáßåò ðáñáãþãïõò ôçò êáé áíôéêáèéóôþíôáò
ôç ëýóç êáé ôéò ðáñáãþãïõò ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé óôç ãíùóôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Áí ç ëýóç ðïõ ìáò
äßíåôáé (Þ ðïõ õðïøéáæüìáóôå üôé éó÷ýåé) åßíáé ðñáãìáôéêÜ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ôüôå
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñÝðåé íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò. ÐñÝðåé äçëáäÞ íá éó÷ýåé ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò
áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò, ð.÷. ôçò ìåôáâëçôÞò x, ìÝóá óôï äéÜóôçìá (a, b) ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé:
∀x ∈ (a, b). Ôïýôï áðïôåëåß ôçí åðáëÞèåõóç ôçò äïèåßóáò ëýóåùò. Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðåñéïñß-
óïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óôçí åðáëÞèåõóç ëýóåùí ðïõ äßíïíôáé. Ôï ðÜñá ðïëý ðéï äýóêïëï Ýñãï
ôçò åõñÝóåùò ëýóåùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé óôá åðüìåíá êåöÜëáéá.

� ÐáñÜäåéãìá A1.7: Íá åðáëçèåõèåß üôé ç óõíÜñôçóç

ys(x) = ax3

6
+ C1x + C2 (1.7.1)

åßíáé ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′(x) = ax (1.7.2)

ìå ôï a ãíùóôÞ óõãêåêñéìÝíç óôáèåñÜ êáé ôá C1 êáé C2 äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. (Óçìåéþíåôáé
åðßóçò üôé ï äåßêôçò s óôçí ðñïò åðáëÞèåõóç ðéï ðÜíù ëýóç ys(x) áðïôåëåß áðëÜ óýíôìçóç ìå
Ýíá ãñÜììá ôçò ÁããëéêÞò ëÝîåùò solution, ðïõ óçìáßíåé ëýóç.)

Ëýóç: Ç ãíùóôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.7.2) åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò, åðåéäÞ ç ìåãáëýôåñçò ôÜ-
îåùòðáñÜãùãïòðïõðáñïõóéÜæåôáé ó’ áõôÞí åßíáé ç äåýôåñçðáñÜãùãïò y ′′(x). ÐñÝðåé åðïìÝíùò
íá õðïëïãßóïõìå ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï ôçò óõíáñôÞóåùò ys(x) ðïõ ìáò äüèçêå óôç ó÷Ýóç (1.7.1)
êáé ðéèáíþò áðïôåëåß ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.7.2). Ðñïò ôï óêïðü áõôü åêôåëïýìå ôéò
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ó÷åôéêÝò ðáñáãùãßóåéò êáé âñßóêïõìå åýêïëá üôé

y ′
s(x) = 3ax2

6
+ C1 + 0 = ax2

2
+ C1 �⇒ y ′′

s (x) = 2ax
2

+ 0 = ax. (1.7.3)

Áðü ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (1.7.3), óõãêñßíïíôÜò ôçí ìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.7.2), äéáðéóôþíïõìå
áìÝóùò üôé ðñáãìáôéêÜ ç óõíÜñôçóç ys(x) ðïõ ïñßóèçêå óôç ó÷Ýóç (1.7.1) åßíáé ëýóç ôçò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (1.7.2). Ìðïñåß åðßóçò åýêïëá íá áðïäåé÷èåß üôé ç ëýóç áõôÞ ys(x), ç ïðïßá
ðåñéÝ÷åé ìÜëéóôá äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, ôéò C1 êáé C2, åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ðáñáðÜíù
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.7.2). �

� ÐáñÜäåéãìá A1.8: (á) Íá åðáëçèåõèåß üôé ç óõíÜñôçóç

y1(x) = C1ex + C2e−x (1.7.4)

(ìå ôá C1 êáé C2 äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) åßíáé ëýóç ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′(x) − y(x) = 0. (1.7.5)

(â) Ôï ßäéï áêñéâþò åñþôçìá êáé ãéá ôç óõíÜñôçóç

y2(x) = D1 cosh x + D2 sinh x (1.7.6)

ìå ôá D1 êáé D2 åðßóçò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

Ëýóç: (á) Ç ðéï ðÜíù ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.7.5) åßíáé ðñïöáíþò äåõôÝñáò ôÜîåùò.
¢ñá ðáñáãùãßæïõìå äýï öïñÝò ôçí ðéèáíÞ ëýóç ôçò y1(x), ó÷Ýóç (1.7.4), âñßóêïíôáò åýêïëá üôé

y ′
1(x) = C1ex − C2e−x �⇒ y ′′

1 (x) = C1ex + C2e−x. (1.7.7)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôçí ðñïò åðáëÞèåõóç ëýóç y1(x) (áóöáëþò êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãü
ôçò y ′′

1 (x)) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.7.5). Äéáðéóôþíïõìå Ýôóé üôé

y ′′
1 (x) − y1(x) = (

C1ex + C2e−x)− (
C1ex + C2e−x) = 0 (1.7.8)

ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò x. ÅðïìÝíùò åðáëçèåýèçêå ðëÞñùò ç ëýóç (1.7.4).
¸ôóé êé áëëéþò åßíáé åìöáíÝò áðü ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï y ′′

1 (x) ðïõ âñÞêáìå óôç ó÷Ýóç (1.7.7) üôé

y ′′
1 (x) = y1(x) �⇒ y ′′

1 (x) − y1(x) = 0. (1.7.9)

Áõôüò åßíáé Ýíáò êÜðùò êïìøüôåñïò ôñüðïò åðáëçèåýóåùò ôçò ßäéáò ëýóåùò y1(x) óôï ðáñüí
ðáñÜäåéãìá. Ìðïñåß åðßóçò íá áðïäåé÷èåß üôé ç óõíÜñôçóç y1(x) (ìå äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò:
ôéò C1 êáé C2) áðïôåëåß ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.7.5).

(â) Åíôåëþò áíÜëïãá åñãáæüìáóôå êáé ãéá ôçí ðéèáíÞ ëýóç y2(x) ðïõ ïñßóèçêå óôç ó÷Ýóç (1.7.6)
ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï (cosh x) êáé õðåñâïëéêü çìßôïíï (sinh x).
ÁðëÜ ôçí ðáñáãùãßæïõìå äýï öïñÝò (ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí äýï ôýðùí ðáñáãùãßóåùò (1.5.10)
êáé (1.5.11)) êáé âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

y ′
2(x) = D1 sinh x + D2 cosh x �⇒ y ′′

2 (x) = D1 cosh x + D2 sinh x = y2(x), (1.7.10)

ïðüôå
y ′′
2 (x) − y2(x) = 0 (1.7.11)

êáé ìÜëéóôá ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x: åê ôáõôüôçôïò. ¸ôóé ïëïêëçñþèçêå ç ó÷åôéêÞ åðáëÞèåõóç ôçò
ëýóåùò y2(x). �
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➤ ÐáñáôÞñçóç A1.8: ËáìâÜíïõìå õðüøç ìáò ôïõò ôýðïõò (1.5.5) ïñéóìïý ôùí õðåñâïëéêþí
óõíáñôÞóåùí cosh x êáé sinh x êáèþò êáé ôïõò ðáñáðÝñá ó÷åôéêïýò ôýðïõò (1.5.6). Ìå âÜóç ôïõò
ôýðïõò áõôïýò åßíáé ðñïöáíÝò üôé ìéá ãåíéêÞ ëýóç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå åêèåôéêÞ
ìïñöÞ, üðùò åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç (1.7.4), ìðïñåß åýêïëá íá ìåôáôñáðåß óå áíôßóôïé÷ç õðåñâïëéêÞ
ìïñöÞ, üðùò åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç (1.7.6), êáé áíôßóôñïöá áóöáëþò.

� ÅöáñìïãÞ A1.16 (Åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò): (á) Íá åðáëçèåõèåß üôé ç óõíÜñôçóç

us(t) = A cosù0t + B sinù0t (1.7.12)

(ìå ôá A êáé B áõèáßñåôåò óôáèåñÝò êáé ù0 > 0) åßíáé ëýóç ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

ü(t) + ù2
0u(t) = 0 ìå ù0 > 0. (1.7.13)

(â) Íá áðïäåé÷èåß åðßóçò üôé ç ðáñáðÜíù ëýóç us(t) åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò
åîéóþóåùò (1.7.13).

Ëýóç: Êáôáñ÷Þí ðáñáôçñïýìå üôé ðñüêåéôáé ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí éäéïôáëáíôþóåùí
êáé ãåíéêüôåñá ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí (÷ùñßò áðüóâåóç) óôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá
õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ (Þ ìÜæáò--åëáôçñßïõ). Áñêåß âÝâáéá íá èåùñÞóïõìå üôé

ù0 =
√

k
m

(1.7.14)

ìå m (m > 0) ôç ìÜæá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé k (k > 0) ôç óôáèåñÜ ôïõ åëáôçñßïõ. Ç áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ åßíáé ï ÷ñüíïò t (óõíÞèùò ìÜëéóôá õðïôßèåôáé üôé t > 0) êáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç
(Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ìÜæáò áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôçò. Åßíáé
åðïìÝíùò ðÜñá ðïëý åíäéáöÝñïõóá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ç åöáñìïãÞ áõôÞ. Áêïëïõèïýí ïé
áðáíôÞóåéò óôá äýï åñùôÞìáôÜ ôçò.

(á) Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï ôçò äïèåßóáò ðéèáíÞò
ëýóåùò (solution) us(t). Áóöáëþò åßíáé ðïëý åýêïëï ôï êáèÞêïí áõôü. Ìå âÜóç ôç äïèåßóá ó÷Ýóç
ïñéóìïý (1.7.12) ôçò óõíáñôÞóåùò us(t) ðñïêýðôåé åýêïëá üôé

u̇s(t) = −Aù0 sinù0t + Bù0 cosù0t (1.7.15)

êáé ìå ìßá áêüìç ðáñáãþãéóç

üs(t) = −Aù2
0 cosù0t − Bù2

0 sinù0t = −ù2
0(A cosù0t + B sinù0t) = −ù2

0us(t). (1.7.16)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ÝêöñáóçáõôÞ ôçò äåõôÝñáòðáñáãþãïõ üs(t) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.7.13),
äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

üs(t) + ù2
0us(t) = −ù2

0us(t) + ù2
0us(t) = 0. (1.7.17)

¸ôóé óõìðëçñþèçêå ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò (1.7.12).

Åßíáé ìÜëëïí ôåôñéììÝíï ôï êáèÞêïí ôçò åðáëçèåýóåùò ëýóåùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí éäßùò
ìÜëéóôá ìå ôç ÷ñÞóç åíüò éó÷õñïý ðñïãñÜììáôïò óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí (computer algebra
system, óýóôçìá õðïëïãéóôéêÞò Üëãåâñáò), üðùò åßíáé ç Mathematica êáé ç Maxima. Áñêåß íá
åêôåëåóèïýí ïé áíáãêáßåò ðáñáãùãßóåéò êáé íá áíôéêáôáóôáèåß ç ðñïò åðáëÞèåõóç ëýóç ìáæß
ìå üðïéåò ðáñáãþãïõò ôçò ÷ñåéÜæïíôáé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ÊÜðùò ðéï åíäéáöÝñïí åßíáé ôï
äåýôåñï åñþôçìá ôçò ðáñïýóáò åöáñìïãÞò. Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ëïéðüí êáé ó’ áõôü.

(â) Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé ç ëýóç us(t) ðïõ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (1.7.12) åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.7.13). Õðåíèõìßæåôáé üôé ðñüêåéôáé ãéá ôçí åîßóùóç ôùí
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éäéïôáëáíôþóåùí êáé ãåíéêüôåñá ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí (÷ùñßò áðüóâåóç) ôïõ áðëïý ìï-
íïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ Þ ðéï áðëÜ ìÜæáò--åëáôçñßïõ (m, k).

Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.7.13) åßíáé äåõôÝñáò
ôÜîåùò. ÐåñéìÝíïõìå åðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ug(t) íá ðåñéÝ÷åé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, áò
ôéò êáëÝóïõìå A êáé B, êáé áõôü ðñáãìáôéêÜ óõìâáßíåé ìå ôç ëýóç us(t) óôç ó÷Ýóç (1.7.12). Ôç
ëýóç áõôÞ Þäç ôçí åðáëçèåýóáìå áðëÜ óáí ëýóç óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá (á), áëë’ áêüìç ü÷é
êáé óáí ãåíéêÞ ëýóç. Ãéá íá âåâáéùèïýìå üôé ðñáãìáôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç, áñêåß íá
áðïäåßîïõìå üôé ç ëýóç áõôÞ us(t) ìðïñåß íá éêáíïðïéÞóåé ïðïéåóäÞðïôå äýï áõèáßñåôåò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò ôçò ìïñöÞò

u(t0) = u0 êáé u̇(t0) = v0 (1.7.18)

ìéá áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = t0. Ôüóï ç áñ÷éêÞ áõôÞ èÝóç u0 üóï êáé ç áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0 ôçò
ìÜæáò m èåùñïýíôáé ãíùóôÝò ðïóüôçôåò ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = t0.

Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôÞ áíôéêáèéóôïýìå ôç ëýóç us(t) óôéò áñ÷éêÝò áõôÝò óõíèÞêåò. Ðáßñíïõìå
Ýôóé ôï áêüëïõèï óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ùò ðñïò ôéò óôáèåñÝò A êáé B:

A cosù0t0 + B sinù0t0 = u0, (1.7.19)

−Aù0 sinù0t0 + Bù0 cosù0t0 = v0 (1.7.20)

Ý÷ïíôáò ÷ñçóéìïðïéÞóåé êáé ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï (1.7.15), ôçí ïðïßá Þäç õðïëïãßóáìå.

¸÷ïõìå ôþñáðñïò åðßëõóç Ýíá áðëü óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùíùòðñïò
ôéò äýï Üãíùóôåò óôáèåñÝò A êáé B. ÆçôÜìå íá ôéò ðñïóäéïñßóïõìå êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå íá
éêáíïðïéïýíôáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.7.18) ãéá ïðïéåóäÞðïôå ôéìÝò ôçò áñ÷éêÞò èÝóåùò u0 êáé
ôçò áñ÷éêÞò ôá÷ýôçôáò v0. ¼ðùò ãíùñßæïõìå áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, ãéá íá Ý÷åé ôï ðéï ðÜíù
óýóôçìá ìßá êáé ìïíáäéêÞ ëýóç, èá ðñÝðåé ç ïñßæïõóá D ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí Á
êáé Â ó’ áõôü íá åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò: D �= 0. ÐñáãìáôéêÜ éó÷ýåé áõôü êáé ìÜëéóôá ãéá
ïðïéáäÞðïôå áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0, åðåéäÞ

D =
∣∣∣∣∣ cosù0t0 sinù0t0

−ù0 sinù0t0 ù0 cosù0t0

∣∣∣∣∣ = ù0 cos2 ù0t0 + ù0 sin2 ù0t0 = ù0 · 1 = ù0 �= 0, (1.7.21)

áöïý îÝñïõìå üôé cos2 x + sin2 x = 1.

Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé ëïéðüí üôé ïðïéåóäÞðïôå ôéìÝò u0 êáé v0 êé áí Ý÷ïõí ç ìåôáôüðéóç u(t)
êáé ç ôá÷ýôçôá u̇(t) = v(t) ôçò ìÜæáò m áíôßóôïé÷á ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0, ðÜíôá ìá ðÜíôá
åßíáé äõíáôüí íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò A êáé Â óôç ëýóç (1.7.12). ¸ôóé
ðÜíôá ìðïñåß íá åðéëõèåß ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (1.7.13) êáé (1.7.18), äçëáäÞ ôï ðñüâëçìá

ü(t) + ù2
0u(t) = 0, u(t0) = u0, u̇(t0) = v0, (1.7.22)

áñêåß âÝâáéá íá éó÷ýåé ù0 �= 0. ¼ìùò ôïýôïò ï ðåñéïñéóìüò éó÷ýåé ðÜíôïôå óôï ìïíïâÜèìéï
ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ ëüãù ôçò ó÷Ýóåùò (1.7.14): ù0 = √

k/m, üðïõ ç óôáèåñÜ k
ôïõ åëáôçñßïõ êáé ç ìÜæá m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ åßíáé èåôéêÝò ðïóüôçôåò. ¢ñá êáé ç óôáèåñÜ ù0

(óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôùí ôáëáíôþóåùí) åßíáé êáé áõôÞ èåôéêÞ ðïóüôçôá,
ïðüôå äåí åßíáé ßóç ìå ôï ìçäÝí. Ôïýôï ôï Ý÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé óôçí åêöþíçóç ôçò ðáñïýóáò
åöáñìïãÞò, óõãêåêñéìÝíá êÜôù áðü ôç ëýóç (1.7.12) êáèþò êáé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.7.13).

Áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò áò áó÷ïëçèïýìå ðñïò óôéãìÞ êáé ìå ôçí ðÜñá ðïëý åéäéêÞ ðå-
ñßðôùóç üðïõ ù0 = 0, áí êáé áõôÞ, üðùò Þäç åßäáìå, äåí ðáñïõóéÜæåé êáíÝíá åíäéáöÝñïí óôéò
Ôáëáíôþóåéò óôï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ. Ó’ áõôÞí ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç (ù0 = 0)
ç ðñïò åðáëÞèåõóç ëýóç (1.7.12), äçëáäÞ ç ëýóç

us(t) = A cosù0t + B sinù0t (1.7.23)
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áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ
us0(t) = A, (1.7.24)

áöïý cos 0 = 1 êáé sin 0 = 0. ¢ñá áðïìÝíåé ìßá ìüíï áõèáßñåôç óôáèåñÜ, ç óôáèåñÜ A, óôç
ëýóç us0(t). Åðßóçò óôçí ðáñïýóá åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ ù0 = 0 ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.7.13)
áðëïðïéåßôáé êáé áõôÞ óôç ìïñöÞ

ü(t) = 0. (1.7.25)

Óõíå÷ßæåé åíôïýôïéò íá åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé åðïìÝíùò áðáéôåß
áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò íá ðåñéÝ÷åé ïðùóäÞðïôå äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò A0 êáé Â0. ¢ñá åßíáé
öáíåñü üôé ç ëýóç (1.7.24), us0(t) = A, åßíáé âÝâáéá ìéá ëýóç ôçò ðáñáðÜíù áðëÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (1.7.25), áëë’ ü÷é êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò áõôÞò (1.7.25)
ðñïêýðôåé ðÜñá ðïëý åýêïëá ìå äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò ôçò ùò åîÞò:

ü(t) = 0 �⇒ u̇(t) = A0 �⇒ u(t) = A0t + B0 (1.7.26)

ìå ôá Á0 êáé Â0 äýï íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ÐÜíôùò ôï áîéïóçìåßùôï åßíáé ðùò ãéá ù0 = 0
ç áñ÷éêÞ ìáò ôñéãùíïìåôñéêÞ ãåíéêÞ ëýóç (1.7.23) äå ìåôáðßðôåé Üìåóá óôç óõãêåêñéìÝíç ãåíéêÞ
ëýóç (1.7.26), ç ïðïßá éó÷ýåé ãéá ù0 = 0. ¢ñá ÷ñåéÜæåôáé íá åêôåëåóèåß ðñþôá ç ó÷åôéêÞ ïñéáêÞ
äéáäéêáóßá, üôáí ù0 → 0, êÜôé âÝâáéá ðïõ äå ìáò åíäéáöÝñåé Üìåóá óôéò Ôáëáíôþóåéò. �

A1.8. Ó×ÇÌÁÔÉÓÌÏÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

ÌåñéêÝò öïñÝò åßíáé åíäéáöÝñïí íá äïýìå ðïéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç åðáëçèåýåé ìéá ïëüêëçñç
ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí (Þ êáìðýëùí óôï åðßðåäï) ðïõ ðåñéÝ÷åé ìßá ðáñÜìåôñï C Þ êáé ðå-
ñéóóüôåñåò ðáñáìÝôñïõò C1, C2, êëð. ¸íá ôÝôïéï ðñüâëçìá êáëåßôáé ðñüâëçìá ó÷çìáôéóìïý
(Þ êáôáóêåõÞò Þ ìïñöþóåùò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ìáò ïäçãåß óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôç ãíùóôÞ ðåñßðôùóç ìéáò ìïíïðáñáìåôñéêÞò ïéêïãÝíåéáò óõíáñôÞóåùí
ôçò ìïñöÞò

F(x, y,C) = 0 (1.8.1)

(ìåðáñÜìåôñï ôç óôáèåñÜC) ðáñáãùãßæïõìåùòðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x èåùñþíôáò ôç ìåôáâëçôÞ y
óáí åîáñôçìÝíç áðü ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x, äçëáäÞ y = y(x). ¸ôóé ðáßñíïõìå ôçí ïéêïãÝíåéá
ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò

G(x, y, y ′,C) = 0, (1.8.2)

üðïõ åîáêïëïõèåß íá õðÜñ÷åé ç ðáñÜìåôñïò C. ÖõóéêÜ äå ìáò áñÝóåé êáèüëïõ ìá êáèüëïõ áõôü!
ÎåêéíÞóáìå ìå ôçí ðñüèåóç íá ó÷çìáôßóïõìå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ íá åêöñÜæåé ïëüêëçñç
ôç ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí (1.8.1) ðïõ åß÷áìå áñ÷éêÜ. ÅðïìÝíùò ðñÝðåé íá
áðáëåßøïõìå ôþñá ôçí ðáñÜìåôñï C ìåôáîý ôçò áñ÷éêÞò ïéêïãÝíåéáò óõíáñôÞóåùí (1.8.1) êáé
ôçò áíôßóôïé÷çò ïéêïãÝíåéáò (1.8.2) ðïõ ðñïÝêõøå ìåôÜ ôçí ðáñáãþãéóç ùò ðñïò x. Ìå ôçí
áðáëïéöÞ áõôÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ C, ðïõ ôçí õðïèÝôïõìå åöéêôÞ, ïäçãïýìáóôå óôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç

H(x, y, y ′) = 0 (1.8.3)

ìå ôç íÝá áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç íá ìçí ðåñéÝ÷åé êáèüëïõ ôçí ðáñÜìåôñï C.

ÁõôÞ åßíáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ æçôïýóáìå íá âñïýìå. ÐñïÝêõøå áðïêëåéóôéêÜ áðü ôçí
áñ÷éêÞ ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí F(x, y,C) = 0 êáé äåí ðåñéÝ÷åé ôçí ðáñÜìåôñï C, áðëÜ åðåéäÞ
ôçí áðáëåßøáìå. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ãëõôþóáìå áðü ôçí ðáñÜìåôñï C, áëëÜ âñåèÞêáìå ìå ôçí
ðáñÜãùãï y ′ = y ′(x), êáôáëÞîáìå äçëáäÞ óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ¼ìùò ç äéáöïñéêÞ áõôÞ
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åîßóùóç (1.8.3) åßíáé ãåíéêÞ: äåí åîáñôÜôáé áðü áðïëýôùò êáìßá ðáñÜìåôñï C. ºóùò ìÜëéóôá íá
åêöñÜæåé êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï êáé Ýíá ãåíéêü öõóéêü íüìï, óôïí ïðïßï ðñÝðåé íá õðáêïýíå üëåò
ïé óõíáñôÞóåéò (Þ êáìðýëåò óôï åðßðåäï) F(x, y,C) = 0 áíåîÜñôçôá ìÜëéóôá áðü ôçí ôéìÞ ôçò
ðáñáìÝôñïõ C: üëåò ïé óõíáñôÞóåéò åßðáìå! Èá ãßíïõìå óáöÝóôåñïé ðáñáêÜôù óôéò åöáñìïãÝò.

Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé êáíÝíáò äå ìáò åìðïäßæåé áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò íá åêôåëÝóïõìå
ôçí ðáñáãþãéóç (1.8.2) ü÷é ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x, áëë’ ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ y. Áõôü óçìáßíåé
üôé èåùñïýìå ôþñá áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôçí y êáé åîáñôçìÝíç ôçí x, äçëáäÞ x = x(y). Ìå ôïí
ôñüðï áõôü ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (1.8.2) êáé (1.8.3) èá ðÜñïõí ôéò ôñïðïðïéçìÝíåò ìïñöÝò ôïõò

Ĝ(x, x′, y,C) = 0 (1.8.4)

êáé
Ĥ(x, x′, y) = 0 (1.8.5)

áíôßóôïé÷á. ÂÝâáéá ç ðñïôßìçóÞ ìáò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóçH(x, y, y ′) = 0 óôç ó÷Ýóç (1.8.3) Þ óôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ĥ(x, x′, y) = 0 óôç ó÷Ýóç (1.8.5) åîáñôÜôáé êáé áðü ôçí åõêïëßá óôçí åêôÝëåóç
ôùí õðïëïãéóìþí. Ðéï óçìáíôéêü üìùò åßíáé ôï ôß áêñéâþò åðéäéþêïõìå íá äåßîïõìå, ðïéá åßíáé
ç åðéèõìçôÞ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ ìáò: ç x Þ ç y; Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óôçí åõèýãñáììç êßíçóç
åíüò õëéêïý óçìåßïõ ðñïôéìÜìå áóöáëþò íá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôç èÝóç x óáí óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t,
äçëáäÞ x = x(t), ðáñÜ ôï áíôßóôñïöï, äçëáäÞ t = t(x). Äåí åßíáé Ýôóé;

Ìéá ôñßôç êáé ôåëåõôáßá äõíáôüôçôá áðïôåëåß ç äéáöüñéóç ôçò áñ÷éêÞò ïéêïãÝíåéáò óõíáñôÞ-
óåùí F(x, y,C) = 0 óôç ó÷Ýóç (1.8.1), ïðüôå äéáôçñåßôáé ç óõììåôñßá (ëüãù ôùí äéáöïñéêþí dx
êáé dy) ìÝ÷ñé êáé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ç ïðïßá èá ðñïêýøåé. Óôï ôÝëïò ìðïñïýìå áóöáëþò
íá åêöñÜóïõìå ôçí ðñïôßìçóÞ ìáò ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) êáé ôçí
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ äéáéñþíôáò ìå dx: Üãíùóôç óõíÜñôçóç ç y = y(x), Þ áíôßèåôá äéáéñþíôáò
ìå dy: Üãíùóôç óõíÜñôçóç ç x = x(y).

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé áíôßóôñïöá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.8.3) Þ (1.8.5) ðïõðñïÝêõøå ôåëéêÜ
(Þ ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç ìå äéáöïñéêÜ dx êáé dy) ðñÝðåé íá Ý÷åé óáí ãåíéêÞ ëýóç ôçò ôçí ïéêïãÝíåéá
ôùí óõíáñôÞóåùí (1.8.1): F(x, y,C) = 0.

ÐáñáðÜíù õðïèÝóáìå ôçí ýðáñîç ìéáò ìüíï ðáñáìÝôñïõ C óôçí ïéêïãÝíåéá ôùí óõíáñôÞ-
óåùí F(x, y,C) = 0, ç ïðïßá åßíáé ìéá ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí. ×ñåéáóèÞêáìå
åðïìÝíùò ìéá ìüíï ðáñáãþãéóç (ùò ðñïò x Þ ùò ðñïò y), þóôå íá ìðïñÝóïõìå íá ôçí áðáëåß-
øïõìå. ¸ôóé öèÜóáìå ôåëéêÜ óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò: óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
H(x, y, y ′) = 0 Þ óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ĥ(x, x′, y) = 0. ÓùóôÜ, ùñáßá! Áí Ý÷ïõìå üìùò ðåñéó-
óüôåñåò ðáñáìÝôñïõò C1, C2, . . . , Cn (ìå ôï n öõóéêü áñéèìü ìåãáëýôåñï ôïõ Ýíá: n > 1) ðñïò
áðáëïéöÞ; ÁðëÜ ôüôå ãéá ôçí áðáëïéöÞ ôïõò èá ðñÝðåé íá ðáñáãùãßóïõìå n öïñÝò ùò ðñïò x
èåùñþíôáò üôé y = y(x) Þ ùò ðñïò y õðïèÝôïíôáò üôé x = x(y). Ìå ôïí ôñüðï áõôü èá Ý÷ïõìå
ôåëéêÜ n+1 ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò ìå ðáñáìÝôñïõò ôéò C1, C2, . . . , Cn: ôçí áñ÷éêÞ ðáñáìåôñéêÞ
ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí F(x, y,C1,C2, . . . ,Cn) = 0 êáé ôéò n ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò ùò ðñïò x
(Þ ùò ðñïò y). Áðáëåßöïíôáò ôéò n ðáñáìÝôñïõò Ck (k = 1, 2, . . . , n) ìåôáîý áõôþí ôùí n + 1
åîéóþóåùí (áðü ôéò ïðïßåò ìüíï ç ðñþôç äåí åßíáé äéáöïñéêÞ), èá ðÜñïõìå ôåëéêÜ ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç n ôÜîåùò

H∗(x, y, y ′, y ′′, . . . , y(n)) = 0 (1.8.6)

Þ ôçí áíôßóôïé÷Þ ôçò ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí x = x(y). Åäþ ôï âáóéêü ðñüâëçìá åßíáé áðëÜ
ôï õðïëïãéóôéêü ðñüâëçìá ôçò áðáëïéöÞò ôùí ðáñáìÝôñùí C1, C2, . . . , Cn, ðïõ ìðïñåß íá åßíáé
äýóêïëï Þ êáé ðñáêôéêÜ áêáôüñèùôï.

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá êáé óå ðáñáäåßãìáôá êáèþò êáé óå åöáñìïãÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÁõôÜ èá ìáò âïçèÞóïõí íá êáôáíïÞóïõìå êáëýôåñá ôá ðáñáðÜíù.
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� ÐáñÜäåéãìá A1.9: Èåùñïýìå ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí óõíáñôÞóåùí (Þ êáìðýëùí óôï åðßðåäï)

x(t) = Ae−ct (1.8.7)

ìå ðáñÜìåôñï ìüíï ôï Á êáé ãíùóôÞ óôáèåñÜ ôç c: ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí
(Þ êáìðýëùí). Æçôïýíôáé: (á) Íá ó÷çìáôéóèåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (â) ÁíÜëïãï åñþ-
ôçìá èåùñþíôáò ôþñá ðáñáìÝôñïõò êáé ôï A êáé ôï c: äéðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí
(Þ êáìðýëùí).

Ëýóç: (á) Êáôáñ÷Þí èá ðáñáãùãßóïõìå ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ t, áò ðïýìå ôï ÷ñüíï. ¸ôóé
âñßóêïõìå Üìåóá üôé

ẋ(t) = −cAe−ct. (1.8.8)

Ôþñá Ý÷ïõìå âÝâáéá äýï åîéóþóåéò: ôéò (1.8.7) êáé (1.8.8). Êáé ïé äýï ðåñéÝ÷ïõí ôçí ðáñÜìåôñï Á
ðïõ èÝëïõìå íá áðáëåßøïõìå. Ðñïò ôï óêïðü áõôü ëýíïõìå ùò ðñïò Á ôçí åîßóùóç (1.8.7) êáé
ðáßñíïõìå

Á = x(t)ect. (1.8.9)

Áíôéêáèéóôïýìå ôÝëïò ôçí Ýêöñáóç áõôÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ Á óôçí åîßóùóç (1.8.8) êáé ðáßñíïõìå
ôçí ôåëéêÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ẋ(t) = −c[x(t)ect]e−ct = −cx(t)(ecte−ct) = −cx(t)ect−ct = −cx(t)e0 = −cx(t) (1.8.10)

êáé óå êÜðùò êáëýôåñç ôåëéêÞ ìïñöÞ

ẋ(t) + cx(t) = 0. (1.8.11)

Ç ôåëéêÞ áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé öõóéêÜ ìéá óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò ôÜîåùò
êáé ðñþôïõ âáèìïý, ãñáììéêÞ, ïìïãåíÞò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1 êáé c. Ìðïñïýìå
ìÜëéóôá íá áðïäåßîïõìå üôé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åßíáé ç x(t) = Ae−ct, äçëáäÞ ç ìïíïðáñáìåôñéêÞ
ïéêïãÝíåéá ôùí åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí (1.8.7), áðü ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå îåêéíÞóåé. ¼ëåò áõôÝò ïé
óõíáñôÞóåéò x(t) åðáëçèåýïõí ëïéðüí ôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.8.11) ïðïéáäÞðïôå êáé áí
åßíáé ç ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ Á.

Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.8.11) èá ìðïñïýóå íá åß÷å êáôáóêåõá-
óèåß ëßãï åõêïëüôåñá áðü õðïëïãéóôéêÞò áðüøåùò áðëÜ Ý÷ïíôáò äéáéñÝóåé êáôÜ ìÝëç ôéò äýï
åîéóþóåéò (1.8.8) êáé (1.8.7), ïðüôå

ẋ(t)
x(t)

= −c �⇒ ẋ(t) = −cx(t) �⇒ ẋ(t) + cx(t) = 0. (1.8.12)

ÊáôáëÞîáìå äçëáäÞ êáé ðÜëé óôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.8.11). Áí èÝëïõìå ìÜëéóôá, ôç ãñÜ-
öïõìå êáé óôç ìïñöÞ

dx
dt

= −cx éóïäýíáìá dx = −cxdt (1.8.13)

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá äéáöïñéêÜ dx êáé dt âÝâáéá ìå ẋ(t) = dx/dt.

Áò åðé÷åéñÞóïõìå ôþñá íá êÜíïõìå êáé Ýíá ôåëåõôáßï âÞìá. Ç ôåëåõôáßá ìïñöÞ ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåþò ìáò, dx = −cxdt, äçëþíåé üôé ç öõóéêÞ ðïóüôçôá x ìåôáâÜëëåôáé (äéáöïñéêü dx)
óå áðåéñïóôü ÷ñüíï (äéáöïñéêü dt) áíÜëïãá ìå ôçí õðÜñ÷ïõóá ðïóüôçôá x. Ï óõíôåëåóôÞò
áíáëïãßáò åßíáé ç óôáèåñÜ c. (Óùóôüôåñá ç óôáèåñÜ −c.) Ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí êëáóéêü öõóéêü
íüìï, ï ïðïßïò éó÷ýåé óå ðïëëÜ öõóéêÜ öáéíüìåíá. Ìå ôçí Ýííïéá áõôÞ ßóùò åßíáé ðñáãìáôéêÜ
óêüðéìï íá ðñïôéìÜìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.8.11) Þ (1.8.13) ðáñÜ ôç ãåíéêÞ
ëýóç ôçò: ôç ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí (1.8.7), Ýóôù êé áí ìáò åßíáé ãíùóôÞ.
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(â) Áðü êáèáñÜ ìáèçìáôéêü åíäéáöÝñïí (êáé ü÷é áðü öõóéêÞò óêïðéÜò) èÝóáìå óôç åêöþíçóç
ôïõ ðáñáäåßãìáôïò áõôïý êáé ôï äåýôåñï åñþôçìá (â). Èá áðáëåßøïõìå ôþñá êáé ôéò äýï ðï-
óüôçôåò Á êáé c, èåùñþíôáò ôéò óáí äýï ðáñáìÝôñïõò. Áóöáëþò ìðïñïýìå íá åêôåëÝóïõìå Üëëç
ìéá ðáñáãþãéóç ùò ðñïò t ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ (1.8.8) áõôÞí ôç öïñÜ. ¸ôóé Ý÷ïõìå äéáèÝóéìç
êáé ôçí åîßóùóç:

ẍ(t) = c2Ae−ct. (1.8.14)

Áðü ôçí áñ÷éêÞ åîßóùóç (1.8.7), ôçí åîßóùóç x(t) = Ae−ct, Ý÷ïõìå äéáèÝóéìç üëç ôçí ðïóüôçôá
Ae−ct = x(t). Ôçí áíôéêáèéóôïýìå ëïéðüí êáé óôéò äýï äéðáñáìåôñéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (1.8.8)
êáé (1.8.14) êáé ðáßñíïõìå

ẋ(t) = −cx(t) êáé ẍ(t) = c2x(t). (1.8.15)

Ðñï÷ùñÞóáìå Þäç áñêåôÜ: ç ðáñÜìåôñïò Á åßíáé áðïýóá óôéò äýï áõôÝò åîéóþóåéò (1.8.15). Áðï-
ìÝíåé ç áðáëïéöÞ ôçò äåýôåñçò ðáñáìÝôñïõ c ìåôáîý ôïõò. Ëýíïõìå ôçí ðñþôç ùò ðñïò c:

ẋ(t) = −cx(t) �⇒ c = − ẋ(t)
x(t)

(1.8.16)

êáé áíôéêáèéóôïýìå óôç äåýôåñç. ¸ôóé ðáßñíïõìå

ẍ(t) = c2x(t) �⇒ ẍ(t) =
(
− ẋ(t)

x(t)

)2

x(t) = ẋ2(t)
x(t)

�⇒ x(t) ẍ(t) = ẋ2(t). (1.8.17)

Óõíåðþò ðñïÝêõøå ìéá ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò êáèüëïõ êëáóéêÞ. ÐÜñá
ðïëý óðÜíéá ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èá ðñÝðåé íá áíôéìåôùðßóåé ôüóï ðáñÜîåíåò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò óå áíôßèåóç âÝâáéá ìå ôï Ìáèçìáôéêü ðïõ ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åßíáé äïõëåéÜ ôïõ.

Áò ðáñáôçñÞóïõìå ðÜíôùò ðùò ç ðáñáðÜíù ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.8.17) èá
ìðïñïýóå íá åß÷å ó÷çìáôéóèåß ðïëý åõêïëüôåñá áðëÜ ðáñáãùãßæïíôáò ùò ðñïò t ôçí ðñþôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.8.12), ïðüôå

ẋ(t)
x(t)

= −c �⇒ d
dt

(
ẋ(t)
x(t)

)
= 0 �⇒ ẍ(t) x(t) − ẋ2(t)

x2(t)
= 0 �⇒ x(t) ẍ(t) = ẋ2(t). (1.8.18)

Êáé áõôüò ï ôñüðïò áðáëïéöÞò ìéáò ðáñáìÝôñïõ, åäþ ôçò c, åßíáé åíäéáöÝñùí, óõíçèéóìÝíïò
êáé åý÷ñçóôïò. ÄçëáäÞ áðïìïíþíïõìå ôçí ðáñÜìåôñï ôçí ïðïßá èÝëïõìå íá áðáëåßøïõìå óôï
Ýíá ìÝëïò ôçò åîéóþóåùò, åäþ ôçò åîéóþóåùò ẋ(t)/x(t) = −c, êáé óôç óõíÝ÷åéá ðáñáãùãßæïõìå ùò
ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, åäþ ôï t. Ôüôå ôï ìÝëïò ôçò åîéóþóåùò (óõíÞèùò ôï äåîéü) ðïõ
ðåñéÝ÷åé ôçí ðáñÜìåôñï (åäþ ôç c) ìçäåíßæåôáé êáé ç ðáñÜìåôñïò åîáëåßöåôáé. To ðïéïò áêñéâþò
ôñüðïò áðáëïéöÞò ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé êÜèå öïñÜ ãéá ôï ìéêñüôåñï õðïëïãéóôéêü êüóôïò
åîáñôÜôáé âÝâáéá áðü ôéò óõíèÞêåò. ÌÜëéóôá ìåñéêÝò öïñÝò áöÞíïõìå üëï áõôü ôï êáèÞêïí óôïí
õðïëïãéóôÞ: óå Ýíá ðñüãñáììá óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí, üðùò åßíáé çMathematica. Áðü Ýíá óç-
ìåßï êáé ìåôÜ ßóùò íá åßíáé êáëýôåñá Ýôóé ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Áêüìç êáé óå ó÷åôéêÜ áðëÝò
ðïëõùíõìéêÝò åîéóþóåéò ç áðáëïéöÞ êÜðïéáò ðïóüôçôáò äåí åßíáé áðëÞ êáé áðáéôåß ôç ÷ñÞóç
åîåéäéêåõìÝíùí êáé éäéáßôåñá ÷ñïíïâüñùí õðïëïãéóôéêþí áëãïñßèìùí. Ç ðåñéãñáöÞ ôÝôïéùí áë-
ãïñßèìùí óáöþò îåöåýãåé áðü ôá ðëáßóéá ôùí ìáèçìÜôùí ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí! �

� ÐáñÜäåéãìá A1.10: Óôç äéðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá ôùí óõíáñôÞóåùí

y(x) = Aex + Be2x (1.8.19)

æçôåßôáé ï ó÷çìáôéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå áðáëïéöÞ ôùíðáñáìÝôñùí A êáé B.
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Ëýóç: Ðñïöáíþò, åðåéäÞ ïé ðáñÜìåôñïé åßíáé äýï, ïé Á êáé Â, ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ
æçôåßôáé èá åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò. Êáôáñ÷Þí áðáéôïýíôáé äýï ðáñáãùãßóåéò ôçò ïéêïãÝíåéáò
ôùí óõíáñôÞóåùí (1.8.19). ¸ôóé ðñïêýðôïõí ïé äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

y ′(x) = Aex + 2Be2x, (1.8.20)

y ′′(x) = Aex + 4Be2x. (1.8.21)

Ìå êáíÝíáí ôñüðï ç ðéï ðÜíù åîßóùóç (1.8.21) äåí åßíáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ æçôÜìå. Ïýôå
âÝâáéá êáé ç åîßóùóç (1.8.20). Áõôü óõìâáßíåé, áöïý êáé ïé äýï áõôÝò åîéóþóåéò íáé ìåí åßíáé
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, áëë’ üìùò ðåñéÝ÷ïõí êáé ôéò ðáñáìÝôñïõò Á êáé Â, ôéò ïðïßåò èÝëïõìå íá
áðáëåßøïõìå. Åìåßò èÝëïõìå íá ó÷çìáôßóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç üëçò ôçò ïéêïãÝíåéáò ôùí
óõíáñôÞóåùí (1.8.19), ðïõ íá ôçí åðáëçèåýïõí üëåò ôïýôåò ïé óõíáñôÞóåéò ãéá ïðïéåóäÞðïôå
ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí Á êáé Â. Äå èÝëïõìå íá åìöáíßæïíôáé ïé ðáñÜìåôñïé áõôÝò óôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç! Áõôü èá Þôáí Ýíá ðïëý ìåãÜëï ëÜèïò!

Ìéá ðñþôç êáé ðïëý ëïãéêÞ äõíáôüôçôá ãéá ôçí áðáëïéöÞ ôùí ðáñáìÝôñùí Á êáé Â åßíáé íá
ëýóïõìå ôéò äýï åîéóþóåéò (1.8.19) êáé (1.8.20) ùò ðñïò ôéò ðáñáìÝôñïõò áõôÝò êáé íá áíôéêáôá-
óôÞóïõìå ôéò ôéìÝò ôïõò óôçí åîßóùóç (1.8.21). Èá ðñïêýøåé Ýôóé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñï-
öáíþò äåõôÝñáò ôÜîåùò, ãéáôß Þäç õðÜñ÷åé ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò y ′′(x) óôçí åîßóùóç (1.8.21).
Êáé ìÜëéóôá äå èá ðáñïõóéÜæïíôáé óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ïé ðáñÜìåôñïé Á êáé Â, áêñéâþò
üðùò åðéèõìïýìå.

Äå èá áêïëïõèÞóïõìå üìùò ôç äõíáôüôçôá áõôÞ, åðåéäÞ ìáò ðñïóöÝñåôáé êáé ìéá äåýôåñç,
ðéï êïìøÞ êáé õðïëïãéóôéêÜ ðéï áðïôåëåóìáôéêÞ äõíáôüôçôá áðü ôéò ãíþóåéò ìáò óôç ÃñáììéêÞ
¢ëãåâñá. Åäþ Ý÷ïõìå ôñåéò ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò, ôéò (1.8.19), (1.8.20) êáé (1.8.21),
êáé èÝëïõìå áõôÝò íá éó÷ýïõí ôáõôü÷ñïíá ùò ðñïò ôéò äýï ðáñáìÝôñïõò Á êáé Â, ðïõ åßíáé
êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ïé Üãíùóôïé óôéò åîéóþóåéò áõôÝò. Èá ðñÝðåé åðïìÝíùò ç ïñßæïõóá D ôùí
óõíôåëåóôþí ôùí Á êáé Â êáé ôùí üñùí ðïõ åßíáé áíåîÜñôçôïé áðü ôá Á êáé Â íá åßíáé ìçäåíéêÞ.
ÅðïìÝíùò

D =

∣∣∣∣∣∣∣
ex e2x y(x)

ex 2e2x y ′(x)
ex 4e2x y ′′(x)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (1.8.22)

Ôçí ïñßæïõóá áõôÞ ìðïñïýìå åýêïëá íá ôçí õðïëïãßóïõìå âãÜæïíôáò êïéíü ðáñÜãïíôá ôï ex

êáé åðßóçò ôï e2x áðü ôéò äýï ðñþôåò óôÞëåò ôçò áíôßóôïé÷á, ïðüôå

D = exe2x

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 y(x)

1 2 y ′(x)
1 4 y ′′(x)

∣∣∣∣∣∣∣ = e3x

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 y(x)

1 2 y ′(x)
1 4 y ′′(x)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (1.8.23)

ÅðåéäÞ ìÜëéóôá ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç e3x äå ìçäåíßæåôáé ðïôÝ, èá ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá
ìçäåíßæåôáé ç ôñïðïðïéçìÝíç (ðïëëáðëáóéáóìÝíç åðß e−3x) ïñßæïõóá

D∗ = e−3xD =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 y(x)

1 2 y ′(x)
1 4 y ′′(x)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 �⇒ y ′′(x) − 3y ′(x) + 2y(x) = 0. (1.8.24)

ÁõôÞ åßíáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ æçôïýóáìå íá âñïýìå: ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: 1, −3 êáé 2. Áí åß÷áìå ìÜëéóôá êáé ôéò åðé-
ðëÝïí áðáéôïýìåíåò ãíþóåéò (äõóôõ÷þò äåí ôéò Ý÷ïõìå áêüìç!), èá ìðïñïýóáìå íá áðïäåßîïõìå
üôé ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (1.8.24) åßíáé ðñáãìáôéêÜ ç äéðáñáìå-
ôñéêÞ ïéêïãÝíåéá ôùí óõíáñôÞóåùí (1.8.19). ÁõôÝò ôéò ãíþóåéò èá ôéò áðïêôÞóïõìå ðáñáêÜôù
óôï ÊåöÜëáéï Á5, ôï ïðïßï áöïñÜ óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. �
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� ÅöáñìïãÞ A1.17 (ÄõíáìéêÞ): Óôçí êáôáêüñõöç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÜæáò m óôï ãÞéíï
ðåäßï âáñýôçôáò (ìå åðéôÜ÷õíóç g) áðü ôçí áñ÷éêÞ èÝóç x0 (ãéá t = 0) êáé ìå áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0
ðñïêýðôåé ç åîÞò äéðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí ãéá ôç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ:

x(t) = x0 + v0t − 1
2
gt2 (1.8.25)

ìå èåôéêÞ äéåýèõíóç ðñïò ôá ðÜíù. Æçôïýíôáé: (á) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå áðáëïéöÞ
ôùí ðáñáìÝôñùí x0 êáé v0. Ðïéï öõóéêü íüìï åêöñÜæåé; (â) Ç áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óå
ïðïéïäÞðïôå ðåäßï âáñýôçôáò, äçëáäÞ ìå áðáëïéöÞ êáé ôçò åðéôá÷ýíóåùò ôçò âáñýôçôáò g.

Ëýóç: (á) Óôçí ôüóï áðëÞ áõôÞ åöáñìïãÞ áñêåß íá ðáñáãùãßóïõìå äýï öïñÝò ôç äïèåßóá
ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí ôçò êáôáêüñõöçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì, ãéá íá ó÷çìáôßóïõìå
(êáôáóêåõÜóïõìå, ìïñöþóïõìå) ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ¸ôóé âñßóêïõìå

x(t) = x0 + v0t − 1
2
gt2 �⇒ dx

dt
= v0 − gt �⇒ d2x

dt2
= −g. (1.8.26)

Ç ôåëåõôáßá áõôÞ åîßóùóç åßíáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ æçôÜìå. Åßíáé ðñïöáíþò äåõôÝñáò
ôÜîåùò, ãéáôß åß÷áìå äýï ðáñáìÝôñïõò ðñïò áðáëïéöÞ: ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò x0 êáé v0. Ìå ôïí
ðïëëáðëáóéáóìü ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò åðß ôç ìÜæám ôïõ õëéêïý óçìåßïõ, ðñïêýðôåé

m
d2x
dt2

= −mg éóïäýíáìá ma = −W ìå a = d2x
dt2

êáé W = mg, (1.8.27)

äçëáäÞ ï êëáóéêüò äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá ìå åîùôåñéêÞ äýíáìç ôï âÜñïò W = mg ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ M.

(â) Ìå ìéá áêüìç ðáñáãþãéóç, ôþñá ôçò ôåëåõôáßáò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1.8.26), ìðïñïýìå íá
áðáëåßøïõìå êáé ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò g ðáßñíïíôáò

d3x
dt3

= 0. (1.8.28)

Äõóôõ÷þò ôï åíäéáöÝñïí ôçò ôåëåõôáßáò áõôÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ðïõ åßíáé ôñßôçò ôÜîåùò,
äåí åßíáé êáôÜ âÜóç öõóéêü: åßíáé êõñßùò ìáèçìáôéêü. �

� ÅöáñìïãÞ A1.18 (Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Ïé ãñáììÝò ñïÞò óå åðßðåäç êáé ìüíéìç ñïÞ éäåáôïý
ñåõóôïý ðïõ ðñïêáëåßôáé áðü äßíç ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí óõíôåôáãìÝíùí O = (0, 0) åßíáé
ðåñéöÝñåéåò ìå êÝíôñï ôï óçìåßï O ôçò äßíçò. Æçôåßôáé ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç.

Ëýóç: ÅðåéäÞ ïé ãñáììÝò ñïÞò åßíáé ðåñéöÝñåéåò ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí óõíôåôáãìÝíùí Ï,
èá Ý÷ïõí åîéóþóåéò ôçò ìïñöÞò

x2 + y2 = a2 (1.8.29)

ìå ðáñÜìåôñï a ôçí áêôßíá êÜèå ðåñéöÝñåéáò (a > 0). Ðñüêåéôáé ãéá ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá
êáìðýëùí (ôùí ãñáììþí ñïÞò) ìå ðáñÜìåôñï ôçí áêôßíá a. Äéáöïñßæïíôáò ôçí åîßóùóç (1.8.29)
ôçò ïéêïãÝíåéáò áõôÞò, âñßóêïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

2xdx + 2ydy = 0 êáé äéáéñþíôáò äéá 2: xdx + ydy = 0. (1.8.30)

ÅðéëÝãïíôáò óáí Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí y = y(x) Þ ôçí x = x(y) êáé äéáéñþíôáò ôçí ðéï ðÜíù
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.8.30) ìå dx Þ dy áíôßóôïé÷á, ðáßñíïõìå ôéò éóïäýíáìåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

x + y(x)y ′(x) = 0 (Þ y(x)y ′(x) + x = 0) êáé x(y)x′(y) + y = 0. (1.8.31)

Óôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ôï x, åíþ óôç äåýôåñç åßíáé ôï y.
Êáé óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ ðñïÝêõøå ðïëý åýêïëá ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò. �
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A1.9. ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ ÁÑ×ÉÊÙÍ ÊÁÉ ÓÕÍÏÑÉÁÊÙÍ ÔÉÌÙÍ

A1.9.1. ÐñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí

Ðoëý óõ÷íÜ ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò (ãñáììéêÞ Þ ìç ãñáììéêÞ) ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò

F
(
x, y, y ′, . . . , y(n)

) = 0 (1.9.1)

óõíïäåýåôáé áðü n åðéðëÝïí óõíèÞêåò. Ïé óõíèÞêåò áõôÝò áöïñïýí óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç
Þ/êáé óôéò ðáñáãþãïõò ôçò Þ/êáé óå óõíäõáóìïýò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò êáé ôùí ðáñá-
ãþãùí ôçò. ÅÜí ôïýôåò ïé óõíèÞêåò áíáöÝñïíôáé áðïêëåéóôéêÜ óå Ýíá ìüíï óçìåßï x = x0 ôïõ
äéáóôÞìáôïò éó÷ýïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ôüôå ôéò áðïêáëïýìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé áíá-
öåñüìáóôå óå Ýíáðñüâëçìááñ÷éêþí ôéìþí: äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò êáé náñ÷éêÝò óõíèÞêåò.
Óôá ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí óõíÞèùò äßíïíôáé óáí áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ïé ôéìÝò y0, y ′

0, . . . , y(n−1)
0

ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) êáé ôùí n−1 ðñþôùí ðáñáãþãùí ôçò óôï óçìåßï x = x0, äçëáäÞ

y(x0) = y0, y ′(x0) = y ′
0, . . . , yn−1(x0) = y(n−1)

0 . (1.9.2)

Óôï äéäáêôéêü áõôü âéâëßï ëÝãïíôáò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, èá åííïïýìå óõíèÞêåò áðïêëåéóôéêÜ ôçò
ìïñöÞò (1.9.2). Åðßóçò ëÝãïíôáò ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí, èá åííïïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
n-ôÜîåùò (1.9.1) ìáæß ìå ôéò n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.9.2) ðïõ ôç óõíïäåýïõí: n+1 ó÷Ýóåéò óõíïëéêÜ.

ÖõóéêÜ, åðåéäÞ ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò ðåñéÝ÷åé óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò n áõèáßñåôåò
óôáèåñÝò C1, C2, . . . , Cn, ðñïöáíþò áðáéôïýíôáé n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá ôïí ðëÞñç ðñïóäéïñéóìü
ôùí n áõôþí óôáèåñþí óå Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí.

� ÐáñÜäåéãìá A1.11: Ç ðáñáêÜôù ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ìáæß ìå ôçí
áñ÷éêÞ óõíèÞêç ðïõ ôç óõíïäåýåé

y ′(x) + p(x)y(x) = q(x), y(x0) = y0 (1.9.3)

áðïôåëïýí Ýíá áðëü ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò. �

� ÅöáñìïãÞ A1.19 (ÄõíáìéêÞ): ÊáôÜ ôçí êáôáêüñõöç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ óôï ãÞéíï ðåäßï
âáñýôçôáò (ìå êáôåýèõíóç x(t) ðñïò ôá ðÜíù) éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ẍ(t) = −g (äéáöïñéêÞ åîßóùóç) (1.9.4)

ìå g ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò (ìå êáôåýèõíóç ðñïò ôá êÜôù). Óå Ýíá ôÝôïéï áðüëõôá
óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý õðÜñ÷ïõí êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôçí áñ÷éêÞ
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 (ðïëý óõ÷íÜ èåùñïýìå óáí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ôçí t = 0): (á) ç áñ÷éêÞ
èÝóç x0 êáé (â) ç áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0 ôïõ õëéêïý óçìåßïõ, äçëáäÞ

x(0) = x0, ẋ(0) = v0 (áñ÷éêÝò óõíèÞêåò). (1.9.5)

Óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé äýï, ãéáôß êáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.9.4) åßíáé
äåõôÝñáò ôÜîåùò. Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.9.4) ìáæß ìå ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.9.5) ðïõ ôç
óõíïäåýïõí, äçëáäÞ áðü êïéíïý êáé ïé ôñåéò ó÷Ýóåéò

ẍ(t) = −g, x(0) = x0, ẋ(0) = v0 (1.9.6)

óõíéóôïýí ôï ðáñüí ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. Ìðïñåß ìÜëéóôá íá åðáëçèåõèåß üôé ç óõíÜñôçóç

x(t) = x0 + v0t − 1
2
gt2 (1.9.7)

åßíáé ç (ìïíáäéêÞ) ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí, ðïõ Ý÷åé âÝâáéá ìßá ëýóç. �
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A1.9.2. ÐñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí

Áíáöåñüìáóôå êáé ðÜëé óôç ãåíéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò (1.9.1). Óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
ðåñéÝ÷ïíôáé n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Ck (k = 1, 2, . . . , n). Óå Ýíá ðëÞñùò êáèïñéóìÝíï ðñüâëçìá
ðïõ Ý÷åé ìéá ìïíáäéêÞ ëýóç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óôáèåñþí áõôþí Ck áðáéôïýíôáé n óõ-
ìðëçñùìáôéêÝò óõíèÞêåò ðïõ íá áöïñïýí óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç Þ/êáé óôéò ðáñáãþãïõò ôçò.
ÌåñéêÝò öïñÝò êáé ïé n áõôÝò óõìðëçñùìáôéêÝò óõíèÞêåò áíáöÝñïíôáé óå Ýíá ìüíï óçìåßï x = x0
ôïõ äéáóôÞìáôïò éó÷ýïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßäáìå óôçí áìÝóùò
ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á1.9.1 ôçò ðáñïýóáò Åíüôçôáò Á1.9 üôé Ý÷ïõìå n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé
Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí: ìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: n + 1 ó÷Ýóåéò.

ÁñêåôÝò öïñÝò üìùò ïé n óõíèÞêåò áöïñïýí óå äýï Þ/êáé óå ðåñéóóüôåñá óçìåßá (ãåíéêÜ üìùò
ìüíï óå äýï óçìåßá x1 êáé x2) ôïõ äéáóôÞìáôïò éó÷ýïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1.9.1). Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ ôéò áðïêáëïýìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Åðßóçò êáëïýìå ðñüâëçìá óõíïñéáêþí
ôéìþí ôï üëï ðñüâëçìá ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ôùí n óõíïñéáêþí óõíèçêþí: n+1 ó÷Ýóåéò.

Ôá ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí åßíáé ãåíéêÜ äõóêïëüôåñá óôçí åðßëõóÞ ôïõò áðü ôá ðñï-
âëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí. ÐáñïõóéÜæïõí üìùò êáé ôá ìåí êáé ôá äå éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí óôçí
ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, áêñéâþò üðùò êáé óå ðïëëÝò Üëëåò åðéóôÞìåò.

� ÐáñÜäåéãìá A1.12: Ç ðáñáêÜôù ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìáæß ìå ôéò
äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (óôá äýï äéáöïñåôéêÜ óçìåßá x1 êáé x2) ðïõ ôç óõíïäåýïõí

y ′′(x) + p(x)y(x) = q(x), y(x1) = y1, y(x2) = y2 ìå x1 �= x2 (1.9.8)

áðïôåëïýí (êáé ïé ôñåéò ôïõò) Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. �

� ÅöáñìïãÞ A1.20 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò äïêïý

EIv′′′′(x) = p(x) (1.9.9)

èá ôç ìåëåôÞóïõìå åêôåíþò óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á2: åîßóùóç (2.1.34) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á2.1.5.
Óôçí åîßóùóç áõôÞ ç óôáèåñÜ EI êáëåßôáé äõóêáìøßá ôçò äïêïý. Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç v(x)
ðáñéóôÜíåé ôï âÝëïò êÜìøåùò (ôçí åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç) ôçò äïêïý. Åðßóçò ç óõíÜñôçóç p(x)
äçëþíåé ôç ãíùóôÞ êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç (óå kN/m) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Ðñüêåéôáé
öõóéêÜ ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ëüãù ôçò ðáñáãþãïõ v′′′′(x). ¢ñá áðáéôïýíôáé
ôÝóóåñéò óõíèÞêåò ãéá ôïí ðëÞñç êáèïñéóìü ôçò ëýóåþò ôçò. Ó÷åäüí ðÜíôïôå Ý÷ïõìå ôÝóóåñéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Èåùñþíôáò óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) Ý÷ïõìå äýï óõíèÞêåò óôï
áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0 êé Üëëåò äýï óõíèÞêåò óôï äåîéü Üêñï ôçò x = L. Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò
óõíÞèïõò äïêïý (1.9.9) ìáæß ìå ôéò ôÝóóåñéò áõôÝò óõíèÞêåò (ðÝíôå óõíïëéêÜ ó÷Ýóåéò) áðáñôßæïõí
ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. ÓõíçèéóìÝíá ðáñáäåßãìáôá óõíïñéáêþí óõíèçêþí:

v(0) = 0, v′(0) = 0, v(L) = 0, v′(L) = 0 : óå áìößðáêôç äïêü,

v(0) = 0, v′(0) = 0, v(L) = 0, v′′(L) = 0 : óå ìïíüðáêôç áñéóôåñÜ õðåñóôáôéêÞ äïêü,

v(0) = 0, v′′(0) = 0, v(L) = 0, v′′(L) = 0 : óå áìöéÝñåéóôç äïêü,

v(0) = 0, v′(0) = 0, v′′(L) = 0, v′′′(L) = 0 : óå ðñüâïëï ìå ðÜêôùóç áñéóôåñÜ.

(1.9.10)

¼ëåò áõôÝò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: (á) ðÜêôùóç, (â) áðëÞ óôÞñéîç: Üñèñùóç Þ êýëéóç,
êáé (ã) åëåýèåñï Üêñï èá ôéò åîçãÞóïõìå ëåðôïìåñþò óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á2. Óçìåéþíïõìå
åðßóçò üôé êÜèå ðáñÜãùãïò óå Üêñï ôïõ äéáóôÞìáôïò éó÷ýïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò íïåßôáé
óáí ç ó÷åôéêÞ ìïíüðëåõñç ðáñÜãùãïò, ð.÷. áðü äåîéÜ ãéá x = 0 êáé áðü áñéóôåñÜ ãéá x = L óôçí
ðáñïýóá äïêü [0, L]. ÐáñïõóéÜæïíôáé âÝâáéá êáé ðïëõðëïêüôåñåò óõíèÞêåò óå Üêñá äïêþí, ð.÷.

EIv′′′(L) − kv(L) = 0 : óå åëáóôéêÞ óôÞñéîç óôï Üêñï x = L äïêïý, (1.9.11)

äçëáäÞ äïêïý ìå åëáóôéêÞ óôÞñéîç: óôÞñéîç óå Ýíá êáôáêüñõöï åëáóôéêü åëáôÞñéï óôáèåñÜò k. �
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A2
ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ ÃÉÁ ÔÏÍ ÐÏËÉÔÉÊÏ ÌÇ×ÁÍÉÊÏ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÕðÜñ÷ïõí åêáôïíôÜäåò (ßóùò êáé ÷éëéÜäåò) ðñïâëÞìáôáóôçí ÅðéóôÞìç ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý
óå ðÜñá ðïëëïýò ôïìåßò ôçò äñáóôçñéüôçôÜò ôïõ üðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò. Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áíáöåñèïýìå óå ðÝíôå ôÝôïéá ðáñáäåßãìáôá üðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé
óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé èá êáôáóôñþóïõìå ôéò åîéóþóåéò áõôÝò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôçí
Åíüôçôá Á2.1 èá áíáöåñèïýìå óôéò êëáóéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ áöïñïýí óå ìéá óõíÞèç
äïêü (Ýíá ôüóï óçìáíôéêü êáé ÷ñÞóéìï ãñáììéêü öïñÝá óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý)
óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Ó÷åôéêÞ ãåíßêåõóç ãßíåôáé åðßóçò óå
äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (èåìåëéþóåùò, èåìåëßïõ, üðùò åßíáé ôï Ýäáöïò) óýìöùíá ìå ôçí êëá-
óéêÞ õðüèåóç ôïõWinkler (1867) ãéá ôç óõìðåñéöïñÜ ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò óôç äïêü. ÔÝôïéåò äïêïß
åßíáé ïé ðåäéëïäïêïß óôéò ÊáôáóêåõÝò êáé ïé óéäçñïôñï÷éÝò óôç ÓéäçñïäñïìéêÞ. Óôçí Åíüôçôá Á2.2
èá áíáöåñèïýìå óôéò Ôáëáíôþóåéò êáé èá êáôáóôñþóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí åëåýèåñùí
ôáëáíôþóåùí ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ ìÝóù åíåñãåéáêÞò
ìåèüäïõ êáé ü÷é ìÝóù ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá. Óôçí Åíüôçôá Á2.3 èá áíáöåñèïýìå óôéò
Èåìåëéþóåéò êáé óôçí êáôÜóôñùóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ éó÷ýåé ãéá èëéðôéêÞ áîïíéêÞ
öüñôéóç êáôáêüñõöïõ ðáóóÜëïõ óôï Ýäáöïò. Óôçí Åíüôçôá Á2.4 èá áíáöåñèïýìå óôç Ñåõóôï-
ìç÷áíéêÞ óôçí êáôáíïìÞ ôçò ôá÷ýôçôáò (ðñïêýðôåé ðáñáâïëéêÞ, ü÷é ïìïéüìïñöç) óå ìüíéìç ñïÞ
Íåõôþíåéïõ (ü÷é éäåáôïý) ñåõóôïý óå óùëÞíá êõêëéêÞò äéáôïìÞò. ÔÝëïò óôçí Åíüôçôá Á2.5 èá
áíáöåñèïýìå óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ éó÷ýåé êáôÜ ôçí êßíçóç
ñýðïõ óå ìüíéìç ñïÞ óå õäáôüññåõìá ìå ìåôáãùãÞ ôïõ ñýðïõ êáé ôáõôü÷ñïíç áðïäüìçóÞ ôïõ.

A2.1. ÌÇ×ÁÍÉÊÇ ÔÙÍ ÕËÉÊÙÍ: ÓÕÍÇÈÇÓ ÄÏÊÏÓ ÓÅ ÊÁÌØÇ

A2.1.1. Ç óõíÞèçò äïêüò êáé ïé äõíáôüôçôåò óôçñßîåþò ôçò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óôéò ôüóï óôïé÷åéþäåéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ðïõ äéÝðïõí ôï ðñüâëçìá ôçò óõíÞèïõò äïêïý óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò Äïêþí óôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. ËÝãïíôáò óõíÞèç äïêü óõìöùíïýìå íá åííïïýìå åäþ ìéá áðëÞ, áñêåôÜ
ëåðôÞ, åõèýãñáììç äïêü ìÞêïõò L êáôÜ ìÞêïò ôïõ ÜîïíáOx (óõíÞèùò ìå 0 ≤ x ≤ L) áðü ïìïãåíÝò,
éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü ìå óôáèåñÞ äéáôïìÞ êáè’ üëï ôï ìÞêïò ôçò êáé, öõóéêÜ, ìå
äýï Üêñá: óõíÞèùò x = 0 êáé x = L. Ç óõíÞèçò áõôÞ äïêüò (ðïõ åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò öïñÝáò)
èåùñåßôáé üôé âñßóêåôáé õðü ôçí åðßäñáóç êáôáíåìçìÝíçò êÜèåôçò óôáôéêÞò öïñôßóåùò p = p(x)
(óå N/m Þ ìÜëëïí óå kN/m).1 Ãéá ôéò óôçñßîåéò ôçò äïêïý áõôÞò èåùñïýìå üôé, åÜí õðÜñ÷ïõí,

1Ðïëý óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ôï óýìâïëï q áíôß ôïõ p óôç ÓôáôéêÞ. ¼ìùò óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ôï
óýìâïëï q èá ÷ñçóéìïðïéçèåß óå Üëëç ðåñßðôùóç, óõãêåêñéìÝíá ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t) óôéò ôáëáíôþóåéò
äïêþí óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ. Áõôü ôï èÝìá åîåôÜæåôáé ëåðôïìåñÝóôåñá óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.
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ðåñéïñßæïíôáé óôá Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L (äåí õðÜñ÷ïõí äçëáäÞ åíäéÜìåóåò óôçñßîåéò). Ãéá
ôá Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ßäéáò äïêïý õðÜñ÷ïõí ïé åîÞò ôÝóóåñéò êõñéüôåñåò êáé áðüëõôá
áðïäåêôÝò áðü óôáôéêÞò áðüøåùò äõíáôüôçôåò:

1. ÐáêôùìÝíï (ìå ðÜêôùóç) ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé åëåýèåñï ôï äåîéü x = L Þ áíôßóôñïöá.
Ôüôå ç äïêüò êáëåßôáé ðñüâïëïò.

2. ÐáêôùìÝíï (ìå ðÜêôùóç) ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé ìå êýëéóç ôï äåîéü x = L Þ áíôßóôñïöá.
Ôüôå ç äïêüò êáëåßôáé ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêüò.

3. ÐáêôùìÝíá (ìå ðÜêôùóç) êáé ôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L. Ôüôå ç äïêüò êáëåßôáé áìößðáêôç
(áìößðáêôç äïêüò).

4. ÁñèñùìÝíï (ìå Üñèñùóç) ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé ìå êýëéóç ôï äåîéü x = L Þ áíôßóôñïöá.
Ôüôå ç äïêüò (ðïõ Ý÷åé áðëÝò óôçñßîåéò êáé óôá äýï Üêñá ôçò) êáëåßôáé áìöéÝñåéóôç (áìöéÝ-
ñåéóôç äïêüò).

Óçìåéþíåôáé üôé ç ðñþôç êáé ç ôÝôáñôç áðü ôéò ðéï ðÜíù óôáôéêÜ áðïäåêôÝò äõíáôüôçôåò áíá-
öÝñïíôáé óå éóïóôáôéêÝò äïêïýò, åíþ ç äåýôåñç êáé ç ôñßôç óå õðåñóôáôéêÝò äïêïýò.

ÕðÜñ÷ïõí åðßóçò êáé ïé åîÞò ôÝóóåñéò áðáñÜäåêôåò áðü óôáôéêÞò áðüøåùò äõíáôüôçôåò:

1. ÁñèñùìÝíï (ìå Üñèñùóç) ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé åëåýèåñï ôï äåîéü x = L Þ áíôßóôñïöá.

2. Ìå êýëéóç ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé åëåýèåñï ôï äåîéü x = L Þ áíôßóôñïöá.

3. Ìå êýëéóç êáé ôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L.

4. Åëåýèåñá êáé ôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L.

Ïé äõíáôüôçôåò áõôÝò äåí åîáóöáëßæïõí ôç óôáôéêÞ éóïññïðßá óôç ÓôáôéêÞ, ãéáôß ïé óôçñßîåéò ôçò
äïêïý åßíáé óôáôéêÜ åëëéðåßò. Ìðïñåß åðïìÝíùò íá õðÜñîåé êßíçóç ôçò äïêïý, ðåñéóôñïöéêÞ (óôçí
1ç äõíáôüôçôá) Þ ìåôáöïñéêÞ (óôçí 3ç äõíáôüôçôá) Þ/êáé ôá äýï ôáõôü÷ñïíá (óôç 2ç êáé óôçí
4ç äõíáôüôçôá). Áíôßèåôá óôç ÄõíáìéêÞ åðéôñÝðïíôáò ôçí êßíçóç ôçò äïêïý (õðü ðåñéïñéóìïýò
Þ áðüëõôá åëåýèåñç) üëåò áõôÝò ïé äõíáôüôçôåò åßíáé êáè’ üëá áðïäåêôÝò.

A2.1.2. Ôá âáóéêÜ ìåãÝèç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý

Óôçí ðáñïýóá óõíÞèç äïêü õðü óôáôéêÞ öüñôéóç p = p(x) ôá åîÞò ìåãÝèç åßíáé óçìáíôéêÜ
êáôÜ ìÞêïò ôçò (0 ≤ x ≤ L):

• Ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x), ðïõ äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò äïêïý, üðùò áðïêáëåß
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ôï ó÷Þìá, ôç ìïñöÞ ðïõ ðáßñíåé ç äïêüò ìåôÜ ôçí ðáñáìüñöùóÞ
ôçò åîáéôßáò ôçò êÜìøåþò ôçò.2

• Ç êëßóç v′ = v′(x) ôçò äïêïý êáé ç ó÷åôéêÞ ìå áõôÞ ãùíßá óôñïöÞò (Þ ãùíßá êëßóåùò Þ áðëÜ
óôñïöÞ) è = è(x). Ç ó÷Ýóç ðïõ ôéò óõíäÝåé åßíáé ðñïöáíþò ç åîÞò:

v′(x) = tan è(x). (2.1.1)

• Ç êáìðõëüôçôá ê = ê(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (ìåôÜ ôçí ðáñáìüñöùóÞ ôçò öõóéêÜ).
Ç ó÷åôéêÞ áêôßíá êáìðõëüôçôáò R = R(x) (ðïõ õðïôßèåôáé åäþ èåôéêÞ) õðïëïãßæåôáé áðü ôï
ãíùóôü ôýðï

R(x) = 1
|ê(x)| . (2.1.2)

2Óõìâïëßæïõìå åäþ ôï âÝëïò êÜìøåùò ìå v, ãéáôß ðáñéóôÜíåé ôç ìåôáôüðéóç êáôÜ ôïí Üîïíá Oy (êÜèåôç, åãêÜñóéá
ìåôáôüðéóç ùò ðñïò ôïí ïõäÝôåñï Üîïíá ôçò äïêïý, äçëáäÞ ùò ðñïò ôéò íïçôÝò ßíåò ôçò ðïõ ïýôå åöåëêýïíôáé, áëë’
ïýôå èëßâïíôáé êáôÜ ôçí êÜìøç) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Ãåíéêüôåñá ïé ìåôáôïðßóåéò êáôÜ ôïõò Üîïíåò Ox, Oy êáé Oz
óõìâïëßæïíôáé óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ìå u, v êáé w áíôßóôïé÷á. Åßíáé êáôáíïçôü âÝâáéá üôé ôï ßäéï óýìâïëï v
äçëþíåé óå ðñïâëÞìáôá ÊéíçìáôéêÞò--ÄõíáìéêÞò êáé ôçí ôá÷ýôçôá õëéêïý óçìåßïõ. Åíôïýôïéò åëðßæåôáé íá ìçí õðÜñîåé
óýã÷õóç: v = v(x) (áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ç èÝóç x) ôï âÝëïò êÜìøåùò óå äïêïýò, åíþ v = v(t) (áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ
ï ÷ñüíïò t) ç ôá÷ýôçôá õëéêïý óçìåßïõ.
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• Ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M = M(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý.

• Ç ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) Q = Q(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý.3

• Ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p = p(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, óôçí ïðïßá Þäç áíáöåñèÞ-
êáìå. Óõ÷íÜ ó’ áõôÞí ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óõìðåñéëáìâÜíåé ìå êáôÜëëçëï ôñüðï óõãêå-
íôñùìÝíá öïñôßá Pk êáé ñïðÝò Mk êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. (ËåðôïìÝñåéåò ãéá ôï ðþò ìðïñåß
íá åðéôåõ÷èåß áõôü èá áíáöåñèïýí óôéò Åíüôçôåò Á11.14 êáé Á11.15 ôïõ Êåöáëáßïõ Á11.)

Ðáñáôçñïýìå ðùò áðü ôá Ýîé ðéï ðÜíù ìåãÝèç ôá ôñßá ðñþôá, äçëáäÞ: (á) ôï âÝëïò êÜì-
øåùò v(x), (â) ç êëßóç v′(x) êáé ç ó÷åôéæüìåíç ìå áõôÞ ãùíßá óôñïöÞò (Þ ãùíßá êëßóåùò Þ áðëÜ
óôñïöÞ) è(x) êáèþò êáé (ã) ç êáìðõëüôçôá ê(x) åßíáé ãåùìåôñéêÞò öýóåùò. (Áöïñïýí äçëáäÞ óôç
Ãåùìåôñßá ôçò äïêïý ðïõ ëüãù ôçò êÜìøåþò ôçò Ý÷åé ðáñáìïñöùèåß.) Áíôßèåôá ôá ôñßá ôåëåõôáßá
ìåãÝèç, äçëáäÞ: (á) ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x), (â) ç ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìç-
ôéêÞ äýíáìç) Q(x) êáé (ã) ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) åßíáé ìç÷áíéêÞò öýóåùò. (Áöïñïýí
äçëáäÞ óå óôáôéêÜ, ìç÷áíéêÜ ìåãÝèç êáôÜ ìÞêïò ôçò ðáñáìïñöùèåßóáò äïêïý.)

A2.1.3. Ïé ãåùìåôñéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Áò õðåíèõìßóïõìå êáé ðÜëé üôé óôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ëÝãïíôáò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò áíáöåñüìáóôå óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÁõôÝò åßíáé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ìå ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, üðùò åßíáé åäþ ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý: 0 ≤ x ≤ L.

Êáôáñ÷Þí, ç Þäç áíáöåñèåßóá ó÷Ýóç (2.1.1)

v′(x) = tan è(x) (2.1.3)

áðïôåëåß ìéá ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý: 0 < x < L. Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîß-
óùóç óõíäÝåé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) (óôï áñéóôåñü ìÝëïò) ìå ôç ãùíßá óôñïöÞò (Þ ãùíßá êëßóåùò
Þ óôñïöÞ) è(x) óôï äåîéü ìÝëïò. ÕðïèÝôïõìå ôç ãùíßá óôñïöÞò (Þ ãùíßá êëßóåùò Þ óôñïöÞ) è(x)
ãíùóôÞ óõíÜñôçóç êáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) Üãíùóôç. ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ðñüêåé-
ôáé ãéá ìéá ðÜñá ðïëý áðëÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (êáé ðñþôïõ âáèìïý
öõóéêÜ) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) êáé ãíùóôÞ ôç ãùíßá óôñïöÞò è(x).

Óå ìéá áñ÷éêÜ åõèýãñáììç äïêü, üðùò åî õðïèÝóåùò åßíáé ç ðáñïýóá óõíÞèçò äïêüò, áñ÷éêÜ
ìå v(x) ≡ 0, ç åëáóôéêÞ ðáñáìüñöùóÞ ôçò åîáéôßáò ôçò êÜìøåþò ôçò ïäçãåß óõíÞèùò óå ðïëý
ìéêñÝò ãùíßåò óôñïöÞò è(x), ïðüôå äå÷üìáóôå üôé

tan è(x) ≈ è(x). (2.1.4)

Áõôü åßíáé åýëïãï, üðùò Þäç îÝñïõìå êáé üðùò ðñïêýðôåé êáé áðü ôç ãíùóôÞ óåéñÜ Maclaurin
(óåéñÜ Taylor óôï óçìåßï è = 0) ôçò óõíáñôÞóåùò tan è. ÁõôÞ ç óåéñÜ Maclaurin Ý÷åé ôç ìïñöÞ

tan è = è + è3

3
+ 2 è5

15
+ 17 è7

315
+ 62 è9

2835
+ O(è11) (2.1.5)

ìå ðñþôï üñï ôï è.

ÅðïìÝíùò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.3) ðáßñíåé ôçí êÜðùò áðëïýóôåñç ðñïóåããéóôéêÞ ìïñöÞ

v′(x) = è(x). (2.1.6)

ÁõôÞ åßíáé ç ìïñöÞðïõ õðïèÝôåé óõíÞèùò üôé éó÷ýåé ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò êáé óôçí ïðïßá åêðñï-
èÝóåùò (ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò) áíôéêáôáóôÞóáìå ôï óýìâïëï ôçò ðñïóåããßóåùò ≈ ìå ôï óýìâïëï
ôçò éóüôçôáò= . ÂÝâáéáðñüêåéôáé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìüíï åÜí ç ãùíßá óôñïöÞò è(x) åßíáé ãíù-
óôÞ óõíÜñôçóç êáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) (ç ðáñÜãùãüò ôïõ v′(x) åßíáé ç êëßóç ôçò äïêïý, üðùò

3Óõ÷íÜ ãéá ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ôï óýìâïëï V áíôß ôïõQ éäßùò óôçí ÁìåñéêáíéêÞ âéâëéïãñáößá.
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áíáöÝñáìå) åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Ôüôå ðñÝðåé íá ëýóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.3),
ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x). Áíôßèåôá åßíáé äõíáôüí ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) íá
åßíáé áõôü ðïõ åßíáé ãíùóôü êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, Ýóôù áðü ìåôñÞóåéò óôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ
ôçò, äçëáäÞ óôï ó÷Þìá ôçò ðáñáìïñöùìÝíçò äïêïý ìåôÜ ôçí êÜìøç ôçò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ
æçôåßôáé ç ãùíßá óôñïöÞò è(x) êáé ç åîßóùóç (2.1.3) äåí áðïôåëåß ðéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, åðåéäÞ
ç ðáñÜãùãïò v′(x) èåùñåßôáé ãíùóôÞ (ìå ðáñáãþãéóç ôïõ ãíùóôïý âÝëïõò êÜìøåùò v(x)). Ôüôå
ç åîßóùóç (2.1.3) åßíáé áðëÜ Ýíáò ôýðïò ðïõ ìáò äßíåé åýêïëá ôç ãùíßá óôñïöÞò è(x).

Óôçí ðåñßðôùóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.6) ðñüêåéôáé ãéá ìéá éäéáßôåñá áðëÞ ãñáì-
ìéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ç ïðïßá åýêïëá ëýíåôáé ìå êáôåõèåßáí ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò ôç èÝóç x.
Ç ïëïêëÞñùóç áõôÞ ìáò äßíåé áìÝóùò

v(x) =
∫ x

0
è(î) dî + C (2.1.7)

öõóéêÜ ìå ôçí õðüèåóç üôé ç ãíùóôÞ ãùíßá óôñïöÞò è(x) åßíáé êáôÜëëçëç ðñïò ïëïêëÞñùóç
óõíÜñôçóç, ð.÷. ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. ÊÜôé ôÝôïéï (ç äõíáôüôçôá ïëïêëçñþóåùò ôçò
ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò è(x)) óôá ìåí ìáèçìáôéêÜ áðïôåëåß áðëÜ õðüèåóç, óôç äå Ìç÷áíéêÞ ôùí
Õëéêþí áíáãêáßá áðáßôçóç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óå Ýíá êáëÜ ïñéóìÝíï (êáëÜ ôïðïèåôçìÝíï)
ðñüâëçìá äïêïý êáé èåùñåßôáé üôé éó÷ýåé.

Óôç ëýóç áõôÞ (2.1.7) ôï ìåí ïëïêëÞñùìá ãñÜöôçêå óáí Ýíá óõíçèéóìÝíï ïëïêëÞñùìá, áëë’
åäþ ìå ôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò x ìåôáâëçôü. Óáí êÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò ôÝèçêå ôï x = 0
èåùñþíôáò óáí áñéóôåñü Üêñï ôçò äïêïý ôï óçìåßï x = 0. Ãéá íá áðïöåõ÷èåß óýã÷õóç ìåôáîý
ôïõ ìåôáâëçôïý Üíù ïñßïõ ïëïêëçñþóåùò x êáé ôçò ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò, ÷ñçóéìïðïéÞèçêå
ãéá ôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò ôï íÝï, âïçèçôéêü óýìâïëï î, ðïõ êáé áõôü âÝâáéá äçëþíåé èÝóç
êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Ðñïöáíþò 0 ≤ î ≤ x óôï ïëïêëÞñùìá ôçò ëýóåùò (2.1.7).

Áò óçìåéùèåß ó÷åôéêÜ üôé óôá ìáèÞìáôá ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ ç ìáèçìá-
ôéêÞ ó÷Ýóç

v(x) =
∫ x

0
è(x) dx + C (2.1.8)

èá èåùñåßôáé ìáèçìáôéêü ëÜèïò. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò x ðñÝðåé
íá ìåôáâÜëëåôáé óôï äéÜóôçìá [0, x] ìå äåîéü Üêñï ôï óçìåßï x êáé ôïýôï ðñïêáëåß ßóùò óýã÷õóç.
Áíáãíùñßæåôáé åíôïýôïéò üôé, áí êáé ìáèçìáôéêÜ åóöáëìÝíç, ç ó÷Ýóç (2.1.8) óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé
óôçí ôå÷íéêÞ (êáé ü÷é ìüíï) âéâëéïãñáößá áíôß ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç óùóôÞ ó÷Ýóç (2.1.7).

Óôçí ßäéá ëýóç (2.1.7) ðñïóôÝèçêå âÝâáéá êáé ìéá óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò: ç C. Áõôü åßíáé
åýëïãï ìåôÜ ôçí ïëïêëÞñùóç êáé áíáãêáßï, þóôå ç ëýóç áõôÞ íá áðïôåëåß ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.6), ðïõ ìðïñåß Ýôóé êé áëëéþò íá åðáëçèåõèåß ìå ðáñáãþãéóç. Ôüôå,
äçëáäÞðáñáãùãßæïíôáòùòðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x, åýêïëá åðéóôñÝöïõìåáðüôç ãåíéêÞ ëýóç (2.1.7)
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.6), áðü ôçí ïðïßá îåêéíÞóáìå.

ÂÝâáéá ó÷åäüí ðÜíôïôå ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äåí åíäéáöÝñåôáé ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.6), áëëÜ ìüíï ãéá ìéá ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò üðïõ äå èá õðåéóÝñ÷åôáé êáìßá óôáèåñÜ. ¸ôóé, õðïèÝôïíôáò åäþ üôé ãíùñßæïõìå ôçí
ôéìÞ v0 ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý, äçëáäÞ üôé

v(0) = v0, (2.1.9)

åýêïëá äéáðéóôþíïõìå (èÝôïíôáò x = 0) üôé ç ãåíéêÞ ëýóç (2.1.7) ðáßñíåé óôï Üêñï x = 0 ôç ìïñöÞ

v(0) = v0 = 0 + C = C �⇒ C = v0. (2.1.10)
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¢ñá (ìå C = v0) ðñïêýðôåé ç åîÞò ìåñéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.6), ðïõ óõìðåñé-
ëáìâÜíåé ôþñá êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (2.1.9):

v(x) = v0 +
∫ x

0
è(î) dî. (2.1.11)

Ôç óõãêåêñéìÝíç áõôÞ ëýóç ôçí áðïêáëïýìå åðßóçò êáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôé-
ìÞò (2.1.6) êáé (2.1.9), äçëáäÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò

v′(x) = è(x), v(0) = v0. (2.1.12)

Ôï ðñüâëçìá áõôü áðïôåëåßôáé áðü ìßá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (ôçí åîß-
óùóç (2.1.6)) êáé ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç (ôç óõíèÞêç (2.1.9)). ÖõóéêÜ, áí ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Þôáí
äåõôÝñáò ôÜîåùò, èá ÷ñåéáæüìáóôáí äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, áí Þôáí ôñßôçò, ôñåéò óõíèÞêåò, êëð.

ÎåêéíÞóáìå áðü ôçí ðÜñá ðïëý áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.3) êáé ôçí áíôßóôïé÷Þ ôçò ðñï-
óåããéóôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.6), ðïõ áöïñïýí óå ãåùìåôñéêÜ ìåãÝèç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý:
óôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) êáé óôçí áíôßóôïé÷ç ãùíßá óôñïöÞò (Þ ãùíßá êëßóåùò Þ áðëÜ óôñïöÞ) è(x).
Ðéóôåýïõìå üôé ôá ìåãÝèç áõôÜ åßíáé êáôáíïçôÜ óáí Ýííïéåò áðü ôç ãåùìåôñßá áêüìç êáé óôïí
ðñùôïåôÞ öïéôçôÞ/óôçí ðñùôïåôÞ öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Ëßãï äõóêïëüôåñç Ýííïéá, ãåùìåôñéêÞ êáé áõôÞ ðÜíôùò, åßíáé ç êáìðõëüôçôá ê = ê(x) ìéáò
êáìðýëçò (åäþ ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò ôçò äïêïý). Åßíáé ãíùóôü áðü ôïí Áðåéñïóôéêü Ëïãéóìü
óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ É üôé ç êáìðõëüôçôá ê = ê(x) ìéáò êáìðýëçò y = y(x) äßíåôáé áðü
ôïí ôýðï

ê(x) = y ′′(x)[
1 + y ′ 2(x)

] 3/2 ≡ y ′′(x)[√
1 + y ′ 2(x)

] 3 (2.1.13)

ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ ôçò ôåôñáãùíéêÞò ñßæáò.

Ãéá ôçí ðáñïýóá óõíÞèç äïêü, áðëÜ ãñÜöïíôáò v áíôß y, åðáíáëáìâÜíïõìå ôïí ðéï ðÜíù
ôýðï óôç ìïñöÞ

ê(x) = v′′(x)[
1 + v′ 2(x)

] 3/2 ≡ v′′(x)[√
1 + v′ 2(x)

] 3 . (2.1.14)

Ï ôýðïò áõôüò ìáò äßíåé ôçí êáìðõëüôçôá ê(x) ôçò ðáñáìïñöùìÝíçò (ëüãù ôçò êÜìøåþò ôçò)
äïêïý óå êÜèå óçìåßï ôçò x ìå 0 ≤ x ≤ L (ìå L, åðáíáëáìâÜíåôáé, ôï ìÞêïò ôçò äïêïý). Áðü
ôçí áíôßóôñïöç Üðïøç, ðïõ ðñïò ôï ðáñüí ßóùò óõíáíôÜ ôçí áäéáöïñßá (Þ áêüìç êáé ôç äõ-
óáñÝóêåéá) ôïõ ðñùôïåôïýò öïéôçôÞ êáé ôçò ðñùôïåôïýò öïéôÞôñéáò Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (êáé
ôïýôï åßíáé êáôáíïçôü), ï ßäéïò ôýðïò (2.1.14) ìðïñåß íá áðïôåëåß ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝ-
ñáò ôÜîåùò. Óôçí åîßóùóç áõôÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç v(x) (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ ç v) êáé
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ç x. ÊÜôé ôÝôïéï éó÷ýåé, üôáí åßíáé ãíùóôÞ ç êáìðõëüôçôá ê(x) êáé Üãíùóôï
ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x), äçëáäÞ åßíáé Üãíùóôç ç åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò äïêïý. Äå öôÜíåé ðïõ åßíáé
äåõôÝñáò ôÜîåùò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ç åîßóùóç (2.1.14), åßíáé åðéðëÝïí êáé ìç ãñáììéêÞ ëüãù ôïõ
ìç ãñáììéêïý üñïõ v′ 2(x) óôç ñßæá ôïõ ðáñïíïìáóôÞ. Áò óçìåéùèåß âÝâáéá ðáñåíèåôéêÜ üôé ìå
ôçí åîÞò áëëáãÞ ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò: z = v′ (ïðüôå êáé z′ = v′′) ç ôÜîç ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (2.1.14) ìåéþíåôáé áìÝóùò áðü äåýôåñç óå ðñþôç, ãéáôß ôþñá

ê(x) = z′(x)[
1 + z2(x)

] 3/2 ≡ z′(x)[√
1 + z2(x)

] 3 . (2.1.15)

¼ìùò óôéò óõíÞèåéò äïêïýò, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå, ç êëßóç ôïõò v′(x) ìåôÜ ôçí êáìðôéêÞ
ðáñáìüñöùóÞ ôïõò (ïðüôå ðáßñíïõí ôï ó÷Þìá ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò ôïõò óôç óõãêåêñéìÝíç
êÜìøç ôïõò) åßíáé ðïëý ìéêñÞ, áò ðïýìå |v′(x)| < 1/10. Ôüôå ôï ôåôñÜãùíü ôçò åßíáé ðïëý--ðïëý
ìéêñüôåñï, óõãêåêñéìÝíá v′ 2(x) < 1/100 ãéá |v′(x)| < 1/10. ÅðïìÝíùò, óõãêñéíüìåíï ìå ôç ìï-
íÜäá óôçí ôåôñáãùíéêÞ ñßæá ôïõ ðáñïíïìáóôÞ óôç ó÷Ýóç (2.1.14), áðëÜ ìðïñåß íá áãíïçèåß êáé



38 (ÊåöÜëáéï A2) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ðñáãìáôéêÜ ðÜíôïôå áãíïåßôáé áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç ìç ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.14) ðñïóåããßæåôáé áðü ôçí áíôßóôïé÷ç êáé ôüóï áðëÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç

ê(x) = v′′(x) ⇐⇒ v′′(x) = ê(x). (2.1.16)

Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ôçò ðñïóåããéóôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ìéáò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò áðü ãñáììéêÞ ïíïìÜæåôáé ãñáììéêïðïßçóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ç ãñáììéêïðïßçóç
åßíáé õðïëïãéóôéêÜ ðïëý ùöÝëéìç, åðåéäÞ ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óõíÞèùò ëýíïíôáé
ðïëý ðéï åýêïëá áðü ôéò ìç ãñáììéêÝò. Áíôßèåôá ïé ìç ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óõíÞèùò
äå ìðïñïýí íá åðéëõèïýí ìå êëåéóôü ôýðï, áëëÜ êáé áñéèìçôéêÜ åßíáé ðïëý ðéï äýóêïëåò óôçí
åðßëõóÞ ôïõò áðü ôéò ãñáììéêÝò. Ôïíßæåôáé åðßóçò üôé, üðùò Þäç äéåõêñéíßóèçêå, ôï óöÜëìá óôçí
ðáñáðÜíù ðñïóÝããéóç (2.1.16) åßíáé êõñéïëåêôéêÜ åëÜ÷éóôï ãéá áñ÷éêÜ åõèýãñáììåò äïêïýò õðü
óõíçèéóìÝíç åëáóôéêÞ êáìðôéêÞ êáôáðüíçóç. ¢ñá ç ãñáììéêïðïßçóç äåí åéóÜãåé êáèüëïõ óçìá-
íôéêü óöÜëìá óôéò óõíÞèåéò (êáé áñ÷éêÜ åõèýãñáììåò) äïêïýòðïõ óõíáíôÜ ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò.
ÐñÝðåé åðïìÝíùò áõôüò íá èåùñåß ôïí åáõôü ôïõ ðïëý ôõ÷åñü áð’ áõôÞò ôçò áðüøåùò.

ÁõôÞ åßíáé ç åîßóùóç ôçí ïðïßá èá ÷ñçóéìïðïéïýìå áðü äù êáé ðÝñá: ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (2.1.16), ç ïðïßá ðñïÝêõøå áðü ôç ãñáììéêïðïßçóç ôçò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (2.1.14). Áí êáé ç åîßóùóç (2.1.16) åßíáé ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò,
åíôïýôïéò êáìßá õðïëïãéóôéêÞ äõóêïëßá äåí ðáñïõóéÜæåé. ÁðëÜ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí åýñåóç ôçò
ãåíéêÞò ëýóåþò ôçò v(x) äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò, êáôÜ ôéò ïðïßåò ðáñïõóéÜæïíôáé ðñïöá-
íþò êáé äýï óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò C1 êáé C2. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ç ðñþôç ïëïêëÞñùóç ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.16) ïäçãåß óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

v′(x) =
∫ x

0
ê(î) dî + C1 (2.1.17)

ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò âïçèçôéêÞò ìåôáâëçôÞò, ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò î. Óôç óõíÝ÷åéá ç äåýôåñç
ïëïêëÞñùóç ïäçãåß óôç ãåíéêÞ ëýóç

v(x) =
∫ x

0

[ ∫ ç

0
ê(î) dî

]
dç + C1x + C2 (2.1.18)

ìå ôç ÷ñÞóç êáé äåýôåñçò âïçèçôéêÞò ìåôáâëçôÞò, ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò ç óôç äåýôåñç
ïëïêëÞñùóç óôï äéáäï÷éêü ïëïêëÞñùìá áõôÞò ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (2.1.18).

Ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí äýï óôáèåñþí C1 êáé C2 ìðïñåß åýêïëá íá ãßíåé ìå ôç ÷ñÞóç äýï óõíèç-
êþí, ð.÷. ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí

v(0) = v0, v′(0) = è0 (2.1.19)

(âÝëïò êÜìøåùò êáé ãùíßá óôñïöÞò áíôßóôïé÷á) óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý ðïõ åîåôÜ-
æïõìå õðü ôçí ðáñáäï÷Þ (2.1.6) (v′(x) = è(x)) ðïõ Þäç Ýãéíå. ÅðïìÝíùò, åîáéôßáò ôçò äåýôåñçò
áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (2.1.19), ç åíäéÜìåóç ó÷Ýóç (2.1.17) ðáßñíåé ôçí åîÞò ìïñöÞ óôï Üêñï x = 0:

v′(0) = è0 = 0 + C1 = C1 �⇒ C1 = è0 �⇒ v′(x) =
∫ x

0
ê(î) dî + è0. (2.1.20)

Óôç óõíÝ÷åéá, åîáéôßáò êáé ôçò ðñþôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (2.1.19), ç ãåíéêÞ ëýóç (2.1.18) ìáò
äßíåé óôï Üêñï x = 0

v(0) = v0 = 0+0+C2 = C2 �⇒ C2 = v0 �⇒ v(x) =
∫ x

0

[ ∫ ç

0
ê(î) dî

]
dç+è0x+ v0, (2.1.21)

üðïõðÞñáìå ôï èÜññïò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôçí Þäç åõñåèåßóá ôéìÞC1 = è0 ôçò óôáèåñÜòC1.
ÅðïìÝíùò ç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.16) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò
äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (2.1.19) Þ, ìå Üëëåò ëÝîåéò, ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí

v′′(x) = ê(x), v(0) = v0, v′(0) = è0 (2.1.22)



ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ ÃÉÁ ÔÏÍ ÐÏËÉÔÉÊÏ ÌÇ×ÁÍÉÊÏ (ÊåöÜëáéï A2) 39

åßíáé ç åîÞò:

v(x) = v0 + è0x +
∫ x

0

[ ∫ ç

0
ê(î) dî

]
dç. (2.1.23)

Óôç ëýóç áõôÞ ðÞñáìå ôçí ðñùôïâïõëßá íá áëëÜîïõìå êáé ôç óåéñÜ ôùí ðñïóèåôÝùí óôï äåîéü
ìÝëïò, þóôå íá ôáéñéÜæåé ìå ôç ìïñöÞ ðïõ èá Þèåëå íá Ý÷åé ìðñïóôÜ ôïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò.

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé ç ëýóç áõôÞ (2.1.23) åðáëçèåýåé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = v0, üðùò
ðñïêýðôåé áìÝóùò èÝôïíôáò ó’ áõôÞí x = 0. Ðáñáãùãßæïíôáò ôçí ßäéá ëýóç ìßá öïñÜ ùò ðñïò x
(ìç ëçóìïíþíôáò âÝâáéá ôá ôçò ðáñáãùãßóåùò åíüò ïëïêëçñþìáôïò ìå ìåôáâëçôü ôï Üíù üñéï
ïëïêëçñþóåùò, åäþ ôï x), ïäçãïýìáóôå óôçí ðáñÜãùãï

v′(x) = è0 +
∫ x

0
ê(î) dî, (2.1.24)

ðïõ Þäç åß÷áìå óôç ó÷Ýóç (2.1.20). Áðü ôçí ðáñÜãùãï áõôÞ äéáðéóôþíïõìå Üìåóá (èÝôïíôáò êáé
ðÜëé x = 0) ôçí éó÷ý êáé ôçò äåýôåñçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò v′(0) = è0. Êáé ìßá áêüìç ðáñáãþãéóç,
áõôÞí ôç öïñÜ ôçò ó÷Ýóåùò (2.1.24), ìáò ïäçãåß óôçí ôåëéêÞ ó÷Ýóç

v′′(x) = ê(x), (2.1.25)

äçëáäÞ óôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (2.1.16) (ôçí ðñþôç áðü ôéò åîéóþóåéò (2.1.22)).

Åðáëçèåýèçêå åðïìÝíùò ç ëýóç (2.1.23) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (2.1.22) êáé ùò ðñïò
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ùò ðñïò ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. H åðáëÞèåõóç áõôÞ ðïõ êÜíáìå
Þôáí áñêåôÜ áðëÞ ßóùò ìå åîáßñåóç ôçí ðáñáãþãéóç ôïõ ïëïêëçñþìáôïò. Eíôïýôïéò ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò Ý÷ïíôáò íá åðéôåëÝóåé ôüóï õðåýèõíï ôå÷íéêü Ýñãï ðñÝðåé ðÜíôïôå íá åðáëçèåýåé
ôéò ëýóåéò ðïõ âñßóêåé óôá ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ áíôéìåôùðßæåé. Ç åðáëÞèåõóç áõôÞ ìðïñåß
íá åßíáé åßôå Üìåóç, üðùò Ýãéíå åäþ, åßôå ìå ôç ÷ñÞóç ìéáò åíôåëþò äéáöïñåôéêÞò ìåèüäïõ åðé-
ëýóåùò, ðïõ ðñÝðåé üìùò íá ïäçãåß ïõóéáóôéêÜ óôá ßäéá áðïôåëÝóìáôá. Ç ÷ñÞóç äéáöïñåôéêÞò
ìåèüäïõ ìðïñåß íá áöïñÜ, ð.÷. óôçí åðßëõóç ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (üðùò ç ðá-
ñïýóá) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, óôçí ïðïßá üìùò äåí Ý÷ïõìå áêüìç áíáöåñèåß.
ÕðÜñ÷åé åðßóçò ç äõíáôüôçôá åðéëïãÞò êáé ìéáò Üëëçò åíôåëþò äéáöïñåôéêÞò ìáèçìáôéêÞò ìïíôå-
ëïðïéÞóåùò ôïõ ôå÷íéêïý ðñïâëÞìáôïò, ð.÷. ìå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç4 áíôß ãéá äéáöïñéêÞ óôï
ðáñüí ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. ÁíÜëïãá ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ìÝèïäïò ôùí Óõíïñéáêþí
Óôïé÷åßùí ãéá ôçí åðáëÞèåõóç áðïôåëåóìÜôùí ðïõ âñÝèçêáí ìå ôç ìÝèïäï ôùí ÐåðåñáóìÝíùí
Óôïé÷åßùí (Þ ôï áíôßóôñïöï), ð.÷. ó’ Ýíá äßóêï (åðßðåäï ìÝóïí ÷ùñßò êÜèåôç öüñôéóç), óå ìéá
ðëÜêá (áõôÞ êáé ìå êÜèåôç öüñôéóç) Þ ó’ Ýíá êÝëõöïò óå ìéá êáôáóêåõÞ, êëð.

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé óêüðéìï íá êÜíïõìå êáé ôéò åîÞò ôñåéò ðáñáôçñÞóåéò:

(á) Åííïåßôáé üôé óå üëåò ôéò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé ôéò ëýóåéò ôïõò ç ìåôáâëçôÞ x
ìåôáâÜëëåôáé ìüíï êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý óôï äéÜóôçìá 0 ≤ x ≤ L. ÅÜí Ý÷ïõìå êÜðïéá ðáñÜãùãï
óôá Üêñá ôçò äïêïý x = 0 êáé x = L, ðñÝðåé íá ôçí åñìçíåýóïõìå óáí ìïíüðëåõñç (ü÷é äßðëåõñç
üðùò óõíÞèùò) ðáñÜãùãï, äçëáäÞ ðáñÜãùãï áðü ôá äåîéÜ óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò äïêïý x = 0
êáé ðáñÜãùãï áðü ôá áñéóôåñÜ óôï äåîéü Üêñï ôçò äïêïý x = L. Ç äïêüò ìáò åßíáé ðåðåñáóìÝíç
(0 ≤ x ≤ L): äåí Ý÷åé åðïìÝíùò êáíÝíá íüçìá íá ÷ñçóéìïðïéïýìå óçìåßá x (Þ î Þ ç) åêôüò áõôÞò.

(â) Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ôï äéáäï÷éêü ïëïêëÞñùìá óôç ëýóç (2.1.23) ìðïñåß áñêåôÜ åýêïëá
íá ìåôáôñáðåß óå áðëü ïëïêëÞñùìá ìå ôç ÷ñÞóç ðáñáãïíôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.

(ã) Áò óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôé ðÝñá áðü ôéò äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.6) (ôçí åîßóùóç
v′(x) = è(x)) êáé (2.1.16) (ôçí åîßóùóç v′′(x) = ê(x)), éó÷ýåé êáé ç åîßóïõ áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

è′(x) = ê(x). (2.1.26)

4Ïé ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò áðïôåëïýí ìÝñïò ôçò ýëçò ôïõ ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ. Ç ìåëÝôç
ôïõò êáé åöáñìïãÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðåñéëáìâÜíïíôáé óôï ÌÝñïò Ã ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí.
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Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ðñïêýðôåé Üìåóá ðáñáãùãßæïíôáò ôçí åîßóùóç (2.1.6) êáé áíôéêáèé-
óôþíôáò ôï áðïôÝëåóìá v′′(x) = è′(x) óôçí åîßóùóç (2.1.16). Åííïåßôáé üôé åßíáé êáé áõôÞ ðñïóåããé-
óôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðïõ üìùò éó÷ýåé áñêåôÜ êáëÜ óå ðñïâëÞìáôá óõíÞèùí äïêþí. Èá Þôáí
üìùò ëÜèïò íá éó÷õñéóèïýìå üôé åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü áðü ðñáêôéêÞò
áðüøåùò: äåí åßíáé! Åäþ ôçí áíáöÝñáìå áðëÜ ãéá ëüãïõò ðëçñüôçôáò ôçò ðáñáãñÜöïõ áõôÞò
ùò ðñïò ôá ôñßá ãåùìåôñéêÜ ìåãÝèç: v(x) (âÝëïò êÜìøåùò), è(x) (ãùíßá óôñïöÞò Þ ãùíßá êëßóåùò
Þ óôñïöÞ) êáé ê(x) (êáìðõëüôçôá) êáôÜ ìÞêïò ôçò êáìöèåßóáò óõíÞèïõò äïêïý ðïõ åîåôÜæïõìå.

A2.1.4. Ïé óôáôéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôç ÷ñÞóç êáé ôùí ôñéþí óôáôéêþí, ìç÷áíéêþí ìåãåèþí êáôÜ ìÞ-
êïò ôçò äïêïý: ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò (Þ ñïðÞò êÜìøåùò) M(x) (óõ÷íÜ óå kNm), ôçò ôÝìíïõóáò
äýíáìçò Q(x) (óõ÷íÜ óå kN) êáé ôçò êÜèåôçò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x) (óõ÷íÜ óå kN/m)
êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Ïé ó÷åôéêÝò âáóéêÝò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åßíáé ãíùóôÝò áðü ôï
ìÜèçìá ôçò Ôå÷íéêÞòÌç÷áíéêÞò--ÓôáôéêÞò ôïõ 1ïõ ÅîáìÞíïõ Óðïõäþí. Ïé åîéóþóåéò áõôÝò ðñïÝñ-
÷ïíôáé áðü ôç óôáôéêÞ éóïññïðßá óôïé÷åéþäïõò, áðåéñïóôïý ôìÞìáôïò dx ôçò äïêïý. Ðñüêåéôáé
ãéá ôçí åîßóùóç

M′(x) = Q(x), (2.1.27)

ðïõ åêöñÜæåé ôçí éóïññïðßá ôùí êáìðôéêþí ñïðþí (ñïðþí êÜìøåùò) óôï óôïé÷åßï ìÞêïõò dx
ôçò äïêïý, êáèþò êáé ôçí åîßóùóç

Q′(x) = p(x), (2.1.28)

ðïõ äçëþíåé ôçí éóïññïðßá ôùí êÜèåôùí äõíÜìåùí: ôçò êÜèåôçò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x)
êáé ôùí ôåìíïõóþí äõíÜìåùí Q(x) (Þ V (x)) óôï ßäéï óôïé÷åéþäåò ìÞêïò dx ôçò äïêïý. (Õðïôßèåôáé
âÝâáéá üôé äåí õðÜñ÷åé áîïíéêÞ öüñôéóç Í ôçò äïêïý ïýôå åöåëêõóôéêÞ, áëë’ ïýôå êáé èëéðôéêÞ.)

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò äýï áõôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.27) êáé (2.1.28), äçëáäÞ ðáñáãùãßæï-
íôáò ôçí ðñþôç (ùò ðñïò ôç èÝóç x öõóéêÜ, 0 ≤ x ≤ L) êáé áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ôÝìíïõóá
äýíáìç Q(x) óôç äåýôåñç, ðñïêýðôåé êáé ç åîÞò ôñßôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

M′′(x) = p(x). (2.1.29)

Êáé óôïõò ôñåéò áõôïýò ôýðïõò (2.1.27), (2.1.28) êáé (2.1.29) õðïèÝôïõìå âÝâáéá üôé ç óõíÜñ-
ôçóç óôï áñéóôåñü ìÝëïò åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé ç óõíÜñôçóç óôï äåîéü ìÝëïò ç ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç. Ôüôå ìüíï ìðïñïýìå íá ìéëÜìå ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

Êáé ïé ôñåéò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.27), (2.1.28) êáé (2.1.29) åßíáé áðëÝò ãñáììéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ Üìåóá ìðïñïýí íá åðéëõèïýí ìå ìßá êáôåõèåßáí ïëïêëÞñùóç ãéá ôéò äýï
ðñþôåò: ôéò (2.1.27) êáé (2.1.28) êáé ìå äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò ãéá ôçí ôñßôç: ôç (2.1.29).
ÁõôÜ åßíáé åíôåëþò áíÜëïãá ìå ü,ôé Þäç ðáñïõóéÜóèçêå óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á2.1.3
åêåß ãéá ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.6), (2.1.26) êáé (2.1.16), ðïõ õðïëïãéóôéêÜ åßíáé åíôåëþò
áíÜëïãåò ìå ôéò (2.1.27), (2.1.28) êáé (2.1.29) áíôßóôïé÷á.

A2.1.5. Ïé ôåëéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé âÝâáéá íá óçìåéùèåß üôé ïé ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.6), (2.1.26)
êáé (2.1.16) áöïñïýóáí óôá ãåùìåôñéêÜ ìåãÝèç v(x), è(x) êáé ê(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (0 ≤ x ≤ L).
Áíôßèåôá ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.27), (2.1.28) êáé (2.1.29) áöïñïýí óôá ìç÷áíéêÜ, óôáôéêÜ
ìåãÝèç M(x), Q(x) êáé p(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò ßäéáò äïêïý. ÁðïìÝíåé ç óýíäåóç, ï óõíäåôéêüò êñßêïò
ìåôáîý ãåùìåôñéêþí êáé óôáôéêþí ìåãåèþí, ç ïðïßá åßíáé åöéêôÞ ìå ôï èåìåëéþäç ôýðï

ê(x) = M(x)
EI

⇐⇒ M(x) = ÅÉ ê(x). (2.1.30)
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Èá Þôáí áíåéëéêñéíÞò ï äéäÜóêùí, åÜí éó÷õñéæüôáí üôé ï ôýðïò áõôüò åßíáé ãíùóôüò áðü ôçí
Ôå÷íéêÞ Ìç÷áíéêÞ--ÓôáôéêÞ: äåí åßíáé! Åßíáé ôýðïò ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí óôï 4ï ÅîÜìçíï
Óðïõäþí, áëë’ åßíáé ôüóï áðëüò, éäßùò áí ðáñáëåéöèåß ç ìåôáâëçôÞ x, äçëáäÞ áí ãñÜøïõìå

ê = M
EI

⇐⇒ M = ÅÉê. (2.1.31)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óôïé÷åéþäç ãñáììéêü ôýðï (êáé ÷ùñßò ðáñáãþãïõò âÝâáéá), ðïõ ìáò ëÝåé ðùò
ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (ñïðÞ êÜìøåùò) Ì åßíáé áíÜëïãç ôçò êáìðõëüôçôáò ê ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò
ôçò óõíÞèïõò äïêïý ðïõ åîåôÜæïõìå. Ï óõíôåëåóôÞò áíáëïãßáò EI åßíáé ç êáëïýìåíç äõóêáìøßá
(êáé ü÷é áêáìøßá5) ôçò åëáóôéêÜ ðáñáìïñöïýìåíçò ðáñïýóáò óõíÞèïõò äïêïý õðü óõíèÞêåò
êÜìøåùò. Óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí áðïäåéêíýåôáé üôé ç äõóêáìøßá EI ôçò ðáñïýóáò óõíÞèïõò
äïêïý åßíáé ôï ãéíüìåíï ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò E (ðïõ ìåôñéÝôáé óå Pa = N/m2 Þ óå ðïëëáðëÜ-
óéÜ ôïõ, ð.÷. óå kPa) ôïõ ïìïãåíïýò, éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò åðß ôç ñïðÞ
áäñáíåßáò É (ðïõ ìåôñéÝôáé óå m4) ôçò äéáôïìÞò ôçò ùò ðñïò ôïí ïõäÝôåñï ÜîïíÜ ôçò êáôÜ ôçí
êÜìøç. Óôéò óõíÞèåéò äïêïýò ç äõóêáìøßá EI õðïôßèåôáé óôáèåñÞ êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý.

Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ï ðéï ðÜíù èåìåëéþäçò ôýðïò (2.1.30) (Þ (2.1.31)) ðñïêýðôåé óôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí õðü ïñéóìÝíåò áðëïðïéçôéêÝò ðáñáäï÷Ýò ãéá ôç äïêü êáé ôçí êáìðôéêÞ
êáôáðüíçóÞ ôçò. ÁõôÝò üìùò ãßíïíôáé ãåíéêÜ äåêôÝò óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò óõíÞèùí
äïêþí áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ðïëý áêñéâÝóôåñïé ôýðïé ðñïêýðôïõí óôçí áíôéìåôþðéóç
äïêþí óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ìÝóù ôçò ÌáèçìáôéêÞò Èåùñßáò ôçò Åëáóôéêüôçôáò áíôß ôçò
ðïëý áðëïýóôåñçò Ôå÷íéêÞò Èåùñßáò ôçò ÊÜìøåùò. Äåí õðÜñ÷åé üìùò ëüãïò óôï ðáñüí ìÜèçìá
ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ íá õðåéóÝëèïõìå óå ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò. Äå ìáò áöïñïýí!

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãñáììéêü ôýðï (2.1.30) (éóïäýíáìá (2.1.31)), ðïõ
óõíäÝåé ôçí êáìðõëüôçôá ê(x) ìå ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x), ìðïñïýìå ðëÝïí
ðïëý åýêïëá íá êáôáóêåõÜóïõìå êáé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ óõíäÝïõí ãåùìåôñéêÜ êáé óôáôéêÜ
ìåãÝèç. Ç ðéï óçìáíôéêÞ áðü áõôÝò ðñïêýðôåé, ìüëéò èÝóïõìå ê(x) = M(x)/(EI) (ôýðïò (2.1.30))
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.16) (v′′(x) = ê(x)) êáé Ý÷åé ôç ìïñöÞ

v′′(x) = M(x)
EI

. (2.1.32)

Ðñüêåéôáé ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóçðïõ óõíäÝåé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ìå ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞM(x)
êáé åßíáé ðñáãìáôéêÜ ìéá ðïëý óçìáíôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ÐáñáãùãßæïíôÜò ôçí (ùò ðñïò x
åííïåßôáé) êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôç âáóéêÞ ó÷Ýóç (2.1.27) (M′(x) = Q(x)) ìåôáîý êáìðôéêÞò
ñïðÞò M(x) êáé ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q(x), âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

v′′′(x) = Q(x)
EI

. (2.1.33)

Ìå áêüìç ìßá ðáñáãþãéóç ùò ðñïò x êáé ðáßñíïíôáò õðüøç êáé ôç ó÷Ýóç (2.1.28) (Q′(x) = p(x)),
ðïõ óõíäÝåé ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) ìå ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x), ïäçãïýìáóôå
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

EIv′′′′(x) = p(x), éóïäýíáìá v′′′′(x) = p(x)
EI

. (2.1.34)

5Ïé ëÝîåéò Üêáìðôïò êáé áêáìøßá áíáöÝñïíôáé óå Ýíá áðüëõôá óôåñåü óþìá, ðïõ äå ìðïñåß íá êáìöèåß êáèüëïõ,
åßíáé áðáñáìüñöùôï. Áíôßèåôá, ïé ëÝîåéò äýóêáìðôïò êáé äõóêáìøßá áíáöÝñïíôáé óå Ýíá ðáñáìïñöþóéìï óôåñåü
óþìá, üðùò ç ðáñïýóá óõíÞèçò äüêïò, ðïõ äåí åßíáé áðüëõôá óôåñåü êáé ìðïñåß åðïìÝíùò íá êáìöèåß, ðáñüëï
âÝâáéá ðïõ ðáñïõóéÜæåé ìéêñÞ Þ ìåãÜëç áíôßóôáóç óôçí êÜìøç åîáéôßáò ôçò äõóêáìøßáò ôïõ. Åäþ óôçí ðåñßðôùóç
åíüò áðëïý ãñáììéêïý öïñÝá: ôçò óõíÞèïõò äïêïý, ôï ìÝôñï äõóêáìøßáò ôçò äïêïý éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï EI, ðïõ ãéá
áðëüôçôá êáëåßôáé êáé áõôü äõóêáìøßá (áíôß ìÝôñï äõóêáìøßáò). ×ñçóéìïðïéåßôáé äçëáäÞ ï ßäéïò üñïò: äõóêáìøßá
ôüóï ãéá ôçí éäéüôçôá ôçò äõóêáìøßáò üóï êáé ôï ìÝôñï ôçò éäéüôçôáò áõôÞò, åäþ, óôç äïêü, ôï ãéíüìåíï EI. ÁíÜëïãá êáé
óå åðéöáíåéáêïýò öïñåßò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý: ðëÜêåò êáé êåëýöç, ðïõ ðáñïõóéÜæïõí êáé áõôïß äõóêáìøßá (ìå
åíôåëþò äéáöïñåôéêÜ ìÝôñá äõóêáìøßáò öõóéêÜ!), êëð. Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ç êÜìøç ôçò äïêïý
åßíáé áõôÞ ðïõ äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò v(x), äçëáäÞ ôï ó÷Þìá ôçò, ôç ìïñöÞ ôçò ìåôÜ ôçí ðáñáìüñöùóç.
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ÖõóéêÜ ïé ðáñÜãùãïé óå üëåò áõôÝò ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìðïñïýí êÜëëéóôá íá ãñáöïýí
êáé ìå ôï ðéï åðßóçìï óýìâïëï d ãéá ôç óõíÞèç ðáñáãþãéóç, äçëáäÞ

d2v(x)
dx2

= M(x)
EI

,
d3v(x)
dx3

= Q(x)
EI

,
d4v(x)
dx4

= p(x)
EI

. (2.1.35)

ÅÜí ðáñáëåßøïõìå ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x (ðïõ äçëþíåé ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý:
0 ≤ x ≤ L) óôéò ìåôáâëçôÝò ôùí óõíáñôÞóåùí v = v(x), M = M(x), Q = Q(x) êáé p = p(x), ïé ßäéåò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðáßñíïõí ôéò êÜðùò áðëïýóôåñåò (áëë’ áðüëõôá éóïäýíáìåò) ìïñöÝò ôïõò

d2v
dx2

= M
EI

,
d3v
dx3

= Q
EI

,
d4v
dx4

= p
EI

. (2.1.36)

Áõôü ôï êÜíïõìå ìå ôçí åëðßäá üôé äå èá õðÜñîåé êÜðïéá ðáñåñìçíåßá, ð.÷. ç ðáñåñìçíåßá ðùò
ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p = p(x) åßíáé áðëÜ ìéá óôáèåñÜ óôçí ôñßôç áðü ôéò äéáöïñéêÝò
áõôÝò åîéóþóåéò.

ÄéáèÝôïõìå ëïéðüí ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x)
óå óõíÞèç äïêü õðü êÜìøç. Ðïéá èá ðñÝðåé íá ðñïôéìÞóåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò; Ç ãíþìç ôïõ
ãñÜöïíôá åßíáé ç åîÞò: åêåßíç ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ïðïßáò îÝñåé ôï äåîéü ìÝëïò, äçëáäÞ:
(á) ÅÜí áñ÷éêÜ ãíùñßæåé ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, ôçí
ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.32), (â) ÅÜí áñ÷éêÜ ãíùñßæåé ôçí ôÝìíïõóá äýíáìçQ(x), ôç äåýôåñç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.33), êáé (ã) ÅÜí áñ÷éêÜ ãíùñßæåé ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x),
ôçí ôñßôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.34). ÁõôÞ åßíáé ç ãíþìç ôïõ ãñÜöïíôá êáé ðïëëþí Üëëùí.

ÕðÜñ÷åé áóöáëþò (êáé åßíáé êáé áñêåôÜ äçìïöéëÞò ìÜëéóôá) êáé ç áíôßèåôç ãíþìç, ðïõ ðáñï-
ôñýíåé ôïí ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü íá ÷ñçóéìïðïéåß ðÜíôïôå ôçí ðñþôç áðü ôéò ôñåéò áõôÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò, ôçí åîßóùóç (2.1.32), ãéáôß åßíáé ìüëéò äåõôÝñáò ôÜîåùò (Ýíáíôé ôñßôçò êáé ôåôÜñôçò ôùí
åðüìåíùí äýï áíôßóôïé÷á). Ç äåýôåñç áõôÞ äõíáôüôçôá áðáéôåß âÝâáéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò
êáìðôéêÞò ñïðÞò M(x) áðü ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) (áí åßíáé ãíùóôÞ) ìå ïëïêëÞñùóç (áíáëõ-
ôéêÜ Þ êáé ãñáöéêÜ). Áí åßíáé ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) ç áñ÷éêÜ ãíùóôÞ óõíÜñôçóç,
áðáéôïýíôáé äýï ïëïêëçñþóåéò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò M(x) ðñéí áðü ôçí
ðñáãìáôéêÞ ÷ñÞóç ôçò ðñþôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.32): áõôÞò ìå ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞM(x)
óôï äåîéü ìÝëïò ôçò. Áõôïíüçôï åßíáé âÝâáéá üôé ç ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç áðü ôéò (2.1.35)
Þ (2.1.36) (ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.32)) ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò (ôçò åëá-
óôéêÞò ãñáììÞò) v(x) áðáéôåß ôç ÷ñÞóç äýï óõíèçêþí (åðåéäÞ åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò), ç äåýôåñç
ôñéþí óõíèçêþí (åðåéäÞ åßíáé ôñßôçò ôÜîåùò) êáé ç ôñßôç ôåóóÜñùí óõíèçêþí, åðåéäÞ åßíáé ôåôÜñ-
ôçò ôÜîåùò. Ïé óõíèÞêåò áõôÝò åßíáé áðüëõôá áíáãêáßåò, þóôå íá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôç æçôïýìåíç
ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá óõíÞèïõò äïêïý ðïõ åîåôÜæïõìå, êáé èá
áíáöåñèïýìå åêôåíþò ó’ áõôÝò áìÝóùò ðéï êÜôù.

Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé óå üëåò ôéò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ïé èåôéêÝò öïñÝò èåùñÞèç-
êáí ðñïò ôá åðÜíù (äçëáäÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óõíçèéóìÝíï óýóôçìá Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝ-
íùíOxy). ÐÜñáðïëëÝò öïñÝò üìùò óå äïêïýò (áëëÜ êáé óå ðëÜêåò) ï ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò èåùñåß
ôïí Üîïíá Oy ðñïò ôá êÜôù (óå ðëÜêåò ôïí Üîïíá Oz). ¸ôóé Ý÷åé ðéï óõ÷íÜ èåôéêÜ âÝëç êÜìøåùò
êáé åðßóçò ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) Ý÷åé èåôéêü ðñüóçìï, üôáí êáôåõèýíåôáé ðñïò ôá
êÜôù, üðùò êáé ðñáãìáôéêÜ óõíÞèùòóõìâáßíåé óôçíðñÜîç ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý. Áò ãßíåé êá-
ôáíïçôü üôé ó’ áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò ïñéóìÝíá ðñüóçìá óôéò ðñïçãïýìåíåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
áëëÜæïõí, ãßíïíôáé ðëçí (−) áíôß óõí (+). Åäþ ôá ðñÜãìáôá åßíáé ðéï áðëÜ áðü ôçò ìáèçìáôéêÞò
óêïðéÜò (äõóôõ÷þò üìùò ü÷é êáé áðü ôçò êáèáñÜ ôå÷íéêÞò óêïðéÜò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý):
óõíå÷þò ðñüóçìï óõí (+) êáé óõíçèéóìÝíï Êáñôåóéáíü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí Oxy, üðùò ôï
îÝñïõìå óôá ÌáèçìáôéêÜ. Áõôü ðñïôéìÞèçêå êáé ßóùò íá åßíáé êáëýôåñá Ýôóé!



ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ ÃÉÁ ÔÏÍ ÐÏËÉÔÉÊÏ ÌÇ×ÁÍÉÊÏ (ÊåöÜëáéï A2) 43

A2.1.6. Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá ôçò äïêïý

Ó÷åäüí ðÜíôïôå (êáé óôç ÓôáôéêÞ ðÜíôïôå) ìéá óõíÞèçò äïêüò åßíáé óôåñåùìÝíç, þóôå íá ìç
ìðïñåß íá êéíçèåß. Åäþ ðåñéïñéæüìáóôå óôçí ðïëý áðëÞ ðåñßðôùóç óôçñßîåùò ôçò äïêïý ìüíï
óôá Üêñá ôçò Þ ìå ðÜêôùóç óôï Ýíá Üêñï ôçò êáé ìå åëåýèåñï ôï Üëëï Üêñï ôçò. Óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ áíáöåñèÞêáìå Þäç ðñïçãïõìÝíùò óôçí ðñþôç ÐáñÜãñáöï Á2.1.1 ôïýôçò ôçò åíüôçôáò.

¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôñåéò ðåñéðôþóåéò Üêñùí äïêïý (èåùñþíôáò åíäéÜìåóá ôç äïêü áðüëõôá
åëåýèåñç), åßôå áñéóôåñþí åßôå äåîéþí Üêñùí óôç äïêü, êáé ôéò ó÷åôéêÝò óõíèÞêåò, ðïõ êáëïýíôáé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, åöüóïí áöïñïýí êáé óôá äýï Üêñá (óôá «üñéá», óôá «óýíïñá») ôçò äïêïý.

1. ¢êñï x = a ìå ðÜêôùóç (ðáêôùìÝíï Üêñï), ïðüôå

v(a) = 0 êáé è(a) = 0 ⇐⇒ v(a) = 0 êáé v′(a) = 0 (2.1.37)

åîáéôßáò ôïõ ôýðïõ (2.1.6): è(x) = v′(x).

2. ¢êñï x = a ìå Üñèñùóç (áñèñùìÝíï Üêñï) Þ ìå êýëéóç (êõëéüìåíï Üêñï), ïðüôå

v(a) = 0 êáé M(a) = 0 ⇐⇒ v(a) = 0 êáé v′′(a) = 0 (2.1.38)

åîáéôßáò ôïõ ôýðïõ (2.1.32): M(x) = EI v′′(x) ìå EI ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý. Áò óçìåéùèåß
åäþ üôé ç Üñèñùóç êáé ç êýëéóç åßíáé éóïäýíáìåò áðü áðüøåùò óõíïñéáêþí óõíèçêþí óå
äïêü ðïõ êÜìðôåôáé, áëëÜ ÷ùñßò áîïíéêÞ öüñôéóç.

3. Åëåýèåñï Üêñï x = a (Üêñï ÷ùñßò êáìßá óôÞñéîç)

M(a) = 0 êáé Q(a) = 0 ⇐⇒ v′′(a) = 0 êáé v′′′(a) = 0 (2.1.39)

åîáéôßáò êáé ôùí äýï ôýðùí (2.1.32): M(x) = EI v′′(x) êáé (2.1.33): Q(x) = EI v′′′(x). Åííïåßôáé
âÝâáéá üôé åÜí ôï Ýíá Üêñï x = a ìéáò äïêïý åßíáé åëåýèåñï, ôï Üëëï Üêñï x = b (ìå b > a
Þ b < a) ðñÝðåé íá åßíáé ðáêôùìÝíï ãéá éóïóôáôéêÞ äïêü. Ìéá ôÝôïéá äïêüò (ìå ôï Ýíá Üêñï
ðáêôùìÝíï êáé ôï Üëëï åëåýèåñï) êáëåßôáé ðñüâïëïò, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå óôçí ðñþôç
ÐáñÜãñáöï Á2.1.1 áõôÞò åäþ ôçò Åíüôçôáò Á2.1.

ÁõôÝò åßíáé ïé óõíèÞêåò: óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ ðñÝðåé íá óõíïäåýïõí ôç âáóéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (2.1.34): v′′′′(x) = p(x)/(EI) ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò äïêïý êáôÜ ôçí åðßëõóÞ ôçò êáé óôï
Ýíá Üêñï ôçò (Ýóôù ôï x = 0) êáé óôï Üëëï (Ýóôù ôï x = L). ¸÷ïõìå åðïìÝíùò Ýíá ðñüâëçìá
óõíïñéáêþí ôéìþíðïõáðïôåëåßôáé áðüìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò,
áíÜ äýï óôï êÜèå Üêñï ôçò äïêïý. Åßíáé áðüëõôá óùóôü áõôü, ãéáôß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.34)
åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò êáé åðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðåñéÝ÷åé ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Ci

(i = 1, 2, 3, 4). ¢ñá áðáéôïýíôáé ôÝóóåñéò óõíèÞêåò ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò. Èá ìðïñïýóáí íá Þóáí
ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò äïêïý (áíÜëïãá êáé óôï äåîéü). Óôçí ðñÜîç
üìùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé äéáèÝóéìåò óå óõíÞèåéò äïêïýò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
(áíÜ äýï êáé óôá äýï Üêñá ôçò äïêïý). ÁõôÝò äéáöÝñïõí ìÜëéóôá áíÜëïãá ìå ôá åßäç ôùí äýï
óôçñßîåùí ôçò äïêïý óôá Üêñá ôçò (Þ ôçò åëëåßøåùò óôçñßîåùò óôï Ýíá áðü áõôÜ óå ðñüâïëï):
(á) ðÜêôùóç: óõíèÞêåò (2.1.37) Þ (â) Üñèñùóç Þ êýëéóç: óõíèÞêåò (2.1.38) Þ, ôÝëïò, (ã) åëåýèåñï
Üêñï (÷ùñßò êáìßá óôÞñéîç) óå ðñüâïëï: óõíèÞêåò (2.1.39).

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, èåùñïýìå Ýíáí ðñüâïëï ìÞêïõò L, ìå óôáèåñÞ äõóêáìøßá EI êáè’ üëï
ôï ìÞêïò ôïõ (0 ≤ x ≤ L), ìå óôÞñéîç óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé åðïìÝíùò ìå åëåýèåñï
ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L êáé õðü êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x). Ôüôå ç âáóéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò äïêïý (2.1.34)

EI v′′′′(x) = p(x) ìå 0 ≤ x ≤ L (2.1.40)
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èá óõíïäåýåôáé áðü ôéò åîÞò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò:

v(0) = 0, v′(0) = 0, v′′(L) = 0, v′′′(L) = 0. (2.1.41)

Ïé äýï ðñþôåò áðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò áíáöÝñïíôáé óôï áñéóôåñü Üêñï (óôï óçìåßï ðá-
êôþóåùò) x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ: åßíáé ïé óõíèÞêåò (2.1.37) êáé åêöñÜæïõí ôçí áíõðáñîßá âÝëïõò
êÜìøåùò v êáé ãùíßáò óôñïöÞò (Þ ãùíßáò êëßóåùò Þ óôñïöÞò) è óôï ðáêôùìÝíï áõôü Üêñï x = 0.
Óôç óõíÝ÷åéá ïé äýï ôåëåõôáßåò áðü ôéò óõíèÞêåò (2.1.41) áíáöÝñïíôáé óôï äåîéü Üêñï ôïõ ðñï-
âüëïõ (óôï åëåýèåñï Üêñï ôïõ) x = L: åßíáé ïé óõíèÞêåò (2.1.39) êáé åêöñÜæïõí ôçí áíõðáñîßá
êáìðôéêÞò ñïðÞò Ì êáé ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q óôï åëåýèåñï áõôü Üêñï x = L.

Áðáéôïýíôáé ðñáãìáôéêÜ ôÝóóåñéò óõíèÞêåò åßôå áñ÷éêÝò åßôå óõíïñéáêÝò (åäþ Ý÷ïõìå äéáèÝ-
óéìåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, ü÷é áñ÷éêÝò), åðåéäÞ ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò (2.1.40)
åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò. ¸÷åé åðïìÝíùò ôÝóóåñéò ðñïò ðñïóäéïñéóìü óôáèåñÝò Ci (i = 1, 2, 3, 4)
óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò. Áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åðéèõìåß íá ðÜñåé ôç ìåñéêÞ ëýóç
(Þ åéäéêÞ ëýóç) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ éó÷ýïõí óôá Üêñá ôçò
äïêïý, åäþ óôïí ðáñüíôá ðñüâïëï óôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (2.1.41). Ìå êáíÝíáí ôñüðï äåí
åßíáé åðéèõìçôü óôçí ôåëéêÞ ëýóç åíüò ôå÷íéêïý ðñïâëÞìáôïò (åí ðñïêåéìÝíù åíüò ðñïâëÞìáôïò
óõíÞèïõò ðñïâüëïõ óå êÜìøç) íá åßíáé áêüìç ðáñïýóåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, Ýóôù êáé ìßá.

A2.1.7. Äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò

Óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò (üðùò óå åðéöáíåéáêÝò èåìåëéþóåéò óôéò Èåìåëéþóåéò êáé óå óéäçñï-
ôñï÷éÝò óôç ÓéäçñïäñïìéêÞ) ìéá óõíÞèçò äïêüò ìÞêïõò L (0 ≤ x ≤ L) õðïóôçñßæåôáé áðü åëáóôéêÞ
âÜóç (Þ èåìåëßùóç, éóïäýíáìá èåìÝëéï, üðùò åßíáé ôï Ýäáöïò óå ìéá åðéöáíåéáêÞ èåìåëßùóç).
Óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò ìéëÜìå ãéá äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (beam on elastic foundation), ðïõ
ðáñïõóéÜæåé êáé áõôÞ áñêåôü åíäéáöÝñïí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Åéäéêüôåñá
óôéò Èåìåëéþóåéò ìéëÜìå ãéá ðåäéëïäïêü (Þ óðÜíéá ãéá èåìåëéïäïêü, ðïõ åßíáé éóïäýíáìïò üñïò).

Ç èåùñßá ãéá ôç äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò âáóßæåôáé êáé óÞìåñá óõíÞèùò óôçí êëáóéêÞ
õðüèåóç ôïõ Winkler (1867). Óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç áõôÞ óå ìéá äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò
ç áíôßäñáóç ôçò âÜóåùò (óõíÞèùò ôïõ åäÜöïõò) óå êÜèå óçìåßï x ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò ôçò
ðáñáìïñöùèåßóáò äïêïý (ëüãù ôçò êÜìøåþò ôçò åîáéôßáò ôçò êÜèåôçò öïñôßóåþò ôçò p(x)) åßíáé
áíÜëïãç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) óôï óçìåßï áõôü. ÅðïìÝíùò óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç äïêïý
ç èåìåëéþäçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò äïêïý (2.1.34) ôñïðïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

v′′′′(x) = p(x) − kv(x)
EI

⇐⇒ ÅÉv′′′′(x) + kv(x) = p(x) ìå 0 ≤ x ≤ L. (2.1.42)

Ï íÝïò üñïò óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (ðïõ ðáñáìÝíåé ãñáììéêÞ êáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò)
åßíáé ï üñïò kv(x) ôçò áíôéäñÜóåùò ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò (óõíÞèùò ôïõ åäÜöïõò). Åßíáé êáé áõôÞ
ìéá êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç ðÜíù óôç äïêü (óôçí êÜôù ðëåõñÜ ôçò öõóéêÜ) üðùò êáé
ç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) (óôçí ðÜíù ðëåõñÜ ôçò). Ç óôáèåñÜ áíáëïãßáò k åßíáé óôáèåñÜ ôïõ
åäÜöïõò, ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôéò éäéüôçôÝò ôïõ. Åßíáé åðßóçò áíÜëïãç ðñïò ôï ðÜ÷ïò b ôçò äïêïý.

Ç õðüèåóç ôïõ Winkler åßíáé ìéá áðëÞ õðüèåóç ðïõ ìïíôåëïðïéåß ôçí åëáóôéêÞ âÜóç óáí Ýíá
óõíå÷Ýò óýíïëï åëáôçñßùí, êÜôé ðïõ äåí åßíáé âÝâáéá áðüëõôá áêñéâÝò óýìöùíá ìå ôç Èåùñßá
ôçò Åëáóôéêüôçôáò. Åßíáé åíôïýôïéò åðáñêþò áêñéâÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.6 ÅðïìÝíùò
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.42) åßíáé áõôÞðïõ÷ñçóéìïðïéåßôáé ó÷åäüíðÜíôïôå óôçíðñÜîç. ÌåñéêÝò
öïñÝò âÝâáéá åßíáé äõíáôüí ç äïêüò íá ìçí åöÜðôåôáé óå ïñéóìÝíá ôìÞìáôÜ ôçò åðß ôçò åëáóôéêÞò
âÜóåùò åîáéôßáò ôçò öïñôßóåþò ôçò p(x) (ßóùò êÜðïõ ðñïò ôá åðÜíù, ü÷é ðñïò ôçí åëáóôéêÞ

6Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôï Ýäáöïò äå èåùñåßôáé óõíå÷Ýò ìÝóïí (åíþ åßíáé!), áëë’ áðëÜ Ýíá óýíïëï (óýóôçìá) êáôáêüñõ-
öùí åëáôçñßùí ðáñÜëëçëùí ôï Ýíá óôï Üëëï ðïõ äåí áëëçëïåðçñåÜæïíôáé. Åíôïýôïéò ç ðñïóÝããéóç áõôÞ ôïõ Winkler
(ç õðüèåóç ôïõ Winkler, üðùò óõíÞèùò ëÝãåôáé) äßíåé áñêåôÜ êáëÜ áðïôåëÝóìáôá óôçí ðñÜîç êáé óðÜíéá áðáéôåßôáé
ç ÷ñÞóç ôùí áêñéâþí åîéóþóåùí ôçò Èåùñßáò ôçò Åëáóôéêüôçôáò óå ðñïâëÞìáôá äïêþí åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò.
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âÜóç). Óå ôÝôïéåò ðåñéðôþóåéò åéäéêÜ óôá ôìÞìáôá áõôÜ äåí õðÜñ÷åé âÝâáéá áíôßäñáóç kv(x)
ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò ðïõ íá áóêåßôáé ðÜíù óôç äïêü. Ôüôå ï ó÷åôéêüò üñïò kv(x) ðñÝðåé íá
ðáñáëåßðåôáé óôá ôìÞìáôá áõôÜ. Áò ôïíéóèåß ôÝëïò üôé óå äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò ëüãù ôçò
õðïóôçñßîåùò ôçò äïêïý áðü ôçí åëáóôéêÞ âÜóç ìðïñïýí áêüìç êáé ôá äýï Üêñá ôçò äïêïý íá
åßíáé åëåýèåñá. ÂÝâáéá ôïýôï äåí åßíáé áðïäåêôü óôç ÓôáôéêÞ ãéá äïêü ÷ùñßò ôçí åëáóôéêÞ âÜóç.

ðÜêôùóç

x = 0

åëåýèåñï Üêñï

x = L

Ó÷Þìá Á2.1: Ðñüâïëïò. ÓõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò: v(0) = 0, è(0) = 0, M(L) = 0, Q(L) = 0,

éóïäýíáìá: v(0) = 0, v′(0) = 0, v′′(L) = 0, v′′′(L) = 0.

ðÜêôùóç

x = 0

êýëéóç

x = L

Ó÷Þìá Á2.2: Ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêüò. ÓõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò: v(0) = 0, è(0) = 0, v(L) = 0, M(L) = 0,

éóïäýíáìá: v(0) = 0, v′(0) = 0, v(L) = 0, v′′(L) = 0.

ðÜêôùóç

x = 0

ðÜêôùóç

x = L

Ó÷Þìá Á2.3: Áìößðáêôç äïêüò. ÓõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò: v(0) = 0, è(0) = 0, v(L) = 0, è(L) = 0,

éóïäýíáìá: v(0) = 0, v′(0) = 0, v(L) = 0, v′(L) = 0.

Üñèñùóç

x = 0

êýëéóç

x = L

Ó÷Þìá Á2.4: ÁìöéÝñåéóôç äïêüò. ÓõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò: v(0) = 0, M(0) = 0, v(L) = 0, M(L) = 0,

éóïäýíáìá: v(0) = 0, v′′(0) = 0, v(L) = 0, v′′(L) = 0.

(Ïé óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò äåí áëëÜæïõí áêüìç

êé áí ç Üñèñùóç åßíáé äåîéÜ êáé ç êýëéóç áñéóôåñÜ.)

åëåýèåñï Üêñï

x = 0

åëåýèåñï Üêñï

x = L Ó÷Þìá Á2.5: Äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò
ìå ôçí éó÷ý ôçò õðïèÝóåùò ôïõ Winkler (åëáôÞñéá)

êáé ìå åëåýèåñá êáé ôá äýï Üêñá ôçò. ÓõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò: M(0) = 0, Q(0) = 0, M(L) = 0, Q(L) = 0,

éóïäýíáìá: v′′(0) = 0, v′′′(0) = 0, v′′(L) = 0, v′′′(L) = 0.

(Ðïëý óõ÷íÜ ç åëáóôéêÞ âÜóç åßíáé ôï ßäéï ôï Ýäáöïò.)

Óôá ðéï ðÜíù ó÷Þìáôá ðáñïõóéÜæïõìå ïñéóìÝíåò óõíÞèåéò äïêïýò: (á) Ðñüâïëï: Ó÷Þìá Á2.1,
(â) Ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêü: Ó÷Þìá Á2.2, (ã) Áìößðáêôç äïêü: Ó÷Þìá Á2.3 êáé (ä) ÁìöéÝ-
ñåéóôç äïêü: Ó÷Þìá Á2.4 áíáöÝñïíôáò êáé ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá ôïõò.
Åðßóçò ìéá äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò ìå åëåýèåñá êáé ôá äýï Üêñá ôçò: Ó÷Þìá Á2.5. Óçìåéþ-
íïõìå üôé áõôü åßíáé ãåíéêÜ äõíáôüí (ü÷é üìùò ðÜíôïôå), åðåéäÞ ìéá äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò
óôçñßæåôáé óôçí åëáóôéêÞ âÜóç (ð.÷. óôï Ýäáöïò). ÅðïìÝíùò äåí Ý÷åé áíÜãêç åðéðëÝïí óôçñßîåùí.
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A2.2. ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ: ÅÍÅÑÃÅÉÁÊÇ ÈÅÙÑÇÓÇ ÔÙÍ ÅËÅÕÈÅÑÙÍ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÙÍ

Èåùñïýìå ìïíïâÜèìéï (ìå Ýíá ìüíï âáèìü åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ Ì
(ìÜæáòm) êáé åëáôçñßïõ S (ãñáììéêÜ åëáóôéêïý êáé óôáèåñÜò k) ÷ùñßò áðüóâåóç êáé óå åëåýèåñåò
ôáëáíôþóåéò (÷ùñßò åîùôåñéêÞ öüñôéóç): Ó÷Þìá Á2.6. Åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ Ì, óõãêåêñéìÝíá ãéá ôç ìåôáôüðéóÞ ôïõ u = u(t) ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0.

u(t)
v(t) = u̇(t)

åëáôÞñéï S
ìå óôáèåñÜ k

õëéêü óçìåßï (ìÜæá) Ì

m

èåôéêÞ äéåýèõíóç
+

Ó÷Þìá Á2.6: ÌïíïâÜèìéï ìç÷á-
íéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ Ì
(ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ S (ãñáì-
ìéêÜ åëáóôéêïý êáé ìå óôáèåñÜ k)
óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò
áðüóâåóç. (Äåí õðÜñ÷ïõí êáèü-
ëïõ ôñéâÝò!) ¢ãíùóôç åßíáé ç ìåôá-
ôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì
ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ.

¹äç áðü ôçí ðñþôç Åíüôçôá Á1.1 ôïõ äéäáêôéêïý áõôïý âéâëßïõ Ý÷ïõìå áíáöåñèåß óôç äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ôùí ôáëáíôþóåùí. Åäþ ôç ãñÜöïõìå óôç ìïñöÞ ôçò (1.3.35), ðïõ áöïñÜ óå
åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò

mü(t) + ku(t) = 0. (2.2.1)

Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìðïñåß âÝâáéá íá ðñïêýøåé áðü ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá. ¼ìùò
óôçí åíüôçôá áõôÞ ôçí ðñïóäéïñßæïõìå åíáëëáêôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç åíåñãåéáêÞò ìåèüäïõ. ÎåêéíÜìå!

ÊáôÜ ôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì áõôü Ý÷åé ôá÷ýôçôá v = v(t) êáé êéíçôéêÞ åíÝñãåéá

T = 1
2
mv2. (2.2.2)

Åðßóçò ôï åëáôÞñéï «ðåñéêëåßåé» (åîáéôßáò ôçò ðáñáìïñöþóåþò ôïõ) äõíáìéêÞ åíÝñãåéá åëáóôéêÞò
ðáñáìïñöþóåùò V . Óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí áðïäåéêíýåôáé üôé áõôÞ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

V = 1
2
ku2. (2.2.3)

¸÷ïõìå üìùò õðïèÝóåé üôé äåí õðÜñ÷åé áðüóâåóç (äåí õðÜñ÷åé áðïóâåóôÞñáò) êáé åðßóçò üôé
ôï åëáôÞñéï Ý÷åé ìüíï åëáóôéêÞ ðáñáìüñöùóç (ü÷é êáé ðëáóôéêÞ ðáñáìüñöùóç). ¢ñá äåí õðÜñ-
÷ïõí ôñéâÝò ïýôå êé áðþëåéá åíÝñãåéáò ëüãù ðëáóôéêüôçôáò óôï åëáôÞñéï. ÅðïìÝíùò ç óõíïëéêÞ
åíÝñãåéá Å = T + V ôïõ ðáñüíôïò ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ
(Þ ìÜæáò--åëáôçñßïõ, üðùò áõôü áðïêáëåßôáé ðïëý óõ÷íüôåñá) èá åßíáé óôáèåñÞ. ÊáôÜ óõíÝðåéá

E = T + V = 1
2
mv2 + 1

2
ku2 = 1

2
mu̇2 + 1

2
ku2 = óôáèåñÜ, (2.2.4)

áöïý ç ôá÷ýôçôá v = v(t) åßíáé ç ðñþôç ðáñÜãùãïò ôçò ìåôáôïðßóåùò u = u(t), äçëáäÞ v = u̇
Þ v(t) = u̇(t). ¢ñá êáôáëÞîáìå óôçí åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò
áðüóâåóç: 1

2
mu̇2 + 1

2
ku2 = E Þ éóïäýíáìá mu̇2(t) + ku2(t) = 2E, (2.2.5)

åÜí ðñïôéìÜìå ôç äåýôåñç ãñáöÞ. Åßíáé ìéá ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò êáé
äåõôÝñïõ âáèìïý, ãéáôß åßíáé ðïëõùíõìéêÞò ìïñöÞò ìå ôçí ðáñÜãùãï u̇ õøùìÝíç óôï ôåôñÜãùíï.

ÅÜí üìùò äå ìáò ðïëõáñÝóåé ðïõ äåí åßíáé ãñáììéêÞ (êáèüëïõ áðßèáíï áõôü!), ìðïñïýìå åäþ
íá ôç ìåôáó÷çìáôßóïõìå óå ãñáììéêÞ ìå ðáñáãþãéóÞ ôçò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t. Ðñïêýðôåé åýêïëá

mu̇(t)ü(t) + ku(t)u̇(t) = 0 êáé ìå ðáñáãïíôïðïßçóç u̇(t)[mü(t) + ku(t)] = 0. (2.2.6)
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ÁõôÜ éó÷ýïõí, åðåéäÞ ç óõíïëéêÞ åíÝñãåéá E åßíáé óôáèåñÞ. ÔåëéêÜ, áöïý õðïèÝóáìå üôé õðÜñ÷åé
ôáëÜíôùóç, äå ìðïñåß íá åßíáé u̇(t) = 0, äçëáäÞ ôï õëéêü óçìåßï Ì äå ìðïñåß íá åßíáé áêßíçôï.
ÅðïìÝíùò ðñÝðåé ï äåýôåñïò ðáñÜãïíôáò mü(t)+ ku(t) íá éóïýôáé ìå ìçäÝí. Óõíåðþò ðñïÝêõøå
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.2.1) ìå åíåñãåéáêü ôñüðï: äéáôÞñçóç ôçò óõíïëéêÞò åíÝñãåéáò Å = Ô + V .

Ôï êÝñäïò ìáò åßíáé üôé Ý÷ïõìå ôþñá ìéá áðëÞ ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ìÜëéóôá
ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò m êáé k: ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.2.1). ¸÷ïõìå åðßóçò «áðáëëáãåß»
áðü ôç óõíïëéêÞ åíÝñãåéá (åäþ õðÜñ÷åé ìüíï ìç÷áíéêÞ åíÝñãåéá) Å = T + V óôï äåîéü ìÝëïò ôçò
ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.2.5), ç ïðïßá ìðïñåß íá ìç ìáò åßíáé áð’ ôçí áñ÷Þ ãíùóôÞ.
Áëë’ áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ åß÷áìå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò: ôç (2.2.5) êáé äõóôõ÷þò
ïäçãçèÞêáìå ôþñá óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò: ôç (2.2.1). Ðïëý óõ÷íÜ (áí êé ü÷é
ðÜíôá!) áõôü óõìâáßíåé: ôï «êÝñäïò» Ý÷åé êÜðïéï «êüóôïò», ð.÷. ç ìüñöùóç ìåëÝôç. Ôß íá êÜíïõìå;

Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé ç ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñïõâáèìïý (2.2.5) ãñÜöåôáé
êáé óôçí éóïäýíáìç ëõìÝíç ìïñöÞ (åäþ ùò ðñïò u̇ ≡ du/dt: ôçí ðáñÜãùãï áíùôÝñáò ôÜîåùò)

du
dt

= ±
√

2E − ku2

m
êáé ðáñáðÝñá

√
m

du√
2E − ku2

= ±dt. (2.2.7)

Óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á3, óõãêåêñéìÝíá óôçí Åíüôçôá Á3.2 èá ìÜèïõìå ðùò ç äéáöïñéêÞ áõôÞ
åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò åßíáé ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. ÅðïìÝíùò ìðïñåß íá ëõèåß áñêåôÜ åý-
êïëá ìå ïëïêëçñþóåéò áñéóôåñÜ: ùò ðñïò u êáé äåîéÜ: ùò ðñïò t. Åíôïýôïéò ï õðïøÞöéïò ëýôçò
èá ðñÝðåé íá èõìçèåß óôçí Åíüôçôá Á3.2 ôïí Ýíá Þ ôïí Üëëï áðü ôïõò äýï ðáñáðëÞóéïõò ôýðïõò∫

dx√
a2 − x2

= sin−1 x
a

+ C1 Þ
∫

dx√
a2 − x2

= − cos−1 x
a

+ C2 (2.2.8)

ìå sin−1 y ≡ arcsin y, cos−1 y ≡ arccos y êáé ôá C1 êáé C2 äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò.

➤ ÐáñáôÞñçóç A2.1: ÐÝñá áðü ôçí ðéï ðÜíù ìåôáôñïðÞ ôçò «åíåñãåéáêÞò» äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (2.2.5) óôçí ðéï «Íåõôþíåéá» äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.2.1) éó÷ýåé öõóéêÜ êáé ôï áíôßóôñïöï.
ÓõãêåêñéìÝíá, ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.2.1) åðß u̇(t), åîßóùóç (2.2.6), êáé ïëï-
êëçñþíïíôáò Ýðåéôá ùò ðñïò t, êáôáëÞãïõìå óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.2.5) ìå Å ôç óôáèåñÜ
ïëïêëçñþóåùò. ÄçëáäÞ ìå ìéá åëåýèåñç äéáôýðùóç ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá êáé ç áñ÷Þ
äéáôçñÞóåùò ôçò åíåñãåßáò ïäçãïýí óôï ðáñüí ðñüâëçìá óå éóïäýíáìåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.
Å, áëëéþò äå ìðïñåß, èá åß÷áìå êÜíåé (õðåñóõíôÝëéêïò . . . , åõôõ÷þò äåí êÜíáìå) êÜðïõ ëÜèïò!

A2.3. ÈÅÌÅËÉÙÓÅÉÓ: ÁÎÏÍÉÊÇ ÖÏÑÔÉÓÇ ÐÁÓÓÁËÏÕ

Ó’ áõôÞí ôçí åöáñìïãÞ èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ãñáììéêÜ åëáóôéêïý ðáóóÜëïõ ìÞêïõò L ìÝóá
óôï Ýäáöïò, üðùò öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá Á2.7: ìå 0 ≤ z ≤ L. Ï ðÜóóáëïò ÷ñçóéìåýåé ãéá ôç èåìåëß-
ùóç êáôáóêåõÞò êáé äÝ÷åôáé áîïíéêü èëéðôéêü öïñôßï P0 (P0 > 0) óôï ðÜíù Üêñï ôïõ z = 0, ðïõ
óõìðßðôåé ìå ôçí åðéöÜíåéá ôïõ åäÜöïõò. Óôü÷ï ìáò áðïôåëåß ç åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ùò ðñïò ôçí áîïíéêÞ (ôç äéáìÞêç) ìåôáôüðéóç w = w(z) (ìå 0 ≤ z ≤ L) ôùí óçìåßùí
ôïõ ðáóóÜëïõ. Ôï ðñüâëçìá èåùñåßôáé åäþ óôáôéêü (ü÷é äõíáìéêü): áíåîÜñôçôï áðü ôï ÷ñüíï t.
Åðßóçò ãéá äéåõêüëõíóç óôïõò õðïëïãéóìïýò èåùñïýìå ôïí ðÜóóáëï êõëéíäñéêü ìå áêôßíá a.7

Ãéá ôï ó÷çìáôéóìü ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïáíáöÝñáìå èåùñïýìå ôïí ôñüðï ðïõ
ôï Ýäáöïò èá «áðïññïöÞóåé» âáèìéáßá (êáèþò ìåãáëþíåé ôï âÜèïò z) ôï èëéðôéêü öïñôßï P0 óôï
ðÜíù Üêñï ôïõ ðáóóÜëïõ z = 0 óôçí åðéöÜíåéá ôïõ åäÜöïõò. Ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá Ýíá ðñüâëçìá
óôáôéêÞò éóïññïðßáò. Ç áíôßäñáóç ôïõ åäÜöïõò ðáñïõóéÜæåôáé êõñßùò ìå ôéò äéáôìçôéêÝò ôÜ-
óåéò ô (äõíÜìåéò áíÜ ìïíÜäá åðéöáíåßáò). ÁõôÝò áíáðôýóóïíôáé áíÜìåóá óôïí ðÜóóáëï êáé óôï

7Ôï êëáóéêü áõôü ðñüâëçìá ðáóóÜëïõ áíáöÝñåôáé óôï åíäéáöÝñïí ðñüóöáôï óýããñáììá: Muir Wood, D. (2004),
GeotechnicalModelling (AppliedGeotechnics: Volume1), 1ç Ýêäïóç. Spon Press, London, ÐáñÜãñáöïò 8.2.3, óó. 396--398.
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Ýäáöïò óôçí ðáñÜðëåõñç êõëéíäñéêÞ åðéöÜíåéá ôïõ ðáóóÜëïõ êáé ðáñÜëëçëá ì’ áõôÞí (êáôÜ
ôçí êáôåýèõíóç ôïõ Üîïíá Oz): Ó÷Þìá Á2.7. Ãéá ôéò äéáôìçôéêÝò áõôÝò ôÜóåéò ô éó÷ýåé ï ôýðïò

ô = kGs
w
a

ìå ô = ô(z) êáé w = w(z) (2.3.1)

ôç ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôïõ ðáóóÜëïõ êáôÜ ìÞêïò ôïõ êáôáêüñõöïõ Üîïíá z ðñïò ôá êÜôù:
áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç. Óôïí ôýðï áõôü ôï k äçëþíåé ìéá óôáèåñÜ (Ý÷åé âñåèåß üôé k ≈ 1

4 ), ôï Gs

ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò ôïõ åäÜöïõò (soil) êáé ôï a, üðùò ðñïáíáöÝñáìå, ôçí áêôßíá ôçò êõêëéêÞò
äéáôïìÞò ôïõ êõëéíäñéêïý ðáóóÜëïõ, ðïõ åßíáé óôáèåñÞ. (Åäþ êÜíïõìå ôçí ðáñáäï÷Þ üôé ôï ìÝôñï
äéáôìÞóåùò Gs ôïõ åäÜöïõò ðáñáìÝíåé óôáèåñü áêüìç êáé êïíôÜ óôïí ðÜóóáëï. Áõôü üìùò äåí
åßíáé áðüëõôá áêñéâÝò: óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ï ðÜóóáëïò åðçñåÜæåé ôéò éäéüôçôåò ôïõ åäÜöïõò.)

åðéöÜíåéá ôïõ åäÜöïõò

P0

áîïíéêü èëéðôéêü öïñôßï P0 (P0 > 0) ðïõ
áóêåßôáé áðü ìéá êáôáóêåõÞ óå ðÜóóáëï

z = 0

âÜèïò z1 = z
âÜèïò z2 = z + dz

(z1 > 0, z2 > 0, dz > 0)

öïñôßï P1 = P(z)
öïñôßï P2 = P(z) + dP
(P1 > 0, P2 > 0, dP < 0)

z = L

ðÜóóáëïò

èåôéêÞ
äéåýèõíóç z

z

2a
áêôßíá êõêëéêÞò äéáôï-
ìÞò ôïõ ðáóóÜëïõ a

äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò
ô = ô(z) áðü ôï Ýäá-
öïò óôïí ðÜóóáëïó1

ó2

ïñèÝò ôÜóåéò:
ó1 = ó(z) êáé
ó2 = ó(z) + dó
(ó1 < 0, ó2 < 0, dó > 0) Ýäáöïò

Ó÷Þìá Á2.7: ÁîïíéêÞ èëéðôéêÞ
öüñôéóç P0 êõëéíäñéêïý ðáó-
óÜëïõ åíôüò ôïõ åäÜöïõò áðü
êáôáóêåõÞ ðïõ Ý÷åé èåìåëéùèåß
ìå ðáóóÜëïõò. Ôï ìÞêïò ôïõ
ðáóóÜëïõ åßíáé L êáé ç áêôßíá
ôçò êõêëéêÞò äéáôïìÞò ôïõ a.
Ãéá ìåãÜëï ìÞêïò L ôïõ ðáó-
óÜëïõ ç áîïíéêÞ èëéðôéêÞ öüñ-
ôéóç P0 åîéóïññïðåßôáé êõñßùò
áðü ôéò áíáðôõóóüìåíåò äéá-
ôìçôéêÝò ôÜóåéò ô = ô(z), ðïõ
áóêåß ôï Ýäáöïò óôïí ðÜó-
óáëï. Óôïí ðÜóóáëï áíáðôýó-
óïíôáé åðßóçò (åóùôåñéêÜ) êáé
èëéðôéêÝò ïñèÝò ôÜóåéò ó = ó(z)
ìå ìÝôñï ôï ïðïßï ìåéþíåôáé ìå
ôï âÜèïò z åíôüò ôïõ åäÜöïõò.

Èåùñïýìå ôþñá Ýíá óôïé÷åéþäç êýëéíäñï óôïí ðÜóóáëï áðåéñïóôïý ýøïõò dz êáé öõóéêÜ
áêôßíáò a. Ç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ô = ô(z) äßíåôáé âÝâáéá áðü ôïí ðáñáðÜíù ôýðï (2.3.1) êáé Ý÷åé
äéåýèõíóç ðñïò ôá ðÜíù: áíôéóôÝêåôáé óôï èëéðôéêü öïñôßï P0, ðñïóðáèåß íá ôï éóïññïðÞóåé.
Áëë’ ç ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ôïõ óôïé÷åéþäïõò êõëßíäñïõ ìáò åßíáé dS = 2ðadz. ¢ñá ç ó÷å-
ôéêÞ äýíáìç dF áðü ôçí áíôßäñáóç ôïõ åäÜöïõò (ìÝóù ôçò äéáôìçôéêÞò ôÜóåùò ô) óôï èëéðôéêü
öïñôßï P0 èá åßíáé

dF = −ôdS = −kGs
w(z)
a

(2ðadz) = −2ðkGsw(z)dz (2.3.2)

Ý÷ïíôáò ëÜâåé õðüøç êáé ôïí ôýðï (2.3.1). Ôï ðñüóçìï ðëçí áíáöÝñåôáé óôï üôé Ý÷ïõìå åðéëÝîåé
ôç èåôéêÞ äéåýèõíóç ðñïò ôá êÜôù, Ó÷Þìá Á2.7, åíþ ç óôïé÷åéþäçò äýíáìç dF åßíáé ðñïò ôá ðÜíù.

Áò äïýìå ôþñá ôß ãßíåôáé óôçí ðÜíù êõêëéêÞ âÜóç z êáé óôçí êÜôù êõêëéêÞ âÜóç z + dz ôïõ
óôïé÷åéþäïõò êõëßíäñïõ ôïõ Ó÷Þìáôïò Á2.7. Óôçí ðÜíù âÜóç z áóêåßôáé ôï èëéðôéêü öïñôßï P(z)
(ðñïò ôá êÜôù). Óôçí êÜôù âÜóç z+dz áóêåßôáé ôï èëéðôéêü öïñôßï P(z)+dP (åäþ ðñïò ôá ðÜíù
óôï óôïé÷åéþäç êýëéíäñï âÜóåé ôçò áñ÷Þò äñÜóåùò êáé áíôéäñÜóåùò) ìå dP ôç ìåôáâïëÞ (ìåßùóç)
ôïõ èëéðôéêïý öïñôßïõ P = P(z). Ôþñá áðü ôçí éóïññïðßá êáôÜ ôïí Üîïíá z èá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ

P(z) + dF − [P(z) + dP] = 0, ïðüôå dP = dF = −2ðkGsw(z)dz Þ
dP
dz

= −2ðkGsw(z) (2.3.3)

öõóéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ áðïôåëÝóìáôïò (2.3.2) óôç ìåóáßá ó÷Ýóç ôïõ ôýðïõ áõôïý (2.3.3).
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Ãéá íá ó÷çìáôßóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ÷ñåéáæüìáóôå óôï óçìåßï áõôü êáé ìåñéêÜ óôïé÷åßá
áðü ôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. ¸÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé ôïí ðÜóóáëï üôé åßíáé åëáóôéêüò êáé êõëéíäñé-
êüò áêôßíáò a. Ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôïõ åßíáé A = ða2. Ç ïñèÞ ôÜóç óz, äýíáìç äéá åðéöÜíåéáò,
åßíáé âÝâáéá åäþ áñíçôéêÞ åîáéôßáò ôïõ èëéðôéêïý öïñôßïõ P = P(z) êáé äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

óz = − P
A

= − P
ða2

êáé éóïäýíáìá óz(z) = − P(z)
ða2

, ãéáôß óz = óz(z) êáé P = P(z). (2.3.4)

Áöïý üìùò ï ðÜóóáëïò Ý÷åé õðïôåèåß ãñáììéêÜ åëáóôéêüò, éó÷ýåé ï èåìåëéþäçò íüìïò ôïõ Hooke

óz = Åpåz ìå óz = óz(z) ôçí ôÜóç, åz = åz(z) := dw
dz

ôçí áíôßóôïé÷ç ðáñáìüñöùóç (2.3.5)

(ïñéóìüò ôçò ðáñáìïñöþóåùò åz ) êáé Ep ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young) ôïõ ðáó-
óÜëïõ (pile) ðïõ åîåôÜæïõìå. (Áõôü åßíáé Ýíá ÷áñáêôçñéóôéêü ìÝãåèïò ôïõ åëáóôéêïý õëéêïý ôïõ.)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá óôï íüìï ôïõ Hooke óz = Epåz, ðñþôç ó÷Ýóç (2.3.5), ôçí ôÜóç óz áðü
ôç ó÷Ýóç (2.3.4) êáé ôçí ðáñáìüñöùóç åz áðü ôç äåîéÜ ó÷Ýóç (2.3.5). ¸ôóé ðáßñíïõìå

óz = Epåz �⇒ − P
ða2

= Ep
dw
dz

êáé ìå ðáñáãþãéóç ùò ðñïò z
d2w
dz2

= − 1
ða2Ep

dP
dz

. (2.3.6)

Ôþñá áñêåß íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôçí ðáñÜãùãï dP/dz áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç (2.3.3). Ìå ôïí
ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôïí ðÜóóáëï ðïõ æçôïýóáìå íá ó÷çìáôßóïõìå:

d2w(z)
dz2

= 2kGs

a2Ep
w(z) êáé éóïäýíáìá

d2w(z)
dz2

= ç2w(z) Þ
d2w
dz2

= ç2w ìå ç := 1
a

√
2kGs

Ep
. (2.3.7)

Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå äýï
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1 êáé ç2. Ãéá ôç ëýóç ôçò èá åðáíÝëèïõìå óôçí Åíüôçôá Á8.2 ôïõ
Êåöáëáßïõ Á8, áöïý èá Ý÷ïõìå ìÜèåé íá ëýíïõìå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò: ÊåöÜëáéï Á5.

A2.4. ÑÅÕÓÔÏÌÇ×ÁÍÉÊÇ: ÑÏÇ ÍÅÕÔÙÍÅÉÏÕ ÑÅÕÓÔÏÕ ÓÅ ÓÙËÇÍÁ

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èåùñïýìå ôç ìüíéìç (óôáèåñÞ) ñïÞ Íåõôþíåéïõ ñåõóôïý óå ïñéæüíôéï óù-
ëÞíá óôáèåñÞò êõêëéêÞò äéáôïìÞò áêôßíáò a êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá x. ¸íá Íåõôþíåéï ñåõóôü Ý÷åé
óõíåêôéêüôçôá (Þ éîþäåò) ì. Íåõôþíåéï ñåõóôü êáëåßôáé ôï ñåõóôü üðïõ áíáðôýóóïíôáé äéáôìç-
ôéêÝò ôÜóåéò ô ìå âÜóç ôï íüìï ôïõ Íåýôùíá ãéá ôç óõíåêôéêüôçôá. Óýìöùíá ìå ôï íüìï áõôü

ô = ì
dV (y)
dy

: íüìïò ôïõ Íåýôùíá ãéá ôç óõíåêôéêüôçôá (ôï éîþäåò) (2.4.1)

ãéá ñïÞ ñåõóôïý êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá x ìåôáîý äýï ðëáêþí óå áðüóôáóç y = d ìå ôá÷ýôçôá
V = V (y). Óçìåéþíïõìå üôé áíôßèåôá ìå ôá Íåõôþíåéá ñåõóôÜ, ðïõ Ý÷ïõí óõíåêôéêüôçôá: ì > 0
(üðùò åßíáé ï áÝñáò êáé ôï íåñü), ôá éäåáôÜ ñåõóôÜ äåí Ý÷ïõí óõíåêôéêüôçôá: ì = 0. ¸ôóé äåí
áíáðôýóóïíôáé äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ô. Ôá Íåõôþíåéá ñåõóôÜ ôá èåùñïýìå åäþ êáé áóõìðßåóôá: ìå
ðõêíüôçôá ñ = óôáèåñÜ. Ôïýôï éó÷ýåé Ýôóé êé áëëéþò ãéá ôá éäåáôÜ ñåõóôÜ (áðü ôïí ïñéóìü ôïõò).

Óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ èåùñïýìå ìüíéìç (óôáèåñÞ) ñïÞ óå Ýíáí ïñéæüíôéï óùëÞíá êõêëéêÞò
äéáôïìÞò áêôßíáò a (Ó÷Þìá Á2.8 óôçí åðüìåíç óåëßäá). Ôç ñïÞ ôçí õðïèÝôïõìå óôñùôÞ, äçëáäÞ
ïé ãñáììÝò ñïÞò ôïõ ñåõóôïý åßíáé üëåò ðáñÜëëçëåò ìåôáîý ôïõò êáé ìå ôïí Üîïíá x ôïõ óùëÞíá.

ÅÜí ôï ñåõóôü Þôáí éäåáôü, ôüôå äå èá åß÷å óõíåêôéêüôçôá (Þ éîþäåò): ì = 0. ¢ñá äå èá áíá-
ðôýóóïíôáí äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ô óýìöùíá ìå ôï íüìï ôïõ Íåýôùíá ãéá ôç óõíåêôéêüôçôá (2.4.1).
Åðßóçò èá ëÜìâáíå ÷þñá ïìïéüìïñöç ñïÞ ôïõ ñåõóôïý ìå ôá÷ýôçôá V = V (r) = V0 = óôáèåñÜ,
áíåîÜñôçôç áðü ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r ìå 0 ≤ r ≤ a, äçëáäÞ óå ïëüêëçñç ôçí êõêëéêÞ äéáôïìÞ ôïõ
óùëÞíá. Ôïýôï ôï äåß÷íïõìå åðßóçò óôï Ó÷Þìá Á2.8 óôçí åðüìåíç óåëßäá. Åäþ üìùò õðïèÝóáìå
áóõìðßåóôï Íåõôþíåéï ñåõóôü êáé ìüíéìç (óôáèåñÞ) óôñùôÞ ñïÞ óôïí êõëéíäñéêü óùëÞíá. ÅðïìÝ-
íùò ç ôá÷ýôçôá V ôïõ ñåõóôïý èá åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôçò ðïëéêÞò áêôßíáò r, äçëáäÞ V = V (r).
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äéåýèõíóç ñïÞò ôïõ ñåõóôïý
ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý V = V (r)

a

a

r = a
r

r
r = a

r = 0

r = a

r = a

r = a

r = a

üãêïò
åëÝã÷ïõ

x

r

ô: äéáôìçôéêÞ ôÜóç

ô: äéáôìçôéêÞ ôÜóç
p1 p2 = p1 − Äp

p = p(x): ðßåóç

ÄLx1 = L1 x2 = L2 = L1 + ÄL

ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ
ôá÷ýôçôáò V = V (r) = V0

ãéá éäåáôü ñåõóôü: ì = 0

V0 2V0

r = 0

V (a) = V0 V (a) = 0
(Ðñïêýðôåé üôé V (0) = 2V0.)

ðáñáâïëéêÞ êáôáíïìÞ
ôá÷ýôçôáò V = V (r) ãéá
Íåõôþíåéï ñåõóôü: ì > 0

V = V (r), åíþ p = p(x)

(ìüíéìç, ÷ñïíéêÜ óôáèåñÞ ñïÞ)

O
a

r
r = a

x

ôïìÞ ôïõ óùëÞíá óôç
èÝóç x ìå L1 < x < L2

Ó÷Þìá Á2.8: Ìüíéìç (óôáèåñÞ) ñïÞ óå ïñéæüíôéï óùëÞíá áêôßíáò a (0 ≤ r ≤ a). Óáí üãêïò
åëÝã÷ïõ ëáìâÜíåôáé ï êýëéíäñïò L1 ≤ x ≤ L2 áêôßíáò r (0 < r < a). ÄåîéÜ öáßíåôáé ç êÜèåôç ôïìÞ
óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ üãêïõ åëÝã÷ïõ. Ãéá Íåõôþíåéï ñåõóôü ç êáôáíïìÞ ôá÷ýôçôáò åßíáé ðáñáâïëéêÞ.

Ãéá ôç ìüíéìç ñïÞ Íåõôþíåéïõ ñåõóôïý ðïõ õðïèÝóáìå (ìå óõíåêôéêüôçôá, éîþäåò ì > 0) èá
ðñïóäéïñßóïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôçò ôá÷ýôçôÜò ôïõ V = V (r) óôçí êõêëéêÞ äéáôïìÞ ôïõ óùëÞíá ìáò
(Ó÷Þìá Á2.8), ðïõ åßíáé ÷ñïíéêÜ óôáèåñÞ. Ðñïò ôï óêïðü áõôü èåùñïýìå Ýíáí êõëéíäñéêü üãêï
åëÝã÷ïõ ìÞêïõò ÄL êáé áêôßíáò r (Ó÷Þìá Á2.8) êáé åîåôÜæïõìå ôçí éóïññïðßá ôùí äõíÜìåùí óôïí
üãêï áõôü. Óôçí áñéóôåñÞ âÜóç x1 = L1 (ìå åìâáäüí Á1 = ðr2) ôïõ üãêïõ åëÝã÷ïõ Ý÷ïõìå äýíáìç
F1 = p1(ðr2) (ðñïò ôá äåîéÜ). ÁõôÞ ïöåßëåôáé óôçí ðßåóç p1 ôïõ ñåõóôïý óôç èÝóç x1 = L1. ÁíÜëïãá
óôç äåîéÜ âÜóç x2 = L2 ôïõ ßäéïõ üãêïõ åëÝã÷ïõ Ý÷ïõìå äýíáìç F2 = −p2(ðr2) (ðñïò ôá áñéóôåñÜ).
ÁõôÞ ïöåßëåôáé óôçí ðßåóç p2 ôïõ ñåõóôïý óôç èÝóç x2 = L2. (Áðïäåéêíýåôáé üôé p = p(x) ìüíï.)

ÔÝëïò, åðåéäÞ ôï Íåõôþíåéï ñåõóôü Ý÷åé óõíåêôéêüôçôá (éîþäåò): ì > 0, áóêïýíôáé êáé äéáôìç-
ôéêÝò ôÜóåéò ô ìåôáîý ôùí «óôñùìÜôùí» ôïõ ñåõóôïý. ÓõãêåêñéìÝíá óôïí êõëéíäñéêü üãêï åëÝã÷ïõ
ìáò áóêïýíôáé äéáôìçôéêÝò ôÜóåéò ô = ô(r) áðü ôï ñåõóôü Ýîù áðü ôïí üãêï åëÝã÷ïõ óôï ñåõóôü
ìÝóá óôïí üãêï åëÝã÷ïõ (êáé áíôßóôñïöá öõóéêÜ: äñÜóç--áíôßäñáóç). Ç ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá
ôïõ üãêïõ åëÝã÷ïõ åßíáé ÄS = (2ðr)ÄL (åäþ âÝâáéá ýøïò åßíáé ôï ìÞêïò ÄL). Åðßóçò ïé äéáôìçôéêÝò
áõôÝò ôÜóåéò ô äßíïíôáé áðü ôï íüìï ôïõ Íåýôùíá ãéá Íåõôþíåéá ñåõóôÜ, ó÷Ýóç (2.4.1) êáé åäþ

ô = ì
dV (r)
dr

(åäþ ô < 0), ïðüôå Fô = ôÄS = ì
dV (r)
dr

(2ðr)ÄL = 2ðìrÄL
dV (r)
dr

(åäþ Fô < 0) (2.4.2)

ãéá ôç óõíïëéêÞ äéáôìçôéêÞ äýíáìç Fô (Þ Qô) óôçí ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ÄS ôïõ üãêïõ åëÝã÷ïõ.

Áëë’ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ìüíéìç ñïÞ. ¢ñá äåí õðÜñ÷åé êáìßá åðéôÜ÷õíóç êáé åðïìÝíùò ïé ôñåéò
äõíÜìåéò F1, F2 êáé Fô ðïõ áóêïýíôáé ðÜíù óôïí üãêï åëÝã÷ïõ ðñÝðåé íá éóïññïðïýí. Óõíåðþò

F1 + F2 + Fô = 0 �⇒ p1(ðr2) − p2(ðr2) + 2ðìrÄL
dV (r)
dr

= 0 �⇒ dV (r)
dr

= − 1
2ì

Äp
ÄL

r (2.4.3)

ìå Äp := p1 − p2 > 0 (ðôþóç ðéÝóåùò) êáé ÄL := L2 − L1 > 0 (ìÞêïò ôïõ üãêïõ åëÝã÷ïõ).

ÊáôáëÞîáìå ëïéðüí óå ìéá ðÜñá ðïëý åýêïëç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò
ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç êáôáíïìÞ ôá÷ýôçôáò V = V (r). Ìðïñïýìå íá êÜíïõìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç
ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò, üðùò èá äïýìå êáé ëßãï ðáñáêÜôù óôçí Åíüôçôá Á3.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á3.
ÅðïìÝíùò åäþáðëÜ ïëïêëçñþíïõìå ôç ó÷Ýóç (2.4.3) ùòðñïò ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r. ¸ôóé âñßóêïõìå

V (r) = − 1
4ì

Äp
ÄL

r2 + C ìå ôï ëüãï
Äp
ÄL

óôáèåñü (2.4.4)

êáé C ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò. Ëüãù ôçò óõíåêôéêüôçôáò (ôïõ éîþäïõò) ôïõ Íåõ-
ôþíåéïõ ñåõóôïý äå ìðïñåß íá õðÜñ÷åé ôá÷ýôçôá óôï ôïß÷ùìá ôïõ óùëÞíá, äçëáäÞ V (a) = 0. ÁõôÞ
åßíáé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ðïõ éó÷ýåé. Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ðñïóäéïñßæïõìå åýêïëá ôç óôáèåñÜ C:

− 1
4ì

Äp
ÄL

a2+C = 0 �⇒ C = 1
4ì

Äp
ÄL

a2 �⇒ V (r) = 1
4ì

Äp
ÄL

(a2−r2) : ðáñáâïëéêÞ êáôáíïìÞ. (2.4.5)
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A2.5. ÐÅÑÉÂÁËËÏÍÔÉÊÇ ÕÄÑÁÕËÉÊÇ: ÁÐÏÄÏÌÇÓÇ ÑÕÐÏÕ ÓÅ ÕÄÁÔÏÑÑÅÕÌÁ

Óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ èåùñïýìå Ýíá õäáôüññåõìá (ð.÷. Ýíáí ðïôáìü) ìå ñïÞ ôïõ
íåñïý ó’ áõôü ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá V . Ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôïõ õäáôïññåýìáôïò üðïõ ñÝåé
ôï íåñü åßíáé Á êáé èåùñåßôáé åðßóçò óôáèåñü. Óôï íåñü õðÜñ÷åé åðßóçò ñýðïò ìå ÷ñïíéêÜ óôáèåñÞ
(áëëÜ ÷ùñéêÜ ìåôáâëçôÞ) óõãêÝíôñùóç c = c(x) (ð.÷. óå g /m3 Þ óå mg /L) ãéá x ≥ 0. Ç ìüëõíóç
ôïõ íåñïý ìå ôï ñýðï áõôü ïöåßëåôáé óå ðçãÞ ôïõ ñýðïõ (ð.÷. ìéá âéïìç÷áíßá), ç ïðïßá âñßóêåôáé
óôç èÝóç x = 0. ÕðÜñ÷åé åðßóçò êáé áðïäüìçóç (êáôáóôñïöÞ, äéÜëõóç) ôïõ ñýðïõ êáèþò áõôüò
êéíåßôáé ìå ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ íåñïý êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò ìå ÷çìéêÞ áíôßäñáóç ðñþôçò
ôÜîåùò: ñýðïò → ðáñÜãùãá ôçò áðïäïìÞóåùò êáé ìå óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò k.
(Ôï k åßíáé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ: k > 0.) Åäþ óêïðåýïõìå íá êáôáóôñþóïõìå ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõãêÝíôñùóç c(x). Ãéá íá äïýìå ôß ãßíåôáé ôþñá ùò ðñïò ôï ñýðï.

äéåýèõíóç ñïÞò ôïõ íåñïý
ôá÷ýôçôá V

üãêïò

åëÝã÷ïõ
Ð1 Ð2 = Ð1 + dÐ

c1 = c(x) c2 = c(x) + dc

dxx1 = x x2 = x + dx

V = óôáèåñÜ êáé c = c(x)

(÷ñïíéêÜ óôáèåñÞ ñïÞ êáé ìåôáãùãÞ ñýðïõ)

Ó÷Þìá Á2.9: Õäáôüññåõìá ìå óôáèåñÞ
ñïÞ ìå ôá÷ýôçôá V êáé ìåôáãùãÞ ñýðïõ.
ÕðÜñ÷åé åðßóçò áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ.
Ç óõãêÝíôñùóç c = c(x) ôïõ ñýðïõ åß-
íáé ÷ñïíéêÜ óôáèåñÞ. Óôï õäáôüññåõìá
áõôü ðáßñíïõìå ðñéóìáôéêü üãêï åëÝã-
÷ïõ áðåéñïóôïý ìÞêïõò dx ãéá ôï ó÷çìá-
ôéóìü ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôçí
Üãíùóôç óõãêÝíôñùóç c(x) ôïõ ñýðïõ.

Ðñïò ôï óêïðü áõôü èåùñïýìå ôç óôáèåñÞ ñïÞ óôï õäáôüññåõìá êáé ðáßñíïõìå Ýíá óôïé-
÷åéþäç ðñéóìáôéêü üãêï åëÝã÷ïõ áðåéñïóôïý ìÞêïõò dx êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò óôç
èÝóç x (Ó÷Þìá Á2.9). Ôï üëï ðñüâëçìá, åðáíáëáìâÜíïõìå, èåùñÞèçêå ìüíéìï, áíåîÜñôçôï áðü
ôï ÷ñüíï t. Ç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ c åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôçò èÝóåùò x êáôÜ ìÞêïò ôïõ
õäáôïññåýìáôïò: c = c(x). Ðüóç ðïóüôçôá ñýðïõ Ð1 áíÜ ìïíÜäá ÷ñüíïõ åéóÝñ÷åôáé óôïí üãêï
åëÝã÷ïõ ìáò áðü ôçí áñéóôåñÞ ðëåõñÜ ôïõ óôç èÝóç x1 = x; Ìá, áöïý V åßíáé ç ôá÷ýôçôá ôïõ
íåñïý êáé Á ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôïõ õäáôïññåýìáôïò,

Åßóïäïò ñýðïõ: Ð1 = VAc(x) ìå ðéèáíÞ ìïíÜäá
m
sec

m2 g
m3

= g
sec

åõôõ÷þò óùóôÞ! (2.5.1)

Êáé ôþñá ðüóç ðïóüôçôá ñýðïõ Ð2 áíÜ ìïíÜäá ÷ñüíïõ åîÝñ÷åôáé áðü ôïí üãêï åëÝã÷ïõ ðïõ
èåùñïýìå (ìÞêïõò dx) áðü ôç äåîéÜ ðëåõñÜ ôïõ óôç èÝóç x2 = x + dx; ÁíÜëïãá èá Ý÷ïõìå

¸îïäïò ñýðïõ: Ð2 = VAc(x + dx) = VA[c(x) + dc] ìå dc = c(x + dx) − c(x) = c′(x)dx, (2.5.2)

áöïý èåùñÞóáìå áðåéñïóôü ôï ìÞêïò dx ôïõ üãêïõ åëÝã÷ïõ êáé ðÞñáìå õðüøç ôï ãíùóôü ïñéóìü
ôçò ðáñáãþãïõ

c′(x) ≡ dc
dx

:= lim
h→0

c(x + h) − c(x)
h

. (2.5.3)

(ÕðïèÝôïõìå öõóéêÜ ôç óõãêÝíôñùóç c(x) ôïõ ñýðïõ ü÷é ìüíï óõíå÷Þ, áëëÜ êáé ðáñáãùãßóéìç
óõíÜñôçóç. ¢ìá äåí Þôáí ðáñáãùãßóéìç, ìçí øÜ÷íïõìå íá êáôáóôñþóïõìå äéáöïñéêÞ åîßóùóç!)

Åýëïãá ó÷çìáôßæïõìå ôþñá ìå âÜóç ôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò (2.5.2) êáé (2.5.1) ôç äéáöïñÜ

dÐ := Ð2 − Ð1 = VA[c(x) + dc] − VAc(x) = VAdc = VAc′(x)dx. (2.5.4)

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç äéáöïñÜ áõôÞ dÐ ïöåßëåôáé áðëÜ óôï ãåãïíüò ôçò áðïäïìÞóåùò ìéáò ìéêñÞò
ðïóüôçôáò ñýðïõ ìÝóá óôïí ðñéóìáôéêü üãêï åëÝã÷ïõ ìáò ìÞêïõò dx êáé åìâáäïý äéáôïìÞò Á óôï
Ó÷Þìá Á2.9. Êáß ðüóç ðïóüôçôá ñýðïõ áðïäïìåßôáé ó’ áõôüí ôïí üãêï åëÝã÷ïõ; Ìá ðñïöáíþò

dÐ = −kc(x)(Adx), áöïý ôï Adx äçëþíåé áõôüí ôïí üãêï. (2.5.5)



52 (ÊåöÜëáéï A2) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Õðåíèõìßæïõìå ðùò ôï k Ý÷åé ïñéóèåß óáí ç óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò. ¢ñá ôï kc(x)
äçëþíåé ôçí ðïóüôçôá ôïõ ñýðïõ ðïõ áðïäïìåßôáé óôç ìïíÜäá ôïõ ÷þñïõ áíÜ ìïíÜäá ÷ñüíïõ.
ÅðïìÝíùò ôï kc(x)(Adx) äçëþíåé ôçí áíôßóôïé÷ç ðïóüôçôá óå ïëüêëçñï ôïí üãêï åëÝã÷ïõ óôï
Ó÷Þìá Á2.9 (óå g/sec). ÂÝâáéá, áöïý ï ñýðïò áðïäïìåßôáé, ç ðéï ðÜíù «áýîçóç» dÐ := Ð2 − Ð1

ôïõ ñýðïõ áðü ôç èÝóç x1 = x ìÝ÷ñé ôç èÝóç x2 = x + dx èá åßíáé áñíçôéêÞ, èá Ý÷ïõìå ìåßùóç ôçò
óõãêåíôñþóåùò ôïõ ñýðïõ. Ãé’ áõôü õðÜñ÷åé êáé ôï ðñüóçìï ðëçí óôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (2.5.5).

Ó÷åäüí ôåëåéþóáìå. ÁðëÜ åîéóþíïõìå ôéò åêöñÜóåéò ôçò ðïóüôçôáò dÐ óôéò äýï ðáñáðÜíù
ó÷Ýóåéò (2.5.4) êáé (2.5.5). ¸ôóé ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ èÝëïõìå íá êáôáóôñþóïõìå:

dÐ = VAc′(x)dx = −kc(x)(Adx) (2.5.6)
êé áðëïðïéþíôáò ôïí üñï Adx,

Vc′(x) = −kc(x) éóïäýíáìá Vc′(x) + kc(x) = 0 Þ V
dc
dx

+ kc = 0 Þ V
dc
c

= −kdx. (2.5.7)

Ç ôåëåõôáßá ìïñöÞ ìáò äåß÷íåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôçí ïðïßá êáôáëÞîáìå óáí äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí: ç óõãêÝíôñùóç c åßíáé áñéóôåñÜ, åíþ ç èÝóç x åßíáé äåîéÜ.
ÁõôÝò ôéò åîéóþóåéò: ôùí ÷ùñéæüìåíùíìåôáâëçôþíèáôéò äïýìå ëßãïðáñáêÜôùóôçí ÅíüôçôáÁ3.2
ôïõ åðüìåíïõ Êåöáëáßïõ Á3. ÖõóéêÜ ç åîßóùóç (2.5.7) åßíáé ìéá óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðñþ-
ôçò ôÜîåùò, ðñþôïõ âáèìïý, ãñáììéêÞ, ïìïãåíÞò, ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (ôçí ôá÷ýôçôá V
ôïõ íåñïý êáé ôç óôáèåñÜ k ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò ôïõ ñýðïõ) êáé âÝâáéá, üðùò Þäç áíáöÝ-
ñáìå, ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. ÁíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç èÝóç x êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç
(Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç óõãêÝíôñùóç c(x) ôïõ ñýðïõ êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò.

➤ ÐáñáôÞñçóç A2.2: Óôïí ðáñáðÜíù ó÷çìáôéóìü ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.5.7) áãíïÞ-
óáìå ôá äýï öáéíüìåíá äéá÷ýóåùò êáé äéáóðïñÜò ôïõ ñýðïõ êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò.
ÕðïèÝóáìå äçëáäÞ ðùò ç êßíçóç ôïõ ñýðïõ ðñïò ôçí åêâïëÞ ôïõ õäáôïññåýìáôïò ïöåßëåôáé
áðïêëåéóôéêÜ óôç ìåôáöïñÜ ôïõ ìáæß ìå ôï íåñü êáé ìå ôçí ôá÷ýôçôá V ôïõ íåñïý. Áõôü ôï åßäïò
ìåôáêéíÞóåùò ôïõ ñýðïõ ïíïìÜæåôáé óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ (êáé óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ
Ìç÷áíéêÞ, Environmental Engineering, ãåíéêüôåñá) ìåôáãùãÞ. Åäþ ëïéðüí èåùñÞóáìå ìåôáêßíçóç
ôïõ ñýðïõ ìüíï ìå ìåôáãùãÞ. Áí åß÷áìå ëÜâåé õðüøç êáé ôç äéÜ÷õóç Þ ôç äéáóðïñÜ ôïõ ñýðïõ
Þ êáé ôá äõï ôïõò ìáæß ìå óõíïëéêü óõíôåëåóôÞD, èá åß÷å ðñïêýøåé ç ðéï ãåíéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

Dc′′(x) − Vc′(x) − kc(x) = 0 éóïäýíáìá D
d2c
dx2

− V
dc
dx

− kc = 0. (2.5.8)

ÁõôÞ åßíáé âÝâáéá ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áëë’ åßíáé ôþñá äåõôÝñáò ôÜîåùò.
ÅÜí ôÝëïò åß÷áìå èåùñÞóåé ôç óõãêÝíôñùóç c ôïõ ñýðïõ üôé åîáñôÜôáé ôüóï áðü ôç èÝóç x üóï
êáé áðü ôï ÷ñüíï t: c = c(x, t), å, ôüôå èá åß÷áìå êáôáëÞîåé óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò. ÓõãêåêñéìÝíá èá åß÷áìå êáé ìéá ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï ∂c /∂t, ðïõ èá áöïñïýóå óôïí
üñï óõóóùñåýóåùò ôïõ ñýðïõ: èåôéêÞò Þ áñíçôéêÞò ÷ñïíéêÞò óõóóùñåýóåùò. Ôéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò èá ôéò ìåëåôÞóïõìå åêôåíþò óôïÌÝñïò Â ôùí äéäáêôéêþí áõôþí
âéâëßùí: óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò

➤ ÐáñáôÞñçóç A2.3: Áò óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôé óå ôïýôç ôçí åöáñìïãÞ êáé óôçí ðñïðñïçãïý-
ìåíç åöáñìïãÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå áðåõèåßáò áðåéñïóôÝò ðïóüôçôåò, åäþ ôï ìÞêïò dx ôïõ üãêïõ
åëÝã÷ïõ. Áõôü ôï êÜíáìå ãéá ìáèçìáôéêÞ äéåõêüëõíóç, óõãêåêñéìÝíá ãéá íá áðïöýãïõìå ôéò ïñéá-
êÝò äéáäéêáóßåò. Åíôïýôïéò ìáèçìáôéêÜ ðïëý óùóôüôåñï èá Þôáí íá åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ìéêñü
ìåí áëëÜ ðåðåñáóìÝíï (ü÷é áðåéñïóôü) ìÞêïò Äx (áíôß dx) êáé óôï ôÝëïò íá åß÷áìå ðÜñåé ôï üñéï
êáèþò Äx → 0. ÖõóéêÜ èá êáôáëÞãáìå êé Ýôóé óôçí ßäéá áêñéâþò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.5.7), áëëÜ
ìå ðïëý áõóôçñüôåñç äéêáéïëüãçóÞ ôçò. ÐáñÜ ôáýôá óôçí ðñÜîç ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðÜñá
ðïëëÝò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéåß ôïí ðáñüíôá ôñüðï åñãáóßáò îåêéíþíôáò áðü ôçí áñ÷Þ ìå áðåéñïóôÝò
ðïóüôçôåò, åäþ dx áíôß Äx. Ì’ áõôüí ôïí ôñüðï áðïöåýãåé ôéò ïñéáêÝò äéáäéêáóßåò, åäþ Äx → 0.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A3
ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÐÑÙÔÇÓ ÔÁÎÅÙÓ:

ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÉ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå ôçí åðßëõóç ïñéóìÝíùí áðëþí êáôçãïñéþí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò. ÓõãêåêñéìÝíá èá ìåëåôÞóïõìå ôéò áêüëïõèåò Ýîé óçìáíôéêÝò êáôçãïñßåò
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò:

1. ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ åðéëýïíôáé ìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç
2. ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí
3. Ïìïãåíåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò
4. ÃñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò
5. ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Bernoulli êáé
6. ÐëÞñåéò (Þ áêñéâåßò) äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

Èá áíáöåñèïýìå åðßóçò óýíôïìá óôç ìÝèïäï ôùí ïëïêëçñùôéêþí ðáñáãüíôùí (Þ ðïëëá-
ðëáóéáóôþí ôïõ Euler) ãéá ôçí áíáãùãÞ ìéáò ìç ðëÞñïõò (Þ ìç áêñéâïýò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðñþôçò ôÜîåùò óå ðëÞñç (Þ áêñéâÞ). Ôç ìÝèïäï áõôÞ èá ôçí åöáñìüóïõìå êáé óôçí åðßëõóç ôçò
ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò.

Åðßóçò èá åîåôÜóïõìå óýíôïìá ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôïõ Picard ãéá ôçí
åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò.

ÐÝñá áðü ôç èåùñßá, ôéò ó÷åôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò êáé ôá ìáèçìáôéêÜ ðáñáäåßãìáôá èá áíá-
öÝñïõìå êáé ìåñéêÝò óõãêåêñéìÝíåò åöáñìïãÝò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò óå
ðñïâëÞìáôá ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ïé åöáñìïãÝò áõôÝò èá áöïñïýí êõñßùò
óå ðñïâëÞìáôá Äïêþí óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí êáé óå ðñïâëÞìáôá ÄõíáìéêÞò.

Ðåñéóóüôåñåò åöáñìïãÝò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò èá ðåñéëçöèïýí óôï
åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á4, ðïõ èá áöïñÜ áðïêëåéóôéêÜ óå åöáñìïãÝò. ÁõôÝò ïé åöáñìïãÝò èá áöï-
ñïýí: (á) óôçí áðïäüìçóç ñýðïõ óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ, (â) óôçí ôá÷ýôçôá éäåáôïý ñåõ-
óôïý óå Üêñï óùëÞíá óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, (ã) óôçí ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ ìå áíôßóôáóç ôïõ áÝñá
óôç ÄõíáìéêÞ êáé (ä) óôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ìå äýï åöáñìïãÝò ôïõò óôç äéäéÜóôáôç ìüíéìç ñïÞ óôç
Ñåõóôïìç÷áíéêÞ. ÐáñïõóéÜæïíôáé âÝâáéá êáé ðïëëÝò Üëëåò åöáñìïãÝò, ðïõ äå èá ôéò åîåôÜóïõìå.

ÈåùñÞóáìå üôé ïé Ýîé êáôçãïñßåò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò ðïõ áíáöÝñáìå
ðéïðÜíùêáé åîåôÜæïõìå ó’ áõôü åäþ ôï ÊåöÜëáéï Á3 åßíáé ïé ðéï óçìáíôéêÝò ãéá ôïíÐïëéôéêüÌç÷á-
íéêü (ðáñïõóéÜæïíôáé óõ÷íüôåñá) êáé ôáõôü÷ñïíá äéáèÝôïõí ó÷åôéêÜ áðëÝò ìåèüäïõò åðéëýóåùò.
Ãé’ áõôü êáé ðåñéïñéæüìáóôå óôéò Ýîé áõôÝò âáóéêÝò êáôçãïñßåò. Èá ðáñáëåßøïõìå Ýôóé ôç ìåëÝôç
Üëëùí êáé ìÜëéóôá éäéáßôåñá ãíùóôþí êáôçãïñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò, üðùò
åßíáé, ð.÷., ïé ðïëý ãíùóôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôùí d’Alembert--Lagrange, Clairaut êáé Riccati.
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A3.1. ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÐÏÕ ÅÐÉËÕÏÍÔÁÉ ÌÅ ÁÌÅÓÇ ÏËÏÊËÇÑÙÓÇ

A3.1.1. Åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç

Óôçí åíüôçôááõôÞ èááíáöåñèïýìåáðëÜóå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéòðñþôçò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò

y ′(x) = q(x), (3.1.1)

ü÷é óå ðëÞñåéò (Þ áêñéâåßò) äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, ôéò ïðïßåò èá åîåôÜóïõìå áñãüôåñá. Óôç äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç (3.1.1) ÜãíùóôçóõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç y = y(x) êáé áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ ç x. Áíôßèåôá ç óõíÜñôçóç q(x) óôï äåîéü ìÝëïò èåùñåßôáé ãíùóôÞ ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò
óõíÜñôçóç, üðïôå åßíáé êáé ïëïêëçñþóéìç.

Åßíáé ïìïëïãïõìÝíùò ðÜñá ðïëý áðëÝò ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôçò ìïñöÞò (3.1.1) ùò ðñïò
ôçí åðßëõóÞ ôïõò. ÐñáãìáôéêÜ áðëÜ ðñÝðåé íá ïëïêëçñþóïõìå ùò ðñïò x êáé ôï áñéóôåñü êáé
ôï äåîéü ìÝëïò ôïõò. ¸ôóé ðáßñíïõìå áìÝóùò ôç ãåíéêÞ ëýóç ôïõò

y(x) =
∫

q(x) dx + C (3.1.2)

óå ìïñöÞ áüñéóôïõ ïëïêëçñþìáôïò. Óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç y(x) Ý÷ïõìå ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ
Þ ðáñÜìåôñï, ôç C, äçëáäÞ Ý÷åé ðñïêýøåé ìéá ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá ëýóåùí.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé Ý÷ïõìå êáé ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç óôï óçìåßï x = x0 ôçò ìïñöÞò

y(x0) = y0 (3.1.3)

ìå ôï y0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ. Ó’ áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç åßíáé êáëýôåñá íá ãñÜøïõìå ôçí ðáñáðÜíù
ãåíéêÞ ëýóç (3.1.2) óå éóïäýíáìç ìïñöÞ, áëëÜ ìå ôç ÷ñÞóç ïñéóìÝíïõ ïëïêëçñþìáôïò ìå êÜôù üñéï
ïëïêëçñþóåùò ôï x0 êáé ìå ìåôáâëçôü ôï ðÜíù üñéï ïëïêëçñþóåùò x, óõãêåêñéìÝíá óôç ìïñöÞ

y(x) =
∫ x

x0

q(î) dî + C. (3.1.4)

Ó’ áõôÞí ôç ìïñöÞ ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò y(x) èÝóáìå óáí ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò ôï î áíôß ãéá
ôï x, ãéáôß ôï x åßíáé åäþ ôïðÜíù üñéï ïëïêëçñþóåùò. ÓõãêåêñéìÝíá ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò î
ìåôáâÜëëåôáé óôï ïëïêëÞñùìá áõôü óôï äéÜóôçìá [x0, x].

ÈÝóáìå åðßóçò óáí êÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò ôï óçìåßï x0, óôï ïðïßï Ý÷åé äïèåß ç áñ÷éêÞ
óõíèÞêç (3.1.3). Ìå ôïí ôñüðï áõôü åßíáé ðïëý åýêïëï áðü ôç äéáèÝóéìç ãåíéêÞ ëýóç (3.1.4) íá
ðñïóäéïñßóïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ åðáëçèåýåé êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (3.1.3),
äçëáäÞ ôç óõíèÞêç y(x0) = y0. Ãéá ôçí åýñåóç áõôÞò ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò áðëÜ èÝôïõìå x = x0 êáé
y(x) = y(x0) = y0 óôç ãåíéêÞ ëýóç (3.1.4). Ôüôå ðáßñíïõìå

y0 = 0 + C �⇒ C = y0, (3.1.5)

áöïý ãéá x = x0 ôï ðÜíù êáé ôï êÜôù üñéï ôïõ ïëïêëçñþìáôïò óôç ãåíéêÞ ëýóç (3.1.4) åßíáé êáé ôá
äýï x0, óõìðßðôïõí, Üñá ôï ïëïêëÞñùìá ìçäåíßæåôáé. ÅðïìÝíùò ìå C = y0 ç ãåíéêÞ ëýóç (3.1.4)
ìåôáôñÝðåôáé óôç ìåñéêÞ ëýóç

yp(x) = y0 +
∫ x

x0

q(î) dî. (3.1.6)

ÁõôÞ ç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.1.1) åßíáé êáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêÞò ôéìÞò ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.1.1) êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
ôçò (3.1.3), äçëáäÞ áðü ôéò åîÞò äýï åîéóþóåéò:

y ′(x) = q(x), y(x0) = y0. (3.1.7)
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Áò åðáëçèåýóïõìå ôçí ðáñáðÜíù ëýóç (3.1.6) ùò ðñïò ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.1.7).
Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðñÝðåé íá åðáëçèåýóïõìå ôç ëýóç áõôÞ yp(x) êáé ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç y ′(x) = q(x), áëëÜ êáé ùò ðñïò ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(x0) = y0. Ðñþôá ãéá ôçí åðáëÞèåõóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò y ′(x) = q(x) áðëÜ ðáñáãùãßæïõìå ôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ äßíåôáé óôç
ó÷Ýóç (3.1.6) ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x. Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðáñÜãùãïò óôáèåñÜò
(åäþ ôçò y0) åßíáé ìçäÝí êáé åðßóçò üôé ç ðáñÜãùãïò ùò ðñïò x åíüò ïñéóìÝíïõ ïëïêëçñþìáôïò,
áëëÜ ìå ðÜíù üñéï ïëïêëçñþóåùò ôç ìåôáâëçôÞ x, åßíáé ç ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç óôç èÝóç x.
ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

dy0
dx

= 0 êáé
d
dx

∫ x

x0

q(î) dî = q(x). (3.1.8)

Ìå âÜóç áõôÝò ôéò äýï áðëÝò éäéüôçôåò óôéò ðáñáãþãïõò ç ðáñÜãùãïò ôçò ëýóåùò yp(x) óôç
ó÷Ýóç (3.1.6) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

y ′
p(x) = q(x). (3.1.9)

Åðáëçèåýåôáé åðïìÝíùò áðü ôç ëýóç áõôÞ yp(x) ç áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.1.1). ÁðïìÝ-
íåé ôþñá íá åðáëçèåõèåß êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (3.1.3), äçëáäÞ ç óõíèÞêç y(x0) = y0. Ãéá ôçí
åðáëÞèåõóç áõôÞ áðëÜ èÝôïõìå x = x0 óôç ëýóç yp(x) óôç ó÷Ýóç (3.1.6). Ôüôå ôï ïëïêëÞñùìá
ìçäåíßæåôáé, ãéáôß ôï êÜôù êáé ôï ðÜíù üñéï ïëïêëçñþóåùò åßíáé êáé ôá äýï ßóá ìå x0, óõìðßðôïõí.
ÅðïìÝíùò

yp(x0) = y0. (3.1.10)

¢ñá åðáëçèåýåôáé êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(x0) = y0.

Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ç óõíÜñôçóç yp(x) ðïõ ðñïóäéïñßóèçêå óôç ó÷Ýóç (3.1.6) åðáëç-
èåýåé ôüóï ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.1.1), áõôü áðïäåß÷èçêå óôç ó÷Ýóç (3.1.9), üóï êáé ôçí áñ÷éêÞ
óõíèÞêç (3.1.3), áõôü áðïäåß÷èçêå óôç ó÷Ýóç (3.1.10). Ìå áõôÜ ôá äåäïìÝíá óôéò åðáëçèåýóåéò
äéáðéóôþíïõìå üôé ç óõíÜñôçóç yp(x) åßíáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.1.7).

Ìéá åíäéáöÝñïõóá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ-
÷éêÞò ôéìÞò (3.1.7) áðïôåëåß ç ïëïêëÞñùóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò y ′(x) = q(x) óôï ðñüâëçìá
áõôü áðü x0 ìÝ÷ñé x1. ËáìâÜíïõìå åðßóçò õðüøç üôé∫ b

a
y ′(x) dx = y(x)

∣∣b
a = y(b) − y(a) (3.1.11)

êáé Ýôóé ðáßñíïõìå∫ x1

x0

y ′(x) dx =
∫ x1

x0

q(x) dx �⇒ y(x)
∣∣x1
x0

=
∫ x1

x0

q(x) dx �⇒ y(x1) − y(x0) =
∫ x1

x0

q(x) dx. (3.1.12)

ÅðåéäÞ ìÜëéóôá y(x0) = y0 (áñ÷éêÞ óõíèÞêç óôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.1.7)), ç ó÷Ýóç (3.1.12)
ãñÜöåôáé êáé óôç ìïñöÞ

y(x1) = y0 +
∫ x1

x0

q(x) dx. (3.1.13)

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé óêüðéìï íá áëëÜîïõìå ëßãï ôï óõìâïëéóìü. ÓõãêåêñéìÝíá èÝôïõìå î áíôß
ãéá x óáí ôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò êé Ýðåéôá èÝôïõìå x áíôß ãéá x1 óáí ôç ìåôáâëçôÞ óôç óõíÜñ-
ôçóç y(x1) êé åðßóçò óáí ôï ðÜíù üñéï ïëïêëçñþóåùò x1. ¸ôóé ç ëýóç (3.1.13) ôïõ ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêÞò ôéìÞò ðïõ ìåëåôÜìå ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

y(x) = y0 +
∫ x

x0

q(î) dî. (3.1.14)

Ç ëýóç áõôÞ y(x) ôïõðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.1.7) óõìðßðôåé áóöáëþò ìå ôçí áíôßóôïé÷ç
ëýóç (3.1.6) ôïõ ßäéïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò. Ôïýôï ôï áíáìÝíáìå, ãéáôß ôï ðáñüí ðñüâëçìá
áñ÷éêÞò ôéìÞò Ý÷åé ìßá êáé ìïíáäéêÞ ëýóç. Ç ìüíç äéáöïñÜ Þôáí óôç äéáäéêáóßá. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá
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ôçí åýñåóç ôçò ëýóåùò (3.1.6) ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç ÷ñçóéìïðïéÞèçêå êáôÜëëçëá ãéá ôïíðñïóäéïñéóìü
ôçò áõèáßñåôçò óôáèåñÜò C ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (3.1.4) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò y ′(x) = q(x).
Áíôßèåôá óôçí ðáñïýóá ëýóç (3.1.14) Ýãéíå ïñéóìÝíç ïëïêëÞñùóç (ü÷é áüñéóôç) áðü x0 Ýùò x
êáé óôá äýï ìÝëç êáé ëÞöèçêå õðüøç êáôÜ ôçí ïëïêëÞñùóç áõôÞ ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(x0) = y0.
Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðáñáêÜìöèçêå ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò y ′(x) = q(x) êáé
ðñïóäéïñßóèçêå êáôåõèåßáí ç ìåñéêÞ ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðëçñïß üìùò êáé
ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(x0) = y0. Ãéá ôï óêïðü áõôü, åðáíáëáìâÜíåôáé, Ýãéíå ïñéóìÝíç ïëïêëÞñùóç
áíôß ãéá áüñéóôç ïëïêëÞñùóç óôá äýï ìÝëç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.1.1).

Ïëüêëçñç ç ðáñáðÜíù áðëÞ ìÝèïäïò áíáöåñüôáí óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò
ôÜîåùò y ′(x) = q(x). Åßíáé åíôïýôïéò ðñïöáíÝò üôé ìðïñåß Üìåóá íá ãåíéêåõèåß êáé óå äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ïðïéáóäÞðïôå ôÜîåùò (ãåíéêÜ n-ôÜîåùò) ôçò ìïñöÞò

y(n)(x) = q(x) (3.1.15)

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí y(x) êáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôï äåîéü ìÝëïò q(x). ¼ìùòóôçíðåñßðôùóç
áõôÞ èá áðáéôçèåß ìßá ïëïêëÞñùóç, ãéá íá ðñïêýøåé ç (n − 1)-ôÜîåùò ðáñÜãùãïò y(n−1)(x), ìßá
áêüìç ïëïêëÞñùóç, ãéá íá ðñïêýøåé ç (n − 2)-ôÜîåùò ðáñÜãùãïò y(n−2)(x), êëð. Åñãáæüìåíïé ìå
ôïí ôñüðï áõôü ÷ñåéáæüìáóôå óõíïëéêÜ n ïëïêëçñþóåéò: áêñéâþò ôüóåò ïëïêëçñþóåéò üóç åßíáé
êáé ç ôÜîç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.1.15). ¸ôóé èá ìðïñÝóïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôåëéêÜ ôç
ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò, ç ïðïßá èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

yg(x) = Q̂n(x) + pn−1(x,C1,C2, . . . ,Cn). (3.1.16)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ ìå Q̂n(x) Ý÷åé äçëùèåß ôï ïëïêëÞñùìá ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò q(x), áëëÜ
ìåôÜ áðü n äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò. Åðßóçò ôï ðïëõþíõìï pn−1 Ý÷åé ìåôáâëçôÞ ôï x, ðåñéÝ÷åé
üìùò êáé n óôáèåñÝò C1,C2, . . . ,Cn, äçëáäÞ ôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ôùí n äéáäï÷éêþí ïëïêëçñþ-
óåùí. Ïé n áõôÝò óôáèåñÝò ìðïñïýí âÝâáéá íá ðñïóäéïñéóèïýí áðü n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óå Ýíá
óçìåßï x = x0, ð.÷. áðü ôéò n óõíèÞêåò

y(x0) = y0, y ′(x0) = y ′
0, . . . , y(n−1)(x0) = y(n−1)

0 . (3.1.17)

A3.1.2. ÅöáñìïãÝò

� ÅöáñìïãÞ A3.1 (Äïêïß): Óå óõíÞèç äïêü èåùñïýìå ìéá ãñáììéêÜ êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñ-
ôéóç p(x) (óå kN/m) ôçò ìïñöÞò

p(x) = ax + b (3.1.18)

ìå ôéò óôáèåñÝò a êáé b ó’ áõôÞí ãíùóôÝò. ÎÝñïõìå üìùò áðü ôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Á2,
ÐáñÜãñáöïò Á2.1.4, üôé éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.28) áíÜìåóá óôçí ôÝìíïõóá äýíáìçQ(x)
(Þ éóïäýíáìá V (x)) êáé óôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x). ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

Q′(x) = p(x) �⇒ Q′(x) = ax + b. (3.1.19)

Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé ðñáãìáôéêÜ ôçò ìïñöÞò (3.1.1) êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ôç
ëýóïõìå Üìåóá ìå ìßá áðëÞ ïëïêëÞñùóç. ¸ôóé âñßóêïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò

Qg(x) = ax2

2
+ bx + C1 (3.1.20)

ìå ôï C1 ôç ó÷åôéêÞ óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò. ÕðïèÝôïíôáò åðéðëÝïí üôé îÝñïõìå êáé ôçí ôÝìíïõóá
äýíáìç Q(0) = Q0 óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý, Ý÷ïõìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

Q′(x) = ax + b, Q(0) = Q0. (3.1.21)
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Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç Q(0) = Q0 äåí Ý÷åé ëçöèåß áêüìç õðüøç óôç ãåíéêÞ ëýóç Qg(x). Áí üìùò
ëçöèåß, üðùò áðáéôåß ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.1.21), ôüôå èá åðéôñÝøåé ôïí ðñïóäéïñéóìü
ôçò óôáèåñÜò C1. ÐñáãìáôéêÜ, åÜí èÝóïõìå x = 0 êáé Qg(0) = Q0 óôç ãåíéêÞ ëýóç Qg(x) ôçò
ó÷Ýóåùò (3.1.20), èá Ý÷ïõìå

Q0 = C1 ⇐⇒ C1 = Q0 �⇒ Qp(x) = ax2

2
+ bx + Q0. (3.1.22)

Ìå áëëáãÞ ôçò óåéñÜò ôùí üñùí
Qp(x) = Q0 + bx + ax2

2
(3.1.23)

ðáßñíïõìå ôçí éóïäýíáìç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.1.21).

Áðü ôç ëýóç áõôÞ Qp(x) äéáðéóôþíïõìå üôé ç ôÝìíïõóá äýíáìç Qp(x) ðïõ âñÞêáìå óôçí ðá-
ñïýóá óõíÞèç äïêü ðïõ åîåôÜæïõìå ðáßñíåé ôçí áñ÷éêÞ ôéìÞ Q0 óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò
äïêïý, áêñéâþò üðùò èÝëïõìå íá óõìâáßíåé. ÅðéðëÝïí üìùò åðáëçèåýåé êáé ôç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç (3.1.19), ãéáôß

Q′
p(x) = b + ax = ax + b = p(x) (3.1.24)

óôçí ðáñïýóá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ãñáììéêÞò êÜèåôçò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x) = ax + b.

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) ìåôáâÜëëåôáé ãñáììéêÜ ìå ôç
èÝóç x óôçí ðáñïýóá åéäéêÞ ðåñßðôùóç, üðïõ äå÷èÞêáìå üôé p(x) = ax + b. Åíôïýôïéò ç ãñáöéêÞ
ðáñÜóôáóç ôçò ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q(x) åßíáé ðáñáâïëéêÞ (ðïëõþíõìï äåõôÝñïõ âáèìïý).

ÖõóéêÜ, ëáìâÜíïíôáò õðüøç üëá üóá áíáöÝñáìå ãéá ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôùí óõíÞèùí
äïêþíóôïðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Á2, ìðïñïýìå ìå üìïéï ôñüðï íáðñïóäéïñßóïõìå (ìå äéáäï÷éêÝò
ïëïêëçñþóåéò): (á) ôç ñïðÞ êÜìøåùò (Þ êáìðôéêÞ ñïðÞ) ôçò äïêïý M(x), (â) ôç ãùíßá óôñïöÞò
ôçò äïêïý è(x) êáé (ã) ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý (ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò) v(x). Áñêåß âÝâáéá
íá Ý÷ïõìå äéáèÝóéìåò ôéò ó÷åôéêÝò óõíèÞêåò óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý Þ êáé óôá äýï
Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý. Ãíùñßæïíôáò ôç öüñôéóç p(x) = ax + b, ó÷Ýóç (3.1.18), Ý÷ïõìå
áíÜãêç áðü ôÝóóåñéò óõíèÞêåò (óõíÞèùò áðü äýï óõíèÞêåò êáé óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò
äïêïý, åðïìÝíùò ôÝóóåñéò óõíèÞêåò óõíïëéêÜ). ¸ôóé èá ìðïñÝóïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ìÝ÷ñé êáé
ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý. Èá ãßíïõìå óáöÝóôåñïé óôçí áìÝóùò åðüìåíç åöáñìïãÞ. �

� ÅöáñìïãÞ A3.2 (Ðñüâïëïò): Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôïõ ðñïâüëïõ, ðïõ åßíáé ìéá óõíÞèçò
äïêüò ìÞêïõò L êáé óôáèåñÞò äõóêáìøßáò ÅÉ. Ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ ðñïâüëïõ x = 0 èåùñåß-
ôáé ðáêôùìÝíï, åíþ ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L åëåýèåñï. ÐÜíù óôïí ðñüâïëï áóêåßôáé êÜèåôç
êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç

p(x) = ax + b, (3.1.25)

ç ßäéá áêñéâþò öüñôéóç ìå ôç öüñôéóç (3.1.18), åêåßíç ôçò ðñïçãïýìåíçò åöáñìïãÞò. Õðü ôéò
óõíèÞêåò áõôÝò æçôåßôáé ôï âÝëïò êÜìøåþò ôïõ v(x), ðïõ ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ.

Ëýóç: Ãíùñßæïõìå áðü ôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Á2, åîßóùóç (2.1.34), üôé ç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ôçò óõíÞèïõò äïêïý åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò êáé Ý÷åé ôç ìïñöÞ

EIv′′′′(x) = p(x) �⇒ v′′′′(x) = 1
EI

(ax + b) (3.1.26)

ëüãù êáé ôçò öïñôßóåùò (3.1.25).

Ðïëý åýêïëá ìðïñïýìå íá ëýóïõìå ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ðñï÷ùñþíôáò óå ôÝóóåñéò
äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò êáé áíáãíùñßæïíôáò ôï ãåãïíüò üôé êáèåìßá áðü áõôÝò èá åéóÜãåé êáé
áðü ìßá áõèáßñåôç óôáèåñÜ óôç ëýóç. Ìå ôéò ïëïêëçñþóåéò áõôÝò, ðïõ åßíáé ðïëý åýêïëåò óôçí
ðáñïýóá åöáñìïãÞ óå ðñüâïëï, ðñïóäéïñßæïõìå ðñþôá ôçí ôñßôç ðáñÜãùãï v′′′(x):

v′′′(x) = 1
EI

(
ax2

2
+ bx + C1

)
. (3.1.27)
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¸ðåéôá, ïëïêëçñþíïíôáò îáíÜ, âñßóêïõìå ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï v′′(x):

v′′(x) = 1
EI

(
ax3

6
+ bx2

2
+ C1x + C2

)
. (3.1.28)

Óôç óõíÝ÷åéá, êáé ðÜëé ìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç, õðïëïãßæïõìå ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï v′(x):

v′(x) = 1
EI

(
ax4

24
+ bx3

6
+ C1x2

2
+ C2x + C3

)
. (3.1.29)

Óôï ôÝëïò, îáíáïëïêëçñþíïíôáò, ðñïóäéïñßæïõìå ôçí ßäéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç, ôï âÝëïò
êÜìøåùò v(x) ôïõ ðñïâüëïõ, ôï ïðïßï äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ:

v(x) = 1
EI

(
ax5

120
+ bx4

24
+ C1x3

6
+ C2x2

2
+ C3x + C4

)
. (3.1.30)

ÁõôÞ åßíáé ëïéðüí ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò ôÜîåùò (3.1.26) õðü ôç
ãñáììéêÞ êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) ôçò ó÷Ýóåùò (3.1.25). Ðñïóäéïñßóáìå ëïéðüí ôç
ãåíéêÞ ëýóç vg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò ôÜîåùò ðïõ åß÷áìå. ¸÷ïõìå êáé ôÝóóåñéò
áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: C1, C2, C3 êáé C4 óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç, áêñéâþò üðùò ðåñéìÝíáìå. Åßìáóôå
ëïéðüí åõ÷áñéóôçìÝíïé; ¼÷é, ìå ôßðïôå! Äåí åßíáé äõíáôüí óå Ýíáðñüâëçìá äïêïý (åäþðñïâüëïõ)
íá Ý÷ïõìå óôç ëýóç ôïõ ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: C1, C2, C3 êáé C4. ¸íáò ðñüâïëïò Ý÷åé
óõãêåêñéìÝíåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: åäþ ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêño ôïõ x = 0 êáé åëåýèåñï ôï
äåîéü Üêñï ôïõ x = L. ÁõôÝò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðñÝðåé íá ôéò ðÜñïõìå õðüøç ìáò, ãéá íá
êáèïñßóïõìå ðëÞñùò ôç óõíÜñôçóç v(x) ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò ôïõ ðñïâüëïõ, ðïõ äçìéïõñãåß ôçí
åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ. Áõôü åßíáé ôï êáèÞêïí ìáò êáé èá ðñï÷ùñÞóïõìå áìÝóùò ôþñá ó’ áõôü.

ÐñÝðåé ëïéðüí ôþñá íá êáèïñßóïõìå óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò óôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1, C2, C3

êáé C4, Ýôóé þóôå íá éêáíïðïéïýíôáé êáé ïé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá x = 0
êáé x = L ôïõ ðñïâüëïõ. Ï ðñüâïëïò áõôüò Ý÷åé ðáêôùìÝíï ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0. ¢ñá
éó÷ýïõí ó’ áõôü ïé äýï óõíèÞêåò

v(0) = 0, v′(0) = 0, (3.1.31)

äçëáäÞ ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò (v = 0) êáé ìçäåíéêÞ êëßóç Þ óôñïöÞ (è = 0) óôï Üêñï áõôü x = 0.
¸÷åé åðßóçò åëåýèåñï ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L. ÅðïìÝíùò éó÷ýïõí ó’ áõôü ïé äýï óõíèÞêåò

v′′(L) = 0, v′′′(L) = 0, (3.1.32)

äçëáäÞ ìçäåíéêÞ êáìðôéêÞ ñïðÞ Þ ñïðÞ êÜìøåùò (Ì = 0) êáé ôáõôü÷ñïíá ìçäåíéêÞ ôÝìíïõóá
äýíáìç (Q = 0) óôï Üêñï áõôü x = L. Êáé ôéò ôÝóóåñéò áõôÝò óõíèÞêåò ãéá ðñüâïëï ìå ðÜêôùóç
óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé åëåýèåñï ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L ôéò Ý÷ïõìå áíáöÝñåé óôçí
ÐáñÜãñáöï Á1.9.2 óôçí ôåëåõôáßá ãñáììÞ ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (1.9.10) ãéá äïêïýò.

¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôÝóóåñéò óõíèÞêåò, ôéò (3.1.31) êáé (3.1.32), êáé ôÝóóåñéò óôáèåñÝò ðñïò
ðñïóäéïñéóìü, ôéò C1, C2, C3 êáé C4, óôç ãåíéêÞ ëýóç (3.1.30): ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ ðñïâüëïõ.
ÎåêéíÜìå áðü ôéò äýï ãåùìåôñéêÝò óõíèÞêåò (3.1.31). ËáìâÜíïíôáò õðüøç ôçí ðñþôç áðü áõôÝò:
v(0) = 0, ðáßñíïõìå áìÝóùò (ãéá x = 0) C4 = 0 áðü ôç ó÷Ýóç (3.1.30). Ìå üìïéï ôñüðï áðü ôç
äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç v′(0) = 0 ðáßñíïõìå åõèýò (êáé ðÜëé ãéá x = 0) C3 = 0 áðü ôç
ó÷Ýóç (3.1.29) ãéá ôçí ðáñÜãùãï v′(x). Ôåëåéþóáìå ëïéðüí ìå ôéò äýï ãåùìåôñéêÝò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (3.1.31) óôï ðáêôùìÝíï Üêñï x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ (ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ) Ý÷ïíôáò âñåé

C4 = 0, C3 = 0. (3.1.33)

ÅðïìÝíùò ç ëýóç (3.1.30) ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò ôïõ ðñïâüëïõ áðëïðïéåßôáé ôþñá óôç ìïñöÞ

v(x) = 1
EI

(
ax5

120
+ bx4

24
+ C1x3

6
+ C2x2

2

)
≡ x2

120EI
(ax3 + 5bx2 + 20C1x + 60C2). (3.1.34)
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Ìáò áðïìÝíåé ôþñá íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôéò Üëëåò äýï óôáèåñÝò C1 êáé C2 ìå âÜóç ôéò
äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ìç÷áíéêÞò öýóåùò: v′′(L) = 0 êáé v′′′(L) = 0 óôï äåîéü Üêñï x = L ôïõ
ðñïâüëïõ. Êáôáñ÷Þí áðü ôç ó÷Ýóç (3.1.27) ãéá ôçí ôñßôç ðáñÜãùãï v′′′(x) ðáßñíïõìå ãéá x = L

v′′′(L) = 1
EI

(
aL2

2
+ bL + C1

)
= 0 �⇒ C1 = − aL2

2
− bL. (3.1.35)

Êáé áíÜëïãá áðü ôç ó÷Ýóç (3.1.28) ãéá ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï v′′(x) ðáßñíïõìå îáíÜ ãéá x = L

v′′(L) = 1
EI

(
aL3

6
+ bL2

2
+ C1L + C2

)
= 0 �⇒ C2 = − aL3

6
− bL2

2
− C1L = aL3

3
+ bL2

2
. (3.1.36)

Óçìåéþíïõìå üôé ðÞñáìå óôï ôÝëïò õðüøç ìáò êáé ôçí Ýêöñáóç ôçò óôáèåñÜò C1, ðïõ Ý÷åé Þäç
õðïëïãéóèåß óôç äåýôåñç ó÷Ýóç (3.1.35).

ÅéóÜãïõìå ôÝëïò ôéò ôéìÝò êáé ôùí óôáèåñþí C1 êáé C2 áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3.1.35) êáé (3.1.36)
áíôßóôïé÷á óôç ó÷Ýóç (3.1.34). ¸ôóé ðáßñíïõìå (ìåôÜ êáé ôéò áðëïðïéÞóåéò ìå ôç âïÞèåéá ôçò
Mathematica) ôçí åîÞò ôåëéêÞ Ýêöñáóç ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóÞ ìáò v(x), ôï âÝëïò êÜìøåùò
ôïõ ðñïâüëïõ:

v(x) = x2

120EI

[
20aL3 + 30bL2 − 10L(aL + 2b)x + 5bx2 + ax3

]
, (3.1.37)

äçëáäÞ Ýíá ðïëõþíõìï ðÝìðôïõ âáèìïý, áöïý x2x3 = x5. Åðáëçèåýóáìå åðßóçò (ðÜëé ìå ÷ñÞóç
ôçò Mathematica) ôçí ðëÞñùóç êáé ôùí ôåóóÜñùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (3.1.31) êáé (3.1.32) óôá
äýï Üêñá x = 0 (ðáêôùìÝíï Üêñï) êáé x = L (åëåýèåñï Üêñï) ôïõ ðñïâüëïõ áíôßóôïé÷á.

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ v(x) åßíáé ç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí: äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò, åðïìÝíùò êáé ôÝóóåñéò óõíïëéêÜ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Ìå âÜóç ôçí
ßäéá óõíÜñôçóç v(x) Ý÷ïõìå ðéá ôç äõíáôüôçôá õðïëïãéóìïý: (á) ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x), (â) ôçò
óôñïöÞò (ãùíßáò êëßóåùò) è = v′(x), (ã) ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò M(x) = EIv′′(x) êáé (ä) ôçò ôÝìíïõóáò
äýíáìçò Q(x) = EIv′′′(x) óå êÜèå óçìåßï x ôïõ ðñïâüëïõ. Áò áíáöÝñïõìå áðëÜ ðùò ôï âÝëïò
êÜìøåùò v(L) êáé ç óôñïöÞ è(L) = v′(L) óôï åëåýèåñï Üêñï ôïõðñïâüëïõ x = L Ý÷ïõí ôéò åîÞò ôéìÝò:

v(L) = (11aL + 15b)L4

120EI
êáé è(L) = v′(L) = (3aL + 4b)L3

24EI
(3.1.38)

áíôßóôïé÷á. ÁíÜëïãáìðïñïýìå íáõðïëïãßóïõìå (êáéðñáãìáôéêÜõðïëïãßóáìå) ôçíáíôßäñáóçQ0

êáé ôç ñïðÞ ðáêôþóåùò M0 óôï ðáêôùìÝíï Üêñï x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ. Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ãéá
êÜèå Üëëç ðïóüôçôá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. ¸÷ïõìå ìÜëéóôá áõôÞí ôç äõíáôüôçôá êáé ðëÞñùò
ðáñáìåôñéêÜ ìå ðáñáìÝôñïõò ôéò äýï óôáèåñÝò a êáé b ôçò êáôáíåìçìÝíçò êÜèåôçò öïñôßóåùò
p(x) = ax + b, ôçí ïðïßá äå÷èÞêáìå óôç ó÷Ýóç (3.1.25) íá åöáñìüæåôáé ðÜíù óôïí ðñüâïëï. �

A3.2. ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ×ÙÑÉÆÏÌÅÍÙÍ ÌÅÔÁÂËÇÔÙÍ

A3.2.1. Åðßëõóç ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí

Ç åðüìåíç óå áðëüôçôá (ëéãÜêé ðéï äýóêïëç . . . ) êáôçãïñßá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò
ôÜîåùò åßíáé ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. Ìéá ôÝôïéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç
Ý÷åé áðü ôçí áñ÷Þ Þ ìðïñåß íá ðÜñåé ôåëéêÜ ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

A(x)dx + B(y)dy = 0 éóïäýíáìá A(x)dx = −B(y)dy, (3.2.1)

üðïõ âÝâáéá ïé óõíáñôÞóåéòA(x) êáé B(x) åßíáé ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò. Ç ìïñöÞáõôÞ ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (3.2.1) êáèéóôÜ óáöÝò üôé ðñáãìáôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí
ìåôáâëçôþí. ÓõãêåêñéìÝíá ï ðñþôïò üñïò ôçò ðåñéÝ÷åé ìüíï ôç ìåôáâëçôÞ x, åíþ ï äåýôåñïò
ìüíï ôç ìåôáâëçôÞ y. Åßíáé åðïìÝíùò ÷ùñéóìÝíåò ïé äýï ìåôáâëçôÝò x êáé y óôçí åîßóùóç (3.2.1)
åßôå óôçí ðñþôç ôçò ìïñöÞ åßôå óôç äåýôåñç (åêåß ìå ôïí üñï ôçò ìåôáâëçôÞò y óôï äåîéü ìÝëïò).
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Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.2.1) åßíáé ãñáììÝíç ìå äéáöïñéêÜ dx êáé dy. Áõôüò ï ôñüðïò ãñáöÞò åß-
íáé óõììåôñéêüòùòðñïò ôéò äýï ìåôáâëçôÝò x êáé y êáéðñïôéìÜôáé åéäéêÜ óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí ðïõ åîåôÜæïõìå óôçí åíüôçôá áõôÞ. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ãñÜöïíôáò
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí óôç ìïñöÞ (3.2.1), äçëþíïõìå áíáðïöÜóéóôïé
áêüìç ãéá ôï áí ç ìåôáâëçôÞ y èá èåùñçèåß óáí åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ êáé ç ìåôáâëçôÞ x óáí
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ Þ áíôßóôñïöá. ÄçëáäÞ ç ãñáöÞ (3.2.1) ôçò ãåíéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí åßíáé éóïäýíáìç ìå ôéò åîÞò äýï ãñáöÝò ôçò ßäéáò åîéóþóåùò:

A(x) + B(y)
dy
dx

= 0 éóïäýíáìá B(y) y ′ + A(x) = 0 ìå y = y(x), (3.2.2)

áöïý äéáéñÝóáìå ìå dx, Þ äéáöïñåôéêÜ

A(x)
dx
dy

+ B(y) = 0 éóïäýíáìá A(x) x′ + B(y) = 0 ìå x = x(y) (3.2.3)

Ýðåéôá áðü äéáßñåóç ìå dy ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.2.1).

ÅðïìÝíùò ôþñá ðëÝïí Ý÷ïõìå áðïöáóßóåé: Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ)
ç y = y(x) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.2.2). Áíôßèåôá Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ)
ç x = x(y) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.2.3). Ç áðüöáóÞ ìáò áõôÞ ãéá ðñïôßìçóç ôçò ìïñöÞò (3.2.2)
Þ (3.2.3) åîáñôÜôáé óõíÞèùò áðü ôï ðïéá ìïñöÞ ìáò âïëåýåé õðïëïãéóôéêÜ óôçí ïëïêëÞñùóç,
ç ïðïßá èá áêïëïõèÞóåé ãéá ôçí åýñåóç ôçò ëýóåùò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ÷ùñéæüìåíùí ìå-
ôáâëçôþí (3.2.1). ºóùò üìùò åîáñôÜôáé ðåñéóóüôåñï áðü ôï öõóéêü íüçìáðïõ Ý÷åé ç ìßá åðéëïãÞ
Þ ç Üëëç. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óå áðëÞ åõèýãñáììç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ðñïôéìÜìå áóöáëþò íá
èåùñïýìå ôçí ôá÷ýôçôá v óáí óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t, äçëáäÞ íá Ý÷ïõìå v = v(t), ðáñÜ ôï
áíôßèåôï, äçëáäÞ íá Ý÷ïõìå t = t(v). ÐáñáðÝñá óå ìéá äïêü ðñïôéìÜìå Ýíôïíá íá Ý÷ïõìå ôï âÝëïò
êÜìøåùò v óáí óõíÜñôçóç ôçò èÝóåùò x, äçëáäÞ íáé v = v(x), ðáñÜ ôç èÝóç x óáí óõíÜñôçóç ôïõ
âÝëïõò êÜìøåùò v, äçëáäÞ ü÷é x = x(v). ÃåíéêÜ ó÷åäüí ðïôÝ äåí êÜíïõìå ôï äåýôåñï: x = x(v).
Åðéèõìßá ìáò áðïôåëåß áðëÜ íá ãíùñßæïõìå ôï âÝëïò êÜìøåùò v óå êÜèå óçìåßï x ôçò äïêïý, äç-
ëáäÞ v = v(x), êé ü÷é ôï áíôßèåôï, äçëáäÞ ü÷é x = x(v). ÁñêåôÜ! ÔÝëïò ëïéðüí óôç óõæÞôçóç áõôÞ!

Áðü ’äþ êáé ðÝñá õðïèÝôïõìå üôé Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç y
êáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ç x. Éó÷ýåé åðïìÝíùò ç åñìçíåßá (3.2.2) ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí (3.2.1). Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åðßëõóÞ ôçò, äçëáäÞ óôïí
ðñïóäéïñéóìü ôçò ãåíéêÞò ëýóåþò ôçò y = ø(x), üðïõ ç óõíÜñôçóç ø(x) åßíáé áêüìç Üãíùóôç.
Áíôéêáèéóôïýìå áõôÞí ôç æçôïýìåíç ëýóç y = ø(x) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.2.2). Èá ðñÝðåé
íá éó÷ýåé

A(x) + B
(
ø(x)

)
ø′(x) = 0. (3.2.4)

Ôþñá áðëÜ ïëïêëçñþíïõìå ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x êáé ðáßñíïõìå∫ [
A(x) + B

(
ø(x)

)
ø′(x)

]
dx = C, (3.2.5)

üðïõ äåí îå÷Üóáìå êáé ôç óôáèåñÜ C (êáëýôåñá óôï äåîéü ìÝëïò). ÖõóéêÜ ôï ïëïêëÞñùìá áèñïß-
óìáôïò éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ïëïêëçñùìÜôùí ôùí üñùí ôïõ. ¢ñá ç ó÷Ýóç (3.2.5) ãñÜöåôáé
êáé óôç ìïñöÞ ∫

A(x) dx +
∫

B
(
ø(x)

)
ø′(x) dx = C. (3.2.6)

ÅíôÜîåé ìå ôï ðñþôï ðéï ðÜíù ïëïêëÞñùìá, áëë’ ü÷é áêüìç êáé ìå ôï äåýôåñï. ËáìâÜíïíôáò
õðüøç üôé ãéá ôç æçôïýìåíç ëýóç ìáò

y = ø(x) �⇒ dy = ø′(x) dx, (3.2.7)
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óõíÜãïõìå üôé ôï äåýôåñï áõôü ïëïêëÞñùìá ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ∫
B
(
ø(x)

)
ø′(x) dx =

∫
B(y) dy. (3.2.8)

Óôçí ôåëéêÞ áõôÞ ìïñöÞ ôï äåýôåñï ïëïêëÞñùìá ôçò ó÷Ýóåùò (3.2.6) áðëïðïéÞèçêå, ãéáôß ëÜâáìå
ôçí ðñüíïéá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôåëéêÜ ôç ìåôáâëçôÞ y áíôß ãéá ôç ìåôáâëçôÞ x óáí ìåôáâëçôÞ
ïëïêëçñþóåùò. (Åíþ áñ÷éêÜ Þôáí ïëïêëÞñùìá ùò ðñïò x, ôþñá åßíáé ïëïêëÞñùìá ùò ðñïò y.)
ÅðïìÝíùò ç ó÷Ýóç (3.2.6) ëüãù ôçò ó÷Ýóåùò (3.2.8) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ∫

A(x) dx +
∫

B(y) dy = C. (3.2.9)

Ç ìïñöÞ áõôÞ, áöïý åêôåëåóèïýí ïé ïëïêëçñþóåéò, óå üóï âáèìü âÝâáéá áõôü åßíáé äõíáôüí,
åêöñÜæåé ôç ëýóç ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí (3.2.1) óå ìéá
ðåðëåãìÝíç ãåíéêÜ ìïñöÞ, äçëáäÞ óå ìïñöÞ

F(x, y) = C. (3.2.10)

Óå áñêåôÝò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ç ëýóç áõôÞ óå ðåðëåãìÝíç ìïñöÞ ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óå ëõìÝíç
ìïñöÞ ùò ðñïò y, äçëáäÞ y = ø(x), êáé, áí åßíáé áíáãêáßï, ùò ðñïò x, äçëáäÞ x = ÷(y). ÓõíÞèùò
ç ëõìÝíç ìïñöÞ (åßôå ùò ðñïò y åßôå ùò ðñïò x) åßíáé êáé áõôÞ ðïõ ðñïôéìÜôáé óôçí ðñÜîç.

A3.2.2. ÐáñáôçñÞóåéò

➤ ÐáñáôÞñçóç A3.1: ÐñáêôéêÜ ìéëþíôáò, ç ôåëéêÞ (êáé ðåðëåãìÝíç) ìïñöÞ (3.2.9) ôçò ëýóåùò
ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí (3.2.1) èá ìðïñïýóå íá èåùñçèåß
áðëÜ üôé ðñïêýðôåé ìå ïëïêëÞñùóç ôïõ ðñþôïõ üñïõ ôçò åîéóþóåùò áõôÞò (3.2.1) ùò ðñïò x
êáé ôïõ äåýôåñïõ üñïõ ôçò ùò ðñïò y. Óáí ìíçìïíéêüò êáíüíáò áõôü åßíáé ìéá ôÝëåéá åñìçíåßá
ôçò ëýóåùò (3.2.9) ðïõ âñÞêáìå. Áðü ìáèçìáôéêÞò üìùò óêïðéÜò ç ðéï áíáëõôéêÞ áðüäåéîç ôçò
ëýóåùò (3.2.9), üðùò åêôÝèçêå ðéï ðÜíù (äçëáäÞ ìå ïëïêëÞñùóç ìüíï ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x),
åßíáé ðéï óùóôÞ êáé ìÜëéóôá áõôÞ ðïõ ðñïôéìÜôáé óõ÷íÜ óôç ìáèçìáôéêÞ âéâëéïãñáößá. ¸íáí
ðåñéóóüôåñï áðëü ôñüðï ðñïóäéïñéóìïý ôçò ßäéáò ëýóåùò (3.2.9) èá ðáñïõóéÜóïõìå ðéï êÜôù
óôçí Åíüôçôá Á3.6 âáóéæüìåíïé óôç èåùñßá ôùí ðëÞñùí (Þ áêñéâþí) äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Äåí
ôï êÜíáìå üìùò åäþ, ãéá íá áðïöýãïõìå ôç èåùñßá áõôÞ, ðïõ äåí õðÞñîå áíáãêáßá ãéá ôçí åýñåóç
ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (3.2.9). ¸ôóé êé áëëéþò ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí
ôçò ðáñïýóáò Åíüôçôáò Á3.2 ìå ãåíéêÞ ìïñöÞ ôçí (3.2.1) åßíáé áðëïýóôåñåò áðü ôéò ðëÞñåéò
(Þ áêñéâåßò) äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôçò Åíüôçôáò Á3.6 ðáñáêÜôù.

➤ ÐáñáôÞñçóç A3.2: Ó÷åôéêÞ ìå ôçí ðñïáíáöåñèåßóá èåùñßá ôùí ðëÞñùí (Þ áêñéâþí) äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí åßíáé êáé ç åîÞò áðëÞ åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (3.2.9) ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí (3.2.1). Ðñïò ôï óêïðü áõôü áðëÜ äéáöïñßæïõìå ôç ó÷Ýóç
áõôÞ (3.2.9), ðáßñíïõìå ôï ïëéêü äéáöïñéêü ôçò êáé äéáðéóôþíïõìå üôé

d
[ ∫

A(x) dx +
∫

B(y) dy
]

= 0. (3.2.11)

ÁõôÞ åäþ ç ó÷Ýóç éó÷ýåé, åðåéäÞ ôï äéáöïñéêü ôçò áõèáßñåôçò óôáèåñÜò C óôï äåîéü ìÝëïò ôçò
ëýóåùò (3.2.9) åßíáé ìçäÝí. Óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôþñá äåí îå÷íÜìå áðü ôïí áðåéñïóôéêü ëïãéóìü
üôé ç ðáñÜãùãïò åíüò áüñéóôïõ ïëïêëçñþìáôïò ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò åßíáé ç ßäéá
ç ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç. ÊáôÜ óõíÝðåéá Ý÷ïõìå

d
dx

∫
A(x) dx = A(x),

d
dy

∫
B(y) dy = B(y). (3.2.12)



62 (ÊåöÜëáéï A3) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ÅðïìÝíùò áðüëõôá éóïäýíáìá, áëëÜ óå ìïñöÝò äéáöïñéêþí ôþñá, Ý÷ïõìå

d
∫

A(x) dx = A(x) dx, d
∫

B(y) dy = B(y) dy. (3.2.13)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï ïëéêü äéáöïñéêü óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (3.2.11) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Á(x)dx + B(y)dy = 0, (3.2.14)

ç ïðïßá óõìðßðôåé ìå ôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí (3.2.1). ¸ôóé åðá-
ëçèåýóáìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (3.2.9) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí (3.2.1).

➤ ÐáñáôÞñçóç A3.3: ÁñêåôÜ óõ÷íÜ ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí ôçò
ìïñöÞò (3.2.1) êáé ãåíéêüôåñá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò óõíïäåýåôáé áðü ìßá áñ÷éêÞ
óõíèÞêç ôçò ìïñöÞò

y(x0) = y0. (3.2.15)

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé Ý÷ïõìå Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò: äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.2.1)
óõí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (3.2.15), ôï ðñüâëçìá

A(x)dx + B(y)dy = 0, y(x0) = y0. (3.2.16)

Ó’ Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò ìðïñïýìå âÝâáéá êáôáñ÷Þí íá âñïýìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ìüíï ôçò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôá óôç ìïñöÞ (3.2.9) êáé ìåôÜ ôéò ïëïêëçñþóåéò óôç ìïñöÞ (3.2.10). Óôç
óõíÝ÷åéá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(x0) = y0, ìðïñïýìå öõóéêÜ íá ðñïóäéïñß-
óïõìå êáé ôç óôáèåñÜ C. ÅíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá áðïôåëåß ôï íá êÜíïõìå ïñéóìÝíç ïëïêëÞñùóç
áíôß ãéá áüñéóôç, Ýóôù áðü x0 ìÝ÷ñé x ìå áíôßóôïé÷åò ôéìÝò y0 = y(x0) êáé y = y(x) ãéá ôçí åîáñ-
ôçìÝíç ìåôáâëçôÞ y. Ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ ç ãåíéêÞ ëýóç (3.2.9) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.2.1)
ìåôáðßðôåé óôçí áêüëïõèç áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç):∫ x

x0

A(î) dî +
∫ y

y0

B(ç) dç = 0. (3.2.17)

Óôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç ðñïíïÞóáìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá óýìâïëá î êáé ç áíôß ãéá ôá óýìâïëá x
êáé y áíôßóôïé÷á óáí ìåôáâëçôÝò ïëïêëçñþóåùò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü äåí õðÜñ÷åé êáìßá óýã÷õóç
áíÜìåóá óôéò ìåôáâëçôÝò ïëïêëçñþóåùò î êáé ç óôá äýï ïëïêëçñþìáôá êáé óôá ðÜíù üñéá
ïëïêëçñþóåùò x êáé y áíôßóôïé÷á. ÄçëáäÞ Ýôóé áðïöåýãåôáé êÜèå ó÷åôéêÞ óýã÷õóç. Áðü ôç
ìåñéêÞ ëýóç (3.2.17), ç ïðïßá åßíáé âÝâáéá êáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.2.16),
óõíÜãïõìå áìÝóùò üôé åðáëçèåýåôáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(x0) = y0. ÓõãêåêñéìÝíá ôüôå, äçëáäÞ
ãéá x = x0 êáé y = y0, êáé ôá äýï ïëïêëçñþìáôá óôç ìåñéêÞ ëýóç (3.2.17) ìçäåíßæïíôáé. Äå ìáò
÷ñåéÜæåôáé åðïìÝíùò êáìßá óôáèåñÜ C óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ëýóåùò (3.2.17).

➤ ÐáñáôÞñçóç A3.4: ÐïëëÝò öïñÝò ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí äåí åì-
öáíßæåôáé óôç ìïñöÞ ìå äéáöïñéêÜ (3.2.1). Ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé óå ìïñöÞ ìå óõíçèéóìÝíåò
ðáñáãþãïõò, üðùò åßíáé ïé ìïñöÝò ôçò (3.2.2) êáé (3.2.3). Ìðïñåß åðßóçò íá åìöáíßæåôáé êáé óå
åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ ìïñöÞ, ç ïðïßá üìùò íá åßíáé äõíáôüí íá áíá÷èåß óôç âáóéêÞ ìïñöÞ (3.2.1)
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′(x) = f (x) g(y) (3.2.18)

åßíáé ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí, åðåéäÞ ìðïñåß íá ãñáöåß óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

dy
g(y)

= f (x) dx, (3.2.19)
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üðùò åýêïëá äéáðéóôþíïõìå, áöïý y ′(x) = dy/dx. ÕðïèÝôïõìå âÝâáéá üôé g(y) �= 0 óå ïëüêëçñï
ôï äéÜóôçìá (c, d) ôçò ìåôáâëçôÞò y ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé.

ÌÝ÷ñé ôï óçìåßï áõôü Ý÷ïõìå áðïêôÞóåé ìéá ìÝôñéá åéêüíá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ÷ùñé-
æüìåíùí ìåôáâëçôþí (3.2.1) êáé, êõñßùò, ôçò åðéëýóåþò ôïõò. Ðñüêåéôáé ãéá ðÜñá ðïëý åýêïëåò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óå ôñßá ðáñáäåßãìáôá.

A3.2.3. Ðáñáäåßãìáôá

� ÐáñÜäåéãìá A3.1: Íá âñåèåß êáé íá åðáëçèåõèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí

x dx + dy = 0. (3.2.20)

Ëýóç: Óýìöùíá ìå ôç èåùñßá ðïõ ðñïçãÞèçêå, Ý÷ïõìå ôï äéêáßùìá íá ïëïêëçñþóïõìå ôïí
ðñþôï üñï ùò ðñïò x êáé ôï äåýôåñï ùò ðñïò y. ¸ôóé ðñïêýðôåé ç ãåíéêÞ ëýóç

x2

2
+ y = C (3.2.21)

óå ðåðëåãìÝíç ìïñöÞ (ìå ôï C áõèáßñåôç óôáèåñÜ) êáé

y = C − x2

2
(3.2.22)

óå ëõìÝíç ùò ðñïò y ìïñöÞ. Óõ÷íÜ ç åýñåóç ôçò ëýóåùò óå ëõìÝíç ìïñöÞ äåí åßíáé åýêïëç Þ áðëÜ
åßíáé áäýíáôç. Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç áðëÜ äéáöïñßæïõìå ôçí ôåëéêÞ ëýóç (3.2.22) ðáßñíïíôáò

dy = −x dx, ïðüôå x dx + dy = 0. (3.2.23)

Ðñïêýðôåé Ýôóé ç áñ÷éêÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí (3.2.20). ÅðïìÝíùò
ïëïêëçñþèçêå ìå åðéôõ÷ßá êáé ç åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (3.2.22) ðïõ âñÝèçêå. �

� ÐáñÜäåéãìá A3.2: Íá ëõèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

x dx + y2 dy = 0 (3.2.24)

ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç íá Ý÷ïõìå y = 2 ãéá x = 1, äçëáäÞ y(1) = 2.

Ëýóç: Ðáñáôçñïýìå üôé ðñüêåéôáé êáé ðÜëé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí
êáé ìÜëéóôá ÷ùñßò íá áðáéôåßôáé êáíÝíáò ìåôáó÷çìáôéóìüò ôçò. Ïëïêëçñþíïíôáò ôç äéáöïñéêÞ
áõôÞ åîßóùóç, ðáßñíïõìå

x2

2
+ y3

3
= C. (3.2.25)

ÅðåéäÞ õðÜñ÷åé áñ÷éêÞ óõíèÞêç, ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß ç óôáèåñÜ C. ÈÝôïíôáò ëïéðüí x = 1
êáé y = 2 óôç ãåíéêÞ ëýóç (3.2.25), ðñïóäéïñßæïõìå ôç óôáèåñÜ C ùò åîÞò:

12

2
+ 23

3
= C �⇒ 1

2
+ 8

3
= C �⇒ C = 3

6
+ 16

6
= 3 + 16

6
�⇒ C = 19

6
. (3.2.26)

ÅðïìÝíùò ç ìåñéêÞ ëýóç (Þ éóïäýíáìá åéäéêÞ ëýóç) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ÷ùñéæüìåíùí ìåôá-
âëçôþí (3.2.24) ðïõ éêáíïðïéåß êáé ôç ó÷åôéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç åßíáé ç åîÞò ëýóç:

x2

2
+ y3

3
= 19

6
. (3.2.27)

Ðñïöáíþò áíôß ãéá ôïí üñï ìåñéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò èá ìðïñïýóáìå èáõìÜóéá
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åäþ êáé ôïí üñï ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò. �
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� ÐáñÜäåéãìá A3.3: Æçôïýíôáé: (á) Íá áíáöåñèïýí ôÝóóåñéò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò

y ′ = tan x
tan y

ìå y = y(x) (3.2.28)

êáé ðñïöáíþò ìå tan y �= 0. (â) Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò.

Ëýóç: (á) Ðñïöáíþò ðñüêåéôáé: (i) ãéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, (ii) ðñþôçò ôÜîåùò (ëüãù
ôçò ðáñáãþãïõ y ′, ðïõ åßíáé êáé ç ìüíç ðáñÜãùãïò ðïõ åìöáíßæåôáé óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîß-
óùóç), (iii) ìç ãñáììéêÞ (ëüãù ôïõ üñïõ tan y óôï äåîéü ìÝëïò) êáé (iv) ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí.
Óçìåéþíåôáé üôé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ôï x êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôá-
âëçôÞ) åßíáé ôï y. ÔÝëïò ðáñáôçñåßôáé ðùò ãé’ áõôÞí ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.2.28) äåí ïñßæåôáé
âáèìüò, ãéáôß äåí Ý÷åé ðïëõùíõìéêÞ ìïñöÞ ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y êáé ôçí ðáñÜãùãü
ôçò y ′ ëüãù ôïõ üñïõ tan y óôï äåîéü ìÝëïò ôçò. Åðßóçò ïýôå ìðïñåß íá áíá÷èåß óå ðïëõùíõìéêÞ
ìïñöÞ. (ÁõôÜ ìáò åßíáé ãíùóôÜ áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á1.3.3 ãéá ôï âáèìü äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á1.) Ôï üôé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (3.2.28) åßíáé ÷ùñéæüìåíùí
ìåôáâëçôþí ðñïêýðôåé áðü ôçí áêüëïõèç éóïäýíáìç ãñáöÞ ôçò:

dy
dx

= tan x
tan y

, ïðüôå ôåëéêÜ tan y dy = tan x dx (3.2.29)

ìå ôï áñéóôåñü ìÝëïò íá åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôç ìåôáâëçôÞ y êáé ôï äåîéü ìÝëïò ìüíï áðü ôç
ìåôáâëçôÞ x. ¸ôóé Ý÷ïõí ÷ùñéóèåß ïé äýï ìåôáâëçôÝò x êáé y. Áõôü äå óõíÝâáéíå óôçí áñ÷éêÞ
ìïñöÞ (3.2.28) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

(â) Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.2.28) ôþñáóôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò (3.2.29)
äåîéÜ (ìå ÷ùñéóìÝíåò åêåß ôéò äýï ìåôáâëçôÝò x êáé y) ðáßñíïõìå êáôáñ÷Þí õðüøç ìáò üôé∫

tan z dz =
∫

sin z
cos z

dz = −
∫

d cos z
cos z

= − ln |cos z| + C, (3.2.30)

áöïý éó÷ýåé üôé

sin z dz = −d cos z êáé åðßóçò üôé
∫

du
u

= ln |u| + C (3.2.31)

ìå ôï C ìßá áõèáßñåôç óôáèåñÜ. Ôþñá ìå âÜóç ôïí ôýðï (3.2.30) ïëïêëçñþíïíôáò êáôÜ ìÝëç ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç÷ùñéæüìåíùíìåôáâëçôþí (3.2.29) (óôç äåýôåñç ìïñöÞôçò), äéáðéóôþíïõìå üôé

− ln |cos y| + C1 = − ln |cos x| + C2 �⇒ ln |cos x| − ln |cos y| = C2 − C1. (3.2.32)

Óôç óõíÝ÷åéá âñßóêïõìå åðßóçò üôé

ln

∣∣∣∣cos xcos y

∣∣∣∣ = C3 ìå C3 = C2 − C1, (3.2.33)

üðïõ âÝâáéá ôá óýìâïëá C1, C2 êáé C3 äçëþíïõí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Áðü ôçí ôåëåõôáßá áõôÞ
ìïñöÞ ôçò ëýóåùò ðáßñíïõìå ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò ln |cos x /cos y| ßóç
ìå ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ äåîéïý ìÝëïõò C3. Ðñïóäéïñßæïõìå Ýôóé ôç æçôïýìåíç ëýóç óôçí
áðëïýóôåñç (÷ùñßò öõóéêü ëïãÜñéèìï ln) ìïñöÞ ôçò∣∣∣∣cos xcos y

∣∣∣∣ = eC3 �⇒ cos x
cos y

= C ìå C = ±eC3 (3.2.34)

êáé ôåëéêÜ
cos x = C cos y. (3.2.35)

Óôç óõíÝ÷åéá, åÜí èÝëïõìå, ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ðáñáãùãßæïõìå Þ, êáëýôåñá, äéáöïñßæïõìå
ôç ëýóç áõôÞ (3.2.35), ïðüôå ðñïêýðôåé

− sin x dx = −C sin y dy. (3.2.36)
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ÔåëéêÜ, äéáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò ó÷Ýóåéò (3.2.36) êáé (3.2.35), áðáëåßöïõìå ôçí áõèáßñåôç óôá-
èåñÜ C ðáßñíïíôáò

− tan x dx = − tan y dy �⇒ dy
dx

≡ y ′(x) = tan x
tan y

. (3.2.37)

Ìå ôçí åðáëÞèåõóç áõôÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.2.28) óõìðëçñþóáìå ôç ó÷åôéêÞ åðßëõóç.

Áò óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôé ãéá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò, üðùò åßíáé ç ðáñïýóá
åîßóùóç (3.2.28), åßíáé óô’ áëÞèåéá áíáìåíüìåíï íá Ý÷ïõìå ìßá áõèáßñåôç óôáèåñÜ C óôçí ôåëéêÞ
ëýóç ôçò (3.2.35). Óå ðåñßðôùóç åíüò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (ìå ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôçò
ìïñöÞò y(x0) = y0), åßíáé ðñáãìáôéêÜ åýêïëï íáðñïóäéïñßóïõìå ôç óôáèåñÜC áðü ôçíðáñáðÜíù
ëýóç (3.2.35). Áõôü ôï êáôïñèþíïõìå, åðåéäÞ ôüôå èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

cos x0 = C cos y0 �⇒ C = cos x0
cos y0

. (3.2.38)

Ôüôå ç ãåíéêÞ ëýóç (3.2.35) ìåôáðßðôåé óôçí áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç)

cos x
cos y

= cos x0
cos y0

Þ éóïäýíáìá
cos x
cos x0

= cos y
cos y0

. (3.2.39)

(Õðïôßèåôáé âÝâáéá üôé ó’ üëåò ôéò ó÷Ýóåéò ôïõ ðáñüíôïò ðáñáäåßãìáôïò ïé ðáñïíïìáóôÝò ðïõ
ðáñïõóéÜæïíôáé åßíáé äéÜöïñïé ôïõ ìçäåíüò. ÐÜíôùò ðñÝðåé íá ðñïóÝ÷ïõìå ôï óçìåßï áõôü!) �

A3.3. ÏÌÏÃÅÍÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÐÑÙÔÇÓ ÔÁÎÅÙÓ

A3.3.1. ÅéóáãùãéêÜ ó÷üëéá

Óôçí åíüôçôááõôÞ èááíáöåñèïýìå óôéò êáëïýìåíåò ïìïãåíåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò
ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò

y ′(x) = f
(y
x

)
, (3.3.1)

üðïõ f (y/x) åßíáé ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôçò ìéáò ìåôáâëçôÞò. Ðáñáôçñïýìå äçëáäÞ üôé ôï äåîéü
ìÝëïò ìéáò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï ðçëßêï y/x.

➤ ÐáñáôÞñçóç A3.5: Ðñéí áíáöåñèïýìå óôçí åðßëõóç ôùí ïìïãåíþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ðñþôçò ôÜîåùò, åßìáóôå õðï÷ñåùìÝíïé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ï üñïò ïìïãåíÞò ÷ñçóéìïðïéåßôáé
ãåíéêÜ óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ Ýííïéá. ÓõãêåêñéìÝíá, üðùò Þäç Ý÷ïõìå
äåé óôçí ÐáñÜãñáöï Á1.3.6 ôïõ Êåöáëáßïõ Á1, ëÝãïíôáò ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç åííïïýìå
ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç üðïõ üëïé ïé üñïé ôçò ðåñéÝ÷ïõí åßôå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßôå
ìéá ðáñÜãùãü ôçò (õøùìÝíåò öõóéêÜ óôçí ðñþôç äýíáìç). ÅðïìÝíùò ç ÷ñÞóç ôïõ üñïõ ïìïãåíÞò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò ôçò åéäéêÞò ìïñöÞò (3.3.1) åßíáé
ðáñáðëáíçôéêüò. Äõóôõ÷þò üìùò áõôüò åßíáé ï üñïò ðïõ Ý÷åé åðéêñáôÞóåé êáé áíáãêáóôéêÜ ôïí
áðïäå÷üìáóôå êé åìåßò ó’ áõôÞí åäþ ôçí åíüôçôá.

ÃåíéêÜ óôéò óõíáñôÞóåéò êáëïýìå ìéá óõíÜñôçóç g(x, y) ôùí äýï ìåôáâëçôþí x êáé y ïìïãåíÞ
âáèìïý b, üôáí éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

g(tx, ty) = t b g(x, y) (3.3.2)

ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ t ìå t > 0. ÅðïìÝíùò ãéá ôï ðçëßêï h1(x, y)/h2(x, y) äýï ïìïãåíþí óõíáñôÞóåùí
ôïõ ßäéïõ áêñéâþò âáèìïý b èá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

h1(tx, ty)
h2(tx, ty)

= t bh1(x, y)
t bh2(x, y)

= t b

t b
h1(x, y)
h2(x, y)

= 1 · h1(x, y)
h2(x, y)

= h1(x, y)
h2(x, y)

ìå t > 0. (3.3.3)

ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü (3.3.2) ôùí ïìïãåíþí óõíáñôÞóåùí, ôï ðçëßêï h1(x, y)/h2(x, y)
äýï ïìïãåíþí óõíáñôÞóåùí ôïõ ßäéïõ áêñéâþò âáèìïý b åßíáé åðßóçò ïìïãåíÞò óõíÜñôçóç, áëëÜ
ôþñá ìçäåíéêïý âáèìïý.
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¼ìùò ãéá ìéá ïìïãåíÞ óõíÜñôçóç h(x, y) ìçäåíéêïý âáèìïý b (b = 0) ìå âÜóç ôïí ïñéóìü (3.3.2)
ôùí ïìïãåíþí óõíáñôÞóåùí êáé èÝôïíôáò ó’ áõôüí t = 1/x (ìå x �= 0), èá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

h(tx, ty)=h
(
1
x
x,

1
x
y
)

=
(
1
x

)0

h
(
x, y

)=1 ·h(x, y) �⇒ h(x, y)=h
(x
x
,
y
x

)
=h

(
1,

y
x

)
= f
(y
x

)
, (3.3.4)

áöïý x/x = 1 (x �= 0) êáé Ý÷ïíôáò èÝóåé óôï ôÝëïò f (z) := h(1, z). ÅðïìÝíùò óôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (3.3.1) ôï äåîéü ìÝëïò f (y/x) åßíáé ïõóéáóôéêÜ ìéá ïìïãåíÞò óõíÜñôçóç ìçäåíéêïý âáèìïý
Þ åíáëëáêôéêÜ ôï ðçëßêï äýï ïìïãåíþí óõíáñôÞóåùí ôïõ ßäéïõ áêñéâþò âáèìïý b.

A3.3.2. Åðßëõóç ôùí ïìïãåíþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò

Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò (3.3.1), ôçí åðáíáëáì-
âÜíïõìå

y ′(x) = f
(y
x

)
, (3.3.5)

ðáñáôçñïýìå ôçí ýðáñîç ôïõ ðçëßêïõ y/x óôï äåîéü ìÝëïò ôçò. Èåùñïýìå ìÜëéóôá óáí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) ôçí y = y(x) êáé óáí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôçí x. Ôþñá ôï
ðçëßêï y/x ìðïñåß âÝâáéá íá åîáëåéöèåß. Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå åéóÜãïíôáò óôç èÝóç ôïõ ôç íÝá
åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ z = y/x Þ, áíáëõôéêüôåñá, z(x) = y(x)/x. ÅðïìÝíùò ôþñá èá Ý÷ïõìå

z(x) = y(x)
x

�⇒ y(x) = xz(x) �⇒ y ′(x) = xz′(x) + 1 · z(x) = xz′(x) + z(x) (3.3.6)

ãéá ôçí ðáñÜãùãï y ′(x) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.3.5).

Ìå ôïí ôñüðï áõôü, Ý÷ïíôáò äçëáäÞ èÝóåé z = y/x (Þ z(x) = y(x)/x) êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí
ôýðï (3.3.6) ãéá ôçí ðáñÜãùãï y ′(x), ç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò ôÜîåùò (3.3.5) ðáßñíåé
ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò

xz′(x) + z(x) = f
(
z(x)

)
êáé óå êÜðùò ðéï áðëÞ ãñáöÞ xz′ + z = f (z). (3.3.7)

Ôß êÜíáìå ëïéðüí; Ìá áðëÜ åéóáãÜãáìå óôç èÝóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (Þ åîáñôçìÝíçò
ìåôáâëçôÞò) y = y(x) ôç íÝá åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ z = z(x). Êáé ôß ðåôý÷áìå; Ìå ôïí ôñüðï áõôü
(áëëáãÞ ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò áðü y óå z) ðåôý÷áìå ôçí áíáãùãÞ ôçò áñ÷éêÞò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.3.5) óôçí ðéï áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.3.7). Ðéï áðëÞ; Íáé, áóöáëþò
ðéï áðëÞ, åðåéäÞ áõôÞ ìðïñåß íá ãñáöåß êáé ùò åîÞò:

xz′ + z = f (z) �⇒ xz′ = f (z) − z �⇒ x
dz
dx

= f (z) − z �⇒ dz
f (z) − z

= dx
x

. (3.3.8)

ÕðïèÝôïõìå âÝâáéá óôü ôÝëïò üôé f (z) − z �= 0 (éóïäýíáìá f (z) �= z) êáé åðßóçò üôé x �= 0.

Áðü ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ (3.3.8) ôçò ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðáñáôçñïýìå áðëÜ ðùò
ï ðéï ðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìüò z = y/x ü÷é ìüíï ìáò Ý÷åé áðáëëÜîåé áðü ôï ðçëßêï y/x óôï äåîéü
ìÝëïò f (y/x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.3.5), áëë’ åðéðëÝïí Ý÷åé áíáãÜãåé ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ
åîßóùóç óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. Åßíáé ëïéðüí (óáöþò åßíáé!) äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí ç ôåëéêÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.3.8). Ìðïñåß åðïìÝíùò
íá åðéëõèåß óýìöùíá ìå ôç ó÷åôéêÞ èåùñßá: ôç èåùñßá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ÷ùñéæüìåíùí
ìåôáâëçôþí, ðïõ áíáðôý÷èçêå óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á3.2. ¢ñá ïé ïìïãåíåßò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò (3.3.5) áíÜãïíôáé åýêïëá óå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí áðëÜ ìå ôçí áëëáãÞ åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò áðü y óå z = y/x.

Óôï ôÝëïò, äçëáäÞ ìåôÜ ôçí åðßëõóç ôçò ìåôáó÷çìáôéóìÝíçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.3.8), èá
Ý÷ïõìå âñåé ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óôç ìïñöÞ

F(x, z,C) = 0 (3.3.9)
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ìå ôï C áõèáßñåôç óôáèåñÜ. Äåí ðñÝðåé üìùò íá áñêåóèïýìå óôç ëýóç áõôÞ. Åß÷áìå îåêéíÞóåé
ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) ôçí y = y(x). Ó’ áõôÞ ëïéðüí ôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ðñÝðåé íá åðéóôñÝøïõìå óôï ôÝëïò êé áõôü ìðïñïýìå íá ôï ðåôý÷ïõìå åýêïëá áðëÜ
èÝôïíôáò z = y/x óôç ëýóç (3.3.9). Óõíåðþò ç ëýóç áõôÞ èá ðÜñåé Ýôóé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

F
(
x,

y
x
,C
)

= 0. (3.3.10)

➤ ÐáñáôÞñçóç A3.6: Áò ðáñáôçñÞóïõìå óôï óçìåßï áõôü üôé ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (3.3.10) åßíáé
öõóéêÜ óå ðåðëåãìÝíç ìïñöÞ, äçëáäÞ äåí åßíáé ëõìÝíç ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y = y(x).
Óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò ìðïñoýìå ðñáãìáôéêÜ íá ôç ëýóïõìå ùò ðñïò y = y(x), ãåíéêÜ üìùò
äåí Ý÷ïõìå áõôÞí ôç äõíáôüôçôá. Óôç ãåíéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç èá ðñÝðåé íá áñêïýìáóôå óôçí
ðåðëåãìÝíç ìïñöÞ (3.3.10) ôçò ðáñïýóáò ëýóåùò êáé íá åßìáóôå ìÜëéóôá êáé åõ÷áñéóôçìÝíïé
ðïõ öèÜóáìå ùò áõôÞí. ÐÜñá ðïëëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò áêüìç êáé ðñþôçò ôÜîåùò äåí Ý÷ïõí
êëåéóôÝò ëýóåéò ïýôå êáí óå ðåðëåãìÝíç ìïñöÞ.

A3.3.3. Ðáñáäåßãìáôá

� ÐáñÜäåéãìá A3.4: Ãéá ôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

y ′ = a
y
x

+ b ìå y = y(x) êáé x > 0 (3.3.11)

ìå ôá a êáé b ãíùóôÝò óôáèåñÝò æçôåßôáé áðëÜ ç áíáãùãÞ ôçò óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí
ìåôáâëçôþí.

Ëýóç: Óýìöùíá ìå ôç èåùñßá ðïõ ðñïçãÞèçêå áðëÜ èÝôïõìå

z(x) = y(x)
x

�⇒ y(x) = xz(x) �⇒ y ′(x) = xz′(x) + z(x). (3.3.12)

Ìðïñïýìå Ýôóé (ìå ôç íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç z = z(x)) íá îáíáãñÜøïõìå ôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (3.3.11) óáí åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. ÓõãêåêñéìÝíá ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò (3.3.12)
ðáßñíïõìå ôçí ôñïðïðïéçìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

xz′(x) + z(x) = az(x) + b �⇒ xz′(x) + (1 − a)z(x) = b �⇒ x
dz
dx

= b − (1 − a)z, (3.3.13)

ïðüôå ôåëéêÜ dz
b − (1 − a)z

= dx
x

, åöüóïí (1 − a)z �= b. (3.3.14)

ÊáôáëÞîáìå ëïéðüí óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí ðïõ ìðïñïýìå åýêïëá íá
åðéëýóïõìå. Äåí ðñÝðåé üìùò íá ëçóìïíÞóïõìå óôç ëýóç ôçò íá èÝóïõìå óôï ôÝëïò z = y/x, þóôå
íá åðáíÝëèïõìå áðü ôç âïçèçôéêÞ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ z = z(x) óôçí áñ÷éêÞ ìáò åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ y = y(x). �

� ÐáñÜäåéãìá A3.5: Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò
ôÜîåùò

y ′(x) = sech
(
y(x)
x

)
+ y(x)

x
. (3.3.15)

(Ãéá ôçí õðåñâïëéêÞ ôÝìíïõóá sech õðåíèõìßæåôáé üôé sech x := 1/cosh x: ôñßôç ó÷Ýóç (1.5.7).)

Ëýóç: Êáé ðÜëé èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áëëáãÞ Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (Þ åîáñôçìÝíçò
ìåôáâëçôÞò) z(x) = y(x)/x. Ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (3.3.6) Þ (3.3.12) ãéá ôçí ðáñÜãùãï y ′(x) ç ïìïãåíÞò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (3.3.15) ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

xz′(x) + z(x) = sech z(x) + z(x) �⇒ xz′(x) = sech z(x). (3.3.16)
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ÂÝâáéá ôþñá ðñüêåéôáé ãéá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí: ôçí åîßóùóç

dz
sech z

= dx
x

�⇒ cosh z dz = dx
x

ìå z = z(x) êáé x �= 0. (3.3.17)

Ìå ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x (óýìöùíá ìå ôç ó÷åôéêÞ èåùñßá ôçò
ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Á3.2 ãéá ÷ùñéæüìåíåò ìåôáâëçôÝò) âñßóêïõìå áìÝóùò ôç ãåíéêÞ ëýóç∫

cosh z dz =
∫

dx
x

+ ln |C| �⇒ sinh z = ln |x| + ln |C| = ln |Cx|. (3.3.18)

Óôç ëýóç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò ôçí ðïóüôçôá ln |C| (ìå äéÜóôçìá ìåôáâïëÞò
ôï Üðåéñï äéÜóôçìá (−∞,∞)) ãéá ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôéò ïëïêëçñþóåéò.

ÁðïìÝíåé ôþñá óôï ôÝëïò íá èÝóïõìå z = y/x, þóôå íá åðéóôñÝøïõìå óôçí áñ÷éêÞ Üãíùóôç
óõíÜñôçóç y = y(x). ¸ôóé ç ãåíéêÞ ëýóç (3.3.18) îáíáãõñßæåé óôçí áñ÷éêÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç y:

sinh
(y
x

)
= ln |Cx| �⇒ |Cx| = esinh(y/x) �⇒ x = C1esinh(y/x) ìå C1 = ± 1

|C| (3.3.19)

ãéá ôçí ôåëéêÞ áõèáßñåôç óôáèåñÜ C1. BÝâáéá, áöïý ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç (exponential function)
ãñÜöåôáé êáé ìå ôï éóïäýíáìï óýìâïëï exp, äçëáäÞ éó÷ýåé exp x ≡ ex, ç ôåëéêÞ áõôÞ ëýóç (3.3.19)
ãñÜöåôáé áðüëõôá éóïäýíáìá êáé óôçí áêüëïõèç ìïñöÞ ôçò:

x = C1 exp[sinh (y/x)]. (3.3.20)

Ç ëýóç áõôÞ åßíáé óå ðåðëåãìÝíç ìïñöÞ. Åíôïýôïéò, åÜí èÝëïõìå, ìðïñïýìå íá ôç ëýóïõìå êáé
ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y = y(x) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò ln êáèþò
êáé ôçò óõíáñôÞóåùò sinh−1 (áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç õðåñâïëéêü çìßôïíï). �

➤ ÐáñáôÞñçóç A3.7: Êáé ðÜëé óçìåéþíïõìå üôé åðéôñÝðåôáé ç åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí (3.3.17) ìå ïëïêëÞñùóç áñéóôåñÜ ùò ðñïò z êáé äåîéÜ ùò ðñïò x,
üðùò Ýãéíå ïõóéáóôéêÜ óôç ó÷Ýóç (3.3.18). Ôïýôï åßíáé éóïäýíáìï, üðùò Þäç áðïäåßîáìå ãåíéêÜ
óôçí ÐáñÜãñáöï Á3.2.1, ìå ïëïêëÞñùóç êáé ôùí äýï ìåëþí ôçò åîéóþóåùò (3.3.17) ùò ðñïò ôçí
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x, áöïý z = z(x) êáé óôï áñéóôåñü ìÝëïò. (ÖõóéêÜ äå èá åðáíáëÜâïõìå
åäþ ôç ó÷åôéêÞ áðüäåéîç!)

A3.4. ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÐÑÙÔÇÓ ÔÁÎÅÙÓ

A3.4.1. ÅéóáãùãÞ óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ìåëåôÞóïõìå ôéò ìåèüäïõò åðéëýóåùò ôùí ôüóï ãíùóôþí êáé ðñáêôéêÜ
÷ñÞóéìùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò

a1(x)y ′(x) + a0(x)y(x) = b(x). (3.4.1)

Åäþ ðñüêåéôáé ãéá ôç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò, ðïõ åßíáé ãåíéêÜ ìå ìç
óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò a1(x) êáé a0(x) êáé åðßóçò ìç ïìïãåíÞò, äçëáäÞ ìå ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç b(x) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé åäþ
ç óõíÜñôçóç y = y(x) êé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç x. Ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x ìåôáâÜëëåôáé
óå Ýíá äéÜóôçìá (c, d) éó÷ýïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.1). (Ãéá ðáñÜäåéãìá, óå ìéá óõíÞèç
äïêü ìÞêïõò L ìåôáâÜëëåôáé êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý ìüíï, äçëáäÞ 0 ≤ x ≤ L.) Ôþñá óôá äýï
Üêñá x = c êáé x = d áõôïý ôïõ êëåéóôïý äéáóôÞìáôïò [c, d] (áí Ý÷åé õðïôåèåß êëåéóôü: [c, d],
ãåíéêÜ õðïôßèåôáé áíïéêôü: (c, d)) ç ðáñÜãùãïò y ′(x) ïñßæåôáé öõóéêÜ óáí ìïíüðëåõñçðáñÜãùãïò.
ÄçëáäÞ ïñßæåôáé: (á) óáí ðáñÜãùãïò áðü äåîéÜ óôï áñéóôåñü Üêñï x = c êáé (â) óáí ðáñÜãùãïò
áðü áñéóôåñÜ óôï äåîéü Üêñï x = d ôïõ êëåéóôïý äéáóôÞìáôïò [c, d].
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Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ b(x) ≡ 0 óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðñþôçò ôÜîåùò (3.4.1) Ý÷ïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

a1(x)y ′(x) + a0(x)y(x) = 0. (3.4.2)

ÃåíéêÜ õðïèÝôïõìå üôé ï óõíôåëåóôÞò a1(x) ôçò ðáñáãþãïõ y ′ = y ′(x) åßíáé óõíå÷þò ìç ìç-
äåíéêüò óå ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá [a, b] Þ (a, b) ðïõ éó÷ýåé ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ, äéáéñþíôáò ìå ôï óõíôåëåóôÞ áõôü a1(x) êáé èÝôïíôáò

p(x) = a0(x)
a1(x)

, q(x) = b(x)
a1(x)

ìå a1(x) �= 0, (3.4.3)

îáíáãñÜöïõìå ôç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (3.4.1) óôçí êÜðùò áðëïý-
óôåñç ìïñöÞ ôçò

y ′(x) + p(x)y(x) = q(x). (3.4.4)

Ç áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (áõôÞ ìå q(x) ≡ 0) ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

y ′(x) + p(x)y(x) = 0. (3.4.5)

Ôïýôï ðñïêýðôåé åîÜëëïõ êáé áðü ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç (3.4.2) ìå äéáßñåóç êáé ðÜëé ìå
ôï óõíôåëåóôÞ a1(x) êáé óôç óõíÝ÷åéá ìå ÷ñÞóç ôçò ðñþôçò ó÷Ýóåùò (3.4.3): p(x) = a0(x)/a1(x).

ÐÜñá ðïëý óõ÷íÜ ðáñïõóéÜæïíôáé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óôá ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðï-
ëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (êáé ãåíéêüôåñá âÝâáéá!). ¢ëëïôå ïé öõóéêïß íüìïé êáé ïé õðïèÝóåéò ôéò ïðïßåò
êÜíïõìå ìáò ïäçãïýí êáôåõèåßáí óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ¢ëëïôå ðÜëé äå ìáò ïäçãïýí.
Ôüôå óõ÷íÜ áíáãêáæüìáóôå íá êÜíïõìå ðñïóÝããéóç ìéáò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå
ãñáììéêÞ. ÊÜíïõìå äçëáäÞ ãñáììéêïðïßçóç, óôçí ïðïßá Þäç áíáöåñèÞêáìå óôçí Åíüôçôá Á1.4.

Ôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êÜèå ôÜîåùò n èá ôéò ìåëåôÞóïõìå ëåðôïìåñþò ðáñáêÜôù
óôï ÊåöÜëáéï Á5 êáé óå åðüìåíá êåöÜëáéá. ÏõóéáóôéêÜ áðü ôï ÊåöÜëáéï Á5 êáé ìåôÜ èá áó÷ïëïý-
ìáóôå áðïêëåéóôéêÜ ìå ôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé ìå ôéò ðïéêßëåò ìåèüäïõò åðéëýóåþò
ôïõò. ¼ìùò óôçí Åíüôçôá áõôÞ Á3.4 èáðåñéïñßóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò: ïìïãåíåßò êáé ìç ïìïãåíåßò, åðßóçò ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) êáé
ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

Ôï ó÷Ýäéü ìáò óôçí Åíüôçôá áõôÞ Á3.4 åßíáé íá åðéëýóïõìå êáôáñ÷Þí ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (3.4.5). Óôç óõíÝ÷åéá èá åðéëýóïõìå ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò ôÜîåùò (3.4.4) ìå äýï åíôåëþò äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò: (á) ìå ôç ìÝèïäï
ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ êáé (â) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá. Óôï ôÝëïò
ôçò åíüôçôáò èá åîçãÞóïõìå êáé ôçí åéäéêÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ãéá ôçí åðßëõóç
ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.5), áëëÜ ìå óôáèåñü óõíôåëåóôÞ: p(x) = p
(óôáèåñü). Èá êÜíïõìå åðßóçò ìéá ðïëý óýíôïìç åéóáãùãÞ êáé óôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí
óõíôåëåóôþí ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (3.4.4),
áëëÜ êáé ðÜëé ìå óôáèåñü óõíôåëåóôÞ p(x) = p.

¼ëç áõôÞ ç åñãáóßá ìáò ðÝñá áðü ôçí ðñïöáíÞ êáèáõôü ÷ñçóéìüôçôÜ ôçò: èá ìÜèïõìå
äçëáäÞ íá ëýíïõìå ðëÞñùò êÜèå ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò ôÜîåùò, èá ìáò ÷ñçóéìåýóåé
åðéðëÝïí êáé óáí ìéá åéóáãùãÞ, ãéá íáðñï÷ùñÞóïõìå óôï ìåèåðüìåíï ÊåöÜëáéï Á5 óôéò ãñáììéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êÜèå ôÜîåùò n. Áò ìç ÷ñïíïôñéâïýìå ëïéðüí êáé áò îåêéíÞóïõìå áìÝóùò ôï
Ýñãï ìáò óýìöùíá ìå ôï ó÷Ýäéï ðïõ Þäç êáôáóôñþóáìå êáé åêèÝóáìå.

A3.4.2. Åðßëõóç ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Óå ðñþôç öÜóç èá åðéëýóïõìå ôçí ðáñáðÜíù ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò
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ôÜîåùò (3.4.5), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

y ′(x) + p(x)y(x) = 0 (3.4.6)

ìå ìç óôáèåñü (ìåôáâëçôü) ãåíéêÜ ôï óõíôåëåóôÞ p(x). (Åíôïýôïéò üëá üóá èá áíáöåñèïýí éó÷ýïõí
ðñïöáíþò êáé ãéá ôçí áðëïýóôåñç ðåñßðôùóç ôïõ óôáèåñïý óõíôåëåóôÞ p(x) = p.)

Áõôü ðïõ ðáñáôçñïýìå óôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.6) åßíáé üôé åßíáé ìéá
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. Áò ðñïóÝîïõìå ôï óçìåßï áõôü ëßãï êáëýôåñá ìç
ëçóìïíþíôáò âÝâáéá üôé y ′(x) = dy/dx. ÅðïìÝíùò

y ′(x) + p(x)y(x) = 0 �⇒ dy
dx

+ p(x)y = 0 �⇒ dy
dx

= −p(x)y �⇒ dy
y

= −p(x) dx (3.4.7)

öõóéêÜ Ý÷ïíôáò õðïèÝóåé óôï ôÝëïò üôé y �= 0 ãéá ôç äéáßñåóç ìå y. (Áò ëÜâïõìå âÝâáéá õðüøç ìáò
üôé ç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç y(x) = 0 åßíáé Ýôóé êé áëëéþò ìßá ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.6).
ÁìÝóùò åðáëçèåýåôáé áõôü!)

×ùñßóôçêáí ëïéðüí ïé ìåôáâëçôÝò y (åîáñôçìÝíç) êáé x (áíåîÜñôçôç) óôçí ôåëåõôáßá äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (3.4.7). Áò ðñï÷ùñÞóïõìå åðïìÝíùò óôçí åðßëõóÞ ôçò ìå ïëïêëÞñùóç óýìöùíá ìå üóá
åêôÝèçêáí óôçí ÐáñÜãñáöï Á3.2.1 êáé ïäÞãçóáí óôï ìíçìïíéêü êáíüíá ôçò ÐáñáôçñÞóåùò Á3.1:
ïëïêëÞñùóç êáé ôùí äýï üñùí, ôïõ êáèåíüò üìùò ùò ðñïò ôç äéêéÜ ôïõ ìåôáâëçôÞ (åîáñôçìÝíç
Þ áíåîÜñôçôç). ÅðïìÝíùò åäþ ç ïëïêëÞñùóç ìáò äßíåé

dy
y

= −p(x) dx �⇒ ln |y| = −
∫

p(x) dx + C1 (3.4.8)

ìå C1 ôç ó÷åôéêÞ áõèáßñåôç óôáèåñÜ. Ðáßñíïõìå ôþñá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ ln |y| óôï
áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ëýóåùò áõôÞò (3.4.8). ÁõôÞ ðñïöáíþò èá åßíáé ßóç ìå ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç
ôïõ äåîéïý ìÝëïõò: − ∫ p(x) dx + C1, ôï ïðïßï åßíáé âÝâáéá ßóï ìå ôï áñéóôåñü: ln |y|. ¢ñá

ln |y| = −
∫

p(x) dx + C1 �⇒ eln |y| = e− ∫ p(x) dx+C1 (3.4.9)

Þ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ éóïäýíáìïõ óõìâüëïõ exp, áí ôï ðñïôéìÜìå (åßíáé éóïäýíáìïò óõìâïëéóìüò Ýôóé
êé áëëéþò),

exp ( ln |y|) = exp
(
−
∫

p(x) dx + C1

)
. (3.4.10)

Áóöáëþò ãíùñßæïõìå åðßóçò ôéò ãíùóôÝò óôïé÷åéþäåéò éäéüôçôåò ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò

eln |u| = |u| êáé eu1+u2 = eu1 eu2 (3.4.11)

êáé ìÜëéóôá ãéá êÜèå ðñáãìáôéêü áñéèìü u, u1, u2. Ìå âÜóç ôéò óôïé÷åéþäåéò áõôÝò éäéüôçôåò ôçò
åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ç ëýóç (3.4.9) Þ éóïäýíáìá (3.4.10) ðïõ âñÞêáìå áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

|y| = eC1e− ∫ p(x) dx �⇒ y = ±eC1 e− ∫ p(x) dx. (3.4.12)

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôç ãåíéêÞ ëýóç ðïõ æçôïýóáìå:

y(x) = Ce− ∫ p(x) dx ìå C = ±eC1 (3.4.13)

ãéá ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç. Áóöáëþò Þôáí áíáìåíüìåíç ç ðáñïõóßá ìéáò
óôáèåñÜò, ôåëéêÜ ôçò C, óôç ãåíéêÞ ëýóç ðïõ âñÞêáìå ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (3.4.6). Åß÷áìå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò. Åýëïãá ðåñéìÝíáìå ìßá óôáèåñÜ C
óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (3.4.13). ÖõóéêÜ ó’ Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò ç óôáèåñÜ áõôÞ C èá ðñïó-
äéïñéóèåß áðü ôç ó÷åôéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(x0) = y0, ç ïðïßá éó÷ýåé óôï óçìåßï x = x0.
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Ìðïñïýìå ôþñá íá åðáëçèåýóïõìå åýêïëá ôç ãåíéêÞ ëýóç (3.4.13) ðïõ âñÞêáìå. Áñêåß íá
ôçí ðáñáãùãßóïõìå ðñþôá ìßá öïñÜ, ïðüôå

y ′(x) = −Cp(x)e− ∫ p(x) dx, áöïý
d
dx

(
e− ∫ p(x) dx

)
= −p(x)e− ∫ p(x) dx. (3.4.14)

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðñÝðåé íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò åêöñÜóåéò ôçò ëýóåùò y(x) êáé ôçò ðñþôçò
ðáñáãþãïõ ôçò y ′(x) áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3.4.13) êáé (3.4.14) áíôßóôïé÷á óôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ ìáò
åîßóùóç (3.4.6). Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

y ′(x) + p(x)y(x) = 0 �⇒ −Cp(x)e− ∫ p(x) dx + p(x)Ce− ∫ p(x) dx = 0 �⇒ 0 = 0, (3.4.15)

ìéá ôáõôüôçôá ðïõ ðñïöáíþò éó÷ýåé. ¹ôáí ëïéðüí ðÜñá ðïëý áðëÞ ç åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò (3.4.13) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò (3.4.6).

A3.4.3. Åðßëõóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åðßëõóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðñþôçò ôÜîåùò. Ðñïò ôï óêïðü áõôü èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äýï åíôåëþò äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò:
(á) ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ êáé (â) ôç ìÝèïäï ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá.
ÖõóéêÜ êáé ïé äýï áõôÝò ìÝèïäïé èá êáôáëÞîïõí ôåëéêÜ áêñéâþò óôçí ßäéá ãåíéêÞ ëýóç y(x).

A3.4.3.1. Ç ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ

ÇìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ âáóßæåôáé óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ìüëéò âñÞêáìå óôç ó÷Ýóç (3.4.13), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

y(x) = Ce− ∫ p(x) dx, (3.4.16)

üðïõ ôï óýìâïëï C äçëþíåé ìéá áõèáßñåôç (ïðïéáäÞðïôå) óôáèåñÜ. Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá ìéá
ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí ìå ðáñÜìåôñï ôï C.

Ç éäÝá ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ åßíáé ó÷åôéêÜ áðëÞ. Ç ãåíéêÞ ëýóç (3.4.16)
áöïñÜ óôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.6), äçëáäÞ óôçí åîßóùóç

y ′(x) + p(x)y(x) = 0. (3.4.17)

Ðïëý ùñáßá! ¼ìùò åìåßò åäþ èÝëïõìå íá âñïýìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò (ôçò ðëÞñïõò)
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.4), äçëáäÞ ôçò åîéóþóåùò

y ′(x) + p(x)y(x) = q(x). (3.4.18)

Ôþñáüìùòðïõ Ý÷ïõìå êáé ôç ãíùóôÞóõíÜñôçóçq(x) óôï äåîéü ìÝëïò èá äþóïõìå ìéá åðéðëÝïí
äõíáôüôçôá óôç ëýóç (3.4.16): ôç äõíáôüôçôá ç óôáèåñÜ C íá ðáýóåé íá åßíáé óôáèåñÜ, íá åßíáé
óõíÜñôçóç ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò x. ¸ôóé èá Ý÷ïõìå C = C(x) êáé ç ìÝèïäïò êáëåßôáé
ìåñéêÝò öïñÝò ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôçò óôáèåñÜò. Åìåßò üìùò ðñïôéìÜìå ôïí üñï ìÝèïäïò ôçò
ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ, ãéáôß äå ìáò áñÝóåé ðéá ç ëÝîç óôáèåñÜ, áöïý ôï C ìåôáâÜëëåôáé ìå
ôï x. Áò äçëþóïõìå ìÜëéóôá ôçí ðáñÜìåôñï C ìå äéáöïñåôéêü óýìâïëï: Á áíôß ãéá C, Ýôóé þóôå
íá êáôáóôÞóïõìå áêüìç ðéï óáöÝò ôï ãåãïíüò üôé ðñüêåéôáé ãéá óõíÜñôçóç: A = A(x), ü÷é ðéá ãéá
óôáèåñÜ C. ¸ôóé èá äïêéìÜóïõìå ôçí ðéèáíÞ ëýóç

y(x) = A(x)e− ∫ p(x) dx (3.4.19)

ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.18). ÂÝâáéá, Ý÷ïíôáò ôçí åëåõèåñßá íá ìðïñïýìå íá
ðñïóäéïñßóïõìå ôçí ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôç óõíÜñôçóç A(x), èá êÜíïõìå ôïí ðñïóäéïñéóìü
áõôü áìÝóùò ðáñáêÜôù ìå ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå íá «áíôéìåôùðßóïõìå» ôç óõíÜñôçóç q(x) óôï
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äåîéü ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.18). ÁõôÞ ç óõíÜñôçóç q(x) åßíáé åêåßíç ðïõ êáèéóôÜ
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.18) ìç ïìïãåíÞ êáé êÜíåé ôç ëýóç (3.4.16) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.17) íá ìçí éó÷ýåé ðëÝïí.

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò A(x), ôçò ìåôáâáëëüìåíçò
ðáñáìÝôñïõ ìáò. Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðáñáãùãßæïõìå ôçí ðéï ðÜíù ëýóç (3.4.19) ðïõ Ý÷ïõìå
õðïèÝóåé êáé âñßóêïõìå ôçí ðáñÜãùãü ôçò

y ′(x) = A′(x)e− ∫ p(x) dx + A(x)[−p(x)]e− ∫ p(x) dx = A′(x)e− ∫ p(x) dx − p(x)A(x)e− ∫ p(x) dx. (3.4.20)

ÓôçíðáñÜãùãï áõôÞ y ′(x) ðÞñáìå õðüøç ôïí êáíüíáðáñáãùãßóåùò ãéíïìÝíïõ äýï óõíáñôÞóåùí

d
dx

[u(x)v(x)] = u′(x)v(x) + u(x)v′(x) (3.4.21)

êáèþò êáé ôï ãíùóôü ôýðï
d
dx

(
e− ∫ p(x) dx

)
= −p(x)e− ∫ p(x) dx (3.4.22)

ãéá ôçí ðáñÜãùãï ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ áüñéóôïõ ïëïêëçñþìáôïò − ∫ p(x) dx.

Ôþñá ðéá ìáò áðïìÝíåé ç áíôéêáôÜóôáóç ôçò óõíáñôÞóåùò y(x) ôçò ó÷Ýóåùò (3.4.19) êáé
ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ ôçò y ′(x) ôçò ó÷Ýóåùò (3.4.20) óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç (3.4.18). Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé üôé

A′(x)e− ∫ p(x) dx − p(x)A(x)e− ∫ p(x) dx + p(x)A(x)e− ∫ p(x) dx = q(x). (3.4.23)

ÐÝôõ÷å ëïéðüí ôï ôÝ÷íáóìá ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ: óôçí åîßóùóç áõôÞ (3.4.23) ïé äýï
üñïé ∓p(x)A(x)e− ∫ p(x) dx åßíáé áíôßèåôïé êáé áðëïðïéïýíôáé. Ìáò áðïìÝíåé ôþñá ç óôïé÷åéþäçò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç

A′(x)e− ∫ p(x) dx = q(x) (3.4.24)

ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç ìåôáâáëëüìåíç ðáñÜìåôñï: ôç óõíÜñôçóç A(x), ôçí ïðïßá åðéæçôïýìå íá
ðñïóäéïñßóïõìå. Ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôç ëýíïõìå åýêïëá ãñÜöïíôÜò ôç óôç ìïñöÞ

A′(x) = q(x)e
∫
p(x) dx (3.4.25)

êáé áðëÜ ïëïêëçñþíïíôáò ùò ðñïò x, ïðüôå

A(x) =
∫

q(x)e
∫
p(x) dx dx + C. (3.4.26)

Óôç óõíÜñôçóç--ëýóç áõôÞ A(x) ôï óýìâïëï C äçëþíåé ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ: ôç óôáèåñÜ ôçò
ïëïêëçñþóåùò (3.4.26).

Ðñïóäéïñßóèçêå åðïìÝíùò ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ç ìåôáâáëëüìåíç ðáñÜìåôñïò) A(x). ÁðëÜ
ôþñá ôçí áíôéêáèéóôïýìå óôç ëýóç (3.4.19) ðïõ Ý÷ïõìå âñåé êáé ðáßñíïõìå ôïí ôåëéêü ôýðï

y(x) =
[ ∫

q(x)e
∫
p(x) dx dx + C

]
e− ∫ p(x) dx (3.4.27)

ãéá ôç ëýóç y(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.18), ôçò åîéóþóåùò

y ′(x) + p(x)y(x) = q(x). (3.4.28)

ÖõóéêÜ, åéóÜãïíôáò ôç âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç

ì(x) = e
∫
p(x) dx, ïðüôå

1
ì(x)

= e− ∫ p(x) dx, (3.4.29)
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Ý÷ïõìå èáõìÜóéá ôç äõíáôüôçôá íá îáíáãñÜøïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (3.4.27) ôçò ìç ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.28) óôçí êÜðùò ðéï óõíåðôõãìÝíç ôåëéêÞ ìïñöÞ ôçò

y(x) = 1
ì(x)

[ ∫
q(x)ì(x) dx + C

]
. (3.4.30)

➤ ÐáñáôÞñçóç A3.8: Äåí áðïôåëåß óôü÷ï ôïõ ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ç áðï-
óôÞèéóç ôïõ ôýðïõ (3.4.27) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò ìç ïìïãåíïýò (q(x) �≡ 0) ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (3.4.28). Ïýôå êáé ôïõ ëßãï ðéï êïìøïý éóïäýíáìïõ ôýðïõ (3.4.30). Óôü÷ïõò ôïõ ìáèÞ-
ìáôïò áðïôåëïýí: (á) ç êáôáíüçóç ôçò óêÝøåùò ðïõ õðïêñýðôåôáé óôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò
ôçò ðáñáìÝôñïõ êáèþò êáé (â) ç äõíáôüôçôá áðåõèåßáò åêôåëÝóåùò áðü ôï öïéôçôÞ êáé ôç öïé-
ôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ôùí õðïëïãéóìþí ðïõ ïäÞãçóáí óôç ëýóç (3.4.27), éóïäýíáìá (3.4.30),
óå ìéá óõãêåêñéìÝíç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò. Ç áðïóôÞèéóç
ðïëýðëïêùí ôýðùí, üðùò ôïõ ôåëéêïý ôýðïõ (3.4.27), åßíáé äïõëåéÜ ôïõ ðñïãñáììáôéóìÝíïõ
çëåêôñïíéêïý õðïëïãéóôÞ, ðïõ äéáèÝôåé Üöèïíç ìíÞìç ãéá ôï óêïðü áõôü. Äåí åßíáé äïõëåéÜ ôïõ
öïéôçôÞ êáé ôçò öïéôÞôñéáò Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, ðïõ õðï÷ñÝùóç Ý÷åé íá ìáèáßíåé íá óêÝðôåôáé
ðáñÜ íá áðïóôçèßæåé ðïëýðëïêïõò ôýðïõò.

A3.4.3.2. Ìéá âáóéêÞ éäéüôçôá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Êáôáñ÷Þí áò îáíáèõìçèïýìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðñþôçò ôÜîåùò (áõôÞò ìå q(x) ≡ 0) óôç ó÷Ýóç (3.4.13)

yh(x) = Ce− ∫ p(x) dx (3.4.31)

óõìâïëßæïíôÜò ôçí åäþ ìå yh(x). (Ï äåßêôçò h áðïôåëåß óýíôìçóç ôçò ëÝîåùò homogeneouò: ïìï-
ãåíÞò.) Ðáñáôçñïýìå Üìåóá üôé ç ëýóç áõôÞ ìðïñåß íá îáíáãñáöåß êáé óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

yh(x) = C
ì(x)

(3.4.32)

ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò ì(x) = e
∫
p(x) dx, ç ïðïßá ïñßóèçêå óôç ó÷Ýóç (3.4.29). ÅðéðëÝïí,

èÝôïíôáò C = 0 óôç ãåíéêÞ ëýóç (3.4.30) ôçò ìç ïìïãåíïýò (ìå q(x) �≡ 0) ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ðïõ åîåôÜæïõìå, ðáßñíïõìå áìÝóùò êáé ôçí åîÞò ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç ôçò (ãéá C = 0):

yp(x) = 1
ì(x)

∫
q(x)ì(x) dx. (3.4.33)

(Ï äåßêôçò p ôÝèçêå óôç ëýóç yp(x) óáí óýíôìçóç ôçò ëÝîåùò partial: ìåñéêÞ, Þ particular: åéäéêÞ.)

¸÷ïõìå ôþñá óôçí ðëÞñç äéÜèåóÞ ìáò: (á) ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (áðü ôç ó÷Ýóç (3.4.31)) êáèþò êáé (â) ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç yp(x) ôçò
ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìÝóù ôçò ó÷Ýóåùò (3.4.33)). ÁðëÜ ìðïñïýìå íá
ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç ãåíéêÞ ëýóç y(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ðïõ
äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (3.4.30), ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí áêüëïõèç ìïñöÞ áèñïßóìáôïò:

y(x) = yp(x) + yh(x) éóïäýíáìá y(x) = yh(x) + yp(x). (3.4.34)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé ðùò ç ãåíéêÞ ëýóç y(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò (3.4.28) åßíáé áðëÜ ôï Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x)
ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (ìå q(x) ≡ 0) óõí ìéá ïðïéáäÞðïôå ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò
áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (ìå q(x) �≡ 0). Åßíáé áñêåôÜ åíäéáöÝñïí áðü èåùñçôéêÞò (áëëÜ
êáé ðñáêôéêÞò) ðëåõñÜò ôï óõìðÝñáóìá áõôü. Èá äïýìå ìÜëéóôá óôï ìåèåðüìåíï ÊåöÜëáéï Á5
üôé óõíå÷ßæåé íá éó÷ýåé ãéá êÜèå ôÜîåùò n ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ôï óõìðÝ-
ñáóìÜ ìáò (3.4.34) áðïôåëåß áðëÜ ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç (ãéá n = 1) ôïõ ãåíéêüôåñïõ ó÷åôéêïý
óõìðåñÜóìáôïò, óôï ïðïßï èá êáôáëÞîïõìå óôï ÊåöÜëáéï Á5.
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Ãéá íá åìðåäþóïõìå êáëýôåñá ôï óõìðÝñáóìá áõôü (3.4.34), èá ôï áðïäåßîïõìå êáé Üìåóá
óôçí ðáñïýóá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò. Èåùñïýìå
ðñþôá ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò
(ìå q(x) ≡ 0). Ðñïöáíþò èá åðáëçèåýåôáé ç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

y ′
h(x) + p(x)yh(x) = 0. (3.4.35)

Óôç óõíÝ÷åéá èåùñïýìå êáé ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç yp(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå q(x) �≡ 0). Ôþñá èá åðáëçèåýåôáé ç ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç

y ′
p(x) + p(x)yp(x) = q(x). (3.4.36)

Áèñïßæïíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò ó÷Ýóåéò (3.4.35) êáé (3.4.36), äéáðéóôþíïõìå
åýêïëá üôé

y ′
h(x) + y ′

p(x) + p(x)[yh(x) + yp(x)] = q(x). (3.4.37)

Ãíùñßæïõìå áêüìç üôé ãéá ôï Üèñïéóìá

y(x) = yh(x) + yp(x) (3.4.38)

ôùí äýï óõíáñôÞóåùí (åäþ ëýóåùí) yh(x) êáé yp(x) éó÷ýåé ï åîÞò ôýðïò ðáñáãùãßóåùò:

y ′(x) = y ′
h(x) + y ′

p(x). (3.4.39)

ÄçëáäÞ éó÷ýåé üôé ç ðáñÜãùãïò åíüò áèñïßóìáôïò óõíáñôÞóåùí éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí
ðáñáãþãùí ôùí óõíáñôÞóåùí--üñùí ôïõ áèñïßóìáôïò. ÅðïìÝíùò ç ó÷Ýóç (3.4.37) ìðïñåß íá
ãñáöåß êáé óôç ìïñöÞ

[yh(x) + yp(x)]′ + p(x)[yh(x) + yp(x)] = q(x) êáé éóïäýíáìá y ′(x) + p(x)y(x) = q(x) (3.4.40)

ìå ôç óõíÜñôçóç y(x) íá äçëþíåé ôï Üèñïéóìá yh(x) + yp(x).

¢ñá äéáðéóôþíïõìå îáíÜ, êáé ìÜëéóôá áíåîÜñôçôá áðü ôïí ôýðï (3.4.27) Þ (3.4.30), üôé ôï
Üèñïéóìá y(x) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò
ôÜîåùò êáé ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò áðïôåëåß ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Èá ãåíéêåýóïõìå
ôï óõìðÝñáóìá áõôü óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò (åäþ n = 1) óôï
ìåèåðüìåíï ÊåöÜëáéï Á5.

Åäþ ðåñéïñéæüìáóôå óå ìßá áêüìç ó÷åôéêÞ ðáñáôÞñçóç. Ç ðéï ðÜíù ëýóç y(x) = yh(x)+ yp(x)
ðåñéÝ÷åé ìßá óôáèåñÜ, ôç C, êáé Ý÷ïõìå ìÜëéóôá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò. ¢ñá,
áöïý Ý÷ïõìå ìßá óôáèåñÜ C, ðñïóäïêïýìå ç ëýóç áõôÞ y(x) íá åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç áõôÞò ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ãéá ôï óêïðü áõôü êáëü åßíáé íá êÜíïõìå êáé åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò
áõôÞò y(x), Ýóôù óôç ìïñöÞ ôçò (3.4.27). ÂÝâáéá ìéá ôÝôïéá åðáëÞèåõóç áðïôåëåß áðëÞ Üóêçóç
óôéò ðáñáãùãßóåéò êáé èá ôçí ðáñáëåßøïõìå. Åíôïýôïéò åßíáé ðïëý óçìáíôéêü íá óçìåéþóïõìå üôé
áðáéôåßôáé áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç y(x) êáé ç äõíáôüôçôá åðéëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò

y ′(x) + p(x)y(x) = q(x), y(x0) = y0. (3.4.41)

Óôï ðñüâëçìá áõôü èåùñåßôáé âÝâáéá ãíùóôÞ ç áñ÷éêÞ ôéìÞ y0 ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x)
óôï óçìåßï x = x0 ôïõ äéáóôÞìáôïò (a, b) éó÷ýïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.41).

Áõôü ðïõ ðñÝðåé ôþñá íá ãßíåé åßíáé íá áðïäåé÷èåß üôé ç ãåíéêÞ ëýóç y(x) ìðïñåß íá áðï-
ôåëÝóåé êáé ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.4.41) öõóéêÜ ìå ôçí êáôÜëëçëç åðéëïãÞ
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ôçò óôáèåñÜò C. Êáé ðñÜãìáôé áõôü åßíáé åöéêôü. ÁðëÜ ðáßñíïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç y(x) ôçò ìç
ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò (3.4.41) óôç ìïñöÞ ôçò (3.4.30), ôçí
åðáíáëáìâÜíïõìå

y(x) = 1
ì(x)

[ ∫
q(x)ì(x) dx + C

]
ìå ì(x) = e

∫
p(x) dx (3.4.42)

êáé åðéæçôïýìå åäþ ôçí ðëÞñùóç êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò y(x0) = y0 óôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò
ôéìÞò (3.4.41). ¸ôóé Ý÷ïõìå

y(x0) = y0 = 1
ì(x0)

[R(x0) + C] �⇒ C = ì(x0)y0 − R(x0) ìå R(x) =
∫

q(x)ì(x) dx. (3.4.43)

ÅðïìÝíùò ç ëýóç (3.4.42) åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðñþôçò ôÜîåùò (3.4.41). Áí ìÜëéóôá ç óôáèåñÜ C ðñïóäéïñéóèåß áðü ôïí ôýðï (3.4.43), ç ãåíéêÞ
áõôÞ ëýóç y(x) êáèßóôáôáé ç ëýóç (ç ìïíáäéêÞ ëýóç!) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.4.41).

ÂÝâáéá óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.4.41) åíäéáöÝñïõóá åíáëëáêôéêÞ
äõíáôüôçôá áðïôåëåß ç ÷ñÞóç ïñéóìÝíùí ïëïêëçñùìÜôùí (áðü x0 ìÝ÷ñé x) áíôß ãéá áüñéóôá ïëï-
êëçñþìáôá êáôÜ ôçí åðßëõóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ¸ôóé äå èá
ðáñïõóéáóèåß êáèüëïõ ç óôáèåñÜ C ôçò ïëïêëçñþóåùò: äçëáäÞ èá ïäçãçèïýìå êáôåõèåßáí óôç
æçôïýìåíç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.4.41). Åßíáé üìùò áìößâïëï áí ç äõíáôüôçôá
áõôÞ åßíáé ðñáãìáôéêÜ õðïëïãéóôéêÜ ðñïôéìüôåñç óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò.

A3.4.3.3. Ç ìÝèïäïò ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá

Óôïðñïðñïçãïýìåíï ÅäÜöéï Á3.4.3.1 ðåñéãñÜøáìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçòðáñáìÝôñïõ
ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò

y ′(x) + p(x)y(x) = q(x). (3.4.44)

Ìéá åîßóïõ åíäéáöÝñïõóá êáé ëßãï ðåñéóóüôåñï äçìïöéëÞò ìÝèïäïò ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ßäéáò
åîéóþóåùò (3.4.44) åßíáé ç ìÝèïäïò ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá ì(x). Ôç ëåðôïìåñÞ åîÞãçóç
ôçò ìåèüäïõ áõôÞò Ý÷ïõìå ôçí ðñüèåóç íá ôçí ðåñéãñÜøïõìå óôçí Åíüôçôá Á3.7 ðáñáêÜôù
êáé íá åîçãÞóïõìå ôï ðþò áêñéâþò ðñïóäéïñßæåôáé ï ïëïêëçñùôéêüò ðáñÜãïíôáò ì(x) ãéá ôçí
ðáñïýóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.44). Óôï åäÜöéï áõôü èá åñãáóèïýìå ëßãï ðéï áðëÜ, åìðåéñéêÜ,
áí åðéôñÝðåôáé ç ëÝîç áõôÞ.

ÓõãêåêñéìÝíá èåùñïýìå ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç

ì(x) = e
∫
p(x) dx (3.4.45)

êáé ôçí áðïêáëïýìå ïëïêëçñùôéêü ðáñÜãïíôá ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.44). ÁõôÞ ç óõ-
íÜñôçóç èá ìáò âïçèÞóåé íá âñïýìå ôç ãåíéêÞ ëýóç y(x) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.44).
Ïöåßëïõìå íá áíáöÝñïõìå üôé åê ðñïèÝóåùò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôïí ßäéï óõìâïëéóìü êáé ãéá ôçí
ßäéá óõíÜñôçóç ì(x) ðïõ ïñßóáìå óôç ó÷Ýóç (3.4.29), ôçí ïðïßá óõíÜñôçóç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôç
ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ. ÐáñÜ ôáýôá ç ìÝèïäïò ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá
óôï ðáñüí åäÜöéï äåí Ý÷åé êáìßá áðïëýôùò ó÷Ýóç ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ
åêôüò âÝâáéá áðü ôï ãåãïíüò üôé åðéäéþêïõìå íá ëýóïõìå ôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.44).
ÅðéðëÝïí èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìÜëéóôá êáé ôçí ßäéá óõíÜñôçóç ì(x) = e

∫
p(x) dx, åäþ üìùò óáí

Ýíáí ïëïêëçñùôéêü ðáñÜãïíôá.

Êáé ãéá ðïéïí áêñéâþò ëüãï ï üñïò ïëïêëçñùôéêüò ðáñÜãïíôáò ãéá ôç óõíÜñôçóç ì(x); ÁðëÜ
ãéáôß ç óõíÜñôçóç áõôÞ ì(x) èá ìáò öáíåß ÷ñÞóéìç êáôÜ ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò
ìáò (3.4.44). ¼ìùò óôéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò ðáñÜëëçëá ìå ôç ëÝîç åðßëõóç (Þ Ýóôù ëýóç) ÷ñç-
óéìïðïéåßôáé êáé ç ëÝîç ïëïêëÞñùóç ìå ôçí ßäéá áêñéâþò Ýííïéá. ÌåñéêÝò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéåßôáé
åðßóçò êáé ç ëÝîç ïëïêëÞñùìá óôç èÝóç ôçò ëÝîåùò ëýóç óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ç Ýííïéá
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åßíáé üôé ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, ïé ïðïßåò âÝâáéá ðåñéÝ÷ïõí ðáñÜãùãï (Þ ðáñáãþãïõò), ðñÝðåé
êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï íá óõíïäåõèïýí áðü ïëïêëÞñùóç, þóôå íá ìðïñÝóåé íá ãßíåé åîÜëåéøç ôçò
ðáñáãþãïõ (Þ ôùí ðáñáãþãùí) óôéò ëýóåéò ôïõò.

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åðßëõóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðñþôçò ôÜîåùò (3.4.44) ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá ì(x), ï ïðïßïò äßíåôáé áðü
ôç ó÷Ýóç (3.4.45). Åäþ áðëÜ ðïëëáðëáóéÜæïõìå ïëüêëçñç ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.44) (êáé ôá
äýï ìÝëç ôçò) åðß ôïí ïëïêëçñùôéêü áõôü ðáñÜãïíôá ì(x) = e

∫
p(x) dx ðáßñíïíôáò

y ′(x)ì(x) + p(x)y(x)ì(x) = q(x)ì(x) (3.4.46)
êáé ðéï áíáëõôéêÜ

y ′(x)e
∫
p(x) dx + p(x)y(x)e

∫
p(x) dx = q(x)e

∫
p(x) dx, (3.4.47)

áöïý, åðáíáëáìâÜíïõìå îáíÜ, ì(x) = e
∫
p(x) dx. Êáé ôþñá; Ôþñá ðáñáôçñïýìå ìå âÜóç ôïí ðïëý

ãíùóôü ìáò ôýðï ðáñáãùãßóåùò ãéíïìÝíïõ

d
dx

[
y(x)e

∫
p(x) dx

]
= y ′(x)e

∫
p(x) dx + y(x)p(x)e

∫
p(x) dx (3.4.48)

ãéá ôç óõíÜñôçóç (ôï ãéíüìåíï) y(x)e
∫
p(x) dx üôé ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ôñïðïðïéçìÝíçò äéáöïñéêÞò

åîéóþóåùò (3.4.47) åßíáé áðëÜ ç ðáñÜãùãïò ôïõ ãéíïìÝíïõ y(x)e
∫
p(x) dx.

ÅðïìÝíùò ôþñá ç ôñïðïðïéçìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.47) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí ðïëý
áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò

d
dx

[
y(x)e

∫
p(x) dx

]
= q(x)e

∫
p(x) dx. (3.4.49)

ÓõãêåêñéìÝíá ç ìïñöÞ áõôÞ åßíáé ðïëý áðëïýóôåñç, åðåéäÞ ôþñá ìßá ìüíï åßíáé ç ðáñïõóßá ôçò
Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x): óôçí ðáñÜãùãï ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò. Ìßá ïëïêëÞñùóç ëïéðüí
(åííïåßôáé ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x) áñêåß ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ôñïðïðïéçìÝíçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.49). Ìå ôçí ïëïêëÞñùóç áõôÞ ðñïêýðôåé âÝâáéá üôé

y(x)e
∫
p(x) dx =

∫
q(x)e

∫
p(x) dx dx + C. (3.4.50)

(Äåí ðñÝðåé ìÜëéóôá íá îå÷íÜìå ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ C óå ïëïêëçñþóåéò, áí êáé ç ðáñïõóßá
ôçò óôï Ýíá ìüíï ìÝëïò ìéáò éóüôçôáò Þ åîéóþóåùò åßíáé ðñïöáíþò áñêåôÞ!)

Äåí õðÜñ÷åé ðëÝïí êáìßá ðáñÜãùãïò óôç ó÷Ýóç áõôÞ (3.4.50), äçëáäÞ åîáëåßöèçêå ç ðá-
ñÜãùãïò ìå ôçí ïëïêëÞñùóç ðïõ êÜíáìå óôçí åîßóùóç (3.4.49). ¸÷ïõìå ëïéðüí äéáèÝóéìç ìéá
ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç y(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò (3.4.44).
Áò ìåôáöÝñïõìå ëïéðüí ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç e

∫
p(x) dx ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò óôï äåîéü ìÝëïò

(öõóéêÜ åêåß ìå ðñüóçìï ðëçí óôïí åêèÝôç) âñßóêïíôáò ôåëéêÜ

y(x) =
[ ∫

q(x)e
∫
p(x) dx dx + C

]
e− ∫ p(x) dx. (3.4.51)

ÅðïìÝíùò êáôáëÞîáìå, ôþñá ÷Üñç óôïí ïëïêëçñùôéêü ðáñÜãïíôá ì(x) = e
∫
p(x) dx, óôïí ßäéï áêñé-

âþò ôýðï (3.4.27) ãéá ôç ëýóç y(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.44).
Ôçí ðáñáèÝôïõìå êáé åäþ:

y ′(x) + p(x)y(x) = q(x). (3.4.52)

Áò «áíôáìåßøïõìå» ôïí ïëïêëçñùôéêü áõôü ðáñÜãïíôá ì(x) = e
∫
p(x) dx, ðïõ ôüóï ÷ñÞóéìïò

ìáò öÜíçêå óôïí ðáñüí åäÜöéï, îáíáãñÜöïíôáò ôç ãåíéêÞ ëýóç (3.4.51) ôçí ïðïßá âñÞêáìå óôçí
áðüëõôá éóïäýíáìç êáé óõíåðôõãìÝíç ôåëéêÞ ìïñöÞ ôçò

y(x) = 1
ì(x)

[ ∫
q(x)ì(x) dx + C

]
. (3.4.53)
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Åßíáé âÝâáéá ðñïöáíÝò üôé ç ìïñöÞ áõôÞ óõìðßðôåé ðëÞñùò ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ëýóç (3.4.30), ðïõ
åß÷å âñåèåß óôï ÅäÜöéï Á3.4.3.1, åêåß üìùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ êáé ü÷é
ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá ì(x).

➤ ÐáñáôÞñçóç A3.9: ÖõóéêÜ åßíáé åýëïãï ãéá ôçí ßäéá áêñéâþò äéáöïñéêÞ åîßóùóç, åäþ ôç ìç
ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (3.4.52), äýï åíôåëþò äéáöïñåôéêÝò ìÝèïäïé:
(á) ç ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ êáé (â) ç ìÝèïäïò ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá íá
ïäçãïýí áêñéâþò óôçí ßäéá ãåíéêÞ ëýóç (3.4.51), éóïäýíáìá (3.4.53). Ôï áíôßèåôï èá Þôáí ëÜèïò,
ßóùò êÜðïéï õðïëïãéóôéêü ëÜèïò êñõììÝíï óå êÜðïéá ðáñáãþãéóç Þ ìÜëëïí ïëïêëÞñùóç, ßóùò
áêüìç êáé êÜðïéï óïâáñüôåñï ëÜèïò óôïí ôñüðï óêÝøåùò. Óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷á-
íéêïý üìùò äåí ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí ëÜèç óå êáìßá êáôáóêåõÞ. ÊÜôé ôÝôïéï èá Þôáí ßóùò äõíáôüí
íá áðïäåé÷èåß ìïéñáßï ãéá ôçí êáôáóêåõÞ, ð.÷. êáôÜ ôç äéÜñêåéá åíüò Ýíôïíïõ óåéóìéêïý öáéíïìÝ-
íïõ. Êáé óôçí êáëýôåñç ðåñßðôùóç, åêåß ðïõ äåí Ý÷åé ôüóï óïâáñÝò óõíÝðåéåò, Ýíá ôÝôïéï ëÜèïò
(åäþ óôá ìáèçìáôéêÜ: óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò) ìðïñåß åíôïýôïéò íá êáôáóôÞóåé ôçí êáôáóêåõÞ
ìç ëåéôïõñãéêÞ êáé, üðùò îÝñïõìå, ðñüóöáôá õðÞñîå ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá óå Ýíá óçìáíôéêü Ýñãï.

� ÓõìðÝñáóìá: Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé áðëü: êáëü åßíáé ðÜíôïôå ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
óôç ìåëÝôç ìéáò êáôáóêåõÞò íá åêôåëåß ôïõò õðïëïãéóìïýò ôïõ ìå äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò
êáôáëÞãïíôáò óôá ßäéá (Þ ó÷åäüí óôá ßäéá) áðïôåëÝóìáôá Þ, Ýóôù, íá åðáëçèåýåé ðëÞñùò ôïõò
õðïëïãéóìïýò ôïõ, áí Ý÷åé áíáãêáóèåß íá ðåñéïñéóèåß óå ìßá ìüíï ìÝèïäï. ¸ôóé êé áëëéþò óå êÜèå
ðåñßðôùóç ðñÝðåé íá åßíáé ïõóéáóôéêÜ Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò êáé ü÷é áðëÜ «ôõöëüò» ÷ñÞóôçò åíüò
ðñïãñÜììáôïò ôïõ õðïëïãéóôÞ. Óå Ýíá ôÝôïéï ðñüãñáììá ßóùò ìÜëéóôá íá áãíïåß áêüìç êáé ðïéá
ìÝèïäïò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ (êáé õðü ðïéåò áêñéâþò õðïèÝóåéò êáé áðëïðïéçôéêÝò ðáñáäï÷Ýò) Ý÷åé
÷ñçóéìïðïéçèåß áðü ôï óõíÜäåëöü ôïõ ðïõ ôï åôïßìáóå. ¼ìùò êÜôé ôÝôïéï äåí åßíáé óùóôü.

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óå Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò:

� ÐáñÜäåéãìá A3.6: Ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′(x) + 2y(x) = 3ex (3.4.54)

æçôïýíôáé: (á) Íá äïèïýí ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â) Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá ì(x). (ã) Íá åðáëçèåõèåß ç ëýóç ðïõ âñÝèçêå. (ä) Íá ðñïóäéïñéóèåß
ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò ìå ôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôçí

y(0) = 4. (3.4.55)

Ëýóç: Áò ðÜñïõìå ôá åñùôÞìáôá ìå ôç óåéñÜ:

(á) Ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé: (i) óõíÞèçò, (ii) ðñþôçò ôÜîåùò, (iii) ðñþôïõ âáè-
ìïý, (iv) ãñáììéêÞ, (v) ìç ïìïãåíÞò êáé (vi) ìå óôáèåñïýòóõíôåëåóôÝò: 1 êáé 2. Åðßóçò: (vii) Üãíùóôç
óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç y = y(x) êáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç x. Èá
ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åðßëõóÞ ôçò.

(â) Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ðéï ðÜíù ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ïëï-
êëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá ì(x) ðñÝðåé ðñþôá íá ôïí õðïëïãßóïõìå. Áöïý p(x) = 2 óôçí ðáñïýóá
ðåñßðôùóç, èá Ý÷ïõìå

ì(x) = e
∫
p(x) dx = e

∫
2dx = e2x. (3.4.56)

Èá Þìáóôáí ðÜñá ðïëý áóõíåðåßò, áí äåí êÜíáìå óôï óçìåßï áõôü êáé ìéá ïõóéþäç ðáñáôÞñçóç.
Ðáñáëåßøáìå ôç óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò Cì óôçí ðáñáðÜíù ïëïêëÞñùóç óôïí åêèÝôç

∫
2 dx,

åðåéäÞ ìéá ôÝôïéá óôáèåñÜ Cì áðëÜ èá êáôÝëçãå óå Ýíáí óôáèåñü ðïëëáðëáóéáóôéêü ðáñÜãï-
íôá C∗

ì óôïí ïëïêëçñùôéêü ìáò ðáñÜãïíôá ì(x). Èá åß÷áìå äçëáäÞ áðëÜ C∗
ì ì(x) áíôß ãéá ì(x).

ÁõôÞ üìùò ç óôáèåñÜ C∗
ì äå èá Üëëáæå óå ôßðïôå ôç ëýóç ðïõ èá âñßóêáìå êé Ýôóé ôçí áãíïïýìå.
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Ìå ãíùóôü ôþñá ôïí ïëïêëçñùôéêü ðáñÜãïíôá ì(x) = e2x áðü ôç ó÷Ýóç (3.4.56) ðïëëáðëá-
óéÜæïõìå êáé ôá äýï ìÝëç ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò (3.4.54) åðß ì(x). Ìå ôïí ôñüðï
áõôü ðáßñíïõìå

e2x[y ′(x) + 2y(x)] = e2x(3ex) (3.4.57)

êáé óôç óõíÝ÷åéá (ìå ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçí ðáñÜãùãï ôïõ ãéíïìÝíïõ e2x y(x)) ðñïêýðôåé üôé

d
dx

[e2x y(x)] = 3e3x, áöïý e2x ex = e3x. (3.4.58)

Ïëïêëçñþíïíôáò ôþñá ôçí ðéï ðÜíù ôüóï áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.58), âñßóêïõìå

e2x y(x) = 3
∫

e3x dx + C = e3x + C (3.4.59)

êáé äåí åðéôñÝðåôáé åäþ íá ëçóìïíÞóïõìå ôç óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò C: æçôÜìå ôç ãåíéêÞ ëýóç!

ÔåëéêÜ, ìåôáöÝñïíôáò ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç e2x áðü ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (3.4.59)
óôï äåîéü, ðáßñíïõìå ôç ãåíéêÞ ìáò ëýóç

y(x) = ex + Ce−2x éóïäýíáìá y(x) = Ce−2x + ex. (3.4.60)

Óçìåéþíïõìå âÝâáéá ðùò óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç y(x) ï üñïò Ce−2x åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò
áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: äß÷ùò ôï äåîéü ìÝëïò 3ex, åíþ ï üñïò ex

åßíáé ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç yp(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

(ã) Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç áõôÞò ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò y(x) ôçí ðáñáãùãßæïõìå ðñþôá ùò ðñïò x
ðáßñíïíôáò

y ′(x) = ex − 2Ce−2x. (3.4.61)

Óôç óõíÝ÷åéá áðëÜ åéóÜãïõìå ôçí ðáñÜãùãï áõôÞ y ′(x), áëëÜ êáé ôçí ßäéá ôç ëýóç y(x) áðü ôçí
ðñïðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç (3.4.60), óôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (3.4.54). ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå üôé

y ′(x) + 2y(x) = 3ex �⇒ (ex − 2Ce−2x) + 2(ex + Ce−2x) = 3ex �⇒ 3ex = 3ex, (3.4.62)

êÜôé ðïõ éó÷ýåé. ¸ôóé Ý÷ïõìå ïëïêëçñþóåé ôç æçôïýìåíç åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (3.4.60).

(ä) Óôï ôåëåõôáßï åñþôçìá æçôåßôáé ç ëýóç (ìßá åßíáé!) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.4.54)
êáé (3.4.55). Ðñïò ôï óêïðü áõôü áðëÜ èá ðñïóäéïñßóïõìå ôç óôáèåñÜ C ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò y(x)
óôç ó÷Ýóç (3.4.60), þóôå íá êáôáóôÞóïõìå ôç ëýóç áõôÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò
ðïõ Ý÷ïõìå. ÅðåéäÞ y(0) = 4, èÝôïõìå x = 0 êáé y = 4 óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (3.4.60) êáé ðáßñíïõìå

y(x) = ex + Ce−2x �⇒ 4 = e0 + Ce0 �⇒ 4 = 1 + C �⇒ C = 4 − 1 = 3. (3.4.63)

ÅðïìÝíùò ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.4.54) êáé (3.4.55) åßíáé ç áêüëïõèç:

y(x) = ex + 3e−2x. (3.4.64)

Áò óçìåéþóïõìå üôé åýêïëá äéáðéóôþíïõìå (ðÝñááðü ôçí åðáëÞèåõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò)
üôé ðëçñïýôáé êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(0) = 4. ÐñáãìáôéêÜ

y(0) = e0 + 3e0 = 1 + 3 = 4. (3.4.65)

Ôåëåéþíïíôáò ôï åñþôçìá áõôü, áò êÜíïõìå êáé ìéá ðáñáôÞñçóç. ÄéáèÝôáìå áðü ôï åñþôçìá (â)
ôç ãåíéêÞ ëýóç y(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.54). Èá Þôáí åðïìÝíùò áöÝëåéá íá ìçí ôç
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áìÝóùò, áëëÜ íá ðñï÷ùñÞóïõìå óå êáôåõèåßáí ðñïóäéïñéóìü ôçò ëýóåùò ôïõ
ðñïâëÞìáôüò ìáò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.4.54) êáé (3.4.55) ìå ôç ÷ñÞóç ïñéóìÝíùí ïëïêëçñùìÜôùí. �
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A3.4.4. Ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò

Ç ìÝèïäïò áõôÞ áöïñÜ óôçí åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò

ay ′(x) + by(x) = 0 (3.4.66)

åäþ ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò a êáé b êáé ìå a �= 0.

Óýìöùíá ìå áõôÞí ôç ìÝèïäï, ðïõ èá ôç ìåëåôÞóïõìå ðïëý åêôåíÝóôåñá óôï ìåèåðüìåíï
ÊåöÜëáéï Á5, äå÷üìáóôå óáíðéèáíÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (3.4.66) ëýóç åêèåôéêÞò
ìïñöÞò, óõãêåêñéìÝíá

y(x) = eìx, ïðüôå y ′(x) = ìeìx (3.4.67)

ìå ôï ì óôáèåñÜ ç ïðïßá ðñÝðåé üìùò íá ðñïóäéïñéóèåß. Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé êáé ç ðáñÜãù-
ãïò y ′(x) ôçò ëýóåùò áõôÞò y(x) åßíáé ðÜëé åêèåôéêÞò ìïñöÞò. Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôç ëýóç y(x)
êáèþò êáé ôçí ðáñÜãùãü ôçò y ′(x) óôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.66), ðáßñíïõìå

aìeìx + beìx = 0 �⇒ (aì + b)eìx = 0 �⇒ aì + b = 0 �⇒ ì = − b
a
. (3.4.68)

Ôïýôï ðñÝðåé íá éó÷ýåé, åðåéäÞ ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eìx äå ìçäåíßæåôáé ðïôÝ. ¢ñá ãéá ôçí ôéìÞ
áõôÞ ì = −b/a ç ëýóç y(x) = eìx ðïõ õðïèÝóáìå ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

y(x) = e−bx/a ìå áíôßóôïé÷ç ãåíéêÞ ëýóç ôçí yh(x) = Cy(x) = Ce−bx/a (3.4.69)

ìå ôï C íá äçëþíåé ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ. Åßíáé âÝâáéá ðïëý åýêïëï íá åðáëçèåýóïõìå ôç ëýóç
áõôÞ yh(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò (3.4.66), ôçí ïðïßá
äå÷èÞêáìå ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ôïíßæïõìå üìùò üôé ç ðáñïýóá ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôé-
êáôáóôÜóåùò ìå êáíÝíáí ôñüðï äåí åßíáé åöáñìüóéìç óå ðåñßðôùóç ìç óôáèåñþí óõíôåëåóôþí!

� ÐáñÜäåéãìá A3.7: Ãéá ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′(x) + 2y(x) = 0 (3.4.70)

ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò 1 êáé 2 ç ðéï ðÜíù ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ìáò äßíåé

y(x) = eìx �⇒ ìeìx + 2eìx = (ì + 2)eìx = 0 �⇒ ì + 2 = 0 �⇒ ì = −2. (3.4.71)

¢ñá ç ëýóç y(x) ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò èá åßíáé ç y(x) = e−2x êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò

yh(x) = Cy(x) = Ce−2x. (3.4.72)

Åýêïëá ìðïñåß íá åðáëçèåõèåß ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç yh(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.4.70). �

A3.4.5. Ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí

Ç ìÝèïäïò áõôÞ áöïñÜ óôçí åýñåóç ìéáò ìåñéêÞò (Þ åéäéêÞò) ëýóåùò yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

ay ′(x) + by(x) = q(x) (3.4.73)

ðÜëé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò a êáé b (a �= 0) êáé ìå ãíùóôÞ ôç óõíÜñôçóç q(x) óôï äåîéü ìÝëïò.

Óýìöùíá ìå áõôÞí ôç ìÝèïäï, ðïõ èá ôç ìåëåôÞóïõìå êé áõôÞí ðïëý ðéï ëåðôïìåñþò óôï
ìåèåðüìåíï ÊåöÜëáéï Á5, óå ðåñßðôùóç ðïõ ç óõíÜñôçóç q(x) åßíáé ðïëõùíõìéêÞ âáèìïý m,
äå÷üìáóôå ãåíéêÜ (ü÷é ðÜíôá) ôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) íá åßíáé êé áõôÞ ðïëõùíõìéêÞ êáé ìÜëéóôá ôïõ
ßäéïõ âáèìïý m. Åíôïýôïéò ïé óõíôåëåóôÝò Ak ôçò ðïëõùíõìéêÞò ëýóåùò yp(x) ðïõ æçôÜìå íá
ðñïóäéïñßóïõìå èá âñåèïýí ìå áíôéêáôÜóôáóç óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.73) êáé ìå åîßóùóç
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ôùí óõíôåëåóôþí ôùí ßóùí äõíÜìåùí ôïõ x. Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç óôáèåñÜò q(x) = q0 óôï
äåîéü ìÝëïò, äçëáäÞ ðïëõùíýìïõ ìçäåíéêïý âáèìïý, äå÷üìáóôå ãåíéêÜ (êáé ðÜëé ü÷é ðÜíôá) ìåñéêÞ
ëýóç ôçò ìïñöÞò yp(x) = A ìå ôï Á ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ. Åðßóçò óå ðåñßðôùóç åêèåôéêÞò
óõíáñôÞóåùò q(x) = q0ecx (ìå ôï c ãíùóôÞ óôáèåñÜ), äå÷üìáóôå ãåíéêÜ (ü÷é ðÜíôá) ìåñéêÞ ëýóç ôçò
ìïñöÞò yp(x) = Aecx ìå ôï ÁðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ áðü ôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.4.73).

Ç Üðïøç ôïõ ãñÜöïíôá åßíáé üôé ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáèþò êáé ç ìÝ-
èïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí åßíáé õðïëïãéóôéêÜ ïé êáôáëëçëüôåñåò óå ðñïâëÞìáôá
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò üðïõ åßíáé åöáñìüóéìåò. Äýï ðáñá-
äåßãìáôá ðïõ äåß÷íïõí ôçí áðïôåëåóìáôéêüôçôá áõôþí ôùí ìåèüäùí (ìå ÷ñÞóç ôïõò ôç ìéá ìåôÜ
ôçí Üëëç) ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Á3.5, ÐáñÜãñáöïò Á3.5.2, ãéá ôéò ãñáììéêÝò äéá-
öïñéêÝò åîéóþóåéò (3.5.12) êáé (3.5.30) óôï ðáñÜäåéãìá êáé ôçí åöáñìïãÞ ôçò ðáñáãñÜöïõ áõôÞò.

A3.5. ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ BERNOULLI

A3.5.1. Ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Bernoulli êáé ç åðßëõóÞ ôïõò

Ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Bernoulli åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò êáé Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ

y ′(x) + p(x)y(x) = q(x)y a(x) ìå a �= 0, 1, (3.5.1)

üðïõ ï åêèÝôçò a óôç äýíáìç y a(x) óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé ãíùóôüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò äéÜöïñïò
áðü ôï ìçäÝí êáé ôï Ýíá: a �= 0, 1. ÐñáãìáôéêÜ, åÜí a = 0, ôüôå y a(x) = y0(x) = 1, êáé äåí
ðáñïõóéÜæåôáé êáèüëïõ ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç y = y(x) óôï äåîéü ìÝëïò. ¸ôóé Ý÷ïõìå áðëÜ ìéá
ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

y ′(x) + p(x)y(x) = q(x), åÜí a = 0. (3.5.2)

ÅðéðëÝïí óôçí åðßóçò åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ a = 1 éó÷ýåé y a(x) = y1(x) = y(x) êáé ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (3.5.1) áíÜãåôáé óôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′(x) + p(x)y(x) = q(x)y(x) �⇒ y ′(x) + [p(x) − q(x)]y(x) = 0, åÜí a = 1. (3.5.3)

Åîáéñïýìå ëïéðüí êáé ôéò äýï áõôÝò ðïëý åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò, a = 0 êáé a = 1, üðïõ Ý÷ïõìå áðëÜ
ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò: ìç ïìïãåíÞ êáé ïìïãåíÞ áíôßóôïé÷á.

ÁëëÜ êáé óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç (a �= 0, 1) ðÜëé ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Bernoulli (3.5.1) áíÜ-
ãïíôáé åýêïëá óå ãñáììéêÝò êáé åðéëýïíôáé ìå ôéò ó÷åôéêÝò ìåèüäïõò ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôç-
ôáò Á3.4. Ãéá íá ôï êáôáíïÞóïõìå áõôü, ðáñáôçñïýìå óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bernoulli (3.5.1)
üôé ôï ìüíï ðïõ ôç äéáêñßíåé áðü ôç ãñáììéêÞ åßíáé ç ýðáñîç ôïõ ðáñÜãïíôá y a(x) óôï äåîéü ìÝëïò
ôçò q(x)y a(x). Ãéá íá ìçí õðÜñ÷åé áõôüò ï ðáñÜãïíôáò y a(x), áñêåß áðëÜ íá äéáéñÝóïõìå ïëüêëçñç
ôçí åîßóùóç Bernoulli ìå y a(x) (õðïèÝôïíôáò üôé y(x) �= 0). ¸ôóé ðáßñíïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′(x)y−a(x) + p(x)y1−a(x) = q(x) ìå a �= 0, 1. (3.5.4)

Ç åîßóùóç áõôÞ äåí Ý÷åé ðéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(x) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò, áêñéâþò üðùò óõì-
âáßíåé êáé óôç óõíçèéóìÝíç ãñáöÞ ôùí ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Åíôïýôïéò
äå ìáò äéåõêïëýíåé êáé éäéáßôåñá óôçí åðßëõóÞ ôçò åîáéôßáò ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò ôçò. ÐñÜãìáôé
óôï áñéóôåñü ìÝëïò ðáñáôçñïýìå ðñþôá ôç äýíáìç y1−a(x) óáí ðáñÜãïíôá ôïõ üñïõ p(x) y1−a(x).
Ç äýíáìç áõôÞ êáèéóôÜ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.4) ìç ãñáììéêÞ.

Êáé ôß ðñÝðåé íá êÜíïõìå ôþñá; ÁðëÜ íá áëëÜîïõìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ) áðü y = y(x) óå z = z(x) èÝôïíôáò

y1−a(x) = z(x) ⇐⇒ z(x) = y1−a(x). (3.5.5)
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Åðßóçò, áöïý

z(x) = y1−a(x) �⇒ z′(x) = (1 − a)y−a(x) y ′(x) �⇒ y ′(x)y−a(x) = z′(x)
1 − a

. (3.5.6)

Ôþñá ç ôñïðïðïéçìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bernoulli (3.5.4) ðáßñíåé ðñïöáíþò ôç ìïñöÞ

z′(x)
1 − a

+ p(x)z(x) = q(x) áðüëõôá éóïäýíáìá z′(x) + (1 − a)p(x)z(x) = (1 − a)q(x). (3.5.7)

ÄçëáäÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bernoulli (3.5.1) Ý÷åé ôþñá áíá÷èåß (ãéá a �= 0, 1) óå ìéá ìç ïìïãåíÞ
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç: ôçí åîßóùóç (3.5.7). Ôï êüóôïò õðÞñîå ìüíï ç áëëáãÞ ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò (Þ åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò) áðü y = y(x) óå z = z(x) ìå

z(x) = y1−a(x) ⇐⇒ y(x) = z1/(1−a)(x) ìå a �= 0, 1. (3.5.8)

¼ìùò êáìßá áëëáãÞ äå ÷ñåéÜóèçêå íá ãßíåé óôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x.

Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ìå ôçí áëëáãÞ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (3.5.8) ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç Bernoulli êáèßóôáôáé ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò (3.5.7). Óýìöùíá ìå
ôéò ãíþóåéò ðïõ Ý÷ïõìå áðïêôÞóåé ãéá ôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óôçí ðñïçãïýìåíç
Åíüôçôá Á3.4, ëýíïõìå ôç ãñáììéêÞ áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.7) êáé ðñïóäéïñßæïõìå ôç âïç-
èçôéêÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç z = z(x). Äåí îå÷íÜìå üìùò óôï ôÝëïò íá åðéóôñÝøïõìå óôçí áñ÷éêÞ
ìáò Üãíùóôç óõíÜñôçóç y = y(x), áõôÞí ðïõ Ý÷åé êáé ôï öõóéêü íüçìá óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
Bernoulli (3.5.1), ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç (3.5.8): z(x) = y1−a(x). ¸ôóé îáíáãõñßæïõìå
óôçí áñ÷éêÞ Üãíùóôç (êáé åõôõ÷þò ôþñá ðëÞñùò ãíùóôÞ!) óõíÜñôçóç y = y(x).

A3.5.2. ¸íá ðáñÜäåéãìá êáé ìéá åöáñìïãÞ óôç ÄõíáìéêÞ

ÐñïxùñÜìå ôþñá óå Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá êáé óå ìéá åöáñìïãÞ óôç ÄõíáìéêÞ:

� ÐáñÜäåéãìá A3.8: Ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′(x) + 2y(x) = 3xy3(x) (3.5.9)

æçôïýíôáé: (á) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â) Ç áíáãùãÞ ôçò óå ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
(ã) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò.

Ëýóç: (á) Ðñüêåéôáé ðñïöáíþò ãéá ìéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðñþôçò ôÜîåùò, ðñþôïõ
âáèìïý, ìç ãñáììéêÞ (åîáéôßáò ôïõ ðáñÜãïíôá y3(x) óôï äåîéü ìÝëïò) êáé ôýðïõ Bernoulli ìå a = 3
(êáé ðÜëé ëüãù ôïõ ßäéïõ ðáñÜãïíôá y3(x) óôï äåîéü ìÝëïò).

(â) Ãéá ôçí áíáãùãÞ ôçò óå ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åñãáæüìáóôå ìå ôïí ôñüðï ðïõ Þäç
åîçãÞóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á3.5.1. Ðñþôá áð’ üëá åîáëåßöïõìå ôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç y(x) áðü ôï äåîéü ìÝëïò äéáéñþíôáò ïëüêëçñç ôçí åîßóùóç ìå y3(x), ïðüôå ðñïêýðôåé

y ′(x)
y3(x)

+ 2
y2(x)

= 3x ìå y(x) �= 0. (3.5.10)

(Óçìåéþíïõìå üìùò ðùò ç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç y(x) = 0 áðïôåëåß ðñïöáíþò êáé áõôÞ ìéá ëýóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Bernoulli (3.5.9), üðùò Üìåóá åðáëçèåýåôáé.)

Ôþñá åîáéôßáò ôïõ äåýôåñïõ üñïõ 2/y2(x) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (3.5.10), èá ðñÝðåé íá èÝóïõìå

z(x) = 1
y2(x)

, ïðüôå z′(x) = −2
y ′(x)
y3(x)

. (3.5.11)
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ÅðïìÝíùò ìå ôç íÝá áõôÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç z(x) = 1/y2(x) áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.10)
ðñïêýðôåé Üìåóá ç éóïäýíáìÞ ôçò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

− 1
2
z′(x) + 2z(x) = 3x êáé éóïäýíáìá z′(x) − 4z(x) = −6x. (3.5.12)

¸÷ïõìå Ýôóé áíáãÜãåé ôçíáñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóçBernoulli (3.5.9), ðïõ åßíáé âÝâáéá ìç ãñáììéêÞ,
óôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.12), ðïõ åßíáé ìÜëéóôá åäþ êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

(ã) ÐñÝðåé ôþñá íá ëýóïõìå ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.12). Ðñïöáíþò ç ëýóç áõôÞò
ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åßíáé ôï Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò zh(x) ôçò ïìïãåíïýò
óõí ìéá ìåñéêÞ ëýóç zp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò. Áöïý ðñüêåéôáé ãéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1 êáé −4 óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôçò, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç

z′(x) − 4z(x) = 0 (3.5.13)

ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò z(x) = eìx ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á3.4.4. Ìå ôç ìÝèïäï
áõôÞ âñßóêïõìå áðü ôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.13) üôé

ìeìx − 4eìx = 0 �⇒ (ì − 4)eìx = 0 �⇒ ì − 4 = 0 �⇒ ì = 4. (3.5.14)

ÅðïìÝíùò êáôÜëëçëç ôéìÞ ôïõ åêèÝôç ì óôçí åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç z(x) = eìx åßíáé ìïíÜ÷á
ç ôéìÞ ì = 4. ¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç zh(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.5.13)
ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.12) åßíáé ç åîÞò:

zh(x) = C1e4x (3.5.15)
ìå ôï C1 áõèáßñåôç óôáèåñÜ.

Ôþñá ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.12), Ýóôù óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôçò

z′(x) − 4z(x) = −6x, (3.5.16)

ðáñáôçñïýìå üôé óôï äåîéü ìÝëïò Ý÷ïõìå ôï ðïëý áðëü ðñùôïâÜèìéï ðïëõþíõìï q(x) = −6x.
Åßíáé åðïìÝíùò ëïãéêü íá áíáæçôÞóïõìå ìéá ìåñéêÞ ëýóç zp(x) ôçò ãñáììéêÞò áõôÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (3.5.16) óôç ìïñöÞ ðïëõùíýìïõ åðßóçò ðñþôïõ âáèìïý, äçëáäÞ íá õðïèÝóïõìå üôé

zp(x) = Ax + B, ïðüôå z′
p(x) = A. (3.5.17)

ÁõôÞ åßíáé ç âÜóç ôçò ìåèüäïõ ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á3.4.5, ðïõ
èá ôçí áíáðôýîïõìå êáé èá ôç ìåëåôÞóïõìå ðïëý åêôåíÝóôåñá óôï ìåèåðüìåíï ÊåöÜëáéï Á5.
Ôïíßæïõìå âÝâáéá üôé óôçí ðéï ðÜíù ëýóç (3.5.17) ðïõ õðïèÝóáìå ïé äýï óôáèåñÝò Á êáé Â åßíáé
ðñïóäéïñéóôÝïé óõíôåëåóôÝò: èá ôïõò ðñïóäéïñßóïõìå áìÝóùò ðáñáêÜôù. Ìå êáíÝíáí ôñüðï
äåí åßíáé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Åßíáé óõãêåêñéìÝíïé áñéèìïß!

Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôþñá áõôïýò ôïõò óõíôåëåóôÝò Á êáé Â (ôïõò ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôå-
ëåóôÝò), áðëÜ áíôéêáèéóôïýìå ôçí ðéèáíÞ ìåñéêÞ ëýóç zp(x) êáé ôçí ðáñÜãùãü ôçò z′

p(x) áðü ôéò
ó÷Ýóåéò (3.5.17) óôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.16). Ìå ôïí ôñüðï áõôü äéáðéóôþíïõìå üôé

z′(x) − 4z(x) = −6x �⇒ A − 4(Ax + B) = −6x �⇒ (A − 4B) + (6 − 4A)x = 0. (3.5.18)

Åäþ Ý÷ïõìå (êáëýôåñá èÝëïõìå íá Ý÷ïõìå) ìéá ôáõôüôçôá: ôçí (Á− 4Â)+ (6− 4Á)x = 0. Ç ó÷Ýóç
áõôÞ èÝëïõìå íá éó÷ýåé ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x, ü÷é ìüíï ãéá ìéá--äõï ôéìÝò ôïõ x, åðéèõìïýìå äçëáäÞ
íá åßíáé ìéá ôáõôüôçôá. ÅðïìÝíùò êáé ï óôáèåñüò üñïò Á − 4Â ðñÝðåé íá ìçäåíßæåôáé, áëëÜ êáé
ï óõíôåëåóôÞò 6 − 4Á ôïõ x ðñÝðåé íá ìçäåíßæåôáé êáé áõôüò. ÊáôÜ óõíÝðåéá åßíáé õðï÷ñåùôéêü
íá éó÷ýïõí ïé äýï ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò

A − 4B = 0 êáé 6 − 4A = 0. (3.5.19)
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Ôéò ëýíïõìå áìÝóùò (îåêéíþíôáò áðü ôç äåýôåñç). ¸ôóé âñßóêïõìå ôéò ôéìÝò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí
óõíôåëåóôþí (êáé ü÷é âÝâáéá áõèáßñåôùí óôáèåñþí!) A êáé B. ÁõôÝò åßíáé

A = 6
4

= 3
2

êáé B = A
4

= 3/2
4

= 3
8
. (3.5.20)

¢ñá ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç zp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.5.16)
åßíáé ç áêüëïõèç:

zp(x) = Ax + B = 3x
2

+ 3
8

= 12x + 3
8

. (3.5.21)

Áèñïßæïíôáò ôç ãåíéêÞ ëýóç (3.5.15) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.5.13)
êáé ôç ìåñéêÞ ëýóç (3.5.21) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.5.16), ðñïó-
äéïñßæïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç

z(x) = zh(x) + zp(x) = C1e4x + 12x + 3
8

(3.5.22)

ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.5.16). Áí èÝëïõìå ìÜëéóôá, ãñÜöïõìå ôçí
ßäéá ãåíéêÞ ëýóç z(x) êáé óôçí åëÜ÷éóôá áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò

z(x) = Ce4x + 12x + 3
8

(3.5.23)

Ý÷ïíôáò áðëÜ áëëÜîåé ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ áðü C1 óå C = 8C1, ôßðïôå ôï óçìáíôéêü.

Ðñéí ôåëåéþóïõìå üìùò ôï ðáñÜäåéãìá áõôü, èá ðñÝðåé íá åðéóôñÝøïõìå óôçí áñ÷éêÞ ìáò
Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(x), ãéáôß Ý÷ïõìå êÜíåé ôçí áëëáãÞ Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (Þ åîáñôçìÝíçò
ìåôáâëçôÞò) z(x) = 1/y2(x) óôç ó÷Ýóç (3.5.11). ÅðïìÝíùò, ëýíïíôáò ùò ðñïò y(x) ôçí áðëïýóôáôç
áõôÞ åîßóùóç: z(x) = 1/y2(x), âñßóêïõìå ôåëéêÜ üôé

y(x) = ± 1√
z(x)

= ± 2
√
2√

Ce4x + 12x + 3
. (3.5.24)

ÁõôÞ åßíáé ç ëýóç ôçò ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Bernoulli (3.5.9) êáé, ãéá íá åßìáóôå åéëé-
êñéíåßò, ôçí åðáëçèåýóáìå êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica, ðïõ Ýäùóå ïõóéáóôéêÜ ôçí ßäéá ëýóç.
Ç ëýóç áõôÞ y(x) ðåñéÝ÷åé âÝâáéá êáé ìßá áõèáßñåôç óôáèåñÜ: ôç óôáèåñÜ C. Ôïýôï åßíáé áðü-
ëõôá åýëïãï, ãéáôß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bernoulli (3.5.9) ðïõ ëýóáìå åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ðñþôçò ôÜîåùò. ¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ìßá áõèáßñåôç óôáèåñÜ C. Óå Ýíá
ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò ìå y(x0) = y0 ç óôáèåñÜ áõôÞ C ìðïñåß âÝâáéá íá êáèïñéóèåß ìÝóù ôçò
áñ÷éêÞò áõôÞò óõíèÞêçò y(x0) = y0. Áò ìçí îå÷Üóïõìå ôåëéêÜ íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ãéá C → ∞
ç ñßæá ôïõ ðáñïíïìáóôÞ ôçò ëýóåùò y(x) áðåéñßæåôáé (öõóéêÜ ï åêèåôéêüò ðáñÜãïíôáò e4x åßíáé
óõíå÷þò èåôéêüò). ¢ñá óôï üñéï C → ∞ ç ëýóç ìáò y(x) óôç ó÷Ýóç (3.5.24) ôåßíåé óôç ìçäåíéêÞ
óõíÜñôçóç y(x) = 0. ¼ðùò Þäç Ý÷ïõìå áíáöÝñåé, êáé ç óõíÜñôçóç áõôÞ y(x) = 0 åßíáé ëýóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Bernoulli (3.5.9). �

� ÅöáñìïãÞ A3.3 (ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ): Èåùñïýìå ôçí åõèýãñáììç êßíçóç õëéêïý
óçìåßïõ ìÜæáòmðÜíùóôïí ÜîïíáOx. Óôçí êßíçóç áõôÞ õðÜñ÷åé ìüíï ìßá äýíáìç F, áêñéâÝóôåñá
áíôßóôáóç R, ôçò ìïñöÞò

R = −bv − cv2 (3.5.25)

ìå v = v(t) ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t êáé ìå ôéò ðïóüôçôåò b êáé c
äýï ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Ç áíôßóôáóç áõôÞ R åßíáé ðñïöáíþò ìéá äýíáìç ðïõ áíôéôßèåôáé
óôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Ãé’ áõôü êáé ïé óôáèåñÝò b êáé c åßíáé êáé ïé äýï èåôéêÝò, áëëÜ ìå
ðñüóçìïí ìåßïí ìðñïóôÜ ôïõò: áíôßóôáóç óôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Æçôïýíôáé: (á) Ç ó÷å-
ôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôçí ðáñïýóá êßíçóç. (â) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ã) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò.
(ä) Ç ìåñéêÞ ëýóç ôçò v(t) ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = v0, äçëáäÞ ìå ãíùóôÞ ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0.
(å) Ç èÝóç x(t) ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ ôþñá ìå ãíùóôÞ êáé ôçí áñ÷éêÞ èÝóç ôïõ x(0) = x0.
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Ëýóç: (á) Åäþ èá êÜíïõìå áðëÜ ÷ñÞóç ôïõ ôüóï ãíùóôïý ìáò äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá:
ìÜæá m åðß åðéôÜ÷õíóç a = v̇ ßóïí äýíáìç: ma = F êáé éóïäýíáìá mv̇ = F. Åäþ üìùò ç äýíáìç F
åßíáé áðëÜ ç áíôßóôáóç R óôçí êßíçóç: F = R. ¢ñá ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá ðáßñíåé óôçí
ðáñïýóá åöáñìïãÞ óôç ÄõíáìéêÞ ôç ìïñöÞ mv̇ = R, ïðüôå

mv̇(t) = −bv(t) − cv2(t) ⇐⇒ mv̇(t) + bv(t) = −cv2(t). (3.5.26)

Ðñüêåéôáé åðïìÝíùò ãéá ìéá êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bernoulli ìå a = 2. Áõôü éó÷ýåé ëüãù ôïõ
ðáñÜãïíôá v2(t) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò.

(â) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (3.5.26) åßíáé ïé åîÞò: óõíÞèçò äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò, ðñþôïõ âáèìïý, ìç ãñáììéêÞ (îáíÜ ëüãù ôïõ ðáñÜãïíôá v2(t) óôï
äåîéü ìÝëïò) êáé ôýðïõ Bernoulli ìå a = 2.

Áò ðáñáôçñÞóïõìå üìùò óôï óçìåßï áõôü üôé ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.5.26) ìðïñåß íá
åñìçíåõèåß êáé óáí äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. Áõôü åßíáé åìöáíÝò, åÜí ôç
ãñÜøïõìå óôç ìïñöÞ

− mdv
bv + cv2

= dt, õðïôßèåôáé ìå v = v(t). (3.5.27)

ÁðëÜ õðïôßèåôáé, ãéáôß, ìüëéò ïëïêëçñþóïõìå áñéóôåñÜùòðñïò ôçí ôá÷ýôçôá v êáé äåîéÜùòðñïò
ôï ÷ñüíï t (óýìöùíá ìå ôç èåùñßá ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á3.2.1), èá ðÜñïõìå ôç æçôïýìåíç ëýóç óôç
ìïñöÞ t = t(v) êáé ü÷é v = v(t), üðùò èá åðéèõìïýóáìå. Áí êáé èá ìðïñïýóáìå íá ëýóïõìå ôç
ó÷Ýóç t = t(v) ùò ðñïò v (äçëáäÞ íá áíôéóôñÝøïõìå ôç óõíÜñôçóç t = t(v)) ðáßñíïíôáò Ýôóé ôç
æçôïýìåíç ëýóç v = v(t), áõôü öáßíåôáé íá åßíáé êÜðùò êïðéþäåò áðü õðïëïãéóôéêÞò áðüøåùò.
Ãéá ôï ëüãï áõôü èá ðñïôéìÞóïõìå óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ ôç èåþñçóç ôçò ðáñáðÜíù äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò (3.5.26) óáí äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Bernoulli êáé ü÷é óáí äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí, ðáñüëï ðïõ áíáãíùñßæïõìå ðëÞñùò êáé ôç äåýôåñç áõôÞ äõíáôüôçôá.

(ã) Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò åîéóþóåùò Bernoulli (3.5.26) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ðÜëé ôç ìÝ-
èïäï ôçò áíáãùãÞò ôçò óå ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðïõ áíáðôýîáìå óôçí ðñïçãïýìåíç
ÐáñÜãñáöï Á3.5.1. Ðñþôá ôç äéáéñïýìå ìå v2(t), þóôå íá ðáýóåé íá ðáñïõóéÜæåôáé ç Üãíùóôç
ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ óôï äåîéü ìÝëïò. ¸ôóé ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

m
v̇(t)
v2(t)

+ b
v(t)

= −c. (3.5.28)

Åßíáé ôþñáðñïöáíÝò áðü ôïí üñï b/v(t) üôé ðñÝðåé íá ïñßóïõìå ôç âïçèçôéêÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç

z(t) = 1
v(t)

, ïðüôå ż(t) = − v̇(t)
v2(t)

. (3.5.29)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôç íÝá áõôÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) z(t) êáèþò êáé
ôçí ðáñÜãùãü ôçò ż(t) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bernoulli (3.5.28). ¸ôóé öèÜíïõìå óå ìéá ìç ïìïãåíÞ
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ôçí åîßóùóç

−mż(t) + bz(t) = −c (3.5.30)

êáé ìÜëéóôá ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò −m êáé b.

Ìáò áðïìÝíåé ôþñá ôï êáèÞêïí ôçò åðéëýóåùò áõôÞò ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò z(t) èá éóïýôáé ðñïöáíþò ìå ôï Üèñïéóìá

z(t) = zh(t) + zp(t) (3.5.31)

ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò zh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óõí ìéá
ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) zp(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.5.30).
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Áöïý ïé óõíôåëåóôÝò −m êáé b åßíáé åäþ óôáèåñïß, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï
ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò z(t) = eìt óôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

−mż(t) + bz(t) = 0. (3.5.32)
¸ôóé âñßóêïõìå üôé

−mìeìt + beìt = 0 �⇒ ( − mì + b)eìt = 0 �⇒ −mì + b = 0 �⇒ ì = b
m

. (3.5.33)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç zh(t) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.5.32) åßíáé ç åîÞò:

zh(t) = Cebt/m , (3.5.34)

üðïõ âÝâáéá ôï óýìâïëï C äçëþíåé ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ.

Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç zp(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò (3.5.30), áðëÜ ðáñáôçñïýìå üôé ü÷é ìüíï ï óõíôåëåóôÞò b åßíáé óôáèåñüò, áëëÜ êáé ôï
äåîéü ìÝëïò −c åßíáé êáé áõôü óôáèåñü, éóïäýíáìá ðïëõþíõìï ìçäåíéêïý âáèìïý. ¢ñá ìðïñïýìå
åýëïãá íá õðïèÝóïõìå ìéá ìåñéêÞ ëýóç zp(t) ßóç ìå óôáèåñÜ A óôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí
óõíôåëåóôþí. ÄçëáäÞ õðïèÝôïõìå üôé zp(t) = A. Ãéá íá âñïýìå ôç óôáèåñÜ áõôÞ Á (ôï ìïíáäéêü
ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞðïõ æçôÜìå), áñêåß íá áíôéêáôáóôÞóïõìå óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç (3.5.30) ôç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ õðïèÝóáìå. ¸ôóé ìå zp(t) = A êáé åðïìÝíùò żp(t) = 0
Ý÷ïõìå

−mżp(t) + bzp(t) = −c �⇒ −m · 0 + bA = −c �⇒ zp(t) = A = − c
b
. (3.5.35)

Áèñïßæïíôáò ôþñá ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò zh(t) óôç ó÷Ýóç (3.5.34) êáé ôç ìåñéêÞ ëýóç
ôçò ìç ïìïãåíïýò zp(t) óôçí áìÝóùò ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (3.5.35), ðñïóäéïñßæïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.5.30):

z(t) = zh(t) + zp(t) = Cebt/m − c
b

= Cbebt/m − c
b

. (3.5.36)

Ôþñá, üóïí áöïñÜ óôçí áëçèéíÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç: óôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
ðïõ ôçí åõèýãñáììç êßíçóÞ ôïõìåëåôÜìå, áðëÜõðåíèõìßæïõìå ôïí ïñéóìü (3.5.29) ôçò âïçèçôéêÞò
Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò z(t), äçëáäÞ üôé

z(t) = 1
v(t)

, ïðüôå v(t) = 1
z(t)

= b
Cbebt/m − c

(3.5.37)

ëüãù êáé ôçò ðéï ðÜíù ëýóåùò (3.5.36). ÁõôÞ åßíáé ç æçôïýìåíç ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
óôçí ðáñïýóá åõèýãñáììç êßíçóÞ ôïõ ìå áíôßóôáóç R ó’ áõôÞí ôçò ìïñöÞò (3.5.25). ÖõóéêÜ óôç
ëýóç áõôÞ v(t) ðåñéÝ÷ïíôáé ç ìÜæá m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáèþò êáé ïé äýï ðáñÜìåôñïé b êáé c ôçò
áíôéóôÜóåùò R = −bv − cv2.

Ç ßäéá üìùò ëýóç, ðïõ åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùòBernoulli (3.5.26) Þ (3.5.28),
ðåñéëáìâÜíåé êáé ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜC (êåöáëáßïC, ãéá íá äéáêñßíåôáé áðü ôçí ðáñÜìåôñï c).
Ôçí áõèáßñåôç áõôÞ óôáèåñÜC ìðïñïýìå íá ôçíðñïóäéïñßóïõìå, ìüíï áí Ý÷ïõìå êáé ìßá óõíèÞêç,
óõíÞèùò ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = v0 ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v = v(t). Åäþ õðïèÝôïõìå üôé v0 > 0.

(ä) Ôþñá ìå âÜóç ôçí áñ÷éêÞ áõôÞ óõíèÞêç v(0) = v0, ç ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç (3.5.37) ðáßñíåé
ôç ìïñöÞ

v(0) = v0 �⇒ v0 = b
Cb − c

, (3.5.38)

áöïý e0 = 1. Ëýíïíôáò ùò ðñïò ôç óôáèåñÜ C, ðáßñíïõìå

(Cb − c)v0 = b �⇒ Cbv0 = b + cv0 �⇒ C = b + cv0
bv0

. (3.5.39)
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Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôçí ôéìÞ áõôÞ ôçò óôáèåñÜò C óôç ãåíéêÞ ëýóç (3.5.37), âñßóêïõìå üôé

v(t) = b
b + cv0

v0
ebt/m − c

(3.5.40)

êáé ôåëéêÜ

v(t) = bv0
(b + cv0)ebt/m − cv0

. (3.5.41)

ÁõôÞ åßíáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò

mv̇(t) + bv(t) = −cv2(t), v(0) = v0, (3.5.42)

ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôçí ðáñïýóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bernoulli (3.5.26) êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
ôçò v(0) = v0. Óôç ëýóç áõôÞ (3.5.41) ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé v(∞) := lim t→∞ v(t) = 0, áöïý
ãéá t → ∞ êáé ebt/m → ∞. Åßíáé åýëïãï íá ìçäåíßæåôáé ç ôá÷ýôçôá v(t) ãéá t → ∞ (ðñáêôéêÜ
ãéá ðïëý ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ ÷ñüíïõ t), áöïý ç ìüíç äýíáìç F ðïõ äñá ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï
åßíáé ç áíôßóôáóç R = −bv − cv2 ôçò ó÷Ýóåùò (3.5.25) óôçí åõèýãñáììç áõôÞ êßíçóç ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ. Ç äýíáìç áõôÞ R áðëÜ åðéâñáäýíåé ôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìÝ÷ñé ôï ìçäåíéóìü
ôçò ôá÷ýôçôÜò ôïõ v ãéá t → ∞.

ÁöåôÝñïõ ãéá t = 0, ïðüôå ebt/m = e0 = 1, ç ßäéá ëýóç (3.5.41) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

v(0) = bv0
(b + cv0) · 1 − cv0

= bv0
b + cv0 − cv0

= bv0
b

= v0. (3.5.43)

Åðáëçèåýåôáé åðïìÝíùò ç ðëÞñùóç ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò v(0) = v0. Åðßóçò åýêïëá äéáðéóôþíå-
ôáé üôé ìå ôçíáýîçóç ôïõ ÷ñüíïõ t ï åêèåôéêüò üñïò ebt/m óôï èåôéêüðáñïíïìáóôÞ (b+cv0)ebt/m−cv0
ôçò ëýóåùò (3.5.41) óõíå÷þò áõîÜíåôáé. ¸ôóé ï ðáñïíïìáóôÞò áõôüò üëï êé áõîÜíåôáé. Óõíåðþò
ç ôéìÞ ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) üëï êáé ìåéþíåôáé. ÅðïìÝíùò ç ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìåéþ-
íåôáé áðü ôçí áñ÷éêÞ ôçò ôéìÞ v0 (Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé v0 > 0) ìÝ÷ñé ìçäåíéóìïý ôçò ãéá t → ∞.
Êáé ìÜëéóôá äåí ðáñïõóéÜæïíôáé êáèüëïõ ôáëáíôþóåéò ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) êáôÜ ôç ìåßùóç áõôÞ,
ôçí åðéâñÜäõíóç ôçò åõèýãñáììçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ.

Óçìåéþíïõìå áêüìç üôé: (i) Ôç ëýóç áõôÞ (3.5.41) ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ôçí
åðáëçèåýóáìå (áëë’ åðßóçò êáé ôç âñÞêáìå åíôåëþò áíåîÜñôçôá) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica.
(ii) Ç ßäéá ëýóç (3.5.41) åßíáé öõóéêÜ ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (3.5.42), äçëáäÞ ìéá
ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Bernoulli (3.5.26). Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ üìùò,
èåùñþíôáò ôþñá ôç óôáèåñÜ v0 óôç ëýóç áõôÞ (3.5.41) óáí ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ êáé ü÷é áðëÜ
óáí ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v(0) = v0, ç ßäéá ëýóç v(t) ìðïñåß íá åñìçíåõèåß êáé óáí ç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Bernoulli (3.5.26).

(å) ÔÝëïò ãéá ôïí ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü ðÜñá ðïëëÝò öïñÝò åßíáé ðïëý ðéï åíäéáöÝñïí íá ãíùñßæåé
ôç èÝóç x(t) ôïõ êéíïýìåíïõ õëéêïý óçìåßïõ ðáñÜ ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ v(t). ÅðïìÝíùò, ïëïêëçñþ-
íïíôáò ôçí Ýêöñáóç (3.5.41) ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t (åäþ ìå ôç âïÞèåéá ôçò
Mathematica), âñßóêïõìå ãéá ôç èÝóç x(t) ôïí ôåëéêü ôýðï

x(t) = x0 − b
c
t + m

c
ln

(b + cv0)ebt/m − cv0
b

. (3.5.44)

Óôïí ôýðï áõôü óáí áñ÷éêÞ èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ëÞöèçêå ç èÝóç ôïõ x(0) = x0. ÅðïìÝíùò
ç óõíÜñôçóç áõôÞ x(t) åßíáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (åäþ äýï áñ÷éêþí ôéìþí)

mẍ(t) + bẋ(t) = −cẋ2(t), x(0) = x0, ẋ(0) = v0 (3.5.45)

ìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bernoulli ãñáììÝíç ôþñá óáí ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò
Þ óáí ìéá êïéíÞ åîßóùóç Bernoulli, ôþñá üìùò ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí ðáñÜãùãï ẋ(t). �
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A3.6. ÐËÇÑÅÉÓ (¹ ÁÊÑÉÂÅÉÓ) ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ

A3.6.1. ÉóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò

Èåùñïýìå ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç u ôùí äýï ìåôáâëçôþí x êáé y, äçëáäÞ ìéá óõíÜñôçóç
ôçò ìïñöÞò

u = u(x, y). (3.6.1)

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ ïñßæåôáé ãéá êÜèå äéáôåôáãìÝíï æåýãïò ôéìþí x êáé y ôùí ìåôáâëçôþí ôçò óå ìéá
ðåñéï÷Þ D ôïõ åðéðÝäïõ Oxy, áöïý u = u(x, y). Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äéáëÝãïõìå ôá óçìåßá (x, y)
óôçí ðåñéï÷Þ áõôÞ D êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå

u(x, y) = C (3.6.2)

ìå ôïC óõãêåêñéìÝíç óôáèåñÜ, ôüôå ëÝìå üôé Ý÷ïõìå ìéá éóïóôáèìéêÞ êáìðýëç Ã (óôï åðßðåäïOxy)
ôçò óõíáñôÞóåùò u = u(x, y). Ìå Üëëá ëüãéá ç åîßóùóç áõôÞ u(x, y) = C ìáò ïñßæåé ìéá êáìðýëç Ã
óôï åðßðåäï Oxy, üðïõ ç óõíÜñôçóÞ ìáò u = u(x, y) ðáßñíåé óõíå÷þò ôç óôáèåñÞ ôéìÞ C. Åßíáé
áõôïíüçôï üôé áõôü äå óõìâáßíåé óå êÜèå óçìåßï (x, y) ôïõ åðéðÝäïõOxy: óõìâáßíåé ìüíï ó’ åêåßíá
ôá óçìåßá (x, y) üðïõ u(x, y) = C, äçëáäÞ éó÷ýåé ç ðéï ðÜíù åîßóùóç (3.6.2).

� ÅöáñìïãÞ A3.4 (ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò): Óå Ýíá ìüíéìï (ü÷é ìåôáâáëëüìåíï ìå ôï ÷ñüíï t)
èåñìïêñáóéáêü ðñüâëçìá óå ðåñéï÷Þ D ôïõ åðéðÝäïõ Oxy ç èåñìïêñáóßá è = è(x, y) Ý÷åé äéáðé-
óôùèåß üôé äßíåôáé áðü ôç óõíÜñôçóç

è(x, y) = b(x2 − y2) (3.6.3)

ìå ôï b ãíùóôÞ óôáèåñÜ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ïé êáìðýëåò ôïõ åðéðÝäïõ Oxy ðïõ ïñßæïíôáé
áðü ôçí åîßóùóç

b(x2 − y2) = è0 (3.6.4)

ìå ôï è0 óôáèåñÜ (åäþ öõóéêÜ óôáèåñÞ èåñìïêñáóßá) áðïôåëïýí ôéò éóüèåñìåò (Þ éóïèåñìïêñá-
óéáêÝò) êáìðýëåò. Ðñüêåéôáé ãéá ôéò êáìðýëåò åêåßíåò üðïõ ç èåñìïêñáóßá è(x, y) = b(x2 −y2) Ý÷åé
óôáèåñÞ ôéìÞ è0 óå ïëüêëçñç ôçí êáìðýëç. ÁëëÜæïíôáò ôç óôáèåñÞ èåñìïêñáóßá è0, ðáßñíïõìå
êáé ìéá äéáöïñåôéêÞ éóüèåñìç (Þ éóïèåñìïêñáóéáêÞ) êáìðýëç. Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò âÝâáéá ïé éóü-
èåñìåò êáìðýëåò åßíáé ïé õðåñâïëÝò (3.6.4). Áóöáëþò óå Üëëåò ðåñéðôþóåéò åßíáé äéáöïñåôéêÝò
êáé óõíÞèùò ðéï ðïëýðëïêåò óôçí áíáëõôéêÞ ôïõò Ýêöñáóç êáìðýëåò. (Áí âÝâáéá õðÜñ÷åé ìéá
ôÝôïéá áíáëõôéêÞ Ýêöñáóç: äåí õðÜñ÷åé ðÜíôá óå Ýíá öõóéêü ðñüâëçìá!) �

� ÅöáñìïãÞ A3.5 (Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí) éäåáôïý
ñåõóôïý èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ìéáò óçìåéáêÞò ðçãÞò (Þ áðáãùãÞò, êáôáâüèñáò, ïõóéáóôéêÜ
áñíçôéêÞò ðçãÞò) óôçí áñ÷Þ Ï = (0, 0) ôùí áîüíùí Oxy. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ïé åõèåßåò

y
x

= k éóïäýíáìá y = kx (3.6.5)

ìå ôï k áõèáßñåôç óôáèåñÜ åßíáé ïé ãñáììÝò ñïÞò ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý. Ìå áðëÜ ëüãéá ôï ñåõóôü
îåêéíÜåé áðü ôçí ðçãÞ ôïõ O = (0, 0) êáé ìåôÜ êéíåßôáé åõèýãñáììá ðñïò üëåò ôéò êáôåõèýíóåéò.
Ìå ìåôáâïëÞ ôçò óôáèåñÜò k áëëÜæåé êáé ç ãñáììÞ ñïÞò ðïõ èåùñïýìå. Ç óõíÜñôçóç

u(x, y) = y
x

(3.6.6)

åßíáé åäþ ç óõíÜñôçóÞ ìáò u = u(x, y) êáé ïé ãñáììÝò ñïÞò y/x = k åßíáé ïé éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò
ôçò ó÷Ýóåùò (3.6.2) ãéá ôç óõíÜñôçóç áõôÞ

u(x, y) = C �⇒ y
x

= C åäþ ìå C = k. (3.6.7)
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ÁíÜëïãá ïé ðåñéöÝñåéåò
x2 + y2 = a2 (3.6.8)

(ìå a ôçí áêôßíá) åßíáé ïé éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò ôçò óõíáñôÞóåùò

u(x, y) = x2 + y2 (3.6.9)

êáé åðßóçò ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò óôï ðáñüí ðåäßï ñïÞò. Åßíáé äçëáäÞ ïé êáìðýëåò üðïõ

u(x, y) = C �⇒ x2 + y2 = C (3.6.10)

ìå ôï óýìâïëï C íá äçëþíåé óôáèåñÜ, åäþ ôç èåôéêÞ óôáèåñÜ C = a2. �

Ìå ðáñüìïéï ôñüðï ìðïñïýìå âÝâáéá íá Ý÷ïõìå êáé ðïéêßëåò Üëëåò éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò,
üðùò óôéò áêüëïõèåò äýï åöáñìïãÝò: óôçí ðñþôç ãéá ðëÜêá êáé óôç äåýôåñç ãéá äßóêï:

� ÅöáñìïãÞ A3.6 (ÐëÜêåò): Óå ìéá ïñéæüíôéá ðëÜêá óå êáôáóêåõÞ ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
ïé éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò ìðïñïýí íá áöïñïýí óôï âÝëïò êÜìøåùò (óôç âýèéóç) w(x, y) óôçí
ðëÜêá, äçëáäÞ íá åßíáé ïé êáìðýëåò üðïõ w(x, y) = C. Åäþ ðñüêåéôáé ãéá éóïûøåßò êáìðýëåò. �

� ÅöáñìïãÞ A3.7 (Äßóêïé:): Èåùñïýìå Ýíá ëåðôü åðßðåäï ìÝóïí õðü åðßðåäç êáôáðüíçóç,
Ýíá äßóêï, üðùò ôï áðïêáëåß ìåñéêÝò öïñÝò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. Óå Ýíá ôÝôïéï ìÝóïí ìðïñåß
íá åíäéáöåñüìáóôå ð.÷. ãéá ôéò éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò ôçò ïñèÞò ôÜóåùò óx = óx(x, y) Þ ôçò ïñèÞò
ôÜóåùò óy = óy(x, y) Þ áêüìç êáé ôçò äéáôìçôéêÞò ôÜóåùò ôxy = ôxy(x, y). Ðïëý óõ÷íüôåñá âÝâáéá
åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôéò éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò ôçò éóïäýíáìçò ôÜóåùò óe = óe(x, y) (ï äåßêôçò e
ðñïÝñ÷åôáé áðü ôç ëÝîç equivalent: éóïäýíáìïò), ðïõ ðñïêýðôåé ìÝóù ôùí ôÜóåùí óx, óy êáé
ôxy êáé ðïõ õðåéóÝñ÷åôáé óå Ýíá êñéôÞñéï äéáññïÞò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýíá ôÝôïéï êñéôÞñéï åßíáé ôï
ðïëý ãíùóôü êñéôÞñéï äéáññïÞò ôïõ vonMises. Óå ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç ç éóïóôáèìéêÞ êáìðýëç

óe(x, y) = C (3.6.11)

èá áöïñÜ óå ìéá áõèáßñåôç (áí êáé åäþ ìüíï èåôéêÞ) ôéìÞ C ôçò éóïäýíáìçò áõôÞò ôÜóåùò óe.
Áí ìÜëéóôá ç èåôéêÞ áõôÞ óôáèåñÜ C ðÜñåé ôçí åéäéêÞ ôéìÞ ôçò ôÜóåùò äéáññïÞò óY (ï äåßêôçò Õ
ðñïÝñ÷åôáé áðü ôç ëÝîç yielding: äéáññïÞ), ôüôå ç éóïóôáèìéêÞ êáìðýëç óe(x, y) = óÕ áðïôåëåß
ôï óýíïñï ìåôáîý ôçò åëáóôéêÞò êáé ôçò ðëáóôéêÞò ðåñéï÷Þò óôï åðßðåäï ìÝóïí, óôï äßóêï ôïí
ïðïßï åîåôÜæïõìå. �

A3.6.2. Ïñéóìüò ôùí ðëÞñùí (Þ áêñéâþí) äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Èåùñïýìå ôþñá ãåíéêÜ ôéò éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò (3.6.2), äçëáäÞ ôéò êáìðýëåò

u(x, y) = C (3.6.12)

ãéá ìéá óõíÜñôçóç u = u(x, y) ôùí äýï ìåôáâëçôþí x êáé y. Ôé óçìáßíåé ç óôáèåñÜ C óôï äåîéü
ìÝëïò; ÁðëÜ óçìáßíåé üôé ìå ôçí åîßóùóç (3.6.12) ïñßæåôáé ç óõãêåêñéìÝíç éóïóôáèìéêÞ êáìðýëç Ã ,
üðïõ ç óõíÜñôçóç u = u(x, y) ðáßñíåé (óå ïëüêëçñç ôçí êáìðýëç Ã ) ôç óôáèåñÞ ôéìÞ C.

Áí ôþñá äéáöïñßóïõìå ôç ó÷Ýóç áõôÞ (3.6.12), èá Ý÷ïõìå

du = ∂u(x, y)
∂x

dx + ∂u(x, y)
∂y

dy = 0. (3.6.13)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ áñéóôåñÜ Ý÷ïõìå ôï äéáöïñéêü, ôï ïëéêü äéáöïñéêü du ôçò óõíáñôÞóåùò u(x, y).
Ôï äéáöïñéêü áõôü du áðïôåëåßôáé áðü ôï Üèñïéóìá äýï üñùí: (á) ôïõ üñïõ (∂u/∂x) dx, ðïõ
ïöåßëåôáé óôç ìåôáâïëÞ dx ôçò ìåôáâëçôÞò x êáé ðåñéëáìâÜíåé ôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂u/∂x, êáé
(â) ôïõ üñïõ (∂u/∂y) dy, ï ïðïßïò ïöåßëåôáé óôç ìåôáâïëÞ dy ôçò ìåôáâëçôÞò y êáé ðåñéëáìâÜíåé
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ôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ∂u/∂y. ÖõóéêÜ óôï äåîéü ìÝëïò Ý÷ïõìå ìçäÝí, ãéáôß ôï äéáöïñéêü dC ìéáò
óôáèåñÜò åßíáé ìçäÝí: dC = 0.

Èåùñïýìå ôþñá ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôçò ìïñöÞò

P(x, y) dx + Q(x, y) dy = 0, (3.6.14)
éóïäýíáìá

P(x, y)+Q(x, y)
dy
dx

= 0 ìå y = y(x) Þ êáé P(x, y)
dx
dy

+Q(x, y) = 0 ôþñá ìå x = x(y). (3.6.15)

Óôéò åîéóþóåéò áõôÝò ïé äýï ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò P(x, y) êáé Q(x, y) ôùí äýï ìåôáâëçôþí x êáé y
èåùñïýíôáé ôþñá üôé åßíáé ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ìéáò óõíáñôÞóåùò u = u(x, y), äçëáäÞ

P(x, y) = ∂u(x, y)
∂x

, Q(x, y) = ∂u(x, y)
∂y

. (3.6.16)

Ïé äéáöïñéêÝò áõôÝò åîéóþóåéò êáëïýíôáé ðëÞñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ó÷åôéêÜ ðñüóöáôá Ý÷åé
áñ÷ßóåé íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé åõñÝùò êé ï üñïò áêñéâåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, ï ïðïßïò âáóßæåôáé
óôïí áíôßóôïé÷ï Áããëéêü üñï: exact differential equations.

¢ñá ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò (3.6.16) ìéá ðëÞñçò (Þ áêñéâÞò) äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò (3.6.14)
ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

∂u(x, y)
∂x

dx + ∂u(x, y)
∂y

dy = 0. (3.6.17)

¼ìùò ç ìïñöÞ áõôÞ (óôï áñéóôåñü ìÝëïò) éóïýôáé âÝâáéá ìå ôï ïëéêü äéáöïñéêü du ôçò óõíáñôÞ-
óåùò u = u(x, y) óýìöùíá ìå ôç ó÷Ýóç (3.6.13), äçëáäÞ

du = 0. (3.6.18)

ÅðïìÝíùò ïäçãïýìáóôå áìÝóùò óôç ãåíéêÞ ëýóç

u(x, y) = C (3.6.19)

ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.6.17), éóïäýíáìá ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.6.14) ëüãù
ôùí ó÷Ýóåùí (3.6.16) ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôïí ïñéóìü ìéáòðëÞñïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ì’ Üëëá
ëüãéá, áöïý ôï ïëéêü äéáöïñéêü du ôçò óõíáñôÞóåùò u = u(x, y) åßíáé ßóï ìå ìçäÝí, ó÷Ýóç (3.6.18),
ç óõíÜñôçóç áõôÞ u(x, y) ðñÝðåé íá åßíáé óôáèåñÞ: ãåíéêÞ ëýóç (3.6.19): u(x, y) = C. Ðñïöáíþò
ïé ìåñéêÝò ëýóåéò ðïõ ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç u(x, y) = C (èÝôïíôáò óõãêåêñéìÝíåò
ôéìÝò óôç óôáèåñÜ C) åßíáé ïé éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò ôçò óõíáñôÞóåùò u(x, y).

Åííïåßôáé âÝâáéá üôé óôç ëýóç áõôÞ (3.6.19) ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ìéá ïðïéáäÞðïôå óôáèåñÜ C
óôï äåîéü ìÝëïò. Ðñüêåéôáé ãéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ, ç ïðïßá üìùò ðñïóäéïñßæåôáé åýêïëá, áí ìáò
äïèåß êáé ìéá áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(x0) = y0 (áí ç ìåôáâëçôÞ y èåùñçèåß óáí ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ:
y = y(x)) Þ x(y0) = x0 (áí ç ìåôáâëçôÞ x èåùñçèåß óáí ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ: x = x(y)). Êáé
óôéò äýï ðåñéðôþóåéò èá éó÷ýåé

C = u(x0, y0) �⇒ u(x, y) = u(x0, y0) (3.6.20)

ãéá ôç ëýóç áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò.

A3.6.3. ÓõíèÞêç ïëïêëçñùóéìüôçôáò ôùí ðëÞñùí (Þ áêñéâþí) äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Åßäáìå Þäç üôé ï ïñéóìüò ìéáò ðëÞñïõò (Þ áêñéâïýò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò ìïñöÞò (3.6.14)
Þ (3.6.15) åßíáé ç ýðáñîç ìéáò óõíáñôÞóåùò u = u(x, y), ôÝôïéáò þóôå íá éó÷ýïõí ïé äýï ó÷Ýóåéò
(3.6.16) ãé’ áõôÞí ôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.6.14) Þ (3.6.15). Ôüôå ìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç
ôçò ó÷Ýóåùò (3.6.17) Þ ìÜëëïí ôçò éóïäýíáìÞò ôçò (3.6.18) ðñïêýðôåé ç ãåíéêÞ ëýóç (3.6.19) ôçò
ðëÞñïõò (Þ áêñéâïýò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.6.14). Ùñáßá ùò åäþ!
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Áò ðáñáãùãßóïõìå ôþñá ôéò ó÷Ýóåéò (3.6.16) ôçí ðñþôç ùò ðñïò y êáé ôç äåýôåñç ùò ðñïò x.
Ïäçãïýìáóôå Ýôóé óôéò ìéêôÝò ðáñáãþãïõò ôçò óõíáñôÞóåùò u = u(x, y). ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå

∂P(x, y)
∂y

= ∂

∂y

(
∂u(x, y)

∂x

)
,

∂Q(x, y)
∂x

= ∂

∂x

(
∂u(x, y)

∂y

)
. (3.6.21)

Ó÷åäüí ðÜíôá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò åîÞò ðïëý áðëïýóôåñïõò óõìâïëéóìïýò óôéò ìéêôÝò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò:

∂

∂y

(
∂u(x, y)

∂x

)
≡ ∂2u(x, y)

∂y ∂x
,

∂

∂x

(
∂u(x, y)

∂y

)
≡ ∂2u(x, y)

∂x∂y
(3.6.22)

ðáñáëåßðïíôáò ìÜëéóôá êáé ôéò ðáñåíèÝóåéò. Ìå ôïí êëáóéêü áõôü óõìâïëéóìü ïé ó÷Ýóåéò (3.6.21)
ãñÜöïíôáé êáé óôçí êÜðùò áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôïõò

∂P(x, y)
∂y

= ∂2u(x, y)
∂y ∂x

,
∂Q(x, y)

∂x
= ∂2u(x, y)

∂x∂y
. (3.6.23)

Áí ìÜëéóôá èåùñçèåß ðñïöáíÝò üôé P = P(x, y), Q = Q(x, y) êáé u = u(x, y), äçëáäÞ üôé ìåôáâëçôÝò
åßíáé ïé x êáé y, ôüôå ïé ó÷Ýóåéò (3.6.23) ãñÜöïíôáé êáé óôçí áêüìç óõíïðôéêüôåñç ìïñöÞ ôïõò

∂P
∂y

= ∂2u
∂y ∂x

,
∂Q
∂x

= ∂2u
∂x∂y

. (3.6.24)

Èåùñåßôáé âÝâáéá áõôïíüçôï üôé üëåò áõôÝò ïé ó÷Ýóåéò ðñïûðïèÝôïõí ôçí ýðáñîç ôùí ó÷å-
ôéêþí ìåñéêþí ðáñáãþãùí. Áò äå÷èïýìå ôþñá üôé ïé äýï óõíáñôÞóåéò P = P(x, y) êáé Q = Q(x, y)
óôçí ðëÞñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.6.14) åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò êáé åðéðëÝïí Ý÷ïõí óõíå÷åßò
ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3.6.24) åßíáé ðñïöáíÝò üôé
êáé ïé ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ∂2u/(∂y ∂x) êáé ∂2u/(∂x∂y) èá åßíáé êáé áõôÝò óõíå÷åßò óõíáñôÞ-
óåéò. Áõôü èá éó÷ýåé, áöïý ïé ìéêôÝò áõôÝò ðáñÜãùãïé åßíáé ßóåò ìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ∂P/∂y
êáé ∂Q/∂x áíôßóôïé÷á, ïé ïðïßåò Ý÷ïõí Þäç õðïôåèåß üôé åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò.

Ãíùñßæïõìå üìùò áðü ôïí áðåéñïóôéêü ëïãéóìü üôé åÜí ïé ìéêôÝò ðáñÜãùãïé ìéáò óõíáñôÞóåùò
u = u(x, y) ôùí äýï ìåôáâëçôþí x êáé y åßíáé óõíå÷åßò, ôüôå èá åßíáé êáé ßóåò ìåôáîý ôïõò. ÅðïìÝíùò
óôçí ðáñïýóáðåñßðôùóçðïõ ïé ìéêôÝò ðáñÜãùãïé ∂2u/(∂y ∂x) êáé ∂2u/(∂x∂y) åßíáé óõíå÷åßò, üðùò
äéáðéóôþóáìå óôçí áêñéâþò ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, èá åßíáé êáé ßóåò. ¢ñá

∂2u
∂y ∂x

= ∂2u
∂x∂y

. (3.6.25)

Êáé ÝíááêüìçâÞìá: ôï ôåëåõôáßï êáé ôïðéï êñßóéìï. Áöïý ôáäåîéÜ ìÝëç ôùíó÷Ýóåùí (3.6.24) åßíáé
ßóá ìåôáîý ôïõò, ó÷Ýóç (3.6.25), ôï ßäéï áêñéâþò èá óõìâáßíåé êáé ìå ôá áñéóôåñÜ ìÝëç ôïõò ∂P/∂y
êáé ∂Q/∂x. ÅðïìÝíùò óå ìéá ðëÞñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò (3.6.14), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

P(x, y) dx + Q(x, y) dy = 0, (3.6.26)

èá ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

∂P
∂y

= ∂Q
∂x

. (3.6.27)

Åßíáé ðÜñá ðïëý óçìáíôéêÞ ç ó÷Ýóç áõôÞ. Äåí áñêïýìáóôå åðïìÝíùò óôç ëÝîç ó÷Ýóç. Áò ôçí
áðïêáëÝóïõìå óõíèÞêç: óõíèÞêç ïëïêëçñùóéìüôçôáò Þ ðëçñüôçôáò. ÁõôÞ ïðùóäÞðïôå éó÷ýåé
(ìå ôçí ðñïûðüèåóç óõíå÷åßáò ôùí óõíáñôÞóåùí P êáé Q êáé ôùí ðñþôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí
ôïõò) óå ìéáðëÞñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò (3.6.26). Ìå Üëëá ëüãéá, åÜí ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (3.6.26) åßíáé ðëÞñçò, ôüôå éó÷ýåé ç óõíèÞêç (3.6.27). Áëëéþò, åÜí äåí éó÷ýåé ç óõíèÞêç
(3.6.27), ôüôå áðïêëåßåôáé (ìå ôçí ðñïûðüèåóç óõíå÷åßáò ðïõ ðñïáíáöÝñáìå) íá åßíáé ðëÞñçò
ç åîßóùóç (3.6.26). Ðñüêåéôáé ëïéðüí ãéá ìéá áíáãêáßá óõíèÞêç óå ìéá ðëÞñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
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Êáé äå öôÜíåé áõôü. ÕðÜñ÷åé êáé óõíÝ÷åéá! Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß, áí êáé èá ðáñáëåßøïõìå ôç
ó÷åôéêÞ áðüäåéîç, üôé ç óõíèÞêç ïëïêëçñùóéìüôçôáò Þ ðëçñüôçôáò (3.6.27) äåí åßíáé ìüíï áíá-
ãêáßá, áëëÜ êáé éêáíÞ. ÄçëáäÞ, åÜí éó÷ýåé ç óõíèÞêç áõôÞ (3.6.27), ôüôå ïðùóäÞðïôå ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (3.6.26) èá åßíáé ìéá ðëÞñçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ÅðïìÝíùò ç óõíèÞêç (3.6.27) åßíáé ìéá
áíáãêáßá êáé éêáíÞ óõíèÞêç, þóôå ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.6.26) íá åßíáé ðëÞñçò. Èåùñåßôáé åðï-
ìÝíùò áõôïíüçôï üôé ôï ðñþôï ðñÜãìá ðïõ ðñÝðåé íá êÜíïõìå óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò
ìïñöÞò (3.6.26) åßíáé íá åëÝãîïõìå ôç óõíèÞêç ïëïêëçñùóéìüôçôáò Þ ðëçñüôçôáò (3.6.27). ÅÜí
áõôÞ éó÷ýåé, êÜôé ðïõ áóöáëþò ôï åõ÷üìáóôå, ôüôå Ý÷ïõìå ðñïò åðßëõóç ìéá ðëÞñç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç. ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç u = u(x, y), ôÝôïéá þóôå ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðëÞñïõò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò (3.6.26) íá åßíáé ôçò áðëÞò ìïñöÞò (3.6.19), äçëáäÞ u(x, y) = C. ¸ôóé ðáßñíïõìå
ãéá ëýóåéò ôéò éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò u(x, y) = C ôçò óõíáñôÞóåùò u(x, y).

A3.6.4. Åðßëõóç ôùí ðëÞñùí (Þ áêñéâþí) äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Ðñïêýðôåé üìùò ôï åýëïãï åñþôçìá: êáé ðþò áêñéâþò èá ìðïñÝóåé íá ðñïóäéïñéóèåß ç óõ-
íÜñôçóç áõôÞ u(x, y) óôç ëýóç (3.6.19), u(x, y) = C, ôçò ðëÞñïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.6.26);
Ìá áóöáëþò áðü ôéò äýï ó÷Ýóåéò (3.6.16), ôéò åðáíáëáìâÜíïõìå

P(x, y) = ∂u(x, y)
∂x

, Q(x, y) = ∂u(x, y)
∂y

(3.6.28)

åßôå (á) ìå ïëïêëÞñùóç ôçò ðñþôçò ùò ðñïò x êáé ìåôÜ Ýëåã÷ï ôçò éó÷ýïò êáé ôçò äåýôåñçò åßôå
(â) áíÜëïãá ìå ïëïêëÞñùóç ôçò äåýôåñçò ùò ðñïò y êáé Ýðåéôá Ýëåã÷ï ôçò éó÷ýïò êáé ôçò ðñþôçò.

Äå èá Þôáí üìùò Ýíôéìï íá ðáñáëåßøïõìå íá áíáöÝñïõìå üôé óôçí ïëïêëÞñùóç ôçò ðñþ-
ôçò ó÷Ýóåùò (3.6.28) ùò ðñïò x ç óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò ãåíéêÜ èá åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ y,
ð.÷. h(y), áöïý ç ïëïêëÞñùóç Ý÷åé ãßíåé ùò ðñïò x. Áíôßóôïé÷á, áí ç ïëïêëÞñùóç ãßíåé óôç äåý-
ôåñç ó÷Ýóç (3.6.28), ó’ áõôÞí ùò ðñïò y, ôüôå ç óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò ìðïñåß íá åßíáé (êáé
óõíÞèùò åßíáé) óõíÜñôçóç ôïõ x, ð.÷. g(x). Åßôå óôç ìßá ðåñßðôùóç åßôå óôçí Üëëç (ôï ðïéá èá
ðñïôéìçèåß åßíáé èÝìá õðïëïãéóôéêÞò åõêïëßáò óôçí ïëïêëÞñùóç) ç ó÷åôéêÞ óôáèåñÜ--óõíÜñôçóç
ïëïêëçñþóåùò (h(y) Þ g(x) áíôßóôïé÷á) èá ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéóèåß óôç óõíÝ÷åéá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
Üëëçò ó÷Ýóåùò (3.6.28), äçëáäÞ åêåßíçò ðïõ äå ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôçí ïëïêëÞñùóç.

Óå óðÜíéåò ðåñéðôþóåéò ç åðßëõóç ìéáò ðëÞñïõò (Þ áêñéâïýò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãßíåôáé
êáé Üìåóá, «ìå ôï ìÜôé», áíáãíùñßæïíôáò ðïéá áêñéâþò óõíÜñôçóç u(x, y) õðïêñýðôåôáé ðßóù
áðü ìéá ðëÞñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ¸íá ðáñÜäåéãìá:

� ÐáñÜäåéãìá A3.9: Ãéá ôçí ôüóï áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y dx + x dy = 0 (3.6.29)

áíáãíùñßæïõìå ðñþôá üôé åßíáé ìéá ðëÞñçò (Þ áêñéâÞò) äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áöïý

P(x, y) = y, Q(x, y) = x êáé
∂P
∂y

= ∂Q
∂x

= 1. (3.6.30)

Áíáãíùñßæïõìå üìùò êáé ôç ëýóç ôçò

xy = C, áöïý ðáñáôçñïýìå üôé y dx + x dy = d(xy) (3.6.31)

÷ùñßò ôçí áíÜãêç íá êáôáöýãïõìå óôç ãåíéêÞ ìÝèïäï ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðñïçãïõìÝíùò. �

ÓðÜíéá åßìáóôå ôüóï ðïëý ôõ÷åñïß Þ êáé Ýìðåéñïé ùò ðñïò ôçí Üìåóç áíáãíþñéóç ôçò óõíáñ-
ôÞóåùò u(x, y) ôçò ëýóåùò u(x, y) = C ìéáò ðëÞñïõò (Þ áêñéâïýò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÓõíÞèùò
óå ìéá äéáðéóôùìÝíá ðëÞñç (Þ áêñéâÞ) äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñïóöåýãïõìå óôç ãåíéêÞ ìÝèïäï ôçò
ïëïêëçñþóåùò ôçò ìéáò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3.6.28) êáé Ýðåéôá ÷ñÞóåùò êáé ôçò äåýôåñçò. Ôç ãåíéêÞ
áõôÞ ìÝèïäï ôçí åðéäåéêíýïõìå óôï åðüìåíï êáé êÜðùò äõóêïëüôåñï ðáñÜäåéãìá:
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� ÐáñÜäåéãìá A3.10: Ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

(x3 + 3xy2) y ′ = −3x2y − y3 (3.6.32)

æçôïýíôáé: (á) Íá áðïäåé÷èåß üôé åßíáé ðëÞñçò. (â) Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò.

Ëýóç: (á) Ðñþôá--ðñþôá áò ìåôáöÝñïõìå ôï äåîéü ìÝëïò óôï áñéóôåñü îáíáãñÜöïíôáò ôç
äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç óôçí ðéï óõíçèéóìÝíç êáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôá äéáöïñéêÜ ìïñöÞ ôçò

(3x2y + y3) dx + (x3 + 3xy2) dy = 0 (3.6.33)

ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äéáöïñéêþí dx êáé dy. ÐÞñáìå âÝâáéá õðüøç ìáò üôé y ′(x) = dy/dx. Ðïý åßìáóôå
ôþñá; Ìá öèÜóáìå óå ìéá åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

P dx + Q dy = 0 ìå P = P(x, y) = 3x2y + y3 êáé Q = Q(x, y) = x3 + 3xy2. (3.6.34)

Óôï óçìåßï áõôü áò åëÝãîïõìå ôçí ðéèáíÞ ðëÞñùóç ôçò áíáãêáßáò êáé éêáíÞò óõíèÞêçò ïëï-
êëçñùóéìüôçôáò Þ ðëçñüôçôáò (3.6.27). Áöïý

∂P
∂y

= 3(x2 + y2) êáé åðßóçò
∂Q
∂x

= 3(x2 + y2), (3.6.35)

íáé, óô’ áëÞèåéá éó÷ýåé ç óõíèÞêç áõôÞ, åäþ ìå

∂P
∂y

= ∂Q
∂x

= 3(x2 + y2) , (3.6.36)

üðùò Þäç åßäáìå. ¸÷ïõìå ëïéðüí ìðñïóôÜ ìáò ìéá ðëÞñç (Þ áêñéâÞ) äéáöïñéêÞ åîßóùóç: ôçí
åîßóùóç (3.6.32) Þ, êáëýôåñá, (3.6.33).

(â) Áò âñïýìå ôþñá ôç ãåíéêÞ ëýóç

u(x, y) = C (3.6.37)

ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (3.6.33). Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðñþôç ó÷Ýóç (3.6.28)

P(x, y) = ∂u(x, y)
∂x

åäþ óôç ìïñöÞ
∂u(x, y)

∂x
= 3x2y + y3, (3.6.38)

áöïý åäþ P(x, y) = 3x2y + y3, üðùò äéáðéóôþóáìå óôéò ó÷Ýóåéò (3.6.34). Åýêïëç, óô’ áëÞèåéá
åýêïëç åßíáé ç ó÷åôéêÞ ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò x. Ðñïêýðôåé üôé

∂u(x, y)
∂x

= 3x2y + y3 �⇒ u(x, y) = x3y + xy3 + h(y) (3.6.39)

ìå h(y) ôç «óôáèåñÜ» ïëïêëçñþóåùò, åäþöõóéêÜ óõíÜñôçóç h(y) ôçò ìåôáâëçôÞò y, áöïý ïëïêëç-
ñþóáìå ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x. ÁíÜëïãá, èá ìðïñïýóáìå íá åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôç äåýôåñç
ó÷Ýóç (3.6.28) ãéá ôçí ïëïêëÞñùóç, åäþ (ü÷é ãåíéêÜ) ÷ùñßò êáíÝíá õðïëïãéóôéêü ðëåïíÝêôçìá
Þ ìåéïíÝêôçìá, áí êáé äåí ôï êÜíáìå.

Ôþñá üìùò åßìáóôå õðï÷ñåùìÝíïé íá ðÜñïõìå õðüøç ìáò êáé ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (3.6.28).
Ç ó÷Ýóç áõôÞ:

Q(x, y) = ∂u(x, y)
∂y

ðáßñíåé åäþ ôç ìïñöÞ
∂u(x, y)

∂y
= x3 + 3xy2 (3.6.40)

åîáéôßáò ôçò ôåëåõôáßáò ó÷Ýóåùò (3.6.34). Áëë’ ç óõíÜñôçóç u(x, y) Ý÷åé Þäç ó÷åäüí âñåèåß óôç
ó÷Ýóç (3.6.39): ìüíï ç óõíÜñôçóç h(y) ëåßðåé åêåß. Ðáñáãùãßæïíôáò ëïéðüí ùò ðñïò y ôç óõ-
íÜñôçóç u(x, y) ôçò ó÷Ýóåùò (3.6.39) êáé áíôéêáèéóôþíôáò óôç äåýôåñç ó÷Ýóç (3.6.40), ðáßñíïõìå
ôåëéêÜ

x3 + 3xy2 + h′(y) = x3 + 3xy2 �⇒ h′(y) = 0 �⇒ h(y) = C1 (3.6.41)
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ìå ôï óýìâïëï C1 íá äçëþíåé áõèáßñåôç óôáèåñÜ.

ÅðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç u(x, y) óôç ó÷Ýóç (3.6.39) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

u(x, y) = x3y + xy3 + C1. (3.6.42)

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç (3.6.37), u(x, y) = C, ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

x3y + xy3 + C1 = C �⇒ x3y + xy3 = C2 (3.6.43)

ìå C2 = C − C1 îáíÜ ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ.

Áíôßóôñïöá ôþñá, ãéá åðáëÞèåõóç, äéáöïñßæïíôáò ôç ëýóç áõôÞ (3.6.43), äéáðéóôþíïõìå üôé

(3x2y + y3) dx + (x3 + 3xy2) dy = 0. (3.6.44)

Óõíåðþò ç ðéï ðÜíù ëýóç (3.6.43) åðáëçèåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.6.33), åðåéäÞ áõôÞ ðñïÝ-
êõøå áìÝóùò áðü ôçí ðéï ðÜíù ëýóç (3.6.43) óôç ó÷Ýóç (3.6.44) ìå äéáöüñéóç. �

A3.7. ÏËÏÊËÇÑÙÔÉÊÏÉ ÐÁÑÁÃÏÍÔÅÓ

A3.7.1. ¸ííïéá êáé ÷ñÞóç ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá

ÐïëëÝò öïñÝò ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò (3.6.14), óõãêåêñéìÝíá

P(x, y) dx + Q(x, y) dy = 0, (3.7.1)

äåí åßíáé ðëÞñçò (Þ áêñéâÞò). ¢ñá äåí éó÷ýåé ç óõíèÞêç ïëïêëçñùóéìüôçôáò Þ ðëçñüôçôáò (3.6.27)

∂P
∂y

= ∂Q
∂x

êáé Ý÷ïõìå áíôßèåôá
∂P
∂y

�= ∂Q
∂x

. (3.7.2)

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé ìåñéêÝò öïñÝò äõíáôü íá âñåèåß ìéá óõíÜñôçóç ì = ì(x, y), ôÝôïéá
þóôå ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.7.1) ðïëëáðëáóéáæüìåíç åðß ôç óõíÜñôçóç áõôÞ ì = ì(x, y) íá ìáò
äßíåé ìéá ðëÞñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç: ôçí åîßóùóç

ì(x, y)P(x, y) dx + ì(x, y)Q(x, y) dy = 0. (3.7.3)

ÅðïìÝíùò ç ôñïðïðïéçìÝíç áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ðëÞñçò. ÊáôÜ óõíÝðåéá éó÷ýåé ç ðñþôç
óõíèÞêç (3.7.2), ôþñá üìùò ãéá ôéò íÝåò óõíáñôÞóåéò ìP êáé ìQ. ¢ñá èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå

∂(ìP)
∂y

= ∂(ìQ)
∂x

(3.7.4)

åê ôáõôüôçôïò óôï äéÜóôçìá (a, b) ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. Ìéá ôÝôïéá óõíÜñôçóç ì = ì(x, y) åðé-
ôñÝðåé ôçí éó÷ý ôçò óõíèÞêçò (3.7.4) êáé Ý÷åé êáôáóôÞóåé ôçí áñ÷éêÞ ìáò ìç ðëÞñç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (3.7.1) ðëÞñç óôçí ôñïðïðïéçìÝíç (ðïëëáðëáóéáóìÝíç åðß ì(x, y)) ìïñöÞ ôçò (3.7.3).
Ç óõíÜñôçóç áõôÞ ì = ì(x, y) êáëåßôáé ïëïêëçñùôéêüò ðáñÜãïíôáò Þ ïëïêëçñþíùí ðáñÜãïíôáò
Þ ðïëëáðëáóéáóôÞò ôïõ Euler ãéá ôç ìç ðëÞñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.7.1). (Åäþ ðñïôéìÜìå ôïí
ðñþôï áðü ôïõò ôñåéò áõôïýò üñïõò, ðïõ åßíáé êáé áõôüò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõ÷íüôåñá.)

ÃåíéêÜ ç åýñåóç åíüò ïëïêëçñùôéêïýðáñÜãïíôáì = ì(x, y) ãéá ìéá ìçðëÞñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôçò ìïñöÞò (3.7.1) åßíáé ìéá ðïëý äýóêïëç åñãáóßá. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç ó÷åôéêÞ óõíèÞêç
ïëïêëçñùóéìüôçôáò Þ ðëçñüôçôáò (3.7.4) ìå ôçí åêôÝëåóç ôùí ìåñéêþí ðáñáãùãßóåùí âÜóåé ôïõ
êáíüíá ðáñáãùãßóåùò ãéíïìÝíïõ ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ì
∂P
∂y

+ P
∂ì
∂y

= ì
∂Q
∂x

+ Q
∂ì
∂x

�⇒
(

∂P
∂y

− ∂Q
∂x

)
ì = Q

∂ì
∂x

− P
∂ì
∂y

. (3.7.5)
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Ðáñáôçñïýìå äçëáäÞ üôé Ý÷ïõìå öèÜóåé óå ìéá áñêåôÜ äýóêïëç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôï æçôïýìåíï ïëïêëçñùôéêü ðáñÜãïíôá ì = ì(x, y). ÊÜôé
ôÝôïéï, ïõóéáóôéêÜ ç áíáãùãÞ ôçò óõíÞèïõò (áí êáé ìç ðëÞñïõò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.7.1)
óôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.7.5) ãéá ôçí åýñåóç åíüò ïëï-
êëçñùôéêïý ðáñÜãïíôÜ ôçò ì = ì(x, y) äå ìáò äéåõêïëýíåé êáé äåí áíÞêå óôéò ðñïèÝóåéò ìáò. ¢ñá
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (3.7.5) åãêáôáëåßðåôáé êáé ç ÷ñÞóç ôçò áóöáëþò äå
óõíéóôÜôáé. Ç ìÝèïäïò ôïõ ïëïêëçñùôéêïýðáñÜãïíôá ì óáí óõíáñôÞóåùò ôùí äýï ìåôáâëçôþí x
êáé y ïõóéáóôéêÜ Ý÷åé áðïôý÷åé.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðåñéïñéóèïýìå óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ õðÜñ÷åé ïëïêëçñùôéêüò
ðáñÜãïíôáò ôçò ìéáò ìüíï ìåôáâëçôÞò x, äçëáäÞ ì = ì(x). Äå óõìâáßíåé áõôü óõ÷íÜ. Áí üìùò
óõìâåß, ôüôå ìå ì = ì(x) ç ó÷Ýóç ïëïêëçñùóéìüôçôáò (3.7.4) èá ìáò äþóåé (ðÜëé ìå ôçí åêôÝëåóç
ôùí ðáñáãùãßóåùí óôá ãéíüìåíá) ìéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç: ôçí åîßóùóç

ì
∂P
∂y

= ì
∂Q
∂x

+ Q
dì
dx

�⇒
(

∂P
∂y

− ∂Q
∂x

)
ì = Q

dì
dx

. (3.7.6)

Ç åîßóùóç áõôÞ ãñÜöåôáé ôåëéêÜ êáé óôç ìïñöÞ

dì
ì

= 1
Q

(
∂P
∂y

− ∂Q
∂x

)
dx. (3.7.7)

ÅÜí óõìâáßíåé ï óõíôåëåóôÞò ôïõ äéáöïñéêïý dx óôï äåîéü ìÝëïò íá åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôçò
ìåôáâëçôÞò x, äçëáäÞ åÜí

1
Q

(
∂P
∂y

− ∂Q
∂x

)
= R(x), (3.7.8)

ôüôå, ó’ áõôÞí ôçí óðÜíéá ðåñßðôùóç íáé, ôüôå Ý÷ïõìå êáôáëÞîåé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñé-
æüìåíùí ìåôáâëçôþí

dì
ì

= R(x) dx ìå R(x) = 1
Q

(
∂P
∂y

− ∂Q
∂x

)
. (3.7.9)

Ôç ëýíïõìå áìÝóùò ìå ïëïêëÞñùóç êáé ðñïóäéïñßæïõìå ôïí ïëïêëçñùôéêü ðáñÜãïíôá ì = ì(x).

Ôþñá Ý÷ïõìå ôçí ðëÞñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.7.3) óôç ìïñöÞ

ì(x) P(x, y) dx + ì(x)Q(x, y) dy = 0 (3.7.10)

êáé ôç ëýíïõìå êáôÜ ôá ãíùóôÜ áðü ôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á3.6. ÐñÝðåé âÝâáéá íá åßìáóôå
ðñïóåêôéêïß, ìÞðùò ï ïëïêëçñùôéêüò ðáñÜãïíôáò ì = ì(x) ìçäåíßæåôáé êáé áõôüò åéóÜãïíôáò
Ýôóé ðñüóèåôåò êáé øåýôéêåò ëýóåéò óôçí áñ÷éêÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.7.1). Ïé ëýóåéò áõôÝò
ì(x) = 0, áí õðÜñ÷ïõí, ðñÝðåé öõóéêÜ íá åîáéñåèïýí, äåí éó÷ýïõí ãéá ôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (3.7.1). ÁíÜëïãá åñãáæüìáóôå êáé ìå ïëïêëçñùôéêü ðáñÜãïíôá ôçò ìïñöÞò ì = ì(y).

A3.7.2. ÅöáñìïãÞ óôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

Ç êëáóéêÞ åöáñìïãÞ ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá ì = ì(x) (óôçí áðëÞ áõôÞ ðåñßðôùóç
ôçò ìéáò ìåôáâëçôÞò x ó’ áõôüí: ì = ì(x)) áöïñÜ óôçí åðßëõóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò

y ′(x) + p(x)y(x) = q(x), éóïäýíáìá
dy
dx

+ p(x)y(x) − q(x) = 0, (3.7.11)

ïðüôå
[p(x)y(x) − q(x)] dx + dy = 0. (3.7.12)

Ç ôåëåõôáßá áõôÞ ìïñöÞ ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò (3.7.11) ãñÜöåôáé öõóéêÜ êáé
ùò åîÞò:

P dx + Q dy = 0 ìå P = p(x)y(x) − q(x) êáé Q = 1. (3.7.13)
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Äõóôõ÷þò üìùò åäþ, üðùò Üìåóá ðáñáôçñïýìå,

∂P
∂y

= p(x), åíþ
∂Q
∂x

= 0, Üñá
∂P
∂y

�= ∂Q
∂x

. (3.7.14)

ÅðïìÝíùò ðñáãìáôéêÜ ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (3.7.11) äåí åßíáé ðëÞñçò.

Áðü ôçí Üëëç üìùò ðëåõñÜ, åõôõ÷þò äéáðéóôþíïõìå üôé õðÜñ÷åé ïëïêëçñùôéêüò ðáñÜãïíôáò
ôçò ìïñöÞò ì = ì(x). Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç R(x) óôç ó÷Ýóç (3.7.8) åßíáé óô’ áëÞèåéá
óõíÜñôçóç ìüíï ôçò ìåôáâëçôÞò x, áöïý åäþ

1
Q

(
∂P
∂y

− ∂Q
∂x

)
= 1

1

{
∂[p(x)y(x) − q(x)]

∂y
− ∂(1)

∂x

}
= p(x) �⇒ R(x) = p(x) (3.7.15)

ìå âÜóç êáé ôéò ó÷Ýóåéò (3.7.13). ÅðïìÝíùò ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.7.9) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

dì
ì

= p(x) dx (3.7.16)

ìå ìéá ëýóç ôçò (ìÜëéóôá èåôéêÞ, ìå ì > 0) ôç ëýóç

ln ì =
∫

p(x) dx �⇒ ì = ì(x) = e
∫
p(x) dx. (3.7.17)

(ÕðÜñ÷ïõí âÝâáéá êáé Üëëåò ëýóåéò ðïõ âñßóêïíôáé áðëÜ ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ôï ì åðß ìéá áõèáß-
ñåôç óôáèåñÜ C. Åäþ üìùò Ýíáò ïëïêëçñùôéêüò ðáñÜãïíôáò ìáò åßíáé áñêåôüò!)

Åßìáóôå åõ÷áñéóôçìÝíïé, ðïëý åõ÷áñéóôçìÝíïé ôþñá. ¸íáò ïëïêëçñùôéêüò ðáñÜãïíôáò ì(x)
Ý÷åé ðñïóäéïñéóèåß áðü ôç ó÷Ýóç (3.7.17). ÐïëëáðëáóéÜæïõìå åðïìÝíùò ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáì-
ìéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.7.11) åðß ì(x) = e

∫
p(x) dx êáé áíáôñÝ÷ïõìå óôï ÅäÜöéï Á3.4.3.3. Åêåß

ðÞñáìå Ýôïéìï ôïí ïëïêëçñùôéêü ðáñÜãïíôá ì(x) = e
∫
p(x) dx óôç ó÷Ýóç (3.4.45) êáé ðïëëáðëáóéÜ-

óáìå ì’ áõôüí. ¸ôóé âñÞêáìå ôçí ôñïðïðïéçìÝíç (êáé ôþñá ðëÞñç Þ áêñéâÞ) ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (3.4.46) êáé ôç ëýóáìå åýêïëá Ý÷ïíôáò êáôáëÞîåé óôç ãåíéêÞ ëýóç (3.4.53).

A3.8. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ ÄÉÁÄÏ×ÉÊÙÍ ÐÑÏÓÅÃÃÉÓÅÙÍ ÔÏÕ PICARD

A3.8.1. ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ

ÁñêåôÝò öïñÝò åßìáóôå óå èÝóç íá ëýóïõìå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò ôÜîåùò ôçò ëõìÝíçò
(ùò ðñïò ôçí ðáñÜãùãï) ìïñöÞò

y ′(x) = f
(
x, y(x)

)
Þ áðëïýóôåñá y ′ = f (x, y) ìå y = y(x). (3.8.1)

Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå, åÜí åßíáé äõíáôüí, êáôáôÜóóïíôÜò ôçí óå ìéá áðü ôéò êáôçãïñßåò ôùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò ðïõ ìåëåôÞóáìå ìÝ÷ñé êÜðïéï âáèìü óôéò ðñïçãïýìåíåò
åíüôçôåò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ó÷åôéêÞ ìÝèïäï åðéëýóåùò. ¼ìùò óå
áñêåôÝò Üëëåò ðåñéðôþóåéò áõôü åßíáé áäýíáôï. Ôüôå ðñÝðåé íá êáôáöýãïõìå óå ðñïóåããéóôéêÝò
Þ áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óýíôïìá óôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí
Þ ìÝèïäï ôïõ Picard Þ êáëýôåñá ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôïõ Picard ãéá ôçí ðñï-
óåããéóôéêÞ åðßëõóç (ìå äéáäï÷éêÝò ðñïóåããßóåéò) ôçò åîéóþóåùò (3.8.1). Åêôüò áðü ôï ðñáêôéêü
åíäéáöÝñïí ôçò, óôï ïðïßï èá ðåñéïñéóèïýìå åäþ, ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ðá-
ñïõóéÜæåé êáé éäéáßôåñï èåùñçôéêü åíäéáöÝñïí óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò ìå áñ÷éêÞ
óõíèÞêç. Áõôü áöïñÜ óôçí áðüäåéîç ôçò õðÜñîåùò ëýóåùò êáé ôçò ìïíáäéêüôçôáò ôçò ëýóåùò.

Óôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí èåùñïýìå üôé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.8.1) óõíï-
äåýåôáé áðü ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôçò ìïñöÞò

y(x0) = y0. (3.8.2)
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Ï ôñüðïò óêÝøåþò ìáò åßíáé ï áêüëïõèïò: Ïëïêëçñþíïõìå ôç ó÷Ýóç (3.8.1) êáé âñßóêïõìå ôï
ïëïêëÞñùìá (åäþ êáëýôåñá ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç, åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç y(x) åßíáé Üãíùóôç)

y(x) = C +
∫ x

x0

f
(
î, y(î)

)
dî. (3.8.3)

Óôï ïëïêëÞñùìá áõôü ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ìåôáâëçôü Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò x. Åðßóçò äåí áãíïÞ-
óáìå êáé ôç óôáèåñÜ C ôçò ïëïêëçñþóåùò. ¼ìùò ç óôáèåñÜ áõôÞ C ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß
Üìåóá, ãéáôß åß÷áìå Þäç ôçí ðñüíïéá íá èÝóïõìå óáí êÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò ôï óçìåßï x0 éó÷ýïò
ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (3.8.2): y(x0) = y0. ÅðïìÝíùò ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (3.8.3) ìáò äßíåé ãéá x = x0

y(x0) = y0 = C + 0 = C �⇒ C = y0 (3.8.4)

êáé ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

y(x) = y0 +
∫ x

x0

f
(
î, y(î)

)
dî. (3.8.5)

Áí, õðïèåôéêÜ, ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(x) óôï äåîéü ìÝëïò f
(
î, y(î)

)
ôçò ðáñáðÜíù ïëïêëç-

ñùôéêÞò åîéóþóåùò (3.8.5) Þôáí ãíùóôÞ, ôüôå èá ìðïñïýóáìå íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôï áñéóôåñü
ìÝëïò ôçò y(x). Óôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôïõ Picard õðïèÝôïõìå áðëÜ ìéá ðñï-
óÝããéóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x), ð.÷. ôçí áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç

y1(x) = y0. (3.8.6)

Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ y1(x) åîáóöáëßæåé âÝâáéá ôçí ðëÞñùóç ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò y(x0) = y0
êáé áõôü ìáò åßíáé åõ÷Üñéóôï. Áíôßèåôá üìùò ç óôáèåñÞ ôéìÞ y1(x) = y0 ó’ áõôÞí ôçí ðñþôç ðñï-
óÝããéóç ïõóéáóôéêÜ êáèüëïõ äåí åðáëçèåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.8.1) Þ ôç ó÷åäüí éóïäýíáìç
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.8.5). Ôß ðñÝðåé ëïéðüí íá êÜíïõìå; Íá óõíå÷ßóïõìå èÝôïíôáò ôþñá ôçí
ðñþôç áõôÞ ðñïóÝããéóç y1(x) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (3.8.5), åêôåëþíôáò ôçí ïëïêëÞñùóç
êáé ðáßñíïíôáò óôï áñéóôåñü ìÝëïò ìéá äåýôåñç êáé ãåíéêÜ êáëýôåñç ðñïóÝããéóç y2(x), äçëáäÞ

y2(x) = y0 +
∫ x

x0

f
(
î, y1(î)

)
dî = y0 +

∫ x

x0

f
(
î, y0

)
dî. (3.8.7)

Êáé ìåôÜ;ÌåôÜèÝôïõìå ôç äåýôåñçáõôÞðñïóÝããéóç y2(x) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ßäéáò ó÷Ýóåùò (3.8.5)
êáé ðñïóäéïñßæïõìå ìéá ôñßôç êáé ãåíéêÜ áêüìç êáëýôåñç ðñïóÝããéóç y3(x) ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç

y3(x) = y0 +
∫ x

x0

f
(
î, y2(î)

)
dî. (3.8.8)

Óõíå÷ßæïíôáò ìå ôïí ßäéï ôñüðï, ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí n-ðñïóÝããéóç ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò y(x) áðü ôçí áíôßóôïé÷ç (n−1)-ðñïóÝããéóÞ ôçò ìå âÜóç ôïí áêüëïõèï åðáíáëçðôéêü
(Þ áíáäñïìéêü) ôýðï:

yn(x) = y0 +
∫ x

x0

f
(
î, yn−1(î)

)
dî. (3.8.9)

A3.8.2. Óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ

ÈåùñçôéêÜ ìéëþíôáò, ðñï÷ùñÜìå åð’ Üðåéñï âñßóêïíôáò üëï êáé íÝåò (êáé ãåíéêÜ êáëýôåñåò)
ðñïóåããßóåéò ôçò Üãíùóôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (3.8.1) êáé (3.8.2) Þ áðëÜ
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.8.1) èåùñþíôáò ôï y0 áõèáßñåôç óôáèåñÜ. ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé
ç áêïëïõèßá ôùí óõíáñôÞóåùí y1(x), y2(x), . . . , yn(x) óõãêëßíåé ãéá n → ∞ óå ìéá óõãêåêñéìÝíç
óõíÜñôçóç, áò ôçí áðïêáëÝóïõìå y∞(x). (ÓõíÞèùò ìÜëéóôá ðñáãìáôéêÜ éó÷ýåé ç óýãêëéóç áõôÞ,
åöüóïí ç óõíÜñôçóç f (x, y) êáé ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãüò ôçò ∂f (x, y)/∂y åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò:
éêáíÞ óõíèÞêç óõãêëßóåùò.) Ó’ áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç öõóéêÜ èá Ý÷ïõìå

lim
n→∞ yn−1(x) = lim

n→∞ yn(x) = y∞(x). (3.8.10)
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Ðáßñíïíôáò ôï üñéï ãéá n → ∞ óôïí åðáíáëçðôéêü ôýðï (3.8.9) ôùí äéáäï÷éêþí ìáò ðñïóåã-
ãßóåùí, èá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ

y∞(x) = y0 +
∫ x

x0

f
(
î, y∞(î)

)
dî, (3.8.11)

üðùò ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß. ÂÝâáéá ìáèçìáôéêÜ äåí åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï üñéï ãéá n → ∞ óôï
ïëïêëÞñùìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôçò ó÷Ýóåùò (3.8.9) ìáò äßíåé ôï ïëïêëÞñùìá óôï äåîéü ìÝëïò ôçò
áìÝóùò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåùò (3.8.11). Ìðïñåß üìùò íá áðïäåé÷èåß üôé ãåíéêÜ éó÷ýåé ôï üñéï áõôü.

Êáé ôþñá; Ôþñá Ý÷ïõìå ôç óõíÜñôçóç y∞(x) íá åðáëçèåýåé ôç ó÷Ýóç (3.8.11), ðïõ åßíáé âÝâáéá
ìéá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. (Ðïëý ðåñéóóüôåñá ãéá ôéò ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò èá áíáöÝñïõìå
óôï ÌÝñïò Ã ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí: óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò
Ìç÷áíéêïýò.) Ç óõíÜñôçóç áõôÞ y∞(x) ðñïöáíþò åðáëçèåýåé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(x0) = y0,
áêñéâþò üðùò óõíÝâáéíå êáé ìå üëåò ôéò ðñïóåããßóåéò y1(x), y2(x), êëð. ÅðéðëÝïí üìùò ç ßäéá
óõíÜñôçóç y∞(x) åðáëçèåýåé êáé ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.8.11). Ðáñáãùãßæïíôáò ôþñá ôçí
åîßóùóç áõôÞ ùò ðñïò x, ðñïêýðôåé ç ó÷Ýóç

y ′
∞(x) = f

(
x, y∞(x)

)
. (3.8.12)

Ç ó÷Ýóç áõôÞ äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï áðü ìéá åðéâåâáßùóç üôé ç óõíÜñôçóç y∞(x) åðáëçèåýåé ôçí
áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.8.1), áò ôçí åðáíáëÜâïõìå êáé åäþ

y ′(x) = f
(
x, y(x)

)
. (3.8.13)

ÅðïìÝíùò ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí (3.8.9), åöüóïí óõãêëßíåé, êáé ðïëý óõ-
÷íÜ óõãêëßíåé, óå ìéá óõíÜñôçóç y∞(x), ìáò äßíåé ôç ëýóç y(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (3.8.1)
Þ (3.8.13) ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (3.8.2). ÅÜí ìÜëéóôá èåùñÞóïõìå ôï y0 óôçí áñ÷éêÞ áõôÞ
óõíèÞêç y(x0) = y0 óáí áõèáßñåôç óôáèåñÜ, ìáò äßíåé ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò
ìáò (3.8.1) Þ (3.8.13). Ðñüêåéôáé ëïéðüí ãéá åíäéáöÝñïõóá êáé ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìç ìÝèïäï. Ç âá-
óéêÞ äõóêïëßá óôç ÷ñÞóç ôçò åßíáé âÝâáéá ï õðïëïãéóìüò ôùí ïëïêëçñùìÜôùí óôïí åðáíáëçðôéêü
ôýðï (3.8.9). ÌåñéêÝò öïñÝò ï õðïëïãéóôÞò áðïäåéêíýåôáé ÷ñÞóéìïò âïçèüò ìáò óôï Ýñãï áõôü ìå
áíáëõôéêÝò ïëïêëçñþóåéò êáé åí áíÜãêç êáé ìå áñéèìçôéêÝò ïëïêëçñþóåéò. Äõóôõ÷þò üìùò Üëëåò
öïñÝò ïýôå ç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ äåí áñêåß.

ÐñáêôéêÜ âÝâáéá, äåí åßíáé êáèüëïõ áíÜãêç íá ðñï÷ùñÞóïõìå óå ðïëý õøçëÞò ôÜîåùò n
ðñïóåããßóåéò yn(x) êáé ßóùò ìéêñÝò ôéìÝò ôïõ n íá áñêïýí ãéá ìéá éêáíïðïéçôéêÞ ðñïóÝããéóç yn(x)
ôçò ëýóåùò y(x), äçëáäÞ yn(x) ≈ y(x). Áõôü üìùò äå óõìâáßíåé ðÜíôá êáé Ýôóé êé áëëéþò åßíáé
èÝìá áêñßâåéáò ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ëýóåùò. ÖõóéêÜ ôÝôïéá èÝìáôá îåöåýãïõí êÜðùò áðü ôï
ðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ. Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óå ìéá óõãêåêñéìÝíç áðëÞ
åöáñìïãÞ óôç ÄõíáìéêÞ, üðïõ ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôïõ Picard óõãêëßíåé.

� ÅöáñìïãÞ A3.8 (ÄõíáìéêÞ: êßíçóç ìå áíôßóôáóç áíÜëïãç ôçò ôá÷ýôçôáò): Åäþ èåùñïýìå
ôçí åõèýãñáììç ïñéæüíôéá êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ M ìÜæáò m ìå áíôßóôáóç R = −cv óôçí êßíçóç
áíÜëïãç ôçò ôá÷ýôçôÜò ôïõ v = v(t) ìå ôï c èåôéêÞ óôáèåñÜ áíáëïãßáò (Üñá ôï −c áñíçôéêÞ).
Ç áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ v(0) (ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0) åßíáé ßóç ìå v0.
Æçôïýíôáé: (á) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò. (â) Ç åðßëõóÞ ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí
ðñïóåããßóåùí ôïõ Picard. (ã) Ç ðñáêôéêÞ åðáëÞèåõóç ôçò óõãêëßóåùò ôçò ìåèüäïõ.

Ëýóç: (á) Ìå âÜóç ôïí ðïëý ãíùóôü ìáò äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá èá Ý÷ïõìå

m
dv
dt

= −cv ìå v = v(t), (3.8.14)

áöïý ìïíáäéêÞ äýíáìç ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï åßíáé ç áíôßóôáóç R = −cv. ÁõôÞ
åßíáé ç åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò. Ìðïñïýìå âÝâáéá íá ôçí îáíáãñÜøïõìå óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ

dv
dt

= −kv ìå k = c
m

. (3.8.15)
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Ç ìïñöÞ áõôÞ èá ìáò äéåõêïëýíåé óôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí: åßíáé
ç ìïñöÞ (3.8.1), åäþ âÝâáéá ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí ôá÷ýôçôá v = v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì.

(â) Ïëïêëçñþíïíôáò ôþñá ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (3.8.15) ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
ôçò v(0) = v0, ïäçãïýìáóôå óôçí áíôßóôïé÷ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

v(t) = v0 − k
∫ t

0
v(ô) dô, t ≥ 0. (3.8.16)

Óôçí ïëïêëçñùôéêÞ áõôÞ åîßóùóç èÝóáìå ôç óôáèåñÜ k = c /m åêôüò ôïõ ïëïêëçñþìáôïò. ÐñïóÝ-
îáìå åðßóçò íá Ý÷ïõìå äéáöïñåôéêü óýìâïëï ô ãéá ôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò (ìå 0 ≤ ô ≤ t) áðü
ôï óýìâïëï t (ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç) óôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò.

ÅðïìÝíùò ï åðáíáëçðôéêüò ôýðïò (3.8.9) ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôïõ
Picard ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (3.8.16) èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

vn(t) = v0 − k
∫ t

0
vn−1(ô) dô, t ≥ 0. (3.8.17)

Ìå áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç ôç v1(t) = v0 ïé åðüìåíåò ðñïóåããßóåéò ðñïóäéïñßæïíôáé áñêåôÜ åýêïëá
áðü ôïí åðáíáëçðôéêü áõôü ôýðï êáé åßíáé ïé åîÞò:

v2(t) = v0 − k
∫ t

0
v1(ô) dô = v0(1 − kt), (3.8.18)

v3(t) = v0 − k
∫ t

0
v2(ô) dô = v0

(
1 − kt + k2t2

2

)
, (3.8.19)

v4(t) = v0 − k
∫ t

0
v3(ô) dô = v0

(
1 − kt + k2t2

2
− k3t3

6

)
. (3.8.20)

ÃåíéêÜ, ìå åðáãùãÞ ðñïêýðôåé åýêïëá üôé

vn(t) = v0 − k
∫ t

0
vn−1(ô) dô = v0

(
1 − kt + k2t2

2
− k3t3

6
+ · · · + ( − 1)n−1kn−1 tn−1

(n − 1)!

)
(3.8.21)

êáé áðüëõôá éóïäýíáìá

vn(t) = v0
n−1∑
j=0

( − 1) j k j t j

j!
, ïðüôå ãéá n → ∞ v∞(t) = v0

∞∑
j=0

( − 1) j k j t j

j!
= v0e−kt. (3.8.22)

Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé óôçí ôåëéêÞ áõôÞ åêèåôéêÞ ìïñöÞ ôçò ëýóåùò: v∞(t) = v0e−kt ðÞñáìå
õðüøç ìáò êáé ôç ãíùóôÞ óåéñÜ Maclaurin ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ex ≡ exp x, åäþ ìå x = −kt.

(ã) Ðéï óçìáíôéêü üìùò åßíáé íá ðáñáôçñÞóïõìå ôçí ôá÷åßá óýãêëéóç ôùí ðñïóåããßóåùí vn(t)
óôç ëýóç v∞(t). ÁõôÞ ïöåßëåôáé óôï ðáñáãïíôéêü (n − 1)! óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ êÜèå üñïõ ðïõ
ðñïóôßèåôáé óôï Üèñïéóìá ôçò ðñïçãïýìåíçò ðñïóåããßóåùò vn−1(t), þóôå íá ðñïêýøåé ç åðüìåíç
ðñïóÝããéóç vn(t). Åýêïëá åðßóçò âåâáéùíüìáóôå üôé ç ëýóç áõôÞ v∞(t) = v0e−kt åðáëçèåýåé ü÷é
ìüíï ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = v0, áëëÜ êáé ôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.8.15), áöïý

dv∞(t)
dt

= −kv0e−kt = −kv∞(t). (3.8.23)

¼ìùò áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ äåí ðñÝðåé íá ðáñáëåßøïõìå íá áíáöÝñïõìå üôé ç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç (3.8.14) Þ (3.8.15) åßíáé ìéá åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí (üðùò åßíáé åðßóçò êáé ãñáì-
ìéêÞ). Ìðïñåß åðïìÝíùò èáõìÜóéá íá ëõèåß êáé ÷ùñßò ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí,
áëëÜ ìå ôç ìÝèïäï ôùí ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí, ôçí ïðïßá ðåñéãñÜøáìå óôçí Åíüôçôá Á3.2.

ÐáñÜ ôáýôá åëðßæåôáé üôé ç ðáñïýóá áðëÞ åöáñìïãÞ (åäþ ìÜëéóôá ÷ùñßò êáí ôç ÷ñÞóç ôïõ
õðïëïãéóôÞ) ìáò åðÝôñåøå ôçí êáëýôåñç êáôáíüçóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí.
Ðñüêåéôáé ãéá åíäéáöÝñïõóá äõíáôüôçôá åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò ôçò
ãåíéêÞò ìïñöÞò y ′(x) = f

(
x, y(x)

)
óõíÞèùò âÝâáéá ìå ôçí ðïëýôéìç åðéêïýñçóç ôïõ õðïëïãéóôÞ. �
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A4
ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÐÑÙÔÇÓ ÔÁÎÅÙÓ:

ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò, ðïõ ôéò ìåëåôÞóáìå óôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Á3,
Ý÷ïõí ðïëëÝò åöáñìïãÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÅëÜ÷éóôåò áðü áõôÝò èá ôéò åê-
èÝóïõìå óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á4. Ôïýôï üìùò èá ìáò äþóåé ìéá åðáñêÞ åéêüíá ãéá ôç ÷ñçóéìüôçôÜ
ôïõò êáé êõñßùò ãéá ôç ÷ñçóéìüôçôá ôùí ìåèüäùí åðéëýóåþò ôïõò, ðïõ ôéò Ý÷ïõìå Þäç ìåëåôÞóåé.

Áò óçìåéþóïõìå êáôáñ÷Þí üôé ïé êýñéåò êáôçãïñßåò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò
ðïõ óõíáíôÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôéò åöáñìïãÝò ôïõ åßíáé: (á) ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ
åðéëýïíôáé ìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç (êáé åßíáé åðïìÝíùò ðÜñá ðïëý áðëÝò!), (â) ïé äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí êáé (ã) ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ¼ëåò ïé äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò óôéò åöáñìïãÝò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ áíÞêïõí óôéò äýï ôåëåõôáßåò êáôçãïñßåò: óôéò (â)
êáé (ã). Ðïëý óðáíéüôåñá ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ðëÞñåéò (Þ áêñéâåßò) äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò êáé åîáéñåôéêÜ óðÜíéá ïìïãåíåßò (ìå ôçí Ýííïéá ôçò Åíüôçôáò Á3.3) äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò ðñþôçò ôÜîåùò êáé åîéóþóåéò Bernoulli. ÔÝëïò ðÝñá áðü ôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ó÷åäüí ðïõèåíÜ áëëïý äå ãßíåôáé óõíÞèùò ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá.

Ïé ëéãïóôÝò åöáñìïãÝò ðïõ åðéëÝ÷èçêáí ó’ áõôü ôï êåöÜëáéï áöïñïýí: (á) Óôçí áðïäüìçóç
ñýðïõ óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ, óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ êáé óôïí Êáèáñéóìü Íåñïý:
Åíüôçôá Á4.1. (â) Óôçí ôá÷ýôçôá éäåáôïý ñåõóôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ óå Üêñï ïñéæüíôéïõ óùëÞíá
ðïõðñïÝñ÷åôáé áðü äï÷åßï (Þ äåîáìåíÞ) êáé ìå óôáèåñü ýøïò ôïõ ñåõóôïý ó’ áõôü êáôÜ ôç äéÜñêåéá
ôïõ ìåôáâáôéêïý öáéíïìÝíïõ: Åíüôçôá Á4.2. (ã) Óôçí ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ óôï ãÞéíï ðåäßï âáñý-
ôçôáò óôç ÄõíáìéêÞ ìå áíôßóôáóç ôïõ áÝñá áíÜëïãç åßôå ôçò ôá÷ýôçôáò åßôå ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò:
Åíüôçôá Á4.3. (ä) ÔÝëïò óôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ìéáò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí óôï åðßðåäï ìå äýï
÷ñÞóéìåò åöáñìïãÝò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò êáé ãñáììÝò ñïÞò óå äéäéÜóôáôç
ìüíéìç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý (i) óå ðçãÞ, áðáãùãÞ êáé äßíç êáé (ii) óå ïñèÞ ãùíßá: Åíüôçôá Á4.4.

ÅéäéêÜ óôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò, óôéò ïðïßåò Ý÷åé äïèåß åäþ êáé êÜðïéá Ýìöáóç, áíáðôýóóåôáé
óõóôçìáôéêÜ êáé ç ìåèïäïëïãßá ðñïóäéïñéóìïý ôïõò. ÁíáöÝñïíôáé åðßóçò êáé åðéðëÝïí åöáñìïãÝò
ôïõò ðÝñá áðü ôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: óôç Âáñýôçôá, óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò êáé óôç Ãåùäáéóßá.

Åßíáé óô’ áëÞèåéá ëõðçñü ðïõ ï ðåñéïñéóìüò ôïõ ÷þñïõ óôï âéâëßï áõôü, áëëÜ êáé ôïõ ðï-
ëýôéìïõ ÷ñüíïõ ôïõ áíáãíþóôç êáé ôçò áíáãíþóôñéáò Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý äåí åðÝôñåøáí íá
ðåñéëçöèïýí êáé Üëëåò åöáñìïãÝò. ÌåñéêÝò áðü áõôÝò åßíáé åîáéñåôéêÜ êëáóéêÝò, üðùò ï íüìïò
ôçò øýîåùò ôïõ Íåýôùíá óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò êáé äéÜöïñá ðñïâëÞìáôá êéíÞóåùò óôç
ÄõíáìéêÞ. ÕðÜñ÷ïõí êáé ðïëëÜ áêüìç ðñïâëÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò ðïõ
ßóùò óõíáíôÞóåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. ÖõóéêÜ óå åðüìåíá êåöÜëáéá ôïõ âéâëßïõ èá åîåôáóèïýí
êáé ðÜñá ðïëëÝò áêüìç åöáñìïãÝò: óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êõñßùò áíùôÝñáò ôÜîåùò.
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A4.1. ÐÅÑÉÂÁËËÏÍÔÉÊÇ ÌÇ×ÁÍÉÊÇ: ÁÐÏÄÏÌÇÓÇ ÑÕÐÏÕ

A4.1.1. Áðïäüìçóç ñýðïõ ðñþôçò ôÜîåùò

Èåùñïýìå äï÷åßï ìå óôáèåñÞ ðïóüôçôá íåñïý, üðùò óôï Ó÷Þìá Á4.1. ÌÝóá óôï íåñü õðÜñ÷åé
óõãêåêñéìÝíïò ñýðïò Á. Áõôüò èåùñåßôáé ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíïò, äçëáäÞ ìå óôáèåñÞ (áíå-
îÜñôçôç áðü ôç èÝóç, ü÷é üìùò êé áðü ôï ÷ñüíï) óõãêÝíôñùóç c = c(t) ìÝóá óôï äï÷åßï ìå ôï íåñü.

óôáèåñÞ åðéöÜíåéá Ó÷Þìá Á4.1: Äï÷åßï ðïõ ðåñéÝ÷åé ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíï
ñýðï ìå óõãêÝíôñùóç (ìÜæá áíÜ ìïíÜäá üãêïõ) c(t). Ï ñýðïò
áõôüò áðïäïìåßôáé (êáôáóôñÝöåôáé) ìÝóù ÷çìéêÞò áíôéäñÜ-
óåùò ðñþôçò ôÜîåùò ìå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôç ċ(t) = −kc(t).
Ï óõíôåëåóôÞò k åßíáé ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Ç áñ÷éêÞ óõ-
ãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ åßíáé c(0) = c0 (áñ÷éêÞ óõíèÞêç). ¢ãíù-
óôç åßíáé ç óõãêÝíôñùóç c(t) ôïõ ñýðïõ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t.

Ìå ôçí õðüèåóç áðïäïìÞóåùò (äéáóðÜóåùò) ôïõ ñýðïõ Á ìå ìåôáôñïðÞ ôïõ óå ðáñÜãùãá Â
ìå âÜóç ôç ìïíüäñïìç ÷çìéêÞ áíôßäñáóç ðñþôçò ôÜîåùò Á → B ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ċ(t) = −kc(t) êáé éóïäýíáìá
dc
dt

= −kc ìå c = c(t) êáé ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôç c(0) = c0. (4.1.1)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðÜñá ðïëý áðëÞ ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1 êáé k (Þ −k) êáé ìÜëéóôá ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. Ï ãíùóôüò êáé èåôéêüò
óõíôåëåóôÞò áíáëïãßáò k åßíáé ç óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò (Þ äéáóðÜóåùò) ôïõ ñýðïõ.

Ôï ðñüâëçìá áõôü áñ÷éêÞò ôéìÞò ëýíåôáé ðïëý åýêïëá ìå ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí c êáé t êáé
óôç óõíÝ÷åéá ìå ïëïêëÞñùóç áðü 0 Ýùò t ëáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç c(0) = c0:

dc
dt

= −kc �⇒ dc
c

= −k dt �⇒
∫ c

c0

dĉ
ĉ

= −k
∫ t

0
d t̂ �⇒ ln

c(t)
c0

= −kt �⇒ c(t) = c0e−kt. (4.1.2)

Ðïëý åýêïëá ìðïñïýìå íá åðáëçèåýóïõìå ôç ëýóç áõôÞ c(t) óáí ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò
ôéìÞò (4.1.1). Ôçí ßäéá áêñéâþò ëýóç c(t) èá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå êáé óôçí Åíüôçôá Á11.16 ôïõ
Êåöáëáßïõ Á11, åêåß üìùò ìå ìéá äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï: ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.
Åêåß õðïëïãßæïõìå êáé ôï ÷ñüíï çìéæùÞò t1/2 ôïõ ñýðïõ, ðïõ ðñïêýðôåé t1/2 = (ln 2)/k ≈ 0.693/k.

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé áíôß ãéá ñýðï ìðïñåß íá Ý÷ïõìå ìéêñïïñãáíéóìïýò (äéÜöïñá âáêôçñßäéá,
êëð.). Ôüôå ãéá ôç óõãêÝíôñùóÞ ôïõò c(t) (åäþ, ð.÷., óå áñéèìü âáêôçñéäßùí áíÜ ëßôñï íåñïý) èá
Ý÷ïõìå ċ(t) = +kc(t) (ìå k > 0) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.1.1). Ôïýôï èá äçëþíåé ðïëëáðëáóéáóìü
ôùí âáêôçñéäßùí êáé åêèåôéêÞ áýîçóÞ ôïõò: c(t) = c0ekt. Äõóôõ÷þò õðÜñ÷åé êé áõôÞ ç äõíáôüôçôá.

A4.1.2. Áðïäüìçóç ñýðïõ äåõôÝñáò ôÜîåùò

Åäþ ìåëåôÜìå ôï ðñüâëçìá ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ, áëëÜ ôþñá ìå ÷çìéêÞ áíôßäñáóç
áðïäïìÞóåùò ôïõ ñýðïõ Á äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò Á+Á → B (ìå Â ðÜëé ôá ðáñÜãùãá ôçò
áðïäïìÞóåùò ôïõ ñýðïõ). Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (4.1.1) ôñïðïðïéåßôáé ôþñá óôç ìïñöÞ

dc
dt

= −kc2 îáíÜ ìå c = c(t) êáé ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôç c(0) = c0. (4.1.3)

Åõôõ÷þò áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò óõíå÷ßæïõìå íá Ý÷ïõìå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜ-
îåùò êáé ìÜëéóôá ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. (Äåí åßíáé âÝâáéá ðéá ãñáììéêÞ, áëëÜ äåí ðåéñÜæåé!)
Âñßóêïõìå ôç ëýóç ôçò áíÜëïãá ìå ôç ëýóç (4.1.2):

dc
dt

= −kc2 �⇒ dc
c2

= −k dt �⇒
∫ c

c0

dĉ
ĉ2

= −k
∫ t

0
d t̂ �⇒ − 1

c(t)
+ 1

c0
= −kt, (4.1.4)

ïðüôå
c(t) = c0

1 + c0kt
Þ t = t(c) = c0 − c

kc0c
, áí æçôÜìå ôï ÷ñüíï áíôéäñÜóåùò t. (4.1.5)
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A4.1.3. Áðïäüìçóç ñýðïõ äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå äýï áíôéäñþíôá

ÌÝ÷ñé ôþñá ãéá ôçí áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ óôï äï÷åßï èåùñÞóáìå ôéò ìïíüäñïìåò ÷çìéêÝò áíôé-
äñÜóåéò A → B (ðñþôçò ôÜîåùò) êáé A+A → B (äåõôÝñáò ôÜîåùò) üìùò ìå Ýíá ìüíï áíôéäñþí: ôï
ñýðïÁ (Â åßíáé ôáðáñÜãùãá ôçò áðïäïìÞóåùò). ÅäþèáèåùñÞóïõìå ôç äõóêïëüôåñçðåñßðôùóç
ôçò ìïíüäñïìçò (ðÜëé) áíôéäñÜóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò A + B → D ìå äýï üìùò áíôéäñþíôá: ôá Á
(ôï ñýðï) êáé Â (ìéá Üëëç ïõóßá) óôï äï÷åßï ôïõ Ó÷Þìáôïò Á4.1. Ôá ðáñÜãùãá ôçò áðïäïìÞóåùò
äçëþíïíôáé åäþ ìå D. Óôï ðñüâëçìá áõôü ðñïêýðôåé ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò
ãéá ôç óõãêÝíôñùóç [A] = [A](t) (åäþ, êáëýôåñá, ãéá íá ìçí åéóá÷èïýí êé’ Üëëåò óôáèåñÝò, óå
ãñáììïìüñéá áíÜ ëßôñï, mol/L, ÷çìéêÞ óõãêÝíôñùóç, ü÷é óå mg /L Þ óå Üëëç ìïíÜäá) ôïõ ñýðïõ:1

d[A]
dt

= −k[A]([A]+[B]0−[A]0) ìå [A](0) = [A]0, [B](0) = [B]0 êáé ôçí õðüèåóç [B]0 > [A]0 (4.1.6)

ãéá ôéò áñ÷éêÝò óõãêåíôñþóåéò [A]0 êáé [B]0 ôùí áíôéäñþíôùí Á êáé Â. Ôï k åßíáé ç èåôéêÞ óôáèåñÜ
ôïõ ñõèìïý áíôéäñÜóåùò. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç óõãêÝíôñùóç [A] (óå mol/L) ôïõ ñýðïõ Á.

Ðñüêåéôáé âÝâáéá êáé ðÜëé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò êáé ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëç-
ôþí (üìùò ìç ãñáììéêÞ). Ôç ëýíïõìå åýêïëá ÷ùñßæïíôáò ôéò äýï ìåôáâëçôÝò ôçò (åäþ ôéò [A] êáé t),
üðùò Þäç êÜíáìå óôéò ó÷Ýóåéò (4.1.2) êáé (4.1.4) óôéò äýï ðñïçãïýìåíåò åöáñìïãÝò. Ðñïêýðôåé

d[A]
[A]([A] + [B]0 − [A]0)

= −k dt �⇒ 1
[B]0 − [A]0

(
d[A]
[A]

− d[A]
[A] + [B]0 − [A]0

)
= −kdt, (4.1.7)

üðïõ âÝâáéá Ýãéíå êáé áíÜëõóç óå äýï áðëÜ êëÜóìáôá. Ôþñá ìå ìéá ïëïêëÞñùóç áðü 0 Ýùò t êáé
ìå ÷ñÞóç êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèçêÞò [A](0) = [A]0 ðñïêýðôåé åýêïëá ç óõãêÝíôñùóç [A] ôïõ ñýðïõ

1
[B]0 − [A]0

ln
[A]

[A] + [B]0 − [A]0

∣∣∣∣
[A]

[A]0

= −kt �⇒ [A] = [A]0([B]0 − [A]0)
[B]0e([B]0−[A]0)k t − [A]0

ìå lim
t→∞[A] = 0.(4.1.8)

A4.2. ÑÅÕÓÔÏÌÇ×ÁÍÉÊÇ: ÔÁ×ÕÔÇÔÁ ÉÄÅÁÔÏÕ ÑÅÕÓÔÏÕ ÓÅ ÁÊÑÏ ÓÙËÇÍÁ

Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ èåùñïýìå äï÷åßï (Þ äåîáìåíÞ) ìå éäåáôü ñåõóôü (áóõìðßåóôï êáé ÷ùñßò
óõíåêôéêüôçôá, éîþäåò). Óôï êÜôù Üêñï ôïõ õðÜñ÷åé ïñéæüíôéïò óùëÞíáò åíåñãïý ìÞêïõò L. Ôï
ýøïò ôïõ éäåáôïý ñåõóôïý óôï äï÷åßï ðÜíù áðü ôïí ïñéæüíôéï óùëÞíá åßíáé h. Ç äéáôïìÞ ôïõ äï-
÷åßïõ èåùñåßôáé óôáèåñÞ. (H ãåùìåôñßá ôïõðñïâëÞìáôïòóôïÓ÷ÞìáA4.2!) Ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0
áíïßãåé áðüôïìá ç óôñüöéããá óôï Üêñï ôïõ óùëÞíá êé áñ÷ßæåé ç åêñïÞ ôïõ ñåõóôïý ìå áíáðëÞ-
ñùóÞ ôïõ üìùò óôï äï÷åßï, þóôå ôï ýøïò ôïõ ñåõóôïý ðÜíù áðü ôï óùëÞíá íá åßíáé h óõíå÷þò.2

åíåñãü ýøïò ôïõ ñåõóôïý h

óôáèåñÞ åðéöÜíåéá Ç åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò åßíáé g.

Äåí õðÜñ÷ïõí êáèüëïõ ôñéâÝò.

ðëåõñéêü ôïß÷ùìá ôïõ äï÷åßïõ

óùëÞíáò åêñïÞò åíåñãïý ìÞêïõò L

ðõèìÝíáò ôïõ äï÷åßïõ óôñüöéããá
v = v(t)

Ó÷Þìá Á4.2: Äï÷åßï ôï
ïðïßï ðåñéÝ÷åé éäåáôü
ñåõóôü ìå åêñïÞ ôïõ
ñåõóôïý ìÝóù óùëÞíá
åíåñãïý ìÞêïõò L. Ç
óôñüöéããá áíïßãåé ôç
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0.
Ôï åíåñãü ýøïò ôïõ
ñåõóôïý åßíáé h. ¢ãíù-
óôç åßíáé ç ôá÷ýôçôá v
åêñïÞò ôïõ ñåõóôïý.

1Ãéá ôï ðþò ðñïêýðôåé áõôÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ü÷é êáé ðïëý äýóêïëá . . . , ãßíåôáé áíáöïñÜ óôï åíäéáöÝñïí
óýããñáììá: Schnoor, J. L. (2003), ÐåñéâáëëïíôéêÜ ÌïíôÝëá: Ôý÷ç êáé ÌåôáöïñÜ Ñýðùí óôïí ÁÝñá, Íåñü êáé ¸äáöïò.
Åêäüóåéò Ôæéüëá, Èåóóáëïíßêç, ÐáñÜãñáöïò 3.3.3, óó. 125--127. (ÌåôÜöñáóç ôçò ÁããëéêÞò åêäüóåùò, Wiley, 1996.)

2Ôï åíäéáöÝñïí áõôü ðñüâëçìá Ñåõóôïìç÷áíéêÞò áíáöÝñåôáé óôï êëáóéêü óýããñáììá: Prandtl, L. and Tietjens, O. G.
(1957), Fundamentals of Hydro- and Aeromechanics. Dover, New York, Åíüôçôá 59, ÐáñÜãñ. 4, óó. 118--120. (ÌåôÜöñáóç
áðü ôç ÃåñìáíéêÞ Ýêäïóç. 1ç ÁããëéêÞ Ýêäïóç: United Engineering Trustees, Engineering Societies Monographs, 1934.)
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Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ Bernoulli óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ðñïêýðôåé ç áêüëïõèç ìç
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ ñåõóôïý óôï Üêñï åêñïÞò
ôïõ áðü ôï óùëÞíá:

L
dv
dt

+ v2

2
= gh ìå v = v(t), t ≥ 0 (4.2.1)

êáé g ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò: g ≈ 9.81 m/sec2. Ç ó÷åôéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç åßíáé ðñïöáíþò

v(0) = 0, (4.2.2)

åðåéäÞ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 áíïßãåé ç óôñüöéããá åêñïÞò óôï Üêñï ôïõ óùëÞíá. ¼ôáí ôåñìáôé-
óèåß ôï ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï Þ ðáñïäéêü öáéíüìåíï (èåùñçôéêÜ ãéá t → ∞, ðñáêôéêÜ áñêåôÜ
óýíôïìá), èá éó÷ýåé dv/dt = 0 êáé ç ðéï ðÜíù ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.2.1) ìáò äßíåé

v2∞
2

= gh, ïðüôå v∞ =
√
2gh ìå v∞ := lim

t→∞ v(t). (4.2.3)

ÅéóÜãïíôáò ôçí ôéìÞ áõôÞ v∞ = √
2gh óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.2.1), ôçí îáíáãñÜöïõìå ëßãï

áðëïýóôåñá óôç ìïñöÞ (öõóéêÜ ìå v = v(t) ãéá ôçí ôá÷ýôçôá åêñïÞò ôïõ ñåõóôïý áðü ôï óùëÞíá)

L
dv
dt

+ v2

2
= v2∞

2
�⇒ 2L

dv
dt

= v2∞ − v2 �⇒ 2L
dv

v2∞ − v2
= dt �⇒ 2L

v2∞

dv
1 − (v/v∞)2

= dt. (4.2.4)

Åßíáé ôþñá ðéá ðñïöáíÝò ðùò ðñüêåéôáé ãéá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí.

Ãéá íá ôç ëýóïõìå, èá ðñÝðåé íá èõìçèïýìå Ýíá--äõï áðëÜ ðñÜãìáôá: (á) Ãéá ôçí õðåñâïëéêÞ
åöáðôïìÝíç y = tanh x (ÐáñÜãñáöïò Á1.5.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á1 ãéá ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò)
éó÷ýåé (ìå −∞ < x < ∞ êáé −1 < y < 1, éóïäýíáìá |y| < 1, ãéá ôçí õðåñâïëéêÞ åöáðôïìÝíç)

y = tanh x = sinh x
cosh x

= (ex − e−x)/2
(ex + e−x)/2

= ex − e−x

ex + e−x
= e2x − 1

e2x + 1
. (4.2.5)

Ëýíïíôáò ùò ðñïò e2x (ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò e2x), âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

e2x = 1 + tanh x
1 − tanh x

, ïðüôå x = 1
2
ln

1 + tanh x
1 − tanh x

êáé ôåëéêÜ tanh−1 y = 1
2
ln

1 + y
1 − y

, (4.2.6)

åðåéäÞ y = tanh x, Üñá x = tanh−1 y: áíôßóôñïöç õðåñâïëéêÞ åöáðôïìÝíç ôïõ y. (â) Ðáñáãùãß-
æïíôáò ôþñá ôçí ôåëåõôáßá áõôÞ ó÷Ýóç êáé áöïý ln (á /â) = lná − lnâ (ìå á,â > 0), ðáßñíïõìå

d
dy

tanh−1 y = 1
2

d
dy

ln
1 + y
1 − y

= 1
2

d
dy

[
ln (1 + y) − ln (1 − y)

]= 1
2

(
1

1 + y
+ 1

1 − y

)
= 1

1 − y2
. (4.2.7)

¢ñá ∫
1

1 − y2
dy = tanh−1 y + C êáé ìå y = au:

∫
1

1 − a2u2
du = 1

a
tanh−1 au + C

a
(4.2.8)

ìå ôï a �= 0 êáé ôï C ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò óôï ðáñüí áüñéóôï ïëïêëÞñùìá.

ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå ôþñá íá ïëïêëçñþóïõìå êáé ôá äýï ìÝëç ôçò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí (4.2.4) (åäþ ìå a = 1/v∞ óôïí ðáñáðÜíù ôýðï (4.2.8)).
Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ðñïêýðôåé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (4.2.1) êáé (4.2.2)

2L
v∞

tanh−1 v
v∞

= t + C = t, áöïý v(0) = 0 êáé tanh−1 0 = 0, ïðüôå C = 0. (4.2.9)

¢ñá

tanh−1 v
v∞

= v∞ t
2L

êáé v = v(t) = v∞ tanh
v∞ t
2L

= v∞ tanh
t
ô

Þ
v(t)
v∞

= tanh
t
ô

(4.2.10)

ìå

ô := 2L
v∞

= 2L√
2gh

=
√

2
gh

L (4.2.11)

ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ÷ñüíï óôï ðáñüí óýóôçìá. Ðñïöáíþò Ý÷ïõìå v(0) = 0 êáé lim t→∞ v(t)=v∞
(åðåéäÞ limx→∞ tanh x = 1) ìå óõíå÷Þ áýîçóç ôçò ôá÷ýôçôáò v = v(t) (áëëÜ ìå ïëïÝíá êáé ðéï áñãü
ñõèìü v̇(t)) ìÝ÷ñé ôçí ôåëéêÞ ôéìÞ ôçò v∞ = √

2gh ìåôÜ ôçí ðÜñïäï ôïõ ìåôáâáôéêïý öáéíïìÝíïõ.



ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÐÑÙÔÇÓ ÔÁÎÅÙÓ: ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ (ÊåöÜëáéï A4) 103

A4.3. ÄÕÍÁÌÉÊÇ: ÐÔÙÓÇ ÕËÉÊÏÕ ÓÇÌÅÉÏÕ

A4.3.1. Ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ ìå áíôßóôáóç áíÜëïãç ôçò ôá÷ýôçôÜò ôïõ

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá êëáóéêü ðñüâëçìá (Ó÷Þìá Á4.3 áìÝóùò ðéï êÜôù) ìå åýêïëç åðßëõóç. Èåù-
ñïýìå õëéêü óçìåßï Ì ìÜæáò m ðïõ áöÞíåôáé íá ðÝóåé (êáôáêüñõöá åííïåßôáé) óôï ãÞéíï ðåäßï
âáñýôçôáò: ìå åðéôÜ÷õíóç g. (Ôç èåùñïýìå óôáèåñÞ: g ≈ 9.81 m/sec2.) Óáí èåôéêÞ äéåýèõíóç
õðïèÝôïõìå ôç äéåýèõíóç ðñïò ôá êÜôù, ðñïò ôç ãç, áí êáé èá ìðïñïýóáìå íá åß÷áìå õðïèÝóåé ôï
áíôßèåôï. Óôï õëéêü óçìåßïM åöáñìüæïíôáé äýï äõíÜìåéò: ôï âÜñïò ôïõW = mg êáé ç áíôßóôáóç
ôïõ áÝñá, ðïõ ðñïóðáèåß íá áíôéóôáèåß óôçí êßíçóç: R = R(t) = −cv(t). ÁõôÞí ôçí õðïèÝôïõìå
áíÜëïãç ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõM ìå ãíùóôü óõíôåëåóôÞ áíáëïãßáò c. Áöïý üìùò
ç áíôßóôáóç ôïõ áÝñá R åßíáé ðñïò ôá ðÜíù, áíôßèåôç ðñïò ôï âÜñïò W , âÜæïõìå (óùóôÜ!) ôï
ðñüóçìï ðëçí óôï äåîéü ìÝëïò: R = −cv(t). ¸ôóé ï óõíôåëåóôÞò áíáëïãßáò c åßíáé èåôéêüò áñéèìüò.

åðéöÜíåéá ôïõ åäÜöïõò

âÜñïò W = mg

ôá÷ýôçôá v(t) (ðôþóç ìå
v(0) = 0, v(t) ≥ 0)

áíôßóôáóç R = −cv(t)

õëéêü óçìåßï Ì
ìÜæáò m

ç èåôéêÞ
äéåýèõíóç

ðñïò ôá êÜôù +

Ó÷Þìá Á4.3: Ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÜæáò
m óôï ãÞéíï ðåäßï âáñýôçôáò: ìå åðéôÜ÷õíóç
g ≈ 9.81m/sec2 õðü ôçí åðßäñáóç ôïõ âÜñïõò
ôïõ W = mg (ðñïò ôá êÜôù ôï âÜñïò W).
ÕðÜñ÷åé êáé áíôßóôáóç ôïõ áÝñá R = −cv(t)
(ðñïò ôá ðÜíù ç áíôßóôáóç R) áíÜëïãç ôçò
ôá÷ýôçôÜò ôïõ v(t) ìå ãíùóôü èåôéêü óõíôåëå-
óôÞ áíáëïãßáò c: c > 0. Ôï õëéêü óçìåßï Ì îå-
êéíÜ ìå ìçäåíéêÞ ôá÷ýôçôá: v(0) = 0. ¢ãíùóôç
åßíáé ç ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõM ãéá
t > 0. Ç èÝóç x(t) ðñïêýðôåé ìå ïëïêëÞñùóç.

Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ï èåìåëéþäçò äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá: äýíáìç F ßóïí ìÜæá m
(ðïõ èåùñåßôáé óôáèåñÞ) åðß åðéôÜ÷õíóç a: F = ma éóïäýíáìá ma = F, ðïõ Þäç ôïí îÝñïõìå áðü
ôç ÖõóéêÞ, áëëÜ êáé ôïí õðåíèõìßóáìå óôçí ÐáñÜãñáöï A1.2, ðáßñíåé åäþ ôç ìïñöÞ (ìå a = v̇(t))

ma = F = W + R = mg − cv(t) �⇒ mv̇(t) = mg − cv(t) �⇒ mv̇(t) + cv(t) = mg. (4.3.1)

Å, äåí êïõñáóôÞêáìå êáé ðÜñá ðïëý . . . ÊáôáëÞîáìå óå ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò m: ôç ìÜæá, êáé c: ôç óôáèåñÜ
áíáëïãßáò ãéá ôçí áíôßóôáóç ôïõ áÝñá. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç ôá-
÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ï ÷ñüíïò t. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò
ðùò ôï õëéêü óçìåßï M îåêéíÜ áðü ôçí çñåìßá: ìå ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá (ãéá t = 0), äçëáäÞ

v(0) = 0 (ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç). (4.3.2)

Åííïåßôáé âÝâáéá üôé èáìðïñïýóáìå íá åß÷áìåÜëëç (ëßãïðéï äýóêïëç) áñ÷éêÞóõíèÞêç: ôç v(0) = v0.

ÐñÝðåé ôþñá íá åðéëýóïõìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (4.3.1) êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôçò (4.3.2). Óôéò ÐáñáãñÜöïõò Á3.4.3 Ýùò Á3.4.5 ôïõ
ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á3 ìÜèáìå íá ëýíïõìå ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ðñþôçò ôÜîåùò. ¸÷ïõìå óôç «öáñÝôñá» ìáò ôñåéò ìåèüäïõò: (á) ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò
ðáñáìÝôñïõ: ÅäÜöéï Á3.4.3.1, (â) ôç ìÝèïäï ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá: ÅäÜöéï Á3.4.3.3
êáé (ã) ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí: ÐáñÜãñáöïò Á3.4.5 óå óõíäõáóìü (ðñþôá)
ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò: ÐáñÜãñáöïò Á3.4.4. Ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò åßíáé åöáñìüóéìç ìüíï óå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò,
üðùò åßíáé ç åîßóùóç (4.3.1). Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò åßíáé ç áðëïýóôåñç. Ôçí åöáñìüæïõìå ëïéðüí.

Ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (3.4.67) äïêéìÜæïõìå ôçí åêèåôéêÞ ëýóç (ìå ðñïóäéïñéóôÝá óôáèåñÜ ôï ì)

v0(t) = eìt, ïðüôå v̇0(t) = ìeìt. (4.3.3)
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Åäþ âÝâáéá, ôï åðáíáëáìâÜíïõìå, Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
êáôÜ ôçí ðôþóç ôïõ êáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ï ÷ñüíïò t. Ôþñá áðëÜ áíôéêáèéóôïýìå ôçí
åêèåôéêÞ áõôÞ ëýóç v0(t) êáé ôçí ðáñÜãùãü ôçò v̇0(t) óôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

mv̇(t) + cv(t) = 0, (4.3.4)

ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç (4.3.1). Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé üôé

mìeìt + ceìt = 0 �⇒ (mì + c)eìt = 0 �⇒ mì + c = 0 �⇒ ì = − c
m

. (4.3.5)

ÊáôÜ óõíÝðåéá Ý÷ïõìå
v0(t) = eìt = e−ct/m. (4.3.6)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç vh(t) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (4.3.4) èá åßíáé ç

vh(t) = Cv0(t) = Ce−ct/m (4.3.7)

ìå ôï óýìâïëï C íá äçëþíåé ìéá áõèáßñåôç (ìç êáèïñéóìÝíç) óôáèåñÜ óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç vh(t).

Êáé ôþñá ðñï÷ùñÜìå. Óôï äåýôåñï âÞìá ìáò èá õðïëïãßóïõìå ìéá ìåñéêÞ (partial) Þ åéäéêÞ
(particular) ëýóç vp(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò (ôçò áñ÷éêÞò) ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò (4.3.1):
mv̇(t)+ cv(t) = mg. Áëë’ áõôÞ Ý÷åé óôáèåñü äåîéü ìÝëïò mg. ¢ñá, óýìöùíá ìå üóá åêèÝóáìå óôçí
ÐáñÜãñáöï Á3.4.5 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á3, ìðïñïýìå èáõìÜóéá íá äïêéìÜóïõìå óôá-
èåñÞ ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

vp(t) = A, ïðüôå v̇p(t) = 0. (4.3.8)

ÁõôÞí áðëÜ ôçí áíôéêáèéóôïýìå óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò êáé ðáßñíïõìå

mv̇(t) + cv(t) = mg �⇒ m · 0 + cA = mg �⇒ A = mg
c

. (4.3.9)

ÅðïìÝíùò ç ìåñéêÞ ëýóç ìáò åßíáé
vp(t) = A = mg

c
. (4.3.10)

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (4.3.1) èá åßíáé ôåëéêÜ

vg(t) = vh(t) + vp(t) = Ce−ct/m + mg
c

, (4.3.11)

üðïõ öõóéêÜ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôïí ôýðï (3.4.34) ôïõ Åäáößïõ Á3.4.3.2: y(x) = yh(x) + yp(x). Äç-
ëáäÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ãåãïíüò üôé ç ãåíéêÞ ëýóç y(x) ìéáò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò åßíáé ôï Üèñïéóìá: (á) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò
óõí (â) ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç yp(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò: y(x) = yh(x) + yp(x).

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí ðáñïýóá ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (4.3.1) êáé (4.3.2),
ïöåßëïõìå áóöáëþò íá ëÜâïõìå ôþñá õðüøç ìáò êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (4.3.2): ôç óõíèÞêç
çñåìßáò v(0) = 0 ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0. ¸ôóé èá ðñïóäéïñßóïõìå
ôç óôáèåñÜ C óôçí ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç vg(t) óôç ó÷Ýóç (4.3.11). Ðáíåýêïëï åßíáé êé áõôü:

v(0) = 0 �⇒ Ce−c·0/m + mg
c

= 0 �⇒ C · 1 + mg
c

= 0 �⇒ C = − mg
c

. (4.3.12)

ÅðïìÝíùò ôþñá ç ãåíéêÞ ëýóç vg(t) óôç ó÷Ýóç (4.3.11) ìåôáðßðôåé óôçí ôåëéêÞ ìáò ëýóç

v(t) = − mg
c

e−ct/m + mg
c

êáé ìå ðáñáãïíôïðïßçóç v(t) = mg
c

(
1 − e−ct/m). (4.3.13)

(ÐáñåíèåôéêÜóçìåéþíïõìå üôé ìå ïëïêëÞñùóçôçò ôá÷ýôçôáò v(t) êáé x(0) = x0 Ý÷ïõìå ôç èÝóç x(t).)

ÁõôÞ ç ëýóç v(t) åßíáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ðñþôçò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (4.3.1), ðïõ åßíáé âÝâáéá êáé ç ìïíáäéêÞ ëýóç
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ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (4.3.1) êáé (4.3.2). Áò óçìåéþóïõìå üôé Ýíá êáëÜ ôïðïèåôçìÝíï
öõóéêü ðñüâëçìá, åäþ ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, Ý÷åé ìßá êáé ìüíï ìßá ëýóç ìå ôçí ðñïöáíÞ
ðñïûðüèåóç âÝâáéá ðùò ç åðßëõóÞ ôïõ Ýãéíå óùóôÜ. Áõôü óõíÝâç êé åäþ. ÈáõìÜóéá! Áò åðáëç-
èåýóïõìå ôþñá ôçí ðéï ðÜíù ëýóç (4.3.13). ÎåêéíÜìå áðü ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = 0. ¸÷ïõìå

v(0) = 0 �⇒ v(0) = mg
c

(
1 − e−c·0/m) = mg

c
(1 − 1) = mg

c
· 0 = 0. (4.3.14)

Ðïëý ùñáßá! Åðáëçèåýèçêå ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = 0 áðü ôç ëýóç ìáò (4.3.13). ÁðïìÝíåé ç åðá-
ëÞèåõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (4.3.1): mv̇(t) + cv(t) = mg. Åýêïëç åßíáé êé áõôÞ. Ðñïêýðôåé

m
mg
c

c
m

e−ct/m+c
mg
c

(
1−e−ct/m) = mg �⇒ mge−ct/m+mg−mge−ct/m = mg �⇒ 0=0. (4.3.15)

A4.3.2. Ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ ìå áíôßóôáóç áíÜëïãç ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò ôá÷ýôçôÜò ôïõ

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èåùñïýìå îáíÜ ôçí ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ M ìå ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ôá÷ý-
ôçôá: v(0) = 0, áëëÜ ôþñá ìå áíôßóôáóç R áíÜëïãç ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò ôá÷ýôçôáò: R = −cv2(t)
ìå ôï c êáé ðÜëé ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ (Ó÷Þìá Á4.4). Ðñüêåéôáé ãéá ðïëý åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá.

åðéöÜíåéá ôïõ åäÜöïõò

âÜñïò W = mg

ôá÷ýôçôá v(t) (ðôþóç ìå
v(0) = 0, v(t) ≥ 0)

áíôßóôáóç R = −cv2(t)

õëéêü óçìåßï Ì
ìÜæáò m

ç èåôéêÞ
äéåýèõíóç

ðñïò ôá êÜôù +

Ó÷ÞìáÁ4.4: ¼ðùòêáé óôïÓ÷ÞìáÁ4.3ðôþóç
õëéêïý óçìåßïõÌ ìÜæáòm óôï ãÞéíï ðåäßï âá-
ñýôçôáò õðü ôçí åðßäñáóç ôïõ âÜñïõò ôïõ
W = mg (ðñïò ôá êÜôù ôï âÜñïò W). Ôþñá
üìùò ç áíôßóôáóç ôïõ áÝñá R = −cv2(t) (ðñïò
ôá ðÜíù ç áíôßóôáóç R) åßíáé áíÜëïãç ôïõ ôå-
ôñáãþíïõ ôçò ôá÷ýôçôÜò ôïõ v(t) ìå ãíùóôü
èåôéêü óõíôåëåóôÞ áíáëïãßáò c: c > 0. Ôï õ-
ëéêü óçìåßï Ì îåêéíÜ îáíÜ ìå ìçäåíéêÞ ôá÷ý-
ôçôá: v(0) = 0. ¢ãíùóôç åßíáé êáé ôþñá ç ôá-
÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M ãéá t > 0.

Ôþñá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò (4.3.1) ôñïðïðïéåßôáé (ìå v2(t) áíôß ãéá v(t)) ùò åîÞò:

ma = F = W + R = mg − cv2(t) �⇒ mv̇(t) = mg − cv2(t) �⇒ mv̇(t) + cv2(t) = mg. (4.3.16)

(ÕðïèÝôïõìå åðßóçò ðùò éó÷ýåé êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (4.3.2): v(0) = 0.) ÌáèçìáôéêÜ ãéá t → ∞,
ðñáêôéêÜ ìåôÜ áðü ôï ìåôáâáôéêü (Þ ðáñïäéêü) öáéíüìåíï ç ðáñÜãùãïò a = a(t) = v̇(t), äçëáäÞ
ç åðéôÜ÷õíóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ, ìçäåíßæåôáé. Ôüôå áõôü èá êéíåßôáé ìå ôçí ôåëéêÞ (Þ ïñéáêÞ) ôá÷ý-
ôçôá v∞. ÁõôÞ ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.3.16) èÝôïíôáò v̇(t) = 0. ¸ôóé Ý÷ïõìå

cv2∞ = mg, ïðüôå v∞ =
√

mg
c

ìå v∞ := lim
t→∞ v(t). (4.3.17)

Ìå äéáßñåóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (4.3.16) äéá c êáé åéóáãùãÞ ôïõ óõìâüëïõ v∞, áõôÞ ðáßñíåé
áðëïýóôåñç ìïñöÞ (ç ïðïßá åßíáé áðüëõôá áíÜëïãç ìå ôç ìïñöÞ (4.2.4) ôçò Åíüôçôáò Á4.2):

m
c

dv
dt

+v2 = v2∞ �⇒ m
c

dv
dt

= v2∞ −v2 �⇒ m
c

dv
v2∞ − v2

= dt �⇒ m
cv2∞

dv
1 − (v/v∞)2

= dt. (4.3.18)

Åßíáé ôþñá ðéá ðñïöáíÝò üôé ðñüêåéôáé ãéá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí.
ÌÜëéóôá ïõóéáóôéêÜ åßíáé ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.2.4), ðïõ ëýóáìå (ìå êÜðïéï êüðï . . . )
óôçí Åíüôçôá Á4.2 ãéá ôç ñïÞ áðü Üêñï óùëÞíá. Åäþ áðëÜ Ý÷ïõìå m/c áíôß ãéá 2L. Êáìßá Üëëç
äéáöïñÜ! ÅðïìÝíùò ç ëýóç ìáò v(t) åßíáé êé åäþ ç (4.2.10), áëëÜ ìå m/c áíôß ãéá 2L. ¢ñá Ý÷ïõìå

v(t) = v∞ tanh
cv∞ t
m

êáé ìå v∞ =
√

mg
c

ðáßñíïõìå: v(t) = v∞ tanh
t
ô
, üðïõ ô :=

√
m
cg

(4.3.19)

ï ÷áñáêôçñéóôéêüò ÷ñüíïò óôï ðáñüí ðñüâëçìá ðôþóåùò óçìåßïõ Ì ìå áíôßóôáóç R = −cv2(t).
ÖõóéêÜ ç ðôþóç áõôÞ ìðïñåß íá ãßíåôáé åßôå óôïí áÝñá åßôå óå êÜðïéï Üëëï ñåõóôü, ð.÷. óôï íåñü.
ËáìâÜíïõìå üìùò õðüøç êáé ôçí Üíùóç ðïõ ïöåßëåôáé óôï ñåõóôü, åöüóïí åßíáé óçìáíôéêÞ.
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A4.4. ÏÑÈÏÃÙÍÉÅÓ ÔÑÏ×ÉÅÓ ÊÁÉ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÔÏÕÓ ÓÔÇ ÑÅÕÓÔÏÌÇ×ÁÍÉÊÇ

A4.4.1. Ïñéóìüò êáé ðñïóäéïñéóìüò ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí

Èåùñïýìå ìéá ðñþôç ìïíïðáñáìåôñéêÞ (ìå ìßá ìüíï ðáñÜìåôñï) ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí

F1(x, y1,C1) = 0 ìå ôçí õðüèåóç üôé y1 = y1(x). (4.4.1)

Óôçí ïéêïãÝíåéá áõôÞ ôï C1 äçëþíåé ìéá áõèáßñåôç ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ. ÁõôÞ ç ïéêïãÝíåéá óõ-
íáñôÞóåùí ðáñéóôÜíåé óôï åðßðåäïOxy1 ìéá ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí. Ôéò Üðåéñåò
áõôÝò êáìðýëåò F1(x, y1,C1) = 0 ôéò èåùñïýìå üôé äåí ôÝìíåé ç ìßá ôçí Üëëç. Áðáëåßöïíôáò ìÜëéóôá
ôç óôáèåñÜ C1 ìåôáîý ôçò åîéóþóåùò F1(x, y1,C1) = 0 êáé ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ ôçò ùò ðñïò y1

G1(x, y1, y ′
1,C1) = 0 îáíÜ ìå y1 = y1(x), (4.4.2)

ó÷çìáôßæïõìå ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

H1(x, y1, y ′
1) = 0, üðïõ âÝâáéá y1 = y1(x). (4.4.3)

(Õð’ áõôÝò ôéò óõíèÞêåò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò èá åßíáé öõóéêÜ ç (4.4.1) ìå áõèáßñåôç óôáèåñÜ ôç C1.)

Ó’ áõôÞí ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.4.3) Ý÷ïõìå âÝâáéá áðáëëáãåß áðü ôç óôáèåñÜ C1. Ôïýôç
ôçí åñãáóßá: ó÷çìáôéóìüò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí, üðïõ èá Ý÷åé áðáëåéöèåß
ç ðáñÜìåôñïò C (åäþ ç C1), ôç ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôçí Åíüôçôá Á1.8 ôïõ Êåöáëáßïõ Á1: åîéóþ-
óåéò (1.8.1), (1.8.2) êáé (1.8.3) áíôßóôïé÷åò ôùí (4.4.1), (4.4.2) êáé (4.4.3) åäþ. (BÝâáéá ç ßäéá åñãáóßá
èá ìðïñïýóå íá ãßíåé áíÜëïãá ùò ðñïò x õðïèÝôïíôáò üôé x = x(y).) ¸÷ïõìå ëïéðüí ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (4.4.3): H1(x, y1, y ′

1) = 0 ôçò ïéêïãÝíåéáò ôùí êáìðýëùí F1(x, y1,C1) = 0.

Ùñáßá ëïéðüí ùò åäþ. ÁñêåôÜ ùñáßá. Êáé ðïý ôï ðÜìå ôþñá; Ìá óå ìéá äåýôåñç ïéêïãÝíåéá
óõíáñôÞóåùí, åäþ êáëýôåñá êáìðýëùí óôï ßäéï åðßðåäï, ôçò ìïñöÞò

F2(x, y2,C2) = 0 ìå ôçí áíÜëïãç õðüèåóç üôé y2 = y2(x), (4.4.4)

ðïõ íá Ý÷åé üìùò ìéá óçìáíôéêÞ éäéüôçôá. ÓõãêåêñéìÝíá äå èÝëïõìå áðëÜ ïé äåýôåñåò áõôÝò êáìðý-
ëåò íá ìçí ôÝìíïõí ç ìßá ôçí Üëëç, üðùò êáé ïé ðñþôåò åîÜëëïõ, üðùò õðïèÝóáìå. Åðéèõìïýìå
åðßóçò, ôï ïõóéáóôéêü óçìåßï, íá ôÝìíïõí (óõãêåêñéìÝíá ç êáèåìéÜ ôïõò íá ôÝìíåé) êÜèå êáìðýëç
ôçò ðñþôçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí F1(x, y1,C1) = 0 êÜèåôá, ïñèïãþíéá, êáôÜ ïñèÞ ãùíßá ð

2 = 90◦.
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé ç äåýôåñç ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí F2(x, y2,C2) = 0 áðïôåëåß ôéò

ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôçò ðñþôçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí F1(x, y1,C1) = 0. Êáé áíôßóôñïöá âÝâáéá:
ç ðñþôç ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí F1(x, y1,C1) = 0 áðïôåëåß ðñïöáíþò ôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôçò
äåýôåñçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí F2(x, y2,C2) = 0.

➤ ÐáñáôÞñçóç A4.1: Ðáñüëï ðïõ ïõóéáóôéêÜ áíáöåñüìáóôå óôï ßäéï åðßðåäï Oxy, åíôïýôïéò
ðñïôéìÞóáìå Ýíá óçìåßï ôïõ P = (x, y) íá ôï äçëþíïõìå óáí (x, y1), üôáí áíáöåñüìáóôå óôçí
ðñþôç ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí F1(x, y1,C1) = 0, êáé óáí (x, y2), üôáí áíáöåñüìáóôå óôç äåýôåñç
ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí F2(x, y2,C2) = 0. ¸ôóé äå äçìéïõñãåßôáé óýã÷õóç ìåôáîý ôùí äýï áõôþí
ïéêïãåíåéþí êáìðýëùí. ÎáíÜ: ôï óçìåßï P = (x, y) ôïõ åðéðÝäïõ Oxy ôï äçëþíïõìå óáí (x, y1)
«âëÝðïíôÜò» ôï óáí óçìåßï êáìðýëçò ôçò ðñþôçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí êáé óáí (x, y2) ôþñá
«âëÝðïíôÜò» ôï óáí óçìåßï êáé ôçò áíôßóôïé÷çò êáìðýëçò ôçò äåýôåñçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí:
ôï ßäéï óçìåßï (x, y). Êáé öõóéêÜ áõôÝò ïé äýï êáìðýëåò ôÝìíïíôáé åêåß êáôÜ ïñèÞ ãùíßá: ð

2 = 90◦.

Ãéá ôçí åýñåóç ôçò äåýôåñçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí: ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí F2(x, y2,C2) = 0
ôçò ðñþôçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí F1(x, y1,C1) = 0 ï ôñüðïò åñãáóßáò åßíáé áñêåôÜ áðëüò. Óå Ýíá
óçìåßï P = (x, y) ôïõ åðéðÝäïõ Oxy üðïõ ôÝìíåôáé ìéá óõãêåêñéìÝíç êáìðýëç ôçò ìéáò ïéêïãÝíåéáò
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ìå ìéá åðßóçò óõãêåêñéìÝíç êáìðýëç ôçò Üëëçò ïéêïãÝíåéáò ïé ãùíßåò è1 êáé è2 ðïõ ó÷çìáôßæïõí
ïé åöáðôüìåíåò ó’ áõôÝò ôéò êáìðýëåò ìå ôïí Üîïíá Ox èá äéáöÝñïõí êáôÜ ð

2 = 90◦. ÄçëáäÞ

è2=è1 ± ð
2
, ïðüôå áðü ôçí Ôñéãùíïìåôñßá tan è2= tan

(
è1 ± ð

2

)
=− cot è1=− 1

tan è1
. (4.4.5)

ÁëëÜ áðü ôï Äéáöïñéêü Ëïãéóìü, óõãêåêñéìÝíá áðü ôéò Ðáñáãþãïõò, ãíùñßæïõìå ðùò ìå è
ôç ãùíßá êëßóåùò ìéáò ëåßáò êáìðýëçò y = y(x) óôï óçìåßï ôçò (x, y) ç áíôßóôïé÷ç êëßóç èá åßíáé
ç ðáñÜãùãïò

y ′(x) = tan è. ÅðïìÝíùò åäþ y ′
1(x) = tan è1 êáé y ′

2(x) = tan è2 (4.4.6)

óôï óçìåßï ôïìÞò P = (x, y) ôùí äýï êáìðýëùí y1 = y1(x) êáé y2 = y2(x), ôéò ïðïßåò ðñïáíáöÝñáìå.
¢ñá ç äåýôåñç ó÷Ýóç (4.4.5), ç óõíèÞêç ïñèïãùíéüôçôáò ôùí äýï êáìðýëùí ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

y ′
2(x)=− 1

y ′
1(x)

Þ áðëÜ y ′
2=− 1

y ′
1

êáé ó÷åäüí éóïäýíáìá y ′
1(x)y

′
2(x)=−1 Þ y ′

1y
′
2 = −1 (4.4.7)

êáé ôåëéêÜ
y ′
1(x) = − 1

y ′
2(x)

Þ óõíôïìüôåñá y ′
1 = − 1

y ′
2
. (4.4.8)

¢ñá, ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ìéáò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí F1(x, y1,C1) = 0,
èá ðñÝðåé íá êÜíïõìå ôñßá Þ ôÝóóåñá óõãêåêñéìÝíá âÞìáôá:

ÂÞìá1: Íáðñïóäéïñßóïõìå ôçíáíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò ôÜîåùòH1(x, y1, y ′
1) = 0

óôç ó÷Ýóç (4.4.3) Ý÷ïíôáò õðï÷ñåùôéêÜ áðáëåßøåé ôç óôáèåñÜ C1 óôç äéáöïñéêÞ ìáò áõôÞ åîß-
óùóç. Ôï ôïíßæïõìå áõôü: ç óôáèåñÜ C1 ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá Ý÷åé áðáëåéöèåß, íá ìçí õðÜñ÷åé
êáèüëïõ óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç H1(x, y1, y ′

1) = 0. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óõíçèéóìÝíï ëÜèïò, ôï ïðïßï
ïäçãåß üìùò óå åíôåëþò ëÜèïò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò. Äåí åßíáé êñßìá íá ãßíåé Ýíá ôÝôïéï ëÜèïò . . . ;

ÂÞìá 2: Óôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç: óôçí åîßóùóçH1(x, y1, y ′
1) = 0 íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôçí

ðáñÜãùãï y ′
1 = y ′

1(x) ìå −1/y ′
2 = −1/y ′

2(x). Ìå ôïí ôñüðï áõôü èá ðñïêýøåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

H2(x, y2, y ′
2) = 0 (4.4.9)

ôçò äåýôåñçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí F2(x, y2,C2) = 0 óôç ó÷Ýóç (4.4.4), äçëáäÞ ôùí ïñèïãùíßùí
ôñï÷éþí ôçò ðñþôçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí F1(x, y1,C1) = 0 óôçí áñ÷éêÞ ó÷Ýóç (4.4.1).

ÂÞìá 3: Íá ëýóïõìå ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç H2(x, y2, y ′
2) = 0 ôçò äåýôåñçò ïéêïãÝíåéáò

êáìðýëùí êáé íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç ëýóç ôçò

F2(x, y2,C2) = 0. (4.4.10)

Ôïýôç åßíáé ç åîßóùóç (4.4.4) ôçò äåýôåñçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí: ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí ôçò
ðñþôçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí F1(x, y1,C1) = 0. ÔÝëïò ðñïáéñåôéêÜ, ãéá åðáëÞèåõóç:

ÂÞìá 4: Áðü ôéò äýï ïéêïãÝíåéåò êáìðýëùí F1(x, y1,C1) = 0 êáé F2(x, y2,C2) = 0 íá ðñïóäéïñß-
óïõìå ôéò ðáñáãþãïõò ôïõò y ′

1(x) êáé y
′
2(x) ìå ðáñáãùãßóåéò ôïõò ùò ðñïò x êáé íá åëÝãîïõìå üôé

éó÷ýåé ç óõíèÞêç ïñèïãùíéüôçôáò y ′
1(x)y

′
2(x) = −1 ôçò ó÷Ýóåùò (4.4.7). Ç åðáëÞèåõóç áõôÞ ßóùò

íá öáßíåôáé (êáé óõ÷íÜ åßíáé!) êÜðùò ÷ñïíïâüñá. Ìáò åîáóöáëßæåé üìùò üôé Ý÷ïõìå óô’ áëÞèåéá
âñåé ôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò F2(x, y2,C2) = 0 ôçò ïéêïãÝíåéáò ôùí êáìðýëùí ìáò F1(x, y1,C1) = 0.

Êé áíÜðïäá: áöïý ïé êáìðýëåò ôùí äýï áõôþí ïéêïãåíåéþí êáìðýëùí ôÝìíïíôáé ïñèïãþíéá,
åßíáé óáöÝò üôé ç ðñþôç ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí F1(x, y1,C1) = 0 áðïôåëåß ôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôçò
äåýôåñçò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí F2(x, y2,C2) = 0. Óôéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò áíáöÝñåôáé óõ÷íÜ êáé
ç Ýííïéá ôùí éóïãùíßùí ôñï÷éþí ìéáò ïéêïãÝíåéáò êáìðýëùí, ðïõ ó÷çìáôßæïõí óôáèåñÞ ãùíßá á
ìå ôéò áñ÷éêÝò êáìðýëåò óôá óçìåßá ôïìÞò ôïõò. Áëë’ åìåßò åäþ ðåñéïñéæüìáóôå óôéò ïñèïãþíéåò
ôñï÷éÝò Ý÷ïíôáò åðéëÝîåé ìüíï á = ð

2 = 90◦. ÁõôÝò åßíáé êáé ïé ìüíåò ðïõ ðáñïõóéÜæïõí ðñáêôéêü
åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Êáé ôï åýëïãï, ðñïöáíÝò åñþôçìá: Ðïý üìùò; ÁðÜíôçóç:
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A4.4.2. ÅöáñìïãÝò ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí

Ïé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò åßíáé ÷ñÞóéìåò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, åðåéäÞ ðáñïõóéÜæïíôáé óå
äéÜöïñá äéäéÜóôáôá ðñïâëÞìáôá ðåäßïõ (óôï åðßðåäï Oxy: óôéò äýï äéáóôÜóåéò). ÓõãêåêñéìÝíá:

• Óôç Âáñýôçôá ïé ãñáììÝò åíôÜóåùò äéäéÜóôáôïõ ðåäßïõ âáñýôçôáò ôÝìíïíôáé êÜèåôá ìå
ôéò éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò ôïõ. (Áêñéâþò áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé óôï óôáôéêü Çëåêôñéóìü.)

• Óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò ïé ãñáììÝò ñïÞò ôçò èåñìüôçôáò ôÝìíïíôáé êÜèåôá ìå ôéò éóü-
èåñìåò ãñáììÝò, äçëáäÞ ôéò éóïèåñìïêñáóéáêÝò ãñáììÝò: áõôÝò ìå óôáèåñÞ èåñìïêñáóßá è.

• Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ éäåáôïý ñåõóôïý êáé óôç äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) ìüíéìç (óôáèåñÞ) ñïÞ
ïé ãñáììÝò ñïÞò ôïõ ñåõóôïý ôÝìíïíôáé êÜèåôá ìå ôéò éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò.

• Óôç Ãåùäáéóßáó’ Ýíáí ôïðïãñáöéêü ÷Üñôç ìéáòðåñéï÷Þò óôï åðßðåäï ïé éóïûøåßò êáìðýëåò
(ïé êáìðýëåò ôùí óçìåßùí ìå óôáèåñü ýøïò h) êáé ïé êáìðýëåò ôçò êëßóåùò (ôïõ grad h ≡ ∇h)
ó’ áõôÝò, êáôÜ ôéò ïðïßåò ñÝåé ôï íåñü ôçò âñï÷Þò, åßíáé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ç ìßá ôçò Üëëçò.

Óçìåéþíïõìå üôé óôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ ç ÷ñÞóç ôùí ëÝîåùí ãñáììÝò êáé êáìðýëåò åßíáé áðüëõôá
éóïäýíáìç. Åðßóçò ç ÷ñÞóç ôùí öñÜóåùí ôÝìíïíôáé êÜèåôá êáé ôÝìíïíôáé ïñèïãþíéá. ÔÝëïò, üôáí
ìéá ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí áðïôåëåß ôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ìéáò Üëëçò ïéêïãÝíåéáò: ãùíßá ôïìÞò
ôùí åöáðôïìÝíùí ôïõò óå Ýíá óçìåßï (x, y) ßóç ìå ð

2 = 90◦, ôüôå öõóéêÜ éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï.

Áóöáëþò ç ðéï åíäéáöÝñïõóá áðü ôéò ôÝóóåñéò áõôÝò åöáñìïãÝò ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí
åßíáé ç ôñßôç, ðïõ áöïñÜ óôçí åðßðåäç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ éäåáôïý ñåõóôïý (áóõìðßåóôïõ êáé ÷ùñßò
óõíåêôéêüôçôá, éîþäåò). Ó’ áõôÞí åóôéÜæïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óôéò åöáñìïãÝò ðïõ áêïëïõèïýí:

� ÅöáñìïãÞ A4.1 (Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: óçìåéáêÞ ðçãÞ, óçìåéáêÞ áðáãùãÞ êáé óçìåéáêÞ äßíç):
Æçôïýíôáé ïé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôçò ïéêïãÝíåéáò ôùí êýêëùí (åííïåßôáé ôùí ðåñéöåñåéþí êýêëùí)

x2 + y2 = a2 (4.4.11)

ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï = (0, 0) êáé áêôßíá a (a > 0).

Ëýóç: Èá áêïëïõèÞóïõìå áêñéâþò ôá ôÝóóåñá âÞìáôá óôá ïðïßá áíáöåñèÞêáìå óôï ôÝëïò
ôçò ðñïçãïýìåíçò ÐáñáãñÜöïõ Á4.4.1.

ÂÞìá 1: ÕðïèÝôïõìå üôé y = y(x) (êáé ü÷é x = x(y)) êáé ðáñáãùãßæïõìåùòðñïò x ôçí ïéêïãÝíåéá
ôùí êýêëùí (4.4.11). Ó÷çìáôßæïõìå Ýôóé ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò:

x2 + y21 (x) = a2 �⇒ 2x + 2y1(x)y ′
1(x) = 0 �⇒ y ′

1(x) = − x
y1(x)

. (4.4.12)

Óçìåéþíïõìå üôé ãéá íá ìç ìðåñäåõèïýìå, äçëþíïõìå ôçí åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ óáí y1(x) áíôß
óáí y(x) ãéá ôçí ðñþôç áõôÞ ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí: ôïõò êýêëïõò. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé èá
ìðïñïýóáìå âÝâáéá íá åñãáóèïýìå êáé ìå åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ ôç x èåùñþíôáò üôé x = x(y).
ÕðïëïãéóôéêÜ åßíáé ôï ßäéï óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ êáé èá ðÜñïõìå ôï ßäéï áêñéâþò áðïôÝëå-
óìá. Ðáñáôçñïýìå ôÝëïò üôé åéäéêÜ ó’ áõôÞí ôçí åöáñìïãÞ ç ðáñáãþãéóç åðÝöåñå áìÝóùò ôçí
åîÜëåéøç ôçò ðáñáìÝôñïõ a: ôçò áêôßíáò ôïõ êýêëïõ. (ÄçëáäÞ Þìáóôáí ôõ÷åñïß óôçí áðáëïéöÞ!)

ÂÞìá 2: Ôþñá ó÷çìáôßæïõìå êáé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí ôùí êýêëùí
ìáò: x2 + y21 = a2. Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (4.4.7) ãíùñßæïõìå üôé èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå y ′

2(x) = −1/y ′
1(x)

éóïäýíáìá y ′
1(x)y

′
2(x) = −1. Áõôü êáé êÜíïõìå óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí êýêëùí ìáò (4.4.12)

(äåýôåñç åîßóùóç) ðñïóäéïñßæïíôáò Ýôóé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí ôïõò

y ′
2(x) = − 1

y ′
1(x)

�⇒ y ′
2(x) = − 1

−x/y2(x)
= y2(x)

x
Þ

dy2
dx

= y2
x

. (4.4.13)

Îáíáûðåíèõìßæïõìå üôé èÝôïõìå y2(x) áíôß y(x) óôéò æçôïýìåíåò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò. ¸ôóé äå èá
ìðïñåß íá ãßíåé óýã÷õóç ìå ôï óýìâïëï y1(x), ðïõ ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá ôéò áñ÷éêÝò êáìðýëåò,
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åäþ ôïõò êýêëïõò (4.4.11). Ôïíßæïõìå üôé óå Ýíá óçìåßï ôïìÞò (êÜèåôá) ìéáò êáìðýëçò áðü ôç ìßá
ïéêïãÝíåéá êáé ìéáò áðü ôçí Üëëç (áðü ôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôçò ðñþôçò ïéêïãÝíåéáò) íáé ìåí

y1(x) = y2(x), áëë’ áíôßèåôá y ′
1(x) �= y ′

2(x) êáé óõãêåêñéìÝíá y ′
1(x)y

′
2(x) = −1 ðÜíôá! (4.4.14)

Áõôü ôï Ý÷ïõìå ìÜèåé ðÜñá ðïëý êáëÜ áðü ôéò ó÷Ýóåéò (4.4.7) Þ (4.4.8). ÐÜìå ëïéðüí ðáñáêÜôù!

ÂÞìá3: Ôþñá Ý÷ïõìåáðëÜ íá åðéëýóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò ôÜîåùò (4.4.13), óôçí
ïðïßá êáôáëÞîáìå. Ðñüêåéôáé ðñïöáíþò ãéá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí
êáé Ýôóé ëýíåôáé (åäþ ôïõëÜ÷éóôïí!) ðÜñá ðïëý åýêïëá. Ãéá íá ôï äïýìå êáèáñÜ áõôü . . .

dy2
dx

= y2
x

�⇒ dy2
y2

= dx
x

�⇒ ln |y2| = ln |x| + c �⇒ y2 = Cx (4.4.15)

ìåC = ±ec ìéá áõèáßñåôçðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ. Ðïý êáôáëÞîáìå ëïéðüí; Ìáóôéò åõèåßåò y2 = Cx,
ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï = (0, 0). ÁõôÞ ç ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí, ôïýôåò ïé
åõèåßåò y2 = Cx åßíáé ïé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôùí êýêëùí x2 + y21 = a2 ìå êÝíôñï ðÜëé ôçí áñ÷Þ ôùí
áîüíùíÏ = (0, 0). Êáé Þôáí áíáìåíüìåíï áõôü, åðåéäÞ îÝñïõìå êáëÜ áðü ôç Ãåùìåôñßá üôé óå Ýíáí
êýêëï êÜèå áêôßíá ôïõ ôÝìíåé êÜèåôá ôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ êýêëïõ. Áõôü ëïéðüí áðïêáëýöèçêå êé
åäþ ìå «âáñéÜ» ìÝèïäï: ôç ÷ñÞóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé óõãêåêñéìÝíá ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí.

x

y Ó÷Þìá Á4.5: Ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò (ïé
ëåðôÝò ãñáììÝò: ïé êýêëïé) êáèþò êáé ïé
ãñáììÝò ñïÞò (ïé ðá÷éÝò ãñáììÝò: ïé çìé-
åõèåßåò ðïõ îåêéíïýí áðü ôçí áñ÷Þ ôùí
áîüíùí) óôï äéäéÜóôáôï ðåäßï ìüíéìçò
ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý óçìåéáêÞò ðçãÞò
Þ áðáãùãÞò. Ïé ãñáììÝò ñïÞò åßíáé ïé ïñ-
èïãþíéåò ôñï÷éÝò ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáì-
ìþí. Áóöáëþò éó÷ýåé êáé ç áíôßóôñïöç
ðñüôáóç: ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò åßíáé
ïé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôùí ãñáììþí ñïÞò.
Óôï áíôßóôïé÷ï ðåäßï ñïÞò óçìåéáêÞò äß-
íçò ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò åßíáé ïé ðá-
÷éÝò ãñáììÝò êé ïé ãñáììÝò ñïÞò ïé ëåðôÝò:
äçëáäÞ ãßíåôáé åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôïõò.

Óôï ðéï ðÜíù Ó÷Þìá Á4.5 (ðïõ Ýãéíå ìå ôçMathematica) äåß÷íïõìå áñêåôÝò éóïäõíáìéêÝò ãñáì-
ìÝò, ðïõ åäþ åßíáé ðåñéöÝñåéåò, êáèþò êáé áñêåôÝò ãñáììÝò ñïÞò, ðïõ åäþ åßíáé çìéåõèåßåò ïé
ïðïßåò îåêéíïýí áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï = (0, 0). Ðñüêåéôáé ãéá ôï ðåäßï ñïÞò óçìåéáêÞò
ðçãÞò ñåõóôïý, üðïõ ôï ñåõóôü êéíåßôáé áêôéíéêÜ êáé áðïìáêñýíåôáé âÝâáéá áðü ôçí ðçãÞ êáôÜ
ìÞêïò ôùí ãñáììþí ñïÞò: ôùí çìéåõèåéþí. Ó’ áõôü ôï ðåäßï ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò, ïé ïñèïãþ-
íéåò ôñï÷éÝò ôùí ãñáììþí ñïÞò åßíáé âÝâáéá ïé ðåñéöÝñåéåò óôï ðéï ðÜíù Ó÷Þìá Á4.5. Èåùñïýìå
ôþñá ðùò áíôß ãéá óçìåéáêÞ ðçãÞ ñåõóôïý Ý÷ïõìå óçìåéáêÞ áðáãùãÞ (Þ óçìåéáêÞ êáôáâüèñá)
ñåõóôïý. Ôüôå äåí áëëÜæïõí ïé ãñáììÝò ñïÞò êáé ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò. Åíôïýôïéò ôþñá óôéò
ãñáììÝò ñïÞò, óôéò çìéåõèåßåò, ôï ñåõóôü êéíåßôáé ðñïò ôçí áðáãùãÞ, ðñïò ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí,
áíôß íá áðïìáêñýíåôáé áðü áõôÞí. ÔÝëïò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå óçìåéáêÞ äßíç (áíôß ðçãÞ
Þ áðáãùãÞ), ôüôå ïé ãñáììÝò ñïÞò åßíáé ïé ðåñéöÝñåéåò: ôï ñåõóôü ãõñßæåé ãýñù áðü ôç äßíç (åßôå
äåîéüóôñïöá åßôå áñéóôåñüóôñïöá, åîáñôÜôáé), åíþ ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò åßíáé ïé çìéåõèåßåò.

ÂÞìá 4: Ç åðáëÞèåõóç ôþñá üôé ìéá éóïäõíáìéêÞ ãñáììÞ y1(x) êáé ìéá ãñáììÞ ñïÞò y2(x) ôÝìíï-
íôáé ïñèïãþíéá óôï óçìåßï (x, y) ôïìÞò ôïõò, üðïõ âÝâáéá y = y1 = y2, åðåéäÞ åßíáé êïéíü óçìåßï
êáé ôùí äýï êáìðýëùí: åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôïõò! Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç (4.4.12) Ý÷ïõìå
y ′
1 = −x/y, áöïý y1 = y. Åðßóçò áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç (4.4.15) Ý÷ïõìå y ′

2 = C = y/x, áöïý
C = y2/x = y/x. ¢ñá y ′

1y
′
2 = (−x/y)(y/x) = −1. Êé áðïäåß÷èçêå ç ïñèïãùíéüôçôá óôï óçìåßï (x, y).�
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O x

y Ó÷Þìá Á4.6: Ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò
(ïé ëåðôÝò ãñáììÝò) êáé ïé ãñáììÝò ñïÞò
(ïé ðá÷éÝò ãñáììÝò) óôï äéäéÜóôáôï ðåäßï
ìüíéìçò ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý óå ïñèÞ
ãùíßá (90◦): åäþ óôï ôåôáñôçìüñéï x ≥ 0,
y ≥ 0. Êé ïé äýï áõôÝò ïéêïãÝíåéåò êáìðý-
ëùí åßíáé åäþ õðåñâïëÝò. ÂÝâáéá ïé ãñáì-
ìÝò ñïÞò åßíáé êáé ðÜëé ïé ïñèïãþíéåò ôñï-
÷éÝò ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí. ÖõóéêÜ
éó÷ýåé îáíÜ êáé çáíôßóôñïöçðñüôáóç: ïé
éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò åßíáé ïé ïñèïãþíéåò
ôñï÷éÝò ôùí ãñáììþí ñïÞò. ÐÜíôá éó÷ýåé
ç ïñèïãùíéüôçôá óå äéäéÜóôáôáðåäßá ìü-
íéìçò (óôáèåñÞò) ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý.

� ÅöáñìïãÞ A4.2 (Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ñïÞ ñåõóôïý óå ïñèÞ ãùíßá): Óå ìüíéìç äéäéÜóôáôç ñïÞ
éäåáôïý ñåõóôïý óôçí ïñèÞ ãùíßá (óôï ôåôáñôçìüñéï) x ≥ 0 êáé y ≥ 0 ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò
åßíáé ïé õðåñâïëÝò

x2 − y21 = C1 ìå y1 = y1(x). (4.4.16)

(á) Æçôïýíôáé ïé ãñáììÝò ñïÞò ôïõ ßäéïõðåäßïõ ñïÞò. (â) Íá ãßíåé åðßóçò êáé ç áíôßóôñïöç åñãáóßá.

Ëýóç: (á)¼ðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ, èá åñãáóèïýìå îáíÜ ìå ôç ìåèïäïëïãßá ôçò
ÐáñáãñÜöïõ Á4.4.1, åäþ üìùò ëéãÜêé ðéï óýíôïìá. Ðñþôá ðáñáãùãßæïõìå ôçí åîßóùóç (4.4.16)
ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí ùò ðñïò x (èá ìðïñïýóáìå âÝâáéá êé ùò ðñïò y1). ¸ôóé âñßóêïõìå üôé

2x − 2y1y ′
1 = 0, ïðüôå y ′

1 = x
y1

. ¢ñá y ′
2 = − 1

y ′
1

�⇒ y ′
2 = − y2

x
Þ

dy2
dx

= − y2
x

. (4.4.17)

Áõôü éó÷ýåé, ãéáôß y1 = y2 = y óôï óçìåßï ôïìÞò (x, y) ìéáò éóïäõíáìéêÞò ãñáììÞò êáé ìéáò ãñáììÞò
ñïÞò. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. Ôç ëýíïõìå åýêïëá:

dy2
dx

=− y2
x

�⇒ dy2
y2

=− dx
x

�⇒ ln |y2|=− ln |x|+c2 �⇒ ln |x|+ln |y2|=c2 �⇒ xy2=C2. (4.4.18)

ÊáôáëÞîáìå ëïéðüí óôï óõìðÝñáóìá üôé ïé æçôïýìåíåò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò, ïé ãñáììÝò ñïÞò
óôï ðáñüí ðåäßï ñïÞò åßíáé ïé õðåñâïëÝò xy2 = C2 Þ áðëÜ xy = C. Óôï ðéï ðÜíù Ó÷Þìá Á4.6 (ðïõ
Ýãéíå ðÜëé ìå ôç Mathematica) ðáñïõóéÜæïíôáé áñêåôÝò éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò (ïé ëåðôÝò ãñáììÝò)
êáé åðßóçò áñêåôÝò ãñáììÝò ñïÞò (ïé ðá÷éÝò ãñáììÝò). Ðáñáôçñïýìå üôé ï çìéÜîïíáò Oy ìáæß ìå
ôïí çìéÜîïíá Ox áðïôåëïýí êé áõôïß ìéá ãñáììÞ ñïÞò: ãéá C2 = 0 óôç ëýóç xy2 = C2. Åßíáé åðßóçò
ðñïöáíÝò áðü ôï ðáñáðÜíù ó÷Þìá üôé ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò êáé ïé ãñáììÝò ñïÞò ôÝìíïíôáé
êáôÜ ïñèÞ ãùíßá. ÅðïìÝíùò áðïôåëïýí äýï ïéêïãÝíåéåò ïñèïãùíßùí (ìåôáîý ôïõò) ôñï÷éþí.

(â) Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá êáé óôçí áíôßóôñïöç åñãáóßá. ÕðïèÝôïõìå ãíùóôÝò ôéò ãñáììÝò
ñïÞò xy2 = C2 êáé èá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò óáí ôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôïõò.
ÄïõëåéÜ ëïéðüí (åõôõ÷þò ëßãç!). Ðáñáãùãßæïíôáò ùò ðñïò x ôçí åîßóùóç xy2 = C2, âñßóêïõìå üôé

y2 + xy ′
2 = 0, ïðüôå y ′

2 = − y2
x

. ÅðïìÝíùò y ′
1 = − 1

y ′
2

�⇒ y ′
1 = x

y1
Þ

dy1
dx

= x
y1

, (4.4.19)

åðåéäÞ y1 = y2 = y óå Ýíá óçìåßï ôïìÞò (x, y) ìéáò ãñáììÞò ñïÞò êáé ìéáò éóïäõíáìéêÞò ãñáììÞò.
ÐñïÝêõøå ðÜëé äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. Ôç ëýíïõìå åýêïëá êáé âñßóêïõìå:

dy1
dx

= x
y1

�⇒ y1dy1 = xdx �⇒ y21
2

= x2

2
+c1 �⇒ x2−y21 = −2c1 �⇒ x2−y21 = C1 (4.4.20)

ìå C1 = −2c1 ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ. ¢ñá âñÞêáìå ôéò éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò (4.4.16) óáí ïñèï-
ãþíéåò ôñï÷éÝò ôùí ãñáììþí ñïÞò (4.4.18). Ôïýôï áðïôåëåß êáé åðáëÞèåõóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò
ôïõ åñùôÞìáôïò (á) ãéá ôéò ãñáììÝò ñïÞò. ÁñêåôÜ! Äå èá ðñï÷ùñÞóïõìå óå Üëëåò åöáñìïãÝò. �
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A5
ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ:

ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÉ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÐÜñá ðïëý åíäéáöÝñïõóåò êáé ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìåò åßíáé ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.
Ôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò ôéò Ý÷ïõìå Þäç ìåëåôÞóåé óôçí Åíüôçôá Á3.4
ôïõ Êåöáëáßïõ Á3. Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á5 èá áíáöåñèïýìå êõñßùò óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò äåõôÝñáò êáé áíùôÝñáò ôÜîåùò. Óôçí áñ÷Þ èá äþóïõìå ìåñéêÝò âáóéêÝò Ýííïéåò, üðùò
ôçí Ýííïéá ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò n óõíáñôÞóåùí, ôçí Ýííïéá ôçò ïñßæïõóáò Wronski êáé
ôçí Ýííïéá ôïõ èåìåëéþäïõò óõíüëïõ ëýóåùí ìéáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
Èá áíáöåñèïýìå åðßóçò êáé óå ïñéóìÝíá åíäéáöÝñïíôá ó÷åôéêÜ èåùñÞìáôá.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôç ìÝèïäï ôïõ õðïâéâáóìïý ôçò ôÜîåùò ãéá ôçí áíáãùãÞ
ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò n-ôÜîåùò óå ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (n − 1)-ôÜîåùò
ìå Ýìöáóç óôçí ðåñßðôùóç üðïõ n = 2: äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò. Áêïëïýèùò èá
åîåôÜóïõìå åêôåíþò ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y = eìx (ìå ôï ì ðñïóäéïñéóôÝá
óôáèåñÜ). ÁõôÞ åßíáé ìéá äéáäåäïìÝíç êáé ÷ñÞóéìç ìÝèïäïò ãéá ôçí åðßëõóç ïìïãåíþí ãñáììéêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí n-ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ç ìÝèïäïò áõôÞ ïäçãåß óôçí êáëïý-
ìåíç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç, ìéá ðïëõùíõìéêÞ åîßóùóç n-âáèìïý, ç åðßëõóç ôçò ïðïßáò ìáò
åðéôñÝðåé ôçí åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ó÷åôéêÞ
åßíáé êáé ç áíôßóôïé÷ç ìÝèïäïò ãéá ôçí åîßóùóç Euler (Þ Cauchy--Euler), ðïõ åßíáé ìéá ãñáììéêÞ äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Êáé ãéá ôçí åîßóùóç áõôÞ èá âñïýìå ôç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò, áöïý ðñþôá ó÷çìáôßóïõìå ôç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç. Èá áíáöåñèïýìå ìåôÜ óôéò
äýï âáóéêÝò ìåèüäïõò ãéá ôçí åðßëõóç ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí: (á) Óôç
ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí êáé (â) Óôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí.

Ó’ üëï ôï êåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå êáé ïñéóìÝíá ðáñáäåßãìáôá êáèþò êáé óýíôïìåò åöáñ-
ìïãÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ãéá ôçí êáôáíüçóç êáé åðßäåéîç ôùí äõíáôïôÞôùí
ôùí ìåèüäùí ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé åäþ. Óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á6 èá áíáöåñèïýìå åêôåíþò óôéò
Ôáëáíôþóåéò ìïíïâÜèìéùí ìç÷áíéêþí óõóôçìÜôùí, ðïõ åßíáé ôüóï óçìáíôéêÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü. Óôï ÊåöÜëáéï Á7 èá ðáñïõóéÜóïõìå äýï åöáñìïãÝò ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Óôç óõíÝ÷åéá óôï ÊåöÜëáéï Á8 èá ãßíïõí ôñåéò åöáñìïãÝò:
(á) óôéò ÐëÜêåò, (â) óôéò Èåìåëéþóåéò êáé (ã) óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ. ÐáñáðÝñá óôï ÊåöÜ-
ëáéï Á9 èá áíáöåñèïýìå óå äýï ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí ðÜëé ãéá ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå Ýìöáóç óôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý óôýëïõ. Ìéá åíäéáöÝñïõóá åíáëëáêôéêÞ
äõíáôüôçôá ãéá ôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí áðïôåëåß ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace. ÁõôÞ èá ôç ìåëåôÞóïõìå óôï ÊåöÜëáéï Á10 ìå åöáñìïãÝò ôçò óôï ÊåöÜëáéï Á11.
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A5.1. ÃÑÁÌÌÉÊÁ ÁÍÅÎÁÑÔÇÔÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

ÐÜñá ðïëý ÷ñÞóéìç óôç ìåëÝôç ôùí ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (åßôå ìå óôá-
èåñïýò åßôå ìå ìçóôáèåñïýò, ìåôáâëçôïýòóõíôåëåóôÝò) åßíáé ç Ýííïéá ôçò ãñáììéêÞòáíåîáñôçóßáò
óõíáñôÞóåùí. Ôçí ðáñïõóéÜæïõìå óôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü:

� ÏÑÉÓÌÏÓ: Êáëïýìå n óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò óå Ýíá äéÜ-
óôçìá [a, b] (ðåðåñáóìÝíï Þ Üðåéñï), åÜí ìïíáäéêÞ äõíáôüôçôá, ãéá íá éó÷ýåé ç ôáõôüôçôá

c1y1(x) + c2y2(x) + · · · + cnyn(x) = 0 ãéá êÜèå x óôï äéÜóôçìá [a, b] (5.1.1)

ìå ôá c1, c2, . . . , cn óôáèåñÝò, áðïôåëåß ç åðéëïãÞ üëùí áíåîáéñÝôùò ôùí óôáèåñþí áõôþí óáí
ìçäåíéêþí óôáèåñþí. ÐñÝðåé äçëáäÞ ïðùóäÞðïôå ãéá ôçí éó÷ý ôçò ôáõôüôçôáò (5.1.1) íá éó÷ýåé

c1 = c2 = · · · = cn = 0. (5.1.2)

Ìüíï ôüôå ìðïñïýìå íá ÷áñáêôçñßóïõìå ôéò n óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) óáí ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôåò óõíáñôÞóåéò óôï äéÜóôçìá [a, b].

ÅÜí ïé ðéï ðÜíù n óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) äåí åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò, ôüôå
êáëïýíôáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò (óôï ßäéï öõóéêÜ äéÜóôçìá [a, b]). ÄçëáäÞ óôéò n ãñáììéêÜ åîáñ-
ôçìÝíåò óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) õðÜñ÷åé ïðùóäÞðïôå ç äõíáôüôçôá Ýíáò ôïõëÜ÷éóôïí
áðü ôïõò n óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò c1, c2, . . . , cn óôç ó÷Ýóç (5.1.1) íá ìçí åßíáé ìçäåíéêüò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áò õðïèÝóïõìå óôï óçìåßï áõôü üôé ãéá n ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò óõíáñôÞóåéò
y1(x), y2(x), . . . , yn(x) ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò ðéï ðÜíù óôáèåñÝò c1, c2, . . . , cn, Ýôóé þóôå
íá åßíáé c1 �= 0. ÅðïìÝíùò ôþñá, ìå c1 �= 0, ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) äåí åßíáé
ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò: åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò, åðåéäÞ õðÞñîå äõíáôüí íá Ý÷ïõìå c1 �= 0.
¢ñá ç ó÷Ýóç (5.1.1) ìå c1 �= 0 ìðïñåß íá ðÜñåé ôç ìïñöÞ

y1(x) = − 1
c1

[c2y2(x) + · · · + cnyn(x)] ãéá êÜèå x óôï äéÜóôçìá [a, b]. (5.1.3)

(ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ck �= 0.) Ôß áêñéâþò äçëþíåé ç ìïñöÞ áõôÞ (5.1.3) ôçò ó÷Ýóåùò (5.1.1);
Ìá áðëÜ, ðïëý áðëÜ üôé ç óõíÜñôçóç y1(x) Ý÷åé åêöñáóèåß ìå ôç âïÞèåéá ôùí õðüëïéðùí n − 1
óõíáñôÞóåùí y2(x), y3(x), . . . , yn(x). ¢ñá äåí Ý÷ïõìå n ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò óõíáñôÞóåéò, áöïý
ìðïñÝóáìå íá åêöñÜóïõìå ôç ìßá áðü áõôÝò (åäþ, ìå c1 �= 0, ôçí y1(x), ãåíéêüôåñá, åÜí ck �= 0,
ôçí yk(x)) óáí ãñáììéêü óõíäõáóìü ôùí õðüëïéðùí n−1 óõíáñôÞóåùí. Áõôü áñêåß ãéá ôçí Ýëëåéøç
ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò.

� ÐáñÜäåéãìá A5.1: Ïé n óõíáñôÞóåéò

y1(x) = x, y2(x) = x2, . . . , yn(x) = xn (5.1.4)

åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç èåìåëéþäçò ó÷Ýóç (5.1.1) ôçò ãñáììéêÞò
áíåîáñôçóßáò n óõíáñôÞóåùí ðáßñíåé åäþ ôçí ðïëõùíõìéêÞ ìïñöÞ

c1x + c2x2 + · · · + cnxn = 0 (5.1.5)

êáé èÝëïõìå ìÜëéóôá ç ó÷Ýóç áõôÞ íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò. Åíôïýôïéò, åðåéäÞ ðñüêåéôáé ãéá ìéá
ðïëõùíõìéêÞ åîßóùóç ìå n ôï ðïëý ðñáãìáôéêÝò ñßæåò x = xj, áðïêëåßåôáé íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç
áõôÞ (5.1.5) åê ôáõôüôçôïò, äçëáäÞ ãéá êÜèå x óå Ýíá äéÜóôçìá [a, b] (öõóéêÜ ìå a < b). ÅðïìÝíùò
ìïíáäéêÞ ó÷åôéêÞ äõíáôüôçôá áðïôåëåß ç åðéëïãÞ ìçäåíéêþí óôáèåñþí: c1 = c2 = · · · = cn = 0,
áêñéâþò üðùò óôç ó÷Ýóç (5.1.2). ¢ñá ïé n óõíáñôÞóåéò (5.1.4) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. �
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� ÐáñÜäåéãìá A5.2: Ïé ôñåéò óõíáñôÞóåéò

y1(x) = cos2 x, y2(x) = sin2 x, y3(x) = 1 (5.1.6)

åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ éó÷ýåé ç ôáõôüôçôá

cos2 x + sin2 x = 1 �⇒ 1 · cos2 x + 1 · sin2 x + ( − 1) · 1 = 0, (5.1.7)

äçëáäÞ ç âáóéêÞ ó÷Ýóç (5.1.1), åäþ ìå ôéò ìç ìçäåíéêÝò óôáèåñÝò c1 = c2 = 1 êáé c3 = −1. �

� ÅöáñìïãÞ A5.1 (Ôáëáíôþóåéò): Óôï áðëü ìïíïâÜèìéï (ìå Ýíá âáèìü åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêü
óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ Ì (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ S (óôáèåñÜò k) ìå öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá
(éäéïóõ÷íüôçôá) ù0 = √

k/m > 0 õðåéóÝñ÷ïíôáé ïé åîÞò äýï óõíáñôÞóåéò óôéò ôáëáíôþóåéò ôïõ:

u1(t) = cosù0t, u2(t) = sinù0t (5.1.8)

ìå ôï óýìâïëï t íá äçëþíåé ôï ÷ñüíï. Æçôåßôáé íá áðïäåé÷èåß üôé ïé äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé
ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò.

Áðüäåéîç: Óýìöùíá ìå ôç âáóéêÞ ó÷Ýóç (5.1.1) èåùñïýìå êáé åäþ ôï ãñáììéêü óõíäõáóìü
c1u1(t) + c2u2(t) åê ôáõôüôçôïò ßóï ìå ôï ìçäÝí, äçëáäÞ

c1 cosù0t + c2 sinù0t = 0. (5.1.9)

ÕðïèÝôïõìå ðñïò óôéãìÞ üôé õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá íá Ý÷ïõìå c1 �= 0. Ôüôå üìùò ç ó÷Ýóç (5.1.9)
ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

cotù0t = − c2
c1

(5.1.10)

óå Ýíá äéÜóôçìá [t1, t2] üðïõ äå ìçäåíßæåôáé ôï sinù0t. Åßíáé üìùò áäýíáôï íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò
ç ó÷Ýóç (5.1.10), ãéáôß ç ôñéãùíïìåôñéêÞ óõíÜñôçóç óõíåöáðôïìÝíç (cot) äåí åßíáé ìéá óôáèåñÞ
óõíÜñôçóç. ¢ñá áðïêëåßåôáé íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç (5.1.10). ÄçëáäÞ êáôáëÞîáìå óå Üôïðï, åðåéäÞ
êÜíáìå ôçí åóöáëìÝíç õðüèåóç ôçò äõíáôüôçôáò íá ìç ìçäåíßæåôáé ç óôáèåñÜ c1. Ðáñüìïéá,
åÜí õðïèÝóïõìå üôé c2 �= 0, êáé ðÜëé êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï. Ìüíç ëïéðüí äõíáôüôçôÜ ìáò ãéá
ôçí åê ôáõôüôçôïò éó÷ý ôçò ó÷Ýóåùò (5.1.9) áðïôåëåß ç åðéëïãÞ êáé ôùí äýï óôáèåñþí c1 êáé c2
óáí ìçäåíéêþí óôáèåñþí: c1 = c2 = 0. Áõôüò üìùò åßíáé ï ïñéóìüò ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò
óõíáñôÞóåùí ðïõ ðñïáíáöÝñáìå. ¢ñá ïé äýï óõíáñôÞóåéò (5.1.8) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. �

� ÅöáñìïãÞ A5.2 (ÄõíáìéêÞ): Õëéêü óçìåßï M ìÜæáò m êéíåßôáé ìÝóá óå çìéÜðåéñï åõèýãñáììï
óùëÞíá ðïõ ðåñéóôñÝöåôáé ìå óôáèåñÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá ù ãýñù áðü ôï Üêñï ôïõ r = 0.
Æçôïýíôáé: (á) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò. (â) Ç åðáëÞèåõóç üôé ïé ôñåéò óõíáñôÞóåéò

r1(t) = coshùt, r2(t) = sinhùt, r3(t) = eùt (5.1.11)

(ìå ôï óýìâïëï t íá äçëþíåé ôï ÷ñüíï) åðáëçèåýïõí ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç. (ã) Ç áðüäåéîç
üôé ïé ôñåéò áõôÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò óå ïðïéïäÞðïôå ÷ñïíéêü äéÜóôçìá.

Ëýóç: (á) Èá êÜíïõìå ÷ñÞóç ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá

m
d2r
dt2

= F (5.1.12)

ìå r = r(t) ôç èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõÌ óôïí ðåñéóôñåöüìåíï óùëÞíá (ùò ðñïò ôï óôáèåñü Üêñï
ôïõ r = 0) êáé F ôç óõíïëéêÞ äýíáìç ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü áõôü óçìåßï Ì. Óôï ðáñüí
üìùòðñüâëçìá ç ìüíç äýíáìçðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßïÌ åßíáé ç öõãüêåíôñïò äýíáìç
F = mù2r. ÁõôÞ ïöåßëåôáé âÝâáéá óôçí ðåñéóôñïöéêÞ êßíçóç ôïõ óùëÞíá ìå óôáèåñÞ ãùíéáêÞ
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ôá÷ýôçôá ù. ÅðïìÝíùò ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá (5.1.12) ðáßñíåé óôï ðáñüí ðñüâëçìá ôç
ìïñöÞ ôçò áêüëïõèçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò:

m
d2r
dt2

= mù2r �⇒ d2r
dt2

− ù2r = 0 ìå r = r(t) Þ r̈(t) − ù2r(t) = 0. (5.1.13)

(â) Ìðïñïýìå ðïëý åýêïëá íá åðáëçèåýóïõìå üôé êáé ïé ôñåéò óõíáñôÞóåéò r1(t), r2(t) êáé r3(t)
ôùí ó÷Ýóåùí (5.1.11) åßíáé ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (5.1.13). ÐñáãìáôéêÜ Ý÷ïõìå

r1(t) = coshùt �⇒ r̈1(t) = ù2 coshùt �⇒ r̈1(t) − ù2r1(t) = 0, (5.1.14)

r2(t) = sinhùt �⇒ r̈2(t) = ù2 sinhùt �⇒ r̈2(t) − ù2r2(t) = 0, (5.1.15)

r3(t) = eùt �⇒ r̈3(t) = ù2eùt �⇒ r̈3(t) − ù2r3(t) = 0. (5.1.16)

Ôï ßäéï éó÷ýåé âÝâáéá êáé ãéá ôçí ôÝôáñôç óõíÜñôçóç r4(t) = e−ùt, áí êáé ãéá áðëüôçôá äåí áíá-
öåñèÞêáìå êáé ó’ áõôÞ.

(ã) Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé ïé ôñåéò óõíáñôÞóåéò (5.1.11) åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò. Ðñïò
ôï óêïðü áõôü ó÷çìáôßæïõìå ôï ãñáììéêü óõíäõáóìü ôïõò

c1r1(t) + c2r2(t) + c3r3(t) = 0 (5.1.17)

èÝôïíôÜò ôïí ßóï ìå ôï ìçäÝí. (Åííïïýìå óõíå÷þò åê ôáõôüôçôïò ßóï, ðáñüëï ðïõ äå ÷ñçóéìï-
ðïéÞóáìå ôï óýìâïëï ôçò ôáõôüôçôáò ≡ áíôß ãéá ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò = , áêñéâþò üðùò
êÜíïõìå êáé óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.) ÅðïìÝíùò äéåñåõíïýìå ôç ó÷Ýóç

c1 coshùt + c2 sinhùt + c3eùt = 0. (5.1.18)

ÁëëÜ, üðùò ãíùñßæïõìå, éó÷ýåé ï ôýðïò (1.5.6):

ex = cosh x + sinh x, ïðüôå åäþ eùt = coshùt + sinhùt. (5.1.19)

Ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç áõôÞ ç âáóéêÞ ó÷Ýóç ìáò (5.1.18) ãñÜöåôáé ôþñá

c1 coshùt + c2 sinhùt + c3(coshùt + sinhùt) = 0 (5.1.20)
êáé éóïäýíáìá

(c1 + c3) coshùt + (c2 + c3) sinhùt = 0. (5.1.21)

Äéáðéóôþíïõìå üìùò ôþñá ôçí ðñïöáíÞ éó÷ý áõôÞò ôçò ó÷Ýóåùò ãéá

c1 = c2 = −c3, ð.÷. ãéá c1 = 1, c2 = 1, c3 = −1. (5.1.22)

¢ñá õðÜñ÷åé ôñéÜäá óôáèåñþí c1, c2 êáé c3, ü÷é üëùí ôáõôü÷ñïíá ìçäåíéêþí, ðïõ íá êÜíïõí
ôç ãñáììéêÞ ó÷Ýóç (5.1.18) íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò. ÅðïìÝíùò ïé ôñåéò óõíáñôÞóåéò (5.1.11)
åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò. Áõôü åîÜëëïõ åßíáé ðñïöáíÝò êáé áðü ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (5.1.19).
ÐñáãìáôéêÜ áðü ôç ó÷Ýóç áõôÞ ðáñáôçñïýìå üôé ç óõíÜñôçóç r3(t) = eùt åßíáé áðëÜ ôï Üèñïéóìá
ôùí Üëëùí äýï óõíáñôÞóåùí r1(t) = coshùt êáé r2(t) = sinhùt. ÅðïìÝíùò äåí ôßèåôáé èÝìá
ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò óôéò ôñåéò áõôÝò óõíáñôÞóåéò. Óáöþò êáé åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò!

Áò êÜíïõìå óôï ôÝëïò êáé ôçí ðáñáôÞñçóç üôé Ý÷ïíôáò óôï ðáñüí ðñüâëçìá ÄõíáìéêÞò ôç
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.1.13) ìå êáíÝíáí ôñüðï äåí ðñÝðåé íá ðåñéìÝ-
íïõìå íá Ý÷ïõìå ôñåéò ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ëýóåéò ôçò, áëëÜ ìüíï äýï. ÅðïìÝíùò ïé ôñåéò ëýóåéò
ôçò (5.1.11) ðïëý óùóôÜ ðñïÝêõøáí íá åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò. Ìðïñïýìå âÝâáéá íá åðá-
ëçèåýóïõìå üôé ïðïéåóäÞðïôå äýï (ü÷é üìùò ôñåéò!) áðü ôéò ôñåéò áõôÝò ëýóåéò r1(t), r2(t) êáé r3(t)
åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. Ôï ßäéï áêñéâþò éó÷ýåé, åÜí ëÜâïõìå õðüøç ìáò êáé ôçí ôÝôáñôç
óõíÜñôçóç r4(t) = e−ùt. ÓõãêåêñéìÝíá äýï áðü ôéò ôÝóóåñéò áõôÝò óõíáñôÞóåéò r1(t), r2(t), r3(t)
êáé r4(t) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. Áíôßèåôá ôñåéò Þ ôÝóóåñéò åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò. �
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A5.2. Ç ÏÑÉÆÏÕÓÁ WRONSKI

A5.2.1. Ïñéóìüò êáé éäéüôçôåò ôçò ïñßæïõóáò Wronski

Ìéá ðïëý ÷ñÞóéìç Ýííïéá óôéò ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò óõíáñôÞóåéò, áëëÜ êáé óôéò ãñáììéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êÜèå ôÜîåùò, åßíáé ç Ýííïéá ôçò ïñßæïõóáòWronski (Þ ïñßæïõóáò ôïõWronski
Þ ÂñïíóêéáíÞò ïñßæïõóáò Þ, áðëÜ, ÂñïíóêéáíÞò, Wronskian). ÓõãêåêñéìÝíá ãéá n óõíáñôÞóåéò

y1(x), y2(x), . . . , yn(x) (5.2.1)

ïñßæïõìå ôçí ïñßæïõóá Wronski ùò åîÞò:

� ÏÑÉÓÌÏÓ: Ãéá n óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) ðïõ åßíáé üëåò ôïõò ïñéóìÝíåò óå Ýíá
äéÜóôçìá (a, b) êáé åðßóçò äéáèÝôïõí üëåò ôéò ðáñáãþãïõò ìÝ÷ñé êáé (n − 1)-ôÜîåùò óå ïëüêëçñï
ôï äéÜóôçìá (a, b) ïñßæïõìå ôç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá Wronski ìå ôç ó÷Ýóç

W[y1, y2, . . . , yn] ≡ W(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) . . . yn(x)

y ′
1(x) y ′

2(x) . . . y ′
n(x)

...
...

. . .
...

y(n−1)
1 (x) y(n−1)

2 (x) . . . y(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (5.2.2)

Ç ïñßæïõóáWronski óõìâïëßæåôáé åßôå ìå ôï óýìâïëïW[y1, y2, . . . , yn], áí èÝëïõìå íá äþóïõìå
Ýìöáóç óôéò óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) ó’ áõôÞí, åßôå ìå ôï óýìâïëï W(x), áí åðéèõìïýìå
íá äþóïõìå Ýìöáóç óôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç (ôùí óõíáñôÞóåùí)
÷ñçóéìïðïéïýìå áãêýëåò: W[y1, y2, . . . , yn]. Áíôßèåôá óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç (ôçò áíåîÜñôçôçò
ìåôáâëçôÞò x) ÷ñçóéìïðïéïýìå ðáñåíèÝóåéò: W(x). Áðüëõôá áðïäåêôüò åßíáé êáé ï óýíèåôïò óõì-
âïëéóìüò W[y1, y2, . . . , yn](x), üðïõ äçëþíïíôáé êáé ïé óõíáñôÞóåéò êáé ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x.

ÁõôÞí ôçí ïñßæïõóá Wronski ôçí áíáöÝñïõìå åäþ, áìÝóùò ìåôÜ áðü ôçí Åíüôçôá Á5.1 ãéá
ôéò ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò óõíáñôÞóåéò, åðåéäÞ ðñáãìáôéêÜ áðïôåëåß ôçí áðëïýóôåñç ìÝèïäï
óõíçèéóìÝíïõ åëÝã÷ïõ ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò n óõíáñôÞóåùí y1(x), y2(x), . . . , yn(x). Ïé n
áõôÝò óõíáñôÞóåéò ìðïñåß íá áðïôåëïýí ëýóåéò ìéáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
Ìðïñåß üìùò êáé íá ìçí áðïôåëïýí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé ôï åðüìåíï ó÷åôéêü èåþñçìá, ôï
ïðïßï ìÜëéóôá åýêïëá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Áí ãéá n óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) ïñßæåôáé ç ïñßæïõóá Wronski ôïõò óôï
äéÜóôçìá (a, b), ôüôå ï ìç ìçäåíéóìüò ôçò ïñßæïõóáò áõôÞò,

W[y1, y2, . . . , yn] ≡ W(x) �= 0 ãéá êÜèå x óôï äéÜóôçìá (a, b) (5.2.3)

óõíåðÜãåôáé ôç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþí óôï ßäéï äéÜóôçìá (a, b).

Áðüäåéîç: Åßíáé óô’ áëÞèåéá áðëÞ ç ó÷åôéêÞ áðüäåéîç. ËáìâÜíïõìå õðüøç ôç ó÷Ýóç (5.1.1)
ïñéóìïý ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò n óõíáñôÞóåùí y1(x), y2(x), . . . , yn(x) óå Ýíá äéÜóôçìá (a, b).
Ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò n óõíáñôÞóåùí óôï äéÜóôçìá áõôü (a, b) ç
ãñáììéêÞ ó÷Ýóç

c1y1(x) + c2y2(x) + · · · + cnyn(x) = 0 ãéá êÜèå x óôï äéÜóôçìá (a, b) (5.2.4)

èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé (åê ôáõôüôçôïò âÝâáéá: ãéá êÜèå x), ìüíï áí üëåò áíåîáéñÝôùò ïé óôáèåñÝò
c1, c2, . . . , cn åßíáé õðï÷ñåùôéêÜ ßóåò ìå ôï ìçäÝí.

Áõôü èá áðïäåßîïõìå êáé åìåßò óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç ôïõ ðéï ðÜíù èåùñÞìáôïò åîå-
ôÜæïíôáò ôç ó÷Ýóç (5.2.4) ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x). ÂÝâáéá ðñþôá áð’ üëá
óçìåéþíïõìå üôé áöïý äå÷èÞêáìå åäþ ôçí ýðáñîç ôçò ïñßæïõóáò Wronski ãéá ôéò n áõôÝò óõíáñ-
ôÞóåéò, ðñïöáíþò äå÷èÞêáìå êáé ôçí ýðáñîç üëùí ôùí ðáñáãþãùí ôïõò ìÝ÷ñé êáé (n−1)-ôÜîåùò
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ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óôçí ïñßæïõóá Wronski. ¢ñá ïé óõíáñôÞóåéò ìáò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) åßíáé
åäþ ðáñáãùãßóéìåò ôïõëÜ÷éóôïí n − 1 öïñÝò åííïåßôáé ùò ðñïò ôçí êïéíÞ ìåôáâëçôÞ ôïõò x.

ÊáôÜ óõíÝðåéá Ý÷ïõìå ôï äéêáßùìá (áöïý õðÜñ÷ïõí ïé ðáñÜãùãïé) íá ðÜñïõìå ôç ó÷Ýóç
ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò (5.2.4) êáé íá ôçí ðáñáãùãßóïõìå óõíïëéêÜ n−1 öïñÝò ùò ðñïò x. ¸ôóé
äéáðéóôþíïõìå üôé ðñÝðåé íá éó÷ýïõí üëåò ìáæß ïé ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò êáé ìÜëéóôá ãéá êÜèå x óôï
äéÜóôçìá (a, b):

c1y1(x) + c2y2(x) + · · · + cnyn(x) = 0,

c1y ′
1(x) + c2y ′

2(x) + · · · + cny ′
n(x) = 0,

...
c1y

(n−1)
1 (x) + c2y

(n−1)
2 (x) + · · · + cny(n−1)

n (x) = 0.

(5.2.5)

Ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò áðïôåëïýí âÝâáéá Ýíá ïìïãåíÝò óýóôçìá n ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí
ùò ðñïò ôéò n óôáèåñÝò c1, c2, . . . , cn.

Ðïéá åßíáé üìùò ç õðüèåóç óôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò, ôï ïðïßï èÝ-
ëïõìå íá áðïäåßîïõìå; ÁðëÜ üôé õðÜñ÷åé ç ïñßæïõóá Wronski W[y1, y2, . . . , yn] ôùí óõíáñôÞóåùí
y1(x), y2(x), . . . , yn(x) êáé åßíáé ìÜëéóôá äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò óå ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá (a, b). Ðáñá-
ôçñïýìå üìùò üôé ãéá ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (5.2.5) ç ïñßæïõóá
WronskiW[y1, y2, . . . , yn] äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí
ôïõ óõóôÞìáôïò, ðïõ åäþ åßíáé áðëÜ ïé óôáèåñÝò c1, c2, . . . , cn. Ç ïñßæïõóá áõôÞ Wronski Ý÷åé
üìùò õðïôåèåß óõíå÷þò äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò êáôÜ ôçí åêöþíçóç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò.
¢ñá ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí ôïõ óõóôÞìáôïò (5.2.5) åßíáé ìç ìçäåíéêÞ êáé
ìÜëéóôá ãéá êÜèå x óôï äéÜóôçìá (a, b). ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôá üóá ãíùñßæïõìå ãéá óõóôÞìáôá
ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, ôï óýóôçìá áõôü (5.2.5) Ý÷åé ìßá êáé
ìüíï ìßá ëýóç c1, c2, . . . , cn. Êáé ðïéá áêñéâþò åßíáé ç ëýóç áõôÞ; Ìá öõóéêÜ ç ìçäåíéêÞ ëýóç

c1 = c2 = · · · = cn = 0, (5.2.6)

áöïý ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ïìïãåíÝò óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí êáé ìÜëéóôá ãéá
êÜèå ôéìÞ ôïõ x óôï äéÜóôçìá (a, b). ÅðïìÝíùò ìå ôçí éó÷ý ôçò ìçäåíéêÞò ëýóåùò (5.2.6) ôïõ
ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (5.2.5) ïé n óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò
óôï äéÜóôçìá (a, b). ¢ñá áðïäåß÷èçêå ôï èåþñçìá.❏ 1

Áðïäåßîáìå ëïéðüí ðéï ðÜíù üôé ï ìç ìçäåíéóìüò ôçò ïñßæïõóáòWronski (W[y1, y2, . . . , yn] �= 0)
ôùí n óõíáñôÞóåùí y1(x), y2(x), . . . , yn(x) óå Ýíá äéÜóôçìá (a, b) Ý÷åé óáí óõíÝðåéá ôç ãñáììéêÞ
áíåîáñôçóßá ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþí óôï ßäéï äéÜóôçìá. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá éêáíÞ óõíèÞêç ãñáììé-
êÞò áíåîáñôçóßáò, ðïõ ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñï ðñáêôéêü åíäéáöÝñïí. Áõôü óõìâáßíåé, ãéáôß Ý÷ïõìå
Ýôóé ôç äõíáôüôçôá íá áðïäåéêíýïõìå ôç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá n óõíáñôÞóåùí ÷ùñßò íá êáôá-
öåýãïõìå óôïí ßäéï ôïí ïñéóìü ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò. ÁðëÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå ëßãï--ðïëý
ìç÷áíéêÜ ôçí ïñßæïõóá Wronski ôïõò W[y1, y2, . . . , yn] ìå ïñéóìü ôçò ôïí (5.2.2) êáé ôïýôï åßíáé
áðëïýóôåñï. ÂÝâáéá ç éêáíÞ áõôÞ óõíèÞêç ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò n óõíáñôÞóåùí ðñïûðï-
èÝôåé ôçí ðáñáãùãéóéìüôçôÜ ôïõò n − 1 öïñÝò. ÅðéðëÝïí, åíþ åßíáé éêáíÞ óõíèÞêç ãñáììéêÞò
áíåîáñôçóßáò, äåí åßíáé ôáõôü÷ñïíá êáé áíáãêáßá. ÄçëáäÞ óå åîáéñåôéêÜ óðÜíéåò ðåñéðôþóåéò
åßíáé äõíáôüí ç ïñßæïõóá Wronski íá ìçäåíßæåôáé êáé üìùò ïé n óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x)
íá åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. ÅìÜò ãåíéêÜ ìáò áñêåß ôï üôé ç óõíèÞêç W[y1, y2, . . . , yn] �= 0 óôï
äéÜóôçìá (a, b) åßíáé éêáíÞ óõíèÞêç ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ãéá ôéò n óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . ,
yn(x) óôï äéÜóôçìá áõôü.

Áò åðéêåíôñþóïõìå ôþñá ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ

1Ôï óýìâïëï ❏ óôá ðáñüíôá äéäáêôéêÜ âéâëßá ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò
äçëþíåé ôï ôÝëïò ôçò áðïäåßîåùò åíüò èåùñÞìáôïò.
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äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

an(x)y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + · · · + a1(x)y ′(x) + a0(x)y(x) = 0 (5.2.7)

åßôå ìå óôáèåñïýò åßôå ìå ìåôáâëçôïýò óõíôåëåóôÝò ak(x) (k = 0, 1, . . . , n). Ôüôå ôï ðéï ðÜíù
èåþñçìá ôïõ ìç ìçäåíéóìïý ôçò ïñßæïõóáò Wronski (W[y1, y2, . . . , yn] �= 0) áðïôåëåß ü÷é ìüíï
éêáíÞ áëëÜ ôáõôü÷ñïíá êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò n ëýóåùí y1(x), y2(x), . . . ,
yn(x) áõôÞò ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.7). ¢ñá éó÷ýåé ôï èåþñçìá:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Ãéá n ëýóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
n-ôÜîåùò (5.2.7) óå Ýíá äéÜóôçìá (a, b) ï ìç ìçäåíéóìüò ôçò ïñßæïõóáòWronski ôùí ëýóåùí áõôþí

W[y1, y2, . . . , yn] ≡ W(x) �= 0 ãéá êÜèå x óôï äéÜóôçìá (a, b) (5.2.8)

áðïôåëåß áíáãêáßá êáé éêáíÞ óõíèÞêç ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ôùí ßäéùí ëýóåùí óôï äéÜóôçìá
áõôü (a, b).

¸÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé óôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ôçò ðáñïýóáò åíüôçôáò üôé ï ìç ìçäåíéóìüò
ôçò ïñßæïõóáò Wronski (W[y1, y2, . . . , yn] �= 0) áðïôåëåß éêáíÞ óõíèÞêç ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò
ïðïéùíäÞðïôå n óõíáñôÞóåùí y1(x), y2(x), . . . , yn(x). Èá ðáñáëåßøïõìå ôçí áðüäåéîç ôïõ ãåíéêü-
ôåñïõ áìÝóùò ðéï ðÜíù èåùñÞìáôïò ùò ðñïò ôï ðñþôï ìÝñïò ôïõ. Ôï ìÝñïò áõôü áöïñÜ óôï
üôé åéäéêÜ ãéá ëýóåéò ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (ü÷é ãåíéêÜ) ï ìç ìçäåíéóìüò ôçò
ïñßæïõóáò Wronski áðïôåëåß êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò (ü÷é ìüíï éêáíÞ).

Ìå Üëëá ëüãéá ôï ðñþôï èåþñçìá (éêáíÞ óõíèÞêç ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò) áöïñÜ óå ïðïéåó-
äÞðïôå n óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x). Áíôßèåôá ôï äåýôåñï èåþñçìá (áíáãêáßá êáé éêáíÞ
óõíèÞêç) áöïñÜ ìüíï óå n ëýóåéò ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.7). Áöïý
ìÜëéóôá ðñüêåéôáé ãéá ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò, äå ÷ñåéÜæåôáé íá áíáöåñüìáóôå
óôï üôé õðÜñ÷åé ç ïñßæïõóá Wronski ôïõò W[y1, y2, . . . , yn]. Åßíáé ëýóåéò ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñé-
êÞò åîéóþóåùò n-ôÜîåùò (5.2.7), Üñá åííïåßôáé üôé ïðùóäÞðïôå äéáèÝôïõí ôéò ðáñáãþãïõò ðïõ
õðåéóÝñ÷ïíôáé óôçí ïñßæïõóá Wronski ôïõò W[y1, y2, . . . , yn].

Åìåßò áðëÜ èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ìç ìçäåíéóìü ôçò ïñßæïõóáò Wronski (W[y1, y2, . . . , yn] �= 0)
ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò n óõíáñôÞóåùí y1(x), y2(x), . . . , yn(x), äçëáäÞ óáí
éêáíÞ óõíèÞêç ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò óõíÞèùò n ëýóåùí ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí. Ôï ðñþôï ðéï ðÜíù èåþñçìá (áõôü ðïõ áðïäåßîáìå: éêáíÞ óõíèÞêç ãñáììéêÞò áíå-
îáñôçóßáò) ìáò áñêåß ãéá ôï óêïðü áõôü. Áóöáëþò ïñéóìÝíá ðáñáäåßãìáôá èá êáôáóôÞóïõí
ðïëý óáöÝóôåñç ôç ÷ñÞóç ôçò ïñßæïõóáò Wronski ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò
n óõíáñôÞóåùí.

A5.2.2. Ðáñáäåßãìáôá ôçò ïñßæïõóáò Wronski

Ðñï÷ùñÜìå áìÝóùò óå äýï ðáñáäåßãìáôá ðïõ áöïñïýí óôçí ïñßæïõóáWronski. Óôï äåýôåñï
áðü áõôÜ äßíïõìå Ýìöáóç óôéò ëýóåéò ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Èá äïýìå üôé
ç ïñßæïõóá Wronski óå ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò (W[y1, y2, . . . , yn] ≡ W(x) �= 0)
áðïôåëåß Ýíá ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìï êáé ðñáêôéêü åñãáëåßï äéáðéóôþóåùò ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñ-
ôçóßáò n óõíáñôÞóåùí y1(x), y2(x), . . . , yn(x). Áõôü èá ìáò öáíåß éäéáßôåñá ÷ñÞóéìï êáôÜ ôçí
åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò n ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò (5.2.7).

� ÐáñÜäåéãìá A5.3: Íá áðïäåé÷èåß üôé ïé äýï óõíáñôÞóåéò

y1(x) = cos x, y2(x) = sin x (5.2.9)

åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò óå êÜèå äéÜóôçìá (a, b).
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Áðüäåéîç: Ðñüêåéôáé ãéá äýï óõíáñôÞóåéò ðïõ åßíáé ïñéóìÝíåò êáé ðáñáãùãßóéìåò óå ïëüêëçñï
ôïí ðñáãìáôéêü Üîïíá x, Üñá êáé óå êÜèå äéÜóôçìÜ ôïõ (a, b). ÅðåéäÞ ìÜëéóôá

y ′
1(x) = − sin x, y ′

2(x) = cos x, (5.2.10)

ç ïñßæïõóá Wronski ôïõò W[y1, y2] ≡ W[cos x, sin x] ≡ W(x) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

W[y1, y2] ≡ W[cos x, sin x] ≡ W(x) =
∣∣∣∣∣ cos x sin x

− sin x cos x

∣∣∣∣∣ = cos2 x + sin2 x = 1. (5.2.11)

ÅðïìÝíùò ðñüêåéôáé ãéá ïñßæïõóá Wronski ôáõôïôéêÜ ßóç ìå ôç ìïíÜäá. ¢ñá ïé äýï áõôÝò óõíáñ-
ôÞóåéò cos x êáé sin x åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò óå ïðïéïäÞðïôå äéÜóôçìá (a, b) ôïõ Üîïíá x. �

ÐáñåíèåôéêÜ óçìåéþíïõìå üôé ðñüêåéôáé ãéá ôéò ëýóåéò ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò y ′′(x)+y(x) = 0. Äå äþóáìå üìùò Ýìöáóç óôï óçìåßï áõôü óôï ðáñüí ðñþôï ðáñÜäåéãìá
êáé áðëÜ ðåñéïñéóèÞêáìå óôç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá ôùí äýï óõíáñôÞóåùí cos x êáé sin x. Èá
åðáíïñèþóïõìå öõóéêÜ óôo åðüìåío ðáñÜäåéãìá óõó÷åôßæïíôáò Ýíôïíá ôçí ïñßæïõóá Wronski
ìå ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ëýóåéò ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò

an(x) y(n)(x) + an−1(x) y(n−1)(x) + · · · + a1(x) y ′(x) + a0(x) y(x) = 0. (5.2.12)

Óôçí ðñÜîç âÝâáéá óõíÞèùò ðåñéïñßæïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ìå óôáèåñïýò (êáé ü÷é ìç óôáèåñïýò, ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò. ÁõôÝò åßíáé êáé ïé ðéï ÷ñÞóéìåò êáé
åýêïëåò óôçí åðßëõóÞ ôïõò, üðùò èá äéáðéóôþóïõìå óå åðüìåíç åíüôçôá áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ.

� ÐáñÜäåéãìá A5.4: Ãéá ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′′(x) − y(x) = 0 (5.2.13)

æçôïýíôáé: (á) Íá äïèïýí ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â) Íá åðáëçèåõèåß üôé êáé ïé äýï óõíáñôÞóåéò

y1(x) = cosh x, y2(x) = sinh x (5.2.14)

åßíáé ëýóåéò ôçò. (ã) Ôï ßäéï êáé ãéá ôï ãñáììéêü óõíäõáóìü ôïõò

yg(x) = C1y1(x) + C2y2(x) = C1 cosh x + C2 sinh x (5.2.15)

ìå ôéò óôáèåñÝò C1 êáé C2 áõèáßñåôåò. (ä) Ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáòWronski íá áðïäåé÷èåß üôé ïé äýï
áõôÝò ëýóåéò (5.2.14) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. (å) Íá áðïäåé÷èåß üôé ç ðéï ðÜíù ëýóç yg(x)
áðïôåëåß ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.13). (óô) Óôç óõíÝ÷åéá íá ðñïóäéïñéóèåß
ç ëýóç yp(x) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.2.13)
êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

y(x0) = y0, y ′(x0) = y ′
0 (5.2.16)

óôï óçìåßï x0. (æ) ÔÝëïò íá ãßíåé ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò yp(x).

Ëýóç: (á) Ðñüêåéôáé ðñïöáíþò ãéá ìéá (i) óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, (ii) äåõôÝñáò ôÜîåùò,
(iii) ðñþôïõ âáèìïý, (iv) ãñáììéêÞ, (v) ïìïãåíÞ, (vi) ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (ôïõò 1 êáé −1) êáé
(vii) ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï x êáé åîáñôçìÝíç ôï y = y(x).

(â) ÁðëÜ ðáßñíïõìå õðüøç ìáò üôé

y ′
1(x) = sinh x �⇒ y ′′

1 (x) = cosh x êáé åðßóçò y ′
2(x) = cosh x �⇒ y ′′

2 (x) = sinh x, (5.2.17)

üðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á1.5.2: ôýðïé (1.5.10) êáé (1.5.11) ãéá ôéò ðáñáãþ-
ãïõò ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí cosh x êáé sinh x áíôßóôïé÷á. ÅðïìÝíùò ìå áíôéêáôÜóôáóç
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ôùí óõíáñôÞóåùí (5.2.14) êáé ôùí äåõôÝñùí ðáñáãþãùí ôïõò (5.2.17) óôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò (5.2.13) ðñáãìáôéêÜ åðáëçèåýïõìå üôé

y ′′
1 (x) − y1(x) = cosh x − cosh x = 0 êáé åðßóçò y ′′

2 (x) − y2(x) = sinh x − sinh x = 0. (5.2.18)

(ã) Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí åðáëÞèåõóç üôé êáé ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò (5.2.15) ôùí äýï
ëýóåùí (5.2.14) åßíáé êáé áõôüò ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.13). Óô’ áëÞèåéá åßíáé,
ãéáôß óýìöùíá ìå ôïõò ôýðïõò (5.2.17)

y ′′
g (x) − yg(x) = (C1 cosh x + C2 sinh x)′′ − (C1 cosh x + C2 sinh x)

= (C1 cosh x + C2 sinh x) − (C1 cosh x + C2 sinh x) = 0. (5.2.19)

Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé áõôÞ ç éäéüôçôá éó÷ýåé ãåíéêÜ ãéá ïðïéåóäÞðïôå ëýóåéò ìéáò ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò n-ôÜîåùò ðïõ Ý÷åé ôç ìïñöÞ (5.2.12) êáé èá ôçí åîåôÜóïõìå
åêôåíÝóôåñá ðáñáêÜôù óôçí ÐáñÜãñáöï Á5.3.2. Åäþ áðëÜ êÜíáìå ìéá åðáëÞèåõóÞ ôçò.

(ä) Óôï åñþôçìá áõôü èá áðïäåßîïõìå üôé ïé äýï óõíáñôÞóåéò (5.2.14) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ-
ôçôåò. Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò Ý÷ïõìå

y1(x) = cosh x �⇒ y ′
1(x) = sinh x êáé åðßóçò y2(x) = sinh x �⇒ y ′

2(x) = cosh x. (5.2.20)

ÅðïìÝíùò ç ïñßæïõóá Wronski ôïõò ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

W[y1, y2] ≡ W[cosh x, sinh x] ≡ W(x) =
∣∣∣∣∣ cosh x sinh x

sinh x cosh x

∣∣∣∣∣ = cosh2 x − sinh2 x = 1, (5.2.21)

üðùò îÝñïõìå áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á1.5.3, ôýðïò (1.5.9): éó÷ýåé ðÜíôá üôé cosh2 x − sinh2 x = 1.
Áöïý ëïéðüí áõôÞ ç ïñßæïõóá Wronski äåí åßíáé ìçäåíéêÞ, ïé äýï óõíáñôÞóåéò y1(x) = cosh x êáé
y2(x) = sinh x åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò óõíáñôÞóåéò óå ïëüêëçñï ôïí ðñáãìáôéêü Üîïíá x.

(å) Ðñïöáíþò áðü ôï åñþôçìá (ã) äåí õðÜñ÷åé ðëÝïí êáìßá áðïëýôùò áìöéâïëßá üôé ç óõíÜñ-
ôçóç yg(x) = C1 cosh x+C2 sinh x ôçò ó÷Ýóåùò (5.2.15) áðïôåëåß ëýóç ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.2.13). ÐåñéÝ÷åé åðßóçò ôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1 êáé C2

êáé åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôùí óõíáñôÞóåùí--ëýóåùí y1(x) = cosh x
êáé y2(x) = sinh x. Óôï åñþôçìá áõôü áðëÜ èá åðáëçèåýóïõìå üôé ç ëýóç áõôÞ yg(x) ìðïñåß íá
ìáò äþóåé ìéá áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ãéá ïðïéåóäÞðïôå (áõèáßñåôåò) áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

y(x0) = y0, y ′(x0) = y ′
0 (5.2.22)

óå Ýíá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï x0 ôïõ Üîïíá x, ðïõ èåùñåßôáé ôï áñ÷éêü óçìåßï. Ìå ôïí ôñüðï áõôü
äéêáéïýìáóôå íá áðïêáëïýìå ôç óõíÜñôçóç yg(x) ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.13).

Ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå áõôü, ðáßñíïõìå ðñáãìáôéêÜ ôéò ðáñáðÜíù áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.22)
êáé åéóÜãïõìå ó’ áõôÝò ôç ëýóç (5.2.15). Ôüôå Ý÷ïõìå

C1 cosh x0 + C2 sinh x0 = y0,

C1 sinh x0 + C2 cosh x0 = y ′
0.

(5.2.23)

ÈÝëïõìå ôþñá áðëÜ íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1 êáé C2 ôçò ëýóåùò
yg(x) = C1 cosh x + C2 sinh x ôçò ó÷Ýóåùò (5.2.15), þóôå íá Ý÷ïõìå ôï äéêáßùìá íá ôç ÷áñáêôçñß-
óïõìå ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò y ′′(x) − y(x) = 0. Åßíáé åýêïëï ôï êáèÞêïí ìáò
áõôü, åöüóïí áíáãíùñßæïõìå ôçí ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí óôáèåñþí C1 êáé C2

óôéò ðéï ðÜíù äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.23) áðëÜ óáí ôçí ïñßæïõóá Wronski W[cosh x, sinh x]
ôùí äýï óõíáñôÞóåùí--ëýóåþí ìáò y1(x) = cosh x êáé y2(x) = sinh x óôï óçìåßï x = x0. Áêñéâþò
üìùò áõôÞ ç ïñßæïõóáWronskiW[cosh x, sinh x] Þäç õðïëïãßóèçêå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá (ä)
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êáé âñÝèçêå åê ôáõôüôçôïò ßóç ìå 1 (Üñá äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò!) ãéá ôéò ðáñïýóåò óõíáñôÞóåéò
ìáò. ¢ñá óßãïõñá ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (5.2.23) (ôùí áñ÷é-
êþí óõíèçêþí) Ý÷åé ìßá êáé ìüíï ìßá ëýóç (C1,C2) ãéá ôéò óôáèåñÝò ôçò óõíáñôÞóåùò--ëýóåùò
yg(x) = C1 cosh x+C2 sinh x. Áõôü ìÜëéóôá óõìâáßíåé ãéá ïðïéåóäÞðïôå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò y0 êáé y ′

0.

ÅðïìÝíùò ç ëýóç (5.2.15), yg(x) = C1 cosh x + C2 sinh x, áðïôåëåß ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.2.13). ¼÷é ìüíï ãéáôß ðåñéÝ÷åé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1 êáé C2, áõôü äå ìáò åßíáé
áñêåôü, áëëÜ ãéáôß ìðïñåß åðéðëÝïí íá éêáíïðïéÞóåé ïðïéåóäÞðïôå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò y(x0) = y0
êáé y ′(x0) = y ′

0 óôï óçìåßï x0 éó÷ýïò ôçò, üðùò åßíáé ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.16) Þ (5.2.22).

(óô) Ôþñá âÝâáéá ìå ôçí ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí C1 êáé C2 óôï ðáñáðÜíù
óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (5.2.23) íá åßíáé ãíùóôÞ êáé ßóç ìå ôç ìïíÜäá,
ìéá ðïõ ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá ôçí ïñßæïõóá Wronski (5.2.21), ç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý åßíáé
áðëïýóôáôç. ÓõãêåêñéìÝíá ìå ôï ãíùóôü êáíüíá ôïõ Cramer ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

C1 = y0 cosh x0 − y ′
0 sinh x0, C2 = −y0 sinh x0 + y ′

0 cosh x0. (5.2.24)

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) = C1 cosh x + C2 sinh x ôçò ó÷Ýóåùò (5.2.15) ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ ôçò
ìåñéêÞò ëýóåùò

yp(x) = (y0 cosh x0 − y ′
0 sinh x0) cosh x + (− y0 sinh x0 + y ′

0 cosh x0) sinh x (5.2.25)

óôï ðáñüí ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí: äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.2.13) êáé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.16).
Ðñïöáíþò ç ßäéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ìå áíáäéÜôáîç ôùí üñùí ôçò ãñÜöåôáé êáé óôç ìïñöÞ

yp(x) = y0(cosh x cosh x0 − sinh x sinh x0) + y ′
0(sinh x cosh x0 − cosh x sinh x0). (5.2.26)

Ìéá ðéï óõíåðôõãìÝíç ìïñöÞ ôçò ßäéáò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) ðáßñíïõìå, áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôéò äýï áêüëïõèåò êáé ðïëý ãíùóôÝò ó÷Ýóåéò ãéá ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï (cosh)
êáé çìßôïíï (sinh):

cosh (a ± b) = cosh a cosh b ± sinh a sinh b, (5.2.27)

sinh (a ± b) = sinh a cosh b ± cosh a sinh b. (5.2.28)

ÖõóéêÜ ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò, áí åîáéñÝóïõìå Ýíáðñüóçìï óôçíðñþôç, óõìðßðôïõí ìå ôéò áíôßóôïé÷åò
ó÷Ýóåéò ãéá ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï (cos) êáé çìßôïíï (sin), äçëáäÞ ìå ôéò ðÜñá
ðïëý ãíùóôÝò ó÷Ýóåéò

cos (a ± b) = cos a cos b ∓ sin a sin b, (5.2.29)

sin (a ± b) = sin a cos b ± cos a sin b. (5.2.30)

ÅðïìÝíùò ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò (5.2.27) êáé (5.2.28) ç ëýóç (5.2.26) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêþí ôéìþí (5.2.13) êáé (5.2.16) ãñÜöåôáé óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

yp(x) = y0 cosh (x − x0) + y ′
0 sinh (x − x0). (5.2.31)

(æ) Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç åýêïëá äéáðéóôþíåôáé ìå äýï ðáñáãùãßóåéò:

y ′
p(x) = y0 sinh (x − x0) + y ′

0 cosh (x − x0), (5.2.32)

y ′′
p (x) = y0 cosh (x − x0) + y ′

0 sinh (x − x0) = yp(x) �⇒ y ′′
p (x) − yp(x) = 0 (5.2.33)

üôé ç ëýóçáõôÞ yp(x) óô’ áëÞèåéá áðïôåëåß ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.13), y ′′(x)−y(x) = 0.
Åðáëçèåýåé üìùò êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.2.16), áöïý

yp(x0) = y0 · 1 + y ′
0 · 0 = y0 + 0 = y0, y ′

p(x0) = y0 · 0 + y ′
0 · 1 = 0 + y ′

0 = y ′
0. (5.2.34)
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¢ñá åßíáé ç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (5.2.13) êáé (5.2.16). �

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.1: ÐñÝðåé âÝâáéá íá ìç ëçóìïíïýìå êáôÜ ôçí åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò
åíüò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí íá åðáëçèåýïõìå ü÷é ìüíï ôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áëëÜ
êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ ôç óõíïäåýïõí. Åíôåëþò áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé óå Ýíá ðñüâëçìá
óõíïñéáêþí ôéìþí, åêåß üìùò ãéá ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ óõíïäåýïõí ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç.

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.2: Ôçí ðáñáðÜíù ëýóç (5.2.31) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôé-
ìþí (5.2.13) êáé (5.2.16) èá ìðïñïýóáìå, áí èÝëáìå, íá ôçí åñìçíåýïõìå êáé óáí ôç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.2.13) èåùñþíôáò ãéá ôï óêïðü áõôü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò y0 êáé y ′

0

óáí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Ôßðïôå äå ìáò åìðïäßæåé óå ìéá ôÝôïéá åñìçíåßá, áí êáé óõíçèßæåôáé íá
äçëþíïõìå ôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò óôéò ëýóåéò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óáí C1, C2 (Þ c1, c2), êëð.
Áöïý üìùò êáé ïé áñ÷éêÝò ìáò óõíèÞêåò y(x0) = y0 êáé y ′(x0) = y ′

0 èåùñÞèçêáí áõèáßñåôåò;

A5.3. ÈÅÙÑÉÁ ËÕÓÅÙÍ ÃÑÁÌÌÉÊÙÍ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

A5.3.1. Èåþñçìá õðÜñîåùò êáé ìïíáäéêüôçôáò ëýóåùò

Óå Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôç ãåíéêÜ ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç

an(x) y(n)(x) + an−1(x) y(n−1)(x) + · · · + a1(x) y ′(x) + a0(x) y(x) = g(x) (5.3.1)

óå Ýíá äéÜóôçìá (a, b) êáé ôéò n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï óçìåßï x0 ôïõ äéáóôÞìáôïò áõôïý (a, b)

y(x0) = y0, y ′(x0) = y ′
0, . . . , y(n−1)(x0) = y(n−1)

0 (5.3.2)

ìå ôéò ðïóüôçôåò y0, y ′
0, . . . , y(n−1)

0 ãíùóôÝò óôáèåñÝò éó÷ýåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Èåùñïýìå ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò (5.3.1). ÕðïèÝôïõìå üôé üëïé
ïé óõíôåëåóôÝò ôçò an(x), an−1(x), . . . , a1(x) êáé a0(x) êáèþò êáé ç óõíÜñôçóç g(x) óôï äåîéü ìÝëïò
ôçò åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò óôï äéÜóôçìá (a, b) êáé åðéðëÝïí üôé an(x) �= 0 ãéá êÜèå óçìåßï x
ôïõ äéáóôÞìáôïò áõôïý (a, b). Ôüôå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (5.3.1) êáé (5.3.2) Ý÷åé ìßá êáé
ìüíï ìßá ëýóç yp(x) óôï äéÜóôçìá (a, b). Ôïýôï éó÷ýåé åßôå ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.3.1)
åßíáé ïìïãåíÞò (g(x) ≡ 0) åßôå ìç ïìïãåíÞò (g(x) �≡ 0). Åðßóçò åßôå ïé óõíôåëåóôÝò ôçò ak(x) åßíáé
óôáèåñïß åßôå ìç óôáèåñïß (ìåôáâëçôïß).

Ç áðüäåéîç áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò õðÜñîåùò êáé ìïíáäéêüôçôáò ëýóåùò ðáñáëåßðåôáé.

� ÅöáñìïãÞ A5.3 (Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t) (5.3.3)

óôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m, åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k êáé áðïóâå-
óôÞñá óôáèåñÜò c óå åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç êáôÜ ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0,∞). Ç öüñôéóç
(ç åîùôåñéêÞ äýíáìç) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï åêöñÜæåôáé áðü ôç óõíÜñôçóç p(t)
(ìå t ôï ÷ñüíï). ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ áðü ôç èÝóç
éóïññïðßáò ôïõ u = 0. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò: ôéò èåôéêÝò óôáèåñÝò m, k êáé c ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ôç ìÜæá), ôïõ åëáôçñßïõ êáé ôïõ
áðïóâåóôÞñá. Ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 èåùñïýìå äåäïìÝíåò êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0, u̇(0) = v0 (5.3.4)

(áñ÷éêÞ èÝóç u0 êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0 áíôßóôïé÷á).
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ÅÜí ç öüñôéóç p(t) åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç óå ïëüêëçñï ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0,∞), ôüôå
ðëçñïýíôáé üëåò ïé õðïèÝóåéò ôïõ ðéï ðÜíù èåùñÞìáôïò êáé åðïìÝíùò ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá
áñ÷éêþí ôéìþí (5.3.3) êáé (5.3.4) Ý÷åé ìßá êáé ìüíï ìßá ëýóç up(t). (ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé ëýóç up(t)
êáé åßíáé ìÜëéóôá êáé ìïíáäéêÞ.) Óôçí áíôßèåôç üìùò ðåñßðôùóç, äçëáäÞ åÜí ç öüñôéóç p(t) äåí
åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç óå ïëüêëçñï ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0,∞), ôüôå ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá
äå ìáò äßíåé êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï óõìðÝñáóìá ãéá ôçí ýðáñîç êáé óå êáôáöáôéêÞ ðåñßðôùóç ãéá
ôç ìïíáäéêüôçôá ëýóåùò up(t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (5.3.3) êáé (5.3.4). �

A5.3.2. Áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ ôçò åðáëëçëßáò) ëýóåùí

¸íá ðÜñá ðïëý óçìáíôéêü èåþñçìá óôéò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò áðïôåëåß
ç áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ ôçò åðáëëçëßáò) ëýóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé ôï åîÞò èåþñçìá:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: ÅÜí ïé m óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), ym(x) åßíáé üëåò ôïõò ëýóåéò ôçò ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò n-ôÜîåùò

an(x) y(n)(x) + an−1(x) y(n−1)(x) + · · · + a1(x) y ′(x) + a0(x) y(x) = 0, (5.3.5)

ôüôå êáé ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôïõò

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + · · · + cmym(x) ≡
m∑

k=1

ckyk(x) (5.3.6)

(ìå c1, c2, . . . , cm áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) èá åßíáé êáé áõôüò ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

Áðüäåéîç: Äåí ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñç äõóêïëßá êáé èá ðáñáëåéöèåß óôç ãåíéêÞ ôçò ìïñöÞ.
Óôçñßæåôáé áðëÜ óôïí êáíüíá ðáñáãùãßóåùò ãñáììéêïý óõíäõáóìïý óõíáñôÞóåùí. Åäþ ãéá
ëüãïõò êáëýôåñçò êáôáíïÞóåùò èá ðåñéïñßóïõìå ôçí áðüäåéîÞ ìáò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ìéáò
ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (n = 2) ôçò ìïñöÞò

a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = 0 ãåíéêÜ ìå a2 = a2(x), a1 = a1(x), a0 = a0(x) (5.3.7)

êáé äýï ëýóåþí ôçò y1(x) êáé y2(x) (äçëáäÞ ìåm = 2 ëýóåéò). ÖõóéêÜ ãéá ôéò ëýóåéò áõôÝò èá Ý÷ïõìå

a2y ′′
1 (x) + a1y ′

1(x) + a0y1(x) = 0, (5.3.8)

a2y ′′
2 (x) + a1y ′

2(x) + a0y2(x) = 0. (5.3.9)

Åäþ èÝëïõìå áðëÜ íá áðïäåßîïõìå üôé ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò y(x) áõôþí ôùí äýï ëýóåùí:

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) (5.3.10)

áðïôåëåß êáé áõôüò ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.3.7). ÄçëáäÞ èÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé

a2[c1y1(x) + c2y2(x)]′′ + a1[c1y1(x) + c2y2(x)]′ + a0[c1y1(x) + c2y2(x)] = 0. (5.3.11)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá éäéáßôåñá åýêïëç áðüäåéîç. ÎáíáãñÜöïõìå ôç ó÷Ýóç áõôÞ óôç ìïñöÞ

c1[a2y ′′
1 (x) + a1y ′

1(x) + a0y1(x)] + c2[a2y ′′
2 (x) + a1y ′

2(x) + a0y2(x)] = 0 (5.3.12)

Ý÷ïíôáò ëÜâåé õðüøç ìáò ôïí áðëü êáíüíá ðáñáãùãßóåùò ãñáììéêïý óõíäõáóìïý óõíáñôÞóåùí

[c1y1(x) + c2y2(x)](k) = c1y
(k)
1 (x) + c2y

(k)
2 (x), åäþ ìå k = 1 êáé k = 2, (5.3.13)

êáé Ý÷ïíôáò åðßóçò áíáäéáôÜîåé ôïõò üñïõò óôï Üèñïéóìá ðïõ ðñïêýðôåé. Áëë’ áöïý éó÷ýïõí ïé
ó÷Ýóåéò (5.3.8) êáé (5.3.9) ãéá ôéò äýï ëýóåéò y1(x) êáé y2(x) áíôßóôïé÷á, êáé ïé äýï áãêýëåò óôçí ðñïò
áðüäåéîç ó÷Ýóç (5.3.12) åßíáé ßóåò ìå ìçäÝí. ¢ñá ç ó÷Ýóç áõôÞ éó÷ýåé êáé ç áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò
(Þ ôçò åðáëëçëßáò) ëýóåùí Ý÷åé áðïäåé÷èåß óôçí ðáñïýóá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ åîåôÜóáìå.❏
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A5.4. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÕÐÏÂÉÂÁÓÌÏÕ ÔÇÓ ÔÁÎÅÙÓ

Ðñüêåéôáé ãéá åíäéáöÝñïõóá ìÝèïäï, ðïõ åðéôñÝðåé ôïí õðïâéâáóìü ôçò ôÜîåùò ìéáò ãñáììé-
êÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò Þ ìåôáâëçôïýò óõíôåëåóôÝò ôÜîåùò n áðü n óå n − 1,
åöüóïí ãíùñßæïõìå ìéá ìåñéêÞ ëýóç y1(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ç äéá-
öïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìðïñåß íá åßíáé ïìïãåíÞò êáé, ãåíéêüôåñá, ìç ïìïãåíÞò. Ôï ðñáêôéêü åíäéáöÝ-
ñïí ôçò ìåèüäïõ áõôÞò ðåñéïñßæåôáé êõñßùò óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò,
ôùí ïðïßùí ãíùñßæïõìå ìéá ìåñéêÞ ëýóç y1(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò. ÁõôÝò õðïâéâÜæïíôáé óå
ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò, ôéò ïðïßåò êáé îÝñïõìå íá ëýíïõìå ãåíéêÜ ìå ôéò
ìåèüäïõò ôçò Åíüôçôáò Á3.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Á3. Èá ðåñéïñßóïõìå åðïìÝíùò åäþ ôï åíäéáöÝñïí
ìáò óôç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò

a2(x)y ′′(x) + a1(x)y ′(x) + a0(x)y(x) = g(x). (5.4.1)

Ïé óõíôåëåóôÝò a2(x), a1(x) êáé a0(x) êáèþò êáé ôï äåîéü ìÝëïò g(x) èåùñïýíôáé üôé åßíáé óõíå÷åßò
óõíáñôÞóåéò óå ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá (a, b) ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. ÅðéðëÝïí ï óõíôåëåóôÞò a2(x)
ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ y ′′(x) õðïôßèåôáé äéÜöïñïò ôïõ ìçäåíüò ó’ ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá (a, b).

Ç ðáñïýóá ìÝèïäïò ôïõ õðïâéâáóìïý ôçò ôÜîåùò ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (åäþ
áðü äåõôÝñáò ôÜîåùò óå ðñþôçò) âáóßæåôáé áðïêëåéóôéêÜ, üðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, óôçí åê
ôùí ðñïôÝñùí ãíþóç ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò y1(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò. ÄçëáäÞ õðïèÝôïõìå üôé ãíùñßæïõìå ìéá óõíÜñôçóç y1(x), ôÝôïéá þóôå

a2(x)y ′′
1 (x) + a1(x)y ′

1(x) + a0(x)y1(x) = 0, (5.4.2)

åäþ ìå g(x) ≡ 0 óôï äåîéü ìÝëïò. Óôçí ïìïãåíÞ áõôÞ åîßóùóç (5.4.2), áöïý ç óõíÜñôçóç y1(x) åßíáé
ëýóç, ðñïöáíþò êáé êÜèå óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

y(x) = Cy1(x) (5.4.3)
èá åßíáé åðßóçò ëýóç.

Åíåñãïýìå ôþñá áíÜëïãá ìå ôïí ôñüðï ðïõ Þäç åíåñãÞóáìå óôï ÅäÜöéï Á3.4.3.1 ôïõ Êåöá-
ëáßïõ Á3 ãéá ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ óå ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò. Åëðßæïõìå êáé åäþ íá âïçèçèïýìå óôçí ðñïóðÜèåéÜ ìáò åðéëýóåùò
ôçò áñ÷éêÞò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.4.1) èåùñþíôáò ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ C óôçí
ðéï ðÜíù ëýóç y(x) = Cy1(x) óáí ìåôáâëçôÞ, äçëáäÞ óáí óõíÜñôçóç A(x). Åðé÷åéñïýìå Ýôóé ôçí
áíáæÞôçóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.4.1) óôç ìïñöÞ

y(x) = A(x)y1(x) (5.4.4)

ìå ôç óõíÜñôçóç y1(x) ãíùóôÞ åê ôùí ðñïôÝñùí ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (5.4.2). ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç óõíÜñôçóç A(x), ç ìåôáâáëëüìåíç ðá-
ñÜìåôñüò ìáò. Áò áðïðåéñáèïýìå íá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå. ÅðåéäÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.4.1),
ôçí ïðïßá èÝëïõìå íá åðéëýóïõìå, åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò, áðáéôåßôáé ç ðáñáãþãéóç äýï öïñÝò
ôçò ëýóåùò y(x) ðïõ õðïèÝóáìå óôç ó÷Ýóç (5.4.4) ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ.
×ùñßò äõóêïëßá, áðëÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ êáíüíáðáñáãùãßóåùò ãéíïìÝíïõðñïêýðôïõí ïé äýï áõôÝò
ðáñÜãùãïé

y ′(x) = A′(x)y1(x) + A(x)y ′
1(x), (5.4.5)

y ′′(x) = A′′(x)y1(x) + 2A′(x)y ′
1(x) + A(x)y ′′

1 (x). (5.4.6)

Ôç óõíÜñôçóç y(x) ôçò ó÷Ýóåùò (5.4.4) êáé ôéò äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò y ′(x) êáé y ′′(x) ôùí
ó÷Ýóåùí (5.4.5) êáé (5.4.6) áíôßóôïé÷á ôéò áíôéêáèéóôïýìå (êáé ôéò ôñåéò) óôçí áñ÷éêÞ ìáò (êáé ãåíéêÜ
ìç ïìïãåíÞ) ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.4.1). ÁìÝóùò ðñïêýðôåé üôé

a2(x)[A′′(x)y1(x)+2A′(x)y ′
1(x)+A(x)y ′′

1 (x)]+a1(x)[A′(x)y1(x)+A(x)y ′
1(x)]+a0(x)A(x)y1(x) = g(x). (5.4.7)
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ÁíáäéáôÜóóïõìå ôþñá ôïõò üñïõò óôçí åîßóùóç áõôÞ (5.4.7) äéáìïñöþíïíôÜò ôçí óáí ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç A(x) ôçò ó÷Ýóåùò (5.4.4). ¸ôóé âñßóêïõìå ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç

a2(x)y1(x)A′′(x)+[2a2(x)y ′
1(x)+a1(x)y1(x)]A′(x)+[a2(x)y ′′

1 (x)+a1(x)y ′
1(x)+a0(x)y1(x)]A(x)=g(x). (5.4.8)

¼ìùò ôï áîéïðáñáôÞñçôï óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (5.4.8) åßíáé üôé ï óõíôåëåóôÞò b(x)
ôçò óõíáñôÞóåùò A(x) (ü÷é ôùí ðáñáãþãùí ôçò A′(x) êáé A′′(x)) åßíáé ìçäåíéêüò, äçëáäÞ

b(x) = a2(x)y ′′
1 (x) + a1(x)y ′

1(x) + a0(x)y1(x) = 0. (5.4.9)

Áõôü éó÷ýåé âÝâáéá, åðåéäÞ ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç y1(x) áðïôåëåß ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå g(x) ≡ 0) åðáëçèåýïíôáò ôç ó÷Ýóç (5.4.2).

¢ñá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.4.8) ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç A(x) (ôç ìåôáâáëëüìåíç
ðáñÜìåôñï) ðáßñíåé ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ

a2(x)y1(x)A′′(x) + [2a2(x)y ′
1(x) + a1(x)y1(x)]A′(x) = g(x). (5.4.10)

¼ìùòç åîßóùóçáõôÞ åßíáé ìéá ãåíéêÜ ìçïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóçðñþôçò ôÜîåùòùò
ðñïò ôçíðáñÜãùãïA′(x) ôçò óõíáñôÞóåùòA(x). Áí èÝëïõìå, áò ôï äçëþóïõìåáõôüìå ìåãáëýôåñç
Ýìöáóç ãñÜöïíôáò ôçí ßäéá áêñéâþò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.4.10) óôçí ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ

a2(x)y1(x)Â′(x) + [2a2(x)y ′
1(x) + a1(x)y1(x)]Â(x) = g(x), åäþ áðëÜ ìå Â(x) = A′(x). (5.4.11)

ÊáôáëÞîáìå ëïéðüí óå ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìüëéò ðñþôçò ôÜîåùò: ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (5.4.11). Ôç ëýíïõìå óýìöùíá ìå ôéò ãíþóåéò ìáò áðü ôçí Åíüôçôá Á3.4 ãéá ôéò ãñáììéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò êáé ðñïóäéïñßæïõìå ôç ëýóç ôçò Â(x), ðïõ ðåñéÝ÷åé ìÜëéóôá
êáé ìßá áõèáßñåôç óôáèåñÜ C1. ÅðåéäÞ üìùò A′(x) = Â(x), îÝñïíôáò ôþñá ôçí ðáñÜãùãï Â(x) ôçò
Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò A(x) êáé ïëïêëçñþíïíôáò, âñßóêïõìå êáé ôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç A(x) óáí

A(x) =
∫

Â(x) dx + C2. (5.4.12)

Óôçí ôåëéêÞ áõôÞ Ýêöñáóç ôçò óõíáñôÞóåùò A(x) Ý÷ïõí ðëÝïí õðåéóÝëèåé äýï áõèáßñåôåò
óôáèåñÝò: (á) ç áõèáßñåôç óôáèåñÜ C1 áðü ôç ëýóç Â(x) ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðñþôçò ôÜîåùò (5.4.11) êáé (â) ç áõèáßñåôç óôáèåñÜ C2 áðü ôçí ïëïêëÞñùóç (5.4.12). Äåí áðï-
ìÝíåé ðáñÜ ç áíôéêáôÜóôáóç ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò A(x) (ôçò ìåôáâáëëüìåíçò ðáñáìÝôñïõ)
óôç ó÷Ýóç (5.4.4), äçëáäÞ óôç ó÷Ýóç y(x) = A(x)y1(x), ãéá ôïí ðëÞñç ðñïóäéïñéóìü ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò y(x) ôçò áñ÷éêÞò êáé ãåíéêÜ ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜ-
îåùò (5.4.1). ÖõóéêÜ óôç ëýóç áõôÞ y(x) õðåéóÝñ÷ïíôáé êáé ïé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1 êáé C2.

ÁõôÞí ôç ëýóç y(x) ôç âñÞêáìå åäþ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ õðïâéâáóìïý ôçò ôÜîåùò (êáôÜ ìïíÜäá)
ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ç ìÝèïäïò áõôÞ âáóßæåôáé óôçí ðëÞñç ãíþóç ìéáò ìåñéêÞò
ëýóåùò y1(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå g(x) ≡ 0) . Ç ðåñß-
ðôùóç ðïõ åîåôÜóáìå (äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò) åßíáé ç ìüíç ðñáêôéêÜ åý÷ñçóôç,
êáèþò ìå ôïí õðïâéâáóìü ôçò ôÜîåùò (åäþ áðü n = 2 óå n = 1) ðñïêýðôåé ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò êáé îÝñïõìå êáëÜ íá ëýíïõìå ôÝôïéåò åîéóþóåéò (Åíüôçôá Á3.4).

ÂÝâáéá ç ìÝèïäïò ôïõ õðïâéâáóìïý ôçò ôÜîåùò éó÷ýåé áíÜëïãá êáé óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ôÜîåùò áíþôåñçò ôçò äåõôÝñáò: ãåíéêÜ ôÜîåùò n. Åêåß üìùò äåí Ý÷åé áðïôåëåóìáôé-
êüôçôá, ãéáôß äå ìðïñïýìå ãåíéêÜ íá ëýóïõìå ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé,
ç ïðïßá åßíáé ôÜîåùò õðïâéâáóìÝíçò êáôÜ ìïíÜäá (ôÜîåùò n − 1) êáé ãåíéêÜ ðáñïõóéÜæåé êáé
áõôÞ óïâáñÝò äõóêïëßåò óôçí åðßëõóÞ ôçò. Ðïëý êáëýôåñç ìÝèïäïò, áëëÜ êõñßùò ãéá ãñáììéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, åßíáé ç ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôùíðáñáìÝôñùí.
ÁõôÞ èá ôçí åîåôÜóïõìå óå åðüìåíç åíüôçôá áõôïý ôïõ Êåöáëáßïõ Á5: óôçí Åíüôçôá Á5.9.
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A5.5. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÅÊÈÅÔÉÊÇÓ ÁÍÔÉÊÁÔÁÓÔÁÓÅÙÓ

A5.5.1. Ç âáóéêÞ áñ÷Þ ôçò ìåèüäïõ ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò

Ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò åßíáé ìéá ðÜñá ðïëý áðëÞ êáé áðïôåëåóìáôéêÞ
ìÝèïäïò ãéá ôçí åðßëõóç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò (ü÷é ìåôáâëç-
ôïýò) óõíôåëåóôÝò. Ôçí åßäáìå Þäç óôçí ÐáñÜãñáöï Á3.4.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Á3 ãéá ôçí åðßëõóç
ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò:

ay ′(x) + by(x) = 0. (5.5.1)

Åêåß áðëÜ äïêéìÜóáìå ëýóç ôçò åêèåôéêÞò ìïñöÞò y0(x) = eìx (ìå ôï ì óôáèåñÜ) êáé ïäçãçèÞêáìå
óôçí ôéìÞ ì = −b/a êáé ôåëéêÜ óôç ãåíéêÞ ëýóç

yh(x) = Ce−bx/a (5.5.2)

ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.1).

Óôçí åíüôçôá áõôÞ áðëÜ èá ãåíéêåýóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ôçò Ðá-
ñáãñÜöïõ Á3.4.4 óå ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò áíþôå-
ñçò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò

kny(n)(x) + kn−1y(n−1)(x) + · · · + k1y ′(x) + k0y(x) = 0 (5.5.3)

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò kn, kn−1, . . . , k1, k0 óôáèåñïýò (êáé ü÷é ìåôáâëçôïýò). Ç ìÝèïäïò ôçò åêèå-
ôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò äåí åßíáé åöáñìüóéìç óå êáìßá ðåñßðôùóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìç
óôáèåñïýò (ìå ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò. Ãéáôß Üñáãå óõìâáßíåé áõôü;

Ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò âáóßæåôáé óôçí õðüèåóç üôé åßíáé äõíáôüí íá õðÜñ-
÷åé ìåñéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.3) ôçò åêèåôéêÞò ìïñöÞò

y0(x) = eìx (5.5.4)

ìå ôï ì ðÜëé óôáèåñÜ ðïõ ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéóèåß. Ãéá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ex ãíùñßæïõìå
üìùò üôé ïé ðáñÜãùãïß ôçò (êÜèå ôÜîåùò) åßíáé êáé áõôÝò ßóåò ìå ex. ¢ñá ãéá ôçí ðáñáðÜíù
óõíÜñôçóç y0(x) = eìx ðïõ äïêéìÜæïõìå, üëåò ïé ðáñÜãùãïß ôçò èá åßíáé êáé áõôÝò åêèåôéêÞò
ìïñöÞò, áëëÜ ðïëëáðëáóéáóìÝíåò åðß ìßá äýíáìç ôçò óôáèåñÜò ì. ÓõãêåêñéìÝíá èá Ý÷ïõìå

y0(x) = eìx �⇒ y ′
0(x) = ìeìx �⇒ y ′′

0 (x) = ì2eìx êáé ãåíéêÜ y(m)
0 (x) = ìmeìx (5.5.5)

ìå m = 1, 2, 3, . . . .

Êáé ôß áêñéâþò ðåôõ÷áßíïõìå Ýôóé; Ìá íá Ý÷ïõìå üëåò ôéò ðáñáãþãïõò y(k)0 (x) ôçò óõíáñôÞóåþò
ìáò y0(x) = eìx áêñéâþò ôçò ßäéáò åêèåôéêÞò ìïñöÞò, ðïëëáðëáóéáóìÝíåò üìùò åðß ôç óôáèåñÜ ìk.
Êáé ìåôÜ; ÌåôÜ áíôéêáèéóôïýìå ôç äïêéìáóôéêÞ--âïçèçôéêÞ áõôÞ óõíÜñôçóç y0(x) = eìx êáé üëåò
ôéò ðáñáãþãïõò ôçò y(k)0 (x) ìÝ÷ñé êáé n-ôÜîåùò óôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôá-
èåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.5.3) ðïõ åðéäéþêïõìå íá åðéëýóïõìå. Ôüôå èá ðÜñïõìå ôç ó÷Ýóç

knìneìx + kn−1ìn−1eìx + · · · + k1ìeìx + k0eìx = 0. (5.5.6)

Åßíáé âÝâáéá ðñïöáíÝò üôé ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eìx ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óå üëïõò (äçëáäÞ êáé
óôïõò n+ 1) üñïõò ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò ìðïñåß íá âãåé êïéíüò ðáñÜãïíôáò óôï áñéóôåñü ìÝëïò.
¸ôóé ðáßñíïõìå ôç ó÷Ýóç

(knìn + kn−1ìn−1 + · · · + k1ì + k0)eìx = 0 �⇒ knìn + kn−1ìn−1 + · · · + k1ì + k0 = 0, (5.5.7)
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ãéáôß äåí åßíáé äõíáôüí íá ìçäåíßæåôáé ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eìx óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ðñþôçò
åîéóþóåùò (5.5.7). ¢ñá ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá ìçäåíßæåôáé ôï ðïëõþíõìï

pn(ì) ≡ knìn + kn−1ìn−1 + · · · + k1ì + k0 (5.5.8)

óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ðñþôçò Þ ôçò äåýôåñçò åîéóþóåùò (5.5.7).

Ôï âïçèçôéêü áõôü ðïëõþíõìï pn(ì) êáëåßôáé ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï ôçò ãñáììéêÞò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.3). Åðßóçò ç ó÷åôéêÞ äåýôåñç åîßóùóç (5.5.7) ãéá ôï ìçäåíéóìü ôïõ

pn(ì) ≡ knìn + kn−1ìn−1 + · · · + k1ì + k0 = 0 (5.5.9)

êáëåßôáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ôçò ßäéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò n-ôÜîåùò (5.5.3).

ÌÝ÷ñé óôéãìÞò ëïéðüí Ý÷ïõìå áíáãÜãåé ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò (5.5.3), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

kny(n)(x) + kn−1y(n−1)(x) + · · · + k1y ′(x) + k0y(x) = 0 (5.5.10)

óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (5.5.9) ùò ðñïò ôç óôáèåñÜ ì óôçí åêèåôéêÞ ìáò áíôéêáôÜóôáóç
y0(x) = eìx ôçò ó÷Ýóåùò (5.5.4).

Ìðïñïýìå ìÜëéóôá íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ D ≡ d/dx
(äçëáäÞ ôïõ ôåëåóôÞ ôçò ðáñáãùãßóåùò, åäþ ùò ðñïò x), ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.10)
ãñÜöåôáé êáé óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

L[y] := (knDn +kn−1Dn−1 +· · ·+k1D +k0)y = knDny+kn−1Dn−1y+· · ·+k1Dy+k0y = 0. (5.5.11)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ ìÜëéóôá L[y] = 0 ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò (5.5.10) ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé
ôï ãñáììéêü äéáöïñéêü ôåëåóôÞ

L := knDn + kn−1Dn−1 + · · · + k1D + k0. (5.5.12)

Ï ãñáììéêüò áõôüò äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò L = L(D), ìüëéò åöáñìïóèåß ðÜíù óôçí Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóÞ ìáò y = y(x), äßíåé ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç L[y] = 0 ðïõ ìåëåôÜìå, åäþ ìå ôç ìÝèïäï
ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx. Óôï óçìåßï áõôü ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ìéá ðÜñá
ðïëý óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç.

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.3: Ìéëþíôáò ôõðéêÜ, ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (5.5.9) ôçò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò (5.5.10) èá ìðïñïýóå (ôõðéêÜ åðáíáëáìâÜíïõìå) íá èåùñçèåß üôé ðñïÝñ÷åôáé áðü ôç
äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç óôç ìïñöÞ ôçò (5.5.11) (ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ D ≡ d/dx).
Ðñïò ôï óêïðü áõôü áðëÜ èÝôïõìå ôç óôáèåñÜ ì ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx óôç
èÝóç ôïõ äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ D, äçëáäÞ D → ì, êáé åðßóçò ðáñáëåßðïõìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç y = y(x). Åíôïýôïéò ç ðñáãìáôéêüôçôá åßíáé âÝâáéá üôé ç åîßóùóç (5.5.11) åßíáé ìéá ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí y = y(x), åíþ áíôßèåôá ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ
åîßóùóç (5.5.9) åßíáé ìéá ðïëõùíõìéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç n-âáèìïý ìå Üãíùóôï ôç óôáèåñÜ ì ôçò
åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx.

Êé åäþ ðïõ öèÜóáìå ôþñá; Åäþ áðëÜ ðñÝðåé íá ëýóïõìå ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (5.5.9)
ùò ðñïò ôç óôáèåñÜ ì ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx ðñïóäéïñßæïíôáò Ýôóé ôéò n
óõíïëéêÜ ñßæåò ôçò ì1, ì2, . . . , ìn (áðëÝò Þ ðïëëáðëÝò). ÅÜí ç ôÜîç n ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.5.10) Þ (5.5.11) åßíáé n = 1 Þ n = 2, ç ñßæá (ãéá n = 1) Þ ïé äýï ñßæåò (ãéá n = 2)
ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 ðñïóäéïñßæïíôáé Üìåóá. Ãéá n = 3 áõôü åßíáé ðïëý ðéï
äýóêïëï êáé ãéá n = 4 ãåíéêÜ åîáéñåôéêÜ äýóêïëï. Ãéá n ≥ 5 óõíÞèùò áõôü åßíáé áäýíáôï. Ìå
ôç ÷ñÞóç üìùò áñéèìçôéêþí ìåèüäùí Þ/êáé ôïõ õðïëïãéóôÞ ìðïñïýìå íá ëýóïõìå ôïõëÜ÷éóôïí
ðñïóåããéóôéêÜ ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (5.5.9) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.10).
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¸÷ïõìå Ýôóé ðñïóäéïñßóåé (ìå êëåéóôü ôýðï Þ Ýóôù ðñïóåããéóôéêÜ) ôéò n ñßæåò ì1, ì2, . . . , ìn

ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0, éóïäýíáìá ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ pn(ì).
¢ñá óå ãåíéêÝò ãñáììÝò ãíùñßæïõìå ôïí åêèÝôç ì óôçí åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç y0(x) = eìx ðïõ õéï-
èåôÞóáìå óôç ó÷Ýóç (5.5.4). ÕðïèÝôïõìå ìÜëéóôá üôé ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò (5.5.10) Þ (5.5.11) åßíáé ðñáãìáôéêÞ, Ý÷åé äçëáäÞ n + 1 ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò:
ôïõò kn, kn−1, . . . , k1, k0. Ðñïöáíþò ôüôå êáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (5.5.9) èá åßíáé êáé áõôÞ
ðñáãìáôéêÞ ìå ôïõò ßäéïõò ìÜëéóôá óõíôåëåóôÝò. Óôï óçìåßï áõôü åßíáé óêüðéìï, ìÜëëïí áíáãêáßï
íá äéáêñßíïõìå ôñåéò ðåñéðôþóåéò ñéæþí ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (5.5.9): pn(ì) = 0 ìå n,
õðåíèõìßæïõìå, ôçí ôÜîç ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.10) Þ (5.5.11).

A5.5.2. Ðåñßðôùóç áðëþí ðñáãìáôéêþí ñéæþí

Ðñüêåéôáé ãéá ôçí õðïëïãéóôéêÜ ðéï åõíïúêÞ ðåñßðôùóç. ¼ëåò ïé ñßæåò ì1, ì2, . . . , ìn ôçò ÷á-
ñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 (éóïäýíáìá ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ pn(ì) ó’ áõôÞí
ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç) åßíáé ðñáãìáôéêÝò (êáé ïé n) êáé ìÜëéóôá äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò:
áðëÝò (ü÷é ðïëëáðëÝò) ñßæåò: êáé ïé n áõôÝò ñßæåò Ý÷ïõí ðïëëáðëüôçôá 1.

Óôçí ðáñïýóá ôüóï áðëÞ ðåñßðôùóç áðü ôçí åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç y0(x) = eìx åßíáé
ðñïöáíÝò üôé óôéò n äéáöïñåôéêÝò ñßæåò ì1, ì2, . . . , ìn ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0
ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.10) èá áíôéóôïé÷ïýí ïé n äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò

y1(x) = eì1x, y2(x) = eì2x, . . . , yn(x) = eìnx. (5.5.13)

ÅðéðëÝïí, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á5.3.2, óå ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç, üðùò åßíáé åäþ ç åîßóùóç (5.5.10), ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ïðïéùíäÞðïôå m
ëýóåþí ôçò åßíáé êáé áõôüò ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÅðïìÝíùò óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò
(ìå m = n) ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò yh(x) ôùí n ìåñéêþí ëýóåùí (5.5.13)

yh(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + · · · + Cnyn(x) =
n∑

k=1

Ckyk(x) =
n∑

k=1

Ckeìkx (5.5.14)

(ìå ôá óýìâïëá C1, C2, . . . , Cn íá äçëþíïõí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) èá åßíáé åðßóçò ëýóç ôçò ßäéáò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.10).

Êáé Ýíá âÞìá áêüìç ðáñáðÝñá! Åäþ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé õðÜñ÷ïõí n äéáöïñåôéêÝò (áðëÝò)
ñßæåò ì1, ì2, . . . , ìn ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.10).
¢ñá õðÜñ÷ïõí êáé n äéáöïñåôéêÝò óôáèåñÝò ì1, ì2, . . . , ìn óôïõò åêèÝôåò ôùí ìåñéêþí ëýóåùí
y1(x) = eì1x, y2(x) = eì2x, . . . , yn(x) = eìnx óôéò ó÷Ýóåéò (5.5.13). Ôüôå ìÝóù ôçò ïñßæïõóáò Wronski,
ðïõ ðñïêýðôåé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò,

W[y1, y2, . . . , yn] ≡ W[eì1x, eì2x, . . . , eìnx] �= 0, (5.5.15)

ãéá ôéò n äéáöïñåôéêÝò áõôÝò ñßæåò ìk ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé êáé ïé áíôßóôïé÷åò n ìåñéêÝò ëýóåéò
yk(x) = eìkx èá åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò óå ïðïéïäÞðïôå äéÜóôçìá (a, b).

ÔåëéêÜ ôþñá èá áðïäåßîïõìå üôé ç ëýóç yh(x) óôç ó÷Ýóç (5.5.14) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.5.10), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå îáíÜ

kny(n)(x) + kn−1y(n−1)(x) + · · · + k1y ′(x) + k0y(x) = 0, (5.5.16)

åßíáé ç ãåíéêÞ ôçò ëýóç. ÐñÜãìáôé ç ëýóç áõôÞ yh(x) ðåñéÝ÷åé n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1, C2, . . . , Cn.
Åíôïýôïéò äåí èá áñêïýóå áõôü, åÜí ïé ìåñéêÝò ëýóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé
óôï ãñáììéêü óõíäõáóìü (5.5.14) äåí Þóáí êáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. Åäþ üìùò åßíáé ãñáì-
ìéêÜ áíåîÜñôçôåò, üðùò ðñïáíáöÝñáìå, åðåéäÞ Ý÷ïõí ïñßæïõóá Wronski äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò,
W[y1, y2, . . . , yn] �= 0, êáé ôï äçëþóáìå ñçôÜ áõôü óôç ó÷Ýóç (5.5.15), áí êáé äåí ôï áðïäåßîáìå.
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ÅðïìÝíùò ç ëýóç yh(x) óôç ó÷Ýóç (5.5.14) ü÷é ìüíï ðåñéÝ÷åé n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Ck, áëë’
åðéðñüóèåôá åßíáé êáôÜëëçëç êáé ãéá íá éêáíïðïéÞóåé ôéò n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

y(x0) = y0, y ′(x0) = y ′
0, . . . , y(n−1)(x0) = y(n−1)

0 (5.5.17)

óå Ýíá óçìåßï x0 ôïõ äéáóôÞìáôïò (a, b) ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. Ãéá ïðïéåóäÞðïôå ìÜëéóôá áñ÷éêÝò
ôéìÝò y0, y ′

0, . . . , y(n−1)
0 ôùí áñ÷éêþí áõôþí óõíèçêþí. Íáé, ðñáãìáôéêÜ éó÷ýåé áõôü, áðëÜ åðåéäÞ

ïé ßäéåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.5.17) ãñÜöïíôáé ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (5.5.14) ïñéóìïý ôçò ëýóåùò yh(x)
óôç ìïñöÞ

C1y1(x0) + C2y2(x0) + · · · + Cnyn(x0) = y0,

C1y ′
1(x0) + C2y ′

2(x0) + · · · + Cny ′
n(x0) = y ′

0,
...

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + · · · + Cny(n−1)

n (x0) = y(n−1)
0 .

(5.5.18)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ãåíéêÜ ìç ïìïãåíÝò óýóôçìá n ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ðïõ ìå ôç
ëýóç ôïõ èá ìáò åðéôñÝøåé ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óôáèåñþí C1, C2, . . . , Cn óôç óõíÜñôçóç--ëýóç
yh(x) ôçò ó÷Ýóåùò (5.5.14), Ýôóé þóôå íá éêáíïðïéïýíôáé êáé ïé n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.5.17). ÁëëÜ
ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí n áãíþóôùí Ck óôï óýóôçìá áõôü (5.5.18) åßíáé áðëÜ ç ïñß-
æïõóá Wronski W ôùí n óõíáñôÞóåùí y1(x), y2(x), . . . , yn(x) óôï óçìåßï x = x0. Ôïýôç üìùò ç
ïñßæïõóá Wronski åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò, üðùò Þäç ðáñáôçñÞóáìå. ¢ñá ôï óýóôçìá ôùí n
ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (5.5.18) Ý÷åé ìßá êáé ìüíï ìßá ëýóç C1, C2, . . . , Cn. ÊáôÜ óõ-
íÝðåéá ç óõíÜñôçóç yh(x) óôï ãñáììéêü óõíäõáóìü (5.5.14) Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá íá éêáíïðïéÞóåé
êáé ôéò n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.5.17). Ìå ôïí ôñüðï áõôü ìðïñåß íá ìåôáôñáðåß óôç ëýóç yp(x)
ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.16) êáé ôéò n
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.5.17). Õð’ áõôÝò ôéò óõíèÞêåò ç ëýóç yh(x) óôï ãñáììéêü óõíäõáóìü (5.5.14)
åßíáé óô’ áëÞèåéá ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò (5.5.16): yh(x) = yg(x).

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá êáé óôçí ðñáêôéêÞ åðßäåéîç ôçò ðáñïýóáò ìåèüäïõ ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx óå äýï ó÷åôéêÜ ðáñáäåßãìáôá êáé óå ìßá åöáñìïãÞ. Óçìåéþíïõìå
üôé óôï ÐáñÜäåéãìá Á3.7 óôçí ÐáñÜãñáöï Á3.4.4 åß÷áìå êÜíåé ìéá ðñþôç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ
ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx óå ìéá áðëÞ ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ðñþôçò ôÜîåùò. Åäþ ôá äýï ðáñáäåßãìáôá êáé ç åöáñìïãÞ ðïõ èá
ðáñáèÝóïõìå èá áöïñïýí óå áíôßóôïé÷åò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, áëë’ áíùôÝñáò ôÜîåùò.

� ÐáñÜäåéãìá A5.5: Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′′(x) − y ′(x) − 6y(x) = 0 ⇐⇒ D2y − Dy − 6y = 0 ⇐⇒ (D2 − D − 6)y = 0 (5.5.19)

ìå y = y(x) êáé D ≡ d/dx ôï ó÷åôéêü äéáöïñéêü ôåëåóôÞ D. Ðñïöáíþò ðñüêåéôáé ãéá ìéá ïìïãåíÞ
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1, −1 êáé −6.
¢ñá åßíáé åöáñìüóéìç ç ðáñïýóá ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx ãéá ôçí
åýñåóç ëýóåùò åêèåôéêÞò ìïñöÞò ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. Õðïëïãßæïõìå åýêïëá êáé ôéò
äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò y0(x) = eìx êáé Ý÷ïõìå

y0(x) = eìx �⇒ y ′
0(x) = ìeìx �⇒ y ′′

0 (x) = ì2eìx. (5.5.20)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç y0(x) = eìx êáé ôéò äýï áõôÝò ðáñáãþãïõò ôçò
óôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.19), ðáßñíïõìå

y ′′(x) − y ′(x) − 6y(x) = 0 �⇒ ì2eìx − ìeìx − 6eìx = 0 �⇒ (ì2 − ì − 6)eìx = 0. (5.5.21)
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ÅðåéäÞ ìÜëéóôá ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eìx äå ìçäåíßæåôáé ðïôÝ, áíáãêáóôéêÜ ðñÝðåé íá ìçäåíßæåôáé
ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï p2(ì) = ì2 − ì − 6, äçëáäÞ íá éó÷ýåé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

p2(ì) = ì2 − ì − 6 = 0. (5.5.22)

Ðïëý åýêïëá ðñïóäéïñßæïíôáé ïé äýï ñßæåò ì1 êáé ì2 ôçò äåõôåñïâÜèìéáò áõôÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò ìå âÜóç ôï ó÷åôéêü ôýðï ãéá äåõôåñïâÜèìéåò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò. Ðñïêýðôåé

ì1, 2 = 1 ± √
( − 1)2 − 4 · 1 · ( − 6)

2
= 1 ± √

1 + 24
2

= 1 ± 5
2

�⇒ ì1 = 3 êáé ì2 = −2. (5.5.23)

¢ñá ç åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç y0(x) = eìx ðïõ õéïèåôÞèçêå ìáò äßíåé ôþñá ôéò äýï ëýóåéò

y1(x) = eì1x = e3x, y2(x) = eì2x = e−2x. (5.5.24)

Ðñüêåéôáé ãéá äýï ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ëýóåéò ôçò ðéï ðÜíù ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.5.19), áöïý ì1 = 3 �= ì2 = −2. ¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.19) èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

yg(x) = C1y1(x) + C2y2(x) = C1e3x + C2e−2x. (5.5.25)

Ç åðáëÞèåõóç ôçò ïñèüôçôáò ôçò ëýóåùò áõôÞò yg(x) åßíáé ðïëý åýêïëç ìå ôïí õðïëïãéóìü
ôùí äýï ðñþôùí ðáñáãþãùí ôçò

yg(x) = C1e3x + C2e−2x �⇒ y ′
g(x) = 3C1e3x − 2C2e−2x �⇒ y ′′

g (x) = 9C1e3x + 4C2e−2x (5.5.26)

êáé áíôéêáôáóôÜóåùò êáé ôçò ëýóåùò yg(x) êáé ôùíðáñáãþãùí áõôþí y ′
g(x) êáé y

′′
g (x) óôç äéáöïñéêÞ

åîßóùóç (5.5.19). ¸ôóé ðñïêýðôåé

y ′′
g (x) − y ′

g(x) − 6yg(x) = (9C1e3x + 4C2e−2x) − (3C1e3x − 2C2e−2x) − 6(C1e3x + C2e−2x)

= (9 − 3 − 6)C1e3x + (4 + 2 − 6)C2e−2x = 0 · e3x + 0 · e−2x = 0. (5.5.27)

¸ôóé åðáëçèåýóáìå êáé ôçí ïñèüôçôá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yg(x) ðïõ âñÞêáìå.

Ôåëåéþíïíôáò ôï ðáñÜäåéãìá áõôü, áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé ôï ðéï ðÜíù ÷áñáêôçñéóôéêü
ðïëõþíõìï p2(ì) = ì2 − ì − 6 ðñïêýðôåé ôõðéêÜ áíôéêáèéóôþíôáò ìå ì ôï äéáöïñéêÞ ôåëåóôÞ D
(D → ì) óôï ãñáììéêü äéáöïñéêü ôåëåóôÞ L = D2−D−6 ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò (5.5.19). �

� ÐáñÜäåéãìá A5.6: Èåùñïýìå ôþñá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò

y ′′′(x) + 8y ′′(x) + 15y ′(x) = 0. (5.5.28)

Êáé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé ïìïãåíÞò êáé ãñáììéêÞ êáé Ý÷åé ìÜëéóôá óôáèåñïýò óõíôåëå-
óôÝò: ôïõò 1, 8 êáé 15. ¢ñá ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx åßíáé êáé ðÜëé
åöáñìüóéìç. Ðñïöáíþò Ý÷ïõìå

y0(x) = eìx �⇒ y ′
0(x) = ìeìx �⇒ y ′′

0 (x) = ì2eìx �⇒ y ′′′
0 (x) = ì3eìx (5.5.29)

êáé ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (5.5.28) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ì3eìx + 8ì2eìx + 15ìeìx = 0 �⇒ (ì3 + 8ì2 + 15ì)eìx = 0. (5.5.30)

ÅðïìÝíùò ðñÝðåé ç óôáèåñÜ ì óôïí åêèÝôç eìx íá åßíáé ñßæá ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò

p3(ì) := ì3 + 8ì2 + 15ì = 0. (5.5.31)
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Åýêïëá ðñïóäéïñßæïõìå ôéò ôñåéò ó÷åôéêÝò ñßæåò, áöïý

p3(ì) = ì(ì2 + 8ì + 15) = 0, ïðüôå ì1 = 0, ì2 = −3, ì3 = −5. (5.5.32)

Ðñüêåéôáé ãéá ôñåéò áðëÝò ðñáãìáôéêÝò ñßæåò. ¢ñá èá Ý÷ïõìå ôéò ôñåéò ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò
ìåñéêÝò ëýóåéò

y1(x) = e0x = 1, y2(x) = e−3x, y3(x) = e−5x. (5.5.33)

Ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) èá åßíáé âÝâáéá ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí ôñéþí áõôþí ìåñéêþí ëýóåùí
y1(x), y2(x) êáé y3(x), äçëáäÞ

yg(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + C3y3(x) = C1 + C2e−3x + C3e−5x (5.5.34)

ìå ôñåéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò C1, C2 êáé C3.

Ìðïñïýìå åðßóçò íá åðáëçèåýóïõìå ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ó÷åôéêÞò ïñßæïõóáò Wronski W üôé ïé
ôñåéò áõôÝò ìåñéêÝò ëýóåéò y1(x), y2(x) êáé y3(x) åßíáé êáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. ¢ñá, óýìöùíá ìå
üóá Ý÷ïõìå åêèÝóåé ðñïçãïõìÝíùò, ç ðáñáðÜíù ëýóç yg(x) åßíáé óô’ áëÞèåéá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.28). Èá ðáñáëåßøïõìå ôç ó÷åôéêÞ åðáëÞèåõóç ôüóï ãéá ïé-
êïíïìßá ÷þñïõ üóï êáé ãéáôß äåí ðáñïõóéÜæåé êáíÝíá ïõóéáóôéêü åíäéáöÝñïí: åßíáé ìéá ôåôñéììÝíç
åñãáóßá êáé óå üóï âáèìü ìðïñïýìå áò ôçí áíáèÝôïõìå óôïí õðïëïãéóôÞ. ÌÜëéóôá ôá ðñïãñÜì-
ìáôá óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí (üëá áõôÜ ôá ðñïãñÜììáôá: Mathematica, Maxima, Maple, Reduce,
êëð.) åßíáé éêáíüôáôá óôçí åêôÝëåóç êáé áëãåâñéêþí ðñÜîåùí êáé ðáñáãùãßóåùí! Áõôü óõìâáßíåé,
åðåéäÞ êáé ïé áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò êáé ïé ðáñáãùãßóåéò äéÝðïíôáé áðü áðëïýò êáíüíåò.

Áíôßèåôá ç ïëïêëÞñùóç êáé ç åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äå äéÝðïíôáé áðüáðëïýò êáíüíåò
êáé ÷ñåéÜæïíôáé åéäéêÝò ãíþóåéò, åìðåéñßá êáé ìáêñü÷ñïíï ðñïãñáììáôéóìü áêüìç êáé ãéá ëïãéêÞò
äõóêïëßáò ðñïâëÞìáôá ïëïêëçñþóåùò êáé åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. �

� ÅöáñìïãÞ A5.4 (ÄõíáìéêÞ): Áò áíáöåñèïýìå êáé ðÜëé óôï ðñüâëçìá ôçò êéíÞóåùò õëéêïý
óçìåßïõ Ì ìÜæáò m ìÝóá óå çìéÜðåéñï åõèýãñáììï óùëÞíá ðïõ ðåñéóôñÝöåôáé ìå ãùíéáêÞ ôá-
÷ýôçôá ù (ù �= 0) ãýñù áðü ôï óôáèåñü (áêßíçôï) Üêñï ôïõ r = 0. Ôï ðñüâëçìá áõôü Þäç
ôï áíôéìåôùðßóáìå (åëëéðþò âÝâáéá) óôçí ÅöáñìïãÞ Á5.2 ôçò Åíüôçôáò Á5.1. Åêåß, ðáßñíïíôáò
õðüøç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá êáé ôç öõãüêåíôñç äýíáìç F = mù2r ðïõ áóêåßôáé ðÜíù
óôï õëéêü óçìåßï Ì, êáôáëÞîáìå óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.1.13), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êáé åäþ

r̈(t) − ù2r(t) = 0. (5.5.35)

Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôï óýìâïëï t äçëþíåé ôï ÷ñüíï êáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç r = r(t) ôç
èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõMùòðñïò ôï óôáèåñü (áêßíçôï) óçìåßï r = 0 ôïõ ðåñéóôñåöüìåíïõ çìéÜ-
ðåéñïõ óùëÞíá. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá áðëü êáé êëáóéêü ðñüâëçìá óôç ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ,
ôï ïðïßï öáßíåôáé íá áðïôåëåß åðßóçò êáé ìéá èáõìÜóéá åöáñìïãÞ óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï,
ðïõ áöïñÜ óå áðëÝò ðñáãìáôéêÝò ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0.

Óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ æçôïýíôáé: (á) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.5.35). (â) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò rg(t) ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò.
(ã) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ãåíéêÞò áõôÞò ëýóåùò rg(t) áðü ðñáãìáôéêÞ åêèåôéêÞ ìïñöÞ óå õðåñâïëéêÞ
ìïñöÞ. (ä) Ç ëýóç rp(t) ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôéò

r(0) = r0, ṙ(0) = v0, (5.5.36)

äçëáäÞ ôçí áñ÷éêÞ èÝóç r0 êáé ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0 ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. (å) Ç åðáëÞèåõóç
ôçò ëýóåùò rp(t).
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Ëýóç: (á) Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ðñüêåéôáé ãéá (i) óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, (ii) äåõôÝñáò
ôÜîåùò, (iii) ðñþôïõ âáèìïý, (iv) ãñáììéêÞ, (v) ïìïãåíÞ, (vi) ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (ôïõò 1
êáé −ù2), (vii) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) ôç èÝóç r = r(t) êáôÜ ìÞêïò ôïõ
ðåñéóôñåöüìåíïõ çìéÜðåéñïõ åõèýãñáììïõ óùëÞíá êáé (viii) ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t.

(â) Áöïý ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, üðùò
åßäáìå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá (á), ìðïñïýìå âÝâáéá íá åöáñìüóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò, ãéá íáðñïóäéïñßóïõìå ôç ëýóç ôçò. ¢ñá äå÷üìáóôå ëýóç ôçò ìïñöÞò r0(t) = eìt

êáé âñßóêïõìå êáé ôéò äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò:

r0(t) = eìt �⇒ ṙ(t) = ìeìt �⇒ r̈(t) = ì2eìt. (5.5.37)

Ìå ôçí åêèåôéêÞ áõôÞ áíôéêáôÜóôáóç ç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.35) ðáßñíåé
ôþñá ôç ìïñöÞ

ì2eìt − ù2eìt = (ì2 − ù2)eìt = 0. (5.5.38)

ÅðåéäÞ ìÜëéóôá ï åêèåôéêüò ðáñÜãïíôáò eìt äå ìçäåíßæåôáé ðïôÝ, ãéá íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò
ç ó÷Ýóç áõôÞ (5.5.38), èá ðñÝðåé íá ìçäåíßæåôáé ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï p2(ì)

p2(ì) = ì2 − ù2 = 0. (5.5.39)

¢ñá ç óôáèåñÜ ì óôïí åêèÝôç ôçò ðéèáíÞò åêèåôéêÞò ëýóåùò r0(t) = eìt ðïõ äïêéìÜæïõìå èá åßíáé
ñßæá ôçò ðéï ðÜíù ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (5.5.39), ïðüôå

p2(ì) = ì2 − ù2 = (ì − ù)(ì + ù) = 0 �⇒ ì1 = ù êáé ì2 = −ù. (5.5.40)

¸÷ïõìå ëïéðüí ôþñá äéáèÝóéìåò ôéò äýï ñßæåò ì1 = ù êáé ì2 = −ù ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò (5.5.39), éóïäýíáìá ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ p2(ì) = ì2−ù2. ÌÜëéóôá óôçí
ðáñïýóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.35) ïé äýï áõôÝò ñßæåò ì1 = ù êáé ì2 = −ù åßíáé ðñáãìáôéêÝò êáé
äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò, åßíáé äçëáäÞ ðñáãìáôéêÝò êáé áðëÝò ñßæåò. ÅðïìÝíùò ïé äýï ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôåò ìåñéêÝò ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.35) èá åßíáé ïé ëýóåéò

r1(t) = eùt, r2(t) = e−ùt (5.5.41)

(ç ðñþôç ìå ì = ì1 = ù êáé ç äåýôåñç ìå ì = ì2 = −ù óôïí åêèÝôç). ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ó÷åôéêÞ
ãåíéêÞ ëýóç rg(t) ôçò ßäéáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.35) èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

rg(t) = C1r1(t) + C2r2(t) = C1eùt + C2e−ùt. (5.5.42)

Åßíáé ðÜñáðïëý åýêïëç ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò rg(t), ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé ìÜëéóôá êáé ôéò äýï
áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1 êáé C2. ÅðéðëÝïí ç ïñßæïõóá Wronski ôùí äýï óõíáñôÞóåùí r1(t) = eùt

êáé r2(t) = e−ùt åßíáé óõíå÷þò ìç ìçäåíéêÞ, ãéáôß

W[r1, r2] ≡ W[eùt, e−ùt] ≡ W(t) =
∣∣∣∣∣ eùt e−ùt

ùeùt −ùe−ùt

∣∣∣∣∣ = −ù − ù = −2ù �= 0, (5.5.43)

áöïý ù åßíáé ç ìç ìçäåíéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ ðåñéóôñåöüìåíïõ óùëÞíá óôï ðñüâëçìÜ ìáò.

(ã) Ç ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç rg(t) = C1eùt + C2e−ùt ìðïñåß åýêïëá íá ìåôáôñáðåß êáé óå õðåñ-
âïëéêÞ ìïñöÞ, äçëáäÞ óå ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï (cosh) êáé
õðåñâïëéêü çìßôïíï (sinh). Áõôü èá åðéôñÝøåé ôç ãñáöÞ ôçò ìå ôñüðï áíÜëïãï ìå ôéò ôñéãùíïìå-
ôñéêÝò ëýóåéò óå ðñïâëÞìáôá ôáëáíôþóåùí ìç÷áíéêþí óõóôçìÜôùí. (Èá åðéëýóïõìå Ýíá ôÝôïéï
ðñüâëçìá óôçí ÅöáñìïãÞ Á5.5 ðáñáêÜôù.) Èá åðéôñÝøåé åðßóçò ôïí áðëïýóôåñï õðïëïãéóìü
ôçò ëýóåùò ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.35) êáé (5.5.36), ôï åðáíáëáìâÜíïõìå

r̈(t) − ù2r(t) = 0, r(0) = r0, ṙ(0) = v0. (5.5.44)
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Ç ìåôáôñïðÞ áõôÞ åßíáé ðïëý åýêïëç ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò ó÷Ýóåéò (1.5.6) ôçò ÐáñáãñÜ-
öïõ Á1.5.2, äçëáäÞ üôé

ex = cosh x + sinh x, e−x = cosh x − sinh x. (5.5.45)

ÅéóÜãïíôáò ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò óôç ãåíéêÞ ëýóç rg(t) ðïõ ðñïóäéïñßóáìå óôç ó÷Ýóç (5.5.42) (åäþ
ìå x = ùt), âñßóêïõìå üôé

rg(t) = C1eùt + C2e−ùt = C1(coshùt + sinhùt) + C2(coshùt − sinhùt). (5.5.46)
¢ñá

rg(t) = (C1 + C2) coshùt + (C1 − C2) sinhùt = D1 coshùt + D2 sinhùt. (5.5.47)

ÔåëéêÜ óôçí õðåñâïëéêÞ áõôÞ Ýêöñáóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò rg(t) ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ïé íÝåò áõèáß-
ñåôåò óôáèåñÝò D1 = C1 +C2 êáé D2 = C1 −C2. Åßíáé ðÜñá ðïëý åýêïëç ç åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò
áõôÞò ëýóåùò rg(t) óáí ëýóåùò ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.35).

(ä) Áõôü ðïõ èá êÜíïõìå ôþñá èá åßíáé íá âñïýìå êáé ôç ëýóç rp(t) ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.44). Ðñïò ôï óêïðü áõôü èá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò
C1 êáé C2, Ýôóé þóôå íá éêáíïðïéïýíôáé êáé ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò r(0) = r0 êáé ṙ(0) = v0 óôï
ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.44).

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðïëý åýêïëç åñãáóßá. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ (5.5.47) ôçò
ãåíéêÞò ëýóåùò rg(t), Ý÷ïõìå

rg(t) = D1 coshùt + D2 sinhùt �⇒ ṙg(t) = ùD1 sinhùt + ùD2 coshùt. (5.5.48)

ÅéóÜãïíôáò ôþñá ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò r(0) = r0 (áñ÷éêÞ èÝóç) êáé ṙ0 = v0 (áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá)
óôéò áìÝóùò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò (5.5.48), äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

D1 · 1 + D2 · 0 = D1 = r0, ùD1 · 0 + ùD2 · 1 = v0, ïðüôå D1 = r0, ùD2 = v0 (5.5.49)

êáé ôåëéêÜ
D1 = r0, D2 = v0

ù
. (5.5.50)

ÅðïìÝíùòç ëýóç rp(t) ôïõðñïâëÞìáôïòáñ÷éêþí ôéìþí (5.5.44) (äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé äýïáñ÷éêÝò
óõíèÞêåò) èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

rp(t) = r0 coshùt + v0
ù

sinhùt. (5.5.51)

(å) Ìáò áðïìÝíåé áðëÜ ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò rp(t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí
(5.5.44), ôï åðáíáëáìâÜíïõìå

r̈(t) − ù2r(t) = 0, r(0) = r0, ṙ(0) = v0. (5.5.52)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.35), ç ïðïßá
éêáíïðïéåß üìùò êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.5.36). Áò ðñï÷ùñÞóïõìå óôç ó÷åôéêÞ åðáëÞèåõóç.

Ðáñáãùãßæïíôáò äýï öïñÝò ùò ðñïò t ôç ìåñéêÞ ëýóç rp(t) ôçò ó÷Ýóåùò (5.5.51), Ý÷ïõìå

ṙp(t) = ùr0 sinhùt + v0 coshùt �⇒ r̈p(t) = ù2r0 coshùt + ùv0 sinhùt. (5.5.53)

ÅéóÜãïíôáò ôç ëýóç rp(t) áðü ôç ó÷Ýóç (5.5.51) êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãü ôçò r̈p(t) áðü ôç äåýôåñç
ó÷Ýóç (5.5.53) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç r̈(t) − ù2r(t) = 0, äéáðéóôþíïõìå ðÜñá ðïëý åýêïëá ôçí
åðáëÞèåõóÞ ôçò, áöïý

r̈p(t) − ù2rp(t) = ù2r0 coshùt + ùv0 sinhùt − ù2
(
r0 coshùt + v0

ù
sinhùt

)
= 0. (5.5.54)
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ÖõóéêÜ äåí ðñÝðåé íá îå÷Üóïõìå ôçí åðáëÞèåõóç êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí óôï ðñüâëçìá
áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.52). ÐñÜãìáôé èÝôïíôáò t = 0 óôç ëýóç (5.5.51) äéáðéóôþíïõìå üôé rp(0) = r0,
áöïý, üðùò îÝñïõìå, cosh 0 = 1 êáé sinh 0 = 0. Åíôåëþò áíÜëïãá áðü ôçí ðáñÜãùãï ṙp(t) ðïõ
âñÞêáìå óôçí ðñþôç ó÷Ýóç (5.5.53) äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé ṙp(0) = v0, îáíÜ ãéáôß cosh 0 = 1
êáé sinh 0 = 0. ¢ñá ïëïêëçñþèçêå ìå åðéôõ÷ßá ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò rp(t) óôç ó÷Ýóç (5.5.51)
ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.52). �

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.4: Ôïíßæïõìå üôé êáôÜ ôçí åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò rp(t) åíüò ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêþí ôéìþí èá ðñÝðåé íá åëÝã÷ïõìå üôé åðáëçèåýïíôáé ôüóï (á) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç üóï
êáé (â) ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. ÁíÜëïãá êáé óå Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí, áëë’ åêåß ìå ôéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôç èÝóç ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí.

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.5: Ç ðáñáðÜíù ëýóç rp(t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.52) ðñï-
öáíþò áðïôåëåß ôáõôü÷ñïíá êáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò ìáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.35),
äçëáäÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò r̈(t) − ù2r(t) = 0 ìå êáèïñéóìÝíåò ðéá ôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò
C1 êáé C2 óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò rg(t). ÐáñÜ ôáýôá ç ìåñéêÞ ëýóç rp(t) ôçò ó÷Ýóåùò (5.5.51) ìðïñåß
êáé áõôÞ íá åñìçíåõèåß óáí ãåíéêÞ ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.35). Áñêåß ïé äýï
óôáèåñÝò r0 êáé v0 ó’ áõôÞí íá åñìçíåõèïýí óáí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò áíôß óáí áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.

A5.5.3. Ðåñßðôùóç áðëþí óõæõãþí ìéãáäéêþí ñéæþí

ÃåíéêÜ üëåò ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò n-ôÜîåùò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý åßíáé ðñáã-
ìáôéêÝò êáé ðïëý óõ÷íÜ êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. ¢ñá ïé áíôßóôïé÷åò ïìïãåíåßò åîéóþóåéò
åßíáé ôçò ìïñöÞò (5.5.10), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

kny(n)(x) + kn−1y(n−1)(x) + · · · + k1y ′(x) + k0y(x) = 0 (5.5.55)

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò kn, kn−1, . . . , k1, k0 óôáèåñïýò, áëëÜ êáé ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò. ÅðïìÝíùò
êáé ïé ó÷åôéêÝò ÷áñáêôçñéóôéêÝò åîéóþóåéò

pn(ì) = knìn + kn−1ìn−1 + · · · + k1ì + k0 = 0 (5.5.56)

óôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx èá åßíáé êáé áõôÝò ðñáãìáôéêÝò. Óôçí
ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á5.5.2 áíáöåñèÞêáìå áðïêëåéóôéêÜ óôçí ðåñßðôùóç ðñáãìáôéêþí êáé
áðëþí (äçëáäÞ äéáöïñåôéêþí ìåôáîý ôïõò) ñéæþí ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (5.5.56).

Óôçí ÐáñÜãñáöï áõôÞ Á5.5.3 èá áíáöåñèïýìå óôçí ðåñßðôùóç êáé ðÜëé áðëþí (äçëáäÞ
äéáöïñåôéêþí) ñéæþí ôçò ßäéáò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (5.5.56). Ôþñá üìùò èá õðïèÝóïõìå
ôç äõíáôüôçôá õðÜñîåùò êáé ìéãáäéêþí ñéæþí ìk = ák + iâk (ìå i = √−1 ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá,
ïðüôå i2 = −1). Ãéá ðñáãìáôéêÝò ðïëõùíõìéêÝò åîéóþóåéò, üðùò áêñéâþò åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ
åîßóùóç (5.5.56), ç ìüíç äõíáôüôçôá õðÜñîåùò ìéãáäéêþí ñéæþí ìk = ák + iâk åßíáé âÝâáéá óå
æåýãç óõæõãþí ìéãáäéêþí áñéèìþí, ð.÷. ì1 = á + iâ êáé ì2 = á − iâ.

¸÷ïíôáò õðïèÝóåé êáé óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ áðëÝò (ü÷é äéðëÝò êáé ãåíéêüôåñá ðïëëáðëÝò) ñß-
æåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0, äçëáäÞ ñßæåò äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò, ïõóéáóôéêÜ
ôßðïôå äåí áëëÜæåé ó÷åôéêÜ ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï åêôüò âÝâáéá áðü ôç äõíáôüôçôá åì-
öáíßóåùò ìéãáäéêþí åêèåôþí, ð.÷. ì1, 2 = á± iâ, üðùò Þäç áíáöÝñáìå. ÔÝôïéïé óõæõãåßò ìéãáäéêïß
åêèÝôåò ì1, 2 = á ± iâ ìðïñïýí íá ãñáöïýí áðëÜ óôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ìå ôïõò åîÞò äýï üñïõò:

C1eì1x + C2eì2x = C1e(á+iâ)x + C2e(á−iâ)x (5.5.57)

(ðéèáíüôáôá ìåôáîý êáé Üëëùí üñùí) ìå ôá C1 êáé C2 áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

ÌåñéêÝò, ëßãåò üìùò öïñÝò äåí Ý÷ïõìå ðñüâëçìá ìå ôç ìéãáäéêÞ ãñáöÞ (5.5.57) äýï üñùí ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óå äýï óõæõãåßò ìéãáäéêÝò ñßæåò ì1, 2 = á±iâ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (5.5.56).
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ÓõíÞèùò üìùò ðñïôéìÜìå ôçí áíôßóôïé÷ç ðñáãìáôéêÞ ãñáöÞ, åðåéäÞ Ýôóé áðïöåýãïõìå ôç öá-
íôáóôéêÞ ìïíÜäá i ( i = √−1 ) êáé åðßóçò áðïöåýãïõìå óõæõãåßò ìéãáäéêÝò ôéìÝò ôùí áõèáßñåôùí
óôáèåñþí C1 êáé C2 óå ðåñéðôþóåéò ðñïóäéïñéóìïý ôïõò ìÝóù áñ÷éêþí óõíèçêþí, ðïõ åßíáé
âÝâáéá ãåíéêÜ ðñáãìáôéêÝò (ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) óå Ýíá ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

¢ñá ìïíáäéêü óôü÷ï ôçò ðáñïýóáò ðáñáãñÜöïõ áðïôåëåß áðëÜ ç åðáíáãñáöÞ äýï üñùí ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óå óõæõãåßò ìéãáäéêÝò ñßæåò ì1, 2 = á ± iâ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0
óå ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ. Ðñïò ôï óêïðü áõôü óçìåéþíïõìå ôçí éó÷ý ôïõ ðïëý ãíùóôïý ôýðïõ

ea+b = eaeb (5.5.58)

áêüìç êáé ãéá ìéãáäéêïýò áñéèìïýò, êÜôé ðïõ èá ôï äïýìå êáëýôåñá óôéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò
óôï ÌÝñïò Ä ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí: óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò
Ìç÷áíéêïýò. Åäþ üìùò èá «äáíåéóèïýìå» ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (5.5.58), ï ïðïßïò Ýôóé êé áëëéþò
éó÷ýåé êáé ãéá ðñáãìáôéêïýò åêèÝôåò a êáé b, ü÷é ìüíï ãéá ìéãáäéêïýò. ×ñçóéìïðïéþíôáò åðïìÝíùò
ôïí ôýðï áõôü ea+b = eaeb, ìðïñïýìå íá îáíáãñÜøïõìå ôïõò äýï üñïõò (5.5.57) ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò yg(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.5.55)
óôçí ðáñáðÝñá ìïñöÞ

C1e(á+iâ)x + C2e(á−iâ)x = C1eáxeiâx + C2eáxe−iâx (5.5.59)

ìå a = áx êáé b = ±iâx óôïí ôýðï (5.5.58).

ÖõóéêÜ äåí åßìáóôå áêüìç åõ÷áñéóôçìÝíïé, áöïý ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 óõíå÷ßæåé íá
åßíáé ðáñïýóá óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (5.5.59). Áò áðïöáóßóïõìå íá ôç äéþîïõìå ëïéðüí!
Ðñïò ôï óêïðü áõôü áðëÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler

eix = cos x + i sin x, e−ix = cos x − i sin x, (5.5.60)

ôïõò ïðïßïõò áíáöÝñáìå Þäç óôçí ÐáñÜãñáöï Á1.5.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á1: ôýðïé (1.5.3) êáé (1.5.4)
áíôßóôïé÷á, åäþ ìå âx áíôß áðëÜ x. Ïé ôýðïé áõôïß (ðïõ åßíáé âÝâáéá êáé óõæõãåßò ìéãáäéêïß ìåôáîý
ôïõò) ìáò åðéôñÝðïõí íá ãñÜøïõìå

eiâx = cosâx + i sinâx êáé åðßóçò e−iâx = cosâx − i sinâx (5.5.61)

óôïõò äýï üñïõò (5.5.59) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò (5.5.55) ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óôï æåýãïò á+ iâ êáé á− iâ ôùí óõæõãþí ìéãáäéêþí ñéæþí ì1, 2 ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò pn(ì) = 0.

ÅðïìÝíùò ïé äýï üñïé óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (5.5.59) ìðïñïýí ôþñá íá ãñáöïýí êáé
óôçí áêüëïõèç ðñáãìáôéêÞ åêèåôéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ:

C1eáxeiâx + C2eáxe−iâx = C1eáx(cosâx + i sinâx) + C2eáx(cosâx − i sinâx)

= (C1 + C2)eáx cosâx + i(C1 − C2)eáx sinâx

= D1eáx cosâx + D2eáx sinâx

= eáx(D1 cosâx + D2 sinâx). (5.5.62)

ÂÝâáéá óôçí ðñáãìáôéêÞ áõôÞ ìïñöÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé ôéò íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò

D1 = C1 + C2 êáé D2 = i(C1 − C2) (5.5.63)

óôç èÝóç ôùí áñ÷éêþí áõèáßñåôùí óôáèåñþí C1 êáé C2. (ÁëëÜ êáé ïé óôáèåñÝò D1 êáé D2 åßíáé
öõóéêÜ áõèáßñåôåò. ÁðëÜ Ý÷ïõí õðïêáôáóôÞóåé ôéò C1 êáé C2.)
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Ôï ôåëéêü óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí ôïõ Euler (5.5.60) ìðïñÝóáìå íá
áðáëëáãïýìå áðü ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 óå ðåñéðôþóåéò óõæõãþí ìéãáäéêþí ñéæþí ì1, 2

ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 ìéáò ðñáãìáôéêÞò êáé ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ôÜîåùò n ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. ÕðÜñ÷åé åðßóçò êáé ôï ðñüóèåôï üöåëïò üôé
ôþñá ïé ôåëéêÝò óôáèåñÝò D1 êáé D2 èá åßíáé êáé áõôÝò ðñáãìáôéêÝò (ãéá ðñáãìáôéêÝò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò), åíþ ïé áñ÷éêÝò óôáèåñÝò C1 êáé C2 èá Ýðñåðå íá Þóáí óõæõãåßò ìéãáäéêÝò. ÁõôÞ Þôáí
üëç ç óõìâïëÞ ôçò ðáñïýóáò ðáñáãñÜöïõ, ç ïðïßá óõìðåñéëáìâÜíåôáé âÝâáéá óôç ìÝèïäï ôçò
åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx, åäþ ãéá æåýãç ì1 = á + iâ êáé ì2 = á − iâ óõæõãþí
ìéãáäéêþí ñéæþí ì1, 2 ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0.

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óå äýï ðáñáäåßãìáôá êáé óå äýï åöáñìïãÝò ðïõ èá ìáò åðéôñÝøïõí
ìéá êáëýôåñç êáôáíüçóç ôçò ìåèüäïõ.

� ÐáñÜäåéãìá A5.7: Ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′′(x) + 4y(x) = 0 (5.5.64)

ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1 êáé 4. ¢ñá åßíáé åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò

y0(x) = eìx �⇒ y ′′
0 (x) = ì2eìx �⇒ ì2eìx + 4eìx = 0 �⇒ (ì2 + 4)eìx = 0. (5.5.65)

Ç ìÝèïäïò áõôÞ ïäçãåß óôçí áíôßóôïé÷ç äåõôåñïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

ì2 + 4 = 0 ìå äýï óõæõãåßò öáíôáóôéêÝò ñßæåò ì1, 2 = ±2i. (5.5.66)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (5.5.64) èá åßíáé ç áêüëïõèç:

yg(x) = C1e2ix +C2e−2ix = C1(cos 2x+ i sin 2x)+C2(cos 2x− i sin 2x) = D1 cos 2x+D2 sin 2x (5.5.67)

óå ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ êáé óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ áíôßóôïé÷á, óôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ìå
D1 = C1 + C2 êáé D2 = i(C1 − C2) ìå ôá C1, C2, D1 êáé D2 áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. �

� ÐáñÜäåéãìá A5.8: Ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′′′(x) + 25y ′(x) = 0 (5.5.68)

ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò: 1 êáé 25. ¢ñá åßíáé êáé åäþ åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò

y0(x) = eìx �⇒ y ′
0(x) = ìeìx �⇒ y ′′′

0 (x) = ì3eìx �⇒ (ì3 + 25ì)eìx = 0 (5.5.69)

êáé ïäçãåß óôçí áíôßóôïé÷ç ôñéôïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

ì3 + 25ì = 0 ìå ñßæåò ôçò ôéò ì1 = 0 êáé ì2, 3 = ±5i, (5.5.70)

äçëáäÞ ìå ìßá ðñáãìáôéêÞ ñßæá (ì1 = 0) êáé äýï óõæõãåßò öáíôáóôéêÝò ñßæåò (ì2, 3 = ±5i).

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (5.5.68) èá åßíáé ç åîÞò:

yg(x) = C1e0x + C2e5ix + C3e−5ix = C1 + C2e5ix + C3e−5ix (5.5.71)

óå ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ ìïñöÞ ìå ôá C1, C2 êáé C3 ôñåéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò êáé

yg(x) = C1 + C2(cos 5x + i sin 5x) + C3(cos 5x − i sin 5x) = D1 + D2 cos 5x + D3 sin 5x (5.5.72)
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óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. Èá éó÷ýïõí âÝâáéá êáé ïé ó÷Ýóåéò

D1 = C1, D2 = C2 + C3, D3 = i(C2 − C3) (5.5.73)

ãéá ôéò ôñåéò íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò D1, D2 êáé D3 óôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ôçò ëýóåùò. �

� ÅöáñìïãÞ A5.5 (ÄõíáìéêÞ êáé Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôï áðüëõôá êëáóéêü êáé ôüóï ÷ñÞ-
óéìï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ðñüâëçìá ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí åíüò ìïíïâÜèìéïõ ìç÷á-
íéêïý óõóôÞìáôïò, ð.÷. ôïõ ãíùóôïý ìáò óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÜæáò m êáé åëáôçñßïõ S
óôáèåñÜò k (÷ùñßò áðïóâåóôÞñá, ÷ùñßò áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí). Äå èåùñïýìå åîùôåñéêÞ
öüñôéóç (äýíáìç), ãé’ áõôü êáé äéêáéïýìáóôå íá ìéëÜìå ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìå åéäéêÞ ðåñß-
ðôùóÞ ôïõò (÷ùñßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) ôéò éäéïôáëáíôþóåéò, ôïõò ôñüðïõò ôáëáíôþóåùò. Óôï ôüóï
óçìáíôéêü áõôü ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý éó÷ýåé ç åîßóïõ ãíùóôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

mü(t) + ku(t) = 0 �⇒ ü(t) + ù2
0u(t) = 0 ìå ù0 =

√
k
m

(5.5.74)

ôçí éäéïóõ÷íüôçôá (Þ öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý
óçìåßïõ--åëáôçñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå. Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (5.5.74) Üãíùóôç óõíÜñôçóç
åßíáé ç ìåôáôüðéóç u = u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0
ìå t ôï ÷ñüíï. Ôçí ßäéá åîßóùóç ôçí áíáöÝñáìå áñ÷éêÜ óôçí ðñþôç Åíüôçôá Á1.1 áõôïý ôïõ
äéäáêôéêïý âéâëßïõ: äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.1.3). Åêåß üìùò õðÞñ÷å êáé åîùôåñéêÞ öüñôéóç: åß÷áìå
åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò. Åäþ äåí õðÜñ÷åé ôÝôïéá öüñôéóç: Ý÷ïõìå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò.

Óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ æçôïýíôáé: (á) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò (5.5.74). (â) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ug(t) óå
ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ ìïñöÞ. (ã) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ãåíéêÞò áõôÞò ëýóåùò ug(t) óå ôñéãùíïìåôñéêÞ
ìïñöÞ. (ä) Ç ëýóç up(t) ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôéò

u(0) = u0, u̇(0) = v0, (5.5.75)

äçëáäÞ ôçí áñ÷éêÞ èÝóç u0 êáé ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0 ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì. (å) Ç åðáëÞèåõóç
ôçò ëýóåùò up(t).

Ëýóç: (á) Êáôáñ÷Þí åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ðñüêåéôáé ãéá (i) óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç,
(ii) äåõôÝñáò ôÜîåùò, (iii) ðñþôïõâáèìïý, (iv) ãñáììéêÞ, (v) ïìïãåíÞ, (vi) ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò
(ôïõò m êáé k Þ, éóïäýíáìá, ôïõò 1 êáé ù2

0 = k/m), (vii) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ) ôç ìåôáôüðéóç u = u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0 êáé
(viii) ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t.

(â) Aöïý ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, üðùò
åßäáìå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá (á), ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå îáíÜ ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò, þóôå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç ëýóç ôçò. ÅðïìÝíùò äå÷üìáóôå ëýóç ôçò ìïñöÞò
u0(t) = eìt êáé õðïëïãßæïõìå ôéò äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò:

u0(t) = eìt �⇒ u̇(t) = ìeìt �⇒ ü(t) = ì2eìt. (5.5.76)

Ìå ôçí åêèåôéêÞ áõôÞ áíôéêáôÜóôáóç ç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.74) ðáßñíåé
ôþñá ôç ìïñöÞ

ì2eìt + ù2
0e

ìt = (ì2 + ù2
0)e

ìt = 0. (5.5.77)

ÅðåéäÞ ìÜëéóôá ï åêèåôéêüò ðáñÜãïíôáò eìt äå ìçäåíßæåôáé ðïôÝ, ãéá íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò
ç ó÷Ýóç áõôÞ (5.5.77), èá ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá ìçäåíßæåôáé ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï

p2(ì) = ì2 + ù2
0 = 0. (5.5.78)
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¢ñá ç óôáèåñÜ ì óôïí åêèÝôç ôçò ðéèáíÞò åêèåôéêÞò ëýóåùò u0(t) = eìt ðïõ äå÷èÞêáìå èá åßíáé
ñßæá ôçò ðéï ðÜíù ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (5.5.78), ïðüôå

p2(ì) = ì2 + ù2
0 = 0 �⇒ ì2 = −ù2

0 = (iù0)2 �⇒ ì1 = iù0 êáé ì2 = −iù0. (5.5.79)

¸÷ïõìå ëïéðüí ôþñá äéáèÝóéìåò ôéò äýï ñßæåò ì1 = iù êáé ì2 = −iù ôçò äåõôåñïâÜèìéáò ÷á-
ñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (5.5.78), éóïäýíáìá ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ p2(ì). ÌÜëéóôá
óôçí ðáñïýóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.74) ïé äýï áõôÝò ñßæåò ì1 = iù0 êáé ì2 = −iù0 åßíáé óõæõ-
ãåßò öáíôáóôéêÝò êáé öõóéêÜ äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò, åßíáé äçëáäÞ êáé áðëÝò ñßæåò. ÅðïìÝíùò
ïé äýï ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ìåñéêÝò ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.74) èá åßíáé ïé ëýóåéò

u1(t) = eiù0t, u2(t) = e−iù0t (5.5.80)

(ç ðñþôç ìå ì = ì1 = iù0 êáé ç äåýôåñç ìå ì = ì2 = −iù0 óôïí åêèÝôç). ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ó÷åôéêÞ
ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ôçò ßäéáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.74) èá Ý÷åé ôç ìéãáäéêÞ
åêèåôéêÞ ìïñöÞ

ug(t) = C1u1(t) + C2u2(t) = C1eiù0t + C2e−iù0t (5.5.81)

ìå ôá C1 êáé C2 áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

(ã) Äå ìáò åßíáé éäéáßôåñá áñåóôÞ ç ðáñáðÜíù ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ ëýóç ug(t) = C1eiù0t+C2e−iù0t,
åðåéäÞðåñéÝ÷åé ôçöáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1. ÅðéðëÝïí êáé åðåéäÞ äßíåé óõæõãåßò ìéãáäéêÝò ôéìÝò
óôéò äýï óôáèåñÝò C1 êáé C2 õðü ðñáãìáôéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, üðùò èá ìðïñïýóáìå íá äéáðé-
óôþóïõìå. Åõôõ÷þò åßíáé åýêïëï íá ìåôáôñáðåß ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (5.5.81) êáé óå ðñáãìáôéêÞ
ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ, äçëáäÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äýï ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí óõíçìßôïíï
(cos) êáé çìßôïíï (sin), áêñéâþò üðùò Ýãéíå êáé óôá äýï ðáñáðÜíù Ðáñáäåßãìáôá Á5.7 êáé Á5.8.
Áõôü èá ìáò åðéôñÝøåé êáé ôïí áðëïýóôåñï õðïëïãéóìü ôçò ëýóåùò ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.74) êáé (5.5.75), áò ôï åðáíáëÜâïõìå

ü(t) + ù2
0u(t) = 0, u(0) = u0, u̇(0) = v0. (5.5.82)

Ç ìåôáôñïðÞ áõôÞ óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ åßíáé êáé ðÜëé ðïëý åýêïëç ëáìâÜíïíôáò õðüøç
ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (5.5.60), áò ôïõò åðáíáëÜâïõìå êáé áõôïýò

eix = cos x + i sin x, e−ix = cos x − i sin x. (5.5.83)

ÅéóÜãïíôáò ôïõò ôýðïõò áõôïýò óôç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ðïõ ðñïóäéïñßóèçêå óôç ó÷Ýóç (5.5.81)
(åäþ ìå x = ù0t), äéáðéóôþíïõìå üôé

ug(t) = C1eiù0t + C2e−iù0t = C1(cosù0t + i sinù0t) + C2(cosù0t − i sinù0t). (5.5.84)

¢ñá
ug(t) = (C1 + C2) cosù0t + i(C1 − C2) sinù0t = D1 cosù0t + D2 sinù0t. (5.5.85)

ÔåëéêÜ óôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ áõôÞ Ýêöñáóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ug(t) ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ïé íÝåò
áõèáßñåôåò óôáèåñÝò D1 = C1 +C2 êáé D2 = i(C1 −C2). Åßíáé ðÜñá ðïëý åýêïëç ç åðáëÞèåõóç ôçò
ãåíéêÞò áõôÞò ëýóåùò ug(t) óáí ëýóåùò ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôá-
èåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.5.74) ôùí åëåýèåñùí êáé ÷ùñßò áðüóâåóç ôáëáíôþóåùí ðïõ åîåôÜæïõìå.
ÅðïìÝíùò èá ôçí ðáñáëåßøïõìå.

(ä) Áõôü ðïõ ðñüêåéôáé íá êÜíïõìå ôþñá åßíáé íá âñïýìå êáé ôç ëýóç up(t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.82). Ðñïò ôï óêïðü áõôü èá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò D1

êáé D2 óôçí ôåëéêÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç (5.5.85), Ýôóé þóôå íá éêáíïðïéïýíôáé ïé äýï áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 óôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.82).
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Ðñüêåéôáé êáé ðÜëé ãéá ìéá ðÜñá ðïëý åýêïëç åñãáóßá. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ
ìïñöÞ (5.5.85) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ug(t), Ý÷ïõìå

ug(t) = D1 cosù0t + D2 sinù0t �⇒ u̇g(t) = −ù0D1 sinù0t + ù0D2 cosù0t. (5.5.86)

ÅéóÜãïíôáò ôþñá ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 (áñ÷éêÞ ìåôáôüðéóç) êáé u̇(0) = v0 (áñ÷éêÞ
ôá÷ýôçôá) ó’ áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò (5.5.86), äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ãéá t = 0

D1 · 1 + D2 · 0 = D1 = u0, − ù0D1 · 0 + ù0D2 · 1 = v0, ïðüôå D1 = u0, ù0D2 = v0 (5.5.87)

êáé ôåëéêÜ
D1 = u0, D2 = v0

ù0
. (5.5.88)

ÅðïìÝíùò ç ëýóç up(t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.82) (äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò
ôÜîåùò êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

up(t) = u0 cosù0t + v0
ù0

sinù0t. (5.5.89)

(å) Ìáò áðïìÝíåé ôþñá ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò up(t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí
ôéìþí (5.5.82), ôï îáíáåðáíáëáìâÜíïõìå

ü(t) + ù2
0u(t) = 0, u(0) = u0, u̇(0) = v0. (5.5.90)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç ôçò áñ÷éêÞò ìáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.74), ç ïðïßá
éêáíïðïéåß üìùò êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (5.5.75). Áò ðñï÷ùñÞóïõìå óôç ó÷åôéêÞ åðáëÞèåõóç.

Ðáñáãùãßæïíôáò äýï öïñÝò ùò ðñïò t ôç ìåñéêÞ ëýóç up(t) ôçò ó÷Ýóåùò (5.5.89), Ý÷ïõìå

u̇p(t) = −ù0u0 sinù0t + v0 cosù0t �⇒ üp(t) = −ù2
0u0 cosù0t − ù0v0 sinù0t. (5.5.91)

ÅéóÜãïõìå ôþñá ôç ëýóç up(t) áðü ôç ó÷Ýóç (5.5.89) êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãü ôçò üp(t) áðü ôç
äåýôåñç ó÷Ýóç (5.5.91) óôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç ü(t)+ù2

0u(t) = 0. Äéáðéóôþíïõìå Ýôóé åýêïëá
ôçí åðáëÞèåõóÞ ôçò óõãêåêñéìÝíá üôé

üp(t) + ù2
0up(t) = −ù2

0u0 cosù0t − ù0v0 sinù0t + ù2
0

(
u0 cosù0t + v0

ù0
sinù0t

)
= 0. (5.5.92)

Äåí ðñÝðåé öõóéêÜ íá ëçóìïíÞóïõìå ôçí åðáëÞèåõóç êáé ôùí äýï áñ÷éêþí óõíèçêþí óôï
ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.82). ÐñáãìáôéêÜ, èÝôïíôáò t = 0 óôç ëýóç (5.5.89), äéáðéóôþíïõìå
üôé up(0) = u0, áöïý, üðùò ðïëý êáëÜ ãíùñßæïõìå, cos 0 = 1 êáé sin 0 = 0. Åíôåëþò áíÜëïãá
áðü ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï u̇p(t), ôçí ïðïßá õðïëïãßóáìå óôçí ðñþôç ó÷Ýóç (5.5.91), äéáðéóôþ-
íïõìå Üìåóá üôé u̇p(0) = v0, îáíÜ åðåéäÞ cos 0 = 1 êáé sin 0 = 0. ¸÷åé åðïìÝíùò ïëïêëçñùèåß
ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò up(t) óôç ó÷Ýóç (5.5.89) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.82). �

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.6: Ðáñáôçñïýìå âÝâáéá üôé ç ðéï ðÜíù åöáñìïãÞ ïõóéáóôéêÜ ôáõôßæå-
ôáé ìå ôçí ðñïçãïýìåíÞ ôçò ÅöáñìïãÞ Á5.4 óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á5.5.2, ìüíï ðïõ
åêåß åß÷áìå áñíçôéêü óõíôåëåóôÞ −ù2 óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, åíþ åäþ Ý÷ïõìå èåôéêü óõíôåëå-
óôÞ +ù2

0. ¼ðùò åßäáìå, áõôü óõíåðÜãåôáé óõæõãåßò öáíôáóôéêÝò ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò êáé åðïìÝíùò ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç. Áíôßèåôá óôçí ÅöáñìïãÞ Á5.4 åß÷áìå áíôßèåôåò
ðñáãìáôéêÝò ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò êáé ôåëéêÜ õðåñâïëéêÞ ëýóç. Ðñüêåéôáé ãéá äýï
ìáèçìáôéêÜ ðáñüìïéåò åöáñìïãÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, áðü öõóéêÞò üìùò
áðüøåùò áñêåôÜ äéáöïñåôéêÝò. ÐÝñá áðü ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá, ôï ïðïßï åßíáé åíôå-
ëþò äéáöïñåôéêü óôéò äýï áõôÝò åöáñìïãÝò, äéáöïñåôéêÞ åßíáé êáé ç êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì.
ÓõãêåêñéìÝíá óôçí ÅöáñìïãÞ Á5.4 Þôáí êßíçóç ÷ùñßò ôáëáíôþóåéò (ëüãù ôùí õðåñâïëéêþí óõ-
íáñôÞóåùí), åíþ åäþ, üðùò åßäáìå, Ý÷ïõìå ôáëáíôþóåéò óôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ãýñù
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áðü ôï óçìåßï éóïññïðßáò ôïõ u = 0. Åßíáé âÝâáéá áõôïíüçôï üôé ç ðáñáðÜíù åöáñìïãÞ, áí êáé
ìáèçìáôéêÜ êÜðùò äõóêïëüôåñç áðü ôçí ÅöáñìïãÞ Á5.4 (ëüãù ôùí öáíôáóôéêþí ëýóåùí ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò), åíôïýôïéò áðü ðñáêôéêÞò áðüøåùò åßíáé ðÜñá ðïëý ðéï ÷ñÞóéìç
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.7: ÐñÝðåé åðßóçò íá ôïíéóèåß ç áíáëïãßá ôùí ëýóåùí (5.5.51) êáé (5.5.89)
ôùí ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí ôéìþí ôùí Åöáñìïãþí Á5.4 (óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á5.5.2)
êáé Á5.5 (áìÝóùò ðéï ðÜíù óôçí ðáñïýóá ÐáñÜãñáöï Á5.5.3). Óôéò äýï ó÷åôéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò åß÷áìå (á) äýï áíôßèåôåò ðñáãìáôéêÝò êáé (â) äýï óõæõãåßò öáíôáóôéêÝò ñßæåò ì1 êáé ì2

áíôßóôïé÷á ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí åîéóþóåþí ôïõò p2(ì) = 0. Åßíáé ðñáãìáôéêÜ ðïëý óçìáíôéêÝò
ïé äýï áõôÝò åöáñìïãÝò (êõñßùò üìùò ç äåýôåñç) óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé
åðéìÝíïõìå ó’ áõôÝò. Èá èÝëáìå åðßóçò íá ðñïóèÝóïõìå üôé, áí êáé óôçí ðéï ðÜíù ÅöáñìïãÞ Á5.5
åß÷áìå ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç, ôç ãåíéêüôåñç ðåñßðôùóç ìå áðïóâåóôÞñá óôáèåñÜò c èá
ôçí åîåôÜóïõìå êáé áõôÞ ëåðôïìåñþò óôçí Åíüôçôá Á6.1 ôïõ åðüìåíïõ Êåöáëáßïõ Á6.

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.8: Åßíáé åðßóçò åíäéáöÝñïí íá ðáñáôçñçèåß üôé ç ðéï ðÜíù ôñéãùíïìåôñéêÞ
ëýóç (5.5.85) (óôç ãåíéêÞ ôçò ìïñöÞ) êáé (5.5.89) (óôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (5.5.82))
ìáò äåß÷íåé ðùò óùóôÜ, ðïëý óùóôÜ ç ðïóüôçôá ù0 = √

k/m Ý÷åé áðïêëçèåß éäéïóõ÷íüôçôá
(Þ öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) ôïõ ðáñüíôïò ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåß-
ïõ--åëáôçñßïõ. Åßíáé ðñáãìáôéêÜ ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôùí ôáëáíôþóåùí ðïõ ðñïêýðôïõí êáé
åîáñôÜôáé âÝâáéá ìüíï áðü ôéò óôáèåñÝò m (ìÜæá) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé k ôïõ åëáôçñßïõ.

� ÅöáñìïãÞ A5.6 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÊáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò äïêïý): Êáé ôþñá
ðñï÷ùñÜìå óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí. Åêåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

X ′′′′(x) − â4X(x) = 0 (5.5.93)

äéÝðåé ôï ðñüâëçìá ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý ìå ôï â íá èåùñåßôáé åäþ
ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ôï ðñïóçìáóìÝíï åýñïò X(x) ôùí êáìðôéêþí
éäéïôáëáíôþóåùí êáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Åäþ æçôïýíôáé:
(á) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò Xg(x)
óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ. (ã) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ëýóåùò áõôÞò óå õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ.
(ä) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ôåëåõôáßáò áõôÞò ìïñöÞò ôçò ëýóåùò.

Ëýóç: (á) Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò
êáé öõóéêÜ ðñþôïõ âáèìïý ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1 êáé −â4. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç
(Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç X(x) êáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ôï x.

(â) ÊáôÜ óõíÝðåéá êáé óå óõìöùíßá ìå ôéò äéáðéóôþóåéò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò åßíáé
óô’ áëÞèåéá åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò

X0(x) = eìx �⇒ X ′′′′
0 (x) = ì4eìx. (5.5.94)

ÅðïìÝíùò ðñïêýðôåé åýêïëá ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p4(ì) = 0 ùò åîÞò:

ì4eìx − â4eìx = 0 �⇒ (ì4 − â4)eìx = 0 �⇒ p4(ì) = ì4 − â4 = 0. (5.5.95)

Åýêïëá ëýíïõìå ôçí ôåôáñôïâÜèìéá áõôÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p4(ì) = 0:

ì4 − â4 = 0 �⇒ (ì2 − â2)(ì2 + â2) = 0 �⇒ (ì − â)(ì + â)(ì − iâ)(ì + iâ) = 0 (5.5.96)

(áöïý i = √−1 ) êáé ðñïóäéïñßæïõìå ôéò ôÝóóåñéò ñßæåò ôçò ì1, 2, 3, 4

ì1 = â, ì2 = −â, ì3 = iâ, ì4 = −iâ. (5.5.97)
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Ïé äýï ðñþôåò ñßæåò ì1, 2 = ±â åßíáé ðñáãìáôéêÝò êáé áíôßèåôåò, åíþ ïé äýï ôåëåõôáßåò ì3, 4 = ±iâ
åßíáé óõæõãåßò öáíôáóôéêÝò.

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç Xg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.93) ãéá ôï ðñïóçìáóìÝíï åýñïò
(ôç ÷ùñéêÞ óõíéóôþóá) X(x) ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

Xg(x) = C1eì1x + C2eì2x + C3eì3x + C4eì4x = C1eâx + C2e−âx + C3eiâx + C4e−iâx, (5.5.98)

ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò C1, C2, C3 êáé C4. Ôïýôï åßíáé åýëïãï, ãéáôß
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.93) åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò. Åßíáé åðßóçò áíáìåíüìåíï ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü, åðåéäÞ ìéá óõíÞèçò äïêüò Ý÷åé äýï Üêñá (ð.÷. ôá x = 0 êáé x = L) ìå äýï óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò óôï êáèÝíá ôïõò, Üñá óõíïëéêÜ ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.

(ã) ÓõíÞèùò, ó÷åäüí ðÜíôá ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñïôéìÜåé ôçí õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ
ìïñöÞ ôçò ëýóåùò áõôÞò Xg(x) áðü ôçí åêèåôéêÞ ìïñöÞ ôçò (5.5.98). Ìå âÜóç ôïõò ôüóï ãíùóôïýò
ìáò ðéá ôýðïõò

e±x = cosh x ± sinh x, e±ix = cos x ± i sin x, (5.5.99)

ðïëý åýêïëá îáíáãñÜöïõìå ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç Xg(x) óôçí õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ

Xg(x) = C1(coshâx + sinhâx) + C2(coshâx − sinhâx)

+ C3(cosâx + i sinâx) + C4(cosâx − i sinâx) (5.5.100)
êáé ôåëéêÜ óôç ìïñöÞ

Xg(x) = D1 coshâx + D2 sinhâx + D3 cosâx + D4 sinâx (5.5.101)

ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí íÝùí áõèáßñåôùí óôáèåñþí D1, D2, D3 êáé D4. ÖõóéêÜ óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ
ëýóç åßíáé áðïýóá ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1. Óõíåðþò åýëïãá áíáìÝíïíôáé ðñáãìáôéêÝò
ôéìÝò ôùí óôáèåñþí D1, D2, D3 êáé D4 óå áëçèéíÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

(ä) Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôçò ðéï ðÜíù ãåíéêÞò ëýóåùò Xg(x), áðëÜ ôçí ðáñáãùãßæïõìå ôÝóóåñéò
öïñÝò. Ðñïêýðôïõí Ýôóé ïé ôÝóóåñéò ðñþôåò ðáñÜãùãïß ôçò

X ′
g(x) = âD1 sinhâx + âD2 coshâx − âD3 sinâx + âD4 cosâx, (5.5.102)

X ′′
g (x) = â2D1 coshâx + â2D2 sinhâx − â2D3 cosâx − â2D4 sinâx, (5.5.103)

X ′′′
g (x) = â3D1 sinhâx + â3D2 coshâx + â3D3 sinâx − â3D4 cosâx, (5.5.104)

X ′′′′
g (x) = â4D1 coshâx + â4D2 sinhâx + â4D3 cosâx + â4D4 sinâx. (5.5.105)

Ç ôåëåõôáßá áõôÞ ðáñÜãùãïò X ′′′′
g (x) ìáæß ìå ôçí ßäéá ôç ãåíéêÞ ëýóç Xg(x) ôçò ó÷Ýóåùò (5.5.101)

ìáò áñêïýí ãéá ôçí ðáñïýóá åðáëÞèåõóç. Ìå ôç óýãêñéóÞ ôïõò åßíáé ðñïöáíÝò üôé

× ′′′′
g (x) = â4Xg(x) �⇒ X ′′′′

g (x) − â4Xg(x) = 0. (5.5.106)

¢ñá ç óõíÜñôçóç (5.5.101) åðáëçèåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.93) ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëá-
íôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý ãéá ïðïéåóäÞðïôå ôéìÝò ôùí óôáèåñþí D1, D2, D3 êáé D4 ó’ áõôÞí. �

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.9: Ç ðáñáðÜíù ãåíéêÞ ëýóç Xg(x) èá ìáò öáíåß éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç óôï Êå-
öÜëáéï Á9 óå ó÷åôéêü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùn

áìöéÝñåéóôçò äïêïý óå êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá Üëëåò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò ôçò äïêïý: óå áìößðáêôç äïêü, óå ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêü, óå ðñüâïëï, áêüìç
êáé óå åëåýèåñç äïêü. Ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùn äïêïý óå êáìðôéêÝò éäéïôáëá-
íôþóåéò áðïôåëåß èåìåëéþäïõò óçìáóßáò ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôç ÄõíáìéêÞ ôùí
Êáôáóêåõþí. Áêüìç ðåñéóóüôåñá èá áíáöåñèïýí óôï ÌÝñïò Â ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí:
óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. ÕðïìïíÞ ëïéðüí ðñïò ôï ðáñüí!
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A5.5.4. Ðåñßðôùóç ðïëëáðëþí ñéæþí

Óõíå÷ßæïõìå êáé óå ôïýôç ôçí ÐáñÜãñáöï Á5.5.4 ôç äéåñåýíçóç ôçò åõñÝóåùò ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò ìéáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò (5.5.10) Þ (5.5.55),
ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

kny(n)(x) + kn−1y(n−1)(x) + · · · + k1y ′(x) + k0y(x) = 0 (5.5.107)

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò kn, kn−1, . . . , k1, k0 óôáèåñïýò, áëëÜ êáé ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò. Êáé ðÜëé
ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

pn(ì) = knìn + kn−1ìn−1 + · · · + k1ì + k0 = 0 (5.5.108)

óôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx èá åßíáé êáé áõôÞ ðñáãìáôéêÞ.

Óôçí ðñïðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á5.5.2 åîåôÜóáìå ôçí ðåñßðôùóç áðëþí ðñáãìáôéêþí
ñéæþí, åíþ óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á5.5.3 ôçí ðåñßðôùóç êáé ðÜëé áðëþí, áëëÜ óõæõãþí
ìéãáäéêþí ñéæþí. Ìáò áðïìÝíåé ôþñá ç ðåñßðôùóç ðïõ áãíïÞóáìå: ôùí ðïëëáðëþí (äéðëþí,
ôñéðëþí, êëð.) ñéæþí (åßôåðñáãìáôéêþí åßôå ìéãáäéêþí) ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùòpn(ì) = 0.

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå ìéá ñßæá ì1 ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 ìå ðïëëáðëü-
ôçôá m (ð.÷. äéðëÞ ñßæá ãéá m = 2, ôñéðëÞ ñßæá ãéá m = 3, êëð.). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ óôç ñßæá
áõôÞ ì1 ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò èá áíôéóôïé÷ïýí ïém åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò

y1(x) = y2(x) = · · · = ym(x) = eì1x. (5.5.109)

ÁõôÝò üìùò ïé óõíáñôÞóåéò ôáõôßæïíôáé, óõìðßðôïõí ìåôáîý ôïõò. ¢ñá äåí åßíáé ãñáììéêÜ áíå-
îÜñôçôåò: åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò. ÅðïìÝíùò åêôüò áðü ôçí ðñþôç ôïõò y1(x) = eì1x äåí
Ý÷åé êáíÝíá íüçìá ôï íá ôéò ðåñéëÜâïõìå óôç ëýóç yh(x) ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(5.5.107). Êáé áíôßóôñïöá, åÜí áðü ëÜèïò Þ Üãíïéá êÜíïõìå êÜôé ôÝôïéï, äå èá äéáèÝôïõìå óôç
ëýóç áõôÞ yh(x) n ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò óõíáñôÞóåéò óôïõò üñïõò ôçò. ¢ñá ç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá
WronskiW èá åßíáé ôáõôïôéêÜ ìçäåíéêÞ êáé ç ëýóç yh(x) äå èá åßíáé ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.5.107). ÅðéðëÝïí ôåëéêÜ ç ëýóç áõôÞ äå èá ìðïñåß íá áðïôåëÝóåé ëýóç ôïõ ó÷åôéêïý
ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí, äçëáäÞ íá éêáíïðïéÞóåé ôéò n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

y(x0) = y0, y ′(x0) = y ′
0, . . . , y(n−1)(x0) = y(n−1)

0 (5.5.110)

óôï óçìåßï x0 ôïõ äéáóôÞìáôïò [a, b] éó÷ýïò ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.5.107).

Ôï ðñüâëçìá åßíáé áðëÜ üôé ãéá ìéá ñßæá ì1 ðïëëáðëüôçôáò m (ð.÷. äéðëÞ Þ ôñéðëÞ ñßæá) ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 ðáýïõìå íá äéáèÝôïõìå m áíôßóôïé÷åò ìåñéêÝò ëýóåéò ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.107). ÄéáèÝôïõìå áðëÜ ìüíï ìßá ìåñéêÞ ëýóç: ôç ëýóç y1(x) = eì1x,
áëëÜ áõôü ìå êáíÝíáí ôñüðï äå ìáò åßíáé áñêåôü.

Ôçí áðÜíôçóç ó’ áõôÞ ôç äõóêïëßá ìáò ôç äßíåé ç äõíáôüôçôá åðéëïãÞò óô’ áëÞèåéám ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôùí ìåñéêþí ëýóåùí y1(x), y2(x), . . . , ym(x) ðïõ íá áíôéóôïé÷ïýí üëåò ôïõò óôçíðïëëáðëÞ
ñßæá ì1 ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 (öõóéêÜ ìå 2 ≤ m ≤ n). Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß,
áí êáé åäþ ðáñáëåßðåôáé ç áðüäåéîç, üôé m ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ìåñéêÝò ëýóåéò ðïõ áíôéóôïé-
÷ïýí üëåò ôïõò óôçí ßäéá ðïëëáðëÞ ñßæá ì1 (ðïëëáðëüôçôáò m) ôçò ðéï ðÜíù ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò pn(ì) = 0 åßíáé ïé åîÞò m ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò óõíáñôÞóåéò:

y1(x) = eì1x, y2(x) = xeì1x, y3(x) = x2eì1x, . . . , ym(x) = xm−1eì1x (5.5.111)

ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò
yk(x) = xk−1eì1x, k = 1, 2, . . . ,m. (5.5.112)
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Ç ýðáñîç, üðùò ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß, áõôþí ôùí m ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôùí ìåñéêþí ëýóåùí
ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò (5.5.107) ãéá ìéá ñßæá ì1 ðïëëáðëüôçôáò m ôçò ó÷åôéêÞò ÷áñáêôç-
ñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 (Þ ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ pn(ì)) ìáò «ëýíåé
ôá ÷Ýñéá». Ôþñá áêüìç êáé óå ðïëëáðëÞ ñßæá ì1 (ðïëëáðëüôçôáòm) åßôå ðñáãìáôéêÞ åßôå ìéãáäéêÞ
áíôéóôïé÷ïýí m ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ìåñéêÝò ëýóåéò yk(x). ÁõôÝò äßíïíôáé áðü ôéò ðáñáðÜíù
ó÷Ýóåéò (5.5.111) Þ (5.5.112). ¢ñá üëåò ìáæß óõìâÜëëïõí ìå ôï ãñáììéêü óõíäõáóìü ôïõò

y∗(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + · · · + Cmym(x) (5.5.113)

óôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ≡ yg(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõ-
íôåëåóôÝò (5.5.107). Ïé õðüëïéðåò ñßæåò óõìâÜëëïõí üðùò åîçãÞèçêå óôéò ðñïçãïýìåíåò äýï
ðáñáãñÜöïõò áíÜëïãá ìå ôï áí åßíáé ðñáãìáôéêÝò Þ óõæõãåßò ìéãáäéêÝò. Áí õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò
ðïëëáðëÝò ñßæåò, óõìâÜëëïõí êáé áõôÝò áêñéâþò üðùò ç ì1 ðéï ðÜíù. Áí õðÜñ÷ïõí ðïëëáðëÝò
óõæõãåßò ìéãáäéêÝò ñßæåò á±iâ, ìðïñïýìå ðñïöáíþò ìå ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (5.5.60) íá öÝñïõìå
ôéò ó÷åôéêÝò óõíáñôÞóåéò óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. Áêñéâþò áõôü êÜíáìå Þäç óôçí ðñïçãïýìåíç
ÐáñÜãñáöï Á5.5.3 ãéá áðëÝò óõæõãåßò ìéãáäéêÝò ñßæåò.

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óå Ýíá ðáñÜäåéãìá êáé ôñåéò ìÜëëïí åíäéáöÝñïõóåò åöáñìïãÝò óôçí
ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ¸ôóé åëðßæåôáé üôé èá äéáóáöçíéóèåß êáëýôåñá ç ðáñáðÜíù
äéáäéêáóßá óôçí ðåñßðôùóç ðïëëáðëþí ñéæþí ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0.

� ÐáñÜäåéãìá A5.9: Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′′(x) − 10y ′(x) + 25y(x) = 0. (5.5.114)

Áóöáëþò ðñüêåéôáé ãéá ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1, −10 êáé 25. ÊáôÜ óõíÝðåéá åßíáé åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx. Ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ Ý÷ïõìå

y0(x) = eìx �⇒ y ′
0(x) = ìeìx �⇒ y ′′

0 (x) = ì2eìx. (5.5.115)

Óôç óõíÝ÷åéá áíôéêáèéóôïýìå ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç y0(x) ðïõ äïêéìÜæïõìå êáé ôéò äýï ðéï ðÜíù
ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò y ′

0(x) êáé y
′′
0 (x) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.114) êáé ðáßñíïõìå

y ′′
0 (x)−10y ′

0(x)+25y0(x) = 0 �⇒ ì2eìx−10ìeìx+25eìx �⇒ (ì2−10ì+25)eìx = 0. (5.5.116)

Ïäçãïýìáóôå Ýôóé óôç ó÷åôéêÞ äåõôåñïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

p2(ì) = ì2 − 10ì + 25 = (ì − 5)2 = 0. (5.5.117)

Ç åîßóùóç áõôÞ p2(ì) = 0 Ý÷åé ðñïöáíþò ìßá äéðëÞ ñßæá: ôç ñßæá ì1 = 5. Óôç ñßæá áõôÞ
áíôéóôïé÷åß ç ìåñéêÞ ëýóç y1(x) = e5x ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.114). ¼ìùò äå
ìáò áñêåß ç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ Ý÷ïõìå ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé åðïìÝíùò áðáéôåßôáé íá ðñïóäéïñéóèïýí äýï ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ìåñéêÝò
ëýóåéò ôçò. Ç ìåñéêÞ ëýóç y1(x) = e5x ðïõ ðñïáíáöÝñáìå åßíáé ç ìßá ìåñéêÞ ëýóç. Ðïéá åßíáé
ç Üëëç; Ìá ðñïöáíþò óýìöùíá ìå ôá üóá Þäç áíáöÝñèçêáí êáé åéäéêüôåñá ôéò ó÷Ýóåéò (5.5.111)
êáé (5.5.112) (óôï ðáñÜäåéãìá áõôü ìå ðïëëáðëüôçôá m = 2 ôçò ñßæáò ì1 = 5: äéðëÞ ñßæá) ç
äåýôåñç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ æçôïýìå èá åßíáé ç ëýóç y2(x) = xe5x. ¢ñá èá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôéò åîÞò äýï
ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ëýóåéò y1, 2(x) ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.114)

y1(x) = e5x, y2(x) = xe5x, ïðüôå yg(x) = C1e5x+C2xe5x �⇒ yg(x) = (C1+C2x)e5x (5.5.118)
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ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.114). H ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç yg(x) ðåñéÝ÷åé
äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò (ôéò C1 êáé C2). Ôïýôï åßíáé åýëïãï êáé áíáìåíüìåíï áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç
ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò.

Åðßóçò ïé äýï ìåñéêÝò ëýóåéò y1(x) = e5x êáé y2(x) = xe5x, ôùí ïðïßùí ãñáììéêü óõíäõáóìü
áðïôåëåß ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) = C1y1(x) + C2y2(x) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò, üðùò
ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß Üìåóá åíáëëáêôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ó÷åôéêÞò ïñßæïõóáò Wronski. ¢ñá ïñèÜ
áðïêëÞèçêå ç ëýóç yg(x) óôç ó÷Ýóç (5.5.118) ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.5.114). Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé ìå áðëïýóôáôïõò
õðïëïãéóìïýò ìðïñåß íá ãßíåé êáé ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò yg(x). �

� ÅöáñìïãÞ A5.7 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò ôþñá
óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí æçôåßôáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò ôçò óõíÞèïõò äïêïý õðü êÜìøç

EIv′′′′(x) = p(x) �⇒ v′′′′(x) = p(x)
EI

, (5.5.119)

÷ùñßò üìùò åîùôåñéêÞ öüñôéóç, äçëáäÞ ìå p(x) ≡ 0, ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò.

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá ôçí êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò äïêïý ìå EI ôç
äõóêáìøßá ôçò. Ôïýôç ôçí åîßóùóç ôçí êáôáóêåõÜóáìå Þäç óôçí ÐáñÜãñáöï Á2.1.5 ôïõ Êåöá-
ëáßïõ Á2: åîßóùóç (2.1.34). ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò
äïêïý (ðïõ ìå ôçí êÜìøç ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò) êé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ç èÝóç x
åðßóçò êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Åäþ åîåôÜæïõìå áðëÜ ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

EIv′′′′(x) = 0 �⇒ v′′′′(x) = 0. (5.5.120)

Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò v0(x) = eìx ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå Üìåóá
ôç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p4(ì) = 0 ùò åîÞò:

v0(x) = eìx �⇒ v′′′′
0 (x) = ì4eìx = 0 �⇒ p4(ì) = ì4 = 0 �⇒ ì1, 2, 3, 4 = 0. (5.5.121)

¸÷ïõìå ëïéðüí ìéá ôåôñáðëÞ ñßæá ì = ì1 = 0 ôçò ðïëý áðëÞò ôåôáñôïâÜèìéáò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò p(ì) = ì4 = 0. Óôçí ôåôñáðëÞ áõôÞ ñßæá ì = ì1 = 0 áíôéóôïé÷ïýí öõóéêÜ ôÝóóåñéò
ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ìåñéêÝò ëýóåéò, ïé áêüëïõèåò ëýóåéò:

v1(x) = 1, v2(x) = x, v3(x) = x2, v4(x) = x3, áöïý e0x = e0 = 1, (5.5.122)

óýìöùíá ìå ôéò ó÷Ýóåéò (5.5.111) êáé (5.5.112), åäþ ìå ì1 = 0 êáé m = 4 (ñßæá ðïëëáðëüôçôáò
ôÝóóåñá). ¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç vh(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò äïêïý óå êÜìøç óôçí ïìïãåíÞ
ôçò ìïñöÞ (5.5.120) (äçëáäÞ ÷ùñßò åîùôåñéêÞ öüñôéóç: p(x) ≡ 0) åßíáé ç åîÞò:

vh(x) = C1 + C2x + C3x2 + C4x3 (5.5.123)

ìå ôá C1, C2, C3 êáé C4 ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá áõèáßñåôï ôñéôïâÜèìéï
ðïëõþíõìï. ÖõóéêÜ ó’ áõôü ôï óôïé÷åéþäåò ðñüâëçìá óôçí ßäéá áêñéâþò ëýóç vh(x) êáôáëÞãïõìå
áðëÜ ïëïêëçñþíïíôáò ôÝóóåñéò öïñÝò ôç ó÷åôéêÞ ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.5.120).

Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé åßíáé äõíáôÞ ç êÜìøç ìéáò äïêïý êáé ÷ùñßò êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç
öüñôéóç p(x), ð.÷. ìå êáìðôéêÞ ñïðÞ óå óôçñéæüìåíï Üêñï (åäþ Ýäñáóç Þ êýëéóç) Þ/êáé ìå óõãêå-
íôñùìÝíç äýíáìç/ñïðÞ óå åëåýèåñï Üêñï. ÐÝñá áðü áõôü ç ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç (5.5.123) ôçò
ðáñïýóáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.120) áðïôåëåß ôç âÜóç ãéá ôçí åýñåóç
ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò êáé ôçò áíôßóôïé÷çò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (ìå p(x) �≡ 0), üðùò èá äïýìå óå
åðüìåíåò åíüôçôåò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ. ÐñïâëÞìáôá ìå óõãêåíôñùìÝíåò äõíÜìåéò êáé ñïðÝò óå
åóùôåñéêÜ óçìåßá äïêïý óå êÜìøç èá ìåëåôçèïýí ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. �
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� ÅöáñìïãÞ A5.8 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): ÅîåôÜæïõìå ôï ðñü-
âëçìá ôïõ åëáóôéêïý ëõãéóìïý åõèýãñáììïõ óôýëïõ (Þ ñÜâäïõ Þ õðïóôõëþìáôïò Þ êïëþíáò) õðü
èëéðôéêü öïñôßï ãéá êÜèå åßäïò óôçñßîåùí óôá Üêñá ôïõ óôýëïõ. Óôï ðñüâëçìá áõôü ðñïêýðôåé
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

v′′′′(x) + k2v′′(x) = 0 ìå k =
√

P
EI

. (5.5.124)

Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç v(x) åßíáé ç åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç (ôï âÝëïò êÜìøåùò) ôïõ óôýëïõ
ðïõ ëýãéóå, x ç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôïõ óôýëïõ, P ôï èëéðôéêü öïñôßï ëõãéóìïý ðïõ Ý÷åé åðéâëçèåß
óôï óôýëï êáé EI ç äõóêáìøßá ôïõ óôýëïõ ðïõ éó÷ýåé óôï ëõãéóìü ôïõ áõôü. Æçôåßôáé ç ãåíéêÞ
ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò êáôåõèåßáí ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò.

Ëýóç: Ðñüêåéôáé áóöáëþò ãéá ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1 êáé k2 = P/(EI). ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò v0(x) = eìx. ¸ôóé ðñïêýðôïõí ïé ðáñÜãùãïé

v0(x) = eìx �⇒ v′′
0(x) = ì2eìx �⇒ v′′′′

0 (x) = ì4eìx (5.5.125)

êáé ôåëéêÜ êáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p4(ì) = 0 ùò åîÞò:

v′′′′(x) + k2v′′(x) = 0 �⇒ (ì4 + k2ì2)eìx = 0 �⇒ p4(ì) = ì4 + k2ì2 = 0. (5.5.126)

Ðïëý åýêïëá ëýíåôáé ç ôåôáñôïâÜèìéá áõôÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç:

p4(ì) = ì4 + k2ì2 = ì2(ì2 + k2) = 0 �⇒ ì1 = ì2 = 0, ì3 = ik, ì4 = −ik. (5.5.127)

¸÷ïõìå ëïéðüí ìéá äéðëÞ ñßæá, ôç ì1, 2 = 0, êáé Ýíá æåýãïò óõæõãþí öáíôáóôéêþí ñéæþí, ôéò
ì3, 4 = ±ik. ¢ñá ïé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ìåñéêÝò ëýóåéò ãéá ôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç èá åßíáé ïé

v1(x) = 1, v2(x) = x, v3(x) = cos kx, v4(x) = sin kx. (5.5.128)

Óôéò ëýóåéò áõôÝò ðÞñáìå ìÜëéóôá ôçí ðñùôïâïõëßá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáôåõèåßáí ôñéãùíïìå-
ôñéêÝò (áíôß ìéãáäéêÝò åêèåôéêÝò) ìåñéêÝò ëýóåéò ãéá ôï æåýãïò ôùí öáíôáóôéêþí ñéæþí ì3, 4 = ±ik.
¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç vh(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ ëõãéóìïý (5.5.124) èá åßíáé ç áêüëïõèç:

vh(x) = C1 + C2x + C3 cos kx + C4 sin kx. (5.5.129)

Ç ëýóçáõôÞðåñéÝ÷åé ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, ôéòC1, C2, C3 êáéC4, üðùòðñÝðåé Üëëùóôå.�

� ÅöáñìïãÞ A5.9 (Ôáëáíôþóåéò: Êñßóéìç áðüóâåóç): Óôï ðñüâëçìá ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþ-
óåùí ôïõ êëáóéêïý ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá õðü êñßóéìç
(ïýôå áóèåíÞ ïýôå éó÷õñÞ) áðüóâåóç, ëüãïò áðïóâÝóåùò î = 1, ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ü(t) + 2ù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = 0 (5.5.130)

ìå ôï ù0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ. Æçôåßôáé ç ãåíéêÞ ëýóç ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò.

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò: ôïõò 1, 2ù0 êáé ù2

0. Ìå ôçí åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç u0(t) = eìt ðñïóäéïñßæïõìå
åýêïëá ôç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p2(ì) = 0 êáé ôéò ñßæåò ôçò ì1, 2:

u0(t) = eìt �⇒ (ì2+2ù0ì+ù2
0)e

ìt = 0 �⇒ p2(ì) = (ì+ù0)2 = 0 �⇒ ì1, 2 = −ù0 (5.5.131)

êáé áðü ôç äéðëÞ áõôÞ ñßæá ì1, 2 = −ù0 ôç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.5.130)

uh(t) = C1e−ù0t + C2te−ù0t �⇒ uh(t) = (C1 + C2t)e−ù0t. (5.5.132)
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A5.6. ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ EULER

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óå ìéá åéäéêÞ êáôçãïñßá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò: óôéò åîéóþóåéò Euler, ïé ïðïßåò óðÜíéá êáëïýíôáé
êáé åîéóþóåéò Cauchy--Euler. Ç ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler n-ôÜîåùò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

anxny(n)(x) + an−1xn−1y(n−1)(x) + · · · + a2x2y ′′(x) + a1xy ′(x) + a0y(x) = g(x) (5.6.1)

ìå ôá óýìâïëá ak (k = 0, 1, . . . , n) íá äçëþíïõí óôáèåñÝò (ìå an �= 0) êáé ôï äåîéü ìÝëïò g(x) íá
åßíáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç óõíÜñôçóç y(x). Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò akxk

(ìç óôáèåñïýò, åðåéäÞ õðÜñ÷åé ï ðáñÜãïíôáò xk) êáé ìç ïìïãåíÞ (ëüãù ôïõ äåîéïý ìÝëïõò g(x)).

Ó’ áõôÞí ôçí åíüôçôá èáðåñéïñßóïõìå ôçíðñïóï÷Þ ìáòáðïêëåéóôéêÜ óôçíáíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler (ìå g(x) ≡ 0). ÁõôÞ Ý÷åé ðñïöáíþò ôç ìïñöÞ

anxny(n)(x) + an−1xn−1y(n−1)(x) + · · · + a2x2y ′′(x) + a1xy ′(x) + a0y(x) = 0 (5.6.2)

(ìå an �= 0). ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé x > 0. Ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò äå÷üìáóôå ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

y0(x) = xì �⇒ y ′
0(x) = ìxì−1 �⇒ y ′′

0 (x) = ì(ì−1)xì−2 �⇒ y ′′′
0 (x) = ì(ì−1)(ì−2)xì−3, (5.6.3)

êëð. Óôç ëýóç áõôÞ y0(x) = xì ï åêèÝôçò ì åßíáé óôáèåñÜ ðïõ èÝëïõìå íá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå.

Ðñïò ôï óêïðü áõôü áðëÜ áíôéêáèéóôïýìå ôç óõíÜñôçóç y0(x) = xì êáé ôéò n ðñþôåò ðá-
ñáãþãïõò ôçò y(k)0 (x) óôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler (5.6.2). ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá áõôÞò ôçò
áíôéêáôáóôÜóåùò ðáñáôçñïýìå üôé ï åêèÝôçò ôïõ x óå êÜèå ðáñÜãùãï áíùôÝñáò ôÜîåùò åßíáé
ìåéùìÝíïò êáôÜ ìïíÜäá. ÄçëáäÞ, åíþ ç óõíÜñôçóç y0(x), ôçí ïðïßá äïêéìÜæïõìå ãéá ìåñéêÞ ëýóç,
Ý÷åé xì, ç ðñþôç ðáñÜãùãüò ôçò Ý÷åé xì−1, ç äåýôåñç xì−2, ç ôñßôç xì−3, êëð. Ìåéþíåôáé ëïéðüí
ï åêèÝôçò ì ôïõ x êáôÜ ìïíÜäá óå êÜèå åðüìåíç ðáñÜãùãï ôçò óõíáñôÞóåùò y0(x) = xì. Áðü
ôçí Üëëç ðëåõñÜ üìùò ï üñïò ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï y ′(x) óôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç Euler (5.6.2) Ý÷åé ðáñÜãïíôá ôï x, ï üñïò ðïõ ðåñéÝ÷åé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï y ′′(x) ôï x2,
ï üñïò ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí ôñßôç ðáñÜãùãï y ′′′(x) ôï x3, êëð.

Åßíáé âÝâáéá ðñïöáíÝò üôé óå êÜèå åðüìåíç ðáñÜãùãï ï åêèÝôçò ôïõ x óôç ëýóç ðïõ äïêé-
ìÜæïõìå y0(x) = xì åßíáé ìåéùìÝíïò êáôÜ ìïíÜäá. Áõôü öáßíåôáé Ýôóé êé áëëéþò êáèáñÜ êáé óôéò
ó÷Ýóåéò (5.6.3) ìå ôéò ôñåéò ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò óõíáñôÞóåùò y0(x) = xì. Åíôïýôïéò ï ðáñÜ-
ãïíôáò ìå ôç äýíáìç xk ôïõ x óôï óõíôåëåóôÞ êÜèå üñïõ îáíáöÝñíåé, åðáíáöÝñåé ôç äýíáìç xì

ôçò ëýóåùò y0(x) ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé óôçí áñ÷éêÞ ôïõ ôéìÞ: áêñéâþò óôçí ôéìÞ ì. Ðáñáôçñïýìå
Ýôóé üôé üôáí èÝóïõìå y0(x) = xì ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(x) êáé ôéò n ðñþôåò ðáñáãþãïõò
ôçò óôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler (5.6.2), óôï áðïôÝëåóìá ï üñïò xì èá åßíáé êïéíüò ðá-
ñÜãïíôáò óå üëï ôï áñéóôåñü ìÝëïò. Ãéá ôï ëüãï áõôü ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler (5.6.1) Þ (5.6.2)
÷áñáêôçñßæåôáé ìåñéêÝò öïñÝò óáí éóïäéÜóôáôç. ÅðïìÝíùò èá ðñïêýøåé ìéá åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

pn(ì)xì = 0, ïðüôå ðñÝðåé íá éó÷ýåé pn(ì) = 0. (5.6.4)

Ðñïöáíþò óôçí åîßóùóç áõôÞ ôï óýìâïëï pn(ì) äçëþíåé ôï ðïëõþíõìï n-âáèìïý ðïõ Ý÷åé ðñï-
êýøåé ìå ôçí ðéï ðÜíù áíôéêáôÜóôáóç: y0(x) = xì óôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler (5.6.2).
Áóöáëþò, áöïý èÝëïõìå ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç íá éó÷ýåé ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x óôï äéÜóôçìá
ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé êáé Ý÷ïõìå åðßóçò õðïèÝóåé üôé x > 0, åßíáé áðüëõôá áíáãêáßï íá éó÷ýåé
ç äåýôåñç ðéï ðÜíù åîßóùóç pn(ì) = 0.

Åíôåëþò áíÜëïãá ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò, ðïõ åîåôÜóáìå ëåðôïìåñþò
óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á5.5, ôï ðïëõþíõìï pn(ì) êáëåßôáé êáé åäþ ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþ-
íõìï. Åðßóçò ç áëãåâñéêÞ åîßóùóç pn(ì) = 0, áðü ôçí ïðïßá èá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò êáôÜëëçëåò
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ôéìÝò ôïõ åêèÝôç ì, êáëåßôáé êáé åäþ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç. ÕðÜñ÷åé ëïéðüí ìéá ðÜñá ðïëý
ìåãÜëç áíáëïãßá áíÜìåóá (á) óôéò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôå-
ëåóôÝò, ãéá ôéò ïðïßåò äïêéìÜæïõìå ëýóç ôçò ìïñöÞò y0(x) = eìx, êáé (â) óôéò ïìïãåíåßò åîéóþóåéò
Euler (ìå x > 0), ãéá ôéò ïðïßåò äïêéìÜæïõìå ëýóç ôçò ìïñöÞò y0(x) = xì = eì ln x. Êáé ïé äýï
êáôáëÞãïõí óå Ýíá ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï pn(ì) (ó÷åäüí éóïäýíáìá óå ìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ
åîßóùóç pn(ì) = 0) ìå ñßæåò ôéò æçôïýìåíåò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò ì. ¸ôóé èá ðñïêýøåé ëýóç ôçò
ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùòðïõ åîåôÜæïõìå: Þ ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò Þ Euler.

Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé ìå ôçí áëëáãÞ ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò x = et (êáé t = ln x ìå x > 0)
ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìå ôçí åêôÝëåóç ôùí ó÷åôéêþí ðáñáãùãßóåùí ðùò ç ôñïðïðïéçìÝíç Üãíù-
óôç óõíÜñôçóç ŷ(t) = ŷ(ln x) := y(x) åðáëçèåýåé ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò áíôß ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç Euler (5.6.2). Áðü èåùñçôéêÞò
áðüøåùò åßíáé ðÜñá ðïëý åíäéáöÝñïí ôï óõìðÝñáóìá áõôü: ç ìåôáôñïðÞ ìéáò ïìïãåíïýò ãñáì-
ìéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò n-ôÜîåùò ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò óå áíôßóôïé÷ç
åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. ÐñáêôéêÜ üìùò äåí åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìï êáé Ýôóé ç ðéï
ðÜíù Üìåóç äéáäéêáóßá åðéëýóåùò ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Euler ðñïôéìÜôáé Ýíôïíá.
Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç Üìåóç äéáäéêáóßá ðëåïíåêôåß óçìáíôéêÜ áðü õðïëïãéóôéêÞò áðüøåùò
óå óýãêñéóç ìå ôç äéáäéêáóßá ôçò áëëáãÞò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò x = et, óõãêåêñéìÝíá åðåéäÞ ç
áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò x = et ðñïêáëåß óçìáíôéêÞ äõóêïëßá êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôùí ðáñáãþãùí.

Óå êÜèå áðëÞ ñßæá ìk ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 áíôéóôïé÷åß ç ëýóç yk(x) = xìk

ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler (5.6.2). Ãéá Üññçôåò Þ ìéãáäéêÝò ñßæåò ìk ÷ñçóéìïðïéåßôáé óáí
ïñéóìüò ôçò äõíÜìåùò xìk ï ïñéóìüò

xìk = eìk ln x. (5.6.5)

Óå ñßæåò ìk ðïëëáðëüôçôáò m áíôéóôïé÷ïýí ïé m ëýóåéò

yk(x) = xìk , yk+1(x) = xìk ln x, yk+2(x) = xìk ln2 x, . . . , yk+m−1(x) = xìk lnm−1 x. (5.6.6)

Îáíáûðåíèõìßæïõìå üôé Ý÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé ðùò x > 0.

¼ëåò áõôÝò ïé n óõíáñôÞóåéò yk(x) ãéá ôéò n-ñßæåò ìk ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0
(áðëÝò êáé ðïëëáðëÝò, ðñáãìáôéêÝò êáé ìéãáäéêÝò) áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò
ìåôáîý ôïõò ìå ìç ìçäåíéêÞ ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá Wronski W[y1, y2, . . . , yn] ≡ W(x). Äçìéïõñãïýí Ýôóé
Ýíá èåìåëéþäåò óýóôçìá ëýóåùí (Þ éóïäýíáìá Ýíá èåìåëéþäåò óýíïëï ëýóåùí) áðü n ìåñéêÝò
ëýóåéò yk(x) (ìå k = 1, 2, . . . , n) åéäéêÜ óôéò ðïëëáðëÝò ñßæåò ìå ôçí Ýííïéá ôùí ëýóåùí (5.6.6).
¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler (5.6.2) èá åßíáé ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò
ôùí ìåñéêþí áõôþí ëýóåùí yk(x), äçëáäÞ èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

yg(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + · · · + Cn−1yn−1(x) + Cnyn(x) ìå x > 0. (5.6.7)

� ÐáñÜäåéãìá A5.10: Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler äåõôÝñáò ôÜîåùò

a2x2y ′′(x) + a1xy ′(x) + a0y(x) = 0 ìå a2 �= 0 êáé x > 0. (5.6.8)

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler öõóéêÜ ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò:
ôïõò óõíôåëåóôÝò a2x2, a1x êáé a0. (Áöïý ïé äýï ðñþôïé åßíáé ìç óôáèåñïß, ïëüêëçñç ç ðáñïýóá
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷áñáêôçñßæåôáé ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.) ÖõóéêÜ äå äïêéìÜ-
æïõìå ãéá ìåñéêÞ ëýóç y0(x) ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç y0(x) = eìx, üðùò åß÷áìå êÜíåé óôéò ïìïãåíåßò
ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Åäþ, óå åîßóùóç Euler äïêéìÜæïõìå
ðñïöáíþò ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò y0(x) = xì, üðùò Þäç áíáöÝñáìå óôç ó÷Ýóç (5.6.3), ïðüôå

y0(x) = xì �⇒ y ′
0(x) = ìxì−1 �⇒ y ′′

0 (x) = ì(ì − 1)xì−2. (5.6.9)
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Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôïýôç ôç óõíÜñôçóç y0(x) = xì êáé ôéò äýï áõôÝò ðñþôåò ðáñáãþãïõò
ôçò y ′

0(x) êáé y
′′
0 (x) óôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler (5.6.8) ðïõ ìáò äüèçêå, ðáßñíïõìå

a2x2[ì(ì − 1)xì−2] + a1x(ìxì−1) + a0xì = 0 �⇒ [a2ì(ì − 1) + a1ì + a0]xì = 0. (5.6.10)

¢ñá ôï äåõôåñïâÜèìéï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï p2(ì) èá åßíáé ôþñá ôï ðïëõþíõìï

p2(ì) = a2ì(ì − 1) + a1ì + a0 êáé éóïäýíáìá p2(ì) = a2ì2 + (a1 − a2)ì + a0. (5.6.11)

Åðßóçò ç áíôßóôïé÷ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p2(ì) = 0 èá åßíáé ç ó÷åôéêÞ åîßóùóç

a2ì(ì − 1) + a1ì + a0 = 0 êáé éóïäýíáìá a2ì2 + (a1 − a2)ì + a0 = 0. (5.6.12)

Äéáêñßíïõìå ôþñá ôñåéò ðåñéðôþóåéò: (á) Áí ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p2(ì) = 0 Ý÷åé äýï
áðëÝò ðñáãìáôéêÝò ñßæåò ì1 êáé ì2 (ì1 �= ì2), ôüôå ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ðáñïýóáò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Euler äåõôÝñáò ôÜîåùò èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

yg(x) = C1y1(x) + C2y2(x) = C1xì1 + C2xì2 . (5.6.13)

(â) Áíôßèåôá, áí ç ßäéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ìßá äéðëÞ ñßæá ì1 (ìå ðïëëáðëüôçôá m = 2),
ôüôå ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß (ð.÷. ìå ôç ìÝèïäï ôïõ õðïâéâáóìïý ôçò ôÜîåùò ôçò Åíüôçôáò Á5.4)
üôé ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ßäéáò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Euler èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

yg(x) = C1y1(x) + C2y1(x) ln x = C1xì1 + C2xì1 ln x = (C1 + C2 ln x)xì1 . (5.6.14)

(ã) ÔÝëïò, áí ïé ñßæåò ì1 êáé ì2 ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò åßíáé óõæõãåßò ìéãáäéêÝò, äçëáäÞ áí

ì1 = ë + iù êáé ì2 = ë − iù ìå ù �= 0 êáé i = √−1, (5.6.15)

ôüôå èá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

y1(x) = xì1 = xë+iù = e(ë+iù) ln x = eë ln x eiù ln x = xë[cos (ù ln x) + i sin (ù ln x)]. (5.6.16)

Èá éó÷ýåé åðßóçò êáé ç áðüëõôá áíÜëïãç óõæõãÞò ìéãáäéêÞ ó÷Ýóç (ôþñá ìå −i óôç èÝóç ôïõ i)

y2(x) = xì2 = xë−iù = e(ë−iù) ln x = eë ln x e−iù ln x = xë[cos (ù ln x) − i sin (ù ln x)], (5.6.17)

ðïõ äßíåé óõæõãÞ ìéãáäéêÞ ëýóç y2(x). Óçìåéþíåôáé âÝâáéá üôé óôéò äýï áõôÝò ëýóåéò y1(x) êáé y2(x)
ðÞñáìå õðüøç ôïõò ãíùóôïýò ìáò ôýðïõò ôïõ Euler eix = cos x + i sin x êáé e−ix = cos x − i sin x,
äçëáäÞ ôïõò ôýðïõò (1.5.3) êáé (1.5.4) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á1.5.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á1. �

� ÐáñÜäåéãìá A5.11: Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler äåõôÝñáò ôÜîåùò

x2y ′′ − 3xy ′ − 5y = 0 ðÜëé ìå x > 0. (5.6.18)

Ëýóç: Äå÷üìáóôå îáíÜ ëýóç ôçò ìïñöÞò y0(x) = xì êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò ó÷Ýóåéò (5.6.9) ôïõ
ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò. Áðü ôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñïêýðôåé Ýôóé ç åîßóùóç

x2[ì(ì − 1)xì−2] − 3x(ìxì−1) − 5xì = 0 �⇒ [ì(ì − 1) − 3ì − 5]xì = 0. (5.6.19)

Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p2(ì) = 0 èá åßíáé ç áêüëïõèç äåõôåñïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç:

p2(ì) = ì(ì − 1) − 3ì − 5 = 0 �⇒ ì2 − 4ì − 5 = 0. (5.6.20)
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Ïé ñßæåò ôçò ì1 êáé ì2 åßíáé áðëÝò (ì1 �= ì2), ðñáãìáôéêÝò êáé Ý÷ïõí ðñïöáíþò ôéò ôéìÝò

ì1, 2 = 2 ±√
4 − ( − 5) = 2 ± √

9 = 2 ± 3 �⇒ ì1 = 5 êáé ì2 = −1. (5.6.21)

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ðáñïýóáò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Euler èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

yg(x) = C1xì1 + C2xì2 = C1x5 + C2

x
ìå x > 0. (5.6.22)

Ç åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò áõôÞò ëýóåùò yg(x) áðïôåëåß ðïëý åýêïëç åñãáóßá êáé ðáñáëåßðåôáé. �

Ìéá êÜðùò äõóêïëüôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler (ôåôÜñôçò ôÜîåùò êáé ìç ïìïãåíÞò) ðïõ
ðáñïõóéÜæåôáé óôï ðñüâëçìá ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò êõêëéêÞò ðëÜêáò õðü ïìïéüìïñöç êÜèåôç
êáôáìåìçìÝíç öüñôéóç p0 èá åîåôáóèåß óáí åöáñìïãÞ óôçí Åíüôçôá Á8.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á8.

A5.7. ÌÇ ÏÌÏÃÅÍÅÉÓ ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ

Óôéò äýï ðñïçãïýìåíåò åíüôçôåò áíáöåñèÞêáìå åêôåíþò óå ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò. Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óå äýï ðïëý âáóéêÝò êáé ãåíéêÝò éäéüôçôåò ôùí ìç
ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Èá ôéò äéáôõðþóïõìå óå ìïñöÞ èåùñçìÜôùí:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Óå ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (åßôå ìå óôáèåñïýò åßôå ìå ìç
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò) n-ôÜîåùò ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò

an(x)y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + · · · + a2(x)y ′′(x) + a1(x)y ′(x) + a0(x)y(x) = g(x) (5.7.1)

ç äéáöïñÜ yd(x) = y1(x) − y2(x) äýï ïðïéùíäÞðïôå ëýóåþí ôçò y1(x) êáé y2(x) áðïôåëåß ëýóç ôçò
áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

an(x)y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + · · · + a2(x)y ′′(x) + a1(x)y ′(x) + a0(x)y(x) = 0. (5.7.2)

Áðüäåéîç: Èá ðáñáèÝóïõìå ôçí áðüäåéîç áõôÞ ìüíï óôçí áñêåôÜ åéäéêÞ ðåñßðôùóç ìéáò
ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò

a2(x)y ′′(x) + a1(x)y ′(x) + a0(x)y(x) = g(x) (5.7.3)

ìå áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå g(x) ≡ 0) ôçí åîßóùóç

a2(x)y ′′(x) + a1(x)y ′(x) + a0(x)y(x) = 0. (5.7.4)

Èåùñïýìå ëïéðüí äýï ïðïéåóäÞðïôå ëýóåéò y1(x) êáé y2(x) ôçò ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò ãñáì-
ìéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.7.3). Áöïý ðñüêåéôáé ãéá ëýóåéò, èá Ý÷ïõìå

a2(x)y ′′
1 (x) + a1(x)y ′

1(x) + a0(x)y1(x) = g(x), (5.7.5)

a2(x)y ′′
2 (x) + a1(x)y ′

2(x) + a0(x)y2(x) = g(x). (5.7.6)

Åßíáé ôþñá ðéá ðñïöáíÝò ðùò ðñÝðåé íá áöáéñÝóïõìå êáôÜ ìÝëç ôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò, þóôå
íá ðÜñïõìå ìçäåíéêü äåîéü ìÝëïò: g(x) − g(x) = 0. ÐñáãìáôéêÜ ìå ôçí áöáßñåóç áõôÞ âñßóêïõìå

a2(x)[y ′′
1 (x) − y ′′

2 (x)] + a1(x)[y ′
1(x) − y ′

2(x)] + a0(x)[y1(x) − y2(x)] = 0. (5.7.7)

Ãíùñßæïõìå üìùò ðïëý êáëÜ áðü ôéò ðáñáãþãïõò óôï Äéáöïñéêü Ëïãéóìü üôé ç ðáñÜãùãïò
(ïðïéáóäÞðïôå ôÜîåùò) ôçò äéáöïñÜò äýï åðáñêþò ðáñáãùãßóéìùí óõíáñôÞóåùí åßíáé ßóç ìå
ôç äéáöïñÜ ôùí áíôßóôïé÷ùí ðáñáãþãùí. ÅðïìÝíùò êáé åäþ èá éó÷ýïõí ïé ôýðïé

[y1(x) − y2(x)]′ = y ′
1(x) − y ′

2(x) êáé [y1(x) − y2(x)]′′ = y ′′
1 (x) − y ′′

2 (x). (5.7.8)
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×ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ôýðïõò áõôïýò óôç ó÷Ýóç (5.7.7), ðïõ ìüëéò áðïäåßîáìå, óõíÜãïõìå üôé

a2(x)[y1(x) − y2(x)]′′ + a1(x)[y1(x) − y2(x)]′ + a0(x)[y1(x) − y2(x)] = 0. (5.7.9)

Áõôü äçëþíåé óáöþò üôé ç äéáöïñÜ

yd(x) := y1(x) − y2(x) (5.7.10)

ôùí äýï ëýóåùí y1(x) êáé y2(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.7.3) åßíáé
ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.7.4). Ãéá áêüìç ìåãáëýôåñç óáöÞíåéá
ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ïñéóìïý (5.7.10) ôçò äéáöïñÜò yd(x) îáíáãñÜöïõìå ôç ó÷Ýóç (5.7.9) êáé óôçí ðéï
óýíôïìç ìïñöÞ ôçò

a2(x)y ′′
d (x) + a1(x)y ′

d(x) + a0(x)yd(x) = 0. (5.7.11)

ÅðïìÝíùò ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò Ý÷åé óõìðëçñùèåß ãéá äåõôÝñáò ôÜîåùò ìç ïìïãåíåßò
ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ôþñá ç ãåíßêåõóÞ ôçò óôçí ðåñßðôùóç ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí n-ôÜîåùò åßíáé áðüëõôá áíÜëïãç êáé äåí ðáñïõóéÜæåé êáìßá äõóêïëßá.❏

¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò áõôïý áðïôåëåß ôï åðüìåíï êáé ðéï óçìáíôéêü èåþñçìá:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Óå ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò (5.7.1) ç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò yg(x) èá åßíáé ôï Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.7.2) óõí ìéá ïðïéáäÞðïôå ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.7.1), äçëáäÞ

yg(x) = yh(x) + yp(x). (5.7.12)

Áðüäåéîç: ÁðëÜ åöáñìüæïõìå ôï ðñþôï èåþñçìá åäþ ãéá ôéò äýï ëýóåéò y1(x) = yg(x) êáé
y2(x) = yp(x), äçëáäÞ ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) êáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.7.1). ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôï ðñþôï èåþñçìá ç äéáöïñÜ ôïõò y1(x) − y2(x) =
yg(x)− yp(x) èá åßíáé ïðùóäÞðïôå ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.7.2).

ÁëëÜ êÜèå ëýóç ìéáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, üðùò åßíáé åäþ ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (5.7.2), åìðåñéÝ÷åôáé óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò yh(x), ðïõ ðåñéëáìâÜíåé n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.
¢ñá êé ç äéáöïñÜ yg(x)−yp(x) ðñÝðåé êé áõôÞ íá åßíáé ôçò ìïñöÞò yh(x), äçëáäÞ yg(x)−yp(x) = yh(x).
ÅðïìÝíùò, ìåôáöÝñïíôáò ôï yp(x) äåîéÜ, ðáßñíïõìå yg(x) = yh(x)+ yp(x) êé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç (5.7.12).

Êáé áíôßóôñïöá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß Üìåóá, äçëáäÞ ìå áíôéêáôÜóôáóç óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáì-
ìéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.7.1), üôé ç óõíÜñôçóç yg(x) = yh(x)+yp(x) áðïôåëåß ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò
áõôÞò åîéóþóåùò. Óçìåéþíïõìå ìÜëéóôá üôé ç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò (5.7.2) ðåñéÝ÷åé, üðùò ãíùñßæïõìå, n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Ý÷ïíôáò ôç ìïñöÞ

yh(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + · · · + Cnyn(x) (5.7.13)

ìå y1(x), y2(x), . . . , yn(x) Ýíá èåìåëéþäåò óýóôçìá ëýóåùí ìå ìç ìçäåíéêÞ ïñßæïõóá Wronski. Åðï-
ìÝíùò áðü ôç ó÷Ýóç (5.7.12) óõíÜãåôáé áìÝóùò üôé êáé ç ëýóç yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.7.1) èá ðåñéÝ÷åé êáé áõôÞ ôéò ßäéåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Ck ðáßñíïíôáò ôç ìïñöÞ

yg(x) = yh(x) + yp(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + · · · + Cnyn(x) + yp(x). (5.7.14)

¢ñá åßíáé ðñáãìáôéêÜ ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.7.1) Ý÷ïíôáò
ìÜëéóôá ôç äõíáôüôçôá íá åðáëçèåýóåé êáé ïðïéåóäÞðïôå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõí ôåèåß óå Ýíá
ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ìå êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôùí n óôáèåñþí Ck. Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ ïé ëýóåéò
y1(x), y2(x), . . . , yn(x) áðïôåëïýí Ýíá èåìåëéþäåò óýóôçìá ëýóåùí ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò (5.7.2) ìå ìç ìçäåíéêÞ ïñßæïõóáWronski. ¢ñá ôï ó÷åôéêü óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí (ãéá ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) èá Ý÷åé ìßá êáé ìüíï ìßá ëýóç ãéá ôéò n óôáèåñÝò Ck.❏
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A5.8. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ ÐÑÏÓÄÉÏÑÉÓÔÅÙÍ ÓÕÍÔÅËÅÓÔÙÍ

A5.8.1. ÅéóáãùãÞ óôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí

Ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí åßíáé ìéá åîáéñåôéêÜ ÷ñÞóéìç êáé äéáäåäïìÝíç
ìÝèïäïò åõñÝóåùò ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò (Þ åéäéêÞò ëýóåùò) yp(x) ìéáò ìåãÜëçò êáôçãïñßáò ìç
ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ak ôçò ìïñöÞò

any(n)(x) + an−1y(n−1)(x) + · · · + a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = g(x) ìå an �= 0. (5.8.1)

(Óçìåéþíåôáé üôé ðïëý óðÜíéá ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí êáëåßôáé êáé ìÝèïäïò
ôùí áðñïóäéüñéóôùí óõíôåëåóôþí.)

ÓõãêåêñéìÝíá ç ìÝèïäïò áõôÞ åßíáé åöáñìüóéìç üóåò öïñÝò ôï äåîéü ìÝëïò g(x) áõôÞò ôçò ìç
ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò åßíáé êáé ôï ßäéï ëýóç ìéáò
äéáöïñåôéêÞò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åðßóçò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, ôþñá üìùò
ïìïãåíïýò, Þ Üèñïéóìá ôÝôïéùí ëýóåùí. Ðñïò ôï óêïðü áõôü èá ðñÝðåé ôï äåîéü ìÝëïò g(x) ôçò
ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.1) íá Ý÷åé ôç ãåíéêÞ ìïñöÞ

g(x) = [Pm1(x) cos bx + Pm2(x) sin bx]ecx, (5.8.2)

üðïõ Pm1(x) êáé Pm2(x) åßíáé äýï ãíùóôÜ ðïëõþíõìá m-âáèìïý (ôï Ýíá áðü áõôÜ ßóùò êáé ìéêñü-
ôåñïõ âáèìïý) êáé b êáé c åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò, Þ íá åßíáé Üèñïéóìá üñùí áõôÞò ôçò ìïñöÞò.

Ðïëý óðÜíéá èá Ý÷ïõìå ðñïò åðßëõóç ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò
ìå ôüóï ðïëýðëïêï äåîéü ìÝëïò g(x). ÓõíÞèùò Ý÷ïõìå ðïëý áðëïýóôåñá ãíùóôÜ äåîéÜ ìÝëç g(x),
üðùò åßíáé ôá åîÞò:

g1(x) = decx, g2(x) = d cos bx, g3(x) = d sin bx, g4(x) = Pm1(x). (5.8.3)

ÄçëáäÞ ãåíéêÜ Ý÷ïõìå óáí äåîéü ìÝëïò g(x) óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.1)
ìéá åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç, ìéá áðëÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ óõíÜñôçóç Þ Ýíá áðëü ðïëõþíõìï. ÖõóéêÜ
ïé áðëÝò ðåñéðôþóåéò (5.8.3) ãéá ôï äåîéü ìÝëïò g(x) åßíáé åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôçò ðïëý ðéï ãåíéêÞò
ìïñöÞò ôïõ (5.8.2). Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ðéï ðÜíù åêèåôéêÞ ìïñöÞ g1(x) = decx ðñïêýðôåé áðü
ôç ãåíéêÞ ìïñöÞ (5.8.2) ìå Pm1(x) = d êáé b = 0, ïðüôå cos bx = cos 0x = 1 êáé sin bx = sin 0x = 0.

ÌåñéêÝò öïñÝò ôï äåîéü ìÝëïò g(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò n-ôÜîåùò
êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.8.1) åßíáé Üèñïéóìá üñùí gk(x) ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò (5.8.2). Êáé
óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí, üðùò èá
Ý÷ïõìå ôçí åõêáéñßá íá äïýìå ðáñáêÜôù.

ÁñêåôÜ üìùò öëõáñÞóáìå ùò åäþ. Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí ðáñïõóßáóç ôçò ìåèüäïõ
ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí îåêéíþíôáò áðü ìéá ðïëý áðëÞ ðåñßðôùóç êáé ðñï÷ùñþíôáò
âáèìéáßá ðñïò ëßãï óõíèåôüôåñåò ðåñéðôþóåéò. Óôç ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò (5.8.1) õðïèÝôïõìå óõíå÷þò ãéá ôïí ðñþôï óõíôåëåóôÞ an ðùò an �= 0.

A5.8.2. Äåîéü ìÝëïò åêèåôéêÞò ìïñöÞò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ åîåôÜæïõìå ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò (5.8.1) ìå äåîéü ìÝëïò ôçò áðëÞò åêèåôéêÞò ìïñöÞò g(x) = decx. ¸÷ïõìå äçëáäÞ ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç

any(n)(x) + an−1y(n−1)(x) + · · · + a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = decx (5.8.4)

ìå üëïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò ak (k = 0, 1, . . . , n) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé åðßóçò
ôéò óôáèåñÝò c êáé d óôï äåîéü ìÝëïò êáé áõôÝò ãíùóôÝò. Ó÷åäüí ðÜíôá åßíáé êáé ðñáãìáôéêÝò.
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Ôïíßæïõìå ìå üóç Ýìöáóç ìðïñïýìå üôé ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí ðïõ åîå-
ôÜæïõìå óôçí åíüôçôá áõôÞ áöïñÜ óå ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò
(ü÷é ìå ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò.

Êáé ôß ðñÝðåé íá êÜíïõìå ôþñá; Óêåöôüìáóôå: Ùò ðñïò ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò
ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, äçëáäÞ ôçò åîéóþóåùò

any(n)(x) + an−1y(n−1)(x) + · · · + a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = 0 (5.8.5)

(ìå g(x) ≡ 0), áðëÜ ôçí ðñïóäéïñßæïõìå ìå ôç ãíùóôÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
y0(x) = eìx, ðïõ ôçí áíáðôýîáìå óôçí Åíüôçôá Á5.5. ÎÝñïíôáò ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.5), áíáæçôïýìå åäþ ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.8.4) êáé èá ôçíðñïóäéïñßóïõìå åäþ ìå ôç ìÝèïäï ôùíðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí.
Ôüôå ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.4) èá åßíáé ðñïöáíþò, üðùò
Ý÷ïõìå Þäç åîçãÞóåé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á5.7, ôï Üèñïéóìá (á) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x)
ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé (â) ìéáò ïðïéáóäÞðïôå ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) ôçò ìç
ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÄçëáäÞ èá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

yg(x) = yh(x) + yp(x). (5.8.6)

Åäþ ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí ìéáò (ìßá áñêåß!)
ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.8.4)
êÜíïõìå ôïí åîÞò óõëëïãéóìü: Ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ecx óôï äåîéü ìÝëïò Ý÷åé óáí ðñþôç ðáñÜ-
ãùãï ôç óõíÜñôçóç cecx, óáí äåýôåñç ðáñÜãùãï ôç óõíÜñôçóç c2ecx êáé ãåíéêÜ óáí k-ðáñÜãùãï
ôç óõíÜñôçóç

dk

dxk
ecx = ckecx ìå k = 1, 2, . . . . (5.8.7)

¢ñá üëåò ïé ðáñÜãùãïé ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ecx åßíáé ç ßäéá áêñéâþò åêèåôéêÞ óõíÜñ-
ôçóç ecx, áëëÜ ðïëëáðëáóéáóìÝíç åðß óôáèåñÜ. ¼ìùò êáé óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ìç ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.8.4) Ý÷ïõìå ôçí ßäéá áêñéâþò åê-
èåôéêÞ óõíÜñôçóç ecx. Åßíáé åðïìÝíùò ðñïöáíÝò üôé ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) áõôÞò ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò èá Ý÷åé ðÜëé áíÜëïãç åêèåôéêÞ ìïñöÞ ðïëëáðëáóéáóìÝíç åðß ìßá êáôÜëëçëç óôáèåñÜ:
ÝíáíðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞÁ. ÕðïèÝôïõìå Ýôóé áðüëõôá åýëïãá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò ìïñöÞò

yp(x) = Aecx. (5.8.8)

Óôç óõíÝ÷åéá áðëÜ èá åðéäéþîïõìå ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôïõ ðñïó-
äéïñéóôÝïõ óõíôåëåóôÞ A óôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç yp(x). ÄçëáäÞ èá ðñïóäéïñßóïõìå ôï óõíôåëåóôÞ
áõôü Á. Ãé’ áõôü êáé ç ðáñïýóá ìÝèïäïò êáëåßôáé ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí
(êáé óðÜíéá, üðùò Þäç áíáöÝñáìå, ìÝèïäïò ôùí áðñïóäéüñéóôùí óõíôåëåóôþí). Åíôïýôïéò óôçí
áðëÞ ìáò áõôÞ ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå Ýíá ìüíï ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ: ôïí Á. ÐáñáêÜôù èá
óõíáíôÞóïõìå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ìå ðåñéóóüôåñïõò áðü Ýíáí ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò.

Êáé ôß áðïìÝíåé ôþñá; Ìá öõóéêÜ íá ðñïóäéïñßóïõìå ôïí ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ A óôç
ìåñéêÞ ëýóç (5.8.8). Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðñÝðåé áðëÜ íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç
yp(x) = Aecx, ôçí ïðïßá ìüëéò õðïèÝóáìå óôç ó÷Ýóç (5.8.8), óôçí áñ÷éêÞ ìáò ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.8.4), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

any(n)(x) + an−1y(n−1)(x) + · · · + a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = decx. (5.8.9)

Ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç áõôÞ ðñïêýðôåé áìÝóùò ç åîßóùóç

anÁcnecx + an−1Ácn−1ecx + · · · + a2Ác2ecx + a1Ácecx + a0Aecx = decx. (5.8.10)
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Ôçí îáíáãñÜöïõìå êáé óôçí éóïäýíáìç, áëëÜ áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôçò

A(ancn + an−1cn−1 + · · · + a2c2 + a1c + a0)ecx = decx. (5.8.11)

ÔåëéêÜ áðëïðïéïýìå êáé ôïí åêèåôéêü ðáñÜãïíôá ecx (ðïõ äå ìçäåíßæåôáé) êáé óôá äýï ìÝëç êáé
ãñÜöïõìå ôçí áìÝóùò ðéï ðÜíù ó÷Ýóç êáé óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

A(ancn + an−1cn−1 + · · · + a2c2 + a1c + a0) = d. (5.8.12)

Ôþñá ëýíïõìå áðëÜ ùò ðñïò ôïí ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ A. ¸ôóé âñßóêïõìå üôé

A = d
ancn + an−1cn−1 + · · · + a2c2 + a1c + a0

(5.8.13)

õðïèÝôïíôáò ôïí ðáñïíïìáóôÞ äéÜöïñï ôïõ ìçäåíüò.

Ðñïóäéïñßóáìå Ýôóé ôï ìÝ÷ñé ôþñá ðñïóäéïñéóôÝï (Þ Ýóôù áðñïóäéüñéóôï) óõíôåëåóôÞ Á óôç
ìåñéêÞ ëýóç yp(x) = Aecx, ðïõ óùóôÜ õéïèåôÞóáìå óôç ó÷Ýóç (5.8.8). ¢ñá îÝñïõìå ôç ìåñéêÞ
áõôÞ ëýóç yp(x). Ôçí ðñïóèÝôïõìå óôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.8.5) êáé ðñïóäéïñßæïõìå Ýôóé ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) = yh(x) + yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.4). Áõôü åßíáé üëï! ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé ç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò
áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.5) ðñïóäéïñßæåôáé ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò, üðùò ôçí áíáðôýîáìå óôçí Åíüôçôá Á5.5. Ðáñáôçñïýìå ìÜëéóôá üôé óôïí
ðáñïíïìáóôÞ ôçò ôåëéêÞò ó÷Ýóåùò (5.8.13) ãéá ôï óõíôåëåóôÞ Á ðïõ ðñïóäéïñßóáìå Ý÷ïõìå áðëÜ
ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï pn(ì) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.5) ãéá ì = c.
ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí ßäéá ó÷Ýóç (5.8.13) êáé óôçí ðéï óýíôïìç ìïñöÞ

A = d
pn(c)

. (5.8.14)

Áí ìÜëéóôá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôï äéáöïñéêü ôåëåóôÞ D ãéá ôçí ðáñÜãùãï d/dx, ìðïñïýìå
íá ãñÜøïõìå ôçí áñ÷éêÞ ìáò ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.4) óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

anDn y(x) + an−1Dn−1y(x) + · · · + a2D2y(x) + a1Dy(x) + a0y(x) = decx. (5.8.15)

Ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãñÜöåôáé êáé áêüìç ðéï áðëÜ óôç ìïñöÞ

pn(D)y(x) = decx (5.8.16)

ìå ôï «ðïëõþíõìï» pn(D) ôïõ äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ D óôï áñéóôåñü ìÝëïò. (Äåí åßíáé üìùò áëçèéíü
áëãåâñéêü ðïëõþíõìï: ãé’ áõôü êáé èÝóáìå ôá åéóáãùãéêÜ óôç ëÝîç «ðïëõþíõìï».) ÖõóéêÜ ðñü-
êåéôáé ãéá ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï pn(ì) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(5.8.5), ðïõ ôï óõíáíôÞóáìå óôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò. Åäþ üìùò ôï óõíá-
íôÜìå óáí pn(D) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.16) êáé óáí pn(c) óôïí ðñïóäéïñéóìü (5.8.14) ôïõ
ðñïóäéïñéóôÝïõ óõíôåëåóôÞ Á. Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá êáé óå Ýíá ðáñÜäåéãìá ôçò ìåèüäïõ.

� ÐáñÜäåéãìá A5.12: Íá õðïëïãéóèåß ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′ − 3y ′ + 2y = 3e4x. (5.8.17)

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé
äåîéü ìÝëïò åêèåôéêÞò ìïñöÞò decx ìå d = 3 êáé c = 4. Èá õðïëïãßóïõìå ôç æçôïýìåíç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò yg(x) óáí Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′ − 3y ′ + 2y = 0 (5.8.18)
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êáé ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò (Þ åéäéêÞò ëýóåùò) yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.17)
ðïõ ìáò äüèçêå, óõãêåêñéìÝíá, åðáíáëáìâÜíïõìå

yg(x) = yh(x) + yp(x). (5.8.19)

Ãéá ôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.18) èá åöáñìüóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêá-
ôáóôÜóåùò y0(x) = eìx óýìöùíá ìå ôçí Åíüôçôá Á5.5. Ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç áõôÞ ðñïêýðôåé

ì2eìx − 3ìeìx + 2eìx = 0 �⇒ (ì2 − 3ì + 2)eìx = 0 �⇒ p2(ì) = ì2 − 3ì + 2 = 0. (5.8.20)

Ïé äýï ñßæåò ì1 êáé ì2 ôçò äåõôåñïâÜèìéáò áõôÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p2(ì) = 0 ðñïêý-
ðôïõí åýêïëá: åßíáé ïé ì1 = 1 êáé ì2 = 2. ¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.18) åßíáé ç åîÞò äéðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí:

yh(x) = C1eì1x + C2eì2x = C1ex + C2e2x (5.8.21)

ìå ôá C1 êáé C2 äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò áñ÷éêÞò ìáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: ôçò ìç ïìï-
ãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.17). Ç åýñåóç ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) ìéáò áñêåß.
Ðñïò ôï óêïðü áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå üóá áíáöÝñáìå ðñïçãïõìÝíùò óôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôùí
ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí. ÕðïèÝôïõìå åýëïãá ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò åêèåôéêÞò ìïñöÞò

yp(x) = Ae4x (5.8.22)

ìå ôï Á ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ. ÅðåéäÞ ç ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.17)
ðïõ ìáò äüèçêå åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò, ðáñáãùãßæïõìå äýï öïñÝò ùò ðñïò x êáé âñßóêïõìå

y ′
p(x) = 4Ae4x êáé y ′′

p (x) = 16Ae4x. (5.8.23)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) êáé ôéò äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò y ′
p(x) êáé y

′′
p (x)

óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.17). Ðñïêýðôåé áìÝóùò

16Ae4x − 12Ae4x + 2Ae4x = 3e4x (5.8.24)

êáé ìå áðëïðïßçóç óôï áñéóôåñü ìÝëïò

6Ae4x = 3e4x, oðüôå 6A = 3 �⇒ A = 1
2
. (5.8.25)

Éóïäýíáìá èá ìðïñïýóáìå íá åß÷áìå ãñÜøåé ôçí áñéóôåñÞ ðéï ðÜíù åîßóùóç êáé óôç ìïñöÞ

(6A − 3)e4x = 0, ïðüôå 6A − 3 = 0 �⇒ A = 1
2
, (5.8.26)

üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò. ºóùò üìùò åßíáé ëßãï ðéï åðßóçìá Ýôóé: Ãéá íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò
ç ó÷Ýóç (6A − 3)e4x = 0, èá ðñÝðåé ï óõíôåëåóôÞò 6Á − 3 ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò e4x íá
ìçäåíßæåôáé, äçëáäÞ èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé Á = 1

2 , üðùò Þäç âñÞêáìå.

ÅðïìÝíùò ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.17) åßíáé ç ëýóç

yp(x) = Ae4x = 1
2
e4x . (5.8.27)

ÊáôÜ óõíÝðåéá, ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (5.8.19) ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.17) èá åßíáé ôï Üèñïéóìá (á) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò
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ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.18), ðïõ äßíåôáé åäþ áðü ôç ó÷Ýóç (5.8.21), êáé (â) ìéáò
ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.17). ¸ôóé èá Ý÷ïõìå

yg(x) = yh(x) + yp(x) = C1ex + C2e2x + 1
2
e4x. (5.8.28)

Åßíáé åýëïãç ç ëýóç áõôÞ êáé ðåñéÝ÷åé êáé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò C1 êáé C2, üðùò ðñÝðåé íá
óõìâáßíåé óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò. Áí åß÷áìå ìÜëéóôá êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
(Þ äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò), èá ìðïñïýóáìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò äýï áõôÝò óôáèåñÝò êáé íá
Ý÷ïõìå Ýôóé ôç ëýóç ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (Þ áíôßóôïé÷á óõíïñéáêþí ôéìþí).

ÃåíéêÜ áíáèÝôïõìå ôï êáèÞêïí ôçò åðáëçèåýóåùò ôçò ëýóåùò ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óôïí
áíáãíþóôç êáé óôçí áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí. Áò êÜíïõìå
üìùò åäþ, óôï ðñþôï ðáñÜäåéãìá ôçò ìåèüäïõ ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí, ìéá åîáßñåóç
åðáëçèåýïíôáò ðëÞñùò ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) óôç ó÷Ýóç (5.8.28).

Ãéá ôçí åðáëÞèåõóçáõôÞáðëÜðáñáãùãßæïõìå äýïöïñÝò ôç ëýóçðïõ âñÞêáìå êáé ðáßñíïõìå

y ′
g(x) = C1ex + 2C2e2x + 2e4x �⇒ y ′′

g (x) = C1ex + 4C2e2x + 8e4x. (5.8.29)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôç ëýóç yg(x) êáé ôéò äýï áõôÝò ðáñáãþãïõò ôçò y ′
g(x) êáé y

′′
g (x) óôçí áñ÷éêÞ

ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.17): óôçí åîßóùóç

y ′′ − 3y ′ + 2y = 3e4x, (5.8.30)
ðïõ ëýóáìå. Ðñïêýðôåé

(C1ex + 4C2e2x + 8e4x) − 3(C1ex + 2C2e2x + 2e4x) + 2(C1ex + C2e2x + 1
2
e4x) = 3e4x (5.8.31)

êáé ìå áíáäéÜôáîç ôùí üñùí óôï áñéóôåñü ìÝëïò

(1−3+2)C1ex + (4−6+2)C2e2x + (8−6+1)e4x = 3e4x �⇒ 3e4x = 3e4x �⇒ 0 = 0, (5.8.32)

áöïý 1 − 3 + 2 = 0, 4 − 6 + 2 = 0 êáé 8 − 6 + 1 = 3. ¢ñá åßíáé ðëÞñçò ç åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò yg(x) = C1ex+C2e2x+ 1

2 e
4x ðïõ âñÞêáìå êáé åßìáóôå åõ÷áñéóôçìÝíïé ãéá ôï ãåãïíüò áõôü! �

A5.8.3. ÁíáãùãÞ óå ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

Ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí ìðïñåß íá èåùñçèåß, ëßãï ðéï èåùñçôéêÜ, ðùò
ðñïêýðôåé áðü ôç äõíáôüôçôá áíáãùãÞò ìéáò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìå åéäéêÞò ìïñöÞò äåîéü ìÝëïò g(x) óå ïìïãåíÞ. Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ
èá ðåñéïñéóèïýìå óôçí åðßäåéîç áõôÞò ôçò äõíáôüôçôáò óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáì-
ìéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.8.4), ç ïðïßá Ý÷åé äåîéü ìÝëïò åêèåôéêÞò
ìïñöÞò: g(x) = decx, äçëáäÞ óôçí åîßóùóç

any(n)(x) + an−1y(n−1)(x) + · · · + a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = decx. (5.8.33)

Áñêïýìáóôå ìÜëéóôá åäþ óôçí ðåñßðôùóç n = 2, äçëáäÞ óå ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôçí åîßóùóç

a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = decx. (5.8.34)

ÁõôÞí ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìðïñïýìå íá ôç ãñÜøïõìå êáé óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ

a2D2y(x) + a1Dy(x) + a0y(x) = decx �⇒ (a2D2 + a1D + a0)y(x) = decx (5.8.35)



ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ: ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÉ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ (ÊåöÜëáéï A5) 155

ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ãíùóôïý ìáò äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ D, åäþ ìå D ≡ d/dx êáé D2 ≡ d2/dx2. ¢ñá

D0y(x) ≡ y(x), D1y(x) ≡ Dy(x) ≡ y ′(x), D2y(x) ≡ D[Dy(x)] ≡ y ′′(x), êëð. (5.8.36)

(¸íá áðëü óýìâïëï ðïõ äçëþíåé ðáñáãþãéóç åßíáé ï äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò D. Ôßðïôå Üëëï!)

Áò åîåôÜóïõìå ôþñá êáé ôï äåîéü ìÝëïò g(x) = decx ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.8.34) Þ (5.8.35). Åßíáé åéäéêÞò ìïñöÞò: ôçò åêèåôéêÞò ìïñöÞò decx. Áöïý ìÜëéóôá

g(x) = decx �⇒ g′(x) = dcecx �⇒ g′(x) − cg(x) = 0, (5.8.37)

åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï äåîéü áõôü ìÝëïò g(x) = decx åßíáé êáé ôï ßäéï ëýóç ìéáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôçò åîéóþóåùò g′(x) − cg(x) = 0, óôçí ïðïßá
êáôáëÞîáìå áìÝóùò ðéï ðÜíù. ×ñçóéìïðïéþíôáò ìÜëéóôá êáé ôï äéáöïñéêü ôåëåóôÞ D, Ý÷ïõìå

g′(x) − cg(x) = 0 �⇒ Dg(x) − cg(x) = 0 �⇒ (D − c)g(x) = 0. (5.8.38)

Åßíáé áõôïíüçôï üôé ï äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò D − c ïñßæåôáé ìå ôïí ôýðï

(D − c)f (x) := D f (x) − cf (x) := f ′(x) − cf (x) (5.8.39)

ãéá êÜèå óõíÜñôçóç f (x) ðïõ åßíáé ìßá öïñÜ ðáñáãùãßóéìç, äçëáäÞ äéáèÝôåé ðñþôç ðáñÜãùãï.
ÔÝôïéá óõíÜñôçóç åßíáé åäþ ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç g(x) = decx óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ìç ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.34) Þ (5.8.35).

Ç åðéôõ÷ßá ôçò ìåèüäïõ ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí ðñáãìáôéêÜ éó÷ýåé ìüíï óå ðåñé-
ðôþóåéò ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ðïõ Ý÷ïõí
åéäéêþí ìïñöþí äåîéÜ ìÝëç g(x). ÓõãêåêñéìÝíá ðñÝðåé íá Ý÷ïõí äåîéÜ ìÝëç g(x) ðïõ íá åßíáé êáé ôá
ßäéá ëýóåéò ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò Þ áèñïßóìáôá
ôÝôïéùí ëýóåùí. Áõôü óõìâáßíåé óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ åîåôÜæïõìå ìå ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñ-
ôçóç g(x) = decx ðïõ õðïèÝóáìå êáé ðïõ åðáëçèåýåé ôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.38).

×Üñç ó’ áõôÞí ôçí êáëÞ éäéüôçôá ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò g(x) = decx ìðïñïýìå ôþñá
íá «ðïëëáðëáóéÜóïõìå» (åííïåßôáé áðü ôá áñéóôåñÜ) êáé ôá äýï ìÝëç ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.35) ðïõ åîåôÜæïõìå åðß D − c. ¸ôóé ðáßñíïõìå

(a2D2 + a1D + a0)y(x) = decx �⇒ (D − c)(a2D2 + a1D + a0)y(x) = (D − c)(decx). (5.8.40)

Ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá åöáñìïãÞ ôïõ ôåëåóôÞ D − c êáé óôá äýï ìÝëç ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò
(a2D2 + a1D + a0)y(x) = decx. Äåí åßíáé áëçèéíüò ðïëëáðëáóéáóìüò ìå ôçí Ýííïéá ôçò Üëãåâñáò.
Áò îáíáèõìçèïýìå ôïí ïñéóìü ôïõ ôåëåóôÞ D − c óôç ó÷Ýóç (5.8.39), üôáí áõôüò åöáñìüæåôáé óå
ìéá ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç f (x). ÁðëÜ óçìáßíåé, õðåíèýìéóç, (D − c)f (x) := f ′(x) − cf (x).

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá: ÅðåéäÞ ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç g(x) = decx åðáëçèåýåé ôçí ïìïãåíÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (5.8.38), åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï äåîéü ìÝëïò (D − c)(decx) ôçò
äåýôåñçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.40), óôçí ïðïßá êáôáëÞîáìå, åßíáé ìçäÝí. ÅðïìÝíùò ìå ôïí
«ðïëëáðëáóéáóìü» áõôü åðß D − c ìåôáôñÝøáìå ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (5.8.35):
ôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôç ó÷Ýóç (5.8.40), óå ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç: óôç äåýôåñç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.40). Ìðïñïýìå ìÜëéóôá, áí èÝëïõìå, íá ôç ãñÜøïõìå êáé óå éóïäýíáìç
ìïñöÞ äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôñßôçò ôÜîåùò åêôåëþíôáò ôïõò ðïëëáðëáóéáóìïýò óôïí ôåëåóôÞ
(D − c)(a2D2 + a1D + a0) óáí íá åðñüêåéôï ãéá áëãåâñéêÜ ðïëõþíõìá ôçò ìåôáâëçôÞò D. Aðïäåé-
êíýåôáé ìÜëéóôá åýêïëá üôé áõôü éó÷ýåé óå ðåñéðôþóåéò óôáèåñþí óõíôåëåóôþí, üðùò óõìâáßíåé
åäþ ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò a2, a1 êáé a0 êáé ôç óôáèåñÜ c. Ðñïêýðôåé Ýôóé ç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò

[a2D3 + (a1 − ca2)D2 + (a0 − ca1)D − ca0]y(x) = 0, (5.8.41)
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ç ïðïßá ãñÜöåôáé âÝâáéá êáé óôçí éóïäýíáìç ðéï óõíçèéóìÝíç ìïñöÞ ôçò

a2y ′′′(x) + (a1 − ca2)y ′′(x) + (a0 − ca1)y ′(x) − ca0y(x) = 0. (5.8.42)

¢ñá êÜèå ëýóç ys(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.34)
åßíáé åðßóçò ëýóç êáé ôçò ðáñïýóáò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôñßôçò ôÜîåùò (5.8.41)
Þ (5.8.42). Ôï áíôßóôñïöï üìùò äåí éó÷ýåé, åðåéäÞ ç áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝ-
ñáò ôÜîåùò (5.8.34) ðáñáãùãßóèçêå (ìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ôåëåóôÞ D−c), þóôå íá ãßíåé ïìïãåíÞò,
Ýãéíå ôþñá ôñßôçò ôÜîåùò êáé ôïýôï Ý÷åé åéóáãÜãåé åðéðëÝïí ëýóåéò. Èá ôï äïýìå áõôü óå ëßãï.

Ôþñá ìå ôç ãíùóôÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx äéáðéóôþíïõìå åýêïëá
ðùò ç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò (5.8.41) Þ (5.8.42) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

[a2ì3 + (a1 − ca2)ì2 + (a0 − ca1)ì − ca0]eìx = 0 (5.8.43)

ìå ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p3(ì) = 0 ôçí ôñéôïâÜèìéá ðïëõùíõìéêÞ åîßóùóç

a2ì3 + (a1 − ca2)ì2 + (a0 − ca1)ì − ca0 = 0, éóïäýíáìá (ì − c)(a2ì2 + a1ì + a0) = 0. (5.8.44)

Ç ôåëåõôáßá åîßóùóç ðñïêýðôåé, áí èõìçèïýìå ðþò áêñéâþò Ý÷åé ðñïóäéïñéóèåß ç ïìïãåíÞò äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò (5.8.41) Þ (5.8.42): ìå «ðïëëáðëáóéáóìü» ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.35) åðß D − c. Óõíåéäçôïðïéïýìå åðßóçò üôé ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï

p3(ì) = a2ì3 + (a1 − ca2)ì2 + (a0 − ca1)ì − ca0 = (ì − c)(a2ì2 + a1ì + a0) (5.8.45)

åßíáé ôï ðïëõþíõìï ðïõ ðñïêýðôåé, áí óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.41) èÝóïõìå ì áíôß ãéá D,
äçëáäÞ óôç èÝóç ôïõ äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ ðáñáãùãßóåùò D ≡ d/dx.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá ðùò ôï ÷áñáêôçñéóôéêü áõôü ðïëõþíõìï p3(ì) óôç ó÷Ýóç (5.8.45) Þ éóï-
äýíáìá ç áíôßóôïé÷ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p3(ì) = 0 óôç ó÷Ýóç (5.8.44) Ý÷åé ôñåéò áðëÝò ñßæåò.
(ÁõôÝò ìðïñåß íá åßíáé åßôå ðñáãìáôéêÝò åßôå êáé ìéãáäéêÝò: äýï óõæõãåßò ìéãáäéêÝò êáé ìßá ðñáã-
ìáôéêÞ ãéá ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò a2, a1 êáé a0 êáé ôç óôáèåñÜ c åðßóçò ðñáãìáôéêÞ.) ÖõóéêÜ
ïé ôñåéò áõôÝò ñßæåò èá åßíáé ïé äýï ñßæåò ì1 êáé ì2 ôïõ äåõôåñïâÜèìéïõ ðïëõùíýìïõ

p2(ì) = a2ì2 + a1ì + a0 (5.8.46)

êáé ç ñßæá ì3 = c ôïõ ðñùôïâÜèìéïõ ðïëõùíýìïõ

p1(ì) = ì − c. (5.8.47)

ÁõôÜ åßíáé ðñïöáíÞ áðü ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï p3(ì) = p1(ì)p2(ì) óôç ó÷Ýóç (5.8.45).
ÅðïìÝíùò ìå ôçí õðüèåóç áõôÞ (ôñåéò áðëÝò ñßæåò) ç ãåíéêÞ ëýóç ygh(x) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ôñßôçò ôÜîåùò (5.8.41) Þ (5.8.42) èá åßíáé ç áêüëïõèç:

ygh(x) = C1eì1x + C2eì2x + C3ecx. (5.8.48)

Ç ëýóç áõôÞ åýëïãá ðåñéÝ÷åé ôñåéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò C1, C2 êáé C3. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ
ðñüêåéôáé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò.

Óõíåðþò, óýìöùíá ìå üóá ðñïáíáöÝñáìå, êÜèå ëýóç ys(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò ãñáììé-
êÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.34) Þ (5.8.35) èá åßíáé áíáìößâïëá ëýóç êáé ôçò
ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôñßôçò ôÜîåùò (5.8.41) Þ (5.8.42). ÅðïìÝíùò èá åßíáé ïðùóäÞ-
ðïôå ôçò ìïñöÞò (5.8.48). Óôï óçìåßï áõôü ðáñáôçñïýìå üôé ôï äåõôåñïâÜèìéï ðïëõþíõìï p2(ì)
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óôç ó÷Ýóç (5.8.46) äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï ôçò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò

a2D2y(x) + a1Dy(x) + a0y(x) = 0 �⇒ (a2D2 + a1D + a0)y(x) = 0. (5.8.49)

ÁõôÞ áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.34) Þ (5.8.35) (åêåß ìå g(x) = decx).
¢ñá ïé äýï ñßæåò ì1 êáé ì2 ôïõ ðïëõùíýìïõ áõôïý p2(ì) (ìå ì1 �= ì2) ìáò äßíïõí ôç ãåíéêÞ ëýóç

yh(x) = C1eì1x + C2eì2x (5.8.50)

áõôÞò ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.49). ÄçëáäÞ äßíïõí
ôïí ðñþôï üñï yh(x) óôç ãåíéêÞ ëýóç

yg(x) = yh(x) + yp(x) (5.8.51)

ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.34) Þ (5.8.35) ðïõ åðéäéþêïõìå íá âñïýìå.

ÁëëÜ îáíáëÝìå üôé ç ëýóç áõôÞ yg(x) ðñÝðåé íá åßíáé ïðùóäÞðïôå ôçò ìïñöÞò (5.8.48), ãéáôß
ç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò (5.8.41) Þ (5.8.42) ðñïÝêõøå áðü ôçí áñ÷éêÞ ìç
ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.34) Þ (5.8.35) ìå «ðïëëáðëáóéáóìü» ôçò åðß ôï
äéáöïñéêü ôåëåóôÞ D −c. ¸ôóé ðåôý÷áìå íá åîáëåéöèåß ôï äåîéü ìÝëïò ôçò: íá ìåôáôñáðåß áðü ìç
ïìïãåíÞ óå ïìïãåíÞ. Äõóôõ÷þò üìùò ï «ðïëëáðëáóéáóìüò» áõôüò åðß D −c ëüãù ôïõ äéáöïñéêïý
ôåëåóôÞ D åß÷å óáí óõíÝðåéá êáé ôçí áýîçóç ôçò ôÜîåùò ôçò ãñáììéêÞò ìáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
êáôÜ ìïíÜäá: áðü äåõôÝñáò ôÜîåùò óå ôñßôçò ôÜîåùò. Áõôü Þôáí ôï êüóôïò ðïõ «ðëçñþóáìå»,
ãéá íá ôçí êÜíïõìå ïìïãåíÞ áðü ìç ïìïãåíÞ. ÔÝëïò ðÜíôùí, áò ðñï÷ùñÞóïõìå.

Äéáðéóôþóáìå ëïéðüí üôé êáé ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (5.8.34) Þ (5.8.35) åßíáé ïðùóäÞðïôå ôçò ìïñöÞò ygh(x) óôç ó÷Ýóç (5.8.48). Åßäáìå åðßóçò üôé
ïé äýï ðñþôïé üñïé óôç ó÷Ýóç áõôÞ äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ ç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.49) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞ äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.34) Þ (5.8.35). ¢ñá åßíáé ðñïöáíÝò üôé ï ôñßôïò üñïò C3ecx ôçò
ëýóåùò ygh(x) ìðïñåß íá ìáò äþóåé èáõìÜóéá ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò áñ÷éêÞò ìáò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.8.34) Þ (5.8.35). ÓõíÜãïõìå Ýôóé ôï óõìðÝñáóìá üôé ìéá ôÝôïéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x)
ìðïñåß óßãïõñá íá åßíáé ôçò ìïñöÞò

yp(x) = Aecx (5.8.52)

Ý÷ïíôáò èÝóåé ôïí ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ Á óôç èÝóç ôçò áõèáßñåôçò óôáèåñÜò C3 óôç ãåíéêÞ
ëýóç (5.8.48). ÁõôÞí áêñéâþò ôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ÷ñçóéìïðïéÞóáìå Þäç óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜ-
ãñáöï Á5.8.2, óõãêåêñéìÝíá óôç ó÷Ýóç (5.8.8). Åêåß üìùò õðïèÝóáìå ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç yp(x) ìå
âÜóç äéáöïñåôéêü ôñüðï óêÝøåùò, ðéï Üìåóï, ðïõ áöïñïýóå êáôåõèåßáí ôçí áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Åäþ áíôßèåôá áíáãÜãáìå ðñþôá ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.34)
óå ïìïãåíÞ, ôçí (5.8.42), êáé Ýðåéôá ïäçãçèÞêáìå óôçí õðüèåóç ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò (5.8.52).

A5.8.4. Ìéá óçìáíôéêÞ åéäéêÞ ðåñßðôùóç

Óôçí ÐáñÜãñáöï Á5.8.2 áìÝóùò ìåôÜ ôç ó÷Ýóç (5.8.13) áíáöÝñáìå ôçí õðüèåóç ìç ìçäåíéêïý
ðáñïíïìáóôÞ óôç ó÷Ýóç áõôÞ. ÄçëáäÞ ïõóéáóôéêÜ õðïèÝóáìå üôé

pn(c) �= 0 (5.8.53)

óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôçò ó÷Ýóåùò (5.8.14). Ìå Üëëá ëüãéá õðïèÝóáìå Þäç üôé
ç óôáèåñÜ c óôïí åêèÝôç ecx óôï äåîéü ìÝëïò ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.8.4) äåí åßíáé ñßæá ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ pn(ì) Þ éóïäýíáìá ôçò ÷áñá-
êôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0. ÄçëáäÞ, åðáíáëáìâÜíïõìå, õðïèÝóáìå ðùò pn(c) �= 0.
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Ãéá íá åßìáóôå åéëéêñéíåßò, óå óðÜíéåòðåñéðôþóåéò (ðïõ ôéò áãíïÞóáìå ìÝ÷ñé ôþñá) ï áíéóïôéêüò
ðåñéïñéóìüò (5.8.53) äåí éó÷ýåé êáé ç óôáèåñÜ c óôïí åêèåôéêü üñï ecx åßíáé óô’ áëÞèåéá ñßæá ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0. ÄçëáäÞ ó’ áõôÝò ôéò óðÜíéåò ðåñéðôþóåéò éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

pn(c) = 0. (5.8.54)

Óå ìéá ôÝôïéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ecx åßíáé ëýóç ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.8.5), áöïý ôï c åßíáé ñßæá ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò ôçò åîéóþóåùò pn(ì) = 0. ¢ñá
ó’ áõôÞí ôç óðÜíéá ðåñßðôùóç ìå êáíÝíáí ôñüðï äåí ðñÝðåé íá ðåñéìÝíïõìå ìéá óõíÜñôçóç
ôçò ìïñöÞò yp(x) = Aecx íá åßíáé ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.4). Ìéá
ôÝôïéá óõíÜñôçóç èá åßíáé ëýóç ìüíï ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.5).
Ãé’ áõôüí ôï ëüãï êáé ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí (åäþ áðëÜ ôïõ óõíôåëåóôÞ Á)
áðïôõã÷Üíåé: Ç ó÷Ýóç (5.8.12) ãßíåôáé Á · 0 = d, áöïý pn(c) = 0, Þ áëëéþò ï ðáñïíïìáóôÞò pn(c)
óôç ó÷Ýóç (5.8.14) ãßíåôáé ìçäÝí. Åßíáé óáí íá ðñïóðáèåß ï ðñïóäéïñéóôÝïò óõíôåëåóôÞò Á íá
ðÜñåé ôçí ôéìÞ Üðåéñï. Áäýíáôï üìùò! Ç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) = Aecx, ôçí ïðïßá õðïèÝóáìå, áðïôåëåß
åóöáëìÝíç õðüèåóç, üôáí ç óôáèåñÜ c óôïí åêèÝôç ôïõ äåîéïý ìÝëïõò g(x) = decx ôçò áñ÷éêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.4) åßíáé ñßæá ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ pn(ì), éóïäýíáìá ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0, ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.5).

Ãéá íá áíôéìåôùðßóïõìå áõôÞí ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç, èá ðñÝðåé âÝâáéá íá ôñïðïðïéÞóïõìå
ôçí åðéëïãÞ ìáò (5.8.52) ãéá ôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.8.4), ðïõ åðéäéþêïõìå íá ëýóïõìå. Ðñïò ôï óêïðü áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí ôñüðï
åñãáóßáò ôçò ðñïçãïýìåíçò ÐáñáãñÜöïõ Á5.8.3 ãéá ôçí áíáãùãÞ ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå ïìïãåíÞ. Åêåß õðïèÝóáìå áñ÷éêÜ üôé éó÷ýåé ç ðåñßðôùóç üðïõ ôï ÷áñá-
êôçñéóôéêü ðïëõþíõìï p3(ì) Ý÷åé ôñåéò áðëÝò ñßæåò: ôéò ì1, ì2 êáé ì3. ¢ñá ç óôáèåñÜ c äéáöÝñåé
áðü ôéò äýï ñßæåò ì1 êáé ì2 ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ p2(ì) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åðßóçò äåõôÝñáò
ôÜîåùò (5.8.34). ¸ôóé ïäçãçèÞêáìå óôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò ìïñöÞò (5.8.52): yp(x) = Áecx.

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ õðïèÝôïõìå áíôßèåôá üôé ç óôáèåñÜ c óõìðßðôåé ìå ôç ñßæá ì2 ôïõ
÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ p2(ì) óõíå÷ßæïíôáò üìùò íá õðïèÝôïõìå üôé ì1 �= ì2. Ôüôå ôï
÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï p3(ì) = p1(ì)p2(ì) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ôñßôçò ôÜîåùò (5.8.41) Þ (5.8.42) èá Ý÷åé ôéò ôñåéò ñßæåò: ì1, ì2 êáé c = ì2, äçëáäÞ ç ñßæá c = ì2 èá
åßíáé äéðëÞ ñßæá. ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç (5.8.48) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ôñßôçò ôÜîåùò (5.8.41) Þ (5.8.42) èá åßíáé ôþñá ôçò ìïñöÞò

ygh(x) = C1eì1x + C2ecx + C3xecx = C1eì1x + (C2 + C3x)ecx, (5.8.55)

ìéá ðïõ ç ñßæá c = ì2 (Þ ì2 = c) åßíáé ôþñá äéðëÞ ñßæá. ÁõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ôç ìåëåôÞóáìå
Þäç óôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò óôçí ÐáñÜãñáöï Á5.5.4. Áðü ôïõò ôñåéò áõôïýò
üñïõò óå ôïýôç ôç ãåíéêÞ ëýóç ygh(x) ïé äýï ðñþôïé áöïñïýí óôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = 0, (5.8.56)

ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.34) ðïõ åîåôÜæïõìå.
ÄçëáäÞ ìå ì2 = c

yh(x) = C1eì1x + C2ecx. (5.8.57)

ÅðïìÝíùò êÜèå ëýóç y(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò
ôÜîåùò (5.8.34) ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá åßíáé ôçò ìïñöÞò (5.8.55). ÁõôÞ ãñÜöåôáé êáé óôç ìïñöÞ

ygh(x) = yh(x) + C3xecx (5.8.58)
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ëüãù ôçò ó÷Ýóåùò (5.8.57). ÊáôÜ óõíÝðåéá ìå ôç ëýóç yh(x) íá áöïñÜ óôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.56), ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
åðßóçò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.34), åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôç ëýóç ygh(x) óôç ó÷Ýóç (5.8.58) üôé êáôÜë-
ëçëç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.34) èá åßíáé ç ëýóç

yp(x) = Axecx. (5.8.59)

ÁõôÞ ç ëýóç åßíáé, åðáíáëáìâÜíïõìå, ôçò ìïñöÞò ôçí ïðïßá õðïäçëþíåé ï ôñßôïò üñïò C3xecx

ôçò ëýóåùò (5.8.55) (åðßóçò óôç ëýóç (5.8.58)) êáé äåí Ý÷åé êáìßá ó÷Ýóç ìå ôç ëýóç yh(x) ôçò
áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.56). ÖõóéêÜ ç óôáèåñÜ A
óôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç yp(x) äå ìðïñåß íá èåùñçèåß áõèáßñåôç, áëëÜ ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéóèåß, Ýôóé
þóôå íá åðáëçèåýåôáé ç áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.34).

ÄçëáäÞ ðÝñá áðü ôç èåùñßá ðïõ ðñïçãÞèçêå, ðñáêôéêÜ ìéëþíôáò, üôáí ç ìåñéêÞ ëýóç yp(x)
ðïõ äïêéìÜæïõìå óå ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, åäþ ôçò ìïñöÞò (5.8.34), åßíáé
ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, óõãêåêñéìÝíá åäþ ôçò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.56), ôüôå åßíáé áêáôÜëëçëç äïêéìáóôéêÞ ìåñéêÞ ëýóç. Ç êáôÜëëçëç äïêéìá-
óôéêÞ ìåñéêÞ ëýóç èá ðñÝðåé íá åßíáé ðïëëáðëáóéáóìÝíç åðß ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x. ÅÜí
êáé ðÜëé Ý÷ïõìå ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ôüôå ï ðïëëá-
ðëáóéáóìüò èá ðñÝðåé íá ãßíåé åðß x2 êáé áíÜëïãá óå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò áíùôÝñáò ôÜîåùò ìå
ðïëëáðëÝò ñßæåò ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ ôïõò pn(ì) (éóïäýíáìá ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåþò ôïõò pn(ì) = 0). Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêü ëÜèïò íá
äïêéìÜæïõìå ãéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ìéáò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìéá ëýóç
ðïõ åßíáé Þäç ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (öõóéêÜ ôçò ßäéáò
ôÜîåùò). ÐñÝðåé ðñþôá íá ôçí ðïëëáðëáóéÜóïõìå åðß x, åí áíÜãêç êáé åðß x2 Þ áêüìç êáé åðß x3,
þóôå íá ðáýóåé åê ôùí ðñïôÝñùí íá åßíáé ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

Áò áíáöåñèïýìå óôï óçìåßï áõôü êáé óôçí ðåñßðôùóç äéðëÞò ñßæáò ì1 = ì2 ôïõ ÷áñáêôçñéóôé-
êïý ðïëõùíýìïõ p2(ì) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.56), ðïõ áíôé-
óôïé÷åß óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åðßóçò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.34), áëëÜ ìå c �= ì1 = ì2.
Ôüôå ç ãåíéêÞ ëýóç (5.8.48) èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

ygh(x) = C1eì1x + C2xeì1x + C3ecx = (C1 + C2x)eì1x + C3ecx, (5.8.60)

áöïý ì2 = ì1 (äéðëÞ ñßæá). Ïé äýï ðñþôïé üñïé áðïôåëïýí ôç ëýóç

yh(x) = C1eì1x + C2xeì1x = (C1 + C2x)eì1x (5.8.61)

ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.8.56), ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ìç ïìïãåíÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.34). ÐáñáðÝñá ç ìåñéêÞ ëýóç áõôÞò ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (5.8.34) ìðïñåß íá åßíáé èáõìÜóéá ôçò ìïñöÞò (5.8.52), áñêåß âÝâáéá íá éó÷ýåé c �= ì1 = ì2.

ÅÜí üìùò áíôßèåôá c = ì1 = ì2, ôüôå ç ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç ygh(x) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ygh(x) = C1ecx + C2xecx + C3x2ecx = (C1 + C2x + C3x2)ecx. (5.8.62)

Óôç ëýóç áõôÞ ðÜëé ïé äýï ðñþôïé üñïé áðïôåëïýí ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.56), áêñéâþò üðùò êáé óôç ó÷Ýóç (5.8.61). Ï ôñßôïò üìùò üñïò

yp(x) = C3x2ecx Þ êáëýôåñá yp(x) = Ax2ecx (5.8.63)

åßíáé åêåßíïò ï ïðïßïò èá ìáò äþóåé ôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (5.8.34). ÖõóéêÜ áõôü èá åðéôåõ÷èåß ìå ôïí êáôÜëëçëï ðñïóäéïñéóìü ôïõ ðñïóäéïñéóôÝïõ
óõíôåëåóôÞ Á ó’ áõôÞí ôçí ðïëý åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ c = ì1 = ì2.
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Áò óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôé ðñïöáíþò üëá áõôÜ ãåíéêåýïíôáé êáé óå ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ôÜîåùò áíþôåñçò ôçò äåõôÝñáò.

� ÐáñÜäåéãìá A5.13: Íá õðïëïãéóèåß ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′ − 3y ′ + 2y = 3e2x. (5.8.64)

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.17) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Ðáñáäåßãìáôïò Á5.10,
áëëÜ ôþñá ìå 3e2x áíôß ìå 3e4x óôï äåîéü ìÝëïò. (ÄçëáäÞ áðëÜ ôï 4 Ý÷åé áíôéêáôáóôáèåß áðü ôï 2
óôïí åêèÝôç ôïõ äåîéïý ìÝëïõò.) Êáé ðÜëé ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ðïõ æçôÜìå íá ðñoäéïñßóïõìå èá
åßíáé ßóç ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.18), ðïõ
Ý÷åé Þäç âñåèåß óôç ó÷Ýóç (5.8.21), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

yh(x) = C1ex + C2e2x (5.8.65)

óõí ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.64).

Ôï åõêïëüôåñï ãéá ìáò èá Þôáíå íá äïêéìÜæáìå ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò áõôÞò äéáöïñé-
êÞò åîéóþóåùò ôçò ìïñöÞò yp(x) = Ae2x. Áõôü üìùò äåí åßíáé åöéêôü, åßíáé åíôåëþò ëÜèïò, åðåéäÞ
ç óôáèåñÜ 2 óôïí åêèÝôç åßíáé ñßæá ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (5.8.20) (Þ ôïõ ÷áñáêôçñéóôé-
êïý ðïëõùíýìïõ) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.18). Ìå Üëëá ëüãéá êÜèå
óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò Áe2x åßíáé ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.18),
üðùò öáßíåôáé êáèáñÜ óôç ãåíéêÞ ëýóç (5.8.65) áõôÞò ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ¢ñá
áõôü ðïõ ðñÝðåé ôþñá íá êÜíïõìå, áí ðñáãìáôéêÜ èÝëïõìå íá âñïýìå ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò
ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.64) (êáé óßãïõñá ôï èÝëïõìå áõôü!), åßíáé íá äïêéìÜóïõìå
ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

yp(x) = Axe2x. (5.8.66)

Ðñüêåéôáé ãéá äïêéìáóôéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò (5.8.59) (åäþ ìå c = 2) ìå âÜóç ôç èåùñßá ðïõ Þäç åê-
èÝóáìåðñïçãïõìÝíùò êáé ðïõ åîçãåß áõôÞí ôçí åðéëïãÞ ìáò. Ôþñá äïêéìÜæïõìå ìéá óùóôÞ ìåñéêÞ
ëýóç yp(x), ðïõ äåí åßíáé âÝâáéá ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.18).

Åêôåëþíôáò äýï ðáñáãùãßóåéò ôçò ëýóåùò áõôÞò yp(x) ðïõ õéïèåôÞóáìå (óýìöùíá ìå ôïí
êáíüíá ðáñáãùãßóåùò ãéíïìÝíïõ), âñßóêïõìå åýêïëá ðùò

y ′
p(x) = A(e2x + 2xe2x) = A(2x + 1)e2x (5.8.67)

êáé óôç óõíÝ÷åéá
y ′′
p (x) = A[2e2x + (2x + 1)2e2x] = 4A(x + 1)e2x. (5.8.68)

Ôþñá áíôéêáèéóôïýìå ôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ õðïèÝóáìå óôç ó÷Ýóç (5.8.66) êáèþò êáé ôéò
äýï áõôÝò ðáñáãþãïõò ôçò y ′

p(x) êáé y
′′
p (x) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.64). ¸ôóé âñßóêïõìå üôé

4A(x + 1)e2x − 3A(2x + 1)e2x + 2Axe2x = 3e2x. (5.8.69)

ÁíáäéáôÜóóïíôáò ôïõò üñïõò óôï áñéóôåñü ìÝëïò, ðáßñíïõìå

(4Ax − 6Ax + 2Ax)e2x + (4A − 3A)e2x = 3e2x �⇒ Ae2x = 3e2x �⇒ A = 3. (5.8.70)

ÅðïìÝíùò ç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ áíáæçôÜìå åßíáé ç (5.8.66) ìå A = 3, äçëáäÞ ç ìåñéêÞ ëýóç

yp(x) = 3xe2x. (5.8.71)

Ìðïñïýìå ìÜëéóôá íá ôçí åðáëçèåýóïõìå ðáñáãùãßæïíôÜò ôçí äýï öïñÝò, ïðüôå

y ′
p(x) = 3(1 + 2x)e2x êáé y ′′

p (x) = 3[2e2x + (1 + 2x)2e2x] = 12(1 + x)e2x. (5.8.72)
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Ìå áíôéêáôÜóôáóç óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.64) ãßíåôáé åðéôõ÷þò ç åðáëÞèåõóç áõôÞ:

12(1 + x)e2x − 9(1 + 2x)e2x + 6xe2x = 3e2x �⇒ 3e2x = 3e2x �⇒ 0 = 0 (5.8.73)

ìåôÜ ôéò áðëïðïéÞóåéò.

Ùò ðñïò ôç æçôïýìåíç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.8.64), áõôÞ èá åßíáé ôï Üèñïéóìá (á) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x)
ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò óôç ó÷Ýóç (5.8.65) êáé (â) ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò,
ôçí ïðïßá ìüëéò ðñïóäéïñßóáìå óôç ó÷Ýóç (5.8.71). ÅðïìÝíùò ôåëéêÜ

yg(x) = yh(x) + yp(x) = (C1ex + C2e2x) + 3xe2x �⇒ yg(x) = C1ex + (C2 + 3x)e2x. (5.8.74)

Áò õðïèÝóïõìå ôÝëïò üôé áðü Üãíïéá Þ áðåñéóêåøßá êÜíïõìå ôï óïâáñü ëÜèïò íá äïêéìÜóïõìå
óáí ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.64) ôçí åóöáëìÝíç ìåñéêÞ ëýóç

ỹp(x) = Ae2x, ïðüôå ỹ ′
p(x) = 2Ae2x êáé ỹ ′′

p (x) = 4Ae2x. (5.8.75)

Ôüôå ç ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.64) èá ìáò äþóåé

y ′′ − 3y ′ + 2y = 3e2x �⇒ (4A − 6A + 2A)e2x = 3e2x �⇒ 0 · A = 3 (5.8.76)

êáé äå èá ìðïñÝóïõìå âÝâáéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôïí ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ Á.

ÖõóéêÜ ôo ëÜèïò ìáò åßíáé üôé ç ëýóç Ae2x ðïõ åóöáëìÝíá äïêéìÜóáìå áðïôåëåß Þäç ìåñéêÞ
ëýóç ôçòáíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.18), üðùòöáßíåôáé óôçó÷Ýóç (5.8.65).
Äåí õðÜñ÷åé ëïéðüí êáìßá áðïëýôùò äõíáôüôçôá íá åßíáé ôáõôü÷ñïíá êáé ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç
ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.64). Áò åßìáóôå ëïéðüí ðïëý ðñïóåêôéêïß êÜèå öïñÜ ðïõ
åðéëÝãïõìå ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x). ¼÷é ìüíï èá ðñÝðåé áõôÞ íá åßíáé óýìöùíç ìå ôï äåîéü ìÝëïò ôçò
ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ðïõ èÝëïõìå íá åðéëý-
óïõìå, áëë’ åðßóçò èá ðñÝðåé åðéðëÝïí íá ìçí åßíáé ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò. Ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí áíáæçôïýìå ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x)
ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÊáôÜ óõíÝðåéá êÜèå ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åßíáé áðüëõôá áêáôÜëëçëç êáé áðïññéðôÝá ãéá ôï óêïðü ìáò áõôü. �

A5.8.5. Äåîéü ìÝëïò ôñéãùíïìåôñéêÞò ìïñöÞò

ÌÝ÷ñé ôþñá, îåêéíþíôáò áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á5.8.2, ðåñéïñßóáìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óå äåîéü
ìÝëïò g(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.1), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

any(n)(x) + an−1y(n−1)(x) + · · · + a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = g(x), (5.8.77)

åêèåôéêÞò ìïñöÞò
g(x) = decx. (5.8.78)

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óå äåîéü ìÝëïò ôñéãùíïìåôñéêÞò ìïñöÞò

g1(x) = d1 cos bx Þ g2(x) = d2 sin bx (5.8.79)

(Þ ôïõ áíôßóôïé÷ïõ áèñïßóìáôïò g1(x) + g2(x)) öõóéêÜ ìå ôá d1, d2 êáé b ãíùóôÝò óôáèåñÝò.

ÅßíáéðÜñáðïëýìéêñÞ ç äéáöïñÜáðüôçí åêèåôéêÞ ìïñöÞôïõ äåîéïý ìÝëïõò g(x) óôçíðáñïýóá
ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ôïõ. ÐñáãìáôéêÜ áðü ôïõò äýï ôýðïõò ôïõ Euler (1.5.3) êáé (1.5.4) óôçí
ÐáñÜãñáöï Á1.5.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á1

eix = cos x + i sin x êáé e−ix = cos x − i sin x (5.8.80)
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(ï äåýôåñïò ôýðïò ôïõ Euler ìå −i áíôß ãéá i) ðñïóèáöáéñþíôáò ôïõò ðñïêýðôåé üôé

cos x = eix + e−ix

2
êáé sin x = eix − e−ix

2i
. (5.8.81)

¢ñá ïé äýï ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ
Ýíáò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò äýï ìéãáäéêþí åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí: ôùí e±ix. ÅðïìÝíùò óôçí
ðåñßðôùóç ôùí äåîéþí ìåëþí (5.8.79), åêåß ìå bx áíôß áðëÜ ãéá x, èá Ý÷ïõìå

cos bx = eibx + e−ibx

2
êáé sin bx = eibx − e−ibx

2i
. (5.8.82)

Õð’ áõôÝò ôéò óõíèÞêåò èåùñïýìå ôï äåîéü ìÝëïò g(x) óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.77)
ôçò ìïñöÞò g1(x) Þ g2(x) Þ ôïõ áèñïßóìáôüò ôïõò (ãåíéêüôåñá ôïõ ãñáììéêïý óõíäõáóìïý ôïõò)

g(x) = d1 cos bx + d2 sin bx. (5.8.83)

Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (5.8.82) ôï îáíáãñÜöïõìå êáé óôçí éóïäýíáìç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ ìïñöÞ

g(x) = d1
eibx + e−ibx

2
+d2

eibx − e−ibx

2i
= ageibx +bge−ibx ìå ag = d1 − id2

2
, bg = d1 + id2

2
. (5.8.84)

Ìå ôï äåîéü áõôü ìÝëïò g(x) ç ðñïöáíÞò åðéëïãÞ ìáò ôçò áíôßóôïé÷çò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) èá
åßíáé âÝâáéá ôçò ìïñöÞò

yp(x) = A0eibx + B0e−ibx (5.8.85)

ìå ôá A0 êáé B0 äýï ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò. Ìå ôç ÷ñÞóç üìùò ôùí ôýðùí ôïõ Euler (5.8.80)
(åäþðñïöáíþò ìå ibx áíôß áðëÜ ãéá ix) ìðïñïýìå íá ôç ãñÜøïõìå êáé óôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ

yp(x) = A0(cos bx + i sin bx) + B0(cos bx − i sin bx) (5.8.86)

êáé ôåëéêÜ
yp(x) = A cos bx + B sin bx ìå ôá A = A0 + B0 êáé B = i(A0 − B0) (5.8.87)

äýï íÝïõò ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò óôç èÝóç ôùí áñ÷éêþí A0 êáé Â0.

Åëðßæåôáé üôé Ýãéíå Ýôóé êáôáíïçôü üôé áêüìç êáé ãéá ôá áðëÜ äåîéÜ ìÝëç g1(x) = d1 cos bx êáé
g2(x) = d2 sin bx óôéò ó÷Ýóåéò (5.8.79) åßíáé áðüëõôá áíáãêáßï ç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ äïêéìÜæïõìå
óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.77) íá ðåñéÝ÷åé ôüóï óõíçìéôïíéêü üñï üóï êáé
çìéôïíéêü üñï. ÄçëáäÞ íá Ý÷åé ôç ìïñöÞ (5.8.87) åêôüò âÝâáéá êé áí ðñïôéìÜìå ôçí éóïäýíáìç
ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ ìïñöÞ (5.8.85), ðïõ äåí ôçí ðñïôéìÜìå óõíÞèùò. Ãéáôß íá ìðëÝêïõìå ìå ìéãáäé-
êïýò áñéèìïýò, áöïý ìðïñïýìå ôüóï åýêïëá íá ôïõò áðïöýãïõìå; Ï áðñüóåêôïò ÷ñÞóôçò ôçò
ìåèüäïõ, ðïõ åíþ Ý÷åé óõíçìéôïíéêü üñï äåîéÜ, äÝ÷åôáé ìåñéêÞ ëýóç ðÜëé óõíçìéôïíéêÞò ìïñöÞò
(ðáñáëåßðïíôáò ôïí çìéôïíéêü üñï), áðëÜ åêôüò áðü åëÜ÷éóôåò åîáéñÝóåéò èá áðïôý÷åé íá âñåé ôç
ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ æçôÜåé. ×ñåéÜæåôáé ëïéðüí ðñïóï÷Þ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x)
ôçò ìïñöÞò (5.8.87) åêôüò áðü åîáéñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò.

� ÐáñÜäåéãìá A5.14: Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′ + 5y ′ + 6y = 2 sin 4x. (5.8.88)

Ëýóç: Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìå äåîéü ìÝëïò g(x) = 2 sin 4x åéäéêÞò ìïñöÞò: åäþ ôñéãùíïìåôñéêÞò
(êáé óáöÝóôåñá çìéôïíéêÞò) ìïñöÞò. ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò èá
åßíáé ôï Üèñïéóìá (á) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
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óõí (â) ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) ôçò ðáñïýóáò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ãéá ôçí
ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′′ + 5y ′ + 6y = 0 (5.8.89)

ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx âñßóêïõìå åýêïëá ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ
åîßóùóç

ì2 + 5ì + 6 = 0 ìå ñßæåò ôçò ôéò ì1 = −2 êáé ì2 = −3. (5.8.90)

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.89) èá åßíáé

yh(x) = C1e−2x + C2e−3x. (5.8.91)

ÐáñáðÝñá ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.88) óýìöùíá ìå ôç èåùñßá ôçò ðáñáãñÜöïõ áõôÞò èá äïêéìÜóïõìå ëýóç
ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò ìïñöÞò

yp(x) = A cos 4x + Â sin 4x. (5.8.92)

ÐñÝðåé ôþñá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôïõò äýï ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôïõò ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëå-
óôÝò A êáé B. Ðáñáãùãßæïõìå äýï öïñÝò ôç ëýóç áõôÞ yp(x) ðïõ õðïèÝóáìå êáé âñßóêïõìå

y ′
p(x) = −4A sin 4x + 4B cos 4x êáé y ′′

p (x) = −16A cos 4x − 16B sin 4x. (5.8.93)

Áêïëïõèåß ç áíôéêáôÜóôáóç ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) êáé ôùí äýï áõôþí ðñþôùí ðáñáãþãùí
ôçò y ′

p(x) êáé y
′′
p (x) óôçí áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.88). Ðñïêýðôåé áìÝóùò

( − 16A cos 4x − 16B sin 4x) + 5( − 4A sin 4x + 4B cos 4x) + 6(A cos 4x + Â sin 4x) = 2 sin 4x (5.8.94)

êáé Ýðåéôá
( − 10A + 20B) cos 4x + ( − 10B − 20A) sin 4x = 2 sin 4x. (5.8.95)

ÖõóéêÜ ç ôñéãùíïìåôñéêÞ áõôÞ ó÷Ýóç èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò: ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x
óôï äéÜóôçìá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. ¢ñá ðñÝðåé íá åîéóþóïõìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ óõíçìéôïíé-
êïý üñïõ cos 4x êáé ôïõ çìéôïíéêïý üñïõ sin 4x óôá äýï ìÝëç ôçò ó÷Ýóåùò áõôÞò. Ìå ôïí ôñüðï
áõôü êáôáëÞãïõìå óôï åîÞò ìç ïìïãåíÝò óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí:

−10A + 20B = 0 êáé − 10B − 20A = 2 ìå ëýóç A = − 2
25

êáé B = − 1
25

. (5.8.96)

ÅðïìÝíùò ðñïóäéïñßóôçêáí ïé äýï ðñïóäéïñéóôÝïé óõíôåëåóôÝò Á êáé Â óôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ
äïêéìÜóáìå (ìåôÜ áðü óêÝøç âÝâáéá, ü÷é óôçí ôý÷ç!). ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç (5.8.92)
ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

yp(x) = − 2
25

cos 4x − 1
25

sin 4x. (5.8.97)

ÔåëéêÜ ðñÝðåé âÝâáéá íá ðñïóèÝóïõìå (á) ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò, ðïõ ôç âñÞêáìå óôç ó÷Ýóç (5.8.91), êáé (â) ôçí áìÝóùò ðéï ðÜíù ìåñéêÞ ëýóç yp(x)
ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ¸ôóé èá Ý÷ïõìå ðñïóäéïñßóåé ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò
ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: ôçò áñ÷éêÞò åîéóþóåùò (5.8.88). Ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

yg(x) = yh(x) + yp(x) = C1e−2x + C2e−3x − 2
25

cos 4x − 1
25

sin 4x. (5.8.98)

Êáëü åßíáé óôï ôÝëïò íá åðáëçèåýóïõìå ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç yg(x). Áõôü ôï êÜíáìå, áëëÜ ãéá
óõíôïìßá ÷þñïõ èáðáñáëåßøïõìå åäþ ôçí åðáëÞèåõóç áõôÞ. ¸ôóé êé áëëéþò åßíáé áðëÞ êáé Üìåóç:
äåí ðáñïõóéÜæåé êáìßá áðïëýôùò äõóêïëßá. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óå Ýíá áêüìç ðáñÜäåéãìá. �
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� ÐáñÜäåéãìá A5.15: Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′ + 6y = 2 sin 4x. (5.8.99)

Ðñüêåéôáé ãéá ðáñüìïéï ðáñÜäåéãìá ìå ôï ðñïçãïýìåíï. Åäþ üìùò ëåßðåé ç ðñþôç ðáñÜãùãïò y ′

óôçí ðáñïýóá ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá äéáðéóôþóáìå áíá-
ëõôéêÜ üôé ðáñüëï ðïõ ôï äåîéü ìÝëïò Þôáí çìéôïíéêÞò ìïñöÞò, g(x) = 2 sin 4x, ç ìåñéêÞ ëýóç yp(x)
Ýðñåðå íá Ý÷åé êáé óõíçìéôïíéêü êáé çìéôïíéêü üñï. ÓùóôÜ, ðïëý óùóôÜ åíåñãÞóáìå ëïéðüí áíá-
æçôþíôáò ôç ìåñéêÞ ëýóç óôç ìïñöÞ (5.8.92). Áõôü óõìâáßíåé (ãåíéêÜ ìÜëéóôá), åðåéäÞ ç ðñþôç
ðáñÜãùãïò ôçò çìéôïíéêÞò óõíáñôÞóåùò sin 4x åßíáé ç óõíçìéôïíéêÞ óõíÜñôçóç cos 4x. (ÁíÜëïãá
êáé ãéá üëåò ôéò ðáñáãþãïõò ðåñéôôÞò ôÜîåùò.)

Åäþ üìùò, óôçí ðáñïýóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.99), ç ïðïßá åßíáé ìüëéò äåõôÝñáò ôÜîåùò,
ç ðñþôç ðáñÜãùãïò y ′ áðïõóéÜæåé. Ìðïñïýìå åðïìÝíùò ãéá êÜðïéá áðëïðïßçóç óôéò áíáãêáßåò
ðñÜîåéò íá äå÷èïýìå ìåñéêÞ ëýóç áðëÜ ôçò çìéôïíéêÞò ìïñöÞò

yp(x) = B sin 4x, ïðüôå y ′′
p (x) = −16B sin 4x. (5.8.100)

Ç éäÝá åßíáé üôé åðåéäÞ äåí Ý÷ïõìå ðñþôç ðáñÜãùãï óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.99) (ïýôå âÝâáéá
Üëëç ðáñÜãùãï ðåñéôôÞò ôÜîåùò), äïêéìÜæïíôáò ôçí çìéôïíéêÞ áõôÞ ëýóç èá ìðïñÝóïõìå íá
ðñïóäéïñßóïõìå ôïí ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôï óõíôåëåóôÞ Â. ÐñáãìáôéêÜ ìå âÜóç ôéò ðáñáðÜíù
ó÷Ýóåéò (5.8.100): ëýóç yp(x) ðïõ äïêéìÜæïõìå êáé äåýôåñç ðáñÜãùãüò ôçò y ′′

p (x), ç ìç ïìïãåíÞò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.99) ðáßñíåé åýêïëá ôç ìïñöÞ

−16B sin 4x + 6B sin 4x = 2 sin 4x �⇒ −10B sin 4x = 2 sin 4x �⇒ B = − 1
5
. (5.8.101)

Ðñïóäéïñßóèçêå ëïéðüí ï ðñïóäéïñéóôÝïò óõíôåëåóôÝò B = − 1
5 óôç ìåñéêÞ ëýóç (5.8.100). ¸ðáõóå

íá åßíáéðñïóäéïñéóôÝïò óõíôåëåóôÞò: Ý÷åé ãßíåé ðñïóäéïñéóìÝíïò óõíôåëåóôÞò: Ý÷åé ðñïóäéïñéóèåß.

Ìå ôçí ôüóï ãíùóôÞ ìáò ðéá ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx ðñïóäéïñß-
æïõìå êáé ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ðñïêýðôåé

ì2 + 6 = 0 �⇒ ì = ±i
√
6 �⇒ yh(x) = C1 cos

√
6x + C2 sin

√
6x. (5.8.102)

ÅðïìÝíùò ôåëéêÜ ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ðáñïýóáò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò èá åßíáé

yg(x) = yh(x) + yp(x) = C1 cos
√
6x + C2 sin

√
6x − 1

5
sin 4x. (5.8.103)

Ôï ðáñÜäåéãìá áõôü ôï ðáñáèÝóáìå, ãéá íá äåßîïõìå üôé óå óðÜíéåò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýìå íá
áðëïðïéïýìå åê ôùí ðñïôÝñùí ôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ äïêéìÜæïõìå. ÅÜí åäþ åß÷áìå äïêéìÜóåé
ôçí ðëÞñç ìåñéêÞ ëýóç (5.8.92) (ðïõ Ý÷åé êáé óõíçìéôïíéêü üñï A cos 4x), áðëÜ èá åß÷å ðñïêýøåé
Á = 0 êáé ç óùóôÞ ôéìÞ Â = − 1

5 . Äå èá åß÷áìå êÜíåé êáíÝíá ëÜèïò! Åíôïýôïéò èá åß÷áìå êÜíåé
ðïëýðåñéóóüôåñåò ðñÜîåéò ìå ðïëý ìåãáëýôåñï êßíäõíï ìÜëéóôá êáé ôùí ó÷åôéêþí õðïëïãéóôéêþí
ëáèþí. Ãéáôß íá ìçí ôéò áðïöýãïõìå ìå ôçíðáñáôÞñçóç üôé çðñþôçðáñÜãùãïò y ′ ôþñá ëåßðåé;�

� ÅöáñìïãÞ A5.10 (ÅîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç): Èåùñïýìå ôï êëáóéêü
ìïíïâÜèìéï (ìå Ýíá âáèìü åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáòm) êáé åëáôçñßïõ
(óôáèåñÜò k) ÷ùñßò áðüóâåóç (÷ùñßò áðïóâåóôÞñá) êáé ìå öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç)

p(t) = p0 sin (ùt + á) (5.8.104)

ìå p0 ôï åýñïò ôçò öïñôßóåùò, ù ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôÜ ôçò êáé á ôç ãùíßá öÜóåùò. Æçôåßôáé
ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ùò
ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0.
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Ëýóç: Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìáò åßíáé ðïëý ãíùóôÞ Þäç áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á1.3.6,
ÅöáñìïãÞ Á1.14, åîßóùóç (1.3.34). Ôçí õðåíèõìßæïõìå:

mü(t) + ku(t) = p(t), åäþ mü(t) + ku(t) = p0 sin (ùt + á). (5.8.105)

ÅéóÜãïíôáò ôç ãíùóôÞ ìáò éäéïóõ÷íüôçôá (ôç öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷á-
íéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå ù0 = √

k/m ôçí îáíáãñÜöïõìå êáé óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ

ü(t) + ù2
0u(t) = p∗

0 sin (ùt + á) (5.8.106)

ìå p∗
0 = p0 /m ôï áíçãìÝíï (óôç ìÜæá m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) åýñïò ôçò öïñôßóåùò p(t). Ç ëýóç

ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå p0 = p∗
0 = 0: éäéïôáëáíôþóåéò êáé åëåýèåñåò

ôáëáíôþóåéò) ìáò åßíáé ãíùóôÞ áðü ôçí ÅöáñìïãÞ Á5.5 ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á5.5.3, ó÷Ýóç (5.5.85):

uh(t) = D1 cosù0t + D2 sinù0t (5.8.107)

ìå ôá óýìâïëá D1 êáé D2 íá äçëþíïõí óôç ëýóç áõôÞ äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

Åäþ èá åóôéÜóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óôçí åýñåóç ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò ôçò ðéï ðÜíù ìç ïìï-
ãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.106) óôéò ðáñïýóåò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò. Óýìöùíá
ìå üóá åêèÝóáìå êáé åéäéêüôåñá ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ç áðïõóßá ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ
u̇(t) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.106) ìáò ïäçãåß óôçí åýëïãç õðüèåóç ìåñéêÞò ëýóåùò ôçò ìïñöÞò

up(t) = A sin (ùt + á), ïðüôå üp(t) = −Aù2 sin (ùt + á) (5.8.108)

ìå ôï Á ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ. (Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá õðüèåóç ìåñéêÞò ëýóåùò up(t) áðüëõôá
áíÜëïãçò ìå ôçí åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(t) ðïõ ìáò Ý÷åé äïèåß óôçí åêöþíçóç ôçò åöáñìïãÞò.) Ôþñá
áíôéêáèéóôïýìå ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç up(t) êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãü ôçò üp(t) óôç ìç ïìïãåíÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.106) óôéò ðáñïýóåò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü
ðñïêýðôåé üôé

−Aù2 sin (ùt + á) + ù2
0Á sin (ùt + á) = p∗

0 sin (ùt + á) (5.8.109)
êáé ðáñáðÝñá

Á(ù2
0 − ù2) sin (ùt + á) = p∗

0 sin (ùt + á) �⇒ A(ù2
0 − ù2) = p∗

0. (5.8.110)

Áí ëïéðüí ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åßíáé ôõ÷åñüò êáé ù �= ù0, ôüôå ðñïêýðôåé áìÝóùò

A = p∗
0

ù2
0 − ù2

, ïðüôå up(t) = A sin (ùt + á) = p∗
0

ù2
0 − ù2

sin (ùt + á). (5.8.111)

Ó’ áõôÞí ôçí êáëÞ ðåñßðôùóç ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.106)
óôéò ðáñïýóåò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò èá åßíáé âÝâáéá

ug(t) = uh(t) + up(t) = D1 cosù0t + D2 sinù0t + p∗
0

ù2
0 − ù2

sin (ùt + á) ìå ù �= ù0, (5.8.112)

üðùò Ý÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé. ÁðëÜ ðÞñáìå ôï Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò
ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò áðü ôç ó÷Ýóç (5.8.107) êáé ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò up(t) ôçò ìç ïìï-
ãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ðïõ ìüëéò âñÞêáìå óôç äåýôåñç ó÷Ýóç (5.8.111). ÁõôÞ ç ëýóç ug(t),
ðïõ âáóßæåôáé óôçí áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç up(t), ðïõ ìüëéò âñÞêáìå, áöïñÜðñïöáíþò óôçíðåñß-
ðôùóç ðïõ äåí Ý÷ïõìå óõíôïíéóìü, äçëáäÞ ù �= ù0. ÅðáíáëáìâÜíïõìå, äåí Ý÷ïõìå óõíôïíéóìü
óôïðáñüíðñüâëçìá, üôáí ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôáù ôçò åîùôåñéêÞòöïñôßóåùò p(t) = p0 sin (ùt+á)
åßíáé äéáöïñåôéêÞ áðü ôçí éäéïóõ÷íüôçôá (ôçöõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá)ù0 ôïõ ìç÷áíéêïý ìáò óõ-
óôÞìáôïò. Åäþ ðñüêåéôáé ãéá ôï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ Þ ìÜæáò--åëáôçñßïõ,
üðùò ðÜñá ðïëý óõ÷íÜ êáëåßôáé áõôü ôï ìïíïâÜèìéï óýóôçìá áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.
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Áò åíäéáöåñèïýìå ôþñá êáé ãéá ôçí ðéï äýóêïëç êáé áíåðéèýìçôçðåñßðôùóç ôïõ óõíôïíéóìïý,
äçëáäÞ ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ù = ù0. Ôüôå ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (5.8.106) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ü(t) + ù2
0u(t) = p∗

0 sin (ù0t + á) (5.8.113)

(ìå ù = ù0). Ó’ áõôÞí ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç õðüèåóç ìåñéêÞò ëýóåùò up(t)
ôçò ìïñöÞò (5.8.108), äçëáäÞ (åäþ óõíå÷þò ìå ù = ù0)

up(t) = A sin (ù0t + á), ïðüôå üp(t) = −Aù2
0 sin (ù0t + á) (5.8.114)

ìáò ïäçãåß óå Ýíá áðüëõôï áäéÝîïäï. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç äïêéìáóôéêÞ áõôÞ ëýóç åðáëçèåýåé
ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç: áõôÞ ìå p0 = p∗

0 = 0. Ôçò åßíáé Ýôóé åíôåëþò áäýíáôï
íá åðáëçèåýóåé ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.113). Ðéï ìáèçìáôéêÜ, ïé ðïóüôçôåò ±iù0

åßíáé ïé äýï ñßæåò ôçò äåõôåñïâÜèìéáò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ì2 + ù2
0 = 0 óôçí ðåñßðôùóÞ

ìáò. ¹ ìå Üëëá ëüãéá ç äåýôåñç ó÷Ýóç (5.8.110), ðïõ ôüóï ÷ñÞóéìç ìáò öÜíçêå ðñïçãïõìÝíùò,
ðáßñíåé ôþñá ôçí åíôåëþò Ü÷ñçóôç ìïñöÞ: Á · 0 = p∗

0, áöïý ôþñá Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé ù = ù0.
Äå ìðïñïýìå Ýôóé íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï óõíôåëåóôÞ Á.

Êáé ôß êÜíïõìå ôþñá; Ìá öõóéêÜ, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå, äïêéìÜæïõìå ìéá óùóôÞ ìåñéêÞ ëýóç.
ÁõôÞ åßíáé ç ëýóç

up(t) = t[A cos (ù0t + á) + Â sin (ù0t + á)] (5.8.115)

ìå ôçí ðáñïõóßá ôïõ ðáñÜãïíôá t, ðïõ ôçí êÜíåé íá ìçí åßíáé ðëÝïí ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìï-
ãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: ÷ùñßò öüñôéóç: ìå p0 = p∗

0 = 0 (éäéïôáëáíôþóåéò êáé åëåýèåñåò
ôáëáíôþóåéò). Ôþñá ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò üp(t) ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò up(t) ðïõ ìüëéò õðïèÝóáìå
äåí åßíáé ðéá Ýíá áðëü ðïëëáðëÜóéü ôçò. Ãé’ áõôüí ôï ëüãï êáé õðï÷ñåùèÞêáìå íá ÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõìå ü÷é ìüíï çìéôïíéêü, áëëÜ êáé óõíçìéôïíéêü üñï óôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç up(t) ðïõ õéïèåôÞóáìå.

Ç óõíÝ÷åéá åßíáé ðñïöáíÞò. Ðáñáãùãßæïõìå äýï öïñÝò ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç up(t), ðïõ óùóôÜ
õðïèÝóáìå åäþ, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí êáíüíá ðáñáãùãßóåùò ãéíïìÝíïõ êáé âñßóêïõìå åýêïëá üôé

u̇p(t) = A cos (ù0t + á) + B sin (ù0t + á) + ù0t[−A sin (ù0t + á) + Â cos (ù0t + á)] (5.8.116)

ãéá ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï u̇p(t) êáé óôç óõíÝ÷åéá

üp(t) = −2Aù0 sin (ù0t+á)+2Âù0 cos (ù0t+á)−ù2
0t[A cos (ù0t+á)+B sin (ù0t+á)]. (5.8.117)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôç ìåñéêÞ ëýóç up(t) êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãü ôçò üp(t) áðü ôéò ó÷Ý-
óåéò (5.8.115) êáé (5.8.117) áíôßóôïé÷á óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (5.8.113). ÌåôÜ
ôçí áðëïðïßçóç ôùí áíôßèåôùí üñùí ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï üp(t) êáé ôç
óõíÜñôçóç up(t) óôï äåýôåñï üñïù2

0up(t), ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.113) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ

−2Aù0 sin (ù0t + á) + 2Âù0 cos (ù0t + á) = p∗
0 sin (ù0t + á). (5.8.118)

Åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí óõíçìéôïíéêþí êáé ôùí çìéôïíéêþí üñùí áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ
(ðáñáôçñïýìå üìùò üôé óõíçìéôïíéêüò üñïò ðáñïõóéÜæåôáé ìüíï áñéóôåñÜ), ãéá íá êáôáóôÞóïõìå
ôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç ôáõôüôçôá, óõíÜãïõìå üôé ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ïé äýï ó÷Ýóåéò

−2Áù0 = p∗
0 �⇒ A = − p∗

0

2ù0
êáé 2Âù0 = 0 �⇒ B = 0. (5.8.119)

¢ñá ìå ôéò ôéìÝò áõôÝò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí Á êáé Â, ðïõ ôþñá Ý÷ïõí ðñïóäéïñé-
óèåß: A = −p∗

0 /(2ù0) êáé Â = 0, ç ìåñéêÞ ëýóç up(t) óôç ó÷Ýóç (5.8.115) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ

up(t) = − p∗
0

2ù0
t cos (ù0t + á). (5.8.120)
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Ç áíôßóôïé÷ç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ðïõ æçôåßôáé èá åßíáé âÝâáéá, üðùò ðÜñá ðïëý êáëÜ ãíùñßæïõìå
Þäç, ôï Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíoýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óôç
ó÷Ýóç (5.8.107) óõí ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç up(t), äçëáäÞ ug(t) = uh(t) + up(t). ÅðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå

ug(t) = D1 cosù0t + D2 sinù0t − p∗
0

2ù0
t cos (ù0t + á). (5.8.121)

Áí ëÜâïõìå ìÜëéóôá õðüøç ìáò êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ð.÷. ôéò u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0,
ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò D1 êáé D2 óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç.
¸ôóé èá Ý÷ïõìå ôç ìåñéêÞ ëýóç u(t) ðïõ èá åßíáé ëýóç ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí. �

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.10: Áò ðáñáôçñÞóïõìå ôÝëïò üôé åíþ ç öüñôéóç óôï äåîéü ìÝëïò ôçò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.113) Ý÷åé çìéôïíéêü üñï sin (ù0t+á), ç ìåñéêÞ ëýóç up(t) óôç ó÷Ýóç (5.8.120)
Ý÷åé áíôßóôïé÷ï óõíçìéôïíéêü üñï cos (ù0t + á). Ðïëý ðéï óçìáíôéêü åßíáé âÝâáéá ôï ãåíïíüò üôé
óôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç up(t) õðÜñ÷åé ï ðáñÜãïíôáò t. Áõôüò ðñïêáëåß óõíå÷Þ áýîçóç ôïõ åýñïõò
ôùí ôáëáíôþóåùí. ¸÷ïõìå åäþ ðñïöáíþò ôï áíåðéèýìçôï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü öáéíüìåíï
ôïõ óõíôïíéóìïý. Áõôü ôï öáéíüìåíï ïöåßëåôáé óôï üôé ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù = ù0 ôçò öïñôß-
óåùò (ôçò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò) p(t) óõìðßðôåé ìå ôçí êõêëéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá (ôç öõóéêÞ êõêëéêÞ
óõ÷íüôçôá) ù0 = √

k/m ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ. Õðü
ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ç ìåñéêÞ ëýóç up(t) áõîÜíåé óõíå÷þò êáôÜ åýñïò. Ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ t
ç ëýóç uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ðïõ äåí áõîÜíåé êáôÜ åýñïò, ðñï-
öáíþò ìðïñåß íá áìåëçèåß. Êõñéáñ÷åß ç ìåñéêÞ ëýóç up(t), ç ïðïßá ôåßíåé êáôÜ åýñïò óôï Üðåéñï.
Áõôü ìðïñåß âÝâáéá íá ðñïêáëÝóåé ôçí Ýîïäï ôïõ åëáôçñßïõ áðü ôçí åëáóôéêÞ óõìðåñéöïñÜ êáé
áðüêñéóç ìå ìåôÜâáóÞ ôïõ óôçí ðëáóôéêÞ óõìðåñéöïñÜ êáé áðüêñéóç, óôç äéáññïÞ ôïõ õëéêïý
ôïõ êáé ôåëéêÜ óôç èñáýóç ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ìáò. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ïýôå êáí èá
öèÜóïõìå óå Üðåéñï åýñïò ôáëáíôþóåùí. Åßíáé ëïéðüí áíåðéèýìçôïò ï óõíôïíéóìüò êáé ðñÝðåé
ðÜóç èõóßá íá áðïöåýãåôáé. Áò óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôé Ýíá áíÜëïãï ðñüâëçìá óõíôïíéóìïý (ãéá
ôï ßäéï ìç÷áíéêü óýóôçìá) èá åðéëýóïõìå óôçí ÐáñÜãñáöï Á11.9.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á11, åêåß üìùò
ìå ìéá åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ, ìéá êáéíïýñãéá ìÝèïäï: ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

A5.8.6. Äåîéü ìÝëïò ðïëõùíõìéêÞò ìïñöÞò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èåùñïýìå êáé ðÜëé ôç ãåíéêÞ ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.8.1). Ôçí õðåíèõìßæïõìå

any(n)(x) + an−1y(n−1)(x) + · · · + a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = g(x), (5.8.122)

ôþñá üìùò ìå äåîéü ìÝëïò g(x) ôçò ðïëõùíõìéêÞò ìïñöÞò

g(x) = Pm(x) = pmxm + pm−1xm−1 + · · · + p1x + p0 (5.8.123)

ìå Pm(x) ãíùóôü ðïëõþíõìï âáèìïý m.

ÇðñþôçðáñÜãùãïò P ′
m(x) ôïõðïëõùíýìïõ Pm(x) åßíáé êáé áõôÞðïëõþíõìï êáé ìÜëéóôám−1

âáèìïý, ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò P ′′
m(x) ðïëõþíõìï m− 2 âáèìïý, êëð. ¢ñá åßíáé åýëïãï ãåíéêÜ íá

äå÷èïýìå óáí ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.122) ðïëõþíõìï

yp(x) = Qm(x) = qmxm + qm−1xm−1 + · · · + q1x + q0 (5.8.124)

åðßóçò m âáèìïý. Ôï ðïëõþíõìï Pm(x) åßíáé ãíùóôü. Tï ðïëõþíõìï Qm(x) ðñÝðåé íá ðñïóäéïñé-
óèåß. Ïé óõíôåëåóôÝò ôïõ qk åßíáé ïé ðñïóäéïñéóôÝïé óõíôåëåóôÝò óôï ðñüâëçìÜ ìáò. Èá ðñïóäéï-
ñéóèïýí èÝôïíôáò ôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) = Qm(x) óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.122) êáé
åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí ßóùí äõíÜìåùí ôïõ x óôï áñéóôåñü êáé óôï äåîéü ìÝëïò, Ýôóé
þóôå íá ðñïêýøåé ôáõôüôçôá. Áò äåßîïõìå ôç äéáäéêáóßá áõôÞ óå Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá.
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� ÐáñÜäåéãìá A5.16: Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′′ + 3y ′′ + 3y ′ + y = x3 + 5x2 + 3x − 7. (5.8.125)

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò (ìå n = 3) ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ôï äåîéü ìÝëïò åßíáé ðïëõùíõìéêÞò ìïñöÞò: ðïëõþíõìï ôñßôïõ âáèìïý.
¢ñá èá äïêéìÜóïõìå ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ íá åßíáé êáé áõôÞ ðïëõþíõìï ôñßôïõ âáèìïý Q3(x).

ÐñïçãïõìÝíùò üìùò ðñïóäéïñßæïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñé-
êÞò åîéóþóåùò: ìå ìçäåíéêü äåîéü ìÝëïò. Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx

âñßóêïõìå åýêïëá ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

ì3 + 3ì2 + 3ì + 1 = 0 �⇒ (ì + 1)3 = 0 �⇒ ì1 = ì2 = ì3 = −1. (5.8.126)

ÅðïìÝíùò
yh(x) = C1e−x + C2xe−x + C3x2e−x = (C1 + C2x + C3x2)e−x. (5.8.127)

Ôþñá èåùñïýìå ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.125) ôçò ìïñöÞò

yp(x) = Q3(x) = Ax3 + Bx2 + Cx + D. (5.8.128)

Ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé êáíÝíáò üñïò ôçò äåí åßíáé ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò ìå ãåíéêÞ ëýóç ôçí yh(x) óôç ó÷Ýóç (5.8.127). ¢ñá ðñï÷ùñÜìå. Ðáñáãùãßæïõìå
ôñåéò öïñÝò ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç yp(x) = Q3(x) âñßóêïíôáò

y ′
p(x) = 3Ax2 + 2Bx + C �⇒ y ′′

p (x) = 6Ax + 2B �⇒ y ′′′
p (x) = 6A. (5.8.129)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç yp(x) êáé ôéò ôñåéò áõôÝò ðáñáãþãïõò ôçò óôç ìç ïìïãåíÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.125). Ðñïêýðôåé

6Á + 3(6Ax + 2B) + 3(3Ax2 + 2Bx + C) + (Ax3 + Bx2 + Cx + D) = x3 + 5x2 + 3x − 7. (5.8.130)

Óôï óçìåßï áõôü áíáäéáôÜóóïõìå ôïõò üñïõò óôï áñéóôåñü ìÝëïò êáé ðáßñíïõìå

Ax3 + (9Á + Â)x2 + (18A + 6B + C)x + (6A + 6B + 3C + D) = x3 + 5x2 + 3x − 7. (5.8.131)

Åîéóþíïõìå ôÝëïò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí ßóùí äõíÜìåùí ôïõ x óôï áñéóôåñü êáé óôï äåîéü
ìÝëïò. Ðñïêýðôåé Ýôóé ôï óýóôçìá ôùí ôåóóÜñùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí

A = 1, 9A + B = 5, 18A + 6B + C = 3, 6A + 6B + 3C + D = −7. (5.8.132)

Ç ðñþôç åîßóùóç ìáò äßíåé A = 1. Ìå ôçí ôéìÞ áõôÞ ôïõ Á ç äåýôåñç åîßóùóç ìáò äßíåé B = −4.
Ìå ôéò ôéìÝò áõôÝò ôùí Á êáé Â ç ôñßôç åîßóùóç ìáò äßíåé C = 9. ÔÝëïò ìå ôéò ôéìÝò áõôÝò ôùí Á, Â
êáé C ç ôÝôáñôç åîßóùóç ìáò äßíåé D = −16. ¢ñá õðïëïãßóèçêáí ïé ðñïóäéïñéóôÝïé óõíôåëåóôÝò:

A = 1, B = −4, C = 9, D = −16. (5.8.133)

ÅðïìÝíùò âñÝèçêå ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.125): ç ëýóç

yp(x) = Q3(x) = x3 − 4x2 + 9x − 16 (5.8.134)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ðñïóäéïñßóèçêå êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò yg(x): ç ëýóç

yg(x) = yh(x) + yp(x) = (C1 + C2x + C3x2)e−x + x3 − 4x2 + 9x − 16 (5.8.135)

ìå ÷ñÞóç êáé ôçò ëýóåùò ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óôç ó÷Ýóç (5.8.127). �
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Óôï ðáñáðÜíù ðáñÜäåéãìá êáíÝíáò üñïò ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) ðïõ õðïèÝóáìå äåí Þôáí
ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå Pm(x) ≡ 0), äçëáäÞ äåí ðåñéå÷üôáí
óôç ëýóç yh(x) óôç ó÷Ýóç (5.8.127). Ìå Üëëåò ëÝîåéò ôï ìçäÝí äåí Þôáí ñßæá ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò p3(ì) = 0 ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óôç ó÷Ýóç (5.8.126).

ÕðÜñ÷åé üìùò êáé ç óðáíéüôåñç áíôßèåôç ðåñßðôùóç, äçëáäÞ íá ôý÷åé êÜðïéïò üñïò ôïõ ðï-
ëõùíýìïõ Qm(x) íá åßíáé ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (ìå Pm(x) ≡ 0). Ôüôå ðáßñ-
íïõìå ãéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïëõþíõìï ôçò ìïñöÞò xQm(x), áí ÷ñåéáóèåß êáé x2Qm(x), êëð., ìÝ÷ñéò
üôïõ êáíÝíáò áðïëýôùò üñïò ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x) ðïõ äïêéìÜæïõìå íá ìçí åßíáé ëýóç ôçò
áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (ìå Pm(x) ≡ 0). Ìå Üëëá ëüãéá, áí ôï ìçäÝí åßíáé ñßæá ðïë-
ëáðëüôçôáò ñ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ôÜîåùò n, ôüôå ðáßñíïõìå ãéá ìåñéêÞ ëýóç ôï áêüëïõèï ðïëõþíõìï m + ñ âáèìïý:

yp(x) = xñQm(x), (5.8.136)

ðÜëé üìùò ìå m ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò. (Óçìåéþíïõìå üôé óôç óõíçèéóìÝíç ðåñßðôùóç
ðïõ ôï ìçäÝí äåí åßíáé ëýóç ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò Ý÷ïõìå ñ = 0 êáé yp(x) = Qm(x).)

� ÐáñÜäåéãìá A5.17: Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′′′ + 4y ′′ = 5x2 − 3x + 10. (5.8.137)

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò (ìå n = 4)
ðÜëé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ôï äåîéü ìÝëïò ôçò åßíáé ðïëõùíõìéêÞò ìïñöÞò: åäþ ðïëõþíõìï
äåõôÝñïõ âáèìïý (ìå m = 2). ¢ñá êáôáñ÷Þí èá Ýðñåðå íá äïêéìÜóïõìå ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ íá
åßíáé êáé áõôÞ ðïëõþíõìï äåõôÝñïõ âáèìïý

yp(x) = Q2(x) = Ax2 + Bx + C. (5.8.138)

Åíôïýôïéò ìéá ôÝôïéá äïêéìáóôéêÞ ëýóç èá áðïôý÷åé. Äå ÷ñåéÜæåôáé êáé ðïëëÞ óêÝøç, ãéá íá
óõíåéäçôïðïéÞóïõìå üôé ïé äýï ôåëåõôáßïé üñïé Bx + C ôçò ìåñéêÞò áõôÞò ëýóåùò yp(x) Ý÷ïõí äåý-
ôåñç ðáñÜãùãï êáé ðáñáãþãïõò áíùôÝñáò ôÜîåùò ìçäåíéêÝò. ¢ñá åðáëçèåýïõí ôçí áíôßóôïé÷ç
ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′′′′ + 4y ′′ = 0. (5.8.139)

ÊáôÜ óõíÝðåéá åßíáé áðüëõôá áöåëÝò íá áíáæçôïýìå ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí äÞèåí ðñïóäéïñé-
óôÝùí óõíôåëåóôþí B êáé C ìå âÜóç ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.137), ãéá íá «áíôéìå-
ôùðßóïõìå» ôï ðïëõþíõìï P2(x) = 5x2−3x+10 óôï äåîéü ìÝëïò ôçò. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ êáé ïé
äýï áõôïß óõíôåëåóôÝò B êáé C èá åîáöáíéóèïýí áðü ôç äåýôåñç êáé ôçí ôÝôáñôç ðáñÜãùãï óôï
áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.137). Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ëßãï--ðïëý
áíüçôç ðñïóðÜèåéá, ðïõ åßíáé åê ôùí ðñïôÝñùí êáôáäéêáóìÝíç óå áðïôõ÷ßá.

Êáé ìå Üëëá ëüãéá: ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx âñßóêïõìå åýêïëá
ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.139), ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí
áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.137)

p4(ì) = ì4 + 4ì2 = ì2(ì2 + 4) = 0 ìå ñßæåò ôéò ì1 = ì2 = 0, ì3 = 2i, ì4 = −2i. (5.8.140)

ÁìÝóùò ìåôÜ âñßóêïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò ßäéáò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.139)

yh(x) = C1 + C2x + C3 cos 2x + C4 sin 2x (5.8.141)

ìå ôá C1, C2, C3 êáé C4 ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. (Ðïëý óùóôÜ, áöïý Ý÷ïõìå äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò!)
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ÅðïìÝíùò ôï ìçäÝí åßíáé äéðëÞ ñßæá (éóïäýíáìá ñßæá ðïëëáðëüôçôáò 2)ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò p4(ì) = 0 (ìå ì1 = ì2 = 0). ¢ñá ñ = 2 êáé êáôÜëëçëç äïêéìáóôéêÞ ëýóç ŷp(x) èá åßíáé
ç áêüëïõèç:

ŷp(x) = x2Q2(x) = x2(Ax2 + Bx + C) = Ax4 + Bx3 + Cx2 (5.8.142)

ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (5.8.136) ãéá ñ = 2. Åßíáé ôþñá óáöÝò üôé åíåñãïýìå óùóôÜ: êáíÝíáò üñïò
ôçò ôåëåõôáßáò äïêéìáóôéêÞò ìåñéêÞò ëýóåùò ŷp(x) äåí áðïôåëåß ðéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò
ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.139). Åõôõ÷þò, çóõ÷Üóáìå áðü ôï ðñüâëçìá áõôü, ðïõ
ôï åß÷áìå óôçí áñ÷éêÞ ìåñéêÞ ëýóç yp(x), ôçí ïðïßá êáêþò åß÷áìå õðïèÝóåé óôç ó÷Ýóç (5.8.138).

Ðñï÷ùñÜìå ëïéðüí ôþñá óôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óõíôåëåóôþí Á, Â êáé C. Ðñþôá ÷ñåéÜæïíôáé
ôÝóóåñéò ðáñáãùãßóåéò ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò ŷp(x). Ðïëý åýêïëç åñãáóßá ìå áðïôÝëåóìá

ŷ ′
p(x) = 4Ax3+3Bx2+2Cx, ŷ ′′

p (x) = 12Ax2+6Bx+2C, ŷ ′′′
p (x) = 24Ax+6B, ŷ ′′′′

p (x) = 24A. (5.8.143)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôçí ôÝôáñôç ðáñÜãùãï ŷ ′′′′
p (x) êáèþò êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï ŷ ′′

p (x) óôçí
áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.137): y ′′′′ + 4y ′′ = 5x2 − 3x + 10 ðáßñíïíôáò

24A+4(12Ax2+6Bx+2C) = 5x2−3x+10 �⇒ 48Áx2+24Bx+24A+8C = 5x2−3x+10. (5.8.144)

Åîéóþíïõìå ôÝëïò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí ßóùí äõíÜìåùí ôïõ x óôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç, þóôå áõôÞ
íá êáôáóôåß ôáõôüôçôá. Ìå ôïí ôñüðï áõôü êáôáëÞãïõìå óôéò ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò

48A = 5 24B = −3, 24A + 8C = 10 (5.8.145)
ìå ëýóç

A = 5
48

, B = − 3
24

= − 1
8
, C = 15

16
. (5.8.146)

Óõíåðþò ç ìåñéêÞ ëýóç ŷp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ æçôÜìå åßíáé ç ëýóç

ŷp(x) = Ax4 + Bx3 + Cx2 = 5
48

x4 − 1
8
x3 + 15

16
x2 = x2

48
(5x2 − 6x + 45). (5.8.147)

Áí ðñïóèÝóïõìå ôÝëïò êáé ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñé-
êÞò åîéóþóåùò (5.8.139) áðü ôç ó÷Ýóç (5.8.141), ðáßñíïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç
ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.8.137) óôç ìïñöÞ

yg(x) = yh(x) + ŷp(x) = C1 + C2x + C3 cos 2x + C4 sin 2x + x2

48
(5x2 − 6x + 45). (5.8.148)

ÖõóéêÜ áõôÞ ðåñéÝ÷åé, üðùò êáé ç yh(x), ôéò ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1, C2, C3 êáé C4,
êÜôé ôï áðüëõôá åýëïãï ãéá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò (ìå n = 4). Ìðïñïýìå íá
ôéò ðñïóäéïñßóïõìå åýêïëá, áí äéáèÝôïõìå åßôå (á) ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óå Ýíá ðñüâëçìá
áñ÷éêþí ôéìþí åßôå (â) ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óå Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. �

A5.8.7. Óôáèåñü äåîéü ìÝëïò

Óôçí ðåñßðôùóç óôáèåñïý äåîéïý ìÝëïõò g(x) = p0 (ìå ôï p0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ) ç ìç ïìïãåíÞò
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.8.122) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

any(n)(x) + an−1y(n−1)(x) + · · · + a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = p0. (5.8.149)

Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá åéäéêÞðåñßðôùóç ôïõ äåîéïý ìÝëïõò (á) åêèåôéêÞò ìïñöÞò g(x) = decx (öõóéêÜ
ìå d = p0 êáé c = 0, ïðüôå g(x) = p0) Þ (â) ôñéãùíïìåôñéêÞò ìïñöÞò g(x) = d1 cos bx + d2 sin bx
(ìå d1 = p0 êáé b = 0, ïðüôå êáé ðÜëé g(x) = p0) Þ (ã) ðïëõùíõìéêÞò ìïñöÞò g(x) = Pm(x)
(ìå ðïëõþíõìï Pm(x) ìçäåíéêïý âáèìïý, m = 0, ïðüôå ðñüêåéôáé ãéá óôáèåñÜ: g(x) = P0(x) = p0).
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Ó’ áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ðïõ öõóéêÜ áðïôåëåß åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí ðñïçãïýìåíùí, áëëÜ
åßíáé êáé óçìáíôéêÞ áðü ìüíç ôçò óôéò åöáñìïãÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, äéáêñßíïõìå äýï õðï-
ðåñéðôþóåéò ãéá ôçí åðéëïãÞ ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò yp(x): (á) ÅÜí ìåí a0 �= 0, äçëáäÞ ðáñïõóéÜæåôáé
ç óõíÜñôçóç y(x) (÷ùñßò ðáñÜãùãï) óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.149), ôüôå ðñïöáíþò

yp(x) = A, ïðüôå 0 + a0A = p0 �⇒ A = p0

a0
ìå a0 �= 0. (5.8.150)

ÄçëáäÞ ç ìåñéêÞ ëýóç åßíáé áðëÜ óôáèåñÜ: yp(x) = A = p0 /a0. (â) ÅÜí áíôßèåôá ï óõíôåëåóôÞò a0
åßíáé ìçäÝí, ôüôå ðñÝðåé íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôï Á åðß x óôç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ äïêéìÜæïõìå.
ÅÜí åðéðëÝïí êáé ï óõíôåëåóôÞò a1 åßíáé ìçäÝí, åðß x2, êëð. ÃåíéêÜ, åÜí ôï ì = 0 åßíáé ñßæá ðïë-
ëáðëüôçôáò ñ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò, ôüôå ç ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ðïõ äïêéìÜæïõìå èá ðñÝðåé íá åßíáé ôçò ìïñöÞò yp(x) = Axñ.
Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôçò ìåñéêÞò áõôÞò ëýóåùò yp(x) óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.149)
ðñïóäéïñßæåôáé áìÝóùò ï ðñïóäéïñéóôÝïò óõíôåëåóôÞò A êáé ç ëýóç yp(x) = Axñ åßíáé ðéá ãíùóôÞ.

� ÅöáñìïãÞ A5.11 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): (á) Íá õðïëïãéóèåß ìéá ìåñéêÞ ëýóç vp(x)
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò

EIv′′′′(x) + kv(x) = p0, üðïõ p0 �= 0, EI > 0 êáé k ≥ 0 (5.8.151)

ìå EI ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý êáé k ôç óõíïëéêÞ óôáèåñÜ åäÜöïõò--äïêïý õðü ïìïéüìïñöç êÜèåôç
öüñôéóç p0. (â) Ôï ßäéï åñþôçìá ãéá äïêü ðïõ äå óôçñßæåôáé óå åëáóôéêÞ âÜóç, äçëáäÞ ìå k = 0.

Ëýóç: (á) Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç (k > 0) äå÷üìáóôå óôáèåñÞ ìåñéêÞ ëýóç vp(x) êáé âñßóêïõìå

vp(x) = A �⇒ v′′′′
p (x) = 0 �⇒ EI · 0 + kA = p0 �⇒ A = p0

k
�⇒ vp(x) = p0

k
. (5.8.152)

(â) Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç (k = 0) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äïêïý ìáò áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

EIv′′′′(x) = p0 (5.8.153)

ìå ôåôñáðëÞ ñßæá ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ôç ì = 0: ìå ðïëëáðëüôçôá ñ = 4. ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç vh(x) ôçò ïìïãåíïýò èá åßíáé

vh(x) = C1 + C2x + C3x2 + C4x3. (5.8.154)

¢ñá äå ìðïñïýìå íá äå÷èïýìå óáí ìåñéêÞ ëýóç ôç óôáèåñÞ ëýóç vp(x) = A, áöïý ñ = 4. ÐñÝðåé
íá äå÷èïýìå ôç ëýóç

vp(x) = Axñ = Ax4, ïðüôå v′′′′
p (x) = 24A. (5.8.155)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôçí ôÝôáñôç áõôÞ ðáñÜãùãï (ðïõ åßíáé, üðùò ðåñéìÝíáìå, óôáèåñÜ) óôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.153) (÷ùñßò âÝâáéá ôçí ðáñïõóßá ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò), âñßóêïõìå üôé

24EIA = p0 �⇒ A = p0

24EI
, ïðüôå vp(x) = p0

24EI
x4. (5.8.156)

Íá êáé ìéá öïñÜ ðïõ ç äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò Ý÷åé áðëïýóôåñç åðßëõóç êáé ëýóç! Ùñáßá! �

A5.8.8. Ç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç äåîéïý ìÝëïõò

Óôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõò áó÷ïëçèÞêáìå ìå áñêåôÝò êáé ëßãï--ðïëý áðëÝò ìïñöÝò äå-
îéïý ìÝëïõò g(x) óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.1): åêèåôéêÞ, ôñéãùíïìåôñéêÞ,
ðïëõùíõìéêÞ, óôáèåñÜ (ðÜíôïôå ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí). ÁõôÝò êáëý-
ðôïõí ôçí åõñåßá ðëåéïíüôçôá ôùí ðåñéðôþóåùí ðïõ óõíáíôþíôáé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý. Åäþ áðëÜ èá áíáöåñèïýìå óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç (5.8.2) ôïõ äåîéïý ìÝëïõò g(x) üðïõ

g(x) = [Pm1(x) cos bx + Pm2(x) sin bx]ecx (5.8.157)
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ìå ôá Pm1(x) êáé Pm2(x) äýï ãíùóôÜ ðïëõþíõìám-âáèìïý (ôï Ýíá ßóùò êáé ìéêñüôåñïõ âáèìïý) êáé
ôá b êáé c äýï ãíùóôÝò óôáèåñÝò. Óôç ãåíéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ãéá ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí
óõíôåëåóôþí äïêéìÜæïõìå ìåñéêÞ ëýóç yp(x) áíÜëïãçò ìïñöÞò ìå ôï äåîéü ìÝëïò g(x), äçëáäÞ

yp(x) = [Qm1(x) cos bx + Qm2(x) sin bx]ecx (5.8.158)

ìå Üãíùóôá ôá äýï ðïëõþíõìá Qm1(x) êáé Qm2(x), ðïõ åßíáé áêñéâþò m-âáèìïý (ü÷é ìéêñüôåñïõ!).

Ìðïñåß üìùò íá ôý÷åé êáé êÜðïéïò üñïò ôçò ìåñéêÞò áõôÞò ëýóåùò yp(x) íá åßíáé Þäç ëýóç ôçò
áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (ìå g(x) ≡ 0). Ôïýôï äåí ôï èÝëïõìå ìå êáíÝíáí ôñüðï! Ôüôå
ðñÝðåé íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç yp(x) åðß x, áí ÷ñåéáóèåß åðß x2, êëð., þóôå
íá ðáýóåé áõôü íá éó÷ýåé. Ìå ëßãï ðéï åðßóçìá ëüãéá, áí ç ðïóüôçôá ì = c + ib (Þ ì = c − ib)
ôý÷åé íá åßíáé ñßæá ðïëëáðëüôçôáò ñ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò pn(ì) = 0 ôçò áíôßóôïé÷çò
ïìïãåíïýò åîéóþóåùò, ôüôå ç ðéï ðÜíù ëýóç yp(x) ðñÝðåé íá ðïëëáðëáóéáóèåß áêñéâþò åðß xñ.

Åííïåßôáé üôé ôá äýï ðïëõþíõìá Qm1(x) êáé Qm2(x) Ý÷ïõí óõíïëéêÜ 2m+ 2 óõíôåëåóôÝò. Ôüóïé
åßíáé êáé ïé ðñïóäéïñéóôÝïé óõíôåëåóôÝò ðïõ ðñÝðåé íá õðïëïãéóèïýí óôç ãåíéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç
ìå áíôéêáôÜóôáóç óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.8.1). ¸íáðñüãñáììá óõìâïëéêþí õðïëï-
ãéóìþí åßíáé ÷ñÞóéìï óå ôÝôïéïõò õðïëïãéóìïýò ðåñéëáìâÜíïíôáò ßóùò êáé ôï ó÷åôéêü áëãüñéèìï.

A5.8.9. Ìéá ÷ñÞóéìç ãåíßêåõóç ôçò ìåèüäïõ

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èåùñïýìå ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï äåîéü ìÝëïò g(x) äåí åßíáé ôçò ãåíéêÞò
ìïñöÞò (5.8.157), áëë’ åíôïýôïéò ìðïñåß íá ãñáöåß óáí Üèñïéóìá k óõíáñôÞóåùí gj(x) ôçò ìïñöÞò

g(x) = g1(x) + g2(x) + · · · + gk(x) (5.8.159)

ìå ôçí êÜèå ìéá ôïõò (ôç g1(x), ôç g2(x), . . . , ôç gk(x)) íá åßíáé ðñáãìáôéêÜ ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò
(5.8.157) (Þ êáé áðëïýóôåñùí ìïñöþí). Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé ãíùñßæïõìå (Þ ìÜëëïí Ý÷ïõìå
õðïëïãßóåé) ôéò k ìåñéêÝò ëýóåéò yp1(x), yp2(x), . . . , ypk(x) ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá äåîéÜ ìÝëç g1(x),
g2(x), . . . , gk(x). Ôüôå ìðïñåß Üìåóá íá äéáðéóôùèåß ìå áíôéêáôÜóôáóç óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (5.8.1) üôé ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò èá åßíáé ç áêüëïõèç:

yp(x) = yp1(x) + yp2(x) + · · · + ypk(x). (5.8.160)

Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ óôï äåîéü ìÝëïò èá Ý÷ïõìå ôþñá áðëÜ g1(x)+ g2(x)+ · · · + gk(x), ðïõ ìáò äßíåé
ôåëéêÜ ôï óõíïëéêü äåîéü ìÝëïò g(x) ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (5.8.159). Áò êÜíïõìå êé Ýíá ðáñÜäåéãìá.

� ÐáñÜäåéãìá A5.18: Íá âñåèåß ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′′′ + 4y ′′ = 6e3x − 2 sin 8x + 5x2 − 3x + 10. (5.8.161)

Ëýóç: Åäþ ðáñáôçñïýìå ðùò ôï äåîéü ìÝëïò g(x) äåí åßíáé ìå êáíÝíáí ôñüðï ôçò ãåíéêÞò
ìïñöÞò (5.8.157), åßíáé üìùò (åõôõ÷þò!) Üèñïéóìá ôñéþí óõíáñôÞóåùí áõôÞò ôçò ìïñöÞò, äçëáäÞ

g(x) = g1(x)+g2(x)+g3(x) ìå g1(x) = 6e3x, g2(x) = −2 sin 8x, g3(x) = 5x2−3x+10. (5.8.162)

Ó’ áõôÝò ôéò óõíáñôÞóåéò g1(x), g2(x) êáé g3(x) âñßóêïõìå åýêïëá üôé áíôéóôïé÷ïýí ïé ìåñéêÝò ëýóåéò

yp1(x) = 2
39

e3x, yp2(x) = − 1
1920

sin 8x êáé yp3(x) = x2

48
(5x2 − 6x + 45). (5.8.163)

(Ôçí ôñßôç ôçí õðïëïãßóáìå Þäç óôï ÐáñÜäåéãìá Á5.17 ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á5.8.6, ó÷Ýóç (5.8.147).)
¢ñá ç óõíïëéêÞ ìåñéêÞ ëýóç yp(x), ðïõ áíôéóôïé÷åß ó’ ïëüêëçñï ôï äåîéü ìÝëïò g(x), èá åßíáé ç åîÞò:

yp(x) = yp1(x) + yp2(x) + yp3(x) = 2
39

e3x − 1
1920

sin 8x + x2

48
(5x2 − 6x + 45). (5.8.164)

ÁõôÞ åßíáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x) ôçò ðáñïýóáò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (5.8.161). Ç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò yh(x) Ý÷åé êé áõôÞ âñåèåß óôï ÐáñÜäåéãìá Á5.17: åßíáé ç (5.8.141). �
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A5.9. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÌÅÔÁÂÏËÇÓ ÔÙÍ ÐÁÑÁÌÅÔÑÙÍ

A5.9.1. Ç âÜóç ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí

Ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí åßíáé ç ìÝèïäïò ðïõ ðñïôéìÜôáé ãéá ôçí åðßëõóç
ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò (5.8.1), ôçí õðåíèõìßæïõìå

any(n)(x) + an−1y(n−1)(x) + · · · + a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = g(x) ìå an �= 0. (5.9.1)

Ôçí åîåôÜóáìå ðïëý ëåðôïìåñþò óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á5.8. Åíôïýôïéò ç ìÝèïäïò ôùí
ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí Ý÷åé äýï óçìáíôéêïýò ðåñéïñéóìïýò. Ãéá íá åßìáóôå óáöåßò, åßíáé
åöáñìüóéìç, ìüíï üôáí ç ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.9.1) åßíáé (i) ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò ak êáé (ii) Ý÷åé äåîéü ìÝëïò g(x) åéäéêÞò ìïñöÞò, óõãêåêñéìÝíá ôçò ìïñöÞò (5.8.2) Þ Ýóôù
ãñáììéêïý óõíäõáóìïý óõíáñôÞóåùí gi(x) áõôÞò ôçò ìïñöÞò. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí éó÷ýïõí
ôáõôü÷ñïíá êáé ïé äýï áõôïß ðåñéïñéóìïß, äå ìðïñåß ìå êáíÝíáí ôñüðï íá åöáñìïóèåß.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åîåôÜóïõìå ìéá ðïëý ðéï ãåíéêÞ ìÝèïäï åðéëýóåùò ìç ïìïãåíþí ãñáì-
ìéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôçò ìïñöÞò (5.9.1): ðñüêåéôáé ãéá ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí
ðáñáìÝôñùí. ÁõôÞ ç ìÝèïäïò ïöåßëåôáé óôï Lagrange, ãé’ áõôü óðÜíéá êáëåßôáé êáé ìÝèïäïò ôïõ
Lagrange. Êáëýðôåé ôéò ðåñéðôþóåéò åöáñìïãÞò ôçò ìåèüäïõ ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí
êáé äåí Ý÷åé üìùò ôïõò ðåñéïñéóìïýò ôçò. Åßíáé åöáñìüóéìç, áêüìç êáé üôáí ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (5.9.1) Ý÷åé ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé äåîéü ìÝëïò g(x) ïðïéáóäÞðïôå ìïñöÞò, áñêåß
âÝâáéá íá õðÜñ÷ïõí ôá ïëïêëçñþìáôá ðïõ èá äïýìå óå ëßãï. Ôçí Ý÷ïõìå Þäç óõíáíôÞóåé óôï
ÅäÜöéï Á3.4.3.1 óáí ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ ãéá ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñé-
êÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò. Åäþ èá ôç ãåíéêåýóïõìå. ¼ìùò ðñïûðüèåóç åöáñìïãÞò ôçò åßíáé
ç ãíþóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(ìå g(x) ≡ 0 óôï äåîéü ìÝëïò). Óôçí ðåñßðôùóç ôùí óôáèåñþí óõíôåëåóôþí ak ç ãåíéêÞ áõôÞ
ëýóç yh(x) ðñïóäéïñßæåôáé åýêïëá ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò y0(x) = eìx.

Èåùñïýìå ëïéðüí ãíùóôÞ ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç yh(x), ç ïðïßá åßíáé ðÜíôïôå ôçò ìïñöÞò ôïõ
ãñáììéêïý óõíäõáóìïý

yh(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + · · · + Cnyn(x). (5.9.2)

Ó’ áõôÞí ôç ãåíéêÞ ëýóç ôá óýìâïëá C1, C2, . . . , Cn äçëþíïõí n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Åðßóçò
ïé n óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x) áðïôåëïýí Ýíá èåìåëéþäåò óýóôçìá (Þ óýíïëï) ëýóåùí
ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ãåíéêÞ ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.9.1). ¸íá ôÝôïéï óýóôçìá ëýóåùí Ý÷åé öõóéêÜ ìç ìçäåíéêÞ ïñßæïõóáWronski

W[y1, y2, . . . , yn] ≡ W(x) ≡ W[y1, y2, . . . , yn](x) ≡ W[y1(x), y2(x), . . . , yn(x)] �= 0 (5.9.3)

óôï äéÜóôçìá [a, b] ìåôáâïëÞò ôçò ìåôáâëçôÞò x ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé.

Åäþ óôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç n-ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò (5.9.1) áðëÜ èá õðïèÝóïõìå üôé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò yg(x) èá åßíáé
áíÜëïãç ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óôç
ó÷Ýóç (5.9.2). Ôþñá üìùò ïé nðáñÜìåôñïé C1, C2, . . . , Cn èá åßíáé óõíáñôÞóåéò (ü÷é ðéá óôáèåñÝò!).
¸ôóé õðïèÝôïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) óôç ìïñöÞ

yg(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) + · · · + Cn(x)yn(x) (5.9.4)

÷ùñßò íá ðåéñÜîïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x), . . . , yn(x). ¸ôóé Ý÷ïõìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò
ôùí ðáñáìÝôñùí, ç ïðïßá ëéãüôåño óõ÷íÜ êáëåßôáé êáé ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôùí óôáèåñþí.
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A5.9.2. ÅöáñìïãÞ óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò

Ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí èá ôçí áíáðôýîïõìå êõñßùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò
ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò

a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = g(x) ìå a2 �= 0 (5.9.5)

óôï äéÜóôçìá [a, b] ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç. Ïé óõíôåëåóôÝò a2, a1 êáé a0
ó’ áõôÞí ìðïñïýí íá åßíáé åßôå óôáèåñïß åßôå ìç óôáèåñïß (ìåôáâëçôïß). Ôï äåîéü ìÝëïò g(x) ìðïñåß
íá åßíáé ìéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç, áñêåß íá õðÜñ÷ïõí ôá ïëïêëçñþìáôáðïõ èá óõíáíôÞóïõìå
ëßãï ðéï êÜôù. Ôï óçìáíôéêü üìùò åßíáé íá ãíùñßæïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç

yh(x) = C1y1(x) + C2y2(x) (5.9.6)

ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå g(x) ≡ 0). Óôç ëýóç áõôÞ yh(x) ïé äýï óõíáñ-
ôÞóåéò y1(x) êáé y2(x) áðïôåëïýí èåìåëéþäåò óýóôçìá ëýóåùí ìå ìç ìçäåíéêÞ ïñßæïõóá Wronski:

W[y1, y2]≡W(x)≡W[y1, y2](x)≡W[y1(x), y2(x)] :=
∣∣∣∣∣ y1(x) y2(x)

y ′
1(x) y ′

2(x)

∣∣∣∣∣=y1(x)y ′
2(x) − y2(x)y ′

1(x) �=0. (5.9.7)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá õðïèÝôïíôáò ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (5.9.5) (åßôå ìå óôáèåñïýò åßôå ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò) óôç ìïñöÞ (5.9.4), åäþ
âÝâáéá ìå n = 2, ïðüôå

yg(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x). (5.9.8)

ÄçëáäÞ åðéôñÝøáìå óôéò äýï ðáñáìÝôñïõò C1 êáé C2 íá ìåôáâÜëëïíôáé ìå ôçí áíåîÜñôçôç ìåôá-
âëçôÞ x. Áõôü ôï êÜíáìå åõåëðéóôþíôáò üôé èá ìðïñÝóïõìå Ýôóé íá âñïýìå ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x)
ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.9.5).

Èá äïýìå üôé íáé, ìðïñïýìå! Êáé âÝâáéá ìðïñïýìå, áöïý Ý÷ïõìå äýï ïëüêëçñåò Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéòC1(x) êáéC2(x) ðñïò ðñïóäéïñéóìü óôç ëýóç (5.9.8) ðïõ äïêéìÜæïõìå êáé áðëÜ æçôÜìå
ôçí éó÷ý ìéáò ìüíï åîéóþóåùò: ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.9.5). Ãéá ôç ëýóç ôçò
åîéóþóåùò áõôÞò ðáñáãùãßæïõìå ôþñá ôç ëýóç yg(x), ôçí ïðïßá õðïèÝóáìå óôçí ðáñáðÜíù
ó÷Ýóç (5.9.8). Ìå ôïõò êáíüíåò ðáñáãùãßóåùò áèñïßóìáôïò êáé ãéíïìÝíïõ âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

y ′
g(x) = [C ′

1(x)y1(x) + C1(x)y ′
1(x)] + [C ′

2(x)y2(x) + C2(x)y ′
2(x)]

= [C1(x)y ′
1(x) + C2(x)y ′

2(x)] + [C ′
1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x)]

= C1(x)y ′
1(x) + C2(x)y ′

2(x), (5.9.9)

áí êÜíïõìå êáé ôçí õðüèåóç üôé

C ′
1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x) = 0. (5.9.10)

Öáßíåôáé áõèáßñåôç ç õðüèåóç áõôÞ êáé ðñáãìáôéêÜ åßíáé áõèáßñåôç. Ìáò åîõðçñåôåß üìùò
óôï óêïðü ôçò åõñÝóåùò ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yg(x) ðïõ áíáæçôïýìå óôç ìïñöÞ (5.9.8) ìå ôï ëéãü-
ôåñï õðïëïãéóôéêü êüðï. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, üðùò Þäç áíáöÝñáìå, óôç ìïñöÞ áõôÞ (5.9.8)
Ý÷ïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå äýï óõíáñôÞóåéò C1(x) êáé C2(x) áðü ìßá ìüíï åîßóùóç: ôç ìç ïìïãåíÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.9.5). Ï ðñïóäéïñéóìüò äýï óõíáñôÞóåùí áðü ìßá ìüíï åîßóùóç ãåíéêÜ äåí
åßíáé åöéêôüò. Ìáò äßíåôáé ëïéðüí ç åõêáéñßá, ìå Üëëá ëüãéá Ý÷ïõìå ôçí «ðïëõôÝëåéá» íá êáèïñß-
óïõìå åìåßò ôç äåýôåñç åîßóùóç ãéá ôéò äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò C1(x) êáé C2(x). Êáé ôçí êáèïñßóáìå
Þäç ìå ôçí áõèáßñåôç õðüèåóÞ ìáò (5.9.10). Ìå ôïí ôñüðï áõôü áðëïðïéÞóáìå ôçí ðñþôç ðá-
ñÜãùãï y ′

g(x) óôçí ôåëåõôáßá ãñáììÞ ôçò ó÷Ýóåùò (5.9.9). Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ìå ôçí áíôßóôïé÷ç
äåýôåñç ðáñÜãùãï y ′′

g (x).
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ÐñáãìáôéêÜ, ðáñáãùãßæïõìå ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï y ′
g(x) óôçí ôåëåõôáßá ìïñöÞ ôçò (5.9.9),

üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí áõèáßñåôç åîßóùóç Þ ðåñéïñéóìü (5.9.10), ôïí ïðïßï Þäç èÝóáìå. ¸ôóé
âñßóêïõìå áìÝóùò îáíÜ ìå ôïõò áðëïýò êáíüíåò ðáñáãùãßóåùò áèñïßóìáôïò êáé ãéíïìÝíïõ üôé

y ′′
g (x) = [C ′

1(x)y
′
1(x) + C1(x)y ′′

1 (x)] + [C ′
2(x)y

′
2(x) + C2(x)y ′′

2 (x)]

= [C1(x)y ′′
1 (x) + C2(x)y ′′

2 (x)] + [C ′
1(x)y

′
1(x) + C ′

2(x)y
′
2(x)]. (5.9.11)

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.11: Ðñïôïý ðñï÷ùñÞóïõìå, áò êÜíïõìå ìéá ðáñÝíèåóç. Ôïíßæïõìå üôé èá
ìðïñïýóáìå íá åß÷áìå ðÜñåé êÜðïéá Üëëç áõèáßñåôç åîßóùóç óôç èÝóç ôçò åîéóþóåùò (5.9.10)
ãéá ôéò äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ìáò C1(x) êáé C2(x) óôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí
ðáñáìÝôñùí. Èá ïäçãïýìáóôáí Ýôóé êáé ðÜëé óôç óùóôÞ ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.9.5). ¸íá ðïëý óôïé÷åéþäåò ðáñÜäåéãìá
ìéáò ôÝôïéáò åíáëëáêôéêÞò äõíáôüôçôáò áðïôåëåß ç åðéëïãÞ ôçò áõèáßñåôçò åîéóþóåùò

C2(x) = 0, ïðüôå áðëÜ yg(x) = C1(x)y1(x) (5.9.12)

óôç ó÷Ýóç (5.9.8). Ï ðñïóåêôéêüò áíáãíþóôçò/ç ðñïóåêôéêÞ áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
ìðïñåß Üìåóá íá ðáñáôçñÞóåé ðùò ç ôüóï óôïé÷åéþäçò áõôÞ åðéëïãÞ (5.9.12) áðëÜ ìáò ïäçãåß
áìÝóùò óôç ìÝèïäï ôïõ õðïâéâáóìïý ôçò ôÜîåùò. ÁõôÞí ôçí åîåôÜóáìå Þäç óôçí Åíüôçôá Á5.4,
ó÷Ýóç (5.4.4) êáé åðüìåíåò ó÷Ýóåéò. Åäþ äéáöïñïðïéïýìáóôå óôçí åðéëïãÞ ìáò ðñïôéìþíôáò ôçí
åîßóùóç (5.9.10). Åßíáé ðñáãìáôéêÜ ðñïôéìüôåñç êáé èá ôï äïýìå áìÝóùò. Ðñï÷ùñÜìå ëïéðüí!

Äå ìáò áðïìÝíåé ôþñá ðáñÜ íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôç óõíÜñôçóç yg(x) óôç ó÷Ýóç (5.9.8),
ðïõ ôç äïêéìÜæïõìå óáí ãåíéêÞ ëýóç, êáèþò êáé ôéò äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò y ′

g(x) êáé y
′′
g (x)

áðü ôéò ó÷Ýóåéò (5.9.9) (ôåëåõôáßá ãñáììÞ) êáé (5.9.11) (äåýôåñç ãñáììÞ) áíôßóôïé÷á óôçí ßäéá
ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.9.5). Ðïëý åýêïëá ðáñáôçñïýìå üôé ðñïêýðôåé Ýôóé ç ó÷Ýóç

a2[C1(x)y ′′
1 (x) + C2(x)y ′′

2 (x) + C ′
1(x)y

′
1(x) + C ′

2(x)y
′
2(x)]

+ a1[C1(x)y ′
1(x) + C2(x)y ′

2(x)] + a0[C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x)] = g(x). (5.9.13)

ÁíáäéáôÜóóïíôáò ôïõò üñïõòóôïáñéóôåñü ìÝëïò, ôçí îáíáãñÜöïõìåóôçíáðëïýóôåñç ìïñöÞ

C1(x)[a2y ′′
1 (x) + a1y ′

1(x) + a0y1(x)] + C2(x)[a2y ′′
2 (x) + a1y ′

2(x) + a0y2(x)]

+ a2[C ′
1(x)y

′
1(x) + C ′

2(x)y
′
2(x)] = g(x). (5.9.14)

Óôçí ðñþôç ãñáììÞ ðáñáôçñïýìå ôþñá üôé êé ïé äýï áãêýëåò åßíáé ßóåò ìå ìçäÝí. Áõôü óõìâáßíåé,
áðëÜ åðåéäÞ ïé äýï óõíáñôÞóåéò y1(x) êáé y2(x) óôéò ó÷Ýóåéò (5.9.6) êáé (5.9.8) Ý÷ïõí áðü ôçí
áñ÷Þ óáöþò õðïôåèåß óáí ëýóåéò ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå g(x) ≡ 0).
Êáé ìÜëéóôá Ý÷ïõìå åðéðëÝïí õðïèÝóåé ðùò áðïôåëïýí Ýíá èåìåëéþäåò óýóôçìá ëýóåùí ôçò
ïìïãåíïýò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ìç ìçäåíéêÞ ïñßæïõóáWronski: W[y1, y2] �= 0. Óõíåðþò èá Ý÷ïõìå

a2y ′′
1 (x) + a1y ′

1(x) + a0y1(x) = 0 êáé åðßóçò a2y ′′
2 (x) + a1y ′

2(x) + a0y2(x) = 0. (5.9.15)

¢ñá ìçäåíßæåôáé ïëüêëçñç ç ðñþôç ãñáììÞ óôçí åîßóùóç (5.9.14). ¸ôóé áõôÞ ðáßñíåé ðëÝïí ôçí
ðïëý áðëÞ ìïñöÞ

C ′
1(x)y

′
1(x) + C ′

2(x )y
′
2(x) = g(x)

a2
ìå a2 �= 0, (5.9.16)

áóöáëþò ìå ôçí áíáãêáßá õðüèåóç (ôçí ïðïßá Þäç Ý÷ïõìå êÜíåé) üôé a2 �= 0 óå ïëüêëçñï ôï
äéÜóôçìá [a, b] ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.9.5).

Êáé ðïý áêñéâþò âñéóêüìáóôå ôþñá; Ìá ó÷åäüí óôï ôÝëïò. Ïé äýï óõíáñôÞóåéò C1(x) êáé C2(x),
ôéò ïðïßåò ðñÝðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå óôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) = C1(x)y1(x)+C2(x)y2(x), ó÷Ýóç (5.9.8),
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ðïõ äïêéìÜæïõìå Ý÷ïõí ðáñáãþãïõò C ′
1(x) êáé C

′
2(x), ðïõ åðáëçèåýïõí Ýíá áðëü óýóôçìá äýï

ãñáììéêþí áëãåâñéêþí (ü÷é äéáöïñéêþí) åîéóþóåùí. ÄçëáäÞ åðáëçèåýïõí (i) ôçí åîßóùóç (5.9.10):
ôçí õðüèåóç ðïõ êÜíáìå, ôïí ðåñéïñéóìü ðïõ áõèáßñåôá âÜëáìå, êáé (ii) ôçí åîßóùóç (5.9.16): ôçí
ßäéá ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.9.5). Ôéò åðáíáëáìâÜíïõìå ìáæß óôçí
ôåëéêÞ ôïõò ìïñöÞ (ìå Ýìöáóç ìÜëéóôá óôï üôé ïé ðáñÜãùãïé C ′

1(x) êáé C
′
2(x) åßíáé ïé Üãíùóôïé)

y1(x)C ′
1(x) + y2(x)C ′

2(x) = 0, (5.9.17)

y ′
1(x)C

′
1(x) + y ′

2(x)C
′
2(x) = g∗(x) öõóéêÜ ìå g∗(x) := g(x)/a2 êáé a2 �= 0. (5.9.18)

Ìðïñïýìå ðïëý åýêïëá íá ëýóïõìå ôï óýóôçìá áõôü ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþ-
óåùíùòðñïò ôéò äýïÜãíùóôåòðáñáãþãïõòC ′

1(x) êáéC
′
2(x). Ðáñáôçñïýìå ìÜëéóôáüôé ç ïñßæïõóá

ôùí óõíôåëåóôþí ôùí äýï áõôþí áãíþóôùí ìáò åßíáé áðëÜ ç ïñßæïõóáWronskiW[y1, y2] ≡ W(x),
óôç ó÷Ýóç (5.9.7). Êáé ðñïò ìåãÜëç ÷áñÜ ìáò åßíáé ìç ìçäåíéêÞ: W[y1, y2] ≡ W(x) �= 0 ãéá ôï èåìå-
ëéþäåò óýóôçìá ëýóåùí y1(x) êáé y2(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(ìå g(x) ≡ 0) ðïõ èåùñïýìå.

ÐñÝðåé ôþñá íá åðéëýóïõìå ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí (ü÷é äéá-
öïñéêþí) åîéóþóåùí (5.9.17) êáé (5.9.18). Ðñïò ôï óêïðü áõôü ìðïñïýìå åßôå (i) íá ëýóïõìå ôçí
ðñþôç åîßóùóç (5.9.17) ùò ðñïò C ′

1(x) êáé íá áíôéêáôáóôÞóïõìå óôç äåýôåñç åîßóùóç (5.9.18)
âñßóêïíôáò Ýôóé ôï C ′

2(x) (Þ áíôßèåôá) åßôå (ii) íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáôåõèåßáí ôïí ôüóï ãíùóôü
áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá êáíüíá ôïõ Cramer. ÐñïôéìÜìå åëáöñÜ ôç äåýôåñç áõôÞ äõíáôüôçôá,
äçëáäÞ ôïí êáíüíá ôïõ Cramer. ¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôç ëýóç

C ′
1(x) =

∣∣∣∣∣ 0 y2(x)

g∗(x) y ′
2(x)

∣∣∣∣∣
W(x)

= − y2(x)g∗(x)
W(x)

êáé C ′
2(x) =

∣∣∣∣∣ y1(x) 0

y ′
1(x) g∗(x)

∣∣∣∣∣
W(x)

= y1(x)g∗(x)
W(x)

. (5.9.19)

Óôç ëýóç áõôÞ ïé ðáñïíïìáóôÝò åßíáé áðëÜ ç ïñßæïõóá Wronski W(x) óôç ó÷Ýóç (5.9.7) ôùí äýï
óõíáñôÞóåùí y1(x) êáé y2(x), äçëáäÞ ç óõíÜñôçóç

W(x) :=
∣∣∣∣∣ y1(x) y2(x)

y ′
1(x) y ′

2(x)

∣∣∣∣∣ = y1(x)y ′
2(x) − y2(x)y ′

1(x) �= 0. (5.9.20)

Ç ïñßæïõóá áõôÞ åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò, üðùò Þäç áíáöÝñáìå, ãéá Ýíá èåìåëéþäåò óýóôçìá
(Þ èåìåëéþäåò óýíïëï) ëýóåùí y1(x) êáé y2(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(ìå g(x) ≡ 0) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.9.5). Áõôü ôï ãíùñßæïõìå Þäç ðïëý êáëÜ.

Åìåßò âÝâáéá óôçí õðüèåóç (5.9.8) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò (5.9.5) äå èÝëïõìå ôéò ðáñáãþãïõò C ′

1(x) êáé C
′
2(x). ×ñåéáæüìáóôå ôéò ßäéåò ôéò óõíáñôÞóåéò

áõôÝò C1(x) êáé C2(x). ÐñÝðåé åðïìÝíùò íá ïëïêëçñþóïõìå ôéò ðáñáãþãïõò C ′
1(x) êáé C

′
2(x) ðïõ

âñÞêáìå óôç ëýóç (5.9.19) ãé’ áõôÝò. ¸ôóé ðñïêýðôïõí ïé äýï óõíáñôÞóåéò ðïõ æçôÜìå

C1(x) = −
∫ x

x0

y2(î)g∗(î)
W(î)

dî + D1 êáé C2(x) =
∫ x

x0

y1(î)g∗(î)
W(î)

dî + D2 (5.9.21)

öõóéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ìåôáâëçôïý Üíù ïñßïõ ïëïêëçñþóåùò x êáé óôáèåñïý êÜôù ïñßïõ ïëïêëçñþ-
óåùò x0. (Õðïôßèåôáé üôé óôï óçìåßï áõôü, ôï óçìåßï x = x0, Ý÷ïõìå ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óå Ýíá
ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí.) ÂÝâáéá óôéò ðéï ðÜíù äýï ïëïêëçñþóåéò ðåñéëÜâáìå åýëïãá êáé ôéò
óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùòD1 êáéD2. ÁõôÝò åßíáé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ÔÝëïò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå
ôï íÝï óýìâïëï î óáí ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò ãéá ôçí áðïöõãÞ ðéèáíÞò óõã÷ýóåùò: î ∈ [x0, x].

Ôþñá ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x), ðïõ õðïèÝóáìå óôç ó÷Ýóç (5.9.8) êáé
åõôõ÷þò âëÝðïõìå ðùò êáôïñèþíïõìå íá âñïýìå, ðáßñíåé ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (5.9.21) ôç
ìïñöÞ

yg(x) =
[
−
∫ x

x0

y2(î)g∗(î)
W(î)

dî + D1

]
y1(x) +

[ ∫ x

x0

y1(î)g∗(î)
W(î)

dî + D2

]
y2(x). (5.9.22)
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Ôç ãñÜöïõìå ðéï áðëÜ (ìå ôç óýìðôõîç ôùí äýï ïëïêëçñùìÜôùí ôçò óå Ýíá) óôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ

yg(x) = D1y1(x) + D2y2(x) +
∫ x

x0

[y1(î)y2(x) − y1(x)y2(î)]g∗(î)
W(î)

dî. (5.9.23)

ÂÝâáéá ïé óõíáñôÞóåéò y1(x) êáé y2(x) áðïôåëïýí èåìåëéþäåò óýóôçìá ëýóåùí ôçò áíôßóôïé÷çò
ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (Ôï Ý÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé áõôü!) ÅðïìÝíùò ç ðéï ðÜíù ãåíéêÞ
ëýóç yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.9.5) ãñÜöåôáé êáé óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

yg(x) = yh(x) + yp(x). (5.9.24)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ yh(x) = D1y1(x) + D2y2(x) åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç (5.9.6) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (åäþ ìåD1 êáéD2 áíôßC1 êáé C2 ãéá ôá óýìâïëá ôùí áõèáßñåôùí óôáèåñþí)
êáé yp(x) ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.9.5). Ç ìåñéêÞ áõôÞ
ëýóç yp(x) Ý÷åé åäþ ôç ìïñöÞ ôïõ ïëïêëçñùôéêïý üñïõ óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (5.9.23).

Áò óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôé ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç yg(x) óôç ó÷Ýóç (5.9.23) Ý÷åé åêöñáóèåß ìå ôç
÷ñÞóç ïëïêëçñþìáôïò. Ãéá ôï ëüãï áõôü ëÝìå üôé ç ó÷Ýóç (5.9.23) áðïôåëåß Ýíáí ïëïêëçñùôéêü
ôýðï ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.9.5). Óôçí ïëïêëçñùôÝá
óõíÜñôçóç ôïõ ïëïêëçñùôéêïý üñïõ ðáñáôçñïýìå üôé Ý÷ïõìå ðáñÜãïíôá ôï äåîéü ìÝëïò g(x)
(åäþ óáí g(î)) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.9.5), áöïý g∗(x) := g(x)/a2 (ìå a2 �= 0).
ÖõóéêÜ ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå g(x) ≡ 0) ïëüêëçñïò ï ïëïêëçñùôéêüò
üñïò óôç ó÷Ýóç (5.9.23) ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) åîáëåßöåôáé. Ôüôå ìáò áðïìÝíåé ìüíï ç ãåíéêÞ
ëýóç yh(x) = D1y1(x) + D2y2(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÔÝëïò üóïí
áöïñÜ óôéò äýï óôáèåñÝò D1 êáé D2 óôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) óôç ó÷Ýóç (5.9.23), áõôÝò ìðïñïýí íá
ðñïóäéïñéóèïýí áðëÜ áðü äýï óõíèÞêåò, óõ÷íÜ ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

y(x0) = y0 êáé y ′(x0) = y ′
0 óå Ýíá óçìåßï x0 ìå x0 ∈ [a, b]. (5.9.25)

ÂÝâáéá óôçí ðñÜîç ðáßñíïõìå (üóåò öïñÝò ìðïñïýìå) ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï óçìåßï x0 = 0.

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôþñá ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí óôç
ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò, ðñÝðåé íá êÜíïõìå ìéá óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç:

➤ ÐáñáôÞñçóç A5.12: Íáé, ðñáãìáôéêÜ êáôáëÞîáìå óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (5.9.23) óáí ôç
ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.9.5). ÁëëÜ áõôü ôï ðå-
ôý÷áìå Ý÷ïíôáò èõìçèåß ôéò äýï óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò D1 êáé D2 óôéò ëýóåéò (5.9.21) ãéá ôéò
äýï óõíáñôÞóåéò C1(x) êáé C2(x). ¸ôóé åõôõ÷þò óôï ôÝëïò, óôç ó÷Ýóç (5.9.23), ðáñáôçñïýìå ôçí
ðáñïõóßá ðñþôá--ðñþôá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yh(x) = D1y1(x)+D2y2(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÁõôÞ ìáò ðáñÝ÷åé êáé ôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò D1 êáé D2, ðïõ åßíáé
áíáãêáßåò óôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x), þóôå íá ìðïñÝóïõí íá éêáíïðïéçèïýí äýï áõèáßñåôåò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò: åäþ ïé óõíèÞêåò (5.9.25). Áíôßóôñïöá, áðïôåëåß óõíÞèç ðñáêôéêÞ íá ðáñáëåßðïíôáé
ïé äýï óôáèåñÝò D1 êáé D2 óôéò ïëïêëçñþóåéò (5.9.21). Ôüôå âÝâáéá äåí ðáßñíïõìå ôç æçôïýìåíç
ãåíéêÞ ëýóç yg(x), áëëÜ ìüíï ìéá ìåñéêÞ ëýóç yp(x). Ó’ áõôÞí ðñÝðåé üìùò íá ðñïóèÝóïõìå ìåôÜ êáé
ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óýìöùíá ìå ôï èåìåëéþäç
ôýðï (5.9.24). Åäþ åðéëÝîáìå íá ìçí õéïèåôÞóïõìå ôç äåýôåñç áõôÞ êáé áñêåôÜ äçìïöéëÞ äõíáôü-
ôçôá, áðëÜ åðåéäÞ äåí ðáñïõóéÜæåé êáíÝíá ðëåïíÝêôçìá Ýíáíôé ôçò ðéï ðÜíù Üìåóçò åõñÝóåùò
ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.9.5). ¸ôóé óôï ôÝëïò åßìáóôå
áðáëëáãìÝíïé áðü ôï êáèÞêïí íá ðñïóèÝóïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÁõôÞ Ý÷åé Þäç ðñïóôåèåß ìüíç ôçò óôçí áñ÷Þ ôçò ëýóåùò (5.9.23) ÷Üñç
óôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò D1 êáé D2 ôùí ïëïêëçñþóåùí (5.9.21) ðïõ äåí ôéò áìåëÞóáìå.

ÁñêåôÜ üìùò ìå ôç èåùñßá. Áò ôçí åðéäåßîïõìå ôþñá óå äýï óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá:
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� ÐáñÜäåéãìá A5.19: Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′ − 3y ′ + 2y = 3e4x (5.9.26)

ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí.

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá ôï ßäéï áêñéâþò ðáñÜäåéãìá åðéëýóåùò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñé-
êÞò åîéóþóåùò ìå ôï ÐáñÜäåéãìá Á5.12 óôçí ÐáñÜãñáöï Á5.8.2, åîßóùóç (5.8.17). Ìüíï ðïõ åêåß
åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí. Áíôßèåôá, åäþ ìáò æçôåßôáé
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. ÎåêéíÜìå ëïéðüí! Ãíùñßæïõìå
Þäç áðü ôç ó÷Ýóç (5.8.21) ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò Á5.12 (ìå ôç ãíùóôÞ ìáò ðéá ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò) ôç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå äåîéü
ìÝëïò ôï ìçäÝí). Ôçí õðåíèõìßæïõìå ôç ëýóç áõôÞ (5.8.21):

yh(x) = C1ex + C2e2x. (5.9.27)

Ôþñá óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí, ðïõ Þäç ëåðôïìåñþò åêèÝóáìå
óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ, åðéëÝãïõìå ôç æçôïýìåíç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) óôçí áíôßóôïé÷ç ìïñöÞ

yg(x) = C1(x)ex + C2(x)e2x (5.9.28)

(ôþñá üìùò ìå óõíáñôÞóåéò C1(x) êáé C2(x) áíôß ãéá óôáèåñÝò). Ôçí ðáñáãùãßæïõìå âñßóêïíôáò

y ′
g(x) = C ′

1(x)e
x + C1(x)ex + C ′

2(x)e
2x + C2(x)2e2x. (5.9.29)

ÈÝôïõìå ôþñá
C ′

1(x)e
x + C ′

2(x)e
2x = 0, (5.9.30)

þóôå íá áðëïðïéçèåß ç ðñþôç áõôÞ ðáñÜãùãïò y ′
g(x) óôç ìïñöÞ

y ′
g(x) = C1(x)ex + 2C2(x)e2x (5.9.31)

ìå äýï ìüëéò üñïõò áíôß ãéá ôÝóóåñéò åîáéôßáò ôçò áõèáßñåôçò õðïèÝóåùò (5.9.30). ×ñåéáæüìáóôå
êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï y ′′

g (x). Îáíáðáñáãùãßæïõìå ëïéðüí, ôþñá âÝâáéá ôç ó÷Ýóç (5.9.31).
¸ôóé ðáßñíïõìå

y ′′
g (x) = C ′

1(x)e
x + C1(x)ex + 2C ′

2(x)e
2x + 4C2(x)e2x. (5.9.32)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôç ëýóç yg(x) ðïõ õðïèÝóáìå óôç ó÷Ýóç (5.9.28) óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï
ôçò ìåôáâïëÞò ôùíðáñáìÝôñùí êáèþò êáé ôéò äýïðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò y ′

g(x) êáé y
′′
g (x) ìå âÜóç

ôéò äýï ó÷Ýóåéò (5.9.31) êáé (5.9.32) áíôßóôïé÷á óôçí ßäéá ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.9.26)
ôïõ ðáñáäåßãìáôïò áõôïý. ÁìÝóùò âñßóêïõìå üôé

[C ′
1(x)e

x + C1(x)ex + 2C ′
2(x)e

2x + 4C2(x)e2x]

− 3[C1(x)ex + 2C2(x)e2x] + 2[C1(x)ex + C2(x)e2x] = 3e4x. (5.9.33)

Äéáðéóôþíïõìå ìÜëéóôá üôé ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ðïëëÝò áðëïðïéÞóåéò îáíáãñÜöïíôáò ôçí ðéï
ðÜíù åîßóùóç óôç ìïñöÞ

C ′
1(x)e

x + 2C ′
2(x)e

2x = 3e4x. (5.9.34)

Óçìåéþíïõìå üôé üëåò áõôÝò ïé áðëïðïéÞóåéò äåí Þôáí êÜôé ôï ôõ÷áßï. ¹ôáí áðëÜ ç óõíÝðåéá ôïõ
ãåãïíüôïò üôé êáé ïé äýï óõíáñôÞóåéò y1(x) = ex êáé y2(x) = e2x óôéò ó÷Ýóåéò (5.9.27) êáé (5.9.28)
åßíáé ëýóåéò ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå ìçäåíéêü äåîéü ìÝëïò).
Ôïýôï Ý÷åé óáöþò äçëùèåß óôç ó÷Ýóç (5.9.27): yh(x) = C1ex + C2e2x. Áõôüò åßíáé ï ëüãïò ôùí
áðëïðïéÞóåùí. Ðñüêåéôáé ãéá áðüëõôá áíáìåíüìåíåò áðëïðïéÞóåéò õðü ôéò ðáñïýóåò óõíèÞêåò!
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Êáé ôþñá; Ìá ôþñá Ý÷ïõìå Ýíá ôüóï áðëü óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí (ü÷é äéáöïñé-
êþí) åîéóþóåùí: (i) ôçò õðïèÝóåùò (Þ ðåñéïñéóìïý) (5.9.30) êáé (ii) ôçò åîéóþóåùò (5.9.34), üðïõ
êáôÝëçîå ç ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.9.26) ìå âÜóç êáé ôçí õðüèåóç (5.9.30).
Ôï ðáñáèÝôïõìå ôï óýóôçìá áõôü óå ìéá ìüíï ãñáììÞ

C ′
1(x)e

x + C ′
2(x)e

2x = 0 êáé C ′
1(x)e

x + 2C ′
2(x)e

2x = 3e4x. (5.9.35)

Åßíáé áðëïýóôáôç ç åðßëõóÞ ôïõ, ð.÷. ìå ôïí êáíüíá ôïõ Cramer, ùò ðñïò C ′
1(x) êáé C

′
2(x). Êáé

ìÜëéóôá, ðñïöáíþò ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ åßíáé ç ïñßæïõóá Wronski ôùí ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôùí óõíáñôÞóåùí y1(x) êáé y2(x). ¢ñá åßíáé ìç ìçäåíéêÞ, üðùò åýêïëá äéáðéóôþíåôáé:

W[ex, e2x] ≡ W(x) =
∣∣∣∣∣
ex e2x

ex 2e2x

∣∣∣∣∣ = 2e3x − e3x = e3x �= 0. (5.9.36)

Óôï óçìåßï áõôü ðïõ ìüëéò öèÜóáìå ç æçôïýìåíç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äýï ãñáììéêþí
áëãåâñéêþí (ü÷é âÝâáéá äéáöïñéêþí) åîéóþóåùí (5.9.35) âñßóêåôáé ðïëý åýêïëá êáé åßíáé ç åîÞò:

C ′
1(x) = −3e3x êáé C ′

2(x) = 3e2x. (5.9.37)

Ïëïêëçñþíïíôáò, ðáßñíïõìå ôéò ßäéåò ôéò óõíáñôÞóåéò C1(x) êáé C2(x) áðü ôéò ðáñáãþãïõò ôïõò
áõôÝò, óõãêåêñéìÝíá

C1(x) = −e3x + D1 êáé C2(x) = 3
2
e2x + D2. (5.9.38)

(Áò óçìåéþóïõìå óå ðáñÝíèåóç üôé óôï÷åýïíôáò óôçí åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò yg(x) äåí ðáñá-
ëåßøáìå ôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò D1 êáé D2 óôéò äýï áõôÝò ïëïêëçñþóåéò.)

Ôþñá áðïìÝíåé áðëÜ ç áíôéêáôÜóôáóç ôùí äýï áõôþí óõíáñôÞóåùí C1(x) êáé C2(x) óôç ãåíéêÞ
ëýóç yg(x) = C1(x)ex + C2(x)e2x, ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé óôç ó÷Ýóç (5.9.28). ¸ôóé ðñïêýðôåé ôåëéêÜ

yg(x) = (−e3x + D1
)
ex +

(
3
2
e2x + D2

)
e2x = D1ex + D2e2x + 1

2
e4x (5.9.39)

ìå áðëïðïéÞóåéò êáé áíáäéÜôáîç ôùí üñùí. Ôþñá óå ôïýôç ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ åßíáé åìöáíÝò ôï
Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò ïìïãåíïýò yh(x) = D1ex + D2e2x êáé ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò ôçò ìç
ïìïãåíïýò yp(x) = 1

2 e
4x êáé áõôü üöåéëå ðñáãìáôéêÜ íá óõìâáßíåé óôçí ðáñïýóá ãåíéêÞ ëýóç yg(x).

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ðñïöáíþò ðñïÝêõøå áêñéâþò ç ßäéá ëýóç (5.8.28) ìå ôï ÐáñÜ-
äåéãìá Á5.12. Áóöáëþò åßìáóôå ðïëý åõ÷áñéóôçìÝíïé ãé’ áõôü: ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí
óõíôåëåóôþí êáé ç ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí Ýäùóáí áêñéâþò ôçí ßäéá ëýóç. ºóùò
ïé õðïëïãéóìïß åäþ óôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí íá Þóáí êÜðùò äõóêïëüôåñïé:
ðåñéëÜìâáíáí (i) ôçí åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (5.9.35)
êáé (ii) ôéò ïëïêëçñþóåéò (5.9.38). ¼ìùò áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ áò èõìçèïýìå üôé ç ìÝèïäïò ôùí
ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí Ý÷åé ôïõò ðåñéïñéóìïýò éó÷ýïò ôçò ìüíï óå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ak êáé åðßóçò ãéá áñêåôÜ åéäéêÝò ìïñöÝò äåîéïý ìÝëïõò g(x). Áõôïß ïé äýï
ðåñéïñéóìïß ëåßðïõí, áðïõóéÜæïõí åíôåëþò áðü ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. �

Áêïëïõèåß ôþñá êáé Ýíá äåýôåñï ðáñÜäåéãìá, áõôü üìùò ìå ãåíéêü, áõèáßñåôï äåîéü ìÝëïò g(x).

� ÐáñÜäåéãìá A5.20: Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

y ′′(x) − a2y(x) = g(x) ìå ôo a ìç ìçäåíéêÞ óôáèåñÜ: a �= 0 (5.9.40)

êáé ìå ôï äåîéü ìÝëïò g(x) ìéá áõèáßñåôç (ïðïéáäÞðïôå, ôõ÷áßá) ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ óõíÜñôçóç.

Ëýóç: ÖõóéêÜ ç ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äå ìðïñåß íá ëõèåß ìå ôç
ìÝèïäï ôùíðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí åîáéôßáò ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôçò, ðïõ åßíáé ìéá áõèáßñåôç
óõíÜñôçóç g(x). Ìðïñåß üìùò èáõìÜóéá íá ëõèåß ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí.
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Äýï ðáñáäåßãìáôá ìå áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò óôéò Ôáëáíôþóåéò èá äïèïýí ðáñáêÜôù óôçí
ÐáñÜãñáöï Á6.2 óôï ÊåöÜëáéï Á6. Åäþ ôþñáðñþôá--ðñþôá ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç

y ′′(x) − a2y(x) = 0 (5.9.41)

âñßóêïõìå áìÝóùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò

y0(x) = eìx, ïðüôå y ′′
0 (x) = ì2eìx (5.9.42)

üôé

ì2eìx − a2eìx = 0 �⇒ (ì2 − a2)eìx = 0 �⇒ ì2 − a2 = 0 �⇒ ì1, 2 = ±a. (5.9.43)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (5.9.41) èá åßíáé ç áêüëïõèç:

yh(x) = C1eax + C2e−ax. (5.9.44)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. Äå÷üìáóôå
ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.9.40) óôç ìïñöÞ

yg(x) = C1(x)eax + C2(x)e−ax. (5.9.45)

ÄçëáäÞ ôéò äýïðáñáìÝôñïõòC1 êáéC2 óôç ëýóç yh(x) ôéò èåùñïýìåðéá ìåôáâëçôÝò: C1(x) êáéC2(x).
Ðáñáãùãßæïõìå ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç yg(x), ôçí ïðïßá õðïèÝóáìå ðéï ðÜíù, êáé Ýôóé ðáßñíïõìå

y ′
g(x) = C ′

1(x)e
ax + C1(x)aeax + C ′

2(x)e
−ax + C2(x)( − ae−ax) = aC1(x)eax − aC2(x)e−ax (5.9.46)

ìå ôçí õðüèåóç üôé
C ′

1(x)e
ax + C ′

2(x)e
−ax = 0. (5.9.47)

Ç õðüèåóç áõôÞ, üðùò Ý÷ïõìå îáíáðåß, åßíáé áõèáßñåôç, áëëÜ ìáò åßíáé êáé ÷ñÞóéìç, þóôå íá
áðëïðïéÞóïõìå ôïõò õðïëïãéóìïýò ìáò, ôï «õðïëïãéóôéêü êüóôïò» ìáò. Åäþ áõôü ôï ðåôý÷áìå
Þäç ìå ôçí ðéï ðÜíù ðñþôç ðáñÜãùãï y ′

g(x) ìå áíÜëïãç åõíïúêÞ óõíÝðåéá êáé óôç äåýôåñç ðáñÜ-
ãùãï y ′′

g (x). Ôçí õðïëïãßæïõìå êáé áõôÞ ìå âÜóç ôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (5.9.46). Ðñïêýðôåé

y ′′
g (x) = aC ′

1(x)e
ax + a2C1(x)eax − aC ′

2(x)e
−ax + a2C2(x)e−ax. (5.9.48)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôç äåýôåñç áõôÞ ðáñÜãùãï y ′′
g (x) êáèþò êáé ôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç yg(x)

óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò (5.9.40). Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðáßñíïõìå

[aC ′
1(x)e

ax + a2C1(x)eax − aC ′
2(x)e

−ax + a2C2(x)e−ax] − a2[C1(x)eax + C2(x)e−ax] = g(x) (5.9.49)

êáé ìåôÜ ôéò ðñïöáíåßò (êáé óßãïõñá áíáìåíüìåíåò åäþ) áðëïðïéÞóåéò ôùí áíôßèåôùí üñùí

C ′
1(x)e

ax − C ′
2(x)e

−ax = 1
a
g(x) Ý÷ïíôáò Þäç õðïèÝóåé üôé a �= 0. (5.9.50)

¸÷ïõìå åðïìÝíùò êáôáëÞîåé óå Ýíá óýóôçìá äýï ðÜñá ðïëý áðëþí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
(ü÷é âÝâáéá äéáöïñéêþí) åîéóþóåùí: ôùí åîéóþóåùí (5.9.47) êáé (5.9.50). ÐñïóèÝôïíôÜò ôéò êáé
áöáéñþíôáò ôéò êáôÜ ìÝëç, ðñïóäéïñßæïõìå ôéò äýï ðáñáãþãïõò C ′

1(x) êáé C
′
2(x), óõãêåêñéìÝíá

C ′
1(x) = 1

2a
g(x)e−ax êáé C ′

2(x) = − 1
2a

g(x)eax. (5.9.51)

Åìåßò üìùò èÝëïõìå ôéò ßäéåò ôéò óõíáñôÞóåéò C1(x) êáé C2(x). Ôéò ðñïóäéïñßæïõìå ìå ïëïêëçñþóåéò:

C1(x) = D1 + 1
2a

∫ x

0
g(î)e−aî dî êáé C2(x) = D2 − 1

2a

∫ x

0
g(î)eaî dî. (5.9.52)
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Óáí êÜôù üñéï óôá ïëïêëçñþìáôá åðéëÝîáìå ôï óçìåßï x0 = 0. (Áõôü ðñÝðåé íá åßíáé ôï óçìåßï
üðïõ ìðïñåß íá Ý÷ïõìå ôéò áñ÷éêÝò ìáò óõíèÞêåò.) Äåí ðáñáëåßøáìå ìÜëéóôá ôéò äýï áõèáßñåôåò
óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò D1 êáé D2, Ýôóé þóôå íá ïäçãçèïýìå óôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x). (Ôéò Ý÷ïõìå
âÜëåé êáé ìðñïóôÜ ìÜëéóôá! Êáëþò!) ÐñáãìáôéêÜ, ôþñá ç ó÷Ýóç (5.9.45) ìáò äßíåé ôç ãåíéêÞ ëýóç

yg(x) =
[
D1 + 1

2a

∫ x

0
g(î)e−aî dî

]
eax +

[
D2 − 1

2a

∫ x

0
g(î)eaî dî

]
e−ax. (5.9.53)

ÁõôÞ ãñÜöåôáé êáé óôçí áêüëïõèç éóïäýíáìç óõíåðôõãìÝíç ìïñöÞ:

yg(x) = D1eax + D2e−ax + 1
2a

∫ x

0
g(î)[ea(x−î) − e−a(x−î)] dî. (5.9.54)

Ó’ áõôÞí óõìðôýîáìå ôá äýï ïëïêëçñþìáôá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (5.9.53) óå Ýíá ìüíï ïëïêëÞñùìá.

Ãíùñßæïõìå üìùò ðïëý êáëÜ áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á1.5.2 ãéá ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò üôé

e±x = cosh x ± sinh x êáé åðßóçò üôé sinh x = ex − e−x

2
. (5.9.55)

Ìðïñïýìå Ýôóé íá îáíáãñÜøïõìå ôçí ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç yg(x) óôçí ôåëéêÞ ôçò áðëÞ ìïñöÞ

yg(x) = D∗
1 cosh ax + D∗

2 sinh ax + 1
a

∫ x

0
g(î) sinh[a(x − î)] dî. (5.9.56)

Ó’ áõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò óôç èÝóç ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò (åäþ
ðñáãìáôéêÞò!) êáé åðßóçò äýï íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò D∗

1 = D1 + D2 êáé D∗
2 = D1 − D2. �

A5.9.3. ÅöáñìïãÞ óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò

Ç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí äåí ðåñéïñßæåôáé öõóéêÜ óå ìç ïìï-
ãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò, óôéò ïðïßåò åìåßò ðåñéïñéóèÞêáìå óôçí
ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï. Åßíáé ãåíéêåýóéìç, åöáñìüæåôáé êáé óå áíôßóôïé÷åò åîéóþóåéò êÜèå ôÜ-
îåùò âÝâáéá ìå ðïëý Ýíôïíç áýîçóç ôïõ õðïëïãéóôéêïý êüóôïõò. Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ áðëÜ èá
ôçí åöáñìüóïõìå óôç ãåíéêÞ ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò

a3y ′′′(x) + a2y ′′(x) + a1y ′(x) + a0y(x) = g(x) ìå a3 �= 0. (5.9.57)

Ïé óõíôåëåóôÝò ak ìðïñïýí íá åßíáé åßôå óôáèåñïß åßôå ìåôáâëçôïß, óõíÞèùò üìùò åßíáé óôáèåñïß.
¸ôóé êé áëëéþò ç ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí áðáéôåß áðü ìáò ðñïçãïõìÝíùò íá
äéáèÝôïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç

yh(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + C3y3(x) (5.9.58)

ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå g(x) ≡ 0 óôï äåîéü ìÝëïò).

ÔþñáõðïèÝôïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.9.57)
üôé ìðïñåß íá åßíáé ôçò ìïñöÞò

yg(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) + C3(x)y3(x). (5.9.59)

¸ôóé ïé ðéï ðÜíù ðáñÜìåôñïé (óôáèåñÝò) C1, C2 êáé C3 Ý÷ïõí ôþñá õðïôåèåß ìåôáâëçôÝò: ïé ðñïò
ðñïóäéïñéóìü óõíáñôÞóåéò C1(x), C2(x) êáé C3(x) áíôßóôïé÷á.

Ëïéðüí ìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ç (5.9.57), êáé ôñåéò ðñïòðñïóäéïñéóìü óõíáñôÞóåéò. Áõôü åßíáé
êÜôé ôï åõ÷Üñéóôï êáé ìáò äéåõêïëýíåé áöÜíôáóôá. ¸÷ïõìå ôþñá ôçí «ðïëõôÝëåéá» íá èÝóïõìå äýï
áõèáßñåôïõò ðåñéïñéóìïýò êáôÜ ôçí ðïñåßá ìáò ðñïò ôç ëýóç. Áò îåêéíÞóïõìå ÷ùñßò ÷ñïíïôñéâÞ!

Ðáñáãùãßæïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ðïõ õðïèÝóáìå óôç ó÷Ýóç (5.9.59). Åýêïëá âñßóêïõìå üôé

y ′
g(x) = [C ′

1(x)y1(x) + C1(x)y ′
1(x)] + [C ′

2(x)y2(x) + C2(x)y ′
2(x)] + [C ′

3(x)y3(x) + C3(x)y ′
3(x)]

= [C1(x)y ′
1(x) + C2(x)y ′

2(x) + C3(x)y ′
3(x)] + [C ′

1(x)y1(x) + C ′
2(x)y2(x) + C ′

3(x)y3(x)]. (5.9.60)
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Ôþñá åíåñãïýìå áêñéâþò üðùò åß÷áìå êÜíåé êáé óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, åêåß üìùò óôç
ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (5.9.5): õðïèÝôïõìå üôé

C ′
1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x) + C ′
3(x)y3(x) = 0. (5.9.61)

Ìå ôçí åîßóùóç áõôÞ, éóïäýíáìá ìå ôïí áõèáßñåôï ôïýôï ðåñéïñéóìü, ç ðñþôç ðáñÜãùãïò y ′
g(x)

óôç ó÷Ýóç (5.9.60) ðáßñíåé ôçí ðïëý áðëÞ ìïñöÞ ôçò

y ′
g(x) = C1(x)y ′

1(x) + C2(x)y ′
2(x) + C3(x)y ′

3(x). (5.9.62)

(Óáí íá ìçí Þóáí óõíáñôÞóåéò ïé C1(x), C2(x) êáé C3(x). Óáí íá Þóáí áðëÜ óôáèåñÝò! Äåí åßí’ Ýôóé;)

ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôç äéáäéêáóßá ðáñáãùãßæïíôáò îáíÜ: ôþñá ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï y ′
g(x),

þóôå íá âñïýìå ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï y ′′
g (x). ÅéóÜãïíôáò êáé ôï äåýôåñï ðåñéïñéóìü

C ′
1(x)y

′
1(x) + C ′

2(x)y
′
2(x) + C ′

3(x)y
′
3(x) = 0, (5.9.63)

ðïõ åßíáé âÝâáéá áíÜëïãïò ìå ôïí ðñþôï ðåñéïñéóìü (5.9.61), âñßóêïõìå ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï

y ′′
g (x) = C1(x)y ′′

1 (x) + C2(x)y ′′
2 (x) + C3(x)y ′′

3 (x). (5.9.64)

Ôåëåßùóáí ïé äõíáôüôçôÝò ìáò íá èÝôïõìå ðåñéïñéóìïýò: äýï ìüíï ìðïñïýìå. Ç ôñßôç åîßóùóÞ
ìáò èá åßíáé ç ßäéá ç ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò (5.9.57). ×ñåéáæüìá-
óôå üìùò ó’ áõôÞí êáé ôçí ôñßôç ðáñÜãùãï y ′′′

g (x) (÷ùñßò êáíÝíá íÝï ðåñéïñéóìü!). Ðñïò ôï óêïðü
áõôü ðáñáãùãßæïõìå ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï y ′′

g (x) óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (5.9.64) êáé âñßóêïõìå

y ′′′
g (x) = [C ′

1(x)y
′′
1 (x) + C1(x)y ′′′

1 (x)] + [C ′
2(x)y

′′
2 (x) + C2(x)y ′′′

2 (x)] + [C ′
3(x)y

′′
3 (x) + C3(x)y ′′′

3 (x)]

= [C1(x)y ′′′
1 (x) + C2(x)y ′′′

2 (x) + C3(x)y ′′′
3 (x)] + [C ′

1(x)y
′′
1 (x) + C ′

2(x)y
′′
2 (x) + C ′

3(x)y
′′
3 (x)]. (5.9.65)

Ôþñá ç äïõëåéÜ ìáò åßíáé áðëÜ íááíôéêáôáóôÞóïõìå ôç óõíÜñôçóç yg(x), ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé
óôç ó÷Ýóç (5.9.59), êáé ôéò ôñåéò ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò, ðïõ Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé óôéò ó÷Ýóåéò
(5.9.62), (5.9.64) êáé (5.9.65), óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (5.9.57). Äåí îå÷íÜìå üìùò ðùò
êáé ïé ôñåéò ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò y1(x), y2(x) êáé y3(x) ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óå üëåò áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò
åßíáé ìåñéêÝò ëýóåéò ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (Êáé ìÜëéóôá áðïôåëïýí
èåìåëéþäåò óýóôçìá ëýóåùí ìå ïñßæïõóá Wronski W[y1, y2, y3](x) �= 0.) ¢ñá èá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

a3y ′′′
k (x) + a2y ′′

k (x) + a1y ′
k(x) + a0yk(x) = 0 ìå k = 1, 2, 3. (5.9.66)

Ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí ôñéþí áõôþí ó÷Ýóåùí ðñïêýðôåé åýêïëá üôé ìåôÜ ôéò ó÷åôéêÝò áðëïðïéÞóåéò
ç áñ÷éêÞ ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò (5.9.57) ðáßñíåé ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ

C ′
1(x)y

′′
1 (x) + C ′

2(x)y
′′
2 (x) + C ′

3(x)y
′′
3 (x) = g(x)/a3 ìå a3 �= 0. (5.9.67)

ÄéáèÝôïõìå ôþñá ôï óýóôçìá ôùí ôñéþí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (5.9.61): ðñþôïò
ðåñéïñéóìüò, (5.9.63): äåýôåñïò ðåñéïñéóìüò, êáé (5.9.67): ç ßäéá ç ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç
õðü ôïõò äýï áõôïýò ðåñéïñéóìïýò. ¢ãíùóôåò óõíáñôÞóåéò åßíáé ïé ôñåéò ðáñÜãùãïé C ′

1(x), C
′
2(x)

êáé C ′
3(x). Ðáñáôçñïýìå åýêïëá ðùò ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ åßíáé áðëÜ ç ïñßæïõóá

WronskiW[y1, y2, y3](x) �= 0. ¢ñá ôï óýóôçìÜ ìáò Ý÷åé ìßá ìüíï ëýóç C ′
1(x), C

′
2(x) êáé C

′
3(x), ðïõ ôçí

ðñïóäéïñßæïõìå ãåíéêÜ ìå ôïí êáíüíá ôïõ Cramer. Óôç óõíÝ÷åéá ðñÝðåé áðëÜ íá ïëïêëçñþóïõìå
ôéò ôñåéò áõôÝò ðáñáãþãïõò, þóôå íá âñïýìå ôéò áëçèéíÝò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ìáò C1(x), C2(x)
êáéC3(x). (ÖõóéêÜ êáôáíïïýìå üôé ïé ïëïêëçñþóåéò áõôÝò ìðïñåß íá åßíáé áíáëõôéêÜðïëý äýóêïëåò
Ýùò êáé áäýíáôåò.) Åðßóçò óôéò ôñåéò áõôÝò ïëïêëçñþóåéò äå ëçóìïíïýìå ôéò ôñåéò áõèáßñåôåò
óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò D1, D2 êáé D3. ÄéáèÝôïõìå ëïéðüí ôéò ôñåéò óõíáñôÞóåéò C1(x), C2(x)
êáé C3(x). ¢ñá ôþñá ðéá ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) óôç ó÷Ýóç (5.9.59) Ý÷åé ðñïóäéïñéóèåß ðëÞñùò. ÔÝëïò!



ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ: ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÉÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ (ÊåöÜëáéï A6) 183

Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A6
ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ:

ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÉÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Ïé ðåñéóóüôåñåò âáóéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, áëëÜ
êáé Üëëùí åðéóôçìþí, åßíáé ãñáììéêÝò åßôå êáôåõèåßáí åßôå ìåôÜ áðü ãñáììéêïðïéÞóåéò ðïõ ðå-
ñéêëåßïõí ìéêñüôåñï Þ ìåãáëýôåñï âáèìü ðáñáäï÷þí êáé ðñïóåããßóåùí. Óôï ðáñüí êåöÜëáéï
èá áíáöåñèïýìå áðïêëåéóôéêÜ óôç ãñáììéêÞ ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ ôüóï êëáóéêïý
ìïíïâÜèìéïõ ôñéðáñáìåôñéêïý ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá õðü áñ-
ìïíéêÞ åîùôåñéêÞ äýíáìç (öüñôéóç) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôç ìÜæá. Ðñüêåéôáé ãéá åîáíáãêáóìÝíç
ôáëÜíôùóç ìå áðüóâåóç éäéáßôåñïõ åíäéáöÝñïíôïò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò èá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò (Þ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò) äéáêñßíïíôáò ôéò ôñåéò ðåñéðôþóåéò: (á) ôçò
áóèåíïýò Þ õðïêñßóéìçò áðïóâÝóåùò, (â) ôçò êñßóéìçò áðïóâÝóåùò êáé (ã) ôçò éó÷õñÞò Þ õðåñ-
êñßóéìçò áðïóâÝóåùò. Óôç óõíÝ÷åéá èá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôç ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí (ìå ôç ÷ñÞóç ôüóï ðñáã-
ìáôéêþí üóï êáé ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí). Èá äþóïõìå âáñýôçôá óôç ìüíéìç ëýóç ðïõ ïöåßëåôáé
óôçí ßäéá ôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç (ôç öüñôéóç) êáé ü÷é óôï ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï. (Ôï ìåôáâáôéêü öáé-
íüìåíï åîáëåßöåôáé ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ ëüãù ôçò õðïôåèåßóáò õðÜñîåùò ôïõ áðïóâåóôÞñá
êáé ïõóéáóôéêÜ óõ÷íÜ ôï áãíïïýìå åêôüò áðü åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò üðïõ ðáßæåé ðñùôåýïíôá ñüëï,
üðùò óå ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí óå óåéóìïýò.) Èá ïñßóïõìå åðßóçò êáé ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç
áðïêñßóåùò G(ù) Þ Ç(ù) (óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù). Ôá ó÷åôéêÜ áðïôåëÝóìáôá èá ôá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå áñãüôåñá óôï ÊåöÜëáéï Á17 ãåíéêåýïíôÜò ôá ãéá ôõ÷áßá ðåñéïäéêÞ åîùôåñéêÞ äýíáìç
(öüñôéóç) óå óõíäõáóìü ìå ôéò óåéñÝò Fourier. Óôï ÊåöÜëáéï Á19 èá ãßíåé ðáñáðÝñá ãåíßêåõóç óå
ìç ðåñéïäéêÞ åîùôåñéêÞ äýíáìç (öüñôéóç) óå óõíäõáóìü ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. ÔÝëïò èá
åîåôÜóïõìå ó’ áõôü åäþ ôï ÊåöÜëáéï Á6 êáé ôçí ðåñßðôùóç ôçò ãåíéêÞò (áõèáßñåôçò, ïðïéáóäÞ-
ðïôå) öïñôßóåùò p(t) ôïõ êëáóéêïý ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá.

A6.1. ÁÑÌÏÍÉÊÇ ÖÏÑÔÉÓÇ ÓÕÓÔÇÌÁÔÏÓ ÌÁÆÁÓ--ÅËÁÔÇÑÉÏÕ--ÁÐÏÓÂÅÓÔÇÑÁ

A6.1.1. Ôï ìç÷áíéêü óýóôçìá êáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ôïõ

Èåùñïýìå ôï ôüóï èåìåëéþäåò ìç÷áíéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðïõ áðïôåëåßôáé
áðü Ýíá õëéêü óçìåßï Ì ìÜæáò m, Ýíá åëáôÞñéï S óôáèåñÜò k êáé Ýíá áðïóâåóôÞñá D óôáèåñÜò c.
Ôï åëáôÞñéï S êáé ï áðïóâåóôÞñáò D åßíáé ðáñÜëëçëá ìå ôï õëéêü óçìåßï Ì óôï êïéíü åëåýèåñï
Üêñï ôïõò. Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç ìåôáôüðéóç u = u(t) (ìå t ôï ÷ñüíï) ôïõ õëéêïý óçìåßïõM
ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò ôçí ýðáñîç åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò
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(öïñôßóåùò) p = p(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï Ì, ïðüôå ìéëÜìå ãåíéêÜ ãéá åîáíáãêá-
óìÝíç (êáé ü÷é åëåýèåñç) ôáëÜíôùóç. Óôï ßäéï õëéêü óçìåßïÌ åöáñìüæïíôáé åðßóçò: (á) ç åëáóôéêÞ
äýíáìç åðáíáöïñÜò Fs(t) = −ku(t) ôïõ åëáôçñßïõ S (áíÜëïãç ôçò ìåôáôïðßóåùò u(t) ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ Ì, áëëÜ ìå áñíçôéêü óõíôåëåóôÞ áíáëïãßáò −k) êáèþò êáé (â) ç äýíáìç áíôéóôÜóåùò
(éîþäïõò ôñéâÞò) Fd(t) = −cu̇(t) ôïõ áðïóâåóôÞñá D (áíÜëïãç ôçò ôá÷ýôçôáò u̇(t) ôïõ õëéêïý óç-
ìåßïõ Ì êáé åðßóçò ìå áñíçôéêü óõíôåëåóôÞ áíáëïãßáò −c). Êáé ïé äýï áõôÝò äõíÜìåéò Fs êáé Fd
áíôéôßèåíôáé óôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõÌ (ãé’ áõôü êáé ôá áñíçôéêÜ ðñüóçìá!). Ôï ðáñüí ìç-
÷áíéêü óýóôçìá åßíáé ìïíïâÜèìéï, Ý÷åé äçëáäÞ Ýíá ìüíï âáèìü åëåõèåñßáò, ãéáôß Ý÷åé ìßá Üãíùóôç
óõíÜñôçóç: ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì. Åßíáé åðßóçò ôñéðáñáìåôñéêü, Ý÷åé äçëáäÞ
ôñåéò ðáñáìÝôñïõò: (á) ôç ìÜæá m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M, (â) ôç óôáèåñÜ k ôïõ åëáôçñßïõ S êáé
(ã) ôç óôáèåñÜ c ôïõ áðïóâåóôÞñáD. Ðñüêåéôáé äçëáäÞ ãéá ìïíïâÜèìéï ôñéðáñáìåôñéêü ìç÷áíéêü
óýóôçìá.

Óýìöùíá ìå ôï èåìåëéþäç äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá óôç ÄõíáìéêÞ (1.2.1) ç óõíïëéêÞ äýíáìç
F = F(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï M åßíáé ßóç ìå ôç ìÜæá ôïõ m åðß ôçí åðéôÜ÷õíóÞ
ôïõ a = a(t), ðïõ åßíáé åäþ ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ü(t) ôçò ìåôáôïðßóåþò ôïõ u(t), äçëáäÞ

F(t) = ma(t) = mü(t). (6.1.1)

Ôþñáùòðñïò ôç óõíïëéêÞ áõôÞ äýíáìç F(t) ðïõáóêåßôáé ðÜíùóôï õëéêü óçìåßïõÌáõôÞáðï-
ôåëåßôáé áðü: (á) ôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç p(t), (â) ôçí åëáóôéêÞ äýíáìç åðáíáöïñÜò Fs(t) = −ku(t)
ôïõ åëáôçñßïõ S êáé (ã) ôç äýíáìç áíôéóôÜóåùò (éîþäïõò ôñéâÞò) Fd(t) = −cu̇(t) ôïõ áðïóâå-
óôÞñá D. ÅÜí ôï ìç÷áíéêü óýóôçìá åßíáé óå êáôáêüñõöç èÝóç, õðÜñ÷åé âÝâáéá êáé ôï âÜñïò ôïõ
õëéêïý óçìåßïõW = mg (ìå g ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò). Åìåßò üìùò äå÷èÞêáìå üôé áõôü Ý÷åé
Þäç ëçöèåß õðüøç ìåôñþíôáò ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò
ôïõ u = 0. ÅðïìÝíùò ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá (6.1.1) ðáßñíåé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ôç
ìïñöÞ

mü(t) = p(t) + Fs(t) + Fd(t) �⇒ mü(t) = p(t) − ku(t) − cu̇(t), (6.1.2)

ìåôáöÝñïíôáò äå ôïõò üñïõò ìå ôéò ðáñáãþãïõò ôçò ìåôáôïðßóåùò u(t) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçí
ôåëéêÞ ìïñöÞ

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t). (6.1.3)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, äåõôÝñáò ôÜîåùò, ðñþôïõ âáèìïý, ãñáììéêÞ,
ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò m, c êáé k êáé ìç ïìïãåíÞ ãéá p(t) �≡ 0. ÁíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé
ï ÷ñüíïò t êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) ç ìåôáôüðéóç u(t). ÅÜí äéáèÝôïõìå
êáé ôéò áêüëïõèåò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0):

u(0) = u0, u̇(0) = v0, (6.1.4)

ôüôå Ý÷ïõìå Ýíá áðëüðñüâëçìááñ÷éêþí ôéìþíðïõáðïôåëåßôáé áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.3)
êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (6.1.4).

ÅéóÜãïíôáò åðßóçò ôçí Ýííïéá ôçò áäñáíåéáêÞò äõíÜìåùò Fi(t) = −mü(t) (ìå ðñüóçìï ìåßïí
öõóéêÜ!), ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (6.1.2) ãñÜöåôáé êáé óáí åîßóùóç øåõäïóôáôéêÞò éóïññïðßáò.
Äåí õðÜñ÷åé áëçèéíÞ óôáôéêÞ éóïññïðßá: õðÜñ÷åé êßíçóç óýìöùíç ìå ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåý-
ôùíá. Ç øåõäïóôáôéêÞ éóïññïðßá åßíáé ðñïúüí ôçò åéóáãùãÞò ôçò Ýííïéáò ôçò áäñáíåéáêÞò äõ-
íÜìåùò Fi(t) = −mü(t). ¸ôóé üëåò ïé äõíÜìåéò ðïõ áóêïýíôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï M, äçëáäÞ:
(á) ç åîùôåñéêÞ äýíáìç p(t), (â) ç åëáóôéêÞ äýíáìç åðáíáöïñÜò Fs(t) ôïõ åëáôçñßïõ S, (ã) ç äýíáìç
áíôéóôÜóåùò (éîþäïõò ôñéâÞò) Fd(t) ôïõ áðïóâåóôÞñá D êáé, ôÝëïò, (ä) ç áäñáíåéáêÞ äýíáìç Fi(t)
(ìåßïí ç ìÜæá m åðß ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t) = ü(t)) éóïññïðïýí. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå

p(t) + Fs(t) + Fd(t) + Fi(t) = 0. (6.1.5)
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ÐÜñá ðïëëÝò öïñÝò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò îáíáãñÜöåé ôç âáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.3)
ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ôñéðáñáìåôñéêïý ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå äéáéñþíôáò ôçí ìå ôç
ìÜæá m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì. Ôüôå ðñïêýðôåé üôé

ü(t) + c
m

u̇(t) + k
m

u(t) = p(t)
m

(6.1.6)

ìå p(t)/m ôçí áíçãìÝíç óôç ìÜæá m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M åîùôåñéêÞ äýíáìç (öüñôéóç) p(t). Óôç
óõíÝ÷åéá åéóÜãïíôáé ôá óýìâïëá

ù0 =
√

k
m

, î = c
2mù0

= c

2
√
km

. (6.1.7)

Ôï ðñþôï áðü ôá óýìâïëá áõôÜ ù0 åêöñÜæåé ôç öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá (ôçí éäéïóõ÷íüôçôá)
ôáëáíôþóåùí ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ìå ôï ðáñüí ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò, áëëÜ ÷ùñßò áðüóâåóç ôçò
êéíÞóåùò (÷ùñßò áðïóâåóôÞñá, äçëáäÞ ìå c = 0, ïðüôå êáé î = 0). Ôï äåýôåñï óýìâïëï î
åßíáé ï êáëïýìåíïò ëüãïò áðïóâÝóåùò ôçò ðáñïýóáò êéíÞóåùò. Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äýï áõôþí
óõìâüëùí ù0 êáé î ç Þäç áíçãìÝíç óôç ìÜæá m äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ Ì (6.1.6) ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç êáé õðïëïãéóôéêÜ ðéï åý÷ñçóôç ìïñöÞ ôçò

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = p(t)

m
. (6.1.8)

Êáé áõôÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óõíïäåýåôáé âÝâáéá áðü ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (6.1.4): áñ÷éêÞ
èÝóç u0 êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0. ¸÷ïõìå Ýôóé Ýíá ðëÞñåò ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí.

A6.1.2. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Ç ãåíéêÞ ëýóç u(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.8) éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôçò
ãåíéêÞò ëýóåùò uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå p(t) ≡ 0)

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = 0 (6.1.9)

óõí ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.8), äçëáäÞ

u(t) = uh(t) + up(t). (6.1.10)

Îåêéíþíôáò áðü ôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.9), èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ãíùóôÞ ìÝ-
èïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò). ÕðïèÝôïõìå Ýôóé ëýóç u0(t)
ôçò åêèåôéêÞò ìïñöÞò

u0(t) = eìt �⇒ u̇0(t) = ìeìt �⇒ ü0(t) = ì2eìt (6.1.11)

ìå ôç óôáèåñÜ ì ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôç. Áíôéêáèéóôþíôáò ôç óõíÜñôçóç u0(t) êáé ôéò äýï áõôÝò
ðáñáãþãïõò ôçò óôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.9), ðñïêýðôåé üôé

ì2eìt + 2îù0ìeìt + ù2
0e

ìt = 0 �⇒ (ì2 + 2îù0ì + ù2
0)e

ìt = 0. (6.1.12)

ÅðïìÝíùò, ãéá íá åßíáé ç õéïèåôçèåßóá óõíÜñôçóç u0(t) = eìt ëýóç ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (6.1.9), èá ðñÝðåé ç óôáèåñÜ ì íá åßíáé ëýóç ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò

p2(ì) = ì2 + 2îù0ì + ù2
0 = 0. (6.1.13)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéááðëÞ äåõôåñïâÜèìéááëãåâñéêÞ åîßóùóç. Äéáêñßíïõìå ôñåéòðåñéðôþóåéò: (á) ôçò
áóèåíïýò Þ õðïêñßóéìçò áðïóâÝóåùò ìå 0 < î < 1, (â) ôçò êñßóéìçò áðïóâÝóåùò ìå î = 1 êáé
(ã) ôçò éó÷õñÞò Þ õðåñêñßóéìçò áðïóâÝóåùò ìå î > 1. Ôéò ôñåéò áõôÝò ðåñéðôþóåéò èá ôéò åîå-
ôÜóïõìå ÷ùñéóôÜ, ãéáôß ïäçãïýí óå áñêåôÜ äéáöïñåôéêÝò ìïñöÝò ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò uh(t) ôçò
ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.9), ôçí ïðïßá åðé÷åéñïýìå íá åðéëýóïõìå.
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(á) ÁóèåíÞò Þ õðïêñßóéìç áðüóâåóç: ÁõôÞ åßíáé ç ðåñßðôùóç ðïõ ðñÜãìáôé óõíáíôÜ ôéò
ðåñéóóüôåñåò öïñÝò óôéò ðïéêßëåò ôå÷íéêÝò åöáñìïãÝò ôïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò, Üñá ôïí åí-
äéáöÝñåé êáé ðåñéóóüôåñï. Ï ëüãïò áðïóâÝóåùò î, ï ïðïßïò Ýôóé êé áëëéþò åßíáé èåôéêüò áñéèìüò
(î > 0), åßíáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìéêñüôåñïò ôçò ìïíÜäáò, äçëáäÞ 0 < î < 1, êáé ìÜëéóôá ðïëý
óõ÷íÜ ðïëý ìéêñüôåñïò ôçò ìïíÜäáò. ÅðïìÝíùò óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå äýï ìéãáäéêÝò
ñßæåò ì1, 2 ôçò äåõôåñïâÜèìéáò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (6.1.13): p2(ì) = 0, ôéò åîÞò:

ì1, 2 = −îù0 ±
√
î2ù2

0 − ù2
0 = −îù0 ±ù0

√
î2 − 1 = −îù0 ± iù0

√
1 − î2 = −îù0 ± iùD. (6.1.14)

Ôï óýìâïëï i = √−1 äçëþíåé ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá (ìå i2 = −1). Åðßóçò ôï óýìâïëï ùD (óõ÷íÜ
÷ñçóéìïðïéåßôáé áíôß ãé áõôü êáé ôï óýìâïëï ùd) äçëþíåé ôç âïçèçôéêÞ ðïóüôçôá

ùD = ù0

√
1 − î2. (6.1.15)

Ç ðïóüôçôá áõôÞ ùD åßíáé ç êõêëéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá ôùí ôáëáíôþóåùí ìå áðüóâåóç óôï ðáñüí
ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá êáé ðñïöáíþò åßíáé åðßóçò ðñáãìáôéêÞ ãéá 0 < î < 1.

Ìå ðñïóäéïñéóìÝíåò ôéò ñßæåò áõôÝò ì1, 2 = −îù0 ± iùD ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.9) ðïõ åîåôÜæïõìå Ý÷åé ðñïöáíþò ôç ìïñöÞ ãñáììéêïý
óõíäõáóìïý ôùí ëýóåùí eì1t êáé eì2t (ðïõ åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôåò). ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå

uh(t) = C1eì1t + C2eì2t = e−îù0t
(
C1eiùDt + C2e−iùDt

)
(6.1.16)

ìå ôá C1 êáé C2 áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, ðñáãìáôéêÝò Þ ìÜëëïí (ó÷åäüí ðÜíôïôå) ìéãáäéêÝò. Ìå ôç
÷ñÞóç ôùí ôýðùí ôïõ Euler (1.5.3) êáé (1.5.4), äçëáäÞ ôùí ôýðùí

eix = cos x + i sin x, e−ix = cos x − i sin x (6.1.17)

ç ëýóç áõôÞ uh(t) åýêïëá ãñÜöåôáé êáé óôçí áêüëïõèç ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ôçò:

uh(t) = e−îù0t
(
D1 cosùDt + D2 sinùDt

)
. (6.1.18)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ Ýãéíå ÷ñÞóç ôùí íÝùí áõèáßñåôùí óôáèåñþí

D1 = C1 + C2, D2 = i(C1 − C2). (6.1.19)

Óçìåéþíåôáé üôé óôç ìïñöÞ áõôÞ (6.1.18) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò uh(t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñé-
êÞò åîéóþóåùò (6.1.9) áñêåß ïé äýï óôáèåñÝò D1 êáé D2 íá åßíáé ðñáãìáôéêÝò, þóôå íá Ý÷ïõìå
ðñáãìáôéêÞ ëýóç. Ôïýôï ó÷åäüí ðÜíôïôå ôï åðéæçôåß óôá ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôÜ ôïõ ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò. Áíôßèåôá óôçí áñ÷éêÞ ìïñöÞ (6.1.16) ôçò ßäéáò ãåíéêÞò ëýóåùò uh(t) ïé äýï óôáèåñÝò C1

êáé C2 åêåß ðñÝðåé íá åßíáé ìéãáäéêÝò, þóôå íá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ðñáãìáôéêÞ ëýóç. Áõôü óõìâáßíåé
ëüãù ôçò ðáñïõóßáò ôçò öáíôáóôéêÞò ìïíÜäáò i = √−1 óôïõò åêèÝôåò. ÅðéðëÝïí ç öáíôáóôéêÞ
ìïíÜäá i åßíáé áðïýóá óôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ôçò ëýóåùò (6.1.18).

(â) Êñßóéìç áðüóâåóç: Ï ëüãïò áðïóâÝóåùò î åßíáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ßóïò ìå ôç ìï-
íÜäá, äçëáäÞ î = 1. ¢ñá Ý÷ïõìå ìéá äéðëÞ ñßæá (ñßæá ðïëëáðëüôçôáò 2) ôçò äåõôåñïâÜèìéáò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (6.1.13): p2(ì) = 0 (ãéá ëüãï áðïóâÝóåùò î = 1)

p2(ì) = ì2 + 2ù0ì + ù2
0 = (ì + ù0)2 = 0, (6.1.20)

ôçí åîÞò:
ì1 = −ù0. (6.1.21)
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ÅðïìÝíùòóýìöùíáìå ôç èåùñßá ãéá äéðëÝò êáé, ãåíéêüôåñá, ðïëëáðëÝò ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò p(ì) = 0, ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.9) èá åßíáé ôþñá
ôçò ìïñöÞò

uh(t) = C1eì1t + C2teì1t = (C1 + C2t)e−ù0t (6.1.22)

ìå ôá óýìâïëá C1 êáé C2 íá äçëþíïõí áõèáßñåôåò (êáé ãåíéêÜ ðñáãìáôéêÝò) óôáèåñÝò.

(ã) Éó÷õñÞ Þ õðåñêñßóéìç áðüóâåóç: Ï ëüãïò áðïóâÝóåùò î óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ õðåñ-
âáßíåé ôç ìïíÜäá, äçëáäÞ î > 1. ¢ñá ç äåõôåñïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (6.1.13), äçëáäÞ
ç åîßóùóç p2(ì) = ì2 + 2îù0 ì + ù2

0 = 0 Ý÷åé ôþñá äýï ðñáãìáôéêÝò ñßæåò ì1, 2, ôéò åîÞò:

ì1, 2 = −îù0 ±
√
î2ù2

0 − ù2
0 = −îù0 ± ù0

√
î2 − 1 , (6.1.23)

ïé ïðïßåò åßíáé ìÜëéóôá ðñïöáíþò êáé ïé äýï áñíçôéêÝò. ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò ïìïãå-
íïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.9) ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

uh(t) = C1eì1t + C2eì2t = e−îù0t
(
C1eù0

√
î2−1 t + C2e−ù0

√
î2−1 t

)
. (6.1.24)

Óôç óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ãíùóôïýò ôýðïõò (1.5.6)

ex = cosh x + sinh x, e−x = cosh x − sinh x. (6.1.25)

Áõôïß ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôïõò ïñéóìïýò (1.5.5) ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí õðåñâïëéêü óõ-
íçìßôïíï (cosh) êáé õðåñâïëéêü çìßôïíï (sinh), äçëáäÞ áðü ôïõò ôýðïõò

cosh x = ex + e−x

2
, sinh x = ex − e−x

2
. (6.1.26)

ÃñÜöïõìå Ýôóé ôç ëýóç (6.1.24) êáé ìå ôç ìåñéêÞ ÷ñÞóç õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí óôç ìïñöÞ

uh(t) = e−îù0t
[
D1 cosh

(
ù0

√
î2 − 1 t

)
+ D2 sinh

(
ù0

√
î2 − 1 t

)]
(6.1.27)

(áíôßóôïé÷ç ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò ìïñöÞò (6.1.18) ãéá áóèåíÞ Þ õðïêñßóéìç áðüóâåóç) ìå ôç ÷ñÞóç
ôùí íÝùí áõèáßñåôùí óôáèåñþí

D1 = C1 + C2, D2 = C1 − C2. (6.1.28)

×ñçóéìïðïéþíôáò ìÜëéóôá êáé ôï âïçèçôéêü óýìâïëï

aD = ù0

√
î2 − 1 , (6.1.29)

ôï ïðïßï äåí ðáñéóôÜíåé âÝâáéá êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá, ãéáôß õðïèÝóáìå ôþñá éó÷õñÞ (õðåñêñßóéìç)
áðüóâåóç ðïõ áðïêëåßåé ôéò ôáëáíôþóåéò, îáíáãñÜöïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (6.1.27) óôç ìïñöÞ

uh(t) = e−îù0t
(
D1 cosh aDt + D2 sinh aDt

)
. (6.1.30)

ÖõóéêÜ, ãéá íá Ý÷ïõìå ðñáãìáôéêÞ ëýóç, üðùò óùóôÜ åðéèõìïýìå, èá ðñÝðåé êáé ïé äýï áõèáß-
ñåôåò óôáèåñÝò C1 êáé C2 (Þ D1 êáé D2) íá åßíáé ðñáãìáôéêÝò.

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé óå ðåñßðôùóç åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí (p(t) ≡ 0) ï ðñïóäéïñéóìüò
ôùí äýï óôáèåñþí óôç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.9) ìðïñåß
åýêïëá íá åðéôåõ÷èåß ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (6.1.4) (áñ÷éêÞ èÝóç u0 êáé áñ÷éêÞ ôá÷ý-
ôçôá v0). Áíôßèåôá, óå ðåñßðôùóç åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí (p(t) �≡ 0) ïé óôáèåñÝò áõôÝò
èá ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéóèïýí áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç u(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (6.1.8). Ç ëýóç áõôÞ u(t) åßíáé ôï Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò uh(t) ôçò ïìïãåíïýò
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äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.9) êáé ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (6.1.8). Ôç ìåñéêÞ ëýóç up(t) èá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï óôçí åéäéêÞ
ðåñßðôùóç áñìïíéêÞò (óõíçìéôïíéêÞò Þ çìéôïíéêÞò) åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò (öïñôßóåùò) p(t) ðïõ
áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï M óôï ìïíïâÜèìéï (äçëáäÞ ìå Ýíá ìüíï âáèìü åëåõèåñßáò) ìç÷á-
íéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ðïõ åîåôÜæïõìå.

A6.1.3. Ç ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðü áñìïíéêÞ öüñôéóç

Óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á6.1.2 ðñïóäéïñßóáìå ôç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.9) ìå äéÜêñéóç ôñéþí ðåñéðôþóåùí. Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôïí
ðñïóäéïñéóìü ìéáò ìåñéêÞò (éóïäýíáìïò üñïò åéäéêÞò) ëýóåùò up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (6.1.8) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç áñìïíéêÞò (óõíçìéôïíéêÞò Þ çìéôïíéêÞò) öïñôßóåùò p(t).
Ðñþôá ãéá óõíçìéôïíéêÞ öüñôéóç ôçò ìïñöÞò

p(t) = p0 cosùt (6.1.31)

(ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù) ç ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.8) ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ôñéðáñáìå-
ôñéêïý ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ìáò ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0 u(t) = p0

m
cosùt. (6.1.32)

Áóöáëþò åßíáé êáôáíïçôü üôé ôï óýìâïëï ù0 = √
k/m áíáöÝñåôáé óôç öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ-

÷íüôçôá (óôçí éäéïóõ÷íüôçôá) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ éäåáôïý ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ÷ùñßò áðüóâåóç
(ìå c = 0, éóïäýíáìá ìå ëüãï áðïóâÝóåùò î = 0) êáé åßíáé ìéá óôáèåñÜ ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìá-
ôïò. (Åìåßò âÝâáéá õðïèÝóáìå óôçí åíüôçôá áõôÞ üôé õðÜñ÷åé áðüóâåóç: î > 0.) ÁöåôÝñïõ ôï
óýìâïëï ù áíáöÝñåôáé óôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôçò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò (öïñôßóåùò) p(t) ðïõ
áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï Ì. ÁõôÞ ç óõ÷íüôçôá ù äåí åßíáé éäéïóõ÷íüôçôá (öõóéêÞ êõêëéêÞ
óõ÷íüôçôá) ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò êáé áöïñÜ óôïí Ýîù êüóìï. ¢ñá ìðïñåß íá ìåôáâëçèåß
êáé äåí åðçñåÜæåôáé êáèüëïõ áðü ôéò óôáèåñÝò m, k êáé c ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ åîåôÜ-
æïõìå. ÁíÜëïãá êáé ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ùD = ù0

√
1 − î2 ôùí ôáëáíôþóåùí ìå áðüóâåóç (óå

ðåñßðôùóç áóèåíïýò Þ õðïêñßóéìçò áðïóâÝóåùò: 0 < î < 1) óôç ó÷Ýóç (6.1.15) åßíáé êáé áõôÞ
(áêñéâþò üðùò êáé ç ù0) óôáèåñÜ áðïêëåéóôéêÜ ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå.

Ìüíï ç óõ÷íüôçôáù ôçò õðïôåèåßóáò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò p(t) óôç ó÷Ýóç (6.1.31) ìðïñåß íá
ìåôáâëçèåß. Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ëüãù ôçò õðÜñîåùò éîþäïõò áðïóâÝóåùò óôçí êßíçóç ôïõ
õëéêïý óçìåßïõÌ (åîáéôßáò ôïõ áðïóâåóôÞñá D) äåí õðÜñ÷åé ðåñßðôùóç óõíôïíéóìïý óôï ðáñüí
ðñüâëçìá ôáëáíôþóåùí. Óõíôïíéóìüò èá ìðïñïýóå íá óõìâåß ìüíï óôï áíôßóôïé÷ï ìç÷áíéêü
óýóôçìá ÷ùñßò áðüóâåóç (äçëáäÞ ìå c = 0, éóïäýíáìá ìå ëüãï áðïóâÝóåùò î = 0, êÜôé ðïõ
üìùò äå óõìâáßíåé åäþ), åÜí êáé ìüíï åÜí ù = ù0.

Ãéá ôçí åýñåóç ôçò æçôïýìåíçò ìåñéêÞò (Þ åéäéêÞò) ëýóåùò up(t) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ãíùóôÞ
ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí. Ç ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ (ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù)
ôçò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò (öïñôßóåùò) p(t) óôç ó÷Ýóç (6.1.31) ìáò õðï÷ñåþíåé íá áíáæçôÞóïõìå
ìåñéêÞ ëýóç up(t) åðßóçò ôñéãùíïìåôñéêÞò ìïñöÞò êáé ìå ôçí ßäéá êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù, äçëáäÞ

up(t) = A cosùt + B sinùt (6.1.33)

ìå ôá Á êáé Â ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò. Óçìåéþíïõìå üôé ï çìéôïíéêüò üñïò B sinùt åßíáé
êáé áõôüò áðüëõôá áíáãêáßïò. Ï óõíçìéôïíéêüò üñïò A cosùt äåí áñêåß ëüãù ôïõ üñïõ áðïóâÝ-
óåùò 2îù0 u̇(t) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.32), ðïõ ðåñéÝ÷åé êáé ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï u̇(t) ôçò
Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t). Ìüíï åÜí Ýëåéðå ï üñïò áõôüò (äçëáäÞ ãéá î = 0), èá ìðïñïý-
óáìå íá õðïèÝóïõìå êáèáñÜ óõíçìéôïíéêÞ ìåñéêÞ ëýóç up(t) = A cosùt óôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (6.1.32).
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Ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí Üãíùóôùí óôáèåñþí (ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí) Á êáé Â óôç
ìåñéêÞ ëýóç up(t) ðïõ õðïèÝóáìå åßíáé õðüèåóç ñïõôßíáò. Áñêïýí äýï ðáñáãùãßóåéò ôçò ëýóåùò
áõôÞò

u̇p(t) = −Aù sinùt + Bù cosùt, (6.1.34)

üp(t) = −Aù2 cosùt − Bù2 sinùt (6.1.35)

êáé áíôéêáôÜóôáóç êáé áõôþí óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.32) ðïõ ëýíïõìå. Ôüôå ðñïêýðôåé
Üìåóá

( − Aù2 cosùt − Bù2 sinùt) + 2îù0( − Aù sinùt + Bù cosùt)

+ ù2
0(A cosùt + B sinùt) = p0

m
cosùt (6.1.36)

Ý÷ïíôáò ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôéò ó÷Ýóåéò (6.1.33), (6.1.34) êáé (6.1.35) (ìå áíôßóôñïöç óåéñÜ öõóéêÜ!).

ÅðåéäÞ ìÜëéóôá ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ-
ôçôåò, èá ðñÝðåé ïé óõíïëéêïß óõíôåëåóôÝò ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþí óôï áñéóôåñü êáé óôï äåîéü
ìÝëïò ôçò åîéóþóåùò (6.1.36) íá åßíáé ßóïé. Îåêéíþíôáò ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò óõíáñôÞóåùò
cosùt, âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

−Aù2 + 2Bîùù0 + Aù2
0 = p0

m
. (6.1.37)

ÁíÜëïãá ïé óõíôåëåóôÝò ôçò óõíáñôÞóåùò sinùt ìáò äßíïõí êáé ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç

−Bù2 − 2Áîùù0 + Âù2
0 = 0. (6.1.38)

Ïé äýï åîéóþóåéò (6.1.37) êáé (6.1.38) áðïôåëïýí Ýíá áðëü óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí ìå äýï áãíþóôïõò: ôïõò ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò Á êáé Â óôç æçôïýìåíç ìåñéêÞ
ëýóç up(t) óôç ó÷Ýóç (6.1.33). Áò ôï îáíáãñÜøïõìå óôçí åëáöñÜ áðëïýóôåñç ìïñöÞ

A(ù2
0 − ù2) + 2Bîùù0 = p0

m
, (6.1.39)

−2Áîùù0 + Â(ù2
0 − ù2) = 0. (6.1.40)

¸íá ðñáãìáôéêÜ áðëïýóôáôï óýóôçìá! Ìå ôçí ïñßæïõóá Ä ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí
ðïóïôÞôùí Á êáé Â ðñïöáíþò ßóç ìå

Ä = (ù2
0 − ù2)2 + (2îùù0)2 (6.1.41)

ïé óõíôåëåóôÝò Á êáé Â ðñïóäéïñßæïíôáé åýêïëá óôç ìïñöÞ

A = p0

m
ù2

0 − ù2

Ä
, (6.1.42)

B = p0

m
2îùù0

Ä
. (6.1.43)

Áí èÝëïõìå áõôïýò ôïõò ôýðïõò óôéò ðëÞñåéò ìïñöÝò ôïõò, åéóÜãïõìå ó’ áõôïýò ôçí ðïóüôçôá Ä
áðü ôç ó÷Ýóç ðñïóäéïñéóìïý ôçò (6.1.41) êáé ëáìâÜíïõìå ôåëéêÜ

A = p0

m
ù2

0 − ù2

(ù2
0 − ù2)2 + (2îùù0)2

, (6.1.44)

B = p0

m
2îùù0

(ù2
0 − ù2)2 + (2îùù0)2

. (6.1.45)

Åßíáé ßóùò áêüìç êáëýôåñá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôï ëüãï

â = ù
ù0

(6.1.46)
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ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáòù ôçò áñìïíéêÞò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò (öïñôßóåùò) p(t) = p0 cosùtðñïò
ôç óôáèåñÞ öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá (éäéïóõ÷íüôçôá) ù0 = √

k/m ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò ÷ùñßò áðüóâåóç (äçëáäÞ ìå c = 0, éóïäýíáìá ìå ëüãï áðïóâÝóåùò î = 0). Ìå ôç
÷ñÞóç ôïõ ëüãïõ áõôïý â, ïé ðñïóäéïñéóèÝíôåò (ü÷é ðéá ðñïóäéïñéóôÝïé!) óõíôåëåóôÝò Á êáé Â óôç
æçôïýìåíç ìåñéêÞ ëýóç up(t), ó÷Ýóç (6.1.33), ðáßñíïõí ôéò ôåëéêÝò ôïõò åêöñÜóåéò

A = p0

k
1 − â2

(1 − â2)2 + (2îâ)2
, (6.1.47)

B = p0

k
2îâ

(1 − â2)2 + (2îâ)2
. (6.1.48)

Óôéò åêöñÜóåéò áõôÝò ðÞñáìå ìÜëéóôá ôçí ðñùôïâïõëßá íá áíôéêáôáóôÞóïõìå óôïõò ðáñïíïìá-
óôÝò ôçí ðáñïõóéáæüìåíç ðïóüôçôá mù2

0 ìå ôçí ßóç ôçò m(k/m) = k, åðåéäÞ ù2
0 = k/m (ðñþôç

ó÷Ýóç (6.1.7)).

ÅðïìÝíùò áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôïõò äýï óõíôåëåóôÝò Á êáé Â ðïõ ðñïóäéïñßóáìå óôç ìåñéêÞ
ëýóç up(t), üðùò ôçí õðïèÝóáìå óôç ó÷Ýóç (6.1.33), êáé âñßóêïõìå ôçí áêüëïõèç ôåëéêÞ ÝêöñáóÞ
ôçò:

uc(t) = p0

k
1

(1 − â2)2 + (2îâ)2
[
(1 − â2) cosùt + 2îâ sinùt

]
. (6.1.49)

ÌÜëéóôá óôç ó÷Ýóç áõôÞ (åäþ óôï ôÝëïò ôùí õðïëïãéóìþí ìáò) ðÞñáìå ôï èÜññïò íá ìåôïíïìÜ-
óïõìå ôç ëýóçðïõâñÝèçêåáðüup(t) óåuc(t), þóôå íá äïèåß Ýìöáóçóôï ãåãïíüò ôçò óõíçìéôïíéêÞò
åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò (öïñôßóåùò) p(t) = p0 cosùt ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé.

Ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç çìéôïíéêÞ åîùôåñéêÞ äýíáìç (öüñôéóç) p(t) = p0 sinùt ìå åíôåëþò áíÜëïãï
ôñüðï âñßóêïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç

us(t) = p0

k
1

(1 − â2)2 + (2îâ)2
[−2îâ cosùt + (1 − â2) sinùt

]
. (6.1.50)

×ñçóéìïðïéÞóáìå ôþñá óôç ìåñéêÞ ëýóç u(t) ôï äåßêôç s áðü ôï çìßôïíï (sine) áíôß ôïõ äåßêôç c
áðü ôï óõíçìßôïíï (cosine), üðùò åß÷áìå êÜíåé ðñïçãïõìÝíùò óôç ëýóç (6.1.49).

Áóöáëþò êáé ïé äýï áõôÝò ìåñéêÝò ëýóåéò (6.1.49) êáé (6.1.50) ìðïñïýí íá ãñáöïýí êáé ìå
Ýíá ìüíï ôñéãùíïìåôñéêü üñï (åßôå óõíçìßôïíï åßôå çìßôïíï) áñêåß íá åéóá÷èåß ç êáôÜëëçëç ãùíßá
öÜóåùò ä. Áõôü åßíáé Ýíá ÷ñÞóéìï, áëëÜ êáé ó÷åôéêÜ åýêïëï êáèÞêïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé óå ìéá ãåíéêüôåñç åîùôåñéêÞ äýíáìç (öüñôéóç) ôçò ìïñöÞò

p(t) = pc cosùt + ps sinùt (6.1.51)

áðëÜ èá áèñïéóèïýí ïé ó÷åôéêÝò ìåñéêÝò ëýóåéò ðïõ âñÝèçêáí uc(t) (öõóéêÜ ìå pc áíôß p0) êáé us(t)
(öõóéêÜ ìå ps áíôß p0). Áðüëõôá óôïé÷åéþäçò åñãáóßá áíÜîéá êáôáãñáöÞò óå ôåëéêü ôýðï!

A6.1.4. Ç ìåñéêÞ ëýóç ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò

ËáìâÜíïíôáò õðüøç ôïí ðñþôï ôýðï ôïõ Euler (6.1.17), ðïõ ãñÜöåôáé ãéá x = ùt

eiùt = cosùt + i sinùt, (6.1.52)

ïäçãïýìáóôå Üìåóá êáé óôïõò ôýðïõò

cosùt = Re eiùt, sinùt = Im eiùt. (6.1.53)

Óôïõò ôýðïõò áõôïýò ôá óýìâïëá Re (real) êáé Im (imaginary) äçëþíïõí ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò (real
part) êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò (imaginary part) áíôßóôïé÷á ìéáò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò, åäþ ôçò
ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò eiùt.
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ÅðïìÝíùò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.32) ãéá ôçí åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç ìå áðüóâåóç êáé
õðü óõíçìéôïíéêÞ åîùôåñéêÞ äýíáìç (öüñôéóç)

p(t) = p0 cosùt = p0 Re eiùt (6.1.54)

(ëüãù ôïõ ðñþôïõ áðü ôïõò ôýðïõò (6.1.53)) ìðïñåß áóöáëþò íá ãñáöåß êáé óôçí áðüëõôá
éóïäýíáìç ìïñöÞ

üc(t) + 2îù0 u̇c(t) + ù2
0 uc(t) = p0

m
Re eiùt. (6.1.55)

Óôç ìïñöÞáõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï óýìâïëï uc(t) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) (üðùò Þäç êÜ-
íáìå êáé óôç ëýóç (6.1.49)), þóôå íá äþóïõìå êÜðïéá Ýìöáóç óôç óõíçìéôïíéêÞ öüñôéóç (6.1.54).

Åíôåëþò áíÜëïãá óôçí ðåñßðôùóç çìéôïíéêÞò öïñôßóåùò

p(t) = p0 sinùt = p0 Im eiùt (6.1.56)

(ëüãù ôïõ äåýôåñïõ áðü ôïõò ôýðïõò (6.1.53)) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.32) ðáßñíåé ôçí áíôß-
óôïé÷ç çìéôïíéêÞ ìïñöÞ (ìå ôï óýìâïëï us(t) ôþñá ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç)

üs(t) + 2îù0 u̇s(t) + ù2
0 us(t) = p0

m
Im eiùt. (6.1.57)

×ñçóéìïðïéïýìå ôþñá ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç

uf (t) = uc(t) + ius(t) (6.1.58)

êáé ðñïóèÝôïõìå ôéò äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (6.1.55) êáé (6.1.57), ôç äåýôåñç ðïëëáðëáóéáóìÝíç
åðß ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1. ÊáôáëÞãïõìå Ýôóé óôçí åîÞò ìéãáäéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

üf (t) + 2îù0 u̇f (t) + ù2
0 uf (t) = p0

m
eiùt, (6.1.59)

äçëáäÞ óôçí áñ÷éêÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.8), óáí íá åß÷áìå üìùò ôþñá ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ
öüñôéóç p(t) = p0 eiùt (êáé ðÜëé ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù).

Êáé áíôßóôñïöá: õðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå âñåé ôç ëýóç uf (t) (óå ìéãáäéêÞ ìïñöÞ áóöáëþò) ôçò
ìéãáäéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.59). Ìðïñïýìå Ýôóé Üìåóá íáðÜñïõìå ôïðñáãìáôéêü ìÝñïò
êáèþò êáé (÷ùñéóôÜ) ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò áõôÞò ôçò ìéãáäéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.59) êáé
íá åðáíÝëèïõìå óôéò ðñáãìáôéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (6.1.55) êáé (6.1.57), áðü ôéò ïðïßåò åß÷áìå
îåêéíÞóåé. Ôïýôï éó÷ýåé ëüãù ôçò ó÷Ýóåùò (6.1.58), áðü ôçí ïðïßá ðñïöáíþò Ý÷ïõìå

uc(t) = Reuf (t), us(t) = Imuf (t) (6.1.60)

êáèþò êáé ôùí ôýðùí (6.1.53), ðïõ Þäç áðïäåßîáìå âÜóåé ôïõ ôýðïõ ôïõ Euler (6.1.52).

Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé áðëü. Ðáñüëï ðïõ ïé ðñáãìáôéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (6.1.55)
êáé (6.1.57) åßíáé åêåßíåò ðïõ Ý÷ïõí öõóéêÞ óçìáóßá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü (ãéá óõíçìéôïíéêÞ
êáé çìéôïíéêÞ öüñôéóç p(t) áíôßóôïé÷á), åíôïýôïéò êáé ç ìéãáäéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.59), áí
êáé äå äéáèÝôåé ìüíç ôçò Üìåóç öõóéêÞ óçìáóßá, ìðïñåß íá öáíåß éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç óôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü. Ôïýôï Ý÷åé ôçí Ýííïéá üôé ç ìéãáäéêÞ ëýóç uf (t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.59), åÜí
åßíáé äéáèÝóéìç, ðñïóöÝñåé ó÷åäüí Ýôïéìåò ôéò áíôßóôïé÷åò ëýóåéò uc(t) êáé us(t) ãéá ôéò ðñáãìáôéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (6.1.55) êáé (6.1.57) áíôßóôïé÷á áðëÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ó÷Ýóåùí (6.1.60).

Áóöáëþò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ìç ïìïãåíÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.59) åßíáé Þäç ãíùóôÞ áðü ôçíÐáñÜãñáöï Á6.1.2 (ìå ôéò áõèáßñåôåò óôáèå-
ñÝò âÝâáéá åí ðñïêåéìÝíù ãåíéêÜ ìéãáäéêïýò áñéèìïýò!). Ôï êáèÞêïí ìáò ôþñá åßíáé áðëÜ ç åýñåóç
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ìéáò ìåñéêÞò (Þ åéäéêÞò) ëýóåùò ufp(t) ôçò ìéãáäéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.59). Ï ÷áñáêôç-
ñéóìüò ôçò óáí ìéãáäéêÞò ïöåßëåôáé áðëÜ óôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ öüñôéóç p(t) = p0 eiùt óôï äåîéü
ìÝëïò ôçò. Óôçí åýñåóç ôçò ìåñéêÞò áõôÞò ëýóåùò ufp(t) èá ðñï÷ùñÞóïõìå áìÝóùò ðáñáêÜôù.

Ðñïò ôï óêïðü áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ðÜëé ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí,
áí êáé åäþ Ý÷ïõìå ìüëéò Ýíáí ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ. Åýëïãá õðïèÝôïõìå ìåñéêÞ ëýóç ufp(t)
ôçò åêèåôéêÞò ìïñöÞò

ufp(t) = Ceiùt (6.1.61)

åîáéôßáò ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò öïñôßóåùò p(t) = p0eiùt ðïõ äå÷èÞêáìå. Ðáñáãùãßæïõìå äýï
öïñÝò ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç ðïõ õðïèÝôïõìå, ïðüôå ðñïêýðôåé üôé

u̇fp(t) = iùCeiùt, üfp(t) = −ù2Ceiùt. (6.1.62)

Óôç óõíÝ÷åéá áíôéêáèéóôïýìå ôç óõíÜñôçóç ufp(t) êáé ôéò äýï ðéï ðÜíù ðáñáãþãïõò ôçò óôç
ìéãáäéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.59). ÊáôáëÞãïõìå Ýôóé óôçí ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç

C( − ù2 + 2iîùù0 + ù2
0) e

iùt = p0

m
eiùt. (6.1.63)

ÅðåéäÞ ìÜëéóôá ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eiùt äå ìçäåíßæåôáé ðïôÝ, ãéáôß

|eiùt| = |cosùt + i sinùt| =
√
cos2 ùt + sin2 ùt = 1 (6.1.64)

(ëüãù ôïõ ôýðïõ ôïõ Euler (6.1.52)), ôçí áðëïðïéïýìå êáé, óôç óõíÝ÷åéá, ðñïóäéïñßæïõìå Üìåóá
ôoí ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ C. ¸ôóé âñßóêïõìå ðïëý åýêïëá üôé

C = p0

m
1

−ù2 + 2iîùù0 + ù2
0

. (6.1.65)

Ôþñá ç ìåñéêÞ ëýóç ufp(t) ðïõ åðéæçôïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ðñïêýðôåé áðü ôç ó÷Ýóç (6.1.61)
óôç ìïñöÞ

ufp(t) = p0

m
eiùt

−ù2 + 2iîùù0 + ù2
0

. (6.1.66)

Áí ìÜëéóôá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôï ëüãï êõêëéêþí óõ÷íïôÞôùí â = ù/ù0 (ìå ù0 = √
k/m ),

ôïí ïðïßï ëüãï â åéóáãÜãáìå ðñïçãïõìÝíùò óôç ó÷Ýóç (6.1.46), ôüôå ï óõíôåëåóôÞò C ðïõ ðñïó-
äéïñßóáìå óôç ó÷Ýóç (6.1.65) ðáßñíåé ôçí êÜðùò áðëïýóôåñç ìïñöÞ

C = p0

k
1

1 − â2 + 2iîâ
. (6.1.67)

Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ mù2
0 = m(k/m) = k, üðùò Þäç åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá ðáñáôçñÞóïõìå.

ÅðïìÝíùò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ëüãïõ â ç ìåñéêÞ ëýóç (6.1.66) ãñÜöåôáé êáé óôçí éóïäýíáìç, áëëÜ
êÜðùò êïìøüôåñç, ôåëéêÞ ìïñöÞ ôçò

ufp(t) = p0

k
eiùt

1 − â2 + 2iîâ
. (6.1.68)

Ï óõæõãÞò ìéãáäéêüò áñéèìüò ôïõ ìéãáäéêïý ðáñïíïìáóôÞ 1 − â2 + 2iîâ åßíáé ðñïöáíþò ï
ìéãáäéêüò áñéèìüò 1−â2 −2iîâ (ìå −i áíôß i). ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò áñéèìçôÞ êáé ðáñïíïìáóôÞ ìå
ôï óõæõãÞ áõôü ìéãáäéêü áñéèìü óôç ó÷Ýóç (6.1.67) êáèþò êáé óôç ìåñéêÞ ëýóç (6.1.68), ðáßñíïõìå
êáé ôéò éóïäýíáìåò ìïñöÝò ôïõò

C = p0

k
1 − â2 − 2iîâ

(1 − â2)2 + (2îâ)2
, (6.1.69)

ufp(t) = p0

k
(1 − â2 − 2iîâ) eiùt

(1 − â2)2 + (2îâ)2
(6.1.70)

áíôßóôïé÷á. Ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 åìöáíßæåôáé ôþñá ìüíï óôïõò áñéèìçôÝò.
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ÅéäéêÜ óôïí áñéèìçôÞ ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò ufp(t) óôç ó÷Ýóç (6.1.70) ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôïí
ôýðï ôïõ Euler (6.1.52), äçëáäÞ üôé eiùt = cosùt + i sinùt, êáé åêôåëþíôáò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü
ôùí äýï ìéãáäéêþí ðïóïôÞôùí óôïí áñéèìçôÞ áõôü, âñßóêïõìå üôé

(1 − â2 − 2iîâ) eiùt = (1 − â2 − 2iîâ)( cosùt + i sinùt)

= [(1 − â2) cosùt + 2îâ sinùt] + i[−2îâ cosùt + (1 − â2) sinùt]. (6.1.71)

Ðáßñíïíôáò åðïìÝíùò ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò uc(t) êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò us(t) ôçò ðñïóäéïñéóèåß-
óáò óôç ó÷Ýóç (6.1.70) ìåñéêÞò ëýóåùò ufp(t), Üìåóá êáôáëÞãïõìå óôéò ëýóåéò (6.1.49) êáé (6.1.50)
áíôßóôïé÷á ôçò ðñïçãïýìåíçò ÐáñáãñÜöïõ Á6.1.3. Åêåß üìùò åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé äýï ðñïó-
äéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò, ôïõò Á êáé Â, Üñá êáé óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí.
ÊÜíáìå åðßóçò îå÷ùñéóôÝò ðñÜîåéò ãéá ôç óõíçìéôïíéêÞ öüñôéóç p(t) = p0 cosùt êáé ôçí çìéôïíéêÞ
öüñôéóç p(t) = p0 sinùt. Áíôßèåôá åäþ åß÷áìå Ýíá ìüíï ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ, ôï C, êáé
åêôÝëåóç ôùí ðñÜîåùí ìéá ìüíï öïñÜ êáé ãéá ôéò äýï æçôïýìåíåò ëýóåéò uc(t) êáé us(t).

A6.1.5. Ç ãåíéêÞ ëýóç

Áóöáëþò ç ãåíéêÞ ëýóç u(t) óôï åîåôáæüìåíïðñüâëçìá åîáíáãêáóìÝíçò ôáëáíôþóåùò ìå áðü-
óâåóç õðü áñìïíéêÞ öüñôéóç åßíáé ôï Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò uh(t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (6.1.9) êáé ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò (ôçò ðëÞñïõò) äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò (6.1.8). ÁõôÞ Þäç áíáöÝñèçêå ñçôÜ óôç ó÷Ýóç (6.1.10). ¼ìùò åîáéôßáò ôçò áðïóâÝóåùò
(Ý÷ïõìå äå÷èåß üôé c > 0, éóïäýíáìá üôé î > 0) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò uh(t) ðåñéÝ÷åé óå êÜèå
ðåñßðôùóç: (á) ôçò áóèåíïýò Þ õðïêñßóéìçò, (â) ôçò êñßóéìçò êáé (ã) ôçò éó÷õñÞò Þ õðåñêñßóéìçò
áðïóâÝóåùò áñíçôéêü åêèåôéêü ðáñÜãïíôá, üðùò Þäç äéáðéóôþóáìå óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.2.

ÅðïìÝíùò ìå ôçí åîáßñåóç ïñéóìÝíùí öáéíïìÝíùí (üðùò ôá óåéóìéêÜ öáéíüìåíá) ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò áãíïåß óõíÞèùò ôï ìåôáâáôéêü (Þ ðáñïäéêü) öáéíüìåíï, ôï ïðïßï ïöåßëåôáé óôç ãåíéêÞ
ëýóç uh(t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.9). ¸ôóé êé áëëéþò ôï ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï
ðïëý óýíôïìá äåí Ý÷åé ïõóéáóôéêÞ åðéññïÞ óôçí ôáëÜíôùóç. ÊáôÜ óõíÝðåéá ï Ðïëéôéêüò Ìç÷á-
íéêüò ðåñéïñßæåé ôçí ðñïóï÷Þ ôïõ óôç ìüíéìç ëýóç (åäþ óôç ìüíéìç ôáëÜíôùóç) uc(t) (ãéá óõíçìé-
ôïíéêÞ öüñôéóç p(t) = p0 cosùt) Þ us(t) (ãéá çìéôïíéêÞ öüñôéóç p(t) = p0 sinùt) ìå óôáèåñü åýñïò,
÷ùñßò êáèüëïõ áðüóâåóç, åöüóïí ç åîùôåñéêÞ áñìïíéêÞ öüñôéóç p(t) äåí Ý÷åé áðüóâåóç. ¼ðùò
åßäáìå, óôéò ëýóåéò áõôÝò, ðïõ åßíáé ìåñéêÝò ëýóåéò ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.8),
ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (6.1.4) äåí Ý÷ïõí êáìßá áðïëýôùò åðéññïÞ. Ï ñüëïò ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí
ðåñéïñßæåôáé óôï ìåôáâáôéêü (Þ ðáñïäéêü) öáéíüìåíï.

A6.1.6. Ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò

Ç ìéãáäéêÞ ìåñéêÞ ëýóç (6.1.61) óôï ðáñüí ðñüâëçìá ðïõ åêöñÜæåé ôç ìüíéìç ëýóç (ü÷é ôï ìå-
ôáâáôéêü Þ ðáñïäéêü öáéíüìåíï) õðü áñìïíéêÞ öüñôéóç åßôå óõíçìéôïíéêÞò ìïñöÞò åßôå çìéôïíéêÞò
ìïñöÞò (ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôçò, Re, êáé öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò, Im, áíôßóôïé÷á) ðåñéëáìâÜíåé ôï
ìéãáäéêü óõíôåëåóôÞ C. Áõôüí Þäç ôïí ðñïóäéïñßóáìå óôç ó÷Ýóç (6.1.67). ÁíÜãïíôáò ôïí ßäéï óõ-
íôåëåóôÞ C óå ìïíáäéáßï åýñïò p0 ôçò åîùôåñéêÞò áñìïíéêÞò öïñôßóåùò (äçëáäÞ áðëÜ äéáéñþíôáò
ôïí ìå ôï p0), ðáßñíïõìå ôïí áíçãìÝíï óõíôåëåóôÞ

G = 1
k

1
1 − â2 + 2iîâ

. (6.1.72)

¼ôáí ÷ñçóéìïðïéïýìå áõôüí ôï ìéãáäéêü óõíôåëåóôÞ G, èá ðñÝðåé âÝâáéá íá èõìüìáóôå íá ôïí
ðïëëáðëáóéÜæïõìå åðß ôï åýñïò p0 ôçò åîùôåñéêÞò áñìïíéêÞò öïñôßóåùò (åßôå óõíçìéôïíéêÞò åßôå
çìéôïíéêÞò). Ôïýôï äåí åßíáé êáèüëïõ äýóêïëï.

Áõôü üìùòðïõðñÝðåé íá ìáò áðáó÷ïëåß êÜðùòðåñéóóüôåñï åßíáé ôï åîÞò ãåãïíüò. Êáôáñ÷Þí
ôï ìïíïâÜèìéï ôñéðáñáìåôñéêü ìç÷áíéêü óýóôçìáðïõ åîåôÜæïõìå (äçëáäÞ ìå ôñåéò ðáñáìÝôñïõò:



194 (ÊåöÜëáéï A6) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ôç ìÜæá m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì, ôç óôáèåñÜ k ôïõ åëáôçñßïõ S êáé ôç óôáèåñÜ c ôïõ áðïóâå-
óôÞñá D) åßíáé ðëÞñùò êáèïñéóìÝíï. Aíôßèåôá üìùò ç åîùôåñéêÞ äýíáìç ðïõ áóêåßôáé ðÜíù
óôï õëéêü óçìåßï Ì (ç öüñôéóç) p(t) ìðïñåß íá Ý÷åé óå ìéá ðåñßðôùóç ìéá óõãêåêñéìÝíç êõêëéêÞ
óõ÷íüôçôá ù1, åíþ óå êÜðïéá Üëëç ðåñßðôùóç ìéá Üëëç óõãêåêñéìÝíç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù2.

Åðéäéþêïíôáò íá äþóïõìå âáñýôçôá óôï ãåíïíüò áõôü, äçëþíïõìå ôïí áíçãìÝíï óõíôåëå-
óôÞ G óôç ó÷Ýóç (6.1.72) óáí óõíÜñôçóç ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù ôçò åîùôåñéêÞò áñìïíéêÞò
öïñôßóåùò p(t). ÄçëáäÞ ãñÜöïõìå áðëÜ

G(ù) = 1
k

1
1 − â2 + 2iîâ

, üðïõ â = ù
ù0

, (6.1.73)

ìå ôï ù0 (ù0 = √
k/m ) óôáèåñÜ. ÓáöÝóôåñá ìÜëéóôá, ìå ñçôÞ áíôéêáôÜóôáóç ôïõ â áðü ôï ëüãï

êõêëéêþí óõ÷íïôÞôùí ù/ù0, ó÷Ýóç (6.1.46), ðáßñíïõìå (áíÜëïãá ìå ôç ó÷Ýóç (6.1.65))

G(ù) = 1
m

1

ù2
0 − ù2 + 2iîùù0

, (6.1.74)

åðåéäÞ ù2
0 /k = (k/m)/k = 1/m (ìå ù0 = √

k/m ). ÅÜí èÝëïõìå ìÜëéóôá, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôïí
áñéèìçôÞ êáé ôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ êõñßïõ êëÜóìáôïò åðß ôç óõæõãÞ ìéãáäéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ
ðáñïíïìáóôÞ. Ôüôå äéáðéóôþíïõìå üôé

G(ù) = 1
m

ù2
0 − ù2 − 2iîùù0

(ù2
0 − ù2)2 + (2îùù0)2

. (6.1.75)

¸÷ïõìå åðïìÝíùò óôç äéÜèåóÞ ìáò ôï óõíôåëåóôÞ G ãñáììÝíï óáí óõíÜñôçóç G(ù) ôçò óõ-
÷íüôçôáò ù ôçò áñìïíéêÞò (óõíçìéôïíéêÞò Þ çìéôïíéêÞò) åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò (öïñôßóåùò) p(t)
ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï Ì. ¢ñá ãéá êÜèå áñìïíéêÞ öüñôéóç p(t) = p0 cosùt Þ p(t) = p0 sinùt ðïë-
ëáðëáóéÜæïíôáò áðëÜ ôç óõíÜñôçóç G(ù) åðß ôï åýñïò p0 ôçò áñìïíéêÞò öïñôßóåùò p(t) êáèþò
êáé åðß ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eiùt ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (6.1.61), ðïõ ôþñá ãñÜöåôáé

ufp(t) = G(ù) p0 eiùt, (6.1.76)

Ý÷ïõìå ôç æçôïýìåíç ëýóç. (Åííïïýìå ôç ìüíéìç ëýóç, ü÷é ôï ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï!) ÁõôÞ åßíáé
ç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ óå ìéãáäéêÞ ìïñöÞ ufp(t).

Óôç óõíÝ÷åéá âÝâáéá ðáßñíïõìå ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò ufp(t) (ãéá
óõíçìéôïíéêÞ öüñôéóç p(t) = p0 cosùt) Þ ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò (ãéá çìéôï-
íéêÞ öüñôéóç p(t) = p0 sinùt). Ðñïóäéïñßæïõìå Ýôóé ôçí áëçèéíÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò, ôç
ìüíéìç áðüêñéóç ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ôñéðáñáìåôñéêïý ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ìáò óå ðñáãìáôéêÞ
ìïñöÞ. Êáé ïöåßëåé âÝâáéá áõôÞ íá åßíáé ðñáãìáôéêÞ: äå íïïýíôáé ìéãáäéêÝò ìåôáôïðßóåéò óôïí
ðñáãìáôéêü êüóìï ðïõ æïýìå! Ç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáôïðßóåùò ufp(t) Þôáí áðëÜ Ýíá ìáèç-
ìáôéêü ôÝ÷íáóìá ìå óêïðü ôç ìåßùóç ôùí áðáéôïýìåíùí õðïëïãéóìþí. Áõôü åß÷áìå ôçí åõêáéñßá
íá ôï åîçãÞóïõìå åêôåíþò óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Á6.1, éäßùò óôçí ÐáñÜãñáöü ôçò Á6.1.4.

Ëüãù ôçò åîáéñåôéêÞò óçìáóßáò êáé óðïõäáéüôçôáò ôçò óõíáñôÞóåùò G(ù) ôçò êõêëéêÞò óõ-
÷íüôçôáò ù ôçò áîßæåé Ýíá åéäéêü üíïìá: Ç óõíÜñôçóç áõôÞ êáëåßôáé ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðï-
êñßóåùò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò. Ãéá íá åßìáóôå ëßãï óõíôïìüôåñïé, óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé
ôïí áðëïýóôåñï üñï ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò ðáñáëåßðïíôáò ôç öñÜóç «óôï ðåäßï ôçò
óõ÷íüôçôáò». Åíôïýôïéò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñÝðåé íá Ý÷åé óõíå÷þò õðüøç ôïõ üôé ç ìéãáäéêÞ
óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò G(ù) áíáöÝñåôáé ðÜíôïôå óôï ðåäßï ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù.

ÁõôÜ ðñïò ôï ðáñüí! Ðåñéóóüôåñá ãéá ôçí ôüóï óçìáíôéêÞ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü (êáé
ü÷é ìüíï) ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò G(ù) èá áíáöåñèïýí óôï óýíôïìï ÊåöÜëáéï Á17 ðéï
êÜôù ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óåéñþí Fourier (ÊåöÜëáéï Á16) ãéá ôõ÷áßåò ðåñéïäéêÝò öïñôßóåéò p(t) (ìå
ðåñßïäï Ô ). Åêåß èá öáíåß áêüìç êáëýôåñá ç ÷ñçóéìüôçôÜ ôçò. ÁíÜëïãá, áëëÜ óå ãåíéêåõìÝíç
êÜðùò ìïñöÞ, êáé óôï ÊåöÜëáéï Á19 ãéá ôõ÷áßåò ìç ðåñéïäéêÝò öïñôßóåéò p(t), åêåß ìå ôç ÷ñÞóç
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (ÊåöÜëáéï Á18). ÕðïìïíÞ ëïéðüí!
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A6.2. ÃÅÍÉÊÇ ÖÏÑÔÉÓÇ ÓÕÓÔÇÌÁÔÏÓ ÌÁÆÁÓ--ÅËÁÔÇÑÉÏÕ--ÁÐÏÓÂÅÓÔÇÑÁ

A6.2.1. Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá åîåôÜóáìå ôçí ðåñßðôùóç áñìïíéêÞò öïñôßóåùò ôïõ ôñéðáñá-
ìåôñéêïý ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá. Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá èá
åîåôÜóïõìå ôçí ðåñßðôùóç ãåíéêÞò (áõèáßñåôçò) öïñôßóåùò p(t). Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
åßíáé ç åîßóùóç (6.1.8). Ôçí îáíáãñÜöïõìå ìå ÷ñÞóç ôçò áíçãìÝíçò (óôç ìÜæám) öïñôßóåùò p∗(t):

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = p∗(t) ìå ù0 =

√
k
m

êáé p∗(t) = p(t)
m

. (6.2.1)

Ôïíßæïõìå ôþñá üôé óêïðü ìáò áðïôåëåß ç åýñåóç ôçò ëýóåùò ôçò ãåíéêÞò áõôÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò óôç ìïñöÞ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ ðïõ íá éó÷ýåé ãéá êÜèå öüñôéóç p(t). Ðñïò ôï óêïðü
áõôü èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò Åíüôçôáò Á5.9. Êáé
ìÜëéóôá óôï ÐáñÜäåéãìá Á5.20 ôçò Åíüôçôáò Á5.9 åðéäåßîáìå ôç äõíáôüôçôá ôçò ìåèüäïõ ôçò
ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí óôçí åðßëõóç ìéáò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(óõãêåêñéìÝíá ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5.9.40)) ìå ãåíéêü (áõèáßñåôï) äåîéü ìÝëïò g(x).

Åäþ èá åöáñìüóïõìå êáé ðÜëé ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí óôçí ðåñßðôùóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.1) ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò. Ãéá åêðáéäåõôéêïýò êõñßùò ëüãïõò èá äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò: (á) åêåßíç ôùí
ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå î = 0) êáé (â) åêåßíç ìå áóèåíÞ (Þ õðïêñßóéìç) áðüóâåóç
(ìå 0 < î < 1). ÁõôÞ åßíáé êáé ç ðéï óõíçèéóìÝíç ðåñßðôùóç óå ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷á-
íéêïý. ÖõóéêÜ ç ßäéá ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí åßíáé åðßóçò áíÜëïãá åöáñìüóéìç
êáé óôéò ðåñéðôþóåéò: (ã) ôçò êñßóéìçò áðïóâÝóåùò (ìå î = 1) êáé (ä) ôçò éó÷õñÞò (Þ õðåñêñßóéìçò)
áðïóâÝóåùò (ìå î > 1). Ãéá ïéêïíïìßá ÷þñïõ äå èá áíáöåñèïýìå åäþ óôéò äýï ôåëåõôáßåò ðåñé-
ðôþóåéò: áõôÝò ìå î ≥ 1. (ÏõóéáóôéêÜ äåí Ý÷ïõìå êáí ôáëáíôþóåéò óôéò äýï áõôÝò ðåñéðôþóåéò!)

ÐñÝðåé åðßóçò íá óçìåéþóïõìå óôï óçìåßï áõôü üôé ìéá äåýôåñç ìÝèïäïò ãéá ôçí åðßëõóç
ôçò ãåíéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.1) ðÝñá áðü ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí
åßíáé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace èá ôçí
åêèÝóïõìå óôï ÊåöÜëáéï Á10 êáé èá ôçí åöáñìüóïõìå óôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.1)
óôéò Åíüôçôåò Á11.6: ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå î = 0) êáé Á11.8: ãéá
åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå áóèåíÞ (Þ õðïêñßóéìç) áðüóâåóç (ìå 0 < î < 1).

ÐÝñá áðü ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (6.2.1) äéáèÝôïõìå óõ÷íÜ êáé
äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ ôç óõíïäåýïõí. Ðáßñíïíôáò ãéá áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ôç óôéãìÞ t = 0
(ðïõ ìáò äéåõêïëýíåé õðïëïãéóôéêÜ), Ý÷ïõìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (6.1.4), ôéò õðåíèõìßæïõìå

u(0) = u0, u̇(0) = v0, (6.2.2)

äçëáäÞ ôçí áñ÷éêÞ èÝóç u0 êáé ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0 ôçò ìÜæáò m.

A6.2.2. ÅîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç

Ç ðñþôç ðåñßðôùóç ðïõ åîåôÜæïõìå åßíáé ç áðëÞ ðåñßðôùóç ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëá-
íôþóåùí ÷ùñßò áðüóâåóç (÷ùñßò áðïóâåóôÞñá: ìå ëüãï áðïóâÝóåùò î = 0). Óôçí éäåáôÞ áõôÞ
ðåñßðôùóç ç ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (6.2.1) áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

ü(t) + ù2
0u(t) = p∗(t) ìå ù0 =

√
k
m

êáé p∗(t) = p(t)
m

. (6.2.3)

Ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôçí ÅöáñìïãÞ Á5.5 óôçí ÐáñÜãñáöï Á5.5.3 ôç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò áíôß-
óôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÁõôÞ Ý÷åé ôçí êáèáñÜ ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ (5.5.85):

uh(t) = C1 cosù0t + C2 sinù0t, (6.2.4)
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üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôá óýìâïëá C1 êáé C2 ãéá ôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò (áíôß D1 êáé D2).

Óôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí, ðïõ ôçí áíáðôýîáìå óôçí Åíüôçôá Á5.9 ôïõ
Êåöáëáßïõ Á5 êáé èá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åäþ, áðëÜ õðïôßèåôáé üôé ïé ðáñÜìåôñïé (ïé óôáèå-
ñÝò) C1 êáé C2 áíôéêáèßóôáíôáé áðü óõíáñôÞóåéò C1(t) êáé C2(t) áíôßóôïé÷á. Áõôü ãßíåôáé ãéá ôïí
ðñïóäéïñéóìü ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ug(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.3) áíôß ãéá ôç
ëýóç uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå p∗(t) ≡ 0). ¸ôóé õðïèÝôïõìå üôé

ug(t) = C1(t) cosù0t + C2(t) sinù0t. (6.2.5)
Ðáñáãùãßæïíôáò âñßóêïõìå

u̇g(t) = −ù0C1(t) sinù0t + ù0C2(t) cosù0t (6.2.6)
õðü ôïí ðåñéïñéóìü

Ċ1(t) cosù0t + Ċ2(t) sinù0t = 0. (6.2.7)

Ôïí ðåñéïñéóìü áõôü ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå ãåíéêÜ óôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí ãéá
ôçí áðëïýóôåõóç ôïõ ôýðïõ ãéá ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò, åäþ ôçò u(t).
Ìå ìßá áêüìç ðáñáãþãéóç, áõôÞí ôç öïñÜ ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ u̇g(t), ðñïóäéïñßæïõìå êáé
ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï üg(t) ôçò æçôïýìåíçò ëýóåùò ug(t):

üg(t) = −ù2
0[C1(t) cosù0t + C2(t) sinù0t] + ù0[−Ċ1(t) sinù0t + Ċ2(t) cosù0t]. (6.2.8)

Ôþñá áðëÜ áíôéêáèéóôïýìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) êáé ôéò äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò u̇g(t)
êáé üg(t) áðü ôéò ôñåéò ó÷Ýóåéò (6.2.5), (6.2.6) êáé (6.2.8) áíôßóôïé÷á óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.3). ÌåôÜ ôéò áðëïðïéÞóåéò ðñïêýðôåé åýêïëá üôé

−Ċ1(t) sinù0t + Ċ2(t) cosù0t = 1
ù0

p∗(t). (6.2.9)

Ïé åîéóþóåéò (6.2.7) êáé (6.2.9) óõíéóôïýí óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ùò
ðñïò ôéò äýï Üãíùóôåò ðáñáãþãïõò Ċ1(t) êáé Ċ2(t). Ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ óõóôÞìáôïò
áõôïý åßíáé cos2 ù0t + sin2 ù0t = 1. Ôï ëýíïõìå åýêïëá ìå ôïí êáíüíá ôïõ Cramer âñßóêïíôáò üôé

Ċ1(t) = 1
ù0

∣∣∣∣∣
0 sinù0t

p∗(t) cosù0t

∣∣∣∣∣ = − 1
ù0

p∗(t) sinù0t, (6.2.10)

Ċ2(t) = 1
ù0

∣∣∣∣∣
cosù0t 0

− sinù0t p∗(t)

∣∣∣∣∣ = 1
ù0

p∗(t) cosù0t. (6.2.11)

Ôï åðüìåíï âÞìá ìáò åßíáé ç ïëïêëÞñùóç ôùí äýï áõôþí ðáñáãþãùí ðñïò åýñåóç ôùí ßäéùí ôùí
Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí C1(t) êáé C2(t) ðïõ åðéäéþêïõìå íá âñïýìå. Äåí ðñÝðåé üìùò íá ëçóìï-
íÞóïõìå ôéò äýï óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò, áò ôéò ïíïìÜóïõìå D1 êáé D2. Ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

C1(t) = − 1
ù0

∫ t

0
p∗(ô) sinù0ô dô + D1, (6.2.12)

C2(t) = 1
ù0

∫ t

0
p∗(ô) cosù0ô dô + D2 (6.2.13)

ìå êÜôùüñéï ïëïêëçñþóåùò ôï ô = 0, üðùò ôáéñéÜæåé êáé óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (6.2.2). ÄåíðñÝðåé
åðßóçò íá ëçóìïíÞóïõìå íá áíáöÝñïõìå ñçôÜ üôé ç óõíÜñôçóç ôçò öïñôßóåùò p(t) ðñÝðåé íá åßíáé
êáôÜëëçëç, þóôå íá õðÜñ÷ïõí ôá ïëïêëçñþìáôá ôùí äýïðéï ðÜíù ôýðùí. Ôï íá åßíáé ôìçìáôéêÜ
óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ç p(t) áñêåß ãéá ôï óêïðü áõôü: åðáñêÞò, áëë’ ü÷é êáé áíáãêáßá óõíèÞêç.

Ó÷åäüí Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé! Ôþñá áíôéêáèéóôïýìå áðëÜ ôéò äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò C1(t) êáé C2(t)
óôç ãåíéêÞ ëýóç (6.2.5) ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. Ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

ug(t) =
[
− 1

ù0

∫ t

0
p∗(ô) sinù0ô dô + D1

]
cosù0t+

[
1
ù0

∫ t

0
p∗(ô) cosù0ô dô + D2

]
sinù0t. (6.2.14)
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Äå ìáò áðïìÝíåé ôþñá ðáñÜ íá áíáäéáôÜîïõìå ôïõò üñïõò óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç ug(t) êáé íá
óõìðôýîïõìå, íá åíþóïõìå ôá äýï ïëïêëçñþìáôá óå Ýíá. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðáßñíïõìå

ug(t) = D1 cosù0t + D2 sinù0t + 1
ù0

∫ t

0
p∗(ô)(sinù0t cosù0ô − cosù0t sinù0ô) dô. (6.2.15)

ËáìâÜíïõìå ôþñá õðüøç ìáò ôïí ðïëý ãíùóôü ôñéãùíïìåôñéêü ôýðï ãéá ôï çìßôïíï äéáöïñÜò

sin (á − â) = siná cosâ − cosá sinâ. (6.2.16)

Åðßóçò ôïí ïñéóìü p∗(t) := p(t)/m ôçò áíçãìÝíçò (óôç ìÜæá m) öïñôßóåùò p∗(t). Ìå ôïí ôñüðï
áõôü ç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) óôïí ðáñáðÜíù ôýðï (6.2.15) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

ug(t) = D1 cosù0t + D2 sinù0t + 1
mù0

∫ t

0
p(ô) sin[ù0(t − ô)] dô. (6.2.17)

Óçìåéþíïõìå üôé ïé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò D1 êáé D2 åßíáé áðüëõôá áíáãêáßåò, þóôå íá ìéëÜìå
ãéá ãåíéêÞ ëýóç. Äåí Ý÷ïõìå ôï äéêáßùìá íá ôéò áìåëÞóïõìå. Ïé äýï üñïé D1 cosù0t êáé D2 sinù0t
óõíéóôïýí ôç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: áõôÞò ðïõ
éó÷ýåé óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôïõ ìç÷áíéêïý ìáò óõóôÞìáôïò (ìå p(t) ≡ 0). Áíôßèåôá ï ôñß-
ôïò üñïò, ï ïëïêëçñùôéêüò üñïò 1

mù0

∫ t
0 p(ô) sin[ù0(t − ô)] dô áðïôåëåß ìéá ìåñéêÞ ëýóç up(t) ôçò

ðáñïýóáò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò (ìå p(t) �≡ 0).

Åßíáé åðßóçò ðñïöáíÝò üôé ìå äåäïìÝíåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ð.÷. ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (6.2.2),
ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò äýï óôáèåñÝò D1 êáé D2 óôç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) óôç ó÷Ýóç (6.2.17).
ÈÝôïíôáò ðñþôá t = 0 óôç ëýóç áõôÞ ug(t) êáé ðáñáôçñþíôáò üôé ôüóï ï çìéôïíéêüò üñïò üóï
êáé ï ïëïêëçñùôéêüò üñïò ìçäåíßæïíôáé (êáé ïé äýï) ãéá t = 0, äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò áðü ôçí
ðñþôç áñ÷éêÞ óõíèÞêç u(0) = u0 üôé D1 = u0. ÌåôÜ áðü ðáñáãþãéóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ug(t)
ìå áíÜëïãï ôñüðï äéáðéóôþíïõìå áðü ôç äåýôåñç áñ÷éêÞ óõíèÞêç u̇(0) = v0 üôé D2 = v0 /ù0.

¸ôóé ç ãåíéêÞ ëýóç (6.2.17) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò (6.2.3) ìåôáôñÝðåôáé óôç ëýóç

uì(t) = u0 cosù0t + v0
ù0

sinù0t + 1
mù0

∫ t

0
p(ô) sin[ù0(t − ô)] dô (6.2.18)

ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (6.2.3) êáé (6.2.2). Óôçí ßäéá áêñéâþò ëýóç (6.2.18) èá êáôá-
ëÞîïõìå êáé óôçí Åíüôçôá Á11.6 ôïõ Êåöáëáßïõ Á11: ó÷Ýóç (11.6.11), åêåß üìùò ìå ìéá åíôåëþò
äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï: ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Åêåß èá ôïíßóïõìå åðßóçò üôé
ï ôýðïò (6.2.18) êáëåßôáé ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Duhamel êáé åßíáé éäéáßôåñçò óðïõäáéüôçôáò
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò Ôáëáíôþóåéò. (Ôïýôï éó÷ýåé êáé ãéá ôéò ôáëáíôþóåéò ïëüêëçñùí
êáôáóêåõþí áðü óåéóìéêÜ öáéíüìåíá, ïé ïðïßåò ìåëåôþíôáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.)

Áò óõíå÷ßóïõìå üìùò ôþñá ìå ôçí ðåñßðôùóç ôçò áóèåíïýò (Þ õðïêñßóéìçò) áðïóâÝóåùò.

A6.2.3. ÅîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå áóèåíÞ áðüóâåóç

Ôßðïôå ôï ïõóéáóôéêü äåí áëëÜæåé. ÁðëÜ Ý÷ïõìå ôþñá ôç ãåíéêüôåñç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (6.2.1) ìå ëüãï áðïóâÝóåùò î ìå 0 < î < 1. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò) ìáò åßíáé êáé ðÜëé ãíùóôÞ êáé Ý÷åé
ôç ìïñöÞ (6.1.16), ðïõ ôç âñÞêáìå óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.2. Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êáé åäþ

uh(t) = C1eì1t + C2eì2t ìå ì1, 2 = −îù0 ± iùD, üðïõ ùD = ù0

√
1 − î2 ìå 0 < î < 1 (6.2.19)

Ý÷ïíôáò ëÜâåé õðüøç êáé ôéò ó÷Ýóåéò (6.1.14) êáé (6.1.15) ãéá ôéò ðïóüôçôåò ì1, 2 êáéùD áíôßóôïé÷á.

Ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí áðëÜ õðïèÝôïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ôçò
ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.2.1) óôç ìïñöÞ

ug(t) = C1(t)eì1t + C2(t)eì2t. (6.2.20)
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ÄçëáäÞ èåùñïýìå óõíáñôÞóåéò C1(t) êáé C2(t) óôéò èÝóåéò ôùí óôáèåñþí C1 êáé C2 ôçò ëýóåùò uh(t).

Ðáñáãùãßæïõìå ôþñá ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç ug(t) êáé âñßóêïõìå

u̇g(t) = C1(t)ì1eì1t + C2(t)ì2eì2t. (6.2.21)

Ôïýôï éó÷ýåé âÝâáéá õðü ôïí ïéêåßï ìáò ðëÝïí ó÷åôéêü ðåñéïñéóìü, óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç

Ċ1(t)eì1t + Ċ2(t)eì2t = 0. (6.2.22)

×ñåéáæüìáóôå âÝâáéá êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï üg(t), ðïõ ôçí ðñïóäéïñßæïõìå ìå ìßá áêüìç ðá-
ñáãþãéóç. (Áõôü áêñéâþò êÜíáìå êáé óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, åêåß ãéá ôéò åîáíáãêáóìÝíåò
ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç.) Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç ug(t) êáé ôéò äýï ðñþôåò
ðáñáãþãïõò ôçò u̇g(t) êáé üg(t) óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.2.1) óôéò ðáñïýóåò åîáíá-
ãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå áóèåíÞ (Þ õðïêñßóéìç) áðüóâåóç. ¸ôóé ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç åîßóùóç

Ċ1(t)ì1eì1t + Ċ2(t)ì2eì2t = p∗(t), (6.2.23)

áöïý êáé ïé äýï óõíáñôÞóåéò u1(t) = eì1t êáé u2(t) = eì2t åßíáé ëýóåéò ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò: ìå p(t) ≡ 0).

Ëýíïíôáò ôþñá ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (6.2.22) êáé (6.2.23) ìå ôïí
êáíüíá ôïõ Cramer, ðñïóäéïñßæïõìå ôéò äýï ðáñáãþãïõò Ċ1(t) êáé Ċ2(t). ÁõôÝò Ý÷ïõí ôéò ìïñöÝò

Ċ1(t) = p∗(t)
ì1 − ì2

e−ì1t = p(t)
2imùD

e−ì1t êáé Ċ2(t) = − p∗(t)
ì1 − ì2

e−ì2t = − p(t)
2imùD

e−ì2t, (6.2.24)

áöïý p∗(t) := p(t)/m êáé åðßóçò ì1 − ì2 = 2iùD, üðùò ðáñáôçñïýìå áðü ôéò ó÷Ýóåéò (6.2.19).

Ïëïêëçñþíïíôáò ôþñá åýêïëá ôéò äýï áõôÝò ðáñáãþãïõò Ċ1(t) êáé Ċ2(t), ðñïóäéïñßæïõìå êáé
ôéò äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ìáò C1(t) êáé C2(t) óôéò ìïñöÝò

C1(t) = 1
2imùD

∫ t

0
p(ô)e−ì1ô dô + D1 êáé C2(t) = − 1

2imùD

∫ t

0
p(ô)e−ì2ô dô + D2 (6.2.25)

ìå ôá óýìâïëá D1 êáé D2 íá äçëþíïõí êáé åäþ äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò.

ÁðïìÝíåé ç áíôéêáôÜóôáóç ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþí C1(t) êáé C2(t) áðü ôéò ó÷Ýóåéò (6.2.25)
óôç ãåíéêÞ ëýóç (6.2.20). ÌåôÜ ôç óýìðôõîç ôùí äýï ïëïêëçñùìÜôùí ðñïêýðôåé ç ãåíéêÞ ëýóç

ug(t) = D1eì1t + D2eì2t + 1
2imùD

∫ t

0
p(ô)

[
eì1(t−ô) − eì2(t−ô)] dô. (6.2.26)

Ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç ug(t) ìå ôç ÷ñÞóç (á) ôùí ó÷Ýóåùí (6.2.19) ãéá ôéò óôáèåñÝò ì1 êáé ì2, (â) ôùí
ôýðùí ôïõ Euler êáèþò êáé (ã) ôïõ ôýðïõ (6.2.16) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ

ug(t) = e−îù0t(D∗
1 cosùDt + D∗

2 sinùDt) + 1
mùD

∫ t

0
p(ô)e−îù0(t−ô) sin[ùD(t − ô)] dô (6.2.27)

ìå ôç ÷ñÞóç äýï íÝùí áõèáßñåôùí óôáèåñþí D∗
1 êáé D∗

2 áíôß ãéá ôéò áñ÷éêÝò óôáèåñÝò D1 êáé D2.

Ðñïöáíþò ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå î = 0) ç ëýóç áõôÞ (6.2.27)
áðëïðïéåßôáé óôç ëýóç (6.2.17) ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ. Åðßóçò ãéá ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò (u(0) = 0 êáé u̇(0) = 0) ðñïêýðôåé D∗

1 = D∗
2 = 0 êáé ç ßäéá ëýóç áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

uì(t) = 1
mùD

∫ t

0
p(ô)e−îù0(t−ô) sin[ùD(t − ô)] dô (6.2.28)

åíüò ïëïêëçñþìáôïò Duhamel. ÌéëÜìå êáé ôþñá, üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, ãéá
ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ Duhamel, üôáí áíáöåñüìáóôå óôç ëýóç ug(t). Ôç ìåñéêÞ ëýóç (6.2.28)
èá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå êáé óôçí Åíüôçôá Á11.8, ó÷Ýóç (11.8.11), áëëÜ åêåß ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ôïíßæïõìå êáé ðÜëé ôç óðïõäáéüôçôá ôïõ ôýðïõ ôïõ Duhamel (6.2.27)
óôéò Ôáëáíôþóåéò êáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, ð.÷. óôç ìåëÝôç óåéóìéêþí áðïêñßóåùí.
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ÐÑÏÓÈÇÊÇ ÓÔÏ

Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A6
ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ:

ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÉÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÇÓ ÐÑÏÓÈÇÊÇÓ

Óôçí ðñïóèÞêç áõôÞ óôï ÊåöÜëáéï Á6 åðåêôåßíïõìå ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôïõ óôï éäéáßôåñá óç-
ìáíôéêü ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ðñüâëçìá ôçò óåéóìéêÞò êáôáðïíÞóåùò ìïíþñïöïõ éäåáôïý
êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ìå ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò. Óå Ýíá éäåáôü êôßñéï ç ðëÜêá ôïõ õðïôß-
èåôáé áðáñáìüñöùôç, åíþðáñáìïñöþóéìá èåùñïýíôáé ìüíï ôá õðïóôõëþìáôÜ ôïõ (ïé êïëüíåò).
ÁõôÜ õðïôßèåíôáé åðéðëÝïí êáé áâáñÞ. Ðñþôá åðéëýåôáé ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí
ãéá ôá õðïóôõëþìáôá, ðïõ åßíáé ïõóéáóôéêÜ äïêïß, êáé ðñïóäéïñßæåôáé ç ôéìÞ ôçò ôÝìíïõóáò äý-
íáìçò êáôÜ ìÞêïò ôïõò, ç ïðïßá åßíáé ðñïöáíþò óôáèåñÞ. Óôç óõíÝ÷åéá ìå âÜóç ôç ëýóç áõôÞ
êáôáóôñþíïíôáé ëåðôïìåñþò ïé ó÷åôéêÝò éóïäýíáìåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå Üãíùóôåò óõíáñôÞ-
óåéò ôüóï ôç ìåôáôüðéóç (ôçí áðüëõôç ìåôáôüðéóç) üóï êáé ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò ôïõ
ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ. ÁõôÝò åßíáé áêñéâþò ôçò ßäéáò ìáèçìáôéêÞò ìïñöÞò ìå ôçí áíôßóôïé÷ç
åîßóùóç ãéá ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá. ¢ñá êáé ïé ëýóåéò
ôïõò åßíáé áðüëõôá áíÜëïãåò. Ãéá áõèáßñåôç ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò ïé ëýóåéò áõôÝò åêöñÜæï-
íôáé ìÝóù ïëïêëçñùìÜôùí Duhamel. Ôá ðáñüíôá áðïôåëÝóìáôá éó÷ýïõí êáé óôï ðñüâëçìá ôïõ
éäåáôïý õäáôüðõñãïõ ìå Ýíá ìüíï õðïóôýëùìá ðïõ óôçñßæåé ôç äåîáìåíÞ ôïõ íåñïý. Åêåß üìùò
ãßíåôáé êáôÜëëçëç ôñïðïðïßçóç ç ïðïßá áöïñÜ óôï óõíôåëåóôÞ äõóêáìøßáò ôïõ õðïóôõëþìáôïò.

A6.3. ÓÅÉÓÌÉÊÇ ÊÁÔÁÐÏÍÇÓÇ ÌÏÍÙÑÏÖÏÕ ÉÄÅÁÔÏÕ ÊÔÉÑÉÏÕ ÊÁÉ ÕÄÁÔÏÐÕÑÃÏÕ

A6.3.1. Ôï ðñüâëçìá ôïõ ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åîåôÜóïõìå Ýíá ðïëý åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
óôéò Ôáëáíôþóåéò. Áõôü áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôï ìïíïâÜèìéï
ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ ÷ùñßò áðüóâåóç (áí î = 0) Þ/êáé ìå áðüóâåóç (áí î > 0).
Ðéï óõãêåêñéìÝíá åîåôÜæïõìå ðñþôá ôï ðñüâëçìá ôïõ ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò
ìïíôåëïðïéþíôáò ôï óáí Ýíá áðëü åðßðåäï ðëáßóéï ìå Ýíá ìüíï âáèìü åëåõèåñßáò: ôçí ïñéæüíôéá
ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ðëÜêáò ôïõ êôéñßïõ ìå ìÜæá m. Ôçí ðëÜêá áõôÞ ôç èåùñïýìå åíôåëþò áðá-
ñáìüñöùôç. Ðáñáìïñöþóéìá åßíáé ìüíï ôá õðïóôõëþìáôá (ïé êïëüíåò) ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ.
(Ôéò õðïèÝóåéò ðïõ êÜíïõìå óôï éäåáôü êôßñéï ôéò áíáöÝñïõìå ìå ðéï óáöÞ ôñüðï óôçí ÐáñÜ-
ãñáöï Á13.2.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á13.) Óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå êáé ôï ðñüâëçìá ôïõ õäáôüðõñãïõ.

Ôï óçìáíôéêü óôçí åíüôçôá áõôÞ åßíáé üôé õðïèÝôïõìå ïñéæüíôéá ìåôáêßíçóç ôïõ åäÜöïõò
(ðáñÜëëçëç ìå ôï ìïíþñïöï êôßñéï) ìå ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò ug(t). (Ï äåßêôçò g ðñïÝñ÷åôáé
áðü ôçí ÁããëéêÞ ëÝîç ground ðïõ óçìáßíåé Ýäáöïò êáé äåí Ý÷åé êáìßá ó÷Ýóç ìå ôçí åðéôÜ÷õíóç
ôçò âáñýôçôáò g.) Ìéá ôÝôïéá ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò ìðïñåß íá ðñïÝñ÷åôáé áðü êÜèå åßäïò
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êñáäáóìïýò ôïõ, üðùò áðü åêñÞîåéò Þ áðü ôç äéÝëåõóç âáñÝùí ï÷çìÜôùí. Ç óçìáíôéêÞ üìùò
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé ç ðåñßðôùóç ðïõ ðñïÝñ÷åôáé áðü Ýíá óåéóìü. ÁõôÞ åßíáé êáé
ç áëçèéíÜ åðéêßíäõíç ðåñßðôùóç ãéá ôï êôßñéï êáé ðñáãìáôéêÜ Ý÷ïõí óõìâåß ðïëëÝò âëÜâåò áêüìç
êáé êáôáññåýóåéò êôéñßùí åîáéôßáò óåéóìþí. Ïé óåéóìïß åßíáé ðñïöáíþò äõíáìéêÜ öáéíüìåíá ðïõ
äéÝðïíôáé êáôÜ âÜóç áðü ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá óôç Ìç÷áíéêÞ. Êáé ï íüìïò áõôüò, üðùò
Þäç îÝñïõìå êáëÜ áðü ôçí Åíüôçôá Á1.2, ïäçãåß Üìåóá óå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò.

ÁñêåôÜ ìå ôéò äýï ðéï ðÜíù åéóáãùãéêÝò ðáñáãñÜöïõò. Ìéá áðëÞ ãåíßêåõóç ôùí ðñïçãïõ-
ìÝíùí Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå åäþ. Áò îåêéíÞóïõìå ëïéðüí ôç ãåíßêåõóç áõôÞ, üðïõ äå÷üìáóôå ôçí
ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò ug(t) ðáñÜëëçëç óôï êôßñéï (êáôÜ ìÞêïò ôïõ). ÁõôÞ õðïôßèåôáé
üôé åßíáé ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç ìåôáôüðéóç u(t) ôçò
ðëÜêáò ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ ìå áðüëõôá áðáñáìüñöùôç (áðüëõôá óôåñåÞ) ôçí ðëÜêá áõôÞ.

ug(t)

u(t) = ur(t) + ug(t)

¸äáöïò

ÐëÜêá óõíïëéêÞò ìÜæáò m

Ìïíþñïöï êôßñéï ýøïõò h

Õðïóôýëùìá
äõóêáìøßáò ÅÉ

(á) Ðñéí ôç óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç (â) ÌåôÜ ôç óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç

Ó÷Þìá Á6.1: Ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò õðü óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç.

Óôï ðáñüí ðñüâëçìÜ ìáò, üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôï ó÷åôéêü Ó÷Þìá Á6.1, ôá õðïóôõëþìáôá
(ïé êïëüíåò) ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ åßíáé ó÷åäüí óáí áìößðáêôåò äïêïß. ÄçëáäÞ äåí Ý÷ïõí êëßóåéò
(óôñïöÝò) óôá Üêñá ôïõò x = 0 êáé x = h ìå h ôï ýøïò ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ. Åíôïýôïéò ìå
ôç óåéóìéêÞ ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò ug(t) êáé ôçí åîáéôßáò ôçò ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ðëÜêáò ôïõ
êôéñßïõ (ìå ìÜæám) õðÜñ÷åé ìéá ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ur(t) (ï äåßêôçò r ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí ÁããëéêÞ
ëÝîç relative ðïõ óçìáßíåé ó÷åôéêüò) ôùí äýï Üêñùí x = 0 êáé x = h ôùí õðïóôõëùìÜôùí ôïõ
ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ ìå h ôï ýøïò ôïõ. ÁõôÞ ç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç åßíáé ðñïöáíþò ßóç ìå

ur(t) = u(t) − ug(t). (6.3.1)

A6.3.2. Ç ôÝìíïõóá äýíáìç óôá õðïóôõëþìáôá ôïõ ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé óêüðéìï íá õðïëïãßóïõìå ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) (ðïõ êáëåßôáé
ìåñéêÝò öïñÝò êáé äéáôìçôéêÞ äýíáìç) êáôÜ ìÞêïò ôùí õðïóôõëùìÜôùí ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ
(Ý÷ïõìå äýï üìïéá õðïóôõëþìáôá, Ó÷Þìá Á6.1) ìå âÜóç ôç ó÷åôéêÞ óôáôéêÞ åîßóùóç ôçò äïêïý.
Ôç ÷ñåéáæüìáóôå áõôÞí ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x), åðåéäÞ áõôÞ åöáñìüæåôáé óôçí ðëÜêá ôïõ
êôéñßïõ ãéá x = h: ïñéæüíôéá äýíáìç áðü ôá äýï õðïóôõëþìáôá ðÜíù óôçí ðëÜêá. Ðñïöáíþò
õðÜñ÷åé êáé áíôßäñáóç (áíôßèåôç ïñéæüíôéá äýíáìç) áðü ôçí ðëÜêá ðñïò ôá äýï õðïóôõëþìáôá.

Óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ôï õðïóôýëùìá (åßôå ôï áñéóôåñü åßôå ôï äåîéü) åßíáé öõóéêÜ ìéá
äïêüò. Ìéá êáôáêüñõöç äïêüò, áëë´ áõôü äåí åßíáé óçìáíôéêü. Åðßóçò, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå, åß-
íáé ðåñßðïõ óáí ìéá áìößðáêôç äïêüò ìå ôçí Ýííïéá üôé ç êëßóç ôçò (ç óôñïöÞ ôçò) ôüóï óôï ýøïò
ôïõ åäÜöïõò x = 0 (åêåß ðïõ åßíáé ðáêôùìÝíç óôï Ýäáöïò) üóï êáé óôï ýøïò ôçò ðëÜêáò x = h
(åêåß ðïõ åßíáé ðáêôùìÝíç óôçí ðëÜêá) åßíáé ìçäåíéêÞ. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ äåí åßíáé êáèáñÜ



ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ: ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÉÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ (ÊåöÜëáéï A6: ÐñïóèÞêç) 3

áìößðáêôç äïêüò, áöïý ôï Üêñï ôçò x = 0 Ý÷åé ïñéæüíôéá (êÜèåôç óôç äïêü) ìåôáôüðéóç ug(t)
(óôï ýøïò ôïõ åäÜöïõò) ëüãù ôçò ìåôáôïðßóåùò ôïõ åäÜöïõò ug(t) åîáéôßáò ôïõ óåéóìïý (Þ ôùí
êñáäáóìþí). Åðßóçò ôï Üëëï Üêñï ôçò x = h Ý÷åé ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç u(t): ôç ìåôáôüðéóç ôçò
ðëÜêáò ðïõ æçôÜìå íá âñïýìå êáé äïõëåýïõìå ôþñá ãéá ôï óêïðü áõôü. ¸ôóé õðÜñ÷åé ç ó÷åôéêÞ
ìåôáôüðéóç ur(t) = u(t)−ug(t), óôçí ïðïßá áíáöåñèÞêáìå Þäç ðéï ðÜíù óôç ó÷Ýóç (6.3.1). Ôïýôç
ç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ur(t) åßíáé ðïõ êáôáðïíåß ôç äïêü, äçëáäÞ åäþ ôï õðïóôýëùìá ôïõ ìïíþ-
ñïöïõ êôéñßïõ åßôå ôï áñéóôåñü åßôå ôï äåîéü. (Äåí õðÜñ÷åé êáìßá Üëëç öüñôéóç ðïõ íá áóêåßôáé
ðÜíù óôï õðïóôýëùìá!) Êáôáðïíåß ôï õðïóôýëùìá óçìáßíåé ôçí áíÜðôõîç ó’ áõôü ü÷é ìüíï
ìåôáôïðßóåùí, áëëÜ êáé åíôÜóåùò: åíôáôéêÞ êáôÜóôáóç, áíáðôýóóïíôáé êáé ôÜóåéò. Åíôïýôïéò
åìåßò åíäéáöåñüìáóôå åäþ áðïêëåéóôéêÜ ãéá ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) Q(x)
êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý ìáò: ôïõ õðïóôõëþìáôïò ôïõ êôéñßïõ åßôå ôïõ áñéóôåñïý åßôå ôïõ äåîéïý.

Ãéá íá áíôéìåôùðßóïõìå áõôü ôï ü÷é áðüëõôá êëáóéêü, áëë’ åäþ ðïëý óçìáíôéêü ðñüâëçìá
äïêïý èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ãñáììéêïðïéçìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äïêïý (2.1.34) ðïõ ìáò
åßíáé Þäç ïéêåßá. Ëïéðüí ìå EI ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý (åäþ ôïõ êÜèå õðïóôõëþìáôïò) Ý÷ïõìå

EIv′′′′(x) = 0, ïðüôå v′′′′(x) = 0, áöïý EI > 0, (6.3.2)

üðïõ v(x) åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý (åäþ êáôÜ ôçí ïñéæüíôéá äéåýèõíóç). Äåí ôåëåéþóáìå
üìùò áêüìç ìå ôéò åîéóþóåéò. Åêôüò áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷ïõìå êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
óôçí ðÜêôùóç ôçò äïêïý óôï Ýäáöïò x = 0 (äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò) êáé óôçí áíôßóôïé÷ç
ðÜêôùóç óôçí ðëÜêá x = h (Üëëåò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò). ÁõôÝò åßíáé ïé ôÝóóåñéò óõíèÞêåò

v(0) = ug(t) ≡ ug, v′(0) = 0, v(h) = u(t) ≡ u, v′(h) = 0 (6.3.3)

óýìöùíá ìå üóá Þäç åîçãÞóáìå. Áõôü åßíáé ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí ôï ïðïßï ðñÝðåé íá
ëýóïõìå ôþñá þóôå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) ðïõ æçôÜìå êáôÜ ìÞêïò ôçò
äïêïý (ôïõ êÜèå õðïóôõëùìÜôïò ôïõ êôéñßïõ) ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ðáñáêÜôù. ¸÷ïõìå ëïéðüí
ðÝíôå åîéóþóåéò: ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò (6.3.2) êáé ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (6.3.3). Ðïëý óùóôÜ ôÝóóåñéò, áöïý ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.3.2) åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò.

Åäþ ðñÝðåé íá áíáöÝñïõìå êé Ýíá ëåðôü óçìåßï ðïõ äéêáéïëïãçìÝíá ïöåßëåé íá ðñïâëçìáôßóåé
ôïí áíáãíþóôç êáé ôçí áíáãíþóôñéá ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü. Óôçí Åíüôçôá Á1.3 êáé óõãêåêñéìÝíá åêåß
óôçí ÅöáñìïãÞ Á1.5 áíáöåñèÞêáìå óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.3.5) ôçò äõíáìéêÜ êáôáðïíïýìåíçò
óå êÜìøç äïêïý. Ãéá ìçäåíéêÞ êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x, t) = 0 ðñüêåéôáé ãéá ôçí åîßóùóç
(ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå)

EI
∂4v
∂x4

+ ñÁ
∂2v
∂t2

= 0 ìå v = v(x, t), (6.3.4)

ìå ÅÉ ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý êáé ìå ñÁ ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôÜ ôçò. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå ìðñïóôÜ ìáò
ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ìéá äýóêïëç áêüìç ãéá ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
Ïðñþôïò üñïò áñéóôåñÜ åßíáé ïõóéáóôéêÜ ï ßäéïò ìå åêåßíï óôç óôáôéêÞ åîßóùóç (6.3.2), åäþâÝâáéá
ìå ìåñéêÞðáñÜãùãïùòðñïò ôç èÝóç x. Ùñáßá! ÕðÜñ÷åé üìùò êé ï äåýôåñïò üñïò áñéóôåñÜ: ï üñïò
ìå ôç äåýôåñç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï, ðïõ áí Þôáí äåîéÜ (ìå ìåßïí), èá Þôáí áêñéâþò ç áäñáíåéáêÞ
äýíáìç pi(x, t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôç äïêü áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò ôçò. Êáé ôïí áãíïÞóáìå åäþ óôçí
åîßóùóç (6.3.2) ôïí üñï áõôü: ôïí áäñáíåéáêü üñï (åäþ óôá áñéóôåñÜ ìå óõí).

Íáé, Ýôóé Ýãéíå, áãíïÞèçêå ï áäñáíåéáêüò üñïò óôá õðïóôõëþìáôá ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ.
ÐïëëÝò öïñÝò ï Ìç÷áíéêüò, åäþ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò, êÜíåé ðñïóåããßóåéò óôéò ìáèçìáôéêÝò
ìïíôåëïðïéÞóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí ôïõ, þóôå íá Ý÷åé ó÷åôéêÜ áðëÜ ìïíôÝëá. ¹äç êÜíáìå ãñáì-
ìéêïðïßçóç óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äïêïý óôçí ÐáñÜãñáöï Á2.1.3. Åðßóçò åäþ õðïèÝóáìå
éäåáôü (äçëáäÞ éäáíéêü, åîéäáíéêåõìÝíï) êôßñéï. Óôï êôßñéï áõôüðÝñá áðü ôçí õðüèåóç áðáñáìüñ-
öùôçò (áðüëõôá óôåñåÞò) ðëÜêáò ìéá Üëëç óçìáíôéêÞ õðüèåóç ðïõ êÜíåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
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åßíáé ç õðüèåóç áâáñþí (÷ùñßò âÜñïò) õðïóôõëùìÜôùí. Ôá âÜñç ôùí õðïóôõëùìÜôùí (ðïõ
åßíáé âÝâáéá êÜðùò ìéêñÜ ó÷åôéêÜ ìå ôï âÜñïò üëçò ôçò ðëÜêáò ðïõ óôçñßæïõí) ôá åíóùìáôþíåé
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôï âÜñïò ôçò ðëÜêáò, éóïäýíáìá óôç óõíïëéêÞ ìÜæá ôçòm. Ìå áâáñÞ ôá
õðïóôõëþìáôá ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ñÁ óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (6.3.4)
èåùñÞèçêå ìçäåíéêÞ. ÅðïìÝíùò ç åîßóùóç áõôÞ ðáßñíåé ôçí ðïëý áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò (6.3.2)
áêñéâþò óáí íá åß÷áìå Ýíá óôáôéêü ðñüâëçìá. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå Ýíá äõíáìéêü ðñüâëçìá, áëë’ áöïý
ç áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò áäñáíåéáêÞ äýíáìç pi(x, t) åßíáé ìçäÝí (áâáñÞ õðïóôõëþìáôá, ÷ùñßò âÜñïò,
÷ùñßò ìÜæá), ÷ñçóéìïðïéïýìå åäþ ôçí áíôßóôïé÷ç óôáôéêÞ åîßóùóç (6.3.2). Áõôü êÜíåé ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò óôï êáëïýìåíï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò. Áëëéþò äå èá Þôáí éäåáôü êôßñéï, èá Þôáí
ðñáãìáôéêü êôßñéï ìå ðïëý ðéï äýóêïëç ìáèçìáôéêÞ áíôéìåôþðéóç. Åäþ ôï ðñáãìáôéêü êôßñéï
ðñïóåããßæåôáé áðü ôï éäåáôü êôßñéï êáé ôåëéêÜ áðü Ýíá ðïëý áðëü åðßðåäï ðëáßóéï (Ó÷Þìá Á6.1).
Êáé ìÜëéóôáðëáßóéï ìå Üðåéñç äõóêáìøßá (EI = ∞) óôçí ðëÜêá, áöïý áõôÞ åßíáé áðáñáìüñöùôç.

Õðü ôéò ðáñïýóåò óõíèÞêåò ðñï÷ùñÜìå ïëïôá÷þò óôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéá-
êþí ôéìþí ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé áðü ôéò ðÝíôå åîéóþóåéò (6.3.2) êáé (6.3.3). Ôéò õðåíèõìßæïõìå

EIv′′′′(x) = 0, ïðüôå v′′′′(x) = 0, v(0) = ug, v′(0) = 0, v(h) = u, v′(h) = 0. (6.3.5)

(Åäþ ãñÜöïõìå áðëÜ ug êáé u áíôß ãéá ug(t) êáé u(t) áíôßóôïé÷á, ìéá ðïõ èåùñïýìå ôç óôáôéêÞ
åîßóùóç ôçò äïêïý.) Êáé åßíáé ðïëý åýêïëç áõôÞ ç åðßëõóç. Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåß÷íåé áðëÜ üôé
ç ôÝôáñôç ðáñÜãùãïò ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý åßíáé ìçäåíéêÞ. (Åäþ óôï êáôáêüñõöï
õðïóôýëùìá åßôå ôï áñéóôåñü åßôå ôï äåîéü ôï âÝëïò êÜìøåþò ôïõ v(x) åßíáé ðñïöáíþò êáôÜ ôçí
ïñéæüíôéá äéåýèõíóç.) ¢ñá ïëïêëçñþíïíôáò ôÝóóåñéò öïñÝò, äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé ôï âÝëïò
êÜìøåùò v(x) åßíáé áðëÜ Ýíá ðïëõþíõìï ôñßôïõ âáèìïý (ôñéôïâÜèìéï ðïëõþíõìï) ìå ôÝóóåñéò
áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1, C2, C3 êáé C4: ôïõò ôÝóóåñéò óõíôåëåóôÝò ôïõ. ¸÷ïõìå ëïéðüí

v(x) = C1 + C2x + C3x2 + C4x3 (6.3.6)

ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç v(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò v′′′′(x) = 0. Ç ðñþôç ðáñÜãùãüò ôçò èá åßíáé

v′(x) = C2 + 2C3x + 3C4x2. (6.3.7)

ÔþñááðëÜ åöáñìüæïõìå ó’ áõôÞí ôç ãåíéêÞ ëýóç v(x) ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (6.3.3):
ôéò ôÝóóåñéò äåîéÜ ó÷Ýóåéò (6.3.5). Ïé äýï ðñþôåò áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò ìáò äßíïõí áìÝóùò

v(0) = ug �⇒ C1 = ug êáé v′(0) = 0 �⇒ C2 = 0. (6.3.8)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç (6.3.6) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðáßñíåé ôþñá ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

v(x) = ug + C3x2 + C4x3 (6.3.9)
ìå ðáñáãþãïõò

v′(x) = 2C3x + 3C4x2, v′′(x) = 2C3 + 6C4x, v′′′(x) = 6C4. (6.3.10)

Ç ðéï ðÜíù ìåñéêÞ ëýóç (ç ïðïßá áêüìç ðåñéÝ÷åé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò C3 êáé C4) ìáò
åîáóöáëßæåé ôçí ðëÞñùóç äýï ìüíï óõíïñéáêþí óõíèçêþí: ôùí äýï óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôçí
ðÜêôùóç ôïõ õðïóôõëþìáôïò (åßôå ôïõ áñéóôåñïý åßôå ôïõ äåîéïý) ðÜíù óôï Ýäáöïò: ãéá x = 0.

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá êáé óôéò Üëëåò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
óôçí ðÜêôùóç ôïõ õðïóôõëþìáôïò (åßôå ôïõ áñéóôåñïý åßôå ôïõ äåîéïý) ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ
ìáò ðÜíù óôçí ðëÜêá: ãéá x = h. Ìå âÜóç ôéò ó÷Ýóåéò (6.3.9) êáé (6.3.10) ðñïêýðôåé áìÝóùò áðü
ôéò äýï ôåëåõôáßåò ó÷Ýóåéò (6.3.5) (ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï ýøïò x = h ôçò ðëÜêáò) üôé

v(h) = u �⇒ ug + C3h2 + C4h3 = u êáé v′(h) = 0 �⇒ 2C3h + 3C4h2 = 0. (6.3.11)



ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ: ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÉÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ (ÊåöÜëáéï A6: ÐñïóèÞêç) 5

Áðü ôçí ôåëåõôáßá áìÝóùò ðéï ðÜíù åîßóùóç (6.3.11) ðñïêýðôåé åõèýò ãéá ôç óôáèåñÜ C3 üôé

C3 = − 3
2
C4h. (6.3.12)

Ôüôå ç ðñþôç åîßóùóç (6.3.11) (ç ôåëåõôáßá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ðïõ áðïìÝíåé!) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

C3h2 + C4h3 = u − ug �⇒ − 3
2
C4h3 + C4h3 = u − ug

�⇒ − 1
2
C4h3 = u − ug �⇒ C4 = − 2

h3
(u − ug) = − 2

h3
ur (6.3.13)

åðåéäÞ ur = u − ug óýìöùíá ìå ôç ãíùóôÞ ó÷Ýóç (6.3.1) ãéá ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò.

ËáìâÜíïíôáò ëïéðüí õðüøç êáé ôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò (6.3.12) êáé (6.3.13) óôç ëýóç (6.3.9),
ç ëýóç áõôÞ ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí (6.3.5) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ.
ÁõôÞ äå ìáò ÷ñåéÜæåôáé Üìåóá êáé ôçí ðáñáëåßðïõìå. Ôï åíäéáöÝñïí ìáò åäþ åóôéÜæåôáé óôçí
ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç)Q(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (åäþ ôïõ õðïóôõëþìáôïò ôïõ
êôéñßïõ). ÁõôÞ ðñïêýðôåé ìå âÜóç ôï ãíùóôü ìáò ôýðï (2.1.33) óôéò äïêïýò, äçëáäÞ ôïí ôýðï

Q(x) = EIv′′′(x) êáé åäþ Q(x) = 6EIC4 = − 12ÅÉ
h3

(u − ug) = − 12ÅÉ
h3

ur (6.3.14)

óýìöùíá ìå ôçí ôñßôç ó÷Ýóç (6.3.10) óå óõíäõáóìü ìå ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç (6.3.13) ãéá ôï C4.

Åßíáé ëïéðüí óôáèåñÞ ç ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý åäþ óôçí ðåñßðôùóÞ
ìáò ôùí äýï õðïóôõëùìÜôùí ôïõ êôéñßïõ: êáôÜ ôï ýøïò x ôïõ êôéñßïõ ìå 0 ≤ x ≤ h. Êáé öõóéêÜ
åßíáé áðüëõôá ëïãéêü áõôü. Ôï ðåñéìÝíáìå íá åßíáé óôáèåñÞ ç ôÝìíïõóá äýíáìçQ(x), åðåéäÞ ðÜíù
óôá õðïóôõëþìáôá äåí áóêåßôáé êáìßá áðïëýôùò öüñôéóç. Ôá õðïèÝóáìå ìÜëéóôá êáé áâáñÞ.
¢ñá ïýôå áäñáíåéáêÝò äõíÜìåéò áóêïýíôáé. Åßìáóôå åõ÷áñéóôçìÝíïé ëïéðüí ìå ôï áðïôÝëåóìÜ ìáò.

Ôþñá îáíáãñÜöïõìå ôï ßäéï áðïôÝëåóìá (6.3.14) ãéá ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç (ðïõ ìåñéêÝò öïñÝò
ôçí áðïêáëïýìå êáé äéáôìçôéêÞ äýíáìç) Q(x) óå õðïóôýëùìá åíüò ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ
äéáôìÞóåùò (åßôå óôï áñéóôåñü õðïóôýëùìá åßôå óôï äåîéü) óôçí êÜðùò áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôïõ

Q(x) = −k̂ur ìå k̂ := 12EI
h3

êáé åäþ ur = u − ug. (6.3.15)

(Åäþ ï óõíôåëåóôÞò k̂ åßíáé ï óõíôåëåóôÞò äõóêáìøßáò ôïõ åíüò õðïóôõëþìáôïò ôïõ êôéñßïõ.)
Ï ôýðïò áõôüòQ(x) = −k̂ur ìáò äåß÷íåé üôé ôï êÜèå õðïóôýëùìá óõìðåñéöÝñåôáé ïõóéáóôéêÜ óáí
åëáôÞñéï. Ìüíï ðïõ åäþ ç äýíáìç Q = Q(x) åßíáé ôÝìíïõóá äýíáìç, áóêåßôáé êÜèåôá óôï õðï-
óôýëùìá, êáëýôåñá åöáðôïìåíéêÜ óå ìéá êÜèåôç ôïìÞ ôïõ. Áíôßèåôá óôá åëáôÞñéá ç áíôßóôïé÷ç
äýíáìç (ç åëáóôéêÞ äýíáìç åðáíáöïñÜò) áóêåßôáé êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ åëáôçñßïõ. ÂÝâáéá
êáé ç ðáñïýóá äýíáìç Q(x), ç ôÝìíïõóá äýíáìç åßíáé êáé áõôÞ åëáóôéêÞ äýíáìç åðáíáöïñÜò.
ÐñáãìáôéêÜ ìå ôï ìåßïí ðïõ Ý÷åé åßíáé óáí íá åðéäéþêåé êáé ðñáãìáôéêÜ åðéäéþêåé íá åðáíáöÝñåé
ôá äýï õðïóôõëþìáôá, áëëÜ êáé ôçí ßäéá ôçí ðëÜêá, óôçí áñ÷éêÞ ôïõò èÝóç. ÁõôÞ åßíáé ç èÝóç
üðïõ ôá õðïóôõëþìáôá åßíáé åõèýãñáììá êáé ç ðëÜêá äåí Ý÷åé ìåôáôïðéóèåß ùò ðñïò ôï Ýäáöïò.

A6.3.3. Ïé äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôùí ôáëáíôþóåùí ôïõ ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ

Áðü ôïí ðéï ðÜíù ôýðï (6.3.15) óõíÜãïõìå üôé ôï õðïóôýëùìá (êáé ôï áñéóôåñü êáé ôï äåîéü)
áóêåß ðÜíù óôçí áðáñáìüñöùôç ðëÜêá ôïõ ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò äýíáìç

Fsl(t) = Fsr(t) = −k̂[u(t) − ug(t)] = −k̂ur(t), áöïý åäþ u = u(t) êáé ug = ug(t). (6.3.16)

Åäþ ïé äýï äåßêôåò l (áðü ôçí ÁããëéêÞ ëÝîç left) êáé r (áðü ôçí ÁããëéêÞ ëÝîç right) áíáöÝñïíôáé
óôï áñéóôåñü êáé óôï äåîéü õðïóôýëùìá. Åðßóçò k̂ = 12EI/h3 ìå âÜóç ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (6.3.15).
¢ñá, áöïý Ý÷ïõìå õðïèÝóåé åäþ äýï ìüíï õðïóôõëþìáôá, ç óõíïëéêÞ äýíáìç ðïõ èá áóêåßôáé
êáé áðü ôá äýï ìáæß ðÜíù óôçí ðëÜêá ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ (ìå óõíïëéêÞ ìÜæá m) èá åßíáé

Fs(t) = Fsl(t) + Fsr(t) = −2k̂[u(t) − ug(t)] = −k[u(t) − ug(t)] = −kur(t) (6.3.17)
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ðñïöáíþò ìå óõíïëéêü (êáé ãéá ôá äýï õðïóôõëþìáôá) óõíôåëåóôÞ äõóêáìøßáò

k := 2k̂ �⇒ k = 24EI
h3

. (6.3.18)

Áò óõíïøßóïõìå ôþñá ôçí êáôÜóôáóç óôçí áðáñáìüñöùôç ðëÜêá ôïõ ìïíþñïöïõ éäåáôïý
êôéñßïõ ìáò. ÁõôÞí ôçí Ý÷ïõìå èåùñÞóåé ïõóéáóôéêÜ óáí Ýíá õëéêü óçìåßï ìÜæáò m: ôç ìÜæá ôçò
ðëÜêáò ìå åíóùìáôùìÝíåò ó’ áõôÞí êáé ôéò ìÜæåò ôùí äýï õðïóôõëùìÜôùí. ÁëëÜ ôé ãßíåôáé åêåß
ðÝñá óôç ìÜæá m ôçò ðëÜêáò; Ìå âÜóç ôï Ó÷Þìá Á6.1 ðáñáôçñïýìå üôé óôçí ðëÜêá áóêïýíôáé
äýï ßóåò äõíÜìåéò Fsl(t) êáé Fsr(t) áðü ôá äýï (ïëüéäéá) õðïóôõëþìáôá ôïõ êôéñßïõ ðïõ éóïäõíáìïýí
ìå ôç óõíïëéêÞ äýíáìç Fs(t) óôç ó÷Ýóç (6.3.17). Ðñïöáíþò, üðùò Þäç áíáöÝñáìå, ç äýíáìç Fs(t)
åßíáé åëáóôéêÞ äýíáìç åðáíáöïñÜò. Åßíáé ç äýíáìç ðïõ áóêïýí ôá õðïóôõëþìáôá ðÜíù óôçí
ðëÜêá óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõò íá ôçí åðáíáöÝñïõí, íá ôç ãõñßóïõí ðßóù óôçí áñ÷éêÞ ôçò èÝóç
(ðñéí ôï óåéóìü), åêåß üðïõ êáé ôá ßäéá ôá äýï õðïóôõëþìáôá Þóáí áðáñáìüñöùôá: åõèýãñáììá.

Óå ðåñßðôùóç ðïõ óôï êôßñéï õðÜñ÷åé êáé áðüóâåóç ìå åíôåëþò áíÜëïãï ôñüðï èåùñïýìå
êáé ôç äýíáìç áíôéóôÜóåùò ôïõ áðïóâåóôÞñá (ôç äýíáìç éîþäïõò ôñéâÞò) ðÜíù óôçí ðëÜêá

Fd(t) = −c[u̇(t) − u̇g(t)] = −cu̇r(t) (6.3.19)

ìå c ôï óõíôåëåóôÞ áðïóâÝóåùòáíÜëïãá ìå üóá éó÷ýïõí ãéá ôï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñß-
ïõ--áðïóâåóôÞñá, üðùò ôá åßäáìå óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.1. Áí ìÜëéóôá áóêåßôáé êáé ðñáãìáôéêÞ
åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(t) ðÜíù óôçí ðëÜêá ôïõ êôéñßïõ, ôüôå èá ðñÝðåé íá ëçöèåß êé áõôÞ õðüøç.

¢ñá óýìöùíá ìå ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá ãéá ôç óõíïëéêÞ ìÜæá m ôçò ðëÜêáò (ðïõ åäþ
åíóùìáôþíåé êáé ôéò ìÜæåò ôùí äýï õðïóôõëùìÜôùí) ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

mü(t) = p(t) + Fs(t) + Fd(t). (6.3.20)

ÁõôÞ óõìðßðôåé âÝâáéá ìå ôçí áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôéò ó÷Ýóåéò (6.1.2) áñéóôåñÜ. Ôç
äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôç ãñÜöïõìå êáëýôåñá ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (6.3.17) êáé (6.3.19) óôçí
éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

mü(t) = p(t) − k[u(t) − ug(t)] − c[u̇(t) − u̇g(t)], (6.3.21)
ïðüôå

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t) + cu̇g(t) + kug(t). (6.3.22)

Ó÷åôéêÜ ìå ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç (6.1.3) óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.1 ãéá ôï ìç÷áíéêü óýóôçìá
ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ðáñáôçñïýìå üôé åäþ Ý÷ïõìå ìéá êÜðùò ãåíéêåõìÝíç ìïñöÞ ôçò.
ÓõãêåêñéìÝíá ðáñïõóéÜæåôáé åðéðëÝïí äåîéÜ êáé ç ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò ug(t) ôüóï
ç ßäéá üóï êáé ç ðñþôç ðáñÜãùãüò ôçò u̇g(t). ÓõìâÜëëåé Ýôóé êé áõôÞ óôç óõíïëéêÞ öüñôéóç ôçò
ðëÜêáò ôïõ êôéñßïõ. Ìå Üëëá ëüãéá ç óõíïëéêÞ åíåñãÞ öüñôéóç ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôçí ðëÜêá
ôïõ êôéñßïõ åäþ üðïõ Ý÷ïõìå êáé ôçí ðñüóèåôç óåéóìéêÞ êáôáðüíçóÞ ôïõ åßíáé

peff(t) = p(t) + cu̇g(t) + kug(t). (6.3.23)

¢ñá ôåëéêÜ Ý÷ïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ôáëáíôþóåùí ôçò ðëÜêáò ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = peff(t). (6.3.24)

ÁõôÞ óõìðßðôåé îáíÜ ìå ôçí áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.3) óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.1 ôïõ
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá, áëë’ åäþ âÝâáéá ç öüñôéóç óôï äåîéü
ìÝëïò åßíáé äéáöïñåôéêÞ: åßíáé ç ðáñáðÜíù, óôç ó÷Ýóç (6.3.23), åíåñãÞ öüñôéóç peff(t). (Ï äåßêôçò
áõôüò eff ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí ÁããëéêÞ ëÝîç effective ðïõ óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò óçìáßíåé åíåñãÞ.)

Óôçí ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.3.24) ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óáí Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí
áðüëõôç (ôçí áëçèéíÞ) ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ðëÜêáò ôïõ ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ.
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¼ìùò ó÷åäüí ðÜíôá ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß óáí Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí áíôßóôïé÷ç
ó÷åôéêÞ ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ur(t) ôçò ßäéáò ðëÜêáò ùò ðñïò ôï Ýäáöïò. ÁõôÝò ïé äýï ìåôáôïðß-
óåéò u(t) êáé ur(t) ó÷åôßæïíôáé ðñïöáíþò ìå ôç ó÷Ýóç (6.3.1) ðïõ ôçí õðåíèõìßæïõìå êé åäþ

ur(t) = u(t) − ug(t), ïðüôå u(t) = ur(t) + ug(t). (6.3.25)

Áíôéêáèéóôïýìå ëïéðüí ôçí (áðüëõôç) ìåôáôüðéóç u(t) ìå ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ur(t) ìå âÜóç
áõôÞí åäþ ôçí áðëÞ ó÷Ýóç (6.3.25) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.3.21). (Éóïäýíáìáðáßñíïõìå õðüøç
ôéò äåýôåñåò ìïñöÝò ôùí ó÷Ýóåùí (6.3.17) êáé (6.3.19) ãéá ôéò öïñôßóåéò Fs(t) êáé Fd(t) ôçò ðëÜêáò
ðïõ ïöåßëïíôáé óôï óåéóìü.) ¸ôóé áðü ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (6.3.21) ðñïêýðôåé Üìåóá üôé

m[ür(t) + üg(t)] = p(t) − kur(t) − cu̇r(t), (6.3.26)
ïðüôå

mür(t) + cu̇r(t) + kur(t) = p(t) − müg(t). (6.3.27)

Ïñßæïõìå ôþñá (ìå âÜóç ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ur(t)) ôç íÝá åíåñãÞ öüñôéóç ôçò ðëÜêáò óáí

pr,eff(t) = p(t) − müg(t). (6.3.28)

(ÁõôÞ ç åíåñãÞ öüñôéóç pr,eff(t) åßíáé äéáöïñåôéêÞ áðü ôçí åíåñãÞ öüñôéóç peff(t) ðñïçãïõìÝíùò!)
¸ôóé áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.3.27) ðáßñíïõìå ôåëéêÜ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ôáëáíôþ-
óåùí ôçò ðëÜêáò ôïõ êôéñßïõ ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ur(t) ôçò ðëÜêáò

mür(t) + cu̇r(t) + kur(t) = pr,eff(t). (6.3.29)

Ôïýôç ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé áðüëõôá áíÜëïãç óôçí åìöÜíéóç ìå ôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç (6.3.24). Åêåß âÝâáéá åß÷áìå ôçí áðüëõôç (ôçí áëçèéíÞ) ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ðëÜêáò ôïõ
êôéñßïõ, åíþ åäþ Ý÷ïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ur(t) = u(t) − ug(t) ôçò ßäéáò ðëÜêáò.

Ðåñéïñéæüìáóôå ôþñá óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ äåí Ý÷ïõìå ïýôå åîùôåñéêÞ öüñôéóç ðÜíù
óôçí ðëÜêá, p(t) = 0, ïýôå êáé äýíáìç áíôéóôÜóåùò ôïõ áðïóâåóôÞñá, Fd(t) = 0. Ôüôå ïé äýï
ðéï ðÜíù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (6.3.22) êáé (6.3.27) ðáßñíïõí ôéò ðïëý áðëïýóôåñåò ìïñöÝò ôïõò

mü(t) + ku(t) = kug(t), (6.3.30)

mür(t) + kur(t) = −müg(t) (6.3.31)

áíôßóôïé÷á. ×ñçóéìïðïéþíôáò ìÜëéóôá êáé ôï ãíùóôü ìáò óýìâïëï ù0 = √
k /m, îáíáãñÜöïõìå

ôéò áìÝóùò ðéï ðÜíù äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìáò óôéò áêüëïõèåò áêüìç ðéï áðëÝò ìïñöÝò ôïõò:

ü(t) + ù2
0u(t) = ù2

0ug(t), (6.3.32)

ür(t) + ù2
0ur(t) = −üg(t). (6.3.33)

Áðü ôéò ëýóåéò áõôþí ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åýêïëá äéáðéóôþíïõìå ðùò êáé ðÜëé, üðùò
Þäç ãíùñßæïõìå, ôïù0 äçëþíåé ôçí éäéïóõ÷íüôçôá (ÞöõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) ôïõ êôéñßïõ ìáò.

➤ ÐáñáôÞñçóç A6.1: Èá Þôáí ðïëý óçìáíôéêÞ ðáñÜëåéøÞ ìáò, áí äå óçìåéþíáìå óôçí åíüôçôá
áõôÞ üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé óôç äéÜèåóÞ ôïõ ôá åðéôá÷õíóéïãñáöÞìáôá ôùí óåéóìþí
áðü ôïõò åðéôá÷õíóéïãñÜöïõò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôïõò óåéóìïýò. ÁõôÜ äßíïõí áðåõèåßáò
ôçí åðéôÜ÷õíóç ôïõ åäÜöïõò ag(t) = üg(t) êáé ü÷é ôçí ßäéá ôç ìåôáôüðéóÞ ôïõ ug(t) ïýôå ôçí
ôá÷ýôçôÜ ôïõ vg(t) = u̇g(t). Óõíåðþò åßíáé åýëïãç ç Ýíôïíç ðñïôßìçóç ðïõ äåß÷íåé ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.3.27) Þ (6.3.31) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç áöüñôéóôçò ðëÜêáò
ôïõ êôéñßïõ. Êáé âÝâáéá õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò åßíáé åîßóïõ åýëïãï íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé áðü ôïí
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Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ãåíéêÜ ôï óýìâïëï u(t) ãéá ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò ùò ðñïò ôï
Ýäáöïò áíôß ãéá ôï óýìâïëï ur(t) ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ôï óêïðü áõôü åäþ.

ÔåëéêÜ áò óçìåéùèåß åðßóçò ðùò êáé ïé äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (6.3.24) ìå ôçí (áðüëõôç)
ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò u(t) êáé (6.3.29) ìå ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóÞ ôçò ur(t) ùò ðñïò ôï Ýäáöïò
åßíáé áêñéâþò ôçò ìïñöÞò (6.1.3). ÅðïìÝíùò áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ïé ìÝèïäïé åðéëýóåùò
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.1.3) ðïõ áíáöÝñèçêáí óôéò äýï ðñïçãïýìåíåò åíüôçôåò éó÷ýïõí áõ-
ôïýóéåò êáé åäþ. Åäþ âÝâáéá ìå ôéò êáôÜëëçëåò åíåñãÝò öïñôßóåéò (6.3.23) êáé (6.3.28) áíôßóôïé÷á.

A6.3.4. Ïé ëýóåéò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí õðü áõèáßñåôç ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò

Óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á6.2 ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí
âñÞêáìå ôéò ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí åíüò ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá õðü áõèáßñåôç öüñôéóç p(t). ÅîåôÜóèçêáí ôüóï
ç ðåñßðôùóç ÷ùñßò áðüóâåóç (óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.2.2) üóï êé ç ðåñßðôùóç ìå áóèåíÞ áðüóâåóç
(óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.2.3). (Áðüëõôá áíÜëïãá ìðïñåß íá åîåôáóèåß êáé ç ðåñßðôùóç ìå éó÷õñÞ
áðüóâåóç.) Ïé ëýóåéò áõôÝò, ðïõ åßíáé óå ïëïêëçñùôéêÝò ìïñöÝò, éó÷ýïõí âÝâáéá êáé åäþ ÷ùñßò
êáìßá ïõóéáóôéêÞ áëëáãÞ ðÝñá áðü ôç ÷ñÞóç ôçò åíåñãÞò öüñôéóçò peff(t) Þ pr,eff(t) áíôß ãéá ôç óõ-
íçèéóìÝíç ðñáãìáôéêÞ öüñôéóç p(t) óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á6.2. Äåí õðÜñ÷åé Üëëç äéáöïñÜ!

Áò ãßíïõìå ôþñá óõãêåêñéìÝíïé óôçí ðåñßðôùóç åëëåßøåùò áðïóâÝóåùò (ìå c = 0) ãéá ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.3.33). ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé ç áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 åßíáé êÜðïéá
óôéãìÞ ðñéí áðü ôçí Ýíáñîç ôïõ óåéóìïý, üðïõ ç áñ÷éêÞ èÝóç êáé ç áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá ôçò ðëÜêáò
ôïõ êôéñßïõ åßíáé êáé ïé äõï ôïõò ìçäåíéêÝò. Ôüôå Ý÷ïõìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

ür(t) + ù2
0ur(t) = −üg(t), ur(0) = u0 = 0, u̇r(0) = v0 = 0. (6.3.34)

Ç ëýóç ôïõ åßíáé ðñïöáíþò ï ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò Duhamel (Þ ëßãï êáëýôåñá ôï ïëoêëÞñùìá
Duhamel) (6.2.18) óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á6.2 ìå u0 = 0, v0 = 0 êáé p(t) = −müg(t): ç åíåñãÞ
öüñôéóç pr,eff(t). (Ôçí Ý÷ïõìå Ýôïéìç ôç ëýóç!) ¢ñá ï ôýðïò áõôüò (6.2.18) ðáßñíåé åäþ ôç ìïñöÞ

ur(t) = − 1
ù0

∫ t

0
üg(ô) sin[ù0(t − ô)] dô. (6.3.35)

Ãéá êÜèå óõãêåêñéìÝíç óõíÜñôçóç üg(t) áðáéôåßôáé áðëÜ ï õðïëïãéóìüò áõôïý ôïõ ïëïêëçñþ-
ìáôïò. ÖõóéêÜ óå óåéóìïýò ç ïëïêëÞñùóç ãßíåôáé áñéèìçôéêÜ ìå âÜóç ôéò äéáèÝóéìåò áñéèìçôéêÝò
ôéìÝò ôçò ïñéæüíôéáò åäáöéêÞò åðéôÜ÷õíóçò ag(t) = üg(t). ÁõôÝò åßíáé äéáèÝóéìåò (åðáíáëáìâÜíåôáé
áñéèìçôéêÜ) áðü ôï åðéôá÷õíóéïãñÜöçìá (ð.÷. êÜèå 0.02 sec, ôüóï óõ÷íÜ Þ êáé ëßãï óõ÷íüôåñá).

Áðü ’äþ êáé êÜôù êÜíïõìå Ýíá ìáèçìáôéêü ðáé÷íßäé. ÌåôáôñÝðïõìå ôï ðéï ðÜíù ïëïêëÞñùìá
Duhamel (6.3.35) óå äéáöïñåôéêÞ ìïñöÞ åêôåëþíôáò äýï ðáñáãïíôéêÝò ïëïêëçñþóåéò (Þ ïëïêëç-
ñþóåéò êáôÜ ðáñÜãïíôåò Þ ïëïêëçñþóåéò êáôÜ ìÝñç). Äåí îå÷íÜìå âÝâáéá ôéò äýï áñ÷éêÝò ôéìÝò
ug(0) = 0 êáé u̇g(0) = 0 ãéá ôçí êßíçóç ôïõ åäÜöïõò ug(t). ÁõôÞí ôçí õðïèÝóáìå ðùò äåí Ý÷åé áêüìç
áñ÷ßóåé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0. Ï óêïðüò áõôþí ôùí äýï ðáñáãïíôéêþí ïëïêëçñþóåùí åßíáé
íá áðïäåßîïõìå üôé åßôå åñãáóèïýìå ìå ôçí áðüëõôç ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò u(t) óôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (6.3.32) åßôå ìå ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò ur(t) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.3.33)
èá êáôáëÞîïõìå óôçí ßäéá ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò. ÄçëáäÞ èá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç (6.3.1).

Ìå ôçí ðñþôç ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç ðñïêýðôåé åýêïëá

ur(t) = − 1
ù0

u̇g(ô) sin[ù0(t − ô)]
∣∣∣t
0
−
∫ t

0
u̇g(ô) cos[ù0(t − ô)] dô

= − 1
ù0

[
u̇g(t) sin 0 − u̇g(0) sinù0 t

]− ∫ t

0
u̇g(ô) cos[ù0(t − ô)] dô

= −
∫ t

0
u̇g(ô) cos[ù0(t − ô)] dô, áöïý sin 0 = 0 êáé u̇g(0) = 0. (6.3.36)
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Ðñï÷ùñÜìå ôþñá êáé óå äåýôåñç áíÜëïãç ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç. Ðñïêýðôåé åðßóçò åýêïëá

ur(t) = −ug(ô) cos[ù0(t − ô)]
∣∣∣t
0
+ ù0

∫ t

0
ug(ô) sin[ù0(t − ô)] dô

= −[ug(t) cos 0 − ug(0) cosù0 t
]+ ù0

∫ t

0
ug(ô) sin[ù0(t − ô)] dô

= −ug(t) + ù0

∫ t

0
ug(ô) sin[ù0(t − ô)] dô, áöïý cos 0 = 1 êáé ug(0) = 0. (6.3.37)

Áí ëÜâïõìå ìÜëéóôá õðüøç ôç ó÷Ýóç (6.3.1): ur(t) = u(t) − ug(t), ïðüôå u(t) = ur(t) + ug(t),
îáíáãñÜöïõìå ôïí ðñïçãïýìåíï ïëïêëçñùôéêü ôýðï Duhamel (ïëïêëÞñùìá Duhamel) óôç ìïñöÞ

u(t) = ù0

∫ t

0
ug(ô) sin[ù0(t − ô)] dô. (6.3.38)

¼ìùò ï ôýðïò áõôüò åßíáé áðëÜ ç ëýóç ôçò ðñþôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (6.3.32), ôçò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò ùò ðñïò ôçí áðüëõôç ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ðëÜêáò ôïõ êôéñßïõ, ìå âÜóç ôïí ßäéï
ïëïêëçñùôéêü ôýðï Duhamel (êáëýôåñá ïëïêëÞñùìá Duhamel) (6.2.18) ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíü-
ôçôáò Á6.2. Ôþñá âÝâáéá Ý÷ïõìå åíåñãÞ öüñôéóç peff(t) = mù2

0ug(t). ÐÜëé ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò u(0) = u0 = 0 êáé u̇(0) = v0 = 0 ï ôýðïò (6.2.18) ðáßñíåé ôçí ðáñáðÜíù ìïñöÞ (6.3.38).

ÅðïìÝíùò äéáðéóôþóáìå êáé ìáèçìáôéêÜ ðùò ïé ëýóåéò u(t) êáé ur(t) ôùí äýï äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí (6.3.32) (ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí áðüëõôç ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ðëÜêáò) êáé (6.3.33)
(ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ur(t) ôçò ðëÜêáò ùò ðñïò ôï Ýäáöïò) áíôßóôïé÷á
óõìðßðôïõí. Å áíáìåíüìåíï Þôáí áõôü óôï ðáñüí ðñüâëçìá êôéñßïõ õðü óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç!
Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé êáé áðü áðüøåùò ìïíÜäùí ìéá ÷áñÜ åßíáé ïé ôýðïé (6.3.35) Ýùò (6.3.38),
ìéá ðïõ ç éäéïóõ÷íüôçôá ù0 ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ Ý÷åé äéáóôÜóåéò áíôßóôñïöïõ ÷ñüíïõ: 1/sec.

A6.3.5. Ôï ðñüâëçìá ôïõ éäåáôïý õäáôüðõñãïõ

Óôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõò áó÷ïëçèÞêáìå ìå ôç óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç åíüò ìïíþñïöïõ
éäåáôïý êôéñßïõ. Áêñéâþò--áêñéâþò áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé óôçí ðåñßðôùóç éäåáôïý õäáôüðõñãïõ.
Áõôüò èåùñåßôáé åäþ üôé åßíáé ëåðôüò êáé üôé Ý÷åé Ýíá ìüíï õðïóôýëùìá (Ó÷Þìá Á6.2). Åðßóçò üôé
Ý÷åé ôç ìÜæá ôïõm óõãêåíôñùìÝíç óôï ðÜíù Üêñï ôïõ x = h. Ç ìÜæá áõôÞ áðïôåëåß ôï Üèñïéóìá
ôçò ìÜæáò ôçò äåîáìåíÞò ôïõ íåñïý êáé ôçò ìÜæáò ôïõ ßäéïõ ôïõ íåñïý ìÝóá óôç äåîáìåíÞ áõôÞ.
(Ç ìÜæá ôïõ íåñïý ìðïñåß áóöáëþò íá ìåôáâÜëëåôáé áíÜëïãá ìå ôï ðüóï ãåìÜôç åßíáé ç äåîáìåíÞ
ôïõ íåñïý.) Ç ìÜæá ôïõ õðïóôõëþìáôïò ðïëý óõ÷íÜ óõíõðïëïãßæåôáé óôç ìÜæá ôçò äåîáìåíÞò.
ÐÜíôùò óôçí áíÜëõóç ôçò êáìðôéêÞò êáôáðüíçóçò ôïõ õðïóôõëþìáôïò áõôü èåùñåßôáé áâáñÝò
áêñéâþò üðùò óõíÝâç êáé ìå ôá õðïóôõëþìáôá ôïõ êôéñßïõ óôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõò.

ug(t)

u(t) = ur(t) + ug(t)ÄåîáìåíÞ íåñïý
óõíïëéêÞò ìÜæáò m

Õäáôüðõñãïò
ýøïõò h

Õðïóôýëùìá
äõóêáìøßáò ÅÉ

¸äáöïò

(á) Ðñéí ôç óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç (â) ÌåôÜ ôç óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç

Ó÷Þìá Á6.2: Éäåáôüò õäáôüðõñãïò õðü óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç.
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Ôßðïôá ó÷åäüí äåí áëëÜæåé åäþ áðü ôá ðñïçãïýìåíá. Ìüíï ï óõíôåëåóôÞò äõóêáìøßáò k ôïõ
ìïíáäéêïý õðïóôõëþìáôïò ôïõ õäáôüðõñãïõ åßíáé äéáöïñåôéêüò áðü ôï óõíôåëåóôÞ äõóêáìøß-
áò k ôùí õðïóôõëùìÜôùí ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ. Ãéáôß; ÁðëÜ ãéáôß áí êáé ôï õðïóôýëùìá ôïõ
õäáôüðõñãïõ åßíáé ðáêôùìÝíï óôï Ýäáöïò (ãéá x = 0 áêñéâþò üðùò êáé óôï êôßñéï), åíôïýôïéò
äåí åßíáé ðáêôùìÝíï óôï ðÜíù Üêñï ôïõ x = h (áíôßèåôá ìå ôï êôßñéï). ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé êëßóç ôïõ
õðïóôõëþìáôïò ôïõ õäáôüðõñãïõ v′(h) (êáé éóïäýíáìá óôñïöÞ ôïõ è(h)) óôï Üêñï áõôü x = h.
Äåí õðÜñ÷åé üìùò ñïðÞ êÜìøåùò (Þ êáìðôéêÞ ñïðÞ) óôï Üêñï áõôü, äçëáäÞ M(h) = EIv′′(h) = 0.
ÅðïìÝíùò ïé åîéóþóåéò (6.3.5) ãéá õðïóôýëùìá êôéñßïõ Ý÷ïõí ôþñá ôñïðïðïéçèåß (áí êáé ìüíï
ç ôåëåõôáßá áðü áõôÝò Ý÷åé áëëÜîåé). Ïé åîéóþóåéò áõôÝò ðáßñíïõí ôþñá ôç ìïñöÞ

EIv′′′′(x) = 0, ïðüôå v′′′′(x) = 0, v(0) = ug, v′(0) = 0, v(h) = u, v′′(h) = 0. (6.3.39)

ÐáñáðÝñá ïé ó÷Ýóåéò (6.3.6) Ýùò (6.3.10) ãéá ôï õðïóôýëùìá êôéñßïõ öõóéêÜ éó÷ýïõí ðëÞñùò
êáé åäþ óôï õðïóôýëùìá éäåáôïý õäáôüðõñãïõ. Ôï ßäéï êáé ïé áñéóôåñÝò ó÷Ýóåéò (6.3.11). ¼ìùò ïé
äåîéÝò ó÷Ýóåéò (6.3.11) ôñïðïðïéïýíôáé, åðåéäÞ äåí éó÷ýåéðéá çóõíïñéáêÞóõíèÞêç v′(h) = 0 (ìå ôçí
ðñþôçðáñÜãùãï). Áíôß ãé’ áõôÞ éó÷ýåé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç v′′(h) = 0 (ìå ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï):
ìçäåíéêÞ ñïðÞ êÜìøåùò (êáìðôéêÞ ñïðÞ) M(h) = 0 óôï ðÜíù Üêñï x = h ôïõ õðïóôõëþìáôïò,
åêåß ðïõ åßíáé ç äåîáìåíÞ ôïõ íåñïý. ¸ôóé ïé ó÷Ýóåéò (6.3.11) ðáßñíïõí ôþñá ôç ìïñöÞ

v(h) = u �⇒ ug + C3h2 + C4h3 = u êáé v′′(h) = 0 �⇒ 2C3 + 6C4h = 0. (6.3.40)

Áðü ôçí ôåëåõôáßá áìÝóùò ðéï ðÜíù åîßóùóç (6.3.40) ðñïêýðôåé åõèýò ãéá ôç óôáèåñÜ C3 üôé

C3 = −3C4h. (6.3.41)

Ôüôå ç ðñþôç åîßóùóç (6.3.40) (ç ôåëåõôáßá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ðïõ áðïìÝíåé!) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

C3h2 + C4h3 = u − ug �⇒ −3C4h3 + C4h3 = u − ug

�⇒ −2C4h3 = u − ug �⇒ C4 = − 1
2h3

(u − ug) = − 1
2h3

ur (6.3.42)

áöïý ur = u − ug óýìöùíá êáé ìå ôç ó÷Ýóç (6.3.1) ãéá ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ôçò äåîáìåíÞò.

ÔåëéêÜ ç ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) Q(x) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ìïíáäéêïý õðïóôõëþ-
ìáôïò ôïõ éäåáôïý ëåðôïý õäáôüðõñãïõ èá äßíåôáé áðü ôï ëßãï ôñïðïðïéçìÝíï åäþ ôýðï (6.3.14)

Q(x) = EIv′′′(x) êáé åäþ Q(x) = 6EIC4 = − 3ÅÉ
h3

(u − ug) = − 3ÅÉ
h3

ur (6.3.43)

óýìöùíá ìå ôçí ôñßôç ó÷Ýóç (6.3.10) óå óõíäõáóìü ìå ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç (6.3.42) ãéá ôï C4.

ÖõóéêÜ ç ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) åßíáé îáíÜ óôáèåñÞ (áêñéâþò üðùò áíáìåíüôáí!) êáôÜ ìÞêïò
ôçò äïêïý, åäþ ôïõ õðïóôõëþìáôïò ôïõ õäáôüðõñãïõ. Ìüíï ðïõ ôþñá Ý÷ïõìå óõíôåëåóôÞ 3
áíôß ãéá 12 (êáé ôåëéêÜ 24) óôï êôßñéï. ¸ôóé ï óõíôåëåóôÞò äõóêáìøßáò k ôïõ õðïóôõëþìáôïò óôï
ðáñüí ðñüâëçìá éäåáôïý õäáôüðõñãïõ èá Ý÷åé ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç Q(x) = −kur ôç ìéêñüôåñç ôéìÞ

k = 3EI
h3

áíôß ãéá ôçí ôéìÞ k = 24EI
h3

(6.3.44)

óôï ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï ìå âÜóç ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (6.3.18). Ôßðïôá Üëëï äåí áëëÜæåé óôïí
õäáôüðõñãï. ¼ëá ðáñáìÝíïõí üðùò Þóáí êáé ðñéí åêôüò áðü ôï óõíôåëåóôÞ äõóêáìøßáò k ôïõ
õðïóôõëþìáôïò: åäþ ìå 3 áíôß ãéá 24 ðñéí óôï êôßñéï óõíïëéêÜ êáé ãéá ôá äýï õðïóôõëþìáôá.

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò ôïõò äýï ãíùóôïýò ìáò ôýðïõò

ù0 =
√

k
m

êáé T = 2ð
ù0

= 2ð

√
m
k

(6.3.45)

ãéá ôçí (êõêëéêÞ) éäéïóõ÷íüôçôá ù0 êáé ôçí ðåñßïäï Ô . Êáé ïé äõï ôïõò åðçñåÜæïíôáé áðü ôçí ôéìÞ
ôïõ óõíôåëåóôÞ äõóêáìøßáò k (üðùò êáé áðü ôç ìÜæá m), áëëÜ ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï ç êáèåìßá.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A7
ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ:

ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÇ ÌÇ×ÁÍÉÊÇ ÔÙÍ ÕËÉÊÙÍ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå äýï åöáñìïãÝò ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Ç ðñþôç áöïñÜ óå äïêü--óôýëï ìå áñ÷éêü âÝëïò êÜìøåùò v0(x) õðü
èëéðôéêü áîïíéêü öïñôßï P. ÁõôÞ èá ôçí åðéëýóïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
êáé óôç óõíÝ÷åéá ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí êÜíïíôáò êáé ðïëý ìéêñÞ åéóáãùãÞ
óôï ëõãéóìü. Ç äåýôåñç áöïñÜ óå óõíÞèç äïêü õðü áõèáßñåôç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x).
Ó’ áõôÞ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí áíôß ãéá ôç ìÝèïäï ôùí
ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí, ç ïðïßá äåí åßíáé åöáñìüóéìç ãéá áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò p(x).
ÖõóéêÜ ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, ïìïãåíåßò êáé ìç ïìïãåíåßò
(üðùò åäþ) ðáñïõóéÜæïíôáé êáé óå Üëëá åíäéáöÝñïíôá ðñïâëÞìáôá ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí.

A7.1. ÄÏÊÏÓ--ÓÔÕËÏÓ ÌÅ ÁÑ×ÉÊÏ ÂÅËÏÓ ÊÁÌØÅÙÓ ÕÐÏ ÈËÉÐÔÉÊÏ ÖÏÑÔÉÏ

A7.1.1. Ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí

Óôï ðáñüí ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí èåùñïýìå äïêü ìÞ-
êïõò L êáé äõóêáìøßáò EI, áëë’ áñ÷éêÜ ü÷é åõèýãñáììç: ó÷åäüí åõèýãñáììç, ìå áñ÷éêÞ êáìðõëü-
ôçôá, ìå áñ÷éêü «âÝëïò êÜìøåùò» ôï

v0(x) = a sin
ðx
L

. (7.1.1)

Ç äïêüò áõôÞ èåùñåßôáé áìöéÝñåéóôç (Þ, ó÷åäüí éóïäýíáìá, áìöéáñèñùôÞ, áñèñùìÝíç êáé óôá äýï
Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L) êáé ç ðïóüôçôá a ãíùóôÞ ìç ìçäåíéêÞ óôáèåñÜ. ¸÷ïõìå ëïéðüí áñ÷éêü
âÝëïò êÜìøåùò v0(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò ðáñïýóáò áìöéÝñåéóôçò äïêïý, Üñá êáé áñ÷éêÞ êáìðõëüôçôÜ
ôçò. ÄçëáäÞ ç äïêüò áõôÞ äåí åßíáé ôåëåßùò åõèýãñáììç, ßóùò áðü êÜðùò êáêÞ êáôáóêåõÞ ôçò
Þ áðü óêåýñùìá ôïõ îýëïõ, áí ôçí õðïèÝóïõìå îýëéíç. Ç ßäéá äïêüò êáôáðïíåßôáé áðü èëéðôéêü
áîïíéêü öïñôßï P êáè’ üëï ôï ìÞêïò ôçò. Áõôü ðñïêáëåß ðñüóèåôï âÝëïò êÜìøåùò v1(x) óôç äïêü
ðÝñá áðü ôï áñ÷éêü âÝëïò êÜìøåùò v0(x). ¸ôóé ôï óõíïëéêü âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý èá åßíáé

v(x) = v0(x) + v1(x). (7.1.2)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá êëáóéêü ðñüâëçìá Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí êáé ÅëáóôéêÞò ÅõóôÜèåéáò. Åðé-
ëýåôáé ð.÷. óôï ãíùóôü óýããñáììá ôùí Timoshenko, S. P. and Gere, J. M. (1961), Theory of Elastic
Stability (Èåùñßá ÅëáóôéêÞò ÅõóôÜèåéáò). McGraw-Hill, New York, 2ç Ýêäïóç, 1961 (1ç Ýêäïóç ôï
1936) óôçí Åíüôçôá 1.12. Ãéá ôçí åðßëõóÞ ôïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ãíùóôÞ ìáò äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôçò êÜìøåùò äïêïý (2.1.32)

EIv′′
1(x) = M(x) (7.1.3)
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ìå M(x) ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò). Åäþ üìùò äéáðéóôþíåôáé ãåùìåôñéêÜ üôé, áöïý
ôï âÝëïò êÜìøåùò åßíáé óõíïëéêÜ v(x) = v0(x) + v1(x), Ýôóé êáé ç êáìðôéêÞ ñïðÞ M(x) èá åßíáé

M(x) = −Pv(x) = −P[v0(x) + v1(x)] = −Pv0(x) − Pv1(x) = −Pv1(x) − Pv0(x). (7.1.4)

Áíôßèåôá ôï áñ÷éêü âÝëïò êÜìøåùò v0(x) ôçò ðáñïýóáò äïêïý--óôýëïõ äåí åðçñåÜæåé ôï áñéóôåñü
ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (7.1.3), ãéáôß èåùñåßôáé üôé äåí ðñïêáëåß ôÜóåéò óôç äïêü--óôýëï.

Ðáßñíïõìå ôþñá õðüøç ìáò ôçí Ýêöñáóç (7.1.4) ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò M(x) êáèþò êáé ôçí
õðüèåóç (7.1.1) ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé ãéá ôï áñ÷éêü âÝëïò êÜìøåùò v0(x) áõôÞò ôçò äïêïý--óôýëïõ.
¸ôóé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (7.1.3) ôçò ðáñïýóáò äïêïý--óôýëïõ: EIv′′

1(x) = M(x) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

EIv′′
1(x)=−Pv1(x)−Pv0(x)=−Pv1(x)−Pa sin

ðx
L

, éóïäýíáìá EIv′′
1(x)+Pv1(x)=−Pa sin

ðx
L

. (7.1.5)

Ìáò äéåõêïëýíåé ìÜëéóôá ç áðëïðïßçóÞ ôçò ìå äéáßñåóÞ ôçò äéá ÅÉ óôç ìïñöÞ

v′′
1(x) + k2v1(x) = −ak2 sin

ðx
L

, üðïõ k =
√

P
EI

. (7.1.6)

Ôï k åßíáé Ýíá êëáóéêü âïçèçôéêü óýìâïëï óå ðñïâëÞìáôá äïêþí--óôýëùí êáé ðñïâëÞìáôá ëõãé-
óìïý. Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé óõíÞèçò, äåõôÝñáò ôÜîåùò, ðñþôïõ âáèìïý, ãñáììéêÞ, ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìç ïìïãåíÞò åîáéôßáò ôïõ áñ÷éêïý âÝëïõò êÜìøåùò óôï äåîéü ìÝëïò.

Óôï ðñüâëçìá áõôü èëéðôéêÞò áîïíéêÞò öïñôßóåùò P êáôÜ ìÞêïò ôçò ðáñïýóáò äïêïý--óôýëïõ
ðÝñá áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (7.1.6) üðïõ êáôáëÞîáìå Ý÷ïõìå êáé ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

v(0) = 0 êáé v(L) = 0 (7.1.7)

óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý--óôýëïõ ôçí ïðïßá åîåôÜæïõìå. ÅðåéäÞ v(x) = v0(x)+ v1(x)
áðü ôç ó÷Ýóç (7.1.2) êáé åðßóçò v0(0) = 0 êáé v0(L) = 0, üðùò ïöåßëåé íá óõìâáßíåé êáé óõíÜãåôáé
áðü ôç ó÷Ýóç (7.1.1), áõôÝò ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (7.1.7) ãñÜöïíôáé êáé óôçí ôåëéêÞ ôïõò ìïñöÞ

v1(0) = 0 êáé v1(L) = 0. (7.1.8)

ÄçëáäÞ, ãéá íá óõíïøßóïõìå, óôï ðáñüí ðñüâëçìá äïêïý--óôýëïõ õðü èëéðôéêÞ áîïíéêÞ öüñ-
ôéóç P Ý÷ïõìå êáôáëÞîåé óå Ýíá áñêåôÜ áðëü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. Ôïýôï áðïôåëåßôáé
áðü ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (7.1.6) êáé ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (7.1.8).

A7.1.2. Åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí

Èá ëýóïõìå ôï ðáñáðÜíù åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí ìå ôá åîÞò ðÝíôå âÞìáôá:
ÂÞìá 1:Èáðñïóäéïñßóïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç v1h(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

v′′
1(x) + k2v1(x) = 0, (7.1.9)

ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (7.1.6). ÂÞìá 2: Èá ðñïóäéïñßóïõìå óôç
óõíÝ÷åéá ìéá ìåñéêÞ ëýóç v1p(x) ôçò ßäéáò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (7.1.6).
ÂÞìá 3: Èá ðñïóèÝóïõìå áõôÝò ôéò äýï ëýóåéò v1h(x) êáé v1p(x) êáé èá âñïýìå ôç ãåíéêÞ ëýóç

v1g(x) = v1h(x) + v1p(x) (7.1.10)

ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (7.1.6). ÂÞìá 4: Óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç v1g(x) èá ëÜ-
âïõìå õðüøç ìáò ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (7.1.8) êáé èá ïäçãçèïýìå Ýôóé óôç ëýóç v1(x) ôïõ
ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí. ÂÞìá 5: ÔåëéêÜ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ó÷Ýóç (7.1.2),
äçëáäÞ ðñïóèÝôïíôáò êáé ôï áñ÷éêü âÝëïò êÜìøåùò v0(x) = a sin ðx

L , èá Ý÷ïõìå âñåé ôï óõíïëéêü
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âÝëïò êÜìøåùò v(x) = v0(x) + v1(x). Áõôü åßíáé ôï ó÷Ýäéü ìáò ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìá-
ôïò äïêïý--óôýëïõ ðïõ ìåëåôÜìå. ¸÷ïõìå êéüëáò äéáèÝóéìåò üëåò ôéò áðáéôïýìåíåò ãíþóåéò áðü
ôï ðñïðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Á5. Äå ìáò ëåßðåé áðïëýôùò ôßðïôå. Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ëïéðüí . . .

• ÂÞìá 1: Ç ãåíéêÞ ëýóç v1h(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (7.1.9) äåõôÝñáò
ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ðñïêýðôåé Üìåóá ìå ôç ãíùóôÞ ìáò ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò ôçò Åíüôçôáò Á5.5 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5. ¸ôóé, èÝôïíôáò v10(x) = eìx, ðáßñíïõìå

v′′
1(x) + k2v1(x) = 0 �⇒ ì2eìx + k2eìx = 0 �⇒ (ì2 + k2)eìx = 0 �⇒ ì2 + k2 = 0. (7.1.11)

ÊáôáëÞîáìå ëïéðüí óôç äåõôåñïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

p2(ì) := ì2 + k2 = 0 ìå äýï öáíôáóôéêÝò ñßæåò: ôéò ñßæåò ì1, 2 = ±
√

−k2 = ±ik. (7.1.12)

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç v1h(x) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (7.1.9) èá åßíáé ç áêüëïõèç:

v1h(x) = C10eikx + C20e−ikx ìå C10 êáé C20 äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. (7.1.13)

Ìå ôç ÷ñÞóç ìÜëéóôá ôùí ãíùóôþí ìáò ôýðùí ôïõ Euler (1.5.3) êáé (1.5.4.): e±ix = cos x ± i sin x,
ç ëýóç áõôÞ v1h(x) ìðïñåß åýêïëá íá ìåôáôñáðåß óôçí éóïäýíáìç ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ôçò

v1h(x) = C1 cos kx + C2 sin kx ìå C1 êáé C2 åðßóçò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. (7.1.14)

ÁõôÞ ç ìïñöÞ åßíáé áðáëëáãìÝíç áðü ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1, åßíáé êáèáñÜ ðñáãìáôéêÞ.

• ÂÞìá 2: Ôï âÞìá áõôü áöïñÜ óôïí õðïëïãéóìü ìéáò ïðïéáóäÞðïôå ìåñéêÞò ëýóåùò v1p(x) ôçò
ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (7.1.6). ¸÷åé ðåñÜóåé ëßãç þñá! Áò ôçí îáíáèõìçèïýìå . . .

v′′
1(x) + k2v1(x) = −ak2 sin

ðx
L

, üðïõ k =
√

P
EI

. (7.1.15)

Ãéá ôçí åýñåóç ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò v1p(x) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí
óõíôåëåóôþí ôçò Åíüôçôáò Á5.8. (Äå ìáò óõìöÝñåé åäþ ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí
ðáñáìÝôñùí ôçò Åíüôçôáò Á5.9, åðåéäÞ ôï äåîéü ìÝëïò åßíáé ìéá áðëÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ óõíÜñôçóç.)

Êáôáñ÷Þí óáí ìåñéêÞ ëýóç v1p(x) èá ïöåßëáìå íá äïêéìÜóïõìå ëýóç ôçò ìïñöÞò

v1p(x) = A sin
ðx
L

+ B cos
ðx
L

(ìå äýï ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò: ôá Á êáé Â) (7.1.16)

êáé ìå çìéôïíéêü êáé ìå óõíçìéôïíéêü üñï. Áëë’ åäþ óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (7.1.15) ëåßðåé ç ðñþôç
ðáñÜãùãïò v′

1(x) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò. ¼ðùò åîçãÞóáìå üìùò óôï ÐáñÜäåéãìá Á5.15 êáé óôï
ðñþôï ìÝñïò ôçò ÅöáñìïãÞò Á5.10 óôçí ÐáñÜãñáöï Á5.8.5 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5, åäþ ðïõ ëåßðåé
ç ðñþôç ðáñÜãùãïò v′

1(x) äåí áðáéôåßôáé íá ðÜñïõìå êáé óõíçìéôïíéêü üñï óôç ëýóç v1p(x) ðïõ
äïêéìÜæïõìå. Ï çìéôïíéêüò üñïò åßíáé áñêåôüò! ¢ñá õðïèÝôïõìå äïêéìáóôéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

v1p(x)=A sin
ðx
L

�⇒ v′′
1p(x)=−A

ð2

L2
sin

ðx
L

(ìå Ýíáí ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ: ôï Á). (7.1.17)

Ôþñá áðëÜ áíôéêáèéóôïýìå ôç äïêéìáóôéêÞ ëýóç v1p(x) êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãü ôçò v′′
1p(x)

óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò (7.1.15). ¸ôóé ðáßñíïõìå

−A
ð2

L2
sin

ðx
L

+ k2A sin
ðx
L

= −ak2 sin
ðx
L

. (7.1.18)

Ãéá íá éó÷ýåé üìùò åê ôáõôüôçôïò (ãéá êÜèå x óôç äïêü--óôýëï) ç ó÷Ýóç áõôÞ, èá ðñÝðåé âÝâáéá
íá ìçäåíßæåôáé ï óõíïëéêüò óõíôåëåóôÞò ôçò çìéôïíéêÞò óõíáñôÞóåùò sin ðx

L . ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé

−A
ð2

L2
+ k2A = −ak2 �⇒ (ð2 − k2L2)Á = ak2L2 �⇒ A = ak2L2

ð2 − k2L2
. (7.1.19)
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ÖõóéêÜ õðïôßèåôáé ðùò ï ðáñïíïìáóôÞò ð2 − k2L2 åßíáé äéÜöïñïò ôïõ ìçäåíüò: ð2 − k2L2 �= 0.
Åìåßò óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ ôïí õðïèÝôïõìå êáëýôåñá èåôéêü. ÄçëáäÞ, ðáßñíïíôáò õðüøç êáé
ôïí ïñéóìü ôçò óôáèåñÜò k = √

P/(EI) óôç äåýôåñç ó÷Ýóç (7.1.6) Þ (7.1.15), õðïèÝôïõìå üôé

ð2 − k2L2 > 0, ïðüôå ð2 − P
EI

L2 > 0 êáé ôåëéêÜ P <
ð2EI
L2

. (7.1.20)

ÓõãêåêñéìÝíá õðïèÝôïõìå ôï èëéðôéêü áîïíéêü öïñôßï P íá ìçí îåðåñíÜåé ôçí ôéìÞ áõôÞ ð2EI /L2.

Êé Ýôóé ç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç ìáò (7.1.17) éó÷ýåé ìå ôï óõíôåëåóôÞ ôçò Á íá åßíáé ðëÝïí ðñïó-
äéïñéóìÝíïò áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç (7.1.19), ü÷é ðñïóäéïñéóôÝïò ôþñá. (ÐñïóäéïñéóôÝïò Þôáí
ðñéí, ðñïóäéïñéóìÝíïò åßíáé ôþñá!) ÅðïìÝíùò ìå ôï óõíôåëåóôÞ Á íá äßíåôáé áðü ôçí ôåëåõôáßá
ó÷Ýóç (7.1.19) ç ìåñéêÞ ëýóç v1p(x) óôç ó÷Ýóç (7.1.17) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

v1p(x) = ak2L2

ð2 − k2L2
sin

ðx
L

. (7.1.21)

• ÂÞìá 3: Ôþñá ðñïóèÝôïõìå áðëÜ ôéò äýï ëýóåéò v1h(x) (ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò) êáé v1p(x) (ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò), ðïõ Þäç ðñïóäéïñß-
óáìå óôéò ó÷Ýóåéò (7.1.14) êáé (7.1.21) áíôßóôïé÷á. Ðñïóäéïñßæïõìå Ýôóé ìå âÜóç ôïí ôýðï (7.1.10)
ôç ãåíéêÞ ëýóç v1g(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (7.1.6) Þ (7.1.15). Íá ôç:

v1g(x) = v1h(x) + v1p(x) = C1 cos kx + C2 sin kx + ak2L2

ð2 − k2L2
sin

ðx
L

. (7.1.22)

• ÂÞìá 4: Ôþñá ðñÝðåé üìùò íá ëÜâïõìå õðüøç êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (7.1.8): v1(0) = 0
êáé v1(L) = 0 óôçí áìÝóùò ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç ìáò (7.1.22). Áðü ôçí ðñþôç óõíèÞêç ðáßñíïõìå

v1(0) = 0 �⇒ C1 · 1 + C2 · 0 + ak2L2

ð2 − k2L2
· 0 = 0, ïðüôå C1 = 0, (7.1.23)

áöïý cos 0 = 1 êáé sin 0 = 0. ¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç (7.1.22) ðáßñíåé ôþñá ôç ìåñéêüôåñç ìïñöÞ ôçò

v1g p(x) = C2 sin kx + ak2L2

ð2 − k2L2
sin

ðx
L

. (7.1.24)

Óôç ëýóç áõôÞ v1g p(x) ðñÝðåé ôþñá íá èÝóïõìå x = L êáé íá ëÜâïõìå õðüøç êáé ôç äåýôåñç
óõíïñéáêÞ óõíèÞêç v1(L) = 0 óôçí áìöéÝñåéóôç äïêü--óôýëï. Äåí åßíáé äá êáé äýóêïëï. Ðñïêýðôåé

v1(L) = 0 �⇒ C2 sin kL + ak2L2

ð2 − k2L2
sinð = 0 �⇒ C2 sin kL = 0 �⇒ C2 = 0, (7.1.25)

áöïý sinð = 0. ¼óï ãéá ôïí üñï sin kL áðü ôçí ðñþôç ó÷Ýóç (7.1.20) (ôçí õðüèåóÞ ìáò) ðñïêý-
ðôåé üôé 0 < kL < ð, áöïý kL < ð êáé ïé ðïóüôçôåò k êáé L åßíáé êáé ïé äýï èåôéêÝò. ¢ñá sin kL > 0
êáé áíáãêáóôéêÜ èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå C2 = 0, þóôå íá ìçäåíßæåôáé ôï ãéíüìåíï C2 sin kL. Åßíáé
ðñÜãìáôé êÜðùò ðáñÜîåíï, áëë’ Ýôõ÷å åäþ íá ìçäåíéóèïýí êáé ïé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1

êáé C2 êáé ç ëýóç v1(x) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí íá ôáõôßæåôáé ìå ôç ìåñéêÞ
(Þ åéäéêÞ) ëýóç v1p(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (7.1.6) Þ (7.1.15). ÓõíÝâç
êé áõôü! ¸ôóé ìå C2 = 0 ç ëýóç v1g p(x) ôçò ó÷Ýóåùò (7.1.24) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ v1(x):

v1(x) = ak2L2

ð2 − k2L2
sin

ðx
L

(7.1.26)

óáí ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí, ôï ïðïßï Ý÷åé âÝâáéá óõãêåêñéìÝíç ëýóç.

• ÂÞìá 5: ÔÝëïò ãéá ôï óõíïëéêü âÝëïò êÜìøåùò v(x) = v0(x)+v1(x) ìå âÜóç ôçí áðëÞ ãåùìåôñéêÞ
ó÷Ýóç (7.1.2) èá Ý÷ïõìå ëüãù ôùí ó÷Ýóåùí (7.1.1) êáé (7.1.26)

v(x) = a sin
ðx
L

+ ak2L2

ð2 − k2L2
sin

ðx
L

= a
(
1 + k2L2

ð2 − k2L2

)
sin

ðx
L

= a
ð2

ð2 − k2L2
sin

ðx
L

. (7.1.27)
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Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé ìå âÜóç ôçí õðüèåóç (7.1.20) ðïõ êÜíáìå: ð2−k2L2 > 0, ïðáñïíïìáóôÞò
óôç ëýóç áõôÞ v(x), óôï óõíïëéêü âÝëïò êÜìøåùò, åßíáé Ýíáò èåôéêüò áñéèìüò. Ôï ßäéï âÝâáéá éó÷ýåé
êáé óôçí ðñïçãïýìåíç ëýóç v1(x) óôç ó÷Ýóç (7.1.26), ç ïðïßá äåí ðåñéåëÜìâáíå üìùò ôï áñ÷éêü
âÝëïò êÜìøåùò v0(x) = a sin ðx

L . (Áõôü õðïäçëþíåé áñ÷éêÞ êáìðõëüôçôá ôçò äïêïý--óôýëïõ ìáò.)

A7.1.3. Ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý êáé ï ôýðïò ôïõ Euler

ËáìâÜíïõìå ôþñá õðüøç ôïí ïñéóìü ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò k óôç äåýôåñç ó÷Ýóç (7.1.6)

k =
√

P
EI

, ïðüôå k2 = P
EI

. (7.1.28)

Ðáñáôçñïýìå ìåôÜ áðü ôçí ôåëéêÞ ëýóç ìáò (7.1.27) üôé üôáí ï ðáñïíïìáóôÞò ôåßíåé óôï ìçäÝí:

ð2 − k2L2 = ð2 − P
EI

L2 → 0 (óôï 0+ êáëýôåñá) êáé éóïäýíáìá P → ð2EI
L2

, (7.1.29)

ôüôå ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) óôç ëýóç (7.1.27) ôåßíåé óôï Üðåéñï êáé ìÜëéóôá óå êÜèå óçìåßï ôçò
äïêïý--óôýëïõ ðïõ åîåôÜæïõìå. ¢ñá èá ðñÝðåé ôï èëéðôéêü áîïíéêü öïñôßï P ðïõ êáôáðïíåß ôç
äïêü--óôýëï íá äéáôçñåßôáé ìéêñüôåñï ìéáò êñßóéìçò ôéìÞò ôïõ Pcr. ÓõãêåêñéìÝíá ðñÝðåé íá éó÷ýåé

P < Pcr = ð2EI
L2

. (7.1.30)

Ôïýôï åßíáé óáöÝò áðü ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (7.1.29).

Áëëéþò èá áðåéñéóèåß ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) óå ïëüêëçñç ôç äïêü--óôýëï, êÜôé ðïõ äåí åßíáé
åðéèõìçôü êáé èá ðñïêáëÝóåé âÝâáéá ôçí áóôï÷ßá ôçò åîáéôßáò õðåñâïëéêþí ôÜóåùí. Ôï åéäéêü
áõôü èëéðôéêü áîïíéêü öïñôßï Pcr êáëåßôáé êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý êáé ï ó÷åôéêüò ôýðïò (7.1.30)
ôýðïò ôïõ Euler. Ôï öáéíüìåíï ôïõ ëõãéóìïý åíüò óôýëïõ èá ôï ìåëåôÞóïõìå åêôåíþò óôçí Åíü-
ôçôá Á9.1 ôïõ ìåèåðüìåíïõ ÊåöÜëáéïõ Á9. Åêåß ç ìåëÝôç ôïõ ëõãéóìïý èá ãßíåé ðïëý äéáöïñåôéêÜ
áðü ôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ óáí Ýíáðñüâëçìá éäéïôéìþí, åíþ åäþ Ýãéíå óáí ìéá ïñéáêÞ äéáäéêáóßá
ãéá P → Pcr. Ôï óßãïõñï ðÜíôùò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé åäþ üôé ç áñ÷éêÜ êáìðõëùìÝíç
äïêüò--óôýëïò ôïõ èá áóôï÷Þóåé êáèþò P → Pcr, ðñáêôéêÜ ëßãï ðñéí öèÜóåé ôçí ôéìÞ Pcr êáé ôï âÝ-
ëïò êÜìøåùò v(x) áðåéñéóèåß. Áõôü èá ïöåßëåôáé óôéò õðåñâïëéêÝò ôÜóåéò ðïõ èá áíáðôýóóïíôáé
êáèþò P → Pcr êáé óôç äéáññïÞ ôïõ õëéêïý ôçò äïêïý--óôýëïõ ßóùò ìÝ÷ñé ôç èñáýóç ôçò óôï ôÝëïò.

Óçìåéþíïõìå üôé Ýíá óõããåíÝò êëáóéêü ðñüâëçìá ãéá ìç éäåáôÞ äïêü--óôýëï áöïñÜ óôçí ðåñß-
ðôùóç ðïõ ôï èëéðôéêü áîïíéêü öïñôßï P áóêåßôáé êÜðùò Ýêêåíôñá, ü÷é áêñéâþò óôï êÝíôñï ôçò
äéáôïìÞò. Ãéá ïéêïíïìßá ÷þñïõ èá ðáñáëåßøïõìå ôçí åðßëõóç áõôïý ôïõ åîßóïõ êëáóéêïý êáé åí-
äéáöÝñïíôïò óõíÜìáðñïâëÞìáôïò ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý. Êáé ìéá äåýôåñç åöáñìïãÞ ôþñá . . .

A7.2. ÄÏÊÏÓ ÕÐÏ ÁÕÈÁÉÑÅÔÇ ÊÁÔÁÍÅÌÇÌÅÍÇ ÊÁÈÅÔÇ ÖÏÑÔÉÓÇ

A7.2.1. Ôï ðñüâëçìá êáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

Óôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ åðéëýóáìå ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò
ôÜîåùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ôçò Åíüôçôáò Á5.5 ôïõ ðñïðñïçãïýìåíïõ
Êåöáëáßïõ Á5 êáé ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí ôçò Åíüôçôáò Á5.8. Óôçí ðáñïýóá
äåýôåñç åöáñìïãÞ èá åñãáóèïýìå áíÜëïãá, áëëÜ ôþñá ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝ-
ôñùí ôçò Åíüôçôáò Á5.9 áíôß ãéá ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí ôçò Åíüôçôáò Á5.8.

ÓõãêåêñéìÝíá èåùñïýìå ôï ðïëý áðëü ðñüâëçìá ìéáò óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L)
êáé äõóêáìøßáò EI ìå ãíùóôÝò ôéò ôÝóóåñéò ôéìÝò v0 (âÝëïò êÜìøåùò), è0 (ãùíßá óôñïöÞò Þ áðëÜ
óôñïöÞ), Ì0 (êáìðôéêÞ ñïðÞ Þ ñïðÞ êÜìøåùò) êáé Q0 (ôÝìíïõóá äýíáìç Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç)
óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0. Ç äïêüò êáôáðïíåßôáé áðü êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x)
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(óõíÞèùò óå kN/m) êáôÜ ìÞêïò ôçò. Ãíùñßæïõìå üôé éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò

EIv′′′′(x) = p(x) êáé éóïäýíáìá v′′′′(x) = p(x)
EI

. (7.2.1)

(ÁõôÞ ç âáóéêÞ åîßóùóç ðñïóäéïñßóèçêå óôï ÊåöÜëáéï Á2, ÐáñÜãñáöïò Á2.1.5, åîßóùóç (2.1.34).)
Ôïýôç ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò èá ôçí åðéëýóïõìå åäþ ãéá áõèáßñåôç (ü÷é
óõãêåêñéìÝíç, ïðïéáäÞðïôå, «ôõ÷áßá») êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý.

A7.2.2. Åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Ôá ðñÜãìáôá åßíáé (Þ Ýóôù îåêéíÜíå) ðïëý áðëÜ: ãéá ôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç v′′′′(x) = 0
ãíùñßæïõìå áðü ôçí ÅöáñìïãÞ Á5.7 ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á5.5.4 (ãéá ðïëëáðëÝò ñßæåò ìk) ôïõ Êåöá-
ëáßïõ Á5 ôçí ðñïöáíÞ ãåíéêÞ ëýóç ôçò (5.5.123). Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå ãéá äéåõêüëõíóç êé åäþ:

vh(x) = C1 + C2x + C3x2 + C4x3. (7.2.2)

ÁõôÞ åßíáé áðëÜ Ýíá ôñéôïâÜèìéï ðïëõþíõìï êáé ðåñéÝ÷åé ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò
óôáèåñÝò C1, C2, C3 êáé C4. Óôçí ÅöáñìïãÞ Á5.7 äå èåùñÞóáìå öüñôéóç p(x): p(x) ≡ 0. Åäþ üìùò
ðñï÷ùñÜìå: èåùñïýìå ðùò p(x) �≡ 0. Ôçí õðïèÝóáìå ìÜëéóôá áõèáßñåôç ôç öüñôéóç p(x), ü÷é
óõãêåêñéìÝíç. ÅðïìÝíùò ìå ôéò ãíþóåéò ôéò ïðïßåò Þäç äéáèÝôïõìå ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò Åíüôçôáò Á5.9 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5. Ôþñá ìÜëéóôá
èá ôçí åöáñìüóïõìå óå ìéá ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç: óôçí åîßóùóç (7.2.1) ôåôÜñôçò ôÜîåùò,
êÜôé ðïõ äåí ôï êÜíáìå ìÝ÷ñé ôþñá: åöáñìïãÞ ôçò óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò. ÐÜìå!

Ìå âÜóç ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò Åíüôçôáò Á5.9 áðëÜ äå÷üìáóôå ãéá
ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (7.2.1) üôé ïé ôÝóóåñéò óôáèåñÝò C1, C2, C3 êáé C4, ïé ðáñÜìåôñïé
óôç ëýóç (7.2.2), äåí åßíáé ðëÝïí óôáèåñÝò, ìåôáâÜëëïíôáé. Ãßíïíôáé Ýôóé ôÝóóåñéò óõíáñôÞóåéò:
ïé óõíáñôÞóåéò C1(x), C2(x), C3(x) êáé C4(x) áíôßóôïé÷á. Êáé åíþ ç ãåíéêÞ ëýóç vh(x) ôçò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò v′′′′(x) = 0 åßíáé óßãïõñá ç (7.2.2), ôþñá áíáæçôïýìå ãåíéêÞ ëýóç vg(x) ôçò
ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (7.2.1): v′′′′(x) = p(x)/(EI) ôçò ìïñöÞò

vg(x) = C1(x) + C2(x)x + C3(x)x2 + C4(x)x3. (7.2.3)

ÐñÝðåé ëïéðüí íáðñïóäéïñßóïõìå ôÝóóåñéò ìåôáâáëëüìåíåòðáñáìÝôñïõò, ôÝóóåñéò Üãíùóôåò óõ-
íáñôÞóåéò: ôéò C1(x), C2(x), C3(x) êáé C4(x) ôéò åðáíáëáìâÜíïõìå. ÁëëÜ äå ìáò áñêåß ç åðáíÜëçøç.
Ôéò ìÜèáìå! Áò ôéò ðñïóäéïñßóïõìå êáé ìáæß ôïõò êáé ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç vg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò ãéá áõèáßñåôç öüñôéóç p(x) ôçò äïêïý. Óôï óôü÷ï ìáò ôþñá!

ÌåôÜ ôçí õðüèåóÞ ìáò (7.2.3) (óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí) ãéá
ôç ãåíéêÞ ëýóç vg(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (7.2.1): v′′′′(x) = p(x)/(EI), èá ðñÝðåé
âÝâáéá íá õðïëïãßóïõìå ôçí ôÝôáñôç ðáñÜãùãï v′′′′

g (x) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò vg(x) ðïõ áíáæçôïýìå.

Ç ðñþôç ðáñÜãùãïò v′
g(x) ðñþôá. Áðü ôç ëýóç (7.2.3) ðïõ õðïèÝóáìå ðñïêýðôåé áìÝóùò

v′
g(x) = C ′

1(x) + [C ′
2(x)x + C2(x)] + [C ′

3(x)x
2 + 2C3(x)x] + [C ′

4(x)x
3 + 3C4(x)x2]

= [C2(x) + 2C3(x)x + 3C4(x)x2] + [C ′
1(x) + C ′

2(x)x + C ′
3(x)x

2 + C ′
4(x)x

3]. (7.2.4)

Óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò Åíüôçôáò Á5.9 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5
ôç äåýôåñç ôïýôç áãêýëç ôçí õðïèÝôïõìå ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò ßóç ìå ôï ìçäÝí, äçëáäÞ èÝôïõìå

C ′
1(x) + C ′

2(x)x + C ′
3(x)x

2 + C ′
4(x)x

3 = 0. (7.2.5)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ðñþôç ðáñÜãùãïò v′
g(x) äßíåôáé ôþñá: ìå ôçí õðüèåóç (7.2.5), áðü ôç ó÷Ýóç

v′
g(x) = C2(x) + 2C3(x)x + 3C4(x)x2. (7.2.6)



ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ: ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÓÔÇ ÌÇ×ÁÍÉÊÇ ÔÙÍ ÕËÉÊÙÍ (ÊåöÜëáéï A7) 205

Ìå ìéá áðüëõôá áíÜëïãç äéáäéêáóßá êáé ôç íÝá, äåýôåñç õðüèåóÞ ìáò üôé

C ′
2(x) + 2C ′

3(x)x + 3C ′
4(x)x

2 = 0 (7.2.7)

ïäçãïýìáóôå óôç äåýôåñç ðáñÜãùãï v′′
g (x) ôçò ëýóåùò vg(x) ðïõ õðïèÝóáìå óôç ó÷Ýóç (7.2.3):

v′′
g (x) = 2C3(x) + 6C4(x)x. (7.2.8)

Ìå üìïéï ôñüðï êáé ôçí ôåëåõôáßá, ôñßôç ðáñáäï÷Þ ìáò åäþ üôé

2C ′
3(x) + 6C ′

4(x)x = 0 (7.2.9)

ðáßñíïõìå êáé ôçí áíôßóôïé÷ç ôñßôç ðáñÜãùãï

v′′′
g (x) = 6C4(x). (7.2.10)

ÔÝëïò, ÷ùñßò ðéá Üëëç ðáñáäï÷Þ, ðáñáãùãßæïõìå êáé ôçí ôñßôç áõôÞ ðáñÜãùãï êáé âñßóêïõìå

v′′′′
g (x) = 6C ′

4(x). (7.2.11)

Ôþñá áõôÞí ôçí ôÝôáñôç ðáñÜãùãï v′′′′
g (x) ôçí åéóÜãïõìå óôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò (7.2.1): v′′′′(x) = p(x)/(EI). ¸ôóé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáôáëÞãåé óôç ìïñöÞ

6C ′
4(x) = p(x)

EI
. (7.2.12)

ÓõãêåíôñùôéêÜ, áöïý ðñþôá åß÷áìå êÜíåé ôéò ôñåéò ðáñáäï÷Ýò ìáò (7.2.5), (7.2.7) êáé (7.2.9),
êáôáëÞîáìå ôåëéêÜ óôçí åîßóùóç áõôÞ (7.2.12). ¸÷ïõìå ëïéðüí ôéò ôÝóóåñéò åîéóþóåéò (áò ôéò
óõììáæÝøïõìå ëßãï . . . )

C ′
1(x) + C ′

2(x)x + C ′
3(x)x

2 + C ′
4(x)x

3 = 0, (7.2.13)

C ′
2(x) + 2C ′

3(x)x + 3C ′
4(x)x

2 = 0, (7.2.14)

2C ′
3(x) + 6C ′

4(x)x = 0, (7.2.15)

6C ′
4(x) = p(x)

EI
. (7.2.16)

¸÷ïõìå ëïéðüí êáôáëÞîåé óå Ýíá óýóôçìá ôåóóÜñùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ùò
ðñïò ôéò ôÝóóåñéò ðáñáãþãïõò C ′

1(x), C
′
2(x), C

′
3(x) êáé C

′
4(x). Êáé åßíáé ìÜëéóôá êáé óå ôñéãùíéêÞ

ìïñöÞ Þäç áðü ôçí áñ÷Þ êáé åßìáóôå ôõ÷åñïß óôï óçìåßï áõôü óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ, ðïõ
åðßôçäåò âÝâáéá ôçí åðéëÝîáìå áðëÞ. ÅðïìÝíùò äå ÷ñåéáæüìáóôå ïýôå ôïí êáíüíá ôïõ Cramer
ïýôå ôçí áðáëïéöÞ Gauss. ÁðëÜ ëýíïõìå ôçí ôåëåõôáßá (ôçí ôÝôáñôç) áëãåâñéêÞ åîßóùóç (7.2.16)
ùòðñïòC ′

4(x). Óôç óõíÝ÷åéá ìå ôçí ôéìÞC ′
4(x) ðïõ âñßóêïõìå ëýíïõìå ôçíðñïôåëåõôáßá (ôçí ôñßôç)

áëãåâñéêÞ åîßóùóç (7.2.15) ùò ðñïò C ′
3(x) êáé ðñï÷ùñÜìå áíÜëïãá ðñïò ôçí ðñþôç åîßóùóç.

Ìå ôç äéáäéêáóßá áõôÞ åýêïëá ðñïóäéïñßæïõìå ôç ëýóç

C ′
4(x) = 1

6EI
p(x), (7.2.17)

C ′
3(x) = − 6

2
C ′

4(x)x = −3C ′
4(x)x = − 1

2EI
p(x)x, (7.2.18)

C ′
2(x) = −2C ′

3(x)x − 3C ′
4(x)x

2 = 1
EI

p(x)
(
x2 − x2

2

)
= 1

2EI
p(x)x2, (7.2.19)

C ′
1(x) = −C ′

2(x)x − C ′
3(x)x

2 − C ′
4(x)x

3 = 1
EI

p(x)
(
− x3

2
+ x3

2
− x3

6

)
= − 1

6EI
p(x)x3 (7.2.20)

ôïõ ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò ôùí ôåóóÜñùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (7.2.13) Ýùò (7.2.16).
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Äåí áñêïýìáóôå âÝâáéá óôéò ðáñáãþãïõò áõôÝò C ′
1(x), C

′
2(x), C

′
3(x) êáé C

′
4(x). ÈÝëïõìå ôéò ßäéåò

ôéò óõíáñôÞóåéòC1(x), C2(x), C3(x) êáéC4(x). ÁõôÝò åßíáé ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óôç ãåíéêÞ ëýóç (7.2.3):

vg(x) = C1(x) + C2(x)x + C3(x)x2 + C4(x)x3. (7.2.21)

Åßíáé âÝâáéáðñïöáíÝòðùòðñÝðåé ôþñá íá ïëïêëçñþóïõìå êáé ôéò ôÝóóåñéò ðáñáãþãïõò (7.2.17)
Ýùò (7.2.20). ÅäþìÜëéóôáðïõ Ý÷ïõìå äïêü óôï äéÜóôçìá [0, L] óêüðéìï åßíáé ç ïëïêëÞñùóç íá ãßíåé
áðü 0 ìÝ÷ñé x. ¸ôóé âñßóêïõìåðïëý åýêïëá (÷ùñßò íá îå÷íÜìå êáé ôéò óôáèåñÝò óôéò ïëïêëçñþóåéò!)

C1(x) =
∫ x

0
C ′

1(î) dî + D1 = − 1
6EI

∫ x

0
p(î)î3dî + D1, (7.2.22)

C2(x) =
∫ x

0
C ′

2(î) dî + D2 = + 1
2EI

∫ x

0
p(î)î2dî + D2, (7.2.23)

C3(x) =
∫ x

0
C ′

3(î) dî + D3 = − 1
2EI

∫ x

0
p(î)î dî + D3, (7.2.24)

C4(x) =
∫ x

0
C ′

4(î) dî + D4 = + 1
6EI

∫ x

0
p(î) dî + D4 (7.2.25)

ìå D1, D2, D3 êáé D4 ôéò ôÝóóåñéò óôáèåñÝò ôùí ïëïêëçñþóåùí áõôþí. (Áí ôý÷åé êáé ôéò ëçóìïíÞ-
óïõìå, å ôüôå ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå óôç ëýóç (7.2.21) êáé ôç ãåíéêÞ ëýóç vh(x) óôç ó÷Ýóç (7.2.2)
ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò v′′′′(x) = 0. Ôï ßäéï áêñéâþò èá âñïýìå êé Ýôóé!)

Êáé ôþñá ðáíçãõñéêÜ, ó÷åäüí ôåëåéþóáìå, åéóÜãïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò C1(x), C2(x), C3(x)
êáé C4(x) óôç ãåíéêÞ ëýóç vg(x) óôç ó÷Ýóç (7.2.21) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ¸ôóé
ðáßñíïõìå

vg(x) =
[
− 1

6EI

∫ x

0
p(î)î3dî + D1

]
+
[

1
2EI

∫ x

0
p(î)î2dî + D2

]
x

+
[
− 1

2EI

∫ x

0
p(î)î dî + D3

]
x2 +

[
1
6EI

∫ x

0
p(î) dî + D4

]
x3. (7.2.26)

ÁíáäéáôÜóóïõìå ìÜëéóôá ôïõò üñïõò óôç ëýóç áõôÞ èÝôïíôáò ôéò äõíÜìåéò ôïõ x ìÝóá óôá ïëïêëç-
ñþìáôá. (ÁõôÝò ïé äõíÜìåéò äåí Ý÷ïõí êáìßá ó÷Ýóç ìå ôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò î.) Óõìðôýó-
óïõìå åðßóçò êáé ôá ôÝóóåñá ïëïêëçñþìáôá óå Ýíá. ¸ôóé ðáßñíïõìå ôï åíäéáöÝñïí áðïôÝëåóìá

vg(x) = D1 + D2x + D3x2 + D4x3 + 1
6EI

∫ x

0
( − î3 + 3xî2 − 3x2î + x3)p(î) dî (7.2.27)

êáé ôåëéêÜ
vg(x) = D1 + D2x + D3x2 + D4x3 + 1

6EI

∫ x

0
(x − î)3p(î) dî. (7.2.28)

Åðéóçìáßíïõìå ôÝëïò üôé áðü ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç vg(x) ìðïñïýìå íá âñïýìå êáé ôç ëýóç v(x)
ôïõ ó÷åôéêïýðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ìå âÜóç ôéò äåäïìÝíåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï Üêñï x = 0:

v(0) = v0, v′(0) = è0, v′′(0) = M0

EI
êáé v′′′(0) = Q0

EI
. (7.2.29)

¸ôóé ôåëéêÜ (ìåôÜ áðü ðñÜîåéò ðïõ ðåñéëáìâÜíïõí êáé ðáñáãùãßóåéò) ðñïêýðôïõí ïé óôáèåñÝò

D1 = v0, D2 = è0, D3 = M0

2EI
êáé D4 = Q0

6EI
(7.2.30)

êáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò:

v(x) = v0 + è0x + M0

2EI
x2 + Q0

6EI
x3 + 1

6EI

∫ x

0
(x − î)3p(î) dî. (7.2.31)

Óôçí ßäéá áêñéâþò ëýóç v(x) êáôáëÞãïõìå êáé óôçí ÐáñÜãñáöï Á11.11.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á11:
ëýóç (11.11.12) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôåëþò äéáöïñåôéêÞò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.
Ëßãï ðéï äýóêïëá ðñïâëÞìáôá óå äïêïýò ðáñïõóéÜæïíôáé: (á) óå äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò ìå
áõèáßñåôç öüñôéóç p(x) êáé (â) óå äïêü--óôýëï ìå öüñôéóç p(x) áëëÜ êáé èëéðôéêü áîïíéêü öïñôßï P.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A8
ÃÑÁÌÌÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ:

ÁËËÅÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü Ý÷ïõìå ôçí ðñüèåóç íá ìåëåôÞóïõìå óýíôïìá ôñåéò áêüìç åöáñìïãÝò ôùí
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý. Çðñþôç áöïñÜ óôçí
êÜìøç óõíÞèïõò êõêëéêÞò ðëÜêáò. Ç ðëÜêá áõôÞ öïñôßæåôáé ìå ïìïéüìïñöç (óôáèåñÞ) öüñôéóç
êáé ìðïñåß íá åßíáé åßôå ðáêôùìÝíç åßôå áðëÜ óôçñéæüìåíç óôï óýíïñü ôçò (óôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ
êýêëïõ). Ôï ðñüâëçìá áõôü áíÜãåôáé óôçí åðßëõóç ìéáò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler ôåôÜñôçò
ôÜîåùò ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåùò w(r) ôçò êõêëéêÞò ðëÜêáò. Ç äåýôåñç åöáñìïãÞ áöïñÜ óôçí
áîïíéêÞ öüñôéóç ðáóóÜëïõ óôéò Èåìåëéþóåéò, åíþ ç ôñßôç óôç ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá.

A8.1. ÐËÁÊÅÓ: ÊÁÌØÇ ÊÕÊËÉÊÇÓ ÐËÁÊÁÓ ÕÐÏ ÏÌÏÉÏÌÏÑÖÇ ÖÏÑÔÉÓÇ

A8.1.1. Ç ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç Euler

Èåùñïýìå óõíÞèç êõêëéêÞ ðëÜêá áêôßíáò a êáé ðÜ÷ïõò h ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï.
Ç öüñôéóç ôçò ðëÜêáò åßíáé ïìïéüìïñöç (óôáèåñÞ) êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(r) = p0 êáé
äå÷üìáóôå ôçí éó÷ý ôùí õðïèÝóåùí ôïõ Kirchhoff (ìéêñÜ âÝëç êÜìøåùò, êëð.) ãéá ôçí êÜìøç
ðëáêþí. Ç äõóêáìøßá ôçò ðëÜêáò åßíáé

D = Eh3

12(1 − í2)
(8.1.1)

ìå Å (ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò) êáé í (ëüãï ôïõ Poisson, ìå Åëëçíéêü íé) ôéò äýï óôáèåñÝò ôïõ éóüôñïðïõ
êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò. Ôü âÝëïò êÜìøåùò w ôçò ðëÜêáò ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ
åðéöÜíåéÜ ôçò. ¼ìùò ç ðëÜêá åßíáé êõêëéêÞ (Ý÷åé êõêëéêÞ óõììåôñßá) êáé åðßóçò êáé ç öüñôéóÞ
ôçò Ý÷åé êõêëéêÞ óõììåôñßá, áöïý äå÷èÞêáìå ïìïéüìïñöç öüñôéóç. ÊáôÜ óõíÝðåéá óå ðïëéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò (r,è) ôï âÝëïò êÜìøåùòw(r) ôçò ðëÜêáò èá åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r
(ìå 0 ≤ r ≤ a), ü÷é üìùò êáé áðü ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è (ìå 0 ≤ è < 2ð) Ý÷ïíôáò êõêëéêÞ óõììåôñßá.
Ôï ßäéï èá éó÷ýåé êáé ãéá ôçí åëáóôéêÞ åðéöÜíåéá ôçò ðëÜêáò, ðïõ ó÷çìáôßæåé ôï âÝëïò êÜìøåùò.

Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñïêýðôåé óôç Èåùñßá ôùí Ðëáêþí, åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò êáé
Ý÷åé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ õðü óõíèÞêåò êõêëéêÞò óõììåôñßáò (óõììåôñßáò ùò ðñïò ôï êÝíôñï Ï)(

d2

dr2
+ 1

r
d
dr

)(
d2w
dr2

+ 1
r
dw
dr

)
= p(r)

D
(8.1.2)

õðü ãåíéêüôåñç óõììåôñéêÞ öüñôéóç p(r). Ìå ôçí åöáñìïãÞ ôùíðáñáãùãßóåùíðïõ õðïäçëþíåé ï
äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò óôéò ðñþôåò ðáñåíèÝóåéò ðÜíù óôéò ðáñáãþãïõò ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò w(r)
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óôéò äåýôåñåò ðáñåíèÝóåéò ðñïêýðôåé ç ðñïóéôÞ áíáëõôéêÞ ìïñöÞ ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò

d4w
dr4

+ 2
r
d3w
dr3

− 1
r2

d2w
dr2

+ 1
r3

dw
dr

= p(r)
D

. (8.1.3)

ËáìâÜíïõìå ôÝëïò õðüøç ìáò üôé åäþ Ý÷ïõìå äå÷èåß ïìïéüìïñöç (óôáèåñÞ) öüñôéóç p(r) = p0

êáé ðïëëáðëáóéÜæïõìå åðß r4 êáé ôá äýï ìÝëç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, ïðüôå áðáëåßöïíôáé
êáé ïé ðáñïíïìáóôÝò. ÃñÜöïõìå Ýôóé ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (8.1.3) óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

r4
d4w
dr4

+ 2r3
d3w
dr3

− r2
d2w
d r2

+ r
dw
dr

= p0

D
r4 (8.1.4)

öõóéêÜ ìå w = w(r) êáé 0 < r ≤ a êáé éóïäýíáìá

r4w′′′′(r) + 2r3w′′′(r) − r2w′′(r) + rw′(r) = p0

D
r4. (8.1.5)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ áíáãíùñßæïõìå áìÝóùò üôé ðñüêåéôáé ãéá ìéá ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç Euler ôåôÜñôçò
ôÜîåùò, ðïõ åßíáé ìéá éóïäéÜóôáôç åîßóùóç ëüãù ôùí ðáñáãüíôùí rk óôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò.

Ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò ìå âÜóç ôç èåùñßá ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí èá ðñÝðåé íá
ðñïóäéïñßóïõìå êáôáñ÷Þí ôç ãåíéêÞ ëýóç wh(r) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

r4w′′′′(r) + 2r3w′′′(r) − r2w′′(r) + rw′(r) = 0. (8.1.6)

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðñÝðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) wp(r) ôçò áñ÷éêÞò
ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler (8.1.4) êáé íá ôéò áèñïßóïõìå. Èá ðñïêýøåé Ýôóé ç ãåíéêÞ ëýóç

wg(r) = wh(r) + wp(r) (8.1.7)

ôçò ðáñïýóáò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler (8.1.5).

Áðü ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç wg(r) ìå ôç ÷ñÞóç (á) ôùí áíáãêáßùí öõóéêþí óõíèçêþí (óôï êÝíôñï
ôçò ðëÜêáò r = 0) êáèþò êáé (â) ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (óôçí ðåñéöÝñåéá r = a ôçò ðëÜêáò)
èá ðñïêýøåé óôï ôÝëïò ç ëýóç w(r) ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ðáñïýóáò ðëÜêáò.

Ôá èÝìáôá áõôÜ èá ôá ðñáãìáôåõèïýìå ëåðôïìåñþò óôéò åðüìåíåò ðáñáãñÜöïõò.

A8.1.2. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler

Ãéá ôçí ðéï ðÜíù ïìïãåíÞ åîßóùóç Euler (8.1.6) ìå âÜóç ôç ó÷åôéêÞ èåùñßá ôçò Åíüôçôáò Á5.6
ôïõ Êåöáëáßïõ Á5 äå÷üìáóôå ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

w0(r) = rì, åäþ ìå 0 < r ≤ a (8.1.8)

êáé ìå ôï ì ðñïóäéïñéóôÝá óôáèåñÜ. Ôþñá õðïëïãßæïõìå ôéò ôÝóóåñéò ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò

w′
0(r) = ìrì−1, (8.1.9)

w′′
0(r) = ì(ì − 1)rì−2, (8.1.10)

w′′′
0 (r) = ì(ì − 1)(ì − 2)rì−3, (8.1.11)

w′′′′
0 (r) = ì(ì − 1)(ì − 2)(ì − 3)rì−4. (8.1.12)

Ôï åðüìåíï âÞìá ìáò åßíáé ç áíôéêáôÜóôáóç ôùí ôåóóÜñùí áõôþí ðáñáãþãùí óôçí ïìïãåíÞ
åîßóùóç Euler (8.1.6). (Ðáñáôçñïýìå üôé ç ßäéá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç w(r) Ýôõ÷å íá ëåßðåé óôç
äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç. Êáëýôåñá Ýôóé!) Ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

[ì(ì − 1)(ì − 2)(ì − 3) + 2ì(ì − 1)(ì − 2) − ì(ì − 1) + ì]rì = 0 (8.1.13)

ìå êïéíü ðáñÜãïíôá ôï rì. Ôïýôï óõìâáßíåé ðÜíôïôå óôéò ïìïãåíåßò åîéóþóåéò Euler, ðïõ åßíáé
âÝâáéá éóïäéÜóôáôåò. Ìå áðëïðïßçóç ôçò åîéóþóåùò áõôÞò ðñïêýðôåé üôé

ì2(ì − 2)2rì = 0, ïðüôå p4(ì) := ì2(ì − 2)2 = 0. (8.1.14)
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ÁõôÞ ç ôåëåõôáßá åîßóùóç p4(ì) = 0 åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ôçò ðáñïýóáò ïìïãåíïýò
åîéóþóåùò Euler (8.1.6). Åßíáé ôåôÜñôïõ âáèìïý êáé Ý÷åé ðñïöáíþò äýï äéðëÝò ñßæåò: ôéò ñßæåò

ì1 = ì2 = 0 êáé ì3 = ì4 = 2. (8.1.15)

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç wh(r) ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler (8.1.6) èá åßíáé ç åîÞò:

wh(r) = C1, 0 + C2 ln r + C3, 0 r2 + C4(ln r)r2 ìå 0 < r ≤ a (8.1.16)

ìå C1, 0, C2, C3, 0 êáé C4 ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Óçìåéþíïõìå üôé ïé äýï üñïé ðïõ ðåñéÝ÷ïõí
ôï ëïãÜñéèìï ln r ïöåßëïíôáé óôï ãåãïíüò üôé Ý÷ïõìå äýï äéðëÝò ñßæåò (ñßæåò ìå ðïëëáðëüôçôá
äýï: m = 2). Ôïýôï ôï Ý÷ïõìå áíáöÝñåé óôçí Åíüôçôá Á5.6 ãéá ôéò åîéóþóåéò Euler, ó÷Ýóåéò (5.6.6).

Èá êÜíáìå óïâáñü ëÜèïò áðü öõóéêÞò áðüøåùò áöÞíïíôáò ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç wh(r) óôçí
ðéï ðÜíù ìïñöÞ ôçò, åðåéäÞ äåí åðéôñÝðåôáé íá Ý÷ïõìå ìÞêïò (üðùò åßíáé ç ðïëéêÞ áêôßíá r
óôçí ðáñïýóá ðëÜêá) óáí üñéóìá ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò. ¸ôóé åßìáóôå áíáãêáóìÝíïé
íá ôñïðïðïéÞóïõìå ëßãï ôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1, 0 êáé C3, 0. ÓõãêåêñéìÝíá èÝôïõìå

C1, 0 = C1 − C2 ln a êáé C3, 0 = C3 − C4 ln a (8.1.17)

åéóÜãïíôáò ôéò äýï íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1 êáé C2 óôç èÝóç ôùí C1, 0 êáé C3, 0 áíôßóôïé÷á.
(Õðåíèõìßæïõìå åðßóçò üôé a åßíáé ç áêôßíá ôçò êõêëéêÞò ðëÜêáò ðïõ ìåëåôÜìå.) Ðáßñíïõìå áêüìç
õðüøç ìáò êáé ôï ãíùóôü ôýðï lná − lnâ = ln (á /â) ìå ôá á êáé â äýï èåôéêïýò áñéèìïýò. ¸ôóé
ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò óôç ó÷Ýóç (8.1.16) óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

wh(r) = C1 + C2 ln
( r
a

)
+ C3r2 + C4 ln

( r
a

)
r2 ìå 0 < r ≤ a (8.1.18)

îáíÜ ìå ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, ôéò C1, C2, C3 êáé C4, ó’ áõôÞí ôç ëýóç.

A8.1.3. Ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler

¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôåëåéþóåé ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç wh(r) ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler (8.1.6).
Ôï åðüìåíï âÞìá ìáò åßíáé âÝâáéá ï ðñïóäéïñéóìüò ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò wp(r) ôçò ìç ïìïãåíïýò
åîéóþóåùò Euler (8.1.5). Áõôü èÝëåé ôþñá ëßãç óêÝøç . . . Áí õéïèåôïýóáìå ìéá ìåñéêÞ ëýóç óôç
ìïñöÞ óôáèåñÜò wp(r) = A, ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler (8.1.5) áðëÜ
èá ìçäåíéæüôáí, áöïý üëïé ïé üñïé ôïõ Ý÷ïõí êÜðïéá ðáñÜãùãï. Óôç óõíÝ÷åéá, áí õéïèåôïýóáìå
ìéá ìåñéêÞ ëýóç óôç ìïñöÞ wp(r) = Ar, ôï áñéóôåñü ìÝëïò äå èá ìçäåíéæüôáí, èá Þôáí ßóï ìå Ar,
áëëÜ ðÜëé äå èá ìðïñïýóå íá ãßíåé ßóï ìå ôï äåîéü ìÝëïò g(r) = p0 r4/D. ÁíÜëïãá óõìâáßíïõí êáé
ìå ìåñéêÝò ëýóåéò ôùí ìïñöþí wp(r) = Ar2 (êáé áõôÞ ç óõíÜñôçóç ôõ÷áßíåé ìÜëéóôá íá åßíáé ëýóç
ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler (8.1.6)!) êáé wp(r) = Ar3.

Áíôßèåôá, ìå ôçí õðüèåóç ìåñéêÞò ëýóåùò wp(r) ôçò ìïñöÞò

wp(r) = Ar4, ïðüôå w′
p(r) = 4Ar3, w′′

p(r) = 12Ar2, w′′′
p (r) = 24Ar, w′′′′

p (r) = 24A, (8.1.19)

ðáñáôçñïýìå üôé ç ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç Euler (8.1.5) ðáßñíåé óôï ôÝëïò ôç ìïñöÞ

[24Á + 2 · 24Á − 12Á + 4Á]r4 = p0

D
r4, ïðüôå 64Á = p0

D
êáé ôåëéêÜ A = p0

64D
. (8.1.20)

Ìå ôçí ôéìÞ áõôÞ ôïõ ðñïóäéïñéóôÝïõ (êáé ôþñá ðéá ðñïóäéïñéóìÝíïõ!) óõíôåëåóôÞ Á óôç ìåñéêÞ
ëýóç wp(r) = Ar4, ç ìåñéêÞ ëýóç wp(r) ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler (8.1.5) èá ðÜñåé ôç ìïñöÞ

wp(r) = p0

64D
r4. (8.1.21)

➤ ÐáñáôÞñçóç A8.1: Óôçí ßäéá ëýóçöèÜíïõìå êáé áðü ôçí áñ÷éêÞ åîßóùóç (8.1.3) (ìå p(r) = p0).



210 (ÊåöÜëáéï A8) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

A8.1.4. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler

Ìå âÜóç ôïí ôýðï (8.1.7) áèñïßæïõìå ôþñá (á) ôç ãåíéêÞ ëýóç wh(r) (óôç ó÷Ýóç (8.1.18)) ôçò
ïìïãåíïýò åîéóþóåùò Euler (8.1.6) êáé (â) ôç ìåñéêÞ ëýóç wp(r) (óôç ó÷Ýóç (8.1.21)) ôçò ìç ïìï-
ãåíïýò åîéóþóåùò Euler (8.1.5). Ðñïêýðôåé Ýôóé ç ãåíéêÞ ëýóç wg(r) ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò
Euler (8.1.5) óôç ìïñöÞ

wg(r) = wh(r) + wp(r) = C1 + C2 ln
( r
a

)
+ C3r2 + C4ln

( r
a

)
r2 + p0

64D
r4 (8.1.22)

ìå ôÝóóåñéò óôáèåñÝò, ôéò C1, C2, C3 êáé C4, ðñïò ðñïóäéïñéóìü óå ìéá óõãêåêñéìÝíç êõêëéêÞ ðëÜêá.

A8.1.5. ÖõóéêÝò óõíèÞêåò óôï êÝíôñï ôçò ðëÜêáò

Óôï êÝíôñï r = 0 ôçò ðëÜêáò ðñïöáíþò äå ìðïñåß íá áðåéñßæåôáé ôï âÝëïò êÜìøåùò w(0).
Ôïýôï üìùò äõóôõ÷þò óõìâáßíåé ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (8.1.22), óôçí ïðïßá Ý÷ïõìå êáôáëÞîåé, åðåéäÞ
lim r→0 ln r = −∞. Ãéá íá áðïöýãïõìå áõôüí ôïí áðåéñéóìü, ï ïðïßïò åßíáé áðáñÜäåêôïò óå ìéá
áëçèéíÞ ðëÜêá, ðñÝðåé íá äå÷èïýìå üôé C2 = 0. Ìå ôçí ßäéá ëïãéêÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí êáìðôéêÞ
ñïðÞ Mr(r) Þ ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ Ìè(r). ÁõôÝò äßíïíôáé óôçí ðáñïýóá ðëÜêá áðü ôïõò ôýðïõò

Mr(r) = −D
[
w′′(r) + í

r
w′(r)

]
êáé Mè(r) = −D

[
íw′′(r) + 1

r
w′(r)

]
. (8.1.23)

(Õðåíèõìßæïõìå üôé D åßíáé ç äõóêáìøßá ôçò ðëÜêáò êáé í (Åëëçíéêü íé) ï ëüãïò ôïõ Poisson ôïõ
éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò.) Êáé ïé äýï ðáñÜãùãïé w′(r) (ìáæß ìå ôï í/r Þ 1/r
óáí óõíôåëåóôÞ) êáé w′′(r) óôïõò äýï áõôïýò ôýðïõò ìáò áíáãêÜæïõí íá èåùñÞóïõìå êáé ôç
óôáèåñÜ C4 ôïõ äåýôåñïõ ëïãáñéèìéêïý üñïõ óôç ãåíéêÞ ëýóç (8.1.22) ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò w(r)
åðßóçò ìçäåíéêÞ. ¢ñá ôþñá (ìå C2 = C4 = 0) ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç wg(r) áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

wã(r) = C1 + C3r2 + p0

64D
r4. (8.1.24)

Ïöåßëïõìå ôþñá íá ðñïóäéïñßóïõìå ìüíï äýï óôáèåñÝò: ôéò C1 êáé C3. ÁõôÝò Ý÷ïõí áðïìåßíåé!

A8.1.6. ÓõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï óýíïñï ôçò ðëÜêáò êáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

Óôï óçìåßï áõôü õðïèÝôïõìå ôçí ðëÜêá ðáêôùìÝíç óôï óýíïñü ôçò (óôçí ðåñéöÝñåéá r = a).
Ôüôå óôï óýíïñï áõôü ëüãù ôçò ðáêôþóåùò èá ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

w(a) = 0 êáé w′(a) = 0, (8.1.25)

ðïõ åêöñÜæïõí ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò êáé ìçäåíéêÞ êëßóç óôï óýíïñï áõôü r = a. Ç ëýóç wã(r)
óôç ó÷Ýóç (8.1.24) êáé ç ðñþôç ðáñÜãùãüò ôçò w′

ã(r) ìáò äßíïõí ôþñá åýêïëá ãéá r = a

C1 + C3a2 + p0

64D
a4 = 0 êáé 2C3a + 4p0

64D
a3 = 0 �⇒ C3 = − 2p0

64D
a2. (8.1.26)

Ôþñá áðü ôçí ðñþôç ðéï ðÜíù óõíèÞêç ðñïóäéïñßæïõìå êáé ôç óôáèåñÜ C1 ðïõ Ý÷åé áðïìåßíåé:

C1 = −C3a2 − p0

64D
a4 = 2p0

64D
a4 − p0

64D
a4 = p0

64D
a4. (8.1.27)

Ìå áíôéêáôÜóôáóç áõôþí ôùí ôéìþí ôùí óôáèåñþíC1 êáéC3 óôç ëýóçwã(r) óôç ó÷Ýóç (8.1.24)
ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò w(r) óôçí ðáñïýóá êõêëéêÞ ðëÜêá, êáôáëÞãïõìå åýêïëá óôçí ôåëéêÞ ëýóç

wc(r) = p0

64D
(a4 − 2a2r2 + r4) êáé ôåëéêÜ wc(r) = p0

64D
(a2 − r2)2 öõóéêÜ ìå 0 ≤ r ≤ a. (8.1.28)

H ìÝãéóôç ôéìÞ wmax = p0a4/(64D) (ðïõ åíäéáöÝñåé!) ðáñïõóéÜæåôáé óôï êÝíôñï r = 0 ôçò ðëÜêáò.

ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé óôçí ðåñßðôùóç êõêëéêÞò ðëÜêáò ìå áðëÞ óôÞñéîç óôï óýíïñü ôçò. Ôüôå
üìùò ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðáßñíïõí ôéò ìïñöÝò: w(a) = 0 êáé Mr(a) = 0, äçëáäÞ áëëÜæåé
ç äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç. ÐñÝðåé ôþñá íá ðÜñïõìå õðüøç ìáò êáé ôïí ðñþôï ôýðï (8.1.23).
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A8.2. ÈÅÌÅËÉÙÓÅÉÓ: ÁÎÏÍÉÊÇ ÖÏÑÔÉÓÇ ÐÁÓÓÁËÏÕ

Ôï ðñüâëçìá ôçò áîïíéêÞò öïñôßóåùò êõëéíäñéêïý ðáóóÜëïõ ìÞêïõò L êáé áêôßíáò a óôï Ýäá-
öïò (ìå 0 ≤ z ≤ L) ìåëåôÞèçêå óôçí Åíüôçôá Á2.3 ôïõ Êåöáëáßïõ Á2 (ó÷åôéêü ôï Ó÷Þìá Á2.7). Óôçí
ßäéá åíüôçôá Ýãéíå êáé ç áíáãùãÞ ôïõ óôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò

w′′(z) = ç2w(z) éóïäýíáìá
d2w
dz2

= ç2w, ó÷Ýóç (2.3.7), (8.2.1)

ìå w = w(z) ôçí áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôïõ ðáóóÜëïõ êáé ç ìéá óõíïëéêÞ óôáèåñÜ
ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ðáóóÜëïõ--åäÜöïõò. Ìå ãíùóôÞ ôç óõíÜñôçóç áõôÞ w(z) ìðïñåß íá
õðïëïãéóèåß ç èëéðôéêÞ áîïíéêÞ öüñôéóç P(z) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðáóóÜëïõ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ

P(z) = −ða2Epw′(z) áðü ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (2.3.6) (8.2.2)

ìå Ep ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young) ôïõ ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôïõ ðáóóÜëïõ.

Ìå P0 ôï ãíùóôü èëéðôéêü öïñôßï ôï ïðïßï áóêåßôáé åîùôåñéêÜ óôïí ðÜóóáëï óôçí åðéöÜíåéá
ôïõ åäÜöïõò z = 0 ç ó÷åôéêÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç èá åßíáé ìå âÜóç ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (8.2.2)

P0 = P(0) = −ða2Epw′(0) �⇒ w′(0) = − P0

ða2Ep
. (8.2.3)

Åäþ õðïèÝôïõìå åðßóçò ðùò ôï ìÞêïò L ôïõ ðáóóÜëïõ åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëï ìÝóá óôï Ýäáöïò,
ìáèçìáôéêÜ L → ∞. Ìå ôçí õðüèåóç áõôÞ, ðïõ äåí åßíáé âÝâáéá áíáãêáßá ïýôå áðü ìáèçìáôéêÞò
áëë’ ïýôå êáé áðü öõóéêÞò áðüøåùò, ç äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç èá åßíáé ãéá öõóéêïýò ëüãïõò

w(∞) := lim
z→∞w(z) = 0. (8.2.4)

Èá ðñÝðåé ôþñá íá åðéëýóïõìå áõôü ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí, ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé:
(á) áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (8.2.1) êáé (â) ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ìáò (8.2.3) êáé (8.2.4).
Èá âñïýìå ðñþôá ôç ãåíéêÞ ëýóç wg(z) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (8.2.1).
Áõôü èá ãßíåé âÝâáéá ìå ôçí ôüóï áðëÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò. ÕðïèÝôïõìå üôé

w0(z) = eìz �⇒ w′
0(z) = ìeìz �⇒ w′′

0(z) = ì2eìz. (8.2.5)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò åêèåôéêÝò áõôÝò åêöñÜóåéò ôùíw0(z) êáéw′′
0(z) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (8.2.1),

âñßóêïõìå ôç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç: ì2 = ç2 êáé ôéò ñßæåò ôçò ì1, 2. ÓõãêåêñéìÝíá

w′′
0(z) = ç2w0(z) �⇒ ì2eìz = ç2eìz �⇒ ì2 = ç2 ìå ñßæåò ôéò ì1, 2 = ±ç. (8.2.6)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ãåíéêÞ ëýóçwg(z) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (8.2.1): w′′(z) = ç2w(z) èá åßíáé ç

wg(z) = C1eì1z + C2eì2z = C1eçz + C2e−çz (8.2.7)

ìå ôá C1 êáé C2 äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Ôþñá èá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôéò äýï áõôÝò óôáèåñÝò C1

êáé C2 ìå âÜóç ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (8.2.3) êáé (8.2.4). ÎåêéíÜìå ìå ôç äåýôåñç óõíèÞêç:

w(∞) = 0, ïðüôå áíáãêáóôéêÜ C1 = 0, áöïý ç > 0 êáé lim
x→∞ ex = ∞. (8.2.8)

ÅðïìÝíùò w(z) = C2e−çz. Èá ðñïóäéïñßóïõìå ôþñá êáé ôç äåýôåñç áõèáßñåôç óôáèåñÜ: ôç C2,
áõôÞâÝâáéááðüôçíðñþôçóõíïñéáêÞóõíèÞêç (8.2.3): w′(0) = − P0 /(ða2Ep). Åýêïëï åßíáé êé áõôü:

w(z)=C2e−çz �⇒ w′(z)=−çC2e−çz, w′(0)=− P0

ða2Ep
�⇒ çC2= P0

ða2Ep
�⇒ C2= P0

ða2Epç
. (8.2.9)

¢ñá
w(z) = P0

ða2Epç
e−çz êé áðü ôç ó÷Ýóç (8.2.2) ðñïêýðôåé ôåëéêÜ P(z) = P0e−çz. (8.2.10)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá åíäéáöÝñïíáðïôÝëåóìá: åêèåôéêÞ ìåßùóç ôïõáîïíéêïýöïñôßïõ P(z) ìå ôï âÜèïò.
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A8.3. ÐÅÑÉÂÁËËÏÍÔÉÊÇ ÕÄÑÁÕËÉÊÇ: ÌÅÔÁÖÏÑÁ ÑÕÐÏÕ ÓÅ ÕÄÁÔÏÑÑÅÕÌÁ

Óôçí åíüôçôá áõôÞ áíáöåñüìáóôå óôï ðñüâëçìá ôçò ìåôáöïñÜò ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå
ìåôáãùãÞ êáé äéÜ÷õóç--äéáóðïñÜ õðü ìüíéìåò óõíèÞêåò. ÕðÜñ÷åé åðßóçò êáé áðïäüìçóç ôïõ ñý-
ðïõ ðñþôçò ôÜîåùò. Èá åðéëýóïõìå ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò

Dc′′(x) − Vc′(x) − kc(x) = 0 éóïäýíáìá D
d2c
dx2

− V
dc
dx

− kc = 0. (8.3.1)

ÁõôÞ åßíáé ç åîßóùóç (2.5.8) ôçò Åíüôçôáò Á2.5 ôïõ Êåöáëáßïõ Á2 ìå ó÷åôéêü ó÷Þìá ôï Ó÷Þìá Á2.9.

Áöïý ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ìÜëéóôá ìå óôáèåñïýò óõíôå-
ëåóôÝò: ôïõò D, −V êáé −k, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áóöáëþò ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôá-
óôÜóåùò ôçò Åíüôçôáò Á5.5 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5. (Ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò äåí åß-
íáé åöáñìüóéìç óå ðåñéðôþóåéò ìç óôáèåñþí, ìåôáâëçôþí óõíôåëåóôþí!) Óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï
áõôÞ õðïèÝôïõìå ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c = c(x) ôïõ ñýðïõ ðùò áõôÞ åßíáé ôçò åêèåôéêÞò ìïñöÞò

c0(x) = eìx, ïðüôå c′
0(x) = ìeìx êáé c′′

0(x) = ì2eìx. (8.3.2)

Ôþñá áíôéêáèéóôïýìå ôéò åêèåôéêÝò áõôÝò åêöñÜóåéò ôùí c0(x), c′
0(x) êáé c

′′
0(x) óôç äéáöïñéêÞ ìáò

åîßóùóç (8.3.1). Ìå áõôüí ôïí ôñüðï ðñïêýðôåé ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

Dì2eìx − Vìeìx − keìx = 0 �⇒ (Dì2 − Vì − k)eìx = 0 �⇒ Dì2 − Vì − k = 0, (8.3.3)

áöïý eìx �= 0. Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá ìéá äåõôåñïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ìå äýï ñßæåò ì1, 2: ôéò

ì1 = V + √
V2 + 4kD
2D

> 0 êáé ì2 = V − √
V2 + 4kD
2D

< 0, (8.3.4)

áöïý êáé ïé ôñåéò ðïóüôçôåò D, V êáé k åßíáé èåôéêïß áñéèìïß.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá ôç óôáèåñÞ (ìüíéìç) ðçãÞ ôïõ ñýðïõ (Ýóôù ìéá âéïìç÷áíßá) üôé âñßóêåôáé
óôç èÝóç x = 0 ôïõ õäáôïññåýìáôïò êáé üôé áõôü Ý÷åé åðáñêÝò ìÞêïò ðÝñá áðü ôçí ðçãÞ áõôÞ.
¸ôóé äå÷üìáóôå ôï õäáôüññåõìá çìéÜðåéñï ùò ðñïò ôç ìåôáöïñÜ ôïõ ñýðïõ óôï äéÜóôçìá [0,∞).
Ôüôå èá ðñÝðåé ç óõãêÝíôñùóç c = c(x) ôïõ ñýðïõ íá ìçäåíßæåôáé ãéá x → ∞ åîáéôßáò ôçò
áðïäïìÞóåþò ôïõ. ÅðïìÝíùò áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç (ìå äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò C1 êáé C2)

cg(x) = C1eì1x + C2eì2x ðáßñíïõìå åäþ c(x) = C2eì2x ìå C1 = 0, (8.3.5)

åðåéäÞ ìüíï ç ñßæá ì2 óôéò ó÷Ýóåéò (8.3.4) åßíáé áñíçôéêÞ. (Ç ñßæá ì1 åßíáé èåôéêÞ: Üñá C1 = 0.)

ÅÜí ìÜëéóôá äéáèÝôïõìå êáé ôçí áñ÷éêÞ (áñ÷éêÞ ùò ðñïò ôç èÝóç x) óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ
c(0) = c0 óôçí ðçãÞ ôïõ óôç èÝóç x = 0, ðñïóäéïñßæïõìå áìÝóùò êáé ôç óôáèåñÜ C2. ÓõãêåêñéìÝíá

c(x) = C2eì2x êáé c(0) = c0, ïðüôå c(0) = C2 = c0. (8.3.6)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ëýóç c(x) ðáßñíåé ôåëéêÜ ôçí åêèåôéêÞ ìïñöÞ (åäþ ìå åêèåôéêÞ ìåßùóÞ ôçò: ì2 < 0)

c(x) = c0eì2x, üðïõ ì2 = V − √
V2 + 4kD
2D

< 0 (8.3.7)

áðü ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (8.3.4). Ôçí ßäéá ôåëéêÞ ëýóç c(x) èá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå êáé ìå äéáöïñåôéêÞ
ìÝèïäï: ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí Åíüôçôá Á11.17 ôïõ Êåöáëáßïõ Á11.

➤ ÐáñáôÞñçóç A8.2: ¼ôáí äåí õðÜñ÷åé ï üñïò äéá÷ýóåùò--äéáóðïñÜò: D = 0, ìðïñïýìå íá
ëýóïõìå áðü ôçí áñ÷Þ ôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, üìùò ìå D = 0. ÅíáëëáêôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ
ðñïóåããéóôéêïý ôýðïõ

√
1 + å ≈ 1+ (å/2) ãéá ðïëý ìéêñÝò ôéìÝò ôïõ å äéáðéóôþíïõìå üôé ãéáD = 0

lim
D→0

ì2= lim
D→0

V − √
V2 + 4kD
2D

= lim
D→0

V − V (1 + 2kD/V2)
2D

=− k
V

�⇒ c(x)=c0eì2x =c0e−kx/V . (8.3.8)
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A9
ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ ÓÕÍÏÑÉÁÊÙÍ ÔÉÌÙÍ ÊÁÉ ÉÄÉÏÔÉÌÙÍ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åêôüò áðü ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí, áñêåôÝò öïñÝò ðáñïõóéÜæï-
íôáé êáé ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí. Ó’ áõôÜ ôá ôüóï åíäéáöÝñïíôá ðñïâëÞìáôá ïé óõíèÞêåò
ðïõ óõíïäåýïõí ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç áíáöÝñïíôáé óôá äýï Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò [a, b] éó÷ýïò
ôçò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óå ìéá óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L áíáöÝñïíôáé óôá äýï Üêñá ôçò äïêïý
x = 0 êáé x = L. Óôá ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí Ý÷ïõìå Þäç áíáöåñèåß óýíôïìá óôçí Ðá-
ñÜãñáöï Á1.9.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á1. Óôçí ßäéá ðáñÜãñáöï ðáñáèÝóáìå åðßóçò êáé ôéò ôÝóóåñéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (äýï óôï áñéóôåñü Üêñï êáé äýï óôï äåîéü) ðïõ áöïñïýí óå ïñéóìÝíá áðëÜ
ðñïâëÞìáôá óõíÞèùí äïêþí. Áõôü Ýãéíå óôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (1.9.10) ãéá (á) ìéá áìößðáêôç
äïêü, (â) ìéá ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêü, (ã) ìéá áìöéÝñåéóôç äïêü êáé (ä) Ýíáí ðñüâïëï.

Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á9 èá óõíå÷ßóïõìå ôç ìåëÝôç ôùí ðñïâëçìÜôùí óõíïñéáêþí ôéìþí áóöá-
ëþò êáé ðÜëé ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ åîåôÜæïõìå óôï ðáñüí ìÜèçìá
ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ. Áõôü üìùò èá ôï êÜíïõìå ìå âÜóç ìéá ãåíéêüôåñç åîÝôáóç ôïõ ðñï-
âëÞìáôïò. ÓõãêåêñéìÝíá õðïèÝôïõìå üôé óå Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí Ý÷ïõìå ìéá ïìïãåíÞ
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óõíôåëåóôÞ ôçò íá åîáñôÜôáé áðü ìßá ðáñÜìå-
ôñï ë. Ðñïöáíþò ìéá ôÝôïéá åîßóùóç, áöïý åßíáé ïìïãåíÞò, èá Ý÷åé óáí ëýóç ôçí ôåôñéììÝíç
ìçäåíéêÞ ëýóç, ðïõ ôçí êáëïýìå áðëÜ ôåôñéììÝíç ëýóç. Åìåßò åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôéò ôéìÝò ën ôçò
ðáñáìÝôñïõ áõôÞò ë, áí âÝâáéá õðÜñ÷ïõí, ðïõ íá ïäçãïýí óå ìç ôåôñéììÝíåò (äçëáäÞ ìç ìçäåíé-
êÝò) ëýóåéò ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. Ôï ðñüâëçìá áõôü áðïôåëåßôáé âÝâáéá áðü
ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ ôç óõíïäåýïõí óôá äýï
Üêñá a êáé b ôïõ äéáóôÞìáôïò éó÷ýïò ôçò êáé ðïõ ôéò õðïèÝôïõìå ãéá áðëüôçôá åðßóçò ïìïãåíåßò.

Ïé åéäéêÝò áõôÝò ôéìÝò ën ôçò ðáñáìÝôñïõ ë óå Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí ðïõ ïäçãïýí óå
ìç ôåôñéììÝíåò (ìç ìçäåíéêÝò) ëýóåéò êáëïýíôáé éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò) ôïõðñïâëÞìáôïò
óõíïñéáêþí ôéìþí. (Åäþ âÝâáéá, üðùò Þäç óçìåéþóáìå, èá áíáöåñèïýìå êõñßùò óå ïìïãåíÞ
ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí, äçëáäÞ ìå ïìïãåíÞ êáé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ éó÷ýåé, áëëÜ
êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ ôç óõíïäåýïõí.) Ç ìç ôåôñéììÝíç (ìç ìçäåíéêÞ) ëýóç vn(x) ôïõ
ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ìéá éäéïôéìÞ (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôéìÞ) ën êáëåßôáé
éäéïóõíÜñôçóç (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç). ÔÝëïò ôÝôïéá åéäéêÜ ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí
êáëïýíôáé ðñïâëÞìáôá éäéïôéìþí êáé ó’ áõôÜ èá áöéåñþóïõìå ïëüêëçñï ôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á9.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá èá áíáöåñèïýìå óôá åîÞò äýï ðñïâëÞìáôá éäéïôéìþí: (á) Óôïí ðñïóäéïñé-
óìü ôùí öïñôßùí ëõãéóìïý Pn óå óõíÞèç óôýëï õðü óõãêåêñéìÝíåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá
ôïõ êáé õðü áîïíéêÞ èëéðôéêÞ öüñôéóç P ðïõ Ý÷åé ðñïêáëÝóåé ôï ëõãéóìü êáé (â) Óôïí ðñïóäéïñéóìü
ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùn óå êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò êáé åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ãåíéêüôåñá óå
óõíÞèç äïêü. ÖõóéêÜ åßíáé ðñïöáíÝò üôé êáé ôá äýï áõôÜ ðñïâëÞìáôá áðïôåëïýí äß÷ùò êáìßá
áìöéâïëßá éäéáßôåñá ÷ñÞóéìá ðñïâëÞìáôá éäéïôéìþí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.
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A9.1. ÅËÁÓÔÉÊÇ ÅÕÓÔÁÈÅÉÁ: ËÕÃÉÓÌÏÓ ÓÔÕËÏÕ

A9.1.1. Ëõãéóìüò áìöéáñèñùôïý óôýëïõ

Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý åíüò áìöéáñèñùôïý óôýëïõ (Þ ñÜâäïõ Þ õðïóôõëþìá-
ôïò) ìÞêïõò L êáé óôáèåñÞò äéáôïìÞò. Ç åëÜ÷éóôç äõóêáìøßá ôïõ óôýëïõ, ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôçí
åëÜ÷éóôç ñïðÞ áäñáíåßáò I ôçò äéáôïìÞò ôïõ, åßíáé EI ìå Å ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ
Young) ôïõ õëéêïý ôïõ óôýëïõ. Ï óôýëïò õðïôßèåôáé üôé Ý÷åé ëõãßóåé õðü ôçí åðßäñáóç áîïíéêïý
èëéðôéêïý öïñôßïõ ëõãéóìïý P, ðïõ åöáñìüæåôáé óôá Üêñá ôïõ x = 0 êáé x = L. Åßíáé åýêïëï íá
äéáðéóôùèåß üôé áõôü ôï áîïíéêü èëéðôéêü öïñôßï P ðñïêáëåß êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò)

M(x) = −Pv(x) (9.1.1)

êáôÜ ìÞêïò ôïõ óôýëïõ ìå v(x) ôï âÝëïò êÜìøåþò ôïõ (êÜèåôá óôï óôýëï, åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç),
ðïõ ïöåßëåôáé óôï ëõãéóìü ôïõ.

Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ç ãíùóôÞ ìáò áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á2.1.5 ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò äïêïý (2.1.32)

v′′(x) = M(x)
EI

, éóïäýíáìá EIv′′(x) = M(x) (9.1.2)

ðáßñíåé ôçí ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ

EIv′′(x) = −Pv(x) (9.1.3)
êáé ðáñáðÝñá

EIv′′(x) + Pv(x) = 0 �⇒ v′′(x) + P
EI

v(x) = 0. (9.1.4)

ÅðïìÝíùò Ý÷åé ìåôáôñáðåß óå ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò. ÅéóÜ-
ãïíôáò ìÜëéóôá êáé ôç âïçèçôéêÞ óôáèåñÜ

k =
√

P
EI

, (9.1.5)

îáíáãñÜöïõìå ôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.1.4) óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò

v′′(x) + k2v(x) = 0. (9.1.6)

Äåí ðñÝðåé åðßóçò íá îå÷íÜìå üôé ï óôýëïò (Þ ñÜâäïò Þ õðïóôýëùìá) ðïõ åîåôÜæïõìå Ý÷åé
õðïôåèåß åîáñ÷Þò áìöéáñèñùôüò. ÄçëáäÞ êáé ôá äýï Üêñá ôïõ x = 0 êáé x = L Ý÷ïõí áñèñþóåéò,
Üñá ìçäåíéêÜ âÝëç êÜìøåùò, ïðüôå

v(0) = 0, v(L) = 0. (9.1.7)

Áò óçìåéùèåß åíôïýôïéò üôé ïé áñèñþóåéò áõôÝò äåí åßíáé áðáãïñåõôéêÝò ãéá ôï ëõãéóìü ôïõ óôýëïõ.
ÄçëáäÞ åðéôñÝðïõí ìéá ìéêñÞ ìåßùóç ôçò ìåôáîý ôïõò áðïóôÜóåùò óáí ç ìßá Üñèñùóç (ð.÷. óôï
ðÜíù Üêñï x = L ôïõ óôýëïõ) íá åßíáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá êýëéóç.

Óõíïøßæïíôáò, Ý÷ïõìå ôï åîÞò ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí: (á) ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (9.1.6) êáé (â) ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.1.7) ðïõ ôç óõíï-
äåýïõí. Áò åðé÷åéñÞóïõìå ôþñá ôçí åðßëõóÞ ôïõ.

Ðñþôá ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.1.6) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôá-
óôÜóåùò

v0(x) = eìx, ïðüôå v′′
0(x) = ì2eìx, (9.1.8)

ïäçãïýìáóôå åýêïëá óôç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p2(ì) = 0. ÓõãêåêñéìÝíá

ì2eìx + k2eìx = 0 �⇒ (ì2 + k2)eìx = 0 �⇒ p2(ì) = ì2 + k2 = 0. (9.1.9)
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Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðïëý áðëÞ äåõôåñïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ìå ëýóåéò

ì1, 2 = ±ik. (9.1.10)

ÅðïìÝíùò ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí ãíùóôþí ôýðùí ôïõ Euler (1.5.3) êáé (1.5.4), äçëáäÞ ôùí ôýðùí
e±ix = cos x± i sin x, ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (9.1.6) ðáßñíåé
ôç ìïñöÞ

vh(x) = C1eikx + C2e−ikx = C1(cos kx + i sin kx) + C2(cos kx − i sin kx) (9.1.11)

ìå ôá C1 êáé C2 äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò êáé ôåëéêÜ

vh(x) = (C1 + C2) cos kx + i(C1 − C2) sin kx = D1 cos kx + D2 sin kx. (9.1.12)

Óôï ôÝëïò ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ïé íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò D1 = C1 + C2 êáé D2 = i(C1 − C2).

Ôþñá ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí äýï ôåëéêþí áõèáßñåôùí óôáèåñþí D1 êáé D2 óôçí ôñéãùíï-
ìåôñéêÞ áõôÞ ìïñöÞ (9.1.12) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò vh(x) ðñïöáíþò ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò
äýï ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.1.7) óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôïõ óôýëïõ ìáò. Ç ðñþôç
áðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò, v(0) = 0, óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ äßíåé ãéá ôçí ðéï ðÜíù ãåíéêÞ
ëýóç vh(x)

vh(0) = 0 �⇒ D1 · 1 + D2 · 0 = D1 = 0. (9.1.13)

¢ñá ç ðñþôç óôáèåñÜ D1 åßíáé ßóç ìå ôï ìçäÝí êáé ç ëýóç ìáò vh(x) óôç ó÷Ýóç (9.1.12) ðáßñíåé
ôþñá ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

vh(x) = D2 sin kx, (9.1.14)

ç ïðïßá áóöáëþò óÝâåôáé, åðáëçèåýåé ôçí ðñþôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç vh(0) = 0.

Óôç óõíÝ÷åéá ãéá ôï ðÜíù Üêñï x = L ôïõ óôýëïõ áðáéôåßôáé ç éó÷ýò êáé ôçò äåýôåñçò óõíïñéá-
êÞò óõíèÞêçò v(L) = 0. ÅðïìÝíùò, èÝôïíôáò x = L óôç ëýóç áõôÞ vh(x) = D2 sin kx êáé áðáéôþíôáò
íá éó÷ýåé ç óõíèÞêç vh(L) = 0, äéáðéóôþíïõìå üôé

vh(L) = D2 sin kL = 0. (9.1.15)

Ìç ëçóìïíþíôáò ôïí ïñéóìü (9.1.5) (k = √
P/(EI) ) ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò k êáé ìéëþíôáò ãåíéêÜ,

èá éó÷ýåé sin kL �= 0 êáé åðïìÝíùò áíáãêáóôéêÜ ðáßñíïõìåD2 = 0. Ôüôå (ìåD2 = 0) ç ëýóç (9.1.14)
èá ðÜñåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

vh(x) = 0. (9.1.16)

Èá ðñïêýøåé äçëáäÞ ç ðñïöáíÞò ôåôñéììÝíç (ç ìçäåíéêÞ) ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ïìïãåíïýò ðñï-
âëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí (9.1.6) êáé (9.1.7).

Åßíáé ðÜñá ðïëý ùñáßá íá éó÷ýåé ç ëýóç áõôÞ vh(x) = 0 (åê ôáõôüôçôïò ßóïí) óôï ðñüâëçìá
óõíïñéáêþí ôéìþí (9.1.6) êáé (9.1.7). Åßíáé èáõìÜóéá! ¼÷é âÝâáéá áðëÜ åðåéäÞ óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.1.6) êáé ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.1.7), êÜôé ðïõ Ý÷åé
ìáèçìáôéêü åíäéáöÝñïí. Åßíáé èáõìÜóéá, ãéáôß ç ëýóç áõôÞ vh(x) = 0 ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò
óõíïñéáêþí ôéìþí (9.1.6) êáé (9.1.7) ìáò äåß÷íåé üôé ï óôýëïò ìáò Üíèåîå, äå ëýãéóå ðáñÜ ôçí
ýðáñîç ôïõ áîïíéêïý èëéðôéêïý öïñôßïõ P êáôÜ ìÞêïò ôïõ, ðïõ Ý÷åé õðåéóÝëèåé óôç âïçèçôéêÞ
óôáèåñÜ k = √

P/(EI) ôçò ó÷Ýóåùò (9.1.5). Áõôü åßíáé ðïëý åõ÷Üñéóôï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Äõóôõ÷þò üìùò Ý÷ïõìå áíáöåñèåß ðéï ðÜíù óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, üðïõ (ãåíéêÜ) éó÷ýåé
üôé sin kL �= 0. Åíôïýôïéò äåí åßíáé ðÜíôïôå áêñéâÝò áõôü, åðåéäÞ õðÜñ÷åé êáé ç áíôßèåôç ðåñß-
ðôùóç, äçëáäÞ íá éó÷ýåé sin kL = 0. ÓðÜíéá ìåí áëë’ åßíáé äõíáôÞ, äå ìðïñåß íá áðïêëåéóèåß êáé ç
ðåñßðôùóç áõôÞ. Áò ôç äéåñåõíÞóïõìå êÜðùò ëåðôïìåñÝóôåñá. Ôï ðñüâëçìÜ ìáò ó’ áõôÞí ôçí
ðåñßðôùóç åßíáé Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí ðïõ ïäçãåß óå Ýíá ðñüâëçìá éäéïôéìþí.
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A9.1.2. Ôï ðñüâëçìá ôùí éäéïôéìþí

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá äéåñåõíÞóïõìå ôçí ðåñßðôùóç áëçèéíïý ëõãéóìïý ôïõ óôýëïõ, äç-
ëáäÞ ôçíðåñßðôùóç üðïõ ôïðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí (9.1.6) êáé (9.1.7) Ý÷åé ìç ôåôñéììÝíç (ìç
ìçäåíéêÞ) ëýóç. ¢ñá õðÜñ÷åé áëçèéíü âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôïõ óôýëïõ õðü ôçí áîïíéêÞ èëéðôéêÞ
öüñôéóç P ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé êáôÜ ìÞêïò ôïõ. Óôï ðñüâëçìá éäéïôéìþí áõôü èá ðñïóäéïñß-
óïõìå ôéò ôéìÝò kn ôçò óôáèåñÜò k = √

P/(EI) ðïõ åðéôñÝðïõí ìç ôåôñéììÝíç (ìç ìçäåíéêÞ) ëýóç,
äçëáäÞ ôï ëõãéóìü ôïõ óôýëïõ. ÁõôÝò åßíáé ïé éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò) óôï ðáñüí ðñü-
âëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí (9.1.6) êáé (9.1.7). Óå êÜèå ôÝôïéá éäéïôéìÞ kn èá áíôéóôïé÷åß êáé ìéá ìç
ôåôñéììÝíç ëýóç vn(x) ôïõ ßäéïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí. Ïé ìç ôåôñéììÝíåò ëýóåéò vn(x)
êáëïýíôáé éäéïóõíáñôÞóåéò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò) óôï ðáñüí ðñüâëçìá éäéïôéìþí.

Êáôáñ÷Þí óçìåéþíïõìå îáíÜ ôïí ïñéóìü (9.1.5) ôçò óôáèåñÜò k, äçëáäÞ üôé k = √
P/(EI). Ôüôå

ãéá ôï ìçäåíéóìü ôïõ ôñéãùíïìåôñéêïý ðáñÜãïíôá sin kL óôç ó÷Ýóç (9.1.15) èá Ý÷ïõìå

sin kL = sin

√
P
EI

L = 0 �⇒ knL =
√

Pn
EI

L = nð ìå n = 1, 2, . . . . (9.1.17)

Óôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí êáé ôá óýìâïëá kn êáé Pn áíôß ãéá ôá k êáé P áíôßóôïé÷á, þóôå
íá äçëùèåß ìå ðåñéóóüôåñï Ýíôïíï ôñüðï üôé ç ó÷Ýóç sin kL = 0 éó÷ýåé ãéá ðïëëÝò (êáé ìÜëéóôá
åäþ ãéá Üðåéñåò) ôéìÝò kn ôçò óôáèåñÜò k. Ãéá üëåò áõôÝò ôéò ôéìÝò, äçëáäÞ ãéá ôéò ôéìÝò

kn = nð
L

ìå n = 1, 2, . . . , (9.1.18)

ç ôñéãùíïìåôñéêÞ ðïóüôçôá sin kL ìçäåíßæåôáé. ÅðïìÝíùò ãéá k = kn èá Ý÷ïõìå óôç ó÷Ýóç (9.1.15)
vh(L) = D2 sin kL = 0. Ôïýôï åêöñÜæåé ôçí Üñèñùóç (Þ Ýóôù ôçí êýëéóç) ôïõ óôýëïõ óôï ðÜíù
Üêñï ôïõ x = L ìå ìçäåíéóìü ôïõ ó÷åôéêïý âÝëïõò êÜìøåùò: v(L) = 0, áêñéâþò üðùò áðáéôåß ç äåý-
ôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (9.1.7). ¢ñá äåí åßíáé áíáãêáßï íá ìçäåíßæåôáé ç óôáèåñÜ D2, ï ðñþôïò
ðáñÜãïíôáò óôï ãéíüìåíï D2 sin kL. ÁðëÜ åäþ ìçäåíßæåôáé ï çìéôïíéêüò ðáñÜãïíôáò sin kL êáé
åðïìÝíùò ç óôáèåñÜ D2 ìðïñåß, äõóôõ÷þò ìðïñåß íá ìçí åßíáé ìçäåíéêÞ.

Êáé ôüôå; Ìá ôüôå éó÷ýåé ç ëýóç (9.1.14) ÷ùñßò íá åßíáé D2 = 0, äçëáäÞ ÷ùñßò íá ðñüêåéôáé ãéá
ôçí ôåôñéììÝíç (ôç ìçäåíéêÞ) ëýóç. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ãéá ôéò ðéï ðÜíù ôéìÝò kn = nð/L èá Ý÷ïõìå

vn(x) = D2 sin knx = D2 sin
nðx
L

ìå n = 1, 2, . . . . (9.1.19)

ÐÞñáìå ìÜëéóôá êáé ôçí ðñùôïâïõëßá íá ôïíßóïõìå ôï ãåãïíüò üôé ðñüêåéôáé ãéá äéáöïñåôéêÝò ìç
ôåôñéììÝíåò (ìç ìçäåíéêÝò) ëýóåéò vn(x) (ìå n = 1, 2, . . . ) ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí
ôéìþí (9.1.6) êáé (9.1.7). Ç êÜèå ìéá ôïõò áíôéóôïé÷åß óå ìéá äéáöïñåôéêÞ ôéìÞ kn = nð/L ôçò
âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò k = √

P/(EI), ç ïðïßá ïñßóèçêå óôç ó÷Ýóç (9.1.5).

Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé ðïëý åýêïëá åðáëçèåýåôáé üôé üëåò ïé ðáñáðÜíù ëýóåéò (9.1.19)
åßíáé ðñáãìáôéêÜ ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí (9.1.6) êáé (9.1.7) óôçí åéäéêÞ âÝâáéá
ðåñßðôùóç üðïõ k = kn = nð/L, üðùò âñÞêáìå óôç ó÷Ýóç (9.1.18). ÐñáãìáôéêÜ ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (9.1.6) ãéá k = kn = nð/L ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

v′′(x) +
(nð

L

)2
v(x) = 0. (9.1.20)

Áíôéêáèéóôþíôáò óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôç ëýóç vn(x) ôçò ó÷Ýóåùò (9.1.19) óôï ðáñüí
ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí (êáèþò êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãü ôçò í′′

n(x)), äéáðéóôþíïõìå üôé

−D2

(nð
L

)2
sin

nðx
L

+ D2

(nð
L

)2
sin

nðx
L

= 0. (9.1.21)

Áêüìç ðéï åýêïëç, áðëïýóôáôç åßíáé ç åðáëÞèåõóç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (9.1.7). ÐñÜãìáôé

vn(0) = D2 sin
nð0
L

= sin 0 = 0, vn(L) = D2 sin
nðL
L

= sin nð = 0. (9.1.22)
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Óõíïøßæïíôáò, ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí (9.1.6) êáé (9.1.7) Ý÷åé ðÜíôïôå ôçí ôåôñéììÝíç
(ìçäåíéêÞ) ëýóç vt(x) = 0 (åê ôáõôüôçôïò ßóïí: vt(x) ≡ 0). Ãéá ôéò éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò
ôéìÝò) ôïõ üìùò kn = nð/L, ðïõ Þäç ðñïóäéïñßóèçêáí óôç ó÷Ýóç (9.1.18), Ý÷åé êáé ôéò áíôßóôïé÷åò
ìç ôåôñéììÝíåò (ìç ìçäåíéêÝò) ëýóåéò vn(x) (vn(x) �≡ 0), ðïõ âñÝèçêáí óôéò ó÷Ýóåéò (9.1.19). ÁõôÝò
åßíáé ïé éäéïóõíáñôÞóåéò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò) ôïõ ßäéïõ ðñïâëÞìáôïò. Ç åýñåóç ôùí
éäéïôéìþí kn êáé ôùí áíôßóôïé÷ùí éäéïóõíáñôÞóåùí vn(x) ðïõ Ýãéíå ðéï ðÜíù áðïôåëåß ôçí åðßëõóç
ôïõ ðñïâëÞìáôïò éäéïôéìþí ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí (9.1.6) êáé (9.1.7).

A9.1.3. Ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý

Áêïýãïíôáé ëßãï--ðïëý ùñáßá áõôÜ áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò, áëë’ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
äåí åßíáé åõ÷áñéóôçìÝíïò. Ðñþôá--ðñþôá äå èá Þèåëå êáèüëïõ íá õðÜñ÷ïõí éäéïôéìÝò kn êáé
áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéò vn(x) óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí, ãéáôß ôïýôï äçëþíåé ôï
ëõãéóìü ôïõ óôýëïõ (Þ ñÜâäïõ Þ õðïóôõëþìáôïò), ðïõ äåí åßíáé êáèüëïõ áñåóôüò óôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü. (Áëßìïíï áí ÝíáòÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò Þèåëå ôï ëõãéóìü åíüò óôýëïõ óå ìéá êáôáóêåõÞ!)

ÁëëÜ êáé ðÝñá áðü áõôü, áêüìç êáé áí óõìâéâáóèåß (ìå äõóáñÝóêåéá âÝâáéá) ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò ìå ôïí áíåðéèýìçôï ëõãéóìü ôïõ óôýëïõ ôïõ, åíôïýôïéò èÝëåé (êáé Ý÷åé ðñáãìáôéêÜ ôï
äéêáßùìá) íá îÝñåé õðü ðïéåò ðñïûðïèÝóåéò èá ëÜâåé ÷þñá ï ëõãéóìüò áõôüò. Åßíáé ðïëý åýêïëç
ç ó÷åôéêÞ áðÜíôçóç. Ç èåôéêÞ âïçèçôéêÞ óôáèåñÜ k (ç ðáñÜìåôñïò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.1.6))
ìå éäéïôéìÝò kn = nð/L óõíäÝåôáé ìå ôï èëéðôéêü öïñôßï P ðïõ áóêåßôáé ðÜíùóôï óôýëï ìå ôç ó÷Ýóç
ïñéóìïý ôçò (9.1.5), äçëáäÞ ìå ôç ó÷Ýóç

k =
√

P
EI

⇐⇒ P = k2EI (9.1.23)

ìå ÅÉ (õðåíèõìßæåôáé) ôçí åëÜ÷éóôç äõóêáìøßá ôïõ óôýëïõ. ¢ñá ãéá ôéò éäéïôéìÝò kn = nð/L ðïõ
Þäç ðñïóäéïñßóèçêáí óôéò ó÷Ýóåéò (9.1.18) ôá áíôßóôïé÷á öïñôßá Pn èá äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

Pn = k2
n EI =

n2ð2EI
L2

ìå n = 1, 2, . . . . (9.1.24)

Ôá óõãêåêñéìÝíá áõôÜ öïñôßá Pn êáëïýíôáé öïñôßá ëõãéóìïý êáé öõóéêÜ áõîÜíïíôáé êáèþò áõ-
îÜíåé ï äåßêôçò n = 1, 2, . . . .

¸ôóé ôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí (9.1.6) êáé (9.1.7) åðéäÝ÷åôáé ìç ôåôñéììÝíç (ìç
ìçäåíéêÞ) ëýóç ìüíï ãéá ôá ðáñáðÜíù öïñôßá ëõãéóìïý Pn. Ðñïöáíþò ôï ðñáãìáôéêÜ óçìáíôéêü
áðü ôá öïñôßá áõôÜ åßíáé ôï ðñþôï P1, äçëáäÞ ôï èëéðôéêü öïñôßï ìå n = 1 óôï ïðïßï ãéá ðñþôç
öïñÜ óõìâáßíåé ëõãéóìüò ôïõ óôýëïõ. Ôïýôï ôï öïñôßï ëõãéóìïý P1 êáëåßôáé áðü ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý êáé ðñïêýðôåé áðëÜ èÝôïíôáò n = 1 óôç ó÷Ýóç (9.1.24). ¸ôóé
ðáßñíïõìå ôïí ôýðï

Pcr = ð2EI
L2

≈ 9.8696EI
L2

≈ 10EI
L2

(9.1.25)

ãéá ôï êñßóéìïöïñôßï ëõãéóìïý, ôï ïðïßï óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò óáí Pcr áíôß ãéá P1. Ï ôýðïò áõôüò
åßíáé ï ôýðïò ôïõ Euler ãéá ôïí áìöéáñèñùôü óôýëï ðïõ åîåôÜæïõìå êáé ìáò ëÝåé üôé ôï êñßóéìï
öïñôßï ëõãéóìïý Pcr åßíáé áíÜëïãï ôçò åëÜ÷éóôçò äõóêáìøßáò EI ôïõ óôýëïõ êáé áíôéóôñüöùò
áíÜëïãï ôïõ ôåôñáãþíïõ L2 ôïõ ìÞêïõò ôïõ L. ÅðïìÝíùò ìå äéðëáóéáóìü ôïõ ìÞêïõò L ôïõ óôýëïõ
(÷ùñßò üìùò áëëáãÞ ôùí õðüëïéðùí ÷áñáêôçñéóôéêþí ôïõ: õëéêïý êáé äéáôïìÞò) ôï êñßóéìïöïñôßï
ëõãéóìïý ôïõ óôýëïõ Pcr èá õðïôåôñáðëáóéáóèåß, èá ãßíåé, äõóôõ÷þò, ôÝóóåñéò öïñÝò ìéêñüôåñï.
¢ñá ï óôýëïò èá ëõãßóåé ðïëý ðéï åýêïëá.

Èá Þôáí ðïëý óïâáñÞ ðáñÜëåéøç íá ìç óçìåéùèåß óôï óçìåßï áõôü üôé ï ëõãéóìüò ôïõ óôý-
ëïõ åîåôÜóèçêå ìÝóá óôá ðëáßóéá ôçò Åëáóôéêüôçôáò êáé ôùí óõíÞèùí ðáñáäï÷þí ôçò Ôå÷íéêÞò
Èåùñßáò ôçò ÊÜìøåùò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Ôá ðñÜãìáôá üðùò äåí åßíáé Ýôóé óôçí ðñáã-
ìáôéêüôçôá. Åêåß ìå ôçí áýîçóç ôïõ áîïíéêïý èëéðôéêïý öïñôßïõ P áðü ôï ìçäÝí ìÝ÷ñé ôï êñßóéìï
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öïñôßï ëõãéóìïý Pcr äåí Ý÷åé åðÝëèåé ëõãéóìüò óôï óôýëï. Ï ëõãéóìüò åðÝñ÷åôáé óôï êñßóéìï
öïñôßï ëõãéóìïý Pcr (ãéá P = Pcr). ÌåôÜ üìùò ôï ëõãéóìü áõôü ôïõ óôýëïõ (äçëáäÞ ãéá P > Pcr)
ï óôýëïò óôçí ðñáãìáôéêüôçôá äåí åðáíÝñ÷åôáé óôçí åõèýãñáììç ðñéí áðü ôï ëõãéóìü ìïñöÞ
ôïõ, ãéáôß ðáýïõí íá éó÷ýïõí ïé ðáñáäï÷Ýò ðïõ Ý÷ïõí ãßíåé. Ãéá íá ãßíïõìå êÜðùò ðéï óýíôïìïé,
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ãåíéêÜ áñêåßôáé óôç ãíþóç ôïõ êñßóéìïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr, äçëáäÞ ôïõ
ðñþôïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý P1 = Pcr. Áðü êåé êáé ðÝñá, áí Ý÷åé óõìâåß ï ëõãéóìüò óôçí êáôáóêåõÞ
ôïõ, ìüíç ðéèáíÞ ëýóç åßíáé ç ìåßùóç ôïõ èëéðôéêïý öïñôßïõ P (P < Pcr) êáé ü÷é ç ðáñáðÝñá áý-
îçóÞ ôïõ (P > Pcr). ÁõôÞ ìðïñåß ìÜëéóôá íá ïäçãÞóåé óå öáéíüìåíá åìöáíßóåùò ðëáóôéêüôçôáò,
óå äéáññïÞ, áêüìç êáé óå èñáýóç ôïõ óôýëïõ ãéá ðïëý ìåãÜëç ôéìÞ ôïõ èëéðôéêïý öïñôßïõ P.

ÅðïìÝíùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñÝðåé íá öñïíôßóåé ôï áîïíéêü èëéðôéêü öïñôßï ôïõ P, ôï
ïðïßï áóêåßôáé óå Ýíá óôýëï (ñÜâäï, õðïóôýëùìá, êïëþíá) íá ìçí ðëçóéÜóåé ôï êñßóéìï öïñôßï
ëõãéóìïý Pcr. ¸ôóé ìå áóöÜëåéá èá áðïöåõ÷èåß ï ëõãéóìüò. Ãéá åíäå÷üìåíá ìåãáëýôåñá èëéðôéêÜ
öïñôßá P èá ðñÝðåé åê ôùí ðñïôÝñùí (óå ìéá ìåëÝôç ôïõ, ð.÷. ìéáò ìåôáëëéêÞò êáôáóêåõÞò) íá
Ý÷åé ìåñéìíÞóåé þóôå ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr íá åßíáé ôï êáôÜëëçëï, ð.÷. ìå áýîçóç ôçò
åëÜ÷éóôçò äõóêáìøßáò EI ôïõ óôýëïõ. Åéäéêüôåñá ãéá óõãêåêñéìÝíï åëáóôéêü õëéêü ôïõ óôýëïõ
êáé åðßóçò óõãêåêñéìÝíç ìÜæá ôïõ óôýëïõ (ìÞêïõò L) Ýíáò óôýëïò äáêôõëéïåéäïýò äéáôïìÞò õðå-
ñÝ÷åé ùò ðñïò ôï ëõãéóìü áðü Ýíá óõìðáãÞ óôýëï êõêëéêÞò äéáôïìÞò (ôçò ßäéáò áêñéâþò ìÜæáò).
Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç äáêôõëéïåéäÞò äéáôïìÞ åîáóöáëßæåé ìåãáëýôåñç ñïðÞ áäñáíåßáò É óôç äõ-
óêáìøßá ÅÉ ôïõ óôýëïõ, ç ïðïßá åßíáé ìÜëéóôá ðñïöáíþò ç ßäéá ðñïò üëåò ôéò êáôåõèýíóåéò (ìüíï
ãéá êõêëéêÝò êáé äáêôõëéïåéäåßò äéáôïìÝò). Ôïýôï éó÷ýåé ëüãù ôçò áîïíéêÞò (Þ êõêëéêÞò) óõììåôñßáò
ìéáò ôÝôïéáò äéáôïìÞò.

A9.1.4. Ëõãéóìüò óôýëïõ ìå ðáêôùìÝíï ôï Ýíá Üêñï ôïõ êáé åëåýèåñï ôï Üëëï

Ï ôýðïò (9.1.25) ãéá ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr, áò ôïí åðáíáëÜâïõìå

Pcr = ð2EI
L2

≈ 9.8696EI
L2

≈ 10EI
L2

, (9.1.26)

éó÷ýåé ìüíï óôçíðåñßðôùóç áìöéáñèñùôïý óôýëïõ, üðùò Þäç åßäáìå ìå ôçí åðßëõóç ôïõ ó÷åôéêïý
ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí. Äåí åßíáé üìùò áõôÞ ç ìïíáäéêÞ äõíáôüôçôá ðïõ
õðÜñ÷åé óôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá åíüò óôýëïõ õðü áîïíéêü èëéðôéêü öïñôßï P. Óôçí
ðáñÜãñáöï áõôÞ èá áíáöåñèïýìå êáé óå ìéá Üëëç åíäéáöÝñïõóá ðåñßðôùóç óôýëïõ: áõôÞ ìå
ôï êÜôù Üêñï ôïõ óôýëïõ x = 0 ðáêôùìÝíï êáé ôï ðÜíù Üêñï ôïõ x = L åëåýèåñï. ÖõóéêÜ
ôï èëéðôéêü öïñôßï P áóêåßôáé ïõóéáóôéêÜ óôï ðÜíù, óôï åëåýèåñï Üêñï x = L ôïõ óôýëïõ ìå
äéåýèõíóç üìùò ðñïò ôá êÜôù, ðñïò ôï ðáêôùìÝíï Üêñï x = 0 ôïõ ßäéïõ óôýëïõ.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ôï èëéðôéêü öïñôßï P Ý÷åé ðñïêáëÝóåé ôï ëõãéóìü ôïõ óôýëïõ êáé åðßóçò
üôé ç åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç óôï ðÜíù Üêñï ôïõ x = L åßíáé ôþñá (ëüãù ôïõ ëõãéóìïý) ßóç ìå ä.
Ç äéáäéêáóßá ôùí ðñïçãïýìåíùí ðáñáãñÜöùí ðñÝðåé íá ôñïðïðïéçèåß êÜðùò óôçí ðáñïýóá
ðåñßðôùóç óôýëïõ. Ðñþôá åðåéäÞ ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò)M(x) èá äßíåôáé ôþñá áðü
ôïí ôýðï

M(x) = P [ä − v(x)] (9.1.27)

ëüãù êáé ôçò åãêÜñóéáò ìåôáôïðßóåùò ä óôï ðÜíù Üêñï x = L ôïõ óôýëïõ. ¢ñá ç ãíùóôÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (9.1.2): ÅÉv′′(x) = M(x), ç ïðïßá óõíäÝåé ôçí åãêÜñóéá (êÜèåôç)
ìåôáôüðéóç v(x) ìå ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ M(x) èá ðÜñåé óôï ðáñüí ðñüâëçìá ëõãéóìïý ôç ìïñöÞ

EIv′′(x) = P [ä − v(x)] �⇒ EIv′′(x) + Pv(x) = Pä. (9.1.28)

Ðñüêåéôáé äçëáäÞ ãéá ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò óå óý-
ãêñéóç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.1.4), óôçí ïðïßá äåí õðÞñ÷å



ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ ÓÕÍÏÑÉÁÊÙÍ ÔÉÌÙÍ ÊÁÉ ÉÄÉÏÔÉÌÙÍ (ÊåöÜëáéï A9) 219

ï üñïò Pä óôï äåîéü ìÝëïò. Ðñïöáíþò ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç ôçò vp(x) åßíáé ç óõíÜñôçóç

vp(x) = Pä
P

= ä, (9.1.29)

ìéá óôáèåñÜ. ×ñçóéìïðïéþíôáò ìÜëéóôá êáé ôç ãíùóôÞ ìáò âïçèçôéêÞ óôáèåñÜ k = √
P/(EI), ðïõ

ïñßóèçêå óôç ó÷Ýóç (9.1.5), ìðïñïýìå Üìåóá íá äéáðéóôþóïõìå üôé ç ãåíéêÞ ëýóç vh(x) ôçò áíôß-
óôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åßíáé ç ßäéá ìå åêåßíç óôïí áìöéáñèñùôü óôýëï ðïõ Þäç
åîåôÜóáìå, Ý÷åé äçëáäÞ ôç ìïñöÞ

vh(x) = D1 cos kx + D2 sin kx ìå k =
√

P
EI

. (9.1.30)

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç vg(x) ôçò ðáñïýóáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò (9.1.28)
èá åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôçò ðéï ðÜíù ãåíéêÞò ëýóåùò vh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò óõí ìéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç vp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, åäþ
áðëÜ ôç ëýóç (9.1.29). ¸ôóé èá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôç ãåíéêÞ ëýóç

vg(x) = vh(x)+vp(x) = D1 cos kx+D2 sin kx+ä, ïðüôå v′
g(x) = −kD1 sin kx+kD2 cos kx. (9.1.31)

Ðñïò ôï ðáñüí ç äéáöïñÜ ôçò ðáñïýóáò ãåíéêÞò ëýóåùò (9.1.31) áðü ôçí áíôßóôïé÷ç ãåíéêÞ
ëýóç (9.1.12) ãéá ôïí áìöéáñèñùôü óôýëï åßíáé ï ôñßôïò üñïò ä óôç ãåíéêÞ ëýóç (9.1.31). Äõóôõ÷þò
üìùò õðÜñ÷åé êáé ìéá Üëëç óçìáíôéêÞ äéáöïñÜ: óôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Óôïí ðáñüíôá óôýëï
(ìå ðÜêôùóç--åëåýèåñï Üêñï) Ý÷ïõìå ôéò åîÞò ôñåéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò:

v(0) = 0, v′(0) = 0, v(L) = ä. (9.1.32)

Ïé äýï ðñþôåò óõíèÞêåò åßíáé áðëÜ ïé óõíèÞêåò ðáêôþóåùò óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ.
Ç ôñßôç óõíèÞêç, ðïõ åßíáé ìÜëéóôá ìç ïìïãåíÞò, äçëþíåé áðëÜ ôçí õðüèåóÞ ìáò (îåêéíþíôáò
áðü ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (9.1.27)) üôé ëüãù ôïõ ðéèáíïý ëõãéóìïý ôïõ óôýëïõ ôï âÝëïò êÜìøåþò
ôïõ v(L) óôï ðÜíù Üêñï ôïõ x = L åßíáé ßóï ìå ä. ÐñÜãìáôé åßíáé ìéá êÜðùò ðáñÜîåíç óõíïñéáêÞ
óõíèÞêç, ðïõ åßíáé üìùò áðüëõôá áíáãêáßï íá ëçöèåß õðüøç. ¸÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß Þäç êáé óôçí
ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.1.28). Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ôçí ðáñáëåßøïõìå; Áóöáëþò ü÷é!

Ðïéá åßíáé åðïìÝíùò ôþñá ç åñãáóßá ðïõ ðñÝðåé íá êÜíïõìå; Ðñþôá ïöåßëïõìå íá ðñïóäéïñß-
óïõìå ôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝòD1 êáéD2 óôç ãåíéêÞ ëýóç vg(x) ôçò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåùò (9.1.31)
ìå âÜóç ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðáêôþóåùò v(0) = v′(0) = 0, äçëáäÞ ôéò äýï ðñþôåò óõ-
íïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.1.32). Óôç óõíÝ÷åéá èá ðñÝðåé íá ðñï÷ùñÞóïõìå êáé óôçí ôñßôç óõíïñéáêÞ
óõíèÞêç (9.1.32). ÁõôÞ åßíáé ðïõ èá ìáò ïäçãÞóåé óôïí ôýðï ãéá ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr.

ÎåêéíÜìå ëïéðüí! Ïé äýï ðñþôåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò v(0) = v′(0) = 0 ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò (9.1.31) ðïõ Þäç âñÞêáìå (êáé ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ ôçò v′

g(x)) ðáßñíïõí ôéò ìïñöÝò

D1 · 1 + D2 · 0 + ä = 0, − kD1 · 0 + kD2 · 1 = 0. (9.1.33)

¢ñá ïé äýï áñ÷éêÜ áõèáßñåôåò óôáèåñÝò D1 êáé D2 óôç ãåíéêÞ ëýóç (9.1.31) ðáßñíïõí ôþñá ôéò
óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò

D1 = −ä, D2 = 0, (9.1.34)

ïðüôå ðáßñíïõìå ôåëéêÜ ôçí åîÞò ìåñéêÞ ëýóç vb(x) óôï ðáñüí ðñüâëçìá ëõãéóìïý:

vb(x) = D1 cos kx + D2 sin kx + ä = −ä cos kx + 0 · sin kx + ä = ä(1 − cos kx). (9.1.35)

Áóöáëþò ç ëýóç áõôÞ åðáëçèåýåé ôüóï ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.1.28) üóï êáé ôéò äýï ðñþôåò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.1.32): ôéò óõíèÞêåò ðáêôþóåùò v(0) = v′(0) = 0 óôï êÜôù Üêñï x = 0
ôïõ óôýëïõ ðïõ åîåôÜæïõìå.
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Êáé ç ôñßôç, ç êÜðùò ðáñÜîåíç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç v(L) = ä; ÁõôÞ åßíáé ç êñßóéìç óõíèÞêç ãéá
ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí öïñôßùí ëõãéóìïý Pn (n = 1, 2, . . . ) ôïõ óôýëïõ êáé åéäéêüôåñá ôïõ ðñþôïõ
öïñôßïõ ëõãéóìïý P1 = Pcr, ôïõ êñßóéìïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý. Áò ìç ÷ñïíïôñéâïýìå! ÅéóÜãïõìå
ôç ìåñéêÞ ëýóç vb(x) ôçò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåùò (9.1.35) óôçí ôñßôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç v(L) = ä êáé
âñßóêïõìå üôé

v(L) = ä �⇒ ä(1 − cos kL) = ä �⇒ ä − ä cos kL = ä �⇒ ä cos kL = 0. (9.1.36)

Áí äåí Ý÷ïõìå ëõãéóìü, ôüôå ä = 0 êáé üëá åßíáé èáõìÜóéá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü: åõôõ÷þò
äåí Ý÷åé ðáñïõóéáóèåß ëõãéóìüò ôïõ óôýëïõ. Áí üìùò áíôßèåôá Ý÷åé ðáñïõóéáóèåß ëõãéóìüò ãéá
êÜðïéá (ßóùò áñêåôÜ ìåãÜëç) ôéìÞ ôïõ èëéðôéêïý öïñôßïõ P; Å ôüôå ä �= 0 êáé åðïìÝíùò åßíáé
áðüëõôá áíáãêáßï íá éó÷ýåé ç ôñéãùíïìåôñéêÞ åîßóùóç

cos kL = 0 ìå ëýóåéò knL = (2n − 1)ð
2

�⇒ kn = (2n − 1)ð
2L

ìå n = 1, 2, . . . . (9.1.37)

Óôï ðáñüí ðñüâëçìá ëõãéóìïý (ãéá óôýëï ìå ôï êÜôù Üêñï ôïõ x = 0 ðáêôùìÝíï êáé ôï ðÜíù
Üêñï ôïõ x = L åëåýèåñï) âñÞêáìå ëïéðüí üôé õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò
ôéìÝò) kn ðïõ ïäçãïýí óå áíôßóôïé÷åò ìç ôåôñéììÝíåò ëýóåéò

vn(x) = ä(1 − cos knx) = ä
(
1 − cos

(2n − 1)ðx
2L

)
ìå n = 1, 2, . . . , (9.1.38)

üðùò ðáñáôçñïýìå Üìåóá áðü ôç ëýóç vb(x) = ä(1 − cos kx) óôç ó÷Ýóç (9.1.35). Ôþñá üìùò
Ý÷ïõìå ðåñéïñéóèåß óôéò éäéïôéìÝò kn ôçò ðáñáìÝôñïõ ìáò k Ý÷ïíôáò åðïìÝíùò åîáóöáëßóåé ôçí
ðëÞñùóç êáé ôçò ôñßôçò óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò vn(L) = ä, áöïý óôéò ëýóåéò (9.1.38)

cos knL = cos
(2n − 1)ðL

2L
= cos

(2n − 1)ð
2

= 0, (9.1.39)

üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí Ôñéãùíïìåôñßá.

Ðñïóäéïñßóáìå ëïéðüí ôéò éäéïôéìÝò kn óôéò ó÷Ýóåéò (9.1.37). Êáé ôþñá; Ôþñá áðëÜ èá âñïýìå
êáé ôá áíôßóôïé÷á öïñôßá ëõãéóìïý Pn. Ðñïò ôï óêïðü áõôü ëáìâÜíïõìå êáé ðÜëé õðüøç ôïí
ôýðï ïñéóìïý (9.1.5) ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò k = √

P/(EI) êáèþò êáé ôïõò ôýðïõò (9.1.37) ãéá
ôéò éäéïôéìÝò kn ôçò óôáèåñÜò k. ¸ôóé âñßóêïõìå üôé

kn =
√

Pn
EI

�⇒ Pn = k2
nEI =

(2n − 1)2ð2EI
4L2

ìå n = 1, 2, . . . (9.1.40)

ãéá ôá áíôßóôïé÷á öïñôßá ëõãéóìïý Pn. ÖõóéêÜ ïé ôýðïé áõôïß (9.1.40) åßíáé áíÜëïãïé ìå ôïõò
ôýðïõò (9.1.23) êáé (9.1.24) ðïõ éó÷ýïõí óôçí ðåñßðôùóç ôïõ áöéáñèñùôïý óôýëïõ, ôçí ïðïßá
åß÷áìå åîåôÜóåé ðñïçãïõìÝíùò.

ÅéäéêÜ ãéá n = 1 ðñïêýðôåé ôï ðñþôï öïñôßï ëõãéóìïý P1, ðïõ åßíáé êáé ôï êñßóéìï öïñôßï
ëõãéóìïý Pcr. ¸÷ïõìå Ýôóé ôç ó÷Ýóç

Pcr = ð2EI
4L2

≈ 2.4674EI
L2

≈ 2.5EI
L2

. (9.1.41)

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé óôïí ðáñüíôá óôýëï (ìå ôï êÜôù Üêñï ôïõ x = 0 ðáêôùìÝíï êáé ôï
ðÜíù Üêñï ôïõ x = L åëåýèåñï) ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr åßíáé ìüëéò ôï Ýíá ôÝôáñôï ôïõ
áíôßóôïé÷ïõ êñßóéìïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý ãéá ôïí áìöéáñèñùôü óôýëï. Áõôü ðñïêýðôåé áìÝóùò ìå
ôç óýãêñéóç ôùí ôýðùí (9.1.41) (ãéá ôïí ðáñüíôá óôýëï) êáé (9.1.25) ãéá ôïí áìöéáñèñùôü óôýëï.

Ðñïöáíþò ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá óôýëïõò (Þ ñÜâäïõò Þ õðïóôõëþìáôá
Þ êïëþíåò) ðáñïõóéÜæïõí ìåãÜëï åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Êáé äåí ðñÝðåé ìÜëéóôá
áõôüò íá îå÷íÜåé üôé äåí åðéôñÝðåôáé íá öèÜíåé Þ íá îåðåñíÜåé ôï êñßóéìï öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr
åßôå óå Ýíá óôýëï óå ìéá õðÜñ÷ïõóá êáôáóêåõÞ (ð.÷. ìéá ìåôáëëéêÞ êáôáóêåõÞ) ìå ôçí õðåñâïëéêÞ
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öüñôéóÞ ôçò P (äçëáäÞ ìå P ≥ Pcr) åßôå óå ìéá õðü ìåëÝôç êáôáóêåõÞ ãéá ôç öüñôéóç P, ôçí ïðïßá
ìðïñåß íá êëçèåß íá áíôéìåôùðßóåé Ýíáò óôýëïò ôçò.

Èá Þôáí ôÝëïò ìéá áóõã÷þñçôç ðáñÜëåéøç íá ìçí áíáöåñèåß óå ôïýôï ôï äéäáêôéêü âéâëßï,
ôï ïðïßï áðåõèýíåôáé óå Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, üôé ôï ðáñüí ðñüâëçìá ëõãéóìïý óôýëïõ (ìå
ðÜêôùóç--åëåýèåñï Üêñï) ìåëåôÞèçêå ãéá ðñþôç öïñÜ áðü ôïí Euler. Áõôü óõíÝâç óôçí åñãáóßá
ôïõ «De curvis elasticis» («ÅëáóôéêÝò êáìðýëåò» Þ êáëýôåñá óôçí ÅëëçíéêÞ ïñïëïãßá ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý «ÅëáóôéêÝò ãñáììÝò»). Ç åñãáóßá áõôÞ äçìïóéåýèçêå ôï 1744 óå ðáñÜñôçìá ó÷åôéêïý
âéâëßïõ ôïõ Euler. Ãé’ áõôü êáé ï ó÷åôéêüò ôýðïò (9.1.41) ãéá ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr êáëåßôáé
ôýðïò ôïõ Euler. Åííïåßôáé üôé ï ôýðïò ôïõ Euler (9.1.41) ãéá ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr äåí
Ý÷åé êáìßá ó÷Ýóç ìå ôïõò ôýðïõò êáé ðÜëé ôïõ Euler (1.5.3) êáé (1.5.4) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á1.5.1:

e±ix = cos x ± i sin x. (9.1.42)

Áõôïß ïé ôýðïé ôïõ Euler áöïñïýí óôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç e±ix êáé óôéò áíôßóôïé÷åò
ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cos x êáé sin x êáé ü÷é âÝâáéá óå êñßóéìá öïñôßá ëõãéóìïý Pcr.

A9.1.5. Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ôïõ ëõãéóìïý óôýëïõ

Óôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõò åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõ-
ôÝñáò ôÜîåùò ãéá ôçí åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç (ôï âÝëïò êÜìøåùò) v(x) óôýëïõ (Þ ñÜâäïõ Þ õðïóôõ-
ëþìáôïò Þ êïëþíáò) óå ëõãéóìü. ÓõãêåêñéìÝíá åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôéò äýï ãñáììéêÝò äéáöïñé-
êÝò åîéóþóåéò (9.1.4) êáé (9.1.28), ôéò åðáíáëáìâÜíïõìå

EIv′′(x) + Pv(x) = 0 ãéá áìöéáñèñùôü óôýëï, (9.1.43)

EIv′′(x) + Pv(x) = Pä ãéá óôýëï ðáêôùìÝíï óôï Ýíá Üêñï ôïõ êáé åëåýèåñï óôï Üëëï. (9.1.44)

Ðáñáôçñïýìå âÝâáéá üôé áðü ôéò äýï áõôÝò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò
ç ðñþôç åßíáé ïìïãåíÞò, åíþ áíôßèåôá ç äåýôåñç åßíáé ìç ïìïãåíÞò.

Ðïëý óõ÷íÜ óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí (óôï ðñüâëçìá ôïõ ëõãé-
óìïý óôýëïõ) ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åðéèõìåß íá Ý÷åé ìßá ìüíï ãåíéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
êáé ìÜëéóôá ïìïãåíÞ ðïõ íá éó÷ýåé ãéá üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò óõíïñéáêþí óõíèçêþí ôïõ óôýëïõ
óôá Üêñá ôïõ. Óôç ãåíéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç áðïäåéêíýåôáé óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (Þ Áíôï÷Þ
ôùí Õëéêþí) üôé éó÷ýåé ç áêüëïõèç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò:

EIv′′′′(x) + Pv′′(x) = 0. (9.1.45)

Êáé ðÜëé âÝâáéá v(x) åßíáé ç åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç (ôï âÝëïò êÜìøåùò) ôïõ óôýëïõ, EI ç äõ-
óêáìøßá ôïõ (óõíÞèùò ç åëÜ÷éóôç, áöïý åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôï åëÜ÷éóôï êñßóéìï öïñôßï ëõãé-
óìïý Pcr) êáé P ôï áîïíéêü èëéðôéêü öïñôßï ðïõ áóêåßôáé óôï óôýëï. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ãéá ôéò
ðåñéðôþóåéò óôýëùí (9.1.43) êáé (9.1.44) ïé äéáöïñéêÝò áõôÝò åîéóþóåéò ìåôáðßðôïõí (êáé ïé äýï)
óôç íÝá åîßóùóç (9.1.45), áñêåß íá ðáñáãùãéóèïýí äýï öïñÝò. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ãñáììéêÞ äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò, åíþ ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (9.1.43) êáé (9.1.44) Þóáí
äåõôÝñáò ôÜîåùò, áëëÜ ìå ôï ðëåïíÝêôçìá ôçò ãåíéêüôçôáò ùò ðñïò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.
¸ôóé ðïëëÝò öïñÝò ç íÝá áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.1.45) ëüãù ôùí äýï ðëåïíåêôçìÜôùí ôçò:

• Ôçò ãåíéêüôçôÜò ôçò, äçëáäÞ ôçò áíåîáñôçóßáò ôçò áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, êáé

• Tïõ ãåãïíüôïò üôé åßíáé ðÜíôïôå ïìïãåíÞò

ðñïôéìÜôáé áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ðáñÜ ôá äýï óïâáñÜ ìåéïíåêôÞìáôÜ ôçò:

• ¼ôé åßíáé äõóôõ÷þò ôåôÜñôçò ôÜîåùò áíôß äåõôÝñáò êáé

• ¢ñá, áöïý åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò, üôé áðáéôåß ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï ðáñüí
ðñüâëçìá, óõãêåêñéìÝíá áíÜ äýï óõíèÞêåò óå êÜèå Üêñï ôïõ óôýëïõ: ôÝóóåñéò óõíïëéêÜ.
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A9.1.6. Ëõãéóìüò áìößðáêôïõ óôýëïõ

Óôéò ÐáñáãñÜöïõò Á9.1.1 Ýùò Á9.1.3 ôçò ðáñïýóáò Åíüôçôáò Á9.1 åîåôÜóáìå Þäç ôï ëõãéóìü
áìöéáñèñùôïý óôýëïõ ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé ôåëéêÜ êáôáëÞîáìå óôïí ôýðï (9.1.25) ãéá ôï
êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr. Óôç óõíÝ÷åéá óôçí ÐáñÜãñáöï Á9.1.4 åîåôÜóáìå ôï ëõãéóìü óôýëïõ
ðáêôùìÝíïõ óôï Ýíá Üêñï ôïõ êáé åëåýèåñïõ óôï Üëëï êáé êáôáëÞîáìå óôï êñßóéìï öïñôßï ëõ-
ãéóìïý (9.1.41). Êáé óôéò äýï áõôÝò ðåñéðôþóåéò ëõãéóìïý ëýóáìå âÝâáéá ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá
óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí Ý÷ïíôáò âáóéóèåß óôéò ó÷åôéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò
ôÜîåùò. Èá ìðïñïýóáìå âÝâáéá íá Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé êáé ôç ãåíéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôå-
ôÜñôçò ôÜîåùò (9.1.45) öõóéêÜ ìáæß ìå ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Äå èá ôï êÜíïõìå üìùò
óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ, áí êáé åßíáé åöéêôü, ðñïôéìþíôáò ôçí åðßóçò åíäéáöÝñïõóá êáé äéáöïñå-
ôéêÞ ðåñßðôùóç åíüò áìößðáêôïõ óôýëïõ. Ãéá ôï óôýëï áõôü äåí Ý÷ïõìå ðñïóäéïñßóåé áêüìç ôï
êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr, áí êáé ðáñïõóéÜæåé êáé áõôüò éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ.

Èåùñïýìå åðïìÝíùò Ýíáí áìößðáêôï óôýëï ìÞêïõò L (åðáíáëáìâÜíïõìå ìå 0 ≤ x ≤ L) ðïõ
Ý÷åé êáé ôá äýï Üêñá ôïõ x = 0 êáé x = L ðáêôùìÝíá. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò (9.1.45). Åßíáé ðñïöáíÝò üôé äéåõêïëõíüìáóôå ÷ñçóéìïðïéþ-
íôáò åðßóçò êáé ôç âïçèçôéêÞ óôáèåñÜ k = √

P/(EI), ðïõ Þäç ïñßóáìå óôç ó÷Ýóç (9.1.5). Ìå ôç
÷ñÞóç ôçò óôáèåñÜò áõôÞò k ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò (9.1.45) áðëïðïéåßôáé ëßãï:

EIv′′′′(x) + Pv′′(x) = 0 �⇒ v′′′′(x) + k2v′′(x) = 0 ìå k =
√

P
EI

. (9.1.46)

ÖõóéêÜ ôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí áðïôåëåßôáé ü÷é ìüíï áðü ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (9.1.46), áëëÜ êáé áðü ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ ôç óõíïäåýïõí:

v(0) = 0, v′(0) = 0, v(L) = 0, v′(L) = 0. (9.1.47)

Åßíáé ðïëý áðëÝò (êáé ïìïãåíåßò öõóéêÜ, ìå äåîéÜ ìÝëç ßóá ìå ôï ìçäÝí) ïé ôÝóóåñéò áõôÝò óõíïñéá-
êÝò óõíèÞêåò, åðåéäÞ Ý÷ïõìå ðáêôþóåéò êáé óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôïõ óôýëïõ: áìößðáêôïò
óôýëïò. Áöïý êáé ç ßäéá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.1.46) åßíáé ïìïãåíÞò, Ý÷ïõìå Ýíá ïìïãåíÝò ðñü-
âëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí, ðáñáðÝñá êáé ïìïãåíÝò ðñüâëçìá éäéïôéìþí, üôáí èá ðñïóäéïñßóïõìå
ôéò éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò) kn ôçò óôáèåñÜò k ãéá ìç ôåôñéììÝíåò (ìç ìçäåíéêÝò) ëýóåéò.

Êáôáñ÷Þí ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ðéï ðÜíù ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñ-
ôçò ôÜîåùò (9.1.46) (óôç äåýôåñç öõóéêÜ ìïñöÞ ôçò) ìðïñïýìå áóöáëþò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò, áöïý ïé óõíôåëåóôÝò ôçò åßíáé óôáèåñïß: 1 êáé k2.
Äå÷üìáóôå ëïéðüí åêèåôéêÞ ëýóç v0(x) ôçò ìïñöÞò

v0(x) = eìx, ïðüôå v′′
0(x) = ì2eìx êáé óôç óõíÝ÷åéá v′′′′

0 (x) = ì4eìx. (9.1.48)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá áðëÜ ôéò ðáñáãþãïõò áõôÝò v′′
0(x) êáé v

′′′′
0 (x) óôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöï-

ñéêÞ åîßóùóç (9.1.46) êáé âñßóêïõìå ôç ó÷åôéêÞ ôåôáñôïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p4(ì) = 0:

ì4eìx + k2ì2eìx = 0 �⇒ (ì4 + k2ì2)eìx = 0 �⇒ p4(ì) = ì4 + k2ì2 = ì2(ì2 + k2) = 0. (9.1.49)

Ðñïöáíþò ïé ôÝóóåñéò ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò p4(ì) = 0 åßíáé ïé åîÞò:

ì1, 2 = 0, ì3, 4 = ±ik. (9.1.50)

Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé ç ìçäåíéêÞ ñßæá ì1, 2 = 0 åßíáé åðéðëÝïí êáé äéðëÞ ñßæá. Åðßóçò üôé ïé ñßæåò
ì3, 4 = ±ik åßíáé óõæõãåßò öáíôáóôéêÝò. ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïõò ôýðïõò
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ôïõ Euler: e±ix = cos x ± i sin x. ¢ñá óýìöùíá êáé ìå ôéò ãíþóåéò ìáò ãéá ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á5.5 ðáßñíïõìå ôåëéêÜ ôçí áêüëïõèç ãåíéêÞ ëýóç:

vh(x) = A + Bx + C cos kx + D sin kx (9.1.51)

ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò ôåôÜñôçò ôÜîåùò (9.1.46). Áóöáëþò ïé ôÝó-
óåñéò óôáèåñÝò A, B, C êáé D óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (9.1.51) åßíáé áõèáßñåôåò ðñïò ôï ðáñüí
ôïõëÜ÷éóôïí. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ äåí Ý÷ïõìå áêüìç ðÜñåé õðüøç ìáò ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò ðáêôþóåùò (9.1.47) óôá äýï ðáêôùìÝíá Üêñá x = 0 êáé x = L ôïõ áìößðáêôïõ óôýëïõ
ðïõ ìåëåôÜìå. Óôéò óõíèÞêåò áõôÝò (óõãêåêñéìÝíá óôç äåýôåñç êáé óôçí ôÝôáñôç) ÷ñåéáæüìáóôå
åðßóçò êáé ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï v′

h(x) ôçò ðéï ðÜíù ãåíéêÞò ëýóåùò vh(x), ðïõ åßíáé ç åîÞò:

v′
h(x) = B − kC sin kx + kD cos kx. (9.1.52)

Ìå âÜóç ôç ãåíéêÞ ëýóç (9.1.51) ðïõ âñÞêáìå êáé ôçí ðáñÜãùãü ôçò (9.1.52) ïé ôÝóóåñéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.1.47) ãéá ôéò ðáêôþóåéò ôïõ áìößðáêôïõ óôýëïõ óôá äýï Üêñá ôïõ x = 0
êáé x = L ðáßñíïõí ôéò ìïñöÝò

A + C = 0, (9.1.53)

B + kD = 0, (9.1.54)

A + BL + C cos kL + D sin kL = 0, (9.1.55)

B − kC sin kL + kD cos kL = 0. (9.1.56)

ÃåíéêÜ éó÷ýåé ç ôåôñéììÝíç (ìçäåíéêÞ) ëýóç vt(x) ≡ 0 ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí
ôéìþí (9.1.46) êáé (9.1.47). ÁõôÞ äçëþíåé ôçí Ýëëåéøç ëõãéóìïý, êÜôé ôï ðïëý åõ÷Üñéóôï ãéá ôïí
Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Óå åéäéêÝò üìùò ðåñéðôþóåéò, ôéò ïðïßåò äéåñåõíïýìå ôþñá, Ý÷ïõìå êáé ìç
ôåôñéììÝíåò (ìç ìçäåíéêÝò) ëýóåéò. Ôïýôï ìðïñåß íá óõìâåß, ìüíï åöüóïí ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá
ôùí ôåóóÜñùíïìïãåíþí ãñáììéêþíáëãåâñéêþí åîéóþóåùí (9.1.53) Ýùò (9.1.56) Ý÷åé ðÝñááðü ôçí
ðñïöáíÞ ôåôñéììÝíç (ìçäåíéêÞ) ëýóç A = B = C = D = 0 êáé ìç ôåôñéììÝíç (ìç ìçäåíéêÞ) ëýóç.
¼ðùò ãíùñßæïõìå áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, ãéá íá óõìâáßíåé áõôü óå Ýíá ïìïãåíÝò óýóôçìá
ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (åäþ ìå áãíþóôïõò ôéò óôáèåñÝò A, B, C êáé D), èá ðñÝðåé
ç ïñßæïõóá Dt ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí íá éóïýôáé ìå ìçäÝí. ÄçëáäÞ óôçí ðåñßðôùóÞ
ìáò èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé

Dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0

0 1 0 k

1 L cos kL sin kL

0 1 −k sin kL k cos kL

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (9.1.57)

Õðïëïãßæïíôáò ôç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá Dt êáé äéáéñþíôáò ìå k (k > 0 ãéá ìç ôåôñéììÝíåò ëýóåéò),
ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç ôñéãùíïìåôñéêÞ (ü÷é áðëÜ áëãåâñéêÞ) åîßóùóç

2(1 − cos kL) − kL sin kL = 0, (9.1.58)

óôçí ïðïßá õðåéóÝñ÷ïíôáé ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cos kL êáé sin kL. ÁõôÞ åßíáé ç ÷áñáêôç-
ñéóôéêÞ åîßóùóç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí éäéïôéìþí kn ôçò óôáèåñÜò k = √

P/(EI) ðïõ åðéôñÝðïõí
ìç ôåôñéììÝíç (ìç ìçäåíéêÞ) ëýóç óôï ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý áìößðáêôïõ óôýëïõ. ÄçëáäÞ ìüíï
ãé’ áõôÝò ôéò ôéìÝò kn ôçò óôáèåñÜò k ðáñïõóéÜæåôáé ôï öáéíüìåíï ôïõ ëõãéóìïý ôïõ óôýëïõ.

Áí êáé ðñïöáíþò äå ìðïñïýìå íá áðïöýãïõìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.1.47) êáèþò êáé
ôï ó÷åôéêü óýóôçìá ôùí ïìïãåíþí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (9.1.53) Ýùò (9.1.56), åíôïý-
ôïéò ìðïñïýìå ó÷åôéêÜ åýêïëá íá Ý÷ïõìå ìéá áðëïýóôåñç ïñßæïõóá D∗

t ìüëéò äåõôÝñáò ôÜîåùò.
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Ðñïò ôï óêïðü áõôü áðëÜ ëýíïõìå ôéò äýï ðñþôåò (ôéò áðëïýóôåñåò) ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò áëãå-
âñéêÝò åîéóþóåéò (9.1.53) êáé (9.1.54) ôïõ ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò âñßóêïíôáò

A + C = 0 �⇒ A = −C êáé åðßóçò B + kD = 0 �⇒ B = −kD. (9.1.59)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôéò ëýóåéò áõôÝò A = −C êáé B = −kD óôéò äýï ôåëåõôáßåò (ôéò äõóêïëüôåñåò)
ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò (9.1.55) êáé (9.1.56). ÁõôÝò ðáßñíïõí ôüôå ôéò ìïñöÝò

−C + ( − kD)L + C cos kL + D sin kL = 0, (9.1.60)

−kD − kC sin kL + kD cos kL = 0, (9.1.61)

ðïõ áìÝóùò áðëïðïéïýíôáé ùò åîÞò:

C(cos kL − 1) + D(sin kL − kL) = 0, (9.1.62)

C( − sin kL) + D(cos kL − 1) = 0. (9.1.63)

(Óôç äåýôåñç åîßóùóç äéáéñÝóáìå êáé ìå ôç óôáèåñÜ k ìå k > 0.)

Ôþñá Ý÷ïõìå Ýíá óýóôçìá äýï ìüíï ïìïãåíþí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (áíôß ôåóóÜ-
ñùí ðñïçãïõìÝíùò) ìå áãíþóôïõò ôéò óôáèåñÝò C êáéD. Ï ìçäåíéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò ïñßæïõóáòD∗

t

D∗
t =

∣∣∣∣∣
cos kL − 1 sin kL − kL

− sin kL cos kL − 1

∣∣∣∣∣ = 0 (9.1.64)

åðéôñÝðåé ìç ôåôñéììÝíåò (ìç ìçäåíéêÝò) ëýóåéò ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí êáé
éäéïôéìþí. Õðïëïãßæïíôáò ôçí ïñßæïõóá áõôÞ D∗

t (ìüëéò äåõôÝñáò ôÜîåùò, ü÷é ôåôÜñôçò), äéáðé-
óôþíïõìå áìÝóùò üôé, ãéá íá Ý÷ïõìå ëõãéóìü ôïõ áìößðáêôïõ óôýëïõ ìáò, èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé

(cos kL − 1)2 + (sin kL − kL) sin kL = 0. (9.1.65)

Ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôçí îáíáãñÜöïõìå óôç ìïñöÞ

cos2 kL + 1 − 2 cos kL + sin2 kL − kL sin kL = 0. (9.1.66)

Áöïý ìÜëéóôá ðÜíôïôå cos2 x + sin2 x = 1, üðùò ðïëý êáëÜ ãíùñßæïõìå áðü ôçí Ôñéãùíïìåôñßá,
ðáßñíïõìå ôåëéêÜ

2(1 − cos kL) − kL sin kL = 0. (9.1.67)

Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ßäéá áêñéâþò ôñéãùíïìåôñéêÞ åîßóùóç ãéá ôéò éäéïôéìÝò kn ôçò óôáèåñÜò k ðïõ
åß÷áìå âñåé êáé ðñùôýôåñá, åîßóùóç (9.1.58), ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ïñßæïõóáò ôåôÜñôçò ôÜîåùò Dt.

Áöïý êÜíáìå ðïõ êÜíáìå ôüóï êüðï, äå âëÜðôåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç ßäéá ôñéãùíïìå-
ôñéêÞ åîßóùóç (9.1.58) Þ (9.1.67) ìðïñåß íá ðñïêýøåé åäþ êáé ìå áêüìç áðëïýóôåñï ôñüðï ÷ùñßò
êáèüëïõ ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò Dt Þ D∗

t . Ï ôñüðïò áõôüò óõíßóôáôáé áðëÜ óôï íá öÝñïõìå ôïõò
üñïõò ïé ïðïßïé ðåñéÝ÷ïõí ôç óôáèåñÜD óôá äåîéÜ ìÝëç ôùí äýï ïìïãåíþí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí (9.1.62) êáé (9.1.63). Ôüôå áõôÝò ðáßñíïõí ôéò áðüëõôá éóïäýíáìåò ìïñöÝò ôïõò

C(cos kL − 1) = −D(sin kL − kL), (9.1.68)

C( − sin kL) = −D(cos kL − 1). (9.1.69)

ÕðïèÝôïíôáò ôéò óôáèåñÝò C êáéD ìç ìçäåíéêÝò óôç ìç ôåôñéììÝíç (ìç ìçäåíéêÞ) ëýóç ôïõ ðñïâëÞ-
ìáôïò ëõãéóìïý ðïõ åîåôÜæïõìå, áðëÜ äéáéñïýìå ôç äåýôåñç ðéï ðÜíù åîßóùóç äéá ôçò ðñþôçò.
¸ôóé âñßóêïõìå

− sin kL
cos kL − 1

= cos kL − 1
sin kL − kL

�⇒ (cos kL − 1)2 + (sin kL − kL) sin kL = 0. (9.1.70)
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ÊáôáëÞãïõìå åðïìÝíùò êáé ðÜëé óôçí ßäéá ôñéãùíïìåôñéêÞ åîßóùóç (9.1.65) êáé áðü áõôÞí óôçí
éóïäýíáìÞ ôçò åîßóùóç (9.1.67). Áò ôçí åðáíáëÜâïõìå:

2(1 − cos kL) − kL sin kL = 0. (9.1.71)

Èá ìðïñïýóáìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå êáôåõèåßáí óôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò
áõôÞò åîéóþóåùò (9.1.71). ¼ìùò áõôü äå èåùñåßôáé êáèüëïõ êïìøü óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí
êáé ðáñáðÝñá óôçí ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá, üðïõ áíÞêïõí ôá ðñïâëÞìáôá ëõãéóìïý. Ï ëõãéóìüò
áìößðáêôïõ óôýëïõ åßíáé Ýíá éäéáßôåñá êëáóéêü ðñüâëçìá êáé ðïëý ÷ñÞóéìï ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü. Ãé’ áõôü ðñïôéìÜìå íá áêïëïõèÞóïõìå ôï óõíÞèç ôñüðï åñãáóßáò ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé
óôá óõããñÜììáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý: Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí êáé ÅëáóôéêÞò ÅõóôÜèåéáò.
Ç äéáäéêáóßá áõôÞðñïâëÝðåé ôçíðáñáðÝñááðëïðïßçóç ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò åîéóþóåùò (9.1.71)
ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äýï ãíùóôþí ôñéãùíïìåôñéêþí ôýðùí:

cos 2x = 1 − 2 sin2 x �⇒ 1 − cos 2x = 2 sin2 x êáé åðßóçò sin 2x = 2 cos x sin x. (9.1.72)

Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí áõôþí ãéá x = kL/2, îáíáãñÜöïõìå ôçí ôñéãù-
íïìåôñéêÞ åîßóùóç (9.1.71) óôç íÝá ìïñöÞ ôçò

4 sin2 kL
2

− 2kL cos
kL
2

sin
kL
2

= 0. (9.1.73)

Äéáéñþíôáò ìÜëéóôá äéá 4 êáé âãÜæïíôáò êïéíü ðáñÜãïíôá ôïí üñï sin (kL/2), ðáßñíïõìå ôçí ôñé-
ãùíïìåôñéêÞ åîßóùóç (

sin
kL
2

− kL
2

cos
kL
2

)
sin

kL
2

= 0. (9.1.74)

Ìå äéáßñåóç ôïõ ðñþôïõ ðáñÜãïíôá (áõôïý ìÝóá óôéò ðáñåíèÝóåéò) ìå cos (kL/2), ç ßäéá ôñéãùíï-
ìåôñéêÞ åîßóùóç (9.1.74) ãñÜöåôáé êáé óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ(

tan
kL
2

− kL
2

)
sin

kL
2

= 0. (9.1.75)

Áí ìÜëéóôá ïýôå áõôÞ ç ôñéãùíïìåôñéêÞ åîßóùóç ìáò ðïëõáñÝóåé, ôçí áðëïðïéïýìå èÝôïíôáò

z = kL
2

, ïðüôå ðáßñíïõìå ôçí åîßóùóç (tan z − z) sin z = 0. (9.1.76)

Ãéá ôéò èåôéêÝò ëýóåéò z = kL/2 > 0 (áöïý k > 0 ãéá ìç ôåôñéììÝíåò ëýóåéò êáé åðßóçò L > 0) ôçò ôå-
ëéêÞò áõôÞò ôñéãùíïìåôñéêÞò åîéóþóåùò ìüíï äýï äõíáôüôçôåò õðÜñ÷ïõí. Ç ðñþôç äõíáôüôçôá
åßíáé íá ìçäåíßæåôáé ï ðñþôïò ðáñÜãïíôáò, äçëáäÞ

tan z − z = 0 ìå ìéêñüôåñç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ôç ëýóç z1, 1 ≈ 4.49341, (9.1.77)

ç ïðïßá ðñïêýðôåé ìå áñéèìçôéêÞ åðßëõóç (ð.÷. ìå ôç ìÝèïäï Newton--Raphson). Ç äåýôåñç äõíá-
ôüôçôá åßíáé íá ìçäåíßæåôáé ï äåýôåñïò ðáñÜãïíôáò, äçëáäÞ

sin z = 0 �⇒ zn, 2 = nð �⇒ kn, 2L
2

= nð �⇒ kn, 2 = 2nð
L

ìå n = 1, 2, . . . . (9.1.78)

Áðü üëåò áõôÝò ôéò èåôéêÝò ëýóåéò ôçò åîéóþóåùò (9.1.76) ðáñáôçñïýìå üôé ç ìéêñüôåñç åßíáé
ç ëýóç zmin = z1, 2 = 1 · ð = ð ≈ 3.14159. Ó’ áõôÞí ôç ëýóç áíôéóôïé÷åß êáé ç ìéêñüôåñç éäéïôéìÞ

kmin = 2zmin

L
= 2ð

L
, áöïý z = kL

2
, ïðüôå k = 2z

L
. (9.1.79)

Äåí áðïìÝíåé ðéá ðáñÜ íá èõìçèïýìå ôï âáóéêü ôýðï (9.1.5), k = √
P/(EI). Áðü áõôüí ðñïêý-

ðôåé êáé ï ôýðïò
Pcr = k2

minEI (9.1.80)
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ãéá ôï åëÜ÷éóôï öïñôßï ëõãéóìïý, áõôü ðïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò áðïêáëåß ðÜíôïôå êñßóéìï
öïñôßï ëõãéóìïý Pcr. ÅðïìÝíùò óôï ðáñüí ðñüâëçìá ìå âÜóç ôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (9.1.79),
äçëáäÞ kmin = 2ð/L, áðü ôïí ôýðï (9.1.80) èá Ý÷ïõìå ôïí áêüëïõèï ôåëéêü ôýðï ãéá ôï êñßóéìï
öïñôßï ëõãéóìïý Pcr óå áìößðáêôï óôýëï ìÞêïõò L êáé åëÜ÷éóôçò äõóêáìøßáò EI:

Pcr = 4ð2ÅÉ
L2

≈ 40EI
L2

. (9.1.81)

Áõôü åßíáé ðïõ åíäéáöÝñåé ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü: ðüôå ðñáãìáôéêÜ èá ëõãßóåé ï áìößðá-
êôïò óôýëïò. Áò óçìåéùèåß âÝâáéá êáé ôï áíáìåíüìåíï áðïôÝëåóìá üôé ôï êñßóéìï áõôü öïñôßï
ëõãéóìïý Pcr åßíáé 4 öïñÝò ìåãáëýôåñï áðü åêåßíï ãéá ôïí áìöéáñèñùôü óôýëï, ôýðïò (9.1.25),
êáé åðßóçò 16 öïñÝò ìåãáëýôåñï áðü åêåßíï ãéá ôï óôýëï ìå ðÜêôùóç óôï êÜôù Üêñï ôïõ êáé
Üñèñùóç óôï ðÜíù Üêñï ôïõ, ôýðïò (9.1.41), ìå ôï ßäéï ìÞêïò óôýëïõ L êáé ôçí ßäéá äõóêáìøßá EI.

� ÓõìðÝñáóìá: ÅðïìÝíùò, åÜí ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò êáôáöÝñåé óå Ýíá óôýëï ìå ðáêôùìÝíï
ôï êÜôù Üêñï ôïõ x = 0 êáé åëåýèåñï ôï åðÜíù x = L íá ðáêôþóåé êáé ôï åðÜíù Üêñï, ðåôõ÷áßíåé
áýîçóç êáôÜ 16 öïñÝò ôïõ êñßóéìïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr. ¸íá ìÜëëïí åíäéáöÝñïí óõìðÝñáóìá!

A9.2. ÄÕÍÁÌÉÊÇ ÔÙÍ ÊÁÔÁÓÊÅÕÙÍ: ÊÁÌÐÔÉÊÅÓ ÉÄÉÏÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÄÏÊÏÕ

A9.2.1. Ôï ãåíéêü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí

¸íá åîßóïõ óçìáíôéêü ìå ôï ëõãéóìü óôýëïõ ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí óôçí
ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý áöïñÜ óôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò (êáé ãåíéêüôåñá óôéò
åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò) ìéáò óõíÞèïõò äïêïý, óõãêåêñéìÝíá óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí. Óôï
ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý óôýëïõ ôï åðéèõìçôü Þôáí êõñßùò ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí öïñôßùí ëõ-
ãéóìïý Pn. Óôï ðñüâëçìá ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí äïêïý ôï åðéèõìçôü åßíáé êõñßùò
ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí (êõêëéêþí éäéïóõ÷íïôÞôùí) ùn ôùí ôáëáíôþóåùí áõôþí.
Ôï ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý óôýëïõ ôï åîåôÜóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á9.1. Ôï ðñüâëçìá
ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý èá ôï åîåôÜóïõìå óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Á9.2.

Ç óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôï ðáñüí ðñüâëçìá ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõ-
íÞèïõò äïêïý ðñïêýðôåé üôé åßíáé ãñáììéêÞ, ïìïãåíÞò êáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò. ¼ðùò èá ìÜèïõìå
óôï åðüìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ, ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

X ′′′′(x) − â4X(x) = 0 ìå 0 < x < L, (9.2.1)

üðïõ L äçëþíåé ôï ìÞêïò ôçò éäéïôáëáíôïýìåíçò óõíÞèïõò äïêïý. ÁíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé
ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (ìå 0 < x < L) êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôá-
âëçôÞ) åßíáé ôï ðñïóçìáóìÝíï åýñïò (ç ÷ùñéêÞ óõíéóôþóá) X(x) ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v ôçò äïêïý.
Ç óôáèåñÜ â óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé ìéá ðáñÜìåôñïò ðïõ äßíåôáé áðü ôïí åîÞò ôýðï:

â = 4
√

ñÁù2

ÅÉ
. (9.2.2)

Óôïí ôýðï áõôü õðåéóÝñ÷ïíôáé ç ðõêíüôçôá ñ ôïõ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò äïêïý, ôï åìâáäüí Á
ôçò äéáôïìÞò ôçò, ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù ôùí éäéïôáëáíôþóåþí ôçò êáé ç äõóêáìøßá ôçò ÅÉ.
Ç äõóêáìøßá ÅÉ åßíáé ßóç ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñïõ ôïõ Young) Å ôïõ
åëáóôéêïý õëéêïý ôçò äïêïý åðß ôç ñïðÞ áäñáíåßáò É ôçò äéáôïìÞò ôçòùòðñïò ôïí ïõäÝôåñï ÜîïíÜ
ôçò óôçí êÜìøç. Áò óçìåéþóïõìå ðáñåíèåôéêÜ üôé, üðùò ôï ãéíüìåíï ÅÉ åêöñÜæåé ôç äõóêáìøßá
ôçò äïêïý, Ýôóé êáé ôï ãéíüìåíï ñÁ (ðõêíüôçôá ñ åðß åìâáäüí äéáôïìÞò Á) åêöñÜæåé ôç ãñáììéêÞ
ðõêíüôçôá ôçò äïêïý. Ç óôáèåñÜ â óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò (9.2.1) åßíáé ç ó÷å-
ôéêÞ ðáñÜìåôñïò, ãéá ôçí ïðïßá èá âñïýìå ðáñáêÜôù ôéò éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò) ân.
Ìüëéò ôï ðåôý÷ïõìå áõôü, ìå ãíùóôÝò ôéò óôáèåñÝò ñÁ (ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá) êáé ÅÉ (äõóêáìøßá)
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èá ìðïñÝóïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí (Þ áðëÜ
éäéïóõ÷íüôçôåò) ùn ôçò äïêïý ìå âÜóç ôïí ôýðï (9.2.2) ïñéóìïý ôçò óôáèåñÜò â, óõãêåêñéìÝíá

ân = 4
√

ñÁù2
n

ÅÉ
�⇒ â2

n = ùn

√
ñÁ
ÅÉ

�⇒ ùn = â2
n

√
EI
ñÁ

ìå n = 1, 2, . . . . (9.2.3)

Áò ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç óôáèåñÜ ðáñÜìåôñïò â óôçí ðáñïýóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò
ôÜîåùò (9.2.1) ðáßæåé ôï ñüëï ôçò óôáèåñÜò ðáñáìÝôñïõ k = √

P/(EI) óôçí áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ãéá ôï ëõãéóìü óôýëïõ, ð.÷. óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (åðßóçò ôåôÜñôçò ôÜîåùò) (9.1.46).
Åðßóçò, üðùò ïé éäéïôéìÝò kn ôçò óôáèåñÜò k ìáò åðéôñÝðïõí íá õðïëïãßæïõìå ôá öïñôßá ëõãé-
óìïý Pn, Ýôóé áêñéâþò êáé ïé éäéïôéìÝò ân ôçò óôáèåñÜò â èá ìáò åðéôñÝøïõí óôçí åíüôçôá áõôÞ
íá õðïëïãßæïõìå ôéò éäéïóõ÷íüôçôåòùn ôùí êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí. ÖõóéêÜ ãéá ôï óêïðü áõôü
èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïõò ðáñáðÜíù ôýðïõò (9.2.3).

Ãéá íá ìðïñÝóïõìå üìùò íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôï Ýñãï ìáò áõôü, èá ðñÝðåé âÝâáéá íá Ý÷ïõìå
äéáèÝóéìåò êáé ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý ðïõ
åîåôÜæïõìå. ÁõôÝò ðïéêßëëïõí áíÜëïãá ìå ôç óôÞñéîç Þ ôçí Ýëëåéøç óôçñßîåùò óå Ýíá Üêñï äïêïý.
Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï Üêñï äïêïý x = a èá Ý÷ïõìå

X(a) = 0, X ′(a) = 0 ãéá Ýíá ðáêôùìÝíï Üêñï, (9.2.4)

X(a) = 0, X ′′(a) = 0 ãéá Ýíá áðëÜ óôçñéæüìåíï Üêñï: Üñèñùóç Þ êýëéóç, (9.2.5)

X ′′(a) = 0, X ′′′(a) = 0 ãéá Ýíá åëåýèåñï Üêñï. (9.2.6)

Ïé óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò åßíáé áðüëõôá áíÜëïãåò ìå ôéò áíôßóôïé÷åò óõíèÞêåò ãéá ìç ôáëá-
íôïýìåíç óõíÞèç äïêü óå êÜìøç, ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé óôçí ÐáñÜãñáöï Á2.1.6 ôïõ Êåöá-
ëáßïõ Á2. ÓõãêåêñéìÝíá åêåß áíáöÝñáìå ôéò óõíèÞêåò (2.1.37) ãéá ðÜêôùóç, ôéò óõíèÞêåò (2.1.38)
ãéá áðëÞ óôÞñéîç (äçëáäÞ ãéá Üñèñùóç Þ êýëéóç) êáé ôéò óõíèÞêåò (2.1.39) ãéá åëåýèåñï Üêñï.

ÖõóéêÜ ãéá ôç óõíÞèç äïêü ìáò ìÞêïõò L ìå áñéóôåñü Üêñï ôï óçìåßï x = 0 êáé äåîéü Üêñï ôï
óçìåßï x = L, ïé äýï äõíáôÝò ôéìÝò ôïõ a åßíáé ìüíï x = 0 êáé x = L. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ãéá
ìéá áìöéÝñåéóôç äïêü (ìå Üñèñùóç--êýëéóç óôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L Þ áíôßóôñïöá) èá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìüíï ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.2.5) ìå a = 0 (ãéá ôï áñéóôåñü Üêñï) êáé a = L
(ãéá ôï äåîéü Üêñï). ¸ôóé èá Ý÷ïõìå óôï ðáñÜäåéãìá áõôü ôéò åîÞò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò:

X(0) = 0, X ′′(0) = 0, X(L) = 0, X ′′(L) = 0. (9.2.7)

Áðü öõóéêÞò áðüøåùò óôéò óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò ïé ìçäåíéóìïß ôçò ßäéáò ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò X(x) óôá äýï Üêñá ôçò äïêïý, X(0) = X(L) = 0, äçëþíïõí ôçí áíõðáñîßá âÝëïõò
êÜìøåùò v óôá äýï áõôÜ óçìåßá óôéò ðáñïýóåò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò. Ôïýôï åßíáé åýëïãï
ëüãù ôùí áðëþí óôçñßîåùí (áñèñþóåùò êáé êõëßóåùò Þ áíôßóôñïöá) óôá äýï áõôÜ Üêñá x = 0
êáé x = L ôçò êáìðôéêÜ éäéïôáëáíôïýìåíçò äïêïý. ÐáñáðÝñá ïé ìçäåíéóìïß ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþ-
ãïõ × ′′(x) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò X(x) óôá ßäéá Üêñá ôçò äïêïý, X ′′(0) = X ′′(L) = 0, äçëþíïõí
ôçí áíõðáñîßá êáìðôéêÞò ñïðÞò (ñïðÞò êÜìøåùò) M óôéò ßäéåò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò ðïõ
åîåôÜæïõìå. ÁíÜëïãá åñãáæüìáóôå êáé ãéá Üëëá åßäç äïêþí: (á) áìößðáêôç äïêü, (â) ìïíüðáêôç
õðåñóôáôéêÞ äïêü êáé (ã) ðñüâïëï. Åßíáé åðßóçò áðüëõôá äõíáôÞ ç ìåëÝôç êáé ìéáò åëåýèåñçò êáé
óôá äýï Üêñá ôçò äïêïý. ¼ìùò óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ç äïêüò ìðïñåß öõóéêÜ íá êéíåßôáé
êáé óáí åëåýèåñï óþìá, äçëáäÞ êáé ìå ìçäåíéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù0 = 0. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé
óå ðåñßðôùóç äïêïý ìå ôï Ýíá Üêñï ôçò áñèñùìÝíï Þ êõëéüìåíï êáé ôï Üëëï Üêñï ôçò åëåýèåñï.

¸ôóé óå êÜèå ðåñßðôùóç êáìðôéêÜ éäéïôáëáíôïýìåíçò äïêïý ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí
êáé éäéïôéìþí ðïõ Ý÷ïõìå íá åðéëýóïõìå áðïôåëåßôáé áðü ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò (9.2.1) êáé ôéò ó÷åôéêÝò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ ôç óõíïäåýïõí.
Ãéá ðáñÜäåéãìá, óå ðåñßðôùóç áìöéÝñåéóôçò äïêïý, üðïõ êáé èá åóôéÜóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò,
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èá éó÷ýïõí ïé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.2.7). Ôüóï ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.2.1) üóï êáé
ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.2.4), (9.2.5) êáé (9.2.6) (áíÜëïãá ìå ôç óôÞñéîç Þ ôçí Ýëëåéøç óôçñßîåùò
ôçò äïêïý óôá Üêñá ôçò), óõãêåêñéìÝíá ãéá ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü ôåëéêÜ ïé ôÝóóåñéò óõíïñéá-
êÝò óõíèÞêåò (9.2.7), åßíáé ïìïãåíåßò. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ðñïò åðßëõóç Ýíá ïìïãåíÝò ðñüâëçìá
óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí ìå ðñïöáíÞ ëýóç ôïõ ôçí ôåôñéììÝíç ëýóç (ôç ìçäåíéêÞ ëýóç)

Xt(x) = 0 Þ óáöÝóôåñá Xt(x) ≡ 0. (9.2.8)

Äåí åíäéáöåñüìáóôå üìùò ãéá ôç ëýóç áõôÞ. Èá Þìáóôáí åîáéñåôéêÜ áöåëåßò, áí êÜíáìå êÜôé
ôÝôïéï, áöïý ç ôåôñéììÝíç (ç ìçäåíéêÞ) ëýóç Xt(x) ≡ 0 õðïäçëþíåé ôçí áíõðáñîßá êáìðôéêþí
éäéïôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý. ÁíÜëïãá êáé óôï ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý åíüò óôýëïõ ç ôåôñéììÝíç
(ç ìçäåíéêÞ) ëýóç vt(x) ≡ 0 õðïäçëþíåé ôçí Ýëëåéøç ëõãéóìïý ôïõ óôýëïõ. Åäþ åìåßò èá ðñïóäéïñß-
óïõìå ôéò éäéïôéìÝò ân ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò â, ôçò ðáñáìÝôñïõ óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.2.1),
ðïõ èá ìáò äþóïõí ìç ôåôñéììÝíåò (ìç ìçäåíéêÝò) ëýóåéò Xn(x): Xn(x) �≡ 0. ÁõôÝò èá åßíáé ïé éäéïóõ-
íáñôÞóåéò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò) ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí
äïêïý. Ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ôéò áðïêáëåß óõíÞèùò éäéïìïñöÝò ôçò äïêïý.

A9.2.2. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Áóöáëþò, üðùò êÜíáìå êáé óôï ëõãéóìü óôýëïõ, ôï ðñþôï ìáò ìÝëçìá åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò
ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò Xh(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò ôÜîåùò (9.2.1)
ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý. Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå:

X ′′′′(x) − â4X(x) = 0 ìå 0 < x < L. (9.2.9)

Äåí ðñüêåéôáé ãéá äýóêïëç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí:
åßôå (á) ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò åßôå (â) ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.
Ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò åßíáé ëßãï áðëïýóôåñç. Ôçí ðñïôéìÜìå.

Äå÷üìáóôå Ýôóé ðéèáíÞ åêèåôéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

X0(x) = eìx, ïðüôå X ′′′′
0 (x) = ì4eìx. (9.2.10)

Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí åêèåôéêþí áõôþí åêöñÜóåùí ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò X(x) êáé ôçò
ôåôÜñôçò ðáñáãþãïõ ôçò X ′′′′(x) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (9.2.9) ðñïóäéïñßæïõìå åýêïëá ôç ó÷åôéêÞ
ôåôáñôïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p4(ì) = 0 ãéá ôïí Üãíùóôï åêèÝôç ì. ¸ôóé Ý÷ïõìå

ì4eìx −â4eìx = 0 �⇒ (ì4 −â4)eìx = 0 �⇒ p4(ì) = ì4 −â4 = (ì2 −â2)(ì2 +â2) = 0, (9.2.11)

áí èõìçèïýìå êáé ôïí ôüóï ãíùóôü ìáò áëãåâñéêü ôýðï a2 − b2 = (a − b)(a + b) ãéá ôç äéáöïñÜ
äýï ôåôñáãþãùí: a2 ìåßïí b2.

ÊáôÜ óõíÝðåéá ïé ôÝóóåñéò ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p4(ì) = 0 åßíáé ïé åîÞò:

ì1, 2 = ±â, ì3, 4 = ±iâ ìå i = √−1 ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá. (9.2.12)

Ðñüêåéôáé ãéá ôÝóóåñéò áðëÝò (äéáöïñåôéêÝò) ñßæåò: ïé äýï ðñþôåò ñßæåò (ì1, 2 = ±â) åßíáé ðñáã-
ìáôéêÝò, åíþ ïé äýï Üëëåò ñßæåò (ì3, 4 = ±iâ) åßíáé óõæõãåßò ìéãáäéêÝò (åäþ óõæõãåßò öáíôáóôéêÝò).

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç Xh(x) ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò ôÜ-
îåùò (9.2.1) ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý èá Ý÷åé ôç ãåíéêÞ ìïñöÞ

Xh(x) = C1eâx + C2e−âx + C3eiâx + C4e−iâx (9.2.13)

ìå ôá óýìâïëá C1, C2, C3 êáé C4 íá äçëþíïõí ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Åßíáé ìáèçìáôéêÜ
óùóôÞ êáé áðïäåêôÞ ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç Xh(x), áëëÜ äåí ðïëõáñÝóåé óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü,
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ï ïðïßïò ðñïôéìÜåé ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò áíôß ãéá ôéò ìéãáäéêÝò åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò.
Ìðïñïýìå åýêïëá íá êÜíïõìå ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôñïðÞ, áí èõìçèïýìå ôïõò ãíùóôïýò ôýðïõò (1.5.6)
ãéá ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèþò êáé (1.5.3) êáé (1.5.4) ãéá ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò:

e±x = cosh x ± sinh x, e±ix = cos x ± i sin x. (9.2.14)

Ïé äýï ðñþôïé ôýðïé, e±x = cosh x ± sinh x, ðñïêýðôïõí Üìåóá áðü ôïõò ïñéóìïýò (1.5.5) ôùí
õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí cosh x êáé sinh x. Ïé äýï äåýôåñïé ôýðïé, e±ix = cos x ± i sin x, åßíáé
ïé ãíùóôïß ìáò ôýðïé ôïõ Euler ãéá ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cos x êáé sin x.

Áò óçìåéþóïõìå üôé ãéá ëüãïõò óõììåôñßáò, áëëÜ êáé ïõóéáóôéêÞò äéåõêïëýíóåþò ìáò óôéò áë-
ãåâñéêÝò ðñÜîåéò, èá ìåôáôñÝøïõìå ü÷é ìüíï ôéò ìéãáäéêÝò åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò e±iâx, áëëÜ êáé
ôéò ðñáãìáôéêÝò åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò e±âx óå óõíáñôÞóåéò óõíçìéôüíùí êáé çìéôüíùí: ôñéãùíï-
ìåôñéêþí êáé õðåñâïëéêþí áíôßóôïé÷á. ¸ôóé ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (9.2.14) ç ðéï ðÜíù ãåíéêÞ
ëýóç Xh(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (9.2.9), ðïõ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (9.2.13), ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Xh(x) = C1(coshâx + sinhâx) + C2(coshâx − sinhâx)

+ C3(cosâx + i sinâx) + C4(cosâx − i sinâx). (9.2.15)

ÅéóÜãïíôáò ìÜëéóôá êáé ôéò ôÝóóåñéò íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò

A = C1 + C2, B = C1 − C2, C = C3 + C4, D = i(C3 − C4), (9.2.16)

äéáðéóôþíïõìå ðïëý åýêïëá üôé ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (9.2.15) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí êáèáñÜ
ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ

Xh(x) = A coshâx + B sinhâx + C cosâx + D sinâx. (9.2.17)

Ãéá ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò ôùí íÝùí áõèáßñåôùí óôáèåñþí A, B, C êáéD ç ôåëåõôáßá ìïñöÞ (9.2.17)
ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò Xh(x) åßíáé êáèáñÜðñáãìáôéêÞ. Áêñéâþò ôïýôï åðéèõìåß ï ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò
óôï ðáñüí ðñüâëçìÜ ôïõ ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí äïêïý, áëëÜ êáé ó÷åäüí óå üëá ôá
ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôÜ ôïõ. ÖõóéêÜ áõôÜ áöïñïýí óå ðñáãìáôéêÝò ðïóüôçôåò, åäþ óôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç X(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (9.2.9). ¢ñá êáé ïé ó÷åôéêÝò ëýóåéò Xh(x) èá ðñÝðåé
ïðùóäÞðïôå íá åßíáé (ôåëéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí) ðñáãìáôéêÝò. Áëßìïíü ìáò, áí êáôáëÞîïõìå óå ìéãáäéêÞ
ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí! Äå èá åßíáé óùóôü áõôü!

A9.2.3. Ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí ãéá áìöéÝñåéóôç äïêü

Åßíáé âÝâáéá ðñïöáíÝò êáé Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß üôé ôï ïìïãåíÝò ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí
ãéá éäéïôáëáíôïýìåíç äïêü Ý÷åé ôçí ôåôñéììÝíç ëýóç Xt(x) ≡ 0. ÁõôÞ üìùò äåí ðáñéóôÜíåé éäéïôáëá-
íôþóåéò ôçò äïêïý (áíôßèåôá áöïñÜóåðëÞñç Ýëëåéøç ôáëáíôþóåùí) êáé åðïìÝíùò áðïññßðôåôáé.
Ç áðüññéøç áõôÞ äå óçìáßíåé âÝâáéá üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èÝëåé íá Ý÷åé éäéïôáëáíôþóåéò (êáé
ãåíéêüôåñá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò) óôéò äïêïýò ôïõ. Áóöáëþò äåí ôéò èÝëåé! ÁëëÜ . . . ÁëëÜ ôß;

Ôï Ýñãï ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý äåí ðåñéïñßæåôáé óôéò åõíïúêÝò ðåñéðôþóåéò. Åßíáé óßãïõñá
åõíïúêÞ ðåñßðôùóç íá ìçí Ý÷åé ëõãßóåé Ýíáò óôýëïò óå ìéá êáôáóêåõÞ, áëëÜ äõóôõ÷þò ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò ðñÝðåé óôç ìåëÝôç ôïõ íá ëÜâåé õðüøç ôïõ üôé ãéá áîïíéêÞ èëéðôéêÞ öüñôéóç P ßóç
ìå ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr ï óôýëïò èá ëõãßóåé, þóôå ôá áëçèéíÜ èëéðôéêÜ öïñôßá P ðïõ
áóêïýíôáé óôï óôýëï íá åßíáé ìéêñüôåñá ôïõ Pcr. ¸ôóé êáé óôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò äïêïý,
èá Þôáí ðÜñá ðïëý ùñáßá íá ìçí ðáñïõóéÜæïíôáí êáèüëïõ óôéò äïêïýò ìéáò êáôáóêåõÞò, üðùò:

• Óå ìéá êáëùäéùôÞ Þ êñåìáóôÞ ãÝöõñá, üôáí ðåñíÜåé Ýíá âáñý ü÷çìá Þ üôáí öõóÜåé ðïëý
äõíáôüò Üíåìïò.

• Óôïí ðýñãï åëÝã÷ïõ åíüò áåñïäñïìßïõ, üôáí áðïãåéþíåôáé Ýíá ðïëý ìåãÜëï áåñïðëÜíï.

• Óå Ýíáí ïõñáíïîýóôç, üôáí öõóÜåé ðÜñá ðïëý éó÷õñüò Üíåìïò.
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• Óå ìéá óõíçèéóìÝíç áóôéêÞ êáôáóêåõÞ, ð.÷. óå ìéá ìïíþñïöç ïéêïäïìÞ Þ óå ìéáðïëõêáôïéêßá,
üðùò âÝâáéá êáé óå ìéá ìåôáëëéêÞ êáôáóêåõÞ, óå ìéá ãÝöõñá, óå Ýíáí ïõñáíïîýóôç, êëð.,
üôáí ðáñïõóéáóèåß îáöíéêÜ Ýíá áðåõêôáßï éó÷õñü óåéóìéêü öáéíüìåíï.

Èá Þôáí ðïëý ùñáßá íá ìçí õðÞñ÷áí ôá äõíáìéêÜ áõôÜ öáéíüìåíá, ðïõ ïäçãïýí óôç äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç (9.2.1) Þ (9.2.9), áëëÜ äõóôõ÷þò õðÜñ÷ïõí. ¸ôóé ï ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò Ý÷åé êáèÞêïí
íá ìåëåôÜåé, íá ó÷åäéÜæåé ôéò êáôáóêåõÝò ôïõ (áðü ðïëõêáôïéêßåò êáé ìåôáëëéêÝò êáôáóêåõÝò ìÝ÷ñé
ãÝöõñåò êáé ðýñãïõò åëÝã÷ïõ áåñïäñïìßùí), Ýôóé þóôå íá ìçí õðÜñ÷åé êßíäõíïò áóôï÷ßáò ôïõò
áêüìç êáé ãéá óåéóìéêÜ öáéíüìåíá. Ôïýôï áðïôåëåß ôçí áíôéóåéóìéêÞ ìåëÝôç êáôáóêåõþí Þ, êá-
ëýôåñá, ôïí áíôéóåéóìéêü ó÷åäéáóìü êáôáóêåõþí. Ðñïò ôï óêïðü áõôü ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
ðñÝðåé íá îÝñåé íá õðïëïãßæåé ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn. Eäþ óôï 2ï ÅîÜìçíï Óðïõäþí îåêéíÜåé áðü
ôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò ìéáò óõíÞèïõò äïêïý. Óôç óõíÝ÷åéá ðñï÷ùñÜåé óå óýíèåôåò äõ-
íáìéêÝò êáôáðïíÞóåéò äïêþí (ð.÷. õðü ôáõôü÷ñïíç èëßøç, êÜìøç êáé óôñÝøç) êáé ðáñáðÝñá óå
äõíáìéêÝò êáôáðïíÞóåéò óýíèåôùí êáôáóêåõþí, üðùò åßíáé ïé ïéêïäïìÝò, ïé ãÝöõñåò, êëð.

Õðïôßèåôáé üôé ôáó÷üëéááõôÜ Ý÷ïõíðåßóåé áêüìç êáé ôïíðïëý äýóðéóôïÐïëéôéêüÌç÷áíéêü íá
óõíå÷ßóåé ôç ìåëÝôç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí ãéá ôçí êáìðôéêÜ
éäéïôáëáíôïýìåíç áìöéÝñåéóôç äïêü. Ðñüêåéôáé, åéëéêñéíÜ, ãéá ôç ìáèçìáôéêÜ êáé õðïëïãéóôéêÜ
áðëïýóôåñç ðåñßðôùóç êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí äïêïý, ãé’ áõôü êáé åðéëÝ÷èçêå áõôÞ óôçí
ðáñïýóá ðáñÜãñáöï. Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åñãáóßá ìáò.

Ðñïóäéïñßóáìå Þäç óôç ó÷Ýóç (9.2.17) ôç ãåíéêÞ ëýóç Xh(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (9.2.1)
Þ (9.2.9). Áò ôçí åðáíáëÜâïõìå

×h(x) = A coshâx + B sinhâx + C cosâx + D sinâx. (9.2.18)

Åäþ üìùò ìáò åíäéáöÝñåé êáé ç äåýôåñç ðáñÜãùãüò ôçò X ′′
h (x). Áò ôçí õðïëïãßóïõìå:

X ′′
h (x) = â2(A coshâx + B sinhâx − C cosâx − D sinâx). (9.2.19)

Áãíïïýìå ôçí åõíïúêÞ ðåñßðôùóç åëëåßøåùò êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óôç äïêü, äçëáäÞ
ôçí ðåñßðôùóç üðïõ

A = B = C = D = 0, ïðüôå Xh(x) ≡ 0. (9.2.20)

Èá âñïýìå ôéò éäéïôéìÝò ân ôçò óôáèåñÜò (ôçò ðáñáìÝôñïõ) â ðïõ åðéôñÝðïõí áëçèéíÝò êáìðôéêÝò
éäéïôáëáíôþóåéò (êáé åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò) ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý ðïõ åîåôÜæïõìå. Ðþò èá
ôï êáôïñèþóïõìå áõôü; Ìá ëáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.2.7)
ãéá ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü ìáò. Ôéò åðáíáëáìâÜíïõìå êáé áõôÝò:

X(0) = 0, X ′′(0) = 0, X(L) = 0, X ′′(L) = 0. (9.2.21)

Óçìåéþíïõìå ìÜëéóôá îáíÜ üôé áöïñïýí óå áðëÝò óôçñßîåéò: Üñèñùóç êáé êýëéóç Þ áíôßóôñïöá,
áêñéâþò üðùò óõìâáßíåé óôçí áìöéÝñåéóôç äïêü ìáò.

ÄéáèÝôïõìå ëïéðüí ôç ãåíéêÞ ëýóç (9.2.18) ìå ôéò ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò A, B, C êáé D
ó’ áõôÞí êáé æçôÜìå íá ôéò ðñïóäéïñßóïõìå, Ýôóé þóôå íá éêáíïðïéïýíôáé ôáõôü÷ñïíá êáé ïé ôÝóóå-
ñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.2.21). ÎåêéíÜìå áðü ôéò äýï ðñþôåò óõíèÞêåò: X(0) = 0 êáé X ′′(0) = 0
óôï Üêñï x = 0. ÁõôÝò ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò (9.2.18) êáé (9.2.19) áíôßóôïé÷á ðáßñíïõí ôéò ìïñöÝò

X(0) = A + C = 0 (9.2.22)
êáé åðßóçò

X ′′(0) = â2(A − C) = 0 �⇒ A − C = 0, (9.2.23)

áöïý ðñïöáíþò â > 0 óå éäéïôáëáíôþóåéò (üðïõ ù > 0) ëüãù ôïõ ôýðïõ (9.2.2) ïñéóìïý ôçò
âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò â, ôçò ðáñáìÝôñïõ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ëýíïõìå ôï ôüóï áðëü áõôü
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óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí A + C = 0 êáé A − C = 0 ðñïóèáöáéñþíôáò
ôéò. Ôßðïôå äåí åßíáé åõêïëüôåñï! ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé ðñüêåéôáé ãéá ìçäåíéêÝò óôáèåñÝò, äçëáäÞ

A = C = 0. (9.2.24)

ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç Xh(x) ôçò ó÷Ýóåùò (9.2.18) ðáßñíåé ôþñá ôçò ìïñöÞ ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò

Xp(x) = B sinhâx + D sinâx (9.2.25)
ìå äåýôåñç ðáñÜãùãï ôçí

X ′′
p (x) = â2(B sinhâx − D sinâx). (9.2.26)

ÖõóéêÜ ãéá ôç äåýôåñç áõôÞ ðáñÜãùãï X ′′
p (x) ôï ßäéï áêñéâþò áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé êáé áðü

ôç ó÷Ýóç (9.2.19) áðëÜ èÝôïíôáò åêåß A = C = 0, üðùò Þäç âñÞêáìå óôéò ó÷Ýóåéò (9.2.24). Ùñáßá!

ÁðÝìåéíáí ôþñá äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, ïé B êáé D, óôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç Xp(x), ç ïðïßá
ðñïöáíþò âÝâáéá åðáëçèåýåé êáé ôéò äýï ðñþôåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9.2.21): ôéò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò X(0) = 0 êáé X ′′(0) = 0 óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò êáìðôéêÜ éäéïôáëáíôïýìåíçò
áìöéÝñåéóôçò äïêïý ìáò. ÁðïìÝíïõí Ýôóé ïé äýï ôåëåõôáßåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: ïé X(L) = 0
êáé X ′′(L) = 0 óôï äåîéü Üêñï x = L ôçò ßäéáò äïêïý. Áò ôéò ëÜâïõìå êáé áõôÝò õðüøç. Ìå ôéò
óêÝøåéò áõôÝò ãéá x = L Ý÷ïõìå

Xp(L) = B sinhâL + D sinâL = 0 (9.2.27)
êáé åðßóçò

X ′′
p (L) = â2(B sinhâL − D sinâL) = 0 �⇒ B sinhâL − D sinâL = 0, (9.2.28)

áöïý â > 0 óå éäéïôáëáíôþóåéò, üðùò Þäç áíáöÝñáìå ëßãï ðéï ðÜíù.

Óôï óôü÷ï ìáò ôþñá: óôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí äýï áõèáßñåôùí óôáèåñþí B êáé D ðïõ áðÝìåé-
íáí ìå ôç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (9.2.27) êáé (9.2.28)
ìå áãíþóôïõò ôéò äýï áõôÝò óôáèåñÝò B êáé D. Ðñþôá ôéò ðñïóèÝôïõìå âñßóêïíôáò üôé

Â sinhâL = 0, ïðüôå Â = 0. (9.2.29)

Ôïýôï éó÷ýåé áíáãêáóôéêÜ, åðåéäÞ sinh x = 0, ìüíï ãéá x = 0. Ôï õðåñâïëéêü çìßôïíï sinh x äå
ìçäåíßæåôáé ðïõèåíÜ áëëïý. ¢ñá ìå L > 0 (áëëéþò äå èá õðÞñ÷å äïêüò!) êáé ìå â > 0 (áëëéþò äå
èá õðÞñ÷áí êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò!) èá éó÷ýåé sinhâL �= 0, ãéá ôçí áêñßâåéá sinhâL > 0.

Êáé ç ôñßôç ëïéðüí óôáèåñÜ B ðñïÝêõøå õðï÷ñåùôéêÜ ìçäåíéêÞ: A = C = B = 0 ìÝ÷ñé óôéãìÞò.
Áí èÝëïõìå ìÜëéóôá, ôïíßæïõìå ôï ãåãïíüò áõôü ãñÜöïíôáò ôçí Þäç ìåñéêÞ ëýóç ×p(x) êáé ôç
äåýôåñç ðáñÜãùãü ôçò X ′′

p (x) óôéò ó÷Ýóåéò (9.2.25) êáé (9.2.26) áíôßóôïé÷á óôçí áêüìç ìåñéêüôåñç
ìïñöÞ ôïõò (ìå B = 0)

Xp(x) = D sinâx êáé åðßóçò X ′′
p (x) = −â2D sinâx. (9.2.30)

Ôþñá èÝôïíôáò x = L óôç äåýôåñç áõôÞðáñÜãùãï X ′′
p (x) (ôÝôáñôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (9.2.21)),

äéáðéóôþíïõìå üôé

X ′′(L) = 0 �⇒ −â2D sinâL = 0 �⇒ D sinâL = 0, (9.2.31)

áöïý â > 0 óå éäéïôáëáíôþóåéò (ìå ù > 0). Åííïåßôáé üôé ç ßäéá áêñéâþò áðáßôçóç, D sinâL = 0,
ðñïêýðôåé êáé ìå áöáßñåóç ôùí äýï óõíïñéáêþí óõíèçêþí (9.2.27) êáé (9.2.28) ðïõ éó÷ýïõí óôï
äåîéü Üêñï x = L ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý ðïõ åîåôÜæïõìå.

Êáé ôþñá; Ôþñá ðéá äýï ìüíï äõíáôüôçôåò õðÜñ÷ïõí:

1. ¹ D = 0, ïðüôå êáé ç ôåëåõôáßá áõèáßñåôç óôáèåñÜ D åßíáé ìçäåíéêÞ, äåí ðáñïõóéÜæåôáé
êáèüëïõ éäéïôáëÜíôùóç ôçò äïêïý. ¢ñá éó÷ýåé ç ôåôñéììÝíç (ç ìçäåíéêÞ) ëýóç Xt(x) ≡ 0 ôïõ
ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí óå éäéïôáëáíôþóåéò áìöéÝñåéóôçò äïêïý.
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2. ¹ áíôßèåôá D �= 0, ïðüôå õðÜñ÷ïõí éäéïôáëáíôþóåéò, åÜí ç óôáèåñÜ â (ç ðáñÜìåôñïò ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (9.2.1) Þ (9.2.9)) Ý÷åé ôÝôïéá áêñéâþò ôéìÞ ân, þóôå íá ìçäåíßæåôáé
ï çìéôïíéêüò ðáñÜãïíôáò sinâL óôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (9.2.31), äçëáäÞ óôï ãéíüìåíï (ìå äýï
ðáñÜãïíôåò) D sinâL ôçò óõíèÞêçò D sinâL = 0. Áðü öõóéêÞò áðüøåùò ç óõíèÞêç áõôÞ
åêöñÜæåé ìçäåíéêÞ êáìðôéêÞ ñïðÞ Ì óôï äåîéü Üêñï x = L ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý.

Êáé ðüôå áêñéâþò èá ìðïñïýóå íá óõìâåß áõôüò ï ìçäåíéóìüò ôïõ çìéôïíéêïý üñïõ sinâL;
¼ðùò ãíùñßæïõìå ðÜñá ðïëý êáëÜ áðü ôçí Ôñéãùíïìåôñßá, áðëÜ üôáí

ânL = nð, ïðüôå ân = nð
L

ìå n = 1, 2, . . . . (9.2.32)

ÁõôÝò ïé Üðåéñåò áëëÜ äéáêñéôÝò ôéìÝò ân ôçò óôáèåñÜò â (ôçò ðáñáìÝôñïõ ôçò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò (9.2.1) Þ (9.2.9)) åßíáé áõôÝò ðïõ åðéôñÝðïõí ôçí êáìðôéêÞ éäéïôáëÜíôùóç ôçò äïêïý,
äçëáäÞ ôçí ýðáñîç êáé ìç ôåôñéììÝíçò (ìç ìçäåíéêÞò) ëýóåùò Xp(x) �≡ 0. Ïé ôéìÝò áõôÝò ân åßíáé
ïé éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò) óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí. Ïé
áíôßóôïé÷åò éäéïóõ÷íüôçôåò, ðïõ ôüóï ðïëý åíäéáöÝñïõí ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò êáôáóêåõÝò
ôïõ, ðñïóäéïñßæïíôáé öõóéêÜ áðü ôéò ó÷Ýóåéò (9.2.3), óôçí ðåñßðôùóç ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý:

ùn = â2
n

√
EI
ñÁ

= n2ð2

L2

√
EI
ñÁ

ìå n = 1, 2, . . . . (9.2.33)

Ìéá ôÝôïéá ìç ôåôñéììÝíç ëýóç ôç äçëþíïõìå áðëÜ óáí Xn(x) õðïíïþíôáò üôé áíôéóôïé÷åß óôçí
éäéïôéìÞ ân (ìå ôïí ßäéï äåßêôç n). Ðñïöáíþò Ý÷åé ôç ìïñöÞ (9.2.30), üìùò ìå â = ân ó’ áõôÞ, äçëáäÞ

Xn(x) = Dn sinânx Þ êáëýôåñá Xn(x) = Dn sin
nðx
L

ìå n = 1, 2, . . . . (9.2.34)

Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò Xn(x) åßíáé ïé éäéïóõíáñôÞóåéò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò) ãéá ôï ðá-
ñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí ãéá áìöéÝñåéóôç äïêü. Åßíáé Üðåéñåò óôïí áñéèìü
(n = 1, 2, . . . ) êáé öõóéêÜ ïé óôáèåñÝòDn ó’ áõôÝò åßíáé áðüëõôá áõèáßñåôåò óôéò ðáñïýóåò éäéïôá-
ëáíôþóåéò. Åßíáé åðßóçò óêüðéìï íá óçìåéþóïõìå üôé åßíáé ðïëý åýêïëç ç åðáëÞèåõóç ôüóï (á) ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (9.2.1) Þ (9.2.9) üóï êáé (â) ôùí ôåóóÜñùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (9.2.7) Þ
(9.2.21). Ðñüêåéôáé ãéá ôåôñéììÝíï êáèÞêïí êáé ôï ðáñáëåßðïõìå. ¸÷ïõìå ëïéðüí ôéò Üðåéñåò éäéï-
ôéìÝò ân êáé ôéò áíôßóôïé÷åò Üðåéñåò éäéïóõíáñôÞóåéò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò) Xn(x). ÁõôÝò
ôéò éäéïóõíáñôÞóåéò Xn(x) óå ðñïâëÞìáôá äïêþí (êáé êáôáóêåõþí ãåíéêüôåñá) ï Ðïëéôéêüò Ìç÷á-
íéêüò ôéò áðïêáëåß éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùí Þ áðëïýóôåñá éäéïìïñöÝò. ¢ñá óôéò êáìðôéêÝò ôá-
ëáíôþóåéò ìéáò áìöéÝñåéóôçò äïêïý ïé éäéïìïñöÝò ôçò åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò Xn(x) = Dn sin (nðx/L),
ðïõ ìüëéò âñÞêáìå óôéò ó÷Ýóåéò (9.2.34) Ý÷ïíôáò åðéëýóåé Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé
éäéïôéìþí éäéáßôåñïõ ìÜëéóôá åíäéáöÝñïíôïò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ.

Ôïíßæïõìå êáé ðÜëé üôé ïé óôáèåñÝò Dn óôéò éäéïóõíáñôÞóåéò (Þ êáëýôåñá óôéò éäéïìïñöÝò ãéá
ðåñéðôþóåéò äïêþí, üðùò åßíáé ç ðáñïýóá áìöéÝñåéóôç äïêüò) Xn(x) óôéò ó÷Ýóåéò (9.2.34) åßíáé
áõèáßñåôåò ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò. ÅðïìÝíùò äåí åßíáé äõíáôüò ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõò óå éäéïôá-
ëáíôþóåéò äïêþí. Ïé éäéïóõíáñôÞóåéò (åäþ éäéïìïñöÝò) Xn(x) óå ïìïãåíÞ ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí
ôéìþí êáé éäéïôéìþí äåí ðñïóäéïñßæïíôáé ðëÞñùò (äåí åßíáé äõíáôüí áõôü), áëëÜ êáôÜ ðñïóÝã-
ãéóç óôáèåñÜò. Áíôßèåôá âÝâáéá óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò äïêþí (ðïõ áðïôåëïýí õðÝñèåóç,
åðáëëçëßá éäéïôáëáíôþóåùí) êáé ðáñáðÝñá êáé óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò äïêþí ï ðëÞ-
ñçò ðñïóäéïñéóìüò üëùí áõôþí ôùí óôáèåñþí Dn åßíáé êáé äõíáôüò êáé áíáãêáßïò ìå âÜóç ôéò
äéáèÝóéìåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Äå èá ðñï÷ùñÞóïõìå üìùò åäþ óôá äõóêïëüôåñá áõôÜ ðñïâëÞ-
ìáôá áíáâÜëëïíôÜò ôá ãéá ôï åðüìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ ôïõ 3ïõ ÅîáìÞíïõ
Óðïõäþí. Óôï ßäéï ìÜèçìá èá áíáöåñèïýìå ðïëý åêôåíÝóôåñá êáé óôïí ðñïóäéïñéóìü éäéïóõ÷íï-
ôÞôùíùn êáé éäéïìïñöþí Xn(x) óå õðïëïãéóôéêÜ äõóêïëüôåñá (áëë’ åîßóïõ åíäéáöÝñïíôá) ðñïâëÞ-
ìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí ãéá êáìðôéêÜ ôáëáíôïýìåíåò äïêïýò. Åðßóçò êáé ãéá áîïíéêÜ
Þ óôñåðôéêÜ ôáëáíôïýìåíåò ñÜâäïõò. Ãéá üëá áõôÜ áðáéôåßôáé ðñïò ôï ðáñüí ç õðïìïíÞ óáò!
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A10
Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ LAPLACE:

ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÉ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï ÊåöÜëáéï Á5áíáöåñèÞêáìåóôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùíìåóôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò ìå ôçí êëáóéêÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ãéá ïìïãåíåßò åîéóþóåéò. Ãéá
ìç ïìïãåíåßò åîéóþóåéò áíáöåñèÞêáìå óôéò ìåèüäïõò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí êáé ôçò
ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á10 èá ðåñéãñÜøïõìå ìéá åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ
ìÝèïäï åðéëýóåùò ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò åßôå ïìïãåíþí
(üðùò óõìâáßíåé ð.÷. óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò) åßôå ìç ïìïãåíþí (üðùò óõìâáßíåé ð.÷. óôéò
åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò). ÁõôÞ åßíáé ç ôüóï ãíùóôÞ ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

Ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðåñéëáìâÜíåé ôñßá
âÞìáôá: (á) Óôï ðñþôï âÞìá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìåôáôñÝðåôáé óå ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîß-
óùóç, üðïõ ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç, ð.÷. ç u(t) Þ u(x), Ý÷åé áíôéêáôáóôáèåß áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace ôçò: ôï U(s). (â) Óôï äåýôåñï âÞìá åðéëýåôáé ç ðñùôïâÜèìéá áõôÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç (ðá-
íåýêïëç åñãáóßá!). (ã) ÔåëéêÜ üìùò óôï ôñßôï âÞìá ðñÝðåé íá åðéóôñÝøïõìå óôçí áñ÷éêÞ Üãíùóôç
óõíÜñôçóç åêôåëþíôáò áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Áõôü äåí åßíáé ðÜíôá ôüóï åýêïëï.

Ôá ðëåïíåêôÞìáôá ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé ôá åîÞò ðÝíôå: (á) Ìåôá-
ôñÝðåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ Ý÷ïõìå íá åðéëýóïõìå óå ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç.
(â) Óå ðåñéðôþóåéò ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí ôéìþí åðéôñÝðåé ôçí åíóùìÜôùóç ôùí áñ÷éêþí óõíèç-
êþí óôç ëýóç ÷ùñßò íá áðáéôåßôáé ðñþôá ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò. (ã) ÅðéôñÝðåé åðßóçò ôçí
åýñåóç ëýóåùí ôüóï ïìïãåíþí üóï êáé ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ÷ùñßò äéá-
öïñïðïßçóç ôçò ìåèïäïëïãßáò (ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå óõíïðôéêÜ óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï)
áíôßèåôá ìå ôéò ìåèüäïõò ôïõ Êåöáëáßïõ Á5. (ä) Óå ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí ìå áõèáßñåôç
óõíÜñôçóç p(t) Þ p(x) óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé óáöþò áðëïýóôåñç áðü ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò
ôùí ðáñáìÝôñùí. (å) ÔÝëïò åßíáé ðÜñá ðïëý óçìáíôéêü ôï üôé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace óå ìç ïìïãåíåßò åîéóþóåéò åßíáé áðïôåëåóìáôéêÞ êáé óå ðñïâëÞìáôá ìå áóõíÝ÷åéåò óôá
äåîéÜ ìÝëç p. ÁõôÝò ìðïñåß íá åßíáé åßôå (i) áðëÝò ðåðåñáóìÝíåò áóõíÝ÷åéåò (áóõíÝ÷åéåò Üëìáôïò)
åßôå (ii) áóõíÝ÷åéåò ìå ãåíéêåõìÝíåò óõíáñôÞóåéò, ðïõ ïöåßëïíôáé óôç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac.

Ãéá ôïõò ëüãïõò áõôïýò ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðñïôéìÜôáé óå ðïëëÝò ðåñé-
ðôþóåéò ãéá ôçí åðßëõóç ïìïãåíþí êáé ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôá-
èåñïýò óõíôåëåóôÝò. Èá ôçí ðåñéãñÜøïõìå áñêåôÜ áíáëõôéêÜ óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á10: ïñéóìüò
êáé éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, óõíÝëéîç, ãå-
íéêåõìÝíåò óõíáñôÞóåéò, öõóéêÜ áñêåôÜ ðáñáäåßãìáôá êáé åöáñìïãÝò óå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
êáé ôÝëïò äýï ðßíáêåò. Ðåñéóóüôåñåò üìùò êáé ðïëý ðéï åîåéäéêåõìÝíåò åöáñìïãÝò óå äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý èá áêïëïõèÞóïõí óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á11.
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Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, ðïõ èá ôïí ïñßóïõìå óôçí áìÝóùò åðüìåíç Åíüôçôá Á10.2, áíÞ-
êåé óôçí êáôçãïñßá ôùí ïëïêëçñùôéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí. ÃåíéêÜ ìéëþíôáò, ãéá ìéá êáôÜëëçëç
óõíÜñôçóç u(t) Ýíáò ïëïêëçñùôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò (integral transform) ôçò ìïñöÞò

U(s) :=
∫ b

a
K(s, t)u(t) dt (10.1.1)

ïñßæåé ìÝóù ôçò ïëïêëçñþóåùò áõôÞò ìéá íÝá óõíÜñôçóç U(s). ËÝìå üôé ç áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç u(t)
ìåôáó÷çìáôßóèçêå óôç óõíÜñôçóç U(s), ç ïðïßá åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò ôçò óõíáñôÞóåùò u(t).

Äçëþíïíôáò ìÜëéóôá Ýíá óõãêåêñéìÝíï ïëïêëçñùôéêü ìåôáó÷çìáôéóìü (integral transform) ôçò
ìïñöÞò (10.1.1) ìå ôï êáëëéãñáöéêü óýìâïëï T, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

U(s) = T{u(t)} êáé áíôßóôñïöá u(t) = T−1{U(s)}. (10.1.2)

Çðñþôç ó÷ÝóçU(s) = T{u(t)} óçìáßíåé áðëÜ üôé ç áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç u(t) (ôçò ìåôáâëçôÞò t) ìå ôïí
ïëïêëçñùôéêü ìåôáó÷çìáôéóìü T, äçëáäÞ ìå ôçí ïëïêëÞñùóç (10.1.1), ìåôáó÷çìáôßóèçêå óôç íÝá
óõíÜñôçóç U(s) (ôçò ìåôáâëçôÞò s). Áíôßóôñïöá ôþñá, ç äåýôåñç ó÷Ýóç u(t) = T−1{U(s)} äçëþíåé
üôé ç óõíÜñôçóç u(t) åßíáé åêåßíç ç óõíÜñôçóç ç ïðïßá Ý÷åé ìåôáó÷çìáôéóìü T ôç óõíÜñôçóç U(s)
(õðïèÝôïíôáò üôé åßíáé ìüíï ìßá!). Ðéï óõãêåêñéìÝíá ôï óýìâïëï T−1

äçëþíåé ôïí áíôßóôñïöï
ìåôáó÷çìáôéóìü ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý T, áõôüí ìå ôïí ïðïßï åðéóôñÝöïõìå áðü
ôç óõíÜñôçóç U(s) óôçí áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç u(t). Áíôß ãéá ôéò ó÷Ýóåéò (10.1.2) ìðïñïýìå åðßóçò
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôïí áêüëïõèï åíáëëáêôéêü (áëë’ ïõóéáóôéêÜ éóïäýíáìï) óõìâïëéóìü:

u(t)
T−→ U(s) êáé áíôßóôñïöá U(s)

T−1

−→ u(t). (10.1.3)

ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé ï óõìâïëéóìüò T−1
äå äçëþíåé êÜðïéá äéáßñåóç 1 äéá T (ðéï áðëÜ 1/T ).

Äçëþíåé áðëÜ ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý T. Aêñé-
âþò ôï ßäéï óõìâáßíåé ð.÷. ìå ôç óõíÜñôçóç tan−1, ðïõ äçëþíåé ôçí áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç ôçò
ôñéãùíïìåôñéêÞò óõíáñôÞóåùò tan (åöáðôïìÝíç). ÄçëáäÞ, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå, tan−1 óçìáßíåé
ôüîï åöáðôïìÝíçò (óõãêåêñéìÝíá tan−1 t ≡ arctan t) êáé áóöáëþò ü÷é 1/ tan, ü÷é äéáßñåóç!

ÐñÝðåé âÝâáéá óôï óçìåßï áõôü íá ðñïóèÝóïõìå üôé åßíáé êáôáñ÷Þí åýêïëï íá ðñïóäéïñßóïõìå
ôïí åõèý ìåôáó÷çìáôéóìü U(s) = T{u(t)} ìÝóù ôïõ ôýðïõ ïñéóìïý ôïõ (10.1.1), åöüóïí õðÜñ÷åé
ôï ó÷åôéêü ïëïêëÞñùìá. Áíôßèåôá üìùò ãéá ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü u(t) = T−1{U(s)} äå
äéáèÝôïõìå Üìåóá ó÷åôéêü ôýðï. Áõôü (äçëáäÞ ç ðñáêôéêÞ åýñåóç ôïõ áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý T−1

) åßíáé áóöáëþò Ýíá ìåéïíÝêôçìá óôç ÷ñÞóç ôùí ïëïêëçñùôéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí
êáé èá ôï ðáñáôçñÞóïõìå ðáñáêÜôù óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ï ìåôá-
ó÷çìáôéóìüò Laplace íáé ìåí äéáèÝôåé ãåíéêü ïëïêëçñùôéêü ôýðï ãéá ôçí åýñåóç ôïõ áíôéóôñüöïõ
ôïõ, áëë’ ï ôýðïò áõôüò åßíáé ìéãáäéêüò êáé áñêåôÜ äýó÷ñçóôïò áðü õðïëïãéóôéêÞò áðüøåùò.

Ðñïöáíþò, áöïý ç óõíÜñôçóç U(s) ïñßóèçêå ìÝóù ôïõ ïëïêëçñþìáôïò (10.1.1), ðñüêåéôáé
ãéá Ýíáí ïëïêëçñùôéêü ìåôáó÷çìáôéóìü. ÕðïèÝôïõìå âÝâáéá üôé ôï ó÷åôéêü ïëïêëÞñùìá (10.1.1)
õðÜñ÷åé êáé ãåíéêÜ áõôü óõìâáßíåé õðü ïñéóìÝíåò óõíèÞêåò. Ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [a, b]
èåùñåßôáé öõóéêÜ ãíùóôü üðùò êáé ç óõíÜñôçóç K(s, t), ç ïðïßá õðåéóÝñ÷åôáé óôï ðéï ðÜíù
ïëïêëÞñùìá (10.1.1). Ç óõíÜñôçóç áõôÞ êáëåßôáé ðõñÞíáò (kernel) ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý (10.1.1) êáé åßíáé óõíÜñôçóç äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí: ôùí s êáé t. Ðéï áðëÜ
ìå ôçí ïëïêëÞñùóç (10.1.1) áðü a Ýùò b ç áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ t ôçò óõíáñôÞóåùò u(t), ðïõ ìåôá-
ó÷çìáôßæåôáé óôç U(s), åîáëåßöåôáé. Åìöáíßæåôáé üìùò óôç U(s) ç íÝá ìåôáâëçôÞ s, ðïõ ïöåßëåôáé
óôïí ðõñÞíá K(s, t) ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý (10.1.1). (×ùñßò ôçí ðáñïõóßá ôçò íÝáò
ìåôáâëçôÞò s óôïí ðõñÞíá áõôü Ê(s, t) ç ïëïêëÞñùóç áðü a ìÝ÷ñé b èá Ýäéíå óáí áðïôÝëåóìá ìéá
óôáèåñÜ êáé ü÷é óõíÜñôçóç!)
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Åßíáé ðñïöáíÝò üôé áëëÜæïíôáò åßôå ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [a, b] óôç ãåíéêÞ ìïñöÞ (10.1.1)
ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý ìáò (åäþ ãñáììéêïý ïëïêëçñùôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý) åßôå
ôïí ðõñÞíá K(s, t), ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå Üðåéñïõò ïëïêëçñùôéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò.
Áí ìÜëéóôá Ý÷ïõìå ÷ñüíï, äéÜèåóç êáé õðïìïíÞ, ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå êáé ôéò ó÷åôéêÝò
ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò ìå ðïéêßëá èåùñÞìáôá êáé éäéüôçôåò. Ãéá ðïéï óêïðü üìùò; ¼÷é, äåí åßíáé
äïõëåéÜ ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý íá áó÷ïëåßôáé ìå ôïõò ïëïêëçñùôéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýòðáñÜ
ìüíï óå üóï âáèìü ôïõ åßíáé ðñáãìáôéêÜ ÷ñÞóéìïé Þ/êáé áíáãêáßïé óôçí åñãáóßá ôïõ, þóôå íá
ìðïñåß íá ëýíåé óùóôÜ, åýêïëá êáé áðïôåëåóìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò åðéóôÞìçò ôïõ.

¸ôóé óôï ðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ èá áíáöåñèïýìå ìüíï óå äýï ïëïêëçñù-
ôéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ôçò ìïñöÞò (10.1.1): (á) Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, ðïõ ôïí åîåôÜ-
æïõìå óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á10 ìå åöáñìïãÝò ôïõ óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôï
áìÝóùò åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á11, êáé (â) Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, ðïõ èá ôïí åîåôÜóïõìå óôï
ÊåöÜëáéï Á18 ìå åöáñìïãÝò êáé ðÜëé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôï ÊåöÜëáéï Á19.
¢ëëïé åíäéáöÝñïíôåò êáé ÷ñÞóéìïé (üìùò ëéãüôåñï ÷ñÞóéìïé!) óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷á-
íéêïý ïëïêëçñùôéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß ôçò ìïñöÞò (10.1.1) åßíáé: (ã) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Mellin,
(ä) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Hankel êáé (å) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Hilbert. Äå èá áíáöåñèïýìå üìùò
êáèüëïõ ó’ áõôïýò ôïõò ïëïêëçñùôéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò.

Óôï êÜôù--êÜôù ôçò ãñáöÞò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðïõ Ý÷åé éêáíïðïéçôéêÞ ãíþóç ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ìðïñåß êáé ìüíïò ôïõ íá áó÷ïëçèåß, üôáí
áõôü áðáéôçèåß, êáé ìå Üëëïõò ïëïêëçñùôéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, èá óõ-
íáíôÞóåé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Mellin óå óôáôéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò Åëáóôéêüôçôáò ðïõ Ý÷ïõí ó÷Ýóç
ìå ãùíßåò óå åðßðåäá åëáóôéêÜ ìÝóá. ÁíÜëïãá èá óõíáíôÞóåé ôï ìåôáó÷çìáôéóìüHankel óå ôñéäéÜ-
óôáôá óôáôéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò Åëáóôéêüôçôáò õðü áîïíéêÞ óõììåôñßá ôüóï óôç ãåùìåôñßá üóï
êáé óôç öüñôéóç. ÔÝëïò äåí áðïêëåßåôáé íá óõíáíôÞóåé êáé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Hilbert óå óôá-
ôéêÜ ðñïâëÞìáôá åðßðåäùí åëáóôéêþí ìÝóùí ìå ñùãìÝò óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ (Þ Ìç÷áíéêÞ ôçò
Èñáýóåùò) Þ/êé Üëëïõò ïëïêëçñùôéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò êáôÜëëçëïõò ãéá åéäéêÜ ðñïâëÞìáôá.

Äåí åßíáé üìùò åöéêôü íá áíáöåñèïýìå åäþ óå êÜèå ìáèçìáôéêÞ äõíáôüôçôá (åäþ ïëïêëçñù-
ôéêü ìåôáó÷çìáôéóìü), áêüìç êáé üôáí åßíáé ÷ñÞóéìïò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.
Áíôßèåôá åðéëÝãïõìå ôéò âáóéêüôåñåò êáé ÷ñçóéìüôåñåò äõíáôüôçôåò, ðñïóðáèïýìå íá äþóïõìå
ôéò âáóéêÝò Ýííïéåò (÷ùñßò éäéáßôåñç, ìå ìÝôñéá ìáèçìáôéêÞ áõóôçñüôçôá) êáé íá ðñï÷ùñÞóïõìå óå
åöáñìïãÝò. Áò ìç ÷ñïíïôñéâïýìå üìùò ðñï÷ùñþíôáò Üìåóá óôïí ïñéóìü ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace óáí ìéáò åéäéêÞò ðåñéðôþóåùò ôïõ ãåíéêïý ïëïêëçñùôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý (10.1.1).

A10.2. Ï ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÓ LAPLACE

A10.2.1. Ïñéóìüò, ðáñáôçñÞóåéò êáé óõìâïëéóìïß

Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, óôïí ïðïßï èá áöéåñþóïõìå ôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á10 êáé ôï
åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á11, áðïôåëåß ôï ðéï óçìáíôéêü ðáñÜäåéãìá ïëïêëçñùôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý
ôçò ìïñöÞò (10.1.1). Óáí äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò Ý÷åé ôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞), äçëáäÞ
ôï äéÜóôçìá ìå a = 0 êáé b = ∞ óôïí ôýðï (10.1.1), åíþ óáí ðõñÞíá Ý÷åé ôçí áðëÞ åêèåôéêÞ
óõíÜñôçóç K(s, t) = e−st. ÅðïìÝíùò ï ôýðïò ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé ï åîÞò:

U(s) :=
∫ ∞

0
e−st u(t) dt. (10.2.1)

Ìå ôïí ïëïêëçñùôéêü áõôü ôýðï ìéá êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç u(t) ôçò ìåôáâëçôÞò t, ç áñ÷éêÞ
óõíÜñôçóç, ìåôáó÷çìáôßæåôáé óå ìéá íÝá óõíÜñôçóç U(s) ôçò ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace. Ç íÝá áõôÞ óõíÜñôçóç U(s) åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò LaplaceL{u(t)} ôçò áñ÷éêÞò óõíáñ-
ôÞóåùò u(t). Óôçí ßäéá óõíÜñôçóçU(s) èåùñïýìå åäþ ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
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óáí ðñáãìáôéêÞ ìåôáâëçôÞ. Åíôïýôïéò ç ßäéá ìåôáâëçôÞ s ãåíéêÜ èåùñåßôáé üôé ìðïñåß íá ðÜñåé
êáé ìéãáäéêÝò ôéìÝò s = ó+ iô. Ç äõíáôüôçôá áõôÞ åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç óôï ìéãáäéêü ïëïêëçñù-
ôéêü ôýðï áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðïõ èá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôï ÌÝñïò Ä
ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí ãéá ôéò ÌéãáäéêÝò ÓõíáñôÞóåéò, ÊåöÜëáéï Ä6. Åäþ üìùò äå ìáò
åíäéáöÝñåé êáé ðïëý ï ôýðïò áõôüò êáé äå èá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáèüëïõ ó’ áõôü ôï êåöÜëáéï.

ÖõóéêÜ ôï óýìâïëï t ãéá ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôçò áñ÷éêÞò óõíáñôÞóåùò u äåí åßíáé
õðï÷ñåùôéêü. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, äçëþíïíôáò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ìå ôï óýìâïëï x,
ï ôýðïò (10.2.1) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðáßñíåé ôçí åëÜ÷éóôá äéáöïñåôéêÞ ìïñöÞ
ôïõ (ôþñá áðëÜ ìå x áíôß ìå t)

U(s) :=
∫ ∞

0
e−sx u(x) dx. (10.2.2)

ÂÝâáéá ìåôÜ ôçí ïëïêëÞñùóç, ðïõ áðáëåßöåé ôç ìåôáâëçôÞ t Þ x ôçò áñ÷éêÞò óõíáñôÞóåùò u,
ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) ôçò u åßíáé áêñéâþò ï ßäéïò. ¼ôáí ç áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç u ðïõ
ìåôáó÷çìáôßæïõìå êáôÜ Laplace åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t, åýëïãï åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéïýìå
ôç ìåôáâëçôÞ t ó’ áõôÞí ôç óõíÜñôçóç, äçëáäÞ íá ãñÜöïõìå u = u(t). Áõôü óõìâáßíåé, ð.÷.,
ãéá ôç ìåôáôüðéóç u = u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ôçò ìÜæáò) óå Ýíá ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá
ìÜæáò--åëáôçñßïõ. Áíôßèåôá, üôáí ç ìåôáâëçôÞ ôçò áñ÷éêÞò óõíáñôÞóåùò u áöïñÜ óôç èÝóç, ôüôå
÷ñçóéìïðïéïýìå óõíÞèùò ôï óýìâïëï x ãéá ôç ìåôáâëçôÞ áõôÞ, äçëáäÞ ãñÜöïõìå u = u(x). Áõôü
óõìâáßíåé, ð.÷., óôçí áîïíéêÞ (Þ äéáìÞêç) ìåôáôüðéóç u = u(x) ôùí óçìåßùí ìéáò ñÜâäïõ.

ÐáñáðÝñá äåí åßíáé ìå êáíÝíáí ôñüðï õðï÷ñåùôéêü ç óõíÜñôçóç ðïõ ìåôáó÷çìáôßæïõìå íá
äçëþíåôáé ìå ôï óýìâïëï u. Ìðïñåß íá åßíáé ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç, ð.÷. ç óõíÜñôçóç f = f (t).
Ôüôå ï ôýðïò (10.2.1) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

F(s) :=
∫ ∞

0
e−st f (t) dt. (10.2.3)

ÂÝâáéá óõíÞèùò ðñïôéìÜìå íá äçëþíïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ìéáò óõíáñôÞóåùò ðïõ
óõìâïëßæåôáé ìå ìéêñü ãñÜììá (ð.÷. ôï u) ìå ôï áíôßóôïé÷ï êåöáëáßï ãñÜììá (ð.÷. ôï U). ×ñçóéìï-
ðïéïýìå åðßóçò ôï êáëëéãñáöéêü óýìâïëï L, ãéá íá äçëþíïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, áêñé-
âþò üðùò åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôï êáëëéãñáöéêü óýìâïëï T óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á10.1,
åêåß ãéá ôï ãåíéêüôåñï ïëïêëçñùôéêü ìåôáó÷çìáôéóìü (integral transform) (10.1.1). ¸ôóé ìðïñïýìå
íá ãñÜøïõìå ôïõò ôýðïõò (10.2.1) êáé (10.2.3) óôéò áíôßóôïé÷åò óõíåðôõãìÝíåò ìïñöÝò ôïõò

U(s) = L{u(t)} êáé F(s) = L{f (t)}. (10.2.4)

➤ ÐáñáôÞñçóç A10.1: ÐáñåíèåôéêÜ ðñÝðåé íá êÜíïõìå óôï óçìåßï áõôü ìéá óçìáíôéêÞ ðáñá-
ôÞñçóç. Óõ÷íÜ êáëïýìå ôç óõíÜñôçóçU(s) = L{u(t)}, äçëáäÞ ôç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ Laplace
ôçò óõíáñôÞóåùò u(t), áðëÜ ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò u(t). ¼ìùò ìå ôïí ôñüðï
áõôü ïõóéáóôéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç öñÜóç «ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace» ôüóï ãéá ôç äéáäéêáóßá
ðñïóäéïñéóìïý ôçò óõíáñôÞóåùò U(s) áðü ôç u(t), ð.÷. ìÝóù ôçò ïëïêëçñþóåùò (10.2.1) Þ ìÝóù
ðéíÜêùí, üóï êáé ãéá ôï ßäéï ôï áðïôÝëåóìá ôçò äéáäéêáóßáò áõôÞò, äçëáäÞ ãéá ôçí ßäéá ôç óõíÜñ-
ôçóç U(s). Áõôü äåí åßíáé áðüëõôá óùóôü, åßíáé üìùò óõíçèéóìÝíï óôçí ðñÜîç. ÓõíÞèùò ìÜëéóôá
äåí ðñïêáëåßôáé êÜðïéá óýã÷õóç. ÁõôÞí ôç äéðëÞ ÷ñÞóç ôïõ üñïõ «ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace»
Ý÷ïõìå õéïèåôÞóåé êáé åäþ.

� ÐáñÜäåéãìá A10.1: Íá õðïëïãéóèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò

u1(t) =




0 ãéá t < 0,

c ãéá 0 ≤ t ≤ t0,

0 ãéá t > t0.

(10.2.5)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá óõíÜñôçóç ïñèïãùíéêïý ðáëìïý ìå óôáèåñÞ ôéìÞ c óå üëï ôï ðåðåñáóìÝíï
äéÜóôçìá [0, t0] (ìå t0 > 0) êáé ìå ìçäåíéêÞ ôéìÞ ãéá t < 0 êáèþò êáé ãéá t > t0.
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Ëýóç: Óýìöùíá ìå ôïí ðéï ðÜíù ïñéóìü (10.2.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace Ý÷ïõìå

U1(s) = L{u1(t)} =
∫ ∞

0
e−stu1(t) dt =

∫ t0

0
e−st · c dt +

∫ ∞

t0

e−st · 0 dt

= c
∫ t0

0
e−st dt + 0 = c

e−st

−s

∣∣∣∣
t0

0
= c

e−st0 − 1
−s

= c
(
1 − e−st0

)
s

. (10.2.6)

¢ñá ôåëéêÜ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò ðéï ðÜíù óõíáñôÞóåùò ïñèïãùíéêïý ðáëìïý u1(t)
åßíáé ßóïò ìå U1(s) = L{u1(t)} = c

(
1 − e−st0

)
/s.

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ìå s > 0 êáé ãéá ìåãÜëåò èåôéêÝò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò t0 ï üñïò e−st0 üëï
êáé ìéêñáßíåé ôåßíïíôáò óôï ìçäÝí ãéá t0 → ∞, äçëáäÞ éó÷ýåé üôé lim t0→∞ e−st0 = 0 ãéá s > 0. ÂÝâáéá
óôçí ïñéáêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç äåí Ý÷ïõìå ðéá ðáëìü. ¸÷ïõìå ìéá óôáèåñÞ óõíÜñôçóç u∗

1(t) = c
áðü ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ìçäÝí êáé ìåôÜ ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U∗

1(s) = L{u∗
1(t)} = L{c} = c /s.

Áõôüò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace éó÷ýåé ìüíï ãéá èåôéêÝò ôéìÝò ôçò ìåôáâëçôÞò s (s > 0). Áíôßèåôá
ï ãåíéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace (10.2.6) ôçò óõíáñôÞóåùò ðáëìïý u1(t) éó÷ýåé ãéá êÜèå ôéìÞ
ôçò ìåôáâëçôÞò s: (á) áñíçôéêÞ (s < 0), (â) ìçäåíéêÞ (s = 0) êáé (ã) èåôéêÞ (s > 0). �

� ÐáñÜäåéãìá A10.2: Ìéá óõíÞèçò äïêüò ìÞêïõò L êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox (ìå 0 ≤ x ≤ L)
êáôáðïíåßôáé óå êÜìøç ìå óôáèåñÞ öüñôéóç p(x) = p0 óôï ôìÞìá ôçò [a, b] ìå 0 ≤ a < b ≤ L.
Æçôåßôáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace P(s) = L{p(x)} ôçò öïñôßóåùò p(x) ôçò äïêïý ìå ôçí õðüèåóç
üôé p(x) = 0 êáé ãéá x > L.

Ëýóç: Áíôßèåôá ìå ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, åäþ Ý÷ïõìå áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ óôç óõíÜñ-
ôçóÞ ìáò p(x) ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý ìå 0 ≤ x ≤ L (êáé ü÷é ôï ÷ñüíï t áíôßèåôá ìå ü,ôé
óõìâáßíåé óõíÞèùò, ð.÷. óôç ÄõíáìéêÞ êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò). Ãéá x > L õðïèÝóáìå Þäç üôé p(x) = 0,
ðáñüëï ðïõ ïõóéáóôéêÜ äå ìáò íïéÜæåé êáèüëïõ ôß ãßíåôáé åêåß ðÝñá (ãéá x > L), áöïý äåí Ý÷ïõìå
ðëÝïí äïêü. Åðßóçò óôçí ßäéá ôç äïêü 0 ≤ x ≤ L üëç ç öüñôéóÞ ôçò p(x) = p0 åöáñìüæåôáé óôï
ôìÞìá ôçò a ≤ x ≤ b.

Åßíáé åýêïëïò ï õðïëïãéóìüò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace P(s) = L{p(x)} ôçò öïñôßóåùò p(x).
Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ôýðï ïñéóìïý ôïõ (10.2.1) êáé éóïäýíáìá (10.2.2), ìéá ðïõ åäþ Ý÷ïõìå
áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ ôç èÝóç x. Åðßóçò, åðåéäÞ ç öüñôéóç p(x) = p0 åöáñìüæåôáé ìüíï óôï ôìÞìá
a ≤ x ≤ b ôçò äïêïý, áñêåß íá ïëïêëçñþóïõìå ìüíï óôï äéÜóôçìá [a, b] êáé ü÷é óôï çìéÜðåéñï
äéÜóôçìá [0,∞). Ìå ôéò áðëÝò áõôÝò óêÝøåéò áðü ôïí ôýðï (10.2.2) âñßóêïõìå åýêïëá üôé

P(s) =
∫ b

a
e−sx p0 dx = p0

∫ b

a
e−sx dx = p0

e−sx

−s

∣∣∣∣
b

a
= p0

e−sb − e−sa

−s
=
(
e−as − e−bs

)
p0

s
. (10.2.7)

Óáí åéäéêÞ ðåñßðôùóç åîåôÜæïõìå åêåßíç ðïõ a = 0, äçëáäÞ ç öüñôéóç p(x) áñ÷ßæåé íá áóêåßôáé
áðü ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ï ðéï ðÜíù ãåíéêüò ôýðïò (10.2.7)
ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace P(s) = L{p(x)} ôçò öïñôßóåùò p(x) ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ
ôïõ P(s) = (1 − e−bs)p0 /s. Êáé ðáñáðÝñá ãéá a = 0 êáé b = L, äçëáäÞ ãéá öüñôéóç p(x) = p0 ðïõ
áóêåßôáé óå üëï ôï ìÞêïò ôçò äïêïý 0 ≤ x ≤ L ôçí åîßóïõ áðëÞ ìïñöÞ ôïõ P(s) = (1 − e−Ls)p0 /s.

¸ôóé êé áëëéþò óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äå íïéÜæåôáé êáèüëïõ
ãéá ôï ôß ãßíåôáé Þ äå ãßíåôáé ãéá x > L, áðëÜ ãéáôß äåí õðÜñ÷åé êáìßá äïêüò åêåß. Ìå ôç ëïãéêÞ
áõôÞ ôïõ «äå íïéÜæïìáé ãéá x > L» (êáé óùóôÜ äå íïéÜæïìáé óå ðåñßðôùóç ðåðåñáóìÝíçò äïêïý
ìÞêïõò L ìå 0 ≤ x ≤ L) ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ãéá b = L, äçëáäÞ ãéá öüñôéóç ìÝ÷ñé êáé ôï äåîéü
Üêñï x = L ôçò äïêïý, ìðïñåß íá õðïèÝóåé áðëÜ üôé p(x) = p0 ãéá êÜèå x ≥ a áêüìç êáé ãéá x > L.
(Ôïýôï áðïôåëåß ìéá äåýôåñç äõíáôüôçôá õðïèåôéêÞò, ü÷é ðñáãìáôéêÞò, öïñôßóåùò p(x) ãéá x > L.
Ç ðñþôç äõíáôüôçôá Þôáí íá õðïôåèåß üôé p(x) = 0 ãéá x > L.) ¸ôóé ãéá b = L ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace P(s) = L{p(x)} ôçò öïñôßóåùò p(x) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôç ìïñöÞ P(s) = p0e−as/s.

ÅÜí ìÜëéóôá a = 0 êáé b = L, äçëáäÞ åöáñìüæåôáé óôáèåñÞ êÜèåôç öüñôéóç p(x) = p0 óå
üëï ôï ìÞêïò ôçò äïêïý (0 ≤ x ≤ L), ôüôå ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace P(s) = L{p(x)} ðáßñíåé
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ôçí áðëïýóôáôç ìïñöÞ P(s) = L{p(x)} = p0 /s. ÖõóéêÜ ç ìïñöÞ áõôÞ éó÷ýåé õðü ôçí ðñïûðüèåóç
(åðáíáëáìâÜíïõìå) üôé p(x) = p0 êáé ðÝñá áðü ôçí áëçèéíÞ (ôç öõóéêÞ, ôçí ðñáãìáôéêÞ) äïêü
(äçëáäÞ ãéá x > L), êÜôé üìùò ðïõ äåí åðçñåÜæåé êáèüëïõ ìá êáèüëïõ ôçí ßäéá ôç äïêü ìáò. �

ÐáñïõóéÜóáìå äýï ëõìÝíá ðáñáäåßãìáôá (Ýíá ìå ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t êáé Ýíá ìå ìåôáâëçôÞ
ôç èÝóç x) êáé áñêåôÜ ó÷üëéá. Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá ëßãï ðáñáðÝñá! Ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace V (s) ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) óå ìéá äïêü ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

V (s) = L{v(x)}. (10.2.8)

Áõôü ôï êÜíïõìå ßóùò ìå êÜðïéá ìéêñÞ äõóöïñßá, åðåéäÞ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äçëþíåé óõ÷íÜ
ìå V (x) ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) óôç äïêü. Óõ÷íÜ ôç äçëþíåé üìùò êáé ìå Q(x).

Áóöáëþò õðÜñ÷åé êáé ç ðåñßðôùóç íá èÝëïõìå íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå êáôÜ Laplace ìéá óõíÜñ-
ôçóç ðïõ äçëþíåôáé ìå êåöáëáßï ãñÜììá, ð.÷. ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x) Þ ôçí
ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) Þ V (x) óå ìéá äïêü õðü êáìðôéêÞ êáôáðüíçóç. Ó’ áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç
áíôß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá åíôåëþò äéáöïñåôéêü óýìâïëï Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá óõìâïëß-
óïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò áñ÷éêÞò óõíáñôÞóåùò ìå ìéá ðáñáëëáãÞ ôïõ óõìâüëïõ ôçò
áñ÷éêÞò óõíáñôÞóåùò. ¸ôóé ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

M̂(s) = L{M(x)} Þ ML(s) = L{M(x)} (10.2.9)

ìå ôï äåßêôç L íá áíáöÝñåôáé öõóéêÜ óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Óôïí ðñþôï ìáò óõìâïëéóìü,
ôïí M̂(s) = L{M(x)}, ðñïôéìÞóáìå ôç ÃáëëéêÞ ðåñéóðùìÝíç áðü ôçí ðáýëá, M̄(s), ãéáôß ç ðáýëá
÷ñçóéìïðïéåßôáé óõíÞèùò ãéá ôç äÞëùóç óõæõãþí ìéãáäéêþí áñéèìþí êáé óõíáñôÞóåùí. Åðßóçò
áðïöýãáìå ôçí ÅëëçíéêÞðåñéóðùìÝíç, M̃(s), åðåéäÞ áõôÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõíÞèùò ãéá ôç äÞëùóç
ðñïóåããßóåùí óõíáñôÞóåùí, ð.÷. M̃(x) ≈ M(x). ÂÝâáéá üëá áõôÜ äåí õðüêåéíôáé óå áõóôçñïýò
êáíüíåò: áðëÜ óõíéóôþíôáé.

Áõôü üìùò ðïõ óõíéóôÜôáé Ýíôïíá åßíáé ç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ s ãéá ôç ìåôáâëçôÞ ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Laplace, åêôüò êé áí õðÜñ÷åé êßíäõíïò óõã÷ýóåùò. ÄçëáäÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ó÷åäüí
ðÜíôá ôï óýìâïëï s. ÕðÜñ÷åé üìùò êáé ç ðåñßðôùóç óå ìéá åöáñìïãÞ íá Ý÷ïõìå ôçí ôáõôü÷ñïíç
ðáñïõóßá êáé ôïõ ÷ñüíïõ t êáé ôçò èÝóåùò x, äçëáäÞ äýï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí. Ôüôå êáëü èá
åßíáé íá äçëþíïõìå ìå s ôç ìåôáâëçôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ÷ñüíï t
êáé ìå ó ôçí áíôßóôïé÷ç ìåôáâëçôÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç èÝóç x.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ãéá ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óýì-
âïëï L−1. ¸ôóé áðü ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace (10.2.4), (10.2.8) êáé (10.2.9) óõíÜãïõìå üôé

u(t) = L−1{U(s)}, f (t) = L−1{F(s)}, v(x) = L−1{V (s)}, M(x) = L−1{M̂(s)}. (10.2.10)

ÁñêåôÜ üìùò ìå ôï óõìâïëéóìü. Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óå ìáèçìáôéêÜ ïõóéáóôéêüôåñá èÝìáôá!

A10.2.2. ¾ðáñîç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

Êáôáñ÷Þí åðáíáëáìâÜíïõìå ôïí ïñéóìü (10.2.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace:

U(s) := L{u(t)} :=
∫ ∞

0
e−st u(t) dt. (10.2.11)

Äçëþíïõìå êáé ðÜëé óáöþò (óõãêåêñéìÝíá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ :=) üôé ðñüêåéôáé ãéá ïñé-
óìü êáé ü÷é ãéá åîßóùóç. Ï ïñéóìüò áõôüò (10.2.11) áðáéôåß ðñþôá--ðñþôá ç óõíÜñôçóç u(t)
íá åßíáé ïñéóìÝíç óå ïëüêëçñï ôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞), äçëáäÞ ãéá êÜèå t ≥ 0. ÖõóéêÜ
áðáéôåß åðßóçò êáé ôçí ýðáñîç ôïõ ó÷åôéêïý ïëïêëçñþìáôïò (10.2.11). ÅðïìÝíùò ðñÝðåé ç óõ-
íÜñôçóÞ ìáò u(t) íá åßíáé êáé ïñéóìÝíç (êÜôé ðïõ èåùñåßôáé âÝâáéá ðñïöáíÝò!) êáé ïëïêëçñþóéìç.
Åßíáé êÜðùò áóáöÞò ç äÞëùóç áõôÞ üóïí áöïñÜ óôçí ïëïêëçñùóéìüôçôá ôçò óõíáñôÞóåùò u(t).
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Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôïí ïñéóìü (10.2.11) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) = L{u(t)} äåí Ý÷ïõìå
áðëÜ Ýíá óõíçèéóìÝíï, êïéíü ïëïêëÞñùìá: áíôßèåôá Ý÷ïõìå Ýíá ãåíéêåõìÝíï (Þ êáôá÷ñçóôéêü)
ïëïêëÞñùìá ðñþôïõ åßäïõò. Áõôü äåí õðÜñ÷åé ìå ôç óõíÞèç Ýííïéá ôïõ ïëïêëçñþìáôïò.

Ôïýôï óõìâáßíåé, åðåéäÞ ôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò åßíáé ôï Üðåéñï. Õð’ áõôÝò ôéò óõíèÞêåò
ôï ãåíéêåõìÝíï ïëïêëÞñùìá óôïí ïñéóìü (10.2.11) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ïñßæåôáé ùò åîÞò:∫ ∞

0
e−st u(t) dt := lim

b→∞

∫ b

0
e−st u(t) dt. (10.2.12)

ÄçëáäÞ ïñßæåôáé óáí ôï üñéï ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïëïêëçñþìáôïò óôï ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, b]
(ìå b > 0), üôáí ôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò b ôåßíåé óôï Üðåéñï: b → ∞. Áõôüò åßíáé ï ïñéóìüò
ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ (Þ êáôá÷ñçóôéêïý) ïëïêëçñþìáôïò ðñþôïõ åßäïõò, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü
ôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ É.

ÃåíéêÜ ìéëþíôáò, èá ðñÝðåé ç óõíÜñôçóÞ ìáò u(t), ôçò ïðïßáò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
U(s) = L{u(t)} åðéäéþêïõìå íá âñïýìå, ü÷é ìüíï íá åßíáé êáôáñ÷Þí ïëïêëçñþóéìç óôï ðåðåñá-
óìÝíï äéÜóôçìá [0, b] (ãéá êÜèå b > 0). Èá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé åðéðëÝïí êáé ôï ãåíéêåõìÝíï
ïëïêëÞñùìá ðñþôïõ åßäïõò (10.2.11) ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôïõ (10.2.12). Åíôïýôïéò äå èá ðñï-
÷ùñÞóïõìå óå ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò ðïõ ãåéôíéÜæïõí ìå ôá êáèáñÜ ìáèçìáôéêÜ êáé îåöåýãïõí
êÜðùò áðü ôá åöáñìïóìÝíá ìáèçìáôéêÜ. Èá ðåñéïñéóèïýìå óå Ýíáí áðëü ôýðï (ìéá áðëÞ êáôç-
ãïñßá) óõíáñôÞóåùí ðïõ åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) = L{u(t)}
óôïí ïñéóìü ôïõ (10.2.11).

ÓõãêåêñéìÝíá èåùñïýìå åêåßíåò ôéò óõíáñôÞóåéò u(t) ðïõ Ý÷ïõí ôéò åîÞò äýï êáëÝò éäéüôçôåò:

1. Íá åßíáé ôìçìáôéêÜ óõíå÷åßò (Þ êáôÜ ôìÞìáôá óõíå÷åßò Þ óõíå÷åßò êáôÜ ôìÞìáôá) óå êÜèå
ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, b] ïóïäÞðïôå ìåãÜëïò êáé áí åßíáé ï èåôéêüò áñéèìüò b, áñêåß
âÝâáéá íá åßíáé ðåðåñáóìÝíïò. ÁõôÞ ç öñÜóç, ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò, óçìáßíåé üôé ìðïñåß íá
õðÜñ÷åé óôï ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, b] Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áóõíå÷åéþí Üëìáôïò
(äçëáäÞ ðåðåñáóìÝíùí áóõíå÷åéþí, ÷ùñßò áðåéñéóìïýò) ôçò óõíáñôÞóåùò u(t).

2. Íá åßíáé êáé åêèåôéêÞò ôÜîåùò ã óôï Üðåéñï (Þ áðëïýóôåñá åêèåôéêÞò ôÜîåùò). Áõôü óçìáß-
íåé üôé ãéá ôç óõíÜñôçóÞ ìáò u(t) õðÜñ÷ïõí ôñåéò ðñáãìáôéêïß áñéèìïß: ïé áñéèìïßM (èåôéêüò),
T0 (èåôéêüò Þ ìçäÝí) êáé ã (èåôéêüò, ìçäÝí Þ áñíçôéêüò), þóôå íá éó÷ýåé ç áíéóüôçôá

|u(t)| ≤ Meãt ãéá êÜèå t ≥ T0. (10.2.13)

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé óôáèåñÝò êáèþò êáé ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cos t êáé sin t åßíáé
åêèåôéêÞò ôÜîåùò ìå ã = 0. ÇóõíÜñôçóç eat åßíáé åêèåôéêÞò ôÜîåùò ìå ã = a. (Óôç óõíÜñôçóç
áõôÞ eat ôï a ìðïñåß íá åßíáé ïðïéïóäÞðïôå ðñáãìáôéêüò áñéèìüò.) Áíôßèåôá ç óõíÜñôçóç et

2

äåí åßíáé åêèåôéêÞò ôÜîåùò. ¼ëá áõôÜ ìðïñïýí ó÷åôéêÜ åýêïëá íá áðïäåé÷èïýí ìå âÜóç ôçí
ðéï ðÜíù áíéóüôçôá (10.2.13) ïñéóìïý ôçò óõíáñôÞóåùò åêèåôéêÞò ôÜîåùò ã óôï Üðåéñï.

Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé üëåò ïé óõíáñôÞóåéò u(t) ðïõ åßíáé ïñéóìÝíåò óôï äéÜóôçìá [0,∞)
(ãéá t ≥ 0) êáé Ý÷ïõí ôáõôü÷ñïíá êáé ôéò äýï ðéï ðÜíù éäéüôçôåò äéáèÝôïõí óßãïõñá ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Laplace U(s) = L{u(t)}. ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé, óõãêëßíåé ôï ãåíéêåõìÝíï ïëïêëÞñùìá ðñþôïõ
åßäïõò (10.2.11) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, üôáí s > ã. Óçìåéþíåôáé üôé ðñüêåéôáé ãéá
äýï åðáñêåßò êáé ü÷é áíáãêáßåò óõíèÞêåò õðÜñîåùò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý LaplaceU(s) = L{u(t)}.
Áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷ïõí êáé ðïëëÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ äéáèÝôïõí ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ÷ùñßò
üìùò íá éó÷ýïõí ôáõôü÷ñïíá êáé ïé äýï áõôÝò óõíèÞêåò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ç êëáóéêÞ óõíÜñ-
ôçóç u(t) = t−á ìå 0 < á < 1 (ü÷é ìå á ≥ 1) Ý÷åé ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, ðáñüëï ðïõ äåí
åßíáé ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò óå êáíÝíá ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, b], áöïý ðñïöáíþò áðåéñßæåôáé
ãéá t = 0, äçëáäÞ éó÷ýåé üôé lim t→0 u(t) = ∞ (ìå t > 0). Áõôü âÝâáéá óõìâáßíåé, åðåéäÞ á > 0.
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ÐñáêôéêÜ ãéá ìéá óõíÜñôçóç u(t) ç ðñþôç ðéï ðÜíù éäéüôçôá (ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò óõíÜñôçóç)
åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç ôïõ ïëïêëçñþìáôïò (10.2.11) óå êÜèå ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, b].
Óôç óõíÝ÷åéá ç äåýôåñç éäéüôçôá (óõíÜñôçóç åêèåôéêÞò ôÜîåùò) åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç (ôç óý-
ãêëéóç) ôïõ ßäéïõ ïëïêëçñþìáôïò ìå ôçí Ýííïéá ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ ïëïêëçñþìáôïò ðñþôïõ åßäïõò
óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ áðåßñïõ.

Óôï åîÞò èá èåùñïýìå (ìå åîáßñåóç ôç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac, Åíüôçôá Á10.6 ðáñáêÜôù,
ç ïðïßá åßíáé ìéá ãåíéêåõìÝíç óõíÜñôçóç) üôé üëåò ïé óõíáñôÞóåéò ìáò Ý÷ïõí êáé ôéò äýï ðéï ðÜíù
êáëÝò éäéüôçôåò. ¢ñá èá Ý÷ïõí ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace âÝâáéá ãéá s > ã, Ýôóé þóôå o åêèåôéêüò
üñïò e−st íá åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ ïëïêëçñþìáôïò ðñþôïõ åßäïõò (10.2.11)
óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ áðåßñïõ. ¼ëåò áõôÝò ôéò óõíáñôÞóåéò u(t) èá ôéò áðïêáëïýìå áðü ’äþ êáé ðÝñá
óõíáñôÞóåéò ôýðïõ AL ìå ôï äåßêôç L íá ìáò èõìßæåé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace.

� ÐáñÜäåéãìá A10.3: Íá õðïëïãéóèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) ôçò åêèåôéêÞò óõíáñ-
ôÞóåùò u(t) = eat ìå ôï a ãíùóôÞ óôáèåñÜ: ðñáãìáôéêÞ Þ ìéãáäéêÞ. (Åäþ ôç èåùñïýìå êáôáñ÷Þí
ðñáãìáôéêÞ.)

Ëýóç: ÐñÝðåé áðëÜ íá õðïëïãßóïõìå ôï ïëïêëÞñùìá (10.2.11) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace U(s) = L{u(t)} ìå ôïí ïñéóìü ôïõ (10.2.12) óáí ãåíéêåõìÝíïõ (Þ êáôá÷ñçóôéêïý) ïëïêëç-
ñþìáôïò ðñþôïõ åßäïõò. Áðü ôïõò äýï áõôïýò ôýðïõò ìå u(t) = eat ðáßñíïõìå

U(s) = L{u(t)} = L{eat} =
∫ ∞

0
e−st eat dt = lim

b→∞

∫ b

0
e−st eat dt = lim

b→∞

∫ b

0
e(a−s)t dt, (10.2.14)

áöïý eáeâ = eá+â. Ðñïêýðôåé åðßóçò åýêïëá üôé∫ b

0
e(a−s) t dt = e(a−s)t

a − s

∣∣∣∣
b

0
= e(a−s)b − e(a−s)0

a − s
= e−(s−a)b − 1

a − s
= 1 − e−(s−a)b

s − a
. (10.2.15)

Ôþñá (ìå b > 0) ãéá s > a, ïðüôå s − a > 0, éó÷ýåé ðñïöáíþò ôï üñéï

lim
b→∞

e−(s−a)b = 0, áöïý s − a > 0 êáé b > 0, ïðüôå (s − a)b > 0. (10.2.16)

¢ñá ãéá s > a ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace (10.2.14) ëüãù ôùí ó÷Ýóåùí (10.2.15) êáé (10.2.16)
ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôïõ ìïñöÞ

U(s) = L{eat} = 1
s − a

, åöüóïí s > a. (10.2.17)

Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç (s ≤ a) äéáðéóôþíåôáé åýêïëá üôé ôï ãåíéêåõìÝíï ïëïêëÞñùìá (10.2.14)
äå óõãêëßíåé êáé êáôÜ óõíÝðåéá ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) = L{eat} äåí õðÜñ÷åé.

Ðáñáôçñïýìå âÝâáéá üôé ç åêèåôéêÞ áõôÞ óõíÜñôçóç u(t) = eat åßíáé óõíå÷Þò óôï çìéÜðåéñï
äéÜóôçìá [0,∞) (Þ óå êÜèå ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, b] ìå b > 0). Åßíáé åðßóçò êáé åêèåôéêÞò
ôÜîåùò (éó÷ýåé ç áíéóüôçôá (10.2.13)) ìå M = 1 (Þ ãåíéêüôåñá ìå Ì ≥ 1), ìå ã = a (Þ ãåíéêüôåñá
ìå ã ≥ a) êáé ìå T0 = 0 (Þ ãåíéêüôåñá ìå Ô0 ≥ 0). Óõíåðþò ç óõíÜñôçóç u(t) = eat åßíáé óõíÜñôçóç
ôýðïõAL êáé åðïìÝíùò äéáèÝôåé ìåôáó÷çìáôéóìü LaplaceU(s) = L{u(t)} = L{eat} = 1/(s−a), üðùò
Þäç âñÞêáìå óôçí áìÝóùò ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (10.2.17), åöüóïí s > a. Óå ðåñéðôþóåéò ìéãáäéêþí
ôéìþí ôïõ a èá ðñÝðåé áðëÜ íá èÝóïõìå Re a (ðñáãìáôéêü ìÝñïò, real part ôïõ a) áíôß ãéá a óôéò
ðéï ðÜíù áíéóüôçôåò, ð.÷. s > Re a. �

� ÐáñÜäåéãìá A10.4: Æçôïýíôáé: (á) Íá õðïëïãéóèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) ôçò
óôáèåñÞò óõíáñôÞóåùò u(t) = 1 ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ìåôáâëçôÞò t. (â) Íá áðïäåé÷èåß ç éó÷ýò ôïõ
ôýðïõ

L{tn} = n!
sn+1

ãéá s > 0 êáé ãéá n = 0, 1, 2, . . . , (10.2.18)

äçëáäÞ ãéá êÜèå ìç áñíçôéêÞ áêÝñáéá ôéìÞ ôïõ åêèÝôç n.
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Ëýóç: (á) Ìðïñïýìå áóöáëþò íá åñãáóèïýìå ìå ôñüðï áíÜëïãï åêåßíïõ ôïí ïðïßï ÷ñçóéìï-
ðïéÞóáìå óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá õðïëïãßæïíôáò ôï ãåíéêåõìÝíï ïëïêëÞñùìá ïñéóìïý ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (10.2.11) êáé ãéá ôçí ðáñïýóá óõíÜñôçóç u(t) = 1. Ìéá áðëïýóôåñç
üìùò äõíáôüôçôá åßíáé áðëÜ íá óôçñé÷èïýìå óôï ßäéï ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñá-
äåßãìáôïò èÝôïíôáò a = 0 óôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eat åêåß. Ôüôå, áöïý e0 t = 1, áõôÞ ìåôáðßðôåé
óôçí ðáñïýóá óõíÜñôçóç u(t) = 1. ÅðïìÝíùò ï æçôïýìåíïò óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá ìåôáó÷çìá-
ôéóìüò Laplace ðñïêýðôåé áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L{eat} = 1/(s − a), ðïõ âñÝèçêå óôçí
ôåëåõôáßá ó÷Ýóç (10.2.17) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò, áðëÜ èÝôïíôáò åêåß a = 0. ¢ñá

L{1} = 1
s

õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé s > 0, (10.2.19)

ôþñá ðïõ a = 0 óôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eat, ïðüôå ç ó÷åôéêÞ áðáßôçóç s > a ãßíåôáé áðëÜ s > 0.

(â) Èá áêïëïõèÞóïõìå ôçí êëáóéêÞ åðáãùãéêÞ ìÝèïäï. Ï ôýðïò (10.2.18) ðïõ èÝëïõìå íá
áðïäåßîïõìå éó÷ýåé ðñïöáíþò ãéá n = 0, ïðüôå t0 = 1 êáé L{t0} = L{1} = 0!/s0+1 = 1/s (ìå s > 0).
Áõôü ôï áðïäåßîáìå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá: ôýðïò (10.2.19). Ôþñá ãéá ôï êýñéï ìÝñïò ôçò
åðáãùãéêÞò áðïäåßîåùò áñêåß íá õðïèÝóïõìå üôé åÜí éó÷ýåé ï ðñïò áðüäåéîç ôýðïò (10.2.18) ãéá
ìéá ôéìÞ ôïõ n, ôüôå èá éó÷ýåé êáé ãéá ôçí åðüìåíç ôéìÞ n+1 ôïõ n. ÄçëáäÞ æçôÜìå íá áðïäåßîïõìå
üôé åÜí éó÷ýåé ï ôýðïò (10.2.18) ãéá n, ôüôå èá éó÷ýåé ïðùóäÞðïôå ï ßäéïò ôýðïò êáé ãéá n + 1.

Áò ôï åëÝãîïõìå áõôü. Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü (10.2.11) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace Ý÷ïõìå

L{tn+1} =
∫ ∞

0
e−sttn+1 dt. (10.2.20)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óå ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé∫
e−st dt = e−st

−s
+ C (ìå ôï C óôáèåñÜ),

d
dt

(tn+1) = (n + 1)t(n+1)−1 = (n + 1)tn. (10.2.21)

¸ôóé âñßóêïõìå åýêïëá üôé

L{tn+1} = tn+1 e−st

−s

∣∣∣∣
∞

0
−
∫ ∞

0

e−st

−s
[(n + 1)tn] dt = tn+1e−st

−s

∣∣∣∣
∞

0
+ n + 1

s

∫ ∞

0
e−st tn dt. (10.2.22)

¼ìùò ãéá n+1 èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü êáé t = 0 ðñïöáíþò Ý÷ïõìå tn+1 = 0n+1 = 0, åíþ e0 = 1.
Åðßóçò, åðåéäÞ s > 0, ó÷Ýóç (10.2.19), èá Ý÷ïõìå lim t→∞ (tn+1e−st) = lim t→∞ (tn+1/est) = 0 ìå ôç
÷ñÞóç ôïõ êáíüíá ôïõ L’Hôpital. ÅðïìÝíùò áðïìÝíåé ìüíï ï ïëïêëçñùôéêüò üñïò óôï äåîéü ìÝëïò
ôçò ðñïçãïýìåíçò ó÷Ýóåùò (10.2.22). Óõíåðþò ôåëéêÜ ðñïêýðôåé üôé

L{tn+1} = n + 1
s

∫ ∞

0
e−st tn dt. (10.2.23)

Ðáñáôçñïýìå üìùò üôé ôï ïëïêëÞñùìá óôïí ôýðï áõôü åßíáé áðëÜ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace
ôçò óõíáñôÞóåùò tn, äçëáäÞ

L{tn} =
∫ ∞

0
e−st tn dt = n!

sn+1
(10.2.24)

ðáßñíïíôáò óôï ôÝëïò õðüøç ìáò êáé ôïí ôýðï (10.2.18), ðïõ ôïí õðïèÝóáìå üôé éó÷ýåé ãéá ôçí
ôéìÞ n. ¢ñá ï ôýðïò (10.2.23), óôïí ïðïßï êáôáëÞîáìå, ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôïõ ìïñöÞ

L{tn+1} = n + 1
s

L{tn} = n + 1
s

n!
sn+1

= n!(n + 1)
sn+1 s

= (n + 1)!
sn+2

. (10.2.25)

Áðïäåßîáìå ðñþôá óôï åñþôçìá (á) üôé ï ôýðïò (10.2.18) ôïõ åñùôÞìáôïò (â) éó÷ýåé ãéá n = 0.
Óôç óõíÝ÷åéá óôï ðáñüí åñþôçìá (â) áðïäåßîáìå åðßóçò (êáé ìÜëéóôá ìå ãåíéêü ôñüðï) üôé åÜí
ï ßäéïò ôýðïò éó÷ýåé ãéá êÜðïéá ìç áñíçôéêÞ áêÝñáéá ôéìÞ ôïõ n, ôüôå èá éó÷ýåé êáé ãéá ôçí åðüìåíÞ
ôçò ôéìÞ: ôçí n + 1. Áöïý üìùò ï ôýðïò (10.2.18) éó÷ýåé ãéá n = 0, èá éó÷ýåé êáé ãéá n = 1, ìåôÜ
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ãéá n = 2, Ýðåéôá ãéá n = 3, êëð., êëð. ¸ôóé Ý÷åé ïëïêëçñùèåß ç ðáñïýóá åðáãùãéêÞ áðüäåéîç
ôçò éó÷ýïò ôïõ ôýðïõ (10.2.18) ãéá êÜèå ìç áñíçôéêÞ áêÝñáéá ôéìÞ ôïõ åêèÝôç n êáé ãéá s > 0:
ðñïûðüèåóç óôç ó÷Ýóç (10.2.19). Ðñïöáíþò åßíáé äõíáôÝò êáé Üëëåò áðïäåßîåéò ôïõ ßäéïõ ôýðïõ.

Åßíáé óêüðéìï óôï óçìåßï áõôü íá áíáöåñèïýí ïé åéäéêÝò ìïñöÝò ôïõ ãåíéêïý ôýðïõ (10.2.18)
ãéá ôïõò ðÝíôå ðñþôïõò ìç áñíçôéêïýò áêÝñáéïõò áñéèìïýò: ôïõò áñéèìïýò n = 0, 1, 2, 3 êáé 4:

L{tn} = n!
sn+1

�⇒ L{1} = 1
s
, L{t} = 1

s2
, L{t2} = 2

s3
, L{t3} = 6

s4
, L{t4} = 24

s5
, (10.2.26)

áöïý 0! = 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6 êáé 4! = 24. Ïé åéäéêÝò áõôÝò ìïñöÝò åßíáé óõ÷íÜ ÷ñÞóéìåò. �

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé ðïëý óõ÷íÜ èá áðáéôïýìå áðü ôéò óõíáñôÞóåéò ìáò íá Ý÷ïõí êáé ðéï
áõóôçñÝò éäéüôçôåò óõíå÷åßáò áðü ôï íá åßíáé áðëÜ ôýðïõ AL. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ãéá ôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóçu(t) óå ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóçn-ôÜîåùò (åííïåßôáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò)
èá áðáéôïýìå íá äéáèÝôåé n ðáñáãþãïõò u′(t), u′′(t), . . . , u(n−1)(t) êáé u(n)(t). Åðßóçò íá åßíáé êáé
ç ßäéá áëëÜ êáé ïé n − 1 ðñþôåò ðáñÜãùãïß ôçò u′(t), u′′(t), . . . , u(n−1)(t) óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò (ü÷é
áðëÜ ôìçìáôéêÜ óõíå÷åßò!) óå êÜèå ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, b] (ìå b > 0), áëëÜ ôáõôü÷ñïíá êáé
åêèåôéêÞò ôÜîåùò. ÅéäéêÜ üìùò ãéá ôçí n-ôÜîåùò ðáñÜãùãü ôçò u(n)(t) èá áðáéôïýìå áðëÜ íá åßíáé
ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò (ü÷é áíáãêáóôéêÜ óõíå÷Þò!) óå êÜèå ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, b] (ìå b > 0)
÷ùñßò ôçí åðéðëÝïí áðáßôçóç íá åßíáé êáé åêèåôéêÞò ôÜîåùò. Méá ôÝôïéá óõíÜñôçóç u(t) èá ôçí
áðïêáëïýìå áðü ’äþ êáé ðÝñá ôýðïõ DL, n, þóôå íá èõìüìáóôå Ýôóé êáé ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
(ìå ôïí ôåëåóôÞ ôçò ðáñáãùãßóåùò D) êáé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (ìå ôï äåßêôç L), áëëÜ êáé
ôçí ôÜîç n ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå ôï äåßêôç n).

� ÓõìðÝñáóìá: ÃåíéêÜ óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace èá õðïèÝôïõìå óõíå÷þò (÷ùñßò éäéáßôåñç
ìíåßá) üôé üëåò ïé óõíáñôÞóåéò ìáò u(t) åßíáé ôýðïõ AL (ìå åîáßñåóç ôç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac,
Åíüôçôá Á10.6, ç ïðïßá åßíáé ìéá ãåíéêåõìÝíç óõíÜñôçóç). Ôïýôï åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç ôïõ ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) = L{u(t)} (éêáíÞ áëë’ ü÷é êáé áíáãêáßá óõíèÞêç). ÅéäéêÜ üìùò ãéá ôçí
åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí n-ôÜîåùò (åííïåßôáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò) ìå ôç
÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace èá õðïèÝôïõìå åðéðëÝïí üôé ç Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç u(t) åßíáé ôýðïõ DL, n (êáé ü÷é áðëÜ AL!). Èá äïýìå ðáñáêÜôù (óôçí ÐáñÜãñáöï Á10.3.5:
Éäéüôçôá 5) üôé áõôü åîáóöáëßæåé ôçí éó÷ý ôùí ôýðùí ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace êáé ôçò
ßäéáò ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t), áëëÜ êáé ôùí ðáñáãþãùí ôçò u(k)(t) ìÝ÷ñé êáé n-ôÜîåùò.
ÅðïìÝíùò èá åðéôñÝøåé ôçí «áëãåâñéêïðïßçóç» ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç
ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Åííïåßôáé üôé óå ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç n-ôÜîåùò (ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ak) ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò

anu(n)(t) + an−1u(n−1)(t) + · · · + a1u′(t) + a0u(t) = p(t) (10.2.27)

ìüíï ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) èá õðïôßèåôáé ðùò åßíáé ôýðïõ DL, n. Áíôßèåôá ç ãíùóôÞ ìáò
óõíÜñôçóç p(t) óôï äåîéü ìÝëïò, ç ïðïßá êáëåßôáé ìåñéêÝò öïñÝò êáé óõíÜñôçóç åîáíáãêáóìïý
(forcing function), èá õðïôßèåôáé üôé åßíáé áðëÜ ôýðïõ AL.

A10.3. ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ LAPLACE

Ãéá ôçí áðïôåëåóìáôéêÞ ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (10.2.1), ôïí åðáíáëáìâÜíïõìå

U(s) := L{u(t)} :=
∫ ∞

0
e−st u(t) dt, (10.3.1)

åäþ óå ðñïâëÞìáôá åðéëýóåùò óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, ÷ñåéÜæåôáé íá ãíùñßæïõìå êáé
íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ïñéóìÝíåò âáóéêÝò éäéüôçôÝò ôïõ. ÁõôÝò èá ìáò åðéôñÝðïõí íá ìåôáôñÝðïõìå
ó÷åôéêÜ åýêïëá ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ð.÷. ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç u(t)) óå ìéá åðßóçò
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ãñáììéêÞ éóïäýíáìç áëãåâñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç U(s). Åðßóçò ìåôÜ ôçí åðßëõóç
ôçò ãñáììéêÞò (ðñùôïâÜèìéáò) áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò èá ìáò âïçèïýíþóôå íá åðéóôñÝöïõìå áðü
ôç óõíÜñôçóç U(s) = L{u(t)} óôç æçôïýìåíç ëýóç u(t) = L−1{U(s)} ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÓõíÞèùò âÝâáéá äåí Ý÷ïõìå ðñïò åðßëõóç áðëÜ ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áëëÜ Ýíá ðñüâëçìá
áñ÷éêþí ôéìþí, äçëáäÞ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óõíïäåõüìåíç áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôçò. Óáí
ðáñÜäåéãìá ìðïñïýìå íá îáíááíáöÝñïõìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ìå
áðüóâåóç ôáëáíôþóåéò ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ--áðï-
óâåóôÞñá óôáèåñþí m (ìÜæáò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ), k (óôáèåñÜò ôïõ åëáôçñßïõ) êáé c (óôáèåñÜò
áðïóâÝóåùò) áíôßóôïé÷á. Ôï ðñüâëçìá áõôü áðïôåëåßôáé ðñþôá--ðñþôá áðü ôç ó÷åôéêÞ äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç (6.1.3) ôçò Åíüôçôáò Á6.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6. Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t), t ≥ 0. (10.3.2)

Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç p(t) åßíáé ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç åîáíáãêáóìïý, åäþ óôéò åîáíáãêá-
óìÝíåò ôáëáíôþóåéò ç åîùôåñéêÞ öüñôéóç, äçëáäÞ ç äýíáìç ç ïðïßá áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü
óçìåßï (óôç ìÜæá m). Ïé ó÷åôéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé áðëÜ

u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0, (10.3.3)

äçëáäÞ ç áñ÷éêÞ èÝóç u0 êáé ç áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0 ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ôçò ìÜæáò m) áíôßóôïé÷á.

Óå üëåò ôéò éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðïõ èá áíáöÝñïõìå áìÝóùò ðáñáêÜôù
õðïèÝôïõìå óõíå÷þò ðùò ç óõíÜñôçóç Þ ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé ó’ áõôÝò åßíáé ôý-
ðïõ AL. ÅéäéêÜ üìùò óôçí Éäéüôçôá 5, ðïõ áöïñÜ óôéò ðáñáãþãïõò u(k)(t) ôçò óõíáñôÞóåùò u(t),
õðïèÝôïõìå üôé ç óõíÜñôçóç u(t) åßíáé ôýðïõ DL, n, üôáí æçôïýíôáé ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace
ôùí ðáñáãþãùí ôçò ìÝ÷ñé êáé ôçí n-ôÜîåùò ðáñÜãùãü ôçò u(n)(t). Áõôü óõìâáßíåé óå êÜèå äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç ôÜîåùò n. Ç ßäéá õðüèåóç åßíáé ìéá éó÷õñüôåñç áðáßôçóç, áëëÜ ÷ñÞóéìç ó’ áõôÞí ôçí
Éäéüôçôá 5: áðáñáßôçôç ãéá óõíáñôÞóåéò ôýðïõ AL, áíÜëïãá êáé ãéá ãåíéêüôåñåò óõíáñôÞóåéò.

Åðßóçò óõíå÷þò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óõìâïëéóìü ìå êåöáëáßá ãñÜììáôá

U(s) := L{u(t)}, U1(s) := L{u1(t)}, U2(s) := L{u2(t)} (10.3.4)

ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí óõíáñôÞóåùí u(t), u1(t) êáé u2(t) áíôßóôïé÷á.

ÎåêéíÜìå ëïéðüí áíáöÝñïíôáò ìüíï ôéò ðÜñá ðïëý âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace U(s) := L{u(t)}, óå áñêåôÝò ðåñéðôþóåéò ôéò áðïäåßîåéò ôïõò êáé ìåñéêÜ áðëÜ ðáñáäåßã-
ìáôá ãéá ôçí êáôáíüçóÞ ôïõò. ÕðïèÝôïõìå óõíå÷þò üôé üëåò áõôÝò ïé éäéüôçôåò éó÷ýïõí ãéá
åðáñêþò ìåãÜëåò ôéìÝò s > s0 ôçò ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå ôï s0 óôáèåñÜ:
èåôéêÞ, ìçäÝí Þ áñíçôéêÞ. Ç ãíþóç ôçò áêñéâïýò ôéìÞò s0 ôçò óôáèåñÜò áõôÞò óõíÞèùò äå ìáò
åßíáé áíáãêáßá, äå ìáò åíäéáöÝñåé êáôÜ ôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (ïìïãåíþí
Þ ìç ïìïãåíþí) ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

A10.3.1. Éäéüôçôá 1: ÃñáììéêÞ éäéüôçôá

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Ãéá ôï ãñáììéêü óõíäõáóìü c1u1(t) + c2u2(t) äýï óõíáñôÞóåùí u1(t) êáé u2(t)
ôýðïõ AL (ìå ôá c1 êáé c2 áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) éó÷ýåé ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá

L{c1u1(t) + c2u2(t)} = c1U1(s) + c2U2(s) (10.3.5)

ãéá ôïí áíôßóôïé÷ï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace.

➤ ÐáñáôÞñçóç A10.2: ÐáñåíèåôéêÜ áò óçìåéþóïõìå êáé Ýíá ëßãï--ðïëý ðñïöáíÝò ãåãïíüò.
Áí óôçí ðéï ðÜíù ãñáììéêÞ éäéüôçôá (10.3.5) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U1(s) = L{u1(t)} õðÜñ÷åé
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ãéá s > ã1 êáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U2(s) = L{u2(t)} õðÜñ÷åé ãéá s > ã2, ôüôå ï ìåôáó÷çìá-
ôéóìüò Laplace c1U1(s) + c2U2(s) èá õðÜñ÷åé óßãïõñá êé áõôüò ãéá s > s0 ìå s0 = max (ã1, ã2). Áõôü
éó÷ýåé, ãéáôß ôüôå èá ðëçñïýíôáé ôáõôü÷ñïíá êáé ïé äýï ðáñáðÜíù áíéóüôçôåò s > ã1 êáé s > ã2.

Áðüäåéîç: Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü (10.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace èá Ý÷ïõìå

L{c1u1(t) + c2u2(t)} =
∫ ∞

0
e−st[c1u1(t) + c2u2(t)] dt. (10.3.6)

Ìáò ÷ñåéÜæåôáé åðßóçò ï ïñéóìüò (10.2.12) åíüò ãåíéêåõìÝíïõ (Þ êáôá÷ñçóôéêïý) ïëïêëçñþìáôïò
ðñþôïõ åßäïõò, áêñéâþò üðùò åßíáé ôï ðéï ðÜíù ïëïêëÞñùìá (10.3.6). Áò åðáíáëÜâïõìå ôïí
ïñéóìü áõôü, åäþ ìÜëéóôá óôç ãåíéêÞ ôïõ ðåñßðôùóç:∫ ∞

a
f (t) dt := lim

b→∞

∫ b

a
f (t) dt, (10.3.7)

åöüóïí âÝâáéá ç óõíÜñôçóç f (t) åßíáé ïëïêëçñþóéìç êáé ôï ðéï ðÜíù üñéï (ãéá b → ∞) õðÜñ÷åé.
Ôüôå ôï ãåíéêåõìÝíï ïëïêëÞñùìá õðÜñ÷åé êé áõôü, éóïäýíáìá óõãêëßíåé.

Ãíùñßæïõìå åðßóçò ðÜñá ðïëý êáëÜ áðü ôïí Ïëïêëçñùôéêü Ëïãéóìü üôé ãéá Ýíá óõíçèéóìÝíï,
êïéíü ïëïêëÞñùìá éó÷ýåé ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá:∫ b

a
[c1f1(t) + c2f2(t)] dt = c1

∫ b

a
f1(t) dt + c2

∫ b

a
f2(t) dt (10.3.8)

ãéá äýï ïëïêëçñþóéìåò óõíáñôÞóåéò f1(t) êáé f2(t). ÅðïìÝíùò óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò (10.3.6) ìå

f1(t) = e−stu1(t) êáé f2(t) = e−stu2(t) (10.3.9)

êáé ìå äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò ôï ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, b] (öõóéêÜ ìå b > 0) èá éó÷ýåé üôé∫ b

0
e−st[c1u1(t) + c2u2(t)] dt = c1

∫ b

0
e−stu1(t) dt + c2

∫ b

0
e−stu2(t) dt. (10.3.10)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ðáßñíïõìå ôþñá ôï üñéï ãéá b → ∞. ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé

lim
b→∞

∫ b

0
e−st[c1u1(t) + c2u2(t)] dt = lim

b→∞

[
c1

∫ b

0
e−stu1(t) dt + c2

∫ b

0
e−stu2(t) dt

]

= c1 lim
b→∞

∫ b

0
e−stu1(t) dt + c2 lim

b→∞

∫ b

0
e−stu2(t) dt. (10.3.11)

Óôçí ôåëåõôáßá ãñáììÞ èõìçèÞêáìå âÝâáéá üôé ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá éó÷ýåé åðßóçò êáé ãéá ôá üñéá
óõíáñôÞóåùí, öõóéêÜ åöüóïí ôá üñéá áõôÜ õðÜñ÷ïõí.

Ôþñá óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ ïëïêëçñþìáôïò ðñþôïõ åßäïõò (10.3.7), åéäéêÜ
åäþ ìå a = 0, îáíáãñÜöïõìå ôçí áìÝóùò ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç (10.3.11) óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ∫ ∞

0
e−st[c1u1(t) + c2u2(t)] dt = c1

∫ ∞

0
e−stu1(t) dt + c2

∫ ∞

0
e−stu2(t) dt. (10.3.12)

Äå ìáò áðïìÝíåé ôþñá ðáñÜ íá îáíáèõìçèïýìå ôïí ïñéóìü (10.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
ìéáò óõíáñôÞóåùò u(t). Áò ôïí åðáíáëÜâïõìå

U(s) := L{u(t)} :=
∫ ∞

0
e−stu(t) dt. (10.3.13)

¸ôóé ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (10.3.11) êáé óôç óõíÝ÷åéá (10.3.12) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

L{c1u1(t) + c2u2(t)} = c1L{u1(t)} + c2L{u2(t)}, (10.3.14)
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äçëáäÞ ôç ìïñöÞ (10.3.5) ðïõ åðéäéþêáìå íá áðïäåßîïõìå (êáé íá, áðïäåßîáìå!), áöïý åî ïñéóìïý

U1(s) := L{u1(t)} êáé U2(s) := L{u2(t)}, (10.3.15)

üðùò Þäç êáô’ åðáíÜëçøç óçìåéþóáìå.

¢ñá áðïäåß÷èçêå ðëÞñùò ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá (10.3.5) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ìå âÜóç
âÝâáéá ôçí ßäéá éäéüôçôá (á) ãéá óõíçèéóìÝíá ïëïêëçñþìáôá êáèþò êáé (â) ãéá üñéá óõíáñôÞóåùí.
Ç áðüäåéîç èá ãéíüôáí áñêåôÜ ðéï åýêïëç, åÜí èåùñïýóáìå üôé éó÷ýåé ç ãíùóôÞ ãñáììéêÞ éäéü-
ôçôá ãéá ãåíéêåõìÝíá ïëïêëçñþìáôááíôß ïõóéáóôéêÜ íá ôçí áðïäåßîïõìåðéïðÜíùóôçíðáñïýóá
ðåñßðôùóç ìå ïñéáêÞ äéáäéêáóßá (ãéá b → ∞). Åßíáé ôÝëïò ðñïöáíÝò üôé ç ßäéá áðüäåéîç ãåíéêåýå-
ôáé êáé óôï ãñáììéêü óõíäõáóìü ðåñéóóüôåñùí áðü äýï óõíáñôÞóåùí: ôùí u1(t), u2(t), u3(t), êëð.
ìå üëåò ôïõò íá õðïôßèåíôáé åäþ ôýðïõ AL.❏

� ÐáñÜäåéãìá A10.5: Íá õðïëïãéóèïýí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñ-
ôÞóåùí õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï (cosh) êáé õðåñâïëéêü çìßôïíï (sinh), äçëáäÞ ôùí óõíáñôÞóåùí

u1(t) = cosh at êáé u2(t) = sinh at (10.3.16)

ìå ìåôáâëçôÞ ôï t êáé ìå ôï a óôáèåñÜ.

Ëýóç: Ãéá ôéò äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò (õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï, u1(t) = cosh at, êáé õðåñâïëéêü
çìßôïíï, u2(t) = sinh at) ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôïõò ïñéóìïýò ôïõò (1.5.5) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á1.5.2
(åäþ üìùò ìå x = at) üôé

u1(t) = cosh at = eat + e−at

2
êáé u2(t) = sinh at = eat − e−at

2
. (10.3.17)

Ðñüêåéôáé ëïéðüí ãéá áðëïýò ãñáììéêïýò óõíäõáóìïýò ôùí äýï åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí

f1(t) = eat êáé f2(t) = e−at (10.3.18)

ìå óõíôåëåóôÝò c1 = 1/2 êáé c2 = ±1/2 ãéá ôïõò ðñþôïõò êáé ôïõò äåýôåñïõò üñïõò áíôßóôïé÷á.

ËáìâÜíïõìå åðßóçò õðüøç ìáò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò eat,
ôïí ïðïßï Ý÷ïõìå Þäç ðñïóäéïñßóåé óôç ó÷Ýóç (10.2.17) ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò Á10.3. ¸ôóé Ý÷ïõìå

L{eat} = 1
s − a

, ïðüôå ðñïöáíþò êáé L{e−at} = 1
s − ( − a)

= 1
s + a

(10.3.19)

ìå ôïõò áíéóïôéêïýò ðåñéïñéóìïýò

s − a > 0 ⇐⇒ s > a êáé åðßóçò s + a > 0 ⇐⇒ s > −a áíôßóôïé÷á. (10.3.20)

¢ñá ôþñá äéêáéïýìáóôå êáé ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá (10.3.5) ãéá
ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí óõíáñôÞóåþí ìáò (10.3.16). ¸ôóé ðñïêýðôåé Üìåóá üôé

L{u1(t)} = L{cosh at} = 1
2

L{eat} + 1
2

L{e−at} = 1
2

1
s − a

+ 1
2

1
s + a

= 1
2

(
1

s − a
+ 1

s + a

)
= 1

2
(s + a) + (s − a)
(s − a)(s + a)

= 1
2

2s
s2 − a2

= s
s2 − a2

, (10.3.21)

áöïý (s − a)(s + a) = s2 − a2, êáé áðïëýôùò áíÜëïãá (ôþñá üìùò ìå ìéá áëëáãÞ óôá ðñüóçìá)

L{u2(t)} = L{sinh at} = 1
2

L{eat} − 1
2

L{e−at} = 1
2

1
s − a

− 1
2

1
s + a

= 1
2

(
1

s − a
− 1

s + a

)
= 1

2
(s + a) − (s − a)
(s − a)(s + a)

= 1
2

2a
s2 − a2

= a
s2 − a2

. (10.3.22)
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Óõíïøßæïíôáò, áðïäåßîáìå ëïéðüí üôé

L{cosh at} = s
s2 − a2

êáé L{sinh at} = a
s2 − a2

. (10.3.23)

Ðñüêåéôáé ãéá äýï ðïëý åýêïëïõò ôýðïõò ðïõ ìðïñïýìå åßôå (á) íá ôïõò èõìüìáóôå áðÝîù óáí
ãíùóôïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace åßôå (â) íá ôïõò âñßóêïõìå, áêñéâþò üðùò êÜíáìå ðéï ðÜíù,
áðëÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ãñáììéêÞò éäéüôçôáò (10.3.5) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

ÐñÝðåé âÝâáéá óôï ôÝëïò íá õðåíèõìßóïõìå ôïõò äýï áíéóïôéêïýò ðåñéïñéóìïýò (10.3.20) ãéá
ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí äýï åêèåôéêþíóõíáñôÞóåùí (10.3.19): ôùíóõíáñôÞóåùí e±at.
ÅðåéäÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ðéï ðÜíù êáé ôéò äýï áõôÝò åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò e±at, åßìáóôå õðï÷ñå-
ùìÝíïé íá áðïäå÷èïýìå óáí ðñïûðïèÝóåéò ìáò êáé ôïõò äýï áíéóïôéêïýò ðåñéïñéóìïýò (10.3.20)
ôáõôü÷ñïíá ìÜëéóôá. Ìå ôïí ôñüðï áõôü óõíÜãïõìå üôé ïé áìÝóùò ðéï ðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìïß
Laplace (10.3.23) ãéá ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò cosh at êáé sinh at éó÷ýïõí, ìüíï åöüóïí Ý÷ïõìå

s > a êáé ôáõôü÷ñïíá s > −a, ïðüôå ðñÝðåé íá éó÷ýåé üôé s > |a|, (10.3.24)

áöïý |a| = a > −a (ãéá èåôéêÜ a) êáé |a| = −a > a ãéá áñíçôéêÜ a. ¢ñá êáé âÝâáéá éó÷ýïõí
ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace (10.3.23), áëëÜ ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé s > |a|. Áëëéþò, áí s ≤ |a|,
äåí õðÜñ÷ïõí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß áõôïß Laplace, ôá ïëïêëçñþìáôá (10.3.1) ïñéóìïý ôïõò äåí
õðÜñ÷ïõí óáí ãåíéêåõìÝíá ïëïêëçñþìáôá ðñþôïõ åßäïõò, äå óõãêëßíïõí, áðïêëßíïõí. Áõôüò
âÝâáéá ï ôåëéêüò áíéóïôéêüò ðåñéïñéóìüò s > |a| äçëþíåé áðëÜ óôïí ôýðï (10.3.1) ïñéóìïý ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace üôé ï ðõñÞíáò K(s, t) = e−st óôïí ôýðï áõôü ðñÝðåé íá ôåßíåé åðáñêþò
ãñÞãïñá óôï ìçäÝí ãéá t → ∞. Káé ðñáãìáôéêÜ ôåßíåé ãéá s > |a|, þóôå íá êáëýðôåôáé ç ãñÞãïñç
(ïõóéáóôéêÜ åêèåôéêÞ) áýîçóç êáé ôùí äýï óõíáñôÞóåùí cosh at êáé sinh at åðßóçò ãéá t → ∞.

Õðïôßèåôáé üôé üëá áõôÜ Ýãéíáí ëßãï--ðïëý êáôáíïçôÜ. Áò ìçí ðñï÷ùñÞóïõìå óå ðåñéóóü-
ôåñåò ëåðôïìÝñåéåò. Áò áëëÜîïõìå ôþñá ëßãï ðåñéâÜëëïí êáé áò áíáöåñèïýìå óôéò áíôßóôïé÷åò
ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cosùt êáé sinùt óôï áìÝóùò åðüìåíï ðáñÜäåéãìá. �

� ÐáñÜäåéãìá A10.6: Íá õðïëïãéóèïýí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí
óõíáñôÞóåùí óõíçìßôïíï (cos) êáé çìßôïíï (sin), óõãêåêñéìÝíá ôùí óõíáñôÞóåùí

u3(t) = cosùt êáé u4(t) = sinùt (10.3.25)

ìå ìåôáâëçôÞ ôï t êáé ìå ôï ù óôáèåñÜ. Óçìåéþíïõìå üôé óõ÷íÜ óôéò Ôáëáíôþóåéò ôï óýìâïëï ù
ðáñéóôÜíåé ôçí êõêëéêÞ ôïõò óõ÷íüôçôá. Ãé’ áõôü êáé ôï ðñïôéìÞóáìå óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá áðü
ôï ãåíéêüôåñï óýìâïëï a (ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò) óáí óôáèåñÜ (ðáñÜìåôñï).

Ëýóç: Êáé ãéá ôéò äýïáõôÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cosùt êáé sinùt ìðïñïýìåáóöáëþò
íá åñãáóèïýìå ìå ôçí Üìåóç ÷ñÞóç ôïõ ïñéóìïý (10.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÐñÝðåé
üìùò ôüôå íá åêôåëÝóïõìå ôéò ó÷åôéêÝò ïëïêëçñþóåéò êáôÜ ðáñÜãïíôåò (Þ êáôÜ ìÝñç). Åäþ ðñïôé-
ìÜìå íá áêïëïõèÞóïõìå ìéá áñêåôÜ åõêïëüôåñç õðïëïãéóôéêÞ äéáäéêáóßá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò
ôýðïõò ôïõ Euler (1.5.3) êáé (1.5.4) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á1.5.1. Áõôïß óõíäÝïõí ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ
óõíÜñôçóç e±ix ìå ôéò äýï ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cos x êáé sin x. Ôïõò õðåíèõìßæïõìå

e±ix = cos x ± i sin x êáé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò e±iùt = cosùt ± i sinùt (10.3.26)

Ý÷ïíôáò èÝóåé x = ùt. (Äå ëçóìïíïýìå åðßóçò ôïí ïñéóìü ôçò öáíôáóôéêÞò ìïíÜäáò: i = √−1.)

Ðñïóèáöáéñþíôáò ôïõò äýï áõôïýò ôýðïõò ôïõ Euler: e±iùt = cosùt ± i sinùt, ðñïêýðôåé
áìÝóùò üôé

cosùt = eiùt + e−iùt

2
, sinùt = eiùt − e−iùt

2i
, (10.3.27)

üðùò Þäç ãíùñßæïõìå.
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Ç ðáñáðÝñá åñãáóßá ìáò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí äýï ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace L{cosùt}
êáé L{sinùt} óõíßóôáôáé óôç ÷ñÞóç ôçò èåìåëéþäïõò ãñáììéêÞò éäéüôçôáò (10.3.5) ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace. Åßíáé ìÜëéóôá ìéá áñêåôÜ áðëÞ åñãáóßá. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá åñãáóßá áðüëõôá
áíÜëïãç ìå åêåßíç ðïõ Þäç Ýãéíå óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò õðåñâïëéêÝò
óõíáñôÞóåéò cosh at êáé sinh at. Êáé ðÜëé âáóéæüìáóôå óôïí ôüóï ãíùóôü ìáò ðéá ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace (10.2.17): L{eat} = 1/(s− a) ãéá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eat, åäþ üìùò ãéá ôéò öáíôáóôéêÝò
ôéìÝò a = ±iù ôçò óôáèåñÜò (ðáñáìÝôñïõ) a, ïðüôå

L{eiùt} = 1
s − iù

, L{e−iùt} = 1
s + iù

. (10.3.28)

Ãéá ëüãïõò ðëçñüôçôáò áêïëïõèïýí êáé üëåò ïé ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò, áêñéâþò üðùò óõíÝâç
êáé óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, åäþ üìùò ãéá ôéò ðáñïýóåò äýï ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò
cosùt êáé sinùt ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò (10.3.27). Ðñþôá ãéá ôç óõíÜñôçóç u3(t) = cosùt:

L{u3(t)} = L{cosùt} = 1
2

L{eiùt} + 1
2

L{e−iùt} = 1
2

1
s − iù

+ 1
2

1
s + iù

= 1
2

(
1

s − iù
+ 1

s + iù

)
= 1

2
(s + iù) + (s − iù)
(s − iù)(s + iù)

= 1
2

2s
s2 + ù2

= s
s2 + ù2

, (10.3.29)

áöïý (s−iù)(s+iù) = s2−(iù)2 = s2+ù2. Áðïëýôùò áíÜëïãá êáé ãéá ôç óõíÜñôçóç u4(t) = sinùt
(üìùò ìå êÜðïéåò áíáãêáßåò ìéêñïáëëáãÝò óôéò ðñÜîåéò):

L{u4(t)} = L{sinùt} = 1
2i

L{eiùt} − 1
2i

L{e−iùt} = 1
2i

1
s − iù

− 1
2i

1
s + iù

= 1
2i

(
1

s − iù
− 1

s + iù

)
= 1

2i
(s + iù) − (s − iù)
(s − iù)(s + iù)

= 1
2i

2iù
s2 + ù2

= ù
s2 + ù2

. (10.3.30)

ÓõíáãÜãáìå ëïéðüí (êáé áñêåôÜ åýêïëá ìÜëéóôá!) üôé

L{cosùt} = s
s2 + ù2

êáé L{sinùt} = ù
s2 + ù2

(10.3.31)

Ý÷ïíôáò åðéðëÝïí áðïöýãåé åíôåëþò ôéò ïëïêëçñþóåéò êáôÜðáñÜãïíôåò (Þ êáôÜ ìÝñç). Ðñüêåéôáé
êáé ðÜëé ãéá ðïëý åýêïëïõò ôýðïõò ðïõ ìðïñïýìå (åðáíáëáìâÜíïõìå êáé óôï ðáñÜäåéãìá áõôü)
åßôå (á) íá ôïõò èõìüìáóôå áðÝîù åßôå (â) íá ôïõò âñßóêïõìå, áêñéâþò üðùò êÜíáìå ðéï ðÜíù.

Ôåëåéþíïíôáò êáé ôï ðáñÜäåéãìá áõôü, áò ðáñáôçñÞóïõìå ôéò ïìïéüôçôåò êáé ôéò äéáöïñÝò
ìåôáîý ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ôùí õðåñâïëéêþí êáé ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí.
Ðñïò ôï óêïðü áõôü ãñÜöïõìå êáé ôïõò ôÝóóåñéò ìáæß óôéò åðüìåíåò äýï óåéñÝò ìå óôáèåñÜ
(ðáñÜìåôñï) ìüíï ôï ù (áíôß ãéá ôï a) áêüìç êáé óôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò:

L{coshùt} = s
s2 − ù2

êáé áíÜëïãá L{cosùt} = s
s2 + ù2

, (10.3.32)

L{sinhùt} = ù
s2 − ù2

êáé áíÜëïãá L{sinùt} = ù
s2 + ù2

. (10.3.33)

Óçìåéþíïõìå üôé ïé äéáöïñÝò óõíßóôáíôáé áðëÜ óôï üôé óôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìß-
ôïíï êáé çìßôïíï Ý÷ïõìå ðëçí (−) óôïõò ðáñïíïìáóôÝò s2 − ù2 ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace
ôïõò. Áíôßèåôá óôéò áíôßóôïé÷åò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõìå óõí (+) áíôß ãéá ðëçí (−)
óôïõò ðáñïíïìáóôÝò áõôïýò.

Ìå áðëÜ ëüãéá óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç, áí ðáñ’ åëðßäá ï Ðïëéôéêüò Ìç-
÷áíéêüò êáôáëÞîåé óå ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ìå ðáñïíïìáóôÝò ôçò ìïñöÞò s2 − ù2, áò ìçí
ðñï÷ùñÞóåé (ïäçãïýìåíïò áíáãêáóôéêÜ óå õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò). ¸÷åé óßãïõñá êÜíåé ëÜèïò
êáé ïé õðïëïãéóìïß ôïõ ðñïöáíþò ðáñáâéÜæïõí ôçí áñ÷Þ äéáôçñÞóåùò ôçò åíÝñãåéáò! Áí üìùò
ïé ðáñïíïìáóôÝò ôïõ åßíáé ôçò ìïñöÞò s2 +ù2, ôüôå ìðïñåß íá óõíå÷ßóåé Üöïâá ôéò ðñÜîåéò ôïõ,
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ïé ïðïßåò èá ïäçãÞóïõí óå ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò, êáé öõóéêÜ íá ôéò åðáëçèåýóåé üëåò óôï
ôÝëïò! ÁíÜëïãá éó÷ýïõí (ìå êÜðïéåò äéáöïñÝò üìùò) êáé óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç,
üðùò èá Ý÷ïõìå ôçí åõêáéñßá íá åîçãÞóïõìå ðéï êÜôù óôçí ðáñïýóá åíüôçôá: ôýðïé (10.3.46). �

� ÐáñÜäåéãìá A10.7: Íá õðïëïãéóèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò

u5(t) = 1 − 2t2 + 3e−10 t − 4 cosh 11t + 5 sinh 12t + 6 cos 13t − 7 sin 14t. (10.3.34)

Ëýóç: Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïõò ãíùóôïýò ìáò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôçò ìïíÜäáò:
L{1} = 1/s (ó÷Ýóç (10.2.19)), ôçò óõíáñôÞóåùò t2: L{t2} = 2/s3 (ó÷Ýóåéò (10.2.26)), ôçò åêèåôéêÞò
óõíáñôÞóåùò L{eat} = 1/(s− a) (ó÷Ýóç (10.2.17)) êáèþò êáé ôïõò áìÝóùò ðéï ðÜíù ìåôáó÷çìáôé-
óìïýò Laplace (10.3.32) êáé (10.3.33) ãéá ôéò õðåñâïëéêÝò êáé ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ìå
ôïí ôñüðï áõôü êáé ìå âÜóç ôç óçìáíôéêüôáôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá (10.3.5) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace (åäþ ãéá ðïëëÝò óõíáñôÞóåéò!) âñßóêïõìå åýêïëá ôï æçôïýìåíï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace

L{u5(t)} = 1
s

− 2
2
s3

+ 3
1

s − ( − 10)
− 4

s
s2 − 112

+ 5
12

s2 − 122
+ 6

s
s2 + 132

− 7
14

s2 + 142
. (10.3.35)

Ìå ëßãåò áñéèìçôéêÝò êáé áëãåâñéêÝò áðëïðïéÞóåéò öÝñíïõìå áõôüí ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
êáé óôçí áêüëïõèç ôåëéêÞ ôïõ ìïñöÞ:

L{u5(t)} = s2 − 4
s3

+ 3
s + 10

− 4s
s2 − 121

+ 60
s2 − 144

+ 6s
s2 + 169

− 98
s2 + 196

. (10.3.36)

Ôïíßæïõìå üôé åßíáé áíáãêáßï ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò íá áðëïðïéåß ðÜíôïôå êáôÜ ôï äõíáôüí ôá
áðïôåëÝóìáôá ôùí õðïëïãéóìþí ôïõ! �

A10.3.2. Éäéüôçôá 2: ÁëëáãÞ êëßìáêáò

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Ãéá ìéá óõíÜñôçóç u(t) ôýðïõAL óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò éó÷ýåé ç éäéüôçôá

L{u(at)} = 1
a
U
( s
a

)
(10.3.37)

ìå U(s) = L{u(t)} êáé ôï a èåôéêÞ óôáèåñÜ (a > 0).

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç åßíáé ðïëý åýêïëç. Óôçñßæåôáé áðëÜ óôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò

ô = at �⇒ t = ô
a

= 1
a
ô �⇒ dt = 1

a
dô (10.3.38)

êáèþò êáé óôïí ïñéóìü (10.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé áêïëïõèåß:

L{u(at)} =
∫ ∞

0
e−st u(at) dt =

∫ ∞

0
e−sô/au(ô)

1
a
dô = 1

a

∫ ∞

0
e−(s/a)ô u(ô) dô = 1

a
U
( s
a

)
. (10.3.39)

Ìðïñïýìå âÝâáéá íá ðñïóèÝóïõìå üôé ìå ôç óõíÜñôçóç u(t) åêèåôéêÞò ôÜîåùò ã, ï ìåôáó÷çìá-
ôéóìüò Laplace ôçò U(s) = L{u(t)} õðÜñ÷åé ãéá s > ã. ¼ìùò ìå âÜóç ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò ô = at
êáé ôçí ðéï ðÜíù áðüäåéîç (10.3.39) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace L{u(at)} = (1/a)U(s/a) ôçò óõíáñ-
ôÞóåùò u(at) (ìå a > 0) èá õðÜñ÷åé ãéá s/a > ã, äçëáäÞ ãéá s > aã.❏

� ÐáñÜäåéãìá A10.8: Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò Bessel ðñþôïõ åßäïõò êáé
ìçäåíéêÞò ôÜîåùò J0(t)

Ĵ0(s) := L{ J0(t)} = 1√
s2 + 1

(10.3.40)

èåùñåßôáé ãíùóôüò áðüðßíáêåò ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace. Åäþ æçôåßôáé áðëÜ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace ôçò áíôßóôïé÷çò óõíáñôÞóåùò J0(at) ìå a > 0. (Óçìåéþíïõìå üôé óôéò óõíáñôÞóåéò Bessel
èá áöéåñþóïõìå ôçí Åíüôçôá Á15.2 óôï ÊåöÜëáéï Á15 ðáñáêÜôù.)
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Ëýóç: Ìå âÜóç (á) ôçí ðñïçãïýìåíç éäéüôçôá (10.3.37) ôçò áëëáãÞò êëßìáêáò óôï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Laplace êáé (â) ôïí áìÝóùò ðéï ðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (10.3.40) ôçò óõíáñôÞóåùò
Bessel J0(t), ï ïðïßïò äßíåôáé óôï ðáñÜäåéãìá áõôü, ðñïêýðôåé åõèýò üôé

L{ J0(at)} = 1
a
Ĵ0
( s
a

)
= 1

a
1√

(s/a)2 + 1
= 1√

s2 + a2
. (10.3.41)

ÁíÜëïãá ìðïñïýìå íá åñãáóèïýìå êáé ãéá óõíáñôÞóåéò Bessel ðñþôïõ åßäïõò êáé n-ôÜîåùò Jn(t)
êáèþò êáé ãéá ðïëëÝò Üëëåò óõíáñôÞóåéò. ÐáñÜ ôáýôá ç éäéüôçôá ôçò áëëáãÞò êëßìáêáò (10.3.37)
äå ìðïñåß íá ÷áñáêôçñéóèåß áðü ôéò ÷ñçóéìüôåñåò éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. �

A10.3.3. Éäéüôçôá 3: Ðïëëáðëáóéáóìüò åðß åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Ãéá ìéá óõíÜñôçóç u(t) ôýðïõAL óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò éó÷ýåé ç éäéüôçôá

L{e−at u(t)} = U(s + a) (10.3.42)

ìå ôï a óôáèåñÜ (åßôå èåôéêÞ åßôå áñíçôéêÞ åßôå áêüìç êáé ìéãáäéêÞ: a = á + iâ).

Áðüäåéîç: Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áñêåôÜ ÷ñÞóéìç éäéüôçôá óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Áêïëïõèåß
ç ðÜñá ðïëý áðëÞ áðüäåéîÞ ôçò, ðïõ âáóßæåôáé êáé áõôÞ óôïí ïñéóìü (10.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôé-
óìïý Laplace U(s) = L{u(t)}:

L{e−at u(t)}=
∫ ∞

0
e−st [e−at u(t)

]
dt=

∫ ∞

0

(
e−st e−at) u(t) dt=∫ ∞

0
e−(s+a)t u(t) dt = U(s + a), (10.3.43)

áöïý eáeâ = eá+â êáé åðßóçò U(s) := L{u(t)}. ¹ôáí ðñáãìáôéêÜ ðïëý åýêïëç ç áðüäåéîç áõôÞ!❏

� ÐáñÜäåéãìá A10.9: Íá õðïëïãéóèïýí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ôùí äýï óõíáñôÞóåùí

u1(t) = e−at cosùt êáé u2(t) = e−at sinùt. (10.3.44)

Ëýóç: Õðåíèõìßæïõìå êáôáñ÷Þí ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí äýï ôñéãùíïìåôñéêþí
óõíáñôÞóåùí cosùt êáé sinùt, ðïõ ôïõò ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôéò ó÷Ýóåéò (10.3.31):

L{cosùt} = s
s2 + ù2

êáé L{sinùt} = ù
s2 + ù2

. (10.3.45)

Óýìöùíá ìå ôçí ðéï ðÜíù éäéüôçôá (10.3.42) ôï ìüíï ðïõ ïöåßëïõìå íá êÜíïõìå åäþ åßíáé íá
èÝóïõìå s + a óôç èÝóç ôïõ s ó’ áõôïýò ôïõò äýï ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace (10.3.45). Ìå ôïí
ôüóï áðëü áõôü ôñüðï âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

L{e−at cosùt} = s + a
(s + a)2 + ù2

êáé L{e−at sinùt} = ù
(s + a)2 + ù2

. (10.3.46)

Ðñüêåéôáé ãéá äýï åîáéñåôéêÜ ÷ñÞóéìïõò ôýðïõò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò ôáëáíôþóåéò ìå
áðüóâåóç, üðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé üñïé áðïóâÝóåùò ôçò ìïñöÞò e−at ìå a = îù0. (Ôïýôï ôï
ãíùñßæïõìå áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6: ó÷Ýóåéò (6.1.18), (6.1.22) êáé (6.1.30).)
Ãéá ôï ëüãï áõôü åê ðñïèÝóåùò åðéëÝîáìå íá ãñÜøïõìå ôçí ðáñïýóá éäéüôçôá ìå−a óôïí åêèåôéêü
üñï e−at áíôß ìå a, äçëáäÞ eat. (Ôï áíôßèåôï, eat áíôß e−at, óõìâáßíåé óå áñêåôÜ ìáèçìáôéêÜ âéâëßá.)

Áò óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôé ëüãù ôïõ äåîéïý ìÝëïõò U(s + a) óôçí ðáñïýóá éäéüôçôá (10.3.42)
óõ÷íÜ áõôÞ ÷áñáêôçñßæåôáé êáé óáí ìåôáôüðéóç óôïí Üîïíá s ôçò ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace. ÊÜðùò áíÜëïãç åßíáé êáé ç ìåôáôüðéóç óôïí Üîïíá t ôçò áñ÷éêÞò ìåôáâëçôÞò. Ôç
ó÷åôéêÞ éäéüôçôá èá ôçí åîåôÜóïõìå óôçí áìÝóùò åðüìåíçðáñÜãñáöï ôçòðáñïýóáò åíüôçôáò.�
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A10.3.4. Éäéüôçôá 4: Ìåôáôüðéóç óôïí Üîïíá ôçò áñ÷éêÞò ìåôáâëçôÞò

Ãéá ôçí éäéüôçôá áõôÞ ðñÝðåé êáôáñ÷Þí íá áíáöÝñïõìå ôïí ïñéóìü ôçò âçìáôéêÞò óõíáñ-
ôÞóåùò (step function) ôïõ Heaviside Þ ìïíáäéáßáò âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò Þ óõíáñôÞóåùò
ìïíáäéáßïõ âÞìáôïò (unit step function)

H(t) =
{

0 ãéá t < 0,

1 ãéá t ≥ 0.
(10.3.47)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìç áóõíå÷Þ óõíÜñôçóç, éäéáßôåñá óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace.

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Ãéá ìéá óõíÜñôçóç u(t) ôýðïõ AL óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace éó÷ýåé ç éäéüôçôá

L{u(t − t0)H(t − t0)} = e−st0U(s) (10.3.48)

ãéá ôç ìåôáôïðéóìÝíç óõíÜñôçóç u(t−t0) ìå ôï t0 > 0, èåôéêÞ óôáèåñÜ: ìåôáôüðéóç ðñïò ôá äåîéÜ.

Áðüäåéîç: Áñ÷éêÜ ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé ç ðéï ðÜíù óõíÜñôçóç u(t − t0)H(t − t0) åßíáé
áíáëõôéêüôåñá ç áêüëïõèç óõíÜñôçóç:

u(t − t0)H(t − t0) =
{

0 ãéá t < t0,

u(t − t0) ãéá t ≥ t0.
(10.3.49)

Áõôü éó÷ýåé åîáéôßáò ôïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý (10.3.47) ôçò âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Heavi-
side H(t), ðïõ ðáßñíåé ôçí ôéìÞ ìçäÝí ãéá t < 0 êáé ôçí ôéìÞ Ýíá ãéá t ≥ 0.

Äåí Ý÷ïõìå ôþñá ðáñÜ íá åöáñìüóïõìå ôï ãíùóôü ìáò ïñéóìü (10.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace óôç óõíÜñôçóç u(t − t0)H(t − t0), ôçí ïðïßá èÝëïõìå íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå êáôÜ Laplace.
Ëüãù êáé ôçò ó÷Ýóåùò (10.3.49) åßíáé óáöÝò üôé

L{u(t − t0)H(t − t0)} =
∫ ∞

0
e−st[u(t − t0)H(t − t0)] dt =

∫ ∞

t0

e−st u(t − t0) dt (10.3.50)

ôþñá ìå êÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò ôï óçìåßï t = t0. Óôï óçìåßï áõôü t = t0 ìðïñïýí óô’ áëÞèåéá íá
áñ÷ßóïõí ïé ìç ìçäåíéêÝò ôéìÝò ôçò óõíáñôÞóåþò ìáò u(t− t0)H(t− t0) åîáéôßáò ôçò ðáñïõóßáò ôçò
âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Heaviside H(t − t0), ðïõ ìçäåíßæåôáé ãéá t − t0 < 0, äçëáäÞ ãéá t < t0,
üðùò Þäç áíáöÝñáìå. Ðñïöáíþò ï ìçäåíéóìüò áõôüò ôçò óõíáñôÞóåùò H(t − t0) (ãéá t < t0) Ý÷åé
óáí óõíÝðåéá ôï ìçäåíéóìü êáé üëçò ôçò óõíáñôÞóåþò ìáò u(t− t0)H(t− t0) ìÝ÷ñé ôo óçìåßï t = t0,
öõóéêÜ ìå t0 > 0. ¸ôóé Ý÷åé Ýííïéá ôï äåîéü ìÝëïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (10.3.50).

Ôï åðüìåíï âÞìá ìáò åßíáé ç áðëÞ áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò

ô = t − t0 �⇒ t = ô + t0 �⇒ dt = dô (áöïý ôï t0 åßíáé óôáèåñÜ!) (10.3.51)

óôç óõíÜñôçóç u(t− t0) êáé óå ïëüêëçñï ôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (10.3.50). ¸ôóé ç ó÷Ýóç áõôÞ
ôñïðïðïéåßôáé ùò åîÞò:

L{u(t − t0)H(t − t0)} =
∫ ∞

0
e−s(ô+t0)u(ô) dô, (10.3.52)

üðùòðïëý åýêïëá ðáñáôçñïýìå. (ÅðåéäÞ ô = t−t0, ôï êÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò Ýãéíå t0−t0 = 0.)

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé eá+â = eáeâ. ÎáíáãñÜöïõìå Ýôóé ôçí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç (10.3.52)
óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

L{u(t − t0)H(t − t0)} =
∫ ∞

0
e−sô e−st0 u(ô) dô = e−st0

∫ ∞

0
e−sô u(ô) dô = e−st0U(s), (10.3.53)

ìéá êáé ï ðáñÜãïíôáò e−st0 åßíáé áíåîÜñôçôïò áðü ôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò ô. ÅðïìÝíùò
ìðïñåß íá ôåèåß Ýîù áðü ôï ïëïêëÞñùìá. ÖõóéêÜ åßíáé ðñïöáíÝò üôé äåí Ý÷åé êáìßá áðïëýôùò
óçìáóßá áí ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò óôï ôåëåõôáßï ïëïêëÞñùìá åßíáé ç ô Þ ç t: ôï ïëïêëÞñùìá
áõôü åßíáé óßãïõñá ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) := L{u(t)} ôçò óõíáñôÞóåùò u(t).❏
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Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óå ôñßá ó÷åôéêÜ ðáñáäåßãìáôá. Äýï ìå áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ ôï t (óôçí
ïðïßá äåí Ý÷ïõìå áðïäþóåé åäþ öõóéêÞ óçìáóßá, áí êáé óõ÷íÜ äçëþíåé ôï ÷ñüíï) êáé Ýíá (óå
öüñôéóç äïêïý ìÞêïõò L) ìå áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ ôï x: ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (ìå 0 ≤ x ≤ L).

� ÐáñÜäåéãìá A10.10: Íá õðïëïãéóèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò ìåôáôïðéóìÝíçò âçìá-
ôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Heaviside H(t − t0) ìå t0 > 0.

Ëýóç: Ìå âÜóç ôïí ïñéóìü (10.3.47) ôçò âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ HeavisideH(t) ðñüêåéôáé
öõóéêÜ ãéá ôç óõíÜñôçóç

H(t − t0) =
{

0 ãéá t − t0 < 0 ⇐⇒ t < t0,

1 ãéá t − t0 ≥ 0 ⇐⇒ t ≥ t0
(10.3.54)

ìå ôéìÞ ôï ìçäÝí ìÝ÷ñé ôï óçìåßï t = t0 ôïõ Üîïíá t êáé óôç óõíÝ÷åéá ôéìÞ ôç ìïíÜäá. ÄçëáäÞ
Ý÷ïõìå ôç ìåôáôïðéóìÝíç (êáôÜ t0 êáé ðñïò ôá äåîéÜ óôïí Üîïíá t) óõíÜñôçóç H(t − t0).

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace L{H(t − t0)} ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò ìðï-
ñïýìå íá åöáñìüóïõìå êáôåõèåßáí ôïí ïñéóìü (10.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÅíáëëáêôéêÜ
ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðéï ðÜíù éäéüôçôá (10.3.48) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ

u(t) = 1 �⇒ U(s) = 1
s
, (10.3.55)

üðùò Þäç ðïëý êáëÜ ãíùñßæïõìå. ¸ôóé ç éäéüôçôá áõôÞ (10.3.48) ìáò äßíåé áìÝóùò (ìå u(t) = 1)

L{H(t − t0)} = e−st0 1
s

= e−st0

s
. (10.3.56)

¢ñá ðñïóäéïñßóèçêå ï æçôïýìåíïò (êáé ðñáêôéêÜ ðïëý ÷ñÞóéìïò!) ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace. �

� ÐáñÜäåéãìá A10.11: Íá õðïëïãéóèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò «ôñéãùíéêÞò» óõíáñôÞ-
óåùò Þ óõíáñôÞóåùò «áíáññé÷Þóåùò» Þ «êåêëéìÝíïõ åðéðÝäïõ» Þ «ñÜìðáò» («ramp»)

u(t) =
{

0 ãéá t < t0,

t ãéá t ≥ t0.
(10.3.57)

Ëýóç: Êáé ðÜëé óôï ëßãï ðéï äýóêïëï áõôü ðáñÜäåéãìá Ý÷ïõìå ôéò åîÞò äýï äõíáôüôçôåò:
åßôå (á) íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáôåõèåßáí ôïí ïñéóìü (10.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôç
óõíÜñôçóçáõôÞ u(t) ìáæß ìå ôçí áíáãêáßáðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç åßôå (â) íá îáíáðñïóöýãïõìå
óôçí ðéï ðÜíù éäéüôçôá (10.3.48). Åäþ èá áêïëïõèÞóïõìå ôç äåýôåñç äõíáôüôçôá.

ÎåêéíþíôáòðñÝðåé âÝâáéá íá ãñÜøïõìå ôç óõíÜñôçóç u(t) ðïõ ìáò äüèçêå óôç ó÷Ýóç (10.3.57)
óå éóïäýíáìç ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò H(t − t0) ôïõ Heaviside. ¸ôóé,
ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé t = t − t0 + t0 = (t − t0) + t0, Ý÷ïõìå

u(t) = tH(t − t0) = (t − t0 + t0)H(t − t0) = (t − t0)H(t − t0) + t0H(t − t0). (10.3.58)

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ï ëüãïò ðïõ áíáãêáóèÞêáìå íá ãñÜøïõìå t = (t− t0)+ t0 (ìå ôçí ðñïóèá-
öáßñåóç ôçò óôáèåñÜò t0) Þôáí üôé ç éäéüôçôá (10.3.48) Ý÷åé ðñáãìáôéêÜ óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò
ôç óõíÜñôçóç u(t − t0) ôçò äéáöïñÜò t − t0, ü÷é áðëÜ ôç óõíÜñôçóç u(t)! ×ñçóéìïðïéïýìå ôþñá
ôçí ßäéá éäéüôçôá (10.3.48) ãéá ôéò äýï ó÷åôéêÝò óõíáñôÞóåéò

ua(t) = t ìå Ua(s) = L{ua(t)} = 1
s2

(10.3.59)

êáé
ub(t) = t0 ìå Ub(s) = L{ub(t)} = t0

s
. (10.3.60)

Ôï äéá÷ùñéóìü áõôü

u(t) = ua(t − t0)H(t − t0) + ub(t − t0)H(t − t0) = (t − t0)H(t − t0) + t0H(t − t0) (10.3.61)
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ôïí êÜíáìå áðëÜ ãéá åêðáéäåõôéêïýò ëüãïõò êáëýôåñçò êáôáíïÞóåùò ôïõ ðáñáäåßãìáôïò áõôïý
êáé ü÷é ãéáôß åßíáé áðüëõôá áíáãêáßïò.

ÔåëéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äýï ðáñáðÜíù ó÷Ýóåùí (10.3.59) êáé (10.3.60) óå óõíäõáóìü ìå ôç
âáóéêÞ ó÷Ýóç (10.3.58) êáé ôçí éäéüôçôá (10.3.48) áóöáëþò ðñïêýðôåé üôé

L{u(t)} = L{ua(t−t0)H(t−t0)}+L{ub(t−t0)H(t−t0)} = 1
s2

e−st0 + t0
s
e−st0 = 1 + st0

s2
e−st0 . (10.3.62)

Áóöáëþò óôï ßäéï ôåëéêü áðïôÝëåóìá èá êáôáëÞãáìå ÷ñçóéìïðïéþíôáò óôçí éäéüôçôá (10.3.48)
ìüíï ôç óõíÜñôçóç uc(t) = t+ t0 ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L{uc(t)} = (1/s2)+ (t0/s) = (1+ st0)/s2.
ÂÝâáéá óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé ðñïöáíÝò üôé uc(t − t0) = (t − t0) + t0 = t − t0 + t0 = t. �

� ÅöáñìïãÞ A10.1 (Äïêïß): Ç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) (óå kN/m) ðÜíù óå óõíÞèç
äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) åßíáé ìéá ôìçìáôéêÜ óôáèåñÞ óõíÜñôçóç, ðïõ ïñßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

p(x) =




p1 ãéá 0 < x < c,

p2 ãéá c < x < d,

p3 ãéá d < x < L

(10.3.63)

ìå ôá c êáé d åóùôåñéêÜ óçìåßá ôçò äïêïý ðñïöáíþò ìå 0 < c < d < L êáé ôéò öïñôßóåéò p1, p2

êáé p3 ãíùóôÝò óôáèåñÝò. (Óçìåéþíïõìå üôé óôá ìåìïíùìÝíá óçìåßá x = 0, x = c, x = d êáé x = L
äå ìáò åíäéáöÝñïõí ïé ôéìÝò ôçò öïñôßóåùò p(x). Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé åêôüò ôçò äïêïý, äçëáäÞ
üôáí åßôå x < 0 åßôå x > L, üðïõ öõóéêÜ äåí õðÜñ÷åé äïêüò.) Åäþ æçôåßôáé ç ßäéá öüñôéóç p(x), ðïõ
ïñßóèçêå ðéï ðÜíù, ãñáììÝíç üìùò ìå åíéáßï ôñüðï (äçëáäÞ ÷ùñßò ôç äéÜêñéóç ðåñéðôþóåùí)
êÜíïíôáò ÷ñÞóç ôçò âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Heaviside H(x).

Ëýóç: Õðåíèõìßæïõìå ôïí ïñéóìü (10.3.47) ôçò âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Heaviside H(x),

H(x) =
{

0 ãéá x < 0,

1 ãéá x ≥ 0,
(10.3.64)

åäþ üìùò ãñáììÝíï ìå ìåôáâëçôÞ ôç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (áíôß ãéá ôç ìåôáâëçôÞ t).

Åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü üôé ç óõíÜñôçóç q1(x) = p1[H(x)−H(x−c)] ðáßñíåé
ôéìÞ ìçäÝí ãéá x < 0, üðïõ H(x) = 0, áëëÜ ôáõôü÷ñïíá êáé H(x − c) = 0, áöïý c > 0. Ôï ßäéï
óõìâáßíåé êáé ãéá x > c, üðïõ H(x) = 1 êáé åðßóçò H(x − c) = 1. Áíôßèåôá óôï äéÜóôçìá 0 < x < c
(êáëýôåñá 0 ≤ x < c) ç óõíÜñôçóç áõôÞ ðáßñíåé ôéìÞ p1 · (1 − 0) = p1, åðåéäÞ óôï äéÜóôçìá áõôü
H(x) = 1 (áöïý x ≥ 0), åíþ H(x − c) = 0 (áöïý x < c, ïðüôå x − c < 0). ¢ñá ðñüêåéôáé ãéá ôçí
êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç ðïõ ìáò äßíåé áêñéâþò ôç óôáèåñÞ öüñôéóç p1 óôï äéÜóôçìá 0 < x < c. Ìå
áíÜëïãåò ðáñáôçñÞóåéò ðñïêýðôåé üôé ç óõíÜñôçóç q2(x) = p2[H(x − c) − H(x − d)] ìáò äßíåé ôç
óôáèåñÞ öüñôéóç p2 óôï äéÜóôçìá c < x < d. ÔÝëïò ç óõíÜñôçóç q3(x) = p3[H(x − d) − H(x − L)]
ìáò äßíåé ôç óôáèåñÞ öüñôéóç p3 óôï äéÜóôçìá d < x < L, äçëáäÞ óôï ôåëåõôáßï ôìÞìá ôçò äïêïý.

ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï Üèñïéóìá p(x) = q1(x)+q2(x)+q3(x) ôùí ôñéþí áõôþí óõíáñôÞóåùí, äçëáäÞ

p(x) = p1[H(x) − H(x − c)] + p2[H(x − c) − H(x − d)] + p3[H(x − d) − H(x − L)] (10.3.65)

ðáßñíåé ôéìÞ p1 óôï ðñþôï äéÜóôçìá (ðñþôï ôìÞìá ôçò äïêïý) 0 < x < c, ôéìÞ p2 óôï äåýôåñï
äéÜóôçìá (ìåóáßï ôìÞìá ôçò äïêïý) c < x < d êáé ôéìÞ p3 óôï ôñßôï äéÜóôçìá (ôåëåõôáßï ôìÞìá ôçò
äïêïý) d < x < L. ¸îù áðü ôç äïêü, äçëáäÞ óôá çìéÜðåéñá äéáóôÞìáôá x < 0 êáé x > L, üðïõ äåí
õðÜñ÷åé äïêüò, ðáßñíåé ìçäåíéêÞ ôéìÞ. ¢ñá áõôÞ åßíáé êáôÜëëçëç áíáðáñÜóôáóç ìå åíéáßï ôñüðï
ôçò öïñôßóåùò p(x) ðïõ ìáò äüèçêå óôçí åêöþíçóç ôçò åöáñìïãÞò. ÁëëÜæïíôáò ìÜëéóôá ôç óåéñÜ
ôùí ðñïóèåôÝùí ôïõ äåîéïý ìÝëïõò óôç óõíÜñôçóç áõôÞ (10.3.65), ìðïñïýìå íá ôç ãñÜøïõìå êáé
óôçí áêüëïõèç áðüëõôá éóïäýíáìç (êáé ðñïôéìüôåñç ëüãù óõíôïìßáò!) ìïñöÞ ôçò:

p(x) = p1H(x) + (p2 − p1)H(x − c) + (p3 − p2)H(x − d) − p3H(x − L). (10.3.66)
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ÕðÜñ÷åé üìùò êáé ìéá åíáëëáêôéêÞ êáé áñêåôÜ ðéï ðñáêôéêÞ äõíáôüôçôá ãñáöÞò ôçò ßäéáò
öïñôßóåùò p(x) ðÜíù óôç äïêü ðïõ åîåôÜæïõìå, äçëáäÞ ìå 0 < x < L. Ç äõíáôüôçôá áõôÞ
óõíßóôáôáé óôï íáìç äþóïõìå êáèüëïõìá êáèüëïõðñïóï÷Þóôï ôß óõìâáßíåé ÝîùáðüôçíáëçèéíÞ
äïêü ìáò ùò ðñïò ôç «öüñôéóÞ» ôçò. (Ðïéá öüñôéóç, áöïý äåí õðÜñ÷åé êáí äïêüò;) ¸ôóé ìðïñïýìå
íá èÝóïõìå ôï 1 óôç èÝóç ôïõ H(x) óôïí ðñþôï üñï p1H(x) ôçò ðéï ðÜíù öïñôßóåùò p(x), áöïý
åíäéáöåñüìáóôå ìüíï ãéá x > 0. (Ôß ìáò íïéÜæåé ãéá x < 0;) Ìå áíÜëïãï óêåðôéêü ìðïñïýìå íá
ðáñáëåßøïõìå åíôåëþò ôïí ôåëåõôáßï üñï −p3H(x−L) ôçò ßäéáò öïñôßóåùò p(x), áöïýH(x−L) = 0
ãéá x < L. (Ôß ìáò åíäéáöÝñåé ôï ôß ãßíåôáé ãéá x > L;) Ìå ôéò óêÝøåéò áõôÝò ç öüñôéóç p(x) óôç
ó÷Ýóç (10.3.66) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

p∗(x) = p1 + (p2 − p1)H(x − c) + (p3 − p2)H(x − d) (10.3.67)

ìå ôçí Ýííïéá âÝâáéá üôé éó÷ýåé ìüíï êáôÜ ìÞêïò ôçò ßäéáò ôçò ðñáãìáôéêÞò äïêïý: 0 ≤ x ≤ L. ¸ôóé
êé áëëéþò äåí Ý÷åé êáíÝíá áðïëýôùò öõóéêü íüçìá íá ìéëÜìå ãéá öüñôéóç p(x) ôçò äïêïý Ýîù áðü
áõôÞí, äçëáäÞ ãéá x < 0 êáèþò êáé ãéá x > L. ÓùóôÜ; �

A10.3.5. Éäéüôçôá 5: Ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ðáñáãþãùí

Ðñüêåéôáé ßóùò ãéá ôçí ðéï âáóéêÞ éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, üóïí áöïñÜ óôçí
åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, üðïõ ðáñïõóéÜæåôáé ü÷é ìüíï ç ßäéá ç Üãíùóôç óõ-
íÜñôçóç u(t), áëëÜ êáé ìßá Þ/êáé ðåñéóóüôåñåò ðáñÜãùãïé áõôÞò. ÃåíéêÜ Ý÷ïõìå ìÝ÷ñé êáé ôçí
ðáñÜãùãï n-ôÜîåùò, åÜí ðñüêåéôáé ãéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõ-
íôåëåóôÝò. Ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí ðáñáãþãùí L{u(k)(t)} (ìå k = 1, 2, . . . , n ãéá
ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç n-ôÜîåùò) éó÷ýåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Èåùñïýìå ìéá óõíÜñôçóç u(t) ôýðïõ DL, n, äçëáäÞ ôüóï ç ßäéá ç óõíÜñôçóç üóï
êáé ïé n − 1 ðñþôåò ðáñÜãùãïß ôçò u(k)(t) (ìå k = 1, 2, . . . , n − 1) åßíáé óõíå÷åßò óå êÜèå ðåðåñá-
óìÝíï äéÜóôçìá [0, b] (öõóéêÜ ìå b > 0), áëëÜ êáé åêèåôéêÞò ôÜîåùò ã. Åðßóçò åéäéêÜ ç n-ôÜîåùò
ðáñÜãùãïò u(n)(t) ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò u(t) áñêåß íá åßíáé ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò (ü÷é áíáãêáóôéêÜ
óõíå÷Þò) óå êÜèå äéÜóôçìá [0, b] ìå ôïí ðñïçãïýìåíï ïñéóìü ôïõ (ü÷é üìùò áíáãêáóôéêÜ êáé
åêèåôéêÞò ôÜîåùò). Ôüôå õðÜñ÷ïõí ü÷é ìüíï ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) = L{u(t)} ôçò óõíáñ-
ôÞóåùò u(t), áëë’ åðßóçò êáé ïé áíôßóôïé÷ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ôùí n ðñþôùí ðáñáãþãùí
ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò u(t) êáé éó÷ýåé ï ôýðïò

L{u′(t)} = sU(s) − u(0), åÜí n = 1. (10.3.68)

Åðßóçò éó÷ýåé ï ßäéïò ôýðïò êáèþò êáé ï äåýôåñïò ôýðïò

L{u′′(t)} = s2U(s) − su(0) − u′(0), åÜí n = 2. (10.3.69)

ÐáñáðÝñá éó÷ýïõí êáé ïé äýï ðñïçãïýìåíïé ôýðïé êáèþò êáé ï ôñßôïò ôýðïò

L{u′′′(t)} = s3U(s) − s2u(0) − su′(0) − u′′(0), åÜí n = 3. (10.3.70)

Óôç óõíÝ÷åéá éó÷ýïõí êáé ïé ôñåéò ðñïçãïýìåíïé ôýðïé êáèþò êáé ï ôÝôáñôïò ôýðïò

L{u′′′′(t)} = s4U(s) − s3u(0) − s2u′(0) − su′′(0) − u′′′(0), åÜí n = 4. (10.3.71)

ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ïé áíôßóôïé÷ïé ôýðïé ãéá n > 4 öèÜíïíôáò ãéá ðáñÜäåéãìá ìÝ÷ñé ôïí ôýðï

L{u(n)(t)} = snU(s) − sn−1u(0) − sn−2u′(0) − · · · − su(n−2)(0) − u(n−1)(0) (10.3.72)

ãéá ìéá óõíÜñôçóç u(t) ôýðïõ DL, n ìå áõèáßñåôï öõóéêü áñéèìü ôï n.
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Áðüäåéîç: ÎåêéíÜìå öõóéêÜ ôçí áðüäåéîç ìå ôïí ðñþôï ôýðï (10.3.68), ï ïðïßïò áöïñÜ óôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ u′(t) õðïèÝôïíôáò üôé n = 1. Ãéá ôç ó÷åôéêÞ áðü-
äåéîç ëáìâÜíïõìå ðñþôá õðüøç ìáò ôïí ïñéóìü (10.2.1) Þ (10.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
êáé ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï u′(t) ôçò óõíáñôÞóåùò u(t). Ôüôå ðñïêýðôåé
áìÝóùò üôé

L{u′(t)} =
∫ ∞

0
e−st u′(t) dt (10.3.73)

ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçòðñþôçòðáñáãþãïõ u′(t) ðïõ èåùñïýìå åäþ (ìå n = 1), åöüóïí
âÝâáéá õðÜñ÷åé. Óôï óçìåßï áõôü êÜíïõìå êáé ôçí åðéðëÝïí õðüèåóç üôé ç ðáñÜãùãïò u′(t) åßíáé
óõíå÷Þò êáé ü÷é áðëÜ ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò óå êÜèå äéÜóôçìá [0, b] (ìå b > 0). Ìðïñïýìå Ýôóé íá
åöáñìüóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò ðáñáãïíôéêÞò ïëïêëçñþóåùò (Þ ïëïêëçñþóåùò êáôÜ ðáñÜãïíôåò
Þ ïëïêëçñþóåùò êáôÜ ìÝñç) óôï ïëïêëÞñùìá (10.3.73) ïñéóìïý ôïõ ðáñüíôïò ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace L{u′(t)}. Ìå ôïí ôñüðï áõôü äéáðéóôþíïõìå üôé

L{u′(t)} =
∫ ∞

0
e−st u′(t) dt =

∫ ∞

0
e−st du(t) = e−st u(t)

∣∣∞
0 −

∫ ∞

0
( − s)e−st u(t) dt

= [0 − u(0)] + s
∫ ∞

0
e−st u(t) dt = s

∫ ∞

0
e−st u(t) dt − u(0) = sU(s) − u(0), (10.3.74)

áöïý åî ïñéóìïý U(s) := L{u(t)} = ∫∞
0 e−st u(t) dt.

Ëïéðüí ó÷åäüí áðïäåßîáìå ôïí ôýðï (10.3.68) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L{u′(t)} ôçò
ðñþôçò ðáñáãþãïõ u′(t). Tïí åðáíáëáìâÜíïõìå êáé åäþ:

L{u′(t)} = sU(s) − u(0), åÜí n = 1. (10.3.75)

Ôñßá ó÷üëéá ãéá ôç ëÝîç «ó÷åäüí» ôþñá:

(á) Ôï ãåíéêåõìÝíï (Þ êáôá÷ñçóôéêü) ïëïêëÞñùìá óôïí ôýðï (10.3.73) ïñßæåôáé óáí ôï üñéï
ôïõ áíôßóôïé÷ïõ óõíÞèïõò (êïéíïý) ïëïêëçñþìáôïò ìå Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò b → ∞. Åìåßò
äå÷èÞêáìå óôçíðéïðÜíùáðüäåéîç (áëëÜ äåí ôï áðïäåßîáìå ìå ôç ÷ñÞóç ïñßùí) üôé çðáñáãïíôéêÞ
ïëïêëÞñùóç éó÷ýåé êáé óôá ãåíéêåõìÝíá ïëïêëçñþìáôá, åöüóïí õðÜñ÷ïõí. Áðü ìáèçìáôéêÞò
áðüøåùò èá Þôáí êáëýôåñá (áëë’ ü÷é óõíôïìüôåñá) êáôÜ ôçí þñá ôçò ðéï ðÜíù ðáñáãïíôéêÞò
ïëïêëçñþóåùò óôïõò õðïëïãéóìïýò (10.3.74) íá ðáßñíáìå óõíÞèç ïëïêëçñþìáôá ìå Üíù üñéï
ïëïêëçñþóåùò ôï b êáé óôç óõíÝ÷åéá íá äå÷üìáóôáí üôé b → ∞ ìå ïñéáêÞ äéáäéêáóßá.

(â) ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò áðïäåßîåùò êÜíáìå ôçí ðñüóèåôç õðüèåóç (ðïõ äåí ðåñéëáìâÜíåôáé
óôçí åêöþíçóç ôïõ èåùñÞìáôïò ãéá n = 1) üôé ç ðáñÜãùãïò u′(t) (åäþ ãéá n = 1) åßíáé óõíå÷Þò
óõíÜñôçóç. Óôï èåþñçìá Ý÷ïõìå õðïèÝóåé (åäþ ãéá n = 1) üôé ç ðáñÜãùãïò áõôÞ ìðïñåß íá åßíáé
ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. ¢ñá êáé óôï óçìåßï áõôü ç ðéï ðÜíù áðüäåéîç äåí åßíáé ðëÞñçò
áðïêëåßïíôáò óôçí ðáñÜãùãï u′(t) íá åßíáé ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. ×ñåéÜæåôáé ãåíßêåõóç
ôçò áðïäåßîåùò, ãéá íáóõìðåñéëçöèåß êáé çðåñßðôùóç ôìçìáôéêÜ óõíå÷ïýòðáñáãþãïõ u′(t). Äåí
åßíáé êáé ôüóï äýóêïëç ç ãåíßêåõóçáõôÞ, áëë´ åíôïýôïéò ãéá ïéêïíïìßá ÷þñïõèá ôçíðáñáëåßøïõìå.

(ã) Äåí åßðáìå ëÝîç ìÝ÷ñé óôéãìÞò ó÷åôéêÜ ìå ôï ãéáðïéåò ôéìÝò ôçò ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace éó÷ýåé ï ôýðïò (10.3.75). Ç ðñáãìáôéêüôçôá åßíáé üôé, åöüóïí åðßóçìá õðïèÝóáìå
ôç óõíÜñôçóç u(t) íá åßíáé åêèåôéêÞò ôÜîåùò ã, èá õðÜñ÷åé êáôÜëëçëïò áñéèìüò ã, ãéá ôïí ïðïßï
íá õðÜñ÷åé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s). Åðßóçò íá õðÜñ÷åé êáé ôï üñéï lim t→∞[e−st u(t)], ôï
ïðïßï íá åßíáé ßóï ìå ôï ìçäÝí, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé s > ã. Ôïýôï Þäç ôï õðïèÝóáìå Ýììåóá
óôïõò õðïëïãéóìïýò (10.3.74).

Ìå ôá ó÷üëéá áõôÜ ç ðáñáðÜíù áðüäåéîç èåùñåßôáé ïõóéáóôéêÜ ðëÞñçò ãéá óõíå÷åßò ðá-
ñáãþãïõò u′(t) êáé ãéá s > ã. Åíôïýôïéò ï ôýðïò (10.3.75) éó÷ýåé êáé ãéá ôìçìáôéêÜ óõíå÷åßò
ðáñáãþãïõò u′(t). Åðßóçò ç ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò ã óôçí ðñáêôéêÞ ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
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Laplace ãéá ôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò äå ìáò åí-
äéáöÝñåé êáé éäéáßôåñá. ¸ôóé ãåíéêÜ èá êÜíïõìå Üìåóç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (10.3.75) ÷ùñßò éäéáßôåñåò
ìáèçìáôéêÝò äéåñåõíÞóåéò ùò ðñïò ôéò óõíèÞêåò éó÷ýïò ôïõ.

Ðáñáëåßðïíôáò ôéò ëåðôïìÝñåéåò, ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò äåõôÝñáò
ðáñáãþãïõ u′′(t) (ìå n = 2). Äçëþíïíôáò ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï u′(t) ìå íÝï óýìâïëï: v(t) := u′(t),
áðü ôïí ôýðï (10.3.75) (ðïõ Þäç ôïí áðïäåßîáìå) èá Ý÷ïõìå

L{v(t)} = sU(s) − u(0). (10.3.76)

Îáíáåöáñìüæïõìå ôïí ßäéï ôýðï (10.3.75), áëëÜ ôþñá ãéá ôç íÝá óõíÜñôçóÞ ìáò v(t) = u′(t). ¸ôóé
èá Ý÷ïõìå ãéá ôçí ðñþôç ðáñÜãùãü ôçò v′(t) = u′′(t)

L{v′(t)} = sL{v(t)} − v(0). (10.3.77)

ËáìâÜíïíôáò êáé ðÜëé õðüøç ôïí ôýðï (10.3.76) êáèþò êáé üôé v(t) = u′(t), ïðüôå v(0) = u′(0) êáé
åðßóçò v′(t) = u′′(t), ãñÜöïõìå ôïí ðéï ðÜíù ôýðï (10.3.77) óôçí ôåëéêÞ ôïõ ìïñöÞ

L{u′′(t)} = s[sU(s) − u(0)] − u′(0) = s2U(s) − su(0) − u′(0). (10.3.78)

ÅðïìÝíùò áðïäåßîáìå êáé ôïí ôýðï (10.3.69) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò äåõôÝñáò ðáñá-
ãþãïõ u′′(t) õðïèÝôïíôáò âÝâáéá üôé ïé õðïèÝóåéò (éêáíÝò óõíèÞêåò) ôïõ èåùñÞìáôïò ðëçñïýíôáé
ãéá n = 2. (ÂÝâáéá ï ßäéïò ôýðïò éó÷ýåé êáé ãéá êÜèå n ≥ 2.)

Ãéá ôçí ôñßôç ðáñÜãùãï u′′′(t) ôþñá (ãéá n = 3) ðáñáôçñïýìå âÝâáéá üôé åßíáé ç ðñþôç ðá-
ñÜãùãïò ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ u′′(t) ôçò óõíáñôÞóåùò u(t). ¢ñá ï ôýðïò (10.3.75) ãéá ôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ u′(t) èá ìáò äþóåé

L{u′′′(t)} = L{[u′′(t)]′} = sL{u′′(t)} − u′′(0) = s[s2U(s) − su(0) − u′(0)] − u′′(0) (10.3.79)

Ý÷ïíôáò ëÜâåé õðüøç êáé ôïí ôýðï (10.3.78). ÅðïìÝíùò ôåëéêÜ éó÷ýåé ï ôýðïò

L{u′′′(t)} = s3U(s) − s2u(0) − su′(0) − u′′(0). (10.3.80)

Áðïäåßîáìå ëïéðüí êáé ôïí ôýðï (10.3.70), ï ïðïßïò áöïñÜ óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ôñß-
ôçò ðáñáãþãïõ u′′′(t). Ìðïñïýìå ôþñá åßôå íá óõíå÷ßóïõìå ìå áíþôåñåò ðáñáãþãïõò åßôå íá
áðïäåßîïõìå åðáãùãéêÜ ôï ãåíéêü ôýðï (10.3.72) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò n-ôÜîåùò
ðáñáãþãïõ u(n)(t) ôçò óõíáñôÞóåùò u(t) (ìå ôçí õðüèåóç âÝâáéá üôé áõôÞ åßíáé ôýðïõ DL, n).
Ðñüêåéôáé ãéá áðëÝò ãåíéêåýóåéò ôùí ðñïçãïýìåíùí áðïäåßîåùí êáé èá ôéò ðáñáëåßøïõìå. �

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óå Ýíá ðáñÜäåéãìá áðïóêïðþíôáò óôçí êáôáíüçóç ôçò ðáñïýóáò
êáé ôüóï ÷ñÞóéìçò óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Éäéüôçôáò 5 ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

� ÐáñÜäåéãìá A10.12: Ãéá ôç óõíÜñôçóç cosùt èåùñåßôáé ãíùóôüò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace

L{cosùt} = s
s2 + ù2

. (10.3.81)

Ìå ôç ÷ñÞóç áõôïý ôïõ ôýðïõ æçôåßôáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò L{sinùt}.
Ëýóç: ËáìâÜíïõìå õðüøç ôï ãíùóôü ìáò ôýðï ðáñáãùãßóåùò:

(cosùt)′ = −ù sinùt. (10.3.82)

Óôç óõíÝ÷åéá åöáñìüæïõìå ôïí ôýðï (10.3.68) Þ (10.3.75)

L{u′(t)} = sU(s) − u(0) (10.3.83)
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óôç óõíÜñôçóç cosùt. ¸ôóé ðáßñíïõìå

L{(cosùt)′} = s
s

s2 + ù2
− cos (ù · 0). (10.3.84)

Ðáßñíïõìå ôþñá õðüøç êáé ôïí ôýðï (10.3.82) êáèþò êáé üôé cos 0 = 1. ¸ôóé ç ó÷Ýóç (10.3.84)
ãñÜöåôáé óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

L{−ù sinùt} = s2

s2 + ù2
− 1 = s2 − (s2 + ù2)

s2 + ù2
= −ù2

s2 + ù2
, (10.3.85)

ïðüôå ëüãù êáé ôçò ãñáììéêÞò éäéüôçôáò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

L{sinùt} = ù
s2 + ù2

. (10.3.86)

Áõôüò åßíáé ðñáãìáôéêÜ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò sinùt, üðùò Þäç ôï ãíùñß-
æïõìå (ìå äéáöïñåôéêÞ, ðéï Üìåóç ìÝèïäï) áðü ôç ó÷Ýóç (10.3.30) Þ ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (10.3.31). �

A10.3.6. Éäéüôçôá 6: ÐáñÜãùãïò ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Èåùñïýìå óõíÜñôçóç u(t) ôýðïõ AL ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) = L{u(t)}.
Éó÷ýåé üôé

U ′(s) = L{−tu(t)} êáé ãåíéêüôåñá U (n)(s) = L{( − t)nu(t)} (10.3.87)

ãéá s > ã, üðïõ ã ç åêèåôéêÞ ôÜîç ôçò óõíáñôÞóåùò u(t).

Áðüäåéîç: Áöïý U(s) = L{u(t)}, áðü ôïí ïñéóìü (10.2.1) Þ (10.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace ðñïöáíþò èá Ý÷ïõìå

U(s) =
∫ ∞

0
e−st u(t) dt. (10.3.88)

Ðáñáãùãßæïõìå ôþñá áõôüí ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Laplace êáé äéáðéóôþíïõìå üôé

U ′(s) = d
ds

∫ ∞

0
e−st u(t) dt. (10.3.89)

Ãéá óõíáñôÞóåéò u(t) ôýðïõ AL, üðùò åßíáé åî õðïèÝóåùò ç ðáñïýóá óõíÜñôçóç u(t), ìðïñåß
íá áðïäåé÷èåß üôé åðéôñÝðåôáé ç áëëáãÞ ôçò óåéñÜò ìåôáîýðáñáãùãßóåùò êáé ïëïêëçñþóåùò óôïí
ðéï ðÜíù ôýðï (10.3.89). ÄçëáäÞ ç ðáñÜãùãïò (ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace) ôïõ ïëïêëçñþìáôïò (ìå ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò ôï t) åßíáé ßóç ìå ôï ïëïêëÞñùìá (ùò
ðñïò t ðÜëé) ôçò ðáñáãþãïõ ôçò ïëïêëçñùôÝáò óõíáñôÞóåùò (ìå ðáñáãþãéóç ùò ðñïò s ðÜëé).

Ìå ôïí ôñüðï áõôü, áöïý (d/ds)e−st = −te−st, âñßóêïõìå Üìåóá áðü ôïí ôýðï (10.3.89):

U ′(s) =
∫ ∞

0
( − t e−st)u(t) dt =

∫ ∞

0
e−st[−tu(t)] dt = L{−tu(t)}. (10.3.90)

Áðïäåßîáìå Ýôóé ôï ðñþôï ìÝñïò ôïõ ôýðïõ (10.3.87) óôï èåþñçìÜ ìáò. Åêôåëþíôáò Üëëåò n− 1
ðáñáãùãßóåéò ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, áðïäåéêíýïõìå ìå üìïéï
ôñüðï êáé ôï äåýôåñï ìÝñïò ôïõ ßäéïõ ôýðïõ. ÊáôÜ óõíÝðåéá êÜèå ðáñáãþãéóç ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace U(s) = L{u(t)} ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ ôïõ s áíôéóôïé÷åß óå ðïëëáðëáóéáóìü åðß −t
óôï ðåäßï ôçò áñ÷éêÞò ìåôáâëçôÞò t.❏

� ÐáñÜäåéãìá A10.13: Íá åöáñìïóèåß (ìßá öïñÜ) ç Éäéüôçôá áõôÞ 6 ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace óôç óõíÜñôçóç u(t) = sinùt. Óôç óõíÝ÷åéá íá âñåèåß ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò s/(s2 + ù2)2.
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Ëýóç: Ãéá ôç óõíÜñôçóç sinùt ãíùñßæïõìå Þäç ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò: äåýôåñïò
ôýðïò (10.3.31), ôïí åðáíáëáìâÜíïõìå

L{sinùt} = ù
s2 + ù2

⇐⇒ ù
s2 + ù2

= L{sinùt}. (10.3.91)

Óýìöùíá ìå ôçí ðáñïýóá Éäéüôçôá 6, ðáñáãùãßæïíôáò ìßá öïñÜ ùò ðñïò s, èá Ý÷ïõìå

− ù(2s)
(s2 + ù2)2

= −2ùs
(s2 + ù2)2

= L{−t sinùt}, ïðüôå L{t sinùt} = 2ùs
(s2 + ù2)2

. (10.3.92)

ÁíôéóôñÝöïíôáò ôþñá êáôÜ Laplace ôïí ôåëåõôáßï áõôü ôýðï, äéáðéóôþíïõìå üôé

L−1
{

s
(s2 + ù2)2

}
= 1

2ù
t sinùt (10.3.93)

Ý÷ïíôáò äéáéñÝóåé êáé ôá äýï ìÝëç ìå ôç óôáèåñÜ 2ù. (Ôïýôï åðéôñÝðåôáé ëüãù ôçò ãñáììéêÞò
Éäéüôçôáò 1, ôýðïò (10.3.5), ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.)

Óçìåéþíïõìå üôé ï ôýðïò áõôüò (10.3.93) ìáò áðïêáëýðôåé üôé ü üñïò (s2 + ù2)2 óôïí ðá-
ñïíïìáóôÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ïäçãåß óôéò Ôáëáíôþóåéò óå ãñáììéêÜ áõîáíüìåíï ìå
ôï ÷ñüíï t åýñïò ôáëáíôþóåùí: åäþ t/(2ù). ¸ôóé ï ôýðïò áõôüò (10.3.93) èá ìáò öáíåß ðïëý
÷ñÞóéìïò óôçí ÐáñÜãñáöï Á11.9.2 ôçò Åíüôçôáò Á11.9, ç ïðïßá áöïñÜ óôï óõíôïíéóìü. �

A10.3.7. Éäéüôçôá 7: Èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò: Èåùñïýìå äýï óõíáñôÞóåéò u1(t) êáé u2(t) ôýðïõ AL

(êáé åêèåôéêÞò ôÜîåùò ã). Ôüôå ãéá s > ã éó÷ýåé ï ôýðïò

L
{∫ t

0
u1(ô)u2(t − ô) dô

}
= U1(s)U2(s) (10.3.94)

öõóéêÜ ìå U1(s) = L{u1(t)} êáé U2(s) = L{u2(t)}. Ç óõíÜñôçóç óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôïõ ôýðïõ
áõôïý êáëåßôáé óõíÝëéîç ôùí äýï óõíáñôÞóåùí u1(t) êáé u2(t) êáé óõìâïëßæåôáé ìå u1(t) ∗ u2(t)
Þ, éóïäýíáìá, ìå (u1 ∗ u2)(t) Þ, áðëïýóôåñá, ìå u1 ∗ u2. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

u1 ∗ u2 = (u1 ∗ u2)(t) := u1(t) ∗ u2(t) :=
∫ t

0
u1(ô)u2(t − ô) dô. (10.3.95)

Ìå ôïí ïñéóìü áõôü ôçò óõíåëßîåùò u1(t) ∗ u2(t) äýï óõíáñôÞóåùí u1(t) êáé u2(t) ï ðñïðñïç-
ãïýìåíïò ôýðïò (10.3.94) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

L{u1(t) ∗ u2(t)} = U1(s)U2(s) (10.3.96)

Þ áíôßóôñïöá
L−1{U1(s)U2(s)} = u1(t) ∗ u2(t). (10.3.97)

ÂëÝðïõìå ëïéðüí üôé ç óõíÝëéîç u1(t)∗u2(t) (ìå áóôåñÜêé!) óôïðåäßï ôçò ìåôáâëçôÞò t ìåôáôñÝðåôáé
óå êïéíü ðïëëáðëáóéáóìü U1(s)U2(s) óôï ðåäßï ôçò ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé óôç óõíÝëéîç éó÷ýåé ç áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá

u1(t) ∗ u2(t) = u2(t) ∗ u1(t). (10.3.98)

Éó÷ýïõí åðßóçò ç ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá êáé ç åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá.

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò äåí åßíáé áðëÞ êáé èá ðáñáëåéöèåß.

� ÐáñÜäåéãìá A10.14: Íá õðïëïãéóèåß ìå äýï åíôåëþò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò ï áíôßóôñïöïò
ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace u(t) = L−1{U(s)} ôçò óõíáñôÞóåùò U(s) = 1/ [(s − a)(s − b)] ìå a �= b.
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Ëýóç: Ï õðïëïãéóìüò áõôüò ìðïñåß êáôáñ÷Þí íá ãßíåé ìå áíÜëõóç ôçò óõíáñôÞóåùò U(s) óå
áðëÜ êëÜóìáôá, áöïý a �= b. ÈÝôïíôáò

U(s) = 1
(s − a)(s − b)

= A
s − a

+ B
s − b

, (10.3.99)

áðáëåßöïõìå ôïõò ðáñïíïìáóôÝò êáé ðñïóäéïñßæïõìå ôéò äýï óôáèåñÝò Á êáé Â. ¸ôóé ðñïêýðôåé:

1 = A(s−b)+B(s−a) Þ 1 = (A+B)s−(Ab+Ba), ïðüôå (A+B)s−(Ab+Ba+1) = 0. (10.3.100)

Ãéá íá éó÷ýåé áõôÞ ç ôáõôüôçôá ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ìåôáâëçôÞò s, èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå ôáõôü÷ñïíá

A + B = 0 �⇒ B = −A êáé åðßóçò Ab + Ba + 1 = 0 �⇒ Ab + Ba = −1, (10.3.101)

ïðüôå
Á(b − a) = −1 �⇒ A = −B = 1

a − b
. (10.3.102)

ÅðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç U(s) áíáëýåôáé óå áðëÜ êëÜóìáôá ùò åîÞò:

U(s) = 1
(s − a)(s − b)

= 1
a − b

(
1

s − a
− 1

s − b

)
. (10.3.103)

Áöïý ìÜëéóôá ãíùñßæïõìå ðùò L−1{ect} = 1/(s − c), ôýðïò (10.2.17), ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ï áíôß-
óôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace

u(t) = L−1{U(s)} = 1
a − b

(eat − ebt) åðáíáëáìâÜíåôáé ìå a �= b. (10.3.104)

×ñÞóéìç åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá áðïôåëåß ç ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò. Áöïý

L−1
{

1
s − a

}
= eat êáé L−1

{
1

s − b

}
= ebt, (10.3.105)

óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò óôçí áíôßóôñïöÞ ôïõ ìïñöÞ (10.3.97) èá Ý÷ïõìå ìå a �= b

u(t) = L−1
{

1
(s − a)(s − b)

}
= L−1

{
1

s − a
1

s − b

}
= eat ∗ ebt =

∫ t

0
eaô eb(t−ô) dô

= ebt
∫ t

0
e(a−b)ô dô = ebt

e(a−b)ô

a − b

∣∣∣∣
t

0
= ebt

e(a−b)t − 1
a − b

= 1
a − b

(eat − ebt). (10.3.106)

ÐñïÝêõøå ëïéðüí ìå ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò ôï ßäéï áêñéâþò áðïôÝëåóìá u(t) = L−1{U(s)} ìå
åêåßíï ðïõ åß÷å ðñïêýøåé óôç ó÷Ýóç (10.3.104) ìå ôç ìÝèïäï ôçò áíáëýóåùò óå áðëÜ êëÜóìáôá. �

A10.3.8. Éäéüôçôá 8: Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ïëïêëçñþìáôïò

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ãéá óõíÜñôçóç u(t) ôýðïõ AL ìå U(s) = L{u(t)}
éó÷ýåé üôé

L
{∫ t

0
u(ô) dô

}
= U(s)

s
. (10.3.107)

➤ ÐáñáôÞñçóç A10.3: Åß÷áìå äåé óôçí Éäéüôçôá 5 üôé ç ðáñáãþãéóç ìéáò óõíáñôÞóåùò u(t)
ðïëëáðëáóéÜæåé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò U(s) åðß s (ìåßïí ôç óôáèåñÜ u(0)). Åäþ óõìâáßíåé
áêñéâþò ôï áíôßóôñïöï: ç ïëïêëÞñùóç ôçò óõíáñôÞóåùò u(t) (áðü 0 Ýùò t) äéáéñåß ôï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Laplace ôçò U(s) = L{u(t)} äéá s (ôþñá üìùò ÷ùñßò êáìßá óôáèåñÜ!).

Áðüäåéîç: Ãéá ôçí ðáñïýóá áðüäåéîç ìðïñïýìå íá âáóéóèïýìå óôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò
ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Ôï èåþñçìá áõôü, ôýðïò (10.3.94), ôï Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé óôçí
ðñïçãïýìåíç Éäéüôçôá 7 êáé ôï åðáíáëáìâÜíïõìå

L
{∫ t

0
u1(ô)u2(t − ô) dô

}
= U1(s)U2(s). (10.3.108)
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Åäþ èåùñïýìå áðëÜ ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò üðïõ: (á) u1(t) = u(t),
Üñá U1(s) = U(s) êáé (â) u2(t) = 1, Üñá U2(s) = 1/s. Óôçí éäéáßôåñá åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ôï
èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò (10.3.108) ðáßñíåé áêñéâþò ôç ìïñöÞ (10.3.107), åðåéäÞ u2(t) = 1 (Üñá
êáé u2(t − ô) = 1), åíþ óôï äåîéü ìÝëïò Ý÷ïõìå ôï ãéíüìåíï U1(s)U2(s) = U(s)(1/s) = U(s)/s.❏ .

➤ ÐáñáôÞñçóç A10.4: ÕðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò åíäéáöÝñïõóåò êáé ëßãï--ðïëý ÷ñÞóéìåò éäéüôçôåò
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ôéò ïðïßåò üìùò èá ôéò ðáñáëåßøïõìå, ðåñéïñßæïíôáò ôçí ðñïóï÷Þ
ìáò óôéò êõñéüôåñåò ãéá ôéò åöáñìïãÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÁíÜìåóá ó’ áõôÝò ðïõ ðáñá-
ëåßðïõìå åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ðåñéïäéêÞò óõíáñôÞóåùò, ãéáôß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
÷ñçóéìïðïéåß ðïëý óõ÷íÜ ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ãéá ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé óðÜíéá Ý÷åé
áíÜãêç ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Åðßóçò ðáñáëåßðïõìå ôá ôüóï êïìøÜ èåùñÞìáôá áñ÷éêÞò
êáé ôåëéêÞò ôéìÞò ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Êáé áõôÜ äåí åßíáé ðñþôçò ðñïôåñáéüôçôáò óôéò
åöáñìïãÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, åíþ åßíáé óôéò åöáñìïãÝò ôïõ Çëåêôñïëüãïõ Ìç÷áíéêïý.

A10.4. ÁÍÔÉÓÔÑÏÖÏÓ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÓ LAPLACE

Åêôüò áðü ôïí ßäéï ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) = L{u(t)} êáôÜëëçëçò óõíáñôÞóåùò u(t)
(åäþ êõñßùò óõíáñôÞóåùí ôýðïõ AL êáé óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò n-ôÜîåùò ôýðoõ DL, n)
ðïëëÝò öïñÝò áíôéìåôùðßæïõìå êáé ôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá. ÄçëáäÞ íá ãíùñßæïõìå ôï ìåôá-
ó÷çìáôéóìü Laplace U(s) (óáí óõíÜñôçóç ôçò ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace) êáé íá
æçôÜìå íá âñïýìå ôçí áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç

u(t) = L−1{U(s)} (10.4.1)

(ðïõ åßíáé óõíÜñôçóç ôçò ìåôáâëçôÞò t), ç ïðïßá èÝëïõìå íá Ý÷åé óáí ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
ôïí U(s). Ðñüêåéôáé ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

Ãéá ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace u(t) = L−1{U(s)} áðïäåéêíýåôáé üôé óôï çìéÜðåéñï
äéÜóôçìá [0,∞) áõôüò åßíáé ïñéóìÝíïò êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï, áñêåß ç óõíÜñôçóÞ ìáò u(t) íá åßíáé
óõíå÷Þò. Ôï äå÷üìáóôå ãåíéêÜ áõôü, ïðüôå áðü Ýíá ìåôáó÷çìáôéóìü LaplaceU(s) áíôéóôñÝöïíôáò
êáôÜ Laplace ðáßñíïõìå ìßá ìüíï óõíÜñôçóç u(t) ðïõ íá Ý÷åé ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s).

Ãéá ôï óêïðü ôçò áíôéóôñïöÞò (L−1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýìå:
(á) ôïõò ôýðïõò áðëþí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ðïõ Þäç åßôå ãíùñßæïõìå åßôå åßíáé ãíùóôïß áðü
ðßíáêåò. (â) Ôéò ðéï ðÜíù ïêôþ âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace: Éäéüôçôá 1 Ýùò
êáé Éäéüôçôá 8, áëëÜ ìå áíôåóôñáììÝíïõò êáôÜ Laplace ôïõò ó÷åôéêïýò ôýðïõò êáé (ã) Óå äõóêï-
ëüôåñåò ðåñéðôþóåéò ôç ìÝèïäï ôçò áíáëýóåùò óå áðëÜ êëÜóìáôá. (ä) Óå áêüìç äõóêïëüôåñåò
ðåñéðôþóåéò ìðïñåß ìåñéêÝò öïñÝò íá öáíåß ÷ñÞóéìïò êáé ï õðïëïãéóôÞò ìå ôá ðñïãñÜììáôá
óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí ðïõ åßíáé äéáèÝóéìá, üðùò åßíáé ç Mathematica.

� ÐáñÜäåéãìá A10.15: Íá õðïëïãéóèïýí ïé áíôßóôñïöïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ôùí áêüëïõ-
èùí ðÝíôå áðëþí óõíáñôÞóåùí

U1(s) = 1
s + a

, U2(s) = s
s2 − a2

, U3(s) = 1
s2 − a2

, U4(s) = s

s2 + ù2
0

, U5(s) = 1

s2 + ù2
0

. (10.4.2)

Ëýóç: Ãíùñßæïõìå Þäç ôïõò ôýðïõò (10.2.17), (10.3.23) êáé (10.3.31) ãéá ôïõò (åõèåßò) ìå-
ôáó÷çìáôéóìïýò Laplace (á) ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò eat, (â) ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí
cosh at êáé sinh at êáèþò êáé (ã) ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí cosùt êáé sinùt áíôßóôïé÷á.
Ôïõò åðáíáëáìâÜíïõìå êáé åäþ

L{eat} = 1
s − a

, L{cosh at} = s
s2 − a2

, L{sinh at} = a
s2 − a2

,

L{cosùt} = s
s2 + ù2

, L{sinùt} = ù
s2 + ù2

. (10.4.3)
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Èá êÜíïõìå ðñïóåêôéêÞ ÷ñÞóç ôùí ðÝíôå áõôþí ôýðùí, áëëÜ ãéá ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Laplace, äçëáäÞ ôùí ôýðùí

L−1
{

1
s − a

}
= eat, L−1

{
s

s2 − a2

}
= cosh at, L−1

{
1

s2 − a2

}
= 1

a
sinh at,

L−1
{

s
s2 + ù2

}
= cosùt, L−1

{
1

s2 + ù2

}
= 1

ù
sinùt. (10.4.4)

(Óôïí ôñßôï êáé ôïí ðÝìðôï áðü áõôïýò ìåôáöÝñáìå ôéò óôáèåñÝò a êáé ù áíôßóôïé÷á óôá äåîéÜ
ìÝëç óáí 1/a êáé 1/ù áíôßóôïé÷á.)

Áðü áõôïýò ôïõò ðÝíôå áíôßóôñïöïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace (10.4.4) ðñïêýðôïõí Üìåóá
êáé ïé ðÝíôå áíôßóôñïöïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ïé ïðïßïé æçôïýíôáé óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá:
u1(t) = L−1{U1(s)} Ýùò êáé u5(t) = L−1{U5(s)}. Ôá ó÷åôéêÜ áðïôåëÝóìáôá åßíáé ôá åîÞò:

L−1
{

1
s + a

}
= e−at, L−1

{
s

s2 − a2

}
= cosh at, L−1

{
1

s2 − a2

}
= 1

a
sinh at,

L−1
{

s

s2 + ù2
0

}
= cosù0t, L−1

{
1

s2 + ù2
0

}
= 1

ù0
sinù0t. (10.4.5)

ÖõóéêÜ óôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ ðñïíïÞóáìå íá èÝóïõìå −a áíôß ãéá a óôïí ðñþôï ôýðï (10.4.4)
êáé ù0 áíôß ãéá ù óôïõò äýï ôåëåõôáßïõò ôýðïõò (10.4.4) óýìöùíá ðÜíôá ìå ôçí åêöþíçóç ôïõ
ðáñáäåßãìáôïò áõôïý. �

Áêïëïõèåß Üëëï Ýíá ðáñÜäåéãìá åõñÝóåùò áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, áõôü ìå ôç
ìÝèïäï ôçò áíáëýóåùò óå áðëÜ êëÜóìáôá.

� ÐáñÜäåéãìá A10.16: Íá âñåèåß ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace u(t) = L−1{U(s)}
ôçò óõíáñôÞóåùò

U(s) = 1
s(s2 − a2)

ìå a �= 0. (10.4.6)

Ëýóç: Ïé áðëïß ðßíáêåò ðïõ óõíÞèùò Ý÷åé óôç äéÜèåóÞ ôïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äåí ôïõ
åðéôñÝðïõí ôçí Üìåóç åýñåóç (ìå ôç ÷ñÞóç åíüò ìüíï ôýðïõ) ôïõ ðéï ðÜíù áíôßóôñïöïõ ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (Áðáéôïýíôáé êÜðùò éó÷õñüôåñïé ðßíáêåò!) Óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç
ï ãíùóôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) ôçò ó÷Ýóåùò (10.4.6) èá ðñÝðåé íá áíáëõèåß óå áðëÜ
êëÜóìáôá. ÊÜôé áíôßóôïé÷ï åß÷áìå êÜíåé êáé óôéò ïëïêëçñþóåéò óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ É,
üóåò öïñÝò åß÷áìå íá ïëïêëçñþóïõìå ñçôÝò óõíáñôÞóåéò, äçëáäÞ ðçëßêá äýï ðïëõùíýìùí: åêåß
ôéò áíáëýáìå óå áðëÜ êëÜóìáôá! Ìå áíÜëïãï ôñüðï èá åíåñãÞóïõìå êáé åäþ.

Êáôáñ÷Þí óçìåéþíïõìå üôé ï ðáñïíïìáóôÞò óôï êëÜóìá ïñéóìïý (10.4.6) ôçò óõíáñôÞóåþò
ìáò U(s) åßíáé ôï ôñéôïâÜèìéï ðïëõþíõìï

p3(s) = s(s2 − a2) = s(s − a)(s + a) (10.4.7)

ìå ôñåéò áðëÝò ñßæåò: ôéò s1 = 0, s2 = a êáé s3 = −a. ¢ñá ç ðáñïýóá áíÜëõóç ôïõ êëÜóìáôïò ôçò
óõíáñôÞóåùò U(s) óå áðëÜ êëÜóìáôá èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

U(s) = 1
s(s2 − a2)

= A
s

+ B
s − a

+ C
s + a

(10.4.8)

ìå ôéò óôáèåñÝò A, B êáé C ðñïò ðñïóäéïñéóìü.

Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôç ó÷Ýóç (10.4.8) åðß ôïí ðáñïíïìáóôÞ s(s2 − a2) ôçò
óõíáñôÞóåùò U(s). ¸ôóé âñßóêïõìå üôé ðñÝðåé íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò ç ó÷Ýóç

1 = A(s2 − a2) + Bs(s + a) + Cs(s − a). (10.4.9)
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ÁõôÞ ãñÜöåôáé êáé óôç óáöÝóôåñç áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ åíüò äåõôåñïâÜèìéïõ ðïëõùíýìïõ:

(Á + Â + C)s2 + a(B − C)s + a2( − A + B) − 1 = 0. (10.4.10)

Ïöåßëåé üìùò íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò ç ó÷Ýóç áõôÞ (10.4.10), ü÷é áðëÜ óáí ìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç
ùò ðñïò s. ÅðïìÝíùò ï óõíôåëåóôÞò ôïõ s2, ï óõíôåëåóôÞò ôïõ s êáé ï óôáèåñüò üñïò èá ðñÝðåé
êáé ïé ôñåéò ôïõò íá åßíáé ìçäåíéêïß.

¢ñá èá Ý÷ïõìå ôï óýóôçìá ôùí ôñéþí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí

A + B + C = 0, a(B − C) = 0, a2( − A + B) − 1 = 0. (10.4.11)

Ìå a �= 0, üðùò Ý÷åé õðïôåèåß áðü ôçí ßäéá ôçí åêöþíçóç, ëýíïõìå ðïëý åýêïëá ôï óýóôçìá áõôü
êáé âñßóêïõìå üôé

A = − 1
a2

, B = C = 1
2a2

. (10.4.12)

Ôç ëýóç áõôÞ ìðïñïýìå åýêïëá íá ôçí åðáëçèåýóïõìå áíôéêáèéóôþíôáò ôçí óôçí áíÜëõóç óå
áðëÜ êëÜóìáôá (10.4.8) êáé äéáðéóôþíïíôáò (ìå ôçí åêôÝëåóç ðñÜîåùí) ôçí éó÷ý ôçò ôáõôüôçôáò

U(s) = 1
s(s2 − a2)

= − 1
a2

1
s

+ 1
2a2

1
s − a

+ 1
2a2

1
s + a

. (10.4.13)

Ôåëåéþíïõìå ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace L−1{1/(s− a)} = eat, ôïí
ïðïßï Þäç áíáöÝñáìå óôïí ðñþôï ôýðï (10.4.4), óå óõíäõáóìü âÝâáéá ìå ôç ãñáììéêÞ Éäéüôçôá 1
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ôïõ áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ¸ôóé áðü ôçí ðá-
ñáðÜíù áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá (10.4.13) (ðïõ åßíáé, åðáíáëáìâÜíïõìå, ìéá ôáõôüôçôá ùò
ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ s) ðñïêýðôåé üôé

u(t) = L−1{U(s)} = − 1
a2

· e0·t + 1
2a2

eat + 1
2a2

e−at = − 1
a2

· e0·t + 1
2a2

(eat + e−at). (10.4.14)

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ õðåñâïëéêïý óõíçìéôüíïõ cosh x = (ex + e−x)/2 óõíÜãïõìå ôåëéêÜ üôé

u(t) = L−1{U(s)} = − 1
a2

+ 1
a2

cosh at = 1
a2

(cosh at − 1) (10.4.15)

ìå e0·t = e0 = 1 êáé x = at óôïí ïñéóìü ôïõ õðåñâïëéêïý óõíçìéôüíïõ cosh x, ðïõ ìüëéò áíáöÝñáìå.
Áõôüò åßíáé ï æçôïýìåíïò áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace u(t) = L−1{U(s)} óôïðáñüí áðëü
ðáñÜäåéãìá. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá êáé óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí . . . ! �

A10.5. ÅÐÉËÕÓÇ ÃÑÁÌÌÉÊÙÍ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

Ç ÷ñçóéìüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü (êáé ãåíéêüôåñá âÝ-
âáéá) Ýãêåéôáé óôç äõíáôüôçôá ðïõ ôïõ ðáñÝ÷åé íá åðéëýåé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ïðïéáóäÞðïôå ôÜîåùò n åßôå ïìïãåíåßò åßôå êáé ìç ïìïãåíåßò. Áíáöåñ-
èÞêáìå óôç ó÷åôéêÞ äéáäéêáóßá áðü ôñßá êýñéá âÞìáôá Þäç áðü ôçí Ðåñßëçøç ôïõ ðáñüíôïò
Êåöáëáßïõ Á10 (óôçí ðñþôç óåëßäá ôïõ). Ôá õðåíèõìßæïõìå êáé óôï óçìåßï áõôü:

• ÂÞìá 1: Óôï ðñþôï âÞìá ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ìåôá-
ôñÝðåôáé óå ãñáììéêÞ (ðñùôïâÜèìéá) áëãåâñéêÞ åîßóùóç. Ó’ áõôÞí ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç,
ð.÷. ç u(t) Þ u(x), Ý÷åé áíôéêáôáóôáèåß áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò: ôï U(s).

• ÂÞìá 2: Óôï äåýôåñï âÞìá åðéëýåôáé ç ãñáììéêÞ (ðñùôïâÜèìéá) áõôÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç.
(Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðáíåýêïëç åñãáóßá!).

• ÂÞìá 3: ÔåëéêÜ üìùò óôï ôñßôï âÞìá ðñÝðåé íá åðéóôñÝøïõìå óôçí áñ÷éêÞ Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç åêôåëþíôáò áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Áõôü äåí åßíáé ðÜíôá ôüóï åýêïëï.
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ÔåëéêÜ âÝâáéá, óáí ÂÞìá 4 ðñÝðåé êáé íá åðáëçèåýóïõìå ôç ëýóç ðïõ âñÞêáìå. ÐÜíôïôå
åßíáé êáëü íá êÜíïõìå åðáëçèåýóåéò éäßùò ìÜëéóôá óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Áõôü óõìâáßíåé,
åðåéäÞ óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ü÷é ìüíï ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç âïçèçôéêÞ ìåôáâëçôÞ s (áíôß ãéá
ôçí áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ), áëë’ åðßóçò ãßíïíôáé Ýììåóá êáé áñêåôÝò õðïèÝóåéò ðïõ áöïñïýí óôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáôÜ ôçí åðßëõóç ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

Óôçí ßäéá ðåñßëçøç ôïõ êåöáëáßïõ ìáò áíáöåñèÞêáìå êáé óôá ðÝíôå ðëåïíåêôÞìáôá ðïõ
ðáñïõóéÜæåé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óå óýãêñéóç ìå ôéò áíôßóôïé÷åò ðéï Üìåóåò
ìåèüäïõò. ÁõôÝò ïé Üìåóåò ìÝèïäïé åßíáé ïé ìÝèïäïé ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò óå óõíäõá-
óìü (ìüíï óå ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò) ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí
óõíôåëåóôþí Þ ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. Ôá åðáíáëáìâÜíïõìå êáé áõôÜ:

• ÐëåïíÝêôçìá 1: Ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìåôáôñÝðåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ðïõ Ý÷ïõìå íá åðéëýóïõìå óå ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç.

• ÐëåïíÝêôçìá 2: Óå ðåñéðôþóåéò ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí ôéìþí åðéôñÝðåé ôçí åíóùìÜôùóç
ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí óôç ëýóç ÷ùñßò íá áðáéôåßôáé ðñþôá ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò.

• ÐëåïíÝêôçìá 3: Ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åðéôñÝðåé åðßóçò ôçí åýñåóç ëý-
óåùí ôüóï ïìïãåíþí üóï êáé ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ÷ùñßò äéáöïñï-
ðïßçóç ôçò ìåèïäïëïãßáò (ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå óõíïðôéêÜ óôá ðñïçãïýìåíá ôñßá âÞìáôá).
Ôï áíôßèåôï óõìâáßíåé ìå ôéò ìåèüäïõò ôïõ Êåöáëáßïõ Á5.

• ÐëåïíÝêôçìá 4: ÓåðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí ìå áõèáßñåôç óõíÜñôçóç p(t) Þ p(x) óôï äåîéü
ìÝëïò ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé óáöþò áðëïýóôåñç áðü ôç ìÝèïäï ôçò
ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí.

• ÐëåïíÝêôçìá 5: ÔÝëïò åßíáé ðÜñá ðïëý óçìáíôéêü ôï ãåãïíüò üôé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace óå ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åßíáé áðïôåëåóìáôéêÞ êáé
óå ðñïâëÞìáôá ìå áóõíÝ÷åéåò óôá äåîéÜ ìÝëç p. ÁõôÝò ìðïñåß íá åßíáé åßôå (i) áðëÝò ðåðå-
ñáóìÝíåò áóõíÝ÷åéåò (áóõíÝ÷åéåò Üëìáôïò) åßôå (ii) áóõíÝ÷åéåò ìå ãåíéêåõìÝíåò óõíáñôÞóåéò,
ðïõ ïöåßëïíôáé óôç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ôá ôÝóóåñá ìåéïíåêôÞìáôá ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
åßíáé üôé: (á) Áðáéôåß ôç ìåëÝôç ôçò ó÷åôéêÞò ìåèüäïõ (äçëáäÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace) êáé
ôçí åîïéêåßùóç ìå áõôÞí. (â) Ìáò ìåôáöÝñåé áðü ôçí áñ÷éêÞ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ (ð.÷. ôçí t
Þ ôçí x) óôç âïçèçôéêÞ ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (ã) Áðáéôåß íá ìåôáôñÝøïõìå ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç óå áëãåâñéêÞ õðïëïãßæïíôáò üëïõò ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí üñùí
ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé ó’ áõôÞí. (ä) Ôï äõóêïëüôåñï üìùò åßíáé üôé óôï ôÝëïò áðáéôåß ôçí áíôéóôñïöÞ
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò ðïõ âñÝèçêå, ãéá íá ïäçãçèïýìå ôåëéêÜ
óôç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ æçôÜìå íá ðñïóäéïñßóïõìå.

ÐáñÜ ôáýôá ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé ìéá éäéáßôåñá áîéüëïãç êáé áðïôå-
ëåóìáôéêÞ ìÝèïäïò ãéá ôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.
Ôç ÷ñÞóç ôçò èá ôçí åðéäåßîïõìå óôçí åíüôçôá áõôÞ óå Ýíá áðëüðáñÜäåéãìá. Ðïéêßëåò åöáñìïãÝò
ôçò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý èá ðáñïõóéáóèïýí áñêåôÜ áíáëõôéêÜ óôï åðüìåíï
ÊåöÜëáéï Á11. ÎåêéíÜìå ìå ôï ðáñÜäåéãìá ëïéðüí!

� ÐáñÜäåéãìá A10.17: Íá ëõèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

u′′(t) − a2u(t) = b (10.5.1)
ìå ôá a êáé b ãíùóôÝò óôáèåñÝò.

Ëýóç: Èá áêïëïõèÞóïõìå ôá ôñßá âÞìáôá ðïõ ðñïáíáöÝñáìå.

ÂÞìá 1: Êáëïýìå U(s) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t), ïðüôå

L{u′′(t)} = s2U(s) − su(0) − u′(0) (10.5.2)
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óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (10.3.69) (ãéá ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï) óôçí Éäéüôçôá 5 ãéá ôïõò ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace ôùí ðáñáãþãùí. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé L{1} = 1/s. Ðáßñíïõìå ôþñá ôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáé óôá äýï ìÝëç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.5.1). ¸ôóé óõíÜãïõìå üôé

[s2U(s) − su(0) − u′(0)] − a2U(s) = b
s
, ïðüôå (s2 − a2)U(s) = su(0) + u′(0) + b

s
. (10.5.3)

ÂÞìá 2: Ëýíïõìå ôçí ðñùôïâÜèìéá áõôÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç (10.5.3) ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) = L{u(t)}. Ðñïêýðôåé áìÝóùò

U(s) = u(0)
s

s2 − a2
+ u′(0)

1
s2 − a2

+ b
1

s(s2 − a2)
. (10.5.4)

ÂÞìá 3: ÁíôéóôñÝöïõìå ôþñá êáôÜ Laplace ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) ðïõ Þäç ðñïó-
äéïñßóáìå. ¸ôóé èá ðñïóäéïñßóïõìå ôç ëýóç u(t) = L−1{U(s)} ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.5.1)
ðïõ æçôÜìå. (Äå ëçóìïíïýìå óôï óçìåßï áõôü êáé ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace: åäþ óôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace.)

Ãéá ôïõò äýï ðñþôïõò üñïõò ëáìâÜíïõìå õðüøç ôï äåýôåñï êáé ôïí ôñßôï ôýðï (10.4.4). ¸ôóé
äéáðéóôþíïõìå üôé

L−1
{

s
s2 − a2

}
= cosh at êáé L−1

{
1

s2 − a2

}
= 1

a
sinh at. (10.5.5)

¢ñá óýìöùíá ìå ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá

u1(t) = L−1
{
u(0)

s
s2 − a2

+ u′(0)
1

s2 − a2

}
= u(0) cosh at + u′(0)

a
sinh at. (10.5.6)

¢ëëïò Ýíáò üñïò ìáò áðÝìåéíå: ï ôñßôïò üñïò óôç ëýóç U(s) = L{u(t)}. Åßíáé êáé ï ðéï äýóêïëïò
üñïò! ¸÷ïõìå êÜíåé üìùò (ôï ðñïíïÞóáìå åõôõ÷þò!) üëç ôç ó÷åôéêÞ ðñïåñãáóßá óôï ðñïçãïýìåíï
ðáñÜäåéãìá êáé Ý÷ïõìå äéáèÝóéìï ôïí ôýðï (10.4.15). ÅðïìÝíùò, ìå âÜóç áõôüí ôïí ôýðï

u2(t) = L−1
{

b
s(s2 − a2)

}
= b

a2
(cosh at − 1). (10.5.7)

ÔåëéêÜ ç ëýóç u(t) ðïõ æçôÜìå èá åßíáé ðñïöáíþò ôï Üèñïéóìá ôùí óõíáñôÞóåùí u1(t), ðïõ
áöïñÜ óôïõò äýï ðñþôïõò üñïõò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) óôç ó÷Ýóç (10.5.4), êáé u2(t),
ðïõ áöïñÜ óôïí áíôßóôïé÷ï ôñßôï üñï. ¢ñá èá Ý÷ïõìå ôç ëýóç

u(t) = u(0) cosh at + u′(0)
a

sinh at + b
a2

(cosh at − 1). (10.5.8)

ÁõôÞ ãñÜöåôáé åýêïëá êáé óôç ëßãï áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò

u(t) =
[
u(0) + b

a2

]
cosh at + u′(0)

a
sinh at − b

a2
. (10.5.9)

Åßíáé ðÜñá ðïëý åýêïëç ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò u(t) êáé èá ôçí ðáñáëåßøïõìå.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé áõôÞ åßíáé êáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ áðïôå-
ëåßôáé áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (10.5.1) êáé ôéò äýï ðñïöáíåßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) êáé u′(0).
Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, áí åñìçíåýóïõìå ôéò äýï áõôÝò ðïóüôçôåò u(0) êáé u′(0) óáí áõèáßñåôåò
óôáèåñÝò, ç ðáñáðÜíù ëýóç (10.5.9) áðïôåëåß ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.5.1)
(÷ùñßò âÝâáéá áñ÷éêÝò óõíèÞêåò). Óôçí ßäéá ðåñßðôùóç (ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò) åßíáé ìåñéêÝò öïñÝò
óêüðéìï íá ÷ñçóéìïðïéïýìå äéáöïñåôéêÝò óôáèåñÝò áðü ôéò ßäéåò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óáí áõèáß-
ñåôåò óôáèåñÝò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, èÝôïíôáò åäþ A = u(0) + (b/a2) êáé B = u′(0)/a ãñÜöïõìå
(ëßãï êáëýôåñá) ôç ãåíéêÞ ìáò ëýóç (üðùò ôçí åñìçíåýïõìå ôþñá) (10.5.9) óôç ìïñöÞ

ug(t) = A cosh at + B sinh at − b
a2

. (10.5.10)
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Ðáñáôçñïýìå üôé ðñïöáíþò ïé äýï ðñþôïé üñïé A cosh at + B sinh at áðïôåëïýí ôç ãåíéêÞ
ëýóç uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò u′′(t)− a2u(t) = 0. Áíôßèåôá ï ôñßôïò
üñïò −b/a2 áðïôåëåß ìßá (ôçí áðëïýóôåñç) ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç up(t) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (10.5.1). ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç (10.5.10) åßíáé ïõóéáóôéêÜ ôçò ìïñöÞò
ug(t) = uh(t) + up(t). ¸ôóé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace åßíáé óå ðëÞñç óõìöùíßá ìå áõôÜ ðïõ Þäç
ãíùñßæïõìå ãéá ôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò áðü ôï ÊåöÜëáéï Á5. �

A10.6. Ç ÓÕÍÁÑÔÇÓÇ ÄÅËÔÁ ÔÏÕ DIRAC

Ç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac: ä(t) Þ ä(x), ç ïðïßá óõ÷íÜ êáëåßôáé êáé ùóôéêÞ óõíÜñôçóç
(Þ êñïõóôéêÞ óõíÜñôçóç) åßíáé óô’ áëÞèåéá ìéá ðïëý ðáñÜîåíç óõíÜñôçóç. Óôá ìáèçìáôéêÜ åìðß-
ðôåé óôéò êáëïýìåíåò ãåíéêåõìÝíåò óõíáñôÞóåéò (Þ êáôáíïìÝò). Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ãßíåé ìéá
óýíôïìç åéóáãùãÞ óôç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac, ÷ùñßò üìùò êáìßá ìáèçìáôéêÞ áõóôçñüôçôá.

Óôçí ÐáñÜãñáöï Á10.2.1, ÐáñÜäåéãìá Á10.1 áíáöåñèÞêáìå óå ìéá óõíÜñôçóç ïñèïãùíéêïý
ðáëìïýðïõðáßñíåé ðáíôïý ìçäåíéêÝò ôéìÝò åêôüò áðü ôï äéÜóôçìá [0, t0] (ìå t0 > 0), üðïõðáßñíåé
ôç óôáèåñÞ (ìç ìçäåíéêÞ) ôéìÞ c. Åäþ èá åéóáãÜãïõìå ôçí ðáñáðëÞóéá óõíÜñôçóç ut0(t) ìå ôç
ìüíç äéáöïñÜ üôé ôþñá ç óôáèåñÞ ôéìÞ ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò äåí åßíáé ðéá c, áëë’ åßíáé 1/t0,
äçëáäÞ Ý÷ïõìå c = 1/t0. ¢ñá ï ïñéóìüò ôçò ðáñïýóáò óõíáñôÞóåùò ut0(t) èá åßíáé ï áêüëïõèïò:

ut0(t) =




0 ãéá t < 0,

1/t0 ãéá 0 ≤ t ≤ t0,

0 ãéá t > t0.

(10.6.1)

Ðñüêåéôáé ãéá ôïí ßäéï ó÷åäüí ïñéóìü (10.2.5) ôçò óõíáñôÞóåùò ïñèïãùíéêïý ðáëìïý óôï ÐáñÜ-
äåéãìá Á10.1, ìüíï ðïõ åäþ èÝóáìå c = 1/t0. Ìå ôïí ôñüðï áõôü èá ðñïêýøåé ìïíáäéáßï åìâáäüí,
áöïý ðñïöáíþò t0 × (1/t0) = 1 óôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíáñôÞóåùò ut0(t) ðïõ åîåôÜæïõìå.

Ç óõíÜñôçóç ä(t) ôïõ Dirac ìðïñåß áðëÜ íá èåùñçèåß üôé ðñïÝñ÷åôáé áðü ôç óõíÜñôçóç ut0(t)
ðïõ ïñßóèçêå åõèýò ðáñáðÜíù áðëÜ óáí ôï üñéü ôçò ãéá t0 → 0. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå

ä(t) = lim
t0→0

ut0(t). (10.6.2)

H óôáèåñÞ ôéìÞ (ôï «ýøïò») ôçò óõíáñôÞóåùò ut0(t) åßíáé c = 1/t0 óôï äéÜóôçìá [0, t0], Ýôóé þóôå
ôï åìâáäüí ôïõ ó÷åôéêïý ïñèïãùíßïõ íá åßíáé t0 × (1/t0) = 1. ÊáôÜ óõíÝðåéá åßíáé óáöÝò üôé óôç
óõíÜñôçóç ä(t) ôïõ Dirac ç ôéìÞ áõôÞ c = 1/t0 èá áðåéñßæåôáé, äçëáäÞ lim t0→0 (1/t0) = ∞.

¢ñá ç óõíÜñôçóç ä(t) ôïõDirac Ý÷åé ðáíôïý ìçäåíéêÞ ôéìÞ åêôüò áðü ôï óçìåßï t = 0, óôï ïðïßï
Ý÷åé Üðåéñç ôéìÞ. ¼ìùò ï áðåéñéóìüò áõôüò ãßíåôáé, åðáíáëáìâÜíïõìå, ìå ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå
ôï ó÷åôéêü ïëïêëÞñùìá íá åßíáé ßóï ìå ôç ìïíÜäá. ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá äþóïõìå ôïí áêüëïõèï
ìç áõóôçñü ïñéóìü ôçò óõíáñôÞóåùò ä(t) ôïõ Dirac, ç ïðïßá åßíáé ìéá ãåíéêåõìÝíç óõíÜñôçóç:

ä(t) =



0 ãéá t �= 0,

∞ ãéá t = 0, Ýôóé þóôå
∫∞
−∞ ä(t) dt = ∫ å

0 ä(t) dt = 1 ãéá êÜèå å > 0.
(10.6.3)

Ðñïöáíþò ìå ôïí ðéï ðÜíù ôýðï (10.6.2) ãéá ôç óõíÜñôçóç ä(t) ôïõ Dirac åßíáé åýëïãï íá
èåùñÞóïõìå üôé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò åßíáé ôï üñéï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò
ó÷Ýóåùò (10.2.6) ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò Á10.1 ðïõ ðñïáíáöÝñáìå, åäþ ìå c = 1/t0 êáé t0 → 0. ¸ôóé
âáóéæüìáóôå óôç ó÷Ýóç áõôÞ êáé õðïëïãßæïõìå (ìç áõóôçñÜ âÝâáéá!) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace

L{ä(t)} = lim
t0→0

(1/t0)(1 − e−st0)
s

= lim
t0→0

1 − e−st0

st0
= 1 , s �= 0, (10.6.4)

üðùò ðïëý åýêïëá ìðïñåß íá äéáðéóôùèåß, ð.÷. ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ãíùóôïý êáíüíá ôïõ L’Hôpital.
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Ç óõíÜñôçóç ä(t) ôïõ Dirac åîáéôßáò ôïõ ïñéóìïý ôçò (10.6.3) ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé åßíáé
ç ðáñÜãùãïò ôçò âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Heaviside H(t), ðïõ ïñßóèçêå óôç ó÷Ýóç (10.3.47),
äçëáäÞ ä(t) = H′(t). Êáé áðü ôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç ä(t) ìðïñïýí íá ïñéóèïýí ïé ðáñÜãùãïß ôçò
ä′(t), ä′′(t), ä′′′(t), ðïõ åßíáé âÝâáéá êáé áõôÝò ãåíéêåõìÝíåò êáé éäéáßôåñá éäéüìïñöåò óõíáñôÞóåéò.

Ìå âÜóç ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (10.6.4) (L{ä(t)} = 1) êáé ôçí Éäéüôçôá 5 ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace (ÐáñÜãñáöïò Á10.3.5) ãéá ôéò ðáñáãþãïõò èá éó÷ýïõí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace

L{ä′(t)} = s êáé åðßóçò L{ä′′(t)} = s2. (10.6.5)

Åðßóçò ìå âÜóç ôçí Éäéüôçôá 4 ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (ÐáñÜãñáöïòÁ10.3.4), ðïõáöïñÜóå
ìåôáôüðéóç óôïí Üîïíá ôçò áñ÷éêÞò ìåôáâëçôÞò, èá éó÷ýïõí êáé ïé åîÞò ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace:

L{ä(t − a)} = e−as, L{ä′(t − a)} = se−as, L{ä′′(t − a)} = s2e−as. (10.6.6)

ÅðáíáëáìâÜíåôáé: ðñüêåéôáé ãéá ãåíéêåõìÝíåò óõíáñôÞóåéò êé üëïé áõôïß ïé éó÷õñéóìïß äå ìðïñïýí
åäþ íá èåìåëéùèïýí áõóôçñÜ, áí êáé åßíáé áðüëõôá óùóôïß ìå ôéò ðñáêôéêÝò áõôÝò «áðïäåßîåéò».

Èá Þôáí ôÝëïò áóõã÷þñçôç ðáñÜëåéøç, áí äåí áíáöåñüôáí êáé ï åîÞò ðïëý óçìáíôéêüò ôýðïò
ãéá ôç óõíÜñôçóç ä(t) ôïõ Dirac: ∫ ∞

−∞
ä(ô − t)p(ô) dô = p(t) (10.6.7)

ìå p(t) ìéá áõèáßñåôç óõíå÷Þ óõíÜñôçóç. Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ áõôïý ìéá öüñôéóç p(t) óå
Ýíá ìç÷áíéêü óýóôçìá (ð.÷. óå Ýíá ìïíïâÜèìéï óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá Þ óå
ìéá êáôáóêåõÞ ãåíéêüôåñá) áíáëýåôáé óå õðÝñèåóç (åðáëëçëßá) áðåéñïóôþí öïñôßóåùí p(ô) dô.
ÁíÜëïãá ãéá ôç öüñôéóç p(x) ìéáò äïêïý èá Ý÷ïõìå ôïí áíôßóôïé÷ï ôýðï ìå x (áíôß t) êáé î (áíôß ô)
êáé áíÜëõóç ôçò öïñôßóåùò p(x) óå õðÝñèåóç (åðáëëçëßá) áðåéñïóôþí öïñôßóåùí p(î) dî.

Áðïäåéêíýåôáé üôé ç óõíÜñôçóç ä(t) Þ ä(x) ôïõ Dirac ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß Üñéóôá óå óõí-
äõáóìü ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, ðáñüëï ðïõ äåí åßíáé ôýðïõ AL. Ïé ðéï ðÜíù ôüóï áðëïß
ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ôçí êáèéóôïýí ìÜëéóôá ðïëý åýêïëç óôç ÷ñÞóç ôçò. Èá äéáðéóôþóïõìå
ôç ÷ñçóéìüôçôÜ ôçò (á) óå ðñïâëÞìáôá Ôáëáíôþóåùí (óáí óõíáñôÞóåùò ùèÞóåùò, êñïýóåùò ôç
óôéãìÞ t = t0) êáèþò êáé (â) óå ðñïâëÞìáôá äïêþí (óáí óõíáñôÞóåùò óõãêåíôñùìÝíïõ öïñôßïõ
óå Ýíá óçìåßï x = d ôçò äïêïý). Áðü ôç ÷ñÞóç ôçò óôéò Ôáëáíôþóåéò ðñïÞëèå êáé ç åíáëëáêôéêÞ
ïíïìáóßá ôçò ùóôéêÞ óõíÜñôçóç Þ êñïõóôéêÞ óõíÜñôçóç. ¸íá áðëü ðáñÜäåéãìá ÷ñÞóåùò ôçò
óõíáñôÞóåùò ä(t) ôïõDirac óáí óõíáñôÞóåùò åîáíáãêáóìïýóå ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóçóôéò
Ôáëáíôþóåéò èá ðáñïõóéáóèåß óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á11: Åíüôçôá Á11.10. ÁõôÞ áöïñÜ óôçí
ùóôéêÞ áðüêñéóç ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ (÷ùñßò áðïóâåóôÞñá).

ÅéäéêÜ óôéò öïñôßóåéò äïêþí p(x) åýêïëá óõíÜãåôáé áðü ôïí ïñéóìü (10.6.1) ôçò âïçèçôéêÞò
óõíáñôÞóåùò, áðü ôçí ïðïßá ìå ïñéáêÞ äéáäéêáóßá ðñïÝêõøå ç óõíÜñôçóç ä(x) ôïõ Dirac, üôé
áõôÞ ðáñéóôÜíåé ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï óôç èÝóç x = 0. ÁíÜëïãá ç óõíÜñôçóç Pä(x)
ðáñéóôÜíåé óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï P óôç èÝóç x = 0, åíþ ç óõíÜñôçóç Pä(x−a) ðáñéóôÜíåé ôï ßäéï
öïñôßï P óôç èÝóç x = a. ¢ñá åßíáé éäáíéêÞ ç óõíÜñôçóç ä(x) ôïõ Dirac ãéá ôçí ðáñÜóôáóç óõãêå-
íôñùìÝíùí öïñôßùí, éäßùò üôáí áõôÜ óõíõðÜñ÷ïõí óå ìéá öüñôéóç p(x) ìå êáôáíåìçìÝíá öïñôßá.

ÐáñáðÝñá ìðïñåß åðßóçò íá áðïäåé÷èåß üôé ç ðáñÜãùãïò ä′(x) ôçò óõíáñôÞóåùò ä(x) ðáñé-
óôÜíåé ìïíáäéáßá ñïðÞ êÜìøåùò ðïõ åöáñìüæåôáé óôï óçìåßï x = 0 ìéáò äïêïý. Ãåíéêåýïíôáò,
ç óõíÜñôçóç Mbä′(x − a) ðáñéóôÜíåé ñïðÞ êÜìøåùò Mb óôï óçìåßï x = a. Åßíáé óô’ áëÞèåéá ðïëý
÷ñÞóéìç ç óõíÜñôçóç ä(x) ôïõ Dirac óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, üðùò êáé ôá ïëïêëçñþìáôá êáé
ïé ðñþôåò ðáñÜãùãïß ôçò. Ó÷åôéêÝò åöáñìïãÝò èá ðáñïõóéáóèïýí óôéò Åíüôçôåò Á11.14 (óõ-
ãêåíôñùìÝíï öïñôßï óå ðñüâïëï) êáé Á11.15, ÅöáñìïãÞ Á11.5 (ñïðÞ óå ðñüâïëï). Óôç äåýôåñç
áõôÞ åöáñìïãÞ ç óõíÜñôçóç ä′(x − a) ôïõ Dirac (ãéá ôç ñïðÞ) èá ðáñáóôáèåß ìå ôïí åíáëëáêôéêü
óõìâïëéóìü ôçò óáí ìéá óõíÜñôçóç Macaulay (Þ óõíÜñôçóç éäéïìïñößáò): ä′(x − a) ≡ 〈x − a〉−2.
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A10.7. ÐÉÍÁÊÅÓ ÃÉÁ ÔÏ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏ LAPLACE

Óõìðëçñþíïõìå ôï ÊåöÜëáéï áõôü Á10 ðáñáèÝôïíôáò äýï ðßíáêåò: (á) ôïí Ðßíáêá Á10.1:
Ðßíáêá âáóéêþí éäéïôÞôùí ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (ó’ áõôÞí åäþ ôç óåëßäá) êáé (â) ôïí
Ðßíáêá Á10.2: Ðßíáêá ÷ñÞóéìùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace (óå äýï óåëßäåò: óõãêåêñéìÝíá óôéò
äýï åðüìåíåò óåëßäåò). Óôïõò ðßíáêåò áõôïýò ïé óôÞëåò áöïñïýí: (á) Ç ðñþôç óôÞëç óôïí
áýîïíôá áñéèìü ôçò éäéüôçôáò Þ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (â) Ç äåýôåñç óôÞëç óôéò áñ÷éêÝò
óõíáñôÞóåéò u(t) = L−1{U(s)}. (ã) Ç ôñßôç óôÞëç óôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace U(s) = L{u(t)}
êáé (ä) Ç ôÝôáñôç óôÞëç óôïõò áñéèìïýò ôùí ôýðùí ìÝóá óôï êåßìåíï ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôéò
éäéüôçôåò Þ/êáé ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace. (å) ÔÝëïò ç ðÝìðôç óôÞëç õðÜñ÷åé ìüíï óôïí
Ðßíáêá Á10.2 êáé áöïñÜ óå ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò.

ÐÉÍÁÊÁÓ Á10.1: ÐÉÍÁÊÁÓ ÂÁÓÉÊÙÍ ÉÄÉÏÔÇÔÙÍ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ LAPLACE

á/á u(t) = L−1{U(s)} U(s) = L{u(t)} ôýðïò

1 c1u1(t) + c2u2(t) c1U1(s) + c2U2(s) (10.3.5)

2 u(at), a > 0
1
a
U
( s
a

)
(10.3.37)

3 e−at u(t) U(s + a) (10.3.42)

4 u(t − a)H(t − a), a ≥ 0 e−asU(s) (10.3.48)

5.1 u′(t) sU(s) − u(0) (10.3.68)

5.2 u′′(t) s2U(s) − su(0) − u′(0) (10.3.69)

5.3 u′′′(t) s3U(s) − s2u(0) − su′(0) − u′′(0) (10.3.70)

5.4 u′′′′(t) s4U(s) − s3u(0) − s2u′(0) − su′′(0) − u′′′(0) (10.3.71)

5.n u(n)(t) snU(s) − sn−1u(0) − sn−2u′(0) − · · · − su(n−2)(0) − u(n−1)(0) (10.3.72)

6.1 −tu(t) U ′(s) (10.3.87á)

6.n ( − t)nu(t) U (n)(s) (10.3.87â)

7
∫ t

0
u1(ô)u2(t − ô) dô U1(s)U2(s) (10.3.94)

8
∫ t

0
u(ô) dô

U(s)
s

(10.3.107)

➤ ÐáñáôÞñçóç A10.5: Áò óçìåéþóïõìå üôé óôçí Éäéüôçôá 5 ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace
ôùí ðáñáãþãùí u(n)(t) åêôüò áðü ôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç 5.n ðáñáèÝóáìå êáé ôéò åéäéêÝò ðåñéðôþ-
óåéò n = 1, n = 2, n = 3 êáé n = 4, ðáñüëï ðïõ áõôÝò ðñïêýðôïõí áðü ôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç.
Åðßóçò óôçí Éäéüôçôá 6 ãéá ôéò ðáñáãþãïõò U(n)(s) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) = L{u(t)}
åêôüò áðü ôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç 6.n äþóáìå êáé ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç n = 1. ÁõôÜ ôá êÜíáìå,
åðåéäÞ ïé åéäéêÝò áõôÝò ðåñéðôþóåéò ðáñïõóéÜæïíôáé óõ÷íÜ óôéò åöáñìïãÝò.

➤ ÐáñáôÞñçóç A10.6: Ìå âÜóç ôéò éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôïí ðéï ðÜíù
Ðßíáêá Á10.1 ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí ðÜñá ðïëëïß ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace U(s) = L{u(t)}
áðü Üëëïõò ðéï óôïé÷åéþäåéò êáé Þäç ãíùóôïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace.

➤ ÐáñáôÞñçóç A10.7: Ó’ Ýíá ðñüãñáììá óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí, üðùò çMathematica, åßíáé
õðïëïãéóôéêÜ ðñïôéìüôåñï ï ðñïóäéïñéóìüò ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace íá ãßíåôáé êõñßùò ìå ôç
÷ñÞóç ïñéóìÝíùí âáóéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace êáé ôùí ðéï ðÜíù éäéïôÞôùí ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace (ßóùò êáé ïñéóìÝíùí Üëëùí) ðáñÜ ìå ôï ïëïêëÞñùìá ïñéóìïý ôïõ (10.2.1).
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ÐÉÍÁÊÁÓ Á10.2: ÐÉÍÁÊÁÓ ×ÑÇÓÉÌÙÍ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÙÍ LAPLACE (óõíå÷ßæåôáé . . . )

á/á u(t) = L−1{U(s)} U(s) = L{u(t)} ôýðïò ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò

1 1 Þ 〈t〉0 ≡ H(t)
1
s

(10.2.19) óôáèåñÝò öïñôßóåéò

2 〈t〉−1 ≡ ä(t) 1 (10.6.4) ùóôéêü/óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï

3 〈t〉−2 ≡ ä′(t) s (10.6.5á) ñïðÞ êÜìøåùò óå óçìåßï äïêïý

4 〈t〉−3 ≡ ä′′(t) s2 (10.6.5â) åóùôåñéêÞ Üñèñùóç óå äïêü

5 〈t − a〉0 ≡ H(t − a), a ≥ 0
e−as

s
(11.15.1) áóõíå÷åßò öïñôßóåéò

6 〈t − a〉−1 ≡ ä(t − a), a ≥ 0 e−as (11.15.2) ùóôéêü/óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï

7 〈t − a〉−2 ≡ ä′(t − a), a ≥ 0 se−as (11.15.3) ñïðÞ êÜìøåùò óå óçìåßï äïêïý

8 〈t − a〉−3 ≡ ä′′(t − a), a ≥ 0 s2e−as (11.15.4) åóùôåñéêÞ Üñèñùóç óå äïêü

9 tn, n = 0, 1, 2, . . .
n!
sn+1

(10.2.18) ðïëõùíõìéêÝò öïñôßóåéò, äïêïß

10 〈t − a〉n, n = 0, 1, . . . , a ≥ 0
n!
sn+1

e−as (11.15.5) ôìçìáô. ðïëõùí. öïñôßóåéò, äïêïß

11 eat
1

s − a
(10.2.17) åêèåô. öïñôßóåéò, êáèáñéóìüò íåñïý

12 cosh bt
s

s2 − b2
(10.3.23á) êßíçóç óå ðåñéóôñåöüìåíï óùëÞíá

13 sinh bt
b

s2 − b2
(10.3.23â) êßíçóç óå ðåñéóôñåöüìåíï óùëÞíá

14 cosùt
s

s2 + ù2
(10.3.31á) ôáëáíôþóåéò, ëõãéóìüò óôýëïõ

15 sinùt
ù

s2 + ù2
(10.3.31â) ôáëáíôþóåéò, ëõãéóìüò óôýëïõ

16 e−at cosh bt
s + a

(s + a)2 − b2
ôáëáíôþóåéò ìå éó÷õñÞ áðüóâåóç

17 e−at sinh bt
b

(s + a)2 − b2
ôáëáíôþóåéò ìå éó÷õñÞ áðüóâåóç

18 e−at cosùt
s + a

(s + a)2 + ù2
(10.3.46á) ôáëáíôþóåéò ìå áóèåíÞ áðüóâåóç

19 e−at sinùt
ù

(s + a)2 + ù2
(10.3.46â) ôáëáíôþóåéò ìå áóèåíÞ áðüóâåóç

20
1

2ù3
(sinùt − ùt cosùt)

1
(s2 + ù2)2

ôáëáíôþóåéò: óõíôïíéóìüò

21
1
2ù

t sinùt
s

(s2 + ù2)2
(10.3.93) ôáëáíôþóåéò: óõíôïíéóìüò

22
1
2ù

(sinùt + ùt cosùt)
s2

(s2 + ù2)2
ôáëáíôþóåéò: óõíôïíéóìüò

23 cosùt − 1
2
ùt sinùt

s3

(s2 + ù2)2
ôáëáíôþóåéò: óõíôïíéóìüò
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ÐÉÍÁÊÁÓ Á10.2: ÐÉÍÁÊÁÓ ×ÑÇÓÉÌÙÍ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÙÍ LAPLACE (óõíÝ÷åéá)

á/á u(t) = L−1{U(s)} U(s) = L{u(t)} ôýðïò ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò

24 erfc
(

a

2
√
t

)
1
s
e−a

√
s (Â10.1.11ã) äéÜ÷õóç (ÌÝñïò Â: ÊåöÜëáéï Â10)

25
1

2â3
(sinhât − sinât)

1
s4 − â4

(11.12.7) êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò äïêïý

26
1

2â2
(coshât − cosât)

s
s4 − â4

(11.12.8) êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò äïêïý

27
1
2â

(sinhât + sinât)
s2

s4 − â4
(11.12.9) êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò äïêïý

28
1
2
(coshât + cosât)

s3

s4 − â4
(11.12.10) êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò äïêïý

29
1

4â3
(coshât sinât − sinhât cosât)

1
s4 + 4â4

(11.13.6) äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò

30
1

2â2
sinhât sinât

s
s4 + 4â4

(11.13.7) äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò

31
1
2â

(coshât sinât + sinhât cosât)
s2

s4 + 4â4
(11.13.8) äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò

32 coshât cosât
s3

s4 + 4â4
(11.13.9) äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò

➤ ÐáñáôÞñçóçA10.8: Ç÷ñÞóçðñïãñáììÜôùíóõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí, üðùòçMathematica,
Ý÷åé âÝâáéá õðïâáèìßóåé ôç óðïõäáéüôçôá ôùí ðéíÜêùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace, üðùò åßíáé ï
ðéïðÜíùÐßíáêáò Á10.2. ¸íá ôÝôïéïðñüãñáììá åßíáé óõíÞèùò åðáñêÝò ãéá ôéòðñáêôéêÝò áíÜãêåò
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé ãåíéêÜ åßíáé õðïëïãéóôéêÜ ðéï áðïôåëåóìáôéêü áðü ôïí Üíèñùðï.

➤ ÐáñáôÞñçóç A10.9: ÐÜñá ðïëëïß áðü ôïõò ðéï ðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace 1 Ýùò 32
ðñïêýðôïõí åýêïëá ï Ýíáò áðü ôïí Üëëï ìå âÜóç ôéò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace óôçí Åíüôçôá Á10.3 êáé åðßóçò óôïí Ðßíáêá Á10.1. ÓõãêåêñéìÝíá: (á) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
Éäéüôçôáò 1 (ãñáììéêÞ éäéüôçôá) óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ðñïêýðôïõí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß
Laplace 12, 13, 14 êáé 15 áðü ôïí 11. (â) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Éäéüôçôáò 3 ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü
åðß ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç e−at ðñïêýðôïõí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace 16--19 áðü ôïõò 12--15
áíôßóôïé÷á. (ã)Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Éäéüôçôáò 4 ôçò ìåôáôïðßóåùòóôïíÜîïíá ôçòáñ÷éêÞò ìåôáâëçôÞò
ðñïêýðôïõí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace 5, 6, 7, 8 êáé 10 áðü ôïõò 1, 2, 3, 4 êáé 9 áíôßóôïé÷á.
(ä) ÔÝëïò, ôï ðéï óçìáíôéêü, ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Éäéüôçôáò 5 ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace
ðáñáãþãùí ðñïêýðôïõí (ìå ôñåéò äéáäï÷éêÝò ðáñáãùãßóåéò) ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace 2, 3 êáé 4
áðü ôïí 1. Åðßóçò ïé 6, 7 êáé 8 áðü ôïí 5. ¼ìïéá ïé 21, 22 êáé 23 áðü ôïí 20. Áêüìç ïé 26, 27 êáé 28
áðü ôïí 25 êáé áíÜëïãá ïé 30, 31 êáé 32 áðü ôïí 29. ÔÝëïò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace 1 åßíáé åéäéêÞ
ðåñßðôùóç ôïõ 9 (ãéá n = 0), áëëÜ êáé ôïõ 11 (ãéá a = 0). Ìå âÜóç üëåò ôïýôåò ôéò ðáñáôçñÞóåéò
ïõóéáóôéêÜ åëÜ÷éóôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace åßíáé õðï÷ñåùìÝíïò íá ìÜèåé ï ÷ñÞóôçò ôçò
ìåèüäïõ. Áíôßèåôá üìùò ðñÝðåé íá îÝñåé ðÜñá ðïëý êáëÜ ôéò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ Ðßíáêá Á10.1.

➤ ÐáñáôÞñçóç A10.10: Óôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace 1 Ýùò 8 êáé 10 áíáöÝñïíôáé áñéóôåñÜ
êáé ïé óõíáñôÞóåéò Macaulay (óå ãùíéáêÝò áãêýëåò). ÁõôÝò èá ôéò åîåôÜóïõìå óôçí Åíüôçôá Á11.15
ôïõ åðüìåíïõ Êåöáëáßïõ Á11, åðåéäÞ åíäéáöÝñïõí éäéáßôåñá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Åðßóçò óôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace 24 ôï óýìâïëï erfc äçëþíåé ôç óõìðëçñùìáôéêÞ óõíÜñôçóç óöÜëìáôïò.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A11
Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ LAPLACE:

ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áíáöåñèïýìå óå ìåñéêÝò åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace ãéá ôçí åðßëõóçóõíÞèùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùíìåóôáèåñïýòóõíôåëåóôÝò åßôå
ïìïãåíþí åßôå ìç ïìïãåíþí. Óôçí åéóáãùãéêÞ åíüôçôá èá áíáöÝñïõìå ôá âÞìáôá ðïõ áðáéôïýíôáé
ãéá ôï óêïðü áõôü. Ïé åöáñìïãÝò ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå óôéò åðüìåíåò åíüôçôåò áöïñïýí:

1. Óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò ãéá ôç èåñìïêñáóßá è(t) åíüò õëéêïý óçìåßïõ ðïõ åéóÝñ÷åôáé óå
ðåñéâÜëëïí äéáöïñåôéêÞò èåñìïêñáóßáò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ íüìïõ ôçò øýîåùò ôïõ Íåýôùíá.

2. Óôçí ÊëáóéêÞ Ìç÷áíéêÞ óôçí êßíçóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ ìå áíôßóôáóç óôçí êßíçóç áíÜëïãç
ôçò ôá÷ýôçôáò. Óôçí êßíçóç áõôÞ èá èåùñÞóïõìå åðßóçò üôé áóêåßôáé êáé åîùôåñéêÞ äýíáìç.

3. Óôçí Éîïåëáóôéêüôçôá óå ìïíïáîïíéêü åöåëêõóìü éîïåëáóôéêïý õëéêïý Kelvin (Þ Voigt) õðü
ìåôáâáëëüìåíç ôÜóç ó(t) êáèþò êáé óôï åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï ôïõ åñðõóìïý (ìå ó(t) = ó0 ).

4. Óôéò Ôáëáíôþóåéò óôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ôçò ìÜæáò) óôï êëáóéêü ìïíï-
âÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ (÷ùñßò áðüóâåóç), áëëÜ êáé õëéêïý
óçìåßïõ--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá (ìå áðüóâåóç). Èá åîåôÜóïõìå ôüóï ôéò åëåýèåñåò ôá-
ëáíôþóåéò: ÷ùñßò öüñôéóç p(t), üóï êáé ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò: ìå öüñôéóç p(t).
Óå ðåñßðôùóç ãåíéêÞò (áõèáßñåôçò) öïñôßóåùò, óôçí ïðïßá èá äþóïõìå éäéáßôåñç Ýìöáóç,
èá êáôáëÞîïõìå óå óõíåëéêôéêïýò ïëïêëçñùôéêïýò ôýðïõò ãéá ôçí áðüêñéóç ôïõ ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò. Áõôïß êáëïýíôáé ôýðïé ôïõ Duhamel êáé åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìïé ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü. Èá áíáöåñèïýìå åðßóçò óýíôïìá êáé óôï áðåõêôáßï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý.

5. Óôçí ÊÜìøç óõíÞèùí äïêþí ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) õðü ðïéêßëåò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: ðÜêôùóç, Üñèñùóç êáé åëåýèåñï Üêñï. Êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá
áíáöåñèïýìå êáé óå ãåíéêïýò ôýðïõò ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý ìå ôç ÷ñÞóç óõíåëé-
êôéêþí ïëïêëçñùìÜôùí ðïõ éó÷ýïõí ãéá êÜèå êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) ôçò äïêïý.

6. ÐÝñá áðü ôéò óõíÞèåéò äïêïýò èá êÜíïõìå óýíôïìç áíáöïñÜ êáé óôá äõóêïëüôåñá ðñïâëÞ-
ìáôá ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí äïêþí (ùò ðñïò ôá ðñïóçìáóìÝíá åýñç ôáëáíôþ-
óåùí X(x) ôùí óçìåßùí ôïõò) êáèþò êáé äïêþí åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò, ð.÷. ðåäéëïäïêþí.

7. Èá Ý÷ïõìå åðßóçò ôçí åõêáéñßá íá áíáöåñèïýìå óå óõãêåíôñùìÝíá öïñôßá êáèþò êáé óôéò
êëáóéêÝò óõíáñôÞóåéò Macaulay Þ óõíáñôÞóåéò éäéïìïñößáò. ÁõôÝò åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìåò
óôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí êÜìøåùò äïêþí éäßùò ìå óõãêåíôñùìÝíá öïñôßá êáé ñïðÝò.

8. Èá åîåôÜóïõìå ôÝëïò äýï åíäéáöÝñïíôáðñïâëÞìáôáó÷åôéêÜ ìå ôïÐåñéâÜëëïí: (á) áðïäïìÞ-
óåùò ñýðïõ óôç ×çìéêÞ ÊéíçôéêÞ êáé (â) ìåôáöïñÜò ñýðïõ óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ.

Åëðßæåôáé ðùò üëåò ôïýôåò ïé åöáñìïãÝò èá äåßîïõí ôç ÷ñçóéìüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.
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A11.1. ÅÉÓÁÃÙÃÇ

A11.1.1. Ôá âÞìáôá ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

Ôá ôñßá êýñéá âÞìáôá ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí åðßëõóç óõíÞèùí
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (ïìïãåíþí Þ ìç ïìïãåíþí) áöïñïýí:

• ÂÞìá 1: Óôç ìåôáôñïðÞ ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå ãñáììéêÞ (ðñùôïâÜèìéá)
áëãåâñéêÞ åîßóùóç. Áõôü ôï êáôïñèþíïõìå ìåôáó÷çìáôßæïíôáò êáôÜ Laplace êáé ôá äýï
ìÝëç ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò) ìå ôçí ôáõôü÷ñïíç
÷ñÞóç êáé ôçò ãñáììéêÞò éäéüôçôáò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÊáôÜ ôç ìåôáôñïðÞ áõôÞ
ëáìâÜíïíôáé õðüøç êáé ïé äéáèÝóéìåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. (Óå üóï âáèìü ëåßðïõí åéóÜãïíôáé
óôáèåñÝò óôéò èÝóåéò ôïõò.) Ôþñá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Ý÷åé
ðéá áíôéêáôáóôáèåß áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò U(s) = L{u(t)}.

• ÂÞìá 2: Óôçí åðßëõóç ôçò ãñáììéêÞò (ðñùôïâÜèìéáò) áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïÝêõøå
óôï ðñïçãïýìåíï ÂÞìá 1 ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) = L{u(t)}.
Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðïëý åýêïëç áëãåâñéêÞ åñãáóßá.

• ÂÞìá 3: Óôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) = L{u(t)} ðñïò åðéóôñïöÞ
óôçí áñ÷éêÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Óôï âÞìá áõôü åßíáé óõ-
÷íÜ áíáãêáßï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò áíáëýóåùò óå áðëÜ êëÜóìáôá êáé Ýôóé
íá åðéâáñõíèïýìå ìå ôïí áëãåâñéêü êüðï ðïõ áõôÞ óõíåðÜãåôáé. ÐñÝðåé åðßóçò íá êÜ-
íïõìå ÷ñÞóç éäéïôÞôùí ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáèþò êáé ðéíÜêùí ìåôáó÷çìáôéóìþí
Laplace. Áí Ý÷ïõìå áõèáßñåôç óõíÜñôçóç åîáíáãêáóìïý óå ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç, èá ðñÝðåé åðßóçò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò. ¸ôóé
èá êáôáëÞîïõìå óôïí åðéèõìçôü ãåíéêü ïëïêëçñùôéêü ôýðï ðïõ åßíáé ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò. Áðü õðïëïãéóôéêÞò áðüøåùò ðñüêåéôáé ãéá ôï äõóêïëüôåñï âÞìá ôçò ìåèüäïõ.

ÌåôÜ áðü ôá ôñßá áõôÜ âÞìáôá óõíéóôÜôáé Ýíôïíá óáí ôÝôáñôï êáé ôåëéêü ÂÞìá 4 íá ãßíåôáé
êáé ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå êáé ùò ðñïò ôçí ßäéá ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç,
áëëÜ êáé ùò ðñïò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Ôï ôÝôáñôï áõôü âÞìá èá åðéôñÝøåé ôç äéáðßóôùóç ôçò
ïñèüôçôáò ôçò ëýóåùò. Áõôü åßíáé ìÜëéóôá ðïëý óçìáíôéêü, åÜí áíáëïãéóèïýìå üôé êáôÜ ôçí
åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace Ý÷ïõí ãßíåé ðïëëÝò õðïèÝóåéò üóïí áöïñÜ óôçí Üãíùóôç
óõíÜñôçóç êáé óôéò éäéüôçôÝò ôçò (ð.÷. ãåíéêÜ ðñÝðåé íá åßíáé ôýðïõDL, n), ðáñüëïðïõ åßíáé áêüìç
Üãíùóôç. Åðßóçò Ý÷ïõí ãßíåé õðïèÝóåéò êáé ùò ðñïò äéÜóôçìá s > s0 (ìå ôï s0 óôáèåñÜ) éó÷ýïò
ôçò ìåôáó÷çìáôéóìÝíçò êáôÜ Laplace äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Áêüìç ÷åéñüôåñç åßíáé ç êáôÜóôáóç
üóåò öïñÝò ðáñïõóéÜæåôáé óôï äåîéü ìÝëïò p(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ç ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ)
óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac. ÁõôÞ åßíáé ìéá ãåíéêåõìÝíç óõíÜñôçóç, äåí Ý÷åé ôéò êáëÝò éäéüôçôåò
ôùí óõíçèéóìÝíùí ôìçìáôéêÜ óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí êáé áðáéôåß éäéáßôåñç ðñïóï÷Þ, óôçí ïðïßá
óõìðåñéëáìâÜíåôáé êáé ç åðáëÞèåõóç (óôï ðáñüí ÂÞìá 4) ôùí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ ðñïêýðôïõí.

ÔÝëïò åßíáé óçìáíôéêü íá óçìåéùèåß ôï åîÞò óçìåßï. Ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ãíùñßæåé âÝâáéá üôé
ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ðáßñíåé ðëçñïöïñßåò óôï ïëïêëÞñùìá ïñéóìïý ôïõ (10.2.1) ìüíï ãéá
ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò t ≥ 0 (Þ x ≥ 0) ôçò áñ÷éêÞò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò t (Þ x). Åíôïýôïéò ìåñéêÝò
öïñÝò åðéèõìåß ôçí éó÷ý ôçò ëýóåùò ðïõ âñßóêåé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé
ãéá áñíçôéêÝò ôéìÝò t < 0 (Þ x < 0) ôçò ßäéáò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò. Åßíáé áðüëõôá óáöÝò üôé
ç åðáëÞèåõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò èá êñßíåé ôï âÜóéìï (óõíÞèùò) Þ ôï áâÜóéìï (óðÜíéá)
ìéáò ôÝôïéáò åðåêôÜóåùò ôçò ëýóåùò êáé óôéò áñíçôéêÝò ôéìÝò ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò t (Þ x).

Áò ìç ëçóìïíïýíôáé êáôÜ ôï äõíáôüí ôá ðéï ðÜíù âÞìáôá (ôñßá êýñéá êáé Ýíá åðáëçèåý-
óåùò) óôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí åðßëõóç óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
óå åöáñìïãÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ôç ìÝèïäï áõôÞ èá ôçí åðéäåßîïõìå óôï ðáñüí ÊåöÜ-
ëáéï Á11 óôá ðëáßóéá ôïõ ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ. Óå ðáñáðÝñá åíäéáöÝñïõóåò
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åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, óõãêåêñéìÝíá: (á) Óå äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé (â) Óå ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò Volterra èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôï
åðüìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ.

A11.2. ÌÅÔÁÄÏÓÇ ÈÅÑÌÏÔÇÔÁÓ: ØÕÎÇ ÕËÉÊÏÕ ÓÇÌÅÉÏÕ

A11.2.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

Ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ åßíáé åðéöïñôéóìÝíïò êáé ìå ôï ðñüâëçìá ôçò
èåñìïìïíþóåùò üóïí áöïñÜ óôá ìïíùôéêÜ õëéêÜ ìÝóá óôïõò ôïß÷ïõò, óôïõò õáëïðßíáêåò (ìïíù-
ôéêïýò õáëïðßíáêåò: óõíÞèùò äéðëïýò êáé áðü ìïíùôéêü õëéêü), êëð. ¸íá ðïëý áðëü ðñüâëçìá
Ìåôáäüóåùò Èåñìüôçôáò (ãéá Ýíá õëéêü óçìåßï) ðåñéãñÜöåôáé êáé åðéëýåôáé óôçí åíüôçôá áõôÞ.

Èåùñïýìå Ýíá õëéêü óçìåßï ãíùóôÞò áñ÷éêÞò èåñìïêñáóßáò è(0) = è0. Ôï õëéêü áõôü óçìåßï
åéóÜãåôáé (ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0) ìÝóá óå ìÝóïí (ðåñéâÜëëïí) äéáöïñåôéêÞò óôáèåñÞò èåñìï-
êñáóßáò èð (ìå ôï äåßêôç ð áíáöåñüìåíï óôï ðåñéâÜëëïí) åßôå ìåãáëýôåñçò åßôå ìéêñüôåñçò ôçò è0.

Óýìöùíá ìå ôï ãíùóôü íüìï ôçò øýîåùò ôïõ Íåýôùíá, éó÷ýåé ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

è̇(t) = −k[è(t) − èð] áðüëõôá éóïäýíáìá è̇(t) + kè(t) = kèð (11.2.1)

ìå è̇(t) := dè/dt, ç ïðïßá óõíïäåýåôáé âÝâáéá áðü ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç

è(0) = è0. (11.2.2)

Ðñüêåéôáé ëïéðüí ãéá Ýíá ðïëý áðëü ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò. Ôï ðñüâëçìá áõôü áðïôåëåßôáé
áðü (á) ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.2.1) ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé (â) ôçí
áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.2.2). Ï óõíôåëåóôÞò k åßíáé ìéá ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ (k > 0). ÖõóéêÜ êáé
ïé èåñìïêñáóßåò è0 (áñ÷éêÞ èåñìïêñáóßá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) êáé èð (èåñìïêñáóßá ðåñéâÜëëïíôïò
ãéá t ≥ 0) åßíáé äýï ãíùóôÝò èåñìïêñáóßåò. Óýìöùíá ìå ôï íüìï ôçò øýîåùò ôïõ Íåýôùíá,
ðïõ Ý÷åé ãñáöåß ìáèçìáôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.2.1), ç ìåôáâïëÞ è̇(t) ôçò
èåñìïêñáóßáò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ åßíáé áíÜëïãç ôçò èåñìïêñáóéáêÞò äéáöïñÜò è(t) − èð ìåôáîý
õëéêïý óçìåßïõ êáé ðåñéâÜëëïíôïò (ìå áñíçôéêü óõíôåëåóôÞ áíáëïãßáò −k). ÌåôÜ ôçí ðÜñïäï
åðáñêïýò ÷ñüíïõ (ãéá t → ∞) ç èåñìïêñáóßá è(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðñÝðåé íá ôåßíåé íá åîéóùèåß
ìå ôç èåñìïêñáóßá èð ôïõ ðåñéâÜëëïíôïò. Áõôü åßíáé áðáñáßôçôï áðü öõóéêÞò áðüøåùò.

Ç ëýóç è(t) ôïõðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (11.2.1) êáé (11.2.2) ðïõ èá âñåèåß ðáñá-
êÜôù èá ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá ðëçñïß ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç ìáò (11.2.2) êáé èá ôï áðáéôÞóïõìå
áõôü. Èá ðñÝðåé üìùò íá óÝâåôáé êáé ôç öõóéêÞ äÝóìåõóç üôé

è∞ := è(∞) := lim
t→∞ è(t) = èð (11.2.3)

(ìå ôï óýìâïëï := íá äçëþíåé ðÜíôïôå ïñéóìü). Èá äéáðéóôþóïõìå ðùò áõôü åðéôõã÷Üíåôáé
áõôüìáôá ìå ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (11.2.1) êáé (11.2.2).

A11.2.2. ÂÞìá 1: ÌåôáôñïðÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå áëãåâñéêÞ

Ðñüêåéôáé ãéá áñêåôÜ áðëÞ äéáäéêáóßá. Åöáñìüæïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáé óôá äýï
ìÝëç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.2.1) óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôçò. ¸ôóé ðáßñíïõìå

L{è̇(t) + kè(t)} = L{kèð}. (11.2.4)

Ìå ôç ÷ñÞóç ìÜëéóôá ôçò ãñáììéêÞò éäéüôçôáò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò ãñÜöåôáé óáí ôï Üèñïéóìá ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ôùí äýï
üñùí ôïõ ôåëéêÜ ùò åîÞò:

L{è̇(t)} + kL{è(t)} = kL{èð}. (11.2.5)
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ÐÞñáìå ìÜëéóôá ôçí ðñùôïâïõëßá íá èÝóïõìå ôç óôáèåñÜ k Ýîù áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
(êáé áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ). Êáé áõôü åßíáé äéêáéïëïãçìÝíï áðü ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace, áí êáé (áò ôï ïìïëïãÞóïõìå!) óôï äåîéü ìÝëïò äåí Þôáí êáèüëïõ áðáñáßôçôï.

Äçëþíïõìå ôþñá ìå ôï óýìâïëï È(s) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåþò
ìáò è(t) (ôçò èåñìïêñáóßáò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå):

È(s) = L{è(t)}. (11.2.6)

Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò áõôüò Laplace È(s) äçëþèçêå (äçëþíåôáé êáôÜ ðñïôßìçóç) ìå ôï áíôßóôïé÷ï
êåöáëáßï ãñÜììá (åäþ ôï È) ôïõ ìéêñïý ãñÜììáôïò (åäþ ôïõ è) ðïõ äçëþíåé ôçí Üãíùóôç óõ-
íÜñôçóç (ôçí åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ è = è(t)). Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé êÜíïõìå ôçí õðüèåóç
üôé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace È(s) = L{è(t)} õðÜñ÷åé ãéá åðáñêþò ìåãÜëåò ôéìÝò s > s0 ôçò
ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Äå ìáò åßíáé üìùò ãíùóôÞ ïýôå êáé ìáò åíäéáöÝñåé
éäéáßôåñá ç ôéìÞ s0 óôçí áíéóüôçôá s > s0 ðïõ áðïäå÷èÞêáìå. Êáé åßìáóôå áíáãêáóìÝíïé íá ôçí
áðïäå÷èïýìå, þóôå íá ìðïñÝóïõìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå. Áò ðñï÷ùñÞóïõìå óô’ áëÞèåéá ëïéðüí!

Áõôü ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå ôþñá åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace L{è̇(t)} ôçò ðáñáãþãïõ è̇(t)
ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåþò ìáò è(t) (ôçò èåñìïêñáóßáò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ). Ðñïò ôï óêïðü
áõôü ÷ñçóéìïðïðïéïýìå ôç ó÷åôéêÞ Éäéüôçôá 5 (ÐáñÜãñáöïò Á10.3.5 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöá-
ëáßïõ Á10) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (åäþ ãéá ôçí ðáñÜãùãï ðñþôçò ôÜîåùò) ëáìâÜíïíôáò
ìÜëéóôá õðüøç êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.2.2), óõãêåêñéìÝíá ôç óõíèÞêç è(0) = è0. Ìå ôïí
ôñüðï áõôü äéáðéóôþíïõìå üôé

L{è̇(t)} = sÈ(s) − è(0) = sÈ(s) − è0 (11.2.7)

öõóéêÜ ìå È(s) = L{è(t)}, üðùò Þäç ïñßóáìå ëßãï ðéï ðÜíù óôç ó÷Ýóç (11.2.6). Óçìåéþíïõìå
åðßóçò ðùò ãéá ìéá óôáèåñÜ c Ý÷ïõìå L{c} = c /s ìå âÜóç ôïí ôýðï (10.2.19). ¢ñá

L{èð} = èð

s
. (11.2.8)

Äå ìÝíåé ôþñá ðáñÜ íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace L{è(t)}, L{è̇(t)}
êáé L{èð} áðü ôéò ó÷Ýóåéò (11.2.6), (11.2.7) êáé (11.2.8) áíôßóôïé÷á óôç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ
Laplace äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.2.5). ¸ôóé áõôÞ ç åîßóùóç ðáßñíåé ðñáãìáôéêÜ ôç ìïñöÞ ìéáò
ãñáììéêÞò (ðñùôïâÜèìéáò) áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò:

[sÈ(s) − è0] + kÈ(s) = k
èð

s
(11.2.9)

ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace È(s) = L{è(t)}. Ðïëý åýêïëá ôç ãñÜöïõìå êáé
óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

(s + k)È(s) = è0 + k
èð

s
(11.2.10)

ìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç È(s) ìüíï óôï áñéóôåñü ìÝëïò êáé áðüëõôá ãíùóôü ôï äåîéü ìÝëïò.

A11.2.3. ÂÞìá 2: Åðßëõóç ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò

Åßíáé ðÜñá ðïëý åýêïëï íá ëýóïõìå ôç ãñáììéêÞ (ðñùôïâÜèìéá) áëãåâñéêÞ åîßóùóç (11.2.10)
ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç È(s). Ðñïêýðôåé üôé

È(s) = è0

s + k
+ k

èð

s(s + k)
. (11.2.11)

ÔïõëÜ÷éóôïí Ýììåóá åßìáóôå õðï÷ñåùìÝíïé íá õðïèÝóïõìå üôé s + k > 0 (äçëáäÞ üôé s > −k)
êáé åðßóçò üôé s > 0. ÅðåéäÞ ìÜëéóôá óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò éó÷ýåé üôé k > 0 ãéá öõóéêïýò
ëüãïõò, áñêåß íá äå÷èïýìå áðëÜ üôé s > 0.
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A11.2.4. ÂÞìá 3: ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

Ôï ôåëåõôáßï êáé ßóùò ôï äõóêïëüôåñï âÞìá ìáò åßíáé íá áíôéóôñÝøïõìå ôï ãíùóôü ðéá ìåôá-
ó÷çìáôéóìü Laplace È(s) = L{è(t)} óôçí ðéï ðÜíù ëýóç (11.2.11) ðïõ âñÞêáìå. ¸ôóé èá ðñïó-
äéïñßóïõìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç è(t) óôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (11.2.1) êáé (11.2.2) ðïõ
ðñïóðáèïýìå íá ëýóïõìå. (Óçìåéþíïõìå óå ðáñÝíèåóç üôé áñ÷éêÞ ôéìÞ (11.2.2), è(0) = è0, Ý÷åé
Þäç ëçöèåß õðüøç óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (11.2.7) ôçò ðáñáãþãïõ L{è̇(t)}. Ãé’ áõôü êáé åßíáé
ðáñïýóá êáé óôç ëýóç (11.2.11), ðéï óõãêåêñéìÝíá óôï ðñþôï êëÜóìá è0 /(s+k) ôïõ äåîéïý ìÝëïõò
ôçò ëýóåùò áõôÞò È(s).) Ôþñá ðñÝðåé óôç ëýóç ìáò (11.2.11) íá åöáñìüóïõìå (êáé óôá äýï ìÝëç)
ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. ¸ôóé, áöïý È(s) = L{è(t)}, ðáßñíïõìå

è(t) = L−1{È(s)} = L−1
{

è0

s + k
+ k

èð

s(s + k)

}
. (11.2.12)

Èåùñïýìå (êáé óõíå÷þò èá èåùñïýìå) ôç ëýóç ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óõíå÷Þ óõíÜñôçóç.
Áõôü åßíáé ó÷åäüí áíáãêáßï ãéá öõóéêÝò ðïóüôçôåò, üðùò åßíáé åäþ ç Üãíùóôç èåñìïêñáóßá è(t)
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Åßíáé åðßóçò êáé ìáèçìáôéêÜ ó÷åäüí áíáãêáßï, Ýôóé þóôå íá õðÜñ÷åé ç ðá-
ñÜãùãïò è̇(t) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.2.1). Äå èá ãñÜöáìå ìÜëéóôá êáí ôç ëÝîç «ó÷åäüí» óôç
öñÜóç «ó÷åäüí áíáãêáßï», åÜí äåí åß÷áìå óôï íïý ìáò ôç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõDirac, ðïõ åßíáé ìéá
ãåíéêåõìÝíç óõíÜñôçóç êáé ìáò åßíáé ÷ñÞóéìç óå ðñïâëÞìáôá ìå áóõíÝ÷åéåò. Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé,
äå÷üìáóôå ôç óõíÝ÷åéá ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåþò ìáò è(t). ¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôç äõíáôüôçôá
íá åöáñìüóïõìå ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá êáé óôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, äçëáäÞ

L−1{c1U1(s) + c2U2(s)} = c1u1(t) + c2u2(t), (11.2.13)

öõóéêÜ ìå U1(s) = L{u1(t)} êáé U2(s) = L{u2(t)}. Ôüôå (ãéá óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò u1(t) êáé u2(t) êáé
åðßóçò ãéá t ≥ 0) èá éó÷ýåé üôé

u1(t) = L−1{U1(s)} êáé u2(t) = L−1{U2(s)}. (11.2.14)

Åöáñìüæïíôáò ëïéðüí ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá (11.2.13) ôïõ áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
óôï äåîéü ìÝëïò ôïõ äéêïý ìáò áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (11.2.12), äéáðéóôþíïõìå
åýêïëá üôé

è(t) = L−1{È(s)} = è0L−1
{

1
s + k

}
+ kèðL−1

{
1

s(s + k)

}
. (11.2.15)

Ôþñá ðéá áðïìÝíåé ç åýñåóç ôùí äýï áíôßóôñïöùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace óôï äåîéü ìÝëïò
ôçò ó÷Ýóåùò áõôÞò (11.2.15). Ãíùñßæïõìå üìùò áðü ôïí ôýðï (10.2.17) üôé

L{eat} = 1
s − a

, ïðüôå L−1
{

1
s − a

}
= eat, (11.2.16)

åöüóïí ðåñéïñéóèïýìå óå óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò (åäþ óôç óõíÜñôçóç eat) êáé ìÜëéóôá ãéá t ≥ 0.

ÈÝôïíôáò áðëÜ a = −k óôïí ôýðï áõôü (11.2.16), äéáðéóôþíïõìå üôé

L−1
{

1
s + k

}
= e−kt. (11.2.17)

ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå ðñïóäéïñßóåé ìÝ÷ñé óôéãìÞò ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace óôïí ðñþôï
üñï ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôçò ó÷Ýóåùò (11.2.15), ïõóéáóôéêÜ ôçò ëýóåùò è(t) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞ-
ìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (11.2.1) êáé (11.2.2).

Óõíå÷ßæïõìå ôþñá ìå ôï äåýôåñï üñï, ï ïðïßïò åßíáé êáé ëßãï ðéï äýóêïëïò. Åäþ ðñÝðåé íá
áíôéóôñÝøïõìå êáôÜ Laplace ôï êëÜóìá 1/[s(s + k)]. Èá ôï êÜíïõìå áíáëýïíôÜò ôï ðñþôá óå
áðëÜ êëÜóìáôá ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç

1
s(s + k)

= A
s

+ B
s + k

. (11.2.18)
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áöïý ôï äåõôåñïâÜèìéï ðïëõþíõìï s(s + k) óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ êëÜóìáôïò 1/[s(s + k)] Ý÷åé
áðëÝò ìüíï ñßæåò: ôéò äýï ñßæåò s1 = 0 êáé s2 = −k. Óôç ó÷Ýóç áõôÞ (11.2.18) åßíáé áíáãêáßï íá
ðñïóäéïñéóèïýí ïé äýï óôáèåñÝò A êáé B, ðïõ åßíáé ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôåò, þóôå ç ó÷Ýóç áõôÞ
íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò, äçëáäÞ ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ìåôáâëçôÞò s. Ï ðéï áðëüò ôñüðïò ãéá ôïí
ðñïóäéïñéóìü ôùí äýï óõíôåëåóôþí Á êáé Â åßíáé íá áðáëåßøïõìå óôçí ßäéá ó÷Ýóç (11.2.18) ôïõò
ðáñïíïìáóôÝò ôùí êëáóìÜôùí. ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò åðß s(s + k), âñßóêïõìå áìÝóùò üôé ðñÝðåé
íá éó÷ýåé (åííïïýìå åê ôáõôüôçôïò íá éó÷ýåé, ü÷é áðëÜ óáí åîßóùóç!) ç ó÷Ýóç

1 = Á(s + k) + Âs, ïðüôå (A + B)s + (kA − 1) = 0. (11.2.19)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ãñáììéêÞ ó÷Ýóç ðïõ èÝëïõìå íá éó÷ýåé ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ìåôáâëçôÞò s. ¢ñá
åßíáé áíáãêáßï íá ìçäåíßæïíôáé ôáõôü÷ñïíá êáé ï óõíôåëåóôÞò Á + Â ôïõ s, áëëÜ êáé ï óôáèåñüò
üñïò kA − 1. ÅðïìÝíùò {

A + B = 0

kA − 1 = 0
�⇒




A = 1
k
,

B = − 1
k
.

(11.2.20)

¢ñá ìå ôéò ôéìÝò áõôÝò, Á = 1/k êáé Â = −1/k, ç áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá (11.2.18) ðáßñíåé ôçí
ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

1
s(s + k)

= 1
ks

− 1
k(s + k)

. (11.2.21)

×ñçóéìïðïéïýìå åðïìÝíùò êáé ðÜëé ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá (11.2.13) ôïõ áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace êáèþò êáé ôïí ôýðï (11.2.16), áõôüí äýï öïñÝò: ìßá ìå a = 0 êáé ìßá ìå a = −k
(ôýðïò (11.2.17)). Ìå ôïí ôñüðï áõôü áðü ôçí ðéï ðÜíù áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá (11.2.18)
Þ, êáëýôåñá, (11.2.21), áíôéóôñÝöïíôáò êáôÜ Laplace óõíÜãïõìå üôé

L−1
{

1
s(s + k)

}
= 1

k
e0 t − 1

k
e−kt = 1

k
(1 − e−kt). (11.2.22)

ÐëçóéÜæïõìå óôï ôÝëïò ôçò ëýóåùò. ÁðëÜ áíôéêáèéóôïýìå ôïõò áíôßóôñïöïõò ìåôáó÷çìá-
ôéóìïýò Laplace (11.2.17) êáé (11.2.22) óôç ó÷Ýóç (11.2.15) êáé ðáßñíïõìå ôç ëýóç ìáò è(t) óôçí
ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

è(t) = è0e−kt + èð(1 − e−kt) (11.2.23)

(ìåôÜ êáé ìéá áðáñáßôçôç áðëïðïßçóç k/k = 1 óôï äåýôåñï üñï ôïõ äåîéïý ìÝëïõò). Ìå áíáäéÜ-
ôáîç ôùí üñùí óôï äåîéü ìÝëïò ìðïñïýìå ðñïöáíþò íá ãñÜøïõìå ôçí ßäéá ëýóç è(t) êáé óôçí
áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

è(t) = èð + (è0 − èð)e−kt. (11.2.24)

ÁõôÞ åßíáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (11.2.1) êáé (11.2.2), äçëáäÞ ç æçôïýìåíç èåñ-
ìïêñáóßá è(t) (åííïåßôáé ãéá t ≥ 0) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ èåñìïêñáóßáò è0 (ãéá t < 0), ôï ïðïßï
ìåôáöÝñèçêå ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 óå ðåñéâÜëëïí èåñìïêñáóßáò èð. ÂÝâáéá ç ëýóç áõôÞ è(t)
éó÷ýåé åßôå ãéá èð < è0 (øýîç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) åßôå ãéá èð > è0 (èÝñìáíóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ).
ÐáñÜ ôáýôá ï ó÷åôéêüò öõóéêüò íüìïò óôçÌåôÜäïóçÈåñìüôçôáò êáôÜðáñÜäïóç êáëåßôáé íüìïò
øýîåùò (êáé ü÷é èåñìÜíóåùò) ôïõ Íåýôùíá, ðáñüôé éó÷ýåé ÷ùñßò áëëáãÞ êáé ãéá ôç èÝñìáíóç.

A11.2.5. ÂÞìá 4: ÅðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò

Ôï ôåëåõôáßï âÞìá ìáò èá åßíáé ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò (11.2.23) Þ (11.2.24) ôïõ ðñïâëÞ-
ìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (11.2.1) êáé (11.2.2), ôï ïðïßï ìüëéò ëýóáìå. Êáôáñ÷Þí èÝôïíôáò t = 0 óôç
ëýóç (11.2.24) êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé e0 t = 1, äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé è(0) = è0. ÅðïìÝ-
íùò ðñïöáíþò åðáëçèåýåôáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.2.2): è(0) = è0 ðïõ ìüëéò ðñïáíáöÝñáìå.
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Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí åðáëÞèåõóç êáé ôçò ßäéáò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.2.1) óôç äåý-
ôåñç (êáé ðñïôéìüôåñç) ìïñöÞ ôçò, áò ôçí åðáíáëÜâïõìå:

è̇(t) + kè(t) = kèð. (11.2.25)

Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðáñáãùãßæïõìå ìßá öïñÜ ôç ëýóç (11.2.24) âñßóêïíôáò

è̇(t) = −k(è0 − èð)e−kt. (11.2.26)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôçí ðáñÜãùãï (11.2.26) êáé ôç óõíÜñôçóç (11.2.24) ôçò ëýóåùò è(t) óôç
äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (11.2.25), ðáñáôçñïýìå üôé ïäçãïýìáóôå óå ôáõôüôçôá, åðåéäÞ

−k(è0 − èð)e−kt + k[èð + (è0 − èð)e−kt] = kèð �⇒ kèð = kèð �⇒ 0 = 0. (11.2.27)

Óõìðëçñþèçêå åðïìÝíùò ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò è(t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (11.2.1)
êáé (11.2.2).

A11.2.6. ÖõóéêÝò ðáñáôçñÞóåéò êáé óõìðÝñáóìá

Ôåëåéþíïõìå ôçí åíüôçôá áõôÞ ìå äýï öõóéêÝò ðáñáôçñÞóåéò êáé Ýíá ðñáêôéêü óõìðÝñáóìá:

➤ ÐáñáôÞñçóç A11.1: Áò ðáñáôçñÞóïõìå êáôáñ÷Þí üôé ç èåñìïêñáóßá è(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
ðïõ åîåôÜæïõìå êáé ðïõ áñ÷éêÜ Þôáí è0 äå ìåôáâëÞèçêå áðüôïìá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0, ðáñüëï
ðïõ ôï õëéêü óçìåßï ôïðïèåôÞèçêå ìÝóá óå ðåñéâÜëëïí èåñìïêñáóßáò èð. Ç ìåôáâïëÞ ôçò èåñ-
ìïêñáóßáò è(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ãßíåôáé óõíå÷þò ãéá t > 0, óôçí áñ÷Þ ìå ãñÞãïñï ñõèìü, üðùò
öáßíåôáé áðü ôçí ðáñÜãùãï (11.2.26), êáé óôç óõíÝ÷åéá âáèìéáßá ìå áñêåôÜ âñáäýôåñï ñõèìü
êáèþò lim t→∞ e−kt = 0 óôçí ðáñÜãùãï áõôÞ. (Eííïåßôáé üôé ç óôáèåñÜ k åßíáé èåôéêÞ.) Ðñïöáíþò
ãéá t → ∞ êáé ìå äåäïìÝíï üôé lim t→∞ e−kt = 0 èá éó÷ýåé üôé è∞ = èð. ÄçëáäÞ èá éó÷ýåé ç áíáìå-
íüìåíç ïñéáêÞ ó÷Ýóç (11.2.3), ðáñüëï ðïõ äåí áðïôåëåß óõíèÞêç ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò áñ÷éêÞò
ôéìÞò. Åíôïýôïéò åßíáé áíáìåíüìåíç áðü öõóéêÞ óêïðéÜ: ôï õëéêü óçìåßï ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá
ðÜñåé óôï ôÝëïò (ãéá t → ∞) ôç èåñìïêñáóßá èð ôïõ ðåñéâÜëëïíôïò. ¢ñá êáëü åßíáé ðïõ êÜíáìå
êáé áõôÞí ôçí åðáëÞèåõóç.

➤ ÐáñáôÞñçóç A11.2: ¸íáò ðáñáôçñçôéêüò Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èá ìðïñïýóå ßóùò íá ðñï-
÷ùñÞóåé óôïí åîÞò åóöáëìÝíï éó÷õñéóìü. Áöïý ðëçñïýôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.2.1) ãéá êÜèå
ôéìÞ ôçò ÷ñïíéêÞò ìåôáâëçôÞò t áðü ôç ëýóç (11.2.24) êáèþò âÝâáéá êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.2.2),
Üñá ôß ùñáßá!, éó÷ýåé ç ëýóç áõôÞ è(t) ãéá êÜèå ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ ôïõ t åßôå èåôéêÞ åßôå áñíçôéêÞ.
Åì äåí åßíáé áêñéâþò Ýôóé! ¼÷é ãéáôß Ýãéíå êÜðïéï õðïëïãéóôéêü ëÜèïò óôçí åðáëÞèåõóç (11.2.27)
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.2.1) Þ (11.2.25). Ç åðáëÞèåõóç åßíáé óùóôÞ! Ôï ëÜèïò óôïí ðéï
ðÜíù éó÷õñéóìü Ýãêåéôáé áðëÜ óôï ãåãïíüò üôé ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (11.2.1) éó÷ýåé ìüíï áðü
ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 êáé ìåôÜ (ãéá t ≥ 0). Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá êáíÝíáò äåí îÝñåé ðïý áêñé-
âþò âñéóêüôáí ôï õëéêü óçìåßï ãéá t < 0: ðñoôïý ôïðïèåôçèåß óå ðåñéâÜëëïí èåñìïêñáóßáò èð.
ÊáíÝíáò äåí îÝñåé ôçí éóôïñßá ôïõ. Äåí ðåñéëáìâÜíåôáé ç éóôïñßá áõôÞ óôçí ðáñïýóá åöáñìïãÞ.
¢ñá ãåíéêÜ äåí éó÷ýåé ãéá t < 0 ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.2.1) ïýôå âÝâáéá êáé ç ëýóç ôçò (11.2.24)
(êé áò åðáëçèåýåé ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç!).

� ÓõìðÝñáóìá: Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñÝðåé íá ðñïóÝ÷åé éäéáß-
ôåñá ôéò åðéëýóåéò ôùí öõóéêþí ðñïâëçìÜôùí ôïõ. ×ñåéÜæåôáé ðñïóï÷Þ ü÷é ìüíï ùò ðñïò ôçí
åðáëÞèåõóç ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé ôùí óõíèçêþí ðïõ éó÷ýïõí, áëëÜ êáé ùò ðñïò ôçí
ïñèüôçôá áðü öõóéêÞò áðüøåùò ôùí åîéóþóåùí êáé ôùí óõíèçêþí ôïõ. ÁöåôÝñïõ ï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìüò Laplace óõëëÝãïíôáò ðëçñïöïñßåò ãéá ôéò õðåéóåñ÷üìåíåò óõíáñôÞóåéò ìüíï ãéá t ≥ 0,
üðùò åßíáé áðüëõôá óáöÝò áðü ôïí ïñéóìü ôïõ (10.2.1), ïäçãåß óå óõìðåñÜóìáôá (åäþ óå ëýóåéò)
ðïõ éó÷ýïõí åðßóçò ìüíï ãéá t ≥ 0. Ðñïóï÷Þ ëïéðüí óôá óçìåßá áõôÜ!
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A11.3. ÊÉÍÇÓÇ ÕËÉÊÏÕ ÓÇÌÅÉÏÕ ÌÅ ÁÍÔÉÓÔÁÓÇ

A11.3.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èåùñïýìå ôçí ïñéæüíôéá åõèýãñáììç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m ìå
áíôßóôáóç óôçí êßíçóç ôçò ìïñöÞò R = −cv(t) (ôï ìåßïí äçëþíåé üôé ðñüêåéôáé ãéá áíôßóôáóç)
ìå t ôï ÷ñüíï, v(t) ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé ôï c ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Èåùñïýìå
åðßóçò üôé åöáñìüæåôáé êáé ãíùóôÞ öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï.

Ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá ðñïêýðôåé ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ðñþôçò ôÜîåùò

mv̇(t) = p(t) + R(t) �⇒ mv̇(t) = p(t) − cv(t) (11.3.1)

ùò ðñïò ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Ôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçí îáíáãñÜöïõìå
êáé óôç ìïñöÞ

mv̇(t) + cv(t) = p(t). (11.3.2)

ÔåëéêÜ êñßíïõìå óêüðéìï íá äéáéñÝóïõìå êáé ìå ôç ìÜæá m üëç ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ïðüôå
ðñïêýðôåé

v̇(t) + ëv(t) = p(t)
m

ìå ë = c
m

(11.3.3)

ìéá ãíùóôÞ óôáèåñÜ: ë = c /m. Èá åîåôÜóïõìå ôþñá ôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ãéá ÷ñïíéêÝò
óôéãìÝò t ≥ 0 ìå áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá

v(0) = v0. (11.3.4)

Ïé åîéóþóåéò (11.3.3) êáé (11.3.4) óõíéóôïýí Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò. Áõôü áðïôåëåßôáé
áðü (á) ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò
(ôïõò óõíôåëåóôÝò 1 êáé ë) (11.3.3) êáé (â) ôç ó÷åôéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.3.4). Ç öüñôéóç (åîù-
ôåñéêÞ äýíáìç) p(t) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.3.3) õðïôßèåôáé ãíùóôÞ (áëë’
áõèáßñåôç, ü÷é óõãêåêñéìÝíç, ôõ÷áßá) óõíÜñôçóç. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ)
åßíáé ç ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ï ÷ñüíïò t ìå t ≥ 0.

Èá ëýóïõìå ðéï êÜôù ôï ðñüâëçìá áõôü áñ÷éêÞò ôéìÞò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace êáé èá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ãéá t ≥ 0. Ìüëéò ãßíåé áõôü,
õðÜñ÷åé âÝâáéá ç äõíáôüôçôá íá ðñïóäéïñéóèåß êáé ç èÝóç x(t) ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ óáí ôï
ïëïêëÞñùìá ôçò ôá÷ýôçôÜò ôïõ v(t) ìå âÜóç ôïí ðñïöáíÞ ïëïêëçñùôéêü ôýðï

x(t) = x0 +
∫ t

0
v(ô) dô ìå x0 := x(0) (11.3.5)

óáí ìéá äåýôåñç áñ÷éêÞ óõíèÞêç ãéá ôç èÝóç x(t) ìüíï: x(0) = x0.

A11.3.2. ÂÞìá 1: ÌåôáôñïðÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå áëãåâñéêÞ

Áêñéâþò üðùò êÜíáìå êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á11.2, Ýôóé èá åñãáóèïýìå êáé åäþ
ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Äçëþíïõìå ìå V (s) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò
Üãíùóôçò óõíáñôÞóåþò ìáò v(t) (ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ), äçëáäÞ V (s) = L{v(t)}. Ôüôå
ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ v̇(t) èá Ý÷ïõìå êáôÜ ôá ãíùóôÜ

L{v̇(t)} = sV (s) − v(0) = sV (s) − v0 ìå V (s) = L{v(t)} (11.3.6)

ëüãù êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (11.3.4), v(0) = v0, ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ.

ÅðïìÝíùò ôïðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (11.3.3) êáé (11.3.4) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ ôçòðñùôïâÜèìéáò
áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò

[sV (s) − v0] + ëV (s) = P(s)
m

ìå P(s) = L{p(t)} (11.3.7)
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ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ãíùóôÞò öïñôßóåùò (åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò) p(t). Ôçí ðñùôïâÜè-
ìéá áëãåâñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (11.3.7) ôç ãñÜöïõìå êáé óôçí áêüëïõèç áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò:

(s + ë)V (s) = v0 + P(s)
m

. (11.3.8)

Ó’ áõôÞí ôç ãñáöÞ ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç V (s) = L{v(t)} åßíáé áñéóôåñÜ, åíþ ç ãíùóôÞ áñ÷éêÞ
óõíèÞêç v0 êáèþò êáé ç åðßóçò ãíùóôÞ óõíÜñôçóç P(s) = L{p(t)} âñßóêïíôáé äåîéÜ.
A11.3.3. ÂÞìá 2: Åðßëõóç ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò

Ôþñá ðïõ ìåôáó÷çìáôßóáìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.3.3) óôçí áëãåâñéêÞ åîßóùóç (11.3.8),
Ý÷ïíôáò ëÜâåé õðüøç ìáò êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.3.4), v(0) = v0, ôß ôï ðéï åýêïëï áðü ôï íá ôç
ëýóïõìå ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace V (s); ¸ôóé âñßóêïõìå áìÝóùò ôç ëýóç ôçò

V (s) = v0
s + ë

+ 1
m

P(s)
s + ë

= v0
s + ë

+ 1
m

P(s)
1

s + ë
. (11.3.9)

Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï äéáèÝôïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace V (s) = L{v(t)} ôçò Üãíùóôçò óõ-
íáñôÞóåùò v(t): ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ôïõ ïðïßïõ ôçí êßíçóç ìåëåôÜìå.

A11.3.4. ÂÞìá 3: ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

ÁðïìÝíåé ç áíôéóôñïöÞ v(t) = L−1{V (s)} ôïõ ðéï ðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (11.3.9).
Ðñïò ôï óêïðü áõôü ëáìâÜíïõìå ðñþôá õðüøç ìáò ôïí ôýðï (11.2.16) ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíü-
ôçôáò Á11.2 ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò êáé ôïí áíôßóôñïöü ôïõ.
¸ôóé, åäþ ìå a = −ë, Ý÷ïõìå üôé

L−1
{

1
s + ë

}
= e−ët. (11.3.10)

Ðñüêåéôáé ãéá ôïí ôýðï (11.2.17), åäþ üìùò ìå ë áíôß k. (Ôï óýìâïëï k ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõ÷íÜ
óôç Ìç÷áíéêÞ êáé óôéò Ôáëáíôþóåéò ãéá ôç óôáèåñÜ åëáôçñßïõ. Ãé’ áõôü ðñïôéìÞóáìå åäþ ôï
óýìâïëï ë ãéá ôç äÞëùóç ôïõðçëßêïõ c/m.) Ìå âÜóç ôïíðáñáðÜíùôýðï (11.3.10) ï áíôßóôñïöïò
ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace v1(t) ôïõ ðñþôïõ üñïõ v0 /(s + ë) ôçò ëýóåùò (11.3.9) åßíáé áðëÜ

v1(t) = L−1
{

v0
s + ë

}
= v0L−1

{
1

s + ë

}
= v0e−ët (11.3.11)

ëüãù êáé ôçò ãñáììéêÞò éäéüôçôáò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ôïõ áíôéóôñüöïõ ôïõ.

Ôþñá ùò ðñïò ôï äåýôåñï üñï (1/m)P(s)/(s + ë) óôçí ßäéá ëýóç (11.3.9) ðÝñá áðü ôç óôáèåñÜ
ìÜæá m ðáñáôçñïýìå üôé Ý÷ïõìå ôï ãéíüìåíï P(s) åðß 1/(s+ ë). Áëë’ áöïý P(s) = L{p(t)}, èá éó÷ýåé

L−1{P(s)} = p(t) êáé åðßóçò, áíåîÜñôçôá, L−1
{

1
s + ë

}
= e−ët, (11.3.12)

üðùò Þäç îÝñïõìå áðü ôïí ôýðï (11.3.10). ¢ñá ìå âÜóç ôçí Éäéüôçôá 7 ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace (ÐáñÜãñáöïò Á10.3.7), ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace v2(t) ôïõ äåýôåñïõ üñïõ
(1/m)P(s)/(s + ë) ôçò ëýóåùò (11.3.9) èá åßíáé áðëÜ ßóïò ìå 1/m åðß ôç óõíÝëéîç p(t) ∗ e−ët, äçëáäÞ

v2(t) = L−1
{
1
m

P(s)
1

s + ë

}
= 1

m
p(t)∗e−ët = 1

m

∫ t

0
p(ô)e−ë(t−ô) dô = 1

m
e−ët

∫ t

0
p(ô)eëô dô. (11.3.13)

Ôþñá ìå âÜóç ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá óôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ï áíôßóôñïöïò
ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace v(t) = L−1{V (s)} ôçò ëýóåùò V (s) = L{v(t)} óôç ó÷Ýóç (11.3.9) èá åßíáé

v(t) = v1(t) + v2(t) = v0e−ët + 1
m

e−ët
∫ t

0
p(ô)eëô dô = e−ët

[
v0 + 1

m

∫ t

0
p(ô)eëô dô

]
. (11.3.14)

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò (11.3.14) ùò ðñïò ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí
ôéìþí (11.3.3) êáé (11.3.4) äåí ðáñïõóéÜæåé êáìßá óïâáñÞ äõóêïëßá êáé ãé’ áõôü ðáñáëåßðåôáé.
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A11.4. ÉÎÏÅËÁÓÔÉÊÏÔÇÔÁ

Óôç óýíôïìç áõôÞ åíüôçôá èá åîåôÜóïõìå ôï ðñüâëçìá ôïõ ìïíïáîïíéêïý åöåëêõóìïý (Þ/êáé
èëßøåùò) åíüò éîïåëáóôéêïý õëéêïý (viscoelastic material) óôçí Éîïåëáóôéêüôçôá (Viscoelasticity)
õðü ôÜóç ó(t). Ðñüêåéôáé ãéá ôï öáéíüìåíï åêåßíï üðïõ õðÜñ÷åé ÷ñïíéêÞ ìåôáâïëÞ ôçò ðáñá-
ìïñöþóåùò å(t) áêüìç êáé ãéá óôáèåñÞ ôÜóç ó(t) = ó0: åñðõóìüò (creep), êáé åðßóçò ÷ñïíéêÞ
ìåôáâïëÞ ôçò ôÜóåùò ó(t) áêüìç êáé ãéá óôáèåñÞ ðáñáìüñöùóç å(t) = å0: ÷áëÜñùóç (relax-
ation). ÁñêåôÜ õëéêÜ ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðáñïõóéÜæïõí éîïåëáóôéêÞ óõìðåñéöïñÜ, üðùò:
(á) ðëáóôéêÜ õëéêÜ, (â) ìÝôáëëá óå õøçëÝò èåñìïêñáóßåò êáé (ã) óå ìéêñü âáèìü êáé ôï óêõñüäåìá.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðåñéïñéóèïýìå óôï ìïíïáîïíéêü åöåëêõóìü äïêéìßïõ êáôáóêåõáóìÝíïõ
áðü éîïåëáóôéêü õëéêü Kelvin (Þ õëéêü Voigt). Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá áðü ôá ðéï áðëÜ êáé ãíùóôÜ
éîïåëáóôéêÜ õëéêÜ. Óçìåéþíåôáé üôé ç ôÜóç ó(t) åöáñìüæåôáé óôï äïêßìéï áðü ôç óôéãìÞ t = 0 êáé
ìåôÜ (t ≥ 0) êáé èåùñåßôáé ãåíéêÜ ìåôáâëçôÞ. Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôçí áðëÞ ìïñöÞ

q0å(t) + q1 å̇(t) = ó(t) êáé áëëÜæïíôáò ôç óåéñÜ ôùí üñùí q1 å̇(t) + q0å(t) = ó(t) (11.4.1)

ìå t > 0 êáé ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç (ðïõ ðñïêýðôåé ãéá öõóéêïýò ëüãïõò) ôç óõíèÞêç å(0) = 0.

Ðñüêåéôáé ðñïöáíþò ãéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ìå óôá-
èåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôéò äýï èåôéêÝò óôáèåñÝò q0 êáé q1 ôïõ õëéêïý Kelvin (Þ Voigt). ÁíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ åßíáé ï ÷ñüíïò t êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç ç ðáñáìüñöùóç å(t) ôïõ äïêéìßïõ (êáôÜ ìÞêïò
ôïõ). Ç ôÜóç ó(t) óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç (ìå t ≥ 0 ìüíï). Ìçäåíßæåôáé ãéá t < 0.

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé çðéïðÜíùäéáöïñéêÞ åîßóùóçáðüìáèçìáôéêÞòáðüøåùòóõìðßðôåé
áðüëõôá ìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.3.2) ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Á11.3. ÓõãêåêñéìÝíá åäþ
Ý÷ïõìå áðëÜ Ýíá äéáöïñåôéêü óõìâïëéóìü (êáé Ýíá äéáöïñåôéêü öõóéêü ðñüâëçìá!): q1 óôç èÝóç
ôïõm, q0 óôç èÝóç ôïõ c, å(t) óôç èÝóç ôïõ v(t) êáéó(t) óôç èÝóç ôïõp(t). ¢ñá åñãáæüìáóôå åíôåëþò
áíÜëïãá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace èÝôïíôáò

ë = q0

q1
, E(s) = L{å(t)} , Ó(s) = L{ó(t)}. (11.4.2)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü (Þ áðëïýóôåñá áëëÜæïíôáò ôá óýìâïëá óôçí ôåëéêÞ ëýóç (11.3.14) ôçò ðñïç-
ãïýìåíçò åíüôçôáò) êáé ìç ëçóìïíþíôáò ôç ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç: å(0) = 0 (åäþ ðïõ ó(t) = 0
ãéá t < 0), êáôáëÞãïõìå óôçí åîÞò ôåëéêÞ ëýóç ãéá ôçí ðáñáìüñöùóç å(t) ôïõ äïêéìßïõ ìáò:

å(t) = 1
q1

e−ët
∫ t

0
ó(ô)eëô dô ìå ë = q0

q1
, (11.4.3)

üðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí áñêåôÜ åíäéáöÝñïíôá ãåíéêü ôýðï áðïêñßóåùò
(åäþ óõìðåñéöïñÜò) óå åöåëêõóìü (Þ/êáé óå èëßøç) áðëïý äïêéìßïõ áðü õëéêü Kelvin (Þ Voigt).

� ÅöáñìïãÞ A11.1 (Åñðõóìüò): Íá õðïëïãéóèåß ç ðáñáìüñöùóç åc(t) óå õëéêü Kelvin óôï
öáéíüìåíï ôïõ åñðõóìïý, üðïõ (áðü ôïí ïñéóìü ôïõ åñðõóìïý!) ç ôÜóç åßíáé óôáèåñÞ: ó(t) = ó0.

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðÜñá ðïëý áðëÞ åöáñìïãÞ, áëëÜ ìå éäéáßôåñá óçìáíôéêü åíäéáöÝñïí
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Áñêåß íá èÝóïõìå ó(ô) = ó0 óôïí ðáñáðÜíù ãåíéêü ïëïêëçñùôéêü
ôýðï (11.4.3), ðïõ ìüëéò âñÞêáìå. ¸ôóé ðñïêýðôåé ãéá ôçí ðáñáìüñöùóç åc(t) ôïõ õðü åñðõóìü
(creep, ãé’ áõôü êáé ï äåßêôçò c) äïêéìßïõ (åðáíáëáâÜíåôáé áðü õëéêü Kelvin éóïäýíáìá Voigt) üôé

åc(t) = 1
q1

e−ët
∫ t

0
ó0eëô dô = ó0

q1
e−ët

∫ t

0
eëô dô = ó0

q1
e−ët eëô

ë

∣∣∣∣
t

0
= ó0

ëq1
e−ët (eët − 1) (11.4.4)

êáé ôåëéêÜ, áöïý ë = q0 /q1, ïðüôå ëq1 = q0, êáé Ýðåéôá áðü ìéá ìéêñÞ áðëïðïßçóç: e−ët eët = 1,

åc(t) = ó0

q0
(1 − e−ët) ìå ë = q0

q1
êáé t ≥ 0. (11.4.5)

Åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôç ëýóç áõôÞ (êáé áíáìåíüìåíï!) üôé åc(0) = 0 êáé lim t→∞ åc(t) = ó0 /q0. �
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A11.5. ÅËÅÕÈÅÑÅÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ×ÙÑÉÓ ÁÐÏÓÂÅÓÇ

A11.5.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

Ç åíüôçôá áõôÞ êáèþò êáé ïé åðüìåíåò ôÝóóåñéò åíüôçôåò áöïñïýí óôéò Ôáëáíôþóåéò. Óôçí
ðáñïýóá åíüôçôá åîåôÜæïõìå ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò (ðïõ óõìðåñéëáìâÜíïõí óáí åéäéêÞðåñß-
ðôùóç êáé ôéò éäéïôáëáíôþóåéò) óå áðëü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m
êáé åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k. Ç ôüóï ãíùóôÞ ìáò ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6.1.3) Þ (10.3.2)

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t), t > 0, (11.5.1)

÷ùñßò áðüóâåóç (ìå c = 0 éóïäýíáìá ìå î = 0) ïýôå êáé åîùôåñéêÞ äýíáìç (ìå p(t) = 0) ðáßñíåé
ôþñá ôçí áñêåôÜ áðëÞ ìïñöÞ

ü(t) + ù2
0u(t) = 0 ìå ù0 =

√
k
m

. (11.5.2)

Ôï óýìâïëï ù0 äçëþíåé ôçí éäéïóõ÷íüôçôá Þ öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôïõ ìç÷áíéêïý ìáò
óõóôÞìáôïò. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ êáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ï ÷ñüíïò t. Óáí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ èåùñïýìå ôç óôéãìÞ t = 0 êáé õðïèÝôïõìå ãíùóôÝò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0, (11.5.3)

äçëáäÞ ôçí áñ÷éêÞ èÝóç u0 êáé ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0 ôïõ õëéêïý óçìåßïõ.

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ áðïôåëåßôáé (á) áðü ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (11.5.2) êáé (â) ôéò äýï áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò (11.5.3). Óôçí åíüôçôá áõôÞ ç åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý èá ãßíåé ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÅðåéäÞ äåí Ý÷ïõìå áðüóâåóç (c = 0 Þ î = 0), ðåñéìÝíïõìå âÝâáéá
ïé ôáëáíôþóåéò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ íá åßíáé óôáèåñïý åýñïõò. Èá äéáðéóôþóïõìå ðáñáêÜôù üôé
Ýôóé ðñáãìáôéêÜ óõìâáßíåé.

A11.5.2. ÂÞìá 1: ÌåôáôñïðÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå áëãåâñéêÞ

Èá êÜíïõìå ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) = L{u(t)} ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóÞ
ìáò u(t): ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Åðßóçò êáé ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

L{ü(t)} = s2U(s) − su(0) − u̇(0), ïðüôå L{ü(t)} = s2U(s) − su0 − v0 (11.5.4)

åîáéôßáò ôùí äýï áñ÷éêþí óõíèçêþí (11.5.3). Ôþñá ìå åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.5.2) ìåôáôñÝðåôáé óôçí áêüëïõèç ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç:

[s2U(s) − su0 − v0] + ù2
0U(s) = 0, ëßãï áðëïýóôåñá (s2 + ù2

0)U(s) = su0 + v0. (11.5.5)

A11.5.3. ÂÞìá 2: Åðßëõóç ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò

ÐñÝðåé ôþñá íá åðéëýóïõìå ôçí áìÝóùò ðéï ðÜíù ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç (11.5.5)
ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) = L{u(t)}. Ç åðßëõóç åßíáé ðÜñá ðïëý åýêïëç
êáé ç ó÷åôéêÞ ëýóç U(s) ðïëý áðëÞ:

U(s) = su0 + v0
s2 + ù2

0

. (11.5.6)

A11.5.4. ÂÞìá 3: ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

ÏðáñïíïìáóôÞò s2+ù2
0 óôçí åõèýòðéïðÜíù ëýóçU(s) = L{u(t)} ìáò èõìßæåé ôñéãùíïìåôñéêÝò

óõíáñôÞóåéò. ÎáíáãñÜöïõìå ôçí ßäéá ëýóç U(s) óôçí ðéï åý÷ñçóôç ìïñöÞ

U(s) = u0
s

s2 + ù2
0

+ v0
1

s2 + ù2
0

êáé ðáñáðÝñá U(s) = u0
s

s2 + ù2
0

+ v0
ù0

ù0

s2 + ù2
0

. (11.5.7)
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¸ôóé ãßíïíôáé ðéï ðñïöáíåßò ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ôùí äýï ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí:
óõíçìßôïíï (ðñþôï êëÜóìá) êáé çìßôïíï (äåýôåñï êëÜóìá).

ÐñáãìáôéêÜ, ãíùñßæïõìå êáëÜáðü ôçíÐáñÜãñáöïÁ10.3.1 ôïõðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á10
ôïõò ó÷åôéêïýò ôýðïõò (10.3.31). Ôïõò åðáíáëáìâÜíïõìå, åäþ üìùò ìå ù0 áíôß ãéá ù:

L{cosù0t} = s

s2 + ù2
0

êáé L{sinù0t} = ù0

s2 + ù2
0

. (11.5.8)

ÕðïèÝôïõìå ìÜëéóôá üôé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (óõãêåêñéìÝíá ç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óç-
ìåßïõ) u(t) = L−1{U(s)} åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. Êáé ðñáãìáôéêÜ ðñÝðåé íá éó÷ýåé áõôü óôç
äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (11.5.2), áöïý ðáñïõóéÜæåôáé äåýôåñç ðáñÜãùãïò ü(t) (äçëáäÞ ç åðéôÜ-
÷õíóç a(t) = ü(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò Ýììåóá
(êáé äåí åßíáé éäéáßôåñçò óçìáóßáò áõôü) üôé ç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé
èåôéêÞ (s > 0). ¸ôóé éó÷ýïõí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace (11.5.8). Õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò áõ-
ôÝò éó÷ýïõí êáé ïé áíôßóôñïöïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace (11.5.8),
äçëáäÞ:

L−1
{

s

s2 + ù2
0

}
= cosù0t êáé L−1

{
ù0

s2 + ù2
0

}
= sinù0t. (11.5.9)

Ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò áõôïýò (11.5.9) åßíáé ðéáðáé÷íéäÜêé ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace (11.5.7) êáé ç åýñåóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t) = L−1{U(s)}. Ôï ðñþôï êëÜóìá óôï
äåîéü ìÝëïò äßíåé óõíçìéôïíéêü üñï (cosù0t) êáé ôï äåýôåñï çìéôïíéêü (sinù0t). Êáé ôá äýï ìáæß
äßíïõí ôç æçôïýìåíç ëýóç

u(t) = u0 cosù0t + v0
ù0

sinù0t (11.5.10)

ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (11.5.2) êáé (11.5.3). Ðïëý ùñáßá! ÁðïìÝíåé üìùò
ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò u(t) = L−1{U(s)}.
A11.5.5. ÂÞìá 4: ÅðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò

Ðñþôá ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.5.3), äçëáäÞ u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0. ÈÝôïíôáò ôþñá t = 0 óôç
ëýóç u(t) ôçò áìÝóùò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåùò (11.5.10), äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

u(0) = u0 · 1 + v0
ù0

· 0 = u0 + 0 = u0, (11.5.11)

üðùò Þôáí ðñáãìáôéêÜ åðéèõìçôü ãéá ôçí áñ÷éêÞ èÝóç u(0) = u0 ôïõ õëéêïý óçìåßïõ.

Óõíå÷ßæïõìå ôþñá ìå ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá u̇(0) = v0. Ðáñáãùãßæïõìå ôç ëýóç ìáò u(t) óôç
ó÷Ýóç (11.5.10) êáé âñßóêïõìå

u̇(t) = −ù0u0 sinù0t + v0 cosù0t. (11.5.12)
ÅðïìÝíùò ãéá t = 0

u̇(0) = −ù0u0 · 0 + v0 · 1 = 0 + v0 = v0, (11.5.13)

áêñéâþò üðùò åðéèõìïýóáìå. ¢ñá åðáëçèåýèçêáí êáé ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.5.3): u(0) = u0

êáé u̇(0) = v0.

Äåí ôåëåéþóáìå üìùò! ÁðïìÝíåé êáé ç åðáëÞèåõóç ôçò ßäéáò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.5.2).
Ôçí îáíáãñÜöïõìå:

ü(t) + ù2
0u(t) = 0. (11.5.14)

Åßíáé äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò. ¢ñá ÷ñåéáæüìáóôå êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï ü(t) ôçò
ëýóåþò ìáò u(t). Ãéá íá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå, ðáñáãùãßæïõìå Üëëç ìéá öïñÜ, ôþñá ôçí ðñþôç
ðáñÜãùãü ôçò u̇(t) óôç ó÷Ýóç (11.5.12). Âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

ü(t) = −ù2
0u0 cosù0t − ù0v0 sinù0t = −ù2

0

(
u0 cosù0t + v0

ù0
sinù0t

)
= −ù2

0u(t). (11.5.15)
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ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå
ü(t) + ù2

0u(t) = 0 (11.5.16)

êáé ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (11.5.14) óôï ðáñüí ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ
(Þ ìÜæáò--åëáôçñßïõ) Ý÷åé åðáëçèåõèåß êáé áõôÞ. Ôï ßäéï äéáðéóôþíåôáé êáé ðéï Üìåóá ìå êáôåõèåßáí
áíôéêáôÜóôáóç ôçò ëýóåùòu(t), ó÷Ýóç (11.5.10), êáé ôçò äåýôåñçòðáñáãþãïõ ôçò, ó÷Ýóç (11.5.15)
áñéóôåñÜ, óôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (11.5.2) Þ (11.5.14). Åßíáé ðëÞñçò ëïéðüí ç åðáëÞèåõóç ôçò
ëýóåùò u(t). Éó÷ýåé üìùò ìüíï ãéá t ≥ 0. Äåí îÝñïõìå ôß áêñéâþò óõíÝâáéíå ðñéí: ãéá t < 0.

A11.6. ÅÎÁÍÁÃÊÁÓÌÅÍÅÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ×ÙÑÉÓ ÁÐÏÓÂÅÓÇ

Óõíå÷ßæïõìå êáé óôçí åíüôçôá áõôÞ ìå ôéò ôáëáíôþóåéò óå ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëé-
êïý óçìåßïõ ìÜæáò m êáé åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k. Ìå ôéò ãíþóåéò ðïõ áðïêôÞóáìå óôçí åöáñìïãÞ
ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò óôéò ðñïçãïýìåíåò åíüôçôåò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ äåí êñßíåôáé ðéá óêü-
ðéìï íá ÷ñçóéìïðïéïýìå éäéáßôåñçðáñÜãñáöï ãéá êÜèå âÞìá ôçò ìåèüäïõ. Èá õðïèÝôïõìå åðßóçò
óõíå÷þò üôé ïé áíôßóôñïöïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace L−1{U(s)} = u(t) ïñßæïíôáé ðÜíôïôå ìïíïóÞ-
ìáíôá. Êáé ðñáãìáôéêÜ óõìâáßíåé áõôü ãéá óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò, üðùò åßíáé ãåíéêÜ ïé åðáñêþò
ðáñáãùãßóéìåò ëýóåéò u(t) ôùí äéáöïñéêþí ìáò åîéóþóåùí. ¢ñá èá éó÷ýåé êáé ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá
óôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, áêñéâþò üðùò óõìâáßíåé Ýôóé êé áëëéþò óôïí åõèý ìå-
ôáó÷çìáôéóìü Laplace. ÃåíéêÜ èá åßìáóôå Ýôóé ëßãï óõíôïìüôåñïé óôçí åðßëõóç ôùí ðñïâëçìÜôùí
ìáò êáé ó’ áõôÞí ôçí åíüôçôá êáé óôéò åðüìåíåò åíüôçôåò.

Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá õðïèÝôïõìå îáíÜ üôé äåí õðÜñ÷åé áðïóâåóôÞñáò, äçëáäÞ üôé c = 0
Þ î = c /(2mù0) = 0. ¼ìùò áíôßèåôá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá äå÷üìáóôå ôçí ðáñïõóßá
öïñôßóåùò (åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò) p(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï (åîáíáãêáóìÝíåò
ôáëáíôþóåéò). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ (ìå c = 0) ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.5.1) èá ðÜñåé
ôç ìïñöÞ

mü(t) + ku(t) = p(t), t > 0. (11.6.1)

Äéáéñïýìå ôþñá êáé ôá äýï ìÝëç ìå ôç ìÜæám ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé èÝôïõìå êáé ðÜëéù0 = √
k/m

ãéá ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ôáëáíôþóåùí ôïõ ìç÷áíéêïý áõôïý óõóôÞìáôïò. ÎáíáãñÜöïõìå Ýôóé ôç
äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (11.6.1) óôç ëßãï áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò

ü(t) + ù2
0u(t) = p(t)

m
ìå ù0 =

√
k
m

(11.6.2)

êáé ìå ôçí áíçãìÝíç (óôç ìÜæá m) äýíáìç p(t)/m óôï äåîéü ìÝëïò. (Ç ôÜóç óôá óõããñÜììáôá
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý åßíáé íá ìç ÷ñçóéìïðïéåßôáé åéäéêü óýìâïëï, ð.÷. p∗(t), ãéá ôçí áíçãìÝíç
äýíáìç: ãñÜöïõìå áðëÜ p(t)/m.) Èåùñïýìå åðßóçò üôé éó÷ýïõí ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.5.3),
äçëáäÞ üôé u(0) = u0 (áñ÷éêÞ èÝóç) êáé u̇(0) = v0 (áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá) ãéá ôï õëéêü óçìåßï.

Ðñüêåéôáé ãéá ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.5.2) ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò, áëëÜ ôþñá
ìç ïìïãåíÞ: ìå äåîéü ìÝëïò ôçí áíçãìÝíç öüñôéóç p(t)/m. Êáé ðÜëé èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò èÝôïíôáò îáíÜ U(s) = L{u(t)} ãéá ôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t). ÁíÜëïãá èÝôïõìå åðßóçò P(s) = L{p(t)}
ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò (ôçò öïñôßóåùò) p(t).

Õð’ áõôÝò ôéò óõíèÞêåò ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ ôýðïõ (11.5.4) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò
äåýôåñçò ðáñáãþãïõ ü(t) (ðïõ åíóùìáôþíåé êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u0 êáé v0), ç äéáöïñéêÞ ìáò
åîßóùóç (11.6.2) ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ Laplace ìïñöÞ:

[s2U(s)− su0 − v0]+ù2
0U(s) = P(s)

m
, ëßãï áðëïýóôåñá (s2 +ù2

0)U(s) = su0 + v0 + P(s)
m

. (11.6.3)
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ÊáôáëÞîáìå ëïéðüí óå ìéá ãñáììéêÞ (ðñùôïâÜèìéá) áëãåâñéêÞ åîßóùóç. Ðáñáôçñïýìå üôé åýëïãá
ç ìüíç äéáöïñÜ áðü ôçí áíôßóôïé÷ç ãñáììéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç (11.5.5) ôçò ðñïçãïýìåíçò åíü-
ôçôáò (åêåß üìùò ÷ùñßò öüñôéóç: p(t) = 0) åßíáé ç ðáñïõóßá ôïõ êëÜóìáôïò P(s)/m óôï äåîéü ìÝëïò
ôçò åîéóþóåùò (11.6.3). Ôßðïôå Üëëï!

Ëýíïõìå åõèýò ôç ãñáììéêÞ (ðñùôïâÜèìéá) áëãåâñéêÞ åîßóùóç (11.6.3) êáé âñßóêïõìå üôé

U(s) = su0 + v0
s2 + ù2

0

+ P(s)

m(s2 + ù2
0)

(11.6.4)

óôïðåäßï ôçò ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (ü÷é âÝâáéá ôïõ ÷ñüíïõ t!). Ðáñáôçñïýìå
îáíÜ ôçí ðáñïõóßá ôïõ ãíùóôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace P(s) = L{p(t)} ôçò öïñôßóåùò p(t) óôï
äåýôåñï êëÜóìá ôçò ëýóåùò áõôÞò. Ìå êÜðùò êáëýôåñç äéáôýðùóç ôï ðñþôï êëÜóìá óôçí ßäéá
ëýóç U1(s) = (su0 + v0)/(s2 + ù2

0) åêöñÜæåé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. ÄçëáäÞ åêöñÜæåé óõíïðôéêÜ ôçí
«éóôïñßá» ôïõ ìç÷áíéêïý ìáò óõóôÞìáôïò ìÝ÷ñé êáé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0, ðïõ óõíïøßæåôáé óôéò
äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u0 (áñ÷éêÞ èÝóç u0) êáé u̇(0) = v0 (áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0). Ôï ðïéá
áêñéâþò öüñôéóç åðÝäñáóå óôçí åìöÜíéóç ôùí áñ÷éêþí áõôþí óõíèçêþí äåí ôï ãíùñßæïõìå.
ÎÝñïõìå üìùò ðÜñá ðïëý êáëÜ üôé ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (óõíèÞêåò çñåìßáò) ôï êëÜóìá
áõôü U1(s) = (su0 + v0)/(s2 + ù2

0) èá áðïõóéÜæå áðü ôç ëýóç U(s) = L{u(t)}.
Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ôï äåýôåñï êëÜóìá U2(s) = P(s)/[m(s2 + ù2

0)] óôçí ßäéá ëýóç (11.6.4)
åêöñÜæåé ôçí åðéññïÞ ôçò öïñôßóåùò p(t) = L−1{P(s)} ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï ôéò
÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t ≥ 0. Ðñïöáíþò óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò (áêñéâþò üðùò åß÷áìå õðïèÝóåé
óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá) ôï êëÜóìá áõôü U2(s) = P(s)/[m(s2 + ù2

0)] äå èá Þôáí ðáñüí êáé
ðñáãìáôéêÜ äåí Þôáí óôçí áíôßóôïé÷ç ëýóç (11.5.6) ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò.

Ðñï÷ùñÜìå ôþñáóôçíáíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý LaplaceU(s) = L{u(t)} ôçòÜãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò u(t) = L−1{U(s)} ôçò ìåôáôïðßóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Ðáßñíïõìå õðüøç ìáò ôç
ãñáììéêÞ éäéüôçôá ãéá ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Áò ôçí åðáíáëÜâïõìå:

L−1{c1U1(s)+ c2U2(s)} = c1u1(t)+ c2u2(t) ìå u1(t) = L−1{U1(s)}, u2(t) = L−1{U2(s)}. (11.6.5)

¸÷ïõìå åðßóçò ãíùóôü áðü ôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá, ó÷Ýóç (11.5.10), ôïí áíôßóôñïöï ìåôá-
ó÷çìáôéóìü Laplace u1(t) = L−1{U1(s)} ôïõ ðñþôïõ êëÜóìáôïò U1(s) = (su0 + v0)/(s2 +ù2

0) ôçò ðéï
ðÜíù ëýóåùò (11.6.4)

u1(t) = u0 cosù0t + v0
ù0

sinù0t. (11.6.6)

(Ï äåßêôçò 1 óôç óõíÜñôçóç áõôÞ u1(t) áöïñÜ óôï ðñþôï êëÜóìá U1(s) ôçò ëýóåùò (11.6.4).)

ÁðïìÝíåé ç áíôéóôñïöÞ ôïõ äåýôåñïõ êëÜóìáôïò U2(s) = P(s)/[m(s2+ù2
0)] ôçò ëýóåùò (11.6.4),

ðïõ áöïñÜ óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) = L{u(t)}. Ôï îáíáãñÜöïõìå ëßãï êáëýôåñá

U2(s) = P(s)

m(s2 + ù2
0)

= 1
mù0

P(s)
ù0

s2 + ù2
0

. (11.6.7)

ÌåôÜ áðü ôç óôáèåñÜ 1/(mù0) = 1/(m
√
k/m) = 1/

√
km Ý÷ïõìå ôï ãéíüìåíï ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí

Laplace
P(s) = L{p(t)} êáé

ù0

s2 + ù2
0

= L{sinù0t} (11.6.8)

ôçòöïñôßóåùò (ôçò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò) p(t) êáé ôçò çìéôïíéêÞò óõíáñôÞóåùò sinù0t áíôßóôïé÷á.
(Ï äåýôåñïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ìáò åßíáé Þäç ãíùóôüò áðü ôç ó÷Ýóç (11.5.9).)

¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôï ãéíüìåíï ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ôùí óõíáñôÞóåùí p(t) êáé sinù0t.
Ðáßñíïõìå åðßóçò õðüøç êáé ôï ãíùóôü ìáò èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
(Éäéüôçôá 7, ÐáñÜãñáöïò Á10.3.7 ôïõ Êåöáëáßïõ Á10), ôï åðáíáëáìâÜíïõìå:

L−1{Ua(s)Ub(s)} = ua(t) ∗ ub(t) =
∫ t

0
ua(ô)ub(t − ô) dô =

∫ t

0
ua(t − ô)ub(ô) dô (11.6.9)
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áóöáëþò ìå Ua(s) = L{ua(t)} êáé Ub(s) = L{ub(t)}. Óçìåéþíïõìå êáé ðÜëé ôçí éó÷ý ôçò áíôéìåôáèå-
ôéêÞò éäéüôçôáò óôç óõíÝëéîç: ua(t) ∗ ub(t) = ub(t) ∗ ua(t) õðåíèõìßæïíôáò üôé ôï óýìâïëï ∗ äçëþíåé
óõíÝëéîç êáé ü÷é ðïëëáðëáóéáóìü!

ÅðïìÝíùò ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace u2(t) = L−1{U2(s)} èá åßíáé áðëÜ ôï óõíå-
ëéêôéêü ïëïêëÞñùìá

u2(t) = 1
mù0

p(t) ∗ sinù0t = 1
mù0

∫ t

0
p(ô) sinù0(t − ô) dô (11.6.10)

öõóéêÜ åî ïñéóìïý ìå sinù0(t−ô) := sin[ù0(t−ô)]. (Ïé áãêýëåò åííïïýíôáé óå ôÝôïéåò ðåñéðôþóåéò!)
Ç óõíÜñôçóç áõôÞ u2(t) åßíáé ç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò åîáíáãêáóìÝíùí êáé ÷ùñßò
áðüóâåóç ôáëáíôþóåùí õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u0 = 0 êáé u̇(0) = 0. Åßíáé äçëáäÞ
ôï ìÝñïò u2(t) ôçò ëýóåùò u(t) ðïõ ïöåßëåôáé áðïêëåéóôéêÜ óôç öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t).
Ôï Üëëï ìÝñïò u1(t) ôçò ëýóåùò u(t) äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (11.6.6) êáé áöïñÜ óôéò áíôßóôïé÷åò
åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò öõóéêÜ ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. (Áëëéþò äå èá õðÞñ÷å êßíçóç ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò! Äåí åßíáé Ýôóé;)

¢ñá Ý÷ïíôáò êáé ìç ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0, áëëÜ êáé öüñôéóç p(t)
ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò, ç ðëÞñçò ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò èá åßíáé

u(t) = u1(t) + u2(t) = u0 cosù0t + v0
ù0

sinù0t + 1
mù0

∫ t

0
p(ô) sinù0(t − ô) dô. (11.6.11)

Ðñïöáíþò óôç ëýóç áõôÞ u(t) = L−1{U(s)} ïé äýï ðñþôïé üñïé áöïñïýí óôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
(ôéò u0 êáé v0 áíôßóôïé÷á), åíþ ï ôñßôïò üñïò (ï üñïò ìå ôï óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá) áöïñÜ óôç
öüñôéóç (óôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t). ÊáôÜóõíÝðåéá ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò áðïõóéÜæïõí
ïé äýïðñþôïé üñïé êáé åðáíåñ÷üìáóôå óôç ëýóç u2(t) ôçò ó÷Ýóåùò (11.6.10). ÁöåôÝñïõ ìå ìçäåíéêÞ
öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) = 0 (åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò) åðáíåñ÷üìáóôå óôç ëýóç u1(t) ôçò
ó÷Ýóåùò (11.6.6), áõôÞí ðïõ âñÞêáìå óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á11.5.

➤ ÐáñáôÞñçóç A11.3: Ôï óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá ôçò ëýóåùò (11.6.10), ôï ïðïßï âëÝðïõìå üôé
ðáñïõóéÜæåôáé êáé óôçí ðëÞñç ëýóç (11.6.11), ïíïìÜæåôáé ïëïêëÞñùìá Duhamel. Åðßóçò ï ó÷å-
ôéêüò ôýðïò (11.6.10) êáëåßôáé ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Duhamel. Ï ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ
Duhamel åßíáé ðÜñá ðïëý ìåãÜëçò óçìáóßáò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò Ôáëáíôþóåéò êáé óôç
ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí ãåíéêüôåñá. Ãéáôß; ÁðëÜ, ãéáôß åðéôñÝðåé ôçí åýñåóç ôçò áðïêñßóåùò
(ôçò åîüäïõ) u(t) åíüò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õðü áõèáßñåôç (ôõ÷áßá) åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(t). (Áí
ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò äåí åßíáé ìçäåíéêÝò, ðñÝðåé íá ðñïóôåèïýí êáé áõôÝò óôç ëýóç u(t), üðùò
ðñáãìáôéêÜ Ý÷åé ãßíåé óôçí ðëÞñç ëýóç (11.6.11), ðïõ ðåñéÝ÷åé êáé áõôÞ ïëïêëÞñùìá Duhamel
óôï äåîéü ìÝëïò ôçò.) Áêüìç êáé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ï ïðïßïò ãéá êÜðïéï ëüãï äåí Ý÷åé éäéáßôåñï
åíäéáöÝñïí ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ (êáé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace åéäéêüôåñá) ìðïñåß èáõìÜóéá íá
÷ñçóéìïðïéåß ôïí ôýðï (11.6.11) (ìå ôï ïëïêëÞñùìá Duhamel åíóùìáôùìÝíï ó’ áõôüí). Ìå ôïí
ôñüðï áõôü èá ìðïñåß êáé áõôüò íáðñïóäéïñßæåé ó÷åôéêÜ åýêïëá ôçí áðüêñéóç (Ýîïäï) u(t) ôïõ ìç-
÷áíéêïý ôïõ óõóôÞìáôïò (åäþóå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç) ãéá ïðïéáäÞðïôå
öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t). ÐñÝðåé áðëÜ íá åêôåëåß ôç ó÷åôéêÞ ïëïêëÞñùóç åßôå áíáëõôéêÜ,
áí ôïýôï åßíáé åýêïëï, åßôå áñéèìçôéêÜ ãéá ðïëýðëïêåò öïñôßóåéò p(t), ðïõ óõìðåñéëáìâÜíïõí êáé
ôéò öïñôßóåéò ðïõ ðñïóäéïñßæïíôáé ðåéñáìáôéêÜ ìÝóù êÜðïéïõ êáôÜëëçëïõ êáôáãñáöéêïý ìç÷á-
íÞìáôïò. ÊáôÜ óõíÝðåéá ï ôýðïò (11.6.11) (êáé ç åéäéêÞ ðåñßðôùóÞ ôïõ (11.6.10)) ìðïñïýí íá
èåùñïýíôáé äåäïìÝíïé, Ýôïéìïé óáí ðïëý ÷ñÞóéìïé ôýðïé ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óå ðñïâëÞ-
ìáôá åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò áðüóâåóç. (Êáé öõóéêÜ ç ðñáêôéêÞ ÷ñÞóç ôïõò äåí
áðáéôåß êáìßá áðïëýôùò ãíþóç ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace, ìüíï ïëïêëçñþóåùò: (á) áíáëõôéêÞò
Þ (â) åí áíÜãêç áñéèìçôéêÞò.)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá (óôéò åðüìåíåò äýï åíüôçôåò) óôï áêüìç ðéï åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ôùí
ôáëáíôþóåùí ìå áðüóâåóç: (á) åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò êáé (â) åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò
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õðïèÝôïíôáò üìùò áóèåíÞ áðüóâåóç (0 < î < 1 ãéá ôï ëüãï áðïóâÝóåùò î), üðùò ðñáãìáôéêÜ
óõíÞèùò óõìâáßíåé óôéò êáôáóêåõÝò. ÎáíÜ ìå ôçí ßäéá êáé åëðßæåôáé Þäç ïéêåßá ìáò ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ðïõ áðïäåéêíýåôáé ôüóï ÷ñÞóéìç óå ðñïâëÞìáôá ôáëáíôþóåùí êáé
ìÜëëïí ç ðéï áðïôåëåóìáôéêÞ óå ðñïâëÞìáôá åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí õðü áõèáßñåôç
(ãåíéêÞ, ôõ÷áßá) öüñôéóç p(t). Êáé ðÜëé èá ïäçãçèïýìå (óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå
öüñôéóç p(t) �≡ 0) óå óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá, óå ïëïêëÞñùìá Duhamel, áëëÜ ôþñá ëßãï ðéï
ðïëýðëïêï áðü ôï ïëïêëÞñùìá (11.6.10) åîáéôßáò ôïõ üñïõ áðïóâÝóåùò. Áò ðñï÷ùñÞóïõìå
ëïéðüí êáé ó’ áõôÝò ôéò äýï åöáñìïãÝò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

A11.7. ÅËÅÕÈÅÑÅÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÌÅ ÁÓÈÅÍÇ ÁÐÏÓÂÅÓÇ

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ðïõ åîåôÜæïõìå Ý÷åé êáé áðüóâåóç:
õëéêü óçìåßï ìÜæáò m, åëáôÞñéï óôáèåñÜò k êáé áðïóâåóôÞñáò óôáèåñÜò c, éó÷ýåé ç ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (11.5.1), äçëáäÞ ç åîßóùóç

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t), t > 0. (11.7.1)

×ñçóéìïðïéïýìå âÝâáéá êáé ôá äýï ãíùóôÜ ìáò âïçèçôéêÜ óýìâïëá

ù0 =
√

k
m

êáé î = c
2mù0

= c

2m
√
k/m

= c

2
√
km

(11.7.2)

ãéá ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ù0 ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ÷ùñßò áðüóâåóç ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò êáé ôï ëüãï
áðïóâÝóåùò î. ¸ôóé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.7.1) ìðïñåß íá ãñáöåß (ìåôÜ áðü äéáßñåóÞ ôçò äéá
ôçò ìÜæáò m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) êáé óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = p(t)

m
. (11.7.3)

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðåñéïñéóèïýìå óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò (ðïõ ðåñéëáìâÜíïõí óáí
åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáé ôéò éäéïôáëáíôþóåéò) ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå, èá èåù-
ñÞóïõìå äçëáäÞ üôé p(t) = 0. ¸ôóé èá Ý÷ïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = 0. (11.7.4)

Óå óýãêñéóç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.5.2) ôçò Åíüôçôáò Á11.5 áðëÜ
õðÜñ÷åé ôþñá êáé ï üñïò áðïóâÝóåùò 2îù0 u̇(t). (Ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.7.3)
èá ôç ìåëåôÞóïõìå óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Á11.8.) Ðåñéïñßæïõìå åðßóçò ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óôçí
ðåñßðôùóç áóèåíïýò áðïóâÝóåùò (Þ õðïêñßóéìçò áðïóâÝóåùò) õðïèÝôïíôáò üôé 0 < î < 1,
üðùò Þäç áíáöÝñáìå. Èåùñïýìå ôÝëïò êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.5.3), äçëáäÞ ôéò óõíèÞêåò

u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0. (11.7.5)

Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (11.7.4) (äéáöïñéêÞ åîßóùóç) êáé (11.7.5) (áñ-
÷éêÝò óõíèÞêåò) èá äïõëÝøïõìå áêñéâþò üðùò êáé óôçí Åíüôçôá Á11.5. ¸ôóé èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
êáé åäþ ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÈÝôïíôáò U(s) = L{u(t)}, èá Ý÷ïõìå åðßóçò

L{u̇(t)} = sU(s) − u0, (11.7.6)

L{ü(t)} = s2U(s) − su0 − v0 (11.7.7)

ëüãù êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (11.7.5). (Ç ó÷Ýóç (11.7.7) óõìðßðôåé ðñïöáíþò ìå ôçí áíôß-
óôïé÷ç ó÷Ýóç (11.5.4) óôçí Åíüôçôá Á11.5. Åêåß üìùò äåí åß÷áìå áðüóâåóç: c = 0, Üñá êáé î = 0.)
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Ìå ôç ÷ñÞóç áõôþí ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (11.7.4) ðáßñíåé
ôçí áêüëïõèç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ Laplace ìïñöÞ:

[s2U(s) − su0 − v0] + 2îù0[sU(s) − u0] + ù2
0U(s) = 0 (11.7.8)

êáé áðëïýóôåñá
(s2 + 2îù0s + ù2

0)U(s) = su0 + v0 + 2îù0u0. (11.7.9)

Ðñïöáíþò ðñüêåéôáé ãéá ìéá ãñáììéêÞ (ðñùôïâÜèìéá) áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) = L{u(t)} ìå ëýóç

U(s) = su0 + v0 + 2îù0u0

s2 + 2îù0s + ù2
0

. (11.7.10)

ÐñÝðåé ôþñá íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) ôçò ëý-
óåùò u(t) ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò (11.7.4). Ðñïò ôï óêïðü áõôü îáíáãñÜöïõìå ôïí ßäéï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace U(s) óôç ìïñöÞ

U(s) = su0 + v0 + 2îù0u0

(s + îù0)2 − î2ù2
0 + ù2

0

= (s + îù0)u0 + (v0 + îù0u0)

(s + îù0)2 + ù2
0(1 − î2)

. (11.7.11)

Óôç óõíÝ÷åéá åßíáé óêüðéìï íá åéóáãÜãïõìå êáé ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí
ìå áðüóâåóç

ùD = ù0

√
1 − î2, ïðüôå ù2

D = ù2
0(1 − î2), (11.7.12)

óôï ðáñüí ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìå áóèåíÞ (Þ õðïêñßóéìç) áðüóâåóç, 0 < î < 1, ðïõ
åîåôÜæïõìå. ÔåëéêÜ ìðïñïýìå íá äéáóðÜóïõìå ôï ôåëåõôáßï êëÜóìá óôç ëýóç ìáò áõôÞ U(s) óå
äýï êëÜóìáôá ùò åîÞò:

U(s) = (s + îù0)u0 + (v0 + îù0u0)

(s + îù0)2 + ù2
D

= u0
s + îù0

(s + îù0)2 + ù2
D

+ (v0 + îù0u0)
1

(s + îù0)2 + ù2
D

. (11.7.13)

Äå ìÝíåé ôþñá ðáñÜ íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïõò ôýðïõò (10.3.46) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á10.3.3.
Ôïõò õðåíèõìßæïõìå, åäþ ìÜëéóôá ìå ùD áíôß ãéá ù:

L{e−at cosùDt} = s + a

(s + a)2 + ù2
D

, L{e−at sinùDt} = ùD

(s + a)2 + ù2
D

. (11.7.14)

Ôþñá èÝôïõìå a = îù0 óôïõò ôýðïõò áõôïýò êáé ôïõò áíôéóôñÝöïõìå, ïðüôå

L−1
{

s + îù0

(s + îù0)2 + ù2
D

}
= e−îù0t cosùDt , L−1

{
1

(s + îù0)2 + ù2
D

}
= 1

ùD
e−îù0t sinùDt. (11.7.15)

ÅðïìÝíùò ç ðéï ðÜíù ëýóç ìáò U(s) = L{u(t)} (óôï ðåäßï ôçò ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace) áíôéóôñÝöåôáé åýêïëá êáé áõôÞ êáôÜ Laplace êáé ìáò äßíåé

u(t) = L−1{U(s)} = u0e−îù0t cosùDt + v0 + îù0u0

ùD
e−îù0t sinùDt. (11.7.16)

Ðñüêåéôáé ãéá ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç êáé ìå (êõêëéêÞ) óõ÷íüôçôá ùD = ù0

√
1 − î2 (ü÷é ù0!).

ÁõôÞ åßíáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (11.7.4) êáé (11.7.5). (Ç åðáëÞèåõóÞ ôçò
åßíáé áñêåôÜ áðëÞ êáé èá ôçí ðáñáëåßøïõìå.) Áò óçìåéþóïõìå ðÜíôùò üôé óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç
ôçò åëëåßøåùò áðïóâÝóåùò (î = 0, ïðüôå êáé ùD = ù0) ç ëýóç áõôÞ (11.7.16) ìåôáðßðôåé óôç
ëýóç (11.5.10) ôçò Åíüôçôáò Á11.5 ãéá ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå î = 0),
äçëáäÞ óôç ëýóç

u(t) = u0 cosù0t + v0
ù0

sinù0t. (11.7.17)
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Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äå äéáèÝôïõìå ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.7.5) ïé ðïóüôçôåò u0 êáé v0
óôçí ðáñáðÜíù ëýóç u(t), ó÷Ýóç (11.7.16), ìðïñïýí íá èåùñçèïýí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Ìå
ôïí ôñüðï áõôü ðáßñíïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.7.4) (÷ùñßò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò). Åßíáé üìùò ëßãï êáëýôåñï óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ íá èÝóïõìå

A = u0 êáé B = v0 + îù0u0

ùD
(11.7.18)

êáé íá ãñÜøïõìå ôçí ßäéá ãåíéêÞ ëýóç ug(t) óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

ug(t) = Ae−îù0t cosùDt + Be−îù0t sinùDt Þ ug(t) = e−îù0t(Á cosùDt + B sinùDt) (11.7.19)

ìå ôá Á êáé Â áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôéò ãåíéêüôåñåò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå áóèåíÞ (Þ õðïêñßóéìç)
áðüóâåóç (0 < î < 1) ãåíéêåýïíôáò ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò Åíüôçôáò Á11.6, åêåß üìùò ãéá ôï
÷ùñßò áðüóâåóç (÷ùñßò áðïóâåóôÞñá, ìå î = 0) ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá.

A11.8. ÅÎÁÍÁÃÊÁÓÌÅÍÅÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÌÅ ÁÓÈÅÍÇ ÁÐÏÓÂÅÓÇ

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åðéëýóïõìå ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.7.3), ôçí
åðáíáëáìâÜíïõìå

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = p(t)

m
(11.8.1)

õðïèÝôïíôáò ðÜëé üôé 0 < î < 1: áóèåíÞò (Þ õðïêñßóéìç) áðüóâåóç, üðùò ãåíéêÜ Ý÷åé ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ. ×Üñéí áðëüôçôáò, óáí áñ÷éêÝò óõíèÞêåò èá èåùñÞóïõìå åäþ ôéò
ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0 = 0 êáé u̇(0) = v0 = 0, (11.8.2)

äçëáäÞ ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ èÝóç êáé ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá áíôßóôïé÷á. Èá ãåíéêåýóïõìå Ýôóé
ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò Åíüôçôáò Á11.6 áðü åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç óå
åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå áóèåíÞ áðüóâåóç, åäþ üìùò ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ðÜëé ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå U(s) = L{u(t)}:
Üãíùóôïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, êáé P(s) = L{p(t)}: ãíùóôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, ìéá
êáé ç öüñôéóç p(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï åßíáé ãíùóôÞ. Èá ëÜâïõìå åðßóçò õðüøç
ìáò êáé ôïõò ó÷åôéêïýò ôýðïõò (11.7.6) êáé (11.7.7) ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí äýï
ðñþôùí ðáñáãþãùí u̇(t) êáé ü(t) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t), åäþ üìùò ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò. ¸ôóé èá Ý÷ïõìå áðëÜ

L{u̇(t)} = sU(s), L{ü(t)} = s2U(s). (11.8.3)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (11.8.1) ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëá-
íôþóåùí ìå áóèåíÞ áðüóâåóç (0 < î < 1) ìåôáó÷çìáôßæåôáé êáôÜ Laplace ùò åîÞò:

s2U(s)+2îù0sU(s)+ù2
0U(s) = P(s)

m
êáé ëßãï áðëïýóôåñá (s2+2îù0s+ù2

0)U(s) = P(s)
m

. (11.8.4)

Ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé ìéá ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóçùò ðñïò ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace U(s) = L{u(t)}. Ôç ëýíïõìå ðïëý åýêïëá êáé âñßóêïõìå üôé

U(s) = P(s)

m[s2 + 2îù0s + ù2
0]

= P(s)

m[(s + îù0)2 + ù2
D]

= P(s)
1

m[(s + îù0)2 + ù2
D]

, (11.8.5)

áöïý ùD = ù0

√
1 − î2, üðùò Þäç ïñßóáìå ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí ìå

áðüóâåóç ùD óôç ó÷Ýóç (11.7.12).
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Åßíáé ðéá óáöÝò üôé Ý÷ïõìå ôï ãéíüìåíï ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace P(s) = L{p(t)} êáé

G(s) = 1

m[(s + îù0)2 + ù2
D]

. (11.8.6)

Ç óõíÜñôçóç áõôÞG(s) ðïõ ïñßóèçêå áìÝóùò ðéï ðÜíù åßíáé ç êáëïýìåíç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò
ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý ìáò óõóôÞìáôïò, äçëáäÞ

U(s) = P(s)G(s) = G(s)P(s) Þ éóïäýíáìá G(s) = U(s)
P(s)

. (11.8.7)

Åßíáé äçëáäÞ ôï ðçëßêï ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ôçò åîüäïõ (ôçò áðïêñßóåùò, åäþ ôçò ìå-
ôáôïðßóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) U(s) êáé ôçò åéóüäïõ (ôçò äéåãÝñóåùò, ôçò öïñôßóåùò) P(s) óôï
ìç÷áíéêü ìáò óýóôçìá, åííïåßôáé üìùò óôï ðåäßï ôçò âïçèçôéêÞò ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace. Åäþ âÝâáéá ç åßóïäïò ïöåßëåôáé óôç öüñôéóç (ôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t), åíþ
ç Ýîïäïò åßíáé áðëÜ ç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ôçò ìÜæáòm) áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ.

Áöïý U(s) = P(s)G(s) = G(s)P(s), åßíáé ðéá ðñïöáíÝò üôé ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace u(t) = L−1{U(s)}, äçëáäÞ ç Üãíùóôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ôçò ìÜæáò m), âñß-
óêåôáé åýêïëá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ãíùóôïý ìáò èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò óôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace (Éäéüôçôá 7, ÐáñÜãñáöïò Á10.3.7). ¸ôóé åðéóôñÝöïíôáò óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t, Ý÷ïõìå

u(t) = L−1{U(s)} = p(t) ∗ g(t) =
∫ t

0
p(ô)g(t − ô) dô (11.8.8)

(Õðåíèõìßæåôáé üôé ç óõíÝëéîç äçëþíåôáé ìå ôï óýìâïëï ∗.) ÖõóéêÜ óôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç Ý÷ïõìå

g(t) = L−1{G(s)} = L−1
{

1

m[(s + îù0)2 + ù2
D]

}
= 1

m
L−1

{
1

(s + îù0)2 + ù2
D

}
. (11.8.9)

Ôþñá ðéá äåí áðïìÝíåé ðáñÜ íá ðÜñïõìå õðüøç ìáò ôï äåýôåñï ôýðï (11.7.15) ãéá ôï ó÷åôéêü
áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. ¸ôóé Ý÷ïõìå ôåëéêÜ

g(t) = 1
mùD

e−îù0t sinùDt. (11.8.10)

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ g(t) = L−1{G(s)} êáëåßôáé ùóôéêÞ áðüêñéóç (Þ åíáëëáêôéêÜ êñïõóôéêÞ
áðüêñéóç) ôïõ ìç÷áíéêïý ìáò óõóôÞìáôïò. Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí óôç ëýóç ðïõ âñÞêáìå, äçëáäÞ
óôï óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá (11.8.8), ðáßñíïõìå ôï ôåëéêü ìáò áðïôÝëåóìá

u(t) = 1
mùD

∫ t

0
p(ô)e−îù0(t−ô) sinùD(t − ô) dô (11.8.11)

ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå áóèåíÞ áðüóâåóç
õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u0 = 0 êáé u̇(0) = v0 = 0. Ï ôüóï óçìáíôéêüò áõôüò
ôýðïò êáëåßôáé ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Duhamel (Þ áðëïýóôåñá ïëïêëÞñùìá Duhamel) óôï
ðáñüí ðñüâëçìá. Ôï ðñáêôéêü åíäéáöÝñïí ôïõ ïöåßëåôáé êõñßùò óôï ãåãïíüò üôé åðéôñÝðåé ôïí
ðñïóäéïñéóìü ôçò ìåôáôïðßóåùò u(t) ãéá êÜèåöüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù
óôï õëéêü óçìåßï áðëÜ ìå ìéá ïëïêëÞñùóç: (á) áíáëõôéêÞ (åöüóïí åßíáé äõíáôÞ!) Þ (â) áñéèìçôéêÞ.

ÖõóéêÜ óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç åëëåßøåùò áðïóâÝóåùò óôéò ðáñïýóåò åîáíáãêáóìÝíåò ôá-
ëáíôþóåéò (î = 0) ï ðéï ðÜíù ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Duhamel ìåôáðßðôåé óôïí áíôßóôïé÷ï
ïëïêëçñùôéêü ôýðï (11.6.10) ôçò Åíüôçôáò Á11.6, äçëáäÞ óôï ïëïêëÞñùìá Duhamel

u(t) = 1
mù0

∫ t

0
p(ô) sinù0(t − ô) dô. (11.8.12)

Ðñïöáíþò üëá áõôÜ ôá áðïôåëÝóìáôá ãåíéêåýïíôáé áíÜëïãá êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò éó÷õñÞò
áðïóâÝóåùò (ìå î > 1), åêåß üìùò ìå ôçí åìöÜíéóç õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí (cosh êáé sinh)
áíôß ôñéãùíïìåôñéêþí (cos êáé sin). Èåùñåßôáé âÝâáéá ó÷åäüí áõôïíüçôï üôé äåí ðáñïõóéÜæïíôáé
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ôáëáíôþóåéò óôçí ðåñßðôùóç ôçò éó÷õñÞò áðïóâÝóåùò (ìå î > 1). Ïýôå êáé óôçí ðåñßðôùóç
ôçò êñßóéìçò áðïóâÝóåùò (áêñéâþò ìå î = 1).

A11.9. ÓÕÍÔÏÍÉÓÌÏÓ

A11.9.1. Ôï öõóéêü ðñüâëçìá ôïõ óõíôïíéóìïý óå ìç÷áíéêü óýóôçìá

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áó÷ïëçèïýìå óýíôïìá ìå ôï ðñüâëçìá ôïõ óõíôïíéóìïý óå Ýíá êëá-
óéêü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k) ÷ùñßò
áðüóâåóç (ìå c = 0, Üñá êáé ìå î = 0). Ôï ìç÷áíéêü áõôü óýóôçìá Ý÷åé öõóéêÜ ôçí (êõêëéêÞ)
éäéïóõ÷íüôçôÜ ôïõ ù0 = √

k /m. Ó’ áõôÞí Ý÷ïõìå Þäç áíáöåñèåß óôç ó÷Ýóç (11.5.2) êáé ìåôÜ.
Óõíôïíéóìüò ðáñïõóéÜæåôáé óôçí ðåñßðôùóç åêåßíç üðïõ Ý÷ïõìå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò
óôï ìç÷áíéêü áõôü óýóôçìá ðïõ ðñïêáëïýíôáé áðü ìéá öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) ðïõ
ðåñéëáìâÜíåé êáé óõíéóôþóá ìå (êõêëéêÞ) óõ÷íüôçôá áêñéâþò ù0, äçëáäÞ åêåßíç ôïõ ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò. Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðåñéïñéóèïýìå óôçí áðëÞ óõíçìéôïíéêÞ åîùôåñéêÞ öüñôéóç

p(t) = p0 cosù0t, åðáíáëáìâÜíïõìå ìå ù0 =
√

k
m

(11.9.1)

êáé ìå ôï p0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ. ÁíÜëïãá èá ìðïñïýóáìå íá åß÷áìå êáé ãåíéêüôåñåò öïñôßóåéò, ð.÷.
ôç öüñôéóç p(t) = p0 cos (ù0t+á) (ìå ôï á ãíùóôÞ óôáèåñÜ: ãùíßá öÜóåùò) êáé áêüìç ðéï ãåíéêÝò
öïñôßóåéò ðïõ íá ðåñéëáìâÜíïõí üìùò ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ù0 óå Ýíáí ôïõëÜ÷éóôïí üñï ôïõò.

Õðåíèõìßæïõìå åðßóçò ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.6.2), åäþ üìùò ãéá ôçí ðáñáðÜíù
öüñôéóç p(t) = p0 cosù0t, êáé ôéò äýï ó÷åôéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.5.3):

ü(t) + ù2
0u(t) = p0

m
cosù0t, u(0) = u0, u̇(0) = v0. (11.9.2)

ÖõóéêÜ Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) åßíáé ç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
(ôçò ìÜæáòm) êáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ï ÷ñüíïò t. ¸÷ïõìå Ýôóé èÝóåé Ýíá áðëü ðñüâëçìá áñ÷é-
êþí ôéìþí: ìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ ôç óõíïäåýïõí.

Ï ëüãïò ðïõ áöéåñþíïõìå ôçí åíüôçôá áõôÞ óôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (11.9.2) åßíáé áðëÜ
üôé ç óõãêõñßá ôçò ðáñïõóßáò ôçò ßäéáò áêñéâþò óõ÷íüôçôáò ù0 ôüóï óôï ìç÷áíéêü óýóôçìá (ìå
éäéïóõ÷íüôçôá ù0 = √

k /m) üóï êáé óôç öüñôéóÞ ôïõ p(t) = p0 cosù0t èá ðñïêáëÝåé ôáëáíôþóåéò
ïëïÝíá áõîáíüìåíïõ åýñïõò (ãñáììéêÜ üìùò!) óìå ôï ÷ñüíï t. (Áõôü èá ôï äéáðéóôþóïõìå áíá-
ëõôéêÜ ðéï êÜôù.) Ïé ôáëáíôþóåéò áõôÝò ìðïñåß íá ïäçãÞóïõí ôåëéêÜ ôï ìç÷áíéêü ìáò óýóôçìá
óå ðïëý äõóÜñåóôá öáéíüìåíá áóôï÷ßáò êáé êáôáóôñïöÞò.

Áò ìçí îå÷íÜìå åðßóçò üôé ìðïñåß íá áíáöåñüìáóôå ü÷é ìüíï óå Ýíá êïéíü óýóôçìá õëéêïý
óçìåßïõ--åëáôçñßïõ, áëëÜ êáé óå ìéá áðëÞ êáôáóêåõÞ Þ/êáé óå ìéá ðéï óýíèåôç êáôáóêåõÞ, üðùò
åßíáé Ýíá áëçèéíü êôßñéï. (Åêåß âÝâáéá ìå ãåíßêåõóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôçò åíüôçôáò áõôÞò.) Ãéá
ôï ëüãï áõôü ï óõíôïíéóìüò åßíáé Ýíá ãåíéêÜ äõóÜñåóôï êáé áðåõêôáßï öáéíüìåíï óôéò êáôáóêåõÝò.
Ãéá ôçí áðïöõãÞ ôïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èá ðñÝðåé íá åßíáé ðëÞñùò åíçìåñùìÝíïò, Ýôóé þóôå
íá ìðïñåß êáôÜ ôï äõíáôüí íá ôï áðïôñÝðåé Þäç áðü ôçí áñ÷éêÞ ìåëÝôç ôçò êáôáóêåõÞò.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðåñéïñéóèïýìå óôï ðéï ðÜíù áðëü ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (11.9.2),
ðïõ ïäçãåß óå öáéíüìåíï óõíôïíéóìïý. Ôï öáéíüìåíï áõôü ïöåßëåôáé áðü öõóéêÞò áðüøåùò óôçí
åíÝñãåéá ðïõ ðáñá÷ùñåß («åéóÜãåé») óõíå÷þò ç åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(t) = p0 cosù0t óôï ìç÷áíéêü
óýóôçìá. Ç öüñôéóç áõôÞ åßíáé åäþ «óõíôïíéóìÝíç» ìå ôï ìç÷áíéêü óýóôçìá Ý÷ïíôáò ôçí ßäéá
áêñéâþò óõ÷íüôçôá ù0: ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò. Ôï öáéíüìåíï áõôü ôïõ
óõíôïíéóìïý èá ôï åîåôÜóïõìå åäþ ìüíï ìáèçìáôéêÜ ìå äýï ìåèüäïõò: (á) Ðñþôá ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå êáôåõèåßáí ÷ñÞóç ôçò óôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (11.9.2) êáé
(â) Óôç óõíÝ÷åéá ìå ôçí Üìåóç ÷ñÞóç ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ ôïõDuhamel (11.6.11), åäþ âÝâáéá
ìå öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) = p0 cosù0t, ç ïðïßá áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï.
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Ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ Duhamel ôï âáóßóáìå ó’ áõôü ôï êåöÜëáéï óôç ìÝèïäï ôïõ ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôüóï (á) ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç (î = 0): Åíü-
ôçôá Á11.6, üóï êáé (â) ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå áóèåíÞ áðüóâåóç (0 < î < 1):
ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á11.8. Åíôïýôïéò åßíáé äéáèÝóéìç êáé åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá åõñÝóåþò
ôïõ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. ÕðÜñ÷åé áóöáëþò êáé ç åý÷ñçóôç äõíáôü-
ôçôá ôçò öõóéêÞò åõñÝóåùò êáé åñìçíåßáò ôïõ. Ç äõíáôüôçôá áõôÞ åßíáé ðïëý óõíçèéóìÝíç óå
âéâëßá ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí êáé ïõóéáóôéêÜ åðáñêÞò óå ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôá. Åíôïýôïéò
åßíáé ìÜëëïí áíåðáñêÞò ãéá ôï ìÜèçìá ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ. Ôï ìÜèçìá áõôü
ðñïöáíþò Ý÷åé äéáöïñåôéêïýò óôü÷ïõò êáé åðéäéþêåé íá ðñïóöÝñåé äéáöïñåôéêÝò, åíáëëáêôéêÝò
äõíáôüôçôåò (ðåñéóóüôåñï ìáèçìáôéêÝò êáé ðïëý ëéãüôåñï öõóéêÝò!) óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

A11.9.2. Åðßëõóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

Êáôáñ÷Þí ðñÝðåé íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå êáôÜ Laplace ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.9.2).
Ìå ôï ãíùóôü ðéá óõìâïëéóìü U(s) = L{u(t)} Ý÷ïõìå ãéá ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï ü(t)

L{ü(t)} = s2U(s) − su0 − v0 (11.9.3)

Ý÷ïíôáò ëÜâåé õðüøç êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 óôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí
ôéìþí (11.9.2). Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ßäéá áêñéâþò ó÷Ýóç (11.5.4) ôçò Åíüôçôáò Á11.5. Ãíùñßæïõìå
åðßóçò áðü ôïí ðñþôï ôýðï (10.3.31), åäþ üìùò ìå ù = ù0, üôé

L{cosù0t} = s

s2 + ù2
0

. (11.9.4)

Ìå âÜóç ôïõò äýï áõôïýò ôýðïõò ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (11.9.3) êáé (11.9.4) ç ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.9.2) ìðïñåß åýêïëá íá ìåôáó÷çìáôéóèåß ïëüêëçñç (êáé óôá äýï ìÝëç ôçò)
êáôÜ Laplace. ÅðåéäÞ ìÜëéóôá éó÷ýåé ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, ðñïêýðôåé
åõèýò ç ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç

[s2U(s) − su0 − v0] + ù2
0U(s) = p0

m
s

s2 + ù2
0

. (11.9.5)

ÁõôÞ ãñÜöåôáé êáé óôç ëßãï áðëïýóôåñç ìïñöÞ

(s2 + ù2
0)U(s) = su0 + v0 + p0

m
s

s2 + ù2
0

. (11.9.6)

Ôç ëýíïõìå áìÝóùò ùò ðñïò U(s) âñßóêïíôáò

U(s) = L{u(t)} = su0 + v0
s2 + ù2

0

+ p0

m
s

(s2 + ù2
0)2

. (11.9.7)

ÌÝíåé ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý áõôïý Laplace (11.9.7) ðñïò åýñåóç ôçò æçôïýìåíçò
ëýóåùò u(t) = L−1{U(s)} ôïõ ðáñüíôïò ðñüâëçìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (11.9.2). Ãéá ôïí ðñþôï üñï

U1(s) = su0 + v0
s2 + ù2

0

(11.9.8)

óôç ëýóç áõôÞU(s) ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace åßíáé ãíùóôüò áðü ôç ó÷Ýóç (11.5.10)
óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç. ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôç ó÷Ýóç áõôÞ, åäþ óáí u1(t)

u1(t) = L−1{U1(s)} = u0 cosù0t + v0
ù0

sinù0t. (11.9.9)

Áõôü ðïõ ðáñïõóéÜæåé éäéáéôåñüôçôá óôïí ðáñüí ðñüâëçìá åßíáé ï äåýôåñïò üñïò

U2(s) = p0

m
s

(s2 + ù2
0)2

(11.9.10)
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ôçí ðéï ðÜíù ëýóç (11.9.7): U(s) = U1(s) + U2(s). Ç éäéáéôåñüôçôá ôïõ üñïõ áõôïý óõíßóôáôáé
áðëÜ óôï ãåãïíüò üôé ç Ýêöñáóç s2 + ù2

0 óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ äåýôåñïõ êëÜóìáôüò ôïõ åßíáé
õøùìÝíç óôï ôåôñÜãùíï: (s2 + ù2

0)
2. Áõôü ôï ôåôñÜãùíï ó’ áõôüí ôïí ðáñïíïìáóôÞ åßíáé ðïõ

ìáò ðñïêáëåß, äõóôõ÷þò, ôï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý!

ÐñáãìáôéêÜ, ãíùñßæïõìå ìå âÜóç ôçí Éäéüôçôá 6 (ÐáñÜãñáöïò Á10.3.6) óôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace ãéá ôçí ðáñÜãùãï U ′(s) åíüò ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace U(s) üôé éó÷ýåé ï ôýðïò (10.3.93)

L−1
{

s
(s2 + ù2)2

}
= 1

2ù
t sinùt. (11.9.11)

¢ñá ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace u2(t) = L−1{U2(s)} ôïõ ðéï ðÜíù üñïõ U2(s) èá åßíáé

u2(t) = L−1{U2(s)} = p0

m
1

2ù0
t sinù0t, (11.9.12)

åäþ âÝâáéá ìå ù0 áíôß ãéá ù ãéá ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá óôïí ðéï ðÜíù ôýðï (11.9.12).

Áèñïßæïõìå ôþñá ôïõò äýï áíôßóôñïöïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace: (á) u1(t) = L−1{U1(s)}
êáé (â) u2(t) = L−1{U2(s)}, ðïõ Þäç äéáèÝôïõìå óôéò ó÷Ýóåéò (11.9.9) êáé (11.9.12) áíôßóôïé÷á. ¸ôóé
Ý÷ïõìå ôïí ðëÞñç áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ëýóåùò U(s): ó÷Ýóç (11.9.7)

u(t) = L−1{U(s)} = u1(t) + u2(t) = u0 cosù0t + v0
ù0

sinù0t + p0

2mù0
t sinù0t. (11.9.13)

A11.9.3. ÅðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé óêüðéìï íá åðáëçèåýóïõìå ôçí ðéï ðÜíù ëýóç (11.9.13) ùò ðñïò ôï
ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (11.9.2) ðïõ åðéëýóáìå. Ðñþôá ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðïõ åßíáé êáé
ðéï åýêïëåò. ÈÝôïíôáò áðëÜ t = 0 óôç ëýóç áõôÞ u(t), äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé u(0) = u0.
Ðáñáãùãßæïõìå ôþñá ôçí ßäéá ëýóç (11.9.13) êáé ðáßñíïõìå

u̇(t) = −ù0u0 sinù0t + v0 cosù0t + p0

2mù0
(sinù0t + ù0t cosù0t). (11.9.14)

Áðü ôçí ðñþôç áõôÞ ðáñÜãùãï u̇(t), ðïõ äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ ç ôá÷ýôçôá v(t) = u̇(t) ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ, óõíÜãïõìå åýêïëá üôé

u̇(0) = v(0) = v0. (11.9.15)

ÐÜíå ëïéðüí, åðáëçèåýèçêáí êáé ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0. ÐáñáêÜôù!

ÐáñáêÜôù Ý÷ïõìå âÝâáéá ðñþôá ôï êáèÞêïí Üëëçò ìéáò ðáñáãùãßóåùò, ôþñá ôçò ðñþôçò
ðáñáãþãïõ u̇(t) óôç ó÷Ýóç (11.9.14). ÁñêåôÜ åýêïëá (ìå ðáñáãùãßóåéò ñïõôßíáò!) õðïëïãßæïõìå
êáé ôçí ðáñÜãùãï áõôÞ: ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï ü(t) ôçò ëýóåùò u(t) óôç ó÷Ýóç (11.9.13):

ü(t) = −ù2
0u0 cosù0t − ù0v0 sinù0t + p0

2mù0
(2ù0 cosù0t − ù2

0t sinù0t). (11.9.16)

Ôþñá êÜíïõìå ìéá áðëÞ áíôéêáôÜóôáóç ôçò ëýóåùò u(t), ó÷Ýóç (11.9.13), êáé ôçò äåýôåñçò ðá-
ñáãþãïõ ôçò ü(t) (ôçò åðéôá÷ýíóåùò a(t) = ü(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ), ó÷Ýóç (11.9.16), ðïõ ìüëéò
âñÞêáìå, óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò (11.9.2) ìáæß ìå Üìåóåò áðëïðïéÞóåéò óôï áñéóôåñü ìÝëïò
ôçò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü êáôáëÞãïõìå óôç ó÷Ýóç

p0

m
cosù0t = p0

m
cosù0t �⇒ 0 = 0. (11.9.17)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ôáõôüôçôá (ðñïöáíþò éó÷ýåé ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ ÷ñüíïõ t), ðïõ ìáò åîáóöáëßæåé
ôçí ðëÞñùóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.9.2) ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ ÷ñüíïõ t, áí êáé ç äéáöïñéêÞ
áõôÞ åîßóùóç Ý÷åé öõóéêÞ Ýííïéá ìüíï ãéá t > 0.
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¸÷ïõìå ëïéðüí åðáëçèåýóåé êáé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áëëÜ êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï
ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (11.9.2). ÅðïìÝíùò ç ëýóç u(t) ðïõ âñÝèçêå óôç ó÷Ýóç (11.9.13) åßíáé
ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý, áöïý Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ìßá
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò Ý÷åé ìßá êáé ìüíï ìßá ëýóç.
Áëßìïíï ìÜëéóôá, áí åß÷å ðåñéóóüôåñåò ëýóåéò Þ áíôßèåôá êáìßá ëýóç! Äå èá áíôáðïêñéíüôáí ôüôå
óáí êáôÜëëçëç ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç ôïõ öõóéêïý ðñïâëÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ
(áðëïýóôåñá ìÜæáò--åëáôçñßïõ) ðïõ åîåôÜæïõìå.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, åÜí åß÷áìå ìüíï ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.9.2) ÷ùñßò êáèüëïõ áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò, ðÜëé ç ëýóç (11.9.13) éó÷ýåé, áóöáëþò éó÷ýåé, åßíáé áðüëõôá óùóôÞ, áëëÜ ôþñá óáí
ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.9.2) ìå äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò u0 êáé v0. Áí äåí
ìáò áñÝóïõí áõôÜ ôá óýìâïëá ãéá ôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, Ý÷ïõìå âÝâáéá ôï äéêáßùìá íá ôá
áëëÜîïõìå, ð.÷. óå C1 êáé C2 (Þ êáëýôåñá óå C1 = u0 êáé C2 = v0 /ù0). Ãéáôß íá ôï êÜíïõìå üìùò,
üôáí äåí õðÜñ÷åé êÜðïéïò éäéáßôåñá óïâáñüò ëüãïò; ÌÜëéóôá ôá óýìâïëá u0 êáé v0 áêüìç êáé óáí
áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ìáò èõìßæïõí üôé u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 óôç ëýóç ìáò (11.9.13). Ìðïñïýìå
ëïéðüí íá êñáôÞóïõìå ôá óýìâïëá áõôÜ u0 êáé v0 êáé óôç ãåíéêÞ ëýóç: óôçí ßäéá ëýóç (11.9.13).

A11.9.4. Ó÷üëéá ãéá ôç ëýóç êáé ôï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý

Ïé äýï ðñþôïé üñïé u0 cosù0t êáé (v0 /ù0) sinù0t óôç ëýóç áõôÞ u(t) áíôéóôïé÷ïýí óôéò äýï
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u0 êáé v0 êáé åêöñÜæïõí óõíÞèåéò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç óôçí ßäéá ëýóç.
Ï ôñßôïò üñïò üìùò [p0 /(2mù0)]t sinù0t ðñïêáëåß ôï óõíôïíéóìü. Ãéáôß; Ãéáôß ï üñïò áõôüò íáé
ìåí åßíáé ôñéãùíïìåôñéêüò (sinù0t), áëë’ Ý÷åé ãñáììéêÜ áõîáíüìåíï ìå ôï ÷ñüíï åýñïò p0 t/(2mù0).
ÄçëáäÞ ïé ôáëáíôþóåéò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðïõ ïöåßëïíôáé óôïí üñï áõôü üëï êáé ìåãáëþíïõí
ùò ðñïò ôï åýñïò ôïõò, êáèþò ðåñíÜåé ï ÷ñüíïò t. Êáé ðïý âñßóêåôáé ç ó÷åôéêÞ åíÝñãåéá ðïõ
áðáéôåßôáé ãéá ôçí áýîçóç áõôÞ ôïõ åýñïõò; Ìá öõóéêÜ áðü ôç öüñôéóÞ ìáò (ôçí åîùôåñéêÞ
äýíáìç) p(t) = p0 cosù0t, ôçí ïðïßá õðïèÝóáìå óôçí ðñþôç ó÷Ýóç (11.9.1) áõôÞò ôçò åíüôçôáò.

Êáé ìåôÜ; ÌåôÜ ìå ôçí áýîçóç ôïõ åýñïõò p0t/(2mù0) ðñïò ôï Üðåéñï ãéá t → ∞ ìðïñåß íá
âëáöèåß ôï ìç÷áíéêü ìáò óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ, ð.÷. íá ðåñéÝëèåé óå êáôÜóôáóç ðëáóôéêü-
ôçôáò, äéáññïÞò Þ êáé íá óðÜóåé ôï åëáôÞñéï. Áêüìç ÷åéñüôåñá âÝâáéá, åÜí åß÷áìå Ýíá áëçèéíü
áðëü êôßñéï, üðïõ êáé åêåß ìðïñåß íá ðáñïõóéáóèåß öáéíüìåíï óõíôïíéóìïý, ð.÷. áðü Ýíá óåéóìéêü
öáéíüìåíï óáí öüñôéóÞ ôïõ. ¹ óå ìéá ãÝöõñá ðïõ äéÝñ÷ïíôáé ï÷Þìáôá ìå éäéïóõ÷íüôçôá (ìåôáîý
Üëëùí éäéïóõ÷íïôÞôùí) ù0 ßäéá ìå ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ôçò ãÝöõñáò. ¹ óå Ýíáí ðýñãï åëÝã÷ïõ
áåñïäñïìßïõ, üôáí ç éäéïóõ÷íüôçôÜ ôïõ ù0 óõìðåñéëáìâÜíåôáé óôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ôùí áåñï-
ðëÜíùí ðïõ ðñïóãåéþíïíôáé Þ áðïãåéþíïíôáé. Ãéá ôïõò ëüãïõò áõôïýò ôï ðéï ðÜíù öáéíüìåíï
ôï óõíôïíéóìïý åßíáé ðïëý åðéêßíäõíï óôéò êáôáóêåõÝò êáé ðñÝðåé ðÜóç èõóßá íá áðïöåýãåôáé
óôç ìåëÝôç ôçò êáôáóêåõÞò áðü ôï ìåëåôçôÞ Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Áò óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôé çðéïðÜíù ëýóç (11.9.13) õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (óõíèÞêåò
áðüëõôçò çñåìßáò), äçëáäÞ ìå u0 = v0 = 0, ðáßñíåé ôçí êáôÜ ðïëý áðëïýóôåñç ìïñöÞ

ur(t) = p0

2mù0
t sinù0t. (11.9.18)

Ðåñéïñßæåôáé äçëáäÞ óôçí áðüêñéóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï óõíôïíéóìü, óôç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç
ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.9.2), ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôçí åîùôåñéêÞ
öüñôéóç p(t) = p0 cosù0t êáé óå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. ÂÝâáéá óôçí ðñÜîç ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò, Ý÷ïíôáò íá áíôéìåôùðßóåé öáéíüìåíï óõíôïíéóìïý óå Ýíá ìç÷áíéêü óýóôçìÜ ôïõ (êáé
óå ìéá êáôáóêåõÞ ôïõ ãåíéêüôåñá), ìðïñåß Ýôóé êé áëëéþò íá áãíoÞóåé ôïõò äýï ðñþôïõò üñïõò
óôç ëýóç ôïõ (11.9.13). Ðåñéïñßæåé Ýôóé ôçí ðñïóï÷Þ ôïõ óôïí ôñßôï üñï (áõôüí ðïõ ìåãáëþíåé ìå
ôï ÷ñüíï t), óôïí üñï ur(t) ôçò ó÷Ýóåùò (11.9.18) óõ÷íÜ áãíïþíôáò ðëÞñùò êáé ôïõò äýï ðñþôïõò
üñïõò u0 cosù0t êáé (v0 /ù0) sinù0t, óáí áõôïß íá áöïñïýóáí óå Ýíá ìåôáâáôéêü (Þ ðáñïäéêü)
öáéíüìåíï, åíþ äåí áöïñïýí óå ìåôáâáôéêüöáéíüìåíï! Èááöïñïýóáí óô’ áëÞèåéá óå ìåôáâáôéêü



292 (ÊåöÜëáéï A11) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

öáéíüìåíï, åÜí åß÷áìå êáé áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí: î > 0, åíþ åäþ äåí Ý÷ïõìå: î = 0.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, üôáí Ý÷ïõìå áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí (ëüãïò áðïóâÝóåùò î > 0), äå
ìðïñåß Ýôóé êé áëëéþò íá ðáñïõóéáóèåß êáèáñÜ ôï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý. ÄçëáäÞ äå ìðïñåß
íá ðáñïõóéáóèåß ôï ôåôñÜãùíï (s2 + ù2

0)
2 óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ üñïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý

Laplace U(s) = L{u(t)} ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç öüñôéóç (óôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t). Ó’ áõôÞí ôçí
ðåñßðôùóç (üðïõ î > 0) ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå «ó÷åäüí óõíôïíéóìü», äçëáäÞ ðïëý ìåãÜëá åýñç
ôáëáíôþóåùí, áëë’ ü÷é ôïí ßäéï ôï óõíôïíéóìü óôçí éäåáôÞ ôïõ ìïñöÞ.

Åßíáé ëïéðüí åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï ï óõíôïíéóìüò áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò, áëëÜ óõíÞèùò
áíåðéèýìçôï êáé âëáâåñü ãéá ôéò êáôáóêåõÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ó’ áõôÝò ôï åíäéáöÝñïí
åßíáé ç áðïöõãÞ ôïõ Þäç áðü ôï óôÜäéï ôçò ìåëÝôçò ôçò êáôáóêåõÞò. ÄçëáäÞ ðñÝðåé íá áðï-
öåýãåôáé ç éäéïóõ÷íüôçôá ù0 (ùn ãåíéêüôåñá) óå ìéá êáôáóêåõÞ (ç éäéïóõ÷íüôçôá ôçò ßäéáò ôçò
êáôáóêåõÞò!) ðïõ èá ìðïñïýóå ßóùò íá óõìðÝóåé (Þ áêüìç íá åßíáé êïíôÜ) ìå ôç óõ÷íüôçôá ù
ìéáò öïñôßóåùò (åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò) p(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôçí êáôáóêåõÞ.

ÁñêåôÜ ùò åäþ ìå ôá ó÷üëéá! Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá!

A11.9.5. Åðßëõóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ ôïõ Duhamel

Ìéá äåýôåñç äõíáôüôçôá ãéá ôçí åýñåóç ôçò áðïêñßóåùò ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞìá-
ôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ (Þ ìÜæáò--åëáôçñßïõ) áðïôåëåß ç ÷ñÞóç ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ
ôïõ Duhamel. Áõôüò ðåñéëáìâÜíåé Ýíá óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá: ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Duhamel.
Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ôïõ ôýðïõ áõôïý ãéá ëüãï áðïóâÝóåùò î = 0 (ìáæß ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u0

êáé v0) åßíáé ç ìïñöÞ (11.6.11), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

u(t) = u1(t) + u2(t) = u0 cosù0t + v0
ù0

sinù0t + 1
mù0

∫ t

0
p(ô) sinù0(t − ô) dô. (11.9.19)

Óôçí ðåñßðôùóç ìçäåíéêþí áñ÷éêþí óõíèçêþí (ðëÞñïõò çñåìßáò) u(0) = u0 = 0 êáé u̇0 = v0 = 0
áõôüò o ôýðïò ôïõ Duhamel ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôïõ (11.6.10). Ôçí îáíáðáñáèÝôïõìå
êáé áõôÞ

u(t) = 1
mù0

∫ t

0
p(ô) sinù0(t − ô) dô, (11.9.20)

ç ïðïßáðåñéÝ÷åé ìüíï ôï óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìáDuhamel ãéá ôçöüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t).

Ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ Duhamel (11.9.19), ðïõ óõìðåñéëáìâÜíåé öõóéêÜ êáé ôçí åéäéêÞ
ðåñßðôùóÞ ôïõ (11.9.20) (ãéá u(0) = u0 = 0 êáé u̇(0) = v0 = 0), åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá ôïí
áðïäåßîïõìå ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå ëüãï áðïóâÝóåùò î = 0)
óôçí Åíüôçôá Á11.6. Åêåß åñãáóèÞêáìå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ôçí ïðïßá êáé
èåùñïýìå óáí ôçí áðëïýóôåñç ìÝèïäï ìáèçìáôéêÞò áðïäåßîåùò ôïõ ôýðïõ ôïõ Duhamel. Åäþ èá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ßäéï ôýðï (Ýôïéìï ôþñá!) óôï ðñüâëçìá ôïõ óõíôïíéóìïý. Ðñéí ôï êÜíïõìå
üìùò áõôü, áò åðéäåßîïõìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óå ìéá ðÜñá ðïëý áðëÞ åöáñìïãÞ.

� ÅöáñìïãÞ A11.2 (ÅîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå óôáèåñÞ öüñôéóç): Èåùñïýìå ôï ìïíï-
âÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k) õðü ìçäåíéêÝò
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u0 = 0 êáé u̇(0) = v0 = 0. Ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 áñ÷ßæåé îáöíéêÜ íá
åöáñìüæåôáé ìéá óôáèåñÞ öüñôéóç p(t) = p0 (ìüíï ãéá t ≥ 0) ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï. Åäþ æçôåßôáé
ç áðüêñéóç ôïõ ìç÷áíéêïý áõôïý óõóôÞìáôïò.

Ëýóç: Áóöáëþò ïöåßëïõìå íá åöáñìüóïõìå ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ Duhamel (11.9.19)
(ìå u(0) = u0 = 0 êáé u̇(0) = v0 = 0), éóïäýíáìá íá õðïëïãßóïõìå ôï óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá ôïõ
Duhamel (11.9.20). Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðÜñá ðïëý åýêïëç åñãáóßá, ôþñá ðïõ p(t) = p0 (ãéá t ≥ 0,
üðùò Þäç óçìåéþóáìå). Ìå ôçí áðëÞ áõôÞ ïëïêëÞñùóç âñßóêïõìå åýêïëá üôé

u(t) = 1
mù0

∫ t

0
p0 sinù0(t − ô) dô = p0

mù0

cosù0(t − ô)
ù0

∣∣∣∣
t

0
= p0

mù2
0

(1 − cosù0t). (11.9.21)
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Ðñïöáíþò åßíáé åõêïëüôáôç êáé ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò u(t), ç ïðïßá ðáñéóôÜíåé âÝâáéá
ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå ëüãï áðïóâÝóåùò î = 0) êáé õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. �

Óõíå÷ßæïõìå ôþñá ìå ôï êýñéï Ýñãï ìáò, äçëáäÞ ìå ôï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý ìå öüñôéóç
(åîùôåñéêÞ äýíáìç ðïõ åöáñìüæåôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï) p(t) ôçò ìïñöÞò (11.9.1), óõãêåêñé-
ìÝíá p(t) = p0 cosù0t. Õðåíèõìßæïõìå óôï óçìåßï áõôü üôé ç óõ÷íüôçôá ù0 (Þ ãåíéêüôåñá ìéá
óõ÷íüôçôá ù0) ôçò öïñôßóåùò p(t) åßíáé áðëÜ ç éäéïóõ÷íüôçôá ù0 = √

k/m ôïõ ìïíïâÜèìéïõ
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ (Þ ìÜæáò--åëáôçñßïõ) ðïõ åîåôÜæïõìå.

Åßíáé ôþñá (ìå p(t) = p0 cosù0t) ëßãï ðéï äýóêïëç ç ïëïêëÞñùóç óôï óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá
ôïõ Duhamel (11.9.20). Ôß íá êÜíïõìå; ÁíáãêáóôéêÜ èá ðñï÷ùñÞóïõìå . . . ! Ìå ìçäåíéêÝò áñ÷é-
êÝò óõíèÞêåò èá Ý÷ïõìå áðü ôïí ôýðï (11.9.20) ãéá ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ u(t) (ôçí
áðüêñéóç, ôçí Ýîïäï ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò) üôé

u(t) = 1
mù0

∫ t

0
(p0 cosù0ô) sinù0(t − ô) dô = p0

mù0

∫ t

0
cosù0ô sinù0(t − ô) dô. (11.9.22)

(Áò îáíáûðåíèõìßóïõìå üôé åî ïñéóìïý sinù0(t− ô) := sin[ù0(t− ô)], äçëáäÞ åííïïýíôáé áãêýëåò!)

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôþñá ôïí ôüóï ãíùóôü ìáò áðü ôçí Ôñéãùíïìåôñßá ôýðï

siná cosâ = cosâ siná = sin (á + â) + sin (á − â)
2

(11.9.23)

åäþ ìå á = ù0(t − ô) êáé â = ù0ô, ïðüôå óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò

á+â = ù0(t−ô)+ù0ô = ù0t êáé á−â = ù0(t−ô)−ù0ô = ù0t−2ù0ô = ù0(t−2ô). (11.9.24)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôï ðáñáðÜíù óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá ôïõ Duhamel (11.9.22) (ìå ôçí ïëï-
êëÞñùóç íá ãßíåôáé ùò ðñïò ô, ü÷é ùò ðñïò t: ôï t åßíáé áðëÜ ôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò, ü÷é
ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò ô) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

u(t) = p0

2mù0

∫ t

0
[sinù0t + sinù0(t − 2ô)] dô

= p0

2mù0
t sinù0t + p0

2mù0

∫ t

0
sinù0(t − 2ô)] dô

= p0

2mù0
t sinù0t + p0

2mù0

cosù0(t − 2ô)
2ù0

∣∣∣∣
t

0

= p0

2mù0
t sinù0t + p0

2mù0

cosù0(t − 2t) − cosù0(t − 0)
2ù0

= p0

2mù0
t sinù0t + p0

2mù0

cosù0t − cosù0t
2ù0

= p0

2mù0
t sinù0t + 0 = p0

2mù0
t sinù0t. (11.9.25)

ÔåëéêÜ äåí Þôáí äá êáé ôüóï äýóêïëç ç ïëïêëÞñùóç áõôÞ, áöïý ðñïóÝîáìå üôé ìåôáâëçôÞ
ïëïêëçñþóåùò Þôáí ôï ô êáé ü÷é ôï t. (Ãéá ôçí ïëïêëÞñùóç ôï t åßíáé áðëÜ ìéá óôáèåñÜ!) ÖõóéêÜ
ôï ôåëéêü ìáò áðïôÝëåóìá

u(t) = p0

2mù0
t sinù0t (11.9.26)

óõìöùíåß ìå ôï ó÷åôéêü áðïôÝëåóìá (11.9.13), åäþ ãéá ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u0 = 0
êáé u̇(0) = v0 = 0. Ôþñá ãéá ìç ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò èá ðñÝðåé öõóéêÜ íá ðñïóèÝóïõìå
êáé ôïõò äýï üñïõò u0 cosù0t êáé (v0 /ù0) sinù0t, áêñéâþò üðùò óõìâáßíåé óôï ãåíéêüôåñï ïëïêëç-
ñùôéêü ôýðï ôïõ Duhamel (11.9.19). ¸ôóé èá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ

u(t) = u0 cosù0t + v0
ù0

sinù0t + p0

2mù0
t sinù0t (11.9.27)
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ðáßñíïíôáò áêñéâþò ôçí ôåëéêÞ ìáò ëýóç (11.9.13) óôï ðáñüí åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï óõíôïíéóìïý.
Åßíáé üìùò ðéï óýíôïìç ç ðáñïýóá äéáäéêáóßá, åöüóïí Ý÷ïõìå äéáèÝóéìï ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï
ôïõ Duhamel ãéá åîáíáãêáóìÝíåò (p(t) �≡ 0) ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç (î = 0). Êáé åäþ ôïí
åß÷áìå äéáèÝóéìï. Äå ÷ñåéÜóèçêå åðïìÝíùò íá áíáöåñèïýìå êáèüëïõ óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
óôçí ÐáñÜãñáöï áõôÞ Á11.9.5 ôçò Åíüôçôáò Á11.9 ôïõ ðáñüíôïò Êåöáëáßïõ åöáñìïãþí Á11.

A11.10. ÙÓÔÉÊÇ ÁÐÏÊÑÉÓÇ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ ÓÕÓÔÇÌÁÔÏÓ

Èåùñïýìå îáíÜ ôï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ (ìå î = 0) êáé õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò: u(0) = u0 = 0 êáé u̇(0) = v0 = 0. Ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 õðïèÝôïõìå üôé åöáñìüæåôáé
ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) öüñôéóç p(t) = ä(t), üðïõ ä(t) åßíáé ç ãíùóôÞ áðü
ôçí Åíüôçôá Á10.6 óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ãåíéêåõìÝíç óõíÜñôçóç ðïõ
áðåéñßæåôáé ãéá t = 0 (ðáíôïý Üëëïý ìçäåíßæåôáé) êáé Ý÷åé ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L{ä(t)} = 1.
Ç þèçóç Ù ôçò ùóôéêÞò öïñôßóåùò ä(t) åßíáé âÝâáéá Ù = 1, ãéáôß, üðùò îÝñïõìå,

∫∞
−∞ ä(t) dt = 1.

Ðñüêåéôáé ëïéðüí ãéá óôéãìéáßá (áêñéâþò ôç óôéãìÞ t = 0) öüñôéóç p(t) = ä(t) ôïõ õëéêïý óç-
ìåßïõ. Ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò èá õðïëïãßóïõìå ôçí áðüêñéóç ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò
óôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áõôÞ öüñôéóç ä(t), ç ïðïßá êáëåßôáé ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç.

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå öõóéêÜ ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
ãéá ôçí ðáñïýóá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò. ÁõôÞ åßíáé áðëÜ
ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.6.2) ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò áðüóâåóç, åäþ üìùò
ìå öüñôéóç (óõíÜñôçóç åîáíáãêáóìïý) p(t) = ä(t). Éó÷ýåé åðïìÝíùò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ü(t) + ù2
0u(t) = ä(t)

m
ìå ù0 =

√
k
m

. (11.10.1)

Ìå U(s) = L{u(t)} êáé ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u0 = 0 êáé u̇(0) = v0 = 0 (áñ÷éêÞ
ìåôáôüðéóç êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá), ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ ü(t) ôçò
Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùòu(t) åßíáé öõóéêÜL{ü(t)} = s2U(s). Óçìåéþóáìå åðßóçò Þäç üôéL{ä(t)} = 1.

ÅðïìÝíùò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò
ôÜîåùò (11.10.1) ìåôáôñÝðåôáé óôçí áíôßóôïé÷ç ãñáììéêÞ (ðñùôïâÜèìéá) áëãåâñéêÞ åîßóùóç

s2U(s) + ù2
0U(s) = 1

m
êáé éóïäýíáìá (s2 + ù2

0)U(s) = 1
m

. (11.10.2)

Ç ëýóç U(s) = L−1{u(t)} ôçò ðïëý áðëÞò áõôÞò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò åßíáé

U(s) = 1
m

1

s2 + ù2
0

êáé éóïäýíáìá U(s) = 1
mù0

ù0

s2 + ù2
0

. (11.10.3)

Ãíùñßæïõìå üìùò áðü ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (11.5.9) üôé

L−1
{

ù0

s2 + ù2
0

}
= sinù0t, ïðüôå u(t) = L−1{U(s)} = 1

mù0
sinù0t. (11.10.4)

Ç óõíÜñôçóç u(t) êáëåßôáé ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç ôïõ ìç÷áíéêïý ìáò óõóôÞìáôïò.
Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) = L{u(t)} óôç ó÷Ýóç (11.10.3) êáëåßôáé óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò.
Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò ÷ñçóéìïðïéïýìå åäþ ôá óýìâïëá g(t) êáé G(s) áíôßóôïé÷á. ¸ôóé Ý÷ïõìå

G(s) = L{g(t)} = 1

m(s2 + ù2
0)

êáé áíôßóôñïöá g(t) = L−1{G(s)} = 1
mù0

sinù0t. (11.10.5)

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé ãéá ìéááõèáßñåôçöüñôéóçp(t) áíáëýïíôÜò ôçí óåáðåéñïóôÝò óôéãìéáßåò
öïñôßóåéò p(ô) dô (ôç óôéãìÞ ô) êáé õðåñèÝôïíôáò ôéò ó÷åôéêÝò áðïêñßóåéò du = [p(ô) dô] g(t − ô)
Þ du = p(ô)g(t − ô) dô ôç óôéãìÞ t, ïäçãïýìáóôå óôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ Duhamel (11.8.8).

ÁñêåôÜ ìå ôéò ôáëáíôþóåéò êáé ôï ÷ñüíï t óáí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ! Åßíáé þñá íá áíáöåñ-
èïýìå êáé óå äïêïýò. Ó’ áõôÝò ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ èá åßíáé öõóéêÜ ç èÝóç x. ÎåêéíÜìå ëïéðüí!
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A11.11. ÅËÁÓÔÉÊÇ ÃÑÁÌÌÇ ÄÏÊÏÕ ÓÅ ÊÁÌØÇ

A11.11.1. ÅëáóôéêÞ ãñáììÞ äïêïý õðü áõèáßñåôç öüñôéóç

Áóöáëþò ôï åíäéáöÝñïí êáé ç ÷ñçóéìüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace äåí ðåñéïñßæïíôáé
óå ðñïâëÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t. Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace åßíáé
÷ñÞóéìïò êáé óå ðñïâëÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôç èÝóç x, üðùò èá äïýìå óôçí
ðáñïýóá åíüôçôá êáé óôçí åðüìåíç åíüôçôá óå ðñïâëÞìáôá äïêþí óå êÜìøç.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ìéáò óõíÞèïõò äïêïý óå êÜìøç, óõãêåêñéìÝíá ìéáò
äïêïý ìÞêïõò L (0 ≤ x ≤ L). Ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç ôçò äïêïý äçëþíåôáé ìå p(x) (ð.÷.
óå kN/m). Ôçí õðïèÝôïõìå áõèáßñåôç (áí êáé ãíùóôÞ) óõíÜñôçóç. Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôåôÜñôçò ôÜîåùòùòðñïò ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý, ðïõ äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ
ôçò (ôï ó÷Þìá ôçò), åßíáé ãíùóôÞ: åîßóùóç (2.1.34) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á2.1.5. Ôçí õðåíèõìßæïõìå

EIv′′′′(x) = p(x) êáé éóïäýíáìá v′′′′(x) = p(x)
EI

(11.11.1)

ìå EI ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý: ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò Å ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý
õëéêïý ôçò åðß ñïðÞ áäñáíåßáò É ôçò äéáôïìÞò ôçò ùò ðñïò ôïí ïõäÝôåñï ÜîïíÜ ôçò. (Óå óõíÞèåéò
äïêïýò, üðùò åäþ, ç äõóêáìøßá ÅÉ èåùñåßôáé óôáèåñÞ êáôÜ ìÞêïò ôïõò.)

ÖõóéêÜ óôï ÊåöÜëáéï áõôü Á11 åöáñìüæïõìå áðïêëåéóôéêÜ ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace. Äçëþíïõìå ìå V (s) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôïõ Üãíùóôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x), äç-
ëáäÞ V (s) = L{v(x)}, êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ãíùóôü (áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á10.3.5 ôïõ Êåöá-
ëáßïõ Á10) ôýðï (10.3.71) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ôåôÜñôçò ðáñáãþãïõ v′′′′(x):

L{v′′′′(x)} = s4V (s) − s3v(0) − s2v′(0) − sv′′(0) − v′′′(0) ìå V (s) = L{v(x)}, (11.11.2)

åäþâÝâáéá ìå v(x) áíôß ãéá u(t) êáé ìå V (s) áíôß ãéáU(s). Äçëþíïõìå ôÝëïò ìå P(s) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace ôçò ãíùóôÞò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x) ôçò äïêïý, äçëáäÞ P(s) = L{p(x)}.

Ìåôáó÷çìáôßæïõìå Ýôóé ðïëý åýêïëá ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äïêïý (11.11.1) óå
ãñáììéêÞ (ðñùôïâÜèìéá) áëãåâñéêÞ åîßóùóç, óõãêåêñéìÝíá ôçí åîßóùóç

s4V (s) − s3v(0) − s2v′(0) − sv′′(0) − v′′′(0) = P(s)
EI

. (11.11.3)

Óôï óçìåßï áõôü êáëü åßíáé íá õðïèÝóïõìå üôé åßíáé ãíùóôÝò ïé áêüëïõèåò ôÝóóåñéò ðïóüôçôåò:
(á) v0 (âÝëïò êÜìøåùò), (â) è0 (ãùíßá êëßóåùò Þ óôñïöÞò), (ã) Ì0 (ñïðÞ êÜìøåùò Þ êáìðôéêÞ
ñïðÞ) êáé (ä) Q0 (ôÝìíïõóá äýíáìç Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý. Áí
îáíáèõìçèïýìå ôïõò ôýðïõò (2.1.19), (2.1.32) êáé (2.1.33) ôçò Åíüôçôáò Á2.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á2,
ðïõ óõíäÝïõí áõôÝò ôéò ðïóüôçôåò ìå ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý êáé ôéò ôñåéò ðñþôåò
ðáñáãþãïõò ôïõ óôï áñéóôåñü áõôü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý, èá Ý÷ïõìå

v(0) = v0, v′(0) = è0, v′′(0) = M0

EI
, v′′′(0) = Q0

EI
. (11.11.4)

Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôåóóÜñùí áõôþí ðïóïôÞôùí (åäþ áñ÷éêþí óõíèçêþí) v0, è0, M0 êáé Q0

ç ðéï ðÜíù ãñáììéêÞ (ðñùôïâÜèìéá) áëãåâñéêÞ åîßóùóç (11.11.3), ðïõ ðñïÝêõøå ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ðéï ïéêåßá óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìïñöÞ:

s4V (s)−s3v0−s2è0−s
M0

EI
−Q0

EI
= P(s)

EI
, ïðüôå s4V (s) = s3v0+s2è0+s

M0

EI
+Q0

EI
+ P(s)

EI
. (11.11.5)

Ç ëýóç ôçò ðñùôïâÜèìéáò áõôÞò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôé-
óìü Laplace V (s) = L{v(x)} ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý åßíáé ðáíåýêïëç. Ðñïêýðôåé

V (s) = v0
s

+ è0

s2
+ M0

EIs3
+ Q0

EIs4
+ P(s)

EIs4
. (11.11.6)
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Äåí áðïìÝíåé ðáñÜ ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý áõôïý Laplace V (s) = L−1{v(x)}. Ðñïò
ôï óêïðü áõôü èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïõò ãíùóôïýò ìáò áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á10.2.2 ôïõ Êå-
öáëáßïõ Á10 ôýðïõò (10.2.26), åäþ üìùò ãñáììÝíïõò ìå ôï x (ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý) óáí
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ (áíôß ãéá ôï t)

L{xn} = n!
sn+1

�⇒ L{1} = 1
s
, L{x} = 1

s2
, L{x2} = 2

s3
, L{x3} = 6

s4
, L{x4} = 24

s5
. (11.11.7)

Áò ãñÜøïõìå ôþñá ôïõò ßäéïõò ôýðïõò êáé óáí áíôßóôñïöïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace:

L−1
{

1
sn+1

}
= xn

n!
�⇒ L−1

{
1
s

}
= 1, L−1

{
1
s2

}
= x, L−1

{
1
s3

}
= x2

2
, L−1

{
1
s4

}
= x3

6
. (11.11.8)

(Ìáò ÷ñåéÜæïíôáé åäþ ïé ôÝóóåñéò ðñþôïé ôýðïé, ãéá n = 0, 1, 2 êáé 3, áðü ôïõò ôýðïõò (11.11.7).
Ðáñáëåßøáìå Ýôóé ôïí ôåëåõôáßï ôýðï, åêåßíï ãéá n = 4, ï ïðïßïò äå ìáò ÷ñåéÜæåôáé.)

Óçìåéþíïõìå åäþ üôé ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôïõ ôåëåõôáßïõ üñïõ P(s)/(EIs4)
óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ëýóåùò (11.11.6) ïäçãåß óå óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá. Ôïýôï éó÷ýåé ëüãù ôïõ
èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò (ÐáñÜãñáöïò Á10.3.7: Éäéüôçôá 7). Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá áõôü

L−1{F(s)G(s)} =
∫ x

0
f (î)g(x − î) dî =

∫ x

0
f (x − î)g(î) dî (11.11.9)

ðñïöáíþò ìå f (x) = L−1{F(s)} êáé g(x) = L−1{G(s)}. Åäþ Ý÷ïõìå ôï ãéíüìåíï ôùí óõíáñôÞóåùí

P(s) = L{p(x)} êáé
1

EIs4
= L

{
x3

6EI

}
, (11.11.10)

ïðüôå ðñïêýðôåé ï åîÞò áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace:

L−1
{
P(s)
EIs4

}
=L−1

{
P(s)

1
EIs4

}
=p(x)∗ x3

6EI
= 1

6EI

∫ x

0
p(î)(x−î)3 dî= 1

6EI

∫ x

0
(x−î)3p(î) dî (11.11.11)

óå ìïñöÞ óõíåëéêôéêïý ïëïêëçñþìáôïò ëüãù ôïõ ãíùóôïý èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò.

Ìå ôç ÷ñÞóç áõôþí ôùí ôýðùí áíôßóôñïöùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace (11.11.8) (ôÝóóåñéò
ôýðïé) êáé (11.11.11) (Ýíáò ôýðïò) áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace V (s) = L{v(x)}, ó÷Ýóç (11.11.6),
ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ï áêüëïõèïò áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace L−1{V (s)} = v(x) ãéá ôï
âÝëïò êÜìøåùò (ïõóéáóôéêÜ ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ) v(x) ôçò äïêïý:

v(x) = L−1{V (s)} = v0 + è0x + M0

2EI
x2 + Q0

6EI
x3 + 1

6EI

∫ x

0
(x − î)3p(î) dî. (11.11.12)

Ôï ðéï ðÜíù óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá (11.11.11) åìöáíßæåôáé óáí ï ôåëåõôáßïò üñïò óôç ëýóç
áõôÞ v(x). Ïé ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò v0, è0, M0 êáé Q0, ðïõ éó÷ýïõí óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0
ôçò äïêïý, õðåéóÝñ÷ïíôáé óôïõò ôÝóóåñéò ðñþôïõò üñïõò ôçò ßäéáò ëýóåùò v(x).

A11.11.2. ÅëáóôéêÞ ãñáììÞ ðñïâüëïõ õðü áõèáßñåôç öüñôéóç

Èá áíáöÝñïõìå åäþ óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðñïâüëïõ ìå ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 ðáêôù-
ìÝíï êáé ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L åëåýèåñï. Èá ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ïé äýï óõíèÞêåò

v(0) = v0 = 0 êáé v′(0) = è0 = 0 (11.11.13)

ëüãù ôçò ðáêôþóåùò óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ. ¢ñá óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ
ðñïâüëïõ ìå ôçí ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 ï ðñïçãïýìåíïò ãåíéêüò ôýðïò (11.11.12)
ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò (ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ) v(x) ðáßñíåé ôçí êÜðùò áðëïýóôåñç ìïñöÞ

v(x) = M0

2EI
x2 + Q0

6EI
x3 + 1

6EI

∫ x

0
(x − î)3p(î) dî. (11.11.14)
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Êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ðñÝðåé üìùò íá åßíáé ãíùóôÝò ïé ðïóüôçôåò Ì0 (ñïðÞ êÜìøåùò
Þ êáìðôéêÞ ñïðÞ) êáé Q0 (ôÝìíïõóá äýíáìç Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) óôï ðáêôùìÝíï Üêñï x = 0 ôïõ
ðñïâüëïõ. Äýï ó÷åôéêÝò äõíáôüôçôåò õðÜñ÷ïõí:

(á) Íá èåùñÞóïõìå ôéò äýï áõôÝò ðïóüôçôåò Üãíùóôåò óôáèåñÝò êáé íá ôéò ðñïóäéïñßóïõìå ìå
âÜóç ôéò óõíèÞêåò åëåýèåñïõ Üêñïõ óôï äåîéü Üêñï x = L ôïõ ðñïâüëïõ, äçëáäÞ ôéò äýï óõíèÞêåò

v′′(L) = M(L)
EI

= 0 êáé v′′′(L) = Q(L)
EI

= 0. (11.11.15)

Ç ëýóç (11.11.14) ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôïõ ðñïâüëïõ õðü ãåíéêÞ êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç
öüñôéóç p(x) ìå ôçí åéóáãùãÞ ôçò óôéò äýï áõôÝò óõíèÞêåò ãéá x = L åðéôñÝðåé ôïí ðñïóäéïñéóìü
ôùí äýï óôáèåñþí M0 êáé Q0 óôçí ðÜêôùóç: óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ.

(â) Íá õðïëïãßóïõìå êáé ôéò äýï ðïóüôçôåò M0 (ñïðÞ êÜìøåùò) êáé Q0 (ôÝìíïõóá äýíáìç)
óôï óçìåßï x = 0 ôçò ðáêôþóåùò ìå ôç âïÞèåéá ôùí åîéóþóåùí ôçò óôáôéêÞò éóïññïðßáò: ôï Ì0

ìå éóïññïðßá ñïðþí êáé ôï Q0 ìå éóïññïðßá äõíÜìåùí ùò ðñïò ôïí Üîïíá Oy êÜèåôá óôç äïêü.

Ðñüêåéôáé ðñïöáíþò ãéá äýï éóïäýíáìåò äõíáôüôçôåò, ç äåýôåñç üìùò ôáéñéÜæåé êáëýôåñá
óôïí Ýìðåéñï óôç ÓôáôéêÞ Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Åßíáé üìùò ðïëý ðéï ðéèáíü íá ïäçãÞóåé óå ëÜèïò
ðñïóÞìïõ ôïí Üðåéñï Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ç ðñþôç äõíáôüôçôá, ç ïðïßá âáóßæåôáé óôçí êáôåõ-
èåßáí ÷ñÞóç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (11.11.15) óôï äåîéü Üêñï ôïõ ðñïâüëïõ x = L, åßíáé Ýôóé
ðéï áóöáëÞò ùò ðñïò ôçí áðïöõãÞ ëáèþí, áëë’ áðáéôåß ðáñáãùãßóåéò ôçò ëýóåùò (11.11.14).

A11.11.3. ÅëáóôéêÞ ãñáììÞ ðñïâüëïõ õðü óôáèåñÞ öüñôéóç

Èåùñïýìå ôþñá ôïí ðñüâïëï ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ (ìÞêïõò L êáé äõóêáìøßáò EI ìå
ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé åëåýèåñï ôï äåîéü x = L) õðü óôáèåñÞ êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç
öüñôéóç p(x) = p0. Áðü ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò (äåýôåñç äõíáôüôçôá) åýêïëá óõíÜãïõìå üôé

Q0 = −p0L êáé M0 = L
2
(p0L) = p0L2

2
. (11.11.16)

ÅéóÜãïõìå ôþñá ôç öüñôéóç p(x) = p0 êáé ôéò äýï áõôÝò óôáèåñÝò Q0 = −p0L êáé M0 = p0L2/2 óôï
ó÷åôéêü ãåíéêü ôýðï (11.11.14) ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò ôïõ ðñïâüëïõ ìáò. ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé

v(x) = p0L2

4EI
x2 − p0L

6EI
x3 + 1

6EI

∫ x

0
(x − î)3p0 dî. (11.11.17)

Ìå âÜóç ôçí áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá (10.3.98) óôç óõíÝëéîç: f (x) ∗ g(x) = g(x) ∗ f (x), èá Ý÷ïõìå∫ x

0
(x − î)3p0 dî =

∫ x

0
î3p0 dî = p0

∫ x

0
î3 dî = p0

x4

4
. (11.11.18)

ÅðïìÝíùò ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ óôç ó÷Ýóç (11.11.17) ðáßñíåé ôçí
ôåëéêÞ ôïõ ìïñöÞ

v(x) = p0L2

4EI
x2 − p0L

6EI
x3 + p0

6EI
x4

4
= p0

24EI
(6L2x2 − 4Lx3 + x4) (11.11.19)

êáé ìå áðëïðïßçóç: êïéíüò ðáñÜãïíôáò ôï x2

v(x) = p0x2

24EI
(6L2 − 4Lx + x2) ìå ìÝãéóôï (ãéá x = L) ôçí ôéìÞ vmax = v(L) = p0L4

8EI
. (11.11.20)

ÁõôÞ åßíáé ç Ýêöñáóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ. Ìå áðëÝò ðáñá-
ãùãßóåéò ùò ðñïò ôç èÝóç x äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé

v′(x) = è(x) = p0

6EI
(3L2x − 3Lx2 + x3) = p0x

6EI
(3L2 − 3Lx + x2), (11.11.21)

v′′(x) = M(x)
EI

= p0

2EI
(L2 − 2Lx + x2) = p0(L − x)2

2EI
, (11.11.22)
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v′′′(x) = Q(x)
EI

= − p0

EI
(L − x) = − p0(L − x)

EI
, (11.11.23)

v′′′′(x) = p(x)
EI

= p0

EI
. (11.11.24)

Áò åðáíáëÜâïõìå ôïõò ôñåéò ôåëåõôáßïõò ôýðïõò êáé óôç ëßãï áðëïýóôåñç (êáé ðéï ÷ñÞóéìç)
ãñáöÞ ôïõò

M(x) = p0(L − x)2

2
ãéá ôç ñïðÞ êÜìøåùò M(x), (11.11.25)

Q(x) = −p0(L − x) ãéá ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x), (11.11.26)

p(x) = p0 ãéá ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x). (11.11.27)

Áò åðáëçèåýóïõìå ôþñá ôç ëýóç (11.11.19) Þ (11.11.20), ôçí ïðïßá âñÞêáìå ãéá ôï âÝëïò
êÜìøåùò v(x) ôïõ ðñïâüëïõ (ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ, ôï ó÷Þìá ôïõ óå êÜìøç) õðü óôáèåñÞ
öüñôéóç p(x) = p0 (óå kN/m Þ éóïäýíáìç ìïíÜäá) óå üëï ôï ìÞêïò ôïõ. ÅêôåëÝóáìå Þäç ôéò ó÷åôéêÝò
ðáñáãùãßóåéò êáé õðïëïãßóáìå ôéò ðáñáãþãïõò (11.11.21) Ýùò (11.11.24) êáé ôéò ó÷åôéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò M(x), Q(x) êáé p(x) óôéò ó÷Ýóåéò (11.11.25), (11.11.26) êáé (11.11.27) áíôßóôïé÷á. Áñ÷ßæïõìå:

Áðü ôç ó÷Ýóç (11.11.24) äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò ôçí éó÷ý ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.11.1)
ôçò êÜìøåùò äïêïý (åäþ âÝâáéá ðñïâüëïõ ìå p(x) = p0). Åðßóçò áðü ôç ó÷Ýóç (11.11.20) äéá-
ðéóôþíïõìå üôé v(0) = 0 êáé áðü ôç ó÷Ýóç (11.11.21) üôé v′(0) = è0 = 0. Éó÷ýïõí ëïéðüí ïé äýï
óõíèÞêåò ðáêôþóåùò óôï áñéóôåñü (ôï ðáêôùìÝíï) Üêñï x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ. ÐÜìå ôþñá óôï
äåîéü Üêñï, ôï åëåýèåñï Üêñï x = L. Áðü ôç ó÷Ýóç (11.11.25) äéáðéóôþíïõìå üôé M(L) = 0 êáé áðü
ôçí åðüìåíç ó÷Ýóç (11.11.26) üôéQ(L) = 0. Åßíáé ëïéðüí ìçäåíéêÝò ôüóï ç ñïðÞ êÜìøåùòÌ(x) üóï
êáé ç ôÝìíïõóá äýíáìçQ(x) óôï äåîéü Üêñï x = L ôïõ ðñïâüëïõ. ¢ñá éó÷ýïõí ïé äýï áõôÝò óõíèÞ-
êåò, ðïõ äçëþíïõí åëåýèåñï Üêñï äïêïý. ÔÝëïò ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç (11.11.27), ç ó÷Ýóç p(x) = p0

ãéá ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ, åßíáé åíäéáöÝñïõóá áðëÜ óáí
åðáëÞèåõóç (êáé áõôÞ) ôçò ëýóåùò v(x) ðïõ âñÝèçêå êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ ùò ðñïò ôç öüñ-
ôéóÞ ôïõ. (ÏõóéáóôéêÜ åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí åðáëÞèåõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.11.1).
Äåí áíáöÝñåôáé óå áñ÷éêÝò Þ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôïõ ðñïâüëïõ.

� ÓõìðÝñáóìá: Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ãåíéêü ïëï-
êëçñùôéêü ôýðï (11.11.14), áò ôïí åðáíáëÜâïõìå

v(x) = M0

2EI
x2 + Q0

6EI
x3 + 1

6EI

∫ x

0
(x − î)3p(î) dî, (11.11.28)

ìáæß ìå ôéò óõíèÞêåò (11.11.15), v′′(L) = 0 êáé v′′′(L) = 0, ãéá ôçí åýñåóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x)
ðñïâüëïõ (ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò, ôïõ ó÷Þìáôïò ðïõ ðáßñíåé ï ðñüâïëïò ìåôÜ ôçí êÜìøç ôïõ).
ÅíáëëáêôéêÜ, áíôß ãéá ôéò äýï ðéï ðÜíù óõíèÞêåò v′′(L) = 0 êáé v′′′(L) = 0 ìðïñïýìå íá ÷ñç-
óéìïðïéÞóïõìå ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ñïðÞò êÜìøåùò M0 êáé ôçò
ôÝìíïõóáò äýíáìçòQ0 óôï óçìåßï ðáêôþóåùò x = 0. Ìå ôïí ôñüðï áõôü Ý÷ïõìå Ýôïéìç ôç ãåíéêÞ
ëýóç v(x) ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò (ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ) óå êÜèå ðñüâëçìá ðñïâüëïõ, äçëáäÞ ãéá
ïðïéáäÞðïôå áõèáßñåôç êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) ðïõ åöáñìüæåôáé êáôÜ ìÞêïò ôïõ.
Êáé ìÜëéóôá ï ãåíéêüò ôýðïò (11.11.28) ìðïñåß èáõìÜóéá íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ùò Ý÷åé, Ýôïéìïò áðü
ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, áêüìç êáé áðü áõôüí ðïõ ìÜëëïí ôïí áðùèåß ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace. Ï ðéï ðÜíù ôýðïò (11.11.28) Ý÷åé êáé ôï ðëåïíÝêôçìá üôé ðåñéÝ÷åé Ýíá ìüíï áðëü
ïëïêëÞñùìá êáé ü÷é ôÝóóåñá äéáäï÷éêÜ ïëïêëçñþìáôá, ïõóéáóôéêÜ Ýíá ôåôñáðëü ïëïêëÞñùìá.

➽ Åñþôçìá: ÖõóéêÜ ï ãåíéêüò áõôüò ôýðïò (11.11.28) ãéá ðñüâïëï ìðïñåß íá âñåèåß êáé ìå
Üëëïõò ôñüðïõò åêôüò áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Åäþ æçôåßôáé ç åýñåóÞ ôïõ: (á) Ìå
ôÝóóåñéò äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.11.1): v′′′′(x) = p(x)/(EI), óôï
ôÝëïò üìùò ìå áðëü ïëïêëÞñùìá, êáé (â) Ìå öõóéêü ôñüðï èåùñþíôáò ôç óõíå÷Þ öüñôéóç p(x)
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êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ óáí Üðåéñï Üèñïéóìá óôïé÷åéùäþí öïñôßóåùí p(î)dî (ìå 0 ≤ î ≤ L) êáé
áèñïßæïíôáò ôá âÝëç êÜìøåùòðïõ ç êÜèå ìéá ôïõòðñïêáëåß (ìå âÜóç ôçí áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùòóå
ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá). ¸ôóé ðñÝðåé íá ðñïêýøåé ôåëéêÜ ôï óõíïëéêü âÝëïò êÜìøåùò (11.11.28) óå
ðñüâïëï. ¢ñáãå ðïéá ìÝèïäïò åßíáé ç áðëïýóôåñç ãéá ôçí åýñåóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò (11.11.28)
óå ðñüâïëï õðü ãåíéêÞ (áõèáßñåôç) öüñôéóç p(x); ÊáôÜ ôçí ðñïóùðéêÞ ãíþìç ôïõ ãñÜöïíôá
áðëïýóôåñç åßíáé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

➤ ÐáñáôÞñçóç A11.4: Ðéï ðÜíù ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ãåíéêü ïëïêëçñùôéêü ôýðï (11.11.14)
Þ (11.11.28) ìå p(x) = p0, ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï âÝëïò êÜìøåùò (ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ) v(x) óå
ðñüâïëï ìå êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x). ¸ôóé åêìåôáëëåõèÞêáìå ôç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (11.11.1): v′′′′(x) = p(x)/(EI), ôçí ïðïßá åß÷áìå Þäç âñåé óôçí ÐáñÜãñáöï Á11.11.1 ìå
ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ìéá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá áðïôåëåß âÝâáéá íá åðé-
ëýóïõìå áðü ôçí áñ÷Þ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç v′′′′(x) = p0 /(EI) óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç óôáèåñÞò
öïñôßóåùò p(x) = p0 áíôß íá èåùñÞóïõìå ôç ëýóç ôçò óáí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò.
Äå èá ôï êÜíïõìå, ãéáôß äåí ðáñïõóéÜæåé êáíÝíá éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí. Èá óçìåéþóïõìå üìùò üôé
óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò óôáèåñÞò öïñôßóåùò p0 åßíáé áðëÜ p0 /s.
¸ôóé äåí ðñüêåéôáé íá ðáñïõóéáóèåß êáíÝíá óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá óôç ëýóç ìáò. ÃåíéêÜ ìé-
ëþíôáò, ôá óõíåëéêôéêÜ ïëïêëçñþìáôá åßíáé áíáãêáßá üóåò öïñÝò åðéäéþêïõìå íá âñïýìå ãåíéêÝò
ëýóåéò, äçëáäÞ ëýóåéò õðü áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò åîáíáãêáóìïý óôï äåîéü ìÝëïò ìéáò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò, åäþ õðü áõèáßñåôç öüñôéóç p(x). Ìðïñïýí üìùò íá áðïöåýãïíôáé óå ðÜñá ðïëëÝò
åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò öïñôßóåùò, üðùò åßíáé ð.÷. ç óôáèåñÞ öüñôéóç p(x) = p0 ìå ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace (ôïí åðáíáëáìâÜíïõìå) L{p0} = p0 /s.

➤ ÐáñáôÞñçóçA11.5: Åßíáé ìÜëëïí áõôïíüçôï üôé ï ãåíéêüò ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò (11.11.28) ãéá
ôï âÝëïò êÜìøåùò (ïõóéáóôéêÜ ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ) ðñïâüëïõ ðáêôùìÝíïõ óôï áñéóôåñü Üêñï
ôïõ x = 0 åßíáé áðüëõôááíÜëïãïò ìå ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõDuhamel, ðïõ åß÷áìå óõíáíôÞóåé
óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò. Óôéò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç ï ôýðïò ôïõ Duhamel åßíáé
ï ôýðïò (11.6.10) ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé ï ôýðïò (11.6.11) ìå ìç ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò. Óôéò ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç åßíáé ï ôýðïò (11.8.11) ÷ùñßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé
Ýíáò ëßãï ãåíéêüôåñïò ôýðïò ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. ÐáñÜ ôáýôá ï ôýðïò ôïõ Duhamel áíáöÝñåôáé
óå ðñïâëÞìáôá ôáëáíôþóåùí ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t êáé ü÷é óå ðñïâëÞìáôá äïêþí
ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôç èÝóç x (êáé öõóéêÜ ìéá åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç!).

A11.12. ÊÁÌÐÔÉÊÅÓ ÉÄÉÏÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÄÏÊÏÕ

Óôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò (êáé åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ãåíéêüôåñá) ìéáò óõíÞèïõò äïêïý
ìÞêïõò L (0 ≤ x ≤ L) ðáñïõóéÜæåôáé ç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò
êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò

X ′′′′(x) − â4×(x) = 0. (11.12.1)

Óôçí åîßóùóçáõôÞ ôïâ åßíáé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ, ðïõ êáëþò Þ êáêþò ôçí õðïèÝôïõìå åäþ ãíùóôÞ.
(Ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ãé’ áõôÞí óôçí Åíüôçôá Á9.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á9 ìå ôïí ïñéóìü ôçò óôç
ó÷Ýóç (9.2.2).) Óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Á11.12 èá åðéëýóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.12.1) õðü
áõèáßñåôåò (ìç ãíùóôÝò) áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï áñéóôåñü Üêñï x = L ôçò äïêïý

X(0) = E, X ′(0) = F, X ′′(0) = G, X ′′′(0) = H. (11.12.2)

Èá ðñïêýøåé Ýôóé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (11.12.1).

Ðñïò ôï óêïðü áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå îáíÜ ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace èÝôïíôáò

X̂(s) := L{X(x)}, ïðüôå L{X ′′′′(x)} = s4X̂(s) − Es3 − Fs2 − Gs − H. (11.12.3)
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Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò áõôüò Laplace L{X ′′′′(x)} ôçò ðáñáãþãïõ X ′′′′(x) ðñïÝêõøå óýìöùíá ìå ôá
ãíùóôÜ áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á10.3.5, ôýðïò (10.3.71) åêåß, ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace
ðáñáãþãùí, åäþ ôçò ôåôÜñôçò ðáñáãþãïõ X ′′′′(x), áëëÜ êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.12.2).

Ìåôáó÷çìáôßæïíôáò ôþñá êáôÜ Laplace ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.12.1) ôùí êáìðôéêþí éäéï-
ôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý ìáò, ðñïêýðôåé áìÝóùò ç áíôßóôïé÷ç áëãåâñéêÞ åîßóùóç

[s4X̂(s) − Es3 − Fs2 − Gs − H] − â4X̂(s) = 0, (11.12.4)

ç ïðïßá ãñÜöåôáé åõèýò êáé óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ

(s4 − â4) X̂(s) = Es3 + Fs2 + Gs + H. (11.12.5)

Ëýíïíôáò ôçí ðñùôïâÜèìéá áõôÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç öõóéêÜ ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìá-
ôéóìü Laplace X̂(s) = L{X(x)}, âñßóêïõìå ðïëý åýêïëá üôé

X̂(s) = Es3 + Fs2 + Gs + H
s4 − â4

= E
s3

s4 − â4
+ F

s2

s4 − â4
+ G

s
s4 − â4

+ H
1

s4 − â4
. (11.12.6)

Äåí õðÜñ÷åé éäéáßôåñïò ëüãïò, þóôå íá åðé÷åéñÞóïõìå áíáëýóåéò óå áðëÜ êëÜóìáôá. Áðü
ìÝôñéá åêôåíåßò ðßíáêåò ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå äéáèÝóéìïõò ôïõò áíôßóôñïöïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò
Laplace ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå. Ðñüêåéôáé ãéá ôïõò åîÞò áíôßóôñïöïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace:

L−1
{

1
s4 − â4

}
= 1

2â3
(sinhâx − sinâx), (11.12.7)

L−1
{

s
s4 − â4

}
= 1

2â2
(coshâx − cosâx), (11.12.8)

L−1
{

s2

s4 − â4

}
= 1

2â
(sinhâx + sinâx), (11.12.9)

L−1
{

s3

s4 − â4

}
= 1

2
(coshâx + cosâx). (11.12.10)

Åßìáóôå Ýôïéìïé ôþñá! ÁíôéóôñÝöïíôáò êáôÜ Laplace ôç ó÷Ýóç (11.12.6), êáôáëÞãïõìå áìÝóùò
óôç æçôïýìåíç ëýóç

X(x) = E
2
(coshâx + cosâx) + F

2â
(sinhâx + sinâx)

+ G
2â2

(coshâx − cosâx) + H
2â3

(sinhâx − sinâx). (11.12.11)

Áðü ôéò ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò E, F, G êáé H ïé äýï õðïëïãßæïíôáé Üìåóá áðü ôéò äýï
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò éäéïôáëáíôïýìåíçò äïêïý. Ðáñáäåßãìáôïò
÷Üñç, E = ×(0) = 0 êáé F = X ′(0) = 0 ãéá ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0. Åðßóçò ãéá ôéò äýï
óôáèåñÝò ðïõ áðïìÝíïõí ðñÝðåé íá ëçöèïýí õðüøç êáé ïé äýï óõíèÞêåò óôï äåîéü Üêñï x = L ôçò
ßäéáò éäéïôáëáíôïýìåíçò äïêïý, ð.÷. X ′′(L) = 0 êáé X ′′′(L) = 0 ãéá åëåýèåñï ôï äåîéü Üêñï. Ìå ôïí
ôñüðï áõôü áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç (11.12.11) ðïõ âñÞêáìå ïäçãïýìáóôå óå Ýíá ðñüâëçìá éäéïôéìþí
Þ ÷áñáêôçñéóôéêþí ôéìþí. Ôï ðñüâëçìá áõôü ôï åîåôÜóáìå Þäç ëåðôïìåñþò óôçí Åíüôçôá Á9.2
ìå Ýìöáóç óôçí áìöéÝñåéóôç äïêü. ÐáñáðÝìðïõìå ëïéðüí ó’ åêåßíç ôçí Åíüôçôá Á9.2. Ç äéáöïñÜ
óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Á11.12 Þôáí üôé ãéá ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ÷ñçóéìïðïéÞ-
óáìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Åðßóçò ìå ôïí ðáñüíôá ôñüðï åñãáóßáò Ý÷ïõìå
êáôåõèåßáí äéáèÝóéìåò óôç ëýóç (11.12.11) êáé ôéò ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: X(0) = E, X ′(0) = F,
X ′′(0) = G êáé X ′′′(0) = H. Áõôü ìáò äéåõêïëýíåé êÜðùò óôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí ó÷åôéêþí éäéïìïñ-
öþí (éäéïóõíáñôÞóåùí) êáé éäéïóõ÷íïôÞôùí (éäéïôéìþí) óôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò äïêïý.
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Ôåëåéþíïíôáò ôçí åíüôçôá áõôÞ, áò áíáöåñèïýìå óýíôïìá óôïõò ôÝóóåñéò áíôßóôñïöïõò ìå-
ôáó÷çìáôéóìïýò Laplace (11.12.7) Ýùò (11.12.10), ôïõò ïðïßïõò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå. Ðáßñíïõìå
õðüøç ìáò ôéò ó÷Ýóåéò (10.3.33) (åäþ ìå â áíôß ù êáé ìå x áíôß t)

L{sinhâx} = â
s2 − â2

êáé áíÜëïãá L{sinâx} = â
s2 + â2

(11.12.12)

êáèþò êáé ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá (Éäéüôçôá 1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ¸ôóé âñßóêïõìå üôé

L
{

1
2â3

(sinhâx − sinâx)
}
= 1

2â3

(
â

s2 − â2
− â

s2 + â2

)
= 1

2â2

s2 + â2 − s2 + â2

(s2 − â2)(s2 + â2)
= 1

s4 − â4
. (11.12.13)

Áðü ôç ó÷Ýóç áõôÞ ðñïêýðôåé ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace (11.12.7). Ïé ôñåéò åðüìå-
íïé áíôßóôñïöïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace (11.12.8), (11.12.9) êáé (11.12.10) ðñïêýðôïõí áíÜëïãá.

Åõêïëüôåñç üìùò åßíáé ç áðüäåéîÞ ôïõò ìå âÜóç ôïí ðñþôï áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace (11.12.7) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Éäéüôçôáò 5 ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace ðáñáãþãùí. ¸ôóé ôñåéò ðáñáãùãßóåéò óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (11.12.7) ïäçãïýí
äéáäï÷éêÜ óôá äåîéÜ ìÝëç ôùí ôñéþí ó÷Ýóåùí (11.12.8), (11.12.9) êáé (11.12.10). Óôá áíôßóôïé÷á
áñéóôåñÜ ìÝëç ôùí ßäéùí ôñéþí ó÷Ýóåùí ðñÝðåé íá ãßíïõí äéáäï÷éêïß ðïëëáðëáóéáóìïß åðß s, êÜôé
ðïõ åßíáé öáíåñü óôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò. Åðßóçò, ãéá íá éó÷ýïõí ïé ßäéåò ó÷Ýóåéò (11.12.8), (11.12.9)
êáé (11.12.10), èá ðñÝðåé ïé ôéìÝò ôùí ôñéþí óõíáñôÞóåùí óôá äåîéÜ ìÝëç ôùí ôñéþí ðñþôùí
ó÷Ýóåùí (11.12.7), (11.12.8) êáé (11.12.9) íá åßíáé ßóåò ìå ôï ìçäÝí ãéá x = 0. Ôïýôï ðïëý åýêïëá
äéáðéóôþíåôáé üôé ðñáãìáôéêÜ éó÷ýåé. (Áíôßèåôá ôï äåîéü ìÝëïò ôçò ôåëåõôáßáò ó÷Ýóåùò (11.12.10)
åßíáé ßóï ìå ôï Ýíá ãéá x = 0: 1

2 (1 + 1) = 1. Áõôü üìùò êáèüëïõ ìá êáèüëïõ äå ìáò íïéÜæåé åäþ!)

Áðïäåßîáìå ëïéðüí êáé ôïõò ôÝóóåñéò ôýðïõò (11.12.7) Ýùò êáé (11.12.10) áíôßóôñïöùí ìåôá-
ó÷çìáôéóìþí Laplace, ôïõò ïðïßïõò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôçí åíüôçôá áõôÞ. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá!

A11.13. ÄÏÊÏÓ ÅÐÉ ÅËÁÓÔÉÊÇÓ ÂÁÓÅÙÓ

Óôçí ðñïðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á11.11, åéäéêüôåñá óôçí ÐáñÜãñáöï Á11.11.1, áíáöåñèÞêáìå
óôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ v(x) óõíÞèïõò äïêïý. ÁõôÞí ôçí ðñïóäéïñßóáìå óôïí ôüóï óçìáíôéêü óôéò
äïêïýò ôåëéêü ôýðï (11.11.12) ìå âÜóç: (á) ôéò áñ÷éêÝò ôéìÝò (11.11.4), ôéò åðáíáëáìâÜíïõìå:

v(0) = v0, v′(0) = è0, v′′(0) = M0

EI
, v′′′(0) = Q0

EI
, (11.13.1)

óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý êáé (â) ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò
äïêïý. Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá èá ãåíéêåýóïõìå ôïí ôýðï (11.11.12) óôçí ðéï äýóêïëç ðåñßðôùóç
ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (ÔÝôïéåò äïêïß åßíáé ïé ðåäéëïäïêïß óôéò Èåìåëéþóåéò êáé ïé óéäçñï-
ôñï÷éÝò óôç ÓéäçñïäñïìéêÞ.) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ç (2.1.42). Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

EIv′′′′(x) + kv(x) = p(x), éóïäýíáìá v′′′′(x) + 4â4v(x) = p(x)
EI

ìå â4 = k
4EI

, (11.13.2)

ìå EI ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý êáé k ôç óõíïëéêÞ óôáèåñÜ åäÜöïõò--äïêïý óýìöùíá ìå ôç èåùñßá
ôïõ Winkler, ðïõ Ý÷ïõìå áíáöÝñåé óôçí ÐáñÜãñáöï Á2.1.7. Ç èåùñßá áõôÞ äÝ÷åôáé ôï Ýäáöïò
óáí Ýíá óýíïëï (Þ óýóôçìá) Üðåéñùí áóýæåõêôùí åëáôçñßùí ðïõ áíôéäñïýí ìå êáôáíåìçìÝíç
«öüñôéóç» −kv(x) (ðñïò ôá åðÜíù) óôç âýèéóç v(x) ôçò äïêïý (ðïõ õðïôßèåôáé ðñïò ôá êÜôù).

Åäþ èá ëýóïõìå ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (11.13.2) ìå âÜóç ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.13.1).
ÐñáãìáôéêÜ, äçëþíïõìå ðñþôá ìå V (s) êáé P(s) ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôïõ âÝëïõò êÜì-
øåùò v(x) (ðïõ ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò äïêïý) êáé ôçòöïñôßóåùò p(x) áíôßóôïé÷á. Óôç
óõíÝ÷åéá åöáñìüæïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace óôçí ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.13.2).
Ìå ôïí ôñüðï áõôü âñßóêïõìå ôçí ðñùôïâÜèìéá (ãñáììéêÞ) áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò V (s)

s4V (s) − s3v0 − s2è0 − s
M0

EI
− Q0

EI
+ 4â4V (s) = P(s)

EI
, (11.13.3)
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üðïõ åíóùìáôþóáìå Þäç ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (11.13.1). Óçìåéþíïõìå ðùò ç áëãåâñéêÞ áõôÞ åîß-
óùóç (11.13.3) äéáöÝñåé ìüíï óôïí åðéðëÝïí üñï ôçò 4â4V (s) áðü ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç (11.11.5)
ãéá äïêü ðïõ äå óôçñßæåôáé óå åëáóôéêÞ âÜóç. Ôçí îáíáãñÜöïõìå óôç ëßãï áðëïýóôåñç ìïñöÞ

(s4 + 4â4)V (s) = s3v0 + s2è0 + s
M0

EI
+ Q0

EI
+ P(s)

EI
(11.13.4)

êáé ôç ëýíïõìå ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace V (s). Ðñïêýðôåé áìÝóùò ç ëýóç

V (s) = s3

s4 + 4â4
v0 + s2

s4 + 4â4
è0 + s

s4 + 4â4

M0

EI
+ 1

s4 + 4â4

Q0

EI
+ 1

s4 + 4â4

P(s)
EI

(11.13.5)

ìå åíóùìáôùìÝíåò, åðáíáëáìâÜíïõìå, ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: óôéò ôéìÝò v0, è0,M0 êáéQ0. ÁðïìÝíåé
ëïéðüí ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ãíùóôïý ìáò ðëÝïí ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace V (s) = L−1{v(x)}.

Ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ áõôÞ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýôïéìïõò ôïõò ôÝóóåñéò ôåëåõôáßïõò ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïýò Laplace ôïõ Ðßíáêá Á10.2 ÷ñÞóéìùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace óôï ôÝëïò ôïõ ðñïçãïý-
ìåíïõ Êåöáëáßïõ Á10. (Åêåß åßíáé ìÜëéóôá äçëùìÝíï ñçôÜ üôé ïé ôÝóóåñéò áõôïß ìåôáó÷çìáôéóìïß
Laplace åöáñìüæïíôáé óå äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò: óôçí ðáñïýóá äïêü.) ÁíôéóôñïöÞ ëïéðüí!

Ãéá ëüãïõò ïìïéïìïñößáò åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé óôç äåýôåñç óôÞëç ôïõ Ðßíáêá Á10.2 óáí
ìåôáâëçôÞ ôçò áñ÷éêÞò óõíáñôÞóåùò u(t) ôï t. Åäþ öõóéêÜ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï x. ¸ôóé ïé
ôÝóóåñéò ôåëåõôáßïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ôïõ Ðßíáêá Á10.2 ãñÜöïíôáé áìÝóùò óôéò ìïñöÝò

L−1
{

1
s4 + 4â4

}
= F4(x) := 1

4â3
(coshâx sinâx − sinhâx cosâx), (11.13.6)

L−1
{

s
s4 + 4â4

}
= F3(x) := 1

2â2
sinhâx sinâx, (11.13.7)

L−1
{

s2

s4 + 4â4

}
= F2(x) := 1

2â
(coshâx sinâx + sinhâx cosâx), (11.13.8)

L−1
{

s3

s4 + 4â4

}
= F1(x) := coshâx cosâx. (11.13.9)

ÐÞñáìå ôï èÜññïò íá äçëþóïõìå ôéò ôÝóóåñéò óõíáñôÞóåéò óôç äåýôåñç óôÞëç ôïõ Ðßíáêá Á10.2
ìå ôá áðëÜ óýìâïëá F4(x), F3(x), F2(x) êáé F1(x) ãéá ôçí áðëüôçôá ôïõ ôåëéêïý ìáò ôýðïõ áìÝóùò
ðéï êÜôù ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý ìáò (ðïõ ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò).

Ôþñá áðëÜ áíôéóôñÝöïõìå ôï ãíùóôü ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace V (s) = L{v(x)} óôçí ðéï ðÜíù
ó÷Ýóç (11.13.5). Ìå ôïí ôñüðï áõôü âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

v(x) = L−1{V (s)} = v0F1(x) + è0F2(x) + M0

EI
F3(x) + Q0

EI
F4(x) + 1

EI

∫ x

0
F4(x − î)p(î) dî. (11.13.10)

(Óçìåéþíïõìå üôé óôïí ôåëåõôáßï üñï, óôïí üñï ìå ôï ïëïêëÞñùìá, ÷ñçóéìïðïéÞóáìå âÝâáéá êáé
ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò: Éäéüôçôá 7 ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.) Ï ôýðïò áõôüò (11.13.10)
åßíáé ï áíÜëïãïò ôýðïò ôïõ ôýðïõ (11.11.12) ãéá äïêü ÷ùñßò óôÞñéîç óå åëáóôéêÞ âÜóç: ìå â = 0.

Ï ôýðïò (11.13.10) éó÷ýåé ãéá ïðïéåóäÞðïôå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò v0, è0, M0 êáé Q0 óôï áñéóôåñü
Üêñï x = 0 ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò. Åðßóçò êáé ãéá áõèáßñåôçöüñôéóç p(x) ôçò ßäéáò äïêïý
(áñêåß âÝâáéá íá õðÜñ÷åé ôï ïëïêëÞñùìáóôï äåîéü ìÝëïò). Åßíáé Ýíáò èáõìÜóéïò ôýðïò åîáéñåôéêÞò
ãåíéêüôçôáò, ðïõ âñÝèçêå åäþ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ç ïðïßá åßíáé ìÜëëïí
êáé ç áðëïýóôåñç äõíáôÞ. (Åßíáé áðëïýóôåñç áðü ôçí «áíôáãùíéóôéêÞ» ôçò ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò
ôùí ðáñáìÝôñùí êáé ßóùò êé áðü ïðïéáäÞðïôå ðñáêôéêÞ äõíáôüôçôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.)

ÓõíÞèùò âÝâáéá îÝñïõìå äýï ìüíï áðü ôéòðïóüôçôåò v0, è0,M0 êáéQ0 óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0
ôçò äïêïý, åäþ åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò. Ôüôå âÝâáéá ïé äýï Üãíùóôåò ðïóüôçôåò óôïí ðéï ðÜíù
ãåíéêü ôýðï (11.13.10) ðñïóäéïñßæïíôáé áðëÜ áðü ôéò Üëëåò äýï óõíèÞêåò ðïõ äéáèÝôïõìå: óôï
äåîéü Üêñï x = L ôçò ßäéáò äïêïý üðïéåò êáé íá ’íáé áõôÝò: ôÝóóåñéò óõíïëéêÜ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.
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A11.14. ÓÕÃÊÅÍÔÑÙÌÅÍÏ ÖÏÑÔÉÏ ÓÅ ÐÑÏÂÏËÏ

Èåùñïýìå ôþñá Ýíá óõíÞèç ðñüâïëï ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò EI ìå ðÜêôùóç
óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé ìå åëåýèåñï ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L. Ç öüñôéóç ôïõ ðñïâüëïõ
óõíßóôáôáé óå Ýíá óõãêåíôñùìÝíïöïñôßï P, ôï ïðïßï åöáñìüæåôáé óôï óçìåßï x = a ôïõðñïâüëïõ
(öõóéêÜ ìå 0 < a ≤ L). Ìéá ôÝôïéá öüñôéóç (Ýíá óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï P) ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß
ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò äÝëôá ôïõ Dirac óáí äÞèåí êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) ùò åîÞò:

p(x) = Pä(x − a) ìå 0 < a ≤ L êáé 0 ≤ x ≤ L (11.14.1)

ìå ìçäåíéêÞ ôéìÞðáíôïý åêôüò áðü ôï óçìåßï x = a, üðïõ |p(a)| = ∞. Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôåôÜñôçò ôÜîåùò (11.11.1) ùò ðñïò ôï Üãíùóôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôïõ ðñïâüëïõ åßíáé ç åîÞò:

v′′′′(x) = p(x)
EI

êé åäþ v′′′′(x) = P
EI

ä(x − a) ìå 0 < x < L. (11.14.2)

Åðßóçò ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (ðáêôùìÝíïÜêñï x = 0 êáé åëåýèåñïÜêñï x = L) åßíáé ïé áêüëïõèåò:

v(0) = 0, v′(0) = 0, v′′(L) = 0, v′′′(L) = 0. (11.14.3)

Èá ëýóïõìå ôï ðñüâëçìá áõôü óõíïñéáêþí ôéìþí ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.
ÈÝôïíôáò êáôÜ ôá ãíùóôÜ V (s) = L{v(x)} ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞ-
óåùò v(x) êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé L{ä(x)} = 1, ïðüôå L{ä(x − a)} = e−as, áðü ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (11.14.2) ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ðáßñíïõìå ôçí ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç

s4V (s) − s3v(0) − s2v′(0) − sv′′(0) − v′′′(0) = P
EI

e−as. (11.14.4)

Óçìåéþíïõìå üôé óôçí áëãåâñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ãíùóôü ìáò ôýðï (11.11.2)
ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ôåôÜñôçòðáñáãþãïõ v′′′′(x). Áëë’ ïé äýïðïóüôçôåò v(0) (áñ÷éêü
âÝëïò êÜìøåùò) êáé v′(0) (áñ÷éêÞ óôñïöÞ) åßíáé ìçäåíéêÝò óôï ðáêôùìÝíï Üêñï ôïõðñïâüëïõ: äýï
ðñþôåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (11.14.3): v(0) = 0 êáé v′(0) = 0. Äõóôõ÷þò ïé Üëëåò äýï ðïóüôçôåò

v′′(0) = M0

EI
êáé v′′′(0) = Q0

EI
(11.14.5)

óôï ßäéï Üêñï x = 0 (óôçí ðÜêôùóç) åßíáé Üãíùóôåò. Óôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò äçëþóáìå ìå M0 êáé Q0

ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ êáé ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç áíôßóôïé÷á óôï ßäéï Üêñï x = 0 (óôçí ðÜêôùóç)
ôïõ ðñïâüëïõ. ¸ôóé ç ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç (11.14.4) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

s4V (s) − M0

EI
s − Q0

EI
= P

EI
e−as (11.14.6)

ìå ëýóç ôç óõíÜñôçóç

V (s) = M0

EIs3
+ Q0

EIs4
+ P

EIs4
e−as. (11.14.7)

ËáìâÜíïõìå ôþñá õðüøç ìáò ôïõò ãíùóôïýò ôýðïõò (11.11.8) êáèþò êáé ôïí ôýðï (10.3.48).
Ôïí åðáíáëáìâÜíïõìå áëëÜæïíôáò ëßãï ôá óýìâïëá (áðü ÷ñüíï t óå èÝóç x êé áðü t0 óå a)

L{u(x − a)H(x − a)} = e−asU(s). (11.14.8)

Ôþñá ìðïñïýìå ðéá íá áíôéóôñÝøïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (11.14.7). Ìå ôïí ôñüðï áõôü
ðñïóäéïñßæïõìå ôï Üãíùóôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) = L−1{V (s)} ôïõ ðñïâüëïõ ìáò óôç ìïñöÞ

v(x) = M0

2EI
x2 + Q0

6EI
x3 + P

6EI
(x − a)3H(x − a) = 1

6EI
[3M0x2 + Q0x3 + P(x − a)3H(x − a)] (11.14.9)

öõóéêÜìåH(x) ôçí ôüóï ãíùóôÞìáòðéáâçìáôéêÞóõíÜñôçóç ôïõHeaviside (ÐáñÜãñáöïòÁ10.3.4).
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Ìáò áðïìÝíåé ôþñá ç ðëÞñùóç êáé ôùí äýï ôåëåõôáßùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (11.14.3):
v′′(L) = 0 êáé v′′′(L) = 0 óôï åëåýèåñï Üêñï x = L ôïõ ðñïâüëïõ. Ãéá ôçí ðëÞñùóç ôùí äýï áõôþí
óõíèçêþí ðáñáãùãßæïõìå ðñþôá ôñåéò öïñÝò ôçí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç (11.14.9). ¸ôóé ðáßñíïõìå

è(x) = v′(x) = 1
2EI

[2M0x + Q0x2 + P(x − a)2H(x − a)], (11.14.10)

M(x) = EIv′′(x) = EIè′(x) = M0 + Q0x + P(x − a)H(x − a), (11.14.11)

Q(x) = EIv′′′(x) = M′(x) = Q0 + PH(x − a) (11.14.12)

Ý÷ïíôáò ðñïôéìÞóåé íá äþóïõìå ðñïôåñáéüôçôá óôá ìåãÝèç è(x) (óôñïöÞ), M(x) (êáìðôéêÞ ñïðÞ)
êáé Q(x) (ôÝìíïõóá äýíáìç) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ. ÔÝëïò p(x) = EIv′′′′(x) = Q′(x) = Pä(x − a).

Ëïéðüí ç ôåëåõôáßá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç v′′′(L) = 0, éóïäýíáìá Q(L) = 0: ìçäåíéêÞ ôÝìíïõóá
äýíáìç óôï åëåýèåñï Üêñï x = L ôïõ ðñïâüëïõ, êáé ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç (11.14.12) ìáò äßíïõí

Q0 + P · 1 = 0, ïðüôå Q0 = −P, (11.14.13)

áöïý L ≥ a óôï åëåýèåñï áõôü Üêñï. Ìå áíÜëïãï ôñüðï, åðåéäÞ ôþñáQ0 = −P, ç ôñßôç óõíïñéáêÞ
óõíèÞêç v′′(L) = 0, éóïäýíáìá M(L) = 0: ìçäåíéêÞ êáìðôéêÞ ñïðÞ ðÜëé óôï åëåýèåñï Üêñï x = L
ôïõ ðñïâüëïõ, êáé ç ó÷Ýóç (11.14.11) ìáò äßíïõí ìå Q0 = −P

M0 + (− P)L+ P(L− a) · 1 = 0, ïðüôå M0 − PL+ PL− Pa = 0 êáé ôåëéêÜ M0 = Pa. (11.14.14)

➤ ÐáñáôÞñçóçA11.6: Åßíáé áðüëõôáðñïöáíÝò ãéá ôïíÐïëéôéêüÌç÷áíéêüðùò ïé ßäéåò áêñéâþò
ôéìÝòM0 = Pa êáéQ0 = −P ðñïêýðôïõí åíáëëáêôéêÜ áðü ôéò åîéóþóåéò óôáôéêÞò éóïññïðßáò ôïõ
ðñïâüëïõ: éóïññïðßá äõíÜìåùí êáôÜ ôïí Üîïíá y êÜèåôá óôïí ðñüâïëï êáé éóïññïðßá ñïðþí.

Ôþñá ðëÝïí ìå M0 = Pa êáé Q0 = −P ãñÜöïõìå ôïõò ôÝóóåñéò ôýðïõò (11.14.9) Ýùò (11.14.12)
ãéá ôá ìåãÝèç v(x), è(x), M(x) êáé Q(x) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ ìáò óôéò ôåëéêÝò ôïõò ìïñöÝò

v(x) = P
6EI

[3ax2 − x3 + (x − a)3H(x − a)], (11.14.15)

è(x) = P
2EI

[2ax − x2 + (x − a)2H(x − a)], (11.14.16)

M(x) = −P(x − a) [1 − H(x − a)], (11.14.17)

Q(x) = −P [1 − H(x − a)]. (11.14.18)

Áò ìç ëçóìïíïýìå âÝâáéá üôé H(x − a) = 0 ãéá x < a, åíþ H(x − a) = 1 ãéá x ≥ a: ó÷Ýóç (10.3.54).

Ìðïñïýìå íá óõíáãÜãïõìå ðÜñá ðïëëÜ óõìðåñÜóìáôá áðü ôïõò ôýðïõò áõôïýò. Áò ðåñéï-
ñéóèïýìå üìùò óôá åîÞò ôñßá: (á) Ç óôñïöÞ è(x) ôïõ ðñïâüëïõ (êáé ç êëßóç ôïõ åííïåßôáé) åßíáé
óôáèåñÞ êáé ßóç ìå Pa2/(2EI) ãéá a ≤ x ≤ L. Áõôü åßíáé åýëïãï, ãéáôß ï ðñüâïëïò åßíáé áöüñôéóôïò
óôï ôìÞìá ôïõ áõôü. (â) Ç êáìðôéêÞ ñïðÞ M(x) êáé ç ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) åßíáé ìçäåíéêÝò óôï
ßäéï äéÜóôçìá [a, L]. (Ìå ôçí ßäéá áéôéïëïãßá!) (ã) Ó’ áõôü ôï äéÜóôçìá [a, L] ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x)
ìåôáâÜëëåôáé ãñáììéêÜ ìå ôç èÝóç x, áöïýH(x−a) = 1 ãéá x ≥ a. ÓõãêåêñéìÝíá ôï âÝëïò êÜìøåùò
ðáßñíåé ôéò áíáëõôéêÝò ìïñöÝò

v(x) =




Px2

6EI
(3a − x), åÜí 0 ≤ x ≤ a,

Pa2

6EI
(3x − a), åÜí a ≤ x ≤ L

(11.14.19)

ìå v(a) = Pa3/(3EI). Ôçí áðüëõôá ìÝãéóôç ôéìÞ ôïõ ôçí ðáßñíåé ðñïöáíþò óôï Üêñï x = L, üðïõ

v(L) = Pa2

6EI
(3L − a) êáé óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ a = L: v(L) = PL3

3EI
. (11.14.20)
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A11.15. ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ MACAULAY

ÓôáÌáèçìáôéêÜ, óôçÖõóéêÞ, óôéò ÅðéóôÞìåò ôïõÌç÷áíéêïý, ðáíôïý üðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
ïé óõíáñôÞóåéò H(x) (âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside) êáé ä(x) (óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac) ôá
ðéï ðÜíù óýìâïëá (Þ ðáñáðëÞóéá óýìâïëá ãéá ôç óõíÜñôçóç H(x)) åßíáé ôá êáèéåñùìÝíá.

Ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò üìùò ÷ñçóéìïðïéåß åéäéêÜ óýìâïëá ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò, ôéò ðá-
ñáãþãïõò ôïõò êáé ôá ïëïêëçñþìáôÜ ôïõò. Ôüôå ïñßæïíôáé ïé êáëïýìåíåò óõíáñôÞóåéòMacaulay,1

Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò Macaulay ÷ñçóéìïðïéïýíôáé åéäéêÜ óýìâïëá: ïé áãêýëåò ôïõ Macaulay (áí êáé
åßíáé ãùíéáêÝò áãêýëåò, ü÷é ïé óõíçèéóìÝíåò áãêýëåò). Ïé óõíáñôÞóåéò Macaulay ïñßæïíôáé ùò åîÞò:

〈x − a〉0 := H(x − a) ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ãéá a ≥ 0: L
{〈x − a〉0} = e−as

s
, (11.15.1)

〈x − a〉−1 := ä(x − a) ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ãéá a ≥ 0: L
{〈x − a〉−1} = e−as, (11.15.2)

〈x − a〉−2 := ä′(x − a) ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ãéá a ≥ 0: L
{〈x − a〉−2} = se−as, (11.15.3)

〈x − a〉−3 := ä′′(x − a) ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ãéá a ≥ 0: L
{〈x − a〉−3} = s2e−as (11.15.4)

ãéá ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóçH(x−a), ôç óõíÜñôçóç ä(x−a) ôïõ Dirac (ìå ä(x−a) = H′(x−a)) êáé ôéò
äéáäï÷éêÝò ðáñáãþãïõò ôçò. ÁíÜëïãïé åßíáé êáé ïé ïñéóìïß ôùí óõíáñôÞóåùí Macaulay ãéá èåôéêÝò
áêÝñáéåò ôéìÝò ôïõ n (ìå n = 1, 2, . . . ), äçëáäÞ ãéá ôá äéáäï÷éêÜ ïëïêëçñþìáôá ôçò âçìáôéêÞò
óõíáñôÞóåùò ôïõ Heaviside H(x − a). Ôüôå Ý÷ïõìå ôïõò ïñéóìïýò

〈x−a〉n := (x−a)nH(x−a) ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ãéá a ≥ 0: L
{〈x − a〉n}= n!

sn+1
e−as. (11.15.5)

Ðñüêåéôáé ëïéðüí ãéá Ýíáí ïìïéüìïñöï êáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìï óõìâïëéóìü ãéá üëåò áõôÝò ôéò
óõíáñôÞóåéò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, ðïõ, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå, óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óå
ðñïâëÞìáôá äïêþí. Ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò (êáé ôï ó÷åôéêü óõìâïëéóìü) ôéò åéóÞãáãå ï ¢ããëïò
ìáèçìáôéêüò Macaulay ôo 1919 óå ðïëý óýíôïìç åñãáóßá ôïõ óôï áããëéêü ðåñéïäéêü The Messenger
of Mathematics. ¹ôáí ÷ñÞóéìåò óõíáñôÞóåéò, Ýìåéíáí êáé åîõðçñåôïýí êáé óÞìåñá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü. (Åðß ôçò ïõóßáò üìùò ïé óõíáñôÞóåéò Macaulay åß÷áí ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ðáëáéüôåñá
óå ðñïâëÞìáôá äïêþí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý ãéá ðñþôç öïñÜ áðü ôïí Clebsch
ôï 1862 êé Ýðåéôá áðü ôï Föppl ôï 1897.) Áò êïéôÜîïõìå åéäéêÜ ôéò ó÷Ýóåéò (11.15.5). Äåí åßíáé ðéï
ùñáßïò ï óõìâïëéóìüò ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþí ìå ôá áñéóôåñÜ ìÝëç ôïõò ðáñÜ ìå ôá äåîéÜ; Åßíáé!

Ïé ßäéåò óõíáñôÞóåéò Macaulay (11.15.1) Ýùò (11.15.5) êáëïýíôáé ðïëý óõ÷íÜ êáé óõíáñôÞóåéò
éäéïìïñößáò áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. ÁõôÝò ðïõ Ý÷ïõí áñíçôéêü åêèÝôç n, äçëáäÞ ïé óõíáñ-
ôÞóåéò Macaulay 〈x− a〉n ìå n = −1, −2, −3, ðñáãìáôéêÜ åßíáé éäéáßôåñá éäéüìïñöåò óõíáñôÞóåéò.
Áíôßèåôá ç óõíÜñôçóç Macaulay 〈x − a〉0, äçëáäÞ ç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside H(x − a),
ðáñïõóéÜæåé áðëÜ ìïíáäéáßá áóõíÝ÷åéá óôï óçìåßï x = a. ÔÝëïò ïé óõíáñôÞóåéò Macaulay 〈x − a〉n
ìå èåôéêü åêèÝôç n = 1, 2, 3, . . . åßíáé óõíå÷åßò óôï óçìåßï x = a, áí êáé ïé ðáñÜãùãïß ôïõò (áðü
ìßá ôÜîç êáé ìåôÜ) åßíáé óô’ áëÞèåéá éäéüìïñöåò óõíáñôÞóåéò óôï óçìåßï x = a.

� ÅöáñìïãÞ A11.3 (Öüñôéóç äïêïý): Èåùñïýìå ôç öüñôéóç p(x) ìéáò äïêïý ìÞêïõò L = 5a.
Ç öüñôéóç áõôÞ óõíßóôáôáé áðü äýï óõãêåíôñùìÝíá öïñôßá: ôï öïñôßï 2P óôç èÝóç x = a êáé ôï
öïñôßï −3P óôç èÝóç x = 3a, áðü ìßá ñïðÞ êÜìøåùò −Mb óôï óçìåßï x = 2a, áðü ìßá óôáèåñÞ
êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p0 óôï ôìÞìá [0, a] ôçò äïêïý êáé áðü ìßá ãñáììéêÜ ìåôáâáëëüìåíç
êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç (áðü ìçäÝí ìÝ÷ñé p1) óôï ôåëåõôáßï ôìÞìá [4a, 5a] ôçò ßäéáò äïêïý.
Æçôåßôáé ç ðáñÜóôáóç ôçò öïñôßóåùò áõôÞò p(x) ìå äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò: (á) Ìå ôïí
êëáóéêü óõìâïëéóìü êáé (â) Ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëùí óõíáñôÞóåùí Macaulay.

1Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò Macaulay o Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß íá âñåé ðïëëÜ óôïé÷åßá êáé åöáñìïãÝò óôï åíäéáöÝñïí
óýããñáììá: ÌáóôñïãéÜííçò, Å. Í. (1999), Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, Ôüìïò Äåýôåñïò. Åêäüóåéò Óõììåôñßá, ÁèÞíá êáèþò
êáé óå Üëëá âéâëßá Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí. Ðñüêåéôáé ãéá êëáóéêü èÝìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.
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Ëýóç: (á) ÎåêéíÜìå ìå ôïí êëáóéêü óõìâïëéóìü. Ðñüêåéôáé ãéá ôç öüñôéóç

pê(x) = p0[H(x)−H(x−a)]+2Pä(x−a)−Mbä′(x−2a)−3Pä(x−3a)+ p1

a
(x−4a)H(x−4a) (11.15.6)

ìüíï ãéá 0 ≤ x ≤ 5a, üðïõ åßíáé ç äïêüò ìáò [0, 5a]. Ôß ìáò íïéÜæåé (äå ìáò íïéÜæåé!) ðéï áñéóôåñÜ
(ãéá x < 0) êáé ðéï äåîéÜ (ãéá x > 5a), üðïõ äåí õðÜñ÷åé äïêüò, Üñá ïýôå êáé öüñôéóÞ ôçò p(x).

(â) Óõíå÷ßæïõìå ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùí Macaulay. Ìå ôïí ßäéï ôñüðï óõíÜãïõìå üôé

pM(x) = p0
[〈x〉0 − 〈x − a〉0]+ 2P〈x − a〉−1 − Mb〈x − 2a〉−2 − 3P〈x − 3a〉−1 + p1

a
〈x − 4a〉 (11.15.7)

öõóéêÜ ìå 〈x − 4a〉 := 〈x − 4a〉1. Óçìåéþíïõìå åðßóçò ðùò ç áãêýëç
[〈x〉0 − 〈x − a〉0] ðáßñíåé ôéò

ôéìÝò 1 ãéá 0 ≤ x < a êáé 0 ãéá x ≥ a. ¢ñá ðáñéóôÜíåé óùóôÜ ôç óôáèåñÞ êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p0

óôï ôìÞìá [0, a] ôçò äïêïý ìå ôçí åîáßñåóç ôïõ óçìåßïõ x = a. Áëë’ áõôü äåí Ý÷åé êáìßá áðïëýôùò
ðñáêôéêÞ óçìáóßá. Åßíáé ôÝëïò ðñïöáíÝò üôé pê(x) ≡ pM(x) êáè’ üëï ôï ìÞêïò [0, 5a] ôçò äïêïý. �

� ÅöáñìïãÞ A11.4 (ÓõãêåíôñùìÝíïöïñôßï óå ðñüâïëï): Ðñüêåéôáé ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá äïêïý
ðïõ Þäç ëýèçêå óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á11.14. Æçôåßôáé íá îáíáãñáöïýí (á) ç öüñôéóç p(x)
êáé (â) ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ìå ôç ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùí Macaulay.

Ëýóç: (á) Ç öüñôéóç p(x) (óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ôï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï P óôï óçìåßï x = a
ôïõ ðñïâüëïõ) ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (11.14.1). Åäþ äßíïõìå êáé ôï äéðëü óõìâïëéóìü

p(x) = Pä(x − a) ≡ P〈x − a〉−1 ìå 0 < a ≤ L êáé 0 ≤ x ≤ L (11.15.8)

óôï äåîéü ìÝëïò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò Macaulay 〈x − a〉−1 := ä(x − a).

(â) Ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôïõ ðñïâüëïõ (ç åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ ðñïâüëïõ) õðïëïãßæåôáé áðü
ôç ó÷Ýóç (11.14.15). ÁíÜëïãá ìå ôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá Ý÷ïõìå êáé ðÜëé ôï äéðëü óõìâïëéóìü

v(x) = P
6EI

[
3ax2 − x3 + (x − a)3H(x − a)

] = P
6EI

[
3ax2 − x3 + 〈x − a〉3] ìå 0 ≤ x ≤ L. (11.15.9)

Ï äåýôåñïò óõìâïëéóìüò (ìå ÷ñÞóç ôçò óõíáñôÞóåùò Macaulay 〈x − a〉3) åßíáé ï óõíôïìüôåñïò. �

� ÅöáñìïãÞ A11.5 (ÑïðÞ óå ðñüâïëï): Óå ðñüâïëï ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò EI
ìå öüñôéóç ìüíï ñïðÞ Ma óôç èÝóç x = a (ìå 0 < a ≤ L) æçôåßôáé ç åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ.
ÐáêôùìÝíï åßíáé ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ êáé åëåýèåñï ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L.

Ëýóç: Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ëßãï äéáöïñåôéêÞ ðåñßðôùóç áðü åêåßíç ôçò Åíüôçôáò Á11.14 êáé ôçò
ðñïçãïýìåíçò åöáñìïãÞò. ÓõãêåêñéìÝíá åäþ ï ðñüâïëïò Ý÷åé ôç äÞèåí «êáôáíåìçìÝíç» öüñôéóç

p(x) = Ma〈x − a〉−2 ìå 0 < a ≤ L êáé 0 ≤ x ≤ L. (11.15.10)

ÖõóéêÜ ç öüñôéóç áõôÞ åßíáé éäéüìïñöç óôï óçìåßï x = a åöáñìïãÞò ôçò ñïðÞò Ma êáé åðßóçò
〈x − a〉−2 := ä′(x − a). Óôçí ôüóï ãíùóôÞ ìáò ðéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç EIv′′′′(x) = p(x) åöáñìüæïõìå
îáíÜ ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ¸ôóé âñßóêïõìå áíôßóôïé÷á ìå ôç ó÷Ýóç (11.14.6)

v′′′′(x) = Ma

EI
〈x − a〉−2 �⇒ s4V (s) − M0

EI
s − Q0

EI
= Mas

EI
e−as (11.15.11)

ìå Ì0 êáé Q0 ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ êáé ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç áíôßóôïé÷á óôï óçìåßï x = 0 ôçò
ðáêôþóåùò ôïõ ðñïâüëïõ. Ëýíïõìå ôþñá ùò ðñïò V (s) = L{v(x)} êáé ðñïóäéïñßæïõìå ôç ëýóç

V (s) = L{v(x)} = M0

EIs3
+ Q0

EIs4
+ Ma

EIs3
e−as. (11.15.12)

ÔåëéêÜ áíôéóôñÝöïõìå êáôÜ Laplace êáé ðáßñíïõìå ôï âÝëïò êÜìøåùò (ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ)

v(x) = M0

2EI
〈x〉2 + Q0

6EI
〈x〉3 + Ma

2EI
〈x − a〉2 ìå 0 ≤ x ≤ L. (11.15.13)
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Ôþñá üìùò áðü ôéò äýï åîéóþóåéò éóïññïðßáò (á) äõíÜìåùí (êáôÜ ôïí Üîïíá Oy êÜèåôá óôïí
ðñüâïëï) êáé (â) ñïðþí ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé (á) Q0 = 0 êáé (â) M0 = −Ma. Ìå ôéò äýï áõôÝò
ôéìÝò ï ðñïçãïýìåíïò ôýðïò (11.15.13) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôïõ ìïñöÞ

v(x) = − Ma

2EI

[〈x〉2 − 〈x − a〉2] ìå 0 ≤ x ≤ L. (11.15.14)

(Èá ìðïñïýóáìå âÝâáéá íá åß÷áìå èÝóåé x2 áíôß ãéá 〈x〉2, áöïý Ý÷ïõìå 0 ≤ x ≤ L óôïí ðñüâïëï.) �

➤ ÐáñáôÞñçóç A11.7: ÖõóéêÜ åßíáé áðüëõôá äõíáôü íá åñãáóèïýìå ìå ôéò óõíáñôÞóåéò
Macaulay ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (áðëÜ ìå ïëïêëçñþóåéò) óôçí åéäéêÞ ðåñß-
ðôùóç ôçò óõíÞèïõò äïêïý ìå äéáöïñéêÞ åîßóùóç EIv′′′′(x) = p(x) êé áõôü êÜíåé óõíÞèùò ï Ðïëé-
ôéêüò Ìç÷áíéêüò. Åííïåßôáé üôé áðëÝò ïëïêëçñþóåéò äå ìðïñïýí íá ãßíïõí óå äïêü åðß åëáóôéêÞò
âÜóåùò åîáéôßáò ôïõðñüóèåôïõ üñïõ kv(x): ôïõ üñïõ ôùí «åëáôçñßùí» óôçí õðüèåóç ôïõWinkler.

➤ ÐáñáôÞñçóç A11.8: Ïé óõíáñôÞóåéò Macaulay, ïé ïðïßåò êáëïýíôáé óõ÷íÜ êáé óõíáñôÞóåéò
éäéïìïñößáò, üðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìåò ãéá áóõíÝ÷åéåò óôç öüñôéóç p(x),
óôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) êáé óôç ñïðÞ êÜìøåùò M(x). Áíôßèåôá óå ìéá óõíÞèç äïêü ç óôñïöÞ
ôçò (ç êëßóç ôçò) è(x) êáé ôï âÝëïò êÜìøåþò ôçò v(x) äå ìðïñïýí íá ðáñïõóéÜóïõí áóõíÝ÷åéá.
(ÐÜåé ç äïêüò! ÓôñÜâùóå, Ýóðáóå áíôßóôïé÷á.) Åíôïýôïéò óå èÝóåéò áñèñþóåùí êáôÜ ìÞêïò ôçò
äïêïý (óáí äýï äïêïß áñèñùìÝíåò óå Ýíá êïéíü Üêñï ôïõò x = a) ìðïñïýìå íá äå÷èïýìå áóõíÝ÷åéá
óôç óôñïöÞ è(x). Ôüôå åßíáé ÷ñÞóéìç êáé ç ðéï éäéüìïñöç óõíÜñôçóçMacaulay 〈x−a〉−3 := ä′′(x−a)
óôç ó÷Ýóç (11.15.4), ðïõ äå ìáò äüèçêå ç åõêáéñßá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðéï ðÜíù. (Ôï êÜíáìå
üìùò êáé ãéá ïéêïíïìßá ÷þñïõ. Ôß íá êÜíïõìå; ÐÜíôá õðÜñ÷åé êÜðïéïò ðåñéïñéóìüò ÷þñïõ!)

A11.16. ×ÇÌÉÊÇ ÊÉÍÇÔÉÊÇ: ÁÐÏÄÏÌÇÓÇ ÑÕÐÏÕ ÐÑÙÔÇÓ ÔÁÎÅÙÓ

A11.16.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

ÐáñáðëÞóéï ðñüâëçìá áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ìå ôï ðñüâëçìá ôçò øýîåùò õëéêïý óç-
ìåßïõ óôçÌåôÜäïóçÈåñìüôçôáò (Åíüôçôá Á11.2) åßíáé êáé ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò ðïõ áöïñÜ
óôçí áðïäüìçóç ñýðïõ ðñþôçò ôÜîåùò óõíáñôÞóåé ôïõ ÷ñüíïõ t óôç ×çìéêÞ ÊéíçôéêÞ, ð.÷. óôïí
Êáèáñéóìü Íåñïý. ÓõãêåêñéìÝíá èåùñïýìå áêßíçôï ñýðï óå Ýíá äï÷åßï ìå íåñü ìå ïìïéüìïñöç
óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ c(t) ìÝóá óôï íåñü. Ç óõãêÝíôñùóç áõôÞ c(t) ìåôáâÜëëåôáé ìå ôï ÷ñüíï t
ëüãù áðïäüìçóçò ôïõ ñýðïõ óå ðáñÜãùãÜ ôïõ. Ç áðïäüìçóç áõôÞ õðïôßèåôáé üôé ãßíåôáé ìå
÷çìéêÞ áíôßäñáóç ðñþôçò ôÜîåùò Á → Â (áðëÞ ìïíüäñïìç áíôßäñáóç ðñþôçò ôÜîåùò) êáé ìå
êéíçôéêÞ óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áíôéäñÜóåùò (Þ óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðï-
äïìÞóåùò Þ äéáóðÜóåùò ôïõ ñýðïõ) ßóç ìå k (k > 0). Ç áñ÷éêÞ óõãêÝíôñùóç c(0) ôïõ ñýðïõ
(ãéá t = 0) åßíáé ãíùóôÞ êáé ßóç ìå c0. ¢ñá Ý÷ïõìå îáíÜ Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò. Ôïýôï
áðïôåëåßôáé áðü ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ×çìéêÞò ÊéíçôéêÞò

− dc(t)
dt

= kc(t) áðüëõôá éóïäýíáìá ċ(t) = −kc(t) (11.16.1)

(ìå ôçí ôåëåßá íá äçëþíåé îáíÜ ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï: ċ(t) := dc(t)/dt) êáé ôç ó÷åôéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç

c(0) = c0. (11.16.2)

Ôï ðñüâëçìá áõôü ìðïñåß âÝâáéá íá ëõèåß ìå äéÜöïñïõò ôñüðïõò, ð.÷. (á) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí Þ (â) ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò. Åäþ èá ëýóïõìå
ôï ßäéï ðñüâëçìá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå åñãáóßá áíÜëïãç ìå åêåßíç ðïõ
áêïëïõèÞóáìå óôçí åöáñìïãÞ ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á11.2 óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò. Ôþñá üìùò
èá åßìáóôå ðéï óýíôïìïé óôç ëýóç ìáò. ÁíáöÝñïõìå ðñþôá ôá ôñßá êýñéá âÞìáôá ôçò åðéëýóåùò
êáé ôÝëïò ôï ôÝôáñôï âÞìá: ôï âÞìá ôçò åðáëçèåýóåùò ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå.
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A11.16.2. ÂÞìá 1: ÌåôáôñïðÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå áëãåâñéêÞ

Êáôáñ÷Þí äçëþíïõìå ìå C(s) ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò åðßóçò Üãíùóôçò óõ-
ãêåíôñþóåùò c(t) ôïõ ñýðïõ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï áíôßóôïé÷ï êåöáëáßï ãñÜììá. ÓõãêåêñéìÝíá

C(s) := L{c(t)}. (11.16.3)

Åöáñìüæïõìå ôþñá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.16.1). Ìå
âÜóç êáé ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðñïêýðôåé üôé

L{ċ(t)} = −kL{c(t)}. (11.16.4)

Ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L{ċ(t)} ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ ċ(t) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò
(ôçò óõãêåíôñþóåùò c(t) ôïõ ñýðïõ) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðÜëé ôçí Éäéüôçôá 5 ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ðáñáãþãïõ óõíáñôÞóåùò. ÓõãêåêñéìÝíá èá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ôýðï (10.3.68) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á10.3.5. Ï ôýðïò áõôüò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

L{u′(t)} = sU(s) − u(0). (11.16.5)

Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ï ßäéïò ôýðïò ðáßñíåé ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c(t) ôïõ ñýðïõ ôç ìïñöÞ

L{ċ(t)} = sC(s) − c0, (11.16.6)

üðïõ ðÞñáìå õðüøç ìáò êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.16.2): c(0) = c0.

ÅðïìÝíùò ç åîßóùóç (11.16.4) ðïõ ðñïÝêõøå ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace áðü ôçí áñ÷éêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ×çìéêÞò ÊéíçôéêÞò (11.16.1) ðïõ åîåôÜæïõìå óôçí ðáñïýóá áðïäüìçóç
ñýðïõ ðñþôçò ôÜîåùò ðáßñíåé ôþñá ôçí åîÞò ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ ìïñöÞ:

sC(s) − c0 = −kC(s) �⇒ (s + k)C(s) = c0. (11.16.7)

Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí åîßóùóç áõôÞ ëÜâáìå õðüøç ôïí ïñéóìü (11.16.3) ôïõ ìåôáó÷çìáôé-
óìïý LaplaceC(s) ôçò óõãêåíôñþóåùò c(t) ôïõ ñýðïõ. ÐÞñáìå åðßóçò õðüøçôçí éäéüôçôá (11.16.6)
ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace sC(s)−c0 ôçòðñþôçòðáñáãþãïõ ċ(t) ôçò ßäéáò óõãêåíôñþóåùò c(t).

A11.16.3. ÂÞìá 2: Åðßëõóç ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò

Åßíáé ðÜëé ðÜñá ðïëý åýêïëï ôï âÞìá ôçò åðéëýóåùò ôçò ãñáììéêÞò (ðñùôïâÜèìéáò) áëãåâñé-
êÞò åîßóùóåùò (11.16.7) ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç C(s) = L{c(t)}. ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé

C(s) = c0
s + k

. (11.16.8)

ÔïõëÜ÷éóôïí Ýììåóá åßìáóôå îáíÜ õðï÷ñåùìÝíïé íá õðïèÝóïõìå üôé s+k > 0 (äçëáäÞ üôé s > −k).

A11.16.4. ÂÞìá 3: ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

Åßíáé óô’ áëÞèåéá ðÜñáðïëý áðëÞ ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (11.16.8) êáé èá
ìáò åðéôñÝøåé íá åðáíÝëèïõìå áðü ôç ÷ùñßò öõóéêÞ óçìáóßá ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace óôï ÷ñüíï t ìå îåêÜèáñç öõóéêÞ óçìáóßá. Ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ áõôÞ áñêåß íá Ý÷ïõìå
õðüøç ìáò ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí
ôýðï (11.2.17) ôçò ðáñáãñÜöïõ Á11.2.4. ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôïí ôýðï áõôü:

L−1
{

1
s + k

}
= e−kt. (11.16.9)
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¸ôóé ìå ôçí áíôéóôñïöÞ êáôÜ Laplace ôçò ëýóåùò (11.16.8) ðñïêýðôåé üôé

c(t) = L−1{C(s)} = L−1
{

c0
s + k

}
= c0L−1

{
1

s + k

}
= c0e−kt. (11.16.10)

ÁõôÞ åßíáé ç ëýóç (öõóéêÜ ç ìïíáäéêÞ ëýóç!) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (11.16.1)
êáé (11.16.2), ôï ïðïßï áöïñÜ óôçí áðïäüìçóç ñýðïõ ìå ÷çìéêÞ áíôßäñáóç ðñþôçò ôÜîåùò.

Áðü ôç ëýóç áõôÞ c(t) ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôï ÷ñüíï çìéæùÞò t1/2 ôïõ ñýðïõ õðü
ôéò ðáñïýóåò óõíèÞêåò. Ï ÷ñüíïò çìéæùÞò t1/2 åßíáé ï ÷ñüíïò åêåßíïò üðïõ ç óõãêÝíôñùóç c(t1/2)
ôïõ ñýðïõ Ý÷åé ìåéùèåß óôï ìéóü ôçò áñ÷éêÞò óõãêåíôñþóåùò c(0) = c0, äçëáäÞ åî ïñéóìïý Ý÷ïõìå
c(t1/2) = c0/2. ¸ôóé áðü ôçí ðéï ðÜíù ëýóç (11.16.10) âñßóêïõìå åýêïëá üôé

c0
2

= c0e−kt1/2 �⇒ 1
2

= e−kt1/2 �⇒ −kt1/2 = ln
1
2

= − ln 2 �⇒ t1/2 = ln 2
k

≈ 0.693
k

(11.16.11)

ãéá ôï ÷ñüíï çìéæùÞò t1/2 ôïõ ñýðïõ (åðáíáëáìâÜíïõìå õðü ôéò ðáñïýóåò óõíèÞêåò, ü÷é ãåíéêÜ!).

A11.16.5. ÂÞìá 4: ÅðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò

Èá åðáëçèåýóïõìå ôþñá ôç ëýóç
c(t) = c0e−kt , (11.16.12)

ðïõ ìüëéò âñÞêáìå óôç ó÷Ýóç (11.16.10). Êáôáñ÷Þí, èÝôïíôáò ó’ áõôÞí t = 0, äéáðéóôþíïõìå
áìÝóùò üôé c(0) = c0, áöïý ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç e−kt ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 1 ãéá t = 0. ÅðïìÝíùò
åðáëçèåýåôáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.16.2). Ôþñá ðáñáãùãßæïõìå ôçí ßäéá ëýóç c(t) êáé Ý÷ïõìå

ċ(t) = c0( − k)e−kt = −kc0e−kt. (11.16.13)

Óôç óõíÝ÷åéá áíôéêáèéóôïýìå ôç óõíÜñôçóç (åäþ ôç óõãêÝíôñùóç ñýðïõ) c(t) áëëÜ êáé ôçí
ðñþôç ðáñÜãùãü ôçò ċ(t) óôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (11.16.1). ¸ôóé ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

ċ(t) = −kc(t) �⇒ −kc0e−kt = −kc0e−kt �⇒ 0 = 0. (11.16.14)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôá äýo ìÝëç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ċ(t) = −kc(t) ðñïÝêõøáí ßóá, üôáí
c(t) = c0e−kt, äçëáäÞ ãéá ôç ëýóç ðïõ âñÞêáìå ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c(t) ôïõ ñýðïõ. ÅðïìÝíùò
åðáëçèåýèçêáí ôüóï ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.16.1) üóï êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.16.2) óôï ðáñüí
ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò. ¢ñá åßíáé óßãïõñï ðùò ç óõíÜñôçóç c(t) = c0e−kt óôç ëýóç (11.16.10)
åßíáé ç ëýóç (ç ìïíáäéêÞ ëýóç!) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (11.16.1) êáé (11.16.2).

Áò ðáñáôçñÞóïõìå ôÝëïò üôé ðñïóäéïñßóáìå êáôåõèåßáí ôç æçôïýìåíç ëýóç c(t) (ìáæß ìå ôçí
áñ÷éêÞ óõíèÞêç c(0) = c0). Äå ÷ñåéÜóèçêå íá âñïýìå ðñþôá ôç ãåíéêÞ ëýóç cg(t) ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (11.16.1) êáé óôç óõíÝ÷åéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ A ó’ áõôÞí, þóôå
íá ôç ìåôáôñÝøïõìå óôç æçôïýìåíç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóçðïõáíôéóôïé÷åß óôïðéïðÜíùðñüâëçìá
áñ÷éêÞò ôéìÞò (11.16.1) (äéáöïñéêÞ åîßóùóç) êáé (11.16.2) (áñ÷éêÞ óõíèÞêç). Ôïýôï áðïôåëåß Ýíá
éäéáßôåñá óçìáíôéêü ðëåïíÝêôçìá ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

A11.17. ÐÅÑÉÂÁËËÏÍÔÉÊÇ ÌÇ×ÁÍÉÊÇ: ÌÅÔÁÖÏÑÁ ÑÕÐÏÕ ÓÅ ÕÄÁÔÏÑÑÅÕÌÁ

A11.17.1. Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

Óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ èåùñïýìå ôï åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ôçò ìåôáöïñÜò ñýðïõ óå õäáôüñ-
ñåõìá. Ç ìåôáöïñÜ áõôÞ õðïôßèåôáé ðùò ãßíåôáé êáé ìå ìåôáãùãÞ êáé ìå äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ.
(Ç äéáóðïñÜ ôïõ ñýðïõ èåùñåßôáé üôé ìáèçìáôéêÜ Ý÷åé åíóùìáôùèåß óôç äéÜ÷õóÞ ôïõ ìå ôñï-
ðïðïßçóç ôïõ ó÷åôéêïý óõíôåëåóôÞ ìïñéáêÞò äéá÷ýóåùò D.) Äå÷üìáóôå åðßóçò üôé õðÜñ÷åé êáé
áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ ðñþôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò k. Ç ôá÷ýôçôá
ôïõ íåñïý (ôïõ ýäáôïò) óôï õäáôüññåõìá èåùñåßôáé êáé áõôÞ óôáèåñÜ êáé ßóç ìå V (V > 0).
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Åäþ èá åîåôÜóïõìå ôç ìåôáöïñÜ ôïõ ñýðïõ óå ìüíéìç (óôáèåñÞ) êáôÜóôáóç ìå ôç óõãêÝíôñùóÞ
ôïõ c íá åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôç èÝóç x (ìå 0 ≤ x < ∞) êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò, ðïõ
ðñïóåããéóôéêÜ ôï èåùñïýìå çìéÜðåéñï. Ôï ðéï äýóêïëï ðñüâëçìá üðïõ ç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñý-
ðïõ åîáñôÜôáé ôüóï áðü ôç èÝóç x üóï êáé áðü ôï ÷ñüíï t èá ôï åîåôÜóïõìå óôï ÌÝñïò Â ôùí
äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí. Ôï ÌÝñïò Â áöïñÜ óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.

Óôï ðáñüí ðñüâëçìá ðñïêýðôåé ìéá ãñáììéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç: ç åîßóùóç

V
dc
dx

= D
d2c
dx2

− kc éóïäýíáìá Vc′(x) = Dc′′(x)− kc(x) ìå c = c(x) êáé 0 ≤ x < ∞. (11.17.1)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ (11.17.1) ï üñïò V (dc/dx) ≡ Vc′(x) áíôéóôïé÷åß óôç ìåôáãùãÞ ôïõ ñýðïõ, ï üñïò
D(d2c/dx2) ≡ Dc′′(x) óôç äéÜ÷õóÞ ôïõ (êáé óôç äéáóðïñÜ ôïõ, ç ïðïßá èåùñåßôáé üôé «óõììåôÝ÷åé»
óôï óõíôåëåóôÞ D) êáé ï üñïò −kc óôçí áðïäüìçóÞ ôïõ ìå ÷çìéêÞ áíôßäñáóç ðñþôçò ôÜîåùò.
¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç óõãêÝíôñùóç c = c(x) ôïõ ñýðïõ êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò
(ìå 0 ≤ x < ∞). Èá ðñïóäéïñßóïõìå ôç ëýóç c = c(x) áõôÞò ôçò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

Óáí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (ùò ðñïò ôç èÝóç x åííïåßôáé) ãéá x = 0 äå÷üìáóôå ôç óõíèÞêç

c(0) = c0 (11.17.2)

ìå ôï c0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé ãéá x → ∞ äåí åßíáé äõíáôüí áðü öõóéêÞò
áðüøåùò íá áðåéñßæåôáé ç óõãêÝíôñùóç c(x) ôïõ ñýðïõ. ÄçëáäÞ äå÷üìáóôå êáé ôïí ðåñéïñéóìü

c(∞) := lim
x→∞ c(x) < ∞ (11.17.3)

ãéá ðåðåñáóìÝíç óõãêÝíôñùóç c(∞) ôïõ ñýðïõ óôï Üðåéñï.

Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.17.2) êáé ï ðåñéïñéóìüò (11.17.3) ìðïñïýí åíáëëáêôéêÜ íá èåùñçèïýí
üôé áðïôåëïýí äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò: ç ðñþôç ãéá x = 0 êáé ç äåýôåñç ãéá x → ∞. Åßíáé ëïãéêü
áõôü, áöïý ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (11.17.1) åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò. ¢ñá ÷ñåéÜæåôáé ïõóéáóôéêÜ
äýï óõíèÞêåò ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò. Èá ìðïñïýóáìå íá Ý÷ïõìå äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: ãéá x = 0
ìüíï. Åíôïýôïéò åäþ Ý÷ïõìå ìüíï (á) ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.17.2): áñ÷éêÞ ôéìÞ c(0) = c0 ãéá x = 0
êáé (â) ôïí ðåñéïñéóìü (11.17.3): ðåðåñáóìÝíç ôéìÞ c(∞) ãéá x → ∞.

Êáé ôï ðáñüí ðñüâëçìá ìðïñåß åýêïëá íá åðéëõèåß ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôá-
óôÜóåùò, ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí ÐáñÜãñáöï Á5.5 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5. Åäþ èá åðéëýóïõìå ôï
ßäéï ðñüâëçìá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ç åñãáóßá ìáò èá åßíáé áíÜëïãç ìå
åêåßíç ðïõ áêïëïõèÞóáìå óôéò åöáñìïãÝò óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò (óôçí ÐáñÜãñáöï Á11.2)
êáé óôç ×çìéêÞ ÊéíçôéêÞ (óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á11.16). Ðáñáôçñïýìå âÝâáéá üôé åäþ
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò (ìå 0 ≤ x < ∞) êáé ü÷é
ï ÷ñüíïò t áíôßèåôá ìå ü,ôé óõíÝâáéíå óôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ. ÁõôÞ ç äéáöïñÜ åßíáé ïõóéþ-
äçò áðü öõóéêÞò áðüøåùò (èÝóç x áíôß ãéá ÷ñüíï t), áëë’ åíôåëþò áóÞìáíôç áðü ìáèçìáôéêÞò
áðüøåùò. Åäþ áðëÜ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç èÝóç x óôïí ôüóï ãíùóôü ìáò ðéá ïñéóìü (10.2.1)
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, äçëáäÞ óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò èá Ý÷ïõìå

C(s) := L{c(x)} :=
∫ ∞

0
e−sx c(x) dx. (11.17.4)

Èá åßìáóôå êáé ðÜëé üóï ìðïñïýìå ðéï óýíôïìïé óôç ëýóç ìáò, áí êáé äåí Ý÷ïõìå êáé ðïëëÜ ðå-
ñéèþñéá óõíôïìßáò! Áêïëïõèþíôáò ôçí Þäç ãíùóôÞ ìáò äéáäéêáóßá, èá áíáöÝñïõìå îáíÜ ðñþôá
ôá ôñßá êýñéá âÞìáôá ôçò åðéëýóåùò êáé óôï ôÝëïò ôï ôÝôáñôï âÞìá: ôï âÞìá ôçò åðáëçèåýóåùò
ôçò ëýóåùò ðïõ èá âñåèåß.

A11.17.2. ÂÞìá 1: ÌåôáôñïðÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå áëãåâñéêÞ

Äçëþóáìå Þäç óôç ó÷Ýóç (11.17.4) ìå C(s) ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò åðßóçò
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Üãíùóôçò óõãêåíôñþóåùò c(x) ôïõ ñýðïõ óôï õäáôüññåõìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï áíôßóôïé÷ï êå-
öáëáßï ãñÜììá. Óôï óçìåßï áõôü åöáñìüæïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace óôç óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (11.17.1). Ìå âÜóç êáé ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðñïêýðôåé üôé

VL{c′(x)} = DL{c′′(x)} − kL{c(x)}. (11.17.5)

Ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L{c′(x)} ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ c′(x) êáé ãéá ôï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Laplace L{c′′(x)} ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ c′′(x) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò c(x) (ôçò
óõãêåíôñþóåùò ôïõ ñýðïõ óôï õäáôüññåõìá) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá ìßá áêüìç öïñÜ ôç èå-
ìåëéþäç Éäéüôçôá 5 ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÁõôÞ áöïñÜ, üðùò îÝñïõìå, óôïõò ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïýò Laplace ôùí ðáñáãþãùí óõíáñôÞóåùò. ÓõãêåêñéìÝíá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïõò äýï
ôýðïõò (10.3.68) êáé (10.3.69) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á10.3.5 ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôçò
ðñþôçò êáé ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ áíôßóôïé÷á. Ïé ôýðïé áõôïß ðáßñíïõí óôï ðñüâëçìÜ ìáò
ôéò áíôßóôïé÷åò ìïñöÝò

L{c′(x)} = sC(s) − c(0), (11.17.6)

L{c′′(x)} = s2C(s) − sc(0) − c′(0). (11.17.7)

Ôïõò äýï áõôïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôïõò îáíáãñÜöïõìå ëáìâÜíïíôáò ôþñá õðüøç
êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.17.2): c(0) = c0. Äõóôõ÷þò äå äéáèÝôïõìå äåýôåñç áñ÷éêÞ óõíèÞêç,
ð.÷. ôç c′(0) = c′

0. ¸ôóé ôçí ðáñÜãùãï c′(0) ôç äçëþíïõìå óáí áõèáßñåôç óôáèåñÜ A: c′(0) = A êáé
åðéöõëáóóüìáóôå íá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðåñéïñéóìïý (11.17.3): c(∞) < ∞ óôï
Üðåéñï. Må ôïí ôñüðï áõôü ïé äýï ðáñáðÜíù ôýðïé (11.17.6) êáé (11.17.7) ðáßñíïõí ôéò ìïñöÝò

L{c′(x)} = sC(s) − c0, (11.17.8)

L{c′′(x)} = s2C(s) − sc0 − Á. (11.17.9)

Ïé ìïñöÝò áõôÝò èá ìáò åîáóöáëßóïõí ôçí áõôüìáôç ðëÞñùóç ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (11.17.2).
Ôþñá ãéá ôïí ðåñéïñéóìü (11.17.3) óôï Üðåéñï (ãéá x → ∞) äåí Ý÷ïõìå êÜíåé ôßðïôå ïõóéáóôéêü
ðñïò ôï ðáñüí. Åíôïýôïéò äéáèÝôïõìå ôç óôáèåñÜ Á óôïí ôýðï (11.17.9). Èá ôçí ðñïóäéïñßóïõìå
êáôÜëëçëá óå ëßãï, Ýôóé þóôå êáé ï ðåñéïñéóìüò (11.17.3) íá ëçöèåß êáé áõôüò õðüøç. Óå ëßãï . . .

ÅðïìÝíùò ç åîßóùóç (11.17.5), ç ïðïßá ðñïÝêõøå ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace áðü ôçí áñ-
÷éêÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.17.1) ôçò ìüíéìçò (óôáèåñÞò) ìåôáöïñÜò ñýðïõ ìå áðïäüìçóç
óå õäáôüññåõìá ðïõ ìåëåôÜìå, ðáßñíåé ôþñá ôçí åîÞò áëãåâñéêÞ ìïñöÞ:

V [sC(s)−c0] = D[s2C(s)−sc0−Á]−kC(s) �⇒ (Ds2−Vs−k)C(s) = Dc0s+AD−Vc0. (11.17.10)

Ãéá íá âñïýìå ôçí ðñùôïâÜèìéá áõôÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç, ðÞñáìå âÝâáéá õðüøç ìáò: (á) ôïí
ïñéóìü (11.17.4) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace C(s) ôçò Üãíùóôçò óõãêåíôñþóåùò c(x) ôïõ ñýðïõ
êáèþò êáé (â) ôïõò äýï ôýðïõò (11.17.8) êáé (11.17.9) ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí äýï
ðñþôùíðáñáãþãùí c′(x) êáé c′′(x) áíôßóôïé÷á ôçò ßäéáò Üãíùóôçò óõãêåíôñþóåùò c(x) ôïõ ñýðïõ.

A11.17.3. ÂÞìá 2: Åðßëõóç ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò

Êáé ðÜëé ðñüêåéôáé ãéá Ýíá åîáéñåôéêÜ áðëü âÞìá óôçí üëç äéáäéêáóßá ôçò åðéëýóåùò ôïõ
ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÁðëÜ ëýíïõìå ôç ãñáììéêÞ
(ðñùôïâÜèìéá) áëãåâñéêÞ åîßóùóç (11.17.10) ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç C(s) = L{c(x)}.
Ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

C(s) = Dc0s + AD − Vc0
Ds2 − Vs − k

. (11.17.11)

Óçìåéþíïõìå ðùò åßíáé ðÜñá ðïëý óçìáíôéêüò ï ðáñïíïìáóôÞò q(s) = Ds2 − Vs− k óôï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü áõôü Laplace. Åßíáé ìÜëéóôá êáé äåõôÝñïõ âáèìïý, åíþ ï áñéèìçôÞò p(s) = Dc0s+AD−Vc0
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åßíáé ðñþôïõ âáèìïý. Áõôü ìáò åîáóöáëßæåé áðü áðåéñéóìïýò ôýðïõ óõíáñôÞóåùò äÝëôá ôïõ
Dirac, ä(x), óôç ëýóç c(x) = L−1{C(s)} ðïõ åðéäéþêïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå.

A11.17.4. ÂÞìá 3: ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (11.17.11), ôïí ïðïßï Þäç
õðïëïãßóáìå. Ðñïò ôï óêïðü áõôü èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò áíáëýóåùò óå áðëÜ
êëÜóìáôá ðñïóäéïñßæïíôáò ðñþôá ôéò äýï ñßæåò ì1 êáé ì2 ôïõ ðáñïíïìáóôÞ q(s) = Ds2 − Vs − k.
Ðïëý åýêïëá âñßóêïõìå üôé

q(s) = Ds2 − Vs − k = 0 �⇒ ì1 = V + √
V2 + 4kD
2D

êáé ì2 = V − √
V2 + 4kD
2D

. (11.17.12)

ÖõóéêÜ, áöïý k > 0 êáé D > 0, ç ñßæá ì1 åßíáé èåôéêÞ, åíþ áíôßèåôá ç ñßæá ì2 åßíáé áñíçôéêÞ, ãéáôß
ðñïöáíþò

√
V2 + 4kD > V .

Ôþñá ï ðáñïíïìáóôÞò q(s) ìðïñåß íá ãñáöåß óå ìïñöÞ ãéíïìÝíïõ (ìå ðáñÜãïíôåò) ùò åîÞò:

q(s) = Ds2 − Vs − k = D(s − ì1)(s − ì2). (11.17.13)

ÅðïìÝíùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace C(s) óôç ó÷Ýóç (11.17.11) ìðïñåß êé áõôüò íá ãñáöåß óôçí
áíôßóôïé÷ç ìïñöÞ

C(s) = Dc0s + AD − Vc0
Ds2 − Vs − k

= Dc0s + AD − Vc0
D(s − ì1)(s − ì2)

. (11.17.14)

Ôï åðüìåíï âÞìá ìáò åßíáé íá ðñï÷ùñÞóïõìå óå áíÜëõóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý áõôïý Laplace
óå áðëÜ êëÜóìáôá. Ðñïöáíþò åîáéôßáò ôïõ ðáñïíïìáóôÞ ç áíÜëõóç áõôÞ èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

C(s) = Dc0s + AD − Vc0
D(s − ì1)(s − ì2)

= Ã
s − ì1

+ Ä
s − ì2

. (11.17.15)

Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí äýï Üãíùóôùí óôáèåñþí Ã êáé Ä Ýíáò áðëüò äõíáôüò ôñüðïò åßíáé íá
ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôç ó÷Ýóç (11.17.15) åðß q(s) = D(s − ì1)(s − ì2) äéþ÷íïíôáò Ýôóé üëïõò ôïõò
ðáñïíïìáóôÝò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü âñßóêïõìå üôé

Dc0s+AD−Vc0 = DÃ (s−ì2)+DÄ(s−ì1) �⇒ Dc0s+AD−Vc0 = D(Ã+Ä)s−D(Ãì2+Äì1). (11.17.16)

Ãéá íá éó÷ýåé åê ôáõôüôçôïò ç ó÷Ýóç áõôÞ, èá ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá Ý÷ïõìå

Ã + Ä = c0 êáé Ãì2 + Äì1 = − AD − Vc0
D

. (11.17.17)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ðÜñá ðïëý áðëü óýóôçìá äýï ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí (ðñùôïâÜèìéùí) áëãå-
âñéêþí åîéóþóåùí ìå äýï áãíþóôïõò: ôéò äýï óôáèåñÝò Ã êáé Ä óôçí ðáñáðÜíù áíÜëõóç óå áðëÜ
êëÜóìáôá (11.17.15), ðïõ æçôÜìå íá ðñïóäéïñßóïõìå. Ç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý åßíáé ç åîÞò:

Ã = D(c0ì1 + Á) − Vc0
D(ì1 − ì2)

êáé Ä = − D(c0ì2 + Á) − Vc0
D(ì1 − ì2)

. (11.17.18)

Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí ßäéùí óôáèåñþí Ã êáé Ä Ýíáò äåýôåñïò êáé õðïëïãéóôéêÜ áðëïýóôå-
ñïò ôñüðïò åßíáé ï åîÞò: Óôçí áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá (11.17.15) ðïëëáðëáóéÜæïõìå ðñþôá
åðß s − ì1 êáé óôï áðïôÝëåóìá èÝôïõìå áìÝóùò s = ì1. Äéáðéóôþíïõìå üôé Ýôóé ðñïêýðôåé ðïëý
åýêïëá ç óôáèåñÜ Ã . ÁíÜëïãá, ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí ßäéá ó÷Ýóç (11.17.15) åðß s − ì2 êáé èÝ-
ôïíôáò óôï áðïôÝëåóìá s = ì2, âñßóêïõìå êáé ôç äåýôåñç óôáèåñÜ Ä. ÅëÝãîáìå êáé ôï äåýôåñï
áõôü ôñüðï, ðïõ áíáìößâïëá åßíáé õðïëïãéóôéêÜ ðéï óýíôïìïò, êáé êáôáëÞîáìå óôéò ßäéåò áêñéâþò
ó÷Ýóåéò (11.17.18) ãéá ôéò óôáèåñÝò Ã êáé Ä, üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò ìå ôçí ðñþôç ìÝèïäï.
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ÅíðÜóçðåñéðôþóåé ôþñá Ý÷ïõìåðëÞñùòäéáèÝóéìç ôçíáíÜëõóçóåáðëÜêëÜóìáôá (11.17.15).
Tçí åðáíáëáìâÜíïõìå ÷ùñßò ôï åíäéÜìåóï êëÜóìá

C(s) = Ã
s − ì1

+ Ä
s − ì2

. (11.17.19)

Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé ôþñá ðëÝïí ïé óôáèåñÝò Ã êáé Ä ó’ áõôÞí ôçí áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá
åßíáé ãíùóôÝò áðü ôéò äýï ó÷Ýóåéò (11.17.18).

Åßìáóôå ôþñá ðéá áðüëõôá Ýôïéìïé íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace C(s). ¸ôóé èá âñïýìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç c(x) = L−1{C(s)} óôï ðåäßï ôçò èÝóåùò x
(êáé ü÷é ôçò ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ç ïðïßá äåí Ý÷åé öõóéêÞ óçìáóßá). ÁðëÜ
îáíáèõìüìáóôå ôïí ôýðï (10.2.17) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò

L{eat} = 1
s − a

êáé áíôßóôñïöá êáôÜ Laplace L−1
{

1
s − a

}
= eat, åöüóïí s > a. (11.17.20)

Åäþ áñêåß íá èÝóïõìå a = ì1 êáé åðßóçò a = ì2 ÷ùñßò âÝâáéá íá ëçóìïíïýìå êáé ôç ãñáììéêÞ
éäéüôçôá ôüóï (á) óôïí åõèý ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (10.3.5) üóï êáé (â) óôïí áíôßóôñïöï ìå-
ôáó÷çìáôéóìü Laplace (11.2.13). Ìå ôïí ôñüðï áõôü, äçëáäÞ áíôéóôñÝöïíôáò êáôÜ Laplace ôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace C(s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò c(x) óôç ó÷Ýóç (11.17.19), âñßóêïõìå üôé

c(x) = L−1{C(s)} = Ãeì1x + Äeì2x . (11.17.21)

ÐñÝðåé üìùò óôï óçìåßï áõôü íá ëÜâïõìå õðüøç ìáò êáé ôïí ðåñéïñéóìü (11.17.3): c(∞) < ∞.
ÅðåéäÞ ç ñßæá ì1 = (V +√

V2 + 4kD)/(2D) åßíáé ðÜíôïôå èåôéêÞ, ï ó÷åôéêüò åêèåôéêüò üñïò eì1x óôç
ëýóç áõôÞ (11.17.21) ôåßíåé öõóéêÜ óôï Üðåéñï ãéá x → ∞. Ôïýôï üìùò ðáñáâéÜæåé ôïí ðéï ðÜíù
ðåñéïñéóìü c(∞) < ∞ êáé åðïìÝíùò åßíáé áðáñÜäåêôï. ¢ñá ï ó÷åôéêüò üñïò Ãeì1x äåí Ý÷åé êáíÝíá
ëüãï ðáñïõóßáò óôçí ðéï ðÜíù ëýóç (11.17.21). Ç ìüíç äõíáôüôçôá ãéá ôï óêïðü áõôü åßíáé íá
ôåèåß Ã = 0. Ôüôå ç ßäéá ëýóç (11.17.21) èá ìåôáðÝóåé óôçí ðïëý áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò

c(x) = Äeì2x (11.17.22)

ìå ìßá ìüíï óôáèåñÜ ó’ áõôÞí: ôç óôáèåñÜ Ä.

Ôþñá ðïõ èÝóáìå Ã = 0, üðùò ðñÜãìáôé Ýðñåðå, áðü ôçí ðñþôç ó÷Ýóç (11.17.18) èá Ý÷ïõìå

Ã = D(c0ì1 + Á) − Vc0
D(ì1 − ì2)

= 0 �⇒ D(c0ì1 + Á) − Vc0 = 0 �⇒ DA − Vc0 = −Dc0ì1. (11.17.23)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ðáñÜóôáóç áõôÞ DA − Vc0 = −Dc0ì1 óôç äåýôåñç ó÷Ýóç (11.17.18) ãéá ôç
óôáèåñÜ Ä ðïõ Ý÷åé áðïìåßíåé óôç ëýóç (11.17.22) (Þäç èÝóáìå Ã = 0), äéáðéóôþíïõìå üôé

Ä = − D(c0ì2 + Á) − Vc0
D(ì1 − ì2)

= Dc0ì1 − Dc0ì2

D(ì1 − ì2)
= Dc0(ì1 − ì2)

D(ì1 − ì2)
= c0

ì1 − ì2

ì1 − ì2
= c0 ·1 = c0. (11.17.24)

ÅðïìÝíùò ìå ôçí ôüóï áðëÞ áõôÞ ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò Ä, ôçí ôéìÞ Ä = c0, ç ëýóç (11.17.22) ðáßñíåé
åðéôÝëïõò ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

c(x) = c0eì2x, üðïõ ì2 = V − √
V2 + 4kD
2D

< 0, (11.17.25)

üðùò Þäç ãíùñßæïõìå êáëÜáðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç (11.17.12). ¹ôáí âÝâáéá áíáìåíüìåíç ç ëýóç
áõôÞ (11.17.25), áöïý åß÷áìå ðÜñåé Þäç õðüøç ìáò ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.17.2): c(0) = c0 êáôÜ
ôçí þñá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.17.1). ÓõãêåêñéìÝíá ôçí
ðÞñáìå õðüøç ìáò óôïõò ôýðïõò (11.17.8) êáé (11.17.9) ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí
äýïðáñáãþãùí c′(x) êáé c′′(x). Ðñïóäéïñßóáìå Ýôóé ôç ëýóç (11.17.25) ôïõðáñüíôïòðñïâëÞìáôïò
ìüíéìçò ìåôáöïñÜò ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ðáñÜëëçëá ìå áðïäüìçóÞ ôïõ ðñþôçò ôÜîåùò.
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A11.17.5. ÂÞìá 4: ÅðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò

Óôï ôåëåõôáßï âÞìá èá åðáëçèåýóïõìå ôç ëýóç (11.17.25), ðïõ ìüëéò ðñïóäéïñßóáìå. Êáôáñ-
÷Þí, ãéá x = 0 Ý÷ïõìå c(0) = c0, áöïý e0 = 1. ¢ñá ðëçñïýôáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (11.17.2). Óôç
óõíÝ÷åéá, åðåéäÞ ì2 < 0, ðëçñïýôáé êáé ï ðåñéïñéóìüò (11.17.3), áöïý lim x→∞ eì2x = 0 ìå ì2 < 0.

Ìáò áðïìÝíåé ôþñá ç åðáëÞèåõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (11.17.1). Ðñïò ôï óêïðü áõôü
ðáñáãùãßæïõìå äýï öïñÝò ôç ëýóç (11.17.25) ðïõ âñÞêáìå ðñïçãïõìÝíùò êáé äéáðéóôþíïõìå üôé

c(x) = c0eì2x �⇒ c′(x) = c0ì2eì2x �⇒ c′′(x) = c0ì2
2e

ì2x . (11.17.26)

Áíôéêáèéóôïýìå ôç ëýóç c(x) êáé ôéò äýïáõôÝòðñþôåòðáñáãþãïõò ôçò c′(x) êáé c′′(x) óôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (11.17.1), ôçí õðåíèõìßæïõìå: Vc′(x) = Dc′′(x)− kc(x). Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé üôé

Vc0ì2eì2x = Dc0ì2
2e

ì2x − kc0eì2x. (11.17.27)

Áðëïðïéïýìå ôçí åîßóùóç áõôÞ äéáéñþíôáò êáé ôá äýï ìÝëç ôçò ìå ôï ãéíüìåíï c0eì2x. Ðáßñíïõìå

Vì2 = Dì2
2 − k �⇒ Dì2

2 − Vì2 − k = 0. (11.17.28)

ÁëëÜ ôï ì2 åßíáé óô’ áëÞèåéá ñßæá ôïõ äåõôåñïâÜèìéïõ áõôïý ðïëõùíýìïõ q(s) = Ds2 − Vs − k
ìå q(ì2) = 0. ¸ôóé ðñáãìáôéêÜ ôï ðñïóäéïñßóáìå (ìáæß ìå ôçí Üëëç ñßæá ì1) óôç ó÷Ýóç (11.17.12).

ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ç ó÷Ýóç (11.17.28) êáé Ý÷åé åðáëçèåõèåß êáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.17.1).
¢ñá óßãïõñá ç ëýóç c(x) = c0eì2x åßíáé ç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò ìåôáöïñÜò ñýðïõ
(ìáæß ìå áðïäüìçóÞ ôïõ) óôç ìüíéìç êáôÜóôáóç êáôÜ ìÞêïò çìéÜðåéñïõ õäáôïññåýìáôïò.

A11.17.6. ÔåëéêÝò ðáñáôçñÞóåéò

Áðü ôçí ðáñáðÜíù ëýóç (11.17.25), c(x) = c0eì2x, ðáñáôçñïýìå áìÝóùò üôé ç óõãêÝíôñùóç
ôïõ ñýðïõ c(x) îåêéíÜåé áðü ôçí áñ÷éêÞ ôçò ôéìÞ c(0) = c0 êáé ïëïÝíá åëáôôþíåôáé êáèþò ìåãáëþ-
íåé ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x, ç ìåôáâëçôÞðïõ äçëþíåé ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò.
Ãéá x → ∞ ðñïöáíþò èá Ý÷ïõìå c(∞) := lim x→∞ c(x) = 0, áöïý, üðùò Þäç Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé,
ì2 = (V − √

V2 + 4kD)/(2D) < 0 óôç ëýóç (11.17.25). ÖõóéêÜ ç ìåßùóç áõôÞ ôçò óõãêåíôñþóåùò
c(x) ôïõ ñýðïõ ïöåßëåôáé ðñïöáíþò óôçí áðïäüìçóÞ ôïõ (áðïäüìçóç ðñþôçò ôÜîåùò ìå óôá-
èåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò k). ÁõôÞ ç áðïäüìçóç áðïôåëåß ôçí áéôßá ôïõ ìçäåíéóìïý ôçò
óõãêåíôñþóåùò ôïõ ñýðïõ ãéá x → ∞, ðïõ Þäç äéáðéóôþóáìå ìáèçìáôéêÜ óôç ëýóç (11.17.25).

Áíôßèåôá, åÜí äåí õðÞñ÷å áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ (óå ðáñÜãùãÜ ôïõ), ôüôå èá åß÷áìå âÝâáéá
k = 0. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ïé ôéìÝò ôùí äýï ñéæþí ì1 êáé ì2 ôïõ ðáñïíïìáóôÞ q(s), ôþñá áðëÜ
q(s) = Ds2−Vs = (Ds−V )s, óôéò ó÷Ýóåéò (11.17.12) èá Þóáí ïé áêüëïõèåò: ì1 = V /D > 0 êáé ì2 = 0.
¼ìùò ìå ì2 = 0 ç ëýóç ìáò c(x) = c0eì2x èá ìåôáôñåðüôáí óôçí áðëïýóôåñç ëýóç c(x) = c0.
ÄçëáäÞ ç óõãêÝíôñùóç c(x) ôïõ ñýðïõ êáôÜ ìÞêïò ôïõ õäáôïññåýìáôïò èá Þôáí óôáèåñÞ êáé äå
èá ìåéùíüôáí ìå ôç èÝóç x. ¢ñá ïýôå óôï Üðåéñï (ãéá x → ∞) èá ìçäåíéæüôáí áíôßèåôá ìå ü,ôé
óõìâáßíåé ìå k > 0. ÁõôÝò ïé ðáñáôçñÞóåéò åßíáé âÝâáéá áðüëõôá ðñïöáíåßò: åðåéäÞ äåí õðÜñ÷åé
áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ, åßíáé ëïãéêü ç óõãêÝíôñùóÞ ôïõ íá åßíáé óôáèåñÞ óôç ìüíéìç êáôÜóôáóç.

➤ ÐáñáôÞñçóç A11.9: Óçìåéþíïõìå ôÝëïò äýï åöáñìïãÝò óôïí Êáèáñéóìü Íåñïý.2 Ç äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç (11.16.1) ðáñïõóéÜæåôáé êáé óôï ðñüâëçìá ôïõ áíôéäñáóôÞñá ðëÞñïõò áíÜìéîçò
áóõíå÷ïýò ôñïöïäüôçóçò Þ CMBR áíôéäñáóôÞñá óôïí Êáèáñéóìü Íåñïý óå ðåñßðôùóç áíôéäñÜ-
óåùò ðñþôçò ôÜîåùò. Åðßóçò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (11.17.1) ðáñïõóéÜæåôáé êáé óôï ðñüâëçìá
ôïõ áíôéäñáóôÞñá ìå äéáóêïñðéóìÝíç åìâïëéêÞ ñïÞ õðü óõíèÞêåò ìüíéìçò êáôáóôÜóåùò êáé ãéá
áíôßäñáóç ðñþôçò ôÜîåùò óôïí Êáèáñéóìü Íåñïý. (ÖõóéêÜ êáé ïé äõï ôïõò ìðïñïýí íá ëõèïýí
åýêïëá êáé ÷ùñßò ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, ð.÷. ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò!)

2¼ëåò ïé ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò áíáöÝñïíôáé óôéò ðïëý åíäéáöÝñïõóåò ðñüóöáôåò ÐáíåðéóôçìéáêÝò Ðáñáäüóåéò:
×ñõóéêüðïõëïò, Ê. Â. (2007), Êáèáñéóìüò Íåñïý, ÐáíåðéóôÞìéï Ðáôñþí, ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí, ÐÜôñá.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A12
ÓÕÓÔÇÌÁÔÁ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ:

ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÉ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ óõíáíôÜåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôá èÝ-
ìáôá ôçò åðéóôÞìçò ôïõ åßíáé áíåîÜñôçôåò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôÝôïéåò
åîéóþóåéò åßíáé ç åîßóùóç ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞ-
ñá, ç åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò äïêïý, ç åîßóùóç ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò, êëð. Óôéò äéáöïñé-
êÝò áõôÝò åîéóþóåéò ìßá ìüíï åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ðïõ êáëåßôáé êáé åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ).

ÕðÜñ÷ïõí åíôïýôïéò êáé ðÜñá ðïëëÝò Üëëåò ðåñéðôþóåéò üðïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé íá
áíôéìåôùðßóåé (êáé íá åðéëýóåé âÝâáéá . . . ) ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ðå-
ñéóóüôåñåò áðü ìßá Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò êáé ïé äéáöïñéêÝò áõôÝò åîéóþóåéò åßíáé óõæåõãìÝíåò.
Ï ÷áñáêôçñéóìüò áõôüò óçìáßíåé üôé ç êáèåìßá áðü ôéò åîéóþóåéò áõôÝò (Þ ôïõëÜ÷éóôïí ìßá åîß-
óùóç) ðåñéÝ÷åé ðÜíù áðü ìßá Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå áðëÜ Ýíá
óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (åäþ óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí) ìå ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé åðßóçò ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò. ¼ìùò ôï óýóôçìá
áõôü Ý÷åé ìßá ìüíï åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ, óõíÞèùò ôï ÷ñüíï t êáé ðïëý óðáíéüôåñá ôç èÝóç x.

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áó÷ïëçèïýìå áðïêëåéóôéêÜ ìå ôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá óõíÞèùí äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí êáé ìÜëéóôá ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. ÁõôÜ åßíáé ôá åõêïëüôåñá óôçí åðßëõóÞ
ôïõò êáé ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óõ÷íüôåñá óôá ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÊÜ-
íïõìå ðñþôá ìéá Þðéá åéóáãùãÞ óôéò ó÷åôéêÝò Ýííïéåò áíáöåñüìåíïé óôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò
ÊéíçìáôéêÞò: èÝóç, ôá÷ýôçôá, åðéôÜ÷õíóç. Óôç óõíÝ÷åéá ãßíåôáé áíÜëïãç áíáöïñÜ óôï ðñüâëçìá
ôçò óõíÞèïõò äïêïý êáèþò êáé ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò, üðùò åßíáé ìéá ðåäéëïäïêüò.
Áêïëïýèùò ãßíåôáé ìéá ðïëý óýíôïìç åéóáãùãÞ óôá ìçôñþá (óôïõò ðßíáêåò) êáé ðáñïõóéÜæåôáé
Ýíá áðëü ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò.

Ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý áöïñÜ óå ðÝíôå âáóéêÝò êáé óôïé÷åéþäåéò óõíÜìá
ìåèüäïõò åðéëýóåùò ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá åîåôÜæïõìå
ôéò ìåèüäïõò: (á) ôçòáðáëïéöÞò: ÅíüôçôáÁ12.5, (â) ôïõìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace: ÅíüôçôáÁ12.6,
(ã) ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò: Åíüôçôá Á12.7, (ä) ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
(ðïõ åßíáé åîåéäéêåõìÝíç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü): Åíüôçôá Á12.8 êáé (å) ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò
(Þ áðïóõæåýîåùò): Åíüôçôá Á12.9. Ôéò åöáñìüæïõìå (åêôüò áðü ôç ìÝèïäï (ä)) óôï óõãêåêñéìÝíï
ãñáììéêü óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå. ÅéäéêÜ ãéá ôç ìÝèïäï ôçò äéáãù-
íéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) ãßíåôáé åêôåíÞò áíáöïñÜ êáé óôéò ó÷åôéêÝò Ýííïéåò áðü ôç ÃñáììéêÞ
¢ëãåâñá. ÔÝëïò óôçí Åíüôçôá Á12.10 ãßíåôáé óýãêñéóç êáé ôùí ðÝíôå ìåèüäùí ìå óõìðÝñáóìá.

ÅöáñìïãÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (êõñßùò óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí)
ðåñéëáìâÜíïíôáé óôçí ÐáñÜãñáöï Á12.8.2 (ìßá åöáñìïãÞ) êáé êõñßùò óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á13.
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A12.1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÏ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ ÊÁÉ ÏÉ ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ

A12.1.1. Åéóáãùãéêü ðáñÜäåéãìá áðü ôçí ÊéíçìáôéêÞ

AñêåôÜ óõ÷íÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß íá äéáôõðþóåé ôá ðñïâëÞìáôá ôçò åðéóôÞìçò
ôïõ óáí ìéá ìåìïíùìÝíç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. YðÜñ÷ïõí åíôïýôïéò êáé ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò
üðïõ Ýíáðñüâëçìá áíÜãåôáé óå óýóôçìá óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ìå ôÝôïéá óõóôÞìáôá
èá áó÷ïëçèïýìå óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á12 êáé óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á13.

Áò èåùñÞóïõìå êáôáñ÷Þí ôçí åõèýãñáììç êßíçóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ Ì êáôÜ ìÞêïò ôïõ
Üîïíá Ïx. Ç èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì åßíáé x = x(t) (ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t
êáé ìå t > 0), ç ôá÷ýôçôÜ ôïõ v = v(t) êáé ç åðéôÜ÷õíóÞ ôïõ a = a(t). Éó÷ýïõí ïé ðïëý ãíùóôïß
áðü ôçí ÊéíçìáôéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ ôýðïé

v = dx
dt

, a = dv
dt

. (12.1.1)

Áí ìÜëéóôá åßíáé ãíùóôÝò êáé ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò (Ýóôù ãéá t = 0) ôçò èÝóåùò x(0) = x0 êáé ôçò
ôá÷ýôçôáò v(0) = v0 ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M, ôüôå Ý÷ïõìå äéáèÝóéìåò êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

x(0) = x0, v(0) = v0. (12.1.2)

Áí ç èÝóç x = x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì åßíáé ãíùóôÞ êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t (t > 0), ï ðñþôïò
ôýðïò (12.1.1) ìáò åðéôñÝðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ ßäéïõ óçìåßïõ ðÜëé êÜèå
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t (ìå t > 0) ìå áðëÞðáñáãþãéóç. Ó’ áõôÞí ôçíðåñßðôùóç ïðñþôïò ôýðïò (12.1.1)
åßíáé ï ôýðïò ðïõ ìáò äßíåé ôçí ôá÷ýôçôá v(t). Ìå ãíùóôÞ ôþñá ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ Ì ï äåýôåñïò ôýðïò (12.1.1) ìáò åðéôñÝðåé ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò åðéôá÷ýíóåùò a(t) ôïõ
ßäéïõ óçìåßïõ ðÜëé ìå áðëÞ ðáñáãþãéóç (êáé ðÜëé ãéá t > 0). Ó’ áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ï ðñþôïò
ôýðïò (12.1.1) ôçò ÊéíçìáôéêÞò äåí áðïôåëåß äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ãéáôß ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç v(t)
äåí åìöáíßæåôáé óå ìïñöÞ ðáñáãþãïõ. Êáé ìåôÜ ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò v = v(t) áðü ôïí ðñþôï
ôýðï (12.1.1) ïýôå ï äåýôåñïò ôýðïò (12.1.1) áðïôåëåß äéáöïñéêÞ åîßóùóç, åðåéäÞ ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç a = a(t) äåí åìöáíßæåôáé ïýôå áõôÞ óå ìïñöÞ ðáñáãþãïõ. ¸íá ôÝôïéï ðñüâëçìá, ðïõ
äåí áöïñÜ ïõóéáóôéêÜ óå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò áëëÜ ìüíï óå ðáñáãùãßóåéò, äå ìáò áðáó÷ïëåß
ó’ áõôü ôï êåöÜëáéï ïýôå ó’ áõôü ôï äéäáêôéêü âéâëßï ãåíéêüôåñá.

Åìåßò èåùñïýìå åäþ ôçí áíôßóôñïöç ðåñßðôùóç, äçëáäÞ åêåßíç üðïõ ãíùñßæïõìå ôçí åðéôÜ-
÷õíóç a = a(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì êáé èÝëïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ v = v(t)
êáèþò êáé ôç èÝóç ôïõ x = x(t). ÕðïèÝôïõìå ìÜëéóôá äéáèÝóéìåò êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
(12.1.2). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ïé ôýðïé (12.1.1) ôçò ÊéíçìáôéêÞò ìðïñïýí íá áðïêëçèïýí äéáöï-
ñéêÝò åîéóþóåéò, ãéáôß ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò v = v(t) êáé x = x(t) åìöáíßæïíôáé êáé õðü ôç ìïñöÞ
ðáñáãþãùí. ÓõãêåêñéìÝíá óôç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.1.1) ç ôá÷ýôçôá v = v(t) ðáñïõ-
óéÜæåôáé óôç ìïñöÞ ðáñáãþãïõ, åíþ óôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.1.1) ç èÝóç x = x(t) åßíáé
áõôÞ ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óå ìïñöÞ ðáñáãþãïõ. Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé óôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (12.1.1) åìöáíßæåôáé êáé ç ôá÷ýôçôá v = v(t), ü÷é üìùò óå ðáñÜãùãï. ÅðáíáëáìâÜíåôáé
üôé ç åðéôÜ÷õíóç a = a(t) Ý÷åé õðïôåèåß üôé åßíáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç.

Ôß äéáèÝôïõìå õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò; ¸÷ïõìå Ýíá óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, ôùí
åîéóþóåùí (12.1.1), ìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (Þ åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò): ôéò v = v(t) êáé
x = x(t). ÁíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ìüíï ï ÷ñüíïò t. Ãé’ áõôü ìéëÜìå ãéá óýóôçìá äýï óõíÞ-
èùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Áí õðÞñ÷å êáé Üëëç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ (äçëáäÞ ðÜíù áðü ìßá
áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò), ôüôå èá ìéëïýóáìå ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò.
ÔÝôïéåò åîéóþóåéò, ïé ïðïßåò åßíáé åðßóçò ïìïëïãïõìÝíùòðïëý åíäéáöÝñïõóåò ãéá ôïíÐïëéôéêüÌç-
÷áíéêü, èá åîåôáóèïýí óôï åðüìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ êáôÜ ôï åðüìåíï, ôï
3ï ÅîÜìçíï Óðïõäþí. Åäþ ðåñéïñéæüìáóôå óå óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Åéäéêüôåñá ìÜëéóôá
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óôï ÊåöÜëáéï áõôü Á12 êáèþò êáé óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á13 óå óõóôÞìáôá óõíÞèùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí. ¸÷ïõìå äçëáäÞ äéáèÝóéìåò äýï Þ êáé ðåñéóóüôåñåò óõæåõãìÝíåò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ßóï áñéèìü áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí (Þ åîáñôçìÝíùí ìåôáâëçôþí). Åäþ Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò åßíáé ç ôá÷ýôçôá v = v(t) êáé ç èÝóç x = x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõÌ. Áíôßèåôá õðÜñ÷åé
ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, åäþ ï ÷ñüíïò t (êáé ìÜëéóôá ìå ôçí õðüèåóç üôé t > 0).

Ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (12.1.1) åßíáé ðñïöáíþò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ¸÷ïõí åðß-
óçò óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ç ðñþôç áðü áõôÝò åßíáé êáé ïìïãåíÞò, ãéáôß ðåñéÝ÷åé ìüíï ôéò
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò v = v(t) êáé x = x(t). Ç äåýôåñç åßíáé ìç ïìïãåíÞò, åðåéäÞ ðåñéÝ÷åé êáé
ôç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç a = a(t) (ôçí åðéôÜ÷õíóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì óôçí êßíçóÞ ôïõ). Óõíï-
ëéêÜ åðïìÝíùò, åîáéôßáò ôçò äåýôåñçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (12.1.1), ôï óýóôçìá êáé ôùí äýï
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.1.1) ÷áñáêôçñßæåôáé óáí ìç ïìïãåíÝò. Ï ÷áñáêôçñéóìüò áõôüò åßíáé
äéêáéïëïãçìÝíïò, áðëÜ åðåéäÞ õðÜñ÷åé ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç a(t), ðáñüëï ðïõ áõôÞ åìöáíßæåôáé
ìüíï óôç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.1.1).

Èá ðåñéïñéóèïýìå óôï êåöÜëáéï áõôü êáé óôï ðáñüí ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ
ìüíï óå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò åßôå ïìïãåíÞ åßôå
ìç ïìïãåíÞ. (Ôá ôåëåõôáßá, ôá ìç ïìïãåíÞ, åßíáé êáé äõóêïëüôåñá óôçí åðßëõóÞ ôïõò!) Ï ðåñéï-
ñéóìüò áõôüò ãßíåôáé, åðåéäÞ ôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõ-
íôåëåóôÝò äéáèÝôïõí ãåíéêÝò ìåèüäïõò åðéëýóåùò ðïõ èá ôéò åîåôÜóïõìå óôç óõíÝ÷åéá óôï ðáñüí
êåöÜëáéï. ÔÝôïéåò ìÝèïäïé åßíáé: (á) ç ìÝèïäïò ôçò áðáëïéöÞò, (â) ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace, (ã) ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé (ä) ç ìÝèïäïò ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò.
ÅðéðëÝïí êáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò áõôïý ôïõ åßäïõò ôá óõóôÞìáôá äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí, ãñáììéêÜ êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, óõíáíôÜåé ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò
óôçí ðñÜîç. ÐñÝðåé âÝâáéá íá áíáãíùñéóèåß, íá ïìïëïãçèåß üôé ôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá ìå óôá-
èåñïýò óõíôåëåóôÝò (ðïõ åßíáé êáé ôá áðëïýóôåñá óôç åðßëõóÞ ôïõò) áðïôåëïýí óõ÷íÜ ðñïúüíôá
ãñáììéêïðïéÞóåùí, äçëáäÞ ðñïóåããßóåùí ìç ãñáììéêþí üñùí ìå ãñáììéêïýò. Ðáñáäåßãìáôïò
÷Üñç, áõôü óõìâáßíåé óôéò óõíÞèåéò äïêïýò óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí
Õëéêþí, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôï ÊåöÜëáéï Á2.

Åßíáé áñêåôÜ óõíçèéóìÝíç ðñáêôéêÞ (áëë’ ü÷é ãåíéêÞ âÝâáéá) ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (Þ åîáñ-
ôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò), åäþ ç ôá÷ýôçôá v = v(t) êáé ç èÝóç x = x(t) íá ãñÜöïíôáé óôá áñéóôåñÜ ìÝëç
óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé óôá óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Áíôßèåôá ïé ãíùóôÝò óõ-
íáñôÞóåéò, åäþ ç åðéôÜ÷õíóç a = a(t), ãñÜöïíôáé óõíÞèùò óôá äåîéÜ ìÝëç ôùí åîéóþóåùí áõôþí.
¢ñá åßíáé ßóùò êáëýôåñá ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.1.1) íá ãñáöåß óôç ìïñöÞ

dx
dt

− v = 0,
dv
dt

= a. (12.1.3)

Ìðïñïýìå ìÜëéóôá íá ðñï÷ùñÞóïõìå êáé óå åíáëëáêôéêÝò (áëë’ áóöáëþò ìáèçìáôéêÜ áðü-
ëõôá éóïäýíáìåò) ãñáöÝò ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, ð.÷. óôç ãñáöÞ

ẋ(t) − v(t) = 0, v̇(t) = a(t). (12.1.4)

Óôç ãñáöÞ áõôÞ Ýãéíå ñçôÞ äÞëùóç ôçò åîáñôÞóåùò êáé ôùí ôñéþí óõíáñôÞóåùí x = x(t), v = v(t)
(ôùí äýï áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí) êáé a = a(t) (ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò) áðü ôï ÷ñüíï t.
×ñçóéìïðïéÞèçêå åðßóçò ï óõíôïìüôåñïò ôñüðïò äçëþóåùò ôùí ðáñáãþãùí, óå ðñïâëÞìáôá ìå
÷ñïíéêÝò ðáñáãþãïõò ðïëý óõ÷íÜ ìå ôåëåßá (ãéá ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï), ìå äýï ôåëåßåò (ãéá ôç
äåýôåñç ðáñÜãùãï), êëð. ðÜíù áðü ôï óýìâïëï ôçò óõíáñôÞóåùò ðïõ ðáñáãùãßæåôáé. (Åäþ
÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ïé óõìâïëéóìïß ẋ(t) êáé v̇(t) ãéá ôéò äýï áõôÝò ðñþôåò ðáñáãþãïõò áíôßóôïé÷á.)

A12.1.2. Áõèáßñåôåò óôáèåñÝò êáé ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

Èåùñþíôáò ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.1.2) (ãéá t = 0) íá óõíïäåýïõí ôï óýóôçìá ôùí äýï
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ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.1.1) (Þ (12.1.3) Þ (12.1.4): áðüëõôá éóïäýíáìåò ãñáöÝò),
ìéëÜìå ãéá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. ÐñáãìáôéêÜ ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôïõ óõóôÞìáôüò ìáò
åßíáé êáé ïé äýï ðñþôçò ôÜîåùò, Ý÷ïõìå äçëáäÞ Ýíá óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜ-
îåùò. ¢ñá ç êáèåìßá áðü ôéò äýï áõôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò æçôÜåé ôçí åìöÜíéóç ìéáò áõèáßñåôçò
óôáèåñÜò óôçí ôåëéêÞ ãåíéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ðïõ èá ðñïêýøåé. ÅðïìÝíùò óôç ãåíéêÞ áõôÞ
ëýóç èá ðáñïõóéáóèïýí óõíïëéêÜ äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, Ýóôù ïé C1 êáé C2. Áí åìåßò Ý÷ïõìå
äéáèÝóéìåò äýï óõíèÞêåò, åäþ ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.1.2), ôüôå åßìáóôå óå èÝóç íá ðñïó-
äéïñßóïõìå ôéò äýï óôáèåñÝò C1 êáé C2 ìÝóù ôùí äéáèÝóéìùí áñ÷éêþí ôéìþí x0 êáé v0 (áñ÷éêÞ èÝóç
êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá áíôßóôïé÷á). Ôüôå óôï ðñüâëçìá áõôü áñ÷éêþí ôéìþí (åäþ äýï äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) èá áíôéóôïé÷åß ìßá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç
÷ùñßò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, áëëÜ ìå åíóùìáôùìÝíåò ó’ áõôÞí ôéò áñ÷éêÝò ôéìÝò (åäþ ôéò x0 êáé v0).

ÁíÜëïãá éó÷ýïõí âÝâáéá êáé ãéá ðïëõðëïêüôåñá óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ðáñá-
äåßãìáôïò ÷Üñç, Ýíá óýóôçìáðÝíôå äéáöïñéêþí åîéóþóåùíðñþôçò ôÜîåùò èáðåñéÝ÷åé óôç ãåíéêÞ
ëýóç ôïõ ðÝíôå áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Ck (k = 1, 2, 3, 4, 5) êáé ÷ñåéÜæåôáé åðïìÝíùò ðÝíôå óõíèÞêåò
ãéá ôïí ðëÞñç ðñïóäéïñéóìü ôùí óôáèåñþí áõôþí. ¸íá óýóôçìá ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
äåõôÝñáò ôÜîåùò èá ðåñéÝ÷åé ãåíéêÜ óôç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ ôñåéò åðß äýï ßóïí Ýîé (3 × 2 = 6) áõèáß-
ñåôåò óôáèåñÝò Ck êáé ÷ñåéÜæåôáé Ýîé óõíèÞêåò. ÁíÜëïãá Ýíá óýóôçìá ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðñþôçò ôÜîåùò êáé äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò èá ðåñéÝ÷åé ãåíéêÜ óôç ãåíéêÞ
ëýóç ôïõ ìéá óõí äýï åðß äýï ßóïí ðÝíôå (1+ 2× 2 = 5) áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Ck. ¢ñá ÷ñåéÜæåôáé
ðÝíôå óõíèÞêåò ãéá ôïí ðëÞñç ðñïóäéïñéóìü ôùí óôáèåñþí áõôþí Ck óôç ó÷åôéêÞ ìåñéêÞ ëýóç.
Åííïåßôáé üôé ðÝñá áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ðïõ åßíáé êáé ïé ðéï åýêïëåò ðñáêôéêÜ óõíèÞêåò),
ìðïñåß íá åßíáé äéáèÝóéìåò êáé ðéï äýóêïëåò óõíèÞêåò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ôÝôïéåò åßíáé ïé óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò (ôïýôï óõìâáßíåé ó÷åäüí ðÜíôïôå óå ðñïâëÞìáôá äïêþí óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí)
Þ êáé áêüìç äõóêïëüôåñåò óõíèÞêåò. ÓõíÞèùò üìùò ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (Þ ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞ-
êåò) áñêïýí óå áðëÜ ðñïâëÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÔÝôïéá áðëÜ ðñïâëÞìáôá åßíáé ôá óõíÞèç ðñïâëÞìáôá ôçò ÄõíáìéêÞò
êáé ôùí Ôáëáíôþóåùí, ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí êáé ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí.

A12.1.3. Ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Ïìïëïãåßôáé, åßíáé áðüëõôá ðáñáäåêôü üôé óôï ðáñüí åéóáãùãéêü ðáñÜäåéãìá óõóôÞìáôïò
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.1.1)

v = dx
dt

, a = dv
dt

ìå t > 0, (12.1.5)

ðïõ óõíïäåýåôáé ìÜëéóôá áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.1.2) (ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí)

x(0) = x0, v(0) = v0 (12.1.6)

ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äåí åßíáé áíÜãêç íá Ý÷åé ãíþóåéò ôéò èåùñßáò ôùí ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ãéá íá ôï åðéëýóåé. ¸ôóé ïëïêëçñþíïíôáò Üìåóá ôç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç (12.1.5) (ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t åííïåßôáé, ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ), ðñïêýðôåé ç ôá÷ýôçôá
v = v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì óôç ìïñöÞ

v(t) =
∫ t

0
a(ô) dô + C1. (12.1.7)

Ç ìïñöÞ áõôÞ ðåñéÝ÷åé Ýíá ïëïêëÞñùìá: Ý÷åé ãßíåé ïëïêëÞñùóç óôï äéÜóôçìá [0, t] ìå ìåôáâëçôÞ
ôï t. ÓõìðåñéëáìâÜíåé âÝâáéá êáé ìßá áõèáßñåôç óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò: ôç óôáèåñÜ C1.

Ðñï÷ùñþíôáò (Þ, ìÜëëïí, ïðéóèï÷ùñþíôáò) ôþñá óôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.1.5),
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áíôéêáèéóôïýìå ó’ áõôÞí ôç ëýóç v = v(t) áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç (12.1.7), ïðüôå Ý÷ïõìå

dx
dt

=
∫ t

0
a(ô) dô + C1. (12.1.8)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Üìåóá åðéëýóéìç ìå ïëïêëÞñùóç îáíÜ ùò ðñïò ôï
÷ñüíï t. ¸ôóé âñßóêåôáé êáé ç äåýôåñç Üãíùóôç óõíÜñôçóç x = x(t) óôç ìïñöÞ

x(t) =
∫ t

0

[∫ t∗

0
a(ô) dô

]
dt∗ + C1t + C2. (12.1.9)

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ x(t) ìðïñåß åýêïëá íá ãñáöåß êáé óå éóïäýíáìç ìïñöÞ ìå ìßá ïëïêëÞñùóç,
÷ùñßò äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò, ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò ïëïêëçñþóåùò êáôÜ ìÝñç Þ êáôÜ
ðáñÜãïíôåò, ôçò ðáñáãïíôéêÞò ïëïêëçñþóåùò. Ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ïëïêëÞñùóç ðñïÝêõøå êáé
ìéá áêüìç áõèáßñåôç óôáèåñÜ: ç C2. ËÜâáìå åðßóçò ðñüíïéá (üðùò ðñáãìáôéêÜ ïöåßëáìå), þóôå
óå êÜèå ïëïêëÞñùóç ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò íá ìç óõìðßðôåé ìå ôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò.
Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óôç ëýóç (12.1.9) ô ∈ [0, t∗] êáé t∗ ∈ [0, t]. Áëëéþò ðñïêáëåßôáé óýã÷õóç ìå
ôá óýìâïëá êáé áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ëÜèïò.

Ç ëýóç (12.1.7) êáé (12.1.9) åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (12.1.1) (Þ, éóïäýíáìá, (12.1.3) Þ (12.1.4)) êáé ôïýôï ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß ìå
åðáëÞèåõóç ôçò éó÷ýïò ôçò. (Åííïåßôáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ âÝâáéá ìå ðáñáãùãßóåéò êáé ü÷é
ìå ïëïêëçñþóåéò!) Áðü ôç ëýóç áõôÞ ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôç ëýóç ôïõ ó÷åôéêïý
ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí. Áóöáëþò áõôÞ èá åßíáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äýï
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.1.1).

Ôïýôï åðéôõã÷Üíåôáé ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (12.1.6) (Þ (12.1.2)) ðñïò ðñïóäéïñé-
óìü ôùí äýï áõèáßñåôùí óôáèåñþí C1 êáé C2 óôç ãåíéêÞ ëýóç. ¸ôóé èÝôïíôáò t = 0 óôçí Ýêöñáóç
(12.1.7) ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç äåýôåñç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (12.1.6): v(0) = v0,
âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

C1 = v0. (12.1.10)
ÅðïìÝíùò ðñïêýðôåé üôé

v(t) = v0 +
∫ t

0
a(ô) dô (12.1.11)

÷ùñßò ðéá ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ C1. Ôç èÝóç ôçò ôçí ðÞñå ç áñ÷éêÞ ôéìÞ v0 ôçò ôá÷ýôçôáò v(t).

Ìå üìïéï ôñüðï èÝôïõìå C1 = v0 (üðùò Þäç äéáðéóôþóáìå) óôç ãåíéêÞ ëýóç (12.1.9) ãéá ôç
èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M, ïðüôå

x(t) =
∫ t

0

[∫ t∗

0
a(ô) dô

]
dt∗ + v0t + C2. (12.1.12)

ÐñÝðåé ôþñá íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôçí áõèáßñåôç óôáèåñÜ C2 ðïõ ðáñáìÝíåé óôç ëýóç áõôÞ.
Ðñïò ôï óêïðü áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ôçí ðñþôç áñ÷éêÞ óõíèÞêç (12.1.6): x(0) = x0 èÝôïíôáò
âÝâáéá t = 0 óôç ðéï ðÜíù ëýóç (12.1.12). Ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé

C2 = x0. (12.1.13)

¢ñá ç Ýêöñáóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò x(t) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

x(t) = x0 + v0t +
∫ t

0

[∫ t∗

0
a(ô) dô

]
dt∗ (12.1.14)

ìå áðëÞ áëëáãÞ ôçò óåéñÜò ôùí ðñïóèåôÝùí óôï äåîéü ìÝëïò. ¸ôóé ðñïêýðôåé ç óõíçèéóìÝíç ãéá
ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óåéñÜ åìöáíßóåþò ôïõò.

Ïé ó÷Ýóåéò (12.1.11) (ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v(t)) êáé (12.1.14) (ãéá ôç èÝóç x(t)) áðïôåëïýí ôç ëýóç
ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (12.1.5) êáé (12.1.6). Éóïäýíáìá áðïôåëïýí ôç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ)
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ëýóç ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.1.5) õðü ôéò äýï áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò (12.1.6). Ç ðëÞñùóç ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (12.1.6) åßíáé ðñïöáíÞò áðëÜ èÝôïíôáò
t = 0 óôéò ó÷Ýóåéò (12.1.11) êáé (12.1.14). Ãéá ôçí ðëÞñç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò (12.1.11)
êáé (12.1.14) êáëü åßíáé íá åëåã÷èåß êáé ç ðëÞñùóç ôïõ ßäéïõ ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ôùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.1.5) ìå ðáñáãùãßóåéò ôùí ó÷Ýóåùí (12.1.11) êáé (12.1.14). Äõóôõ÷þò
åßíáé áíáãêáßåò ïé ðáñáãùãßóåéò áõôÝò, áí êáé äåí åßíáé éäéáßôåñá äýóêïëåò.

A12.1.4. Óýãêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò ìå ìßá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç

Áò óçìåéùèåß âÝâáéá üôé óõíÞèùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñïôéìÜåé íá Ý÷åé ðñïò åðßëõóç ìßá
ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðáñÜ Ýíá óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, áêüìç êáé ðñþôçò ôÜîåùò,
üðùò åßíáé ôï óýóôçìá (12.1.1) (Þ (12.1.3)). Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðáñáãùãßæïíôáò ùò ðñïò
ôï ÷ñüíï t ôçí ðñþôç áðü ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò (12.1.1), äéáðéóôþíïõìå
Üìåóá üôé

dv
dt

= d2x
dt2

. (12.1.15)

Óôç óõíÝ÷åéá áíôéêáèéóôïýìå ôï áðïôÝëåóìá áõôü (12.1.15) óôç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ
ßäéïõ óõóôÞìáôïò (12.1.1). Ðñïêýðôåé

d2x
dt2

= a. (12.1.16)

Ðñïöáíþò ìå äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò áðü ôç ìåìïíùìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.1.16) êá-
ôáëÞãïõìå óôçí ßäéá ãåíéêÞ ëýóç (12.1.9) ùò ðñïò ôç èÝóç x = x(t) ðïõ åß÷áìå âñåé êáé áðü ôï óý-
óôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.1.1) (Þ (12.1.3)). ×ñÞóç êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (12.1.2)
ïäçãåß óôç ìåñéêÞ ëýóç (12.1.14) ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò Þ, êáëýôåñá, óôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêþí ôéìþí (12.1.1) êáé (12.1.2) (Þ (12.1.5) êáé (12.1.6)).

ÓõìðåñáóìáôéêÜ, áí æçôÜìå ìüíï ôç èÝóç x = x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì, åßíáé ßóùò ðñïôé-
ìüôåñï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìåìïíùìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.1.16) ðáñÜ ôï óýóôçìá ôùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.1.1) (Þ (12.1.3)). Êáé ôïýôï ðáñüëï ðïõ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.1.16)
åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò, åíþ ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.1.1) (Þ (12.1.3)) Ý÷åé äéá-
öïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò. Åíôïýôïéò õðÜñ÷ïõí êáé ðåñéðôþóåéò üðïõ åßíáé åðéèõìçôü
(Þ êáé áíáãêáßï óå ïñéóìÝíåò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò) íá ðáñïõóéÜæïíôáé ìüíï ðñþôåò ðáñÜãùãïé
óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. (Áõôü åßíáé äõíáôüí íá óõìâáßíåé êõñßùò óå ðñïãñÜììáôá áñéèìçôé-
êÞò åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.) Óå ìéá ôÝôïéá
åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðñïôéìÜôáé âÝâáéá ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.1.1) áðü ôç
ìåìïíùìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.1.16).

ÐÜíôùò ãåíéêÜ ìéëþíôáò, åðáíáëáìâÜíåôáé üôé ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò óõíÞèùòáðïöåýãåé ôçí
áíáãùãÞ äéáöïñéêþí åîéóþóåùí áíùôÝñáò ôçò ðñþôçò ôÜîåùò (ìåìïíùìÝíùí Þ óå óõóôÞìáôá
óõæåõãìÝíùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí) óå áíôßóôïé÷á óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò
ôÜîåùò. Ôïýôï éó÷ýåé êáôÜ êüñï óôç ÄõíáìéêÞ êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò, üðïõ ïé äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò (ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá) ãåíéêÜ äåí áíôé-
êáèßóôáíôáé áðü äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò. Ðáñáäåßãìáôá óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò èá äïèïýí óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á13. Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á12
èá îåêéíÞóïõìå áðü óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò, üðùò åßíáé ôï óýóôçìá
(12.1.1). ÅðéðëÝïí, üðùò Þäç áíáöÝñáìå, ðåñéïñßæïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êõñßùò ðñþôçò Þ êáé äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.
Åíôïýôïéò ïé ó÷åôéêÝò ìÝèïäïé åðéëýóåùò ðïõ èá åêèÝóïõìå óå åðüìåíåò åíüôçôåò ôïõ êåöáëáßïõ
áõôïý åßíáé åöáñìüóéìåò êáé óå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êÜèå ôÜîåùò, áñêåß
âÝâáéá áõôÜ íá åßíáé ìå óôáèåñïýò (êáé ü÷é ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò.

Óôçí åðüìåíç åíüôçôá èá áíáöåñèïýìå óå Ýíá áêüìç óðïõäáßï ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý
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Ìç÷áíéêïý ðïõ âáóéêÜ åêöñÜæåôáé áðü Ýíá óýóôçìá ôåóóÜñùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò
ôÜîåùò. Óôï ôüóï ìá ôüóï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò óõíÞèïõò äïêïý óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí.

A12.2. ÔÏ ÓÕÓÔÇÌÁ ÔÙÍ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ ÓÔÇ ÄÏÊÏ

A12.2.1. ÓõíÞèçò äïêüò

Óôçí Åíüôçôá Á2.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á2 åß÷áìå Þäç áíáöåñèåß åêôåíþò óôéò ôüóï áðëÝò äéá-
öïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò ðïõ äéÝðïõí ôï ðñüâëçìá ôçò óõíÞèïõò äïêïý óôçí Ôå÷íéêÞ
Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (Þ Áíôï÷Þ ôùí Õëéêþí). Áò ôéò åðáíáëÜâïõìå óõ-
ãêåíôñùôéêÜ óå ëßãï ðáñáëëáãìÝíç ìïñöÞ, óõãêåêñéìÝíá áðïöåýãïíôáò ôçí êáìðõëüôçôá ê(x)
ðñïò üöåëïò ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò (Þ ñïðÞò êÜìøåùò) M(x) ðïõ ðáßñíåé ôç èÝóç ôçò:

v′(x) = è(x), è′(x) = M(x)
EI

, M′(x) = Q(x), Q′(x) = p(x) (12.2.1)

ìå ÅÉ ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý. Óôéò äéáöïñéêÝò áõôÝò åîéóþóåéò v(x) åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò
äïêïý (ðïõ äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò), è(x) ç ãùíßá óôñïöÞò ôçò äïêïý (ðïõ åßíáé
ó÷åäüí ßóç ìå ôçí êëßóç ôçò), M(x) ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý
êáé Q(x) (Þ V (x)) ç ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) åðßóçò êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. ÁõôÝò
åßíáé ïé ôÝóóåñéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (Þ åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò). Ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò
äïêïý åßíáé ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ. Ç óõíÜñôçóç p(x) åßíáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç êáé äçëþíåé ôçí
êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. (Ïé êýñéåò ãñáììéêïðïéÞóåéò Ý÷ïõí ãßíåé
óôéò äýï ðñþôåò áðü ôéò äéáöïñéêÝò áõôÝò åîéóþóåéò.)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óýóôçìá ôåóóÜñùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìç ïìïãåíÝò. Ôï óýóôçìá åßíáé ìç ïìïãåíÝò, áðëÜ åðåéäÞ ç óõíÜñ-
ôçóç p(x) ôçò êáôáíåìçìÝíçò êÜèåôçò öïñôßóåùò óôçí ôÝôáñôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç. Ìðïñïýìå íá îáíáãñÜøïõìå ôï óýóôçìá áõôü (12.2.1) ìå ôéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò
v(x), è(x), M(x) êáé Q(x) êáé ôéò ðáñáãþãïõò ôïõò íá åìöáíßæïíôáé óôá áñéóôåñÜ ìÝëç ùò åîÞò:

v′(x) − è(x) = 0, è′(x) − 1
EI

M(x) = 0, M′(x) − Q(x) = 0, Q′(x) = p(x). (12.2.2)

Óõ÷íÜ, ðïëý óõ÷íÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äßíåé ðñïôåñáéüôçôá óôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) êáé
óôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ M(x) Ýíáíôé ôçò ãùíßáò óôñïöÞò è(x) êáé ôçò ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q(x). Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ ç ãùíßá óôñïöÞò è(x) áíôéêáèßóôáôáé áðü ôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ
ðáñáðÜíù óõóôÞìáôïò (12.2.2) (ðáñáãùãéóìÝíç öõóéêÜ, ïðüôå è′(x) = v′′(x)) óôç äåýôåñç. Ôüôå
ç äåýôåñç áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

v′′(x) − 1
EI

M(x) = 0. (12.2.3)

Åíôåëþò áíÜëïãá êáé ç ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) ìðïñåß íá ëçöèåß áðü ôçí ôñßôç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ôïõ óõóôÞìáôïò (12.2.2), âÝâáéá ðáñáãùãéóìÝíç êáé áõôÞ, ïðüôå Q′(x) = M′′(x), êáé íá
áíôéêáôáóôáèåß óôçí ôÝôáñôç. Ôüôå ç ôÝôáñôç áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

M′′(x) = p(x). (12.2.4)

ÅðïìÝíùò ôï ãñáììéêüóýóôçìáôùíôåóóÜñùíäéáöïñéêþí åîéóþóåùíðñþôçò ôÜîåùò (12.2.2)
Ý÷åé áíá÷èåß óôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.2.3) êáé (12.2.4), ðïõ áðï-
ôåëåßôáé üìùò áðü äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò. Ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò åßíáé
ðëÝïí ìüíï ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) êáé ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x). ÐñáãìáôéêÜ
÷ñçóéìïðïéåßôáé åêôåíþò ôï óýóôçìá áõôü (12.2.3) êáé (12.2.4) áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (Þ Áíôï÷Þ ôùí Õëéêþí) êáé óôéò ôå÷íéêÝò ìåëÝôåò ôïõ ãåíéêüôåñá.
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Åíôïýôïéò áñêåôÝò öïñÝò ï ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò äåí áñêåßôáé óôçí áðáëïéöÞ ôçò ãùíßáò óôñï-
öÞò è(x) êáé ôçò ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q(x) áðü ôï áñ÷éêü óýóôçìÜ ôïõ (12.2.1) óôï íÝï óýóôçìÜ
ôïõ (12.2.3) êáé (12.2.4). Êáé óôï íÝï áõôü óýóôçìá (12.2.3) êáé (12.2.4) ðñï÷ùñÜåé óôçí áðá-
ëïéöÞ êáé ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò (Þ ñïðÞò êÜìøåùò) M(x). Ôïýôï åßíáé åöéêôü ëýíïíôáò ùò ðñïò
ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ Ì(x) ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.2.3), ïðüôå

M(x) = ÅÉv′′(x) (12.2.5)

êáé áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ÝêöñáóÞ ôçò áõôÞ óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.2.4). Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé
ðñïöáíþò ìßá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò üìùò ôÜîåùò, ç åîÞò:

ÅÉv′′′′(x) = p(x), (12.2.6)

äçëáäÞ ç åîßóùóç (2.1.40) ôïõ Êåöáëáßïõ Á2. ÖõóéêÜ ëáìâÜíïíôáé õðüøç êáé ïé áíáãêáßåò óõíï-
ñéáêÝò óõíèÞêåò, üðùò ïé óõíèÞêåò (2.1.41) óå ðåñßðôùóç ðñïâüëïõ óôçñéãìÝíïõ óôï áñéóôåñü
Üêñï ôïõ x = 0 êáé ìå åëåýèåñï ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L.

ÊáôáëÞãïíôáò, ðåôý÷áìå íá áíáãÜãïõìå ôï áñ÷éêü ãñáììéêü óýóôçìá ôùí ôåóóÜñùí äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí (12.2.1) (ìå üëåò ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò íá åßíáé åêåß ðñþôçò ôÜîåùò) ìå
áðáëïéöÞ ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí è(x) êáé Q(x) óôï åðßóçò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äýï äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí (12.2.3) êáé (12.2.4). (Ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åßíáé ôþñá ìüíï äýï êáé åðßóçò
äåõôÝñáò ôÜîåùò.) Ôï «êüóôïò» õðÞñîå ç áýîçóç ôçò ôÜîåùò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí áðü
Ýíá (ðñþôçò ôÜîåùò) óå äýï (äåõôÝñáò ôÜîåùò). Ôï «êÝñäïò» Þôáí ç ìåßùóç ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí áðü ôÝóóåñéò óå äýï. Ìå ìßá áêüìç áðáëïéöÞ Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (áõôÞ ôç öïñÜ
ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞòM(x)) êáôáëÞîáìå óå ìßá ìüíï ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç: ôç (12.2.6). Óôç
äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x), ç åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò
óõíÞèïõò äïêïý.

¸ôóé áðïöýãáìå åíôåëþò ôá óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí: áõôü åßíáé ôï «êÝñäïò» ìáò.
Ôï êüóôïò åßíáé ç ðáñáðÝñá áýîçóç ôçò ôÜîåùò áðü äýï (äåõôÝñáò ôÜîåùò óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò (12.2.3) êáé (12.2.4)) óå ôÝóóåñá (ôåôÜñôçò ôÜîåùò óôçí ôåëéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.2.6)).
ÅðéðëÝïí êüóôïò óõíéóôÜ ç ìç Üìåóç äéáèåóéìüôçôá ìå ôç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (12.2.6)
ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò M(x) (åíüò ôüóï ÷ñÞóéìïõ ôå÷íéêïý ìåãÝèïõò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü!),
áëëÜ ìüíï ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x). ÂÝâáéá ç êáìðôéêÞ ñïðÞ M(x) ìðïñåß êáé áõôÞ åýêïëá
íá ðñïóäéïñéóèåß óôç óõíÝ÷åéá áðü ôïí ôýðï (12.2.5) ìÝóù ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) ðïõ Þäç
ðñïóäéïñßóèçêå áðü ôçí ôåëéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.2.6). Ôïýôï üìùò óõíåðÜãåôáé ðñüóèåôï
õðïëïãéóôéêü êüóôïò.

Ç ãíþìç ôïõ ãñÜöïíôá (ðïõ áóöáëþò äåí åßíáé ðÜíôïôå áðïäåêôÞ áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷á-
íéêü) åßíáé ç åîÞò: ÅÜí æçôåßôáé ìüíï ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x), ôüôå ðëåïíåêôåß ç ÷ñÞóç ôçò ìéáò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (12.2.6). ÅÜí æçôåßôáé êáé ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x), ôüôå
ðëåïíåêôåß ôï óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.2.3) êáé (12.2.4). Ï ãñÜöùí áíáãíùñß-
æåé áóöáëþò üôé ôï óýóôçìá áõôü (12.2.3) êáé (12.2.4) åßíáé åðßóçò áðïôåëåóìáôéêü áêüìç êáé óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ æçôåßôáé ìüíï ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) êáé ôïýôï ðñáãìáôéêÜ ðñïôéìÜôáé óå ðïëëÜ
óõããñÜììáôá Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí. Åßíáé åðßóçò áëçèÝò üôé ìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.2.3)
ãñáììÝíç óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

v′′(x) = M∗(x) ìå M∗(x) := 1
EI

M(x) (12.2.7)

ïé äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (12.2.4) êáé ôþñá ðëÝïí (12.2.7) åßíáé ðáñüìïéåò óôç ìïñöÞ ôïõò.
Åðéëýåôáé Ýôóé ðñþôá ç ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.2.4) êáé ðñïóäéïñßæåôáé ç êáìðôéêÞ ñïðÞ
(ñïðÞ êÜìøåùò)M(x) Üñá êáé ç áíçãìÝíç óôç äõóêáìøßá EI «êáìðôéêÞ ñïðÞ» (åíôüò åéóáãùãéêþí,
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äåí åßíáé ç áëçèéíÞ êáìðôéêÞ ñïðÞ, ç êáìðõëüôçôá ê(x) åßíáé!) M∗(x). Óôç óõíÝ÷åéá áðïëýôùò
áíÜëïãá åðéëýåôáé êáé ç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.2.7) ìå ðáñáðëÞóéï ôñüðï.

Ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí óå óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ
åéóáãÜãáìå óôçí ðñïçãïýìåíç êáé óôçí ðáñïýóá åíüôçôá èá ôçí åðåîçãÞóïõìå ëåðôïìåñÝóôåñá
êáé ðåñéóóüôåñï ìáèçìáôéêÜ ðáñáêÜôù óôçí Åíüôçôá Á12.5 ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý.

A12.2.2. Äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò

Ãéá íá óõìðëçñþóïõìå ôçí ðáñïýóá åíüôçôá, ðñÝðåé íá áíáöåñèïýìå êáé ðÜëé óôç äïêü
(óõíÞèç äïêü åííïåßôáé) åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (óõíÞèùò ôïõ åäÜöïõò) óýìöùíá ìå ôç èåùñßá
ôïõ Winkler (1867). (Ôç èåùñßá áõôÞ åß÷áìå Þäç ôçí åõêáéñßá íá ôçí áíáöÝñïõìå óýíôïìá óôçí
ÐáñÜãñáöï Á2.1.7 ôïõ Êåöáëáßïõ Á2.) Ìå âÜóç ôç ó÷åôéêÞ õðüèåóç ôïõWinkler ç åëáóôéêÞ âÜóç
(ðñáêôéêÜ ôï Ýäáöïò), åðß ôçò ïðïßáò óôçñßæåôáé ç äïêüò, áíôéäñÜ óáí óýóôçìá ìåìïíùìÝíùí
åëáôçñßùí. (Áò óçìåéùèåß ðáñåìðéðôüíôùò üôé óôéò óõíÞèåéò êáôáóêåõÝò áðü óêõñüäåìá ìéá
äïêüò ðïõ óôçñßæåôáé ðÜíù óôï Ýäáöïò êáëåßôáé óõíÞèùò ðåäéëïäïêüò êáé óðÜíéá èåìåëéïäïêüò.)
ÕðÜñ÷åé åðïìÝíùò êáé ç áíôßäñáóç

pf (x) = −kv(x) (12.2.8)

ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò ìå ôï k ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò äïêïý--åäÜöïõò. Óçìåéþ-
íåôáé üôé ï äåßêôçò f óôï óýìâïëï pf (x) äåí åßíáé ôõ÷áßïò: áíáöÝñåôáé óôç ëÝîç èåìåëßùóç, óôá Áã-
ãëéêÜ foundation. Óôá ÁããëéêÜ ç äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò êáëåßôáé beam on elastic foundation,
äçëáäÞ êáôÜ ëÝîç äïêüò åðß åëáóôéêÞò èåìåëéþóåùò. Óôá ÅëëçíéêÜ üìùò ï üñïò áõôüò ðñïöá-
íþò ðñïêáëåß êÜðïéá óýã÷õóç óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü êáé åðïìÝíùò ðñïôéìþíôáé Üëëïé üñïé
ìå åðéêñáôÝóôåñï ôïí üñï äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé åäþ.

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç ðÜíù óôç äïêü p(x) óôéò ðáñáðÜíù äéáöïñé-
êÝò åîéóþóåéò ðñÝðåé âÝâáéá íá áíôéêáôáóôáèåß áðü ôçí ôñïðïðïéçìÝíç ÝêöñáóÞ ôçò

p(x) + pf (x) = p(x) − kv(x). (12.2.9)

Ôþñá ç ôÝôáñôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò (12.2.1) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Q′(x) = p(x) − kv(x) ⇐⇒ Q′(x) + kv(x) = p(x) (12.2.10)

ìå v(x) áóöáëþò ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý. MåñéêÝò öïñÝò óå ðåäéëïäïêïýò (êáé ü÷é ìüíï!)
ôï âÝëïò êÜìøåùò êáëåßôáé êáé âýèéóç ôçò äïêïý. (Óõããíþìç ãéá êÜèå óýã÷õóç ìå ôá ðñüóçìá,
áëë’ åäþ ôá ðñüóçìá äåí åßíáé ôï óçìáíôéêüôåñï èÝìá, åíþ, áíôßèåôá, åßíáé óå ìáèÞìáôá Ìç-
÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí êáé Åðéöáíåéáêþí Èåìåëéþóåùí!) ÁíÜëïãá êáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.2.4)
ôñïðïðïéåßôáé ôþñá êáé áõôÞ ùò åîÞò:

M′′(x) = p(x) − kv(x) ⇐⇒ M′′(x) + kv(x) = p(x). (12.2.11)

Åßíáé ðéá ðñïöáíÝò, äåí õðÜñ÷åé êáìßá áìöéâïëßá üôé ôï óýóôçìá ôùí ôñéþí ðñþôùí äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí (12.2.1), åäþ üìùò ìå ôÝôáñôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôç (12.2.10), äå öáßíåôáé
íá åßíáé õðïëïãéóôéêÜ ôï êáëýôåñï äõíáôü. Åîáéñïýíôáé âÝâáéá åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ðñïãñáì-
ìÜôùí áñéèìçôéêÞò åðéëýóåùò óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ äåí áðïäÝ÷ïíôáé ðáñÜ
ìüíï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Åðßóçò êáé
ôï óýóôçìá ôùí äýï ìüíï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.2.3) êáé (12.2.11) äåí åßíáé ðéá (åäþ óå äï-
êïýò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò, óõíÞèùò ôïõ åäÜöïõò) ôüóï ÷ñÞóéìï êáé ðñïôéìçôÝï, ðáñüëï ðïõ ïé
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôïõ åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò.

Ôçí êáëýôåñç äõíáôüôçôá ìáò ôçí ðñïóöÝñåé áóöáëþò ç áðáëïéöÞ êáé ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò
(Þ ñïðÞò êÜìøåùò)M(x) ìåôáîý ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.2.5) êáé (12.2.11). Ôüôå ðñïêýðôåé
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åýêïëá ç ìåìïíùìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò

ÅÉv′′′′(x) + kv(x) = p(x). (12.2.12)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé ëçöèåß õðüøç êáé ç áíôßäñáóç ôïõ åäÜöïõò −kv(x) óôï áñéóôåñü ìÝëïò
(åêåß ìå ðñüóçìï óõí). ÁõôÞ åßíáé êáé ç ìüíç äéáöïñÜ ôçò áðü ôçí åîßóùóç (12.2.6) ãéá óõíÞèç
äïêü, áëëÜ ìç óôçñéæüìåíç åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (ðñáêôéêÜ ÷ùñßò ôçí õðïóôÞñéîç ôïõ åäÜöïõò).
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ (ìå ôçí åðéöýëáîç ìåñéêþí áñéèìçôéêþí ðñïãñáììÜôùí) äåí õðÜñ÷åé áì-
öéâïëßá ãéá ôçí áíáãêáéüôçôá ôçò ðëÞñïõò áðáëïéöÞò ôùí ôñéþí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí áðü
ôï áñ÷éêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ìå ôçí áðáëïéöÞ áõôÞ êáôáëÞîáìå óôçí ôåëéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.2.12) áíôß ãéá óýóôçìá ôåóóÜñùí Þ Ýóôù äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

ÌåôÜ ôçí åðßëõóç ôçò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (12.2.12) êáé ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ
âÝëïõò êÜìøåùò v(x), åÜí æçôåßôáé êáé ç êáìðôéêÞ ñïðÞM(x), ôüôå ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ï ôý-
ðïò (12.2.5). Ï ôýðïò áõôüò äåí áðïôåëåß ðéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ãéáôß ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x)
åßíáé ôþñá ãíùóôü. ÅÜí æçôåßôáé êáé ç ôÝìíïõóá äýíáìçQ(x), áðáéôåßôáé êáé Üëëç ìéáðáñáãþãéóç.
Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ Q(x) = M′(x): ôñßôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò (12.2.1),
ç ïðïßá ôþñá ðéá åßíáé êáé áõôÞ Ýíáò áðëüò ôýðïò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ôÝìíïõóáò äý-
íáìçò Q(x) êáé ü÷é äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ÔÝëïò áò óçìåéùèåß üôé ç Üðïøç áõôÞ, äçëáäÞ ôï íá
ðñïôéìÜôáé ç ìåìïíùìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.2.12) áðü ôï éóïäýíáìï óýóôçìá äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí, äåí áðç÷åß ìüíï ôç ãíþìç ôïõ ãñÜöïíôá. Áðç÷åß öõóéêÜ êáé ôç ãåíéêÞ Üðïøç ðïõ
äéáôõðþíåôáé óå üëá ôá âéâëßá ðïõ áíáöÝñïíôáé êáé óôï èÝìá ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò.

A12.3. ×ÑÇÓÇ ÌÇÔÑÙÙÍ ÓÅ ÃÑÁÌÌÉÊÁ ÓÕÓÔÇÌÁÔÁ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

A12.3.1. ÂáóéêÝò Ýííïéåò êáé ðñÜîåéò óôá ìçôñþá

ÐïëëÝò öïñÝò ôá ìçôñþá (üðùò ïíïìÜæåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ôïõò ðßíáêåò óôç ÃñáììéêÞ
¢ëãåâñá) áðïäåéêíýïíôáé Ýíá éäéáßôåñá éó÷õñü êáé ÷ñÞóéìï åñãáëåßï ãéá ôç ãñáöÞ áëëÜ êáé ôçí
åðßëõóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ïé ó÷åôéêÝò ãíþóåéò åßíáé Þäç ãíùóôÝò
áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, óçìáíôéêü êåöÜëáéï ôïõ ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ É ôïõ
1ïõ ÅîáìÞíïõ Óðïõäþí. ÁíáöÝñïõìå óýíôïìá ïñéóìÝíåò óôïé÷åéþäåéò Ýííïéåò êáé ðáñáäåßãìáôá.

Äýï ìçôñþá (ðßíáêåò) A êáé B ìå m = 3 ãñáììÝò êáé n = 3 óôÞëåò ôï êáèÝíá (åßíáé äçëáäÞ
ôåôñáãùíéêÜ ìçôñþá ìå m = n = 3, óõãêåêñéìÝíá äéáóôÜóåùí 3 × 3) êáé ìå óôïé÷åßá aij êáé bij

áíôßóôïé÷á (i = 1, 2, 3 êáé åðßóçò j = 1, 2, 3) Ý÷ïõí ôéò ãåíéêÝò ìïñöÝò

A =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 , B =




b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33


 . (12.3.1)

Ôá áíÜóôñïöá (transpose) ìçôñþá ôùí ìçôñþùí áõôþí A êáé B, ðïõ óõìâïëßæïíôáé ìå AT êáé
ìå BT áíôßóôïé÷á, Ý÷ïõí óôïé÷åßá ôá aji êáé bji áíôßóôïé÷á, äçëáäÞ Ý÷ïõí áëëÜîåé ó’ áõôÜ ïé ãñáììÝò
ìå ôéò óôÞëåò: ïé ãñáììÝò Ý÷ïõí ãßíåé óôÞëåò êáé ïé óôÞëåò ãñáììÝò. ÓõãêåêñéìÝíá

AÔ =



a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33


 , BÔ =




b11 b21 b31

b12 b22 b32

b13 b23 b33


 . (12.3.2)

Ôï ãéíüìåíï ìéáò óôáèåñÜò c åðß ôï ìçôñþï A

cA =



ca11 ca12 ca13
ca21 ca22 ca23
ca31 ca32 ca33


 (12.3.3)
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Ý÷åé óôïé÷åßá caij, äçëáäÞ ôá óôïé÷åßá aij ôïõ ìçôñþïõ A ðïëëáðëáóéáóìÝíá åðß ôç óôáèåñÜ c.

To Üèñïéóìá A+B êáé ç äéáöïñÜ A−B ôùí ìçôñþùí A êáé B Ý÷ïõí óáí óôïé÷åßá ôá áèñïßóìáôá
aij + bij êáé ôéò äéáöïñÝò aij − bij áíôßóôïé÷á ôùí ó÷åôéêþí óôïé÷åßùí aij ôïõ ìçôñþïõ A êáé bij ôïõ
ìçôñþïõ B, äçëáäÞ

A± B =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


±




b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33


 =




a11 ± b11 a12 ± b12 a13 ± b13

a21 ± b21 a22 ± b22 a23 ± b23

a31 ± b31 a32 ± b32 a33 ± b33


 . (12.3.4)

Ïé ðñÜîåéò áõôÝò åßíáé äõíáôÝò, ðñïöáíþò ìüíï üôáí ïé äéáóôÜóåéò m × n (êáé ïé m ãñáììÝò êáé
ïé n óôÞëåò, åéäéêÜ åäþ Ý÷ïõìå ôåôñáãùíéêÜ ìçôñþá ìåm = n = 3) ôùí ìçôñþùí A êáé B åßíáé ßäéåò.

Åðßóçò óôïí ðïëëáðëáóéáóìü ìçôñþùí éó÷ýïõí ç ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé ç åðéìåñéóôéêÞ éäéü-
ôçôá, áëë’ ü÷é êáé ç áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá åêôüò áðü óðÜíéåò ðåñéðôþóåéò. ¸÷ïõìå äçëáäÞ ãéá
ôñßá ìçôñþá A, B êáé C êáôÜëëçëùí äéáóôÜóåùí ãéá ôçí åêôÝëåóç ôùí ðñÜîåùí

ãåíéêÜ AB �= BA, åíþ ðÜíôïôå (AB)C = A(BC) êáé A(B+ C) = AB+ AC. (12.3.5)

(ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé óðÜíéá, ðïëý óðÜíéá ìüíï éó÷ýåé ç áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá AB = BA.)

Ôï ìçôñþï Cðïõ åßíáé ãéíüìåíï ôùí ìçôñþùí A (äéáóôÜóåùím×n, äçëáäÞ ìåm ãñáììÝò êáé n
óôÞëåò) êáé B (äéáóôÜóåùí n×p, äçëáäÞ ìå n ãñáììÝò êáé p óôÞëåò) Ý÷åé äéáóôÜóåéòm×p (äçëáäÞm
ãñáììÝò êáé p óôÞëåò). Ôï óôïé÷åßï cij ôïõ ìçôñþïõ C ðñïóäéïñßæåôáé óáí ôï Üèñïéóìá ôùí n
ãéíïìÝíùí ôùí áíôßóôïé÷ùí óôïé÷åßùí ôçò i ãñáììÞò ôïõ ìçôñþïõ A åðß ôç j óôÞëç ôïõ ìçôñþïõ B.
Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ãéá ôá ôåôñáãùíéêÜ ìçôñþá A êáé B ðïõ ïñßóèçêáí óôéò ó÷Ýóåéò (12.3.1)

AB =



a11b11 + a12b21 + a13b31 a11b12 + a12b22 + a13b32 a11b13 + a12b23 + a13b33

a21b11 + a22b21 + a23b31 a21b12 + a22b22 + a23b32 a21b13 + a22b23 + a23b33

a31b11 + a32b21 + a33b31 a31b12 + a32b22 + a33b32 a31b13 + a32b23 + a33b33


 . (12.3.6)

¸íá äéÜíõóìá (óáöÝóôåñá äéÜíõóìá óôÞëçò) u ìå ôñåéò ãñáììÝò êáé ìßá óôÞëç, äçëáäÞ ìçôñþï
äéáóôÜóåùí 3 × 1 (ôñåéò ãñáììÝò êáé ìßá óôÞëç) êáé ôï áíÜóôñïöü ôïõ uT ðïõ åßíáé äéÜíõóìá
ãñáììÞò (êáé ü÷é óôÞëçò) äéáóôÜóåùí 1 × 3 (ìå ìßá ãñáììÞ êáé ôñåéò óôÞëåò), Ý÷ïõí ôéò ìïñöÝò

u =



u1

u2

u3


 = % u1 u2 u3 &T , uT =




u1

u2

u3




T

= % u1 u2 u3 &. (12.3.7)

Óçìåéþíåôáé üôé óõ÷íÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß áãêýëåò ãéá ôá óõíÞèç ìçôñþá, áëëÜ
Üãêéóôñá ãéá ôá äéáíýóìáôá óôÞëçò êáé óõ÷íÜ åéäéêü óõìâïëéóìü ãéá ôá äéáíýóìáôá ãñáììÞò.

Ìå ôï ìçôñþï A íá åßíáé ôåôñáãùíéêü êáé äéáóôÜóåùí m = 3 åðß n = 3 êáé ôï äéÜíõóìá
(ëÝãïíôáò áðëÜ äéÜíõóìá, èá åííïïýìå äéÜíõóìá óôÞëçò) u íá åßíáé ìçôñþï äéáóôÜóåùí n = 3
åðß p = 1 (ìçôñþï óôÞëçò) Ý÷åé Ýííïéá ôï ãéíüìåíï Au. Ôï ãéíüìåíï áõôü èá Ý÷åé äéáóôÜóåéò m = 3
åðß p = 1, èá åßíáé äçëáäÞ êáé áõôü äéÜíõóìá (äéÜíõóìá óôÞëçò åííïåßôáé) ôçò ìïñöÞò

Au =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33






u1

u2

u3


 =




a11u1 + a12u2 + a13u3

a21u1 + a22u2 + a23u3

a31u1 + a32u2 + a33u3


 . (12.3.8)

A12.3.2. ÐáñÜóôáóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìçôñþá

Èåùñïýìå Ýíá äéÜíõóìá, üðùò åßíáé ôï äéÜíõóìá u óôçí ðñþôç ó÷Ýóç (12.3.7), ôï ïðïßï Ý÷åé
óôïé÷åßá ui = ui(t) (i = 1, 2, 3) ðïõ åîáñôþíôáé áðü ìßá áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, ð.÷. ôï ÷ñüíï t.
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷åé Ýííïéá ç ðáñáãþãéóç ôïõ äéáíýóìáôïò u = u(t) ìå áðïôÝëåóìá ôï
äéÜíõóìá u̇ = u̇(t) ìå óôïé÷åßá ôéò ðáñáãþãïõò u̇i = u̇i(t) (ðïõ õðïôßèåíôáé üôé õðÜñ÷ïõí) üëùí
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ôùí óôïé÷åßùí ui = ui(t) ôïõ áñ÷éêïý äéáíýóìáôïò u = u(t). (ÐáñåíèåôéêÜ óçìåéþíïõìå üôé áðï-
ëýôùò áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ãåíéêÜ ìçôñþá, ü÷é ìüíï ãéá äéáíýóìáôá.) Ãéá ðáñÜäåéãìá, õðï-
èÝôïíôáò üôé ôá óôïé÷åßá ôïõ äéáíýóìáôïò u óôçí ðñþôç ó÷Ýóç (12.3.7), åßíáé óõíáñôÞóåéò ôïõ
÷ñüíïõ t, äçëáäÞ u1 = u1(t), u2 = u2(t) êáé u3 = u3(t), ïðüôå áóöáëþò êáé u = u(t), ôüôå èá Ý÷ïõìå

u(t) =




u1(t)

u2(t)

u3(t)


 �⇒ u̇(t) =




u̇1(t)

u̇2(t)

u̇3(t)


 êáé ìå óõíôïìüôåñç ãñáöÞ u̇ =




u̇1

u̇2

u̇3


 . (12.3.9)

Óôï ôåëåõôáßï äéÜíõóìá u̇ áðëÜ èåùñåßôáé üôé éó÷ýåé ç åîÜñôçóç ôïõ ßäéïõ êáé ôùí ôñéþí óôïé÷åßùí
ôïõ u̇i (i = 1, 2, 3) áðü ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ t (ôo ÷ñüíï) ÷ùñßò ôç ñçôÞ ãñáöÞ ôçò. (ÁíÜëïãá
ïñßæïíôáé êáé ôá ïëïêëçñþìáôá äéáíõóìÜôùí êáé ìçôñþùí ãåíéêüôåñá.)

ÅðïìÝíùò ôï äéÜíõóìá Au̇(t), ôï ãéíüìåíï ôïõ ôåôñáãùíéêïý ðßíáêá A (äéáóôÜóåùí 3 × 3) åðß
ôï äéÜíõóìá (äéÜíõóìá óôÞëçò) u̇ (ìå 3 óôïé÷åßá: 3 ãñáììÝò êáé 1 óôÞëç) ïñßæåôáé êáé Ý÷åé ôç ìïñöÞ

Au̇(t) =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33






u̇1(t)

u̇2(t)

u̇3(t)


 =




a11u̇1(t) + a12u̇2(t) + a13u̇3(t)

a21u̇1(t) + a22u̇2(t) + a23u̇3(t)

a31u̇1(t) + a32u̇2(t) + a33u̇3(t)


 . (12.3.10)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ Ýãéíå ç åðéëïãÞ ôçò ñçôÞò äçëþóåùò ôçò åîáñôÞóåùò ôïõ äéáíýóìáôïò (äéáíý-
óìáôïò óôÞëçò åííïåßôáé) u̇ = u̇(t) áðü ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ t. Óõ÷íÜ üìùò ôïýôï èåùñåßôáé
áõôïíüçôï óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ìå ôç ÷ñÞóç ìçôñþùí. Ôüôå
ç ñçôÞ áõôÞ äÞëùóç ðáñáëåßðåôáé êáé ãñÜöïõìå áðëïýóôåñá

Au̇ =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33






u̇1

u̇2

u̇3


 =




a11u̇1 + a12u̇2 + a13u̇3

a21u̇1 + a22u̇2 + a23u̇3

a31u̇1 + a32u̇2 + a33u̇3


 . (12.3.11)

Óå ìéá ôÝôïéá Ýêöñáóç ôá óôïé÷åßá aij (i, j = 1, 2, 3) ôïõ ôåôñáãùíéêïý ìçôñþïõ A èåùñïýíôáé
óõíÞèùò óôáèåñÝòðïóüôçôåò, ôïýôï üìùò äåí åßíáé áíáãêáßï. ÅÜí õðÜñ÷åé åîÜñôçóÞ ôïõò áðü ôï
÷ñüíï t, êáëü åßíáé áõôÞ ç åîÜñôçóç íá äçëþíåôáé ñçôÜ ìå ôç ãñáöÞ A(t) ãéá ôï ßäéï ôï ôåôñáãùíéêü
ìçôñþï A êáé áíÜëïãá ìå ôç ãñáöÞ aij(t) ãéá ôá óôïé÷åßá ôïõ aij. Áõôü üìùò óõìâáßíåé óå óðÜíéåò
ìüíï ðåñéðôþóåéò óå ôåôñáãùíéêÜ ìçôñþá A óå ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

ÅðïìÝíùò ìå âÜóç ôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá ôñéþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ãñáììÝíï óå ìïñöÞ ìå ìçôñþá (ìçôñùéêÞ ìïñöÞ), ð.÷. ôï óýóôçìá

Bu̇(t) = Au(t) (12.3.12)

ìå ôï äéÜíõóìá ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí u(t) êáé ôï äéÜíõóìá ôùí ðáñáãþãùí ôùí áãíþóôùí
óõíáñôÞóåùí u̇(t) íá äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (12.3.9). Ôá äýï ôåôñáãùíéêÜ ìçôñþá A êáé B
èåùñïýíôáé üôé äåí åîáñôþíôáé áðü ôç ìåôáâëçôÞ t êáé üôé äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (12.3.1).

Ôþñá ïé ó÷Ýóåéò (12.3.8) ãéá ôï ãéíüìåíï Au(t) êáé (12.3.10) Þ (12.3.11) ãéá ôï ãéíüìåíï Bu̇(t) (åäþ
ìå B áíôß A) ìáò åðéôñÝðïõí íá ãñÜøïõìå áíáëõôéêÜ ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí ôñéþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (12.3.12) óôç ìïñöÞ


b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33






u̇1

u̇2

u̇3


 =




a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33






u1

u2

u3


 . (12.3.13)

ÌåôÜ ôçí åêôÝëåóç ôùí ðïëëáðëáóéáóìþí óýìöùíá ìå ôïõò êáíüíåò (12.3.8) êáé (12.3.11) ãéá
ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ìçôñþïõ åðß äéÜíõóìá ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
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ìå ìçôñþá (12.3.13) ðáßñíåé ôçí åîÞò óõíÞèç ìïñöÞ åíüò ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí:

b11u̇1 + b12u̇2 + b13u̇3 = a11u1 + a12u2 + a13u3,

b21u̇1 + b22u̇2 + b23u̇3 = a21u1 + a22u2 + a23u3, (12.3.14)

b31u̇1 + b32u̇2 + b33u̇3 = a31u1 + a32u2 + a33u3.

A12.4. ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ ÓÕÓÔÇÌÁÔÏÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

Óçìåéþíïõìå êáôáñ÷Þí üôé êáé óôï ÊåöÜëáéï áõôü Á12 áëëÜ êáé óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á13
áó÷ïëïýìáóôå áðïêëåéóôéêÜ ìå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (Þ óõóôÞìáôá ãñáì-
ìéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí) êáé ìÜëéóôá ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ïìïãåíÞ Þ ìç ïìïãåíÞ.¼ôáí
áíáöåñüìáóôå ëïéðüí óå óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, èá åííïïýìå áðëÜ ãñáììéêÜ óõóôÞ-
ìáôá óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

Óôéò åðüìåíåò åíüôçôåò áõôïý ôïõ Êåöáëáßïõ Á12 èá åðéäåßîïõìå ôç ÷ñÞóç ìåñéêþí âáóéêþí
ìåèüäùí åðéëýóåùò ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ãéá ðáñÜ-
äåéãìá ôï áðëü óýóôçìá

u̇(t) = Au(t). (12.4.1)

ÕðïèÝôïíôáò ìÜëéóôá üôé u = u(t) (äçëáäÞ üôé ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç t, óõíÞèùò ìÜëéóôá
äçëþíïíôáò ôï ÷ñüíï), ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå áêñéâþò ôï ßäéï óýóôçìá óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

u̇ = Au. (12.4.2)

Óôï óýóôçìá áõôü õðïèÝôïõìå åäþ üôé ôï äéÜíõóìá (åííïåßôáé äéÜíõóìá óôÞëçò) u(t), ç ðñþôç
ðáñÜãùãïò ôïõ äéáíýóìáôïò áõôïý u̇(t) êáèþò êáé ôï ôåôñáãùíéêü ìçôñþï A ôùí óôáèåñþí
óõíôåëåóôþí Ý÷ïõí ôéò åîÞò óõãêåêñéìÝíåò ìïñöÝò:

u(t) =
{

x(t)

y(t)

}
�⇒ u̇(t) =

{
ẋ(t)

ẏ(t)

}
êáé A =

[
1 2

4 3

]
. (12.4.3)

Èá ìðïñïýóáìå âÝâáéá íá åß÷áìå ðáñáëåßøåé ôçí åîÜñôçóç ôïõ Üãíùóôïõ äéáíýóìáôïò u(t) áðü
ôï ÷ñüíï t. Ôï ßäéï êáé ãéá ôéò äýï óõíéóôþóåò x(t) êáé y(t) ôïõ äéáíýóìáôïò áõôïý, äçëáäÞ ãéá ôéò
äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò óôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåþí ìáò (12.4.1) Þ (12.4.2).

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ðïëý áðëü ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå äýï
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò, ôéò x(t) êáé y(t), êáé ìå áðëïýò áñéèìçôéêïýò óõíôåëåóôÝò: 1, 2, 4 êáé 3,
üðùò ðáñáôçñïýìå áðü ôï ðéï ðÜíù ìçôñþï A. Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò åêöñÜóåéò (12.4.3) ôïõ
äéáíýóìáôïò u(t) êáé ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ ôïõ u̇(t) êáèþò êáé ôïõ ìçôñþïõ ôùí óõíôåëåóôþí A
óôï áñ÷éêü óýóôçìá (12.4.1), ôï ãñÜöïõìå óôçí åîÞò éóïäýíáìç, áëëÜ ðéï áíáëõôéêÞ, ìçôñùéêÞ
ìïñöÞ (ìå Üëëåò ëÝîåéò ìïñöÞ ìå ìçôñþá):{

ẋ(t)

ẏ(t)

}
=
[

1 2

4 3

]{
x(t)

y(t)

}
. (12.4.4)

Óçìåéþíïõìå êáé ðÜëé üôé óå üëá ôá ìçôñþá: êáé óôï ôåôñáãùíéêü ìçôñþï A êáé óôá ìçôñþá
ìéáò óôÞëçò (äéáíýóìáôá) u(t) êáé u̇(t) ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé Þ áãêýëåò Þ ðáñåíèÝóåéò.
ÓõíÞèùò üìùò ï ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß áãêýëåò ãéá ôá ìçôñþá ìå äýï Þ ðåñéóóüôåñåò
óôÞëåò (êáé ãñáììÝò) êáé Üãêéóôñá ãéá ôá ìçôñþá ìéáò óôÞëçò, ôá äéáíýóìáôá (Þ, ëåðôïìåñÝóôåñá,
äéáíýóìáôá óôÞëçò). Áõôüí ôïí ôåëåõôáßï óõìâïëéóìü áêïëïõèïýìå êáé åìåßò. ¸ôóé äå èá äçìéïõñ-
ãçèïýíðñïâëÞìáôá áëëáãÞò óõìâïëéóìïý óå åðüìåíá ìáèÞìáôá ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý, üðùò
óôá ìáèÞìáôá ÁíÜëõóç Ãñáììéêþí ÖïñÝùí ìå Ìçôñþá êáé ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí. Åßíáé äé-
êáéïëïãçìÝíç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ç äéÜêñéóç ìåôáîý ìçôñþùí (ìå ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá
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óôÞëåò) êáé äéáíõóìÜôùí (ìçôñþùí ìå ìßá óôÞëç). Áò åðéôñáðåß óôï ãñÜöïíôá íá ôçí åöáñìüóåé
óôï äéäáêôéêü áõôü âéâëßï. Åßíáé óõíçèéóìÝíç óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý!

Ôï óýóôçìá ôùí äýï ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.4.1) Þ (12.4.4) ìåôá-
ôñÝðåôáé åýêïëá óôç óõíÞèç (ôç âáèìùôÞ) ìïñöÞ ôïõ (÷ùñßò êáèüëïõ ðëÝïí ìçôñþá). Áñ÷éêÜ
åêôåëïýìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü A åðß u(t) óôï äåîéü ìÝëïò óýìöùíá ìå ôéò ãíþóåéò ìáò áðü ôç
ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá. Ìå âÜóç ôï ó÷åôéêü êáíüíá ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ìçôñþùí, ðïõ Þäç ôïí
õðåíèõìßóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á12.3, ó÷Ýóåéò (12.3.6) êáé (12.3.8), ðñïêýðôåé üôé{

ẋ(t)

ẏ(t)

}
=
{

x(t) + 2y(t)

4x(t) + 3y(t)

}
. (12.4.5)

Áðü ôç äéáíõóìáôéêÞ áõôÞ ìïñöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò (ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åííïåß-
ôáé) áíáãüìáóôå åýêïëá êáé óôçí êáèáñÜ âáèìùôÞ ìïñöÞ ôïõ (÷ùñßò ðëÝïí ïýôå êáí äéáíýóìáôá
óôÞëçò), äçëáäÞ óôç ìïñöÞ

ẋ(t) = x(t) + 2y(t),

ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t).
(12.4.6)

Ç ìïñöÞ áõôÞ ðñïêýðôåé Üìåóá åîéóþíïíôáò ôá ðÜíù óôïé÷åßá (ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç) êáé
ôá êÜôùóôïé÷åßá (äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç) óôá äýï äéáíýóìáôá óôÞëçò (ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò
êáé ôïõ äåîéïý ìÝëïõò) ôçò äéáíõóìáôéêÞò ìïñöÞò (12.4.5) ôïõ óõóôÞìáôüò ìáò.

Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí üôé åýêïëá áíáãÜãáìå ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äýï äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí (12.4.1) ôïõ ðáñüíôïò ðáñáäåßãìáôïò óôç óõíÞèç ìïñöÞ ôïõ (12.4.6). ÐáñÜ
ôáýôá åßíáé åîáéñåôéêÜ áìößâïëï áí ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò, ï ïðïßïò ðïëý óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåß ôá
ìçôñþá óôéò ìåëÝôåò ôïõ, ðñïôéìÜåé ôç âáèìùôÞ ìïñöÞ (12.4.6) áðü ôçí áñ÷éêÞ ìïñöÞ (12.4.1) Þ,
áíáëõôéêüôåñá, (12.4.4) ôïõ ßäéïõ áêñéâþò óõóôÞìáôïò. Áíáãíùñßæåôáé åíôïýôïéò üôé óôï Á’ ¸ôïò
Óðïõäþí ç óõíÞèçò ìïñöÞ (12.4.6) åßíáé ãåíéêÜ ðñïôéìüôåñç êáôÜ ôçí åêìÜèçóç ôùí ìåèüäùí
åðéëýóåùò ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí áðëÜ ãéá åêðáéäåõôéêïýò ëüãïõò.

Óôéò åðüìåíåò åíüôçôåò èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôéò êõñéüôåñåò ìåèüäïõò åðéëýóåùò ôïõ óõóôÞìá-
ôïò (12.4.1) ÷ñçóéìïðïéþíôáò êõñßùò ôç óõíÞèç ìïñöÞ ôïõ (12.4.6). Ðñüêåéôáé ðñáãìáôéêÜ ãéá
Ýíá ðïëý áðëü óýóôçìá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ôïýôï óõìâáßíåé, åðåéäÞ áðïôåëåßôáé
áðü äýï ìüíï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò, åßíáé ãñáììéêü, ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò
êáé ïìïãåíÝò ìÜëéóôá. Äõóôõ÷þò, åñìçíåýïíôáò óáí u(t) ôç èÝóç õëéêïý óçìåßïõ Ì óôï åðßðåäï
êáé t ôï ÷ñüíï, ðñÝðåé íá ïìïëïãÞóïõìå üôé äåí ðñüêåéôáé ãéá óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ðïõ áöïñÜ óå ìç÷áíéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ôïýôï èá äéáðéóôùèåß åýêïëá óôéò
åðüìåíåò åíüôçôåò áõôïý ôïõ Êåöáëáßïõ Á12. Áíôßèåôá óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á13 èá Ý÷ïõìå
ôçí åõêáéñßá íá áíáöåñèïýìå óå Ýíá óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðñáãìáôéêÜ ìðïñåß
íá ðáñïõóéáóèåß óôçí åðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé èá ôï åîáêñéâþóïõìå êé áõôü.

Åäþ, óôéò åíüôçôåò áõôïý ôïõ Êåöáëáßïõ Á12 ðïõ áðïìÝíïõí, èá áíáöåñèïýìå ìå óõíôïìßá
óôéò ìåèüäïõò åðéëýóåùò ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò óõ-
íå÷þò ôï óýóôçìá (12.4.1), óõíÞèùò óôç âáèìùôÞ ìïñöÞ ôïõ (12.4.6), óáí ðáñÜäåéãìá. Ôá
óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôç ÄõíáìéêÞ êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò,
áëëÜ êáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, åßíáé óõíÞèùò äåõôÝñáò ôÜîåùò ëüãù ôçò éó÷ýïò ôïõ
äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá, áðü ôïí ïðïßï êáé ðñïêýðôïõí. Åíôïýôïéò óôï ÊåöÜëáéï áõôü Á12
èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óáí ðáñÜäåéãìá ôï óýóôçìá (12.4.1) Þ (12.4.6) ðïõ åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò
áðëÜ ÷Üñéí áðëüôçôáò. Áíôßèåôá óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á13, ðïõ áíáöÝñåôáé ñçôÜ óå èÝìáôá
ÄõíáìéêÞò êáé Ôáëáíôþóåùí ìç÷áíéêþí óõóôçìÜôùí ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, ôï ó÷åôéêü ðáñÜ-
äåéãìá èá áöïñÜ óå óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò. ÅðáíáëáìâÜíåôáé üôé ôá
óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò åßíáé åêåßíá ðïõ áðáíôþíôáé óôç ÄõíáìéêÞ
êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò. ÐáñÜ ôáýôá åêðáéäåõôéêïß ëüãïé áðáéôïýí ôï îåêßíçìÜ ìáò áðü ôï ðáñÜ-
äåéãìá (12.4.1) Þ (12.4.6) åíüò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò.
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A12.5. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÁÐÁËÏÉÖÇÓ

A12.5.1. Óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ

Óå Ýíá óõíçèéóìÝíï ãñáììéêü óýóôçìá áëãåâñéêþí åîéóþóåùí, ð.÷. óôï óýóôçìá

a11x + a12y = b1,

a21x + a22y = b2

(12.5.1)

ìå x êáé y ôïõò áãíþóôïõò êáé a11, a12, a21, a22, b1 êáé b2 ãíùóôÝò óôáèåñÝò, óõ÷íÜðñïóðáèïýìå íá
áðáëåßøïõìå ôïí Ýíáí Üãíùóôï, ð.÷. ôï y. ¸ôóé êáôáëÞãïõìå óå ìéá ãñáììéêÞ åîßóùóç ìå Ýíá ìüíï
Üãíùóôï, ôï x (Þ áíôßóôñïöá). Âñßóêïíôáò ôï x áðü ôçí åîßóùóç áõôÞ, óôç óõíÝ÷åéá ìðïñïýìå
åýêïëá íá âñïýìå êáé ôï y, ð.÷. áðü ôçí ðñþôç Þ ôç äåýôåñç áðü ôéò ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò
åîéóþóåéò (12.5.1). ÁõôÞ åßíáé ç ìÝèïäïò ôçò áðáëïéöÞò ãéá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí, äçëáäÞ åîéóþóåùí ðñþôïõ âáèìïý.

Áðüëõôá áíÜëïãç åßíáé êáé ç ìÝèïäïò ôçò áðáëïéöÞò ãéá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí, üðùò åßíáé ôï ïìïãåíÝò óýóôçìá

ẋ(t) = x(t) + 2y(t),

ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t).
(12.5.2)

Ôï óýóôçìá áõôü ôï áíáöÝñáìå Þäç óôï ðáñÜäåéãìá ôçò ðñïçãïõìÝíçò Åíüôçôáò Á12.4. Ç ìïñöÞ
ôïõ áõôÞ, ç (12.5.2), åßíáé ç ìïñöÞ ÷ùñßò ìçôñþá, ç ôåëéêÞ ôïõ ìïñöÞ (12.4.6).

Óå Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, ïìïãåíÝò Þ ìç ïìïãåíÝò, åÜí ïé Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò åßíáé ëßãåò (ð.÷. ìüëéò äýï Þ ôñåéò), åßíáé óõ÷íÜ åýêïëï íá íá ôéò áðáëåßøïõìå åêôüò
áðü ìßá. ÊáôáëÞãïõìå Ýôóé óå ìßá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå åðßóçò ìßá ìüíï Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç. Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç èá åßíáé âÝâáéá ôÜîåùò áíþôåñçò áðü ôéò ôÜîåéò ôùí áñ÷éêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óôï ðáñáðÜíù óýóôçìá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (12.5.2) èá åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò åßôå áðáëåßøïõìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t) åßôå
ôçí y(t). Áíôßèåôá ïé áñ÷éêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò (12.5.2) åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò.

Óáí ðáñÜäåéãìá ôçò ìåèüäïõ ôçò áðáëïéöÞò èá åðéëýóïõìå ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí (12.5.2) âñßóêïíôáò ôç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ x(t) êáé y(t). ¼ìùò êáé ïé äýï äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò êáé ôï ßäéï óýóôçìá åßíáé óå êáíïíéêÞ
ìïñöÞ, äçëáäÞ óå ëõìÝíç ìïñöÞ ùò ðñïò ôéò ðáñáãþãïõò ẋ(t) êáé ẏ(t). ÅðïìÝíùò ðåñéìÝíïõìå
óôç ãåíéêÞ ëýóç äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, áò ôéò áðïêáëÝóïõìå Å1 êáé E2, êáé ìå êáíÝíáí ôñüðï
ðåñéóóüôåñåò. Ç ðáñáôÞñçóç áõôÞ èá ãßíåé óáöÝóôåñç óôï áìÝóùò ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá.

A12.5.2. ÐáñÜäåéãìá

Åßíáé ðñáãìáôéêÜ ðïëý áðëÞ ç åðßëõóç ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ôùí äýï äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí (12.5.2) ìå ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò.

Áò îåêéíÞóïõìå áðáëåßöïíôáò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) y = y(t).
Ðñïò ôï óêïðü áõôü áðü ôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.5.2) âñßóêïõìå Üìåóá, áëãåâñéêÜ
(÷ùñßò äçëáäÞ íá ëýóïõìå êÜðïéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç) üôé

y(t) = ẋ(t) − x(t)
2

. (12.5.3)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ðáñïõóéÜæåôáé ôüóï ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t) üóï êáé ç ðñþôç ðáñÜãùãüò
ôçò ẋ(t). Óôç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò (12.5.2) ðáñïõóéÜæåôáé üìùò êáé
ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(t) êáé ç ðñþôç ðáñÜãùãüò ôçò ẏ(t). Áò ôçí õðïëïãßóïõìå ëïéðüí êáé
áõôÞí, ôçí ẏ(t), ðáñáãùãßæïíôáò ôç ó÷Ýóç (12.5.3). ¸ôóé âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

ẏ(t) = ẍ(t) − ẋ(t)
2

. (12.5.4)
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ÅðïìÝíùò ðáñáôçñïýìå üôé ôþñá ðáñïõóéÜóèçêå êáé ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ẍ(t) ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò x(t). ¢ñá ðåñéìÝíïõìå ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôçí ïðïßá èá êáôáëÞîïõìå ùò ðñïò
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t) (ðïõ äå èá ôçí áðáëåßøïõìå êé áõôÞ) íá åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò.

ÐñáãìáôéêÜ, ìÝ÷ñé ôþñá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ìüíï ôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ óõóôÞ-
ìáôïò (12.5.2) êáé âñÞêáìå ôéò ó÷Ýóåéò (12.5.3) êáé (12.5.4). Áíôéêáèéóôïýìå êáé ôéò äýï áõôÝò
ó÷Ýóåéò óôç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ óõóôÞìáôïò (12.5.2), ôçí ïðïßá äåí åß÷áìå ôçí åõ-
êáéñßá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìÝ÷ñé ôþñá, áëë’ ïýôå åðéôñÝðåôáé âÝâáéá êáé íá ôçí áãíïÞóïõìå.
¸ôóé ðñïêýðôåé ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t) ìüíï:

ẍ(t) − ẋ(t)
2

= 4x(t) + 3
ẋ(t) − x(t)

2
. (12.5.5)

ÐñïÝêõøå ëïéðüí ìéá áíåîÜñôçôç, ìåìïíùìÝíç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ùò
ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t). ¢ñá õðÞñîå åðéôõ÷Þò ç ìÝèïäïò ôçò áðáëïéöÞò óôï ðáñüí
áðëü ðáñÜäåéãìá óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÎáíáãñÜöïõìå ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (12.5.5), óôçí ïðïßá êáôáëÞîáìå, óå éóïäýíáìç, áëëÜ êÜðùò áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ

ẍ(t) − ẋ(t) = 8x(t) + 3ẋ(t) − 3x(t) (12.5.6)

êáé óôçí ðëÞñùò áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôçò

ẍ(t) − 4ẋ(t) − 5x(t) = 0. (12.5.7)

Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ D ≡ d/dt (ãéá ôéò ðáñáãùãßóåéò) ðáßñíïõìå êáé ôçí
éóïäýíáìç (êáé áêüìç ðéï áðëïðïéçìÝíç) ìïñöÞ

(D2 − 4D − 5)x(t) = 0. (12.5.8)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðïëý áðëÞ ãñáììéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå ìüíç Üãíù-
óôç óõíÜñôçóç (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) ôçí x(t). Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(t) Ý÷åé Þäç áðáëåéöèåß!
Åäþ ìÜëéóôá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé êáé ïìïãåíÞò, åðåéäÞ êáé ôï áñ÷éêü óýóôçìá (12.5.2) Þôáí
ïìïãåíÝò. Åíôïýôïéò ç ìÝèïäïò ôçò áðáëïéöÞò åßíáé åöáñìüóéìç êáé óå ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ
óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (12.5.8) Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ãéá ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò. ÄçëáäÞ ìðïñïýìå íá äïêéìÜóïõìå ëýóç ôçò åêèåôéêÞò ìïñöÞò x0(t) = eìt ìå ôç óôáèåñÜ ì
óôïí åêèÝôç ìt ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôç. Ôüôå Ý÷ïõìå

x0(t) = eìt �⇒ ẋ0(t) = ìeìt �⇒ ẍ0(t) = ì2eìt. (12.5.9)

ÁñêåôÜ! Äå ÷ñåéáæüìáóôå Üëëåò ðáñáãþãïõò, ãéáôß ç ãñáììéêÞ êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.5.7) (éóïäýíáìá (12.5.8)) ðïõ èÝëïõìå íá åðéëýóïõìå åßíáé ìüëéò äåõôÝñáò
ôÜîåùò. Áíôéêáèéóôþíôáò ôç äïêéìáóôéêÞ óõíÜñôçóç x0(t) êáé ôéò äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò
ẋ0(t) êáé ẍ0(t) áðü ôéò ó÷Ýóåéò (12.5.9) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.5.7), ðáßñíïõìå ôçí åîÞò åîßóùóç:

ì2eìt − 4ìeìt − 5eìt = 0 �⇒ (ì2 − 4ì − 5)eìt = 0. (12.5.10)

Óôçí åîßóùóç áõôÞ êÜíáìå êáé ôç ó÷åôéêÞ ðáñáãïíôïðïßçóç ìå êïéíü ðáñÜãïíôá öõóéêÜ ôçí
åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eìt. ¼ìùò ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eìt äå ìçäåíßæåôáé ãéá êáìßá ðåðåñáóìÝíç
ôéìÞ ôïõ åêèÝôç ôçò ìt (åßôå ìå ðñáãìáôéêÞ åßôå ìå ìéãáäéêÞ ôç óôáèåñÜ ì). ÅðïìÝíùò, ãéá íá åßíáé
åðéôõ÷Þò ç åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç (12.5.9) (ðñþôç ó÷Ýóç (12.5.9)), ðñÝðåé íá ìçäåíßæåôáé óôç
ó÷Ýóç (12.5.10) ôï äåõôåñïâÜèìéï ðïëõþíõìï

p2(ì) = ì2 − 4ì − 5 = 0. (12.5.11)
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Óôéò ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôï âïçèçôéêü áõôü ðïëõþíõìï p2(ì) êáëåßôáé,
üðùò ðïëý êáëÜ ãíùñßæïõìå áðü ôçí Åíüôçôá Á5.5, ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï êáé ç áíôßóôïé÷ç
äåõôåñïâÜèìéá åîßóùóç (12.5.11) êáëåßôáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç. Ïé ñßæåò ôçò ì1, 2 ðñïóäéïñß-
æïíôáé ðïëý åýêïëá áðü ôï ó÷åôéêü ôýðï ãéá äåõôåñïâÜèìéåò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò

ì1, 2 = 4 ∓ √
42 − 4 · 1 · ( − 5)

2
= 4 ∓ √

16 + 20
2

= 4 ∓ √
36

2
= 2 ∓ √

9 = 2 ∓ 3. (12.5.12)

¸ôóé âñßóêïõìå ôéò äýï ñßæåò ì1, 2 ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (12.5.11)

ì1 = 2 − 3 = −1 êáé ì2 = 2 + 3 = 5. (12.5.13)

ÅðéëÝîáìå ìÜëéóôá ôç ìéêñüôåñç, ôçí áñíçôéêÞ ñßæá ì1 = −1 óáí ðñþôç ñßæá. (Ãé’ áõôü áêñéâþò
Ýãéíå êáé ç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ∓ áíôß ôïõ ðïëý óõíçèÝóôåñïõ óõìâüëïõ ± óôç ëýóç (12.5.12).)

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé ï åîåéäéêåõìÝíïò óôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ãéááíåîÜñ-
ôçôåò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìåôáâáßíåé áìÝóùò áðü ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (12.5.8) óôç äåýôåñç áðü ôéò åîéóþóåéò (12.5.10). (Áõôü ôï êáôïñèþíåé âÝâáéá Ý÷ïíôáò
óôï íïõ ôïõ ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò x0(t) = eìt.) Ï áêüìç ðéï åîåéäéêåõìÝíïò
Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìåôáâáßíåé êáôåõèåßáí áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.5.8) óôç ÷áñáêôçñé-
óôéêÞ åîßóùóç (12.5.11) ðáñáëåßðïíôáò ìÜëéóôá ôï óýìâïëï p2(ì) ðïõ åßíáé ðñïöáíÝò. Áõôü ôï
êÜíåé êáôáíïþíôáò üôé ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï p2(ì) = ì2 − 4ì− 5 ìïéÜæåé ìå ôï ãñáììéêü
äéáöïñéêü ôåëåóôÞ

L = D2 − 4D − 5 (12.5.14)

óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.5.8), áëëÜ ôþñá ìå ì, ðïõ åßíáé áñéèìüò, êáé ü÷é ìå D, ðïõ åßíáé ôï
óýìâïëï ôçò ðáñáãùãßóåùò (åäþ ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ t, ßóùò ôï ÷ñüíï). ÖõóéêÜ
ôï íá ãñÜøåé êáíåßò D = ì áðïôåëåß óïâáñüôáôï ìáèçìáôéêü ëÜèïò, ãéáôß ôï ì åßíáé áñéèìüò, åíþ
ôï D åßíáé äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò. ÅðïìÝíùò ç åîßóùóÞ ôïõò (ìå ôï óýìâïëï ßóïí ìåôáîý ôïõò) äåí
åðéôñÝðåôáé ìå êáíÝíáí ôñüðï! ºóùò üìùò åðéôñÝðåôáé ç ôõðéêÞ «áíôéêáôÜóôáóç» D → ì.

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé ðñïóäéïñßóáìå Þäç ôéò êáôÜëëçëåò ôéìÝò: ì1 = −1 êáé ì2 = 5 (ôéò äýï
ñßæåò (12.5.13)) ôçò óôáèåñÜò ì óôïí åêèÝôç ìt ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò x0(t) = eìt óôçí
ðñþôç áðü ôéò áíôéêáôáóôÜóåéò (12.5.9). ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå Þäç äéáèÝóéìåò ôéò äýï ìåñéêÝò ëýóåéò

x1(t) = eì1t = e−t êáé x2(t) = eì2t = e5t (12.5.15)

ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (12.5.7) Þ (12.5.8) (ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ äéáöïñéêïý
ôåëåóôÞ D). Ïé äýï áõôÝò ìåñéêÝò (Þ åéäéêÝò) ëýóåéò åßíáé âÝâáéá ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. Ôïýôï
öáßíåôáé êáé ìå ôïí õðïëïãéóìü ôçò ó÷åôéêÞò ïñßæïõóáò Wronski

W[x1, x2] ≡ W[x1(t), x2(t)] ≡ W(t) =
∣∣∣∣∣ x1(t) x2(t)

ẋ1(t) ẋ2(t)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ e−t e5t

−e−t 5e5t

∣∣∣∣∣
= (e−t)(5e5t) − ( − e−t)(e5t) = 5e4t + e4t = 6e4t �= 0. (12.5.16)

ÅðïìÝíùò ïé äýï áõôÝò ìåñéêÝò ëýóåéò x1(t) = e−t êáé x2(t) = e5t áðïôåëïýí Ýíá óýóôçìá
(Þ óýíïëï) èåìåëéùäþí ëýóåùí ãéá ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.5.7) Þ (12.5.8).
¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò èá Ý÷åé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

x(t) = E1x1(t) + E2x2(t) = E1e−t + E2e5t (12.5.17)

ìå ôéò ðïóüôçôåò E1 êáé E2 ó’ áõôÞí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå ìéá äéðëÞ áðåéñßá
ëýóåùí, åðåéäÞ åß÷áìå ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò: ôçí åîßóùóç (12.5.7)
êáé óå éóïäýíáìç ãñáöÞ (12.5.8).
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¸÷ïíôáò ôþñá ðñïóäéïñßóåé ôç ãåíéêÞ ëýóç x(t) ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò ôùí äýï äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (12.5.2), áöïýðñþôá áðáëåßøáìå ôç äåýôåñç Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(t), åðéóôñÝöïõìå
êáé ó’ áõôÞ. Äå ÷ñåéÜæåôáé ðéá íá áíáöåñèïýìå óôéò äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôïõ ãñáììéêïý
óõóôÞìáôïò (12.5.2). ¸÷ïõìå Þäç åðéëýóåé ôçí ðñþôç áðü áõôÝò ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç y(t) êáé äéáèÝôïõìå ôç ó÷åôéêÞ ëýóç (12.5.3), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

y(t) = ẋ(t) − x(t)
2

. (12.5.18)

Óôç ëýóç áõôÞ áðïìÝíåé ôþñá íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (12.5.17) ðïõ âñÞêáìå
ãéá ôçí ðñþôç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) x(t) êáé ôçí ðáñÜãùãü ôçò âÝâáéá

ẋ(t) = E1ẋ1(t) + E2ẋ2(t) = −E1e−t + 5E2e5t. (12.5.19)

(Åßíáé ðñáãìáôéêÜðïëý åýêïëç çðáñáãþãéóç áõôÞ!) ¸ôóé áðü ôç ó÷Ýóç (12.5.18) ðñïóäéïñßæïõìå
Üìåóá ôç ãåíéêÞ ëýóç y(t) óôç ìïñöÞ

y(t) = 1
2

[(−E1e−t + 5E2e5t
)− (

E1e−t + E2e5t
)] = 1

2

(−2E1e−t + 4E2e5t
) = −E1e−t+2E2e5t. (12.5.20)

Áò óõíïøßóïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (12.5.17) (ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t)) êáé (12.5.20) (ãéá
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(t)) ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.5.2) óå ìéá ãñáììÞ

x(t) = E1e−t + E2e5t,

y(t) = −E1e−t + 2E2e5t.
(12.5.21)

Ç ßäéá ëýóç ìðïñåß âÝâáéá íá ãñáöåß èáõìÜóéá êáé óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ùò åîÞò:

u(t) =
{

x(t)

y(t)

}
=
[

E1 E2
−E1 2E2

]{
e−t

e5t

}
(12.5.22)

óçìåéþíïíôáò êáé ôçí ðñþôç áðü ôéò ó÷Ýóåéò (12.4.3). Áí èÝëïõìå ìÜëéóôá, ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ
ìçôñþïõ E êáé ôïõ äéáíýóìáôïò (äéáíýóìáôïò óôÞëçò åííïåßôáé) g(t) ðïõ ïñßæïíôáé óáí

E =
[

E1 E2
−E1 2E2

]
, g(t) =

{
e−t

e5t

}
, (12.5.23)

îáíáãñÜöïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (12.5.22) óôç óõíåðôõãìÝíç ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ôçò

u(t) = Eg(t). (12.5.24)

ÁõôÞ åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç (óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ) ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí (12.4.1) (åðßóçò óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ êáé ìå ôï ìçôñþï A íá Ý÷åé ïñéóèåß óôç
ó÷Ýóç (12.4.3)). Ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò (12.5.24) èá ãßíåé óôï ÂÞìá 4 ôçò Ðá-
ñáãñÜöïõ Á12.6.2 ôçò åðüìåíçò Åíüôçôáò Á12.6. Óôçí ßäéá ÐáñÜãñáöï Á12.6.2 ç ßäéá áêñéâþò
ëýóç (12.5.21) (Þ (12.5.22) Þ (12.5.24)) èá ðñïóäéïñéóèåß êáé ìå ìéá åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï:
åêåßíç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace áíôß ãéá ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò.

Ôåëåéþíïõìå ôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá ãéá ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò ãéá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êÜíïíôáò äýï óçìáíôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò:

➤ ÐáñáôÞñçóç A12.1: Ç ðñþôç ðáñáôÞñçóç áöïñÜ óôï üôé èá ìðïñïýóáìå áóöáëþò íá
åß÷áìå áðáëåßøåé ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t) áíôß ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(t) ìå áðüëõôá
áíÜëïãç äéáäéêáóßá. Ìå ôïí ôñüðï áõôü èá êáôáëÞãáìå óôçí áêüëïõèç áíåîÜñôçôç ïìïãåíÞ
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò:

ÿ(t) − 4ẏ(t) − 5y(t) = 0 (12.5.25)
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êáé óå éóïäýíáìç ãñáöÞ (ôþñá üìùò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ D)

(D2 − 4D − 5)y(t) = 0. (12.5.26)

Ç åðéðëÝïí ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.5.25) (Þ (12.5.26)) äå äéáöÝñåé (óôï
óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá ôïõ ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.5.2))
áðü ôçí áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.5.7) (Þ (12.5.8)) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t). Áõôü
åßíáé ãåíéêü öáéíüìåíï ãéá ôá ïìïãåíÞ ìÝñç ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðñïêý-
ðôïõí ìå ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò áðü ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèå-
ñïýò óõíôåëåóôÝò. Ç åðéëïãÞ ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò ðïõ èá áðáëåéöèåß (Þ ôùí áãíþóôùí
óõíáñôÞóåùí ðïõ èá áðáëåéöèïýí) åßíáé èÝìá õðïëïãéóôéêïý êüðïõ êáé ìéá êáôÜëëçëç óõãêå-
êñéìÝíç åðéëïãÞ ìðïñåß íá ìåéþóåé êÜðùò ôïí êüðï áõôü.

➤ ÐáñáôÞñçóç A12.2: Ç äåýôåñç êáé ðéï óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç ãéá ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò
åßíáé ï êßíäõíïò áâëåøßáò ðïõ õðÜñ÷åé ãéá ôï ÷ñÞóôç ôçò ùò ðñïò ôïí áñéèìü ôùí áõèáßñåôùí
óôáèåñþí ðïõ ôåëéêÜ åìöáíßæïíôáé óôç ãåíéêÞ ëýóç. Ãéá íá ãßíïõìå óõãêåêñéìÝíïé ùò ðñïò ôïí
êßíäõíï áõôü, áò ðáñáôçñÞóïõìå ðñþôá üôé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (12.5.7)
(Þ (12.5.8)) ùò ðñïò ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t) óôï óýóôçìá (12.5.2) åßíáé ç (12.5.17), ôçí
åðáíáëáìâÜíïõìå

x(t) = E1e−t + E2e5t. (12.5.27)

Ìå áíÜëïãç üìùò áðáëïéöÞ Ý÷åé ðñïêýøåé êáé ç ðáñüìïéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.5.25), áëëÜ
ôþñá ùò ðñïò ôç äåýôåñç Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(t). Êáé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (12.5.25) Ý÷åé
ðñïöáíþò ôçí ßäéá áêñéâþò ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (12.5.11) êáé ôçí áíÜëïãç ãåíéêÞ ëýóç ôçò

y(t) = F1e−t + F2e5t (12.5.28)

ìå åðßóçò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò F1 êáé F2. Èá ìðïñïýóå ßóùò Ýíáò ÷ñÞóôçò ôçò ìåèüäïõ
íá óõíäõÜóåé ôéò ãåíéêÝò ëýóåéò (12.5.27) êáé (12.5.28) êáé íá ôïëìÞóåé (êáêþò!) íá éó÷õñéóèåß üôé
ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.5.2), äçëáäÞ ôïõ óõóôÞìáôïò

ẋ(t) = x(t) + 2y(t),

ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t),
(12.5.29)

åßíáé ç ëýóç ðïõ ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (12.5.27) êáé (12.5.28) ôáõôü÷ñïíá. Ôïýôï åßíáé
áðüëõôá áíáêñéâÝò, åðåéäÞ ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.5.2) (Þ (12.5.29)) áðïôå-
ëåßôáé áðü äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò ôÜîåùò. ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ äå ìðïñåß íá
ðåñéÝ÷åé ðåñéóóüôåñåò áðü äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

Ìå ôéò óêÝøåéò áõôÝò ç ãåíéêÞ ëýóç (12.5.21) (Þ (12.5.22) óå éóïäýíáìç ìçôñùéêÞ ìïñöÞ) åßíáé
áðüëõôá óùóôÞ (êáé ðåñéÝ÷åé ðñáãìáôéêÜ äýï ìïíÜ÷á óôáèåñÝò: ôéò Å1 êáé Å2). Áëë’ áíôßèåôá
çáðåñßóêåðôáõðïôéèÝìåíç «ãåíéêÞ ëýóç» (12.5.27) êáé (12.5.28) ìå ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò,
ôéò Å1, Å2, F1 êáé F2, åßíáé ëáíèáóìÝíç. Êáé ôïýôï óõìâáßíåé ü÷é åðåéäÞ Ýãéíáí êÜðïéïé åóöáëìÝíïé
õðïëïãéóìïß (äåí Ýãéíáí!), áëëÜ ãéáôß ç ìÝèïäïò ôçò áðáëïéöÞò åöáñìüóèçêå îå÷ùñéóôÜ ôüóï ãéá
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t) üóï êáé ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(t). Ôï äÝëåáñ Þôáíå ç åìöÜíéóç
ôçò ßäéáò áêñéâþò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (12.5.7) êáé (12.5.25) Þ, ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äéáöïñéêïý
ôåëåóôÞ D ≡ d/dt, (12.5.8) êáé (12.5.26). Äõóôõ÷þò üìùò ç ìÝèïäïò áõôÞ ïäÞãçóå óå ðñüóèåôåò,
åðéðëÝïí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôÝóóåñéò óôáèåñÝò áíôß ãéá äýï, üðùò åßíáé ôï óùóôü.

Ï ôñüðïò ãéá íá áðáëëáãïýìå áðü ôéò åðéðëÝïí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, áò õðïèÝóïõìå üôé
áõôÝò åßíáé ïé F1 êáé F2 óôç ëýóç (12.5.28), åßíáé áðëÜ íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò åêöñÜóåéò (12.5.27)
êáé (12.5.28) óôéò ßäéåò ôéò áñ÷éêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò (12.5.29). ¸ôóé áðü ôçí
ðñþôç áðü áõôÝò âñßóêïõìå üôé

ẋ(t) = x(t) + 2y(t) �⇒ −E1e−t + 5E2e5t = (
E1e−t + E2e5t

)+ 2
(
F1e−t + F2e5t

)
. (12.5.30)
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Åîéóþíïíôáò ôþñá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí åêèåôéêþí üñùí e−t êáé e5t (îå÷ùñéóôÜ) óôï áñéóôåñü
êáé óôï äåîéü ìÝëïò, äéáðéóôþíïõìå üôé ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

−E1 = E1 + 2F1 �⇒ −2E1 = 2F1 �⇒ F1 = −E1,

5E2 = E2 + 2F2 �⇒ 4E2 = 2F2 �⇒ F2 = 2E2
(12.5.31)

Þ áíôßóôñïöá Å1 = −F1 êáé E2 = F2/2.

ÈÝôïíôáò åðïìÝíùò F1 = −E1 êáé F2 = 2E2 áðü ôéò ó÷Ýóåéò óõìâáôüôçôáò (12.5.31) ìåôáîý
ôùí óôáèåñþí E1, 2 êáé F1, 2 óôç ëýóç (12.5.28), ôçí ðáßñíïõìå óôçí ôåëéêÞ (êáé óùóôÞ) ôçò ìïñöÞ

y(t) = F1e−t + F2e5t = −E1e−t + 2E2e5t. (12.5.32)

ÁõôÞ áêñéâþò åßíáé ç ìïñöÞ ðïõ åß÷å åîá÷èåß óôç ó÷Ýóç (12.5.21) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(t),
áëë’ åêåß ÷ùñßò åðéðëÝïí óôáèåñÝò.

Óôç óùóôÞ ãåíéêÞ ëýóç èá öèÜíáìå âÝâáéá êáé áí, åíáëëáêôéêÜ, åêöñÜæáìå ôéò áõèáßñåôåò
óôáèåñÝò E1 êáé E2 ìÝóù ôùí F1 êáé F2, óõãêåêñéìÝíá, üðùò Þäç áíáöÝñáìå, èÝôïíôáò Å1 = −F1
êáé E2 = F2/2.

Ôï ôåëéêü óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ðñÝðåé íá åßìáóôå éäéáßôåñá ðñïóåêôéêïß êáôÜ ôç ÷ñÞóç
ôçò ìåèüäïõ ôçò áðáëïéöÞò óå óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìÞðùò ôõ÷üí êáé êáôÜ ëÜèïò
Ý÷ïõìå óôçí ôåëéêÞ «ëýóç»ðåñéóóüôåñåò áðü ôéò áíáãêáßåò óôáèåñÝò. Ôüôå âÝâáéá äå èáðñüêåéôáé
ãéá ôçí áëçèéíÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ èÝëïõìå íá
åðéëýóïõìå, áëëÜ ãéá åóöáëìÝíç ëýóç. Ðñïóï÷Þ ëïéðüí óôï êñßóéìï áõôü óçìåßï!

A12.6. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ LAPLACE

A12.6.1. Óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ

Ðñüêåéôáé ãéá áðëÞ óôçí éäÝá ôçò ìÝèïäï: Óå Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò åßôå ïìïãåíÝò åßôå ìç ïìïãåíÝò êÜíïõìå ôá åîÞò ôÝóóåñá âÞìáôá:

• ÂÞìá 1: Åêôåëïýìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L êáé óôï áñéóôåñü êáé óôï äåîéü ìÝëïò êÜèå
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ óõóôÞìáôïò äéáôçñþíôáò öõóéêÜ ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò êáé
ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, áí åßíáé äéáèÝóéìåò. (Áí äåí åßíáé, èÝôïõìå ó÷å-
ôéêÜ óýìâïëá óôéò èÝóåéò ôïõò.) Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò éäéüôçôåò
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé, ðéèáíþò, êáé ó÷åôéêïýò ðßíáêåò (Åíüôçôá Á10.7). Ç âá-
óéêüôåñç áðü ôéò éäéüôçôåò áõôÝò åßíáé åêåßíç ðïõ áíáöÝñåôáé óôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò
Laplace ôùí ðáñáãþãùí ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí uk(t) ìå ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace
L{uk(t)} = Uk(s). Ïé äýï ðñþôïé áðü ôïõò ôýðïõò áõôïýò, äçëáäÞ áõôïß ðïõ áöïñïýí
óôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôçò ðñþôçò êáé ôçò äåýôåñçò ðáñáãþãïõ, åßíáé ïé åîÞò:

L{u̇k(t)} = sUk(s) − uk(0), (12.6.1)

L{ük(t)} = s2Uk(s) − suk(0) − u̇k(0). (12.6.2)

(Óôïõò ôýðïõò áõôïýò óõìðåñéëáìâÜíïíôáé öõóéêÜ êáé ïé áíáãêáßåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: uk(0)
ãéá ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï, uk(0) êáé u̇k(0) ãéá ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï, êëð.) ¸ôóé ðñïêýðôåé
ìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç áðü êÜèå äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ÔåëéêÜ ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí ìåôáôñÝðåôáé óå ãñáììéêü óýóôçìá áëãåâñéêþí åîéóþóåùí, äçëáäÞ
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ðñþôïõ âáèìïý. Ïé áñ÷éêÜ Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò óôéò ãñáììé-
êÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Ý÷ïõí âÝâáéá ôþñá áíôéêáôáóôáèåß áðü ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò
Laplace ôïõò óôéò ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óôéò Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò uk(t) óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò áíôéóôïé÷ïýí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ôïõò
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L{uk(t)} = Uk(s) óôéò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò. Åííïåßôáé üôé êáé ç áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ (ð.÷. ï ÷ñü-
íïò t óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò) Ý÷åé ïõóéáóôéêÜ áíôéêáôáóôáèåß áðü ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôéò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò. (Äõóôõ÷þò üìùò ç ìåôáâëçôÞ s ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace äåí Ý÷åé êáìßá Üìåóç öõóéêÞ óçìáóßá!)

• ÂÞìá 2: Ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðñïÝêõøå óôï ÂÞìá 1 ôï
ëýíïõìå ìå êÜðïéá ãíùóôÞ ìÝèïäï áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá. Ðñïóäéïñßæïõìå Ýôóé ôïõò
ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace Uk(s) = L{uk(t)} ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí uk(t) óôï ãñáììéêü
êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

• ÂÞìá 3: Óôç óõíÝ÷åéá áêïëïõèåß ôï âÞìá ôçò åðéóôñïöÞò áðü ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ s
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ (ð.÷. ôçí t) óôï óýóôçìá ôùí äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ÷ñÞóç áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace L−1. Ôï âÞìá áõôü
áðáéôåß óõ÷íÜ áíáëýóåéò óå áðëÜ êëÜóìáôá êáé ôç ÷ñÞóç éäéïôÞôùí ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace êáé ó÷åôéêþí ðéíÜêùí (Åíüôçôá Á10.7) åßôå (åíáëëáêôéêÜ) ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ.
ÃåíéêÜ äå èåùñåßôáé Ýíá åýêïëï âÞìá. ÅíðÜóçðåñéðôþóåé, ìå ôïí ôñüðïáõôü, äçëáäÞ ìå ôçí
áíôéóôñïöÞ L−1 ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace Uk(s) = L{uk(t)} ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞ-
óåùí uk(t), ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò uk(t) ðñïóäéïñßæïíôáé ðëÞñùò óáí ãåíéêÝò Þ ìåñéêÝò ëýóåéò
ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ôï áí èá åßíáé ãåíéêÝò Þ ìåñéêÝò ëý-
óåéò åîáñôÜôáé âÝâáéá áðü ôï áí èá èåùñÞóïõìå ôéò óôáèåñÝò óáí áñ÷éêÝò óõíèÞêåò Þ óáí
áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôçí ðëÞñç ëýóç ôïõ áñ÷éêïý ãñáììéêïý óõóôÞ-
ìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Áí Ý÷ïõìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò áíôß ãéá áñ÷éêÝò óõíèÞêåò,
ôüôå ðñÝðåé öõóéêÜ íá ôéò ëÜâïõìå êáé áõôÝò êáôÜëëçëá õðüøç.

• ÂÞìá 4: Ôï ôåëéêü âÞìá (êáé ðáñáêáëåßôáé íá ìçí ôï ðáñáëåßðåé üóï åßíáé äõíáôüí ï Ðïëé-
ôéêüò Ìç÷áíéêüò) åßíáé ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå ôüóï (á) ùò ðñïò ôï ßäéï ôï
ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí üóï êáé (â) ùò ðñïò ôéò óõíèÞêåò (óõíÞèùò
ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ìåñéêÝò öïñÝò êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò) ðïõ ôï óõíïäåýïõí. ¸ôóé
äéáðéóôþíåôáé ç éó÷ýò ôçò ëýóåùò ðïõ ðñïóäéïñßóèçêå. Åðßóçò äéáðéóôþíåôáé êáé ç éó÷ýò
ôùí õðïèÝóåùí ðïõ óõíÞèùò ãßíïíôáé Üìåóá Þ Ýììåóá êáôÜ ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôé-
óìïý Laplace. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, óõ÷íÜ ãßíåôáé ç õðüèåóç üôé s > 0, þóôå íá õðÜñ÷åé ï
ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôùí óõíáñôÞóåùí cosùt êáé sinùt (ùò ðñïò t) ìå ôï ù óôáèåñÜ
(ôç ó÷åôéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá). Ãßíïíôáé ïñéóìÝíåò ðáñáäï÷Ýò êáé õðïèÝóåéò êáôÜ ôç ÷ñÞóç
ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÖõóéêÜ ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ðïõ
âñÝèçêå ôç äéêáéïëïãåß óáí óùóôÞ ëýóç. ÌåñéêÝò öïñÝò ìÜëéóôá ç ëýóç éó÷ýåé êáé ãéá áñíç-
ôéêÝò ôéìÝò (ãéá t < 0), ðáñüëï ðïõ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace áíáöÝñåôáé óå ìç áñíçôéêÝò
ôéìÝò (t ≥ 0) ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò t, ç ïðïßá óõ÷íÜ ðáñéóôÜíåé ôï ÷ñüíï.

Ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé åöáñìüóéìç óå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñé-
êþí åîéóþóåùí êÜèå ôÜîåùò, áëëÜ ãåíéêÜ, åêôüò áðü åîáéñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ ôéò áãíïïýìå,
áðïêëåéóôéêÜ ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. Ôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìðïñïýí íá åßíáé
åßôå ïìïãåíÞ åßôå ìç ïìïãåíÞ. Êáëü åßíáé åðßóçò ï áñéèìüò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí íá éóïý-
ôáé ìå ôïí áñéèìü ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí. ¸ôóé èá Ý÷ïõìå óõíÞèùò ìßá ãåíéêÞ ëýóç óôï
óýóôçìÜ ìáò. Áí Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò áðü ôéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò, óõ-
íÞèùò äåí Ý÷ïõìå êáìßá ëýóç. Áíôßèåôá, áí Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò áðü ôéò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, ïé åðéðëÝïí óõíáñôÞóåéò ìðïñïýí íá èåùñçèïýí áõèáßñåôåò (ïõóéáóôéêÜ
ãíùóôÝò) óõíáñôÞóåéò óõìâÜëëïíôáò óôá äåîéÜ ìÝëç ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ¸ôóé ðåñéïñß-
æåôáé ï áñéèìüò ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí óôïí åðéèõìçôü áñéèìü, äçëáäÞ óôïí áñéèìü ôùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ åîåôÜæåôáé. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óå Ýíá
óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá.
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A12.6.2. ÐáñÜäåéãìá

ÓáíðáñÜäåéãìá èá åðéëýóïõìå ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ðñþôçò ôÜîåùò (12.4.6) ôçò Åíüôçôáò Á12.4, ôï åðáíáëáìâÜíïõìå

ẋ(t) = x(t) + 2y(t),

ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t).
(12.6.3)

Äçëþíïõìå ôéò áñ÷éêÝò ôéìÝò (ãéá t = 0) ìå ôá óýìâïëá

x(0) = x0, y(0) = y0. (12.6.4)

ÁõôÝò ìðïñåß íá åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò x0 êáé y0, ïðüôå ç ëýóç ôïõ ðáñáðÜíù óõóôÞìáôïò èá
åßíáé ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç. Ìðïñåß áêüìç íá åßíáé Üãíùóôåò (áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) x0 êáé y0,
ïðüôå Þ ßäéá ëýóç èá åßíáé ãåíéêÞ ëýóç. Ôßðïôå äå èá áëëÜîåé üìùò óôïõò õðïëïãéóìïýò áðü ôç
ìéá ðåñßðôùóç óôçí Üëëç. Åßíáé áðëÜ èÝìá åñìçíåßáò ôïõ áðïôåëÝóìáôïò óáí ìåñéêÞò (Þ åéäéêÞò)
ëýóåùò ôïõ óõóôÞìáôïò (12.6.3) Þ óáí ãåíéêÞò ëýóåùò ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò. ÂÝâáéá ç ðñþôç
åñìçíåßá (áõôÞ ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò) åßíáé õðï÷ñåùôéêÞ, åöüóïí ôá x0 êáé y0 åßíáé äåäïìÝíïé áñéèìïß,
ð.÷. x0 = 1 êáé y0 = 2, êáé ü÷é óýìâïëá. (Ç äéðëÞ åñìçíåßá éó÷ýåé öõóéêÜ ìüíï ãéá óýìâïëá x0
êáé y0!) ¸ìöáóç óôï ÷áñáêôçñéóìü ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ðñïóäßäåé êáé ï ðéèáíüò óõìâïëéóìüò ôùí
óôáèåñþí ìå C1 êáé C2 óôï ôÝëïò áíôß ìå x0 êáé y0. Ïé óôáèåñÝò C1 êáé C2 ìðïñåß ìÜëéóôá íá åßíáé
äéáöïñåôéêÝò áðü ôéò x0 êáé y0 ðñïò áðëïðïßçóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò.

Áò ìç ÷ñïíïôñéâïýìå üìùò ìå ó÷üëéá êé áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åðßëõóç ôïõ ãñáììéêïý
óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.6.3) ìáæß ìå ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.6.4) ðïõ
õðïèÝóáìå (ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Èá áêïëïõ-
èÞóïõìå ôá ôÝóóåñá âÞìáôá ôçò ðñïçãïýìåíçò ÐáñáãñÜöïõ Á12.6.1.

Êáôáñ÷Þí üìùò ãéá ôç äéåõêüëõíóÞ ìáò äçëþíïõìå ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace ôùí áãíþ-
óôùí óõíáñôÞóåùí x(t) êáé y(t) ìå ôá óýìâïëá X(s) êáé Y (s) áíôßóôïé÷á, äçëáäÞ

L{x(t)} = X(s), L{y(t)} = Y (s). (12.6.5)

(Åßíáé ðïëý óõ÷íÞ ç ÷ñÞóç êåöáëáßùí ãñáììÜôùí ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace óõíáñôÞ-
óåùí ðïõ Ý÷ïõí äçëùèåß ìå ôá áíôßóôïé÷á ìéêñÜ ãñÜììáôá.) Ìðïñïýìå âÝâáéá íá ÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõìå êáé ôïí éóïäýíáìï äéáíõóìáôéêü óõìâïëéóìü

U(s) = L{u(t)} = L

{
x(t)

y(t)

}
=
{

X(s)

Y (s)

}
(12.6.6)

óýìöùíá êáé ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò (12.6.5). ¸ôóé äå ëçóìïíïýìå êáé ôç ÷ñÞóç ôùí ìçôñþùí!
(Åäþ üìùò ìçôñþùí ìéáò óôÞëçò, äçëáäÞ äéáíõóìÜôùí óôÞëçò Þ áðëÜ äéáíõóìÜôùí.)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôá ôÝóóåñá óõãêåêñéìÝíá âÞìáôá ôçò åðéëýóåùò ôïõ óõóôÞìáôïò (12.6.3)
ìáæß ìå ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôïõ (12.6.4) åßôå ãíùóôÝò åßôå Üãíùóôåò.

ÂÞìá 1: ×ñçóéìïðïéïýìå ôïí ôýðï (12.6.1) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò ðñþôçò ðáñá-
ãþãïõ. Áò ìçí îå÷íÜìå üôé ôï óýóôçìÜ ìáò (12.6.3) áðïôåëåßôáé áðü äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ðñþôçò ôÜîåùò, ðáñïõóéÜæïíôáé äçëáäÞ ó’ áõôü ìÝ÷ñé ðñþôåò ðáñÜãùãïé. Ìå âÜóç ôïí ôýðï
áõôü (12.6.1) êáé ãéá ôéò ðáñïýóåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò x(t) êáé y(t) äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

L{ẋ(t)} = sX(s) − x0, L{ ẏ(t)} = sY (s) − y0. (12.6.7)

Åäþ ëçöèÞêáíå õðüøç êáé ïé äýï ðáñáðÜíù óõìâïëéóìïß (12.6.5) ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò
Laplace X(s) = L{x(t)} êáé Y (s) = L{y(t)}). Åðßóçò êáé ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.6.4). ÅðïìÝíùò
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ìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.6.3)
ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç áëãåâñéêÞ ìïñöÞ:

sX(s) − x0 = X(s) + 2Y (s),

sY (s) − y0 = 4X(s) + 3Y (s).
(12.6.8)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá áðëü ãñáììéêü óýóôçìá äýï áëãåâñéêþí (ü÷é ðéá äéáöïñéêþí!) åîéóþóåùí
ìå äýï áãíþóôïõò: ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace X(s) êáé Y (s) ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí x(t)
êáé y(t). Ôï îáíáãñÜöïõìå óôçí êÜðùò áðëïýóôåñç ãéá ôçí åðßëõóÞ ôïõ éóïäýíáìç ìïñöÞ

(s − 1)X(s) − 2Y (s) = x0,

−4X(s) + (s − 3)Y (s) = y0.
(12.6.9)

Ç åðßóçò éóïäýíáìç ìïñöÞ ìå ìçôñþá åßíáé ç ðñïöáíþò ç åîÞò:[
s − 1 −2

−4 s − 3

]{
X(s)

Y (s)

}
=
{

x0
y0

}
. (12.6.10)

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôï äåýôåñï âÞìá, åêåßíï ôçò åðéëýóåùò ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò
ôùí äýï áëãåâñéêþí (åðáíáëáìâÜíïõìå: ü÷é ðéá äéáöïñéêþí!) åîéóþóåùí (12.6.9) Þ (12.6.10).

ÂÞìá 2: Ðïëý åýêïëá ìðïñïýìå íá åðéëýóïõìå ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí áëãåâñéêþí åîé-
óþóåùí (12.6.9) Þ (12.6.10). Ç ïñßæïõóá Ä = Ä(s) ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí X(s) êáé Y (s)
õðïëïãßæåôáé ùò åîÞò:

Ä = Ä(s) =
∣∣∣∣∣ s − 1 −2

−4 s − 3

∣∣∣∣∣ = (s− 1)(s− 3)− (− 2)(− 4) = s2 − 4s+ 3− 8 = s2 − 4s− 5. (12.6.11)

Ïé ñßæåò s1 êáé s2 ôïõ äåõôåñïâÜèìéïõ áõôïý ðïëõùíýìïõ Ä = Ä(s) = s2 − 4s − 5 åßíáé ïé åîÞò:

s1, 2 = 2 ∓ √
4 + 5 = 2 ∓ √

9 = 2 ∓ 3 �⇒ s1 = 2 − 3 = −1 êáé s2 = 2 + 3 = 5 (12.6.12)

Ý÷ïíôáò ðñïôéìÞóåé íá äéáëÝîïõìå ãéá ðñþôç ñßæá: s1 = −1 ôç ìéêñüôåñç ñßæá: s1 = −1 < s2 = 5.

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ïñßæïõóá Ä = Ä(s) áíáëýåôáé óå ðñùôïâÜèìéïõò ðáñÜãïíôåò ùò åîÞò:

Ä = Ä(s) = s2 − 4s − 5 = (s + 1)(s − 5). (12.6.13)

¢ñáóýìöùíáìå ôï ãíùóôüáðü ôç ÃñáììéêÞ¢ëãåâñá êáíüíá ôïõCramer ãéá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí Ý÷ïõìå ôçí áêüëïõèç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò (12.6.9) Þ (12.6.10):

X(s) =

∣∣∣∣∣ x0 −2

y0 s − 3

∣∣∣∣∣
Ä

= (s − 3)x0 + 2y0
s2 − 4s − 5

= (s − 3)x0 + 2y0
(s + 1)(s − 5)

, (12.6.14)

Y (s) =

∣∣∣∣∣ s − 1 x0
−4 y0

∣∣∣∣∣
Ä

= (s − 1)y0 + 4x0
s2 − 4s − 5

= 4x0 + (s − 1)y0
(s + 1)(s − 5)

. (12.6.15)

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ðñïóäéïñßóåé êáé ôïõò äýï ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace X(s) = L{x(t)} êáé
Y (s) = L{y(t)} ôùí äýï áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí x(t) êáé y(t) áíôßóôïé÷á. Åßìáóôå ëïéðüí áðüëõôá
Ýôïéìïé íá ðñï÷ùñÞóïõìå êáé óôï åðüìåíï, óôï ôñßôï âÞìá.

ÂÞìá 3: Ôï âÞìá áõôü áöïñÜ óôçí áíôéóôñïöÞ êáôÜ Laplace ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace
X(s) êáé Y (s) ðïõ Þäç âñÝèçêáí. ¸ôóé èá ðñïóäéïñéóèïýí êáé ïé ßäéåò ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò

x(t) = L−1{X(s)}, y(t) = L−1{Y (s)} . (12.6.16)
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Ìå ôïí ôñüðï áõôü èá åðéóôñÝøïõìå êáé óôï ðåäßï ôçò áñ÷éêÞò ìåôáâëçôÞò t (óõ÷íÜ ôïõ ÷ñüíïõ)
ðïõ Ý÷åé öõóéêÞ Ýííïéá (ð.÷. ÷ñüíïò Þ èÝóç) áðü ôï ðåäßï ôçò ìåôáâëçôÞò s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace ðïõ óôåñåßôáé Üìåóçò öõóéêÞò Ýííïéáò.

Äõóôõ÷þò ðÜñá ðïëý óõ÷íÜ áðáéôåßôáé ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ áõôÞ ç áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜ-
óìáôá ôùí äéáèÝóéìùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace, åäþ X(s) êáé Y (s). Óôïí õðïëïãéóôÞ áõôü ãßíåôáé
áõôüìáôá, åäþ üìùò ïé áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò èá ãßíïíôáé ãéá åêðáéäåõôéêïýò ëüãïõò ìå ôï ÷Ýñé.

Ç ðñþôç áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá áöïñÜ óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace X(s), ï ïðïßïò äß-
íåôáé áðü ôç ëýóç (12.6.14) ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ôùí äýï áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.6.9)
Þ (12.6.10). ÃñÜöïõìå åðïìÝíùò

X(s) = (s − 3)x0 + 2y0
(s + 1)(s − 5)

= A
s + 1

+ B
s − 5

. (12.6.17)

ÐñÝðåé ôþñá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò óôáèåñÝò, ôïõò óõíôåëåóôÝò Á êáé Â. (Óçìåéþíïõìå ðáñåí-
èåôéêÜ üôé ç óôáèåñÜ A äåí Ý÷åé êáìßá áðïëýôùò ó÷Ýóç ìå ôï ìçôñþï A óôçí ôåëåõôáßá áðü ôéò
ó÷Ýóåéò (12.4.3).) Ìå áðáëïéöÞ ôùí ðáñïíïìáóôþí óôç ó÷Ýóç (12.6.17) ðñïêýðôåé Üìåóá üôé

(s − 3)x0 + 2y0 = A(s − 5) + B(s + 1)

�⇒ x0s + ( − 3x0 + 2y0) = (A + B)s + ( − 5A + B)

�⇒ (A + B − x0)s + ( − 5A + B + 3x0 − 2y0) = 0 (12.6.18)

êáé ìÜëéóôá åê ôáõôüôçôïò, äçëáäÞ ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ s. ÅðïìÝíùò ìïíáäéêÞ äõíáôüôçôá áðïôåëåß
ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí óôáèåñþí Á êáé Â áðü ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí

A+B− x0 = 0, −5A+B+3x0 −2y0 = 0 �⇒ A+B = x0, −5A+B = −3x0 +2y0. (12.6.19)

Óçìåéþíåôáé üôé ôï ôåëåõôáßï áõôü óýóôçìá ìðïñåß íá âñåèåß êáé ëßãï ðéï Üìåóá. Áõôü ôï
ðåôõ÷áßíïõìå ìå êáôåõèåßáí åîßóùóç ôùí óõíôåëåóôþí ôçò ìåôáâëçôÞò s óôï äåîéü êáé óôï áñé-
óôåñü ìÝëïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôç äåýôåñç (ü÷é óôçí ôñßôç) áðü ôéò ó÷Ýóåéò (12.6.18),
åðßóçò äå êáé ôùí áíåîÜñôçôùí áðü ôç ìåôáâëçôÞ s üñùí óôá ßäéá ìÝëç áõôÞò ôçò ó÷Ýóåùò.

Ëýíïíôáò ôþñá ôï ôüóï áðëü óýóôçìá ôùí åîéóþóåùí (12.6.19), äéáðéóôþíïõìå üôé

A = 2x0 − y0
3

, B = x0 + y0
3

. (12.6.20)

ÅðïìÝíùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace X(s) óôç ó÷Ýóç (12.6.17) áíáëýåôáé óå áðëÜ êëÜóìáôá ùò
åîÞò:

X(s) = A
s + 1

+ B
s − 5

= 2x0 − y0
3

1
s + 1

+ x0 + y0
3

1
s − 5

. (12.6.21)

¸÷ïíôáò åðßóçò õðüøç üôé ãéá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç (exponential function) eat ≡ exp at éó÷ýåé

L{eat} = 1
s − a

�⇒ L−1
{

1
s − a

}
= eat ãéá s > a, (12.6.22)

ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace X(s) óôç ó÷Ýóç (12.6.21) åßíáé åîáéñåôéêÜ åõ÷åñÞò.
ÁðëÜ èÝôïõìå a = −1 êáé åðßóçò a = 5 óôïí áìÝóùò ðéï ðÜíù ôýðï (12.6.22) êáé äå ëçóìïíïýìå
ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace L êáé (óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò) ôïõ áíôßóôñïöïý
ôïõ L−1. Ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá ôçò áíôéóôñïöÞò êáôÜ Laplace ôçò ó÷Ýóåùò (12.6.21) åßíáé ç
óõíÜñôçóç

x(t) = L−1{X(s)} = 2x0 − y0
3

e−t + x0 + y0
3

e5t. (12.6.23)

ÁõôÞ åßíáé ç ëýóç x(t) (ðñþôç Üãíùóôç óõíÜñôçóç) ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ôùí äýï äéáöïñé-
êþí åîéóþóåùí (12.6.3) õðü ôéò åðßóçò äýï ãíùóôÝò Þ Üãíùóôåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.6.4).
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ÐñÝðåé üìùò íá âñïýìå êáé ôç ëýóç y(t) (äåýôåñç Üãíùóôç óõíÜñôçóç) óôï ßäéï óýóôçìá.
Áõôü ôï êáôïñèþíïõìå ìå áðüëõôá áíÜëïãï ôñüðï åñãáóßáò ìå âÜóç ôç ëýóç (12.6.15) ãéá ôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace Y (s)

Y (s) = 4x0 + (s − 1)y0
(s + 1)(s − 5)

= Ã
s + 1

+ Ä
s − 5

(12.6.24)

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò Ã êáé Ä ðñïò ðñïóäéïñéóìü. Åñãáæüìáóôå áêñéâþò üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò
(ôþñá üìùò ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace Y (s)) êáé âñßóêïõìå üôé

Ã = −2x0 + y0
3

, B = 2(x0 + y0)
3

, (12.6.25)
ïðüôå

Y (s) = Ã
s + 1

+ Ä
s − 5

= −2x0 + y0
3

1
s + 1

+ 2(x0 + y0)
3

1
s − 5

. (12.6.26)

ÁíôéóôñÝöïíôáò ôþñá êáôÜ Laplace (÷ùñßò âÝâáéá íá îå÷íÜìå ôï âáóéêü ôýðï (12.6.22) êáé ôç
ãñáììéêÞ éäéüôçôá óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L êáé óôïí áíôßóôñïöü ôïõ L−1), ðñïóäéïñßæïõìå
ðïëý åýêïëá êáé ôç äåýôåñç Üãíùóôç óõíÜñôçóç

y(t) = L−1{Y (s)} = −2x0 + y0
3

e−t + 2(x0 + y0)
3

e5t. (12.6.27)

Ïé äýï ó÷Ýóåéò (12.6.23) êáé (12.6.27) ìáò äßíïõí ôçí ðëÞñç ëýóç x(t) êáé y(t) ôïõ ãñáììéêïý óõ-
óôÞìáôïò ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.6.3) õðü ôéò åðßóçò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.6.4).
ÅðáíáëáìâÜíåôáé ãéá ôåëåõôáßá öïñÜ üôé ðñüêåéôáé ãéá ìåñéêÞ ëýóç ìå ãíùóôÝò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞ-
êåò (12.6.4), äçëáäÞ ôéò ðïóüôçôåò x0 êáé y0. Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç ðñüêåéôáé ãéá ãåíéêÞ ëýóç,
üðïõ ïé ðïóüôçôåò x0 êáé y0 èåùñïýíôáé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ÅÜí äå ìáò áñÝóïõí ôá óýìâïëá x0
êáé y0 ãéá ôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò óôç ãåíéêÞ ëýóç, ìðïñïýìå åýêïëá íá ôá áíôéêáôáóôÞóïõìå ìå
êáôáëëçëüôåñá óýìâïëá, ð.÷. ôá C1 êáé C2. ÐñÜãìáôé ôá óýìâïëá áõôÜ, C1 êáé C2, ìáò èõìßæïõí
ðåñéóóüôåñï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ÅðïìÝíùò ßóùò íá åßíáé óô’ áëÞèåéá êáôáëëçëüôåñá!

Ìå óêïðü íá áðïöýãïõìå ìÜëéóôá ôïí ðáñïíïìáóôÞ 3 óôá êëÜóìáôá ôçò ëýóåùò ðïõ âñÞ-
êáìå (12.6.23) êáé (12.6.27), ìðïñïýìå íá èÝóïõìå (åííïåßôáé ìüíï ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç)

C1 = x0
3

, C2 = y0
3

. (12.6.28)

Ôþñá ç ßäéá ëýóç (12.6.23) êáé (12.6.27) (ðïõ èåùñåßôáé åäþ áðïêëåéóôéêÜ óáí ãåíéêÞ ëýóç) ãñÜ-
öåôáé óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

x(t) = (2C1 − C2)e−t + (C1 + C2)e5t,

y(t) = ( − 2C1 + C2)e−t + 2(C1 + C2)e5t.
(12.6.29)

Êáé áêüìç ðéï áðëÞ ìïñöÞ ôçò ßäéáò ãåíéêÞò ëýóåùò åßíáé äõíáôÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äýï íÝùí
óôáèåñþí

E1 = 2C1 − C2, E2 = C1 + C2 (12.6.30)

óå áíôéêáôÜóôáóç ôùí C1 êáé C2. Ôüôå ç ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç (12.6.29) ãñÜöåôáé óôçí êÜðùò
óõíôïìüôåñç ìïñöÞ ôçò

x(t) = E1e−t + E2e5t,

y(t) = −E1e−t + 2E2e5t.
(12.6.31)

Ôñåéò óçìáíôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò:

➤ ÐáñáôÞñçóç A12.3: Åßíáé åýëïãç ç ýðáñîç ôùí äýï óôáèåñþí C1 êáé C2 Þ, åíáëëáêôéêÜ,
ôùí E1 êáé E2 óôç ãåíéêÞ ëýóç (12.6.29) Þ (12.6.31), åðåéäÞ ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (12.6.3) åßíáé óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé ìÜëéóôá ðñþôçò ôÜîåùò. Ôüôå
ç êáèåìßá áðü ôéò äýï áõôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óõìâÜëëåé óôç ãåíéêÞ ëýóç (12.6.29) Þ (12.6.31)
ãåíéêÜ ìå ìßá ìüíï óôáèåñÜ. ¢ñá óõíïëéêÜ ðñïêýðôïõí äýï óôáèåñÝò: ïé C1 êáé C2 Þ ïé E1 êáé E2.
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➤ ÐáñáôÞñçóç A12.4: Ç ëýóç u(t) = % x(t) y(t) &T , ç ïðïßá âñÝèçêå êáé êáôáãñÜöçêå óôéò
ó÷Ýóåéò (12.6.23) êáé (12.6.27) ìðïñåß íá åßíáé åßôå ìåñéêÞ åßôå ãåíéêÞ ëýóç. Ôï ôß áêñéâþò éó÷ýåé
åîáñôÜôáé áðü ôçí åñìçíåßá ðïõ äßíåôáé óôá óýìâïëá x0 êáé y0 óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.6.4)
(ìåñéêÞ Þ ãåíéêÞ ëýóç) Þ óôéò ó÷Ýóåéò (12.6.29) (ãåíéêÞ ëýóç) Þ êáé óôéò ó÷Ýóåéò (12.6.31) (åðßóçò
ãåíéêÞ ëýóç). Åßíáé åðßóçò áõôïíüçôï üôé ç ßäéá ëýóç u(t) = % x(t) y(t) &T ìðïñåß íá ãñáöåß Üìåóá
êáé óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ, óõãêåêñéìÝíá

u(t) =
{

x(t)

y(t)

}
= 1

3

[
2x0 − y0 x0 + y0

−2x0 + y0 2(x0 + y0)

]{
e−t

e5t

}
=
[

E1 E2
−E1 2E2

]{
e−t

e5t

}
(12.6.32)

ãéá ôç ëýóç (12.6.23) êáé (12.6.27) êáèþò êáé ãéá ôç ëýóç (12.6.31). ÁíÜëïãïò ìçôñùéêüò óõìâïëé-
óìüò (áðëïýóôåñá óõìâïëéóìüò ìå ìçôñþá) éó÷ýåé êáé ãéá ôçí åíäéÜìåóç ëýóç (12.6.29).

➤ ÐáñáôÞñçóç A12.5: ÁíáöåñèÞêáìå Þäç óôï ãåãïíüò üôé ôï ðáñüí ãñáììéêü óýóôçìá (12.6.3)
äýï ïìïãåíþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (êáé ìå óôáèåñïýò ìÜëéóôá óõíôåëåóôÝò) áðïêëåßåôáé íá
áöïñÜ óå ìç÷áíéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôç ÄõíáìéêÞ êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò. (ÁíÜ-
ëïãá êáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.) ÐñáãìáôéêÜ áðü ôç ìåñéêÞ ëýóç (12.6.23) êáé (12.6.27)
Þ áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç (12.6.29) Þ (12.6.31) åßíáé óáöÝò üôé ç ëýóç ðåñéÝ÷åé åêèåôéêïýò üñïõò, óõ-
ãêåêñéìÝíá ôïõò üñïõò e−t êáé e5t. Êáôáñ÷Þí åðéóçìáßíåôáé üôé óå Ýíá ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, üðùò åßíáé ôï ðáñüí, äåí õðÜñ÷åé öüñôéóç (äåí õðÜñ÷ïõí åîùôåñéêÝò
äõíÜìåéò). Ãéá ôï ëüãï áõôü êáé ôï óýóôçìá (12.6.3) åßíáé ïìïãåíÝò. Ôþñá óå êÜèå ìç÷áíéêü óý-
óôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôç ÄõíáìéêÞ êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò Ýíáò áñíçôéêüò åêèåôéêüò üñïò
ôçò ìïñöÞò e−t (ìå t ≥ 0) åßíáé ïðùóäÞðïôå áðïäåêôüò ìå ôçí õðüèåóç éó÷õñÞò áðïóâÝóåùò.
Áíôßèåôá Ýíáò èåôéêüò åêèåôéêüò üñïò ôçò ìïñöÞò e5t (ðÜëé ìå t ≥ 0) åßíáé áðüëõôá áðáñÜäåêôïò:
ðáñáâéÜæåé ôçí áñ÷Þ ôçò äéáôçñÞóåùò ôçò åíÝñãåéáò. ¢ñá ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá (12.6.3)
äåí åßíáé äõíáôüí íá áöïñÜ óå ðñüâëçìá ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

ÅðéðëÝïí ãéá Ýíá ôÝôïéï óõìðÝñáóìá äåí åßíáé áíÜãêç íá Ý÷ïõìå ðñï÷ùñÞóåé óôï ÂÞìá 3,
äçëáäÞóôçíáíôéóôñïöÞ ôùí äýï ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace X(s) êáé Y (s). Áõôïß ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß
Laplace X(s) êáé Y (s) Ý÷ïõí Þäç ðñïóäéïñéóèåß óôç ëýóç (12.6.14) êáé (12.6.15) áíôßóôïé÷á (ðïõ
âñÝèçêå óôï ÂÞìá 2) ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ôùí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.6.8) Þ (12.6.9)
(ðïõ âñÝèçêå óôï ÂÞìá 1). Ïé ßäéïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace X(s) êáé Y (s) êáèéóôïýí óáöÝò (ëüãù
ôïõ ðáñïíïìáóôÞ (s + 1)(s − 5) óôç ëýóç (12.6.14) êáé (12.6.15)) üôé èá ðñïêýøåé êáé èåôéêüò
åêèåôéêüò üñïò (ìå èåôéêü óõíôåëåóôÞ a = 5 óôïí åêèÝôç at), ìüëéò åðé÷åéñçèåß ç áíôéóôñïöÞ ôùí
ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace (12.6.14) êáé (12.6.15). Ôïýôï Ýãéíå óáöÝóôåñï óôï ðáñüí ÂÞìá 3. Êáé
ìüíï ç èåôéêÞ ñßæá s2 = 5 óôç ëýóç (12.6.12), ç ïðïßá áöïñÜ óôçí ïñßæïõóá Ä(s) ðïõ õðïëïãßóèçêå
óôç ó÷Ýóç (12.6.11), áðïêáëýðôåé ôï ßäéï áêñéâþò ãåãïíüò, äçëáäÞ üôé ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü
óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.6.3) äåí åßíáé äõíáôüí íáðáñïõóéáóèåß óå ìç÷áíéêü óýóôçìá.

➤ ÐáñáôÞñçóç A12.6: Áò ðáñáôçñçèåß ôÝëïò üôé, üðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß, ôá ìç÷áíéêÜ
óõóôÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôç ÄõíáìéêÞ êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò
ëüãù ôçò éó÷ýïò ôïõ ãíùóôïý äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá: äýíáìç F = F(t) ßóïí ìÜæám åðß åðé-
ôÜ÷õíóç a = ü(t) ìå u = u(t) ôç èÝóç:

F = ma = mü(t). (12.6.33)

Áëë’ ïðùóäÞðïôå êÜèå äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò (Þ êáé áíùôÝñáò) ôÜîåùò ìðïñåß åýêïëá
íá ãñáöåß êáé óáí óýóôçìá äýï (Þ ðåñéóóïôÝñùí) äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò. Óôï
áìÝóùò ðéï ðÜíù ðáñÜäåéãìá (12.6.33) (äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá) ïñßæïíôáò ôçí ôá÷ýôçôá

v(t) = u̇(t), ïðüôå v̇(t) = ü(t), (12.6.34)

åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.6.33) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

F = ma = mv̇(t). (12.6.35)
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¢ñá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôï ìç ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò
ôÜîåùò (12.6.34) (ðñþôç åîßóùóç) êáé (12.6.35), óå éóïäýíáìç ìïñöÞ ôï óýóôçìá

u̇(t) = v(t), v̇(t) = F(t)/m, (12.6.36)

óå êáíïíéêÞ (äçëáäÞ ëõìÝíç ùò ðñïò ôéò ðáñáãþãïõò u̇(t) êáé v̇(t)) ìïñöÞ, äçëáäÞ ìå ôéò ðáñáãþ-
ãïõò u̇(t) êáé v̇(t) óôá áñéóôåñÜ ìÝëç. Éóïäýíáìç ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ìçôñþùí åßíáé ç áêüëïõèç:{

u̇(t)

v̇(t)

}
=
[

0 1

0 0

]{
u(t)

v(t)

}
+
{

0

F(t)/m

}
. (12.6.37)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ìç ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò
ìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò: ôç ìåôáôüðéóç u(t) êáé ôçí ôá÷ýôçôá v(t) óôçí áðëÞ êßíçóç óôç Äõ-
íáìéêÞ ðïõ åîåôÜóáìå áðïêëåéóôéêÜ ìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá (12.6.33) Þ (12.6.35).
ÊáôÜ óõíÝðåéá ç åìöÜíéóç åíüò óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò êáèüëïõ äåí
áðïêëåßåôáé óå Ýíá ìç÷áíéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Áñêåß áõôüò íá Ý÷åé åðéëÝîåé
ôç ÷ñÞóç óáí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí ôüóï ôùí ìåôáôïðßóåùí uk(t) üóï êáé ôùí áíôßóôïé÷ùí
ôá÷õôÞôùí vk(t) = u̇k(t) ãéá ôá óçìåßá Ìk ôïõ äéáêñéôïý (ü÷é óõíå÷ïýò) ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò
ðïõ åîåôÜæåé. Óôï ðéï ðÜíù áðëïýóôáôï ðáñÜäåéãìá (12.6.36), éóïäýíáìá (12.6.37), Ý÷ïõìå Ýíá
ìüíï ôÝôïéï óçìåßï Ì1 (k = 1). Ôï ãåãïíüò ðïõ êáôÝóôçóå ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.6.3) áðáñÜäåêôï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôç ÄõíáìéêÞ êáé ôéò Ôá-
ëáíôþóåéò õðÞñîå, åðáíáëáìâÜíåôáé, ç åìöÜíéóç ôïõ èåôéêïý åêèåôéêïý üñïõ e5t óôç ëýóç åíüò
ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò. ¼÷é ç ôÜîç ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí: åäþ ðñþôç ôÜîç.

Ðáñ’ üëá áõôÜ, ãéá íá åßìáóôå åéëéêñéíåßò, ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ãåíéêÜ äåí áñÝóêåôáé óôç
ìåôáôñïðÞ äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò, üðùò åßíáé ç åîßóùóç (12.6.33) (äåýôåñïò
íüìïò ôïõ Íåýôùíá), óå óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò. (ÊÜôé ôÝôïéï èá ìðï-
ñïýóå íá åß÷å åðéôåõ÷èåß óôç ÄõíáìéêÞ êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò ìå ôçí åéóáãùãÞ êáé ôùí ôá÷õôÞôùí
vk(t) = u̇k(t) óáí ðñüóèåôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí.) ¼ìùò ìÜëëïí ôï áíôßèåôï éó÷ýåé, äçëáäÞ
ü÷é ìåôáôñïðÞ ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí áíùôÝñáò ôÜîåùò óå éóïäýíáìá
óõóôÞìáôá ðñþôçò ôÜîåùò. Åîáéñåßôáé âÝâáéá ç ðåñßðôùóç ôçò ÷ñÞóåùò åîåéäéêåõìÝíùí áë-
ãïñßèìùí (êõñßùò áñéèìçôéêþí) ãéá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ íá áöïñïýí
áðïêëåéóôéêÜ óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò.

ÂÞìá 4: Ôï ôåëéêü áõôü âÞìá äåí åßíáé áðüëõôá õðï÷ñåùôéêü, áí êáé åßíáé Ýíôïíá óõíéóôþìåíï.
Ðñüêåéôáé ãéá ôï âÞìá ôçò åðáëçèåýóåùò. Åäþ áðëÜ èá åðáëçèåýóïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (12.6.31),
ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

x(t) = E1e−t + E2e5t,

y(t) = −E1e−t + 2E2e5t,
(12.6.38)

ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.6.3), ôï åðáíáëáìâÜíïõìå êáé áõôü

ẋ(t) = x(t) + 2y(t),

ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t),
(12.6.39)

õðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.6.4) (åÜí õðÜñ÷ïõí óô’ áëÞèåéá), áò ôéò åðáíáëÜâïõìå êáé áõôÝò

x(0) = x0, y(0) = y0. (12.6.40)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá åýêïëï, ðÜñá ðïëý åýêïëï êáèÞêïí ãéá ôïí åîåéäéêåõìÝíï óôéò ðáñáãùãßóåéò
(Þäç áðü ôï Ëýêåéï) Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. ÓõãêåêñéìÝíá ìå ðáñáãþãéóç ôùí óõíáñôÞóåùí x(t)
êáé y(t) óôç ãåíéêÞ ëýóç (12.6.38) ðñïêýðôïõí åýêïëá ïé äýï ðñþôåò ðáñÜãùãïé

ẋ(t) = −E1e−t + 5E2e5t,

ẏ(t) = E1e−t + 10E2e5t.
(12.6.41)
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ÁðïìÝíåé ç áíôéêáôÜóôáóç ôüóï ôùí óõíáñôÞóåùí x(t) êáé y(t) (ó÷Ýóåéò (12.6.38)) üóï êáé ôùí
ðñþôùí ðáñáãþãùí ôïõò ẋ(t) êáé ẏ(t) ðïõ ìüëéò âñÝèçêáí (ó÷Ýóåéò (12.6.41)) óôï ßäéï ôï óýóôçìá
ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò (12.6.39). Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé

−E1e−t + 5E2e5t = (
E1e−t + E2e5t

)+ 2
(−E1e−t + 2E2e5t

)
,

E1e−t + 10E2e5t = 4
(
E1e−t + E2e5t

)+ 3
(−E1e−t + 2E2e5t

)
.

(12.6.42)

Ðáßñíïíôáò ôþñá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí åêèåôéêþí üñùí e−t óôá áñéóôåñÜ êáèþò êáé óôá
äåîéÜ ìÝëç ôùí ðñïò åðáëÞèåõóç ó÷Ýóåùí (12.6.42), äéáðéóôþíïõìå üôé èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé

−E1 = E1 − 2E1 �⇒ −1 = −1 �⇒ áëçèÝò,

E1 = 4E1 − 3E1 �⇒ 1 = 1 �⇒ áëçèÝò
(12.6.43)

êáé ðñáãìáôéêÜ éó÷ýåé! ¢ñá áðáëåßöïíôáé üëïé ïé üñïé ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò e−t êáé óôéò
äýï ðñïò åðáëÞèåõóç ó÷Ýóåéò (12.6.42). ÁíÜëïãá ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí åêèåôéêþí üñùí e5t

äéáðéóôþíïõìå üôé èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé

5E2 = E2 + 4E2 �⇒ 5 = 5 �⇒ áëçèÝò,

10E2 = 4E2 + 6E2 �⇒ 10 = 10 �⇒ áëçèÝò.
(12.6.44)

ÅðïìÝíùò ïé ðñïò åðáëÞèåõóç ó÷Ýóåéò (12.6.42) éó÷ýïõí åê ôáõôüôçôïò, äçëáäÞ ãéá êÜèå ôéìÞ
ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò t: áñíçôéêÞ, ìçäÝí Þ èåôéêÞ. Åßíáé åõ÷Üñéóôï áõôü, åðåéäÞ ç ÷ñÞóç
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace áöïñÜ óå ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò ôçò ìåôáâëçôÞò t (t ≥ 0) åîáéôßáò
ôïõ ïñéóìïý ôïõ ìå ïëïêëÞñùóç óôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞). Ìüëéò åßäáìå üìùò üôé ç ãåíéêÞ
ëýóç (12.6.38) ðïõ ðñïÝêõøå áöïñÜ êáé óå áñíçôéêÝò ôéìÝò ôçò ìåôáâëçôÞò t (t < 0). Ç äéáðß-
óôùóç áõôÞ Þôáí ôï ðñüóèåôï êÝñäïò ìáò áðü ôçí åðáëÞèåõóç ðïõ êÜíáìå.

Áí ôþñá åíäéáöåñüìáóôå êáé ãéá ôéò óõíèÞêåò (12.6.40) (áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, åÜí t ≥ 0, áðëÜ
óõíèÞêåò ãéá t = 0, åÜí −∞ < t < ∞) óôçí ßäéá ëýóç (12.6.38), áëëÜ ôþñá ìå ôçí åñìçíåßá ôçò
óáí ìåñéêÞò (Þ åéäéêÞò) ëýóåùò, áðëÜ èÝôïõìå ó’ áõôÞí t = 0. Ôüôå Ý÷ïõìå

x(0) = E1 + E2,

y(0) = −E1 + 2E2.
(12.6.45)

ÁõôÝò åßíáé ïé ôéìÝò ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí x(t) êáé y(t) ãéá t = 0. Áí ôþñá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
êáé ôéò ó÷Ýóåéò (12.6.30), þóôå íá åðéóôñÝøïõìå óôéò óôáèåñÝò C1 êáé C2, ôüôå ïé ó÷Ýóåéò (12.6.45)
ìáò äßíïõí

x(0) = E1 + E2 = (2C1 − C2) + (C1 + C2) = 3C1 = 3
x0
3

= x0,

y(0) = −E1 + 2E2 = −(2C1 − C2) + 2(C1 + C2) = 3C2 = 3
y0
3

= y0.
(12.6.46)

ÅäþðÞñáìå ìÜëéóôá ôçíðñùôïâïõëßá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôéò ó÷Ýóåéò (12.6.28), ðïõ ïñßæïõí
ôéò óôáèåñÝò C1 êáé C2 ìÝóù ôùí óôáèåñþí x0 êáé y0 ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (12.6.4) Þ (12.6.40).

¢ñá åðáëçèåýïíôáé êáé ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.6.40) êáé åðïìÝíùò ç üëç åðáëÞèåõóç
ôçò ëýóåùò (12.6.38) ðïõ âñÞêáìå åßíáé ðëÞñçò ðÝñá áðü ôçí ðñïöáíÞ (áðü ôçí åðáëÞèåõóç)
åðÝêôáóÞ ôçò óôéò áñíçôéêÝò ôéìÝò t < 0 ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò t. Ç åðÝêôáóç áõôÞ ìðïñåß
íá Ý÷åé Þ êáé íá ìçí Ý÷åé öõóéêÞ óçìáóßá óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ôå÷íéêü ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý, áëë’ áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò åßíáé äéêáéïëïãçìÝíç. ÄéêáéïëïãçìÝíåò åßíáé åðßóçò
êáé üóåò ðáñáäï÷Ýò Ýãéíáí Üìåóá Þ Ýììåóá êáôÜ ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ð.÷. ãéá
ôéò ôéìÝò ôçò ìåôáâëçôÞò s, ïé ïðïßåò ðñÝðåé íá åßíáé s > 5. ¸ôóé Ý÷åé íüçìá ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace 1/(s − 5) ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò e5t, ç ïðïßá ðñïÝêõøå óôç ãåíéêÞ ëýóç (12.6.38).

ÐñÝðåé ôÝëïò íá óçìåéùèåß üôé ç ãåíéêÞ ëýóç (12.6.38) ðïõ âñÞêáìå óôçí ðáñïýóáÐáñÜãñáöï
Á12.6.2 ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óõìðßðôåé áðüëõôá ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (12.5.21)
ãéá ôï ßäéï ãñáììéêü óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.6.39). Ôç ëýóç åêåßíç ôçí åß÷áìå âñåé óôçí
ÐáñÜãñáöï Á12.5.2, åêåß üìùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò, ìéá åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï.
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A12.7. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÅÊÈÅÔÉÊÇÓ ÁÍÔÉÊÁÔÁÓÔÁÓÅÙÓ

A12.7.1. ÅéóáãùãÞ

Èåùñïýìå ìéá ìåìïíùìÝíç, áíåîÜñôçôç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ôÝôïéá åîßóùóç åßíáé ç ãíùóôÞ åîßóùóç ôïõ áñìïíéêïý ôáëá-
íôùôÞ óå åëåýèåñåò (÷ùñßò öüñôéóç, ÷ùñßò åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò) êáé ÷ùñßò áðüóâåóç ôáëáíôþóåéò

ẍ(t) + ù2
0x(t) = 0 (12.7.1)

ìå t ôï ÷ñüíï, x(t) ôç èÝóç êáéù0 ôç öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá (ôçí éäéïóõ÷íüôçôá) ôïõ áñìïíéêïý
ôáëáíôùôÞ. Ãéá ìéá ôÝôïéá (ìåìïíùìÝíç) äéáöïñéêÞ åîßóùóç ç ôüóï ãíùóôÞ áðü ôçí Åíüôçôá Á5.5
ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò, äçëáäÞ ôçò õðïèÝóåùò üôé

x(t) = eìt �⇒ ẋ(t) = ìeìt �⇒ ẍ(t) = ì2eìt, êëð., (12.7.2)

ïäçãåß Üìåóá óôç âïçèçôéêÞ åîßóùóç

ì2eìt + ù2
0e

ìt = 0 �⇒ (ì2 + ù2
0)e

ìt = 0. (12.7.3)

Ìå áðáëïéöÞ ìÜëéóôá ôïõ åêèåôéêïý üñïõ eìt (ðïõ äå ìçäåíßæåôáé ðïôÝ) ïäçãïýìáóôå óôç äåõôå-
ñïâÜèìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

p2(ì) = ì2 + ù2
0 = 0 �⇒ ì2 = −ù2

0 (12.7.4)
ìå ñßæåò ôéò

ì1 = iù0 êáé ì2 = −iù0, åðåéäÞ ù0 > 0 êáé ± √−1 = ±i. (12.7.5)

¢ñá Ý÷ïõìå ôéò áêüëïõèåò äýï ìåñéêÝò (Þ åéäéêÝò) ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (12.7.1):

x1(t) = eì1t = eiù0t êáé x2(t) = eì2t = e−iù0t. (12.7.6)

ÁõôÝò åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ëýóåéò êáé óõíáñôÞóåéò ãåíéêüôåñá. (Ôïýôï ìðïñåß åýêïëá íá
áðïäåé÷èåß ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò Wronski.) Åäþ áðïôåëïýí Ýíá èåìåëéþäåò óýíïëï (Þ óýóôçìá)
ëýóåùí ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (12.7.1). H ó÷åôéêÞ ãåíéêÞ ëýóç åßíáé áóöáëþò ç åîÞò:

x(t) = C1x1(t) + C2x2(t) = C1eiù0t + C2e−iù0t (12.7.7)

ìå ôá C1 êáé C2 áõèáßñåôåò êáé óõíÞèùò óõæõãåßò ìéãáäéêÝò óôáèåñÝò. Ó÷åäüí ðÜíôá ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò ðñïôéìÜåé ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç ãñáììÝíç óôçí éóïäýíáìÞ ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ

x(t) = D1 cosù0t + D2 sinù0t (12.7.8)

ìå ôéò íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò D1 êáé D2 (óõíÞèùò ðñáãìáôéêÝò) óôç èÝóç ôùí áñ÷éêþí áõèáß-
ñåôùí óôáèåñþí C1 êáé C2 (óõíÞèùò óõæõãþí ìéãáäéêþí). Ç ôñéãùíïìåôñéêÞ áõôÞ ëýóç ðñïÝêõøå
ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ãíùóôþí ôýðùí ôïõ Euler

e±iè = cos è ± i sin è ìå i = √−1 (12.7.9)

ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá.

Ç éäÝá ôçò ìåèüäïõ ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò x(t) = eìt (ðñþôç ó÷Ýóç (12.7.2)) ãéá ïìï-
ãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, üðùò åßíáé ç åîßóùóç (12.7.1),
åßíáé áðëÜ ç åîÞò: Ïé ðáñÜãùãïé ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò eìt äßíïõí êáé ðÜëé ôçí ßäéá óõíÜñ-
ôçóç eìt, ðïëëáðëáóéáóìÝíç üìùò åðß ìk ãéá ôçí k-ôÜîåùò ðáñÜãùãï. Ôïýôï éó÷ýåé, åðåéäÞ

x(t) = eìt �⇒ x(k)(t) = ìk eìt, k = 1, 2, . . . , (12.7.10)
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üðùò Þäç áíáöÝñáìå êáé óôéò ó÷Ýóåéò (12.7.2) åéäéêÜ ãéá ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï (ìå k = 1) êáé ôç
äåýôåñç ðáñÜãùãï (ìå k = 2).

A12.7.2. Óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ

Åíôåëþò áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ìå ãåíßêåõóç ôçò ìåèüäïõ ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò. ÕðïèÝôïõìå
üôé Ý÷ïõìå, ð.÷., ôéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò x(t), y(t) êáé z(t) óå Ýíá ïìïãåíÝò êáé ãñáììéêü óýóôçìá
ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, ð.÷. ôçò ìïñöÞò


ẍ(t)

ÿ(t)

z̈(t)


 =




a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33






x(t)

y(t)

z(t)


 . (12.7.11)

Ïé óõíôåëåóôÝò aij (i, j = 1, 2, 3) åßíáé åäþ áðëÜ óôáèåñÝò, ü÷é óõíáñôÞóåéò ôçò áíåîÜñôçôçò ìå-
ôáâëçôÞò t. Ôï óýóôçìá áõôü (12.7.11) áðïôåëåß êáôÜ êÜðïéï ôñüðï ãåíßêåõóç ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (12.7.1) ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ ÷ùñßò åîùôåñéêÞ öüñôéóç êáé áðüóâåóç. Åðßóçò
ìðïñåß ðñáãìáôéêÜ íá èåùñçèåß üôé áíáöÝñåôáé óå Ýíá ìç÷áíéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíé-
êïý ìå ôñåéò âáèìïýò åëåõèåñßáò (ôñéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá: ìå ôñåéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò)
ëüãù ôçò ðáñïõóßáò ôñéþí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí: ôùí x(t), y(t) êáé z(t). Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò
ßóùò åêöñÜæïõí ôéò èÝóåéò ôñéþí óçìåßùíÌ1,Ì2 êáéÌ3 ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò (ìå áíôßóôïé÷åò
ìÜæåò m1, m2 êáé m3) óå åõèåßá ãñáììÞ êáé óõíäåäåìÝíùí ìå åëáôÞñéá.

Óå áíáëõôéêüôåñç, âáèìùôÞ ìïñöÞ ôï óýóôçìá ôùí ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí (12.7.11) ãñÜöåôáé ùò åîÞò ìåôÜ ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôùí ìçôñþùí, ìÜëëïí ôïõ ìçôñþïõ
åðß ôï äéÜíõóìá óôÞëçò, óôï äåîéü ìÝëïò ôïõ:

ẍ(t) = a11x(t) + a12y(t) + a13z(t),

ÿ(t) = a21x(t) + a22y(t) + a23z(t), (12.7.12)

z̈(t) = a31x(t) + a32y(t) + a33z(t).

Óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (12.7.2) èá Ý÷åé ôç ãåíé-
êüôåñç ìïñöÞ

x(t) = Aeìt, y(t) = Beìt, z(t) = Ceìt (12.7.13)

ìå ôéò åðéðëÝïí ôñåéò óôáèåñÝò (ôïõò óõíôåëåóôÝò) A, B êáé C ðñïò ðñïóäéïñéóìü êáé áõôÝò ðÝñá
áðü ôç óôáèåñÜ ì óôïí åêèÝôç ìt óôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eìt. ÐñáãìáôéêÜ Ý÷ïõìå ôþñá ôñåéò
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò: ôéò x(t), y(t) êáé z(t). ÅðïìÝíùò áðáéôïýíôáé êáé ôñåéò áêñéâþò åêèåôéêÝò
áíôéêáôáóôÜóåéò: ïé ðéï ðÜíù áíôéêáôáóôÜóåéò (12.7.13) ìå ôç ÷ñÞóç (êáé óôéò ôñåéò) ôçò ßäéáò
áêñéâþò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò eìt ìå ôç óôáèåñÜ ì ó’ áõôÞí ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôç.

Ðáñáãùãßóåéò ôùí åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí (12.7.13) ïäçãïýí óôéò ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôïõò

ẋ(t) = Aìeìt, ẏ(t) = Bìeìt, ż(t) = Cìeìt. (12.7.14)

Êáé íÝåò, äåýôåñåò ðáñáãùãßóåéò ôùí ßäéùí óõíáñôÞóåùí ïäçãïýí óôéò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò

ẍ(t) = Aì2eìt, ÿ(t) = Bì2eìt, z̈(t) = Cì2eìt. (12.7.15)

Óõíå÷ßæïíôáò ôéò ðáñáãùãßóåéò, ðáßñíïõìå ãåíéêÜ ôéò k-ôÜîåùò ðáñáãþãïõò

x(k)(t) = Aìkeìt, y(k)(t) = Bìkeìt, z(k)(t) = Cìkeìt, (12.7.16)
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áí êáé, ðñïöáíþò, óôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.11) Þ, êáëýôåñá, (12.7.12) äå
ìáò ÷ñåéÜæïíôáé ðáñÜ ìüíï ïé äåýôåñåò ðáñÜãùãïé (12.7.15): áõôÝò ìå k = 2.

Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí (12.7.13) êáé ôùí äåõôÝñùí ðáñáãþãùí ôïõò
(12.7.15) óôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.12) ïäçãïýìáóôå óôéò åîéóþóåéò

Aì2eìt = a11A eìt + a12Beìt + a13Ceìt,

Bì2eìt = a21Aeìt + a22Beìt + a23Ceìt, (12.7.17)

Cì2eìt = a31Aeìt + a32Beìt + a33Ceìt.

Ç éäÝá åßíáé áñ÷éêÜ íá áðëïðïéÞóïõìå (ìå áðëÝò ðáñáãïíôïðïéÞóåéò) ôï óýóôçìá áõôü óôá
äåîéÜ ìÝëç ôïõ óôç ìïñöÞ

Aì2eìt = (a11A + a12B + a13C)eìt,

Bì2eìt = (a21A + a22B + a23C)eìt, (12.7.18)

Cì2eìt = (a31A + a32B + a33C)eìt

ìå êïéíü ðáñÜãïíôá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç eìt. ÅðåéäÞ ìÜëéóôá ç óõíÜñôçóç áõôÞ eìt äå ìçäåíß-
æåôáé ðïôÝ, ìðïñïýìå íá ôçí áðëïðïéÞóïõìå ôüóï óôá áñéóôåñÜ üóï êáé óôá äåîéÜ ìÝëç. Ôüôå
ðáßñíïõìå ôï ïìïãåíÝò óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí

Aì2 = a11A + a12B + a13C,

Bì2 = a21A + a22B + a23C, (12.7.19)

Cì2 = a31A + a32B + a33C

ùòðñïò ôïõò Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò (ôéò óôáèåñÝò) A, B êáé C óôéò åêèåôéêÝò åêöñÜóåéò (12.7.13),
ôéò ïðïßåò Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ãéá ôéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò x(t), y(t) êáé z(t) áíôßóôïé÷á.

➤ ÐáñáôÞñçóç A12.7: Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé íá ðáñáôçñçèåß ìå Ýìöáóç ôï áêüëïõèï ãåãï-
íüò: Ôüóï ïé ðáñáãïíôïðïéÞóåéò óôéò åîéóþóåéò (12.7.18) üóï êáé ç ðëÞñçò åîÜëåéøç ôçò åêèåôéêÞò
óõíáñôÞóåùò eìt óôéò ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò (12.7.19) ïöåßëïíôáé áðëïýóôáôá óôï ãå-
ãïíüò üôé åß÷áìå ëÜâåé ôçí ðñüíïéá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ßäéá óôáèåñÜ ì óôïí åêèÝôç ìt óôéò
ôñåéò åêèåôéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò (12.7.13). Áõôü ôï êÜíáìå ìÜëéóôá êáé ãéá ôéò ôñåéò Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò: x(t), y(t) êáé z(t). Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç, äçëáäÞ óôçí ðåñßðôùóç äéáöïñåôéêþí
óôáèåñþí ì1, ì2 êáé ì3 óôéò ôñåéò åêèåôéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò (12.7.13) ãéá ôéò Üãíùóôåò óõíáñôÞ-
óåéò x(t), y(t) êáé z(t), ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùòðïõðáñïõóéÜæïõìå óôçí åíüôçôá
áõôÞ èá åß÷å ïäçãçèåß óå ðëÞñç áðïôõ÷ßá. Áõôü èá óõíÝâáéíå, åðåéäÞ èá Þôáí áðïëýôùò áäýíáôï
íá áðëïðïéÞóïõìå ôéò åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÅðáíáëáìâÜíåôáé üôé ç áðëïðïßçóç ôçò åêèåôéêÞò
óõíáñôÞóåùò eìt åðéôåý÷èçêå, áðëÜ ãéáôß õðïèÝóáìå ôçí ßäéá óôáèåñÜ ì êáé óôéò ôñåéò åêèåôé-
êÝò áíôéêáôáóôÜóåéò (12.7.13). ËÞãåé ç óçìáíôéêÞ áõôÞ ðáñáôÞñçóç êáé õðïôßèåôáé üôé Ý÷åé ãßíåé
ðëÞñùò êáôáíïçôÞ!

Åßíáé ðñáãìáôéêÜ ïìïãåíÝò êáé ãñáììéêü ôï óýóôçìá ôùí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.7.19),
åííïåßôáé ùò ðñïò ôïõò Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò A, B êáé C. Áõôü ìÜëéóôá öáßíåôáé êáèáñüôåñá,
áí ôï îáíáãñÜøïõìå óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ ôïõ

(a11 − ì2)A + a12B + a13C = 0,

a21A + (a22 − ì2)B + a23C = 0, (12.7.20)

a31A + a32B + (a33 − ì2)C = 0.
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Ç ðñïöáíÞò êáé ôåôñéììÝíç ëýóç åíüò ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò áëãåâñéêþí åîéóþ-
óåùí åßíáé áðëÜ ç ìçäåíéêÞ ëýóç, óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ç ëýóç

A = B = C = 0. (12.7.21)

Äåí åíäéáöåñüìáóôå üìùò ãé’ áõôÞí, ãéáôß ïäçãåß óôçí åðßóçò ìçäåíéêÞ êáé ôåôñéììÝíç ëýóç

x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0, z(t) ≡ 0 (12.7.22)

(ëüãù ôùí åêèåôéêþí åêöñÜóåùí (12.7.13) ðïõ õðïèÝóáìå) ãéá ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá
ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.11) Þ éóïäýíáìá (12.7.12). ÅðïìÝíùò ìå êáíÝíáí ôñüðï äåí åßíáé
ðñáêôéêÜ áðïäåêôÞ ç ëýóç (12.7.21).

Áíôßèåôá åíäéáöåñüìáóôå ãéá ìéá ìç ìçäåíéêÞ ëýóç A, B, C ôïõ ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞ-
ìáôïò áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.7.20). Ìéá ôÝôïéá ìç ìçäåíéêÞ ëýóç åßíáé äõíáôÞ, ìüíï åöüóïí
ç ïñßæïõóá Ä = Ä(ì) ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí Á, Â êáé C åßíáé ßóç ìå ôï ìçäÝí. Ç ïñßæïõóá
áõôÞ Ý÷åé ðñïöáíþò åäþ ôç ìïñöÞ

Ä = Ä(ì) =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 − ì2 a12 a13
a21 a22 − ì2 a23
a31 a32 a33 − ì2

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (12.7.23)

ÖõóéêÜ ç ïñßæïõóá áõôÞ Ä = Ä(ì) ìðïñåß (ìå ôçí åêôÝëåóç ôùí ó÷åôéêþí ðñÜîåùí) íá ãñáöåß êáé
óå ìïñöÞ ðïëõùíýìïõ ôïõ ì âÝâáéá ìüíï ìå Üñôéåò äõíÜìåéò ôïõ ì: ôéò äõíÜìåéò ì2, ì4 êáé ì6.
Ðáßñíïõìå äçëáäÞ ôåëéêÜ ìéá åêôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

b0ì6 + b1ì4 + b2ì2 + b3 = 0 �⇒ b0ë3 + b1ë2 + b2ë + b3 = 0 (12.7.24)

Ý÷ïíôáò èÝóåé
ì2 = ë, ïðüôå ì4 = ë2 êáé ì6 = ë3. (12.7.25)

Ðñïóäéïñßæïõìå ôþñá ôéò ôñåéò ôéìÝò ôïõ ë, ôéò ôéìÝò ë1, ë2 êáé ë3, áðü ôçí ôñéôïâÜèìéá åîßóùóç
(12.7.24), áõôÞí ùò ðñïò ë. Ãéá äéåõêüëõíóç óôïõò õðïëïãéóìïýò èá ôéò õðïèÝóïõìå ìç ìçäåíéêÝò
êáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò. Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóäéïñßæïõìå êáé ôéò áíôßóôïé÷åò ôéìÝò ôïõ ì:

ì = ±√
ë (12.7.26)

ìÝóù ôùí áíôßóôïé÷ùí ôåôñáãùíéêþí ñéæþí (ìå äéðëü ðñüóçìï: ±)

ìm = ±
√
ëk, k = 1, 2, 3, m = 1, 2, 3, 4, 5, 6. (12.7.27)

ÃåíéêÜ ïé ôñåéò ðéï ðÜíù ñßæåò ëk (k = 1, 2, 3) ìðïñïýí âÝâáéá íá åßíáé åßôå ðñáãìáôéêÝò åßôå
ìéãáäéêÝò. Ôï ßäéï áóöáëþò éó÷ýåé êáé ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò Ýîé ñßæåò ìm (m = 1, 2, 3, 4, 5, 6).

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé õðïèÝôïõìå üôé ïé ôñåéò ñßæåò ëk (k = 1, 2, 3) åßíáé ìç ìçäåíéêÝò êáé äéá-
öïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò. ¸÷ïõìå ôþñá ôéò ôñåéò ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò (12.7.20) (ìÜëëïí
ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí ôñéþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.7.20)) íá äéáèÝôåé åêôüò áðü ôçí ôå-
ôñéììÝíç ìçäåíéêÞ ëýóç (12.7.21), ôçí A = B = C = 0, êáé ìç ìçäåíéêÝò ëýóåéò Am, Bm êáé Cm

(m = 1, 2, 3, 4, 5, 6). Áõôü óõìâáßíåé ãéá êáèåìßá ñßæá ìm ôçò åêôïâÜèìéáò áëãåâñéêÞò åîéóþ-
óåùò (12.7.24) (ùò ðñïò ì). Êáé ìÜëéóôá ãéá êÜèå ñßæá ìm (m = 1, 2, 3, 4, 5, 6) õðÜñ÷åé ìéá áðëÞ
áðåéñßá ìç ìçäåíéêþí ëýóåùí Am, Bm êáé Cm (m = 1, 2, 3, 4, 5, 6) ôïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò ôùí
ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.7.20). Ç áðåéñßá áõôÞ ôùí ëýóåùí Am, Bm êáéCm ðñïêýðôåé
áðü ìßá ïðïéáäÞðïôå óõãêåêñéìÝíç ëýóç Am0, Bm0 êáé Cm0 ìåôáîý ôùí Üðåéñùí áõôþí ëýóåùí ìå
ðïëëáðëáóéáóìü ôçò åðß ìßá óôáèåñÜ km. Ôïýôï óõìâáßíåé, åðåéäÞ ôï óýóôçìá ôùí ôñéþí áëãå-
âñéêþí åîéóþóåùí (12.7.20) åßíáé ü÷é ìüíï ãñáììéêü, áëë’ åðßóçò êáé ïìïãåíÝò. ÅðïìÝíùò, åöüóïí
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äéáèÝôïõìå ìéá ëýóç Am0, Bm0 êáé Cm0 ðïõ íá áíôéóôïé÷åß óôç ñßæá ìm ôçò åêôïâÜèìéáò ðïëõù-
íõìéêÞò åîéóþóåùò (12.7.24), ôüôå ç ãåíéêüôåñç ëýóç (ãéá ôçí ßäéá ñßæá ìm) ôïõ ßäéïõ ãñáììéêïý
óõóôÞìáôïò áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.7.20) èá Ý÷åé ôç ãåíéêÞ ìïñöÞ

Am = kmAm0, Bm = kmBm0, Cm = kmCm0 (12.7.28)

ìå ôï km áõèáßñåôç óôáèåñÜ.

ÐñáêôéêÜ ç óõãêåêñéìÝíç ëýóç Am0, Bm0 êáé Cm0 ðñïóäéïñßæåôáé ðïëý åýêïëá, ð.÷. óõ÷íÜ
èÝôïíôáò ì = ìm êáé Am0 = 1 óôéò ôñåéò ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò (12.7.20) êáé ëýíïíôáò ôéò
äýï áðü áõôÝò (óõíÞèùò ïðïéåóäÞðïôå äýï) ùò ðñïò Bm0 êáé Cm0. (ÁíÜëïãá èá ìðïñïýóáìå íá
åß÷áìå èÝóåé Âm0 = 1 Þ Cm0 = 1.) ÅÜí ç óõãêåêñéìÝíç ëýóç Am0, Bm0 êáé Cm0 ðïõ ðñïêýðôåé ìå ôïí
ôñüðï áõôü åßíáé êëáóìáôéêÞ, ìðïñïýìå åðßóçò íá ôçöÝñïõìå óå áêÝñáéç ìïñöÞ (áí êáé ôïýôï äåí
åßíáé áíáãêáßï) ðïëëáðëáóéÜæïíôÜò ôçí ìå ôï åëÜ÷éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí ðáñïíïìáóôþí.
Ìå ôïí ôñüðïáõôü èá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôçóõãêåêñéìÝíçáõôÞ ëýóçAm0, Bm0 êáéCm0 óôçíáðëïýóôåñç
äõíáôÞ ìïñöÞ ôçò áðëÜ ÷Üñéí åõêïëßáò.

ÐáñáìÝíïõìå óôïðáñüí óõãêåêñéìÝíïðáñÜäåéãìá (12.7.11) (óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ) Þ éóïäýíáìá
(12.7.12) (óå óõíÞèç ìïñöÞ) åíüò ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
äåõôÝñáò ôÜîåùò. ÔåëéêÜ óå êÜèå ôéìÞ ìm ìå m = 1, 2, 3, 4, 5, 6 (ìÝ÷ñé 6) óôéò ôñåéò åêèåôéêÝò
áíôéêáôáóôÜóåéò (12.7.13) ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ãéá ôï óýóôçìá áõôü áíôéóôïé÷åß ç ìåñéêÞ ëýóç

xm(t) = kmAm0eìmt, ym(t) = kmBm0eìmt, zm(t) = kmCm0eìmt, m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, (12.7.29)

ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ôùí ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.11) Þ (12.7.12). (Ôï óýìâïëï km
äçëþíåé áõèáßñåôç óôáèåñÜ.) Ç ðáñáðÜíù ëýóç (12.7.29) áðïôåëåß öõóéêÜ óõíÝðåéá ôùí ôñéþí
åêèåôéêþí áíôéêáôáóôÜóåùí (12.7.13) êáèþò êáé ôçò ðëÞñïõò åëëåßøåùò åðéèõìßáò ìáò íá áñêå-
óèïýìå óôçí ôåôñéììÝíç ìçäåíéêÞ ëýóç (12.7.22). Áíôßèåôá åß÷áìå ôçí ðñáêôéêÜ åýëïãç áðáßôçóç
íá Ý÷ïõìå ìç ìçäåíéêÞ ëýóç. ÔÝôïéá, ìç ìçäåíéêÞ, åßíáé ðñÜãìáôé ç ëýóç (12.7.29). ¼ìùò ç ëýóç
áõôÞ äå ó÷çìáôßóèçêå ôõ÷áßá. Áíôßèåôá âáóßóèçêå óôçí áëãåâñéêÞ åîßóùóç (12.7.23), äçëáäÞ
óôçí åîßóùóç Ä = Ä(ì) = 0, êáé óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç êáèáñÜ ðïëõùíõìéêÞ åîßóùóç (12.7.24)
ìå ë = ì2. Ôïýôï äçëþèçêå êáé óôç ó÷Ýóç (12.7.25).

Èåùñïýìå ôþñá ìéá óõãêåêñéìÝíç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç)

xm0(t) = Am0eìmt, ym0(t) = Bm0eìmt, zm0(t) = Cm0eìmt (12.7.30)

ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.11) Þ (12.7.12) ìå ôç ëýóç áõôÞ íá
ìçí ðåñéÝ÷åé êáìßá áðïëýôùò áõèáßñåôç óôáèåñÜ. Åßíáé âÝâáéá ðñïöáíÝò üôé óôç ìåñéêÞ áõôÞ
ëýóç áíôéóôïé÷åß êáé ç ãåíéêüôåñç ìåñéêÞ ëýóç

xm(t) = kmxm0(t) = kmAm0 eìmt,

ym(t) = kmym0(t) = kmBm0 eìmt, (12.7.31)

zm(t) = kmzm0(t) = kmCm0 eìmt

ìå ôï km áõèáßñåôç óôáèåñÜ. Áõôü éó÷ýåé, üðùò êáé åõêïëüôáôá åðáëçèåýåôáé, åðåéäÞ ôï óýóôçìá
ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.11) Þ (12.7.12) åßíáé ü÷é ìüíï ãñáììéêü, áëëÜ êáé ïìïãåíÝò.

ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå ñßæá ìm ôçò åîéóþóåùò (12.7.23) (Þ ìÜëëïí (12.7.24)) Ý÷ïõìå êáé ìéá ìå-
ñéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò (12.7.29) (áðüëõôá éóïäýíáìá (12.7.31)) åîáñôþìåíç áðü ìßá áõèáßñåôç
óôáèåñÜ km. Óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç (ìå m = 1, 2, 3, 4, 5, 6) Ý÷ïõìå åðïìÝíùò Ýîé ìåñéêÝò
ëýóåéò ôçò ìïñöÞò (12.7.29) (Þ (12.7.31)) ìå ôçí êáèåìéÜ ôïõò íá ðåñéÝ÷åé êáé áðü ìßá áõèáßñåôç
óôáèåñÜ km (m = 1, 2, 3, 4, 5, 6). ÅðéðëÝïí åßíáé ãíùóôü, áëëÜ êáé ðïëý åýêïëá åðáëçèåýóéìï, üôé
ãéá Ýíá óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ åßíáé êáé ãñáììéêü áëëÜ êáé ïìïãåíÝò ôï Üèñïéóìá
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ìåñéêþí ëýóåùí êáé ãåíéêÜ ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ìåñéêþí ëýóåùí ìáò äßíåé ìåñéêÞ ëýóç, ìåñéêÝò
öïñÝò êáé ôç ãåíéêÞ ëýóç. ¢ñá áðü ôéò ìåñéêÝò ëýóåéò (12.7.29) ðáßñíïõìå (ìå Üèñïéóç) ôç ëýóç

x(t) =
6∑

m=1

kmAm0eìmt, y(t) =
6∑

m=1

kmBm0eìmt, z(t) =
6∑

m=1

kmCm0eìmt (12.7.32)

ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ôñéþí ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.11) Þ, éóïäýíáìá,
÷ùñßò ìçôñþá (12.7.12).

Ç ëýóç áõôÞ ðåñéÝ÷åé Ýîé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò km: ôéò k1, k2, k3, k4, k5 êáé k6. (Ïé ôñåéò
óõíôåëåóôÝò Am0, Bm0 êáé Cm0 Ý÷ïõí Þäç ðñïóäéïñéóèåß!) Åßíáé åýëïãï íá õðÜñ÷ïõí Ýîé áõèáßñå-
ôåò óôáèåñÝò óôç ëýóç áõôÞ, ãéáôß ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.11)
(Þ (12.7.12)) áðïôåëåßôáé áðü ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò ç êáèåìßá. ÅðïìÝíùò
óõíïëéêÜ ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå 3 × 2 = 6 óôáèåñÝò óôç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ. Áðïäåéêíýåôáé ìÜëéóôá üôé
ç ëýóç (12.7.32) åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý ìå ôçí ðñïûðüèåóç (ôçí õðüèåóç
ðïõ Þäç Ý÷ïõìå êÜíåé) üôé ïé ôñåéò ëýóåéò ë1, ë2 êáé ë3 ôçò ôñéôïâÜèìéáò ðïëõùíõìéêÞò åîéóþóåùò
(12.7.24) (ôçò äåýôåñçò, áõôÞò ðïõ åßíáé ùò ðñïò ë) åßíáé ìç ìçäåíéêÝò êáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý
ôïõò. Ôüôå ôï ßäéï èá éó÷ýåé öõóéêÜ êáé ãéá ôéò Ýîé ëýóåéò ì1, ì2, ì3, ì4, ì5 êáé ì6 ôçò åêôïâÜèìéáò
ðïëõùíõìéêÞò åîéóþóåùò (12.7.24) (ôçò ðñþôçò, ùò ðñïò ì ôþñá) ëüãù ôùí ó÷Ýóåùí (12.7.27).

ÖõóéêÜ óå ðåñßðôùóç äéáèåóéìüôçôáò ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (Ýóôù ãéá t = t0), ð.÷. ôùí Ýîé
áñ÷éêþí óõíèçêþí

x(t0) = x0, ẋ(t0) = u0, y(t0) = y0, ẏ(t0) = v0, z(t0) = z0, ż(t0) = w0 (12.7.33)

ìå ôá äåîéÜ ìÝëç ôïõò äåäïìÝíåò óôáèåñÝò, ôüôå âÝâáéá ìðïñïýí åýêïëá íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé
áõèáßñåôåò óôáèåñÝò km (m = 1, 2, 3, 4, 5, 6) óôç ãåíéêÞ ëýóç (12.7.32). Ôïýôï ìðïñåß ó÷åôéêÜ
åýêïëá íá åðéôåõ÷èåß áðü ôç ëýóç áõôÞ êáé ôçí ðáñÜãùãü ôçò, óôçí ðñáãìáôéêüôçôá Ý÷ïõìå
ôñåéò ðáñáãþãïõò: ôéò áêüëïõèåò:

ẋ(t) =
6∑

m=1

ìmkmAm0eìmt, ẏ(t) =
6∑

m=1

ìmkmBm0eìmt, ż(t) =
6∑

m=1

ìmkmCm0eìmt, (12.7.34)

èÝôïíôáò t = t0 êáé óôç ëýóç (12.7.32) êáé óôçí ðáñÜãùãü ôçò (12.7.34) êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò
Ýîé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.7.33). ¸ôóé ðñïêýðôåé Ýíá ìç ïìïãåíÝò óýóôçìá Ýîé ãñáììéêþí áëãåâñé-
êþí åîéóþóåùí ìå áãíþóôïõò ôéò Ýîé óôáèåñÝò km (m = 1, 2, 3, 4, 5, 6). Áõôü ôï óýóôçìá ìðïñåß
ðïëý åýêïëá íá åðéëõèåß êáé íá âñåèïýí Ýôóé ïé Ýîé óôáèåñÝò km óõíáñôÞóåé ôùí åðßóçò Ýîé áñ÷é-
êþí óõíèçêþí (12.7.33): x0, y0, z0, u0, v0 êáéw0. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïóäéïñßæåôáé ç ìåñéêÞ ëýóç
ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ôñéþí ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.11) Þ (12.7.12) ðïõ
áíôéóôïé÷åß óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (12.7.33) Þ, ìå Üëëåò ëÝîåéò, ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí
ôéìþí (12.7.11) (Þ (12.7.12)) êáé (12.7.33).

Óå ïñéóìÝíá ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (üðùò óå óõóôÞìáôá äïêþí óå êáôá-
óêåõÝò) ìðïñåß íá Ý÷ïõìå êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò áíôß ìüíï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Ï ôñüðïò åñ-
ãáóßáò êáé ìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åßíáé êáôáñ÷Þí áíÜëïãïò. Åíôïýôïéò óå ðñïâëÞìáôá Ôá-
ëáíôþóåùí êáé ÄõíáìéêÞò ãåíéêüôåñá åßíáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá t = t0, ðïëý óõ÷íÜ ãéá t = 0)
áõôÝò ðïõ åßíáé äéáèÝóéìåò óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Áòðñï÷ùñÞóïõìå ôþñáóå ÝíáóõãêåêñéìÝíïðáñÜäåéãìá ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôá-
óôÜóåùò (12.7.13) êáé ìÜëéóôá ãéá óýóôçìá äýï ìüíï ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ðñþôçò (êáé ü÷é äåõôÝñáò) ôÜîåùò. Ìå ôï áðëü áõôü ðáñÜäåéãìá åëðßæåôáé íá ãßíåé êÜðùò ðéï
êáôáíïçôü ôï èåùñçôéêü ìÝñïò ðïõ ðñïçãÞèçêå ãéá ôçí ôüóï åíäéáöÝñïõóá êáé ÷ñÞóéìç ìÝèïäï
ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò, åäþ óå óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.
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A12.7.3. ÐáñÜäåéãìá

Èåùñïýìå ôï ßäéï áêñéâþò ðáñÜäåéãìá (12.4.4) (óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ), éóïäýíáìá (12.4.6) (óå
âáèìùôÞ ìïñöÞ), óõãêåêñéìÝíá

ẋ(t) = x(t) + 2y(t),

ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t).
(12.7.35)

Ôï ðáñÜäåéãìá áõôü ôï áíáöÝñáìå óôçí Åíüôçôá Á12.4 êáé Þäç ôï åðéëýóáìå ìå ôç ìÝèïäï ôçò
áðáëïéöÞò óôçí ÐáñÜãñáöï Á12.5.2 êáèþò êáé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace óôçí
ÐáñÜãñáöï Á12.6.2. Ç ãåíéêÞ ëýóç ðïõ âñÝèçêå åß÷å ôç ìïñöÞ (12.5.21) Þ (12.6.31), óõãêåêñéìÝíá

x(t) = E1e−t + E2e5t,

y(t) = −E1e−t + 2E2e5t.
(12.7.36)

Ôçí ßäéá áêñéâþò ëýóç (12.7.36), áëëÜ ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
ðïõ ðáñïõóéÜóáìå èåùñçôéêÜ óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á12.7.2, èá ðñïóðáèÞóïõìå íá
ôç âñïýìå êáé óôçí ðáñïýóá ÐáñÜãñáöï Á12.7.3.

Ç åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç (12.7.13) ðáßñíåé óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç äýï ìüíï áãíþóôùí
óõíáñôÞóåùí (Þ åîáñôçìÝíùí ìåôáâëçôþí): ôùí x(t) êáé y(t) ôç ìïñöÞ

x(t) = Aeìt, y(t) = Beìt (12.7.37)

ìå ôïí åêèÝôç ì Üãíùóôï êáé ôïõò óõíôåëåóôÝò Á êáé Â åðßóçò Üãíùóôïõò. Ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ôïõ óõóôÞìáôïò (12.7.35) åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò. ¢ñá ìáò ÷ñåéÜæïíôáé ìüíï ïé ðñþôåò ðáñÜãùãïé
ôùí åêèåôéêþí åêöñÜóåùí (12.7.37) ðïõ õðïèÝóáìå ãéá ôéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò x(t) êáé y(t).
Åßíáé åõ÷åñÝóôáôïò ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõò ìå ðáñáãþãéóç ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò êáé äßíåé

ẋ(t) = ìAeìt, ẏ(t) = ìBeìt. (12.7.38)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôéò åêèåôéêÝò åêöñÜóåéò (12.7.37) ôùí äýï áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí x(t)
êáé y(t) êáé ôùí ðáñáãþãùí ôïõò (12.7.38) óôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (12.7.35) ðïõ ðñÝðåé íá åðéëýóïõìå. ×ùñßò êáìßá áðïëýôùò äõóêïëßá ðñïêýðôåé üôé{

ìÁeìt = Áeìt + 2Âeìt

ìÂeìt = 4Áeìt + 3Âeìt
�⇒

{
ìÁ = Á + 2Â

ìÂ = 4Á + 3Â
�⇒

{
(1 − ì)Á + 2B = 0,

4Á + (3 − ì)Â = 0.
(12.7.39)

Áöïý áðëïðïéÞóáìå ôïí êïéíü åêèåôéêü ðáñÜãïíôá eìt, êáôáëÞîáìå åðïìÝíùò óå Ýíá ïìïãåíÝò
ãñáììéêü óýóôçìá äýï áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå äýï áãíþóôïõò: ôïõò óõíôåëåóôÝò Á êáé Â óôéò
åêèåôéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò (12.7.37). Ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü áõôü óýóôçìá äýï áëãåâñéêþí åîéóþ-
óåùí (12.7.39) (óôï ôÝëïò) Ý÷åé ðñïöáíþò ôçí ôåôñéììÝíç ìçäåíéêÞ ëýóç Á = Â = 0. Ç ìçäåíéêÞ
áõôÞ ëýóç ïäçãåß êáé óå åîßóïõ ôåôñéììÝíç êáé ìçäåíéêÞ (åííïåßôáé óå ôáõôïôéêÜ ìçäåíéêÞ!) ëýóç
x(t) ≡ 0 êáé y(t) ≡ 0 ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.35), ôï
ïðïßï åðéäéþêïõìå íá åðéëýóïõìå. Áõôü óõìâáßíåé âÝâáéá åîáéôßáò ôùí åêèåôéêþí áíôéêáôáóôÜ-
óåùí (12.7.37) ðïõ õéïèåôÞóáìå.

Ìßá ìüíï äõíáôüôçôá õðÜñ÷åé ôþñá, þóôå íá ìçí êáôáëÞîïõìå óôçí ôáõôïôéêÜ ìçäåíéêÞ ëýóç
x(t) ≡ y(t) ≡ 0. Ç äõíáôüôçôá áõôÞ åßíáé áðëÜ ç ïñßæïõóá Ä = Ä(ì) ôùí óõíôåëåóôþí Á êáé Â óôï
ôåëéêü ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.7.39) (äýï ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò
åîéóþóåéò) íá åßíáé ßóç ìå ìçäÝí. ÐñÝðåé åðïìÝíùò íá Ý÷ïõìå

Ä(ì) =
∣∣∣∣∣ 1 − ì 2

4 3 − ì

∣∣∣∣∣ = (1 − ì)(3 − ì) − 2 · 4 = ì2 − 4ì + 3 − 8 = ì2 − 4ì − 5 = 0. (12.7.40)
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ÅðïìÝíùò ðñÝðåé ç óôáèåñÜ ì óôïí åêèÝôç ìt ôùí åêèåôéêþí áíôéêáôáóôÜóåùí (12.7.37) íá
åðéëåãåß óáí ñßæá ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ p2(ì) ≡ Ä(ì), äçëáäÞ óáí ñßæá ôçò ÷áñáêôç-
ñéóôéêÞò åîéóþóåùò

p2(ì) = Ä(ì) = ì2 − 4ì − 5 = 0 (12.7.41)

ìåôÜ ôïí áðëïýóôáôï õðïëïãéóìü ôçò ïñßæïõóáò Ä(ì) óôç ó÷Ýóç (12.7.40). Ç äåõôåñïâÜèìéá
áõôÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç p2(ì) = Ä(ì) = 0 ëýíåôáé åõêïëüôáôá êáé ðáßñíïõìå ôéò ëýóåéò ôçò ì1, 2

(ðïõ åäþ ðñïêýðôïõí ðñáãìáôéêÝò)

ì1, 2 = 2 ∓ √
4 + 5 = 2 ∓ √

9 = 2 ∓ 3 �⇒ ì1 = −1 êáé ì2 = 5. (12.7.42)

Ïé ëýóåéò áõôÝò åßíáé ïé êáôÜëëçëåò óôáèåñÝò ì óôéò åêèåôéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò (12.7.37), þóôå íá
ìçí áñêåóèïýìå óôçí ôåôñéììÝíç, ôç ìçäåíéêÞ ëýóç Á = Â = 0 êáé ðáñáðÝñá x(t) ≡ y(t) ≡ 0. ¸ôóé
êé áëëéþò ç ëýóç áõôÞ Þôáí ðñïöáíÞò êáé äåí Ý÷åé êáíÝíá ðñáêôéêü åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü óôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.35).

Ðáñåìðéðôüíôùò ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå üôé åéäéêÜ óå óõóôÞìáôá äýï ãñáììéêþí áëãå-
âñéêþí åîéóþóåùí, üðùò åßíáé ôï óýóôçìá (12.7.39), äåí åßíáé áíáãêáßï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí
ïñßæïõóá Ä = Ä(ì) ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí Á êáé Â, ãéá íá êáôáëÞîïõìå óôç ÷áñáêôç-
ñéóôéêÞ åîßóùóç (12.7.41): p2(ì) = 0. (Ôï áíôßóôïé÷ï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï åßíáé âÝâáéá
ôï p2(ì) = ì2 − 4ì − 5.) Óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ìðïñïýìå áðëÜ íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï
ëüãï (ôï ðçëßêï) Á/Â (õðïèÝôïíôáò üôé B �= 0) áðü ôçí ðñþôç åîßóùóç ôïõ ïìïãåíïýò ãñáììéêïý
óõóôÞìáôïò ôùí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.7.39) êáé, óôç óõíÝ÷åéá, êáé áðü ôç äåýôåñç åîßóùóç
ôïõ ßäéïõ áêñéâþò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (12.7.39) ÷ùñéóôÜ. ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé

(1 − ì)Á + 2Â = 0 �⇒ A
B

= − 2
1 − ì

,

4Á + (3 − ì)Â = 0 �⇒ A
B

= − 3 − ì
4

.

(12.7.43)

Áöïý üìùò åîåôÜæïõìå ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.7.39) ìå
áãíþóôïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò Á êáé Â ôùí åêèåôéêþí áíôéêáôáóôÜóåùí (12.7.37), åßíáé ðñïöáíÝò
üôé ïé ôéìÝò ôïõ ëüãïõ (ôïõ ðçëßêïõ) Á/Â óôéò äýï áìÝóùò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò (12.7.43) èá ðñÝðåé
íá óõìðßðôïõí. ¸ôóé ôï óýóôçìá áõôü (12.7.39) èá Ý÷åé ìç ìçäåíéêÞ ëýóç. ÅðïìÝíùò

A
B

= − 2
1 − ì

= − 3 − ì
4

. (12.7.44)

Áðü ôçí ôåëåõôáßá áõôÞ éóüôçôá ôùí äýï êëáóìÜôùí ðñïêýðôåé (ìå áðáëïéöÞ ôùí ðáñïíïìá-
óôþí) üôé

− 2
1 − ì

= − 3 − ì
4

�⇒ (1 − ì)(3 − ì) − 2 · 4 = 0 �⇒ ì2 − 4ì − 5 = 0. (12.7.45)

Ðñïêýðôåé äçëáäÞ ç ßäéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (12.7.40) Þ (12.7.41), ç ïðïßá åß÷å Þäç âñåèåß ìå
ôç ìÝèïäï ôçò ïñßæïõóáò Ä = Ä(ì) ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí A êáé B óôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü
óýóôçìá ôùí äýï áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.7.39).

ºóùò ç ðáñáðÜíù ìÝèïäïò, ðïõ äå ÷ñçóéìïðïéåß ïñßæïõóåò Ä = Ä(ì), íá åßíáé êÜðùò áðëïý-
óôåñç óôçí êáôáíüçóÞ ôçò. Åíôïýôïéò ãéá ðåñéóóüôåñåò áðü äýï åîéóþóåéò ç ãåíßêåõóÞ ôçò äåí
åßíáé Üìåóç êáé ç ìÝèïäïò ôçò ïñßæïõóáò Ä = Ä(ì) óßãïõñá ðëåïíåêôåß êáé ðñÝðåé íá ðñïôéìÜôáé.

¸÷ïõìå Þäçõðïëïãßóåé ôéò äýï ñßæåòì1 = −1 êáéì2 = 5 (ó÷Ýóåéò (12.7.42)) ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò (12.7.41): p2(ì) = 0. Áò ðÜñïõìå ðñþôá ôçí ðñþôç (ôç ìéêñüôåñç) áðü ôéò äýï áõôÝò
ñßæåò: ôç ñßæá ì = ì1 = −1. Ãé’ áõôÞí áêñéâþò ôçí ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò ì: ì = ì1 = −1 ôï ôåëåõôáßï
ãñáììéêü óýóôçìá áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.7.39) ãñÜöåôáé ùò åîÞò (ìå A1 êáé B1 áíôß Á êáé Â):

2A1 + 2B1 = 0, 4A1 + 4B1 = 0, ïðüôå áðëÜ A1 = −B1 = Å1 (12.7.46)
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ìå Å1 ôçí êïéíÞ ôéìÞ ôùí A1 êáé −B1 ãéá ì = ì1 = −1, ðïõ åßíáé áõèáßñåôç óôáèåñÜ. (Ìå Üëëá
ëüãéá ïé äýï åîéóþóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò (12.7.39) óõìðßðôïõí óå ìßá: áðëÜ óôçí Á1+Â1 = 0!) Ôüôå
ç ëýóç (12.7.37) ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.35) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

x1(t) = E1e−t, y1(t) = −E1e−t. (12.7.47)

ÁíÜëïãá ãéá ì = ì2 = 5 ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.7.39)
ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

−4A2 + 2B2 = 0, 4A2 − 2B2 = 0, ïðüôå áðëÜ Á2 = Â2

2
= Å2 (12.7.48)

ìå Å2 ôþñá ôçí êïéíÞ ôéìÞ ôùí Á2 êáé Â2/2 ãéá ì = ì2 = 5, ðïõ åßíáé áõèáßñåôç óôáèåñÜ. Ôþñá ç
ëýóç (12.7.37) ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.7.35) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

x2(t) = E2e5t, y2(t) = 2E2e5t. (12.7.49)

¸÷ïíôáò ðéá äéáèÝóéìåò ôéò ìåñéêÝò (Þ åéäéêÝò) ëýóåéò (12.7.47) êáé (12.7.49) (ìå äýï áõèáßñåôåò
óôáèåñÝò: ôéò Å1 êáé Å2), ìðïñïýìå ðñïóèÝôïíôÜò ôéò íá ó÷çìáôßóïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ðÜëé ìå äýï
áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, ôéò Å1 êáé Å2,

x(t) = x1(t) + x2(t) = E1e−t + E2e5t,

y(t) = y1(t) + y2(t) = −E1e−t + 2E2e5t.
(12.7.50)

ÖõóéêÜ ç ëýóç áõôÞ óõìðßðôåé ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ãåíéêÞ ëýóç (12.5.21) Þ (12.6.31) Þ (12.7.36)
ôïõ ßäéïõ áêñéâþò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.4.6) Þ (12.5.2) Þ (12.6.3)
Þ (12.7.35) ðïõ åß÷å âñåèåß ìå ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò êáèþò êáé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace. ÅêôéìÜôáé ìÜëéóôá üôé ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò åßíáé ãåíéêÜ
áðëïýóôåñç óôçí åöáñìïãÞ ôçò áðü ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí åðßëõóç
ïìïãåíþí ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ç äõóêïëßá ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace Ýãêåéôáé âáóéêÜ óôçí áíáãêáéüôçôá ôçò áíôéóôñïöÞò ôùí
ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ ðñïêýðôïõí. ÁõôÞ åßíáé ìéá ü÷é êáé
ôüóï åýêïëç åñãáóßá ðïõ áðáéôåß óõíÞèùò ðñïçãïõìÝíùò êáé áíáëýóåéò óå áðëÜ êëÜóìáôá.

¼ìùò áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (üðùò êáé ç ìÝèïäïò
ôçò áðáëïéöÞò) åßíáé Üìåóá åöáñìüóéìåò êáé óå ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí. Áíôßèåôá ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ðñÝðåé íá óõíïäåýåôáé êáé áðü ôç
ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí Þ, ãåíéêüôåñá, áðü ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðá-
ñáìÝôñùí áðïëýôùò áíÜëïãá ìå ôéò áíåîÜñôçôåò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò: Åíüôçôåò Á5.8
êáé Á5.9 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5 áíôßóôïé÷á. ¸ôóé ìüíï èá ìðïñåß íá åßíáé åöáñìüóéìç êáé óå ìç ïìï-
ãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá. Ç ó÷åôéêÞ äéáäéêáóßá, åðáíáëáìâÜíåôáé: áðüëõôá áíÜëïãç ìå åêåßíç
óôéò áíåîÜñôçôåò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, äåí ðáñïõóéÜæåé êáìßá õðïëïãéóôéêÞ äõóêïëßá.

A12.8. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÔÑÉÃÙÍÏÌÅÔÑÉÊÇÓ ÁÍÔÉÊÁÔÁÓÔÁÓÅÙÓ

A12.8.1. Óýíôïìç åéóáãùãÞ óôç ìÝèïäï

ÇìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò, ç ïðïßá áíáðôý÷èçêå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá,
åßíáé ìéá åðßóçìç, ãåíéêÞ êáé ðïëý ãíùóôÞ ìáèçìáôéêÞ ìÝèïäïò åðéëýóåùò ïìïãåíþí ãñáììéêþí
óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (éóïäýíáìá, ßóùò êáé êáëýôåñá, óõóôçìÜôùí ïìïãåíþí ãñáì-
ìéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí) ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

ÌåñéêÝò öïñÝò üìùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé íá áíôéìåôùðßóåé óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ ìç÷á-
íéêÜ óõóôÞìáôá ìå óôáèåñÝò âÝâáéá ðáñáìÝôñïõò (üðùò åßíáé ï êáíüíáò, ð.÷. ìÜæåò Þ óôáèåñÝò
åëáôçñßùí) ðïõ äåí Ý÷ïõí üìùò áðüóâåóç (åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí ðñïóåããéóôéêÜ ÷ùñßò áðüóâåóç,
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÷ùñßò áðïóâåóôÞñåò). Èåùñïýìå åðßóçò åäþ ôéò ðåñéðôþóåéò éäéïôáëáíôþóåùí êáé ãåíéêüôåñá
åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí, äçëáäÞ ôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ äåí åöáñìüæïíôáé åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò
ðÜíù óôï ìç÷áíéêü óýóôçìá. Óå ôÝôïéåò ðåñéðôþóåéò (éäéïôáëáíôþóåùí êáé ãåíéêüôåñá åëåýèå-
ñùí ôáëáíôþóåùí) ëüãù ôçò ðïëý ãíùóôÞò áñ÷Þò ôçò äéáôçñÞóåùò ôçò åíåñãåßáò ôá ïìïãåíÞ
ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðñïêýðôïõí (ãåíéêÜ ìå óôáèåñïýò ìÜëéóôá
óõíôåëåóôÝò!) ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ôñéãùíïìåôñéêÝò ëýóåéò (÷ùñßò áðïóâÝóåéò ôùí ôáëáíôþóåùí).
Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ìåôáôüðéóç u1(t) åíüò õëéêïý óçìåßïõ Ì1 (ìÜæáò m1) óå Ýíá äéâÜèìéï (äçëáäÞ
ìå äýï âáèìïýò åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêü óýóôçìá èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

u1(t) = (A11 cosù1t + B11 sinù1t) + (A12 cosù2t + B12 sinù2t). (12.8.1)

Óôç ó÷Ýóç áõôÞù1 êáéù2 åßíáé ïé äýï êõêëéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ôïõ äéâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìá-
ôïò êáé Á11, Â11, Á12 êáé B12 êáôÜëëçëåò óôáèåñÝò. (ÁíÜëïãá êáé ãéá ôï äåýôåñï õëéêü óçìåßï Ì2.)

Óå êÜèå ôÝôïéá ðåñßðôùóç ðïõ äåí õðÜñ÷åé áðüóâåóç (åðïìÝíùò äåí õðÜñ÷ïõí êáé üñïé ìå
ðñþôç ðáñÜãùãï ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí) óå Ýíá äéâÜèìéï Þ ãåíéêüôåñá ðïëõâÜèìéï ìç÷á-
íéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò eìt

äåí åßíáé éäéáßôåñá óêüðéìç. Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ ç ìÝèïäïò èá ïäçãÞóåé óå êáèáñÜ öáíôáóôéêÝò
ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò ì óôïí åêèÝôç ìt, ð.÷. óôéò ôéìÝò ì1, 2 = ±iù ìå i = √−1 ôçöáíôáóôéêÞ ìïíÜäá.

Ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åíäéáöÝñåôáé üìùò ãéá ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò óôá ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôÜ
ôïõ, ð.÷. ãéá ðñáãìáôéêÝò ìåôáôïðßóåéò uk(t) ôùí óçìåßùí Ìk ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ôïõ.
Ãéá íá áðïöýãåé ëïéðüí ôéò ìéãáäéêÝò åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò, èá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôïõò
ãíùóôïýò ôýðïõò ôïõ Euler: e±iè = cos è± i sin è, þóôå íá ìåôáôñÝøåé ôéò ëýóåéò ôïõ óå ôñéãùíïìå-
ôñéêÝò. ÅðïìÝíùò åßíáé Ýîõðíç éäÝá êáé ðÜñá ðïëý óõ÷íÜ ðñáãìáôéêÜ åöáñìüæåôáé íá äçëùèïýí
åîáñ÷Þò ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò uk(t) ôñéãùíïìåôñéêÜ êáé ü÷é åêèåôéêÜ. Ç ìÝèïäïò áõôÞ äåí åßíáé
åðßóçìç ìÝèïäïò óôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Åßíáé üìùò ðÜñá ðïëý ÷ñÞ-
óéìç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óå ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá ÷ùñßò áðüóâåóç óå éäéïôáëáíôþóåéò êáé
ãåíéêüôåñá óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò. Èá ôçí åðéäåßîïõìå ôþñá óå Ýíá ðïëý áðëü ðáñÜäåéãìá.

A12.8.2. ÐáñÜäåéãìá óå äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý

Èåùñïýìå ôï äéâÜèìéï (ìå äýï âáèìïýò åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêü óýóôçìá äýï ìáæþí m1 êáé m2

ðïõ åßíáé óôá Üêñá äýï åëáôçñßùí óôáèåñþí k1 êáé k2 ìå ôï ðÜíù Üêñï ôïõ ðÜíù åëáôçñßïõ
áêßíçôï. Ãéá äéåõêüëõíóç óôéò ðñÜîåéò èåùñïýìå ôéò äýï ìÜæåò ßóåò: m1 = m2 = m, êáé ôéò äýï
óôáèåñÝò ôùí åëáôçñßùí åðßóçò ßóåò: k1 = k2 = k. ÕðïèÝôïõìå åðéðëÝïí üôé äåí õðÜñ÷åé áðü-
óâåóç óôï ìç÷áíéêü áõôü óýóôçìá ïýôå êáé åîùôåñéêÞ öüñôéóç. Åêôåëïýíôáé üìùò ôáëáíôþóåéò,
ïé ïðïßåò åßíáé éäéïôáëáíôþóåéò Þ êáëýôåñá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ðïõ ïöåßëïíôáé (ïé åëåýèåñåò
ôáëáíôþóåéò!) áðëÜ óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Áðü ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá ðñïêýðôåé åýêïëá
ôï åîÞò óýóôçìá äýï ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò:

mü1(t) + 2ku1(t) − ku2(t) = 0,

mü2(t) − ku1(t) + ku2(t) = 0
(12.8.2)

ìå Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ôéò ìåôáôïðßóåéò u1(t) êáé u2(t) ôùí ìáæþí ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò.

Ìå ôç ìÝèïäï ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ìðïñïýìå áðëÜ íá õðïèÝóïõìå üôé

u1(t) = A1 cos (ùt − á), u2(t) = A2 cos (ùt − á) (12.8.3)

ìå ôá A1 êáé A2 Üãíùóôåò óôáèåñÝò (ôá åýñç ôùí ôáëáíôþóåùí) êáé á ìéá åðßóçò Üãíùóôç ãùíßá
öÜóåùò (ìå ðëçí, −á, Þ ìå óõí, +á). Ìðïñïýìå âÝâáéá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé çìéôïíéêÞ áíôé-
êáôÜóôáóç ìå sin (ùt+â) áíôß cos (ùt−á) óáí êáôÜëëçëç ôñéãùíïìåôñéêÞ óõíÜñôçóç. Ôïíßæïõìå
îáíÜ üôé äåí ðñÝðåé íá ðáñïõóéÜæïíôáé ïé ðñþôåò ðáñÜãùãïé ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí u1(t)
êáé u2(t). ÄçëáäÞ äåí ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé üñïò áðïóâÝóåùò óå êáìßá áðü ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.
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Ìðïñïýìå ôþñá íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò äýïðáñáðÜíù ôñéãùíïìåôñéêÝò åêöñÜóåéò (12.8.3)
(ðïõ óùóôÜ õðïèÝóáìå, áöïý äåí Ý÷ïõìå ïýôå áðüóâåóç ïýôå åîùôåñéêÞ öüñôéóç) óôéò ðéï ðÜíù
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (12.8.2). ÐñïçãïõìÝíùò üìùò êáëü åßíáé íá ôéò îáíáãñÜøïõìå óôç ìïñöÞ

ü1(t) + 2ù2
0u1(t) − ù2

0u2(t) = 0

ü2(t) − ù2
0u1(t) + ù2

0u2(t) = 0

}
Ý÷ïíôáò èÝóåé ù0 =

√
k
m

(12.8.4)

öõóéêÜ ÷ùñßò ç óôáèåñÜ áõôÞ ù0 íá äçëþíåé êÜðïéá áëçèéíÞ éäéïóõ÷íüôçôá. ¸ôóé ìåôÜ âÝâáéá
êáé ôçí áðëïðïßçóç ôïõ ðáñÜãïíôá cos (ùt−á) (ðïõ åßíáé êïéíüò óå üëïõò ôïõò üñïõò) ðáßñíïõìå

−ù2Á1 + 2ù2
0Á1 − ù2

0Á2 = 0

−ù2Á2 − ù2
0Á1 + ù2

0Á2 = 0

}
êáé ëßãï áðëïýóôåñá

{
(2ù2

0 − ù2)Á1 − ù2
0Á2 = 0,

−ù2
0Á1 + (ù2

0 − ù2)Á2 = 0.
(12.8.5)

¼ðùòóõìâáßíåé óôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞòáíôéêáôáóôÜóåùò, Ýôóé êé åäþ åßíáé óáöÝò üôé Ý÷ïõìå
êáôáëÞîåé óå Ýíá ïìïãåíÝò óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. Ãéá íá Ý÷åé ìç ìçäåíéêÞ
ëýóç (éóïäýíáìá, ãéá íá ðáñïõóéÜæïíôáé ôáëáíôþóåéò óôï ðáñüí äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá),
åßíáé ðñïöáíÝò üôé èá ðñÝðåé ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí Á1 êáé Á2 íá åßíáé ßóç ìå
ôï ìçäÝí, äçëáäÞ

Ä(ù) =
∣∣∣∣∣
2ù2

0 − ù2 −ù2
0

−ù2
0 ù2

0 − ù2

∣∣∣∣∣ = ù4 − 3ù2
0ù

2 + ù4
0 = 0. (12.8.6)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá äéôåôñÜãùíç åîßóùóç (Þ äåõôåñïâÜèìéá åîßóùóç ìå Üãíùóôï ôï ë∗ = ù2).
Åßíáé ç åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí (åííïåßôáé êõêëéêþí éäéïóõ÷íïôÞôùí) Þ áðëïýóôåñá ç åîßóùóç
óõ÷íïôÞôùí óôï ðáñüí áðëü ðñüâëçìá äéâÜèìéïõ ôáëáíôùôÞ. Ôç ëýíïõìå áìÝóùò âñßóêïíôáò

ë∗ = ù2 = 3ù2
0 ∓√

9ù4
0 − 4ù4

0

2
= 3ù2

0 ∓√
5ù4

0

2
= 3ù2

0 ∓ √
5ù2

0

2
= 3 ∓ √

5
2

ù2
0 , (12.8.7)

Ýôóé þóôå ç ðñþôç éäéïóõ÷íüôçôá ù1 íá ðñïêýøåé ç ìéêñüôåñç. ¢ñá ïé äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ù1

êáéù2 óôï ðáñüí ìç÷áíéêü óýóôçìá (ðïõ åßíáé âÝâáéá êáé ïé äõï ôïõò èåôéêÝò) åßíáé ïé áêüëïõèåò:

ù1 =
√

3 − √
5

2
ù0 =

√
5 − 1
2

ù0 ≈ 0.61803ù0 , (12.8.8)

ù2 =
√

3 + √
5

2
ù0 =

√
5 + 1
2

ù0 ≈ 1.61803ù0 . (12.8.9)

Ôþñá ôï ïìïãåíÝò óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.8.5) Ý÷åé ìç ìçäåíéêÞ
ëýóç. Ãéá ôçí áêñßâåéá Ý÷åé áðåéñßá ìç ìçäåíéêþí ëýóåùí. Ôï ìüíïðïõ ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå
åßíáé ï ëüãïò A1/Á2 (Þ áíôßóôñïöá Á2/Á1) ôùí ðñïóçìáóìÝíùí åõñþí ôùí ôáëáíôþóåùí Á1 êáé Á2.
ÐñÜãìáôé, áðü ôçí äåýôåñç ãñáììéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç (12.8.5) äéáðéóôþíåôáé áìÝóùò üôé

Á1 = ù2
0 − ù2

ù2
0

Á2 , éóïäýíáìá
A1

A2
= ù2

0 − ù2

ù2
0

. (12.8.10)

¸ôóé ãéá ôéò äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ù1 êáé ù2 âñßóêïõìå åýêïëá ôïõò äýï áíôßóôïé÷ïõò ëüãïõò

A11

A21
=

√
5 − 1
2

≈ 0.61803 êáé
A12

A22
= −

√
5 + 1
2

≈ −1.61803. (12.8.11)

Óôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ìÜëéóôá êáé Ýíá äåýôåñï äåßêôç: 1 Þ 2, ãéá íá äçëþóïõìå ôçí
ðñþôç éäéïóõ÷íüôçôáù1 Þ ôç äåýôåñçù2 áíôßóôïé÷á. (Ôá ßäéá áðïôåëÝóìáôáðñïêýðôïõíöõóéêÜ
êáé áðü ôçí ðñþôç ãñáììéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç (12.8.5).) Áðü ôï äåýôåñï ëüãï (ðïõ åßíáé áñíç-
ôéêüò: Á12/Á22 < 0) ðáñáôçñïýìå ãéá ôç äåýôåñç éäéïóõ÷íüôçôá ù2 üôé üôáí ç ðñþôç ìÜæá Ý÷åé
ìåôáêéíçèåß ðñïò ôá áñéóôåñÜ ôçò èÝóåùò éóïññïðßáò ôçò, ôüôå ç äåýôåñç ìÜæá Ý÷åé ìåôáêéíçèåß
ðñïò ôá äåîéÜ êáé áíôßóôñïöá. Áíôßèåôá ãéá ôçí ðñþôç éäéïóõ÷íüôçôá ù1 (ôç èåìåëéþäç éäéï-
óõ÷íüôçôá) êáé ïé äýï ìÜæåò ìåôáêéíïýíôáé ôáõôü÷ñïíá ðñïò ôçí ßäéá êáôåýèõíóç: Á11/Á21 > 0.
Åííïåßôáé âÝâáéá üôé ç óõíïëéêÞ ôáëÜíôùóç áðïôåëåß õðÝñèåóç ôùí äýï áõôþí éäéïôáëáíôþóåùí.
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A12.9. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÄÉÁÃÙÍÉÏÐÏÉÇÓÅÙÓ

A12.9.1. ÅéóáãùãÞ óôç ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò

Ç ìÝèïäïò ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) ìáò åðéôñÝðåé ôçí áíáãùãÞ åíüò ãñáì-
ìéêïý óõóôÞìáôïò n óõæåõãìÝíùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôå-
ëåóôÝò óå Ýíá áíôßóôïé÷ï óýóôçìá n áóýæåõêôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÄçëáäÞ ïõóéáóôéêÜ
ïäçãåß óå n ìåìïíùìÝíåò (áíåîÜñôçôåò) äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïõóá ìÝèïäïò
êáé ÷ñÞóéìç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Åßíáé åðßóçò åöáñìüóéìç ôüóï óå óõóôÞìáôá ïìïãåíþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí üóï êáé óå óõóôÞìáôá ìç ïìïãåíþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. (Óôá ôåëåõôáßá
äåí åßíáé åöáñìüóéìç ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò.) Áðáéôåß üìùò êáé ìåñéêÝò áðëÝò
ãíþóåéò áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, óõãêåêñéìÝíá áðü ôï êåöÜëáéï ôùí Éäéïôéìþí êáé Éäéïäéáíõ-
óìÜôùí ôåôñáãùíéêþí ìçôñþùí A. (Åäþ èåùñïýìå ìïíÜ÷á ðñáãìáôéêÜ ôåôñáãùíéêÜ ìçôñþá A.)
Ôéò ãíþóåéò áõôÝò áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá ôéò áðïêôÞóáìå óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ É êáé
ôéò õðåíèõìßæïõìå óýíôïìá óôéò åðüìåíåò ôñåéò ðáñáãñÜöïõò áõôÞò ôçò åíüôçôáò. Êáëü åßíáé
üìùò ï áíáãíþóôçò/ç áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò íá áíáôñÝîåé êáé óôç âéâëéïãñáößá.1

A12.9.2. ÉäéïôéìÝò êáé éäéïäéáíýóìáôá

Èåùñïýìå Ýíá ôåôñáãùíéêü ìçôñþï A, ð.÷. ôï ìçôñþï äéáóôÜóåùí 2 × 2

A =
[

1 2

4 3

]
, (12.9.1)

ðïõ ôï ïñßóáìå óôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç (12.4.3) óôï åêåß ðáñÜäåéãìá óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí. Ãéá Ýíá ôåôñáãùíéêü ìçôñþï A ïñßæïõìå ôéò éäéïôéìÝò ôïõ (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò ôïõ) ë
êáé ôá áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôÜ ôïõ (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÜ äéáíýóìáôÜ ôïõ) ä ìÝóù ôçò ó÷Ýóåùò
(ìå ôï Ô íá äçëþíåé áíÜóôñïöï ìçôñþï Þ äéÜíõóìá)

Aä = ëä ìå ä = %ä1 ä2 . . . än&T ≡




ä1
ä2
...
än




. (12.9.2)

ÎáíáãñÜöïõìå ôçí ßäéá ó÷Ýóç óôç ìïñöÞ

Aä = ëä �⇒ Aä = ëInä �⇒ Aä− ëInä = 0 �⇒ (A − ëIn)ä = 0 (12.9.3)

ìå In ôï áíôßóôïé÷ï ìïíáäéáßï ìçôñþï n× n êáé åðßóçò 0 ôï áíôßóôïé÷ï ìçäåíéêü äéÜíõóìá óôÞëçò
(ìå n ìçäåíéêÜ óôïé÷åßá óôç ìïíáäéêÞ óôÞëç ôïõ). ÅðåéäÞ ä = %ä1 ä2 . . . än&T , Ý÷ïõìå êáôáëÞîåé
óå Ýíá ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá n áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ùò ðñïò ä1, ä2, . . . , än. Ãéá íá Ý÷åé ìç
ìçäåíéêÞ ëýóç (ä �= 0) ôï óýóôçìá áõôü, èá ðñÝðåé ç ïñßæïõóá D = D(ë) ôùí óõíôåëåóôþí ôùí
áãíþóôùí ä1, ä2, . . . , än íá åßíáé ßóç ìå ôï ìçäÝí. ÄçëáäÞ èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

D(ë) := det (A− ëIn) = 0 ìå éóïäýíáìç ãñáöÞ ôçò ôç D(ë) := |A− ëIn| = 0. (12.9.4)

ÖõóéêÜ ç ïñßæïõóá áõôÞ D(ë) åßíáé áðëÜ Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n ùò ðñïò ë. Ôç óõìâïëß-
æïõìå óõíÞèùò ìå pn(ë) := D(ë) êáé ôçí áðïêáëïýìå ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï ôïõ ìçôñþïõ A.
Ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç pn(ë) = 0 êáëåßôáé áíÜëïãá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ôïõ ßäéïõ ìçôñþïõ A.
Ïé ñßæåò ë ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ (Þ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò) åßíáé ïé éäéïôéìÝò
(Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò) ôïõ ìçôñþïõ A. Ðñüêåéôáé ãéá n óõíïëéêÜ éäéïôéìÝò (áðëÝò Þ ðïëëá-
ðëÝò) ëáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôçí ðïëëáðëüôçôá ñ ôçò êáèåìéÜò ôïõò. ÅðáíáëáìâÜíïõìå ëïéðüí
ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

pn(ë) := D(ë) := det (A− ëIn) = 0. (12.9.5)

1ÃéáðáñÜäåéãìá óôï åíäéáöÝñïí äéäáêôéêü óýããñáììá: ÌÜñêåëëïò, B. B. (2000), ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ, Ôüìïò ÉÉ,
Ôåý÷ïò 4: ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, ÅöáñìïóìÝíç Èåùñßá ÐéíÜêùí, ÊåöÜëáéï 3: ÉäéïôéìÝò êáé Éäéïäéáíýóìáôá. Åêäüóåéò
Óõììåôñßá, ÁèÞíá.
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Ãéá êÜèå éäéïôéìÞ ëk åßìáóôå ôþñá ðéá âÝâáéïé ðùò ôï ïìïãåíÝò óýóôçìá ôùí n ãñáììéêþí
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.9.3) Ý÷åé ìßá ìç ìçäåíéêÞ ëýóç ä = %ä1 ä2 . . . än&T �= 0. Ìéá ôÝôïéá
ìç ìçäåíéêÞ (ìç ôåôñéììÝíç) ëýóç êáëåßôáé éäéïäéÜíõóìá (Þ ÷áñáêôçñéóôéêü äéÜíõóìá) äk ôïõ
ôåôñáãùíéêïý ìçôñþïõ A ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí éäéïôéìÞ ôïõ (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôéìÞ ôïõ) ëk. Ãéá
íá åßìáóôå åéëéêñéíåßò, êÜèå éäéïäéÜíõóìá äk (äk �= 0) ïñßæåôáé ìå ðñïóÝããéóç óôáèåñÜò c (ìå c �= 0),
äçëáäÞ ôï äéÜíõóìá cäk åßíáé åîßóïõ áðïäåêôü éäéïäéÜíõóìá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí éäéïôéìÞ ëk.

ÓõíÞèùò ìáò áñêåß Ýíá ìüíï áðü ôá éäéïäéáíýóìáôá áõôÜ cäk, üðïéï ôý÷åé íá Ý÷åé õðïëïãéóèåß
áðü ôçí áñ÷Þ Þ êáëýôåñá áõôü ðïõ Ý÷åé Ýíá óôïé÷åßï ßóï ìå 1 (óõ÷íÜ ôï ìåãáëýôåñï óôïé÷åßï
ôïõ) Þ áõôü ðïõ Ý÷åé ìÝôñï ßóï ìå 1, äçëáäÞ |äk| = 1. ÅéäéêÜ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óå Ýíá
ãåíéêüôåñï éäéïäéÜíõóìá ä ðïõ áöïñÜ óôéò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò ôùí ìáæþí ôùí ðëáêþí åíüò
ðïëõþñïöïõ êôéñßïõ ìå n ïñüöïõò åßíáé óõíçèéóìÝíï ç óõíéóôþóá ôïõ än (ç ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç
ôïõ ôåëåõôáßïõ ïñüöïõ) íá õðïôßèåôáé ßóç ìå 1: än = 1. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ãåíéêÜ ðïëý êáëÞ åðé-
ëïãÞ ôïõ éäéïäéáíýóìáôïò áõôïý ä êé áò ìçí Ý÷åé ìïíáäéáßï ìÝôñï. (Óôï èÝìá áõôü èá áíáöåñèïýìå
åêôåíÝóôåñá óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á13 óå åöáñìïãÞ óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.)

� ÐáñÜäåéãìá A12.1: Íá õðïëïãéóèïýí ïé éäéïôéìÝò ëk êáé ôá áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá äk ôïõ
ôåôñáãùíéêïý ìçôñþïõ A (äéáóôÜóåùí 2 × 2), ðïõ Ý÷åé ïñéóèåß óôç ó÷Ýóç (12.9.1).

Ëýóç: Ðñþôá õðïëïãßæïõìå ôéò äýï éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò) ëk ôïõ ìçôñþïõ A.
ÁõôÝò åßíáé ïé ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (12.9.5), óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá

p2(ë) = det (A− ëI2) ≡ |A− ëI2| =
∣∣∣∣∣ 1 − ë 2

4 3 − ë

∣∣∣∣∣ = (1 − ë)(3 − ë) − 2 · 4 = ë2 − 4ë + 3 − 8

= ë2 − 4ë − 5 = (ë + 1)(ë − 5) = 0, ïðüôå ë1 = −1 êáé ë2 = 5. (12.9.6)

Ïé ëýóåéò áõôÝò ôçò äåõôåñïâÜèìéáò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p2(ë) = 0 ðñïÝêõøáí åýêïëá
êé Ýôóé êé áëëéþò ìáò åßíáé ãíùóôÝò. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõí ðñïóäéïñéóèåß óôç ó÷Ýóç (12.7.42) ãéá
ôï ßäéï ìçôñþï A áðü ôï åêåß ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï p2(ì) óôç ó÷Ýóç (12.7.41), ôï ïðïßï
óõìðßðôåé ìå ôï åäþ ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï p2(ë). (Ôï ßäéï óõìðßðôïõí êáé ïé ïñßæïõóåò ôùí
ó÷Ýóåùí (12.7.40) êáé (12.9.6), ðïõ äßíïõí ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïëõþíõìá p2(ì) êáé p2(ë) áíôß-
óôïé÷á êáèþò êáé ôéò áíôßóôïé÷åò ÷áñáêôçñéóôéêÝò åîéóþóåéò p2(ì) = 0 êáé p2(ë) = 0.) ÄéáèÝôïõìå
ëïéðüí ãéá ôï ìçôñþï A äýï éäéïôéìÝò: ôéò ë1 = −1 êáé ë2 = 5, åäþ êáé ôéò äýï ðñáãìáôéêÝò êáé ðïë-
ëáðëüôçôáò ñ = 1 (äéáêåêñéìÝíåò éäéïôéìÝò). ÁõôÞ åßíáé êáé ç ðéï åõíïúêÞ ðåñßðôùóç óôçí ðñÜîç!

Èá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôá áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá ä1 êáé ä2 ìå âÜóç ôï ïìïãåíÝò óýóôçìá
ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.9.3). Áõôü ðáßñíåé óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá ôç ìïñöÞ

(A− ëk I2)äk = 0 �⇒
[

1 − ëk 2

4 3 − ëk

]{
ä1k
ä2k

}
=
{

0

0

}
ìå k = 1, 2, (12.9.7)

åðåéäÞ Ý÷ïõìå äýï éäéïôéìÝò ôïõ ôåôñáãùíéêïý ìçôñþïõ A: ôéò ë1 = −1 êáé ë2 = 5.

ÎåêéíÜìå ìå ôçí ðñþôç éäéïôéìÞ: ôçí éäéïôéìÞ ë1 = −1 (ãéá k = 1). Ôþñá ôï óýóôçìá ôùí ãñáì-
ìéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.9.7) Ý÷åé ìç ìçäåíéêÞ (ìç ôåôñéììÝíç) ëýóç ðáßñíïíôáò ôç ìïñöÞ

2ä11+2ä21 = 0 êáé 4ä11+4ä21 = 0, äçëáäÞ ôåëéêÜ ä11+ä21 = 0 �⇒ ä21 = −ä11. (12.9.8)

ÅðéëÝãïíôáò ä11 = 1, èá Ý÷ïõìå ä21 = −1. ¸ôóé ðáßñíïõìå ôï ðñþôï éäéïäéÜíõóìá ä1 = %1 −1&T .
Ðñïöáíþò êáé êÜèå ðïëëáðëÜóéü ôïõ c1ä1 = %c1 −c1&T èá åßíáé êáé áõôü éäéïäéÜíõóìá ðïõ èá
áíôéóôïé÷åß óôçí ðñþôç éäéïôéìÞ ë1 = −1. Åìåßò ðÞñáìå c1 = 1 áíôß íá ðÜñïõìå êÜðïéá Üëëç ôéìÞ
ôçò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò óôáèåñÜò c1. ¸íá óõãêåêñéìÝíï éäéïäéÜíõóìá, åäþ ôï ä1, ìáò öèÜíåé!

Ìå üìïéï ôñüðï óõíå÷ßæïõìå ìå ôç äåýôåñç éäéïôéìÞ ë2 = 5 (ãéá k = 2) ôïõ ßäéïõ ìçôñþïõ A.
Ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.9.7) ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

−4ä12 +2ä22 = 0 êáé 4ä12 −2ä22 = 0, äçëáäÞ ôåëéêÜ 2ä12 − ä22 = 0 �⇒ ä22 = 2ä12. (12.9.9)
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ÅðéëÝãïíôáò ä12 = 1, èá Ý÷ïõìå ä22 = 2. ¸ôóé ðáßñíïõìå ôï äåýôåñï éäéïäéÜíõóìá ä2 = %1 2&T .
Óßãïõñá îáíÜ êáé êÜèå ðïëëáðëÜóéü ôïõ c2ä2 = %c2 2c2&T èá åßíáé êáé áõôü Ýíá éäéïäéÜíõóìá ðïõ
èá áíôéóôïé÷åß óôç äåýôåñç éäéïôéìÞ ë2 = 5. Åìåßò ðÞñáìå ðÜëé c2 = 1 êé áõôü ìáò åßíáé áñêåôü!

ÅðïìÝíùò õðïëïãßóáìå ôá äýï éäéïäéáíýóìáôá ä1 êáé ä2 (ìå ðñïóÝããéóç ðïëëáðëáóéáóôéêþí
óôáèåñþí c1 êáé c2 áíôßóôïé÷á). Ôá îáíáãñÜöïõìå ìáæß óå Ýíá ôåôñáãùíéêü ìçôñþï T = [ä1 ä2]
ìå ðñþôç óôÞëç óôï T ôï ðñþôï éäéïäéÜíõóìá ä1 êáé äåýôåñç óôÞëç ôï äåýôåñï éäéïäéÜíõóìá ä2:

ä1 =
{

1

−1

}
, ä2 =

{
1

2

}
, ïðüôå T = [ä1 ä2] =

[
1 1

−1 2

]
. (12.9.10)

Ôï ìçôñþï áõôü T èá ìáò öáíåß ðïëý ÷ñÞóéìï óôçí ðáñïýóá åíüôçôá óôç ìÝèïäï ôçò äéáãùíéï-
ðïéÞóåùò ãéá ôçí åðßëõóç óõóôçìÜôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò. �

A12.9.3. Äéáãùíéïðïßçóç ôåôñáãùíéêþí ìçôñþùí

Èåùñïýìå êáé ðÜëé ôï ôåôñáãùíéêü ìçôñþï A äéáóôÜóåùí n×n. ¸íáðïëý óçìáíôéêü èåþñçìá
ôçò ÃñáììéêÞò¢ëãåâñáò ìáò åðéôñÝðåé ôçäéáãùíéïðïßçóç ôïõìçôñþïõáõôïý. ÁõôÞèáìáòöáíåß
÷ñÞóéìç ãéá ôçí åðßëõóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé üôé:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Èåùñïýìå Ýíá ôåôñáãùíéêü ìçôñþï A äéáóôÜóåùí n × n ôï ïðïßï Ý÷åé n áðëÝò
(äéáêåêñéìÝíåò) éäéïôéìÝò ëk. Èåùñïýìå êáé ôï ôåôñáãùíéêü ìçôñþï T (åðßóçò äéáóôÜóåùí n×n) ìå
óôÞëåò ôá áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá äk ôïõ ôåôñáãùíéêïý ìçôñþïõ A. Ôüôå áõôÜ åßíáé ãñáììéêþò
áíåîÜñôçôá êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åé êáé ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï T−1 ôïõ ôåôñáãùíéêïý ìçôñþïõ T.
Õð’ áõôÝò ôéò óõíèÞêåò éó÷ýåé ç áêüëïõèç åíäéáöÝñïõóá ó÷Ýóç äéáãùíéïðïéÞóåùò ôïõ ìçôñþïõ A:

T−1AT = Ë ìå Ë := diag (ë1, ë2, . . . , ën) (12.9.11)

ôï äéáãþíéï ôåôñáãùíéêü ìçôñþï ôùí éäéïôéìþí ëk (ðïõ åäþ Ý÷ïõí õðïôåèåß áðëÝò, äéáêåêñéìÝíåò),
äçëáäÞ ôï äéáãþíéï ìçôñþï ìå óôïé÷åßá ôçò äéáãùíßïõ ôïõ ôéò n áðëÝò éäéïôéìÝò ëk ôïõ ìçôñþïõ A.

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôï ôåôñáãùíéêü ìçôñþï A óôï áñéóôåñü ìÝëïò Ý÷åé äéáãùíéïðïéçèåß, áöïý
ôï ôåôñáãùíéêü ìçôñþï Ë ôùí éäéïôéìþí ëk óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé äéáãþíéï. ÐÜñá ðïëý ùñáßá!

� ÐáñÜäåéãìá A12.2: Ìå âÜóç ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá æçôåßôáé ôþñá íá äéáãùíéïðïéçèåß
ôï ôåôñáãùíéêü ìçôñþï A ôçò ó÷Ýóåùò (12.9.1).

Ëýóç: Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ÐáñÜäåéãìá Á12.1 Ý÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé ôüóï (á) ôéò äýï éäéïôé-
ìÝò ë1 = −1 êáé ë2 = 5 (äýï ôåëåõôáßåò ó÷Ýóåéò (12.9.6)) ôïõ ìçôñþïõ A üóï êáé (â) ôá äýï áíôß-
óôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá ä1 = %1 −1&T êáé ä2 = %1 2&T (äýï ðñþôåò ó÷Ýóåéò (12.9.10)) åííïåßôáé ìå
ðñïóÝããéóç ðïëëáðëáóéáóôéêÞò óôáèåñÜò. Õðïëïãßóáìå åðßóçò (óôçí ôñßôç ó÷Ýóç (12.9.10)) êáé
ôï ôåôñáãùíéêü ìçôñþï T ìå óôÞëåò ôá éäéïäéáíýóìáôá áõôÜ ä1 êáé ä2. ×ùñßò éäéáßôåñç äõóêïëßá
ðñïóäéïñßæïõìå ôþñá êáé ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï T−1 ôïõ ìçôñþïõ T. ¸÷ïõìå

T =
[

1 1

−1 2

]
, ïðüôå |T| = det T =

∣∣∣∣∣ 1 1

−1 2

∣∣∣∣∣ = 1 · 2 − 1 · ( − 1) = 2 + 1 = 3. (12.9.12)

Óôç óõíÝ÷åéá õðïëïãßæïõìå êáé ôïðñïóáñôçìÝíï ìçôñþï adj T ôïõ ìçôñþïõ T, äçëáäÞ ôïáíÜ-
óôñïöï ìçôñþï ôùí óõìðáñáãüíôùí (Þ óõìðïëëáðëáóéáóôþí) ôïõ ìçôñþïõ T. ¸ôóé ìðïñïýìå
íá õðïëïãßóïõìå åýêïëá êáé ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï T−1. ÓõãêåêñéìÝíá ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

adj T =
[

2 −1

1 1

]
, ïðüôå T−1 = adj T

det T
= 1

3

[
2 −1

1 1

]
. (12.9.13)

Åýêïëá åðáëçèåýïõìå (ìå ðïëëáðëáóéáóìü) ôï áðïôÝëåóìá áõôü ãéá ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï T−1:

T−1T = 1
3

[
2 −1

1 1

][
1 1

−1 2

]
= 1

3

[
3 0

0 3

]
=
[

1 0

0 1

]
≡ I2. (12.9.14)
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Ôï ôåëéêü ìáò êáèÞêïí åßíáé íá ó÷çìáôßóïõìå ôï ãéíüìåíï T−1AT óôï ðñïçãïýìåíï óçìáíôéêü
èåþñçìá: ó÷Ýóç (12.9.11). Ðñïêýðôåé åýêïëá (ìå äýï áðëïýò ðïëëáðëáóéáóìïýò ìçôñþùí) üôé

T−1AT= 1
3

[
2 −1

1 1

] [
1 2

4 3

] [
1 1

−1 2

]
= 1

3

[
2 −1

1 1

] [
−1 5

1 10

]
= 1

3

[ −3 0

0 15

]
(12.9.15)

êáé ôåëéêÜ

T−1AT =
[ −1 0

0 5

]
=
[

ë1 0

0 ë2

]
≡ Ë , (12.9.16)

áöïý ïé äýï éäéïôéìÝò ôïõ ìçôñþïõ A åßíáé ïé ë1 = −1 êáé ë2 = 5. ÄéáãùíéïðïéÞèçêå ëïéðüí ôï
ôåôñáãùíéêü ìçôñþï A. ¢ñá åðáëçèåýèçêå óôï óõãêåêñéìÝíï áõôü ðáñÜäåéãìá ôï ðñïçãïýìåíï
ôüóï óçìáíôéêü èåþñçìá ãéá ôç äéáãùíéïðïßçóç ôåôñáãùíéêþí ìçôñþùí, åäþ ôïõ ìçôñþïõ A. �

A12.9.4. Äéáãùíéïðïßçóç ðñáãìáôéêþí óõììåôñéêþí ìçôñþùí

Ðïëý áðëïýóôåñç åßíáé ç êáôÜóôáóç ìå ôç äéáãùíéïðïßçóç ðñáãìáôéêþí óõììåôñéêþí ìç-
ôñþùí, äçëáäÞ ôåôñáãùíéêþí ìçôñþùí As ãéá ôá ïðïßá ãéá üëá ôïõò ôá óôïé÷åßá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

aij = aji êáé åðïìÝíùò AT
s = As . (12.9.17)

ÅðïìÝíùò Ýíá óõììåôñéêü ìçôñþï As åßíáé ßóï ìå ôï áíÜóôñïöü ôïõ ìçôñþï AT
s . Áðü ôç ÃñáììéêÞ

¢ëãåâñá ãíùñßæïõìå (Þ ôïõëÜ÷éóôïí ðñÝðåé íá ãíùñßæïõìå . . . ) ôéò åîÞò äýï ðÜñáðïëý áîéüëïãåò
éäéüôçôåò ôùí ðñáãìáôéêþí óõììåôñéêþí ìçôñþùí As:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Ïé éäéïôéìÝò ëk åíüò ðñáãìáôéêïý óõììåôñéêïý ìçôñþïõ As åßíáé üëåò ôïõò ðñáã-
ìáôéêÝò åßôå åßíáé áðëÝò åßôå åßíáé ðïëëáðëÝò. ÖõóéêÜ êáé ôá áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá äk åßíáé
ðñáãìáôéêÜ. ÅðéðëÝïí äýï éäéïäéáíýóìáôá är êáé äs ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå äéáöïñåôéêÝò éäéïôéìÝò ër
êáé ës åßíáé ïñèïãþíéá, äçëáäÞ äÔr äs = äÔs är = 0 (ìå äéáíõóìáôéêü óõìâïëéóìü: är · äs = äs · är = 0).

� ÈÅÙÑÇÌÁ: ÅÜí ïé éäéïôéìÝò ëk åíüò ðñáãìáôéêïý óõììåôñéêïý ìçôñþïõ As åßíáé üëåò ôïõò
áðëÝò (äéáêåêñéìÝíåò ìåôáîý ôïõò), ôüôå ôï óõììåôñéêü áõôü ìçôñþï As äéáãùíéïðïéåßôáé ùò åîÞò:

TTAsT = Ad ìå T = [ä1 ä2 . . . än] (12.9.18)

êáé ìå Ad Ýíá äéáãþíéï ìçôñþï. ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé ôï ìçôñþï T äçëþíåé ðÜëé ôï ôåôñáãùíéêü
ìçôñþï ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí äk (k = 1, 2, . . . , n) ôïõ ðñáãìáôéêïý óõììåôñéêïý ìçôñþïõ As.
ÅÜí õðÜñ÷ïõí êáé ðïëëáðëÝò éäéïôéìÝò ëk ìå ðïëëáðëüôçôåò ñk > 1, ðÜëé éó÷ýåé áõôÞ ç ó÷Ýóç
äéáãùíéïðïéÞóåùò (12.9.18). ÐñÝðåé âÝâáéá ðñïçãïõìÝíùò íá âñåèïýí ñk ïñèïãþíéá (ðïõ åßíáé
ðñïöáíþò êáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá) éäéïäéáíýóìáôá äkm (ìå m = 1, 2, . . . , ñk) ãéá êáèåìéÜ áðü
ôéò ðïëëáðëÝò éäéïôéìÝò ëk. Áõôü åßíáé ðÜíôïôå åöéêôü ãéá ðñáãìáôéêÜ óõììåôñéêÜ ìçôñþá As.

¢ñá ôï ßäéï ÷ñÞóéìï èåþñçìá ìå ìéá ðïëý óõíïðôéêüôåñç äéáôýðùóç:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: ÊÜèå ðñáãìáôéêü óõììåôñéêü ìçôñþï As äéáãùíéïðïéåßôáé ðÜíôïôå (áêüìç êé áí
Ý÷åé ðïëëáðëÝò éäéïôéìÝò) ìå ôçí éó÷ý ôçò ó÷Ýóåùò äéáãùíéïðïéÞóåùò (12.9.18). ÂÝâáéá ôá n éäéï-
äéáíýóìáôá ä1, ä2, . . . , än ðïõ ó÷çìáôßæïõí ôï ìçôñþï T ðñÝðåé íá åßíáé ïñèïãþíéá ìåôáîý ôïõò.

¢ñá ìå ôá ðñïçãïýìåíá èåùñÞìáôá åßìáóôå 100% âÝâáéïé ãéá Ýíá ðñáãìáôéêü óõììåôñéêü
ìçôñþï As ìå áðëÝò (äéáêåêñéìÝíåò) éäéïôéìÝò ëk (á) üôé áõôÝò åßíáé ðñáãìáôéêÝò êáé (â) üôé åðéôñÝ-
ðïõí ôç äéáãùíéïðïßçóç ôïõ ìçôñþïõ As ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìçôñþïõ T ôùí áíôßóôïé÷ùí éäéïäéá-
íõóìÜôùí äk. ÁíÜëïãç (áëëÜ õðïëïãéóôéêÜ ëßãï äõóêïëüôåñç, ðñáêôéêÜ óðáíéüôåñç êáé èá ôçí
áìåëÞóïõìå) åßíáé ç êáôÜóôáóç êáé óôçí ðåñßðôùóç õðÜñîåùò ðïëëáðëþí éäéïôéìþí. ÈáõìÜóéá!

Êáé ëÝìå èáõìÜóéá (÷ùñßò ìÜëéóôá êáíÝíáí åíäïéáóìü, ìå óéãïõñéÜ!). Ôï ëÝìå, åðåéäÞ ôá äýï
âáóéêÜ ìçôñþá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, ôï ìçôñþï ìÜæáò M êáé ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K
åßíáé êáé ôá äõï ôïõò óõììåôñéêÜ ìçôñþá ìå MT = M êáé KT = K. ¼ìùò áõôÜ èá ôá åîåôÜóïõìå



358 (ÊåöÜëáéï A12) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

êáëýôåñáóôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á13: óôï êåöÜëáéï ôùí åöáñìïãþíóôçí ÅðéóôÞìç ôïõÐïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý. Åäþ ðñïÝ÷ïõí ç èåùñßá êáé ìåñéêÜ áðëÜ ðáñáäåßãìáôá ãéá ôçí êáôáíüçóÞ ôçò!

� ÐáñÜäåéãìá A12.3: Ìå âÜóç ôá äýï ðñïçãïýìåíá èåùñÞìáôá æçôåßôáé íá äéáãùíéïðïéçèåß
ôï ðñáãìáôéêü óõììåôñéêü ìçôñþï

As =
[

1 4

4 3

]
. (12.9.19)

Óçìåéþíïõìå üôé ôï óõììåôñéêü áõôü ìçôñþï As äéáöÝñåé áðü ôï ìç óõììåôñéêü ìçôñþï A ôçò
ó÷Ýóåùò (12.9.1) ìüíï óôï óôïé÷åßï ôïõ as,12 = 4 (áíôß ãéá a12 = 2), ðïõ ôï êáôÝóôçóå óõììåôñéêü.

Ëýóç: Óôç äïõëåéÜ ìáò ôþñá! Áêñéâþò üðùò êáé óôï áìÝóùòðñïçãïýìåíïÐáñÜäåéãìá Á12.2,
ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (12.9.5): p2(ë) = 0, ðñïóäéïñßæïõìå êáé ôþñá ôéò äýï
Üãíùóôåò éäéïôéìÝò ë1 êáé ë2 ãéá ôï ðáñüí óõììåôñéêü ìçôñþï As. Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóäéïñßæïõìå
êáé ôá äýï áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá ä1 êáé ä2 åííïåßôáé ìå ðñïóÝããéóç ìç ìçäåíéêþí ðïëëáðëá-
óéáóôéêþí óôáèåñþí c1 êáé c2 áíôßóôïé÷á. (ÐïôÝ äåí ðñïóäéïñßæïíôáé åðáêñéâþò ôá éäéïäéáíý-
óìáôá äk! ÁðëÜ êáíïíéêïðïéïýíôáé ìå êÜðïéïí ôñüðï ï ïðïßïò íá ìáò äéåõêïëýíåé üìùò óôïõò
ðáñáðÝñá õðïëïãéóìïýò ìáò, ð.÷. ìå Ýíá óôïé÷åßï ôïõò ßóï ìå ôç ìïíÜäá.) ¸ôóé âñßóêïõìå

ë1 = 2 − √
17 ≈ −2.12311 êáé ë2 = 2 + √

17 ≈ 6.12311 (12.9.20)

ãéá ôéò äýï éäéïôéìÝò ë1 êáé ë2. Åõôõ÷þò åßíáé áðëÝò (äéáêåêñéìÝíåò, ðïëëáðëüôçôáò ñ = 1). ÅðïìÝ-
íùò åßìáóôå ðáíÝôïéìïé íá åöáñìüóïõìå ôï äåýôåñï ðéï ðÜíù èåþñçìá, óõãêåêñéìÝíá ôç èåìå-
ëéþäç ó÷Ýóç äéáãùíéïðïéÞóåùò (12.9.18): TTAsT = Ad ãéá ôï ðñáãìáôéêü óõììåôñéêü ìçôñþï As.

Ôþñá ôá äýï áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá ä1 êáé ä2 ðñïêýðôïõí íá Ý÷ïõí ôéò ôéìÝò

ä1=
{ − 1

4 (1 + √
17 )

1

}
≈
{ −1.28078

1

}
, ä2=

{
1
4 ( −1 + √

17 )

1

}
≈
{

0.78078

1

}
. (12.9.21)

Ç êáíïíéêïðïßçóç Ýãéíå åäþ ìå äåýôåñï óôïé÷åßï ôùí äýï éäéïäéáíõóìÜôùí ä1 êáé ä2 ôç ìïíÜäá.
¢ñá ôï ìÝôñï ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí áõôþí äåí åßíáé 1: |ä1| > 1 êáé |ä2| > 1. Äåí ðåéñÜæåé üìùò:
áí åß÷áìå Ýíá äéþñïöï éäåáôü êôßñéï, èá Þôáí óáí íá åß÷áìå åðéëÝîåé óôá éäéïäéáíýóìáôá áõôÜ ä1
êáé ä2 ôçí ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ ßóç ìå ôç ìïíÜäá. Áõôü êÜíåé óõíÞèùò êáé
ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò, ìüíïðïõ óå Ýíáðñüâëçìá êôéñßïõ Ý÷ïõìå ãåíéêåõìÝíá éäéïäéáíýóìáôá: ôéò
éäéïìïñöÝò (óáöÝóôåñá ôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò) ôïõ êôéñßïõ. (Ïé éäéïìïñöÝò åíüò êôéñßïõ
åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÝò ãéá ôç äõíáìéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ, ð.÷. êáôÜ ôç äéÜñêåéá åíüò éó÷õñïý
áíÝìïõ Þ åíüò óåéóìïý.) ÁõôÜ üìùò èá ôá äïýìå ìå ëåðôïìÝñåéåò óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á13.

Ôþñá ìå âÜóç ôá äýï ðéï ðÜíù éäéïäéáíýóìáôá ä1 êáé ä2 ó÷çìáôßæïõìå áìÝóùò êáé ôï ó÷åôéêü
ðñáãìáôéêü ôåôñáãùíéêü (ü÷é üìùò êáé óõììåôñéêü) ìçôñþï T ìå óôÞëåò ôá éäéïäéáíýóìáôá áõôÜ:

T = [ä1 ä2] =
[ − 1

4 (1 + √
17 ) 1

4 ( −1 + √
17 )

1 1

]
≈
[ −1.28078 0.78078

1 1

]
. (12.9.22)

Ôþñá ãéá ôç äéáãùíéïðïßçóç ôïõ ðñáãìáôéêïý óõììåôñéêïý ìçôñþïõ As óôï ðáñüí ðáñÜ-
äåéãìá, ó÷Ýóç (12.9.19), èá ìðïñïýóáìå âÝâáéá íá õðïëïãßóïõìå ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï T−1

ôïõ ìçôñþïõ T (ó÷Ýóç (12.9.22)) ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí ä1, 2. Áõôüò Þôáí óô’ áëÞèåéá êé ï ôñüðïò
åñãáóßáò ìáò óôï ðñïçãïýìåíï ÐáñÜäåéãìá Á12.2 ìå ôï ìç óõììåôñéêü ìçôñþï A (AT �= A) åêåß,
üðïõ åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôç ãåíéêÞ ó÷Ýóç äéáãùíéïðïéÞóåùò (12.9.11). Åäþ üìùò ìáò áñêåß íá
ðÜñïõìå ôï áíÜóôñïöï ìçôñþï TT áíôß ãéá ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï T−1 êáé ç åíáëëáêôéêÞ áõôÞ
äõíáôüôçôá åßíáé äß÷ùò êáìßá áìöéâïëßá õðïëïãéóôéêÜ áðëïýóôåñç. Áóöáëþò áðü ôçí áìÝóùò
ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (12.9.22) âñßóêïõìå ãéá ôï áíÜóôñïöï ìçôñþï TT

TT = [ä1 ä2]T =
[ − 1

4 (1 + √
17 ) 1

1
4 ( −1 + √

17 ) 1

]
≈
[ −1.28078 1

0.78078 1

]
. (12.9.23)
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Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé TÔ �= T−1 óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç: ôï áíÜóôñïöï ìçôñþï TT äåí
éóïýôáé ìå ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï T−1 ãéá ôï ìçôñþï ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí T = [ä1 ä2]. ÄçëáäÞ
ôï ìçôñþï ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí T äåí åßíáé ïñèïãþíéï ìçôñþï: TT �= T−1. ÐñáãìáôéêÜ Ý÷ïõìå

TT T =
[ − 1

4 (1 + √
17 ) 1

1
4 ( −1 + √

17 ) 1

][ − 1
4 (1 + √

17 ) 1
4 ( −1 + √

17 )

1 1

]

=
[

1
8 (17 + √

17 ) 0

0 1
8 (17 − √

17 )

]
≈
[

2.64039 0

0 1.60961

]
�=
[

1 0

0 1

]
≡ I2. (12.9.24)

Áõôü óõíÝâç, ãéáôß äåí ðÞñáìå ôá êáíïíéêïðïéçìÝíá éäéïäéáíýóìáôá ä1 êáé ä2 íá åßíáé ìïíáäéáßá.
¼ìùò ôïýôï ôï ãåãïíüò (TÔ �= T−1) êáìßá óõíÝðåéá äåí Ý÷åé óôç äéáãùíéïðïßçóç ôïõ áñ÷éêïý óõì-
ìåôñéêïý ìçôñþïõ ìáò As. Äåí áðáéôåßôáé áðü ôï äåýôåñï èåþñçìá ôçò ðáñïýóáò ðáñáãñÜöïõ!

Åêôåëïýìå ôþñá ôïõò äýï ðïëëáðëáóéáóìïýò ìçôñþùí óôç ó÷Ýóç (12.9.18): TTAsT = Ad ôïõ
ßäéïõ èåùñÞìáôïò. ¸ôóé âñßóêïõìå ôï äéáãþíéï ìçôñþï Ad

Ad = TTAsT =
[

1
8 (17 − 15

√
17 ) 0

0 1
8 (17 + 15

√
17 )

]
≈
[ −5.60582 0

0 9.85582

]
(12.9.25)

êáé äå ìáò ðåéñÜæåé êáèüëïõ ðïõ äåí åßíáé ôï äéáãþíéï ìçôñþï ôùí éäéïôéìþí Ë = diag(ë1 ë2).
Áò ìçí Ý÷ïõìå êáìßá ôýøç óõíåéäÞóåùò. Óô’ áëÞèåéá äå ìáò ðåéñÜæåé! Ç äéáãùíéïðïßçóç ôïõ
óõììåôñéêïý ìçôñþïõ As ðïõ åðéäéþêáìå Ý÷åé ðåôý÷åé Ýôóé êé áëëéþò, üðùò Þôáí ï óôü÷ïò ìáò! �

➤ ÐáñáôÞñçóç A12.8: Ôïíßæïõìå îáíÜ êáé ìå Ýìöáóç üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò, üôáí Ý÷åé
ðñáãìáôéêÜ óõììåôñéêÜ ìçôñþá (üðùò åßíáé ôá ìçôñþá ìÜæáò M êáé äõóêáìøßáò K óôéò êáôá-
óêåõÝò ôïõ), ðñÝðåé íá åêìåôáëëåýåôáé ôç óõììåôñßá ôïõò êáôÜ ôç äéáãùíéïðïßçóç. Ç äéáãùíéï-
ðïßçóç ãßíåôáé, áðëÜ þóôå íá ìðïñÝóåé ôï ó÷åôéêü óõæåõãìÝíï óýóôçìá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí íá áíá÷èåß óå áóýæåõêôï, äçëáäÞ óå îå÷ùñéóôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (ìå ìßá Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ç êáèåìéÜ ôïõò). Áõôü èá ôï äïýìå óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï áõôÞò ôçò åíüôçôáò.

➤ ÐáñáôÞñçóç A12.9: Ó’ áõôÞí åäþ ôçí åíüôçôá áó÷ïëïýìáóôå ìå óõóôÞìáôá ãñáììéêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êõñßùò ðñþôçò ôÜîåùò. Áíôßèåôá ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò óõíáíôÜåé óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ óõóôÞìáôá äåõôÝñáò ôÜîåùò ëüãù ôçò éó÷ýïò ôïõ
äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá. Ç áíáãùãÞ åíüò óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò äåõôÝñáò ôÜîåùò óåðñþôçò åßíáé áðüëõôá åöéêôÞ, áëëÜ äå óõíéóôÜôáé,
ãéáôß áðáéôåß êÜðïéá óêÝøç êáé õðïëïãéóìïýò êáé (ôï ÷åéñüôåñï) ïäçãåß óå óýóôçìá äéðëÜóéïõ
áñéèìïý äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ìå ôéò óêÝøåéò áõôÝò ç äéáäéêáóßá áõôÞ ãåíéêÜ áðïöåýãåôáé
(ü÷é üìùò ðÜíôïôå: ÷ñçóéìïðïéåßôáé êõñßùò êáôÜ ôç ÷ñÞóç áñéèìçôéêþí ðñïãñáììÜôùí) áðü ôïí
ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü, ðïõ åßíáé ìÜëéóôá áðüëõôá äéêáéïëïãçìÝíïò ó’ áõôü. Åíôïýôïéò, áðü ôçí Üëëç
üøç ôïõ íïìßóìáôïò, ç äéáãùíéïðïßçóç óõóôçìÜôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò
ôÜîåùò áðáéôåß êáé ìéá ìéêñÞ ãåíßêåõóç ôùí åííïéþí ôùí éäéïôéìþí ëk êáé ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí äk.
Ôç ãåíßêåõóç áõôÞ ôïõ ó÷åôéêïýðñïâëÞìáôïò éäéïôéìþí (Þ áðëïýóôåñá éäéïðñïâëÞìáôïò) èá ôçí
êÜíïõìå óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á13 ìå Ýíôïíç Ýìöáóç óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý.
ÌÜëéóôá ìå ôéò âÜóåéò ôéò ïðïßåò Ý÷ïõìå áðïêôÞóåé óôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá (áëëÜ êáé óå ôïýôç ’äþ
ôçí åíüôçôá) ç ãåíßêåõóç áõôÞ äå èá ìáò öáíåß êáèüëïõ ìá êáèüëïõ äýóêïëç. Ôï õðïó÷üìáóôå
áõôü óôïí áíáãíþóôç êáé óôçí áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü! ÁðëÜ ÷ñåéÜæåôáé ëßãç õðïìïíÞ!

A12.9.5. Áðïóýæåõîç óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Åßìáóôå ôþñá ðéá áðüëõôá Ýôïéìïé ãéá ôçí áðïóýæåõîç åíüò ãåíéêÜ ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùíðñþôçò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. ¸íá óýóôçìá n
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ôÝôïéùí åîéóþóåùí (ãåíéêÜ ìç ïìïãåíþí: ïé ïìïãåíåßò åßíáé åéäéêÞ ðåñßðôùóç) ìå Üãíùóôåò óõíáñ-
ôÞóåéò (åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò) ôéò óõíáñôÞóåéò u = u(t) (ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ t ðáñéóôÜíåé
óõíÞèùò ôï ÷ñüíï óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý) Ý÷åé ôç ãåíéêÞ ìçôñùéêÞ ìïñöÞ

u̇(t) = Au(t) + g(t) êáé óõíôïìüôåñá u̇ = Au+ g (12.9.26)

ìå ôï A óôáèåñü ðñáãìáôéêü ôåôñáãùíéêü ìçôñþï äéáóôÜóåùí n× n êáé ôï g(t) ãíùóôü äéÜíõóìá
óôÞëçò. Õðïôßèåôáé âÝâáéá üôé ôï ìçôñþï áõôü A äåí åßíáé äéáãþíéï. Áí Þôáí (ôß ùñáßá!), äå èá
õðÞñ÷å óýæåõîç ìåôáîý ôùí äéáöïñéêþí áõôþí åîéóþóåùí. Èá Þóáí áíåîÜñôçôåò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò êáé èá ôéò ëýíáìå ìå ôéò ãíùóôÝò ìáò ìåèüäïõò áðü ôá ÊåöÜëáéá Á3 êáé Á5. Ôþñá üìùò;

Ôþñá ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ìßá áðü ôéò ìåèüäïõò áõôïý ôïõ Êåöáëáßïõ Á12: (á) ôç
ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò ôçò Åíüôçôáò Á12.5 Þ (â) ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò
Åíüôçôáò Á12.6 Þ (ã) ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ôçò ðñïðñïçãïýìåíçò Åíüôç-
ôáò Á12.7 (ìüíï åÜí g(t) ≡ 0). ¼÷é üìùò êáé ôç ìÝèïäï ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Á12.8. ÁõôÞ åßíáé åîåéäéêåõìÝíç ãéá óõóôÞìáôá ïìïãåíþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ôçò ìïñöÞò ü(t) + Au(t) = 0 ìå ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï ü(t) êáé ü÷é ôçí ðñþôç u̇(t).

Êáé ôïýôç ’äþ ç åíüôçôá; Óôçí Åíüôçôá áõôÞ Á12.9 èá åöáñìüóïõìå ìéá êÜðùò äéáöïñåôéêÞ
ìÝèïäï åðéëýóåùò ôïõ ßäéïõ áêñéâþò óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜ-
îåùò: u̇(t) = Au(t) + g(t). ÁõôÞ åßíáé ç ìÝèïäïò ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) êáé èá
ìáò ïäçãÞóåé ó´ Ýíá áðïóõæåõãìÝíï óýóôçìá áíôßóôïé÷ùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôçò ìïñöÞò

v̇(t) = Ad v(t) + h(t) êáé óõíôïìüôåñá v̇ = Ad v+ h (12.9.27)

ìå h(t) ðÜëé äéÜíõóìá óôÞëçò, äçëáäÞ h(t) = %h1(t) h2(t) . . . hn(t)&T . Tþñá üìùò óôï äåîéü ìÝëïò
ôï ìçôñþï Ad åßíáé äéáãþíéï ìçôñþï äéáóôÜóåùí n×n. Ãéá íá äïýìå ðþò åðéôõã÷Üíåôáé áõôü . . .

Åýêïëá, ðïëý åýêïëá ìå ôéò ãíþóåéò ðïõ Ý÷ïõìå áðïêïìßóåé áðü ôéò ôñåéò ðñïçãïýìåíåò ðáñá-
ãñÜöïõò áõôÞò åäþ ôçò Åíüôçôáò Á12.9. ÎåêéíÜìå ëïéðüí áìÝóùò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç «ãëþóóá»
ôùí ìçôñþùí. Ç âáóéêÞ éäÝá óôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò)
ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.9.26) åßíáé áðëÜ ç áëëáãÞ ôùí áãíþóôùí óõ-
íáñôÞóåùí (Þ åîáñôçìÝíùí ìåôáâëçôþí) áðü u = u(t) óå v = v(t). (Ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ t
ðáñáìÝíåé ç ßäéá!) Áõôü èá ôï êÜíïõìå ìå Ýíá ìåôáó÷çìáôéóìü ôçò ìïñöÞò u(t) = Bv(t) ìå ôï B
íá äçëþíåé Ýíá óôáèåñü ôåôñáãùíéêü ìçôñþï n× n. Êáé ðïéï ðñÝðåé íá åßíáé ôï ìçôñþï áõôü B;

Ìá áðü ü,ôé Þäç ìÜèáìå óôçí ðñïðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á12.9.3 ãéá ôç äéáãùíéïðïßçóç
ôåôñáãùíéêþí ìçôñþùí A ôï ìçôñþï B ðñÝðåé íá åßíáé ôï ìçôñþï T = [ä1 ä2 . . . än] ôùí n
ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôùí éäéïäéáíõóìÜôùí äk ôïõ ìçôñþïõ A, äçëáäÞ B = T. ÃåíéêÜ êÜíïõìå üìùò
ôçí õðüèåóç üôé ôï ìçôñþï A Ý÷åé n áðëÝò (äéáêåêñéìÝíåò ìåôáîý ôïõò, äéáöïñåôéêÝò áíÜ äýï)
éäéïôéìÝò ëk (ìå k = 1, 2, . . . , n) êáé ôç èåùñïýìå ðùò éó÷ýåé êé åäþ. ¢ñá ïñßæïõìå ôéò íÝåò Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò v = v(t) ìÝóù ôçò ìçôñùéêÞò ó÷Ýóåùò (ó÷Ýóåùò ç ïðïßá åßíáé ãñáììÝíç ìå ìçôñþá)

u(t) = Tv(t), ïðüôå u̇(t) = Tv̇(t), (12.9.28)

ìéá ðïõ ôï ìçôñþï T åßíáé óôáèåñü. Ìå ôçí áëëáãÞ áõôÞ áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí ôï áñ÷éêü
óýóôçìá ôùí ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.9.26) ðáßñíåé ôþñá ôç íÝá ìïñöÞ

Tv̇(t) = ATv(t) + g(t) êáé óõíôïìüôåñá Tv̇ = ATv+ g. (12.9.29)

Äåí åßíáé áêüìç äéáãùíéïðïéçìÝíç, áðïóõæåõãìÝíç ç ìïñöÞ áõôÞ. Áðáéôåßôáé êé Ýíá ôåëåõôáßï
êáé ëßãï ðïëý ðñïöáíÝò âÞìá: ï ðïëëáðëáóéáóìüò áðü ôá áñéóôåñÜ ôçò ðáñáðÜíù åîéóþóåùò
åðß ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï T−1 ôïõ ìçôñþïõ T ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí äk. (Êáé õðÜñ÷åé âÝâáéá ôï
áíôßóôñïöï áõôü ìçôñþï T−1, åðåéäÞ ïé éäéïôéìÝò ëk ôïõ ìçôñþïõ A Ý÷ïõí õðïôåèåß üëåò áðëÝò.
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¢ñá ôá áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá äk åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá êáé ôï ìçôñþï ôïõò T áíôé-
óôñÝöåôáé.) ÅðïìÝíùò ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü áõôü åðß T−1 ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (12.9.29) (ìå ôéò íÝåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò v = v(t) ó’ áõôÝò) ðáßñíïõìå ó÷åäüí ôåëéêÜ

T−1Tv̇(t) = T−1ATv(t) + T−1g(t) êáé óõíôïìüôåñá T−1Tv̇ = T−1ATv+ T−1g. (12.9.30)

Ôþñá ðéá äå ìáò áðïìÝíåé ðáñÜ íá ðáñáôçñÞóïõìå áðëÜ üôé

T−1T = In êáé åðßóçò üôé T−1AT = Ë (12.9.31)

åîáéôßáò ôçò ôüóïóçìáíôéêÞò ìçôñùéêÞò ó÷Ýóåùò (12.9.11) óôï èåþñçìáôçòÐáñáãñÜöïõÁ12.9.3,
ôçí ïðïßá êé åðáíáëÜâáìå åäþ. Óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ôá óýìâïëá In êáé Ë äçëþíïõí äýï ãíùóôÜ
ìáò äéáãþíéá ìçôñþá: ôï ìïíáäéáßï ìçôñþï In êáé ôï äéáãþíéï ìçôñþï Ë ôùí éäéïôéìþí ëk ôïõ
ìçôñþïõ ìáò A. (Êáé ôá äýï åßíáé âÝâáéá äéáóôÜóåùí n × n.) Ìå ôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò (12.9.31)
ç ôåëéêÞ ìïñöÞ ôïõ ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò ôùí n äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.9.30) åßíáé ç åîÞò:

v̇(t) = Ëv(t) + h(t) êáé óõíôïìüôåñá v̇ = Ëv+ h ìå h(t) := T−1g(t). (12.9.32)

Áò ôç ãñÜøïõìå êáé ëßãï áíáëõôéêüôåñá


v̇1(t)

v̇2(t)
...

v̇n(t)




=




ë1 0 . . . 0

0 ë2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ën







v1(t)

v2(t)
...

vn(t)




+




h1(t)

h2(t)
...

hn(t)




=




ë1v1(t)

ë2v2(t)
...

ënvn(t)




+




h1(t)

h2(t)
...

hn(t)




(12.9.33)

Ý÷ïíôáò êÜíåé ìÜëéóôá êáé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ìçôñþïõ åðß äéÜíõóìá óôÞëçò óôï äåîéü ìÝëïò.
Ìéá áêüìç ðéï áíáëõôéêÞ ãñáöÞ êé Ý÷ïõìå åðéôÝëïõò ôåëåéþóåé ôçí åñãáóßá ìáò, «îåìðåñäÝøáìå»:

v̇1(t) = ë1v1(t) + h1(t),

v̇2(t) = ë2v2(t) + h2(t),

...

v̇n(t) = ënvn(t) + hn(t)




êáé ãéá ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò

óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

ìå g(t) ≡ 0, ïðüôå êáé h(t) ≡ 0:




v̇1(t) = ë1v1(t),

v̇2(t) = ë2v2(t),

...

v̇n(t) = ënvn(t).

(12.9.34)

ºóùò äåí ðéóôåýïõìå áêüìç ôá ìÜôéá ìáò! ËÜèïò ìáò áõôü (ôï íá ìçí ôá ðéóôåýïõìå), ßóùò
ôï ðéï óçìáíôéêü ëÜèïò ìáò óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï. ¢ëëç ìéá ðñïóðÜèåéá! Íáé, óô’ áëÞèåéá
Ý÷ïõìå áðïóõæåýîåé ôéò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôïõ áñ÷éêïý ìáò óõóôÞìáôïò (12.9.26)
ôùí n ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå êáôáëÞîåé óôéò
áðëïýóôáôåò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (12.9.34), ðïõ åßíáé êáé áðïóõæåõãìÝíåò áóöáëþò.
ÄçëáäÞ ç êáèåìéÜ ôïõò Ý÷åé ìßá ìüíï Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ): ôç vk(t).

Áò ðåñéïñéóèïýìå ôþñá óôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí: óôï óý-
óôçìá ìå g(t) ≡ 0 (ïðüôå êáé h(t) ≡ 0), äçëáäÞ óôï äåîéü óýóôçìá (12.9.34). Ãéá ôï ïìïãåíÝò áõôü
óýóôçìá áñêåß ç áðëïýóôáôç åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç v0k(t) = eìkt óôçí k ðéï ðÜíù ïìïãåíÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé âñßóêïõìå ìk = ëk (íáé, ôçí éäéïôéìÞ ëk) ãéá ôçí åîßóùóç áõôÞ. ÅðïìÝíùò
ïé ëýóåéò ôùí ïìïãåíþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (12.9.34) èá åßíáé

v1(t) = C1eë1t

v2(t) = C2eë2t

...

vn(t) = Cneënt




êáé ìå éóïäýíáìç ãñáöÞ v(t) ≡




v1(t)

v2(t)
...

vn(t)




=




C1eë1t

C2eë2t

...

Cneënt




(12.9.35)
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öõóéêÜ ìå ôá óýìâïëá C1, C2, . . . , Cn íá äçëþíïõí n óõíïëéêÜ áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Äåí Þôáí êáé
Üó÷çìç ç ðáñïýóá áðïóýæåõîç ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.9.26).
ÌÜëëïí åßíáé êáëýôåñç áðü ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò áðáëïéöÞò Þ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace. Èá ìðïñïýóå ßóùò íá áíôáãùíéóèåß êáé ôçí ßäéá ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêá-
ôáóôÜóåùò, ç ïðïßá áíáðôý÷èçêå óôçí ðñïðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á12.7. ¼ìùò åêåßíç ç ìÝèïäïò
åöáñìüæåôáé ìüíç ôçò áðïêëåéóôéêÜ óå ïìïãåíÞ óõóôÞìáôá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

ÁëëÜ ìÝó’ óôç ÷áñÜ ìáò áöáéñåèÞêáìå åíôåëþò êáé îå÷Üóáìå ðñïò óôéãìÞ üôé ïé Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò ìáò Þôáíå ïé uk(t), ü÷é ïé vk(t) (áóöáëþò ìå k = 1, 2, . . . , n). Å äå ÷Üëáóå êé ï êüóìïò!
Èõìüìáóôå âÝâáéá ôçí áëëáãÞ áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí (12.9.28) ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé: u(t) = Tv(t).
ÎÝñïõìå Þäç ôï ìçôñþï T ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí äk ôïõ ìçôñþïõ A. Ðñïóäéïñßæïõìå åðßóçò êáé
ôï äéÜíõóìá óôÞëçò v(t) ôùí ëýóåùí vk(t) ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.9.34). (Ãéá g(t) ≡ 0 åßíáé
ïé ëýóåéò (12.9.35).) ¢ñááñêåß íá êÜíïõìå ôïíðïëëáðëáóéáóìü óôï äåîéü ìÝëïò ôçò áëëáãÞò áõôÞò
áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí u(t) = Tv(t) (ìéá ðÜñáðïëý åýêïëç åñãáóßá!). ¸ôóé èá ’÷ïõìå åðéóôñÝøåé
óôéò áñ÷éêÝò ìáò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò u(t). Áí ìÜëéóôá äéáèÝôïõìå êáé ôéò n áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0, áíáëõôéêüôåñá uk(0) = uk0 ìå k = 1, 2, . . . , n, (12.9.36)

èá ìðïñÝóïõìå åýêïëá íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ôéò n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Ck óôçí ðéï ðÜíù ëýóç
ìáò u(t) = Tv(t). ¸ôóé èá ðÜñïõìå ôç ìåñéêÞ ëýóç up(t) óôï ðáñüí ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí.
Áëëéþò èá ìåßíïõìå ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) = u(t), ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå Þäç ðëÞñùò ðñïóäéïñßóåé.

� ÐáñÜäåéãìá A12.4: Íá åðéëõèåß ìå ôç ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) ôï
óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.4.6) ôçò Åíüôçôáò Á12.4, ôï îáíáãñÜöïõìå

ẋ(t) = x(t) + 2y(t)

ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t)

}
Þ u̇(t) = Au(t) ìå u(t) =

{
x(t)

y(t)

}
êáé A =

[
1 2

4 3

]
. (12.9.37)

(Õðåíèõìßæåôáé üôé ôï ßäéï óýóôçìá Ý÷åé Þäç åðéëõèåß ìå ôñåéò ìåèüäïõò: (á) ôçò áðáëïéöÞò, (â) ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé (ã) ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò. Åßíáé ôï óôïé÷åéþäåò ðáñÜäåé-
ãìá ðïõ åðéëÝîáìå óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á12 ãéá ôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.)

Ëýóç: Åßìáóôå Þäç åðáñêþò ðñïåôïéìáóìÝíïé ãéá ôç ëýóç áõôÞ. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôï ìçôñþï
áõôü A ãíùñßæïõìå Þäç ôéò éäéïôéìÝò ôïõ ë1 = −1 êáé ë2 = 5 áðü ôéò ó÷Ýóåéò (12.9.6) êáèþò êáé ôá
éäéïäéáíýóìáôá ä1 êáé ä2 êáé ôï ìçôñþï ôïõò T äéáóôÜóåùí 2 × 2 áðü ôéò ó÷Ýóåéò (12.9.10). ¢ñá

ë1 = −1, ë2 = 5, åðßóçò T =
[

1 1

−1 2

]
êáé T−1 = 1

3

[
2 −1

1 1

]
(12.9.38)

ìå âÜóç êáé ôçó÷Ýóç (12.9.13) ãéá ôïáíôßóôñïöïìçôñþïT−1 ôïõìçôñþïõT ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí.
ÅðïìÝíùò ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí u(t) = Tv(t), áêñéâþò üðùò ôçí åêèÝóáìå Þäç ðéï ðÜíù (åäþ
ìå n = 2 êáé ìå v(t) = %r(t) s(t)&T ), ïäçãïýìáóôå óôï óýóôçìá ôùí äýï áóýæåõêôùí ïìïãåíþí
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

v̇(t) = Ëv(t) êáé éóïäýíáìá v̇(t) ≡
{

ṙ(t)

ṡ(t)

}
=
[ −1 0

0 5

]{
r(t)

s(t)

}
=
{ −r(t)

5s(t)

}
. (12.9.39)

Ç áêüìç áíáëõôéêüôåñç ìïñöÞ ôïõ ôåëåõôáßïõ áõôïý óõóôÞìáôïò åßíáé ðñïöáíþò ç åîÞò:

ṙ(t) = −r(t), ṡ(t) = 5s(t) ìå ðñïöáíÞ ëýóç ôçí r(t) = E1e−t, s(t) = E2e5t (12.9.40)

ìå ôá E1 êáé E2 äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Ç ëýóç áõôÞ ðñïêýðôåé áìÝóùò ìå ôçí ôüóï ãíùóôÞ
ìáò êáé ðñïóöéëÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò Þ ìå ôçí åîßóïõ ãíùóôÞ ìáò (áëë’ ü÷é
ðñïôéìçôÝá åäþ) ìÝèïäï åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. ÅðïìÝíùò

v(t) ≡
{

r(t)

s(t)

}
=
{

E1e−t

E2e5t

}
, ïðüôå u(t) ≡

{
x(t)

y(t)

}
= Tv(t) =

{
E1e−t + E2e5t

−E1e−t + 2E2e5t

}
. (12.9.41)
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Ðáñáôçñïýìå öõóéêÜ üôé êáôáëÞîáìå óôçí ßäéá áêñéâþò ëýóç (ãåíéêÞ ëýóç)

x(t) = E1e−t + E2e5t,

y(t) = −E1e−t + 2E2e5t
(12.9.42)

ôïõ ðáñüíôïò óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, óôçí ïðïßá åß÷áìå êáôáëÞîåé êáé ìå ôéò ìå-
èüäïõò (á) ôçò áðáëïéöÞò: ëýóç (12.5.21), (â) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace: ëýóç (12.6.31) êáé
(ã) ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò: ëýóç (12.7.50). Êé åäþ (ä) ìå ôç ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò
(Þ áðïóõæåýîåùò): ç ðáñáðÜíù ëýóç (12.9.42). ÔÝóóåñéò ëïéðüí åíôåëþò äéáöïñåôéêÝò ìÝèïäïé
ïäÞãçóáí óôçí ßäéá áêñéâþò ëýóç êáé áóöáëþò ìáò åßíáé éäéáßôåñá åõ÷Üñéóôï ôï ãåãïíüò áõôü. �

� ÐáñÜäåéãìá A12.5: Íá åðéëõèåß ìå ôç ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) ôï
óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò

ẋ(t) = x(t) + 4y(t)

ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t)

}
Þ u̇(t) = Asu(t) ìå u(t) =

{
x(t)

y(t)

}
êáé As =

[
1 4

4 3

]
. (12.9.43)

Ëýóç: Ç ìüíç äéáöïñÜ ôïõ ðáñüíôïò óõóôÞìáôïò (12.9.43) áðü ôï óýóôçìá (12.9.37) ôïõ
áìÝóùò ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò åßíáé üôé ôþñá ôï ìçôñþï A åßíáé ôï óõììåôñéêü ìçôñþï As.
Ðñüêåéôáé ãéá ôï ßäéï óõììåôñéêü ìçôñþï As (ó÷Ýóç (12.9.19)) ðïõ åß÷áìå äéáãùíéïðïéÞóåé óôï Ðá-
ñÜäåéãìá Á12.3. Åêåß ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ìçôñþï T ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí ôïõ (ó÷Ýóç (12.9.22))
êáé ôï áíÜóôñïöü ôïõ ìçôñþï TT (ó÷Ýóç (12.9.23)). Ôá õðåíèõìßæïõìå óôéò ðñïóåããéóôéêÝò åê-
öñÜóåéò ôïõò

T ≈
[ −1.28078 0.78078

1 1

]
êáé TT ≈

[ −1.28078 1

0.78078 1

]
(12.9.44)

ãéá ôç äéáãùíéïðïßçóç (12.9.25): TTAsT = Ad . ÄçëáäÞ óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá ìå ðñáãìáôéêü óõì-
ìåôñéêü ôï ìçôñþï As äå ÷ñåéÜæåôáé íá õðïëïãßóïõìå ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï T−1. Ôï áíÜóôñïöï
ìçôñþï TT óôç ó÷Ýóç (12.9.23) ìáò áñêåß åäþ ãéá ôçí áðïóýæåõîç ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

ÄçëáäÞ, üðùò êáé óôï ðñïçãïýìåíï ÐáñÜäåéãìá Á12.4, Ýôóé êé åäþ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò íÝåò
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò v(t) ìÝóù ôçò ìçôñùéêÞò ó÷Ýóåùò ïñéóìïý ôïõò (12.9.28) óôï óýóôçìá
ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.9.43). Ôüôå áõôü ðáßñíåé ôç ìïñöÞ (12.9.29), åäþ ìå g(t) ≡ 0.
Óôï óçìåßï áõôü üìùò åêìåôáëëåõüìáóôå ôç óõììåôñßá ôïõ ìçôñþïõ As óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá.
Áðïöåýãïõìå ôç ÷ñÞóç ôïõ áíôßóôñïöïõ ìçôñþïõ T−1 (áðëÜ ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò) êáé ÷ñçóéìï-
ðïéïýìå ôï áíÜóôñïöï ìçôñþï TT ôçò äåýôåñçò ó÷Ýóåùò (12.9.44). (Äå ÷ñåéÜæåôáé êáíÝíáò õðï-
ëïãéóìüò ãéá ôï ó÷çìáôéóìü ôïõ áíÜóôñïöïõ ìçôñþïõ TT ôïõ ìçôñþïõ T ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí.
ÁðëÜ áëëÜæïõìå ôéò ãñáììÝò ìå ôéò óôÞëåò, üðùò åßíáé åîÜëëïõ åìöáíÝò óôéò ó÷Ýóåéò (12.9.44).)

ÅðïìÝíùò óôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.9.43) áðëÜ èÝôïõìå u(t) = Tv(t) êáé ôï
ðïëëáðëáóéÜæïõìå áðü áñéóôåñÜ åðß TT (ìå ôá ìçôñþá T êáé TT ãíùóôÜ óôéò ó÷Ýóåéò (12.9.44)).
Ðñïêýðôåé Ýôóé áìÝóùò ôï áóýæåõêôï (äéáãùíéïðïéçìÝíï) óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

2.64039 ṙ(t) + 5.60582r(t) ≈ 0

1.60961 ṡ(t) − 9.85582s(t) ≈ 0

}
ìå ëýóç ôç

{
r(t) ≈ E1e−2.12311 t

s(t) ≈ E2e6.12311 t
(12.9.45)

ìå ôá Å1 êáé Å2 äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Èõìßæïõìå üôé ïé óôáèåñÝò óôïõò åêèÝôåò ôùí äýï áõôþí
ëýóåùí åßíáé ïé éäéïôéìÝò ë1 ≈ −2.12311 êáé ë2 ≈ 6.12311 ôïõ ðáñüíôïò óõììåôñéêïý ìçôñþïõ As.
(ÁõôÝò Ý÷ïõí ðñïóäéïñéóèåß óôï ÐáñÜäåéãìá Á12.3: ó÷Ýóåéò (12.9.20).) Ôïýôï óõìöùíåß âÝâáéá ìå
ôéò ëýóåéò (12.9.35) ôùí áðïóõæåõãìÝíùí ïìïãåíþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÄçëáäÞ äåí Ý÷åé
éäéáßôåñç óçìáóßá ðïõ åäþ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï áíÜóôñïöï ìçôñþï TT áíôß ãéá ôï áíôßóôñïöï ìç-
ôñþï T−1 Ý÷ïíôáò åêìåôáëëåõèåß ôç óõììåôñßá aij = aji ôïõ ðñáãìáôéêïý óõììåôñéêïý ìçôñþïõ As.

ÔÝëïò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ó÷Ýóåùò ìåôáó÷çìáôéóìïý áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí u(t) = Tv(t) åðé-
óôñÝöïõìå áðü ôéò äýï íÝåò (ôéò âïçèçôéêÝò) Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò r(t) êáé s(t) óôéò áñ÷éêÝò ìáò



364 (ÊåöÜëáéï A12) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò x(t) êáé y(t). ÈÝóáìå, åðáíáëáìâÜíïõìå, u(t) = Tv(t) êáé åðïìÝíùò Ý÷ïõìå{
x(t)

y(t)

}
≈
[ −1.28078 0.78078

1 1

]{
r(t)

s(t)

}
=
{ −1.28078r(t) + 0.78078s(t)

r(t) + s(t)

}
. (12.9.46)

ÅéóÜãïíôáò êáé ôéò ëýóåéò (12.9.45), ôéò ïðïßåò Ý÷ïõìå Þäç ðñïóäéïñßóåé ãéá ôéò äýï âïçèçôéêÝò
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò r(t) êáé s(t), êáôáëÞãïõìå óôçí ôåëéêÞ ìáò ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç{

x(t)

y(t)

}
≈
{ −1.28078E1e−2.12311 t + 0.78078E2e6.12311 t

E1e−2.12311 t + E2e6.12311 t

}
. (12.9.47)

ÖõóéêÜ ç ëýóç áõôÞ ðåñéÝ÷åé êáé äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Å1 êáé Å2, åðåéäÞ Ý÷ïõìå Ýíá óýóôçìá
äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò. Ïé äýï áõôÝò óôáèåñÝò ìðïñïýí âÝâáéá
íá ðñïóäéïñéóèïýí áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò x(0) = x0 êáé y(0) = y0, åÜí áõôÝò åßíáé äéáèÝóéìåò. �

A12.10. ÓÕÃÊÑÉÓÇ ÔÙÍ ÌÅÈÏÄÙÍ ÊÁÉ ÓÕÌÐÅÑÁÓÌÁ

Óôï êåöÜëáéï áõôü áíáöåñèÞêáìå óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ìå ðÝíôå äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò. Óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ åíüôçôá
óõíïøßæïõìå ôá ðëåïíåêôÞìáôá êáé ôá ìåéïíåêôÞìáôá êáèåìéÜò áðü ôéò ðÝíôå áõôÝò ìåèüäïõò:

• ÌÝèïäïò ôçò áðáëïéöÞò: ÐëåïíåêôÞìáôá: Åßíáé áðëÞ óôç èåùñßá ôçò. ÌåéïíåêôÞìáôá:
Äåí åßíáé õðïëïãéóôéêÜ áðëÞ óôçí åöáñìïãÞ ôçò. ÃåíéêÜ ïäçãåß óå ðåñéóóüôåñåò óôáèåñÝò
áðü üóåò ðñÝðåé êáé ÷ñåéÜæåôáé ðñïóï÷Þ, þóôå íá áðáëåéöèïýí ïé ðñüóèåôåò áðü áõôÝò.

• ÌÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace: ÐëåïíåêôÞìáôá: ÁíÜãåé ôï óýóôçìá ôùí ãñáììé-
êþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. ÌåéïíåêôÞìáôá:
Ðïëý óõ÷íÜ ïé áíôéóôñïöÝò ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ðïõ ðñïêýðôïõí åßíáé õðïëïãé-
óôéêÜ äýóêïëåò. ×ñçóéìïðïéåß âïçèçôéêÞ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ s ÷ùñßò öõóéêÞ óçìáóßá.

• ÌÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò: ÐëåïíåêôÞìáôá: Åßíáé áðëÞ óôç èåùñßá ôçò.
ÌåéïíåêôÞìáôá: Åöáñìüæåôáé ìüíï óå óõóôÞìáôá ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí. Óõ÷íÜ ïäçãåß óå ìéãáäéêÝò ëýóåéò, ðïõ ðñÝðåé ìåôÜ íá ìåôáôñáðïýí óå ðñáãìáôéêÝò.

• ÌÝèïäïò ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò: ÐëåïíåêôÞìáôá: Åßíáé êé áõôÞ áðëÞ óôç
èåùñßá ôçò. Äßíåé êáé êáôåõèåßáí ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò. ÌåéïíåêôÞìáôá: Åöáñìüæåôáé êé áõôÞ
ìüíï óå óõóôÞìáôá ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Åßíáé åðßóçò áíáãêáßï íá
ìçí ðáñïõóéÜæïíôáé êáèüëïõ ïé ðáñÜãùãïé ðåñéôôÞò ôÜîåùò ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí.

• ÌÝèïäïò ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò): ÐëåïíåêôÞìáôá: Ïäçãåß óå óýóôçìá
áóýæåõêôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, äçëáäÞ óå îå÷ùñéóôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
(ìå ìßá Üãíùóôç óõíÜñôçóç) áíôß ãéá óýóôçìá óõæåõãìÝíùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Åßíáé
åöáñìüóéìç êáé óå ïìïãåíÞ êáé óå ìç ïìïãåíÞ óõóôÞìáôá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.
ÌåéïíåêôÞìáôá: Åßíáé áñêåôÜ äýóêïëç óôç èåùñßá ôçò ÷ñçóéìïðïéþíôáò óôïé÷åßá áðü ôç
ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá (éäéïôéìÝò, éäéïäéáíýóìáôá, êëð.) êáé âïçèçôéêÝò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò.

� ÓõìðÝñáóìá: Ìå âÜóç üëåò ôéò ðáñáðÜíù ðáñáôçñÞóåéò óõíéóôÜôáé óôïí Ðïëéôéêü Ìç-
÷áíéêü ãéá ôçí åðßëõóç óõóôçìÜôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óôéò Ôáëáíôþóåéò êáé óôç
ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí ç ÷ñÞóç êõñßùò (ü÷é âÝâáéá õðï÷ñåùôéêÜ) ôùí åîÞò ìåèüäùí:

• Óå ðïëõâÜèìéá ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç: (á) ôçò
ìåèüäïõ ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò Þ (â) ôçò ìåèüäïõ ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò.

• Óå ðïëõâÜèìéá ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç: (á) ôçò
ìåèüäïõ ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò Þ (â) ôçò ìåèüäïõ ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò.

• ÓåðïëõâÜèìéá ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç Þ ìå
áðüóâåóç: ôçò ìåèüäïõ ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò. ÁõôÞ åßíáé ç ìÝèïäïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé
ðéï ðïëý áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò Ôáëáíôþóåéò êáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.
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ÐÑÏÓÈÇÊÇ ÓÔÏ

Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A12
ÓÕÓÔÇÌÁÔÁ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ:

ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÉ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÇÓ ÐÑÏÓÈÇÊÇÓ

Óôçí ðñïóèÞêç áõôÞ óôï ÊåöÜëáéï Á12 åðåêôåßíïõìå ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôïõ ìå äýï áêüìç ìå-
èüäïõò ðïõ áöïñïýí óå ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá
ãåíéêåýïõìå ôéò êëáóéêÝò ìåèüäïõò (á) ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí êáé (â) ôçò ìåôáâïëÞò ôùí
ðáñáìÝôñùí áðü ìç ïìïãåíåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, üðùò ôéò ðáñïõóéÜóáìå óôéò Åíüôçôåò Á5.8
êáé Á5.9 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5 áíôßóôïé÷á, óå ìç ïìïãåíÞ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÅéäéêÜ
çìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôùíðáñáìÝôñùíáöïñÜìüíïóå ìçïìïãåíÞóõóôÞìáôáðñþôçò ôÜîåùò.

A12.11. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ ÐÑÏÓÄÉÏÑÉÓÔÅÙÍ ÓÕÍÔÅËÅÓÔÙÍ

A12.11.1. Óýíôïìç åéóáãùãÞ óôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí

Óôç óõìðëçñùìáôéêÞ áõôÞ åíüôçôá èá áíáöåñèïýìå óýíôïìá óôçí Þäç ãíùóôÞ ìáò áðü ôï
ÊåöÜëáéï Á5, Åíüôçôá Á5.8 ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí. Ç ìÝèïäïò áõôÞ áöïñÜ óå
ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìå äåîéÜ ìÝëç åéäéêþí
ìïñöþí: óõãêåêñéìÝíá ðïëõùíýìùí, åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí êáé ôñéãùíïìåôñéêþí (óõíçìéôïíé-
êþí êáé çìéôïíéêþí) óõíáñôÞóåùí, ãéíïìÝíùí ôïõò êáé áèñïéóìÜôùí ôïõò. Ï óêïðüò ôçò åßíáé
áðëÜ ï ðñïóäéïñéóìüò ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
Ôç ìÝèïäï áõôÞ ôç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå Þäç óôçí Åíüôçôá Á5.8 ãéá áðëÝò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéá-
öïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Åäþ áðëÜ óçìåéþíïõìå ôç äõíáôüôçôá ÷ñÞóåùò
ôçò ìåèüäïõ ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí óå áíôßóôïé÷á óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

Ï ôñüðïò åñãáóßáò ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí åßíáé åäþ óôá ìç ïìïãåíÞ
óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò áñêåôÜ áíÜëïãïò ìå åêåßíï óôéò
áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÄçëáäÞ ãéá Ýíá ìç ïìïãåíÝò ôÝôïéï óýóôçìá äïêéìÜæïõìå ëýóåéò ìå
ôéò áíôßóôïé÷åò ðïëõùíõìéêÝò, åêèåôéêÝò êáé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé
óôïõò ìç ïìïãåíåßò üñïõò ìå ôñüðï áñêåôÜ áíÜëïãï ìå åêåßíï ðïõ åêèÝóáìå ëåðôïìåñþò óôçí
Åíüôçôá Á5.8 ãéá ôéò áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ìå áíôéêáôÜóôáóç ìéáò ôÝôïéáò êáôÜëëçëçò
ëýóåùò óôï óýóôçìá ôùí ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñïóäéïñßæïõìå ôåëéêÜ
ôïõò óõíôåëåóôÝò óôç äïêéìáóôéêÞ ëýóç ðïõ õðïèÝôïõìå êé Ý÷ïõìå Ýôóé äéáèÝóéìç ìéá ìåñéêÞ ëýóç
ôïõ óõóôÞìáôüò ìáò. Óôç óõíÝ÷åéá, áêñéâþò üðùò êáé óôéò áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, ðñïóèÝ-
ôïõìå ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç óôç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò. Ðáßñíïõìå
Ýôóé ôç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ áñ÷éêïý ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò. Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé ôï óýóôçìá
ôùí ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåþí ìáò ðñÝðåé íá åßíáé óýóôçìá ìå óôáèåñïýò
(ü÷é ìç óôáèåñïýò) óõíôåëåóôÝò. Áò äïýìå üëç áõôÞí ôç äéáäéêáóßá ó’ Ýíá ðïëý áðëü ðáñÜäåéãìá:
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A12.11.2. ÐáñÜäåéãìá

Èåùñïýìå îáíÜ ôï ßäéï ðáñÜäåéãìá óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò ôï
ïðïßï ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé óå ðñïçãïýìåíåò åíüôçôåò: ôï óýóôçìá (12.7.35), ôï õðåíèõìßæïõìå

ẋ(t) = x(t) + 2y(t),

ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t),
(12.11.1)

áëëÜ ôþñá óå ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ. ÓõãêåêñéìÝíá èåùñïýìå ôï ó÷åôéêü ìç ïìïãåíÝò óýóôçìá

ẋ(t) = x(t) + 2y(t) + e2t,

ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t) − 5e−3t.
(12.11.2)

Ïé üñïé e2t óôçí ðñþôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé −5e−3t óôç äåýôåñç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç åßíáé áõôïß ðïõ êáèéóôïýí ôï íÝï ìáò óýóôçìá (12.11.2) ìç ïìïãåíÝò êáé öõóéêÜ áñêåôÜ
ðéï äýóêïëï óôçí åðßëõóÞ ôïõ áðü ôï áñ÷éêü ïìïãåíÝò óýóôçìá (12.11.1). Áóöáëþò ôï óýóôçìá
áõôü (12.11.2) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí éóïäýíáìç ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ôïõ (ìïñöÞ ìå ìçôñþá){

ẋ(t)

ẏ(t)

}
=
[

1 2

4 3

]{
x(t)

y(t)

}
+
{

e2t

−5e−3t

}
. (12.11.3)

Ìðïñåß åðßóçò íá ãñáöåß êáé óôçí áêüìç ðéï óõíåðôõãìÝíç ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ôïõ

dX(t)
dt

= AX(t) + B(t) (12.11.4)

ìå

X(t) =
{

x(t)

y(t)

}
, A =

[
1 2

4 3

]
êáé B(t) =

{
e2t

−5e−3t

}
. (12.11.5)

Ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ ðéï ðÜíù áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (12.11.1) ìáò åßíáé Þäç ãíùóôÞ áðü ôéò ó÷Ýóåéò (12.5.21),
(12.6.31), (12.7.36) êáé (12.7.50). Åäþ õðïèÝôïõìå üôé ôçí Ý÷ïõìå ðñïóäéïñßóåé ìå ôç ìÝèïäï ôçò
åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ôçò Åíüôçôáò Á12.7. Õðåíèõìßæïõìå ôç ëýóç áõôÞ

xh(t) = E1e−t + E2e5t,

yh(t) = −E1e−t + 2E2e5t
(12.11.6)

ôïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò (12.11.1). Åäþ ï äåßêôçò h ìáò õðåíèõìßæåé üôé áíáöåñüìáóôå óôï
ó÷åôéêü ïìïãåíÝò óýóôçìá (12.11.1) êáé ôïí ðñïóèÝóáìå åðßôçäåò ãéá íá ìçí ôï îå÷íÜìå áõôü.

Ôþñá èõìüìáóôå üôé óôéò áðëÝò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
åîéóþóåùò óõí ìéá ïðïéáäÞðïôå ìåñéêÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò. Ðñüêåéôáé ãéá
ôï äåýôåñï èåþñçìá óôçí Åíüôçôá Á5.7 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5. Ôï èåþñçìá áõôü ãåíéêåýåôáé êáé óå
ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá êé åäþ éó÷ýåé üôé ç ãåíéêÞ
ëýóç ôïõ ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ
ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò óõí ìéá ïðïéáäÞðïôå ìåñéêÞ ëýóç ôïõ ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò.

Óôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò (12.11.1) ìáò åßíáé ãíùóôÞ
êáé ôçí áíáöÝñáìå óôéò áìÝóùò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò (12.11.6). ¢ñá ôï êáèÞêïí ìáò ó’ áõôü åäþ
ôï ðáñÜäåéãìá ðåñéïñßæåôáé áðëÜ óôï íá âñïýìå êáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôïõ áñ÷éêïý ìç ïìïãåíïýò
óõóôÞìáôïò (12.11.2). Ôüôå, ðñïóèÝôïíôáò ôéò äýï áõôÝò ëýóåéò, èá Ý÷ïõìå äéáèÝóéìç ôç ãåíéêÞ
ëýóç ôïõ ßäéïõ ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò (12.11.2). Óôç äïõëåéÜ ìáò áõôÞ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
öõóéêÜ åäþ ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí. (Ó’ áõôÞí áöïñÜ Üëëùóôå ç ðáñïýóá
åíüôçôá!) Ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï áõôÞ, åðåéäÞ ïé ìç ïìïãåíåßò üñïé äåîéÜ óôï
ìç ïìïãåíÝò óýóôçìá (12.11.2) åßíáé åêèåôéêïß üñïé. ÅðéðëÝïí ïé åêèåôéêïß áõôïß üñïé äå ó÷åôßæïíôáé
ìå ôïõò åêèåôéêïýò üñïõò óôç ãåíéêÞ ëýóç (12.11.6) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò.
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Áò îåêéíÞóïõìå ëïéðüí áðü ôçí ðñþôç åîßóùóç ôïõ ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (12.11.2). Åêåß äåîéÜ Ý÷ïõìå ôïí åêèåôéêü üñï e2t.
Ãéá íá «áíôéìåôùðßóïõìå» áõôüí ôïí üñï e2t óôç ìåñéêÞ ëýóç xp(t) êáé yp(t) ðïõ áíáæçôïýìå èá
èåùñÞóïõìå ó’ áõôÞí áíôßóôïé÷ïõò üñïõò

xp1(t) = Ae2t êáé yp1(t) = Ce2t (12.11.7)

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò A êáé C ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôïõò: åßíáé ðñïóäéïñéóôÝïé óõíôåëåóôÝò. Áò
ìçí îå÷íÜìå üôé óôçí ðñþôç áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ óõóôÞìáôïò (12.11.2) ðáñïõóéÜæïíôáé
êáé ïé äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò x(t) êáé y(t). ÅðïìÝíùò ðïëý êáëÜ êÜíáìå êáé áíáöåñèÞêáìå êáé
óôéò äõï ôïõò óôç äïêéìáóôéêÞ ëýóç (12.11.7) áìÝóùò ðéï ðÜíù.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ üìùò óôç äåýôåñç åîßóùóç ôïõ ßäéïõ ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò (12.11.2)
Ý÷ïõìå êé Ýíá äéáöïñåôéêü åêèåôéêü üñï: ôïí åêèåôéêü üñï ìå ðáñÜãïíôá e−3t. Ìå ôïí ßäéï áêñéâþò
ôñüðï óêÝøåùò õðïèÝôïõìå êáé ãé’ áõôüí áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç

xp2(t) = Be−3t êáé yp2(t) = De−3t (12.11.8)

ðÜëé ìå ôïõò äýï êáéíïýñãéïõò óõíôåëåóôÝò B êáé D ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò.

ÊáôÜ óõíÝðåéá ôåëéêÜ ç ìåñéêÞ ëýóç xp(t) êáé yp(t) ðïõ èá äïêéìÜóïõìå óôï ðáñÜäåéãìá áõôü
èá ðñÝðåé íá åßíáé ôçò ìïñöÞò

xp(t) = xp1(t) + xp2(t) = Ae2t + Be−3t êáé yp(t) = yp1(t) + yp2(t) = Ce2t + De−3t. (12.11.9)

Ç ëýóç áõôÞ ðåñéÝ÷åé óõíïëéêÜ ôÝóóåñéò ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò: ôïõò A, B, C êáé D.

ÁñêåôÜ óêåöèÞêáìå þò åäþ êáé óõíåéäçôïðïéÞóáìå ôé áêñéâþò êÜíïõìå. Åßìáóôå ôþñá Ýôïéìïé
ãéá äïõëåéÜ, äçëáäÞ ãéá ôïí áëçèéíü ðñïóäéïñéóìü ôùí ôåóóÜñùí áõôþíðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëå-
óôþí A, B, C êáéD. Ðñüêåéôáé ãéá äïõëåéÜ ñïõôßíáò, áëëÜ ðÜíôùò äïõëåéÜ. Áò îåêéíÞóïõìå ëïéðüí!
Êáôáñ÷Þí ðáñáãùãßæïõìå ôç ìåñéêÞ ëýóç (12.11.9) ðïõ óùóôÜ õðïèÝóáìå âñßóêïíôáò åýêïëá

ẋp(t) = 2Ae2t − 3Be−3t êáé ẏp(t) = 2Ce2t − 3De−3t. (12.11.10)

Óôç óõíÝ÷åéá áðëÜ áíôéêáèéóôïýìå ôç ìåñéêÞ ëýóç (12.11.9) ðïõ äïêéìÜæïõìå óôéò äýï äéáöï-
ñéêÝò åîéóþóåéò ôïõ ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (12.11.2) ðïõ ëýíïõìå. Ðñïêýðôåé üôé

2Ae2t − 3Be−3t = Ae2t + Be−3t + 2Ce2t + 2De−3t + e2t,

2Ce2t − 3De−3t = 4Ae2t + 4Be−3t + 3Ce2t + 3De−3t − 5e−3t
(12.11.11)

êáé ìå áðëïðïßçóç
(A − 2C − 1)e2t − 2(2B + D)e−3t = 0,

(4A + C)e2t + (4B + 6D − 5)e−3t = 0.
(12.11.12)

¼ìùò ïé äýï åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò e2t êáé e−3t åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. (Áõôü äéáðé-
óôþíåôáé åýêïëá åßôå Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò äýï óõíáñôÞóåùí åßôå
êáëýôåñá ìå ÷ñÞóç ïñßæïõóáò Wronski.) ¢ñá ðñÝðåé ïé óõíôåëåóôÝò ôïõò êáé óôéò äýï áõôÝò åîé-
óþóåéò íá åßíáé ßóïé ìå ôï ìçäÝí. ¸ôóé ìüíï èá éó÷ýïõí ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (12.11.2) ãéá êÜèå
ôéìÞ ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò t. Ìå ìçäåíéóìü ôùí äýï óõíôåëåóôþí ôïõ üñïõ e2t ðñïêýðôåé

A − 2C − 1 = 0 êáé 4A + C = 0, ïðüôå Á = 1
9

êáé C = − 4
9
. (12.11.13)

Áðüëõôá áíÜëïãá ìå ìçäåíéóìü ôùí äýï óõíôåëåóôþí ôïõ üñïõ e−3t ðáßñíïõìå

2B + D = 0 êáé 4B + 6D − 5 = 0, ïðüôå B = − 5
8

êáé D = 5
4
. (12.11.14)
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ÅðïìÝíùò Ý÷ïõí ðñïóäéïñéóèåß ðëÞñùò êáé ïé ôÝóóåñéò áñ÷éêÜ ðñïóäéïñéóôÝïé êáé ôþñá ðéá
ðñïóäéïñéóìÝíïé óõíôåëåóôÝòÁ, Â, C êáéDóôç ìåñéêÞ ëýóç (12.11.9) ðïõ äïêéìÜóáìå. ¢ñá ç ìåñéêÞ
áõôÞ ëýóç ôïõ ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (12.11.2) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

xp(t) = 1
9
e2t − 5

8
e−3t,

yp(t) = − 4
9
e2t + 5

4
e−3t.

(12.11.15)

Ôþñá ôåëéêÜ ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ áñ÷éêïý ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí (12.11.2) èá åßíáé ßóç ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (12.11.6) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò
(12.11.1) óõí ôç ìåñéêÞ ëýóç (12.11.15) ôïõ ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò (12.11.2). ¸ôóé èá Ý÷ïõìå

xg(t) = xh(t) + xp(t) = E1e−t + E2e5t + 1
9
e2t − 5

8
e−3t,

yg(t) = yh(t) + yp(t) = −E1e−t + 2E2e5t − 4
9
e2t + 5

4
e−3t.

(12.11.16)

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé áí óôç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (12.11.2) åß÷áìå ôïí ßäéï åêèåôéêü
üñï e2t üðùò êáé óôçí ðñþôç áíôß ãéá ôïí åíôåëþò äéáöïñåôéêü åêèåôéêü üñï e−3t, ôüôå ç ëýóç
ðïõ èá äïêéìÜæáìå èá Þôáí áðëÜ ôçò ìïñöÞò (12.11.7) ìå äýï ìüíï óõíôåëåóôÝò: ôïõò Á êáé C.

A12.11.3. Ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç

Óõìðëçñþíïõìå ôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá ìå ìéá ðáñáôÞñçóç ðïõ áöïñÜ óå ìéá åíäéáöÝñïõóá
åéäéêÞ ðåñßðôùóç. Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå äåîéÜ ôïí åêèåôéêü üñï e−t, ï ïðïßïò
ðáñïõóéÜæåôáé óôç ãåíéêÞ ëýóç (12.11.6) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò. Ôüôå ç ìÝèïäïò
ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí ÷ñåéÜæåôáé åéäéêÞ ôñïðïðïßçóç. ÁõôÞ áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôçò
áíôßóôïé÷çò ôñïðïðïéÞóåùò ðïõ êÜíáìå óôéò áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ôçí ßäéá ìÝèïäï.

Ãéá íá ãßíïõìå ëßãï ðéï óõãêåêñéìÝíïé èåùñïýìå åäþ óáí Ýíá ðñüóèåôï ðáñÜäåéãìá ôï áðëü
ìç ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

ẋ(t) = x(t) + 2y(t) + e−t,

ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t).
(12.11.17)

¼ìùò áõôü Ý÷åé ôï ßäéï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá (12.11.1) ìå ëýóç (ôïõ ïìïãå-
íïýò óõóôÞìáôïò) ôçí (12.11.6). Åäþ ðáñáôçñïýìå ôçí ðáñïõóßá ôïõ åêèåôéêïý üñïõ e−t óôçí
ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óáí ìç ïìïãåíïýò üñïõ. ÁëëÜ ï ßäéïò åêèåôéêüò üñïò ðáñïõóéÜæåôáé
êáé óôç ãåíéêÞ ëýóç (12.11.6) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò. Ãéá ôï ëüãï áõôü åßìáóôå
áíáãêáóìÝíïé íá õðïèÝóïõìå åäþ ìåñéêÞ ëýóç ôïõ ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò ôçò åéäéêÞò ìïñöÞò

xp(t) = (At + B)e−t êáé yp(t) = (Ct + D)e−t. (12.11.18)

ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå êáé üñïõò ðïëëáðëáóéáóìÝíïõò åðß t óáí íá åß÷áìå Ýíá åßäïò «óõíôïíéóìïý».

Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôçò ìåñéêÞò áõôÞò ëýóåùò óôï ìç ïìïãåíÝò óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí (12.11.17) ðñïêýðôïõí ïé ó÷åôéêÝò ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò ùò ðñïò ôïõò ðñïó-
äéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò A, B, C êáéD. ËýíïíôÜò ôéò êáé ðáßñíïíôáòD = 0 (åðéôñÝðåôáé åäþ áõôü)
ðñïêýðôåé ç ëýóç

A = 2
3
, B = − 1

6
, C = − 2

3
êáé D = 0 (12.11.19)

ãéá ôïõò ôÝóóåñéò ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò A, B, C êáé D. Ìå âÜóç ôïýôç ôç ëýóç ãéá ôïõò
ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò ç ìåñéêÞ ëýóç xp(t) êáé yp(t) ðïõ áíáæçôïýìå èá åßíáé ç áêüëïõèç:

xp(t) = 1
6
(4t − 1)e−t êáé yp(t) = − 2

3
te−t . (12.11.20)

Ìðïñïýìå ìÜëéóôá íá åðáëçèåýóïõìå ðïëý åýêïëá ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç (êé Ýãéíå ç åðáëÞèåõóç!).
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A12.11.4. ÐáñáôçñÞóåéò ðÜíù óôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí

Ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí åßíáé åöáñìüóéìç óå óõíäõáóìü ìå ôç ìÝèïäï
ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (Åíüôçôá Á12.7) êáèþò êáé ôç ìÝèïäï ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôé-
êáôáóôÜóåùò (Åíüôçôá Á12.8). ÁõôÝò åßíáé ðïõ äåí åßíáé åöáñìüóéìåò óå ìç ïìïãåíÞ óõóôÞìáôá
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Áíôßèåôá ïé ìÝèïäïé ôçò áðáëïéöÞò (Åíüôçôá Á12.5), ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Laplace (Åíüôçôá Á12.6) êáé ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò Þ áðïóõæåýîåùò (Åíüôçôá Á12.9)
åßíáé åöáñìüóéìåò ôüóï óå ïìïãåíÞ üóï êáé óå ìç ïìïãåíÞ óõóôÞìáôá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí. Êé üìùò ïé ìÝèïäïé ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (Åíüôçôá Á12.7) êáé ôçò ôñéãùíïìå-
ôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (Åíüôçôá Á12.8) åßíáé ðïëý åý÷ñçóôåò óôçí ðñÜîç ôüóï áðü èåùñçôéêÞò
üóï êáé áðü ðñáêôéêÞò áðüøåùò êáé èá Þôáí Üäéêï íá ôéò áðïññßðôïõìå óå êÜèå ðåñßðôùóç ìç
ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò. Åõôõ÷þò, óõìðëçñþíïíôÜò ôéò ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôå-
ëåóôþí (üóåò öïñÝò áõôÞ åßíáé åöáñìüóéìç: äåí åßíáé ðÜíôá êáé óßãïõñá äåí åßíáé åöáñìüóéìç ãéá
áõèáßñåôïõò ìç ïìïãåíåßò üñïõò), ìðïñïýìå íá ôéò åöáñìüæïõìå êáé óå ìç ïìïãåíÞ óõóôÞìáôá.

Ðéï ðÜíù ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí óå Ýíá ðáñÜäåéãìá
ôï ïðïßï áöïñïýóå óå ìç ïìïãåíÝò óýóôçìá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò.
Óôçí ðñïóèÞêç ôïõ åðüìåíïõ Êåöáëáßïõ Á13 èá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé óå Ýíá ðéï åíäéáöÝñïí
óýóôçìá äåõôÝñáò ôÜîåùò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý: óå êôßñéï óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.

ÖõóéêÜ, åðáíáëáìâÜíïõìå ðùò ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí åßíáé åöáñìü-
óéìç óå ìç ïìïãåíÞ óõóôÞìáôá ìå ìç ïìïãåíåßò üñïõò åéäéêþí ìïñöþí: åêèåôéêþí, óõíçìéôïíéêþí
êáé çìéôïíéêþí êáé ðïëõùíõìéêþí êáèþò êáé óõíäõáóìþí ôïõò: áèñïéóìÜôùí ôïõò, ãéíïìÝíùí
ôïõò êáé áèñïéóìÜôùí ãéíïìÝíùí ôïõò. Óå ãåíéêüôåñåò ðåñéðôþóåéò ìç ïìïãåíþí üñùí äå ìðï-
ñåß íá åöáñìïóèåß. ÅÜí üìùò ôï ìç ïìïãåíÝò óýóôçìá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åßíáé
ðñþôçò ôÜîåùò, ôüôå ìðïñåß íá åöáñìïóèåß ç ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. ÁõôÞí
ôçí ðåñéãñÜöïõìå óýíôïìá óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Á12.12. ÖõóéêÜ ìðïñïýí íá åöáñìïóèïýí
êáé ïé ìÝèïäïé ôçò áðáëïéöÞò (Åíüôçôá Á12.5), ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (Åíüôçôá Á12.6) êáé
ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò Þ áðïóõæåýîåùò (Åíüôçôá Á12.9). Áðü áõôÝò óõíéóôþíôáé êáé ðñáãìá-
ôéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé áðü ôïíÐïëéôéêüÌç÷áíéêü óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí ìüíï ïé ìÝèïäïé
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò. ¼ìùò ç ìÝèïäïò ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò,
ðïõ åßíáé ðïëý äçìïöéëÞò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, áðáéôåß êáôÜëëçëç ãåíßêåõóÞ
ôçò. ÁõôÞ èá ðáñïõóéáóèåß ìå ëåðôïìÝñåéåò óôçí Åíüôçôá Á13.4 ôïõ åðüìåíïõ Êåöáëáßïõ Á13.

A12.12. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÌÅÔÁÂÏËÇÓ ÔÙÍ ÐÁÑÁÌÅÔÑÙÍ

A12.12.1. ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí

Óôçí åíüôçôá áõôÞ ãåíéêåýïõìå óýíôïìá ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí, ôçí
ïðïßá Ý÷ïõìå åêèÝóåé ëåðôïìåñþò óôçí ÅíüôçôáÁ5.9 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5 ãéá ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ç ãåíßêåõóç åäþ áöïñÜ óå ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò, üðùò åßíáé ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

ẋ1(t) = a11(t)x1(t) + a12(t)x2(t) + b1(t),

ẋ2(t) = a21(t)x1(t) + a22(t)x2(t) + b2(t).
(12.12.1)

Óôï óýóôçìá áõôü ãíùóôÝò åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò a11(t), a12(t), a21(t) êáé a22(t) êáé åðßóçò ïé óõíáñ-
ôÞóåéò b1(t) êáé b2(t). ¢ãíùóôåò åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò x1(t) êáé x2(t) ìå ôéò ðáñáãþãïõò ôïõò óôï
áñéóôåñü ìÝëïò. ÐÜñá ðïëý óõ÷íÜ ïé ôÝóóåñéò óõíáñôÞóåéò aij(t) åßíáé áðëÜ óôáèåñÝò aij. ÖõóéêÜ
ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ãñÜöåôáé êáé óôçí áíôßóôïé÷ç ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ôïõ
(ìïñöÞ ìå ìçôñþá)

dX(t)
dt

= A(t)X(t) + B(t), (12.12.2)



6 (ÊåöÜëáéï A12: ÐñïóèÞêç) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓÓÕÍÇÈÅÉÓÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁÐÏËÉÔÉÊÏÕÓÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

üðïõ

X(t) =
{

x1(t)

x2(t)

}
, A(t) =

[
a11(t) a12(t)

a21(t) a22(t)

]
êáé B(t) =

{
b1(t)

b2(t)

}
. (12.12.3)

Ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí óôï ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíÝò
ãñáììéêü óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí õðïèÝôïõìå üôé ãíùñßæïõìå Þäç äýï ìåñéêÝò ëýóåéò

X1(t) =
{

x11(t)

x21(t)

}
êáé X2(t) =

{
x12(t)

x22(t)

}
(12.12.4)

ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (ìå B(t) = 0)

dX(t)
dt

= A(t)X(t). (12.12.5)
ÅðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå

dX1(t)
dt

= A(t)X1(t) êáé
dX2(t)
dt

= A(t)X2(t). (12.12.6)

Ôüôå ôï äéÜíõóìá óõíáñôÞóåùí

Xh(t) = C1X1(t) + C2X2(t) (12.12.7)

(ìå ôá C1 êáé C2 áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò (12.12.5).

ÖõóéêÜ ç ßäéá ëýóç ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óå áðüëõôá éóïäýíáìç ìç ìçôñùéêÞ (÷ùñßò ìçôñþá)
ìïñöÞ ùò åîÞò:

xh1(t) = C1x11(t) + C2x12(t),

xh2(t) = C1x21(t) + C2x22(t).
(12.12.8)

ÁõôÞ üìùò ç ìç ìçôñùéêÞ ìïñöÞ äå ìáò äéåõêïëýíåé åäþ, åðåéäÞ åéóÜãåé ðåñéóóüôåñá óýìâïëá
óôïõò õðïëïãéóìïýò. ¸ôóé ðñïôéìÞóáìå ôç ìçôñùéêÞ ìïñöÞ (12.12.7) ôçò ãåíéêÞò áõôÞò ëýóåùò.

Åñãáæüìáóôå ôþñá åíôåëþò áíÜëïãá ìå ôç èåùñßá ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝ-
ôñùí ãéá áðëÝò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óôçí ÅíüôçôáÁ5.9 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5.
ÕðïèÝôïõìå êé åäþ üôé ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò (12.12.2) ìðïñåß íá ðñïêýøåé
áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç (12.12.7) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò (12.12.5) (ìå B(t) = 0) áðëÜ
èåùñþíôáò üôé ïé óôáèåñÝò (ïé ðáñÜìåôñïé) C1 êáé C2 ãßíïíôáé ôþñá ìåôáâëçôÝò C1(t) êáé C2(t)
áíôßóôïé÷á. Ãéá ôï ëüãï áõôü ìéëÜìå ãéá ìÝèïäï ìåôáâïëÞò ôùíðáñáìÝôñùí. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï
óêÝøåùò äå÷üìáóôå ôç ãåíéêÞ ëýóç Xg(t) ôïõ ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò (12.12.2) óôç ìïñöÞ

Xg(t) = C1(t)X1(t) + C2(t)X2(t). (12.12.9)

¸÷ïíôáò ëïéðüí ðñïò ðñïóäéïñéóìü ôéò äýï óõíáñôÞóåéò C1(t) êáé C2(t), åëðßæïõìå íá ìðïñÝóïõìå
íá ôéò õðïëïãßóïõìå ìå ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå íá åðáëçèåýåôáé ôï ìç ïìïãåíÝò óýóôçìá (12.12.2).

Åêôåëïýìå ôþñá ôïõò ó÷åôéêïýò õðïëïãéóìïýò. Ðáñáãùãßæïõìå ìå ôïõò ãíùóôïýò êáíüíåò
ðáñáãùãßóåùò (ãéíïìÝíïõ êáé áèñïßóìáôïò) ôç ãåíéêÞ ëýóç Xg(t), ôçí ïðïßá õðïèÝóáìå óôçí ðéï
ðÜíù ó÷Ýóç (12.12.9). ¸ôóé âñßóêïõìå åýêïëá üôé

dXg(t)

dt
= dC1(t)

dt
X1(t) + C1(t)

dX1(t)
dt

+ dC2(t)
dt

X2(t) + C2(t)
dX2(t)
dt

. (12.12.10)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôç ãåíéêÞ ëýóç Xg(t) ðïõ õðïèÝóáìå óôç ó÷Ýóç (12.12.9) êáé ôçí ðñþôç
ðáñÜãùãü ôçò dXg(t)/dt ðïõ õðïëïãßóáìå óôç ó÷Ýóç (12.12.10) óôï áñ÷éêü ìç ïìïãåíÝò ãñáììéêü
óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.12.2). Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé üôé

dC1(t)
dt

X1(t)+C1(t)
dX1(t)
dt

+dC2(t)
dt

X2(t)+C2(t)
dX2(t)
dt

= A(t) [C1(t)X1(t) + C2(t)X2(t)]+B(t). (12.12.11)
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Åîáéôßáò üìùò ôïõ ãåãïíüôïò üôé ïé óõíáñôÞóåéò X1(t) êáé X2(t) åßíáé ëýóåéò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ
ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò (12.12.5), äçëáäÞ éó÷ýïõí ãé’ áõôÝò ïé äýï ó÷Ýóåéò (12.12.6), ç ðéï ðÜíù
åîßóùóç (12.12.11) áðëïðïéåßôáé áìÝóùò ðáßñíïíôáò ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ

Ċ1(t)X1(t) + Ċ2(t)X2(t) = B(t) ìå Ċ1(t) ≡ dC1(t)
dt

êáé Ċ2(t) ≡ dC2(t)
dt

. (12.12.12)

Ðáßñíïíôáò õðüøç êáé ôéò ó÷Ýóåéò (12.12.4), îáíáãñÜöïõìå ôçí ðéï ðÜíù åîßóùóç óôç ìïñöÞ

Ċ1(t)

{
x11(t)

x21(t)

}
+ Ċ2(t)

{
x12(t)

x22(t)

}
=
{

b1(t)

b2(t)

}
(12.12.13)

êáé ôåëéêÜ óôç ìïñöÞ
x11(t)Ċ1(t) + x12(t)Ċ2(t) = b1(t),

x21(t)Ċ1(t) + x22(t)Ċ2(t) = b2(t).
(12.12.14)

Ðñüêåéôáé åðïìÝíùò ãéá Ýíá óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ùò ðñïò ôéò äýï
ðáñáãþãïõò Ċ1(t) êáé Ċ2(t) ôùí äýï Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí C1(t) êáé C2(t) óôç ìÝèïäï ôçò ìåôá-
âïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. ÕðïèÝôïõìå ôç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá W(t) äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò, äçëáäÞ üôé

W(t) ≡ W[X1,X2] =
∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t)

x21(t) x22(t)

∣∣∣∣∣ �= 0 (12.12.15)

ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò t óôï äéÜóôçìá c ≤ t ≤ d ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. ¸ôóé ôï
ðáñáðÜíù óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.12.14) èá Ý÷åé ìßá ìüíï ëýóç

Ċ1(t) = f1(t) êáé Ċ2(t) = f2(t) (12.12.16)

ìå ôéò äýï óõíáñôÞóåéò f1(t) êáé f2(t) óôá äåîéÜ ìÝëç ãíùóôÝò: ðñïêýðôïõí áðü ôç ó÷åôéêÞ åðßëõóç.

➤ ÐáñáôÞñçóç A12.1: Ç ðáñáðÜíù ïñßæïõóá W(t) ìå óôÞëåò ôéò äýï ëýóåéò X1(t) êáé X2(t)
óôéò ó÷Ýóåéò (12.12.4) ôïõ ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (12.12.5) êáëåßôáé ïñßæïõóá Wronski,
áêñéâþò üðùò êáé óôéò áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò: Åíüôçôá Á5.2 óôï ÊåöÜëáéï Á5. (Åäþ üìùò
äåí ðåñéÝ÷åé êáèüëïõ ðáñáãþãïõò áíôßèåôá ìå ôéò áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.) Áðïäåéêíýåôáé
üôé ï ìç ìçäåíéóìüò ôçò åßíáé ç áíáãêáßá êáé éêáíÞ óõíèÞêç ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò áõôþí ôùí
äýï ëýóåùí X1(t) êáé X2(t) áíÜëïãá ìå ôéò áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÅðéðëÝïí ï ìç ìçäåíéóìüò
ôçò ïñßæïõóáò Wronski, W(t) �= 0, åîáóöáëßæåé ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç Xh(t) ôïõ ïìïãåíïýò ãñáììéêïý
óõóôÞìáôïò óôç ó÷Ýóç (12.12.7) ôç äõíáôüôçôá ðëçñþóåùò ïðïéùíäÞðïôå áñ÷éêþí óõíèçêþí

Xh(t0) = X0 Þ éóïäýíáìá xh1(t0) = x10 êáé xh2(t0) = x20 (12.12.17)

ãéá t = t0. Áõôü ìðïñåß íá äéáðéóôùèåß ðïëý åýêïëá áðü ôçí ïñßæïõóá ôïõ ó÷åôéêïý óõóôÞìáôïò
ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå áãíþóôïõò ôéò äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò C1 êáé C2 óôç ãåíéêÞ
ëýóç (12.12.8) ôïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò. Ðáñáôçñïýìå üôé áõôÞ ç ïñßæïõóáóõìðßðôåé áðüëõôá
ìå ôçí ïñßæïõóá W(t) óôç ó÷Ýóç (12.12.15) ôþñá óôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí.

Ïëïêëçñþíïíôáò ôþñá ôéò ó÷Ýóåéò (12.12.16) ùò ðñïò t, ðáßñíïõìå ôéò ôåëéêÝò åêöñÜóåéò ôùí
óõíáñôÞóåùí C1(t) êáé C2(t)

C1(t) =
∫

f1(t) dt + D1 êáé C2(t) =
∫

f2(t) dt + D2 (12.12.18)

ìå D1 êáé D2 ôéò äýï ó÷åôéêÝò óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò. (Óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå åðßóçò ïñéóìÝíá
áíôß áüñéóôá ïëïêëçñþìáôá.) Óõíåðþò ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (12.12.9) Ý÷ïõìå ôçí ôåëéêÞ ëýóç ôïõ
óõóôÞìáôüò ìáò: ôç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ Xg(t). Óçìåéþíïõìå ðùò åÜí ôý÷åé êáé îå÷Üóïõìå ôéò äýï
óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò D1 êáé D2, å äå ÷Üëáóå êáé ï êüóìïò. ÁðëÜ ôüôå ðáßñíïõìå ìéá ìåñéêÞ
ëýóç Xp(t) ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò áíôß ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ Xg(t). ÐñïóèÝôïíôáò üìùò óôç ìåñéêÞ
áõôÞ ëýóçXp(t) ôç ãåíéêÞ ëýóçXh(t) ôïõáíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò ãñáììéêïýóõóôÞìáôïòðïõ äßíåôáé
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óôç ó÷Ýóç (12.12.7) (åäþ êáëýôåñá ìå D1 êáé D2 áíôß C1 êáé C2 áíôßóôïé÷á), êáôáëÞãïõìå óôçí ßäéá
ãåíéêÞ ëýóç Xg(t) ôïõ ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò. Ôåëåéþíïõìå ìå äõï áðëÝò ðáñáôçñÞóåéò:

➤ ÐáñáôÞñçóç A12.2: Åäþ óôá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äå
÷ñåéÜæåôáé íá åéóáãÜãïõìå êáìßá áõèáßñåôç åîßóùóç ãéá ôéò ðáñáãþãïõò Ċ1(t) êáé Ċ2(t). Áíôßèåôá
óôéò áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ÷ñåéáæüôáí. ¢ñá åäþ ï ôñüðïò åñãáóßáò åßíáé áðëïýóôåñïò.

➤ ÐáñáôÞñçóç A12.3: Ç ðáñïýóá ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí éó÷ýåé ìüíï ãéá
ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò êáé ü÷é ãéá ãåíéêüôåñá
óõóôÞìáôá. Áíôßèåôá óôéò áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ç ìÝèïäïò åßíáé åöáñìüóéìç ãéá êÜèå ôÜîç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ¢ñá óå äõíáìéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ìå ôçí éó÷ý
ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá, ðïõ ïäçãåß óå óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò
ôÜîåùò, ç ðáñïýóá ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí êáôáñ÷Þí äå ìðïñåß íá åöáñìïóèåß.

A12.12.2. ÐáñÜäåéãìá

Óáí Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá ôçò ðáñïýóáò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí èåùñïýìå
ôï ßäéï áêñéâþò ðáñÜäåéãìáðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôç ìÝèïäï ôùíðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí,
äçëáäÞ ôï ìç ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (12.11.2). Ôï åðáíáëáìâÜ-
íïõìå, åäþ êáëýôåñá ìå x1(t) êáé x2(t) áíôß ãéá x(t) êáé y(t) áíôßóôïé÷á óáí Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò

ẋ1(t) = x1(t) + 2x2(t) + e2t,

ẋ2(t) = 4x1(t) + 3x2(t) − 5e−3t.
(12.12.19)

Ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá Ý÷åé ëýóç ôç (12.11.6). Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êé áõôÞ

xh1(t) = E1e−t + E2e5t,

xh2(t) = −E1e−t + 2E2e5t.
(12.12.20)

ÅðïìÝíùò åäþ ôï ìçôñþï A(t) åßíáé óôáèåñü êáé ßóï ìå A üðùò óôç äåýôåñç ó÷Ýóç (12.11.5).
Åðßóçò ôï äéÜíõóìá óôÞëçò B(t) åßíáé ìç óôáèåñü êáé üðùò óôçí ôñßôç ó÷Ýóç (12.11.5). Ôþñá áðü
ôç ãåíéêÞ ëýóç (12.12.20) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ðáñáôçñïýìå üôé

x11(t) = e−t, x12(t) = e5t, x21(t) = −e−t, x22(t) = 2e5t. (12.12.21)

¢ñá ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.12.14) ùò ðñïò ôéò äýï Üãíù-
óôåò ðáñáãþãïõò Ċ1(t) êáé Ċ2(t), óôï ïðïßï êáôáëÞãïõìå (áò ìçí åðáíáëÜâïõìå ôïõò ó÷åôéêïýò
õðïëïãéóìïýò åéäéêÜ ãéá ôï ðáñüí ðáñÜäåéãìá, ôïõò êáôáíïÞóáìå Þäç!), ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

e−tĊ1(t) + e5tĊ2(t) = e2t,

−e−tĊ1(t) + 2e5tĊ2(t) = −5e−3t.
(12.12.22)

Ç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá Wronski W(t) ðñïêýðôåé üôé åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå

W(t) =
∣∣∣∣∣

e−t e5t

−e−t 2e5t

∣∣∣∣∣ = 2e−te5t − ( − e−t)e5t = 2e4t + e4t = 3e4t �= 0. (12.12.23)

Ëýíïíôáò ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (12.12.22), âñßóêïõìå ôç ëýóç

Ċ1(t) = 2
3
e3t + 5

3
e−2t êáé Ċ2(t) = − 5

3
e−8t + 1

3
e−3t. (12.12.24)

Óôç óõíÝ÷åéá ïëïêëçñþíïõìå ùò ðñïò t ÷ùñßò üìùò íá ðáñáëåßøïõìå íá åéóáãÜãïõìå êáé ôéò
äýï óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò E1 êáé E2. ¸ôóé âñßóêïõìå êáé ôéò ßäéåò ôéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò:

C1(t) = 2
9
e3t − 5

6
e−2t + E1 êáé C2(t) = 5

24
e−8t − 1

9
e−3t + E2. (12.12.25)

Ìå åéóáãùãÞ ôïõò óôç ó÷Ýóç (12.12.9) ðñïêýðôåé ç ãåíéêÞ ëýóç (12.11.16) ôïõ ìç ïìïãåíïýò óõ-
óôÞìáôïò üðùò êáé ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí åäþ üìùò ìå ðéï ðïëý êüðï.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A13
ÓÕÓÔÇÌÁÔÁ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ:

ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Ó’ áõôü ôï ÊåöÜëáéï Á13 èá åöáñìüóïõìå ôéò ãíþóåéò ðïõ áðïêôÞóáìå óôï ðñïçãïýìåíï Êå-
öÜëáéï Á12 ãéá ôá óõóôÞìáôá ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò
óå ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÓõãêåêñéìÝíá ðñþôá--ðñþôá èá êáôáóôñþóïõìå ôï
óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ áöïñÜ óå Ýíá áðëü äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óý-
óôçìá äýï õëéêþí óçìåßùí êáé äýï åëáôçñßùí: äéâÜèìéïò ôáëáíôùôÞò. Óôç óõíÝ÷åéá èá êÜíïõìå
áêñéâþò ôï ßäéï êáé ãéá Ýíá äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò (üìùò ìå áñêåôÝò ðáñáäï÷Ýò).
Èá äéáðéóôþóïõìå ìå êÜðïéá ìéêñÞ Ýêðëçîç üôé ôá äýï áõôÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
óõìðßðôïõí áðüëõôá, áí êáé áíáöÝñïíôáé óå åíôåëþò äéáöïñåôéêÜ äéâÜèìéá ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá.

Ôï åðüìåíï âÞìá ìáò èá åßíáé íá ó÷çìáôßóïõìå ôá ìçôñþá ìÜæáò (Þ áäñáíåßáò) êáé äõóêáìøßáò
ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò ÷ùñßò öüñôéóç ïýôå áðüóâåóç. ¸ôóé èá
äéáèÝôïõìåðëÝïí óåðëÞñçìïñöÞ ôïó÷åôéêü óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

Óôç óõíÝ÷åéá ðñï÷ùñÜìå óôçí åðßëõóç áõôïý ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå
ôéò ìåèüäïõò ðïõ ãíùñßæïõìå áðü ôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï: (á) ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò, (â) ôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, (ã) ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò, (ä) ôç ìÝèïäï
ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé (å) ôç ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò).

ÅéäéêÜ ãéá ôç ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) ÷ñåéáæüìáóôå åäþ ìéá áðëÞ
ãåíßêåõóÞ ôçò. ¸ôóé áõôÞ èá åßíáé êáôåõèåßáí åöáñìüóéìç êáé óå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò (ðÜíôïôå ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò). Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ãåíßêåõóç
ôïõ êëáóéêïý ðñïâëÞìáôïò ôùí éäéïôéìþí êáé éäéïäéáíõóìÜôùí (ôïõ éäéïðñïâëÞìáôïò) ìå éäéáßôåñï
åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí. Åêåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
ìéëÜåé âÝâáéá ãéá éäéïóõ÷íüôçôåò êáé éäéïìïñöÝò áíôß ãéá éäéïôéìÝò êáé éäéïäéáíýóìáôá áíôßóôïé÷á.

Óõãêñßíïíôáò ôá áðïôåëÝóìáôá êáé ôùí ðÝíôå áõôþí äéáöïñåôéêþí ìåèüäùí èá äéáðéóôþ-
óïõìå üôé óõìðßðôïõíùòðñïò ôéò éäéïóõ÷íüôçôåòùk ôïõ ìç÷áíéêïý ìáò óõóôÞìáôïò, åäþ åíüò éäå-
áôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò. Áõôü åðéôñÝðåé óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü íá åñãÜæåôáé ìå äéá-
öïñåôéêÝò ìåèüäïõò óõãêñßíïíôáò ôá áðïôåëÝóìáôá ðáñÜëëçëá ìå ôçí Üìåóç åðáëÞèåõóÞ ôïõò.

Åíôïýôïéò ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå ôç óýãêñéóç ôùí ìåèüäùí êáé ôá óõìðåñÜóìáôá óôá ïðïßá
êáôáëÞîáìå óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á12.10. Áðü áõôÜ ôï óçìáíôéêüôåñï åßíáé üôé ç êáëýôåñç
ìÝèïäïò ãéá ôçí åðßëõóç ãåíéêÜ ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò åßíáé ç ìÝèïäïò ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò). Ó’ áõôÞ äßíåé ôç
âáñýôçôÜ ôïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìç ïìïãåíÞ
åßíáé ôá óõóôÞìáôá ôá ïðïßá éó÷ýïõí óôéò êáôáóêåõÝò êáôÜ ôç äéÜñêåéá óåéóìéêþí öáéíïìÝíùí.



366 (Ðñüëïãïò A13) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

A13.1. ÌÇ×ÁÍÉÊÏ ÓÕÓÔÇÌÁ ÄÕÏ ÕËÉÊÙÍ ÓÇÌÅÉÙÍ ÊÁÉ ÄÕÏ ÅËÁÔÇÑÉÙÍ

Ðñüêåéôáé ãéá ôï êëáóéêü ðáñÜäåéãìá äéâÜèìéïõ (ìå äýï âáèìïýò åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêïý óõ-
óôÞìáôïò. Áò ôï ðåñéãñÜøïõìå óýíôïìá. Èåùñïýìå ôï ìç÷áíéêü óýóôçìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü
äýï õëéêÜ óçìåßáÌ1 êáéM2 (ìáæþím1 êáém2 áíôßóôïé÷á) êáé äýï åëáôÞñéá S1 êáé S2 (óôáèåñþí k1
êáé k2 áíôßóôïé÷á). Ôá äýï õëéêÜ óçìåßá Ì1 êáé Ì2 ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý ìðïñïýí íá êéíïý-
íôáé (÷ùñßò ôñéâÞ) ðÜíù óôïí Üîïíá Ox óå ïñéæüíôéï åðßðåäï. Ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ ðñþôïõ
åëáôçñßïõ S1 åßíáé óôáèåñü óôç èÝóç O. Ôï äåîéü Üêñï åßíáé óôáèåñÜ óõíäåäåìÝíï ìå ôï ðñþôï
õëéêü óçìåßï M1 êáé óôç óõíÝ÷åéá ìå ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ äåýôåñïõ åëáôçñßïõ S2. ÐáñáðÝñá ôï
äåîéü Üêñï ôïõ äåýôåñïõ åëáôçñßïõ S2 åßíáé óôáèåñÜ óõíäåäåìÝíï ìå ôï õëéêü óçìåßï M2. ÄçëáäÞ
óôç óåéñÜ: (á) óôáèåñÞ óôÞñéîç, (â) ðñþôï åëáôÞñéï S1, (ã) ðñþôï õëéêü óçìåßï M1, (ä) äåýôåñï
åëáôÞñéï S2 êáé (å) äåýôåñï õëéêü óçìåßïõ M2 ÷ùñßò áðïóâåóôÞñåò (÷ùñßò áíôéóôÜóåéò ôñéâÞò).
ÔÝëïò èåùñïýìå üôé áóêïýíôáé öïñôßóåéò (åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò) p1(t) êáé p2(t) ðÜíù óôá äýï õëéêÜ
óçìåßá Ì1 êáé Ì2 áíôßóôïé÷á ìå èåôéêÞ êáôåýèõíóç ðñïò ôá äåîéÜ.

Ãéá ôçí êáôÜóôñùóç ôùí åîéóþóåùí êéíÞóåùò ãéá ôá äýï õëéêÜ óçìåßá Ì1 êáé Ì2 èá åöáñ-
ìüóïõìå ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox ìå ôçí ðáñáäï÷Þ ãñáììéêÜ
åëáóôéêÞò áðïêñßóåùò ôùí äýï åëáôçñßùí S1 êáé S2 ìå äõíÜìåéò åðáíáöïñÜò. Äçëþíïõìå ôþñá
ìå u1(t) êáé u2(t) ôéò ìåôáôïðßóåéò ôùí äýï õëéêþí óçìåßùí Ì1 êáé Ì2 áíôßóôïé÷á áðü ôéò èÝóåéò
éóïññïðßáò ôïõò ìå èåôéêÝò êáôåõèýíóåéò ðÜëé ðñïò ôá äåîéÜ. Ôüôå ïé åðéìÞêõíóåéò Äs1(t) êáé Äs2(t)
ôùí äýï åëáôçñßùí S1 êáé S2 áíôßóôïé÷á èá åßíáé

Äs1(t) = u1(t) − 0 = u1(t) êáé Äs2(t) = u2(t) − u1(t) (13.1.1)

áíôßóôïé÷á. (Ôï ìçäÝí óôç äéáöïñÜ u1(t)−0 äçëþíåé áðëÜ ðùò ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ åëáôçñßïõ S1
åßíáé óôåñåùìÝíï, áêßíçôï.)

Ôþñá, áöïý ç óõìðåñéöïñÜ ôùí äýï åëáôçñßùí S1 êáé S2 èåùñåßôáé ãñáììéêÜ åëáóôéêÞ, ïé äýï
äõíÜìåéò åðáíáöïñÜò Fs1(t) êáé Fs2(t), ïé ïðïßåò áóêïýíôáé áðü ôá äýï åëáôÞñéá S1 êáé S2 ðÜíù
óôá äýï õëéêÜ óçìåßá Ì1 êáé Ì2 áíôßóôïé÷á, èá åßíáé

Fs1(t) = −k1Äs1(t) = −k1u1(t) êáé Fs2(t) = −k2Äs2(t) = −k2[u2(t) − u1(t)]. (13.1.2)

(Ôáðñüóçìáìåßïí äçëþíïõí äõíÜìåéò åðáíáöïñÜò êáé åßíáé óùóôÜ, üðùò åýêïëá äéáðéóôþíåôáé.)
ÌåâÜóç ôçíáñ÷Þ äñÜóåùò êáé áíôéäñÜóåùò, ç äýíáìç Fs1(t) èááóêåßôáé (ìå áíôßèåôçöïñÜâÝâáéá:
ìå óõí) êáé óôï óôáèåñü óçìåßï óôçñßîåùò Ï. Åðßóçò ç äýíáìç Fs2(t) èá áóêåßôáé (êáé áõôÞ ìå
áíôßèåôç öïñÜ: ìå óõí) êáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï Ì1. (Åííïåßôáé âÝâáéá üôé ç ìåôáôüðéóç u1(t)
ìðïñåß íá åßíáé èåôéêÞ, áñíçôéêÞ Þ ìçäåíéêÞ ìéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t. ÁíÜëïãá êáé ç ìåôáôüðéóç u2(t).)

Ôþñá ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá (äýíáìç ßóïí ìÜæá åðß åðéôÜ-
÷õíóç: F = ma) ðáßñíåé ãéá ôï ðñþôï õëéêü óçìåßï Ì1 ôç ìïñöÞ

m1ü1(t) = [Fs1(t) − Fs2(t)] + p1(t) = −k1u1(t) + k2[u2(t) − u1(t)] + p1(t), (13.1.3)
ïðüôå

m1ü1(t) + (k1 + k2)u1(t) − k2u2(t) = p1(t). (13.1.4)

ÁíÜëïãç (êáé ìÜëéóôá ëßãï áðëïýóôåñç) ìïñöÞ ðáßñíåé ï ßäéïò èåìåëéþäçò íüìïò êáé ãéá ôï äåýôåñï
õëéêü óçìåßï Ì2:

m2ü2(t) = Fs2(t) + p2(t) = −k2[u2(t) − u1(t)] + p2(t), (13.1.5)
ïðüôå

m2ü2(t) − k2u1(t) + k2u2(t) = p2(t). (13.1.6)

ÅðïìÝíùò ôï ðáñüí ðñüâëçìá ôïõ äéâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò äýï õëéêþí óçìåßùí êáé
äýï åëáôçñßùí (äçëáäÞ åíüò äéâÜèìéïõ ôáëáíôùôÞ) Ý÷åé áíá÷èåß óôéò äýï óõæåõãìÝíåò ãñáììéêÝò
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äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (13.1.4) êáé (13.1.6). ÁõôÝò ðåñéÝ÷ïõí (äõóôõ÷þò ãéá ìáò êáé ïé äõï ôïõò)
êáé ôéò äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò u1(t) êáé u2(t) (ôéò ìåôáôïðßóåéò ôùí õëéêþí óçìåßùí Ì1 êáé Ì2

áíôßóôïé÷á). (Ãé’ áõôü ÷ñçóéìïðïéÞèçêå êáé ï üñïò óõæåõãìÝíåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.) Ðñüêåéôáé
âÝâáéá ãéá ãñáììéêÝò ìç ïìïãåíåßò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõ-
íôåëåóôÝò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò. ¸÷ïõìå Ýôóé ó÷çìáôßóåé Ýíá áðëü
óýóôçìá äýï ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

Áò ãñÜøïõìå ôþñá ôï ßäéï óýóôçìá êáé óôçí éóïäýíáìç ìçôñùéêÞ (ìå ìçôñþá) ìïñöÞ ôïõ

Mü(t) + Ku(t) = p(t). (13.1.7)

Ðñïöáíþò óôç ìïñöÞ áõôÞ ôá äýï ìçôñþáM (ìçôñþï ìÜæáò) êáé K (ìçôñþï óôéâáñüôçôáò) åßíáé
äéáóôÜóåùí 2× 2, åíþ ôá ìçôñþá u(t) (ìåôáôïðßóåùí), ü(t) (åðéôá÷ýíóåùí) êáé p(t) (öïñôßóåùí)
åßíáé äéáíýóìáôá óôÞëçò ìå äýï óôïé÷åßá. ÓõãêåêñéìÝíá ìå âÜóç ôéò äýï ðáñáðÜíù äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò (13.1.4) êáé (13.1.6) Ý÷ïõìå ãéá ôá ìçôñþáM (ìÜæáò) êáé K (óôéâáñüôçôáò) ôéò åêöñÜóåéò

M =
[

m1 0

0 m2

]
êáé K =

[
k1 + k2 −k2

−k2 k2

]
(13.1.8)

êáé åðßóçò ãéá ôá äéáíýóìáôá u(t) (ìåôáôïðßóåùí), ü(t) (åðéôá÷ýíóåùí) êáé p(t) (öïñôßóåùí)

u(t) =
{

u1(t)

u2(t)

}
, ïðüôå ü(t) =

{
ü1(t)

ü2(t)

}
êáé p(t) =

{
p1(t)

p2(t)

}
. (13.1.9)

Ìå ôç ÷ñÞóç áõôþí ôùí ó÷Ýóåùí ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.1.7) ìðïñåß íá
ãñáöåß êáé óôçí áêüëïõèç ëßãï áíáëõôéêüôåñç (áëëÜ êáé ðÜëé ìçôñùéêÞ) ìïñöÞ ôïõ:[

m1 0

0 m2

]{
ü1(t)

ü2(t)

}
+
[

k1 + k2 −k2

−k2 k2

]{
u1(t)

u2(t)

}
=
{

p1(t)

p2(t)

}
. (13.1.10)

ÖõóéêÜ, åêôåëþíôáò åäþ ôïõò ðïëëáðëáóéáóìïýò ìçôñþùí, åðéóôñÝöïõìå åýëïãá óôï óýóôçìá
ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.1.4) êáé (13.1.6), áðü ôï ïðïßï åß÷áìå åîÜëëïõ îåêéíÞóåé.

➤ ÐáñáôÞñçóç A13.1: ÐáñåíèåôéêÜ óçìåéþíïõìå üôé ôï ìçôñþï ìÜæáò M êáëåßôáé ìåñéêÝò
öïñÝò óôéò Ôáëáíôþóåéò êáé ìçôñþï áäñáíåßáò, åðåéäÞ ó÷åôßæåôáé ìå ôéò áäñáíåéáêÝò äõíÜìåéò

Fi1(t) = −m1ü1(t) êáé Fi2(t) = −m2ü2(t) (13.1.11)

ðïõ «áóêïýíôáé» óôá õëéêÜ óçìåßá Ì1 êáé Ì2. ÁõôÝò ïé áäñáíåéáêÝò äõíÜìåéò äåí åßíáé âÝâáéá
áëçèéíÝò äõíÜìåéò, áëëÜ ìáò âïçèÜíå íá ãñÜøïõìå ôéò äõíáìéêÝò åîéóþóåéò êéíÞóåùò óáí åîéóþóåéò
óôáôéêÞò (Þ êáëýôåñá «øåõäïóôáôéêÞò») éóïññïðßáò. ÃéáðáñÜäåéãìá, åäþìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

Fi1(t) + [Fs1(t) − Fs2(t)] + p1(t) = 0 êáé Fi2(t) + Fs2(t) + p2(t) = 0 (13.1.12)

áíôß ãéá ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá óôéò ó÷Ýóåéò (13.1.3) êáé (13.1.5) ãéá ôá äýï õëéêÜ óçìåßáÌ1

êáé Ì2 áíôßóôïé÷á. Åðßóçò ôï ìçôñþï óôéâáñüôçôáò K êáëåßôáé óå ðñüâëçìáôá ðïõ ó÷åôßæïíôáé
ìå ôçí êÜìøç äïêþí (üðùò óôï ðñüâëçìá ôïõ éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ óôçí åðüìåíç åíüôçôá)
ìçôñþï äõóêáìøßáò. Eíôïýôïéò üóåò öïñÝò äåí õðÜñ÷åé êÜìøç (üðùò óôï ðáñüí ðñüâëçìá ôïõ
äéâÜèìéïõ ôáëáíôùôÞ) ç ÷ñÞóç ôïõ üñïõ ìçôñþï äõóêáìøßáò (äß÷ùò íá ðáñïõóéÜæåôáé êÜìøç
êÜðïéïõ öïñÝá: óõíÞèùò äïêïý, óðÜíéá ðëÜêáò Þ êåëýöïõò) ðñÝðåé íá èåùñåßôáé áíåðéôõ÷Þò.

➤ ÐáñáôÞñçóç A13.2: Óõíå÷ßæïíôáò ôçí ðñïçãïýìåíç ðáñáôÞñçóç, ðñÝðåé åðßóçò íá óçìåéþ-
óïõìå üôé ðåôý÷áìå ôç ãñáöÞ ôùí åîéóþóåùí «øåõäïóôáôéêÞò» éóïññïðßáò (13.1.12) ÷ùñßò ëÜèïò.
Ôïýôï ïöåßëåôáé óôçí ðñüíïéá ðïõ ðÞñáìå íá Ý÷ïõìå ôï ðñüóçìï ìåßïí ôüóï óôéò åëáóôéêÝò äõíÜ-
ìåéò åðáíáöïñÜò Fs1(t) êáé Fs2(t) ôùí åëáôçñßùí üóï êáé óôéò áäñáíåéáêÝò äõíÜìåéò Fi1(t) êáé Fi2(t).
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ÓõíÞèùò üìùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðáñáâëÝðåé áõôü ôï ðñüóçìï ìåßïí óôéò äõíÜìåéò áõôÝò
(÷ùñßò âÝâáéá íá êÜíåé êÜðïéï ëÜèïò!) ãñÜöïíôáò ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò (13.1.12) óôç ìïñöÞ

fi1(t) + [fs1(t) − fs2(t)] = p1(t) êáé fi2(t) + fs2(t) = p2(t). (13.1.13)

Ó’ áõôÞí ôç ìïñöÞ fik(t) = −Fik(t) êáé fsk(t) = −Fsk(t) (ìå k = 1, 2). Ôéò åîéóþóåéò (13.1.12) ôéò õéïèå-
ôïýìå åäþ, áðëÜ åðåéäÞ åßíáé óáöåßò óáí åîéóþóåéò éóïññïðßáò (ìå ìçäåíéêÜ ôá äåîéÜ ìÝëç ôïõò).

➤ ÐáñáôÞñçóç A13.3: Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.1.7):
Mü(t)+Ku(t) = p(t), ðïõ êáôáóôñþóáìå åäþ, éó÷ýåé (ìå ãåíßêåõóç ôùí ïñéóìþí ôùí ìçôñþùí êáé
äéáíõóìÜôùí óôÞëçò ó’ áõôü) êáé óå ðéï óýíèåôïõò ôáëáíôùôÝò ìå n âáèìïýò åëåõèåñßáò (áíôß
ìüíï äýï åäþ.) ¼ìùò ðïëý ðéï åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åßíáé íá äåßîïõìå ðùò
ôï ßäéï óýóôçìá (13.1.7) ðáñïõóéÜæåôáé êáé óôçí ðåñßðôùóç êôéñßùí. Áõôü èá ôï åðé÷åéñÞóïõìå
óôçí åðüìåíç åíüôçôá óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç åíüò éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò. ÐÜìå!

A13.2. ÉÄÅÁÔÏ ÄÉÙÑÏÖÏ ÊÔÉÑÉÏ ÄÉÁÔÌÇÓÅÙÓ

A13.2.1. Êáèïñéóìüò ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé ó÷åôéêÝò õðïèÝóåéò

Óôç äåýôåñç áõôÞ åíüôçôá èåùñïýìå Ýíá äéþñïöï êôßñéï ìå ðÜñá ðïëëÝò åîéäáíéêåýóåéò: Ýíá
éäåáôü êôßñéï. Ïé êõñéüôåñåò áðü áõôÝò åßíáé ïé åîÞò: (á) Ôï äéþñïöï êôßñéï èåùñåßôáé üôé ðñïóåã-
ãßæåôáé áðü Ýíá áðëü åðßðåäï äéþñïöï ðëáßóéï. (â) Ïé ìÜæåò ôùí äýï ïñüöùí m1 (ôïõ ðñþôïõ
ïñüöïõ) êáé m2 (ôïõ äåõôÝñïõ ïñüöïõ) èåùñïýíôáé óõãêåíôñùìÝíåò óôá åðßðåäá ôùí äýï ðëá-
êþí ôùí ïñüöùí. (Ó’ áõôÝò óõìðåñéëáìâÜíïíôáé êáé ïé ìÜæåò ôùí õðïóôõëùìÜôùí.) (ã) Êáé ïé
äýï áõôÝò ðëÜêåò èåùñïýíôáé áðüëõôá áðáñáìüñöùôåò (ìå Üðåéñç äõóêáìøßá). (ä) Ôá õðïóôõ-
ëþìáôá (ïé óôýëïé, ïé êïëþíåò), ìßá áñéóôåñÜ êáé ìßá äåîéÜ, èåùñïýíôáé áâáñåßò áìößðáêôåò äïêïß
÷ùñßò áîïíéêÝò öïñôßóåéò, áí êáé öõóéêÜ õðÜñ÷ïõí èëéðôéêÝò áîïíéêÝò öïñôßóåéò ôùí õðïóôõëù-
ìÜôùí. Äå÷üìáóôå åðßóçò ôç äõíáôüôçôá êÜìøåùò ôùí õðïóôõëùìÜôùí, Üñá êáé ïñéæüíôéùí
ìåôáôïðßóåþí ôïõò óôá åðßðåäá ôùí ðëáêþí ôùí äýï ïñüöùí. (å) Äå äå÷üìáóôå üìùò áðïëý-
ôùò êáìßá äõíáôüôçôá óôñïöÞò ôïõò óôá ßäéá åðßðåäá. ÄçëáäÞ õðïèÝôïõìå ìçäåíéêÝò ãùíßåò
óôñïöÞò êáé óôá äýï Üêñá ôùí õðïóôõëùìÜôùí.

Ìå üëåò áõôÝò ôéò ðáñáäï÷Ýò ôéò ïðïßåò êÜíïõìå êáôïñèþíïõìå íá ìåéþóïõìå ôïí áñéèìü ôùí
âáèìþí åëåõèåñßáò ôïõ äéþñïöïõ êôéñßïõ óå äýï ìüíï. Áí åß÷áìå ðåñéóóüôåñïõò (óõãêåêñéìÝíá n)
âáèìïýò åëåõèåñßáò, å êáé ôüôå ôßðïôå ôï ïõóéáóôéêü äå èá Üëëáæå áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò.
ÁðëÜ èá êáôáëÞãáìå óôï ôÝëïò óå Ýíá óýóôçìá n ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí áíôß äýï
ìüíï, üðùò èá óõìâåß åäþ. Ç óõíïðôéêÞ ìçôñùéêÞ ãñáöÞ ôïõ èá ðáñÝìåíå üìùò ïõóéáóôéêÜ
áíáëëïßùôç, üðùò êáé ç åðßëõóÞ ôïõ. Åíôïýôïéò ç åðßëõóÞ ôïõ èá áðáéôïýóåðïëýðåñéóóüôåñïõò
õðïëïãéóìïýò. Áõôïýò èá Ýðñåðå ïðùóäÞðïôå íá ôïõò «áíáèÝóïõìå» óôïí õðïëïãéóôÞ ìáò.

Ãéá ôá õðïóôõëþìáôá äåí ðñüêåéôáé áêñéâþò ãéá ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò áìößðáêôçò äïêïý:
(á) åðåéäÞ äåí õðÜñ÷åé êÜðïéá öüñôéóç p êáôÜ ìÞêïò ôçò êáé êõñßùò (â) åðåéäÞ åðéôñÝðåôáé
ç åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç u0 ôçò äïêïý óôï Ýíá Üêñï ôçò ó÷åôéêÜ ìå ôï Üëëï. Ìéá ôÝôïéá äïêü
ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá ôç ìåëåôÞóïõìå ôþñá, ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôç ìåëÝôç ôïõ ðáñüíôïò
éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò. Áõôü áêñéâþò èá ôï êÜíïõìå óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï.

A13.2.2. ÌåëÝôç ôïõ áìößðáêôïõ õðïóôõëþìáôïò

¼ðùò áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù, èåùñïýìå ôï õðïóôýëùìá (ôï óôýëï, ôçí êïëþíá) üôé éóïäõ-
íáìåß ìå óõíÞèç äïêü. Ç äõóêáìøßá ôïõ åßíáé EI êáé ôï ìÞêïò ôïõ (ýøïò ôïõ) h ìå 0 ≤ x ≤ h.
(ÐñïôéìÜìå åäþ ôï óýìâïëï h áíôß ãéá ôï êëáóéêü óýìâïëï L ãéá ôï ìÞêïò, åðåéäÞ ðñüêåéôáé ãéá
õðïóôýëùìá.) Ç ãíùóôÞ ìáò ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ç (2.1.34), ôçí õðåíèõìßæïõìå:

v′′′′(x) = p(x)
EI

. (13.2.1)
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Óôçí åîßóùóç áõôÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç v(x) åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý (åäþ ôïõ êáôáêü-
ñõöïõ õðïóôõëþìáôïò). Åðßóçò p(x) åßíáé ç ãíùóôÞ êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç êáôÜ ìÞêïò
ôçò äïêïý (åäþ ôïõ õðïóôõëþìáôïò). Åäþ üìùò Ý÷ïõìå ìçäåíéêÞ öüñôéóç: p(x) ≡ 0, ïðüôå áðëÜ

v′′′′(x) = 0. (13.2.2)

Ôþñá ìå ôÝóóåñéò Üìåóåò ïëïêëçñþóåéò ðñïóäéïñßæïõìå ðïëý åýêïëá ôç ãåíéêÞ ëýóç v(x):

v(x) = C1 + C2x + C3x2 + C4x3 ìå ðñþôç ðáñÜãùãï ôç v′(x) = C2 + 2C3x + 3C4x2. (13.2.3)

Óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç v(x) ôá óýìâïëá C1, C2, C3 êáé C4 äçëþíïõí ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.
Èá ôéò ðñïóäéïñßóïõìå áðü ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá ôïõ õðïóôõëþìáôïò.
Ïé óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò, åäþ óôéò äýï ðáêôþóåéò x = 0 êáé x = h, åßíáé ïé åîÞò:

v(0) = 0, v′(0) = 0, v(h) = u0, v′(h) = 0. (13.2.4)

¢ñá ôï ìüíï ðïõ õðÜñ÷åé åßíáé ç ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç u0 ôïõ õðïóôõëþìáôïò óôï ðÜíù Üêñï
ôïõ x = h, ðïõ åßíáé Ýôóé ìåôáôïðéóìÝíï ïñéæüíôéá êáôÜ u0 ó÷åôéêÜ ìå ôï êÜôù Üêñï ôïõ x = 0.

ÎåêéíÜìå ôþñá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí ôåóóÜñùí óôáèåñþí C1, C2, C3 êáé C4 áðü ôéò ôÝóóåñéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (13.2.4). Ïé äýï ðñþôåò, v(0) = 0 êáé v′(0) = 0, ðñïöáíþò ìáò äßíïõí C1 = 0
êáé C2 = 0 áíôßóôïé÷á, üðùò öáßíåôáé êáèáñÜ áðü ôéò ó÷Ýóåéò (13.2.3). ÅðïìÝíùò ôþñá

v(x) = C3x2 + C4x3 ìå ðñþôç ðáñÜãùãï ôç v′(x) = 2C3x + 3C4x2. (13.2.5)

Ôþñá ïé Üëëåò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, v(h) = u0 êáé v′(h) = 0, óôï ðÜíù Üêñï x = h ôïõ
õðïóôõëþìáôïò ìáò äßíïõí

v(h) = C3h2 + C4h3 = u0 êáé v′(h) = 2C3h + 3C4h2 = 0. (13.2.6)

Áðü ôç äåýôåñç áõôÞ ó÷Ýóç ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

2C3h = −3C4h2 �⇒ C3 = − 3
2
C4h. (13.2.7)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ôéìÞ áõôÞ ôçò óôáèåñÜò C3 óôç óõíèÞêç v(h) = u0, ðáßñíïõìå ôç óôáèåñÜ C4

v(h) = C3h2 + C4h3 = u0 �⇒ − 3
2
C4h3 + C4h3 = u0 �⇒ C4 = − 2u0

h3
. (13.2.8)

ÔÝëïò áðü ôç ó÷Ýóç (13.2.7) âñßóêïõìå ôç óôáèåñÜ C3, ðïõ ìáò Ý÷åé áðïìåßíåé íá õðïëïãßóïõìå:

C3 = − 3
2
C4h, ïðüôå C3 = 3u0

h2
. (13.2.9)

Áõôü Þôáí üëï! Ðñïóäéïñßóèçêáí ïé ôÝóóåñéò óôáèåñÝò. ÔåëéêÜ áðü ôçí ðñþôç ó÷Ýóç (13.2.5)

v(x) = C3x2 + C4x3 = 3u0

h2
x2 − 2u0

h3
x3, ïðüôå v(x) = u0x2

h3
(3h − 2x) (13.2.10)

ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôïõ õðïóôõëþìáôïò (ôçò êïëþíáò). Ç ó÷åôéêÞ ãùíßá óôñïöÞò è(x) åßíáé

è(x) = v′(x) = u0

h3
(6hx − 6x2) = 6u0x

h3
(h − x). (13.2.11)

Åßíáé ðÜñá ðïëý åýêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé åðáëçèåýïíôáé ôüóï ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (13.2.2)
üóï êáé ïé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (13.2.4). Ìéá êõñéïëåêôéêÜ ðáíåýêïëç äïõëåéÜ! Ôçí
ðáñáëåßðïõìå.
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ÔÝëïò ãéá ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x) êáé ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ
äýíáìç) Q(x) (Þ V (x)) êáôÜ ìÞêïò ôïõ õðïóôõëþìáôïò ðáßñíïõìå ìå äýï áêüìç ðáñáãùãßóåéò

M(x) = EIè ′(x) �⇒ M(x) = 6EIu0

h3
(h − 2x) êáé Q(x) = M ′(x) �⇒ Q(x) = − 12EIu0

h3
. (13.2.12)

ÄçëáäÞ ðáñáôçñïýìå ðùò ç ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) åßíáé óôáèåñÞ êáè’ üëï ôï
ýøïò 0 ≤ x ≤ h ôïõ õðïóôõëþìáôïò: Q(x) = −12EIu0 /h3 = óôáèåñÜ, êÜôé ôï ðñïöáíÝò âÝâáéá.
Áõôü Þôáí êáé ôï áðïôÝëåóìá ðïõ èÝëáìå: ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò ôÝìíïõóáò äýíáìçòQ(x) (Þ V (x)).
Ôç ÷ñåéáæüìáóôå, ìáò åßíáé áðüëõôá áíáãêáßá ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ ìçôñþïõ äõóêáìøßáò K
ôïõ äéþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ðïõ åîåôÜæïõìå. Áëëéþò ôßðïôå äå èá ðñï÷ùñïýóå
áðü ’äþ êáé ðÝñá! Ôþñá üìùò ðñï÷ùñÜìå! Íáé, êÜíáìå ïõóéáóôéêÞ ðñüïäï êáé ðñï÷ùñÜìå!

Ôï ðñþôï âÞìá ìáò åßíáé íá äçëþóïõìå ôçí ðáñáðÜíù Ýêöñáóç (13.2.12) ôçò ôÝìíïõóáò äý-
íáìçò Q = Q(x) óôç ìïñöÞ

Q = −k̂u0 ìå k̂ := 12EI
h3

(k̂ > 0). (13.2.13)

Ïñßóáìå Ýôóé Ýíá ÷ñÞóéìï óõíôåëåóôÞ äõóêáìøßáò (Þ óôáèåñÜ äõóêáìøßáò): ôï óõíôåëåóôÞ k̂.

A13.2.3. ÁíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò óå óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Áõôü åßíáé ôï êýñéï ìÝñïò óôçí ðáñïýóá åíüôçôá. Ãéá íá äïýìå ìå áðëÝò öõóéêÝò óêÝøåéò ôß
áêñéâþò óõìâáßíåé. Óôïí ðñþôï üñïöï ðñþôá: Ý÷ïõìå Üêáìðôç ðëÜêá ìå óõãêåíôñùìÝíç ôç
ìÜæá m1 ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ óôï åðßðåäï ôçò ðëÜêáò, üðùò Þäç õðïèÝóáìå. ¼ôáí ç ðëÜêá
áõôÞ ìåôáêéíçèåß ïñéæüíôéá êáôÜ u1 (áò ðïýìå ðñïò ôá äåîéÜ, áíÜëïãá êáé ðñïò ôá áñéóôåñÜ),
èá áóêÞóåé ôÝìíïõóá äýíáìç |Q1| óôï õðïóôýëùìá (ðñïò ôá äåîéÜ, áíÜëïãá êáé ðñïò êáé ôá
áñéóôåñÜ). Áõôü èá óõìâåß, ãéáôß ôï õðïóôýëùìá (ï óôýëïò, ç êïëþíá) ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ
(ìå ýøïò h1 êáé äõóêáìøßá EI1) Ý÷åé õðïôåèåß ðáêôùìÝíç êáé óôï Ýäáöïò, áëëÜ êáé óôçí ðëÜêá
ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ. ¼ìùò ç ôÝìíïõóá áõôÞ äýíáìç |Q1| èá ðñïêáëÝóåé ôçí áíôßäñáóç ôïõ
õðïóôõëþìáôïò, ðïõ èá áóêÞóåé áíôßèåôç äýíáìç |Q1| óôçí ðëÜêá (ðñïò ôá áñéóôåñÜ ôþñá,
áíôßèåôá, áíÜëïãá êáé ðñïò ôá äåîéÜ). Åßíáé óáí ôï õðïóôýëùìá íá èÝëåé Ýôóé íá åðáíáöÝñåé ôçí
ðëÜêá óôçí áñ÷éêÞ ôçò èÝóç: óôç èÝóç ÷ùñßò ôçí ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò u1 (ðñïò
ôá äåîéÜ, áíÜëïãá êáé ðñïò ôá áñéóôåñÜ). ÅðïìÝíùò ìå ôéò óêÝøåéò áõôÝò óõíÜãåôáé üôé ç ìÜæá
ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ õößóôáôáé äýíáìç Q1 = −k̂1u1 áðü ôï Ýíá õðïóôýëùìÜ ôçò. ÁíÜëïãá îáíÜ
äýíáìçQ1 = −k̂1u1 êáé áðü ôï äåýôåñï õðïóôýëùìÜ ôçò. ÓõíïëéêÜ Ý÷ïõìå äýíáìç 2Q1 = −2k̂1u1,
áí Ý÷ïõìå äýï õðïóôõëþìáôá. Ôþñá êÜíïõìå ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (13.2.13), ôïí ïðïßï âñÞêáìå,
åäþ óôç ìïñöÞQ1 = −k̂1u1, êáèþò êáé ôïõ ïñéóìïý ôçò ó÷åôéêÞò óôáèåñÜò k̂1 = 12EI1/h3

1 (âÜæïõìå
äåßêôåò 1 ãéá ôïí ðñþôï üñïöï) óôïí ßäéï áêñéâþò ôýðï. Ðñïóäéïñßæïõìå Ýôóé ôç óõíïëéêÞ äýíáìç
åðáíáöïñÜò Fs1(t) ðïõ áóêïýí ôá äýï õðïóôõëþìáôá ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ óôçí ðëÜêá ôïõ
ðñþôïõ ïñüöïõ (ìå óõãêåíôñùìÝíç ó’ áõôÞí ôç ìÜæá m1 ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ):

Fs1(t) = −2k̂1u1(t) = − 24EI1
h3
1

u1(t) �⇒ Fs1(t) = −k1u1(t) ìå k1 := 24EI1
h3
1

. (13.2.14)

ÐÜìå ôþñá ðÜíù: óôï äåýôåñï üñïöï, áêñéâÝóôåñá óôçí åðßóçò Üêáìðôç ðëÜêá ôïõ äåý-
ôåñïõ ïñüöïõ ìå óõãêåíôñùìÝíç ó’ áõôÞí ôç ìÜæá m2 ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ ìå äåßêôåò 2 ôþñá
ãéá ôï äåýôåñï üñïöï. Áëëéþò äå ãßíåôáé äïõëåéÜ, èá ìðåñäåõôïýìå ÷ùñßò äåßêôåò ìå ïëüëçñï äéþ-
ñïöï êôßñéï ðïõ Ý÷ïõìå! Êáé ãåíéêÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé n-þñïöá êôßñéá (íáé, ìïíþñïöïò,
äéþñïöïò, ðïëõþñïöïò ìå ùìÝãá, ü÷é ìå üìéêñïí1), áò ðïýìå ìéá ðïëõêáôïéêßá. Ôá ßäéá êáé óôï
äåýôåñï üñïöï: ôá äýï õðïóôõëþìáôá (ìå ýøç h2 êáé äõóêáìøßåò EI2) ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ ìå
áíÜëïãç áéôéïëüãçóç èá áóêïýí ðÜíù óôçí ðëÜêá ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ ôç äýíáìç åðáíáöïñÜò

Fs2(t)=−2k̂2[u2(t) − u1(t)]=− 24EI2
h3
2

[u2(t) − u1(t)] �⇒ Fs2(t)=−k2[u2(t) − u1(t)] ìå k2 := 24EI2
h3
2

.

(13.2.15)
1ÂëÝðå: Ìðáìðéíéþôç, Ã. Ä. (2002), Ëåîéêü ôçò ÍÝáò ÅëëçíéêÞò Ãëþóóáò, B’ Ýêäïóç, ÊÝíôñï Ëåîéêïëïãßáò, ÁèÞíá.
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Ùñáßá ùò åäþ! Ãéá ôçí áêñßâåéá ó÷åäüí ùñáßá. Êáé âÜæïõìå ôç ëÝîç ó÷åäüí, åðåéäÞ êÜíáìå
ìéá ðïëý óïâáñÞ ðáñÜëåéøç. ÁõôÞ ç ðáñÜëåéøç óõíßóôáôáé óôï üôé ìå âÜóç ôçí áñ÷Þ ôçò éóïñ-
ñïðßáò ôùí äõíÜìåùí ðïõ áóêïýíôáé óôï êÜèå õðïóôýëùìá ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ ôá äýï áõôÜ
õðïóôõëþìáôá äåí áóêïýí ìüíï ôç äýíáìç Fs2(t) óôçí ðëÜêá ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ ìÝóù ôçò
ðÜíù ðÜêôùóÞò ôïõò. Áóêïýí ôáõôü÷ñïíá êáé ôçí áíôßèåôÞ ôçò äýíáìç −Fs2(t) óôçí ðëÜêá
ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ, åêåß ìÝóù ôçò êÜôù ðÜêôùóÞò ôïõò. ¢ñá ìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ
Íåýôùíá éó÷ýïõí êáé åäþ áêñéâþò ïé ßäéåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (13.1.3) êáé (13.1.5), éóïäýíáìá
(13.1.4) êáé (13.1.6) áíôßóôïé÷á, ãéá ôéò ðëÜêåò ôïõ ðñþôïõ êáé ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ áíôßóôïé÷á.
(ÕðïèÝóáìå üôé õðÜñ÷ïõí êáé åîùôåñéêÝò öïñôßóåéò p1(t) êáé p2(t).) ¢ñá éó÷ýåé ðáñáðÝñá êáé ç ìç-
ôñùéêÞ ãñáöÞ ôïõò (13.1.7) ìå ôïõò ïñéóìïýò (13.1.8) ôùí ìçôñþùí ìÜæáò M êáé äõóêáìøßáò K
êáé (13.1.9) ôùí äéáíõóìÜôùí óôÞëçò u(t) (ïñéæüíôéåò ìåôáôáôïðßóåéò ôùí äýï ðëáêþí ôùí ïñü-
öùí), ü(t) (áíôßóôïé÷åò åðéôá÷ýíóåéò) êáé p(t) (öïñôßóåéò, åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò). Éó÷ýåé öõóéêÜ êáé
ç áíáëõôéêüôåñç ãñáöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.1.10).

ÃåíéêÜ Ý÷åé Þäç áðïäåé÷èåß ï âáóéêüò óôçí åíüôçôá áõôÞ ôýðïò (13.2.13) ãéá ôçí ôÝìíïõóá äý-
íáìç Q óôá õðïóôõëþìáôá áðü ôéò ðëÜêåò ôùí äýï ïñüöùí ìå ôçí êáôÜëëçëç ìÜëéóôá åðéëïãÞ
ôçò óôáèåñÜò k̂. Åîáéôßáò ôïõ ôï ðáñüí ðñüâëçìá ôïõ éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò åßíáé
ìáèçìáôéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï ðñüâëçìá ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò äýï õëéêþí óçìåßùí êáé äýï
åëáôçñßùí ðïõ åîåôÜóèçêå ëåðôïìåñþò óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á13.1. ËÝìå ìáèçìáôéêÜ, ü÷é
öõóéêÜ. Óôï äéþñïöï éäåáôü ìáò êôßñéï äéáôìÞóåùò äåí õðÜñ÷ïõí åëáôÞñéá íá áóêïýí ôéò äõíÜìåéò
åðáíáöïñÜò Fs1 êáé Fs2. ÕðÜñ÷ïõí üìùò ôá õðïóôõëþìáôá ìå ôéò ôÝìíïõóåò (Þ äéáôìçôéêÝò) äõíÜ-
ìåéò ôïõò. Åðßóçò ïé ìåôáôïðßóåéò ôùí ðëáêþí ôïõ êôéñßïõ ãßíïíôáé êÜèåôá óôá õðïóôõëþìáôá,
åíþ ïé ìåôáôïðßóåéò ôùí õëéêþí óçìåßùí óôï äéâÜèìéï ôáëáíôùôÞ ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò
ãßíïíôáé ðáñÜëëçëá óôá åëáôÞñéá. Ëïéðüí áíÜìåóá óôá äýï áõôÜ ðñïâëÞìáôá: (á) ôï äéâÜèìéï
ôáëáíôùôÞ êáé (â) ôï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò (ðïõ åßíáé êáé ôï óçìáíôéêüôåñï ãéá ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü) õðÜñ÷åé ìáèçìáôéêÞ áíáëïãßá íáé (áðüëõôç), áëëÜ ìå öõóéêÝò äéáöïñÝò (ôåñÜóôéåò).

� ÅöáñìïãÞ A13.1 (Éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò): Óôç óôïé÷åéþäç áõôÞ åöáñìïãÞ æçôåßôáé áðëÜ
ç êáôÜóôñùóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ãéá
éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò ìå ôá åîÞò ÷áñáêôçñéóôéêÜ: (á) Äéþñïöï êôßñéï ìå üëåò ôéò õðïèÝóåéò ðïõ
Ý÷ïõí ãßíåé óôçí ðñþôç ÐáñÜãñáöï Á13.2.1 ôïýôçò ôçò åíüôçôáò. (â) ÌÜæåò ôùí äýï ïñüöùí:

m1 = 3m0 êáé m2 = 2m0 ìå ôï m0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ ìÜæáò, ð.÷. m0 = 104 kg. (13.2.16)

(ã) ¾øç ôùí äýï ïñüöùí:

h1 = 4h0 êáé h2 = 3h0 ìå ôï h0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ ìÞêïõò, ð.÷. h0 = 1 m. (13.2.17)

(ä) Äõóêáìøßåò ôùí õðïóôõëùìÜôùí:

ÅÉ1 = 2EI0 êáé EI2 = EI0 ìå ôï EI0 ãíùóôÞ äõóêáìøßá. (13.2.18)

(ÄçëáäÞ ôá õðïóôõëþìáôá ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ Ý÷ïõí äéðëÞ äõóêáìøßá áðü ôá õðïóôõëþìáôá
ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ: ÅÉ1 = 2EI0 = 2ÅÉ2.) (å) Êáìßá åîùôåñéêÞöüñôéóç p(t): åëåýèåñç ôáëÜíôùóç.

Ëýóç: Ãíùñßæïõìå ðïëý êáëÜ ôï ó÷åôéêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå ìçôñùéêÞ
ìïñöÞ. Áõôü Ý÷åé ôç ìïñöÞ (13.1.7) êáé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò (÷ùñßò öüñôéóç: p(t) ≡ 0) ôçí áêüìç
áðëïýóôåñç ìïñöÞ

Mü(t) + Ku(t) = 0. (13.2.19)

¢ñá ôï êáèÞêïí ìáò åßíáé íá õðïëïãßóïõìå ëåðôïìåñþò ôá ìçôñþá ìÜæáò M êáé äõóêáìøßáò K.
(Íáé, äõóêáìøßáò: ôá õðïóôõëþìáôá åßíáé ðáñáìïñöþóéìá êáé åðïìÝíùò ìðïñïýí íá êáì-
öèïýí. Ïé ðëÜêåò åßíáé ðïõ Ý÷ïõí õðïôåèåß áðáñáìüñöùôåò, Üêáìðôåò, áðüëõôá óôåñåÝò.)
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Áñ÷ßæïõìå ìå ôï ìçôñþï ìÜæáò (Þ áäñáíåßáò)M. Åßíáé åäþ (ü÷é ðÜíôïôå) äéáãþíéï. Ôï õðïëïãß-
æïõìå áðü ôïí ðñþôï ôýðï (13.1.8) ìå âÜóç êáé ôá äåäïìÝíá (13.2.16): m1 = 3m0 êáé m2 = 2m0:

M =
[

m1 0

0 m2

]
=
[

3m0 0

0 2m0

]
= m0

[
3 0

0 2

]
. (13.2.20)

Êáé ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K ôþñá ìå óôïé÷åßá kij. Èá ôï õðïëïãßóïõìå (óôçí ðáñïýóá
åöáñìïãÞ) áðü ôï äåýôåñï ôýðï (13.1.8). Ôïí õðåíèõìßæïõìå (ëßãï ëåðôïìåñÝóôåñá ìÜëéóôá):

K =
[

k11 k12

k21 k22

]
=
[

k11 k12

k12 k22

]
=
[

k1 + k2 −k2

−k2 k2

]
ìå k21 = k12. (13.2.21)

ÄçëáäÞ åäþ Ý÷ïõìå (ãéá ôï ðñáãìáôéêü êáé óõììåôñéêü ìçôñþï äõóêáìøßáò K)

k11 = k1 + k2, k12 = k21 = −k2, k22 = k2. (13.2.22)

Áñêåß ëïéðüí íá õðïëïãßóïõìå ôéò óôáèåñÝò äõóêáìøßáò k1 êáé k2. Ôï ðåôõ÷áßíïõìå åýêïëá áõôü
÷ñçóéìïðïéþíôáò áðëÜ ôïõò ôåëåõôáßïõò ôýðïõò óôéò äýï ó÷Ýóåéò (13.2.14) êáé (13.2.15). Ðáßñ-
íïõìå âÝâáéá õðüøç ìáò êáé ôá äåäïìÝíá ôçò åöáñìïãÞò ìáò (13.2.17): ãéá ôá ýøç ôùí ïñüöùí,
êáé (13.2.18): ãéá ôéò äõóêáìøßåò ôùí õðïóôõëùìÜôùí ôïõò. ÁìÝóùò âñßóêïõìå üôé

k1 = 24EI1
h3
1

= 24(2EI0)
(4h0)3

= 3
4

EI0
h3
0

= 27k0 êáé k2 = 24EI2
h3
2

= 24EI0
(3h0)3

= 8
9

EI0
h3
0

= 32k0 (13.2.23)

Ý÷ïíôáò ïñßóåé êáé ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôç âïçèçôéêÞ (êáé ÷ùñßò öõóéêÞ óçìáóßá) óôáèåñÜ äõóêáìøßáò

k0 := EI0
36h3

0

. (13.2.24)

×ñçóéìïðïéïýìå ôþñá êáé ôïí ôåëéêü ôýðï (13.2.21) ãéá ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K âñßóêïíôáò

K =
[

k1 + k2 −k2

−k2 k2

]
=
[

27k0 + 32k0 −32k0

−32k0 32k0

]
= k0

[
59 −32

−32 32

]
. (13.2.25)

Ôþñá ìå ãíùóôÜ ôá ìçôñþá ìÜæáòM êáé äõóêáìøßáò K áðü ôéò ó÷Ýóåéò (13.2.20) êáé (13.2.25)
áíôßóôïé÷á ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.2.19) åßíáé ðëÞñùò ðñïóäéïñéóìÝíï ãéá
ôï ðáñüí éäåáôü äéþñïöï êôßñéï äéáôìÞóåùò ðïõ åîåôÜæïõìå. Áò ôï ãñÜøïõìå êáé óôçí áñêåôÜ
áíáëõôéêüôåñç ìïñöÞ ôïõ

Mü(t)+Ku(t)=0 �⇒ m0

[
3 0

0 2

]{
ü1(t)

ü2(t)

}
+k0

[
59 −32

−32 32

]{
u1(t)

u2(t)

}
=
{

0

0

}
. (13.2.26)

ÅÜí ìÜëéóôá åéóáãÜãïõìå êáé äåýôåñç âïçèçôéêÞ óôáèåñÜ: ù0 = √
k0 /m0 (ðïõ äåí ðáñéóôÜíåé

âÝâáéá êÜðïéá öõóéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá), ôüôå ôï ßäéï óýóôçìá ãñÜöåôáé êáé óôçí ôåëéêÞ ôïõ ìïñöÞ[
3 0

0 2

]{
ü1(t)

ü2(t)

}
+ ù2

0

[
59 −32

−32 32

]{
u1(t)

u2(t)

}
=
{

0

0

}
ìå ù0 =

√
k0
m0

. (13.2.27)

Áí åêôåëÝóïõìå åðéðëÝïí êáé ôïõò ðïëëáðëáóéáóìïýò ìçôñþùí óôï óýóôçìá áõôü, ìðïñïýìå íá
ôï ãñÜøïõìå êáé ÷ùñßò êáèüëïõ ìçôñþá óôç óõíçèéóìÝíç ôïõ ìïñöÞ

3ü1(t) + 59ù2
0u1(t) − 32ù2

0u2(t) = 0,

2ü2(t) − 32ù2
0u1(t) + 32ù2

0u2(t) = 0.
(13.2.28)

ÖõóéêÜ ðñüêåéôáé, äõóôõ÷þò, ãéá Ýíá óõæåõãìÝíï óýóôçìá äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí ìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò: ôéò äýï ìåôáôïðßóåéò u1(t) êáé u2(t) ôùí ðëáêþí ôïõ äéþ-
ñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ðïõ åîåôÜæïõìå. Ãéá íá ôï ëýóïõìå, èá äïýìå üôé ìðïñïýìå
íá ôï áðïóõæåýîïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) Þ íá ôï ëýóïõìå
êáôåõèåßáí ìå ôç ìÝèïäï ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò (Þ ôçò åêèåôéêÞò) áíôéêáôáóôÜóåùò Þ êÜðïéá Üëëç
ìÝèïäï. Ôïýôï üìùò (ç åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò) èá ãßíåé ðáñáêÜôù óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á13. �
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Ãéá ôçí êáëýôåñç êáôáíüçóç ôçòðáñïýóáò ÅöáñìïãÞò Á13.1ðáñáèÝôïõìå êáé ôï Ó÷Þìá Á13.1
ìå ôá óôïé÷åßá (13.2.16) Ýùò (13.2.18) ôïõ ðáñüíôïò éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò (Þ äéá-
ôìçôéêïý êôéñßïõ). Ïé åðüìåíåò äýï åíüôçôåò èá åßíáé áöéåñùìÝíåò óôçí åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò
ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.2.26) Þ (13.2.27) Þ (13.2.28) ìå ðÝíôå äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò.

ÄÉÙÑÏÖÏ ÊÔÉÑÉÏ

Ýäáöïò üðïõ Ý÷åé èåìåëéùèåß ôï äéþñïöï êôßñéï ìå ðáêôþóåéò

êÜôù üñïöïò õðïóôõëþìáôá êÜôù ïñüöïõ: ýøïò h1=4h0, äõóêáìøßá ÅÉ1=2ÅÉ0

Üêáìðôç ðëÜêá êÜôù ïñüöïõ (ìå k=1): ìÜæá ïñüöïõ m1=3m0

ðÜíù üñïöïò õðïóôõëþìáôá ðÜíù ïñüöïõ: ýøïò h2=3h0, äõóêáìøßá ÅÉ2=ÅÉ0

Üêáìðôç ðëÜêá ðÜíù ïñüöïõ (ìå k=2): ìÜæá ïñüöïõ m2=2m0

Ó÷Þìá Á13.1: Ãåùìåôñßá éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò.
(Ôï êôßñéï ðñïóåããßæåôáé áðü áíôßóôïé÷ï åðßðåäï ðëáßóéï.)

A13.3. ÅÐÉËÕÓÇ ÔÏÕ ÓÕÓÔÇÌÁÔÏÓ ÔÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ ÃÉÁ ÔÏ ÄÉÙÑÏÖÏ ÊÔÉÑÉÏ

A13.3.1. ÅéóáãùãéêÝò ðáñáôçñÞóåéò

Óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á13.2 áíáãÜãáìå ôï ðñüâëçìá åíüò éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ
äéáôìÞóåùò (Þ äéáôìçôéêïý êôéñßïõ) óå óýóôçìá äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí: (13.2.26)
Þ (13.2.27) Þ (13.2.28). (Óå Ýíá ôÝôïéï êôßñéï: Ýíá êôßñéï äéáôìÞóåùò Þ äéáôìçôéêü êôßñéï, Ý÷ïõìå
ðëÞñåéò ðáêôþóåéò ôùí õðïóôõëùìÜôùí ôïõ óôéò Üêáìðôåò ðëÜêåò ôùí ïñüöùí. ÁõôÝò Ý÷ïõí
ìüíï ôç äõíáôüôçôá ïñéæüíôéáò ìåôáôïðßóåùò êáé ü÷é óôñïöÞò.) Ïé ðáñáðÜíù äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò ðñïÝêõøáí ÷ùñßò öüñôéóç ôïõ êôéñßïõ. ¢ñá áöïñïýí óå éäéïôáëáíôþóåéò ôïõ êáé åëåýèåñåò
ôáëáíôþóåéò ôïõ ãåíéêüôåñá, áí ëÜâïõìå õðüøç ìáò êáé ôõ÷üí äéáèÝóéìåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.

Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá ðñüèåóÞ ìáò áðïôåëåß ç åðßäåéîç ôùí äõíáôïôÞôùí åðéëýóåùò ôïõ
óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðñïáíáöÝñáìå ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìéáò Þ ôçò Üëëçò
áðü ôéò ðÝíôå ìåèüäïõò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á12. ÁõôÝò åßíáé ïé ìÝèïäïé:

• ôçò áðáëïéöÞò: Åíüôçôá Á12.5,

• ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace: Åíüôçôá Á12.6,

• ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò: Åíüôçôá Á12.7,

• ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò: Åíüôçôá Á12.8 êáé

• ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò): Åíüôçôá Á12.9.

Ãíùñßæïõìå Þäç üôé êáé ïé ðÝíôå áõôÝò ìÝèïäïé åßíáé êáôáñ÷Þí åöáñìüóéìåò óôï ðáñüí ðñü-
âëçìá éäéïôáëáíôþóåùí êáé åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí ãåíéêüôåñá ôïõ éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ
äéáôìÞóåùòðïõ åîåôÜæïõìå. Áõôü èá ôï åðéâåâáéþóïõìåáìÝóùòðáñáêÜôùìå ôçí åöáñìïãÞ êá-
èåìéÜò áðü ôéò ðÝíôå áõôÝò ìåèüäïõò óôï ðáñüí áðëü ðñüâëçìá êôéñßïõ. Ôïýôï Ý÷åé Þäç áíá÷èåß
óôï ôåëéêü óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.2.28). Áò ôï åðáíáëÜâïõìå

3ü1(t) + 59ù2
0u1(t) − 32ù2

0u2(t) = 0,

2ü2(t) − 32ù2
0u1(t) + 32ù2

0u2(t) = 0.
(13.3.1)

ÐñüèåóÞ ìáò áðïôåëåß íá åðé÷åéñÞóïõìå áìÝóùò ôçí åðßëõóÞ ôïõ åöáñìüæïíôáò ôéò ìåèüäïõò
ðïõ ãíùñßæïõìå áðü ôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Á12. ÎåêéíÜìå ìå ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò.
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A13.3.2. Ç ìÝèïäïò ôçò áðáëïéöÞò

Tç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò ôçí Ý÷ïõìå Þäç ðåñéãñÜøåé óôçí Åíüôçôá Á12.5. Åäþ èá ôçí åöáñ-
ìüóïõìå ìå óõíôïìßá óôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.1) ôïõ éäåáôïý äéþñïöïõ
êôéñßïõ ìáò. Óêïðü ìáò áðïôåëåß íá áðáëåßøïõìå ôç ìßá Üãíùóôç óõíÜñôçóç, áò õðïèÝóïõìå
ôç u2(t), ìåôáîý ôùí äýï áõôþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.1). Èá êáôáëÞîïõìå Ýôóé óå ìßá äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ìå ìßá ìüíï Üãíùóôç óõíÜñôçóç, åäþ ôç u1(t), áöïý ç u2(t) èá Ý÷åé áðáëåéöèåß.

Ãéá íá ôï ðåôý÷ïõìå áõôü, ëýíïõìå ôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (13.3.1) ùò ðñïò ôç äåýôåñç
Üãíùóôç óõíÜñôçóç u2(t). Åßíáé ç åõêïëüôåñç äõíáôüôçôá ðïõ Ý÷ïõìå. Ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

u2(t)= 1

32ù2
0

[
3ü1(t) + 59ù2

0u1(t)
]
êáé óôç óõíÝ÷åéá ü2(t)= 1

32ù2
0

[
3u(4)

1 (t) + 59ù2
0 ü1(t)

]
. (13.3.2)

Ðáñáôçñïýìå ðùò óôç äåýôåñç ðáñÜãùãï ü2(t) ôçò äåýôåñçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåþò ìáò u2(t)
ðáñïõóéÜæåôáé êáé ç ôÝôáñôç ðáñÜãùãïò u(4)

1 (t) ôçò ðñþôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåþò ìáò u1(t).

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôéò åêöñÜóåéò (13.3.2) óôç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (13.3.1). ¸ôóé
êáôáëÞãïõìå áìÝóùò óå ìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò, óôçí åîßóùóç

1

16ù2
0

[
3u(4)

1 (t) + 59ù2
0 ü1(t)

]− 32ù2
0u1(t) +

[
3ü1(t) + 59ù2

0u1(t)
] = 0. (13.3.3)

Áðëïðïéþíôáò ôçí åîßóùóç áõôÞ êáé ðïëëáðëáóéÜæïíôÜò ôçí åðß ôç óôáèåñÜ 16ù2
0, þóôå íá

öýãåé ï ðáñïíïìáóôÞò óôïí ðñþôï üñï, ðáßñíïõìå ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá

3u(4)
1 (t) + 107ù2

0 ü1(t) + 432ù4
0u1(t) = 0. (13.3.4)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìßá ìüíï Üãíùóôç óõíÜñôçóç: ôçí ðñþôç Üãíù-
óôç óõíÜñôçóç u1(t) óôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.1). ÊáôáöÝñáìå ëïéðüí êáé
áðáëåßøáìå ôç äåýôåñç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u2(t). (Ãé’ áõôü êáé ç ìÝèïäïò êáëåßôáé ìÝèïäïò ôçò
áðáëïéöÞò.) ¼ìùò Ý÷ïõìå Ýíá óçìáíôéêü êüóôïò, «ðëçñþóáìå» ãéá ôçí áðáëïéöÞ áõôÞ. Óõãêå-
êñéìÝíá ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (13.3.4) åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò, åíþ ïé äýï äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò óôï óýóôçìá (13.3.1) Þóáí ìüëéò äåõôÝñáò ôÜîåùò. Ôß íá êÜíïõìå; ÐïëëÜ ðñÜãìáôá
Ý÷ïõí ôï êüóôïò ôïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìéá áíôéóåéóìéêÞ êáôáóêåõÞ ðïõ åêðïíåß ôç ìåëÝôç ôçò
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò þóôå íá áíôÝ÷åé óåéóìïýò ìÝ÷ñé ôá 8.5 Richter êïóôßæåé ðïëý ðåñéóóüôåñï
áðü ôçí áíôßóôïé÷ç áíôéóåéóìéêÞ êáôáóêåõÞ ðïõ íá áíôÝ÷åé óåéóìïýò ìüëéò ìÝ÷ñé ôá 7.5 Richter.

Áðü ’äþ êáé ðÝñá ëýíïõìå èáõìÜóéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò ôåôÜñôçò ôÜîåùò (13.3.4) ùò
ðñïò u1(t). Áõôü óõíÞèùò åðéôõã÷Üíåôáé ìå ôç ãíùóôÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
(ãéá ìßá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç) ôçò Åíüôçôáò Á5.5 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5. Åäþ ìÜëéóôá õðïèÝôïõìå
üôé u10(t) = eìt êáé ðñïêýðôåé áìÝóùò ç äéôåôñÜãùíç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

p4(ì) = 3ì4 + 107ù2
0ì

2 + 432ù4
0 = 0. (13.3.5)

ÁõôÞ Ý÷åé ôÝóóåñéò öáíôáóôéêÝò ñßæåò (áíÜ äýï óõæõãåßò). Ïé áêñéâåßò ôéìÝò ôïõò êáé ïé äåêáäéêÝò
ðñïóåããßóåéò ôïõò åßíáé ïé åîÞò:

ì1, 3 = ±
√

1
6

(
107 − √

6265
)
iù0 ≈ ±2.15438 iù0,

ì2, 4 = ±
√

1
6

(
107 + √

6265
)
iù0 ≈ ±5.57004 iù0.

(13.3.6)

ÓõíÞèùò äå ìáò ðïëõáñÝóåé íá âëÝðïõìå ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i = √−1 (ìå i2 = −1) óå
ðñïâëÞìáôá ôáëáíôþóåùí êáôáóêåõþí (åäþ åíüò éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò) ÷ùñßò
áðüóâåóç. Èá Þôáí åðïìÝíùò ðéï Ýîõðíï íá ôçí åß÷áìå åíóùìáôþóåé áðü ôçí áñ÷Þ óôçí åêèå-
ôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç u10(t) ðïõ õðïèÝóáìå ãñÜöïíôáò u10(t) = eiùt, äçëáäÞ êáôåõèåßáí ìå ì = iù.
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Ôüôå ç ðéï ðÜíù äéôåôñÜãùíç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p4(ì) = 0 èá Ýðåñíå, üðùò åýêïëá äéáðé-
óôþíåôáé ìå ôç äåýôåñç áõôÞ åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç, ôçí ðáñáðëÞóéá ìïñöÞ ôçò

p∗
4(ù) = 3ù4 − 107ù2

0ù
2 + 432ù4

0 = 0. (13.3.7)

Ôþñá ïé ôÝóóåñéò ñßæåò ù1, 2, 3, 4 èá åßíáé ðñáãìáôéêÝò êáé èá Ý÷ïõí ôéò äåêáäéêÝò ðñïóåããßóåéò

ù1, 3 ≈ ±2.15438ù0 êáé ù2, 4 ≈ ±5.57004ù0 (13.3.8)

÷ùñßò ðéá ôï i = √−1 ó’ áõôÝò. ºóùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò íá áéóèÜíåôáé ëßãï ðéï Üíåôá ôþñá.

Åßôå Ýôóé åßôå áëëéþò ç ãåíéêÞ ëýóç u1(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò ôÜîåùò (13.3.4)
èá åßíáé ç áêüëïõèç:

u1(t) = C1eiù1t + C2eiù3t + C3eiù2t + C4eiù4t = C1eiù1t + C2e−iù1t + C3eiù2t + C4e−iù2t, (13.3.9)

üðïõ õðÜñ÷åé ðÜëé ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i. ÅÜí ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äå èÝëåé íá ôç âëÝðåé
êáèüëïõ (ó÷åäüí ðïôÝ äå èÝëåé!), áðëÜ ÷ñçóéìïðïéåß êáé ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (1.5.3) êáé (1.5.4)

e±iè = cos è ± i sin è. (13.3.10)

ÌåôáôñÝðåé Ýôóé ôç ëýóç u1(t) óôçí ôåëéêÞ ôçò ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ (ìå íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò)

u1(t) = D1 cosù1t + D2 sinù1t + D3 cosù2t + D4 sinù2t. (13.3.11)

ÕðÜñ÷åé âÝâáéá êé ç äõíáôüôçôá ìéáò áêüìç ðéï óýíôïìçò, ðéï «ðñïùèçìÝíçò» ìïñöÞò:

u1(t) = E1 cos (ù1t − á1) + Å2 cos (ù2t − á2). (13.3.12)

Åäþ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ôÝóóåñéò íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ïé óôáèåñÝò Å1 êáé Å2 ôùí åõñþí
ôáëáíôþóåùí êáé ïé óôáèåñÝò á1 êáé á2 ôùí ãùíéþí öÜóåùò. ¼ëá áõôÜ âÝâáéá éó÷ýïõí, ìüíï áí
äåí õðÜñ÷åé áðüóâåóç óôéò ðáñïýóåò éäéïôáëáíôþóåéò êáé ãåíéêüôåñá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò!

Êé ï «åðßëïãïò» ôçò ðáñïýóáò ðáñáãñÜöïõ ìå åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôçò áðáëïéöÞò: ÌåôÜ
ôçí åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò u1(t) ãéá ôçí ðñþôç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (óå êÜðïéá áðü ôéò
ðáñáðÜíù ìïñöÝò ôçò) ðñïêýðôåé áìÝóùò áðü ôçí ðñþôç ó÷Ýóç (13.3.2) êáé ç äåýôåñç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç u2(t). ÁõôÞ Ý÷åé ôþñá ôéò ßäéåò áêñéâþò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ðïõ åß÷å êáé ç u1(t). (Åäþ
ôÝóóåñéò óõíïëéêÜ áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, áòðïýìå ôéòD1,D2,D3,D4, åðåéäÞ Ý÷ïõìå äýï äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò ç êáèåìßá. ¹ìå ôïí ôå÷íéêü ôñüðïóêÝøåùò ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý,
åðåéäÞ Ý÷ïõìå äýï ðëÜêåò óôïõò ïñüöïõò ôïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ìå óõãêåíôñùìÝíåò ôéò ìÜæåò
ôïõò êáé ç êÜèå ðëÜêá Ý÷åé áñ÷éêÞ èÝóç êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò, Üñá ðåñéìÝíïõìå ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò óôç ãåíéêÞ ëýóç.) ÐÜñá ðïëý ùñáßá!

Ôçí ôïíßæïõìå áõôÞí ôç ëÝîç «ùñáßá». Áõôü ôï êÜíïõìå, åðåéäÞ õðÜñ÷åé óôá ÅëëçíéêÜ êáé
ç ëÝîç «Üó÷çìá». Ðüôå üìùò èá Þôáí Üó÷çìá; Óýíôïìç áðÜíôçóç: ÌåôÜ ôçí åýñåóç ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò u1(t) áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò (13.3.4) ìðïñïýìå íá åðé÷åéñÞóïõìå íá
êÜíïõìå ôï ßäéï (áíÜëïãç áðáëïéöÞ) êáé ãéá ôç äåýôåñç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u2(t) óôï áñ÷éêü ìáò
óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.1). (Åßíáé ðïëý óùóôü êáé óõíåôü áõôü êáé ãßíåôáé óõ÷íÜ!)
Ôüôå èá êáôáëÞîïõìå, üðùò ìðïñïýìå åîÜëëïõ åýêïëá íá äéáðéóôþóïõìå, óôçí ßäéá áêñéâþò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (13.3.4) ãéá ôç äåýôåñç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u2(t). ºäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç,
êáôÜ óõíÝðåéá êáé ßäéá áêñéâþò ãåíéêÞ ëýóç, ôþñá üìùò ãéá ôç äåýôåñç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u2(t).
Áò ôç ãñÜøïõìå óôç ìïñöÞ (13.3.11)

u2(t) = D∗
1 cosù1t + D∗

2 sinù1t + D∗
3 cosù2t + D∗

4 sinù2t. (13.3.13)



376 (Ðñüëïãïò A13) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Áõèáßñåôåò åßíáé ïé ôÝóóåñéò óôáèåñÝò. Ìðïñïýí íá ðÜñïõí ïðïéåóäÞðïôå ôéìÝò. Ôéò äçëþ-
óáìå ôþñá ìå ôá óýìâïëá ìå áóôåñÜêé: D∗

1, D
∗
2, D

∗
3, D

∗
4. Êáé ðïý êáôáëÞîáìå (Þ ìÜëëïí êáôá-

íôÞóáìå); ÊáôáëÞîáìå óôï íá Ý÷ïõìå ôç ëýóç (13.3.11) êáé (13.3.13) ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äýï
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò (13.3.1) ìå ôÝóóåñéò óõí ôÝóóåñéò ßóïí ïêôþ áõèáßñåôåò
óôáèåñÝò: ôéòD1, D2, D3, D4 êáéD∗

1, D
∗
2, D

∗
3, D

∗
4. Áõôü åßíáé ëÜèïò, ðïëý óïâáñü ëÜèïò. Ç ëýóç ôïõ

óõóôÞìáôïò ðñÝðåé íá Ý÷åé ôÝóóåñéò ìüíï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò êáé ãéá ìáèçìáôéêïýò áëëÜ êáé ãéá
öõóéêïýò ëüãïõò: áñ÷éêÝò èÝóåéò êáé áñ÷éêÝò ôá÷ýôçôåò ôùí äýï ðëáêþí ôùí ïñüöùí. ¢ñá . . . ;

¢ñá ðñÝðåé íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò ãåíéêÝò ëýóåéò (á) ôç (13.3.11) ãéá ôç óõíÜñôçóç u1(t)
êáé (â) ôç (13.3.13) ãéá ôç óõíÜñôçóç u2(t) óôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (Þ åíáëëáêôéêÜ óôç
äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç) ôïõ óõóôÞìáôïò (13.3.1). Ôüôå èá äéáðéóôþóïõìå áðü ôç äéáöïñéêÞ
áõôÞ åîßóùóç (ðïõ ðñÝðåé âÝâáéá íá åðáëçèåýåôáé åê ôáõôüôçôïò, þóôå íá éó÷ýåé) üôé ïé ôÝóóå-
ñéò äåýôåñåò óôáèåñÝò D∗

1, D
∗
2, D

∗
3, D

∗
4 ìðïñïýí íá åêöñáóèïýí åýêïëá óõíáñôÞóåé ôùí ôåóóÜñùí

ðñþôùí óôáèåñþíD1,D2,D3,D4 (Þ áíôßóôñïöá). ÅðïìÝíùò ôåëéêÜ ìáò áðïìÝíïõí ôÝóóåñéò ìüíï
óôáèåñÝò êáé åßìáóôå åõ÷áñéóôçìÝíïé ðïõ áðáëëáãÞêáìå áðü ôéò Üëëåò ôÝóóåñéò, áò ðïýìå áðü
ôéò D∗

1, D
∗
2, D

∗
3, D

∗
4. ÊÜðïõ åäþ ðñÝðåé íá êëåßóïõìå ôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôéò

åðüìåíåò êáé ðéï óçìáíôéêÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìåèüäïõò åðéëýóåùò ôïõ ßäéïõ óõóôÞ-
ìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.1). Êé áëßìïíü ìáò, áí êáôáëÞîïõìå óå äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò!
×áèÞêáìå, ãåëïéïðïéçèÞêáìå . . . Áò ðñïóÝ÷ïõìå ëïéðüí. Äéþñïöï êôßñéï Ý÷ïõìå, ü÷é ðáéãíßäé!

A13.3.3. Ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

Ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçí áíáðôýîáìå ü÷é ìüíï óôá ÊåöÜëáéá Á10 êáé Á11,
áëëÜ êáé óôçí Åíüôçôá Á12.6 ôïõ Êåöáëáßïõ Á12, ó’ áõôÞí åéäéêÜ ãéá óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí. Åêåß ôçí ðáñïõóéÜóáìå ðïëý áíáëõôéêÜ êáé óå Ýíá ðáñÜäåéãìá óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò, ÷ùñßò üìùò óõíÜöåéá ìå ôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.
¹ñèå ôþñá ç óôéãìÞ íá ôçí åðéäåßîïõìå (êÜðùò óýíôïìá üìùò ãéá ïéêïíïìßá ÷þñïõ . . . ) êáé óôï
ðáñüí ðáñÜäåéãìá ôïõ éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ôçò ÅöáñìïãÞò Á13.1. ÁõôÞ êáôÝ-
ëçîå óôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (13.2.28),
ôï ïðïßï êáé îáíáäçëþóáìå óôçí ðáñïýóá åíüôçôá êáé óáí óýóôçìá (13.3.1). Ôï îáíáîáíáûðåí-
èõìßæïõìå

3ü1(t) + 59ù2
0u1(t) − 32ù2

0u2(t) = 0,

2ü2(t) − 32ù2
0u1(t) + 32ù2

0u2(t) = 0.
(13.3.14)

ÁñêåôÞ ç åéóáãùãÞ áõôÞ! Ðñï÷ùñÜìå! Èá ìåôáôñÝøïõìå ôþñá ôï óýóôçìá áõôü áðü óý-
óôçìá äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò åííïåßôáé) óå óýóôçìá
äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. Êáôáñ÷Þí äçëþíïõìå ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace

U1(s) = L{u1(t)} êáé U2(s) = L{u2(t)}. (13.3.15)

Èåùñïýìå åðßóçò êáé ôéò ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá t = 0: äýï èÝóåéò êáé åðßóçò äýï ôá÷ýôçôåò

u1(0) = u10, u̇1(0) = v10, u2(0) = u20, u̇2(0) = v20 (13.3.16)

ãéá ôéò äýï Üêáìðôåò ðëÜêåò ôùí äýï ïñüöùí ôïõ éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ðïõ
Ý÷ïõìå. Áíáêáëïýìå óôç ìíÞìç ìáò (êáé óôï ÷áñôß Þ óôçí ïèüíç, áí ôçí ðñïôéìÜìå) êáé ôï èåìå-
ëéþäç ôýðï (10.3.69) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ óõíáñôÞóåùò u(t):

L{ü(t)} = s2U(s) − su(0) − u̇(0) åííïåßôáé ìå U(s) = L{u(t)}. (13.3.17)

(Åäþ ôï ãñÜöïõìå ìå ôåëåßåò áíôß ãéá ôüíïõò ãéá ôçí ðáñÜãùãï: äåýôåñç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãïò ü(t).)

Åöáñìüæïõìå ôþñá ôïí ôýðï áõôü ìáæß ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò (13.3.15) ãéá ôïõò äýï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïýò Laplace U1(s) êáé U2(s) êáèþò êáé ôéò ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (13.3.16) óôï óýóôçìá
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ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.14) ãéá ôï éäåáôü äéþñïöï êôßñéü ìáò. Ìå ôïí
ôñüðï áõôü ïäçãïýìáóôå áìÝóùò óôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí

3[s2U1(s) − su10 − v10] + 59ù2
0U1(s) − 32ù2

0U2(s) = 0,

2[s2U2(s) − su20 − v20] − 32ù2
0U1(s) + 32ù2

0U2(s) = 0.
(13.3.18)

Ìðïñïýìå âÝâáéá íá ôï ãñÜøïõìå êáé óôçí áêüëïõèç ôåëéêÞ ôïõ ìïñöÞ:

(3s2 + 59ù2
0)U1(s) − 32ù2

0U2(s) = 3su10 + 3v10,

−32ù2
0U1(s) + (2s2 + 32ù2

0)U2(s) = 2su20 + 2v20.
(13.3.19)

¸íá áðëü «óõóôçìáôÜêé» äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí åßíáé. Ôï ëýíïõìå áìÝóùò ìå
áðáëïéöÞ Þ êáëýôåñá ìå ôïí êáíüíá ôïõ Cramer. Ðñïóäéïñßæïõìå Ýôóé ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò
Laplace U1(s) êáé U2(s) ôùí äýï Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí u1(t) êáé u2(t) áíôßóôïé÷á. Óôç óõíÝ÷åéá
ìå áíôéóôñïöÞ ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí áõôþí Laplace U1(s) êáé U2(s) ðñïóäéïñßæïõìå ôéò ßäéåò ôéò
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò u1(t) êáé u2(t). ¸÷ïõìå Ýôóé åðéëýóåé ðëÞñùò ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììé-
êþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.14). Äå èá õðåéóÝëèïõìå óôéò ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò, ðïõ åßíáé
ëßãï--ðïëý ôåôñéììÝíåò. ÁñêåôÜ Ý÷ïõìå åîáóêçèåß Þäç óå áíôéóôñïöÝò ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace.
ÕðÜñ÷ïõí åîÜëëïõ êáé ôá ðñïãñÜììáôá óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí áðü Ýíá óçìåßï õðïëïãéóôéêÞò
äõóêïëßáò êáé ìåôÜ . . . ! Ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá Ýíá äåêáþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò êé áêüìç
ðéï ðÝñá, áí áöáéñÝóïõìå ôç ëÝîç äéáôìÞóåùò êáé ìåéþóïõìå ëéãÜêé áêüìç êáé ôéò ðáñáäï÷Ýò
óôç ëÝîç éäåáôü. Êáé áõîÜíåôáé ìå ôïí ôñüðï áõôü (äçëáäÞ ìå ïëïÝíá êáé ëéãüôåñåò ðáñáäï÷Ýò)
ï áñéèìüò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óôï óýóôçìá ðïõ ðñïóïìïéÜæåé ôï êôßñéï. Êáé ÷ñåéÜæåôáé
ôïí õðïëïãéóôÞ ï ìåëåôçôÞò Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðïõ åêðïíåß ôç ìåëÝôç ìéáò êáôáóêåõÞò ôçò
åéäéêüôçôÜò ôïõ. Óßãïõñá ôï ÷ñåéÜæåôáé. ÁõôÞ åßíáé ç ðñáãìáôéêüôçôá ãéá óýã÷ñïíåò áíôéóåéóìé-
êÝò êáôáóêåõÝò ìå ðÜñá--ðÜñá ðïëëïýò âáèìïýò åëåõèåñßáò. Äå ìðïñåß íá êñýâåôáé êáíåßò ðßóù
áðü ôï äÜ÷ôõëü ôïõ! Óõìðëçñþíïõìå ôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ìå ôñåéò óçìáíôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò:

➤ ÐáñáôÞñçóç A13.4: ¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
(üðùò êáé ç ðñïçãïýìåíç ìÝèïäïò ôçò áðáëïéöÞò) åßíáé ãåíéêÞ ìÝèïäïò. Eííïïýìå üôé åßíáé åöáñ-
ìüóéìç ôüóï ãéá ïìïãåíÞ üóï êáé ãéá ìç ïìïãåíÞ óõóôÞìáôá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí,
äçëáäÞ êáé óå ðåñéðôþóåéò åîùôåñéêþí öïñôßóåùí ôùí ðëáêþí ôïõ êôéñßïõ: åßôå (á) áëçèéíþí:
ð.÷. éó÷õñüò Üíåìïò åßôå (â) áäñáíåéáêþí: ð.÷. óåéóìéêÞ öüñôéóç, ðïõ öèÜíåé óôéò ðëÜêåò ìÝóù
ôïõ åäÜöïõò. Äõóôõ÷þò ïé ìÝèïäïé ôùí åðüìåíùí äýï ðáñáãñÜöùí: ç åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç
(ç ôñßôç ìÝèïäïò) êáé ç ôñéãùíïìåôñéêÞ áíôéêáôÜóôáóç (ç ôÝôáñôç ìÝèïäïò) åßíáé åöáñìüóéìåò
ìüíï óå ïìïãåíÞ óõóôÞìáôá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Áíôßèåôá ç ðÝìðôç ìÝèïäïò: ôçò
äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Á13.4 èá ìáò îáíáäþóåé ôç äõíáôü-
ôçôá åöáñìïãÞò êáé óå ìç ïìïãåíÞ óõóôÞìáôá. Ãéá ôá ìç ïìïãåíÞ óõóôÞìáôá õðÜñ÷ïõí âÝâáéá
êáé ïé ìÝèïäïé (á) ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí êáé (â) ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí.
Ôïýôåò áðïôåëïýí ãåíéêåýóåéò ôùí üóùí Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé óôéò Åíüôçôåò Á5.8 êáé Á5.9 ôïõ
Êåöáëáßïõ Á5 áíôßóôïé÷á ãéá áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÁõôÝò ôéò ìåèüäïõò äå èá ôéò áíáðôý-
îïõìå åäþ, ðáñüëï ðïõ äåí ðáñïõóéÜæïõí êÜðïéá éäéáßôåñç äõóêïëßá: áðëÜ ãåíéêåýóåéò åßíáé!

➤ ÐáñáôÞñçóç A13.5: Åßíáé ßóùò áõôïíüçôï, áëëÜ ôï îáíáëÝìå: Óôç ëýóç u1(t) = L−1{U1(s)}
êáé u2(t) = L−1{U2(s)} ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.14) ðáñïõóéÜæïíôáé
ïé ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u10, v10, u20 êáé v20. ¢ìá ôéò îÝñïõìå, ðÜåé êáëÜ: ðñïóäéïñßóáìå ôç
ëýóç ïëüêëçñïõ ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ ëýíïõìå. ¢ìá äåí ôéò îÝñïõìå, ôüôå Ý÷ïõìå
ðñïóäéïñßóåé áðëÜ ôç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò (13.3.14) ìå ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò
ó’ áõôÞí: ôéò Üãíùóôåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u10, v10, u20 êáé v20. ÅÜí êÜðïôå ôéò ìÜèïõìå (Þ ôéò
ìåôñÞóïõìå), ãõñßæïõìå óôç ìåñéêÞ ëýóç (õðü óõãêåêñéìÝíåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò). ¼óï áêüìç äåí
ôéò îÝñïõìå, áò åßìáóôå åõ÷áñéóôçìÝíïé ðïõ Ý÷ïõìå ôïõëÜ÷éóôïí ôç ãåíéêÞ ëýóç äéáèÝóéìç. ÁõôÜ!
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➤ ÐáñáôÞñçóç A13.6: Êáé ç ôñßôç êáé ôåëåõôáßá ðáñáôÞñçóç: ç ðéï óçìáíôéêÞ áð´ üëåò êáé
ôçí áöÞóáìå ôåëåõôáßá . . . ÍôñïðÞ ìáò! Áò äïýìå ëéãÜêé êáëýôåñá ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (13.3.19) ðïõ âñÞêáìå. Áò õðïèÝóïõìå üôé åöáñìüóáìå ôïí êáíüíá ôïõ
Cramer ãéá ôçí åðßëõóÞ ôïõ ùò ðñïò ôïõò Üãíùóôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace U1(s) êáé U2(s).
Ðïéá áêñéâþò Þôáí ç ïñßæïõóá Ä = Ä(s) óôïõò ðáñïíïìáóôÝò ì’ áõôÞí ôç ìÝèïäï; Ìá ç ïñßæïõóá

Ä(s) =
∣∣∣∣∣
3s2 + 59ù2

0 −32ù2
0

−32ù2
0 2s2 + 32ù2

0

∣∣∣∣∣ = 2(3s4 + 107ù2
0 s

2 + 432ù4
0). (13.3.20)

ÏõóéáóôéêÜ ðñïÝêõøå ôï ßäéï ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï p4(ì) óôçí ðñïçãïýìåíç ìÝèïäï ôçò
áðáëïéöÞò óôç ó÷Ýóç (13.3.5) (êáé ìå Ýíá ìåßïí: −107, ôï ðïëõþíõìï p∗

4(ù) óôç ó÷Ýóç (13.3.7)):

p4(ì) = 3ì4 + 107ù2
0ì

2 + 432ù4
0 = 0 ìå s áíôß ì êáé åðß 2: Ä(s) = 2p4(s). (13.3.21)

¸÷ïõìå óõìöùíßá ëïéðüí: Ä(s) = 2p4(s). Êáé ðïý ôï ðÜìå ôþñá; Ëßãï áêüìç ðéï ðÝñá: Ãíùñß-
æïíôáò ðéá ôéò ñßæåò ì1, 3 = ±iù1 êáé ì2, 4 = ±iù2, Üñá ì2

1, 3 = −ù2
1 êáé ì2

2, 4 = −ù2
2, ðáñáãïíôï-

ðïéïýìå ôçí ðéï ðÜíù ïñßæïõóá Ä(s) (ôïí ðáñïíïìáóôÞ óôïí êáíüíá ôïõ Cramer) ùò åîÞò:

Ä(s) = 2(3s4 + 107ù2
0 s

2 + 432ù4
0) = 6(s2 + ù2

1)(s
2 + ù2

2). (13.3.22)

ÊáôÜ ôçí áíôéóôñïöÞ ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí LaplaceU1(s) = L{u1(t)} êáéU2(s) = L{u2(t)}áõôÞ
ç ðáñáãïíôïðïßçóç ìáò äåß÷íåé óáöþò üôé óôá ó÷åôéêÜ áðëÜ êëÜóìáôá èá Ý÷ïõìå ðáñïíïìáóôÝò
ôéò åêöñÜóåéò s2+ù2

1 êáé s
2+ù2

2: ìå óõí êáé ïé äýï åäþ. ¢ñá ïé áíôéóôñïöÝò u1(t) = L−1{U1(s)} êáé
u2(t) = L−1{U2(s)} èá ïäçãÞóïõí óßãïõñá óå ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò (êáé ü÷é óå õðåñâïëéêÝò
óõíáñôÞóåéò). ÁõôÝò ôéò äýï ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò ôéò âñÞêáìå Þäç óôéò ó÷Ýóåéò (13.3.11)
êáé (13.3.13). Ìðïñïýìå áóöáëþò íá ôéò âñïýìå êé åäþ ìå áíôéóôñïöÝò ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí
Laplace U1(s) êáé U2(s) óå éóïäýíáìåò ìïñöÝò: åäþ ìå ÷ñÞóç ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí u10, v10, u20

êáé v20 óáí óôáèåñþí óôéò ëýóåéò u1(t) êáé u2(t) (åßôå ãåíéêÝò åßôå ìåñéêÝò: õðïëïãéóôéêÜ ôï ßäéï
åßíáé!). Êé áíÜðïäá. Áí åß÷áìå ðáñïíïìáóôÝò ìå ðëçí: ð.÷. s2 − a2, å ôüôå áëßìïíü ìáò! Å÷ïõìå
êÜíåé ðïëý óçìáíôéêü ëÜèïò êáé èá ïäçãçèïýìå óå õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò (Þ óå ðñáãìáôéêÝò
åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò) óå Ýíá ðñüâëçìá åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò áðüóâåóç. Áò ðñïóÝ÷åé
ëïéðüí ðÜñá ðïëý ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò, þóôå ðïôÝ ìá ðïôÝ ôïõ íá ìçí êÜíåé Ýíá ôÝôïéï ëÜèïò!

A13.3.4. Ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò

Ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ãéá óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôçí åîåôÜ-
óáìå ëåðôïìåñþò óôçí Åíüôçôá Á12.7 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á12 êáé ôçí åðéäåßîáìå åêåß
óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá. Åäþ ôçí åöáñìüæïõìå óôï ðñüâëçìá ôïõ éäåáôïý äéþñïöïõ
êôéñßïõ äéáôìÞóåùò óå éäéïôáëáíôþóåéò êáé ãåíéêüôåñá óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ðïõ åîåôÜæïõìå.
ÅðáíáëáìâÜíïõìå ãéá äéåõêüëõíóç ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõ-
ôÝñáò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (13.2.28), óôï ïðïßï Ý÷ïõìå áíáãÜãåé ôï ðñüâëçìá áõôü
óôçí ÅöáñìïãÞ Á13.1:

3ü1(t) + 59ù2
0u1(t) − 32ù2

0u2(t) = 0,

2ü2(t) − 32ù2
0u1(t) + 32ù2

0u2(t) = 0.
(13.3.23)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò, äïêéìÜæïõìå ìåñéêÞ ëýóç ôçò
åêèåôéêÞò ìïñöÞò

u10(t) = Aeìt êáé u20(t) = Âeìt (13.3.24)

ãéá ôéò äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (ôéò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò ôùí äýï Üêáìðôùí ðëáêþí ôïõ
äéþñïöïõ êôéñßïõ ìáò) u1(t) êáé u2(t) áíôßóôïé÷á. Óôéò åêèåôéêÝò áõôÝò äïêéìáóôéêÝò ëýóåéò ôüóï
ç óôáèåñÜ ì óôïí åêèÝôç üóï êáé ïé óõíôåëåóôÝò Á êáé Â åßíáé Üãíùóôåò ðñïò ôï ðáñüí óôáèåñÝò.
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Ôþñá âÝâáéá áíôéêáèéóôïýìå ôéò åêöñÜóåéò (13.3.24) óôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí (13.3.23) ôïõ éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò êáé âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

3ì2Aeìt + 59ù2
0Ae

ìt − 32ù2
0Âe

ìt = 0,

2ì2Âeìt − 32ù2
0Ae

ìt + 32ù2
0Âe

ìt = 0.
(13.3.25)

ÂãÜæïíôáò êïéíü ðáñÜãïíôá ôïí åêèåôéêü üñï eìt, îáíáãñÜöïõìå ôï ßäéï óýóôçìá óôç ìïñöÞ

(3ì2A + 59ù2
0Á − 32ù2

0Â)e
ìt = 0,

(2ì2Â − 32ù2
0A + 32ù2

0Â)e
ìt = 0.

(13.3.26)

ÁñêåôÜùñáßáùò åäþ! Ùñáßá, ãéáôß êÜíáìå ôç óùóôÞóêÝøç íá Ý÷ïõìå èÝóåé ôçí ßäéá óôáèåñÜ ì
óôïí åêèÝôç ôùí üñùí eìt êáé óôéò äýï óõíáñôÞóåéò (13.3.24) ðïõ äïêéìÜæïõìå. Áõôü åßíáé êñßóéìï
ãéá ôçí ðáñáãïíôïðïßçóç (13.3.26) êáé óôç óõíÝ÷åéá ãéá ôçí åðéôõ÷ßá ôçò ìåèüäïõ ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò. Äýï äéáöïñåôéêïß åêèÝôåò ì èá ïäçãïýóáí óå ðëÞñç áðïôõ÷ßá ôç ìÝèïäï.

Êáé ôþñá óêåöôüìáóôå . . . ÈÝëïõìå ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.23) íá
éó÷ýåé ãéá ôéìÝò ôïõ t óå Ýíá ÷ñïíéêü äéÜóôçìá, Ýóôù óôï äéÜóôçìá [0,∞). ÅðåéäÞ üìùò ï åêèåôéêüò
üñïò eìt ìåôáâÜëëåôáé ìå ôï ÷ñüíï t (áêüìç êáé ãéá ìéãáäéêÝò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò ì), èá ðñÝðåé óôéò
äýï ó÷Ýóåéò (13.3.26) íá ìçäåíßæïíôáé ïðùóäÞðïôå ïé óõíôåëåóôÝò ôïõ üñïõ áõôïý eìt. ÄçëáäÞ
èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ôï áêüëïõèï ïìïãåíÝò óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí:

(3ì2 + 59ù2
0)Á − 32ù2

0Â = 0,

−32ù2
0A + (2ì2 + 32ù2

0)Â = 0.
(13.3.27)

¢ãíùóôïé åßíáé ïé äýï óõíôåëåóôÝò Á êáé Â ôùí åêèåôéêþí áíôéêáôáóôÜóåùí (13.3.24).

Êé áí ìåí èåùñÞóïõìå ôçí ðñïöáíÞ ìçäåíéêÞ ëýóç Á = Â = 0 ôïõ ôåëåõôáßïõ óõóôÞìáôïò,
Ý÷åé êáëþò. Ðáßñíïõìå Ýôóé ôç ìçäåíéêÞ ëýóç u1(t) ≡ u2(t) ≡ 0 ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (13.3.23). Ðñüêåéôáé ãéá ôåôñéììÝíç ëýóç, ç ïðïßá áðëÜ åêöñÜæåé ôçí ðëÞñç áðïõóßá
ôáëáíôþóåùí óôï äéþñïöï êôßñéï. Ôïýôï åßíáé ðïëý åõ÷Üñéóôï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, áëëÜ
äõóôõ÷þò ü÷é êáé áðüëõôá áíáãêáßï. ÕðÜñ÷åé ðñáãìáôéêÜ êáé ç äõíáôüôçôá ìç ìçäåíéêÞò ëýóåùò
ôïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (13.3.27). Áõôü üìùò ìðïñåß íá óõìâåß, ìüíï
åöüóïí ç ïñßæïõóá Ä = Ä(ì) ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí Á êáé Â åßíáé ìçäåíéêÞ, äçëáäÞ üôáí

Ä(ì) =
∣∣∣∣∣ 3ì2 + 59ù2

0 −32ù2
0

−32ù2
0 2ì2 + 32ù2

0

∣∣∣∣∣ = 2(3ì4 + 107ù2
0ì

2 + 432ù4
0) = 0. (13.3.28)

ÂñÞêáìå îáíÜ ôï ßäéï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï ìå åêåßíï ôï ïðïßï åß÷áìå ðñïóäéïñßóåé óôç
ó÷Ýóç (13.3.5) óôçí ðñïðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á13.3.2, åêåß ìå ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò:

p4(ì) = 3ì4 + 107ù2
0ì

2 + 432ù4
0 = 0, åäþ åðß 2: Ä(ì) = 2p4(ì). (13.3.29)

Åðßóçò ðñïÝêõøå ç ßäéá áêñéâþò ïñßæïõóá Ä(ì) ìå åêåßíç ðïõ åß÷áìå âñåé óôçí ðñïçãïýìåíç
ÐáñÜãñáöï Á13.3.3, åêåß ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (ïñßæïõóá (13.3.20)), åäþ
áðëÜ ìå ì áíôß ãéá s: Ä(ì) áíôß ãéá Ä(s). Åßíáé ðñïöáíÝò áõôü, áöïý äéáëÝîáìå ôï óýìâïëï ì óáí
óôáèåñÜóôïí åêèÝôçìt. Ðïëý êáëÜ ôáðÜìå ëïéðüí. ÕðÜñ÷åé óõìöùíßá êáé ôùí ôñéþí ìåèüäùíùò
ðñïò ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç. Ôï ßäéï èá ãßíåé êáé ðáñáêÜôù, ôï åëðßæïõìå ôïõëÜ÷éóôïí: ôüóï
ëßãçáãùíßá äå âëÜðôåé, êáé ìå ôéò äýï ìåèüäïõòðïõìáòáðïìÝíïõí íá åöáñìüóïõìå: ôéò ìåèüäïõò
ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ ôçò áðïóõæåýîåùò.)

¹äç áðü ôéò ó÷Ýóåéò (13.3.6) êáé (13.3.8) ãíùñßæïõìå ðïëý êáëÜ ôéò ôÝóóåñéò ñßæåò ôçò ÷áñá-
êôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò Ä(ì) = 0. Ôéò õðåíèõìßæïõìå

ì1, 3 = ±iù1 ≈ ±2.15438 iù0 êáé ì2, 4 = ±iù2 ≈ ±5.57004 iù0 (13.3.30)
ìå

i = √−1 êáé åðßóçò ù1 ≈ 2.15438ù0 êáé ù2 ≈ 5.57004ù0. (13.3.31)
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ÁõôÝò åßíáé ïé éäéïóõ÷íüôçôåò óôï ðáñüí ðñüâëçìá ôáëáíôþóåùí åíüò éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ:
ïé äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ôïõ êôéñßïõ ù1 êáé ù2 (åííïåßôáé êõêëéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò). Ç ìéêñüôåñç
áðü áõôÝò, åäþ üðùò êáé óõíÞèùò ç ù1, êáëåßôáé èåìåëéþäçò éäéïóõ÷íüôçôá. Åäþ õðïëïãßóáìå
ôéò äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ù1 êáé ù2 (ìå áñêåôÝò üìùò ðáñáäï÷Ýò ãéá ôï éäåáôü äéþñïöï êôßñéï
äéáôìÞóåùò). ¢ëëç äõíáôüôçôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý åßíáé íá ôéò ìåôñÞóåé ðåéñáìáôéêÜ.

Ãéá ôéò ðéï ðÜíù ôéìÝò ì1, 2, 3, 4 ôçò óôáèåñÜò ì óôïí åêèÝôç ôïõ üñïõ eìt åßíáé ðñïöáíÝò üôé
ôï ïìïãåíÝò óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (13.3.27) èá Ý÷åé ìç ìçäåíéêÞ ëýóç
ùò ðñïò ôïõò áãíþóôïõò Á êáé Â. ÁêñéâÝóôåñá èá Ý÷åé ìßá áðåéñßá ìç ìçäåíéêþí ëýóåùí ìå
ðñïóÝããéóç óôáèåñÜò c. ÄçëáäÞ äå ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí ðëÞñùò êáé ïé äýï Üãíùóôïé Á
êáé Â. ÐñÝðåé íá ãßíåé êÜðïéá êáíïíéêïðïßçóç. Óôá êôßñéá ðñïôéìÜôáé óõ÷íÜ ç êáíïíéêïðïßçóç
áõôÞ íá áöïñÜ (á) óå ìïíáäéáßï åýñïò Â = 1 ôùí ôáëáíôþóåùí ôçò ðëÜêáò ôïõ äåõôÝñïõ ïñüöïõ,
üðïõ èåùñåßôáé óõãêåíôñùìÝíç ç ìÜæá ôïõ äåõôÝñïõ ïñüöïõ, ãåíéêüôåñá ôïõ ôåëåõôáßïõ ïñüöïõ.

ÐÝñá áðü ôçí êáíïíéêïðïßçóç (á) ìå Â = 1 õðÜñ÷ïõí Üëëåò äýï åíäéáöÝñïõóåò êáíïíéêïðïéÞ-
óåéò. ÁõôÝò áöïñïýí: (â) óôçí åðéëïãÞ ôïõ áðüëõôá ìåãáëýôåñïõ áãíþóôïõ ßóïõ ìå ôç ìïíÜäá
áíåîÜñôçôá áðü ôïí üñïöï üðïõ ðáñïõóéÜæåôáé êáé (ã) óðáíéüôåñá óôçí åðéëïãÞ ôïõ ìÝôñïõ
ôïõ äéáíýóìáôïò óôÞëçòö ôùí áãíþóôùíö = %A B&T ßóïõ ìå ôç ìïíÜäá, äçëáäÞ åäþ Á2+Â2 = 1.
Ôïýôç ç ôñßôç êáíïíéêïðïßçóç åßíáé ç êëáóéêÞ êáíïíéêïðïßçóç óôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá ìå ìåãÜëç
÷ñÞóç êáé óôá õðïëïãéóôéêÜ ðñïãñÜììáôá. Äåí Ý÷åé üìùò éäéáßôåñç ÷ñÞóç êáé óôéò Ôáëáíôþóåéò
êáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí. Åäþ åðéëÝãïõìå ôçí ðñþôç êáíïíéêïðïßçóç: áõôÞ ìå Â = 1.
¸ôóé áðü ôçí ðñþôç Þ ôç äåýôåñç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç (13.3.27) ðñïóäéïñßæïõìå
ôïí Üãíùóôï Á. ÁìÝóùò ðñïêýðôïõí ïé äýï ôéìÝò (åííïåßôáé ìå Â = 1, üðùò Ý÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé)

Á=A1≈0.709914 ãéá ì2=ì2
1, 3 = −ù2

1 êáé Á=A2≈−0.939081 ãéá ì2=ì2
2, 4=−ù2

2. (13.3.32)

¢ñá êáôÜëëçëá äéáíýóìáôá óôÞëçòö = %A B&T ãéá ôïõò áãíþóôïõò Á êáé Â (ìå Â = 1) åßíáé ôá
äýï éäéïäéáíýóìáôá ö1 = %A1 1&T êáé ö2 = %A2 1&T êáé ìå ôéò äåêáäéêÝò ðñïóåããßóåéò (13.3.32):

ö1 =
{

ö11

ö21

}
≈
{

0.709914

1

}
êáé ö2 =

{
ö12

ö22

}
≈
{ −0.939081

1

}
, (13.3.33)

ôï ö1 ãéá ì = ì1, 3 êáé ôï ö2 ãéá ì = ì2, 4. Óçìåéþíïõìå üôé ôá éäéïäéáíýóìáôá áõôÜ ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò ôá áðïêáëåß éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Þ áðëïýóôåñá (êáé óõ÷íüôåñá) éäéïìïñöÝò.

ÅðïìÝíùò ùò åäþ Ý÷ïõìå ôéò åîÞò ôÝóóåñéò äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò ôïõ áñ÷éêïý ìáò óõóôÞìáôïò
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.23)

u11(t) = Á1eiù1t êáé u21(t) = eiù1t, (13.3.34)

u12(t) = Á1e−iù1t êáé u22(t) = e−iù1t, (13.3.35)

u13(t) = Á2eiù2t êáé u23(t) = eiù2t, (13.3.36)

u14(t) = Á2e−iù2t êáé u24(t) = e−iù2t (13.3.37)

ìå Á1 ≈ 0.709914 êáé Á2 ≈ −0.939081 ìå âÜóç ôéò áñéèìçôéêÝò ôéìÝò óôéò ó÷Ýóåéò (13.3.32).

Ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.23) åßíáé ïìïãåíÝò. ÅðïìÝíùò
åßíáé ðñïöáíÝò ðùò ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí ðáñáðÜíù ôåóóÜñùí ëýóåùí u1k(t) êáé u2k(t)
(ìå k = 1, 2, 3, 4) ãéá ôéò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò ôùí ðëáêþí ôùí äýï ïñüöùí (ðñþôïõ êáé
äåõôÝñïõ áíôßóôïé÷á), èá åßíáé êé áõôüò ëýóç. ¢ñá óõíïëéêÜ èá Ý÷ïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç

u1(t) =
4∑

k=1

Eku1k(t) ≡ E1u11(t) + E2u12(t) + E3u13(t) + E4u14(t), (13.3.38)

u2(t) =
4∑

k=1

Eku2k(t) ≡ E1u21(t) + E2u22(t) + E3u23(t) + E4u24(t). (13.3.39)
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Ôïíßæïõìå üôé äåí ðñïóèÝóáìå áðëÜ ôéò ôÝóóåñéò ðéï ðÜíù ëýóåéò ãéá ôéò äýï Üãíùóôåò óõíáñ-
ôÞóåéò u1(t) êáé u2(t): ðÞñáìå ôï ãñáììéêü óõíäõáóìü ôïõò. Óôï ãñáììéêü áõôü óõíäõáóìü óôçí
ðñþôç ëýóç âÜëáìå óôáèåñÜ Å1, óôç äåýôåñç Å2, óôçí ôñßôç Å3 êáé ôÝëïò óôçí ôÝôáñôç Å4. ÁõôÝò
ïé ôÝóóåñéò óôáèåñÝò Å1, Å2, Å3 êáé Å4 ìðïñïýí âÝâáéá íá ðñïóäéïñéóèïýí óôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá
áñ÷éêþí ôéìþí áðü ôéò ôÝóóåñéò ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (13.3.16): u10, v10, u20 êáé v20.

ÓõíÞèùò âÝâáéá ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò áíôéðáèåß ôéò ìéãáäéêÝò åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò. ×ñç-
óéìïðïéþíôáò ôéò ó÷Ýóåéò (13.3.34) Ýùò (13.3.37) êáé ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (13.3.10), îáíáãñÜöåé
åýêïëá (ìå íÝåò óôáèåñÝò ôþñá) ôçí ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç óôçí éóïäýíáìç ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ

u1(t) = F1A1 cosù1t + F2A1 sinù1t + F3A2 cosù2t + F4A2 sinù2t, (13.3.40)

u2(t) = F1 cosù1t + F2 sinù1t + F3 cosù2t + F4 sinù2t (13.3.41)

âÝâáéá ìå ôÝóóåñéò íÝåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò F1, F2, F3 êáé F4 áíôß ãéá ôéò Å1, Å2, Å3 êáé Å4.

ÅéóÜãïõìå ôþñá óôç ëýóç áõôÞ ôéò áñéèìçôéêÝò ôéìÝò (13.3.31) êáé (13.3.32) ãéá ôéò óôáèå-
ñÝò ù1, 2 êáé Á1, 2 áíôßóôïé÷á. (¹äç èÝóáìå Â = Â1 = Â2 = 1.) ¸ôóé äéáèÝôïõìå êáé ôçí ðñïóåããé-
óôéêÞ ìïñöÞ ôçò ëýóåùò áõôÞò (õðåíèõìßæïõìå ìåù0 = √

k0 /m0 áðü ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (13.2.27)):

u1(t) ≈ 0.709914[F1 cos (2.15438ù0t) + F2 sin (2.15438ù0t)]

− 0.939081[F3 cos (5.57004ù0t) + F4 sin (5.57004ù0t)], (13.3.42)

u2(t) ≈ F1 cos (2.15438ù0t) + F2 sin (2.15438ù0t)

+ F3 cos (5.57004ù0t) + F4 sin (5.57004ù0t). (13.3.43)

Ìðïñåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò íá ìçí åßíáé åõ÷áñéóôçìÝíïò ïýôå ìå ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ áõôÞ
ìïñöÞ ôçò ëýóåùò. Ôüôå ôç ãñÜöåé óå éóïäýíáìç ãñáöÞ ìå ôçí åéóáãùãÞ ôùí óõíïëéêþí (ìç áñíç-
ôéêþí) åõñþí ôáëáíôþóåùòÇ1 êáéÇ2 êáé ôùí áíôßóôïé÷ùí ãùíéþí öÜóåùò á1 êáé á2. ¸ôóé ðáßñíåé

u1(t) ≈ 0.709914Ç1 cos (2.15438ù0t − á1) − 0.939081Ç2 cos (5.57004ù0t − á2), (13.3.44)

u2(t) ≈ Ç1 cos (2.15438ù0t − á1) + Ç2 cos (5.57004ù0t − á2). (13.3.45)

ÐÜëé Ý÷åé ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò Ç1, Ç2, á1 êáé á2. Ìðïñåß áêüìç íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé
êáé ôéò áíôßóôïé÷åò çìéôïíéêÝò óõíáñôÞóåéò sin (ù1t + â1) êáé sin (ù2t + â2) ìå ßäéá åýñç Ç1 êáé Ç2,
áëëÜ åýëïãá ìå äéáöïñåôéêÝò ãùíßåò öÜóåùò â1 êáé â2: áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ïé Ç1, Ç2, â1 êáé â2.

Áò ãñÜøïõìå ôÝëïò ôçí ßäéá ëýóç u1(t) êáé u2(t) óå ìçôñùéêÞ (êáëýôåñá äéáíõóìáôéêÞ: ìå äéá-
íýóìáôá óôÞëçò) ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äýï éäéïìïñöþí ö1 êáé ö2, ôéò ïðïßåò ðñïóäéïñßóáìå
óôéò ó÷Ýóåéò (13.3.33), êáé ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ù1 êáé ù2 óôéò ó÷Ýóåéò (13.3.31). ¸ôóé ðáßñíïõìå

u(t) =
{

u1(t)

u2(t)

}
=
{

Ç1ö11 cos (ù1t − á1) + Ç2ö12 cos (ù2t − á2)

Ç1ö21 cos (ù1t − á1) + Ç2ö22 cos (ù2t − á2)

}
. (13.3.46)

Ý÷ïíôáò åðéëÝîåé ö21 = ö22 = 1 ìå ôçí êáíïíéêïðïßçóç (á) ðïõ êÜíáìå. Êé áêüìç ðéï óýíôïìá:

u(t) = Ç1ö1 cos (ù1t − á1) + Ç2ö2 cos (ù2t − á2) (13.3.47)

Þ êáé óå çìéôïíéêÞ ìïñöÞ (ìå äéáöïñåôéêÝò ãùíßåò öÜóåùò â1 êáé â2, áëëÜ ôá ßäéá åýñç Ç1 êáé Ç2)

u(t) = Ç1ö1 sin (ù1t + â1) + Ç2ö2 sin (ù2t + â2). (13.3.48)

Äåí åßíáé êé Üó÷çìá íá Ý÷ïõìå óýíôïìåò ìïñöÝò ôùí ëýóåùí êáôáëáâáßíïíôáò üìùò ôß ãñÜ-
öïõìå! Êáé ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå üôé êáé ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ù1 êáé ù2 êáé ïé éäéïìïñöÝò ö1 êáé ö2
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åßíáé êáèïñéóìÝíåò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (13.3.31) êáé (13.3.33) áíôßóôïé÷á. Ïé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò
åßíáé ïé Ç1, Ç2, á1 êáé á2. ÂÝâáéá ïé éäéïìïñöÝò êáèïñßóèçêáí åäþ ìå ìéá êáíïíéêïðïßçóç ðïõ
åðéëÝîáìå, óõãêåêñéìÝíá ö21 = ö22 = 1. Áóöáëþò èá ìðïñïýóáí íá åß÷áí êáèïñéóèåß êáé ìå Üëëç
êáíïíéêïðïßçóç. Åßíáé üìùò óêüðéìï íá åßíáé êáèïñéóìÝíåò, ü÷é ìå áõèáßñåôåò ðïëëáðëáóéáóôéêÝò
óôáèåñÝò ìðñïóôÜ ôïõò. Ôïýôï äéåõêïëýíåé ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôçí åñãáóßá ôïõ.

➤ ÐáñáôÞñçóç A13.7: Åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôçí ðéï ðÜíù ëýóç u(t) óôéò ó÷Ýóåéò (13.3.46)
Þ (13.3.47) Þ (13.3.48) (éóïäýíáìåò åßíáé üëåò ôïõò . . . ) ðùò ç óõíïëéêÞ ôáëÜíôùóç ôïõ éäåáôïý
êôéñßïõ (åäþ äéþñïöïõ êôéñßïõ, ãåíéêÜ ðïëõþñïöïõ) óõíßóôáôáé (áðïôåëåßôáé) áðü õðÝñèåóç
(åðáëëçëßá) ôùí åðéìÝñïõò ôáëáíôþóåùí êÜèå éäéïìïñöÞò ök, åäþ ôùí éäéïìïñöþí ö1 êáé ö2.

➤ ÐáñáôÞñçóç A13.8: Áò êÜíïõìå êáé ìéá óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðéï
ðÜíù ëýóç u(t). ÓõãêåêñéìÝíá ðáñáôçñïýìå ðùò ïé ôáëáíôþóåéò ôùí äýï ðëáêþí ôïõ éäåáôïý
äéþñïöïõ êôéñßïõ ðïõ ìåëåôÜìå ãßíïíôáé ìå óõã÷ñïíéóìÝíï ôñüðï êáé ãéá ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ù1

êáé ãéá ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ù2. ÄçëáäÞ ïé äýï ãùíßåò öÜóåùò á1 (Þ â1) ãéá ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ù1

êáé á2 (Þ â2) ãéá ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ù2 åßíáé êïéíÝò êáé óôéò äýï áñ÷éêÜ Üãíùóôåò (êáé ôþñá ðéá
ãíùóôÝò!) óõíáñôÞóåéò u1(t) êáé u2(t) ôùí ìåôáôïðßóåùí ôùí ðëáêþí. ÐáñïõóéÜæåôáé äçëáäÞ
óõã÷ñïíéóìüò (ïé ßäéåò ãùíßåò öÜóåùò) óôéò ôáëáíôþóåéò ôùí ðëáêþí ôùí ïñüöùí ôïõ êôéñßïõ
ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç éäéïìïñöÞ ök. ÂÝâáéá ü÷é üìùò êáé ãéá äéáöïñåôéêÝò éäéïìïñöÝò (ð.÷. åäþ
ôéò ö1 êáé ö2). ÁõôÝò áöïñïýí óõíÞèùò (áí êáé ü÷é ðÜíôïôå) óå äéáöïñåôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ù1

êáéù2. ¸íáò ôÝôïéïò óõã÷ñïíéóìüò (ãéá äéáöïñåôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò) áóöáëþò äåí åßíáé äõíáôüò.
ÁõôÞ åßíáé ìéá ãåíéêÞ ðáñáôÞñçóç: éó÷ýåé ãéá êÜèå ðïëõþñïöï êôßñéï. Åíôïýôïéò ïé éäéïìïñöÝò
ôïõ êôéñßïõ Ý÷ïõí óõíéóôþóåò ðïõ äéáöÝñïõí óõ÷íÜ êáôÜ ôï ðñüóçìï, ð.÷. åäþ óôçí éäéïìïñöÞ
ö2 = %−0.939081 1&Ô ìå óõíéóôþóåò ö12 = −0.939081 êáé ö22 = 1). Åîáéôßáò ôïõ ëüãïõ áõôïý
ï óõã÷ñïíéóìüò ðïõðñïáíáöÝñèçêå äåí áðïêëåßåé ôï öáéíüìåíï ìéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t çðëÜêá åíüò
ïñüöïõ íá êéíåßôáé ðñïò ôá áñéóôåñÜ êáé åíüò Üëëïõ ðñïò ôá äåîéÜ. Ì’ Üëëá ëüãéá ï óõã÷ñïíéóìüò
ôùí ôáëáíôþóåùí ôùí ïñüöùí ãéá ôçí ßäéá éäéïìïñöÞ ök åííïåßôáé åäþ (óôá éäåáôÜ êôßñéá) ìå
äéáöïñÜ öÜóåùò åßôå áêñéâþò 0 åßôå áêñéâþò ð áðü üñïöï óå üñïöï åíüò ðïëõþñïöïõ êôéñßïõ.
Äåí åßíáé üìùò äõíáôÞ áðïëýôùò êáìßá Üëëç ôéìÞ áõôÞò ôçò äéáöïñÜò ãéá ôçí ßäéá éäéïìïñöÞ ök.

A13.3.5. Ç ìÝèïäïò ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò

Óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï åöáñìüóáìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ãéá
ôçí åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.2.28) ôïõ éäåáôïý äéþñï-
öïõ êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ôçò ÅöáñìïãÞò Á13.1. Ôï õðåíèõìßæïõìå êáé ðÜëé (ôÝôáñôç õðåíèýìéóç)

3ü1(t) + 59ù2
0u1(t) − 32ù2

0u2(t) = 0,

2ü2(t) − 32ù2
0u1(t) + 32ù2

0u2(t) = 0.
(13.3.49)

Ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò åßíáé óô’ áëÞèåéá ìéá ãåíéêÞ, éäéáßôåñá åý÷ñçóôç êáé
åíäéáöÝñïõóá ìÝèïäïò ãéá ôçí åðßëõóç óõóôçìÜôùí ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (ü÷é üìùò êáé ìç ïìïãåíþí óõóôçìÜôùí).

ÅéäéêÜ üìùò ãéá ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá (13.3.49) óå êôßñéï ÷ùñßò áðüóâåóç ìðïñåß íá áíôéêá-
ôáóôáèåß áðü ôçí áðëïýóôåñç ìÝèïäï ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò. Ôçí åêèÝóáìå Þäç
óôçí Åíüôçôá Á12.8 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á12 ìå åöáñìïãÞ ôçò óôçí ÐáñÜãñáöï Á12.8.2
óå Ýíá äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìáæþí--åëáôçñßùí ìå ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç áíÜëïãç ìå
ôï ðáñüí êôßñéï äéáôìÞóåùò. Ç ìÝèïäïò ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò âáóßæåôáé óôï
ãåãïíüò üôé óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò åíüò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ÷ùñßò áðüóâåóç ðåñéìÝíïõìå
íá Ý÷ïõìå ôñéãùíïìåôñéêÝò ëýóåéò ðÜëé ÷ùñßò áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí. ÄçëáäÞ äåí ðáñïõ-
óéÜæåôáé áñíçôéêüò åêèåôéêüò üñïò: ðáñïõóéÜæïíôáé ìüíï ôñéãùíïìåôñéêïß üñïé. Áõôü åßíáé ëïãéêü
êáé ðñáãìáôéêÜ ðñïÝêõøå óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á13.3.4 ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò
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áíôéêáôáóôÜóåùò óôç ëýóç (13.3.40) êáé (13.3.41) êáé óôéò åðüìåíåò (êáé éóïäýíáìåò) ìïñöÝò
ôçò ßäéáò ëýóåùò ìÝ÷ñé êáé ôçí ôåëåõôáßá ìïñöÞ (13.3.48). Ìðïñïýìå åðïìÝíùò íá êÜíïõìå ôçí
õðüèåóç êáèáñÜ ôñéãùíïìåôñéêÞò ëýóåùò áðü ôçí áñ÷Þ. ¸ôóé äå èá «ìðëÝîïõìå» ìå óõæõãåßò
öáíôáóôéêÝò ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò êáé ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí ôïõ Euler, ãéá íá
ìåôáôñÝøïõìå ôçí åêèåôéêÞ ëýóç (ìå ìéãáäéêÝò åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò) óôçí ôåëéêÞ ôñéãùíïìå-
ôñéêÞ ìïñöÞ ôçò. ÐñÝðåé íá åßìáóôå üìùò ðñïóåêôéêïß: ìüíï åöüóïí äåí õðÜñ÷åé áðüóâåóç (äåí
õðÜñ÷ïõí áðïóâåóôÞñåò) óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò (ðïõ åîåôÜæïõìå åäþ) ôïõ êôéñßïõ ìáò.

Êé åäþ, óôï ðáñáðÜíù óýóôçìá äýï ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.49),
äåí õðÜñ÷åé áðüóâåóç. ÕðïèÝôïõìå åðïìÝíùò ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ ëýóç

u10(t) = ö1 sin (ùt + â) êáé u20(t) = ö2 sin (ùt + â). (13.3.50)

ÁëëÜîáìå ëßãï ôç ìÝèïäï ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí çìéôïíéêÞ óõíÜñôçóç sin (ùt+â) áíôß ãéá ôç óõíç-
ìéôïíéêÞ óõíÜñôçóç cos (ùt−á) óôçí åöáñìïãÞ ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á12.8.2. ÈÝóáìå åðßóçò â áíôß
ãéá á (êáé ìå óõí ôþñá: +â) ãéá ôç ãùíßá öÜóåùò êáé ö1 êáé ö2 (ó÷Ýóåéò (13.3.33)) áíôß Á1 êáé Á2

áíôßóôïé÷á ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò çìéôïíéêÞò óõíáñôÞóåùò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü èõìüìáóôå
êáé ôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò (Þ áðëïýóôåñá éäéïìïñöÝò) ôïõ êôéñßïõ ðïõ åéóáãÜãáìå óôçí
ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á13.3.4 êáé Ý÷ïõìå Ýôóé ôþñá ìéá ðñþôç åéêüíá ôïõò.

Ðáñáãùãßæïõìå ôþñá ôéò äýï áõôÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò äýï öïñÝò êáé ôéò áíôéêáèé-
óôïýìå óôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.3.49). Áðáëïßöïíôáò êáé ôïí
ôñéãùíïìåôñéêü ðáñÜãïíôá sin (ùt+â), êáôáëÞãïõìå óôï óýóôçìá ôùí äýï ïìïãåíþí ãñáììéêþí
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí

( − 3ù2 + 59ù2
0)ö1 − 32ù2

0ö2 = 0,

−32ù2
0ö1 + ( − 2ù2 + 32ù2

0)ö2 = 0.
(13.3.51)

ÅäþÜãíùóôïé åßíáé ïé äýïóõíôåëåóôÝòö1 êáéö2 ôùí ôñéãùíïìåôñéêþíáíôéêáôáóôÜóåùí (13.3.50).
Ðñüêåéôáé ïõóéáóôéêÜ ãéá ôï ßäéï óýóôçìá (13.3.27), óôï ïðïßï åß÷áìå êáôáëÞîåé ìå ôç ìÝèïäï ôçò
åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò, åäþ üìùò ìå −ù2 áíôß ãéá ì2. Êáëýôåñá Ýôóé: ç ðïóüôçôá ù Ý÷åé
êáé öõóéêÞ óçìáóßá: åßíáé ç óõ÷íüôçôá ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé óôéò áíôéêáôáóôÜóåéò (13.3.50).

ÃåíéêÜ ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá (13.3.51) Ý÷åé ôç ìçäåíéêÞ ëýóçö1 = ö2 = 0. ÁõôÞ Ý÷åé âÝâáéá ôçí
Ýííïéá ôçò ðëÞñïõò áðïõóßáò åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí. Ãéá åéäéêÝò üìùò ôéìÝò ôçò óõ÷íüôçôáòù,
ôéò êáëïýìåíåò éäéïóõ÷íüôçôåò Þ öõóéêÝò óõ÷íüôçôåò, åäþ ôïõ êôéñßïõ ìáò, ìðïñåß íá õðÜñ÷ïõí
êáé ìç ìçäåíéêÝò ëýóåéò. ¼ðùò ãíùñßæïõìå áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, ãéá íá óõìâáßíåé áõôü
(ýðáñîç ìç ìçäåíéêþí ëýóåùí óå Ýíá óýóôçìá ïìïãåíþí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí),
ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí (ôùí óõíéóôùóþí ö1 êáé ö2

ôçò éäéïìïñöÞò ö = %ö1 ö2&T ) íá åßíáé ìçäåíéêÞ. ¢ñá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

Ä∗(ù) =
∣∣∣∣∣ −3ù2 + 59ù2

0 −32ù2
0

−32ù2
0 −2ù2 + 32ù2

0

∣∣∣∣∣ = 2(3ù4 − 107ù2
0ù

2 + 432ù4
0) = 0. (13.3.52)

Âñßóêïõìå îáíÜ êáé îáíÜ ôçí ßäéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (åäþ âÝâáéá ùò ðñïò ôç óõ÷íüôçôá ù)

p∗
4(ù) = 3ù4 − 107ù2

0ù
2 + 432ù4

0 = 0 (13.3.53)

ìå åêåßíç ðïõ åß÷áìå ðñïóäéïñßóåé ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ìåèüäïõò. (Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ßäéá áêñéâþò
åîßóùóç (13.3.7).) ÂÝâáéá åäþóôç ìÝèïäï ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ôçíáðïêáëïýìå
åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí Þðéï áðëÜ åîßóùóçóõ÷íïôÞôùí, áí êé ïðñþôïò üñïò åßíáé óáöÝóôåñïò.

Áò èõìßóïõìå êáé ðÜëé ôéò äýï éäéïóõ÷íüôçôåò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (13.3.31): ù1 ≈ 2.15438ù0 êáé
ù2 ≈ 5.57004ù0. ¼ôáí ëïéðüí ù = ù1 Þ ù = ù2, ôüôå ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí (13.3.51) Ý÷åé ìç ìçäåíéêÞ ëýóç (åííïåßôáé ìå ðñïóÝããéóç óôáèåñÜò c). ÕðïèÝôïíôáò
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ìïíáäéáßï åýñïò ôáëáíôþóåùí óôçí ðëÜêá ôïõ äåõôÝñïõ ïñüöïõ: ö2 = 1, ðñïóäéïñßæïõìå áðü
ôéò äýï áõôÝò åîéóþóåéò (ç ìßá áñêåß) ôï åýñïò ôáëáíôþóåùí ö1 óôçí ðëÜêá ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ.
¸ôóé ðñïêýðôïõí ïé éäéïìïñöÝò (13.3.33): ö1 (ãéáù = ù1) êáéö2 (ãéáù = ù2), ôéò õðåíèõìßæïõìå

ö1 =
{

ö11

ö21

}
≈
{

0.709914

1

}
êáé ö2 =

{
ö12

ö22

}
≈
{ −0.939081

1

}
. (13.3.54)

Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá ôéò ßäéåò áêñéâþò éäéïìïñöÝò üðùò êáé óôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêá-
ôáóôÜóåùò óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï. ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò êôéñßïõ
äéáôìÞóåùò ôçò ÅöáñìïöÞò Á13.1 èá åßíáé êáé ðÜëé ôçò ìïñöÞò (13.3.48), ôçí õðåíèõìßæïõìå

u1 = Ç1ö1 sin (ù1t + â1) + H2ö2 sin (ù2t + â2) (13.3.55)

(Þ êÜðïéáò éóïäýíáìçò ìïñöÞò) ìå ôéò óôáèåñÝò Ç1, Ç2, â1 êáé â2 ðñïò ðñïóäéïñéóìü. ÖõóéêÜ
áõôüò ìðïñåß íá ãßíåé, åÜí åßíáé äéáèÝóéìåò ïé ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u10, v10, u20 êáé v20.

Åßíáé âÝâáéá ðñïöáíÝò üôé ïé ßäéåò áêñéâþò éäéïóõ÷íüôçôåò ùk êáé éäéïìïñöÝò ök (ìå k = 1, 2)
ðñïêýðôïõí êáé åÜí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç óõíçìéôïíéêÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ áíôéêáôÜóôáóç (12.8.3)
áíôß ãéá ôçí ðáñáðÜíù çìéôïíéêÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ áíôéêáôÜóôáóç (13.3.50). ÔÝëïò ãéá ôï ðáñüí
ðñüâëçìá ôùí åëåýèåñùí (ü÷é åîáíáãêáóìÝíùí!) ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò áðüóâåóç ç ìÝèïäïò ôçò
ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò åßíáé ç ðéï åý÷ñçóôç õðïëïãéóôéêÜ ãéá ôïí ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü.

A13.4. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÄÉÁÃÙÍÉÏÐÏÉÇÓÅÙÓ ÓÔÇ ÄÕÍÁÌÉÊÇ ÔÙÍ ÊÁÔÁÓÊÅÕÙÍ

A13.4.1. Ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Èåùñïýìå ðÜëé ôï éäåáôü äéþñïöï êôßñéï äéáôìÞóåùò ðïõ êáèïñßóáìå óôçí ÅöáñìïãÞ Á13.1
ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á13.2.3 êáé åðéëýóáìå ìå ôÝóóåñéò äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò óôçí ðñïçãïýìåíç
Åíüôçôá Á13.3. Óôçí åíüôçôá áõôÞ óôü÷ï ìáò áðïôåëåß ç åðßëõóç ôïõ ßäéïõ áêñéâþò óõóôÞìáôïò
êáé ìå ôçíðÝìðôçìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þáðïóõæåýîåùò). Ôç ìÝèïäïáõôÞ ôçíáíáðôý-
îáìå Þäç åêôåíþò óôç Åíüôçôá Á12.9 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á12, áëëÜ ìüíï ãéá ãñáììéêÜ
óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùíðñþôçò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò (12.9.26). Áíôßèåôá óôéò Ôáëáíôþ-
óåéò êáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, ðïõ åíäéáöÝñïõí Üìåóá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, Ý÷ïõìå
óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò ëüãù ôçò éó÷ýïò ôïõ äåõôÝñïõ íüìïõ ôïõ
Íåýôùíá. Ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò áõôÜ åßíáé ôçò ìïñöÞò (13.2.19). Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

Mü(t) + Ku(t) = 0 (13.4.1)

ìå M ôï ìçôñþï ìÜæáò (Þ ìçôñþï áäñáíåßáò) êáé K ôï ìçôñþï óôéâáñüôçôáò (óôá óõóôÞìáôá
ìáæþí êáé åëáôçñßùí), ðïõ ãåíéêÜ êáëåßôáé ìçôñþï äõóêáìøßáò óôá ðëáßóéá êáé óôá êôßñéá.
Ãåíéêüôåñá ôþñá ìå öüñôéóç p(t) Ý÷ïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç (áëëÜ êáé äõóêïëüôåñç) ìç ïìïãåíÞ ìïñöÞ

Mü(t) + Ku(t) = p(t). (13.4.2)

ÁñêåôÜ óõ÷íÜ Ý÷ïõìå åðéðëÝïí êáé áðüóâåóç, ðïëëÝò öïñÝò äåí ôçí áìåëåß ï Ðïëéôéêüò Ìç-
÷áíéêüò. Ç åðéññïÞ ôçò óôéò ôáëáíôþóåéò ðåñéãñÜöåôáé ìå ôï ìçôñþï áðïóâÝóåùò C. Ôüôå áðï-
äåéêíýåôáé üôé ôá áíôßóôïé÷á óõóôÞìáôá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åßíáé ôá áêüëïõèá:

Mü(t) + Cu̇(t) + Ku(t) = 0 (13.4.3)

ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò (äß÷ùò öüñôéóç, ÷ùñßò åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò) êáé

Mü(t) + Cu̇(t) + Ku(t) = p(t) (13.4.4)

ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò (ìå öüñôéóç, ìå åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò, óå óåéóìïýò áäñáíåéáêÝò).
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A13.4.2. Ôï ãåíéêåõìÝíï éäéïðñüâëçìá ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí

Áñ÷ßæïõìå ìå ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.4.1) ãéá åëåýèåñåò
ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç. ×ñçóéìïðïéïýìå ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ áíôéêáôÜóôáóç

u(t) = ö cos (ùt − á) Þ u(t) = ö sin (ùt + â) (13.4.5)

Þ ôçí åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç
u(t) = öeiùt (13.4.6)

ìå ôï ö Üãíùóôï äéÜíõóìá óôÞëçò êáé ôï ù ôç ó÷åôéêÞ óõ÷íüôçôá. Ôüôå âÝâáéá Ý÷ïõìå (êáé óôéò
ôñåéò áõôÝò ðåñéðôþóåéò)

ü(t) = −ù2u(t). (13.4.7)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôï äéÜíõóìá óôÞëçò ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí u(t) êáé ôç äåýôåñç
áõôÞ ðáñÜãùãü ôïõ ü(t), ç ïðïßá åßíáé âÝâáéá åðßóçò äéÜíõóìá óôÞëçò, óôï ãñáììéêü óýóôçìá
ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.4.1). ¸ôóé ðáßñíïõìå

Mü(t) + Ku(t) = 0 �⇒ ( − ù2M+ K)ö = 0 (13.4.8)

ìåôÜ âÝâáéá êáé ôçí áðáëïéöÞ ôïõ ÷ñïíéêïý ðáñÜãïíôá cos (ùt − á) Þ sin (ùt + â) Þ eiùt áíÜëïãá
ìå ôï ôß Ý÷ïõìå åðéëÝîåé: ïõóéáóôéêÜ ôï ßäéï êÜíåé!

¸ôóé ëïéðüí ðñïÝêõøå (êáé ìå ôïõò ôñåéò áõôïýò ôñüðïõò) Ýíá ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå áãíþóôïõò ôï äéÜíõóìá óôÞëçò ö, áí êáé ïýôå ç óõ÷íüôçôá ù äåí åßíáé
áêüìç ãíùóôÞ. ¸íá ôÝôïéï óýóôçìá ãåíéêÜ Ý÷åé ôç ìçäåíéêÞ ëýóç ö = 0. ÁõôÞ ïäçãåß âÝâáéá ìå ôç
÷ñÞóç ôçò ìéáò Þ ôçò Üëëçò ôñéãùíïìåôñéêÞò äïêéìáóôéêÞò ëýóåùò (13.4.5) Þ ôçò äïêéìáóôéêÞò åê-
èåôéêÞò ëýóåùò (13.4.6) óôç ìçäåíéêÞ ëýóç u(t) ≡ 0. Êáèüëïõ ëïéðüí ôáëáíôþóåéò óôï êôßñéï ðñïò
ìåãÜëç ÷áñÜ ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ôá îÝñïõìå áõôÜ Þäç áðü ôéò Åíüôçôåò Á13.3.4 ãéá ôçí
åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç êáé Á13.3.5 ãéá ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ áíôéêáôÜóôáóç. Ìáò åßíáé ãíùóôÜ,
Üëëï ðïõ åäþ ôá ãñÜöïõìå ìå ôç ÷ñÞóç ìçôñþùí: ìÜæáò (Þ áäñáíåßáò) M êáé äõóêáìøßáò K.

Ìáò åßíáé åðßóçò åîßóïõ ãíùóôü üôé ôç ìïíáäéêÞ äõíáôüôçôá ãéá ôçí ýðáñîç ìç ìçäåíéêÞò
ëýóåùò u(t) �≡ 0 áðïôåëåß ï ìçäåíéóìüò ôçò ïñßæïõóáò (determinant) ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþ-
óôùí óôáèåñþí ö óôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü áëãåâñéêü óýóôçìá ôçò äåýôåñçò ó÷Ýóåùò (13.4.8).
ÅðïìÝíùò ç ýðáñîç ìç ìçäåíéêÞò ëýóåùò óôï óýóôçìá áõôü, ö �= 0, áðáéôåß íá éó÷ýåé ç åîßóùóç

det (K− ù2M) = 0 ìå áðüëõôá éóïäýíáìç ãñáöÞ ôçí |K− ù2M| = 0. (13.4.9)

Áí ôçí ßäéá ó÷Ýóç ôç ãñÜöáìå ìå ôç ÷ñÞóç ôùí íÝùí éäéïôéìþí ë = ù2, ïðüôå ù = √
ë, áõôÞ èá

åß÷å ôç ìïñöÞ

det (K− ëM) = 0 éóïäýíáìá |K− ëM| = 0 ìå ë = ù2. (13.4.10)

ÊÜðïõ áñ÷ßæïõìå íá ðëçóéÜæïõìå. Áò ôï óêåöèïýìå êáëýôåñá. Íáé, ôï âñÞêáìå: ç ôåëåõôáßá
áõôÞ åîßóùóç (ïñßæïõóá ôïõ ìçôñþïõ K − ëM ßóç ìå ôï ìçäÝí) ìáò èõìßæåé êáèáñÜ ôï éäéïðñü-
âëçìá ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò, åäþ ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí éäéïôéìþí ë óôéò ó÷Ýóåéò (12.9.4) ôçò
ÐáñáãñÜöïõÁ12.9.2. Áò åðáíáëÜâïõìå ôç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç, åäþ ãéá ôï ìçôñþïK

det (K− ëIn) = 0 éóïäýíáìá |K− ëIn | = 0. (13.4.11)

Äåí ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå ðáñÜðïíï ìå ôç ìíÞìç ìáò. ÓùóôÜ êÜíáìå ôç óõó÷Ýôéóç áõôÞ. Ìüíï
ðïõ . . . Ôß; Ìüíï ðïõ åäþ, óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, Ý÷ïõìå óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ìáò
åîßóùóç (13.4.10) ôï ìçôñþï ìÜæáò (Þ áäñáíåßáò) M óôç èÝóç ôïõ ìïíáäéáßïõ ìçôñþïõ In óôçí
«ðáëéÜ» ìáò åîßóùóç (13.4.11) ôïõ éäéïðñïâëÞìáôïò óôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá. Ìçôñþï ìÜæáò M
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áíôß ãéá ìïíáäéáßï ìçôñþï In. ¢ñá ïé éäéïôéìÝò ë ôïõ ìçôñþïõ äõóêáìøßáò K óôç ÄõíáìéêÞ ôùí
Êáôáóêåõþí äåí åßíáé ÷ñÞóéìåò óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, åðåéäÞ ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôïõ åîßóùóç
åßíáé ç (13.4.10) êáé ìå ôá äýï ìçôñþá K (äõóêáìøßáò) êáé M (ìÜæáò) ìáæß ó’ áõôÞí. ÅðïìÝíùò:

� ÓõìðÝñáóìá: Ôï éäéïðñüâëçìá (ðñïóäéïñéóìüò éäéïôéìþí êáé éäéïäéáíõóìÜôùí) ôçò Äõíáìé-
êÞò ôùí Êáôáóêåõþí áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôïõ êëáóéêïý éäéïðñïâëÞìáôïò ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò.
Ó÷åôßæåôáé ìÜëéóôá ìå äýï ìçôñþá: ôá ìçôñþá ìÜæáòM êáé äõóêáìøßáò K, ü÷é ìüíï Ýíá ìçôñþï.
Ãé’ áõôü óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí ìéëÜìå ãéá ãåíéêåõìÝíï éäéïðñüâëçìá êáé ü÷é áðëÜ ãéá
éäéïðñüâëçìá åííïþíôáò ôï êëáóéêü éäéïðñüâëçìá. Ïé êëáóéêÝò éäéïôéìÝò (ìå ôçí Ýííïéá ôçò
ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò) ôïõ ìçôñþïõ äõóêáìøßáò K åßíáé Ü÷ñçóôåò óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Áõôüò
åðéäéþêåé ôçí åðßëõóç ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ éäéïðñïâëÞìáôïò ìå ãåíéêåõìÝíç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîß-
óùóç ôç (13.4.10): det (K− ëM) = 0 (ìå ë = ù2) Þ êáëýôåñá ôç (13.4.9): det (K−ù2M) = 0. ÁõôÞ
åßíáé ç åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí Þ áðëÜ åîßóùóç óõ÷íïôÞôùí ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôç Äõ-
íáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, áëëÜ êáé ãåíéêüôåñá óôéò Ôáëáíôþóåéò. BÝâáéá óôéò Ôáëáíôþóåéò, üôáí
äåí Ý÷ïõìå êÜìøç, ìéëÜìå áðëÜ ãéá ôï ìçôñþï óôéâáñüôçôáò K áíôß ãéá ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K.

Ôþñá óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí ãéá ìéá êáôáóêåõÞ ìå n âáèìïýò åëåõèåñßáò åßíáé ðñï-
öáíÝò üôé ç åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí (13.4.9) èá åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n ùò ðñïò ë = ù2.
Áõôü èá Ý÷åé ãåíéêÜ n ñßæåò ëk = ù2

k óõíÞèùò áðëÝò, êáìéÜ öïñÜ êáé ðïëëáðëÝò, üìùò n óõíïëéêÜ
ìáæß ôçí ðïëëáðëüôçôá ñk ôçò êáèåìéÜò ôïõò. (Ãéá áðëÝò ñßæåò ëk = ù2

k éó÷ýåé âÝâáéá üôé ñk = 1.)

ÅðéðëÝïí áðü ôïðñþôï èåþñçìá ôçòÐáñáãñÜöïõÁ12.9.4 ôïõðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á12
ãíùñßæïõìå üôé óôï êëáóéêü éäéïðñüâëçìá ôçò ÃñáììéêÞò¢ëãåâñáò ïé éäéïôéìÝò ëk åíüòðñáãìáôéêïý
óõììåôñéêïý ìçôñþïõ As åßíáé üëåò ôïõò ðñáãìáôéêÝò. Åðßóçò üôé äýï éäéïäéáíýóìáôá är êáé äs
ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå äýï äéáöïñåôéêÝò éäéïôéìÝò ôïõ êëáóéêïý éäéïðñïâëÞìáôïò åßíáé ïñèïãþíéá.

Óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí áðïäåéêíýåôáé üôé ôá ìçôñþá ìÜæáò (Þ áäñáíåßáò) M êáé äõ-
óêáìøßáò K åßíáé ü÷é ìüíï ðñáãìáôéêÜ (åßíáé ðñïöáíÝò áõôü . . . ), áëëÜ êáé óõììåôñéêÜ êáé èåôéêÜ
ïñéóìÝíá, äçëáäÞ vTMv > 0 êáé vTKv > 0 ãéá êÜèå äéÜíõóìá óôÞëçò v �= 0. (Ôï ôåëåõôáßï éó÷ýåé
ìüíï ãéá óôåñåùìÝíåò êáôáóêåõÝò, ìå ðåñéïñéóìïýò êéíÞóåùò, üðùò åßíáé üëåò ïé óõíçèéóìÝíåò
êáôáóêåõÝò ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý.) Õð’ áõôÝò ôéò óõíèÞêåò ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ôï èåþñçìá:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Éäéïóõ÷íüôçôåò: Ç åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí det (K− ù2M) = 0 óôï ãåíéêåõìÝíï
éäéïðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí Ý÷åé n ðñáãìáôéêÝò êáé
ìÜëéóôá èåôéêÝò ñßæåò ë = ù2. (ÁõôÝò åßíáé óõíÞèùò áðëÝò êáé óðÜíéá ðïëëáðëÝò.) Ìå Üëëá ëüãéá
ôï ó÷åôéêü ãåíéêåõìÝíï éäéïðñüâëçìá Ý÷åé n ðñáãìáôéêÝò êáé èåôéêÝò éäéïôéìÝò ë = ù2.

ÐÜñáðïëýùñáßï êáé ÷ñÞóéìï ôï èåþñçìááõôü. ÌáòâãÜæåé ìÜëéóôááðüðïëëïýò «ìðåëÜäåò»
ìå ôç âåâáéüôçôá ôùí n èåôéêþí ãåíéêåõìÝíùí éäéïôéìþí ë = ù2, äçëáäÞ êáé n èåôéêþí áíôßóôïé÷ùí
éäéïóõ÷íïôÞôùí ù = √

ë. Ãåíéêåýåé óçìáíôéêÜ ôï áíôßóôïé÷ï èåþñçìá óôï êëáóéêü éäéïðñüâëçìá
ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò. Äå èá ôï áðïäåßîïõìå üìùò. Ðñï÷ùñÜìå ðáñáêÜôù.

ÅðïìÝíùò ôþñá ìå ôç óéãïõñéÜ ôùí n èåôéêþí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùk = √
ëk (ìå k = 1, 2, . . . , n)

ìðïñïýìå èáõìÜóéá íá ëýóïõìå ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí n áëãåâñéêþí åîéóþóåùí äå-
îéÜ óôéò ó÷Ýóåéò (13.4.8) ùò ðñïò ôï áíôßóôïé÷ï éäéïäéÜíõóìá (éäéïìïñöÞ) ö = %ö1 ö2 . . . ön&T .
ÖõóéêÜ ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò éäéïìïñöÞò ãßíåôáé ìå ðñïóÝããéóç óôáèåñÜò c, áêñéâþò üðùò óõì-
âáßíåé êáé óôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá ãéá Ýíá êëáóéêü éäéïäéÜíõóìá ä. Áêïëïõèåß óõíÞèùò êÜðïéá
êáíïíéêïðïßçóç, ð.÷. ç ön = 1: ìïíáäéáßï åýñïò ôáëáíôþóåùí óôïí ôåëåõôáßï üñïöï: óôïí
n-óôü üñïöï. ÁõôÞí õéïèåôïýìå åäþ êáé åßíáé ìéá óõíçèéóìÝíç åðéëïãÞ ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

➤ ÐáñáôÞñçóç A13.9: Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìáèçìáôéêÜ ðùò óå êÜèå ðïëëáðëÞ éäéïóõ÷íü-
ôçôá ùk ðïëëáðëüôçôáò ñk, ð.÷. ñk = 2 ãéá äéðëÞ éäéïóõ÷íüôçôá, áíôéóôïé÷ïýí ñk ãñáììéêÜ áíå-
îÜñôçôåò éäéïìïñöÝò. (Ðñüêåéôáé ãéá êÜðùò óðÜíéá ðåñßðôùóç, áëëÜ ìðïñåß íá óõìâåß êé áõôÞ!)
Äå èá áó÷ïëçèïýìå üìùò ìå ôçí áðüäåéîç áõôÞò ôçò åíäéáöÝñïõóáò éäéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí.
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A13.4.3. Ïñèïãùíéüôçôá ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò

Êáé ôß Üëëï îÝñïõìå áðü ôï êëáóéêü éäéïðñüâëçìá ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò; Ìá üôé äýï éäéïäéá-
íýóìáôá är êáé äs åíüò óõììåôñéêïý ìçôñþïõ As ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå äýï äéáöïñåôéêÝò (ü÷é ßäéåò)
éäéïôéìÝò ër êáé ës ôïõ ßäéïõ ìçôñþïõ As åßíáé ïñèïãþíéá (Þ ïñèïãùíéêÜ), äçëáäÞ üôé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

äTr äs = 0, åöüóïí r �= s. (13.4.12)

Êé åäþ óôï ãåíéêåõìÝíï éäéïðñüâëçìá ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí, üðïõ ôï ñüëï ôùí
éäéïäéáíõóìÜôùí äk ôïí ðáßæïõí ïé éäéïìïñöÝò ök, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå êÜôé áíÜëïãï, ðéï
ãåíéêåõìÝíï üìùò. ÓõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé ôï èåþñçìá:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Ïñèïãùíéüôçôá ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò ùò ðñïò ôá ìçôñþá ìÜæáò M
êáé äõóêáìøßáò K: Óôï ãåíéêåõìÝíï éäéïðñüâëçìá ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí äýï äéáöï-
ñåôéêÝò éäéïìïñöÝò ör êáé ös ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå äýï äéáöïñåôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ùr êáé ùs

(äçëáäÞ ìå ùr �= ùs) åßíáé ïñèïãþíéåò (á) ùò ðñïò ôï ìçôñþï ìÜæáòM êáé (â) ùò ðñïò ôï ìçôñþï
äõóêáìøßáò K. ÄçëáäÞ éó÷ýïõí ôáõôü÷ñïíá êáé ïé äýï ó÷Ýóåéò

öT
r Mös = 0 êáé åðßóçò öT

r Kös = 0, åöüóïí ùr �= ùs. (13.4.13)

Áðüäåéîç: ¸÷åé Þäç áñ÷ßóåé íá ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü
ôï ãåíéêåõìÝíï éäéïðñüâëçìá ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí. Ðñï÷ùñÜìå óôçí áðüäåéîç ôþñá.

Áñ÷ßæïõìå ìå ôçí õðåíèýìéóç ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ éäéïðñïâëÞìáôïò ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôá-
óêåõþí, ðïõ Ý÷åé ôç äåýôåñç ìïñöÞ (13.4.8). Ôçí îáíáãñÜöïõìå áðüëõôá éóïäýíáìá óáí

Kö = ù2Mö. (13.4.14)

(Ôï êëáóéêü éäéïðñüâëçìá ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò åßíáé ëßãï ðéï áðëü: Kä = ëä.) Óå ìáò ôþñá
åöáñìüæïõìå ôç ó÷Ýóç (13.4.14) ãéá ù = ùs êáé ö = ös: éäéïóõ÷íüôçôá ùs êáé ìéá áíôßóôïé÷ç
éäéïìïñöÞ ös. ¸ôóé ðáßñíïõìå

Kös = ù2
s Mös . (13.4.15)

Óôç óõíÝ÷åéá ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôç ó÷Ýóç (13.4.15) áðü áñéóôåñÜ (ôçí ðñïðïëëáðëáóéÜæïõìå)
åðß ôï áíÜóôñïöï ìçôñþï öT

r (ôï ïðïßï åßíáé äéÜíõóìá ãñáììÞò, ü÷é ðéá óôÞëçò) ôçò ðñþôçò
éäéïìïñöÞò ör ðïõ Ý÷ïõìå óôç ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò (13.4.13). Ðñïêýðôåé áìÝóùò

öT
r Kös = ù2

sö
T
r Mös. (13.4.16)

Ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï (Þ áðëÜ áíôéóôñÝöïíôáò ôïõò äåßêôåò r êáé s) ðáßñíïõìå ôçí åíôåëþò
áíÜëïãç ó÷Ýóç

öT
s Kör = ù2

rö
T
sMör . (13.4.17)

Äýï ó÷Ýóåéò ëïéðüí: ç (13.4.16) êáé ç (13.4.17). Êáé ïé äýï äåßêôåò r êáé s óôéò éäéïìïñöÝò óôá
áñéóôåñÜ ìÝëç ìå áíôßèåôç óåéñÜ. ÊÜôé äåí ðÜåé ôüóï êáëÜ êáé äå «âãáßíåé» áêüìç ç áðüäåéîç! Èá
åðáíïñèþóïõìå üìùò áìÝóùò áíáóôñÝöïíôáò (ðáßñíïíôáò áíÜóôñïöá ìçôñþá) åßôå ôçí ðñþôç
ó÷Ýóç ìáò (13.4.16) åßôå ôç äåýôåñç (13.4.17). Áò ðïýìå ôç äåýôåñç: ôç ó÷Ýóç (13.4.17). Áðü ôç
ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá ãíùñßæïõìå ôç âáóéêÞ éäéüôçôá ãéá ôçí áíáóôñïöÞ ãéíïìÝíïõ ìçôñþùí AB üôé

(AB)T = BTAT . (13.4.18)

ÄçëáäÞ ìå ôçí áíáóôñïöÞ ãéíïìÝíïõ ìçôñþùí AB áíôéóôñÝöåôáé êáé ç óåéñÜ ôïõò óôï ãéíüìåíï.

Åöáñìüæïíôáò ôç óçìáíôéêÞ áõôÞ éäéüôçôá óôç äåýôåñç ó÷Ýóç (13.4.17), öèÜíïõìå óôç ó÷Ýóç

öT
r K

Tös = ù2
r ö

T
r M

Tös . (13.4.19)
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Âñéóêüìáóôå óå ðïëý êáëýôåñç èÝóç ôþñá: ôá áñéóôåñÜ ìÝëç ôùí äýï ó÷Ýóåùí (13.4.16) (ðñþôç
ó÷Ýóç ìáò) êáé (13.4.19) (ôñïðïðïéçìÝíç ìå áíáóôñïöÞ äåýôåñç ó÷Ýóç ìáò) ó÷åäüí óõìðßðôïõí.
ÅëÜ÷éóôç óêÝøç ÷ñåéÜæåôáé áêüìç. Óô’ áëÞèåéá ôá ìçôñþá ìÜæáò M êáé äõóêáìøßáò K åêôüò áðü
ôï ðñïöáíÝò ãåãïíüò üôé åßíáé ðñáãìáôéêÜ åßíáé êáé óõììåôñéêÜ. ¢ñá

MT = M êáé KT = K. (13.4.20)

Ðïëý ùñáßá! Ôþñá ç ôñïðïðïéçìÝíç äåýôåñç ó÷Ýóç (13.4.19) ãñÜöåôáé óôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

öT
r Kös = ù2

r ö
T
r Mös (13.4.21)

åäþ ìå ôá ìçôñþá K êáé M ÷ùñßò ðéá ôçí Ýíäåéîç Ô ôçò áíáóôñïöÞò ìçôñþïõ.

Äå ìáò áðïìÝíåé ðáñÜ ç áöáßñåóç êáôÜ ìÝëç ôùí äýï ó÷Ýóåùí (13.4.16) êáé (13.4.21). ¼ìùò
ôá áñéóôåñÜ ôïõò ìÝëç åßíáé ßóá: öT

r Kös êáé ôá äýï. ÅðïìÝíùò

0 = ù2
s ö

T
r Mös − ù2

rö
T
r Mös êáé ìå áðëïðïßçóç (ù2

r − ù2
s )ö

T
r Mös = 0. (13.4.22)

ÔÝëïò, áöïý õðïèÝóáìå óôçí åêöþíçóç ôïõ èåùñÞìáôïò äéáöïñåôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ùr êáé ùs,
äçëáäÞ üôéùr �= ùs, èá Ý÷ïõìåù2

r −ù2
s �= 0. ÊáôÜ óõíÝðåéá ç äåýôåñç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (13.4.22)

áðëïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ
öT

r Mös = 0, (13.4.23)

ðïõ óõìðßðôåé ìå ôçí ðñþôç éäéüôçôá ïñèïãùíéüôçôáò (13.4.13). ¸ôóé ôåëåßùóå åðéôõ÷þò ç áðü-
äåéîç ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí äýï éäéïìïñöþíör êáéös (ìåör �= ös) ùò ðñïò ôï ìçôñþï ìÜæáòM.

Ãéá ôçí ïñèïãùíéüôçôá ôùí ßäéùí äýï éäéïìïñöþí ör êáé ös ùò ðñïò ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K
ôþñá. Áðü ôç ó÷Ýóç (13.4.16), áöïý áðïäåßîáìå üôé ôï äåîéü ìÝëïò ôçò ù2

sö
T
r Mös åßíáé ìçäÝí, ìéá

ðïõ éó÷ýåé ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò (13.4.23), ôï ßäéï èá óõìâáßíåé êáé ìå ôï áñéóôåñü
ìÝëïò ôçò. ÅðïìÝíùò

öT
r Kös = 0 (13.4.24)

êé áðïäåß÷èçêå ç éäéüôçôá ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí ör êáé ös êáé ùò ðñïò ôï ìçôñþï
äõóêáìøßáò K. Ôåëåßùóå Ýôóé ç êëáóéêÞ áõôÞ áðüäåéîç ãéá ôçí ïñèïãùíéüôçôá ôùí éäéïìïñöþí.❏

➤ ÐáñáôÞñçóç A13.10: ÊáìéÜ öïñÜ (ü÷é ðïëý óõ÷íÜ) óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí ðáñïõ-
óéÜæåôáé êáé äåýôåñç áðüäåéîç ðïõ âáóßæåôáé óôï èåþñçìá ôçò áìïéâáéüôçôáò ôùí Betti--Maxwell.
ÁõôÞ åßíáé ðéï êïíôÜ óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, åðåéäÞ óôçñßæåôáé óå Ýñãá äõíÜìåùí. Åßíáé åðßóçò
ìáèçìáôéêÜ ðéï áðëÞ óôïõò õðïëïãéóìïýò ðïõ áðáéôåß. Äõóôõ÷þò üìùò, ðáñÜ ôçí êïìøüôçôÜ
ôçò, åðåéäÞ êÜíåé ÷ñÞóç ôïõ Ýñãïõ áäñáíåéáêþí äõíÜìåùí, åßíáé êÜðùò äõóíüçôç áðü öõóéêÞò
áðüøåùò áêüìç êáé óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ôåßíåé Ýôóé íá õðïâáèìéóèåß õðÝñ ôçò ðéï ðÜíù
êëáóéêÞò áðïäåßîåùò. Êé áõôÞ üìùò äåí åßíáé äá êáé ôüóï äýóêïëç. Äåí åßíáé Ýôóé; Êáé ôáéñéÜæåé êáé
ðéï ðïëý óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÷ùñßò íá áðáéôåß ãíþóåéò Ôå÷íéêÞò Ìç÷áíéêÞò. Êáëþò!

➤ ÐáñáôÞñçóç A13.11: Åßíáé åíäéáöÝñïí íá óçìåéùèåß üôé ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ðùò êáé ïé ñk

éäéïìïñöÝò ökm (ìå m = 1, 2, . . . , ñk) ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå ðïëëáðëÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ùk (ìå ðïë-
ëáðëüôçôåò ñk) ìðïñïýí êé áõôÝò íá åðéëåãïýí, Ýôóé þóôå íá åßíáé ïñèïãþíéåò ìåôáîý ôïõò. Íá
åßíáé åðßóçò ïñèïãþíéåò êáé ùò ðñïò êÜèå Üëëç éäéïìïñöÞ ör ôçò êáôáóêåõÞò ðïõ åîåôÜæåôáé.
ÄçëáäÞ íá «óõììåôÝ÷ïõí» ðëÞñùò êé áõôÝò ïé éäéïìïñöÝò óôï ðñïçãïýìåíï óçìáíôéêü èåþñçìá,
áí åðéëåãïýí êáôÜëëçëá. Åííïåßôáé üôé áõôÞ ç ðåñßðôùóç ÷ñåéÜæåôáé åéäéêÞ áðüäåéîç, ðïõ èá ðá-
ñáëåéöèåß åíôåëþò. ÔåëéêÜ âÝâáéá äéáèÝôïõìå Ýôóé n óõíïëéêÜ éäéïìïñöÝò ök ðïõ åßíáé üëåò ôïõò
áíÜ äýï ïñèïãþíéåò ôüóï ùò ðñïò ôï ìçôñþï ìÜæáò M üóï êáé ùò ðñïò ôï ìçôñþï áäñáíåßáò K.

¼ëåò ìáæß (êáé ïé n) éäéïìïñöÝò ök, ïé ïðïßåò åßíáé ìÜëéóôá (üðùò ôéò åðéëÝîáìå) ïñèïãþíéåò
(Þ ïñèïãùíéêÝò) áíÜ äýï ìåôáîý ôïõò, ó÷çìáôßæïõí Ýíá ôåôñáãùíéêü ìçôñþïÖ äéáóôÜóåùí n×n.
Ôï äéÜóçìï ìçôñþï ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùí: Ö = [ö1 ö2 . . . ön] ôçò êáôáóêåõÞò. ÔÝëåéá!
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A13.4.4. ÃåíéêåõìÝíåò ìÜæåò êáé äõóêáìøßåò

Áò îáíáãñÜøïõìå êáôáñ÷Þí ôï ìçôñþï ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùí, ðïõ ìüëéò ïñßóáìå êáé
ðïõ ìðïñïýìå íá ôï êáëïýìå ëßãï áðëïýóôåñá ìçôñþï éäéïìïñöþí, óôçí áíáëõôéêÞ ôïõ ìïñöÞ

Ö =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ö11 ö12 . . . ö1n

ö21 ö22 . . . ö2n

...
...

. . .
...

ön1 ön2 . . . önn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (13.4.25)

Ãéá Ýíá ìç÷áíéêü óýóôçìá (åäþ êáôáóêåõÞ: éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò) ìå n âáèìïýò åëåõèåñßáò
ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá ðñáãìáôéêü ôåôñáãùíéêü ìçôñþï äéáóôÜóåùí n×n. ¼ìùò áíôßèåôá áðü ôá
ìçôñþá ìÜæáò (Þ áäñáíåßáò) M êáé äõóêáìøßáò K ôï ìçôñþï éäéïìïñöþí Ö äåí åßíáé óõììåôñéêü
ìçôñþï. Óôéò óôÞëåò ôïõ Ý÷ïõìå âÝâáéá ôéò n éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùí, áðëïýóôåñá éäéïìïñöÝò

ö1 =




ö11

ö21

...

ön1




, ö2 =




ö12

ö22

...

ön2




, . . . , ön =




ö1n

ö2n

...

önn




. (13.4.26)

(×ñåéÜæåôáé ëßãç ðñïóï÷Þ óôç óåéñÜ ôùí äåéêôþí!) ¼ëåò ïé éäéïìïñöÝò åßíáé äéáíýóìáôá óôÞëçò ìå n
óõíéóôþóåò ç êáèåìßá. Åðßóçò óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôçò ðñïçãïýìåíçò ÐáñáãñÜöïõ Á13.4.3
üëåò ôïõò åßíáé ïñèïãþíéåò ç ìßá ìå ôçí Üëëç ôüóïùò ðñïò ôï ìçôñþï ìÜæáòM üóï êáé ùò ðñïò ôï
ìçôñþï äõóêáìøßáò K: ó÷Ýóåéò (13.4.13). ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò ïñèïãùíéüôçôáò

öT
r Mös = 0 êáé åðßóçò öT

r Kös = 0 ãéá r �= s êáé ìå r, s = 1, 2, . . . , n. (13.4.27)

Õðåíèõìßæïõìå åðßóçò ðùò ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí éó÷ýïõí êáé ãéá
ôéò éäéïìïñöÝò ðïõ áöïñïýí óå ðïëëáðëÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ùk. Áñêåß âÝâáéá áõôÝò ïé ôåëåõôáßåò
éäéïìïñöÝò íá Ý÷ïõí åðéëåãåß êáôÜëëçëá: íá åßíáé êáé áõôÝò ïñèïãþíéåò ìåôáîý ôïõò. (Áõôü äåí
ôï Ý÷ïõìå áðïäåßîåé, áëëÜ ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß êáé éó÷ýåé. Äå÷üìáóôå üôé Ýôóé ðñáãìáôéêÜ åßíáé
ç êáôÜóôáóç ìå ôéò ðéï ðÜíù éäéïìïñöÝò.)

Åýêïëá ìðïñåß ôþñá íá äéáðéóôþóåé êáíåßò üôé ôï ìçôñþï Md ðïõ ïñßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

Md := ÖÔMÖ (13.4.28)

åßíáé Ýíá äéáãþíéï ìçôñþï. Áõôü óõìâáßíåé, ãéáôß ôá ìç äéáãþíéá óôïé÷åßá ôïõ åßíáé ìçäåíéêÜ ëüãù
ôùí ó÷Ýóåùí ïñèïãùíéüôçôáò (13.4.27) ãéá ôéò éäéïìïñöÝò. Áíôßèåôá ôá äéáãþíéá óôïé÷åßá ôïõ

Mr = öT
r Mör ìå r = 1, 2, . . . , n (13.4.29)

åßíáé äéÜöïñá ôïõ ìçäåíüò. Ôéò ðïóüôçôåò áõôÝò Mr ôéò áðïêáëïýìå ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò ôïõ
ðïëõâÜèìéïõ (åäþ n-âÜèìéïõ) ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ìáò, ôçò êáôáóêåõÞò ìáò, ôïõ n-þñïöïõ
éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ðïõ åîåôÜæïõìå óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.

Åîáéôßáò êáé ôùí äåýôåñùí ó÷Ýóåùí ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) (13.4.27), áõôÝò ùò
ðñïò ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K, åíôåëþò áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôï ìçôñþï

Kd := ÖÔKÖ. (13.4.30)
Ïé ðïóüôçôåò

Kr = öT
r Kör ìå r = 1, 2, . . . , n (13.4.31)

êáëïýíôáé áíÜëïãá ãåíéêåõìÝíåò äõóêáìøßåò ôïõ ßäéïõ ðïëõâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò.
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Ôï äéáãþíéï ìçôñþï ãåíéêåõìÝíùí ìáæþí Md êáé ôï åðßóçò äéáãþíéï ìçôñþï ãåíéêåõìÝíùí
äõóêáìøéþí Kd èá áðïäåé÷èïýí ðáñáêÜôù ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Êáé
ìéá ðïõ åßíáé äéáãþíéá (diagonal), ôá îáíáãñÜöïõìå êáé óôéò éóïäýíáìåò ìïñöÝò ôïõò

Md = diag (M1, M2, . . . , Mn), (13.4.32)

Kd = diag (K1, K2, . . . , Kn). (13.4.33)

Ãéá êÜðïéá äéåõêüëõíóÞ ìáò ðáñáêÜôù ìðïñïýìå, áí èÝëïõìå, íá ïñßóïõìå êáé ôï äéáãþíéï
ìçôñþï éäéïóõ÷íïôÞôùí Ù ùò åîÞò:

Ù := diag (ù1, ù2, . . . , ùn) =




ù1 0 . . . 0

0 ù2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ùn


 . (13.4.34)

ÖõóéêÜ óáí äéáãþíéá óôïé÷åßá Ý÷ïõìå ôéò n éäéïóõ÷íüôçôåòùr. Äåí åßíáé ìÜëéóôá êáèüëïõ äýóêïëï
íá áðïäåßîïõìå ãéá ôï äéáãþíéï áõôü ìçôñþï éäéïóõ÷íïôÞôùí Ù üôé

Ù2 := ÙÙ = diag (ù2
1, ù

2
2, . . . , ù2

n) =




ù2
1 0 . . . 0

0 ù2
2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . ù2
n


 . (13.4.35)

Éó÷ýåé åðßóçò êáé ôï áêüëïõèï áðëü ó÷åôéêü èåþñçìá:

� ÈÅÙÑÇÌÁ: Óå Ýíá ðïëõâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá (åäþ êôßñéï äéáôìÞóåùò) ïé ãåíéêåõìÝíåò
ìÜæåò Mr, ïé ãåíéêåõìÝíåò äõóêáìøßåò Kr êáé ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ùr óõíäÝïíôáé ìå ôéò ó÷Ýóåéò

Kr = ù2
r Mr ãéá r = 1, 2, . . . , n êáé óå ìïñöÞ ìå ìçôñþá Kd = Ù2Md . (13.4.36)

Áðüäåéîç: Áöïý ôá ôñßá ìçôñþáMd , Kd êáéÙ åßíáé äéáãþíéá, ç ìïñöÞ ìå ìçôñþá (ìçôñùéêÞ
ìïñöÞ) Kd = Ù2Md ôïõ áðëïý èåùñÞìáôüò ìáò Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôç óõíçèéóìÝíç ìïñöÞ (ìå
äåßêôåò r) Kr = ù2

r Mr ôïõ ßäéïõ èåùñÞìáôïò. ÁõôÞ üìùò äåí åßíáé áðüëõôáðñïöáíÞò óôïíÐïëéôéêü
Ìç÷áíéêü êáé ðñÝðåé íá ôçí áðïäåßîïõìå óô’ áëÞèåéá. Áõôü êáé èá êÜíïõìå ôþñá áìÝóùò.

×ñçóéìïðïéïýìå ôç ó÷Ýóç (13.4.31) ãéá ôéò ãåíéêåõìÝíåò äõóêáìøßåò Kr. Ôçí õðåíèõìßæïõìå

Kr = öT
r Kör ìå r = 1, 2, . . . , n. (13.4.37)

Ãíùñßæïõìå üìùò åðßóçò áðü ôç ó÷Ýóç (13.4.15) (åäþ ìå r áíôß s, ôï ßäéï êÜíåé!) üôé

Kör = ù2
r Mör . (13.4.38)

Áíôéêáèéóôïýìå ëïéðüí Üìåóá ôçí ðïóüôçôá Kör áðü ôç ó÷Ýóç (13.4.38) óôçí ðñïçãïýìåíÞ
ôçò ó÷Ýóç (13.4.37). Ìå ôçí áðëÞ áõôÞ áíôéêáôÜóôáóç âñßóêïõìå üôé

Kr = öT
r (ù

2
r Mör) = ù2

r (ö
T
r Mör) = ù2

r Ìr (13.4.39)

åîáéôßáò êáé ôùí ó÷Ýóåùí (13.4.29). Êõñßùò ãéá ëüãïõò äéêáéïóýíçò ìåôáîý ôùí ãåíéêåõìÝíùí
äõóêáìøéþí Kr êáé ôùí ãåíéêåõìÝíùí ìáæþí Mr õðåíèõìßæïõìå êáé ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò (13.4.29):

Mr = öT
r Mör ìå r = 1, 2, . . . , n. (13.4.40)

Ðñïöáíþò ôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (13.4.39) äçëþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò, äçëáäÞ
ôçò ó÷Ýóåùò (13.4.36): Kr = ù2

r Mr óôçí ðñþôç ôçò ìïñöÞ ÷ùñßò ìçôñþá. ÐÜåé ëïéðüí êé áõôü
ôï åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü èåþñçìá. Êé åõ÷áñéóôçìÝíïé ðñï÷ùñÜìå êé Üëëï . . . ❏
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A13.4.5. Áðïóýæåõîç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Åßíáé áëÞèåéá: êïðéÜóáìå, áëëÜöèÜíïõìå óôï ôÝëïò ôçòðïñåßáò ìáò, óôçí åëåýèåñç Ýîïäï ôïõ
ìéêñïý «ôïýíåë» ìáò. Åßìáóôå Ýôïéìïé ãéá ôç äéáãùíéïðïßçóç, ôçíáðïóýæåõîç ôïõóõóôÞìáôïò ôùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.4.2) ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç ôïõ ìç÷áíéêïý
ìáò óõóôÞìáôïò: óôéò Ôáëáíôþóåéò ôïõ ðïëõâÜèìéïõ ôáëáíôùôÞ ìáò: åäþ óôç ÄõíáìéêÞ ôùí
Êáôáóêåõþí ôïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ðïõ åîåôÜæïõìå. ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôï èåìåëéþäåò
áõôü óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý îáíÜ óôç ìçôñùéêÞ ãñáöÞ ôïõ

Mü(t) + Ku(t) = p(t). (13.4.41)

Êáé ôþñá áò ñßîïõìå ìéá ìéêñÞ ìáôéÜ (ìéá «øéëïìáôéÜ») ðßóù ìáò: óôéò ÐáñáãñÜöïõò Á12.9.4
êáé Á12.9.5 ôçò Åíüôçôáò Á12.9 ãéá ôç ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) ãñáììéêþí
óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ôß êÜíïõìå
åäþ; Ìá åôïéìáæüìáóôå íá åöáñìüóïõìå ôçí ßäéá áêñéâþò ìÝèïäï (øÝìáôá: åäþ ëßãï ãåíéêåõ-
ìÝíç) óôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò (13.4.41) ôùí Ôáëáíôþóåùí êáé
ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí: ôï ßäéï óýóôçìá åßíáé! Ãåíéêåýïõìå äçëáäÞ ôç ìÝèïäï ôçò äéá-
ãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) áðü óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò óå
áíôßóôïé÷á óõóôÞìáôá äåõôÝñáò ôÜîåùò, óõãêåêñéìÝíá åäþ óôï óýóôçìá (13.4.41).

Êáé ðþò ãßíåôáé áõôü; Ðñþôá--ðñþôá ç ó÷Ýóç (12.9.18)

TTAsT = Ad ìå T = [ä1 ä2 . . . än] (13.4.42)

ìáò åß÷å åðéôñÝøåé (ðáñåëèüí, õðåñóõíôÝëéêïò . . . ) íá ìåôáôñÝøïõìå Ýíá ðñáãìáôéêü óõììåôñéêü
ìçôñþï As óå Ýíá äéáãþíéï ìçôñþï Ad . Êáé ãéá ôï óêïðü áõôü åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôï ìçôñþï T
ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí är ôïõ ðñáãìáôéêïý óõììåôñéêïý ìçôñþïõ As. Ké åäþ ôß ãßíåôáé;

Ôá ßäéá, ìÜëëïí áíÜëïãá, ü÷é áêñéâþò ôá ßäéá. Åäþ ôï ñüëï ôïõ ðñáãìáôéêïý óõììåôñéêïý
ìçôñþïõ As óôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá ôïí ðáßæïõí ôá äýï ìçôñþá ìÜæáò (Þ áäñáíåßáò) M êáé äõ-
óêáìøßáò (óôéâáñüôçôáò óôïõò ôáëáíôùôÝò ìáæþí--åëáôçñßùí) K. Äýï ìçôñþá äçëáäÞ åäþ, ôá
ìçôñþá M êáé K, áíôß ãéá Ýíá ìüíï, ôï ìçôñþï As. Íáé, Ýôóé åßíáé åäþ ç êáôÜóôáóç. ÐÜåé êáëÜ!
Êáé ôá äéêÜ ìáò ìçôñþá M êáé K åßíáé üìùò êáé ðñáãìáôéêÜ êáé óõììåôñéêÜ. Ôï îÝñïõìå áõôü.
Êáé îÝñïõìå êáé ôïí ôñüðï ðïõ äéáãùíéïðïéïýíôáé êé áõôÜ. Åßíáé ïé äýï ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò
(Þ ïñèïãùíéêüôçôáò) (13.4.28) êáé (13.4.30). Íá ôåò ìáæß îáíÜ (óå åëÜ÷éóôá äéáöïñåôéêÞ ìïñöÞ):

ÖÔMÖ = Md êáé ÖÔKÖ = Kd ìå Ö = [ö1 ö2 . . . ön] (13.4.43)

ôï ìçôñþï ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùí ör.

Ôþñá áñ÷ßæåé êáé «êïëëÜåé» ç êáôÜóôáóç. Íáé, ïé ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò (13.4.43) ãåíéêåýïõí
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí ôç ìßá ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò (13.4.42)
óôçí êëáóéêÞ ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (ãéá óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜ-
îåùò). Óôç ó÷Ýóç (12.9.28) åß÷áìå åéóáãÜãåé ôéò íÝåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò v(t) (áíôß ãéá ôéò u(t)):

u(t) = Tv(t), ïðüôå u̇(t) = Tv̇(t). (13.4.44)

Áðüëõôá áíÜëïãá êé åäþ åéóÜãïõìå ôéò íÝåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò q(t) ìå ôç ó÷Ýóç

u(t) = Öq(t), ïðüôå ü(t) = Öq̈(t) (13.4.45)

öõóéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìçôñþïõ ôùí éäéïìïñöþí Ö áíôß ãéá ôï ìçôñþï ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí T.
Ðïëý ùñáßá ëïéðüí, ó÷åäüí áðüëõôç ç áíáëïãßá! ÐáñáêÜôù . . .

ÐáñáêÜôù åßíáé áðëÜ ôï ôÝëïò ôçò ðïñåßáò ìáò: áêñéâþò üðùò óôçí ÐáñÜãñáöï Á12.9.5
ãéá ôçí êëáóéêÞ ìÝèïäï ôçò áðïóõæåýîåùò óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò.
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ÓõãêåêñéìÝíá áíôéêáèéóôïýìå ôþñá ôéò ó÷Ýóåéò (13.4.45) óôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (13.4.41) ðáßñíïíôáò

MÖq̈(t) + KÖq(t) = p(t) (13.4.46)

ìå ôéò íÝåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ìáò q(t). Óçìåéþíïõìå üôé ôéò íÝåò óõíáñôÞóåéò áõôÝò q(t) ï Ðï-
ëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ôéò áðïêáëåß óõíÞèùò óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ (åäþ Ýíá éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò)
êáíïíéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (normal coordinates). ÓðÜíéá ôéò áðïêáëåß ãåíéêåõìÝíåò óõíôåôáãìÝíåò
(generalized coordinates) êáé áêüìç ðéï óðÜíéá éäéïìïñöéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (modal coordinates).
Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ï ôåëåõôáßïò áõôüò üñïò åßíáé åý÷ñçóôïò óôá ÁããëéêÜ, ü÷é üìùò êáé óôá
ÅëëçíéêÜ ëüãù äõóêïëßáò áðïäüóåþò ôïõ óôç ìåôÜöñáóç.

Äå ìáò áðïìÝíåé ôþñá ðáñÜ íá åêìåôáëëåõèïýìå êáé ôéò ó÷Ýóåéò äéáãùíéïðïéÞóåùò (13.4.43)
ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ôï ôñïðïðïéçìÝíï (ìå íÝåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ôéò êáíïíéêÝò óõíôåôáãìÝ-
íåò q(t)) óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.4.46) áðü áñéóôåñÜ åðß ôï áíÜóôñïöï ìçôñþï
ôùí éäéïìïñöþí ÖT . ¸ôóé ðáßñíïõìå

ÖÔMÖq̈(t) +ÖÔKÖq(t) = p̂(t) ìå p̂(t) := ÖÔp(t) (13.4.47)

ôï íÝï äéÜíõóìá ôùí êáëïýìåíùí ãåíéêåõìÝíùíöïñôßóåùí p̂k(t). (ÃåíéêåõìÝíåò ìÜæåò, äõóêáìøßåò
êáé öïñôßóåéò ëïéðüí.) Ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí ó÷Ýóåùí äéáãùíéïðïéÞóåùò (13.4.43): ÖÔMÖ = Md

êáéÖÔKÖ = Kd êáôáëÞãïõìå åðéôÝëïõò óôï áðïóõæåõãìÝíï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Md q̈(t) + Kdq(t) = p̂(t). (13.4.48)

Ó’ áõôü õðåéóÝñ÷ïíôáé ôá ìçôñþá ãåíéêåõìÝíùí ìáæþí Md êáé äõóêáìøéþí Kd . (ÅñãáóèÞêáìå
äçëáäÞ áíÜëïãá ìå ôçí ÐáñÜãñáöï Á12.9.5 ôïõ Êåöáëáßïõ Á12, åäþ üìùò ãéá Ýíá óõæåõãìÝíï
óýóôçìá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò êáé ü÷é ðñþôçò ôÜîåùò.)

Áí ßóùò ìáò Ý÷åé áðïìåßíåé êÜðïéï ß÷íïò áìöéâïëßáò ãéá ôçí áðïóýæåõîç áõôÞ, áò ãñÜøïõìå
ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.4.48) óôçí ðïëý áíáëõôéêüôåñç ìïñöÞ ôïõ
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Ôþñá ïé ðïëëáðëáóéáóìïß ôùí ìçôñþùí (ìçôñþï åðß äéÜíõóìá óôÞëçò) åßíáé ðëÝïí åìöáíåßò êáé
ìáò ïäçãïýí, üðùò âëÝðïõìå, óôï óýóôçìá ôùí áóýæåõêôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

M1 q̈1(t) + K1q1(t) = p̂1(t),

M2 q̈2(t) + K2q2(t) = p̂2(t),
...

Mnq̈n(t) + Knqn(t) = p̂n(t),

(13.4.50)

ìå óõíïðôéêüôåñç ãñáöÞ

Mk q̈k(t) + Kk qk(t) = p̂k(t) ìå k = 1, 2, . . . , n. (13.4.51)

ºóùò áêüìç êáôáëëçëüôåñç ìïñöÞ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü íá åßíáé ç áêüëïõèç:

q̈k(t) + ù2
k qk(t) = p̂∗

k(t) ìå k = 1, 2, . . . , n êáé ùk =
√

Kk

Mk
(13.4.52)

áðü ôç ó÷Ýóç (13.4.36). Åðßóçò ïñßóáìå

p̂∗
k(t) :=

p̂k(t)
Mk

. (13.4.53)
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¢ñá êáôáëÞîáìå óå Ýíá äéáãùíéïðïéçìÝíï, áóýæåõêôï óýóôçìá n ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôéò ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåòMk êáé ôéò ãåíéêåõìÝíåò äõóêáìøßåò Kk.
Óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí åßíáé ôþñá óáí íá åß÷áìå (áóöáëþò äåí Ý÷ïõìå!) n îå÷ùñéóôÜ ìï-
íþñïöá éäåáôÜ êôßñéá äéáôìÞóåùò. ¹ óôéò Ôáëáíôþóåéò ìç÷áíéêþí óõóôçìÜôùí ìáæþí--åëáôçñß-
ùí óáí íá åß÷áìå n îå÷ùñéóôïýò ìïíïâÜèìéïõò ôáëáíôùôÝò ìüíï ìå ìßá ìÜæá (ôç ãåíéêåõìÝíç
ìÜæáMk) êáé Ýíá åëáôÞñéï (ìå óôáèåñÜ Kk) ôïí êáèÝíá. Óßãïõñá äåí åßíáé áõôÞ ç ðñáãìáôéêüôçôá!
Ç áðïóýæåõîç (13.4.51) ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åßíáé êõñßùò Ýíá ìáèçìáôéêü ôÝ÷íáóìá. Äåí
áðïêüðçêå âÝâáéá ï Ýíáò üñïöïò ôïõ êôéñßïõ áðü ôïí Üëëï. Áëßìïíü ìáò, áí äå÷üìáóôáí êÜôé ôÝ-
ôïéï: ðÜåé, Ýðåóå ôï êôßñéï, åõôõ÷þò ìüíï óôá ÷áñôéÜ, õðïëïãéóôéêÜ, ü÷é óô’ áëÞèåéá! Ðñïöáíþò
ïé öõóéêÝò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò óõíå÷ßæïõí íá åßíáé ïé ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò uk(t) ôùí n ðëá-
êþí êáé Ý÷ïõí êáé öõóéêÞ óçìáóßá. Áíôßèåôá ïé n êáíïíéêÝò óõíôåôáãìÝíåò qk(t) äåí Ý÷ïõí öõóéêÞ
óçìáóßá ðÝñá áðü áõôÞðïõ Ýììåóá ôïõò áðïäßäåé ç ó÷Ýóç ïñéóìïý ôïõò: ðñþôç ó÷Ýóç (13.4.45):

u(t) = Öq(t) êáé áíôéóôñÝöïíôáò q(t) = Ö−1u(t). (13.4.54)

Ìå ôéò éäéïìïñöÝò ök ïñèïãþíéåò ìåôáîý ôïõò áðïäåéêíýåôáé üôé õðÜñ÷åé ôï áíôßóôñïöï áõôü
ìçôñþïÖ−1 ôïõ ìçôñþïõ éäéïìïñöþíÖ. Åð’ åõêáéñßá õðåíèõìßæåôáé üôé ôï ìçôñþï éäéïìïñöþíÖ
äåí åßíáé óõììåôñéêü ìçôñþï. Áíôßèåôá ôá ìçôñþá ìÜæáò M êáé äõóêáìøßáò K åßíáé óõììåôñéêÜ
ìçôñþá. Ôï ìçôñþï ìÜæáòM åßíáé áñêåôÝòöïñÝò, ü÷é üìùòðÜíôá, åðéðëÝïí êáé äéáãþíéï ìçôñþï.

➤ ÐáñáôÞñçóç A13.12: ÐáñÜ ôá ðáñáðÜíù êÜðùò áñíçôéêÜ ó÷üëéÜ ìáò ãéá ôéò êáíïíéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò qk(t), ðñÝðåé åíôïýôïéò íá óçìåéþóïõìå üôé ãåíéêÜ ç êáèåìéÜ ôïõò áíôéóôïé÷åß óå
äéáöïñåôéêÞ éäéïóõ÷íüôçôáùk ôïõ êôéñßïõ. Ìå ôç Ýííïéá áõôÞ ç ó÷Ýóç áëëáãÞò áãíþóôùí óõíáñ-
ôÞóåùí (13.4.45): u(t) = Öq(t) åêöñÜæåé ìéá õðÝñèåóç (Þ åðáëëçëßá) ôçò óõíïëéêÞò áðïêñßóåùò
ôïõ êôéñßïõ u(t) ìÝóù ôùí åðéìÝñïõò áðïêñßóåùí qk(t) ãéá êÜèå éäéïóõ÷íüôçôÜ ôïõ ùk ÷ùñéóôÜ.
Êé áõôÞ ç áíÜëõóç óå éäéïóõ÷íüôçôåò ùk åßíáé áñêåôÜ åíäéáöÝñïõóá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Åßíáé ôþñá ðéá ðñïöáíÝò üôé ðñÝðåé áðëÜ íá ëýóïõìå ôéò áðïóõæåõãìÝíåò äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò (13.4.52) ùò ðñïò ôéò êáíïíéêÝò óõíôåôáãìÝíåò qk(t). Ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá ìç ïìïãåíåßò
ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Åßíáé ìÜëéóôá
üëåò ôïõò ßäéåò. Åõôõ÷þò! ¢ñá ïé ëýóåéò ðïõ åðéäéþêïõìå íá âñïýìå ìáò åßíáé ãíùóôÝò áðü ôçí
Åíüôçôá A11.6: ëýóç (11.6.11): ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Duhamel êáé ðáßñíïõí åäþ ôç ìïñöÞ

qk(t) = qk(0) cosùkt+ q̇k(0)
ùk

sinùkt+ 1
ùk

∫ t

0
p̂∗
k(ô) sin[ùk(t−ô)] dô ìå k = 1, 2, . . . , n. (13.4.55)

Óçìåéþíïõìå üôé ïé óôáèåñÝò qk(0) êáé q̇k(0) ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò,
åöüóïí áõôÝò åßíáé äéáèÝóéìåò. Åðßóçò üôé ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ï ïëïêëçñùôéêüò üñïò óôç
ëýóç, ôï ïëïêëÞñùìá Duhamel (ðïõ åßíáé Ýíá óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá) ðñïöáíþò áðïõóéÜæåé.
Ôåëåéþóáìå ëïéðüí êáé ôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ. Êáé áðüóâåóç ôþñá!

A13.4.6. Ç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ìå áðüóâåóç

Óå ôïýôç ôçí ðáñÜãñáöï áíáöåñüìáóôå óôï ãåíéêü óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (13.4.4) ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí ôïõ éäåáôïý êôéñßïõ ìáò (êáé ãåíéêüôåñá
åíüò ðïëõâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìå n âáèìïýò åëåõèåñßáò). Ôï åðáíáëáìâÜíïõìå êé åäþ:

Mü(t) + Cu̇(t) + Ku(t) = p(t). (13.4.56)

Ôþñá âÝâáéá Ý÷åé ðáñïõóéáóèåß êáé ï üñïò áðïóâÝóåùò Cu̇(t) ìå ôï ìçôñþï áðïóâÝóåùò C.
Êé áõôüò åßíáé ðïõ ðïëý óõ÷íÜ äçìéïõñãåß óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óïâáñüôáôï ðñüâëçìá óôçí
áðïóýæåõîç ôïõ ðáñáðÜíù óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.
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Ãéá íá ôï äïýìå üìùò êáëýôåñá áõôü. Åöáñìüæïõìå êáé óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç ôç ìÝèïäï
ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) áêñéâþò üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, åêåß
ìå C = 0. Êáé ôï êÜíïõìå áõôü ìå ôç ÷ñÞóç ôùí êáíïíéêþí óõíôåôáãìÝíùí q(t): u(t) = Öq(t),
ó÷Ýóç (13.4.45), ìå Ö ôï ìçôñþï ôùí éäéïìïñöþí. Êáé ìå ôéò íÝåò áõôÝò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò
(ôéò êáíïíéêÝò óõíôåôáãìÝíåò qk(t)) ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.4.56) ìåôáó÷ç-
ìáôßæåôáé áìÝóùò óôç ìïñöÞ

MÖq̈(t) + CÖq̇(t) + KÖq(t) = p(t) (13.4.57)

åíôåëþò áíÜëïãá ìå ôï óýóôçìá (13.4.46), ó’ åêåßíï üìùò ìå C = 0 (÷ùñßò áðüóâåóç).

Êáé áêïëïõèåß, üðùò êáéðñéí, ïðïëëáðëáóéáóìüòáðüáñéóôåñÜ åðß ôïáíÜóôñïöïìçôñþïÖÔ

ôïõ ìçôñþïõ ôùí éäéïìïñöþí Ö. ¸ôóé ðñïêýðôåé ôþñá ôï íÝï óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

ÖÔMÖq̈(t) +ÖÔCÖq̇(t) +ÖÔKÖq(t) = p̂(t) ìå p̂(t) := ÖTp(t). (13.4.58)

Óôï óçìåßï áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ôéò ó÷Ýóåéò äéáãùíéïðïéÞóåùò (13.4.43), ôéò îáíáãñÜöïõìå

ÖÔMÖ = Md êáé ÖÔKÖ = Kd ìå Ö = [ö1 ö2 . . . ön], (13.4.59)

ðáßñíïíôáò
Md q̈(t) + (ÖÔCÖ)q̇(t) + Kdq(t) = p̂(t). (13.4.60)

ÊÜôé äåí ðÜåé êáëÜ; Íáé, äõóôõ÷þò! Ïé ó÷Ýóåéò äéáãùíéïðïéÞóåùò (13.4.59) áöïñïýí ìüíï óôá
ìçôñþá ìÜæáò M êáé äõóêáìøßáò K, ü÷é êáé óôï ìçôñþï áðïóâÝóåùò C, ðïõ åìöáíßæåôáé óôéò
Ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç. Äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò íüìïò óôç Ìç÷áíéêÞ ðïõ íá áðïäåéêíýåé üôé êáé
ôï ìçôñþï ÖÔCÖ óôçí ðáñÝíèåóç ôïõ ôåëåõôáßïõ óõóôÞìáôïò åßíáé Ýíá äéáãþíéï ìçôñþï Cd .
Äõóôõ÷þò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ãåíéêÜ äåí åßíáé äéáãþíéï ìçôñþï. Êáé ðþò ãåíéêåýïõìå
ôþñá åäþ ôç ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåýîåùò); ÅÜí éó÷ýåé ç äéáãùíéïðïßçóç

ÖÔCÖ = Cd ìå ôï Cd äéáãþíéï ìçôñþï (13.4.61)

Ýóôù êáé ðñïóåããéóôéêÜ, å ôüôå íáé, ôï óýóôçìá (13.4.60) Ý÷åé ôçí áðïóõæåõãìÝíç ìïñöÞ

Md q̈(t) + Cd q̇(t) + Kdq(t) = p̂(t). (13.4.62)

Ç ðåñßðôùóç éó÷ýïò ôçò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåùò äéáãùíéïðïéÞóåùò (13.4.61) ðáñÝá ìå ôéò äýï áíÜ-
ëïãåò ó÷Ýóåéò (13.4.59) åßíáé ç ðïëý åõíïúêÞ ðåñßðôùóç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Êáëåßôáé
êëáóéêÞ áðüóâåóç êáé ç áðïóýæåõîç ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.4.56) Ý÷åé ðåôý÷åé.

ÁñêåôÜ óõ÷íÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äÝ÷åôáé ðñïóåããéóôéêÜ üôé ôï ìçôñþï áðïóâÝóåùò C
åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí äýï «êáëþí» ìçôñþùí ìÜæáòM êáé äõóêáìøßáò K (ìå ãíùóôïýò
óõíôåëåóôÝò á êáé â). Ìå ôçí ðáñáäï÷Þ áõôÞ ãéá ôçí áðüóâåóç, ðïõ êáëåßôáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí
Êáôáóêåõþí áðüóâåóç Rayleigh (êáìßá ó÷Ýóç ìå ôï ðçëßêï Rayleigh!), éó÷ýåé ç ìçôñùéêÞ ó÷Ýóç

C = áM+ âK. (13.4.63)
Å ôüôå âÝâáéá

ÖÔCÖ = ÖÔ (áM+ âK)Ö = áÖÔMÖ+ âÖÔ KÖ = áMd + âKd (13.4.64)

Þ ðïëý êáëýôåñá
ÖÔCÖ = Cd ìå Cd := áMd + âKd (13.4.65)

ôï äéáãþíéï áõôü ìçôñþï. Êé Ýôóé, ìå ôçí ðáñáäï÷Þ áðïóâÝóåùò Rayleigh, ôï óýóôçìá ôùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.4.60) åßíáé ðéá áðïóõæåõãìÝíï: n áíåîÜñôçôåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

Ìðïñïýìå ìÜëéóôá åýêïëá íá ãñÜøïõìå ôéò äéáöïñéêÝò áõôÝò åîéóþóåéò (13.4.62) óôéò ìïñöÝò

q̈k(t) + 2îkùk q̇k(t) + ù2
k qk(t) = p̂∗

k(t) öõóéêÜ ìå k = 1, 2, . . . , n êáé p̂∗
k(t) :=

p̂k(t)
Mk

. (13.4.66)
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Ó’ áõôÝò ôéò ìïñöÝò ïñßóáìå ôïõò ãåíéêåõìÝíïõò ëüãïõò áðïóâÝóåùò îk ìÝóù ôùí ó÷Ýóåùí

Ck = 2îkMkùk �⇒ îk = Ck

2Mkùk
(13.4.67)

ìå Ck ôá n äéáãþíéá óôïé÷åßá ôïõ äéáãþíéïõ ìçôñþïõ ãåíéêåõìÝíùí áðïóâÝóåùí Cd = áMd +âKd

ôçò äåýôåñçò ó÷Ýóåùò (13.4.65): Cd = diag (C1,C2, . . . ,Cn). Óçìåéþíïõìå üôé ïé ïñéóìïß (13.4.67)
âñßóêïíôáé óå ðëÞñç óõìöùíßá ìå ôç ãíùóôÞ ìáò ó÷Ýóç (6.1.7) ôïõ Êåöáëáßïõ Á6: î = c /(2mù0).

Ãíùñßæïõìå åðßóçò êáé ôéò ëýóåéò ôùí ðéï ðÜíù áðïóõæåõãìÝíùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí (13.4.66). Óôçí ðïëý óõíçèéóìÝíç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ðåñßðôùóç ôçò áóèåíïýò
áðïóâÝóåùò (üðïõ 0 < îk < 1) ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí (11.7.16) êáé (11.8.11) ôïõ Êåöáëáßïõ Á11
ãéá ôéò åöáñìïãÝò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace Ý÷ïõìå ôéò ëýóåéò

qk(t) = e−îkùkt

[
qk(0) cosùkDt + q̇k(0) + îkùkDqk(0)

ùkD
sinùkDt

]

+ 1
ùkD

∫ t

0
p̂∗
k(ô)e

−îkùk(t−ô) sin[ùkD(t − ô)] dô ìå k = 1, 2, . . . , n. (13.4.68)

ÖõóéêÜ ïé óõ÷íüôçôåò ùkD ôùí ôáëáíôþóåùí ìå áóèåíÞ áðüóâåóç ðïõ Ý÷ïõìå èá åßíáé

ùkD = ùk

√
1 − î2

k (13.4.69)

óå ðëÞñç áíáëïãßá ìå ôïí ôýðï (6.1.15): ùD = ù0

√
1 − î2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6 ãéá ôï áíôßóôïé÷ï

ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá: áò ðïýìå åäþ ãéá Ýíá éäåáôü ìïíþñïöï êôßñéï äéáôìÞóåùò. Áóöá-
ëþò ãéá C = 0 (ìçäåíéêü ìçôñþï áðïóâÝóåùò), ïðüôå Cd = 0 êáé îk = 0 (ìçäåíéêïß ãåíéêåõìÝíïé
ëüãïé áðïóâÝóåùò), ïé ëýóåéò (13.4.68) ìåôáðßðôïõí óôéò áðëïýóôåñåò ëýóåéò (13.4.55). ÔÝëïò óç-
ìåéþíïõìå ðùò êáé óôïðáñüí ãåíéêåõìÝíïðñüâëçìá ïé ëýóåéò (13.4.68) åßíáé ïëïêëçñùôéêïß ôýðïé
Duhamel áêñéâþò üðùò êáé óôçí Åíüôçôá Á11.8 ôïõ Êåöáëáßïõ Á11. Eêåß üìùò åß÷áìå áðëÜ Ýíá
ìïíïâÜèìéï (ü÷é ðïëõâÜèìéï) ôáëáíôùôÞ óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå áóèåíÞ áðüóâåóç.

Ôåëåéþíïíôáò ôï êåöÜëáéï áõôü, èá åîåôÜóïõìå ôþñá ìéá óçìáíôéêÞ äõíáôüôçôá. ÁõôÞ åßíáé
ðïëý åíäéáöÝñïõóá ôïõëÜ÷éóôïí áðü èåùñçôéêÞò óêïðéÜò. ÐñáêôéêÜ äåí åßíáé ôüóï óçìáíôéêÞ.

A13.4.7. Áð’ ôïðñüâëçìá ôçòÄõíáìéêÞò ôùíÊáôáóêåõþíóôïðñüâëçìá ôçò ÃñáììéêÞò¢ëãåâñáò

Óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Á13.4, óõãêåêñéìÝíá óôçí ÐáñÜãñáöï Á13.4.2 áíáöåñèÞêáìå óôï
ãåíéêåõìÝíï éäéïðñüâëçìá ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí (13.4.8). Áõôü åßíáé ôï éäéïðñüâëçìá

(K− ù2M)ö = 0 êáé éóïäýíáìá Kö = ù2Mö (13.4.70)

(ó÷Ýóç (13.4.14)). ÈÝôïíôáò ù2 = ë, ôï îáíáãñÜöïõìå êáé óôç ëßãï ðéï áðëÞ ìïñöÞ

(K− ëM)ö = 0 êáé éóïäýíáìá Kö = ëMö ìå ë = ù2. (13.4.71)

ÐñÝðåé íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé n éäéïôéìÝò ëk = ù2
k (éóïäýíáìá ïé n éäéïóõ÷íüôçôåò ùk). Áõôü

ôï ðåôõ÷áßíïõìå ìÝóù ôçò åîéóþóåùò (13.4.10). Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóäéïñßæïõìå êáé ôá áíôßóôïé÷á
éäéïäéáíýóìáôá, åäþ ôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùí (áðëïýóôåñá éäéïìïñöÝò) ök ìÝóù ôïõ ïìïãå-
íïýò ãñáììéêïý áëãåâñéêïý óõóôÞìáôïò (13.4.70). Åßìáóôå åõ÷áñéóôçìÝíïé ëïéðüí. Ãåíéêåýóáìå
ôï êëáóéêü éäéïðñüâëçìá ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò (ðñïóäéïñéóìüò éäéïôéìþí ëk êáé éäéïäéáíõóìÜ-
ôùí äk åíüò ìçôñþïõ A) óôï ðñüâëçìá ôïõ ðïëõâÜèìéïõ ôáëáíôùôÞ (åäþ êôéñßïõ) ìå äýï ìçôñþá:
ôá ìçôñþá ìÜæáò M êáé äõóêáìøßáò K (ðñïóäéïñéóìüò éäéïóõ÷íïôÞôùí êáé éäéïìïñöþí). Ùñáßá!

Ðåñéóóüôåñï ãéá íá êÜíïõìå ìéá êáëýôåñç óýãêñéóç ôùí äýï áõôþí éäéïðñïâëçìÜôùí (ôçò
ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò êáé ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí) ðáñÜ ãéáðñáêôéêïýò ëüãïõò èá áíáöåñ-
èïýìå óôç óýíôïìç áõôÞ ðáñÜãñáöï êáé óå ìéá Üëëç äõíáôüôçôá. Óôç äõíáôüôçôá êáôåõèåßáí
áíáãùãÞò ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ éäéïðñïâëÞìáôïò ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí óôï áíôßóôïé÷ï
éäéïðñüâëçìá ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò. Ãéá íá äïýìå ôþñá ðþò èá ìðïñïýóå íá ãßíåé êé áõôü . . .
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ÁðëÜ, öïâåñÜ áðëÜ, áðßóôåõôá áðëÜ! Åßíáé áñêåôü íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå áðü áñéóôåñÜ ôç
ó÷Ýóç (13.4.71) åðß ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï M−1. ÖõóéêÜ ôüôå, åðåéäÞ M−1M = In, ðñïêýðôåé üôé

(A− ëIn)ö = 0 êáé éóïäýíáìá Aö = ëö ìå ë = ù2 êáé A := M−1K. (13.4.72)

ÅðïìÝíùò ïäçãçèÞêáìå óôï êëáóéêü éäéïðñüâëçìá ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò ãéá ôï êáéíïýñãéï ìç-
ôñþï A := M−1K, ðïõ äåí åßíáé âÝâáéá óõììåôñéêü ìçôñþï. Ïé éäéïôéìÝò ëk ôïõ éäéïðñïâëÞìáôïò
áõôïý ìáò åðéôñÝðïõí ôïí õðïëïãéóìü ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùk = √

ëk . Åðßóçò ôá éäéïäéáíý-
óìáôá ök ôïõ ßäéïõ éäéïðñïâëÞìáôïò ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò åßíáé ðñïöáíþò ïé éäéïìïñöÝò ôïõ
áíôßóôïé÷ïõ éäéïðñïâëÞìáôïò ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí. ÊáôÜ óõíÝðåéá ïé õðïëïãéóôéêÝò
ìÝèïäïé, ïé áëãüñéèìïé êáé ôá äéáèÝóéìá ðñïãñÜììáôá ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò ãéá ôï êëáóéêü
éäéïðñüâëçìá åßíáé áìÝóùò åöáñìüóéìá êáé óôï ãåíéêåõìÝíï éäéïðñüâëçìá ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êá-
ôáóêåõþí. ¼ìùò áõôÞ åßíáé ìéá èåùñçôéêÞ äõíáôüôçôá êáé äå ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõ÷íÜ óôçí ðñÜîç.

ÕðÜñ÷åé êáé äåýôåñïò ôñüðïò ãéá ôçí ßäéá áíáãùãÞ: áðü ôï ãåíéêåõìÝíï éäéïðñüâëçìá ôçò Äõ-
íáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí óôï êëáóéêü éäéïðñüâëçìá ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü
ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôþñá áðü áñéóôåñÜ ôç ó÷Ýóç (13.4.71) åðß ôï ìçôñþï åõêáìøßáò F := K−1.
Áõôü åßíáé ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï K−1 ôïõ ìçôñþïõ äõóêáìøßáò K. ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå üôé

(B−ë∗ In)ö = 0 êáé éóïäýíáìá Bö = ë∗ö ìå ë∗ = 1
ë

= 1
ù2

êáé B := K−1M = FM. (13.4.73)

Ôþñá, áöïý ðñïóäéïñéóèïýí ïé éäéïôéìÝò ë∗
k óôï êëáóéêü áõôü éäéïðñüâëçìá, ïé áíôßóôïé÷åò éäéïóõ-

÷íüôçôåòùk ðñïóäéïñßæïíôáé êáé áõôÝò áðü ôéò ó÷Ýóåéòùk = 1/
√
ë∗
k. Åðßóçò ôá éäéïäéáíýóìáôáök

ôïõ êëáóéêïý éäéïðñïâëÞìáôïò åßíáé ïé æçôïýìåíåò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùí (Þ áðëÜ éäéïìïñöÝò).

ÌåôÜ ôçí åðßëõóç ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ éäéïðñïâëÞìáôïò ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí ìÝóù
ôçò áíáãùãÞò ôïõ óôï êëáóéêü éäéïðñüâëçìá ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò ç áðïóýæåõîç ôïõ óõóôÞ-
ìáôïò ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åßíáé êáé áõôÞ áðüëõôá åöéêôÞ. Ç ó÷åôéêÞ ìÝèïäïò
Ý÷åé ðåñéãñáöåß áíáëõôéêÜ óôçí ÐáñÜãñáöï Á12.9.5 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á12.

Óáí ôåëåõôáßá ó÷åôéêÞ äõíáôüôçôá èá áíáãÜãïõìå ôï ãåíéêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò (13.4.56) ôïõ ðïëõâÜèìéïõ ôáëáíôùôÞ (åäþ êôéñßïõ) óå åîáíáãêáóìÝíåò
ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç óôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò
ôÜîåùò (12.9.26). Ãéá ôï äåýôåñï áõôü ðñüâëçìá ç ìÝèïäïò ôçò äéáãùíéïðïéÞóåùò (Þ áðïóõæåý-
îåùò) Ý÷åé Þäç åöáñìïóèåß åðéôõ÷þò óôçíÐáñÜãñáöï Á12.9.5 ôïõðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á12.

Ðñïò ôïóêïðüáõôüáðëÜ åéóÜãïõìå êáé ôéònóõíéóôþóåò ôùíïñéæüíôéùí ôá÷õôÞôùí ôùíðëá-
êþí ôùí ïñüöùí v(t) = u̇(t) óáí nðñüóèåôåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ðÝñá áðü ôéò n áñ÷éêÝò Üãíù-
óôåò óõíáñôÞóåéò u(t). ¸ôóé Ý÷ïõìå óõíïëéêÜ ôéò 2n Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò w(t) = [uT (t) vT (t)]T .
Ìå v(t) = u̇(t), áöïý éó÷ýåé êáé ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.4.56), ðáßñíïõìå ôåëéêÜ

u̇(t) = v(t) êáé v̇(t) = −M−1Ku(t) −M−1Cv(t) + p∗(t) ìå p∗(t) := M−1p(t) (13.4.74)

Ý÷ïíôáò Þäç ðïëëáðëáóéÜóåé ôéò äåýôåñåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åðß ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï M−1.

Óôï óçìåßï áõôü åéóÜãïõìå êáé ôï êáéíïýñãéï ìçôñþï Ã äéáóôÜóåùí 2n × 2n óáí ôï ìçôñþï

Ã :=
[

0 In

−M−1K −M−1C

]
. (13.4.75)

Ìðïñïýìå ôþñá íá äïýìå åýêïëá üôé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôï óýóôçìá ôùí 2n ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (13.4.74) êáôáëÞãåé óôçí åíéáßá ìïñöÞ

ẇ(t) = Ãw(t) + g∗(t) ìå g∗(t) :=
{

0

p∗(t)

}
. (13.4.76)

Ðñüêåéôáé ãéá ôç ìïñöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò (12.9.26). ÁõôÞí
îÝñïõìå íá ôç ëýíïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôçò áðïóõæåýîåùò. Äõóôõ÷þò üìùò ï áñéèìüò ôïõò åßíáé 2n.
Áõôü Þôáí ôï êüóôïò ôçò ìåéþóåùò ôçò ôÜîåþò ôïõò áðü äåõôÝñáò ôÜîåùò óå ðñþôçò. ¸ôóé åßíáé!
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ÐÑÏÓÈÇÊÇ ÓÔÏ

Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A13
ÓÕÓÔÇÌÁÔÁ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ:

ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÇÓ ÐÑÏÓÈÇÊÇÓ

Óôçí ðñïóèÞêç áõôÞ óôï ÊåöÜëáéï Á13 áíáöåñüìáóôå êáôáñ÷Þí óôï åíäéáöÝñïí èÝìá ôçò
óåéóìéêÞò êáôáðïíÞóåùò ðïëõþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ãåíéêåýïíôáò ôá ó÷åôéêÜ áðï-
ôåëÝóìáôá ôçò Åíüôçôáò Á6.3 óôçí ðñïóèÞêç óôï ÊåöÜëáéï Á6. Óôç óõíÝ÷åéá åöáñìüæïõìå ôçí
åíäéáöÝñïõóá êáé ÷ñÞóéìç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëá-
íôþóåéò äéâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìå ðáñÜäåéãìá Ýíá äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò.

A13.5. ÓÅÉÓÌÉÊÇ ÊÁÔÁÐÏÍÇÓÇ ÐÏËÕÙÑÏÖÏÕ ÉÄÅÁÔÏÕ ÊÔÉÑÉÏÕ

A13.5.1. Ôï éäåáôü êôßñéï êáé ïé äõíÜìåéò ðïõ áóêïýíôáé óôá õðïóôõëþìáôá êáé óôéò ðëÜêåò

Èåùñïýìå ðïëõþñïöï (äéþñïöï, ôñéþñïöï, ôåôñáþñïöï, êëð.) éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò
(Þ äéáôìçôéêü êôßñéï) ðïõ ðñïóåããßæåôáé áðü áíôßóôïé÷ï åðßðåäï ðëáßóéï. Åäþ ç êáôáðüíçóç ôïõ
êôéñßïõ èåùñåßôáé üôé ïöåßëåôáé óåöïñôßóåéò (åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò) ðïõáóêïýíôáé óôéòðëÜêåò ôùí
ïñüöùí êáé åðßóçò óå óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç. ÁõôÞ ïöåßëåôáé óå ïñéæüíôéá êßíçóç ôïõ åäÜöïõò
(ground) ìå ìåôáôüðéóÞ ôïõ ug(t). ÅðåéäÞ ôï êôßñéï èåùñÞèçêå éäåáôü, ïé ìÜæåò ôùí ïñüöùí
åßíáé óõãêåíôñùìÝíåò óôá ýøç ôùí ðëáêþí êáé ïé ðëÜêåò åßíáé áðáñáìüñöùôåò. Áíôßèåôá ôá
õðïóôõëþìáôá (ïé êïëüíåò) ðïõ óôçñßæïõí ôéò ðëÜêåò ôïõ êôéñßïõ èåùñïýíôáé ðáñáìïñöþóéìá.
Åäþ õðüêåéíôáé óå êÜìøç. Ôá õðïóôõëþìáôá èåùñïýíôáé åðéðëÝïí êáé áâáñÞ (÷ùñßò âÜñïò).

Óôçí Åíüôçôá Á6.3 óôçí ðñïóèÞêç ôïõ Êåöáëáßïõ Á6 ìåëåôÞóáìå ôï ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï
äéáôìÞóåùò õðü óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç ìå ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò ug(t). Åäþ áðëÜ
ãåíéêåýïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá åêåßíçò ôçò åíüôçôáò ó’ Ýíá ðïëõþñïöï êôßñéï. Ãéá íá ãßíïõìå ðéï
óõãêåêñéìÝíïé èåùñïýìå Ýíá ôñéþñïöï êôßñéï ìå óõíïëéêÝò ìÜæåò ôùí ôñéþí ïñüöùím1 (ôïõ ðñþ-
ôïõ),m2 (ôïõ äåýôåñïõ) êáém3 (ôïõ ôñßôïõ) êáé ìåôáôïðßóåéò ôùí ðëáêþí ôùí ôñéþí ïñüöùí u1(t)
(ôïõ ðñþôïõ), u2(t) (ôïõ äåýôåñïõ) êáé u3(t) (ôïõ ôñßôïõ). Ïé óõíïëéêïß óõíôåëåóôÝò äõóêáìøßáò
ôùí õðïóôõëùìÜôùí ôùí ôñéþí ïñüöùí åßíáé k1, k2 êáé k3 áíôßóôïé÷á. ÕðïèÝôïíôáò äýï õðï-
óôõëþìáôá áíÜ üñïöï êáé ìå âÜóç ôïí ôýðï (6.3.18) äåîéÜ óôçí Åíüôçôá Á6.3 óôçí ðñïóèÞêç
ôïõ Êåöáëáßïõ Á6, áõôïß ïé ôñåéò óõíôåëåóôÝò äõóêáìøßáò èá äßíïíôáé åäþ áðü ôïõò ôýðïõò

k1 = 24EI1
h3
1

, k2 = 24EI2
h3
2

êáé k3 = 24EI3
h3
3

. (13.5.1)

Óôïõò ôýðïõò áõôïýò ÅÉ1, ÅÉ2 êáé ÅÉ3 åßíáé ïé äõóêáìøßåò ôùí õðïóôõëùìÜôùí ôùí ôñéþí ïñüöùí
(ðñþôïõ, äåýôåñïõ êáé ôñßôïõ áíôßóôïé÷á) êáé h1, h2 êáé h3 ôá ýøç áõôþí ôùí õðïóôõëùìÜôùí
(Ó÷Þìá Á13.2). Ãéá ôç äéåõêüëõíóÞ ìáò õðïèÝôïõìå ôï ðáñüí êôßñéï ÷ùñßò áðüóâåóç. ÄçëáäÞ
èåùñïýìå ôïõò óõíôåëåóôÝò áðïóâÝóåùò c1, c2 êáé c3 ôùí ôñéþí ïñüöùí ôïõ êôéñßïõ ìçäåíéêïýò.



2 (ÊåöÜëáéï A13: ÐñïóèÞêç) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓÓÕÍÇÈÅÉÓÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁÐÏËÉÔÉÊÏÕÓÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ug(t)

u1(t) = u1r(t) + ug(t)

¸äáöïò

ÐëÜêá óõíïëéêÞò ìÜæáò m1

1ïò üñïöïò ýøïõò h1

Õðïóôýëùìá
äõóêáìøßáò ÅÉ1

u2(t) = u2r(t) + ug(t)ÐëÜêá óõíïëéêÞò ìÜæáò m2

2ïò üñïöïò ýøïõò h2

Õðïóôýëùìá
äõóêáìøßáò ÅÉ2

u3(t) = u3r(t) + ug(t)ÐëÜêá óõíïëéêÞò ìÜæáò m3

3ïò üñïöïò ýøïõò h3

Õðïóôýëùìá
äõóêáìøßáò ÅÉ3

(á) Ðñéí ôç óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç (â) ÌåôÜ ôç óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç

Ó÷Þìá Á13.2: Ôñéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò õðü óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç.

Ôþñá ùò ðñïò ôç öüñôéóç áõôïý ôïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò Ý÷ïõìå åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò
óôá ýøç ôùí ðëáêþí. ÁõôÝò åßíáé ïñéæüíôéåò êáé ßóåò ìå p1(t), p2(t) êáé p3(t) áíôßóôïé÷á ãéá ôéò
ôñåéò ðëÜêåò ôùí ïñüöùí. ÅðéðëÝïí õðïèÝôïõìå êáé ïñéæüíôéá êßíçóç ôïõ åäÜöïõò (áðü óåéóìü
Þ ïðïéïõóäÞðïôå êñáäáóìïýò ãåíéêüôåñá) ìå ìåôáôüðéóÞ ôïõ ug(t). ÁõôÞí ôçí õðïèÝôïõìå üôé äå
ìåôáâÜëëåôáé ÷ùñéêÜ óôç âÜóç ôïõ êôéñßïõ, äçëáäÞ áðü ôï Ýíá õðïóôýëùìá ìÝ÷ñé ôï Üëëï. Ìå-
ôáâÜëëåôáé üìùò ÷ñïíéêÜ: åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t. Ó÷åôéêü åßíáé ôï ðéï ðÜíù Ó÷Þìá Á13.2.

Ôþñá ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå üôé ç ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) óå Ýíá õðïóôýëùìá åîáñôÜôáé ìüíï
áðü ôç ó÷åôéêÞ åãêÜñóéá (êÜèåôç) ìåôáôüðéóç ôùí äýï Üêñùí ôïõ, äçëáäÞ áðü ôç äéáöïñÜ
ôùí ìåôáôïðßóåùí ôïõò. Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò áðü öõóéêÞò áðüøåùò êáé áðüëõôá ëïãéêü.
ÄçëáäÞ ìéá ìåôáôüðéóç åíüò õðïóôõëþìáôïò óáí óôåñåü óþìá äå äçìéïõñãåß åíôáôéêÞ êáôÜóôáóç
ó’ áõôü. Åíôïýôïéò áõôü ôï ðñïöáíÝò ãåãïíüò ôï áðïäåßîáìå êáé áíáëõôéêÜ óôçí Åíüôçôá Á6.3
óôï ÊåöÜëáéï Á6. ÔåëéêÜ, Ý÷ïíôáò õðïèÝóåé äýï õðïóôõëþìáôá áíÜ üñïöï, êáôáëÞîáìå óôïí
ôýðï (6.3.15) ãéá ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç ó’ Ýíá õðïóôýëùìá êáé ðáñáðÝñá óôïí ôýðï (6.3.17) ãéá
ôç óõíïëéêÞ äýíáìç Fs(t) ôùí õðïóôõëùìÜôùí óôçí ðëÜêá ðïõ óôçñßæïõí óôá ðÜíù Üêñá ôïõò.

Åêåß âÝâáéá ãéá ìïíþñïöï êôßñéï õðü óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç. Åäþ óôï ôñéþñïöï êôßñéï ðïõ
åîåôÜæïõìå ïé óõíïëéêÝò äõíÜìåéò ðïõ áóêïýí ôá õðïóôõëþìáôá ôùí ôñéþí ïñüöùí óôéò ðëÜêåò
ôùí ïñüöùí áêñéâþò ðÜíù áðü áõôÜ èá åßíáé ìå âÜóç ôïí ôýðï (6.3.17) ôçò Åíüôçôáò Á6.3

Fs1(t) = −k1[u1(t) − ug(t)], Fs2(t) = −k2[u2(t) − u1(t)] êáé Fs3(t) = −k3[u3(t) − u2(t)]. (13.5.2)

Åäþ ïé óõíôåëåóôÝò äõóêáìøßáò k1, k2 êáé k3 äßíïíôáé áðü ôïõò ôñåéò ôýðïõò (13.5.1). Ðñüêåéôáé
âÝâáéá ãéá äõíÜìåéò åðáíáöïñÜò ôùí ðëáêþí óôéò áñ÷éêÝò èÝóåéò ôïõò: ôá õðïóôõëþìáôÜ ôïõò
èÝëïõí íá ôéò öÝñïõí ðßóù åêåß ðïõ Þóáí ðñéí áðü ôç öüñôéóç êáé ôï óåéóìü. Ãé’ áõôüí ôï ëüãï



ÓÕÓÔÇÌÁÔÁ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ: ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ (ÊåöÜëáéï A13: ÐñïóèÞêç) 3

ðáñïõóéÜæïíôáé ôá áñíçôéêÜ ðñüóçìá óôéò ðáñáðÜíù äõíÜìåéò. Ïé ôýðïé áõôïß (13.5.2) åßíáé
áðüëõôá óýìöùíïé êáé ìå ôïí ôýðï (13.2.15) óôçí Åíüôçôá Á13.2, áëëÜ ôþñá Ý÷ïõìå åðéðëÝïí
êáé ìåôáôüðéóç ug(t) ôïõ åäÜöïõò áðü ôï óåéóìü. ÁõôÞí ôçí ðÞñáìå Þäç õðüøç ìáò óôïí ðñþôï
ôýðï (13.5.2) ãéá ôç äýíáìç Fs1(t) áðü ôá õðïóôõëþìáôá ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ óôçí ðëÜêá ôïõ.

Ôþñá óýìöùíá ìå ôïí ôñßôï íüìï ôïõ Íåýôùíá (äñÜóç--áíôßäñáóç), áöïý ôá õðïóôõëþìáôá
áóêïýí óôéò ðëÜêåòðïõ óôçñßæïõí áêñéâþòðÜíù ôïõò ôéò ðéïðÜíù äõíÜìåéò Fs1(t), Fs2(t) êáé Fs3(t),
Ýôóé êáé ïé ðëÜêåò áõôÝò áóêïýí óôá õðïóôõëþìáôá áêñéâþò áðü êÜôù ôéò áíôßèåôåò äõíÜìåéò

F∗
s1(t) = −Fs1(t), F∗

s2(t) = −Fs2(t) êáé F∗
s3(t) = −Fs3(t). (13.5.3)

ÄñÜóç--áíôßäñáóç ëïéðüí. Êáé ëüãù ôùí ó÷Ýóåùí (13.5.2) èá Ý÷ïõìå

F∗
s1(t) = +k1[u1(t) − ug(t)], F∗

s2(t) = +k2[u2(t) − u1(t)] êáé F∗
s3(t) = +k3[u3(t) − u2(t)] (13.5.4)

ôþñá ìå óõí (+) áíôß ãéá ðëçí (−). Ùñáßá þò åäþ! Ôá êáôáëÜâáìå! Ç êáôÜóôáóç îåêáèÜñéóå:
áóêïýíôáé ïé äõíÜìåéò Fsk(t) áðü ôá õðïóôõëþìáôá óôéò ðëÜêåò áêñéâþò áðü ðÜíù ôïõò êáé ïé
áíôßèåôåò äõíÜìåéò F∗

sk(t) = −Fsk(t) áðü ôéò ðëÜêåò óôá õðïóôõëþìáôá áêñéâþò áðü êÜôù ôïõò.

Êáé ôþñá ôé óõìâáßíåé óôá êÜôùÜêñá ôùí õðïóôõëùìÜôùí, åêåß üðïõ áõôÜ óôçñßæïíôáé ðÜíù
óôéò ðëÜêåò áêñéâþò áðü êÜôù ôïõò; Åêåß âÝâáéá áóêïýíôáé áðü ôá õðïóôõëþìáôá óôéò ðëÜêåò
ïé áíôßèåôåò äõíÜìåéò áðü ôéò äõíÜìåéò Fsk(t), äçëáäÞ ïé äõíÜìåéò F∗

sk(t) = −Fsk(t) óôéò ðéï ðÜíù
ó÷Ýóåéò (13.5.3). (Ç ðñþôç âÝâáéá, ãéá k = 1, áóêåßôáé óôï ßäéï ôï Ýäáöïò.) Áõôü åßíáé åîÜëëïõ
ðñïöáíÝò êáé áðü ôéò ôÝìíïõóåò äõíÜìåéò Qk(x) óôá õðïóôõëþìáôá, ïé ïðïßåò åßíáé ìÜëéóôá
óôáèåñÝò êáôÜ ìÞêïò ôïõò. Åßíáé åðßóçò ðñïöáíÝò êáé áðü ôï üôé ôá õðïóôõëþìáôá ðñÝðåé
íá éóïññïðïýí, ðáñüëï ðïõ âñéóêüìáóôå óå äõíáìéêü öáéíüìåíï, áðëÜ åðåéäÞ ôá õðïèÝóáìå
áâáñÞ (÷ùñßò âÜñïò) óå éäåáôÜ êôßñéá äéáôìÞóåùò (Þ äéáôìçôéêÜ êôßñéá). Ïé ìÜæåò ôïõò Ý÷ïõí
óõíõðïëïãéóèåß óôéò ìÜæåò ôùí ðëáêþí ôùí ôñéþí ïñüöùí ðïõ óôçñßæïõí óôá ðÜíù Üêñá ôïõò.

A13.5.2. Ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôéò áðüëõôåò ìåôáôïðßóåéò ôùí ðëáêþí

ÊáëÜ ôá ðÞãáìå þò åäþ ìå ôéò äõíÜìåéò ðïõ áóêïýíôáé óôá õðïóôõëþìáôá êáé óôéò ðëÜêåò.
Êáé ôþñá ðñï÷ùñÜìå óôçí êáôÜóôñùóç ôùí åîéóþóåùí êéíÞóåùò ãéá ôéò ðëÜêåò ôùí ôñéþí ïñü-
öùí ôïõ ôñéþñïöïõ êôéñßïõ ðïõ õðïèÝóáìå. ÁõôÝò üìùò äåí åßíáé áâáñåßò. ¸÷ïõí óõíïëéêÝò
ìÜæåò m1, m2 êáé m3 (Ó÷Þìá Á13.2), üðïõ ãåíéêÜ óõìðåñéëáìâÜíïíôáé êáé ïé ìÜæåò ôùí õðïóôõ-
ëùìÜôùí ðïõ ôéò óôçñßæïõí, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå. Ðñïöáíþò áõôÝò ïé åîéóþóåéò êéíÞóåùò èá
åßíáé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé èá êáôáóôñùèïýí (èá ó÷çìáôéóèïýí) ìå âÜóç ôïí
ôüóï ãíùóôü äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá: ìÜæá åðß åðéôÜ÷õíóç ßóïí óõíïëéêÞ äýíáìç, äçëáäÞ

mü(t) = F(t). (13.5.5)

ÁõôÞ ç åñãáóßá Ýãéíå êáé óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.3.3 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6, áëë’ åêåß ãéá ôï ìïíþñïöï
éäåáôü êôßñéï, åíþ åäþ Ý÷ïõìå ôñéþñïöï (êáé ãåíéêüôåñá ðïëõþñïöï) éäåáôü êôßñéï. ¼ðùò êáé
óôï ìïíþñïöï êôßñéï, Ýôóé êé åäþ õðïèÝôïõìå åðßóçò ôçí ýðáñîç öïñôßóåùí pk(t) (åîùôåñéêþí
äõíÜìåùí ðÝñá áðü ôéò ôÝìíïõóåò äõíÜìåéò ôùí õðïóôõëùìÜôùí) ðïõ áóêïýíôáé óôéò ðëÜêåò.
Åííïåßôáé üôé üëåò áõôÝò ïé äõíÜìåéò åßíáé ïñéæüíôéåò êáé ìÜëéóôá èåôéêÝò êáôÜ ôçí ßäéá äéåýèõíóç.

Áò îåêéíÞóïõìå ìå ôçí ðëÜêá ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ ìå óõíïëéêÞ ìÜæá m1 êáé ïñéæüíôéá ìåôáôü-
ðéóç u1(t) (Ó÷Þìá Á13.2). Óýìöùíá ìå ôá ðéï ðÜíù ó’ áõôÞí áóêïýíôáé: (á) ç öüñôéóç p1(t) (åÜí
õðÜñ÷åé), (â) ç äýíáìç Fs1(t) áðü ôá õðïóôõëþìáôá ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ (êÜôù áðü ôçí ðëÜêá)
êáé (ã) ôÝëïò ç äýíáìç F∗

s2(t) = −Fs2(t) áðü ôá õðïóôõëþìáôá ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ (áêñéâþò
ðÜíù áðü ôçí ðëÜêá). ¸÷ïõìå ëïéðüí óôçí ðëÜêá ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ ôç óõíïëéêÞ äýíáìç

F1(t) = p1(t) + Fs1(t) − Fs2(t) = p1(t) − k1[u1(t) − ug(t)] + k2[u2(t) − u1(t)]. (13.5.6)
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¢ñá ï ôüóï èåìåëéþäçò óôç ÄõíáìéêÞ äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá (13.5.5) ðáßñíåé åäþ ôç ìïñöÞ

m1ü1(t) = p1(t) − k1[u1(t) − ug(t)] + k2[u2(t) − u1(t)]. (13.5.7)

Óõíå÷ßæïõìå ìå üìïéï ôñüðï ìå ôçí ðëÜêá ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ ìå óõíïëéêÞ ìÜæá m2 êáé
ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç u2(t) (Ó÷Þìá Á13.2). Ó’ áõôÞí áóêïýíôáé: (á) ç öüñôéóç p2(t) (åÜí õðÜñ÷åé),
(â) ç äýíáìç Fs2(t) áðü ôá õðïóôõëþìáôá ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ (áêñéâþò êÜôù áðü ôçí ðëÜêá)
êáé (ã) ôÝëïò ç äýíáìç F∗

s3(t) = −Fs3(t) áðü ôá õðïóôõëþìáôá ôïõ ôñßôïõ ïñüöïõ (áêñéâþò ðÜíù
áðü ôçí ðëÜêá). ¸ôóé áóêåßôáé óôçí ðëÜêá ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ ç óõíïëéêÞ äýíáìç

F2(t) = p2(t) + Fs2(t) − Fs3(t) = p2(t) − k2[u2(t) − u1(t)] + k3[u3(t) − u2(t)]. (13.5.8)

ÅðïìÝíùò ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá (13.5.5) ðáßñíåé åäþ ôç ìïñöÞ

m2ü2(t) = p2(t) − k2[u2(t) − u1(t)] + k3[u3(t) − u2(t)]. (13.5.9)

Ðñüêåéôáé ïõóéáóôéêÜ ãéá ôç ó÷Ýóç (13.5.7) ãéá ôçí ðëÜêá ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ ìüíï ðïõ åäþ
Ý÷ïõìå äåßêôåò 1 áíôß g, 2 áíôß 1 êáé 3 áíôß 2. ÓùóôÜ, áöïý áíåâÞêáìå Ýíáí ïëüêëçñï üñïöï!

ÐÜëé ìå áíÜëïãï ôñüðï ðñïêýðôïõí êáé ïé áíôßóôïé÷åò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôïõò åðüìå-
íïõò ïñüöïõò åíüò ðïëõþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ ðïõ ðñïóåããßæåôáé áðü åðßðåäï ðëáßóéï. Åäþ
üðùò ðåñéïñéæüìáóôå óå ôñéþñïöï êôßñéï (Ó÷Þìá Á13.2) êáé öõóéêÜ ç ðëÜêá ôïõ ôñßôïõ ïñüöïõ
(ìå óõíïëéêÞ ìÜæá m3) äÝ÷åôáé ìüíï (á) ôç öüñôéóÞ ôçò p3(t) (åÜí õðÜñ÷åé) êáé (â) ôç äýíáìç Fs3(t)
áðü ôá õðïóôõëþìáôá ôïõ ôñßôïõ ïñüöïõ (áêñéâþò êÜôù áðü ôçí ðëÜêá). Óôïí ôñßôï üñïöï
(ðÜíù--ðÜíù) äåí õðÜñ÷ïõí õðïóôõëþìáôá ðÜíù áðü ôçí ðëÜêá, åðåéäÞ äåí õðÜñ÷åé ôÝôáñôïò
üñïöïò. ÅðïìÝíùò ç óõíïëéêÞ äýíáìç ðïõ áóêåßôáé óôçí ðëÜêá ôïõ ôñßôïõ ïñüöïõ èá åßíáé áðëÜ

F3(t) = p3(t) + Fs3(t) = p3(t) − k3[u3(t) − u2(t)]. (13.5.10)

ÁõôÞ ç Ýêöñáóç åßíáé áêñéâþò óáí ï óõíôåëåóôÞò äõóêáìøßáò k4 ôùí (åäþ áíýðáñêôùí) õðï-
óôõëùìÜôùí ôïõ ôÝôáñôïõ ïñüöïõ íá åßíáé ìçäåíéêüò: k4 = 0. (Äåí õðÜñ÷åé ôÝôáñôïò üñïöïò
óå ôñéþñïöï êôßñéï!) ÅðïìÝíùò ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá (13.5.5) ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

m3ü3(t) = p3(t) − k3[u3(t) − u2(t)]. (13.5.11)

Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ãéá ôéò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò u1(t), u2(t) êáé u3(t) ôùí ðëáêþí
ôùí ïñüöùí óôï ðáñüí ôñéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò (Þ äéáôìçôéêü êôßñéï) ðïõ åîåôÜæïõìå
ðñïÝêõøå ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.5.7), (13.5.9) êáé (13.5.11). Åðéóçìáßíïõìå
üôé ðñüêåéôáé ãéá ôéò ïëéêÝò ìåôáôïðßóåéò ôùí ðëáêþí, ôéò áðüëõôåò ìåôáôïðßóåéò ôïõò êáé ü÷é
ó÷åôéêÝò ìåôáôïðßóåéò ôïõò. Ôï óýóôçìá áõôü ôï ãñÜöïõìå êáé óôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ

m1ü1(t) + (k1 + k2)u1(t) − k2u2(t) = p1(t) + k1ug(t),

m2ü2(t) − k2u1(t) + (k2 + k3)u2(t) − k3u3(t) = p2(t), (13.5.12)

m3ü3(t) − k3u2(t) + k3u3(t) = p3(t).

Ðñïöáíþò áõôü ôï óýóôçìá ôùí ôñéþí óõæåõãìÝíùí ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ìðïñåß íá ãñáöåß åðßóçò óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ (äçëáäÞ óå ìïñöÞ ìå ìçôñþá) ùò åîÞò:




m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3






ü1(t)

ü2(t)

ü3(t)


+




k1 + k2 −k2 0

−k2 k2 + k3 −k3

0 −k3 k3






u1(t)

u2(t)

u3(t)


 =




p1(t) + k1ug(t)

p2(t)

p3(t)


 (13.5.13)

êÜôé ðïõ äéáðéóôþíåôáé ðïëý åýêïëá ìå ôïõò ó÷åôéêïýò õðïëïãéóìïýò óôá ìçôñþá áõôÜ.
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Ôþñá ïñßæïõìå äýï Þäç ðïëý ãíùóôÜ ìáò ôåôñáãùíéêÜ ìçôñþá: ôï ìçôñþï ìÜæáò M (Þ ìç-
ôñþï áäñáíåßáò, åðåéäÞ ó÷åôßæåôáé ìå ôéò áäñáíåéáêÝò äõíÜìåéò −m1ü1(t), −m2ü2(t) êáé −m3ü3(t))
êáé ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K (ðïõ åßíáé êáé óõììåôñéêü!) ôïõ ôñéþñïöïõ êôéñßïõ ðïõ ìåëåôÜìå

M =



m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3


 êáé K =




k1 + k2 −k2 0

−k2 k2 + k3 −k3

0 −k3 k3


 . (13.5.14)

Ïñßæïõìå åðßóçò ôá äéáíýóìáôá óôÞëçò u(t) (äéÜíõóìá ìåôáôïðßóåùí), ü(t) (äéÜíõóìá åðéôá÷ýí-
óåùí), p(t) (äéÜíõóìá öïñôßóåùí) êáèþò êáé ôï åéäéêü äéÜíõóìá óôÞëçò é ìå óôïé÷åßá ôïõ ôá 1, 0, 0:

u(t) =




u1(t)

u2(t)

u3(t)


 , ïðüôå ü(t) =




ü1(t)

ü2(t)

ü3(t)


 , p(t) =




p1(t)

p2(t)

p3(t)


 êáé é =




1

0

0


 (13.5.15)

ðÜëé ãéá ôï ôñéþñïöï êôßñéï ðïõ ìåëåôÜìå. Ìå ôç ÷ñÞóç áõôþí ôùí ìçôñþùí êáé äéáíõóìÜôùí
óôÞëçò (13.5.14) êáé (13.5.15) ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.5.13), ðïõ åßíáé Þäç óå
ìçôñùéêÞ ìïñöÞ (ìïñöÞ ìå ìçôñþá), ðáßñíåé êáé ôçí ðéï óõíåðôõãìÝíç ôåëéêÞ ìçôñùéêÞ ìïñöÞ

Mü(t) + Ku(t) = p(t) + ék1ug(t). (13.5.16)

A13.5.3. Ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôéò ó÷åôéêÝò ìåôáôïðßóåéò ôùí ðëáêþí

Ðïëý ùñáßá þò åäþ! ¼ìùò, üðùò Þäç ãíùñßæïõìå, ç áëÞèåéá åßíáé üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷á-
íéêüò ÷ñçóéìïðïéþíôáò åðéôá÷õíóéüìåôñá ãéá ôç ìÝôñçóç ôçò êéíÞóåùò ôïõ åäÜöïõò (ground)
Ý÷åé äéáèÝóéìç áðü ôá ó÷åôéêÜ åðéôá÷õíóéïãñáöÞìáôá ôçí ïñéæüíôéá åðéôÜ÷õíóç ôïõ åäÜöïõò
ag(t) = üg(t) êáé ü÷é ôçí áíôßóôïé÷ç ìåôáôüðéóÞ ôïõ ug(t). ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï óýóôçìá ôùí ôñéþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ äåí ôïí åîõðçñåôåß, äåí ôïõ åßíáé ðñá-
êôéêÜ ÷ñÞóéìï. (Åêôüò êé áíðñï÷ùñÞóåé óå äýï ïëïêëçñþóåéò ôçò åðéôá÷ýíóåùò ôïõ åäÜöïõò ag(t),
ãåíéêÜ áñéèìçôéêÝò ïëïêëçñþóåéò, þóôå íá ðñïóäéïñßóåé ôç ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò ug(t). ÁõôÞ
åßíáé üìùò ÷ñïíïâüñá äïõëåéÜ ìå ìåãÜëï õðïëïãéóôéêü êüóôïò ðÝñá áðü óöÜëìáôá ðïõ åéóÜãåé.)

ÅðïìÝíùò, áêñéâþò üðùò Ýãéíå êáé óôï ôÝëïò ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á6.3.3 ôçò ðñïóèÞêçò óôï
ÊåöÜëáéï Á6 ãéá ôï ìïíþñïöï êôßñéï, Ýôóé êáé åäþ ãéá ôï ðïëõþñïöï êôßñéï åßíáé óêüðéìï íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé ó÷åôéêÝò ìåôáôïðßóåéò ukr(t) ôùí ðëáêþí ôùí ïñüöùí ôïõ êôéñßïõ ùò ðñïò
ôï Ýäáöïò áíôß ãéá ôéò áðüëõôåò (ôéò ïëéêÝò) ìåôáôïðßóåéò ôïõò. (Åäþ åííïåßôáé ïñéæüíôéåò ìåôá-
ôïðßóåéò.) Ãé’ áõôÝò ôéò ó÷åôéêÝò ìåôáôïðßóåéò óôï ðáñüí ôñéþñïöï êôßñéï ðñïöáíþò èá Ý÷ïõìå

u1r(t) = u1(t) − ug(t), u2r(t) = u2(t) − ug(t), u3r(t) = u3(t) − ug(t), (13.5.17)
ïðüôå

u1(t) = u1r(t) + ug(t), u2(t) = u2r(t) + ug(t), u3(t) = u3r(t) + ug(t). (13.5.18)

Ìå ôç âïÞèåéá ôùí ôåëåõôáßùí áõôþí ó÷Ýóåùí ôï óýóôçìá ôùí ôñéþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (13.5.12) ãéá ôéò ðëÜêåò ôùí ôñéþí ïñüöùí ôïõ ðáñüíôïò ôñéþñïöïõ êôéñßïõ ðáßñíåé
ôçí ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ ìå áãíþóôïõò ôéò ó÷åôéêÝò ìåôáôïðßóåéò ôùí ðëáêþí ôùí ïñüöùí

m1ü1r(t) + (k1 + k2)u1r(t) − k2u2r(t) = p1(t) − m1üg(t),

m2ü2r(t) − k2u1r(t) + (k2 + k3)u2r(t) − k3u3r(t) = p2(t) − m2üg(t), (13.5.19)

m3ü3r(t) − k3u2r(t) + k3u3r(t) = p3(t) − m3üg(t).

Áõôü äéáðéóôþíåôáé ðÜñáðïëý åýêïëá ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôùí åêöñÜóåùí (13.5.18) ôùí áðü-
ëõôùí (ïëéêþí) ìåôáôïðßóåùí u1(t), u2(t) êáé u3(t) óôï óýóôçìá (13.5.12). Ðáñáôçñïýìå ìÜëéóôá
ðùò ôþñá Ý÷ïõìå êáé óõììåôñéêÞ åìöÜíéóç ôùí äåîéþí ìåëþí ôùí ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.
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Ç ó÷åôéêÞ ìçôñùéêÞ ãñáöÞ (ãñáöÞ ìå ìçôñþá) ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (13.5.19) áíÜëïãá ìå ôç ìçôñùéêÞ ãñáöÞ (13.5.13) ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò èá åßíáé


m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3






ü1r(t)

ü2r(t)

ü3r(t)


+




k1 + k2 −k2 0

−k2 k2 + k3 −k3

0 −k3 k3






u1r(t)

u2r(t)

u3r(t)


 =




p1(t) − m1üg(t)

p2(t) − m2üg(t)

p3(t) − m3üg(t)


 (13.5.20)

ðñïöáíþò êé áõôÞ óõììåôñéêÞ óôï äåîéü ôçò ìÝëïò áíôßèåôá ìå ôçí áñ÷éêÞ ìïñöÞ (13.5.13).

×ñçóéìïðïéïýìå ôþñá ôá ìçôñþá ìÜæáò (Þ áäñáíåßáò) M (ðïõ åßíáé ìÜëéóôá åäþ äéáãþíéï
ìçôñþï) êáé äõóêáìøßáò K (ðïõ åßíáé ìÜëéóôá óõììåôñéêü ìçôñþï), ôá ïðïßá Þäç ïñßóáìå óôéò
ó÷Ýóåéò (13.5.14). ×ñçóéìïðïéïýìå åðßóçò ôá äéáíýóìáôá óôÞëçò (13.5.15), åäþ óôçí ôñïðïðïéç-
ìÝíç ìïñöÞ ôïõò (ìå ó÷åôéêÝò ìåôáôïðßóåéò êáé äéÜíõóìá 1 êáé ìå ôá ôñßá óôïé÷åßá ôïõ ßóá ìå 1):

ur(t) =




u1r(t)

u2r(t)

u3r(t)


 , ïðüôå ür(t) =




ü1r(t)

ü2r(t)

ü3r(t)


 , p(t) =




p1(t)

p2(t)

p3(t)


 êáé 1 =




1

1

1


 . (13.5.21)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç ôåëéêÞ êáé ðéï óõíåðôõãìÝíç ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò (13.5.20) èá
åßíáé ç åîÞò:

Mür(t) + Kur(t) = p(t) −M1üg(t), (13.5.22)

üðùò äéáðéóôþíåôáé åýêïëá. Êáé ìÜëéóôá óôï äåîéü ìÝëïò ðáñáôçñïýìå üôé M1 = %m1 m2 m3&T
ìåM ôï äéáãþíéï ìçôñþï áñéóôåñÜ óôéò ó÷Ýóåéò (13.5.14). Åßíáé ëïéðüí ÷ñÞóéìï êáé ôï äéÜíõóìá 1.

Ôåëåéþíïõìå áõôÞí ôçí åíüôçôá óçìåéþíïíôáò üôé áí Ý÷ïõìå åðéðëÝïí êáé áðüóâåóç óôï êôßñéü
ìáò, ôüôå ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá (13.5.22) èá ðÜñåé ôçí ôñïðïðïéçìÝíç, ãåíéêåõìÝíç ìïñöÞ ôïõ

Mür(t) + Cu̇r(t) + Kur(t) = p(t) −M1üg(t) (13.5.23)

ìå C ôï áíôßóôïé÷ï ìçôñþï áðïóâÝóåùò. Åðßóçò, áí Ý÷ïõìå ìïíÜ÷á êßíçóç ôïõ åäÜöïõò ÷ùñßò
öïñôßóåéò ôùí ïñüöùí, ôá óõóôÞìáôá (13.5.22) êáé (13.5.23) èá ðÜñïõí ôéò áíôßóôïé÷åò ìïñöÝò

Mür(t) + Kur(t) = −M1üg(t) (13.5.24)
êáé

Mür(t) + Cu̇r(t) + Kur(t) = −M1üg(t) (13.5.25)

ìå åíåñãÞ öüñôéóç pr, eff(t) = −M1üg(t). ÁõôÞ ç ðåñßðôùóç áöïñÜ êõñßùò óå óåéóìéêÝò öïñôßóåéò.
ÖõóéêÜ üëá ôáðáñáðÜíù éó÷ýïõí ìå ìéêñïôñïðïðïéÞóåéò êáé ãéá êôßñéï ìå n (áíôß ôñåéò) ïñüöïõò.

A13.6. ÅÖÁÑÌÏÃÇ ÔÇÓÌÅÈÏÄÏÕ ÔÙÍÐÑÏÓÄÉÏÑÉÓÔÅÙÍ ÓÕÍÔÅËÅÓÔÙÍ ÓÅ ÊÔÉÑÉÏ

A13.6.1. Ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óôï äéþñïöï êôßñéï ôçò åöáñìïãÞò

Ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí åßíáé ìéá ðïëý åíäéáöÝñïõóá ìÝèïäïò åðßëõóçò
ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìå äåîéÜ ìÝëç åé-
äéêþí ìïñöþí (åêèåôéêþí, óõíçìéôïíéêþí--çìéôïíéêþí, ðïëõùíõìéêþí êáé óõíäõáóìþí ôïõò óå
ãéíüìåíá êáé áèñïßóìáôá) êáé áíôßóôïé÷ùí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ôç ìåëåôÞóáìå
åêôåíþò óôçí Åíüôçôá Á5.8 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5 ãéá áðëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåùò êáé ôç ãåíéêåýóáìå
óôçí Åíüôçôá Á12.11 ôçò ðñïóèÞêçò ôïõ Êåöáëáßïõ Á12 ãéá óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

Åäþ áðëÜ, ðïëý áðëÜ èá ôçí åöáñìüóïõìå óôï ðáñÜäåéãìá ôïõ äéþñïöïõ éäåáôïý êôßñéïõ
äéáôìÞóåùò (Þ äéáôìçôéêïý êôéñßïõ) ôï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéïýìå ó’ üëï ó÷åäüí áõôü ôï ÊåöÜëáéï Á13
ìå ó÷åôéêü ãñáììéêü óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôï óýóôçìá (13.2.28). Ôï õðåíèõìßæïõìå

3ü1(t) + 59ù2
0u1(t) − 32ù2

0u2(t) = 0,

2ü2(t) − 32ù2
0u1(t) + 32ù2

0u2(t) = 0.
(13.6.1)
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Áõôü ôï óýóôçìá éó÷ýåé, üôáí äåí Ý÷ïõìå åîùôåñéêÞ öüñôéóç ïýôå êáé êßíçóç ôïõ åäÜöïõò. Åäþ
õðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå ìüíï êßíçóç ôïõ åäÜöïõò ìå ïñéæüíôéá åðéôÜ÷õíóÞ ôïõ ôçò áðëÞò ìïñöÞò

ag(t) = üg(t) = ag0 sin (ùt + á) (13.6.2)

ìå ag0, ù êáé á ôñåéò ãíùóôÝò óôáèåñÝò. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò ðùò äåí Ý÷ïõìå óõíôïíéóìü, äçëáäÞ
ðùò ãéá ôç óõ÷íüôçôá ù ôçò êéíÞóåùò ôïõ åäÜöïõò éó÷ýåé ù �= ù1 êáé ù �= ù2 ìå ù1 êáé ù2 ôéò
äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ôïõ äéþñïöïõ êôéñßïõ. ÁõôÝò ìáò åßíáé Þäç ãíùóôÝò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (13.3.8).

Óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ ðáßñíïõìå õðüøç ôçí ðéï ðÜíù Ýêöñáóç ag(t) ãéá ôçí åðéôÜ÷õíóç ôïõ
åäÜöïõò êáèþò êáé ôç èåùñßá ãéá ôç óåéóìéêÞ êáôáðüíçóç ðïëõþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞ-
óåùò ðïõ áíáðôýîáìå åêôåíþò óôçí áìÝóùò ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á13.5. Åäþ ôï óýóôçìá ôùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.6.1) (ìå âÜóç ôï óýóôçìá (13.5.19) ôþñá ðïõ Ý÷ïõìå áðëÜ äéþñïöï
êôßñéï êáé äåí Ý÷ïõìå êáèüëïõ öïñôßóåéò ôùí ïñüöùí: p1(t) = p2(t) = 0) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ

3ü1r(t) + 59ù2
0u1r(t) − 32ù2

0u2r(t) = −3ag0 sin (ùt + á),

2ü2r(t) − 32ù2
0u1r(t) + 32ù2

0u2r(t) = −2ag0 sin (ùt + á).
(13.6.3)

Ôþñá Ý÷ïõìå ó÷åôéêÝò ìåôáôïðßóåéò u1r(t) êáé u2r(t) ôùí ðëáêþí ôùí ïñüöùí ùò ðñïò ôï Ýäáöïò!

ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå ðñïò åðßëõóç Ýíá ìç ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.
ÃåíéêÜ ìéëþíôáò, ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ëýíåé Ýíá ôÝôïéï óýóôçìá ìå ôç ìÝèïäï ôçò äéáãùíéïðïéÞ-
óåùò (Þ áðïóõæåýîåùò) ôçò Åíüôçôáò Á13.4 êáé óðáíéüôåñá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á13.3.3. Êáé ïé äõï ôïõò, üðùò ãíùñßæïõìå, åßíáé åöáñìüóéìåò êáé óå
ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ¼ôáí üìùò ôá äåîéÜ ìÝëç åßíáé åéäé-
êþí ìïñöþí (åäþ åßíáé ìéáò ðïëý áðëÞò ôñéãùíïìåôñéêÞò ìïñöÞò), ôüôå ôá ðñÜãìáôá áëëÜæïõí.
Ôüôå åßíáé ðéï åýêïëï íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ðñþôá ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ôçò
ÐáñáãñÜöïõ Á13.3.4 Þ (óå ðåñßðôùóç åëëåßøåùò áðïóâÝóåùò, üðùò óõìâáßíåé åäþ) ç ìÝèïäïò
ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á13.3.5. ¸ôóé èá âñåèåß áðëÜ ç ãåíéêÞ
ëýóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò. Åíôïýôïéò ãéá ôï ìç ïìïãåíÝò óýóôçìá ÷ñåéÜæåôáé
íá ðñïóèÝóïõìå óôç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò êáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôïõ áñ÷éêïý
ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò. Ãéá ôï óêïðü áõôü ç ìÝèïäïò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí åßíáé
ðñáãìáôéêÜ ðïëý áðïôåëåóìáôéêÞ êáé åðßóçò áðëÞ óôç ÷ñÞóç ôçò. Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé
êáôáñ÷Þí ç ìÝèïäïò ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò Åíüôçôáò Á12.12 äåí åßíáé åöáñìüóéìç
óå ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äåõôÝñáò ôÜîåùò, üðùò åßíáé ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá (13.6.3).

A13.6.2. Åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí

ÌåôÜ ôçí åéóáãùãÞ áõôÞ ðñï÷ùñÜìå ôþñá áìÝóùò óôçí åðßëõóç ôïõ ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò
ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (13.6.3) óôï ðáñüí ðñüâëçìá äéþñïöïõ êôéñßïõ ìå ãíùóôÞ ôçí ïñéæüíôéá
åðéôÜ÷õíóç ag(t) = üg(t) = ag0 sin (ùt + á) ôïõ åäÜöïõò ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (13.6.2). Ãéá ôï óêïðü
áõôü óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí (Åíüôçôá Á5.8 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5
ãéá áðëÝò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé Åíüôçôá Á12.11 ôïõ Êåöáëáßïõ Á12
ãéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí) äå÷üìáóôå ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

u1p(t) = U1 sin (ùt + á) êáé u2p(t) = U2 sin (ùt + á). (13.6.4)

Åäþ ôá U1 êáé U2 åßíáé äýï ðñïóäéïñéóôÝïé óõíôåëåóôÝò. (Èá ôïõò ðñïóäéïñßóïõìå óýíôïìá . . . )

Ç áëÞèåéá åßíáé üôé «êëÝøáìå» ëßãï óôçí ðéï ðÜíù ìåñéêÞ ëýóç. ÓõãêåêñéìÝíá äå âÜëáìå ôïõò
áíôßóôïé÷ïõò óõíçìéôïíéêïýò üñïõò óôç ëýóç áõôÞ. Áëë’ áöïý äåí Ý÷ïõìå üñïõò ìå ôéò ðñþôåò
ðáñáãþãïõò óôï óýóôçìá (13.6.3) (ãéáôß äåí Ý÷ïõìå áðüóâåóç óôï êôßñéï), äå ìáò ÷ñåéÜæïíôáé
ïé óõíçìéôïíéêïß üñïé. Åßíáé ðåñéôôïß, Ü÷ñçóôïé êáé êáëÜ êÜíáìå êáé ôïõò ðáñáëåßøáìå. Áí ôïõò
åß÷áìå ðñïóèÝóåé óôçí ðéï ðÜíù ìåñéêÞ ëýóç, ôüôå áðëÜ ïé óõíôåëåóôÝò ôïõò èá ðñïÝêõðôáí
ßóïé ìå ôï ìçäÝí. Ôá îÝñïõìå ðïëý êáëÜ áõôÜ Þäç áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á5.8.5 ôïõ Êåöáëáßïõ Á5.
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Áíôéêáèéóôïýìå ëïéðüí ôç ìåñéêÞ ëýóç (13.6.4) ðïõ äïêéìÜæïõìå óôï ìç ïìïãåíÝò ãñáììéêü
óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (13.6.3) ðïõ åðéæçôïýìå íá ëýóïõìå. ÅðåéäÞ ìÜëéóôá

ü1p(t) = −ù2U1 sin (ùt + á) êáé ü2p(t) = −ù2U2 sin (ùt + á), (13.6.5)

áõôü ôï óýóôçìá (13.6.3) ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ÷ùñßò ðéá ðáñáãþãïõò ìïñöÞ:

−3ù2U1 + 59ù2
0U1 − 32ù2

0U2 = −3ag0,

−2ù2U2 − 32ù2
0U1 + 32ù2

0U2 = −2ag0.
(13.6.6)

ÂÝâáéá ó’ áõôÞí åäþ ôç ìïñöÞ êáôáëÞîáìå ìåôÜ ôçí åýëïãç áðëïðïßçóç ôïõ çìéôïíéêïý ðáñÜ-
ãïíôá sin (ùt + á) ðïõ Þôáí êïéíüò óå üëïõò áíåîáéñÝôùò ôïõò üñïõò êáé áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ.

Ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá (13.6.6) åßíáé Ýíá áðëü ãñáììéêü óýóôçìá äýï áëãåâñéêþí (êáé ü÷é ðéá
äéáöïñéêþí) åîéóþóåùí ìå äýï áãíþóôïõò: ôïõò äýï ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò U1 êáé U2 óôç
ìåñéêÞ ëýóç (13.6.4) ðïõ õðïèÝóáìå. Ôï áðëïðïéïýìå ëßãï áêüìç ãñÜöïíôÜò ôï óôç ìïñöÞ

( − 3ù2 + 59ù2
0)U1 − 32ù2

0U2 = −3ag0,

−32ù2
0U1 + ( − 2ù2 + 32ù2

0)U2 = −2ag0.
(13.6.7)

Óçìåéþíïõìå ðùò ç ïñßæïõóá Ä∗(ù) ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí U1 êáé U2 åßíáé áêñéâþò
áõôÞ ðïõ Þäç õðïëïãßóáìå óôç ó÷Ýóç (13.3.52) óôç ìÝèïäï ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜ-
óåùò ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á13.3.5 áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ. Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ïñßæïõóá

Ä∗(ù) =
∣∣∣∣∣

−3ù2 + 59ù2
0 −32ù2

0

−32ù2
0 −2ù2 + 32ù2

0

∣∣∣∣∣ = 2(3ù4 − 107ù2
0ù

2 + 432ù4
0). (13.6.8)

Ïé äýï èåôéêÝò ñßæåò ôïõ ó÷åôéêïý ðïëõùíýìïõ ìáò äßíïõí ôéò äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ù1 êáé ù2

ôïõ êôéñßïõ. Åäþ üìùò Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé äåí Ý÷ïõìå óõíôïíéóìü. ¢ñá Ä∗(ù) �= 0. Ðïëý ùñáßá!

ÔåëéêÜ, ëýíïíôáò êáôÜ ôá ãíùóôÜ ôï áðëü ãñáììéêü áëãåâñéêü óýóôçìá (13.6.7), ðñïóäéïñß-
æïõìå ðïëý åýêïëá ôïõò äýï ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò U1 êáé U2. Áõôïß Ý÷ïõí ôéò åêöñÜóåéò

U1 = ag0(3ù2 − 80ù2
0)

3ù4 − 107ù2
0ù2 + 432ù4

0

,

U2 = ag0(3ù2 − 107ù2
0)

3ù4 − 107ù2
0ù2 + 432ù4

0

.

(13.6.9)

Ðáñáôçñïýìå üôé óôïí ðáñïíïìáóôÞ Ý÷ïõìå ïõóéáóôéêÜ ôçí ïñßæïõóá Ä∗(ù). ¸ôóé ç ìåñéêÞ ëýóç
(13.6.4) ôïõ ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (13.6.3) åßíáé ôþñá ðéá áðüëõôá êáèïñéóìÝíç.

ÂÝâáéá ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò èá ðñïêýøåé ìå ôçí ðñüóèåóç óôç ìåñéêÞ áõôÞ
ëýóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò. ÁõôÞ åßíáé Þäç ãíùóôÞ áðü ôéò
ÐáñáãñÜöïõò Á13.3.4 (ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò) êáé Á13.3.5 (ìå ôç ìÝèïäï
ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò) êáé ðñïöáíþò ðåñéÝ÷åé ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

Ôåëåéþíïíôáò, ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé óå ðåñßðôùóç ðïõ ç óõ÷íüôçôá ôçò åðéôá÷ýíóåùò
ôïõ åäÜöïõò ag(t) óõìðßðôåé ìå ìéá éäéïóõ÷íüôçôá ôïõ êôéñßïõ, ù = ù1 Þ ù = ù2, ôüôå ðáñïõ-
óéÜæåôáé ôï áðåõêôáßï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç ðéï ðÜíù ìÝèïäïò
èá ðñÝðåé íá ôñïðïðïéçèåß êáôÜëëçëá ìå åñãáóßá áíÜëïãç ìå åêåßíç óôçí ÐáñÜãñáöï Á12.11.3.
ÄçëáäÞ óôçí åéäéêÞ áõôÞðåñßðôùóç èá õðÜñ÷ïõí êáé óõíçìéôïíéêïß êáé çìéôïíéêïß üñïé ðïëëáðëá-
óéáóìÝíïé åðß ôï ÷ñüíï t êáé ï áñéèìüò ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí èá åßíáé Ýôóé áõîçìÝíïò.

Õðåíèõìßæïõìå ôÝëïò ôç äõíáôüôçôá íá Ý÷ïõìå óáí áãíþóôïõò ôüóï ôéò ìåôáôïðßóåéò ôùí
ðëáêþí ukr(t) üóï êáé ôéò áíôßóôïé÷åò ôá÷ýôçôåò vkr(t) = u̇kr(t). (ÁõôÞí ôç äõíáôüôçôá ôç ÷ñçóéìï-
ðïéÞóáìå Þäç óôï ôÝëïò ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á13.4.7.) Ôüôå Ý÷ïõìå äéðëÜóéåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
êáé äéðëÜóéåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò, áëëÜ óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò. ¢ñá
ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå êáé ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò Åíüôçôáò Á12.12.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A14
Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ ÄÕÍÁÌÏÓÅÉÑÙÍ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Ìå äéáèÝóéìç ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ðÜíôïôå åðéèõìçôü íá ìðïñïýìå íá ôçí åðéëýóïõìå
ìå åýêïëï ôñüðï ðñïóäéïñßæïíôáò ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò. Áí Ý÷ïõìå êáé áñ÷éêÝò Þ óõíïñéáêÝò óõíèÞ-
êåò, æçôÜìå íá âñïýìå ôç ìåñéêÞ ëýóç ôçò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò óõíèÞêåò áõôÝò. ÈÝëïõìå åðßóçò
ç ëýóç áõôÞ íá ðñïóäéïñßæåôáé ìå ôç ÷ñÞóç üóï ôï äõíáôüí áðëïýóôåñùí óõíáñôÞóåùí, üðùò
åßíáé ôá ðïëõþíõìá êáé ðáñáðÝñá ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç, ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò êáé ïé õðåñâïëéêÝò
óõíáñôÞóåéò, êëð. Áðü áðüøåùò ìåèïäïëïãßáò ìáò åíäéáöÝñåé ç äõíáôüôçôá ÷ñÞóåùò ìéáò áðëÞò
ìåèüäïõ, üðùò åßíáé ç ìÝèïäïò ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ãéá ôéò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöï-
ñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò Þ áêüìç êáé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.
Äõóôõ÷þò üìùò óôçí ðñÜîç ðïëëÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåí åðéäÝ÷ïíôáé áíáëõôéêÞ ëýóç ìå ôç
÷ñÞóç ãíùóôþí óõíáñôÞóåùí, åíþ Üëëåò öïñÝò ç åðßëõóÞ ôïõò åßíáé åîáéñåôéêÜ äýóêïëç.

Óôï ÊåöÜëáéï áõôü Á14 èá áíáöåñèïýìå óýíôïìá óå ìéá áñêåôÜ ãåíéêÞ ìÝèïäï åðéëýóåùò ïìï-
ãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ÷ñÞóç äõíáìïóåéñþí, äçëáäÞ óåéñþí äõíÜìåùí
ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò. Ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åêöñÜæåôáé
óôç ìïñöÞ äõíáìïóåéñÜò ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò an íá ðñïóäéïñßæïíôáé ìå ôç ÷ñÞóç áíáäñïìé-
êïý ôýðïõ Þ áíáäñïìéêþí ôýðùí, äçëáäÞ ôýðïõ Þ ôýðùí ðïõ äßíïõí Ýíá óõíôåëåóôÞ óõíáñôÞóåé
ðñïçãïõìÝíùí ôïõ óõíôåëåóôþí. ÔåëéêÜ ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, áóöáëþò óôç
ìïñöÞ ôçò äõíáìïóåéñÜò ðïõ õéïèåôÞèçêå, èá ðåñéÝ÷åé ôüóåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò (óõãêåêñéìÝíá
ôïõò ðñþôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò äõíáìïóåéñÜò) üóç åßíáé êáé ç ôÜîç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
Ïé óôáèåñÝò áõôÝò ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí ìå ôç âïÞèåéá áñ÷éêþí Þ óõíïñéáêþí óõíèçêþí.

Óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á14 èá ðåñéïñßóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óå ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò. Åíôïýôïéò ç ìÝèïäïò ôùí äõíáìïóåéñþí åßíáé ãåíéêåýóéìç êáé óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò
ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ãéá ôçí êáëýôåñç êáôáíüçóç ôçò ìåèüäïõ èá êÜ-
íïõìå ôñåéò Üìåóåò åöáñìïãÝò ôçò: (á) Óå ìéá áðëÞ ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò
ôÜîåùò: óôçí åîßóùóç ôïõ êëáóéêïý ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá óå
åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò. (â) Óå ìéá áíÜëïãç åîßóùóç, áëëÜ ôåôÜñôçò ôÜîåùò: óôçí åîßóùóç ôùí
êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí äïêïý êáé (ã) Óå ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò
ôÜîåùò, áëëÜ ôþñá ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: óå åîßóùóç ðïõ áöïñÜ óôç óõììåôñéêÞ ðáñá-
ìüñöùóç åëáóôéêïý êõëßíäñïõ. Ç ôñßôç áõôÞ åöáñìïãÞ ïäçãåß ìÜëéóôá óå ìéá áðëÞ óõíÜñôçóç
Bessel. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé óå ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôå-
ëåóôÝò ç ìÝèïäïò ôùí äõíáìïóåéñþí áðïôåëåß áðëÜ ìéá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá óå óýãêñéóç ìå
ôéò ìåèüäïõò: (á) ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé (â) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Áíôßèåôá
üìùò óå êÜðùò äõóêïëüôåñåò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, êõñßùò ìå ìç óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò, ç ìÝèïäïò ôùí äõíáìïóåéñþí áðïôåëåß óõíÞèùò ôçí êáëýôåñç äéáèÝóéìç äõíáôüôçôá
åðéëýóåþò ôïõò, ðñéí íá êáôáöýãïõìå óå áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.
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A14.1. ÄÕÍÁÌÏÓÅÉÑÅÓ

Ïé äõíáìïóåéñÝò, ôéò ïðïßåò áðïêëåéóôéêÜ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôï ÊåöÜëáéï áõôü Á14 ãéá
ôçí åðßëõóç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, áðïôåëïýí êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ãåíß-
êåõóç ôùí ðïëõùíýìùí óå ðåñßðôùóç áðåßñùí üñùí ó’ áõôÜ (áðåßñïõ âáèìïý). Ðáñáäåßãìáôïò
÷Üñç, ç óõíÜñôçóç

f (x) =
∞∑
n=0

1
n!

xn ≡
∞∑
n=0

xn

n!
≡ 1 + x + x2

2
+ x3

6
+ x4

24
+ x5

120
+ · · · (14.1.1)

áðïôåëåß ìéá äõíáìïóåéñÜ, äçëáäÞ ìéá óåéñÜ äõíÜìåùí. Åäþ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ôï x,
èá ìðïñïýóå üìùò íá åßíáé ôï t, êëð. Óçìåéþíïõìå âÝâáéá üôé ç ðáñáðÜíù äõíáìïóåéñÜ åßíáé
áðëÜ ç óåéñÜ Maclaurin ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò, äçëáäÞ f (x) = ex ≡ exp x. Åðßóçò ðñïôéìÜìå
Ýíôïíá ôç ãñáöÞ ìéáò äõíáìïóåéñÜò ìå ôï óýìâïëï ôçò áèñïßóåùò

∑
áíôß üñï ðñïò üñï. Áõôü ôï

êÜíïõìå, åðåéäÞ ç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ôçò áèñïßóåùò
∑

ïäçãåß óå ðïëý óõíôïìüôåñç åìöÜíéóç
ôùí äõíáìïóåéñþí. Ïäçãåß åðßóçò ìå ðïëý óáöÝóôåñï ôñüðï óôïõò áíáäñïìéêïýò ôýðïõò ðïõ
æçôÜìå íá âñïýìå ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò, üôáí Ý÷ïõìå ðñïò åðßëõóç ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç.

Åìåßò èá èåùñÞóïõìå åäþ ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç m-ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò

y(m)(x) + bm−1(x)y(m−1)(x) + · · · + b1(x)y ′(x) + b0(x)y(x) = 0. (14.1.2)

Åðéäéþêïõìå íá âñïýìå ôç ãåíéêÞ ëýóç y(x) ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. ÕðïèÝôïõìå ìÜëéóôá
óõíå÷þò ìç ìçäåíéêü ôï óõíôåëåóôÞ ôçò m-óôÞò ðáñáãþãïõ y(m)(x) êáé üôé Ý÷ïõìå Þäç äéáéñÝóåé
ìå áõôüí ïëüêëçñç ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ×Üñç ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå åðßóçò ôïõò óõíôåëå-
óôÝò ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò bk(x) üôé åßíáé ãåíéêÜ ìåôáâëçôïß, äçëáäÞ üôé ãåíéêÜ
åîáñôþíôáé áðü ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x.

Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (14.1.2) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí ìå âÜóç ôï óçìåßï x0 = 0. ¸ôóé èáðñïóðáèÞóïõìå íá âñïýìå ãåíéêÞ
ëýóç y(x) ôçò ìïñöÞò

y(x) =
∞∑
n=0

anxn ≡ a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 + · · · . (14.1.3)

Ðñüêåéôáé ïõóéáóôéêÜ ãéá ôç óåéñÜ Maclaurin ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x), ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (14.1.2). ¸÷ïíôáò ãñÜøåé ìÜëéóôá ôç ëýóç áõôÞ (14.1.3) óå ìïñöÞ
äõíáìïóåéñÜò, Ý÷ïõìå óôçí ïõóßá õðïèÝóåé ôç óåéñÜMaclaurin üôé õðÜñ÷åé êáé åðßóçò üôé óõãêëßíåé
óôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç y(x) óå êÜðïéï äéÜóôçìá óõãêëßóåùò (−R, R) ãýñù áðü ôï óçìåßï x0 = 0,
ôï âáóéêü óçìåßï ðïõ åðéëÝîáìå.

ÏðùóäÞðïôå èá ìðïñïýóáìå èáõìÜóéá íá õðïèÝóïõìå êáé ëýóç ôçò ãåíéêüôåñçò ìïñöÞò

y(x) =
∞∑
n=0

an(x − x0)n ≡ a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)2 + a3(x − x0)3 + a4(x − x0)4 + · · · . (14.1.4)

ÓõíÞèùòüìùòáðïöåýãïõìåáõôÞí ôç ãåíéêüôåñç ìïñöÞ,ðïõïõóéáóôéêÜáðïôåëåß ôç óåéñÜ Taylor
ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) óôï óçìåßï x0. Áõôü ôï êÜíïõìå, áðëÜ ãéáôß ç áëëáãÞ áíåîÜñôç-
ôçò ìåôáâëçôÞò î = x − x0, ðïõ ãßíåôáé ôüóï åýêïëá óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.1.2), åðéôñÝðåé
ôçí áíáãùãÞ ôçò äõíáìïóåéñÜò (14.1.4) óôç äõíáìïóåéñÜ (14.1.3), âÝâáéá ôþñá ìå î = x − x0
óôç èÝóç ôïõ x. Áõôü üìùò äåí Ý÷åé êáé ìåãÜëç óçìáóßá. ¸ôóé äå èá äéóôÜæïõìå íá èåùñïýìå
äõíáìïóåéñÝò ôçò áðëÞò ìïñöÞò (14.1.3) óáí ëýóåéò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí õðïèÝôïíôáò üôé, åÜí
÷ñåéÜæåôáé, Ý÷åé ðñïçãçèåß ç óôïé÷åéþäçò áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò î = x − x0. Ìå ôïí ôñüðï áõôü óáí
âáóéêü óçìåßï èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óçìåßï x0 = 0 (éäßùò óôï ÷þñï), t0 = 0 (éäßùò óôï ÷ñüíï),
êëð. ¸ôóé ïõóéáóôéêÜ èá Ý÷ïõìå ðÜíôïôå ðñïò ðñïóäéïñéóìü ôç óåéñÜ Maclaurin ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò y(x), äõóôõ÷þò ìå Üãíùóôïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò an óôç äõíáìïóåéñÜ (14.1.3).
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Êáé èÝëïõìå íá ôïõò ðñïóäéïñßóïõìå ôïõò óõíôåëåóôÝò áõôïýò. Êáé íá óõãêëßíåé ìÜëéóôá ç äõ-
íáìïóåéñÜ (14.1.3) óôç óùóôÞ ëýóç y(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (14.1.2) óå êÜðïéï äéÜóôçìá
óõãêëßóåùò ( − R, R) ãýñù áðü ôï óçìåßï x0 = 0.

Ôç óçìáíôéêÞ (êáé ìç áñíçôéêÞ âÝâáéá) ðïóüôçôá R óôï äéÜóôçìá áõôü (−R, R), üðïõ óõãêëßíåé
ìéá äõíáìïóåéñÜ, ð.÷. ç äõíáìïóåéñÜ (14.1.3), ôçí áðïêáëïýìå áêôßíá óõãêëßóåùò ôçò äõíáìï-
óåéñÜò êáé åýëïãá ìáò åíäéáöÝñåé íá åßíáé üóï ôï äõíáôüí ìåãáëýôåñç. Áí åßíáé ìÜëéóôá äõíáôüí,
íá åßíáé Üðåéñç, R = ∞, Ýôóé þóôå ç äõíáìïóåéñÜ (14.1.3) íá óõãêëßíåé ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x. Áõôü
(Üðåéñç áêôßíá óõãêëßóåùò: R = ∞) éó÷ýåé ãéá ðáñÜäåéãìá óôç äõíáìïóåéñÜ (14.1.1) ðïõ, üðùò
áíáöÝñáìå, áðïôåëåß ôç äõíáìïóåéñÜ ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò ex óôï óçìåßï x = 0. ÐïëëÝò
öïñÝò üìùò åßìáóôå åõ÷áñéóôçìÝíïé êáé ìå ðåðåñáóìÝíåò áêôßíåò óõãêëßóåùò R, éäßùò ìÜëéóôá áí
ôï äéÜóôçìá óõãêëßóåùò ôçò äõíáìïóåéñÜò ( − R, R) åßíáé áñêåôü ãéá ìáò óôï öõóéêü ðñüâëçìá
ðïõ åîåôÜæïõìå.

A14.2. ÅÖÁÑÌÏÃÇ ÓÔÏ ÌÇ×ÁÍÉÊÏ ÓÕÓÔÇÌÁ ÌÁÆÁÓ--ÅËÁÔÇÑÉÏÕ--ÁÐÏÓÂÅÓÔÇÑÁ

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åöáñìüóïõìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí óôçí áðëÞ äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ðïõ äéÝðåé ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâå-
óôÞñá óôéò Ôáëáíôþóåéò, åäþ óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò. (ÖõóéêÜ áíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôï
áðëü ðëáßóéï ðïõ ðñïóåããßæåé Ýíá ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êá-
ôáóêåõþí åðßóçò óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò.) Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = 0, (14.2.1)

ç ïðïßá ìáò åßíáé ôüóï ìá ôüóï ãíùóôÞ áðü ôï ÊåöÜëáéï Á6, üðïõ êáé ðáñáðÝìðïõìå, ðïõ äå èá
äþóïõìå êáìßá áðïëýôùò äéåõêñßíéóç. Óçìåéþíïõìå ìüíï üôé Ý÷åé óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò: ôïõò
ôñåéò óõíôåëåóôÝò 1, 2îù0 êáéù2

0. Áõôü èá êÜíåé ôç äïõëåéÜ ìáò ðéï åýêïëç óôçí ðáñïýóá ìÝèïäï
ôùí äõíáìïóåéñþí ãéá ôçí åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, åäþ äåõôÝñáò ôÜîåùò.

Åíôïýôïéò, üðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, ç ìÝèïäïò ôùí äõíáìïóåéñþí åßíáé ãåíéêÜ åöáñìüóéìç
êáé óå ðåñßðôùóç ìç óôáèåñþí óõíôåëåóôþí, éäßùò ìÜëéóôá áí ôï óçìåßï x0 = 0 åßíáé ïìáëü óçìåßï
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÐáñïõóéÜæåé ìÜëéóôá êáé éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí óáí âáóéêÞ ìÝèïäïò
åðéëýóåùò ôùí ó÷åôéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÔÝôïéåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, ìå ìç óôáèåñïýò
(ìå ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò, åßíáé ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôùí ãíùóôþí ðïëõùíýìùí Legendre
êáé ôùí áêüìç ðéï äéÜóçìùí óõíáñôÞóåùí Bessel. ÁõôÝò èá ôéò áíáöÝñïõìå óýíôïìá óôï åðü-
ìåíï ÊåöÜëáéï Á15. Óôçí åöáñìïãÞ áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò (14.2.1), ç ïðïßá åßíáé ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò.

ÎåêéíÜìå ìå âÜóç ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0 = 0. Åäþ õðïèÝôïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (14.2.1) óå ìïñöÞ äõíáìïóåéñÜò ôïõ ÷ñüíïõ t, óõãêåêñéìÝíá

u(t) =
∞∑
n=0

antn ≡ a0 + a1t + a2t2 + a3t3 + a4t4 + · · · (14.2.2)

ìå Üãíùóôïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò an. ÖõóéêÜ ìáò åßíáé Üãíùóôïé ïé óõíôåëåóôÝò áõôïß an, áöïý
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç, ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ æçôÜìå íá ðñïóäéïñßóïõìå!
Åðßóçò ãéá åêðáéäåõôéêïýò ëüãïõò ãñÜøáìå ôç äõíáìïóåéñÜ áõôÞ êáé ìå ôïõò ðñþôïõò üñïõò
ôçò. Åíôïýôïéò ðñïôéìÜìå Ýíôïíá, ðÜñá ðïëý Ýíôïíá, ôçí ðñþôç ãñáöÞ ôçò äõíáìïóåéñÜò, áõôÞ
ìå ôï óýìâïëï ôçò áèñïßóåùò

∑
.

ÂÝâáéá ôþñá ðñÝðåé íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôç äõíáìïóåéñÜ (14.2.2) ðïõ õðïèÝóáìå ãéá ôçí
Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) óôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.2.1). Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðñÝðåé íá
ðáñáãùãßóïõìå äýï öïñÝò ôç äõíáìïóåéñÜ áõôÞ, áöïý ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.2.1) åßíáé äåõôÝ-
ñáò ôÜîåùò. Ç ðáñáãþãéóç áõôÞ ìðïñåß íá ãßíåé üñï ðñïò üñï êáé ìÜëéóôá, üðùò áðïäåéêíýåôáé
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óôéò ÄõíáìïóåéñÝò, áöÞíåé áìåôÜâëçôç ôçí áêôßíá óõãêëßóåùò R óôï äéÜóôçìá óõãêëßóåùò (−R, R).
Ïé äýï áõôÝò ðáñáãùãßóåéò ìáò äßíïõí

u̇(t) =
∞∑
n=0

nantn−1 =
∞∑
n=1

nantn−1 ≡ a1 + 2a2t + 3a3t2 + 4a4t3 + · · · , (14.2.3)

ü(t) =
∞∑
n=0

n(n − 1)antn−2 =
∞∑
n=2

n(n − 1)antn−2 ≡ 2a2 + 6a3t + 12a4t2 + · · · . (14.2.4)

Åßíáé ðñïöáíÝò óôçí ðñþôç ðáñÜãùãï u̇(t) üôé ç ðáñÜãùãïò ôïõ óôáèåñïý üñïõ a0 ìçäåíß-
æåôáé. ¢ñá óôï óýìâïëï ôïõ áèñïßóìáôïò ï äåßêôçò n ìðïñåß íá èåùñçèåß üôé îåêéíÜåé áðü ôï
Ýíá, üðùò öáßíåôáé óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôçò ó÷åôéêÞò äõíáìïóåéñÜò. ÅîÜëëïõ ãéá n = 0 ï ðñþ-
ôïò üñïò ôçò ðñþôçò äõíáìïóåéñÜò ìçäåíßæåôáé, åðåéäÞ åßíáé ðïëëáðëáóéáóìÝíïò åðß n: óôïí
ðñþôï áõôü üñï åðß n = 0. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ï ãåíéêüò üñïò antn óôç äõíáìïóåéñÜ (14.2.2) ðïõ
õéïèåôÞèçêå ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (14.2.1) Ý÷åé ðñþôç ðá-
ñÜãùãï nantn−1 êáé äåýôåñç ðáñÜãùãï n(n−1)antn−2. ¼ðùò ìÜëéóôá ç äõíáìïóåéñÜ óôçí ðñþôç
ðáñÜãùãï (14.2.3) îåêéíÜåé ïõóéáóôéêÜ áðü n = 1 (ëüãù ôïõ ðáñÜãïíôá n), Ýôóé ìå áíÜëïãï
ôñüðï êáé ç äõíáìïóåéñÜ óôç äåýôåñç ðáñÜãùãï (14.2.4) îåêéíÜåé áðü n = 2 (ëüãù ôïõ ðáñÜ-
ãïíôá n(n − 1)). ÁõôÜ öáßíïíôáé êáé áðü ôéò äåîéÜ áíáëõôéêÝò ãñáöÝò (14.2.3) êáé (14.2.4) ôùí
ó÷åôéêþí äõíáìïóåéñþí ãéá ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï u̇(t) êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï ü(t) áíôßóôïé÷á.

Ôþñá ðéá ìðïñïýìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áíôéêáôÜóôáóç ôçò äõíáìïóåéñÜò (14.2.2) ãéá
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ôç ìåôáôüðéóç) u(t) êáé ôùí äõíáìïóåéñþí (14.2.3) êáé (14.2.4) ãéá ôéò
äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò u̇(t) êáé ü(t) áíôßóôïé÷á óôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (14.2.1). Ìå ôïí
ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé åýêïëá üôé

∞∑
n=2

n(n − 1)antn−2 + 2îù0

∞∑
n=1

nantn−1 + ù2
0

∞∑
n=0

antn = 0. (14.2.5)

Áíáëõôéêüôåñá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò äåîéÝò åêöñÜóåéò ôùí äõíáìïóåéñþí (14.2.2), (14.2.3)
êáé (14.2.4) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.2.1), Ý÷ïõìå ôïí áðüëõôá éóïäýíáìï áíáëõôéêüôåñï ôñüðï
ãñáöÞò ôçò åîéóþóåùò (14.2.5)

(2a2 + 6a3t + 12a4t2 + · · · ) + 2îù0(a1 + 2a2t + 3a3t2 + 4a4t3 + · · · )
+ ù2

0(a0 + a1t + a2t2 + a3t3 + a4t4 + · · · ) = 0. (14.2.6)

Óõãêåíôñþíïõìå ôþñá üëïõò ôïõò üñïõò ðïõ áöïñïýí óå ìéá óõãêåêñéìÝíç äýíáìç ôïõ t êáé Ýôóé
ðáßñíïõìå

(2a2 + 2îù0a1 + ù2
0a0) + (6a3 + 4îù0a2 + ù2

0a1)t + (12a4 + 6îù0a3 + ù2
0a2)t

2 + · · · = 0. (14.2.7)

ÅðéóôñÝöïíôáò óôï óõìâïëéóìü ìå áèñïßóìáôá (14.2.5), ðáñáôçñïýìå ðùò ìáò äõó÷åñáßíåé
ç åìöÜíéóç ôçò äõíÜìåùò tn−2 óôïí ðñþôï üñï êáé ç åìöÜíéóç ôçò äõíÜìåùò tn−1 óôï äåýôåñï
óå óýãêñéóç ìå ôç äýíáìç tn óôïí ôñßôï. Ãéá íá ôï áðïöýãïõìå áõôü, áëëÜæïõìå óôïí ðñþôï
üñï ôï äåßêôç n èÝôïíôáò j = n − 2 (ìå j ôï íÝï äåßêôç), ïðüôå n = j + 2. Åðßóçò óôï äåýôåñï üñï
áëëÜæïõìå ôï äåßêôç áðü n óå k = n−1 (ìå k ôï íÝï äåßêôç), ïðüôå n = k+1. Ìå ôïí ôñüðï áõôü
ãñÜöïõìå ôçí åîßóùóç (14.2.5) ðÜëé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ôçò áèñïßóåùò

∑
, áëëÜ ôþñá

óôçí ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ

∞∑
j=0

( j + 1)( j + 2)aj+2t j + 2îù0

∞∑
k=0

(k + 1)ak+1tk + ù2
0

∞∑
n=0

antn = 0. (14.2.8)
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Óçìåéþíïõìå ôþñá üôé áêñéâþò üðùò óå Ýíá ïñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá äåí Ý÷åé êáìßá óçìáóßá
áí ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò áðïêëçèåß x Þ y, êëð., áíÜëïãá êáé óå ìßá óåéñÜ äåí Ý÷åé êáìßá
óçìáóßá áí ï äåßêôçò óôï Üèñïéóìá óõìâïëéóèåß ìå m Þ ìå n, êëð. ÓõãêåêñéìÝíá∫ b

a
f (x) dx =

∫ b

a
f (y) dy êáé åðßóçò

∞∑
m=0

f (m) =
∞∑
n=0

f (n) = f (0)+ f (1)+ f (2)+ f (3)+ · · · (14.2.9)

áíåîÜñôçôá áí ï äåßêôçò åßíáé ôï m Þ ôï n Þ êÜðïéï Üëëï óýìâïëï.

Ìå ôçí åðåîÞãçóç áõôÞ óôçí åîßóùóç äõíáìïóåéñþí (14.2.8) äçëþíïõìå ôï äåßêôç óôçí ðñþôç
äõíáìoóåéñÜ ìå n (áíôß j) êáé óôç äåýôåñç äõíáìïóåéñÜ ðÜëé ìå n (áíôß k). Ìå ôïí ôñüðï áõôü
îáíáãñÜöïõìå ôçí ßäéá åîßóùóç (14.2.8) óôç ìïñöÞ

∞∑
n=0

(n + 1)(n + 2)an+2tn + 2îù0

∞∑
n=0

(n + 1)an+1tn + ù2
0

∞∑
n=0

antn = 0. (14.2.10)

ÕðïèÝôïõìå üôé êáé ïé ôñåéò áõôÝò äõíáìïóåéñÝò óõãêëßíïõí ìÝóá óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï äéÜóôçìá
óõãêëßóåùò (−R, R) ìå áêôßíá óõãêëßóåùò R. Ôüôå ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ìÝóá óôï ßäéï äéÜóôçìá
óõãêëßóåùò ( − R, R) ôï Üèñïéóìá ôùí äõíáìïóåéñþí áõôþí óôç ìïñöÞ ìéáò ìüíï äõíáìïóåéñÜò
ùò åîÞò: ∞∑

n=0

[
(n + 1)(n + 2)an+2 + 2îù0(n + 1)an+1 + ù2

0an
]
tn = 0. (14.2.11)

Ãéá íá åßíáé åê ôáõôüôçôïò ßóç ìå ôï ìçäÝí ç äõíáìïóåéñÜ ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò ôçò åîéóþóåùò
áõôÞò (üðùò ðñÝðåé ðñÜãìáôé íá óõìâáßíåé), áíáãêáóôéêÜ èá ðñÝðåé ïé óõíôåëåóôÝò üëùí ôùí
üñùí ôçò íá åßíáé ßóïé ìå ôï ìçäÝí. Èá ðñÝðåé äçëáäÞ íá éó÷ýåé ï ôýðïò

(n + 1)(n + 2)an+2 + 2îù0(n + 1)an+1 + ù2
0an = 0 ìå n = 0, 1, 2, . . . . (14.2.12)

Èåùñþíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò an êáé an+1 ãíùóôïýò, ìðïñïýìå Ýôóé íá õðïëïãßóïõìå ôï óõíôå-
ëåóôÞ an+2 áðëÜ ëýíïíôáò ôçí åîßóùóç (14.2.12) ùò ðñïò an+2. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïêýðôåé
ï áíáäñïìéêüò ôýðïò

an+2 = − ù2
0an + 2îù0(n + 1)an+1

(n + 1)(n + 2)
ìå n = 0, 1, 2, . . . . (14.2.13)

Ðñïöáíþò ïé äýï ðñþôïé óõíôåëåóôÝò a0 êáé a1 äå ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí áðü áõôüí ôïí
áíáäñïìéêü ôýðï (14.2.13). Åíôïýôïéò ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí üëïé ïé åðüìåíïß ôïõò óõíôåëå-
óôÝò: a2, a3, a4, êëð. Ïé äýï ðñþôïé óõíôåëåóôÝò a0 êáé a1 ìðïñïýí öõóéêÜ íá ðñïóäéïñéóèïýí
êáé áõôïß, åÜí åßíáé ãíùóôÝò ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ð.÷.

u(0) = u0, u̇(0) = v0, ïðüôå a0 = u0, a1 = v0, (14.2.14)

üðùò åýêïëá äéáðéóôþíåôáé áðü ôç äõíáìïóåéñÜ (14.2.2). Ôüôå ï åðüìåíïò óõíôåëåóôÞò a2 ìðïñåß
íá ðñïóäéïñéóèåß áðü ôïí áíáäñïìéêü ôýðï (14.2.13) èÝôïíôáò ó’ áõôüí n = 0, ïðüôå

a2 = − ù2
0a0 + 2îù0a1

2
= − ù2

0u0 + 2îù0v0
2

(14.2.15)

Ý÷ïíôáò ðÜñåé õðüøç ìáò êáé ôéò ðñïáíáöåñèåßóåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (14.2.14). ÁíÜëïãá ï ßäéïò
áíáäñïìéêüò ôýðïò (14.2.13) ìáò äßíåé ãéá ôï óõíôåëåóôÞ a3 (ôþñá ìå n = 1)

a3 = − ù2
0a1 + 4îù0a2

6
. (14.2.16)

¼ìùò ïé óõíôåëåóôÝò a1 êáé a2 åßíáé Þäç ãíùóôïß: ï a1 åßíáé ãíùóôüò áðü ôç äåýôåñç áñ÷éêÞ
óõíèÞêç (14.2.14), åíþ ï a2 áðü ôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ (14.2.15) ôïõ ßäéïõ áíáäñïìéêïý ôý-
ðïõ (14.2.13). ¸ôóé ï a3 ðñÜãìáôé ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (14.2.16). ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé
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ãéá üëïõò ôïõò åðüìåíïõò óõíôåëåóôÝò an+2 ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ßäéï áíáäñïìéêü ôýðï (14.2.13).
¸ôóé ôåëéêÜ üëïé ïé óõíôåëåóôÝò an èá Ý÷ïõí ðñïóäéïñéóèåß óôç ëýóç u(t) ôïõ ðáñüíôïò ðñï-
âëÞìáôïò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò äõíáìïóåéñÜò (14.2.2). Ìå áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ôïõò äýï ðñþôïõò
óõíôåëåóôÝò a0 êáé a1 ðáßñíïõìå Ýôóé ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (14.2.1). Áíôßèåôá
ìå ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ïðüôå a0 = u0 êáé a1 = v0, üðùò Þäç åßäáìå óôéò äýï ôåëåõôáßåò
ó÷Ýóåéò (14.2.14), ðáßñíïõìå ôç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò äýï áõôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.

A14.3. ÅÖÁÑÌÏÃÇ ÓÔÉÓ ÊÁÌÐÔÉÊÅÓ ÉÄÉÏÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÄÏÊÏÕ

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí ãéá ôçí åðßëõóç ôçò
ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò ôÜîåùò

X ′′′′(x) − â4X(x) = 0 ìå 0 < x < L. (14.3.1)

ÁõôÞ áöïñÜ óôçí êáìðôéêÜ éäéïôáëáíôïýìåíç óõíÞèç äïêü. Ôï óýìâïëï L äçëþíåé ôï ìÞêïò ôçò
äïêïý, áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (ìå 0 < x < L) êáé Üãíùóôç
óõíÜñôçóç åßíáé ôï ðñïóçìáóìÝíï åýñïò X(x) ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý. ÔÝëïò ôï óýì-
âïëï â äçëþíåé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý. Ç óôáèåñÜ áõôÞ â Ý÷åé Þäç ïñéóèåß
óôïí ôýðï (9.2.2) ôïõ Êåöáëáßïõ Á9 ìÝóù ôùí âáóéêþí óôáèåñþí ôïõ ßäéïõ ðñïâëÞìáôïò. Åäþ
èá èåùñåßôáé áðëÜ ìéá ãíùóôÞ óôáèåñÜ. Ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (14.3.1) ôç ìåëåôÞóáìå Þäç
åêôåíþò óôçí Åíüôçôá Á9.2 óôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí êáé éäéïôéìþí. Ç åýñåóç ôçò
ãåíéêÞò ëýóåþò ôçò Ýãéíå åêåß ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò. Áíôßèåôá åäþ èá ãßíåé
ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí. Ôïýôï èá ìáò åðéôñÝøåé íá åðéäåßîïõìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíá-
ìïóåéñþí óôçí åðßëõóç ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò ôÜîåùò (ôùí êáìðôéêþí
éäéïôáëáíôþóåùí äïêïý) óå áíôßèåóç ìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (ôïõ ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá) ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Á14.2.

Ãéá ôçí åðßëõóç ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (14.3.1) äå÷üìáóôå
áðëÜ ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò X(x) óôç ìïñöÞ

X(x) =
∞∑
n=0

anxn (14.3.2)

ìå âÜóç ôï óçìåßï x0 = 0 ôçò äïêïý, óõíÞèùò ôï áñéóôåñü ôçò Üêñï. ÊÜíïõìå âÝâáéá ôçí õðüèåóç
üôé ç äõíáìïóåéñÜáõôÞ X(x), áöïýðñïóäéïñéóèåß, èá óõãêëßíåé óå Ýíá äéÜóôçìáóõãêëßóåùò (−R, R)
ìå áêôßíá óõãêëßóåùò R ≥ L ìå L ôï ìÞêïò ôçò äïêïý.

ÖõóéêÜ, áöïý óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.3.1) åìöáíßæåôáé ü÷é ìüíï ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç X(x)
(åäþ ôï ðñïóçìáóìÝíï åýñïò ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý), áëëÜ êáé ç ôÝôáñôç ðáñÜãùãüò
ôçò X ′′′′(x), áðáéôåßôáé ðñïöáíþò ï õðïëïãéóìüò êáé ôçò ôÝôáñôçò áõôÞò ðáñáãþãïõ X ′′′′(x). Áõôü
åßíáé ðïëý åýêïëï ìå ôÝóóåñéò äéáäï÷éêÝò ðáñáãùãßóåéò ôçò äõíáìïóåéñÜò (14.3.2).

Ãíùñßæïõìå âÝâáéá Üñéóôá ôoí áðëïýóôáôo ôýðï ðáñáãùãßóåùò

dx j

dx
≡ (x j)′ = jx j−1 ìå j = 1, 2, 3, . . . (14.3.3)

êáèþò êáé ôï ãåãïíüò üôé ìéá óõãêëßíïõóá äõíáìïóåéñÜ X(x) ìðïñåß íá ðáñáãùãéóèåß üñï ðñïò
üñï ìÝóá óôï äéÜóôçìá óõãêëßóåþò ôçò ( − R, R) ìå äéáôÞñçóç ìÜëéóôá ôçò áêôßíáò óõãêëßóåþò
ôçò R. ¸ôóé ðáßñíïõìå äéáäï÷éêÜ áðü ôç äõíáìïóåéñÜ (14.3.2)

X ′(x) =
∞∑
n=0

nanxn−1 =
∞∑
n=1

nanxn−1, (14.3.4)

X ′′(x) =
∞∑
n=0

n(n − 1)anxn−2 =
∞∑
n=2

n(n − 1)anxn−2, (14.3.5)
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X ′′′(x) =
∞∑
n=0

n(n − 1)(n − 2)anxn−3 =
∞∑
n=3

n(n − 1)(n − 2)anxn−3, (14.3.6)

X ′′′′(x) =
∞∑
n=0

n(n − 1)(n − 2)(n − 3)anxn−4 =
∞∑
n=4

n(n − 1)(n − 2)(n − 3)anxn−4. (14.3.7)

Óôïõò ôýðïõò áõôïýò ðÞñáìå åðßóçò õðüøç ìáò ôï ìçäåíéóìü ôïõ ðñþôïõ Þ êáé ôùí áìÝóùò
åðüìåíùí üñùí. Áõôü ôï êÜíáìå óôá äåîéÜ ìÝëç, äçëáäÞ ìåôÜ ôá äåýôåñá ßóïí. Ðáñáäåßãìáôïò
÷Üñç, óôç ó÷Ýóç (14.3.7) ãéá ôçí ôÝôáñôç ðáñÜãùãï X ′′′′(x) (áõôÞ ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå åäþ!), ëÜâáìå
õðüøç ìáò üôé ôï ãéíüìåíï n(n − 1)(n − 2)(n − 3) ìçäåíßæåôáé ãéá n = 0, n = 1, n = 2 êáé n = 3.
Ôïýôï åßíáé áðüëõôá ðñïöáíÝò. ¸ôóé ï äåßêôçò n ìðïñåß íá îåêéíÞóåé ü÷é ìüíï áðü n = 0, áëëÜ êáé
áðü n = 4. Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ ïé ôÝóóåñéò ðñþôïé üñïé ôçò áñ÷éêÞò äõíáìïóåéñÜò ôçò ôÝôáñôçò
ðáñáãþãïõ X ′′′′(x) (áõôïß ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå n = 0, n = 1, n = 2 êáé n = 3) ìçäåíßæïíôáé ëüãù
ôïõ ãéíïìÝíïõ n(n − 1)(n − 2)(n − 3), üðùò Þäç åîçãÞóáìå.

Ãéá íá ãßíåé ìÜëéóôá áêüìç ðéï êáôáíïçôü áõôü ôï åíäéáöÝñïí ãåãïíüò, ãñÜöïõìå áíáëõôéêü-
ôåñá ôçí áñ÷éêÞ äõíáìïóåéñÜ (14.3.2) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóÞ ìáò X(x) ìå ôïõò åðôÜ ðñþôïõò
üñïõò ôçò (ãéá n = 0, 1, 2, 3, 4, 5 êáé 6) êáé ôï ãåíéêü üñï ôçò (ãéá ïðïéïäÞðïôå n) ùò åîÞò:

X(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 + a6x6 + · · · + anxn + · · · . (14.3.8)

Ðáñáãùãßæïíôáò ôþñá ôÝóóåñéò öïñÝò ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x (åäþ ôç èÝóç êáôÜ
ìÞêïò ôçò äïêïý), ðáñáôçñïýìå åýêïëá üôé ç ôÝôáñôç ðáñÜãùãïò ôùí ôåóóÜñùí ðñþôùí üñùí,
óõãêåêñéìÝíá ôïõ ôñéôïâÜèìéïõ ðïëõùíýìïõ a0 + a1x + a2x2 + a3x3, åßíáé ßóç ìå ôï ìçäÝí. ¸ôóé
âñßóêïõìå üôé ôåëéêÜ

X ′′′′(x) = 24a4 + 120a5x + 360a6x2 + · · · + n(n − 1)(n − 2)(n − 3)anxn−4 + · · · . (14.3.9)

Áóöáëþò ï ãåíéêüò üñïò n(n − 1)(n − 2)(n − 3)anxn−4 óôçí áñêåôÜ áíáëõôéêÜ ãñáììÝíç áõôÞ
äõíáìïóåéñÜ (14.3.9) óõìðßðôåé ðëÞñùò ìå ôïí áíôßóôïé÷ï ãåíéêü üñï óôç äõíáìïóåéñÜ (14.3.7),
üðïõ åß÷áìå êÜíåé ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ôçò áèñïßóåùò

∑
.

Ôï åðüìåíï âÞìá ìáò åßíáé íá îáíáãñÜøïõìå ôç äõíáìïóåéñÜ (14.3.7) ìå ôçí áëëáãÞ äåßêôç

k = n − 4 ⇐⇒ n = k + 4. (14.3.10)

Áõôü ôï êÜíïõìå, Ýôóé þóôå íá Ý÷ïõìå ôéò äõíÜìåéò xn−4 ãñáììÝíåò óôç ìïñöÞ xk, áöïý n−4 = k,
ïðüôå xn−4 = xk. Ç ìïñöÞ áõôÞ èá ìáò äéåõêïëýíåé êáôÜ ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óõíôåëåóôþí an
ìÝóù ôïõ ó÷åôéêïý áíáäñïìéêïý ôýðïõ, óôïí ïðïßï èá êáôáëÞîïõìå ðáñáêÜôù. ËáìâÜíïõìå
åðßóçò õðüøç üôé, áöïý k = n − 4, ãéá n = 4 Ý÷ïõìå k = 0. ¢ñá ç äåýôåñç äõíáìïóåéñÜ (14.3.7),
ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

X ′′′′(x) =
∞∑
n=4

n(n − 1)(n − 2)(n − 3)anxn−4 (14.3.11)

ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí áêüëïõèç éóïäýíáìç ìïñöÞ (åðåéäÞ n = k + 4, Üñá êáé n − 4 = k):

X ′′′′(x) =
∞∑
k=0

(k + 4)(k + 3)(k + 2)(k + 1)ak+4xk. (14.3.12)

Áðü áðüøåùò åìöáíßóåùò ëßãï êáëýôåñç åßíáé ç éóïäýíáìç ìïñöÞ

X ′′′′(x) =
∞∑
k=0

(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)ak+4xk, (14.3.13)
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ðïõ ðñïêýðôåé Üìåóá, áöïý óôïí ðïëëáðëáóéáóìü éó÷ýåé ç áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá, ïðüôå

(k + 4)(k + 3)(k + 2)(k + 1) = (k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4). (14.3.14)

Ç áíáëõôéêÞ ìïñöÞ ôçò äõíáìïóåéñÜò (14.3.12) Þ êáëýôåñá (14.3.13) åßíáé ç áêüëïõèç:

X ′′′′(x) = 24a4 + 120a5x + 360a6x2 + · · · + (k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)ak+4xk + · · · , (14.3.15)

ç ïðïßá âÝâáéá óôçí ïõóßá óõìðßðôåé ìå ôç äõíáìïóåéñÜ (14.3.9).

¼ðùò Þäç ðáñáôçñÞóáìå êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á14.2, äåí Ý÷åé êáìßá áðïëýôùò
óçìáóßá ôï óýìâïëï ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óáí äåßêôç óå ìéá äõíáìïóåéñÜ. ¸ôóé Ý÷ïõìå ôï
äéêáßùìá íá èÝóïõìå n áíôß k óôç äõíáìïóåéñÜ (14.3.13) Þ/êáé óôçí ðëÞñùò éóïäýíáìÞ ôçò äõ-
íáìïóåéñÜ (14.3.15). Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç äõíáìïóåéñÜ (14.3.13) îáíáãñÜöåôáé óôçí áðüëõôá
éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

X ′′′′(x) =
∞∑
n=0

(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)an+4xn. (14.3.16)

¸ôóé åðéóôñÝøáìå óôïí áñ÷éêü äåßêôç ìáò n óôï Üèñïéóìá ôçò äõíáìïóåéñÜò áõôÞò, äçëáäÞ
óôïí ßäéï äåßêôç ðïõ Ý÷ïõìå óôç âáóéêÞ äõíáìïóåéñÜ (14.3.2) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç X(x)
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (14.3.1). ÅðáíáëáìâÜíïõìå êáé åäþ ôç âáóéêÞ áõôÞ äõíáìïóåéñÜ:

X(x) =
∞∑
n=0

anxn. (14.3.17)

Åßìáóôå ôþñá êáèüëá Ýôïéìïé íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôüóï ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç X(x) üóï êáé
ôçí ôÝôáñôç ðáñÜãùãü ôçò X ′′′′(x), ðïõ Ý÷ïõí Þäç åêöñáóèåß ìå ôéò äõíáìïóåéñÝò ôïõò (14.3.17)
êáé (14.3.16) áíôßóôïé÷á, óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò (14.3.1). ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé

X ′′′′(x) − â4X(x) = 0 �⇒
∞∑
n=0

(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)an+4xn − â4
∞∑
n=0

anxn = 0. (14.3.18)

¸÷ïõìå õðïèÝóåé âÝâáéá (êáé ôï åðáíáëáìâÜíïõìå) üôé ïé äõíáìïóåéñÝò áõôÝò óõãêëßíïõí ôïõëÜ-
÷éóôïí êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, äçëáäÞ Ý÷ïõí áêôßíá óõãêëßóåùò R ≥ L ìå L ôï ìÞêïò ôçò äïêïý.

Ôþñá ðéá ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç X ′′′′(x) − â4X(x) = 0 åßíáé ãñáììÝíç ìå äõíáìïóåéñÝò óôç
ìïñöÞ ôçò (14.3.18). Äõóôõ÷þò üìùò ïé óõíôåëåóôÝò an ó’ áõôÞí åßíáé ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôïé.
Ç ìïñöÞ (14.3.18) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò ìðïñåß öõóéêÜ íá îáíáãñáöåß êáé óáí ìßá ìüíï
äõíáìïóåéñÜ ùò åîÞò:

∞∑
n=0

[(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)an+4 − â4an]xn = 0 (14.3.19)

ÂÝâáéá, üôáí ìéëÜìå ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, åííïïýìå ôçí åê ôáõôüôçôïò éó÷ý ôïõò óôï äéÜ-
óôçìá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé (åäþ êáôÜ ìÞêïò ôçò êáìðôéêÜ éäéïôáëáíôïýìåíçò äïêïý ìáò). Áóöá-
ëþò äåí åííïïýìå ôçí éó÷ý ôïõò óå ìåñéêÜ ìüíï óçìåßá. (Èá Þôáí ßóùò êÜðùò êáëýôåñá íá
÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óýìâïëï ≡ áíôß ãéá ôï = óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, áëë’ áõôü äå óõíçèßæåôáé,
åðåéäÞ èåùñåßôáé ðñïöáíÝò.) Áõôü ðïõ èÝëïõìå íá ðïýìå åäþ åßíáé üôé êáé ç éóïäýíáìç äõíáìï-
óåéñÜ (14.3.19) ðñÝðåé êáé áõôÞ íá åßíáé åê ôáõôüôçôïò ìçäåíéêÞ êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, ü÷é ìüíï
óå ìåñéêÜ óçìåßá ôçò. Êáé ãéá íá êáôïñèùèåß áõôü, Ýíáò ìüíï ôñüðïò õðÜñ÷åé: ï ìçäåíéóìüò üëùí
áíåîáéñÝôùò ôùí óõíôåëåóôþí ôçò, áêñéâþò üðùò êÜíáìå êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á14.2.
ÅðïìÝíùò óôçí åîßóùóç (Þ ìÜëëïí óôçí ôáõôüôçôá) (14.3.19) èá ðñÝðåé üëïé ïé óõíôåëåóôÝò ôçò
äõíáìïóåéñÜò óôï áñéóôåñü ìÝëïò íá åßíáé ßóïé ìå ôï ìçäÝí. ¢ñá èá ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)an+4 − â4an = 0 ìå n = 0, 1, 2, 3, . . . . (14.3.20)
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Ëýíïíôáò ôþñá ùò ðñïò ôï óõíôåëåóôÞ an+4, äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

an+4 = â4an
(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

ìå n = 0, 1, 2, 3, . . . (14.3.21)

êáé éóïäýíáìá (ìå n áíôß n + 4)

an = â4an−4

n(n − 1)(n − 2)(n − 3)
, ôþñá üìùò ìå n = 4, 5, 6, 7, . . . . (14.3.22)

Áõôüò åßíáé ï ôåëéêüò áíáäñïìéêüò ôýðïò ðïõ ìáò åðéôñÝðåé ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óõíôåëå-
óôþí a4, a5, a6 êáé ãåíéêÜ an ôïí êáèÝíá ôïõò áðü ôïí áíôßóôïé÷ï óõíôåëåóôÞ ìå äåßêôç ìéêñüôåñï
êáôÜ ôÝóóåñá, ð.÷. ôï óõíôåëåóôÞ an áðü ôï óõíôåëåóôÞ an−4. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ìðïñïýìå
íá õðïëïãßóïõìå üëïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò óôçí áñ÷éêÞ äõíáìïóåéñÜ ×n(x) = ∑∞

n=0 anx
n åêôüò áðü

ôïõò ôÝóóåñéò ðñþôïõò, äçëáäÞ åêôüò áðü ôïõò óõíôåëåóôÝò a0, a1, a2 êáé a3. ÅéäéêÜ ãé’ áõôïýò
ôïõò ôÝóóåñéò óõíôåëåóôÝò äå ìðïñïýìå (äåí Ý÷åé Ýííïéá, äåí åðéôñÝðåôáé) íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôïí áíáäñïìéêü ôýðï (14.3.22). Êáé ãéáôß Üñáãå óõìâáßíåé áõôü; ÌÞðùò Ýãéíå ðéï ðÜíù êÜðïéï
õðïëïãéóôéêü ëÜèïò óôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äõíáìïóåéñþí;

Áò åñìçíåõèïýí óáí áóôåßá ïé åñùôÞóåéò áõôÝò. ÁðëÜ èÝëáìå íá ôïíßóïõìå ôï ãåãïíüò ðùò
ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (14.3.1), äçëáäÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç × ′′′′(x) − â4X(x) = 0, óáí äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ðïõ åßíáé ðñÝðåé íá Ý÷åé óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò
óôáèåñÝò: ïýôå ëéãüôåñåò áëë’ ïýôå êáé ðåñéóóüôåñåò. Êáé áõôü ðñáãìáôéêÜ Ý÷åé óõìâåß åäþ.
ÓõãêåêñéìÝíá ï ðñþôïò óõíôåëåóôÞò a0 åßíáé áõèáßñåôïò, äå ìðïñåß öõóéêÜ íá õðïëïãéóèåß áðü
ôïí áíáäñïìéêü ôýðï (14.3.22). ¼ìùò ï áíáäñïìéêüò áõôüò ôýðïò ìðïñåß èáõìÜóéá íá ìáò äþóåé
üëïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò a4m (ìå m = 1, 2, 3, . . . ), äçëáäÞ ôïõò óõíôåëåóôÝò a4, a8, a12, êëð., ãåíéêÜ
üëïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò a4m ìå ôç âïÞèåéá ôïõ óõíôåëåóôÞ a0. ¢ñá ï áðñïóäéüñéóôïò áõôüò óõíôå-
ëåóôÞò a0 ðáßæåé ôï ñüëï ìéáò áõèáßñåôçò óôáèåñÜò óôç ãåíéêÞ ëýóç (åäþ óå ìïñöÞ äõíáìïóåéñÜò)
ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò X ′′′′(x)−â4X(x) = 0. Ìå áíÜëïãåò óêÝøåéò ï áðñïóäéüñéóôïò óõíôå-
ëåóôÞò a1 ìáò åðéôñÝðåé (êáé ðÜëé ìÝóù ôïõ ßäéïõ áíáäñïìéêïý ôýðïõ (14.3.22)) ôïí õðïëïãéóìü
üëùí ôùí óõíôåëåóôþí a5, a9 êáé ãåíéêÜ a4m+1. Ìå üìïéï ôñüðï ï áðñïóäéüñéóôïò óõíôåëåóôÞò a2
ìáò åðéôñÝðåé ôïí õðïëïãéóìü ôùí óõíôåëåóôþí a6, a10 êáé ãåíéêÜ a4m+2. ÔÝëïò ï áðñïóäéüñéóôïò
óõíôåëåóôÞò a3 ìáò åðéôñÝðåé ôïí õðïëïãéóìü ôùí óõíôåëåóôþí a7, a11 êáé ãåíéêÜ a4m+3. Áò ôï
äåßîïõìå êáé ëßãï ðéï ðáñáóôáôéêÜ, ðéï óõíïðôéêÜ óôï ðáñüí ðñüâëçìá:

Ï óõíôåëåóôÞò a0 äßíåé ôïõò óõíôåëåóôÝò a4, a8 êáé ãåíéêÜ a4m.

Ï óõíôåëåóôÞò a1 äßíåé ôïõò óõíôåëåóôÝò a5, a9 êáé ãåíéêÜ a4m+1.

Ï óõíôåëåóôÞò a2 äßíåé ôïõò óõíôåëåóôÝò a6, a10 êáé ãåíéêÜ a4m+2.

Ï óõíôåëåóôÞò a3 äßíåé ôïõò óõíôåëåóôÝò a7, a11 êáé ãåíéêÜ a4m+3.

(14.3.23)

Ðñïöáíþò óå üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå m = 1, 2, . . . êáé êÜíïõìå ÷ñÞóç ôïõ áíáäñïìéêïý ìáò
ôýðïõ (14.3.22).

Óáí óõìðÝñáóìá ìüíï ïé ôÝóóåñéò óõíôåëåóôÝò a0, a1, a2 êáé a3 èáðáñáìåßíïõí áðñïóäéüñéóôïé
óôç ãåíéêÞ ëýóç X(x) = ∑∞

n=0 anx
n óå ìïñöÞ äõíáìïóåéñÜò. ¸ôóé ç ëýóç áõôÞ Ý÷åé ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ

X(x) = a0F0(x) + a1F1(x) + a2F2(x) + a3F3(x) (14.3.24)

ìå ôéò óõíáñôÞóåéò F0(x), F1(x), F2(x) êáé F3(x) ãíùóôÝò. ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé ìüíï ïé ôÝóóåñéò
óõíôåëåóôÝò a0, a1, a2 êáé a3 ðáñáìÝíïõí áðñïóäéüñéóôïé. Áõôïß ìðïñïýí êáé ðñÝðåé ôåëéêÜ íá
ðñïóäéïñéóèïýí ìå ÷ñÞóç ôåóóÜñùí áñ÷éêþí Þ óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôçí ôáëáíôïýìåíç äïêü.

Ãéá ðáñÜäåéãìá óå Ýíáí ðñüâïëï ìÞêïõò L êáé äõóêáìøßáò EI ìå óôÞñéîç óôï áñéóôåñü Üêñï
ôïõ x = 0 ïé ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò èá áöïñïýí óôï ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò êáé óôç ìçäåíéêÞ
êëßóç óôï Üêñï áõôü êáèþò êáé óå äýï áêüìç áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ó÷Ýóç ìå ôá åýñç
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ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò Ì0 êáé ôçò ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q0 (äéçñçìÝíá ìå ôç äõóêáìøßá ÅÉ) óôï ßäéï
Üêñï x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ. ÅíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá áðïôåëåß ç ÷ñÞóç óõíïñéáêþí óõíèçêþí.

A14.4. ÅÖÁÑÌÏÃÇ ÓÔÇ ÓÕÌÌÅÔÑÉÊÇ ÐÁÑÁÌÏÑÖÙÓÇ ÅËÁÓÔÉÊÏÕ ÊÕËÉÍÄÑÏÕ

Èåùñïýìå ôþñá ôï ðñüâëçìá ôçò óõììåôñéêÞò ðáñáìüñöùóçò åëáóôéêïý êõêëéêïý êõëßíäñïõ
óôçí Åëáóôéêüôçôá. Ç óõììåôñßá íïåßôáé âÝâáéá ùò ðñïò ôïí Üîïíá ôïõ êõëßíäñïõ: åßíáé áîïíéêÞ
(Þ êõêëéêÞ) óõììåôñßá. Ôï ðñüâëçìá áõôü åîåôÜæåôáé óôï êëáóéêü óýããñáììá ôùí Timoshenko
and Goodier, Theory of Elasticity, 3ç ¸êäïóç, 1970, Åíüôçôá 143, óó. 422--425, üðïõ áíáöÝñåôáé êáé
ó÷åôéêÞ ðáëáéüôåñç âéâëéïãñáößá áðü ôï Ýôïò 1876 êáé ìåôÜ. Åìåßò èá ðåñéïñßóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ
ìáò óôç ó÷åôéêÞ ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò. ÁõôÞ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

f ′′(r) + 1
r
f ′(r) − ë2f (r) = 0 (14.4.1)

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí f (r) êáé ôï ë óôáèåñÞ ðáñÜìåôñï. Ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ r áöïñÜ
óôçí ðïëéêÞ áêôßíá ùò ðñïò ôïí Üîïíá r = 0 ôïõ êõëßíäñïõ óå êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. Ëüãù
ôçò áîïíéêÞò (Þ êõêëéêÞò) óõììåôñßáò ç ðïëéêÞ ãùíßá è äåí õðåéóÝñ÷åôáé óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ
åîßóùóç.

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áêüìç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ áöïñÜ óå ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíé-
êïý. (Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ôç ìïñöÞ êõêëéêïý êõëßíäñïõ Ý÷åé Ýíáò êõêëéêüò óôýëïò Þ õðïóôýëùìá
Þ êïëþíá.) Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé íá õðåíèõìßóïõìå üôé óôçí ðñïðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á14.2
áíáöåñèÞêáìå óå ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõ-
íôåëåóôÝò: ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.2.1) ôïõ êëáóéêïý ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò
ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá êáé âñÞêáìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåé-
ñþí. ÁíÜëïãá åíåñãÞóáìå êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á14.3, åêåß üìùò ãéá ìéá äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ðïõ Þôáí ôåôÜñôçò ôÜîåùò (ü÷é äåõôÝñáò): ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.3.1) ôùí êáìðôé-
êþí éäéïôáëáíôþóåùí äïêïý. ¸ôóé äåßîáìå ôç ÷ñçóéìüôçôá ôçò ìåèüäïõ ôùí äõíáìïóåéñþí óôçí
åðßëõóç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôÜîåùò áíþôåñçò ôçò äåõôÝñáò.

Óôçí ðáñïýóá Åíüôçôá Á14.4 Ý÷ïõìå ðÜëé ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç: ôçí ðá-
ñáðÜíù åîßóùóç (14.4.1), áëëÜ ôþñá ÷ùñßò óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. ÐñÜãìáôé ï óõíôåëåóôÞò 1/r
ôçò ðáñáãþãïõ f ′(r) åßíáé ìåôáâëçôüò. Áõôü üìùò åßíáé ôï óçìáíôéêü óçìåßï ìå ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ
åîßóùóç (14.4.1). ÅðïìÝíùò èá äåßîïõìå ôç ÷ñçóéìüôçôá ôçò ìåèüäïõ ôùí äõíáìïóåéñþí óôçí
åðßëõóç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëå-
óôÝò. ÐñÝðåé ìÜëéóôá íá óçìåéùèåß ìå Ýìöáóç üôé óå ðåñéðôþóåéò ìç óôáèåñþí óõíôåëåóôþí
äåí õðÜñ÷åé êáìßá äõíáôüôçôá ÷ñÞóåùò ôçò ìåèüäïõ ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ïýôå êáé ôçò
ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ¢ñá ìüíç äõíáôüôçôá åðéëýóåùò ìéáò ïìïãåíïýò ãñáììé-
êÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò áðïôåëåß ç ìÝèïäïò ôùí äõíáìïóåéñþí
ìå åîáßñåóç ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí åîéóþóåùí Euler (Þ Cauchy--Euler). ÁõôÞí ôç äõíáôüôçôá
èá ôçí åðéäåßîïõìå áìÝóùò ðáñáêÜôù óôçñéæüìåíïé óôçí ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.4.1).

¼ðùò êÜíáìå êáé óôéò äýï ðñïçãïýìåíåò Åíüôçôåò Á14.2 êáé Á14.3, èá áíáæçôÞóïõìå âÝâáéá
êáé åäþ ôç ëýóç f (r) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (14.4.1) óôç ìïñöÞ äõíáìïóåéñÜò. Åîáéôßáò ôçò
áîïíéêÞò (Þ êõêëéêÞò) óõììåôñßáò ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) f (r) ðñÝðåé
ïðùóäÞðïôå íá åßíáé Üñôéá. ÅðïìÝíùò ç äõíáìïóåéñÜ ôçò ðïõ õðïèÝôïõìå ðñÝðåé íá Ý÷åé ìüíï
Üñôéåò äõíÜìåéò r2n ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò r. ¢ñá èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

f (r) =
∞∑
n=0

anr2n = a0 + a1r2 + a2r4 + a3r6 + · · · , (14.4.2)

üðïõ, ãéá íá åßìáóôå êÜðùò óáöÝóôåñïé, ãñÜøáìå áíáëõôéêÜ êáé ôïõò ôÝóóåñéò ðñþôïõò üñïõò
ôçò äõíáìïóåéñÜò áõôÞò, ôçí ïðïßá õðïèÝôïõìå ãéá ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (14.4.1).
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Ðñïöáíþò üëïé ïé óõíôåëåóôÝò an (ìå ôçí åîáßñåóç ôïõ ðñþôïõ a0) óôçí áìÝóùò ðéï ðÜíù äõíá-
ìïóåéñÜ (14.4.2) åßíáé ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôïé êáé ðñÝðåé åðïìÝíùò íá ðñïóäéïñéóèïýí. Áõôü èá
ãßíåé ìå áíôéêáôÜóôáóç ôçò äõíáìïóåéñÜò áõôÞò f (r), áëëÜ êáé ôùí äýï ðñþôùí ðáñáãþãùí ôçò

f ′(r) =
∞∑
n=0

2nanr2n−1 =
∞∑
n=1

2nanr2n−1 = 2a1r + 4a2r3 + 6a3r5 + · · · , (14.4.3)

f ′′(r) =
∞∑
n=0

2n(2n − 1)anr2n−2 =
∞∑
n=1

2n(2n − 1)anr2n−2 = 2a1 + 12a2r2 + 30a3r4 + · · · (14.4.4)

óôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò (14.4.1).

Ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç áõôÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.4.1) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ ìéáò åîéóþóåùò
ìå äõíáìïóåéñÝò, óõãêåêñéìÝíá ôç ìïñöÞ

∞∑
n=1

2n(2n − 1)anr2n−2 + 1
r

∞∑
n=1

2nanr2n−1 − ë2
∞∑
n=0

anr2n = 0. (14.4.5)

ÅéóÜãïíôáò ìÜëéóôá ôï ìç óôáèåñü (ìåôáâëçôü) óõíôåëåóôÞ 1/r ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ f ′(r) ìÝóá
óôç äåýôåñç äõíáìïóåéñÜ, îáíáãñÜöïõìå ôçí ðéï ðÜíù åîßóùóç óôç ëßãï áðëïýóôåñç ìïñöÞ

∞∑
n=1

2n(2n − 1)anr2n−2 +
∞∑
n=1

2nanr2n−2 − ë2
∞∑
n=0

anr2n = 0 (14.4.6)

÷ùñßò ðéá ôï êëÜóìá 1/r. Äåí õðÜñ÷åé üìùò áêüìç ïìïéïìïñößá óôéò äõíÜìåéò ôïõ r. ÓõãêåêñéìÝíá
óôïõò äýï ðñþôïõò üñïõò Ý÷ïõìå ôç äýíáìç r2n−2, åíþ óôïí ôñßôï ôç äýíáìç r2n. Ç êáôÜóôáóç
áõôÞ ðñÝðåé êáé ìðïñåß íá áëëÜîåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò óôïõò äýï ðñþôïõò üñïõò (óôéò äýï ðñþôåò
äõíáìïóåéñÝò) ôï íÝï äåßêôç

k = n − 1 ⇐⇒ n = k + 1. (14.4.7)

¸ôóé ðáßñíïõìå ôç äõíáìïóåéñÜ

∞∑
k=0

2(k + 1)(2k + 1)ak+1r2k +
∞∑
k=0

2(k + 1)ak+1r2k − ë2
∞∑
n=0

anr2n = 0. (14.4.8)

Ôþñá ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé êáé ïé ôñåéò äõíáìïóåéñÝò áñ÷ßæïõí áðü ôçí ôéìÞ ìçäÝí ôùí äåéêôþí
ôïõò k (óôéò äýï ðñþôåò) êáé n (óôçí ôñßôç).

¸íá áêüìç áíáãêáßï âÞìá áðïôåëåß ç áëëáãÞ ôïõ óõìâüëïõ ôïõ äåßêôç áðü n óå k óôçí ôñßôç
äõíáìïóåéñÜ ôçò ðéï ðÜíù åîéóþóåùò äõíáìïóåéñþí (14.4.8). ÂÝâáéá áõôü äåí áëëÜæåé óå ôßðïôå
ôçí ôéìÞ ôçò ôñßôçò áõôÞò äõíáìïóåéñÜò óôçí åîßóùóç (14.4.8) êáé åîõðçñåôåß ôá óõìöÝñïíôÜ ìáò
ôçò áðëïðïéÞóåùò ôçò ßäéáò åîéóþóåùò (14.4.8). ¸ôóé îáíáãñÜöïõìå ôçí åîßóùóç áõôÞ (ìå k áíôß
ãéá n óôçí ôñßôç äõíáìïóåéñÜ) óôç ìïñöÞ

∞∑
k=0

2(k + 1)(2k + 1)ak+1r2k +
∞∑
k=0

2(k + 1)ak+1r2k − ë2
∞∑
k=0

akr2k = 0 (14.4.9)

êáé óôç óõíÝ÷åéá óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ìéáò ìüíï äõíáìïóåéñÜò

∞∑
k=0

[
2(k + 1)(2k + 1)ak+1 + 2(k + 1)ak+1 − ë2ak

]
r2k = 0. (14.4.10)

Ôþñá, ãéá íá éó÷ýåé ç åîßóùóç áõôÞ ìå äõíáìïóåéñÝò (14.4.10) åê ôáõôüôçôïò, áêñéâþò üðùò
éó÷ýåé êáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.4.1), èá ðñÝðåé öõóéêÜ üëïé áíåîáéñÝôùò ïé óõíôåëåóôÝò ôùí
äõíÜìåùí ôïõ r íá åßíáé ßóïé ìå ôï ìçäÝí. ÅðïìÝíùò èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ï ôýðïò

2(k + 1)(2k + 1)ak+1 + 2(k + 1)ak+1 − ë2ak = 0 ìå k = 0, 1, 2, . . . (14.4.11)



408 (Ðñüëïãïò A14) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

êáé Ýðåéôá áðü ôçí áëãåâñéêÞ áðëïðïßçóÞ ôïõ

2(k + 1)(2k + 1+ 1)ak+1 − ë2ak = 0 �⇒ 4(k + 1)2ak+1 − ë2ak = 0 ìå k = 0, 1, 2, . . . . (14.4.12)

Åßíáé ìÜëëïí ðñïôéìüôåñï íá åðéóôñÝøïõìå ôþñá óôïí áñ÷éêü äåßêôç n = k + 1. Ìå ôïí ôñüðï
áõôü (ìå n = k + 1, Üñá êáé k = n − 1) ïé áìÝóùò ðéï ðÜíù ó÷Ýóåéò ãñÜöïíôáé ùò åîÞò:

4n2an − ë2an−1 = 0 ìå n = 1, 2, 3, . . . . (14.4.13)

Óôç óõíÝ÷åéá, ëýíïíôáò ùò ðñïò an, êáôáëÞãïõìå óôïí ôåëéêü áíáäñïìéêü ôýðï

an = ë2an−1

4n2
= ë2an−1

(2n)2
ìå n = 1, 2, 3, . . . . (14.4.14)

Áðü ôïí áíáäñïìéêü áõôü ôýðï ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå üëïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò a1, a2, a3,
êëð. ìå ôç âïÞèåéá ôïõ óõíôåëåóôÞ a0. ¸ôóé ðïëý åýêïëá âñßóêïõìå üôé

a1 = ë2a0
22

= ë2a0
4

ãéá n = 1, (14.4.15)

a2 = ë2a1
42

= ë2a1
16

= ë4a0
64

ãéá n = 2, (14.4.16)

a3 = ë2a2
62

= ë2a2
36

= ë6a0
2304

ãéá n = 3 (14.4.17)

êáé óõíå÷ßæïõìå ìå üìïéï ôñüðï.

ÔåëéêÜ ç äõíáìïóåéñÜ (14.4.2) ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç f (r) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.4.1)
ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

f (r) = a0

[
1 + (ër)2

4
+ (ër)4

64
+ (ër)6

2304
+ (ër)8

147456
+ (ër)10

14745600
+ (ër)12

2123366400
+ · · ·

]
. (14.4.18)

Ç äõíáìïóåéñÜ áõôÞ (÷ùñßò ôï óõíôåëåóôÞ a0) åßíáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ç ôñïðïðïéçìÝíç óõ-
íÜñôçóç Bessel ðñþôïõ åßäïõò êáé ìçäåíéêÞò ôÜîåùò I0(ër). ÅðïìÝíùò ç ëýóç f (r) ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåþò ìáò (14.4.1) åßíáé ç åîÞò:

f (r) = a0 I0(ër), (14.4.19)

üðïõ ôï ë åßíáé ç óôáèåñÜ ðáñÜìåôñïò ðïõ õðåéóÝñ÷åôáé óôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.4.1)
êáé ôï a0 ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ.

Áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò ðñÝðåé íá åßìáóôå áðüëõôá åõ÷áñéóôçìÝíïé, åðåéäÞ ïõóéáóôéêÜ
êáôáóêåõÜóáìå ôç äõíáìïóåéñÜ ôçò óõíáñôÞóåùò Bessel É0(ër). ÐñïóèÝôïõìå ìÜëéóôá üôé ïé óõ-
íáñôÞóåéò Bessel ïñßæïíôáé ìÝóù ôùí äõíáìïóåéñþí ôïõò ðïõ ðñïêýðôïõí êáôÜ ôçí åðßëõóç ôùí
áíôßóôïé÷ùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí Bessel. Åðßóçò üôé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.4.1) åßíáé óôçí
ïõóßá ìéá ôñïðïðïéçìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bessel, âÝâáéá ü÷é óôçí ðëÞñùò êëáóéêÞ ìïñöÞ ôçò.

Áðü ôçò áðüøåùò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý èá Þôáí óçìáíôéêüôáôç ðáñÜëåéøç íá ìç óç-
ìåéùèåß üôé óôçí ðéï ðÜíù ôåëéêÞ ëýóç (14.4.18) Þ éóïäýíáìá (14.4.19) ëÜâáìå õðüøç ìáò üôé,
åðåéäÞ ï êýëéíäñüò ìáò åßíáé óõìðáãÞò (äçëáäÞ äåí åßíáé óùëÞíáò), äåí åðéôñÝðåôáé ìå ôßðïôå
ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç f (r) íá áðåéñßæåôáé óôïí ÜîïíÜ ôïõ r = 0. ÄçëáäÞ ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå
ç ôéìÞ f (0) (ðÜíù óôïí Üîïíá r = 0 ôïõ êõëßíäñïõ) íá åßíáé ðåðåñáóìÝíç. Ôïýôï áðïôåëåß ìéá
áðüëõôá áíáãêáßá öõóéêÞ (ü÷é ìáèçìáôéêÞ) óõíèÞêç êáé äåí éó÷ýåé ãéá óùëÞíá. Ç öõóéêÞ áõôÞ
óõíèÞêç ëÞöèçêå áðü ôçí áñ÷Þ õðüøç ìå ôï íá ìçí Ý÷ïõìå åðéôñÝøåé ôïí áðåéñéóìü ôïõ f (0), ìå
Üëëá ëüãéá ìå ôï íá Ý÷ïõìå õéïèåôÞóåé ôç óßãïõñá öñáãìÝíç (ãéá r = 0) äõíáìïóåéñÜ (14.4.2) ãéá
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç f (r). Ç óõíÝðåéá üìùò ôçò öõóéêÞò áõôÞò óõíèÞêçò åßíáé üôé ç ôåëéêÞ ìáò
ëýóç ðåñéÝ÷åé ìßá ìüíï áõèáßñåôç óôáèåñÜ, ôï óõíôåëåóôÞ a0, áíôß ãéá äýï, üðùò èá ôáßñéáæå óå
ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ôÝôïéá åßíáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.4.1). Åëðßæåôáé
üôé ç äéáóáöÞíéóç áõôÞ ùò ðñïò ôçí Ýììåóá ëçöèåßóá õðüøç öõóéêÞ óõíèÞêç óôïí Üîïíá ôïõ
êõëßíäñïõ (üðïõ r = 0) Ýãéíå êÜðùò êáôáíïçôÞ êáé äå èá õðåéóÝëèïõìå êáé ó’ Üëëåò ëåðôïìÝñåéåò.
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A15
ÐÏËÕÙÍÕÌÁ LEGENDRE ÊÁÉ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ BESSEL

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÌÝ÷ñé ôþñá Ý÷ïõìå áðïêôÞóåé ìéá ðÜñá ðïëý êáëÞ ãíþóç ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞ-
óåùí, ð.÷. ôùí sin x, cos x êáé tan x êáé ôùí áíôéóôñüöùí ôïõò sin−1 x, cos−1 x êáé tan−1 x. Åðßóçò
ãíùñßæïõìå áñêåôÜ êáëÜ ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò, ð.÷. ôéò sinh x, cosh x êáé tanh x êáé ôéò áíôß-
óôñïöÝò ôïõò sinh−1 x, cosh−1 x êáé tanh−1 x. ÔÝëïò îÝñïõìå åðßóçò êáëÜ ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ex

êáé ôçí áíôßóôñïöÞ ôçò ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ln x êáèþò êáé ïñéóìÝíåò áêüìç óõíáñôÞóåéò.

ÕðÜñ÷ïõí üìùò êáé ðÜñáðïëëÝò åðéðëÝïí óõíáñôÞóåéò ìåðñáêôéêü åíäéáöÝñïí, áëëÜ ëéãüôåñï
ãíùóôÝò áðü ôéò ðñïçãïýìåíåò. ÁõôÝò êáëïýíôáé ãåíéêÜ åéäéêÝò óõíáñôÞóåéò. Óôï êåöÜëáéï áõôü
èá ðåñéïñßóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óå äýï ìüíï êáôçãïñßåò åéäéêþí óõíáñôÞóåùí: (á) óôá ðïëõþ-
íõìá Legendre (óôçí Åíüôçôá Á15.1) êáé (â) óôéò óõíáñôÞóåéò Bessel (óôçí Åíüôçôá Á15.2). Åíôïýôïéò
áíáìößâïëá êáé ðÜñá ðïëëÝò áêüìç åéäéêÝò óõíáñôÞóåéò ðáñïõóéÜæïíôáé óå ðñïâëÞìáôá ôùí
ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí êáé åéäéêüôåñá óå ðñáêôéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

Ôá ðïëõþíõìá Legendre áðïôåëïýí ðïëõùíõìéêÝò ëýóåéò ôçò åîéóþóåùò Legendre. ÁõôÞ åßíáé
ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé
ç åðßëõóÞ ôçò ãßíåôáé ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí. ÁõôÞí åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá ôç ìåëåôÞ-
óïõìå óôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Á14. Åäþ èá ðáñáèÝóïõìå ìåñéêÝò éäéüôçôåò ôùí ðïëõùíýìùí
Legendre ìå Ýìöáóç óôçí ïñèïãùíéüôçôÜ ôïõò. Ôá ðïëõþíõìá Legendre åßíáé ÷ñÞóéìá óå ïñéóìÝíåò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ áöïñïýí óå ðñïâëÞìáôá óå óöáéñéêÝò óõíôå-
ôáãìÝíåò. Åäþ üìùò èá åóôéÜóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óôá áíáðôýãìáôá óõíáñôÞóåùí óå óåéñÝò
ðïëõùíýìùí Legendre êáé áêüìç ðåñéóóüôåñï óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç Gauss--Legendre, ðïõ
Ý÷åé êüìâïõò ôéò ñßæåò ôùíðïëõùíýìùí Legendre. ÁõôÞ åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìç óôïíÐïëéôéêüÌç÷áíéêü
éäßùò óôç äçìïöéëÞ ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí êõñßùò ãéá éóïðáñáìåôñéêÜ óôïé÷åßá.

Áêüìç ðéï ãíùóôÝò êáé óõ÷íÜ åìöáíéæüìåíåò åéäéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò Bessel.
ÁõôÝò åðáëçèåýïõí ôçí åîßóùóç Bessel, ç ïðïßá åßíáé êé áõôÞ, üðùò êáé ç åîßóùóç Legendre, ìéá
ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. H åðßëõóÞ
ôçò ãßíåôáé ìå ìéá ãåíéêåõìÝíç ìÝèïäï äõíáìïóåéñþí. Ïé óõíáñôÞóåéò Bessel åìöáíßæïíôáé ìå öõ-
óéêü ôñüðï óå ðñïâëÞìáôá áñìïíéêþí óõíáñôÞóåùí óå êõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. Åðßóçò óå
ðñïâëÞìáôá äéá÷ýóåùò êáé ôáëáíôþóåùí ìÝóùí ìå êõêëéêÞ (Þ áîïíéêÞ) óõììåôñßá, üðùò åßíáé
ìéá êõêëéêÞ ðëÜêá Þ ìéá äáêôõëéïåéäÞò ðëÜêá. Èá áíáöåñèïýìå óôéò óõíÞèåéò óõíáñôÞóåéò Bessel
ðñþôïõ êáé äåõôÝñïõ åßäïõò êáé óôéò áíôßóôïé÷åò ôñïðïðïéçìÝíåò óõíáñôÞóåéò Bessel, ðïõ åðáëç-
èåýïõí ôçí ôñïðïðïéçìÝíç åîßóùóç Bessel. Èá áíáöÝñïõìå ìåñéêÝò éäéüôçôåò ôùí óõíáñôÞóåùí
Bessel ðåñéëáìâÜíïíôáò êáé ôéò ñßæåò ôïõò. ÁõôÝò èá ìáò ÷ñçóéìåýóïõí óôá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìá-
ôéêÜ ÉÉÉ óôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Èá áíáöåñèïýìå ôÝëïò óå
ôÝóóåñéò åöáñìïãÝò ôïõò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý. Áð’ áõôÝò èá äþóïõìå Ýìöáóç
óôï åíäéáöÝñïí êáé êëáóéêü ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý óôýëïõ õðü ôçí åðßäñáóç ôïõ âÜñïõò ôïõ.
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A15.1. ÐÏËÕÙÍÕÌÁ LEGENDRE

A15.1.1. Ç åîßóùóç Legendre êáé ôá ðïëõþíõìá Legendre

Ç åîßóùóç Legendre (Þ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ Legendre) åßíáé ç ãíùóôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

(1 − x2)y ′′(x) − 2xy ′(x) + í(í + 1)y(x) = 0. (15.1.1)

Ðñïöáíþò ÷áñáêôçñßæåôáé óáí ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìå ìç
óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò, åðåéäÞ ïé äýï ðñþôïé óõíôåëåóôÝò ôçò: ïé 1 − x2 êáé −2x
äåí åßíáé óôáèåñïß: ðåñéÝ÷ïõí ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x. Óáí ðáñÜìåôñï ç åîßóùóç Legendre
Ý÷åé ôç óôáèåñÞ ðïóüôçôá í óôïí ôñßôï óõíôåëåóôÞ ôçò: ôï í(í + 1).

Ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á14 ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé
óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ìç áñíçôéêþí áêÝñáéùí ôéìþí ôçò ðáñáìÝôñïõ í: í = n ìå n = 0, 1, 2, . . .
ç ðáñáðÜíù åîßóùóç Legendre Ý÷åé óáí ëýóåéò ôçò êáé ôá êáëïýìåíá ðïëõþíõìá Legendre Pn(x).
Ï äåßêôçò n óôï ðïëõþíõìï Legendre Pn(x) êáèïñßæåé ôï âáèìü ôïõ êáé åßíáé öõóéêÜ ßóïò ìå ôçí
ðáñÜìåôñï í = nóôçíðéïðÜíùåîßóùóç Legendre (15.1.1). Ìå ôçí êëáóéêÞ êáé ãíùóôÞìáò ìÝèïäï
ôùí äõíáìïóåéñþí ðñïêýðôïõí ôá åîÞò ðÝíôå ðñþôá ðïëõþíõìá Legendre ãéá n = 0, 1, 2, 3 êáé 4:

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) = 1
2
(3x2 − 1), P3(x) = 1

2
(5x3 − 3x), P4(x) = 1

8
(35x4 − 30x2 + 3).

(15.1.2)
Ó÷Þìá Á15.1: Ôá äþäå-
êá áõôÜ ó÷Þìáôá åäþ
äåîéÜ åßíáé ïé ãñáöéêÝò
ðáñáóôÜóåéò ôùí äþ-
äåêá ðñþôùí ðïëõù-
íýìùí Legendre Pn(x)
ãéá n = 0, 1, 2, . . . , 11
óôï äéÜóôçìá [−1, 1].
Ðáñáôçñïýìå üôé ôï n-
óôü ðïëõþíõìï Legen-
dre Pn(x) ìå n > 0 Ý÷åé
áêñéâþò n áðëÝò ñßæåò
óôï áíïéêôü äéÜóôçìá
( − 1, 1). Ðáñáôçñïýìå
åðßóçò üôé áõôü ðáßñíåé
ôéò äýï ôéìÝò Pn(1) = 1
êáé Pn( − 1) = ( − 1)n

åíôïýôïéò ìå áðüëõôá
ìéêñüôåñåò ôïõ 1 ôéìÝò,
|Pn(x)| < 1, óôï åóù-
ôåñéêü ôïõ äéáóôÞìáôïò
( − 1, 1) ãéá n > 0. Ôï
ó÷Þìá áõôü äçìéïõñãÞ-
èçêå ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
Mathematica êáé äßíåé ó’
åìÜò ìéá ðñþôç åéêüíá
ôçò óõìðåñéöïñÜò ôùí
ðïëõùíýìùí Legendre
óôï äéÜóôçìá [−1, 1].
Áõôü åßíáé âÝâáéá êáé ôï
äéÜóôçìá ôçò ïñèïãù-
íéüôçôÜò ôïõò: [−1, 1].
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Ôá ðïëõþíõìá Legendre Pn(x) Ý÷ïõí ìÜëéóôá êáíïíéêïðïéçèåß, Ýôóé þóôå

Pn(1) = 1 êáé Pn( − 1) = ( − 1)n. (15.1.3)

ÐñáêôéêÜ ï õðïëïãéóìüò åíüò ðïëõùíýìïõ Legendre Pn(x) (ð.÷. ãéá n = 5 Þ n = 10) ìÝóù ôçò
åðéëýóåùò ôçò åîéóþóåùò Legendre (15.1.1) åßíáé ðïëý äýó÷ñçóôïò. ¸íáò åõêïëüôåñïò ôñüðïò
åßíáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ êáëïýìåíïõ ôýðïõ ôïõ Rodrigues

Pn(x) = 1
2nn!

dn

dxn
[
(x2 − 1)n

]
. (15.1.4)

¸ôóé ôïðïëõþíõìï Legendre Pn(x) õðïëïãßæåôáé ìå ôçí n-óôÞðáñÜãùãï ôïõðïëõùíýìïõ (x2−1)n.

ÕðÜñ÷åé êé Ýíáò áêüìç êáëýôåñïò ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôùíðïëõùíýìùí Legendre Pn(x). Áõôüò
óõíßóôáôáé óôç ÷ñÞóç ôïõ áíáäñïìéêïý ôýðïõ (Þ áíáãùãéêïý ôýðïõ)

nPn(x) − (2n − 1)xPn−1(x) + (n − 1)Pn−2(x) = 0 ìå n = 2, 3, . . . , (15.1.5)
ïðüôå

Pn(x) = 1
n
[(2n − 1)xPn−1(x) − (n − 1)Pn−2(x)] ìå n = 2, 3, . . . . (15.1.6)

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ï ôýðïò áõôüò ìå n = 2 êáé ìå P0(x) = 1 êáé P1(x) = x ìáò äßíåé

P2(x) = 1
2
[(2 · 2 − 1)xP1(x) − (2 − 1)P0(x)] = 1

2
(3 · x · x − 1 · 1) = 1

2
(3x2 − 1) (15.1.7)

óåðëÞñç óõìöùíßá ìå ôçí ôñßôç ó÷Ýóç (15.1.2) ãéá ôïðïëõþíõìï Legendre äåõôÝñïõ âáèìïý P2(x).
Ãéá ïéêïíïìßá ÷þñïõ (êáé õðïëïãéóìþí öõóéêÜ . . . ) äå èá áðïäåßîïõìå åäþ ïýôå ôïí ôýðï ôïõ
Rodrigues (15.1.4), áëë’ ïýôå êáé ôïí áíáäñïìéêü ôýðï (15.1.6) ãéá ôá ðïëõþíõìá Legendre Pn(x).

A15.1.2. ×ñçóéìüôçôá ôùí ðïëõùíýìùí Legendre

Ôá ðïëõþíõìá Legendre Pn(x) åßíáé áñêåôÜ ÷ñÞóéìá óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. ÓõãêåêñéìÝíá
åßíáé ÷ñÞóéìá óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé åéäéêüôåñá óôçí åîßóùóç ôïõ
Laplace, óôçí ïðïßá èá áíáöåñèïýìå óôï åðüìåíï ìÜèçìá: óôá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ. Åêåß
èá äïýìå üôé ðáñïõóéÜæïíôáé óåðñïâëÞìáôáóå óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ãéá ôçí åîßóùóç Laplace.

Åðßóçò ôá ðïëõþíõìá Legendre Pn(x) åßíáé êÜðùò ÷ñÞóéìá (äõóôõ÷þò üìùò ü÷é éäéáßôåñá . . . )
óôçí ðñïóÝããéóç ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò f (x) ìå ôç ÷ñÞóç áíáðôýãìáôüò ôçò óôá ðïëõþíõìá
áõôÜ Pn(x). Êé’ áêüìç åßíáé ðÜñá ðïëý, åîáéñåôéêÜ ÷ñÞóéìá óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç Gauss.

ÁõôÜ ôá äýï óõìâáßíïõí, åðåéäÞ ôá ðïëõþíõìá Legendre Pn(x) Ý÷ïõí ìéá åîáéñåôéêÜ åíäéáöÝ-
ñïõóá éäéüôçôá: ôçí ïñèïãùíéüôçôá (Þ ïñèïãùíéêüôçôá). ÓõãêåêñéìÝíá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x) dx = 0, åÜí m �= n ìå m, n = 0, 1, 2, . . . . (15.1.8)

Áóöáëþò áõôÞ ç ïñèïãùíéüôçôá äåí Ý÷åé íüçìá, ìå êáíÝíáí ôñüðï äåí éó÷ýåé, åÜí m = n. Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ m = n éó÷ýåé áðëÜ ç ó÷Ýóç∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x) dx =

∫ 1

−1
P2
n(x) dx = 2

2n + 1
, åÜí m = n = 0, 1, 2, . . . . (15.1.9)

Óôéò äýï ðéï ðÜíù ÷ñÞóåéò ôùí ðïëõùíýìùí Legendre áöéåñþíïõìå ôéò åðüìåíåò ðáñáãñÜöïõò.

A15.1.3. ÐñïóÝããéóç óõíáñôÞóåùò ìå ðïëõþíõìá Legendre

Èåùñïýìå ìéá óõíå÷Þ óõíÜñôçóç f (x) óôï äéÜóôçìá [−1, 1] êáé ôçí õðïèÝôïõìå üôé ìðïñåß íá
áíáðôõ÷èåß óå óåéñÜ ðïëõùíýìùí Legendre Pn(x). Ôüôå èá Ý÷ïõìå

f (x) =
∞∑
n=0

anPn(x). (15.1.10)
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ÖõóéêÜ ðñÝðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå ôïõò óõíôåëåóôÝò an ôçò óåéñÜò áõôÞò, ðïõ åßíáé ðñïò ôï
ðáñüí Üãíùóôïé. Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé ôá äýï ìÝëç ôçò ó÷Ýóåùò áõôÞò
åðß ôï ðïëõþíõìï Legendre Pm(x) (ãéá êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï m = 0, 1, 2, . . . ). ¸ôóé ðáßñíïõìå

Pm(x)f (x) ≡ f (x)Pm(x) = Pm(x)
∞∑
n=0

anPn(x) =
∞∑
n=0

anPm(x)Pn(x). (15.1.11)

Ôþñá ïëïêëçñþíïõìå óôï äéÜóôçìá ïñèïãùíéüôçôáò [−1, 1] ôùí ðïëõùíýìùí Legendre Pn(x)
óôç ó÷Ýóç (15.1.8): óôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [−1, 1]. Ìå ôïí ôñüðï áõôü äéáðéóôþíïõìå üôé

∫ 1

−1
f (x)Pm(x) dx =

∫ 1

−1

[ ∞∑
n=0

anPm(x)Pn(x)

]
dx =

∞∑
n=0

an

[ ∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x) dx

]
. (15.1.12)

Óôï äåîéü ìÝëïò Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé ôï ïëïêëÞñùìá ôçò óåéñÜò (ôïõ Üðåéñïõ áèñïßóìáôïò) åßíáé
ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí åðéìÝñïõò ïëïêëçñùìÜôùí: åíáëëáãÞ ïëïêëçñþóåùò êáé áèñïßóåùò.

Óôï óçìåßï áõôü ëáìâÜíïõìå õðüøç ôç ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò (15.1.8) ôùí ðïëõùíýìùí Le-
gendre. Íáé, êáèþò ï äåßêôçò n óôç óåéñÜ ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôçò ó÷Ýóåùò (15.1.12) «êéíåßôáé» áðü
ôï ìçäÝí ðñïò ôï Üðåéñï, üëïé ïé üñïé

∫ 1
−1 Pm(x)Pn(x) dx ìçäåíßæïíôáé åîáéôßáò ôçò ó÷Ýóåùò ïñèï-

ãùíéüôçôáò (15.1.8). Ãéá ôçí áêñßâåéá ü÷é üëïé: ó÷åäüí üëïé. Ï åéäéêüò üñïò üðïõ n = m (ìå Pm(x)
ôï óõãêåêñéìÝíï ðïëõþíõìï Legendre, ìå ôï ïðïßï ðïëëáðëáóéÜóáìå óôç ó÷Ýóç (15.1.11)) ìáò
Ý÷åé îåöýãåé: äå ìçäåíßæåôáé. Ï üñïò áõôüò ìå n = m åðáíáëáìâÜíïõìå ðáñáìÝíåé, åðåéäÞ éó÷ýåé
ç ó÷Ýóç (15.1.9). Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé 2/(2n+1) = 2/(2m+1), áöïý ãéá ôïí üñï áõôü n = m. ¢ñá
ôåëéêÜ Ýíáò ìüíï üñïò áðïìÝíåé óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ó÷Ýóåùò (15.1.12): áõôüò ìå n = m. Êé Ýôóé
ç ó÷Ýóç áõôÞ áðëïðïéåßôáé öïâåñÜ ðáßñíïíôáò ôçí ôåëéêÞ ôçò ðñïöáíÞ ìïñöÞ∫ 1

−1
f (x)Pm(x) dx = am

2
2m + 1

≡ 2
2m + 1

am. (15.1.13)

ËýíïíôÜò ôçí ìÜëéóôá ùò ðñïò am (ìéá ðÜñá ðïëý åýêïëç åñãáóßá . . . ), äéáðéóôþíïõìå üôé

am = 2m + 1
2

∫ 1

−1
f (x)Pm(x) dx Þ ìå n áíôß m óáí äåßêôç an = 2n + 1

2

∫ 1

−1
f (x)Pn(x) dx. (15.1.14)

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðñïóäéïñßóèçêáí ïé óõíôåëåóôÝò an ôïõ áíáðôýãìáôïò (15.1.10) ìéáò ãíùóôÞò
óõíáñôÞóåùò f (x) óå óåéñÜ ðïëõùíýìùí Legendre Pn(x) óôï äéÜóôçìá [−1, 1].

Äå èá áó÷ïëçèïýìå åäþ ìå ôï èÝìá ôçò óõãêëßóåùò ôçò óåéñÜò (15.1.10). Óçìåéþíïõìå üìùò üôé
óõ÷íÜ ìðïñïýìå íá ðåñéïñéóèïýìå óå Í ìüíï üñïõò ðáßñíïíôáò ôçí ðñïóÝããéóç fN(x), Ýôóé þóôå

f (x) ≈ fN(x) :=
N∑

n=0

anPn(x), (15.1.15)

ðïõ åßíáé ðñáêôéêÜ ðéï ÷ñÞóéìç. ÖõóéêÜ ïé óõíôåëåóôÝò an õðïëïãßæïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç (15.1.14).

Óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á16 èá áíáöåñèïýìå óå ðéï ÷ñÞóéìá áíáðôýãìáôá óõíáñôÞóåùò f (x):
óå ôñéãùíïìåôñéêÝò óåéñÝò. ÁõôÝò êáëïýíôáé óåéñÝò Fourier. Óå áíáëïãßá üìùò ìå ôéò óåéñÝò Fourier
ç óåéñÜ (15.1.10) Þ (15.1.15) êáëåßôáé óåéñÜ Fourier--Legendre. Ãéá íá åßìáóôå üìùò áðüëõôá åé-
ëéêñéíåßò, áêüìç êáëýôåñç áðü ôçí ðáñïýóá óåéñÜ Fourier--Legendre åßíáé ç åíôåëþò áíôßóôïé÷ç
óåéñÜ ðïõ âáóßæåôáé üìùò óôáðïëõþíõìá Chebyshev ðñþôïõ åßäïõò Tn(x) áíôß ãéá ôá ðïëõþíõìá
Legendre Pn(x). Ôá êáéíïýñãéá áõôÜ ðïëõþíõìá Tn(x) áðïôåëïýí ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

(1 − x2)y ′′(x) − xy ′(x) + n2y(x) = 0 (15.1.16)

êáé Ý÷ïõí ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò ôéò ó÷Ýóåéò (16.1.6) óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á16. Äå èåùñïýìå
üìùò óêüðéìï íá ðñï÷ùñÞóïõìå óå ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò, ðïõ «ìðáßíïõí óôá ÷ùñÜöéá»
ôçò Èåùñßáò Ðñïóåããßóåùò êáé äåí áöïñïýí Üìåóá óôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ.



ÐÏËÕÙÍÕÌÁ LEGENDRE ÊÁÉ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ BESSEL (Ðñüëïãïò A15) 413

Ðßíáêáò Á15.1: Êüìâïé (óçìåßá, ôåôìçìÝíåò) tin êáé áíôßóôïé÷á âÜñç win óôïí êáíüíá áñéèìçôéêÞò
ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre (15.1.18) ãéá n = 4 óçìåßá ïëïêëçñþóåùò.

i tin win

1 −0.86113 63115 94052 57522 +0.34785 48451 37453 85737
2 −0.33998 10435 84856 26480 +0.65214 51548 62546 14263
3 +0.33998 10435 84856 26480 +0.65214 51548 62546 14263
4 +0.86113 63115 94052 57522 +0.34785 48451 37453 85737

A15.1.4. ÁñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç Gauss--Legendre

Ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óßãïõñá ç ðéï óçìáíôéêÞ ÷ñçóéìüôçôá ôùí ðïëõùíýìùí Legendre
åßíáé óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç. Ç öñÜóç áõôÞ äçëþíåé ôçí ðñïóÝããéóç åíüò ïëïêëçñþìáôïò
ðïõ óõíÞèùò åßíáé äýóêïëï Þ áäýíáôï íá õðïëïãéóèåß áíáëõôéêÜ ìå ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá.
ÃåíéêÜ Ý÷ïõìå ôïí ôýðï áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ìéáò óõíáñôÞóåùò g(t) óôï äéÜóôçìá [a, b]∫ b

a
g(t) dt ≈

n∑
i=1

win g(tin), (15.1.17)

üðïõ ðáñáëåßøáìå ôïí üñï óöÜëìáôïò En[g]. Óå Ýíáí ôÝôïéï ôýðï áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò
ôá n óçìåßá tin êáëïýíôáé óõíÞèùò êüìâïé Þ óçìåßá Þ ôåôìçìÝíåò, åíþ ïé n óõíôåëåóôÝòwin êáëïý-
íôáé âÜñç. Ïëüêëçñïò ï ôýðïò (15.1.17) êáëåßôáé óõíÞèùò êáíüíáò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.

Ðïëý ÷ñÞóéìïò óôçí ðñÜîç åßíáé ï êáíüíáò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùòGauss--Legendre. Áõôüò
Ý÷åé óáí äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò [a, b] ôï äéÜóôçìá [−1, 1] ïñèïãùíéüôçôáò ôùí ðïëõùíýìùí
Legendre óôç ó÷Ýóç (15.1.8), óôçí ïðïßá êáé âáóßæåôáé. Ðñïöáíþò Ý÷åé ôç ìïñöÞ∫ 1

−1
g(t) dt ≈

n∑
i=1

win g(tin), (15.1.18)

üðïõ ãéá äéåõêüëõíóç äéáôçñÞóáìå ôá óýìâïëá tin êáéwin ãéá ôïõò êüìâïõò êáé ôá âÜñçáíôßóôïé÷á.
Áðïäåéêíýåôáé óôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç üôé ïé n êüìâïé tin åßíáé áðëÜ ïé n ñßæåò ôïõ ðïëõùíýìïõ
Legendre Pn(x) Þ Pn(t) (ôï ßäéï êÜíåé!) ìå n ôïí áñéèìü ôùí üñùí óôï Üèñïéóìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò
ôïõ êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò (15.1.18). Áðïäåéêíýåôáé åðßóçò üôé üëåò áõôÝò ïé ñßæåò tin
(åäþ ïé êüìâïé) ôïõ ðïëõùíýìïõ Legendre Pn(x) âñßóêïíôáé ìÝóá óôï áíïéêôü äéÜóôçìá ( − 1, 1).
ÔÝëïò üóïí áöïñÜ óôá âÜñç win, áõôÜ ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí ìÝóù ôïõ áñêåôÜ áðëïý ôýðïõ

win = 2(1 − t2in)

n2P2
n−1(tin)

Þ éóïäýíáìá win = 2(1 − t2in)

(n + 1)2P2
n+1(tin)

ìå i = 1, 2, . . . , n. (15.1.19)

➤ ÐáñáôÞñçóç A15.1: Ìå ôç ÷ñÞóç åíüò ðñïãñÜììáôïò óõìâïëéêþí êáé áñéèìçôéêþí õðïëïãé-
óìþí (üðùò åßíáé ç Mathematica) ïé êüìâïé tin êáé ôá âÜñç win ôïõ êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþ-
óåùò Gauss--Legendre (15.1.18) (êáé ðïëëþí Üëëùí áíÜëïãùí êáíüíùí) ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí
êõñéïëåêôéêÜ (äåí åßíáé õðåñâïëÞ!) ìå ìßá ìüíï ãñáììÞ êþäéêá. ÂÝâáéá ôá ðñïãñÜììáôá áõôÜ
Ý÷ïõí áðü ôçí áñ÷Þ äéáèÝóéìá óôï ÷ñÞóôç ôá ðïëõþíõìá Legendre, üðùò êáé ôá ðïëõþíõìá
Chebyshev, ôéò óõíáñôÞóåéò Bessel ôçò åðüìåíçò åíüôçôáò êáé ôüóåò Üëëåò åéäéêÝò óõíáñôÞóåéò!

Ðáñüëï ðïõ åßíáé ìÜëëïí êïõôü íá äßíïõìå åìåßò óôïí õðïëïãéóôÞ ôïõò êüìâïõò tin êáé ôá áíôß-
óôïé÷á âÜñçwin óôïí êáíüíááñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùòGauss--Legendre (15.1.18), åßíáé åíôïýôïéò
åêðáéäåõôéêÜ ÷ñÞóéìï íá Ý÷ïõìå ìéá åéêüíá ãéá ôïõò êüìâïõò tin êáé ôá âÜñç win. Ãéá ôï ëüãï áõôü
ðáñáèÝóáìå óôïí ðéï ðÜíù Ðßíáêá Á15.1 ôéò ôéìÝò ôùí êüìâùí tin êáé ôùí âáñþí win ãéá n = 4
óçìåßá ïëïêëçñþóåùò. Óôï åðüìåíï ìÜèçìá, óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ, óõãêåêñéìÝíá
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óôçí Åíüôçôá Ã2.5 ôïõ ÌÝñïõò Ã (ãéá ôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò), èá åðáíáëÜâïõìå (ìå êÜðùò
ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò) ôïí êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre (15.1.18).
Óôç óõíÝ÷åéá èá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí.
Åêåß èá äþóïõìå êáé ðßíáêá êüìâùí tin êáé âáñþí win ãéá n = 10 óçìåßá ïëïêëçñþóåùò.

➤ ÐáñáôÞñçóç A15.2: Óôï óçìåßï áõôü ìðïñïýìå íá õðïäåßîïõìå ìéá óçìáíôéêÞ ãåíßêåõóç.
ÕðïèÝôïõìå ðùò ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò åßíáé ôï ãåíéêüôåñï ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [a, b]
áíôß ãéá ôï âáóéêü äéÜóôçìá [−1, 1], ôï ïðïßï éó÷ýåé ãéá ôïí êáíüíá Gauss--Legendre (15.1.18).
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç áðëÞ áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò

t = b + a
2

+ b − a
2

s (15.1.20)

ãéá ôçí áíáãùãÞ ôïõ óôï äéÜóôçìá [−1, 1]. Ôþñá üìùò Ý÷ïõìå ôç íÝá ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò s.

� ÐáñÜäåéãìá A15.1: Ðñüêåéôáé ãéá ÝíáðÜñáðïëý áðëüðáñÜäåéãìá: Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá
áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre ìå n = 4 êüìâïõò íá õðïëïãéóèåß ôï ïëïêëÞñùìá∫ 1

−1
et dt = et

∣∣1−1 = e1 − e−1 = 2
e1 − e−1

2
= 2 sinh 1. (15.1.21)

Ëýóç: Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica âñßóêïõìå ôç æçôïýìåíç ðñïóÝããéóç É4 ìå n = 4 êüìâïõò

I4 = 2.35040 20922 Ýíáíôé Éexact = 2 sinh 1 ≈ 2.35040 23873 (15.1.22)

ìå óùóôÜ åðôÜ óçìáíôéêÜ øçößá (Ýîé äåêáäéêÜ øçößá) êáé óöÜëìá |E4| ≈ 2.95 × 10−7. ÖõóéêÜ
ç áêñßâåéá áõôÞ (åäþ åðôÜ óçìáíôéêÜ øçößá) ãåíéêÜ áõîÜíåôáé üóï áõîÜíåôáé ï áñéèìüò n ôùí
êüìâùí. Åðßóçò óõíÞèùò ç ßäéá áêñßâåéá åßíáé ìåãáëýôåñç üóï ç óõíÜñôçóç g(t) ðïõ ïëïêëçñþ-
íåôáé áñéèìçôéêÜ åßíáé êáëýôåñç ìå ôçí Ýííïéá üôé äéáèÝôåé ðåñéóóüôåñåò ðáñáãþãïõò. �

➤ ÐáñáôÞñçóç A15.3: ¼óïí áöïñÜ ôÝëïò óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, ç ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá áñéè-
ìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre áðáéôåßôáé êõñßùò óôá ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá. Ðñüêåéôáé
ãéá ìéá õøçëÞò ãåíéêüôçôáò êáé ÷ñçóéìüôçôáò ìÝèïäï áñéèìçôéêÞò åðéëýóåùò ðïéêßëùí ðñïâëç-
ìÜôùí ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Óôåñåþí êáé ôùí Ñåõóôþí, ôçò Åäáöïìç÷áíéêÞò, êëð. Ó’ áõôÜ ãßíåôáé
äéáêñéôïðïßçóç (Þ äéáêåêñéìåíïðïßçóç) ôïõ ìÝóïõ ìå ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá óôç ìßá, äýï Þ ôñåéò
äéáóôÜóåéò. Óôá óôïé÷åßá áõôÜ áðáéôåßôáé ï õðïëïãéóìüò ïëïêëçñùìÜôùí êáé óõ÷íÜ áõôü ìðïñåß
íá ãßíåé ìüíï ìå áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç. Ôïýôï óõìâáßíåé åéäéêüôåñá óôá éóïðáñáìåôñéêÜ óôïé-
÷åßá, áëëÜ êáé óå Üëëá ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá ìå äýóêïëåò Þ áäýíáôåò áíáëõôéêÝò ïëïêëçñþóåéò.

A15.2. ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ BESSEL

A15.2.1. Ç åîßóùóç Bessel êáé ïé óõíáñôÞóåéò Bessel ðñþôïõ åßäïõò

Åêôüò áðü ôá ðïëõþíõìá Legendre õðÜñ÷ïõí êáé ðïëëÝò Üëëåò åéäéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ åßíáé
÷ñÞóéìåò óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ êáé åðáëçèåýïõí äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óõíÞèùò äåõôÝ-
ñáò ôÜîåùò. Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óôéò óõíáñôÞóåéò Bessel. ÁõôÝò åßíáé åîßóïõ
÷ñÞóéìåò óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìå ôá ðïëõþíõìá Legendre Pn(x) ßóùò êáé áêüìç ðéï ÷ñÞóéìåò.

ÎåêéíÜìå ìå ôçí åîßóùóç Bessel (áíáëõôéêüôåñá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ Bessel). ÁõôÞ Ý÷åé
ôç ëßãï--ðïëý áðëÞ ìïñöÞ

x2y ′′(x) + xy ′(x) + (x2 − í2)y(x) = 0. (15.2.1)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ìå ìç óôáèåñïýò
(ìåôáâëçôïýò) óõíôåëåóôÝò, áêñéâþò üðùò óõíÝâáéíå êáé ìå ôçí åîßóùóç Legendre (15.1.1) óôçí
ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á15.1. Åäþ óôçí åîßóùóç Bessel (15.2.1) ðáñÜìåôñïò åßíáé ç ðïóüôçôá í.
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Ôçí êáëïýìå êé áõôÞ ôÜîç ôçò åîéóþóåùò Bessel. ÅðåéäÞ åßíáé õøùìÝíç óôï ôåôñÜãùíï: í2, èá
ìðïñïýóáìå ßóùò íá ôç èåùñïýìå ìç áñíçôéêÞ: í ≥ 0. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé x > 0. Áí èÝëïõìå,
äéáéñþíôáò ìå x2 (ìå x > 0), ãñÜöïõìå ôçí åîßóùóç Bessel (15.2.1) êáé óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò

y ′′(x) + 1
x
y ′(x) +

(
1 − í2

x2

)
y(x) = 0. (15.2.2)

Óôçí Åíüôçôá Á14.4 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á14 åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá åðéëýóïõìå
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (14.4.1), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

f ′′(r) + 1
r
f ′(r) − ë2 f (r) = 0 (15.2.3)

ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí êáé êáôáëÞîáìå óôç ëýóç (14.4.18). Äåí åßíáé áêñéâþò ç åîßóùóç
Bessel (15.2.2): åßíáé ìéá ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôçò. Åíôïýôïéò êáé ç ßäéá ç åîßóùóç Bessel (15.2.1)
Þ (15.2.2) ìðïñåß êé áõôÞ èáõìÜóéá íá ëõèåß ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí ôïõ Êåöáëáßïõ Á14 óå
ìéá ãåíéêåõìÝíç ìïñöÞ êáé ÷ñÞóç ôçò. Åäþ èá ðáñáëåßøïõìå ôç ó÷åôéêÞ äéáäéêáóßá: ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ Frobenius, ç ïðïßá åßíáé ÷ñïíïâüñá êáé õðïëïãéóôéêÜ ëßãï åðá÷èÞò, ãñÜöïíôáò êáôåõèåßáí ôï
áðïôÝëåóìá ôçò ëýóåùò áõôÞò. Áõôü åßíáé (ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí åðáíáëáìâÜíïõìå)

yg(x) = C1 Jí(x) + C2 J−í(x) (15.2.4)

ìå ôçíðñïûðüèåóç üôé ç ôÜîç í ôçò åîéóþóåùò Bessel (15.2.1) Þ (15.2.2) äåí åßíáé áêÝñáéïò áñéèìüò.
ÖõóéêÜ óôç ëýóç áõôÞ, ðïõ åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò Bessel, ïé ðïóüôçôåò C1 êáé C2 åßíáé
áðëÜ äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ðñáãìáôéêÝò ãéá ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò y(x). Êáé ôï óçìáíôéêü . . .

Ïé äýï óõíáñôÞóåéò Jí(x) êáé J−í(x) óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç yg(x) åßíáé óõíáñôÞóåéò Bessel ðñþôïõ
åßäïõò êáé ôÜîåùí í êáé −í áíôßóôïé÷á. (Ïé ôÜîåéò áõôÝò äåß÷íïíôáé óôïõò äåßêôåò: Jí êáé J−í áíôß-
óôïé÷á.) Ç óõíÜñôçóç Bessel Jí(x) ðñþôïõ åßäïõò êáé ôÜîåùò í ïñßæåôáé ìÝóù ôçò äõíáìïóåéñÜò

Jí(x) =
∞∑
k=0

( − 1)k

k!Ã (k + 1 + í)

( x
2

)2k+í
ìå x > 0. (15.2.5)

(ÁíÜëïãá êáé ç óõíÜñôçóç Bessel J−í(x) áðëÜ ìå −í áíôß ãéá í.) Ï ïñéóìüò áõôüò ìå äõíáìïóåéñÜ
äåí åßíáé âÝâáéá áõèáßñåôïò. ÐñïÝêõøå áðü ôçí åðßëõóç ôçò åîéóþóåùò Bessel (15.2.1) Þ (15.2.2)
ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí (óå êÜðùò ãåíéêåõìÝíç ìïñöÞ ôçò: ìÝèïäïò ôïõ Frobenius).

Óôïí ðáñïíïìáóôÞ åêôüò áðü ôï ðáñáãïíôéêü k! Ý÷ïõìå êáé ôç óõíÜñôçóç ãÜììá Ã (k+1+í).
Ç óõíÜñôçóç ãÜììá Ã (x) ïñßæåôáé ìå ôïí áêüëïõèï ïëïêëçñùôéêü ôýðï:

Ã (x) =
∫ ∞

0
e−t t x−1 dt öõóéêÜ ìå x > 0, (15.2.6)

þóôå íá õðÜñ÷åé ôï ïëïêëÞñùìá (åäþ íá ìçí áðåéñßæåôáé), êé Ý÷åé ìåñéêÝò áîéïóçìåßùôåò éäéüôçôåò:

Ã (n + 1) = n!, Ã (x + 1) = xÃ (x), Ã (x)Ã (1 − x) = ð
sinðx

öõóéêÜ ìå sinðx �= 0. (15.2.7)

Áðü áõôÝò ç ðñþôç éäéüôçôá åßíáé ç ðéï óçìáíôéêÞ, åðåéäÞ áõôÞ óõíäÝåé Üìåóá ôç óõíÜñôçóç Ã (x)
ìå ôï ðáñáãïíôéêü n! ãéá áêÝñáéåò ôéìÝò ôïõ x: x = n + 1. ÅðáíáëáìâÜíïõìå: Ã (n + 1) = n!. Êáé
ç äåýôåñç éäéüôçôá åßíáé óçìáíôéêÞ: èõìßæåé ôç ãíùóôÞ éäéüôçôá ôïõ ðáñáãïíôéêïý n! = n(n− 1)!.

Ïñßóèçêå ëïéðüí óôç ó÷Ýóç (15.2.5) ç óõíÜñôçóç Bessel ðñþôïõ åßäïõò ôÜîåùò í, ç Jí(x), ìå
ìïñöÞ äõíáìïóåéñÜò êáé åßíáé ëýóç ôçò åîéóþóåùò Bessel (15.2.1) åðßóçò ôÜîåùò í. Ôï ßäéï âÝâáéá
êáé ç óõíÜñôçóç Bessel J−í(x) ìå −í áíôß ãéá í êáé åßíáé åýëïãï áõôü, áöïý Ý÷ïõìå í2 = (±í)2 óôçí
åîßóùóç Bessel (15.2.1). ÖõóéêÜ, åÜí ç ôÜîç í ôçò óõíáñôÞóåùò Bessel Jí(x) åßíáé ìç áñíçôéêüò
áêÝñáéïò áñéèìüò n, å ôüôå

Ã (k + 1 + í) = Ã (k + 1 + n) = (k + n)! (15.2.8)
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êáé ç äõíáìïóåéñÜ (15.2.5) áðëïðïéåßôáé ëéãÜêé óôïí ðáñïíïìáóôÞ ðáßñíïíôáò ôþñá ôç ìïñöÞ

Jn(x) =
∞∑
k=0

( − 1)k

k!(k + n)!

( x
2

)2k+n
ìå n = 0, 1, 2, . . . êáé x ≥ 0. (15.2.9)

(Åííïåßôáé üôé ãéá í ≥ 0 ìðïñïýìå âÝâáéá íá èÝôïõìå x ≥ 0, ü÷é ìüíï x > 0.)

� ÐáñÜäåéãìáA15.2: Íáõðïëïãéóèïýí ïé Ýîé ðñþôïé üñïé ôùí äýïóõíáñôÞóåùíBessel ðñþôïõ
åßäïõò J0(x) êáé J1(x) ôÜîåùí 0 êáé 1 áíôßóôïé÷á. Ðïéùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åßíáé áõôÝò ëýóåéò;

Ëýóç: ÁðëÜ åöáñìüæïõìå áìÝóùò ôïí ðéï ðÜíù ôýðï (15.2.9) ìå n = 0 êáé n = 1 áíôßóôïé÷á.
Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ðñïêýðôïõí ïé äýï ôýðïé

J0(x) =
∞∑
k=0

( − 1)k

(k!)2

( x
2

)2k = 1 − x2

4
+ x4

64
− x6

2304
+ x8

147456
− x10

14745600
+ · · · (15.2.10)

êáé

J1(x) =
∞∑
k=0

( − 1)k

k!(k + 1)!

( x
2

)2k+1 = x
2

− x3

16
+ x5

384
− x7

18432
+ x9

1474560
− x11

176947200
+· · · . (15.2.11)

Ðñïöáíþò ç óõíÜñôçóç Bessel J0(x) åßíáé Üñôéá, åíþ áíôßèåôá ç J1(x) åßíáé ðåñéôôÞ.

ÁõôÝò ïé äýï óõíáñôÞóåéò Bessel J0(x) êáé J1(x) åßíáé áóöáëþò ëýóåéò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
Bessel ìçäåíéêÞò ôÜîåùò (ìå í = 0) êáé ðñþôçò ôÜîåùò (ìå í = 1) áíôßóôïé÷á, äçëáäÞ

x2J ′′0(x) + x J ′0(x) + x2J0(x) = 0 êáé x2J ′′1(x) + x J ′1(x) + (x2 − 1)J1(x) = 0. (15.2.12)

Ðáñáôçñïýìå ôÝëïò üôé J ′0(x) = −J1(x), ìéá ðïëý åíäéáöÝñïõóá éäéüôçôá óôçí ðáñáãþãéóç. �

×ùñßò áðüäåéîç áíáöÝñïõìå åðßóçò üôé ãéá í = ± 1
2 ðñïêýðôïõí ïé ðïëý áðëïß ôýðïé

J 1
2
(x) =

√
2
ðx

sin x êáé J− 1
2
(x) =

√
2
ðx

cos x. (15.2.13)

Áõôïß åêöñÜæïõí ôéò óõíáñôÞóåéò J± 1
2
(x) ìå «êëåéóôü» (åíôüò åéóáãùãéêþí!) ôñüðï ìå ôç ÷ñÞóç

ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí. ¢ëëï ðïõ êáé ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò sin x êáé cos x ïñß-
æïíôáé óõ÷íÜ êáé ïé ßäéåò ìÝóù äõíáìïóåéñþí, áêñéâþò üðùò êáé ïé óõíáñôÞóåéò Bessel. ÁëëÜ
åßðáìå, Üëëï áõôü ðïõ èåùñïýìå ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò ãíùóôÝò, åíþ ôéò óõíáñôÞóåéò
Bessel Üãíùóôåò. ÂÝâáéá ðïëëÜ ðñïãñÜììáôá, üðùò çMathematica, ôéò èåùñïýí åîßóïõ ãíùóôÝò!

A15.2.2. Éäéüôçôåò ôùí óõíáñôÞóåùí Bessel ðñþôïõ åßäïõò

ÁíáöÝñáìå Þäç ôçí éäéüôçôá ðáñáãùãßóåùò

J ′0(x) = −J1(x). (15.2.14)

Ïé óõíáñôÞóåéò Bessel ãåíéêÜ (ü÷é ìüíï ïé Jí(x)) Ý÷ïõí êáé ðïëëÝò, ðÜñá--ðÜñá ðïëëÝò éäéüôçôåò.
Ïé áðïäåßîåéò ôïõò åßíáé Üëëïôå åýêïëåò êáé Üëëïôå äýóêïëåò, ãåíéêÜ õðïëïãéóôéêÜ êïðéáóôéêÝò
ëüãù ôùí äõíáìïóåéñþí. Èá ôéò ðáñáëåßøïõìå öõóéêÜ ôéò éäéüôçôåò áõôÝò. ¸ôóé êé áëëéþò ëßãá
ðñïóöÝñïõí óôç èåìåëßùóç ôïõ ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ, åíþ åßíáé äéáèÝóéìåò óå
ðïëëÜ âéâëßá êáé ðßíáêåò. Áò áíáöÝñïõìå ìüíï äýï áðü ôéò éäéüôçôåò áõôÝò. Ðñþôç éäéüôçôá:

Jí−1(x) + Jí+1(x) = 2í
x

Jí(x), (15.2.15)

Ýíáò åíäéáöÝñùí, áí êáé ü÷é ôüóï ÷ñÞóéìïò, áíáäñïìéêüò ôýðïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò óõíáñôÞ-
óåùò Bessel Jí+1(x) áðü ôéò áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞóåéò Bessel Jí(x) êáé Jí−1(x). Äåýôåñç éäéüôçôá:

Jí−1(x) − Jí+1(x) = 2J ′í(x), (15.2.16)
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áñêåôÜ ÷ñÞóéìç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðáñáãþãïõ J ′í(x) áðü ôéò óõíáñôÞóåéò Jí−1(x) êáé Jí+1(x).

� ÐáñÜäåéãìá A15.3: Íá õðïëïãéóèåß ç óõíÜñôçóç Bessel J 3
2
(x) ôÜîåùò í = 3

2 .

Ëýóç: Áðü ôïí ðéï ðÜíù áíáäñïìéêü ôýðï (15.2.15) ëýíïíôÜò ôïí ùò ðñïò Jí+1(x) âñßóêïõìå

Jí+1(x) = 2í
x

Jí(x) − Jí−1(x). (15.2.17)

Ãéá í = 1
2 (ïðüôå 2í = 1) Ý÷ïõìå

J 3
2
(x) = 1

x
J 1
2
(x) − J− 1

2
(x). (15.2.18)

ÁëëÜ ôéò äýï óõíáñôÞóåéò Bessel J± 1
2
(x) ôéò ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôéò ó÷Ýóåéò (15.2.13), Ýóôù êé áí

äåí ôéò áðïäåßîáìå. Ôéò áíôéêáèéóôïýìå ëïéðüí óôç ó÷Ýóç áõôÞ (15.2.18) êáé ðáßñíïõìå ôåëéêÜ

J 3
2
(x) = 1

x

√
2
ðx

sin x −
√

2
ðx

cos x =
√

2
ðx

(
sin x
x

− cos x
)
. (15.2.19)

ÁíÜëïãá ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôñéãùíïìåôñéêÜ êáé ôéò óõíáñôÞóåéò Bessel J 5
2
(x), J 7

2
(x), êëð. �

A15.2.3. Ïé óõíáñôÞóåéò Bessel äåõôÝñïõ åßäïõò

ÌÝ÷ñé ôþñá áíáöåñèÞêáìå óôéò óõíáñôÞóåéò Bessel ðñþôïõ åßäïõò Jí(x) (ôÜîåùò í). Ìå ôç
÷ñÞóç ôïõò åêöñÜóáìå óôç ó÷Ýóç (15.2.4) ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) = C1 Jí(x)+C2 J−í(x) ôçò åîéóþóåùò
Bessel (15.2.1) óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ôÜîç ôçò í äåí åßíáé áêÝñáéïò áñéèìüò n. ÅÜí üìùò åßíáé;
Å ôüôå äõóôõ÷þò áðïäåéêíýåôáé üôé ïé äýï óõíáñôÞóåéò Jí(x) êáé J−í(x) äåí åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ-
ôçôåò ìåôáîý ôïõò. ÅðïìÝíùò êáé ç ëýóç ìáò áõôÞ äåí åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò åîéóþóåùò
Bessel (15.2.1) ðïõ áíáæçôÜìå. Êáé ôüôå; Ôüôå áðëÜ áíáãêáæüìáóôå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò
êáëïýìåíåò óõíáñôÞóåéò Bessel äåõôÝñïõ åßäïõò Yí(x) (ðÜëé ôÜîåùò í). ÁõôÝò ïñßæïíôáé ùò åîÞò:

Yí(x) = 1
sin íð

[ Jí(x) cos íð − J−í(x)] ãéá í ìç áêÝñáéï áñéèìü: í �= n (15.2.20)
êáé

Yn(x) = lim
í→n

Õí(x) ãéá í áêÝñáéï áñéèìü: í = n. (15.2.21)

Äå èá äþóïõìå ôçí ôåëéêÞ Ýêöñáóç áõôïý ôïõ ïñßïõ, åðåéäÞ äåí åßíáé éäéáßôåñá áðëÞ. Óçìåéþíïõìå
åðßóçò üôé

lim
x→0

Yí(x) = −∞, åíþ lim
x→∞ Yí(x) = 0. (15.2.22)

Áðü ôïõò ïñéóìïýò áõôïýò (15.2.20) êáé (15.2.21) ôùí óõíáñôÞóåùí Bessel äåõôÝñïõ åßäïõò ìç
áêÝñáéçò êáé áêÝñáéçò ôÜîåùò í áíôßóôïé÷á ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò
Bessel ôÜîåùò í (15.2.1) åßíáé äõíáôüí íá ãñáöåß óôç ìïñöÞ

yg(x) = C1 Jí(x) + C2Yí(x) ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ôÜîåþò ôçò í. (15.2.23)

ÄçëáäÞ ç ìïñöÞ áõôÞ éó÷ýåé åßôå ãéá áêÝñáéç åßôå ãéá ìç áêÝñáéç ôéìÞ ôïõ í. Áíôßèåôá ç ãåíéêÞ
ëýóç (15.2.4): yg(x) = C1 Jí(x)+ C2 J−í(x) éó÷ýåé ìüíï ãéá ìç áêÝñáéåò ôéìÝò ôïõ í, äçëáäÞ ãéá í �= n.

� ÓõìðÝñáóìá: Ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò (15.2.23): C1 Jí(x) + C2Yí(x) ôùí äýï óõíáñôÞóåùí
Bessel: ðñþôïõ åßäïõò Jí(x) êáé äåõôÝñïõ åßäïõò Yí(x) áðïôåëåß ôç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò åîéóþóåùò
Bessel (15.2.1): x2y ′′(x)+ xy ′(x)+ (x2 − í2)y(x) = 0 ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ í åßôå áêÝñáéç åßôå ìç áêÝñáéç.
ÐñáêôéêÜ óôç ëýóç áõôÞ ìüíï ïé ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò ôçò ôÜîåùò í (í ≥ 0) Ý÷ïõí íüçìá, áöïý óôçí
åîßóùóç Bessel ç ôÜîç ôçò í åìöáíßæåôáé ìüíï óôï ôåôñÜãùíï: í2 óôï óõíôåëåóôÞ x2 − í2 ôïõ y(x).

A15.2.4. Ìéá ãåíéêåõìÝíç åîßóùóç Bessel

ÐïëëÝò öïñÝò óôçí ðñÜîç, êõñßùò óôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþ-
ãïõò óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ, ðáñïõóéÜæåôáé ç åîßóùóç Bessel (15.2.1) óôçí áêüëïõèç
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ãåíéêåõìÝíç ìïñöÞ ôçò:

x2y ′′(x) + xy ′(x) + (ë2x2 − í2)y(x) = 0. (15.2.24)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ Ý÷ïõìå åêôüò áðü ôçí ôÜîç í ôçò åîéóþóåùò Bessel êáé ôç äåýôåñç ðáñÜìåôñï ë
óôïí üñï ë2x2 óôï óõíôåëåóôÞ ë2x2 − í2 ôïõ y(x). Êáé ôß êÜíïõìå ôþñá; Ôþñá áðëÜ ïñßæïõìå ôç
íÝá åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ t = ëx êáé ôç íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç ŷ(t) ≡ ŷ(ëx) := y(x) ìå ôç íÝá
åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ t. Ìå áõôÞí ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò (áðü x óå t) ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

y ′(x) = ëŷ ′(ëx) = ëŷ ′(t) êáé y ′′(x) = ë2 ŷ ′′(ëx) = ë2 ŷ ′′(t) ìå t = ëx êáé x = t
ë

(15.2.25)

¸ôóé ç ðáñáðÜíù ãåíéêåõìÝíç åîßóùóç Bessel (15.2.24) ðáßñíåé åýêïëá ôç íÝá ôçò ìïñöÞ

t2 ŷ ′′(t) + t ŷ ′(t) + (t2 − í2) ŷ(t) = 0. (15.2.26)

Ìá áõôÞ ç ìïñöÞ ôáõôßæåôáé ìå ôçí áñ÷éêÞ åîßóùóç Bessel (15.2.1) (ìå íÝá ìåôáâëçôÞ üìùò ôþñá,
áò ìçí ôï îå÷íÜìå áõôü: ôçí t = ëx, ïðüôå x = t/ë). ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ŷg(t) èá åßíáé

ŷg(t) = C1 Jí(t) + C2Yí(t) ãéá êÜèå ôÜîç í ≥ 0. (15.2.27)

Ó’ áõôÞí ðñïôéìÞóáìå ôç ëýóç (15.2.23), þóôå íá éó÷ýåé ãéá êÜèå ôÜîç í (ìå í ≥ 0). ÖõóéêÜ ôá
óýìâïëá C1 êáé C2 äçëþíïõí êáôÜ ôá óõíÞèç äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Êáé ôÝëïò åðéóôñÝöïõìå
áðü ôç ëýóç (15.2.27) óôçí áñ÷éêÞ ìáò áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x ÷ùñßò íá ëçóìïíïýìå üôé t = ëx.
ÅðïìÝíùò ìå ŷg(t) ≡ yg(x) ðáßñíïõìå ôåëéêÜ

yg(x) = C1 Jí(ëx) + C2Yí(ëx) ãéá êÜèå ôÜîç í ≥ 0. (15.2.28)

ÐÜåé ëïéðüí êáé ç ðáñïýóá ãåíéêåõìÝíç åîßóùóç Bessel (15.2.24). Ôç ëýóáìå êé áõôÞ. ÐáñáêÜôù!

A15.2.5. Ç ôñïðïðïéçìÝíç åîßóùóç Bessel êáé ïé ôñïðïðïéçìÝíåò óõíáñôÞóåéò Bessel

ÌåëåôÜìå ôþñá ôçí åîßóïõ óçìáíôéêÞ ôñïðïðïéçìÝíç åîßóùóç Bessel. ÁõôÞ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

x2y ′′(x) + xy ′(x) − (x2 + í2)y(x) = 0. (15.2.29)

Åßíáé äçëáäÞ ç ßäéá ç áñ÷éêÞ åîßóùóç Bessel (15.2.1), áëë’ åäþ ìå −x2 áíôß ãéá x2, ðïõ Þôáí áñ÷éêÜ
óôï óõíôåëåóôÞ ôïõ y(x). Ôßðïôå Üëëï äåí Üëëáîå! ÎáíáãñÜöïíôÜò ôçí óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ

x2y ′′(x) + xy ′(x) + (i2x2 − í2)y(x) = 0 (15.2.30)

(ìå i = √−1 ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá, Üñá i2 = −1), óõíåéäçôïðïéïýìå üôé ðñüêåéôáé ãéá ôçí
ðáñáðÜíù ãåíéêåõìÝíç åîßóùóç Bessel (15.2.24), áëëÜ ìå öáíôáóôéêÞ äåýôåñç ðáñÜìåôñï ë = i.
(Ç ôÜîç ôçò í äåí Ý÷åé áëëÜîåé!)

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç (15.2.28) ôçò ãåíéêåõìÝíçò åîéóþóåùò Bessel (15.2.24) ðáßñíåé åäþ ôç ìïñöÞ

yg(x) = C1 Jí(ix) + C2Yí(ix) ãéá êÜèå ôÜîç í ≥ 0. (15.2.31)

Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí öáíôáóôéêÝò ôéìÝò ix óáí ïñßóìáôá ôùí äýï óõíáñôÞóåùí Bessel ðñþôïõ
åßäïõò Jí êáé äåõôÝñïõ åßäïõò Yí. Åßíáé áðüëõôá óùóôü áõôü, áöïý ôþñá ë = i, áëë’ ü÷é êáé ôüóï
åõ÷Üñéóôï óôçí ðñÜîç.

Ç áíôéìåôþðéóç ôçò äõóêïëßáò áõôÞò óõíßóôáôáé óôçí åéóáãùãÞ ôùí äýï ôñïðïðïéçìÝíùí
óõíáñôÞóåùí Bessel Ií(x) (ðñþôïõ åßäïõò) êáé Kí(x) (äåõôÝñïõ åßäïõò), Ýôóé þóôå íá ôáéñéÜæïõí
óôçí ôñïðïðïéçìÝíç åîßóùóç Bessel (15.2.29). Ï ïñéóìüò ôçò ôñïðïðïéçìÝíçò óõíáñôÞóåùò
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Bessel ðñþôïõ åßäïõò Éí(x) åßíáé áíÜëïãïò ôïõ ïñéóìïý (15.2.5) ôçò áñ÷éêÞò (ìç ôñïðïðïéçìÝíçò)
áíôßóôïé÷çò óõíáñôÞóåùò Jí(x). ÓõãêåêñéìÝíá ôþñá Ý÷ïõìå ôç ëßãï áðëïýóôåñç äõíáìïóåéñÜ

Ií(x) =
∞∑
k=0

1
k!Ã (k + 1 + í)

( x
2

)2k+í
ìå x > 0. (15.2.32)

Áðïäåéêíýåôáé ìÜëéóôá åýêïëá üôé

Jí(ix) = ií Ií(x) êáé éóïäýíáìá Ií(x) = i−í Jí(ix). (15.2.33)

¼óïí áöïñÜ óôçí ôñïðïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç Bessel äåõôÝñïõ åßäïõò Êí(x) ï ïñéóìüò ôçò åßíáé
áíÜëïãïò (ìå ìéêñïäéáöïñÝò) ìå ôïí ïñéóìü (15.2.20) êáé (15.2.21) ôçò áíôßóôïé÷çò áñ÷éêÞò (ìç ôñï-
ðïðïéçìÝíçò) óõíáñôÞóåùò Bessel Yí(x). ÓõãêåêñéìÝíá ïñßæïõìå ôçí ôñïðïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç
Bessel äåõôÝñïõ åßäïõò Kí(x) ìå âÜóç ôçí áíôßóôïé÷Þ ôçò óõíÜñôçóç ðñþôïõ åßäïõò Éí(x) ùò åîÞò:

Kí(x) = ð
2 sin íð

[É−í(x) − Éí(x)] ãéá í ìç áêÝñáéï áñéèìü: í �= n (15.2.34)
êáé

Ên(x) = lim
í→n

Êí(x) ãéá í áêÝñáéï áñéèìü: í = n. (15.2.35)

Ôþñá ðéá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ðùò ç ãåíéêÞ ëýóç yg(x) ôçò ôñïðïðïéçìÝíçò åîéóþóåùò
Bessel (15.2.29), ðïõ Þôáí áñ÷éêÜ óôç ìïñöÞ (15.2.31), ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

yg(x) = C1Éí(x) + C2Êí(x) ãéá êÜèå ôÜîç í ≥ 0. (15.2.36)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ åìöáíßæïíôáé êáé ïé äýï ôñïðïðïéçìÝíåò óõíáñôÞóåéò Bessel Ií(x) (ðñþôïõ åßäïõò)
êáé Kí(x) (äåõôÝñïõ åßäïõò) ôçò ßäéáò ôÜîåùò í üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò. ¼ëá ðÜíå êáëÜ ëïéðüí!

¼óï ãéá ôïõò äýï ôýðïõò (15.2.13) ôñïðïðïéïýíôáé êáé áõôïß óå õðåñâïëéêïýò áðü ôñéãùíï-
ìåôñéêïß ðïõ Þóáí:

É 1
2
(x) =

√
2
ðx

sinh x êáé É− 1
2
(x) =

√
2
ðx

cosh x. (15.2.37)

Êáé ïé äýï âáóéêÝò éäéüôçôåò (15.2.15) êáé (15.2.16) ðáßñíïõí ôéò ôñïðïðïéçìÝíåò (å ü÷é êáé ðïëý
ôñïðïðïéçìÝíåò . . . , ïõóéáóôéêÜ Ýíá ðñüóçìï áëëÜæåé ôþñá óôçí êáèåìéÜ ôïõò) ìïñöÝò ôïõò

Éí−1(x) − Éí+1(x) = 2í
x

Éí(x), (15.2.38)

Éí−1(x) + Éí+1(x) = 2É ′í(x). (15.2.39)

ÔÝëïò êé ï åíäéáöÝñùí ôýðïò ðáñáãùãßóåùò (15.2.14) ÷Üíåé êé áõôüò ôï ìåßïí ôïõ (ôß íá êÜíïõìå;):

É ′0(x) = É1(x) ìå óõí ôþñá, åíþ ðñéí Þôáí ìå ðëçí: J ′0(x) = −J1(x). (15.2.40)

� ÐáñÜäåéãìáA15.4: Íáõðïëïãéóèåß ç ôñïðïðïéçìÝíçóõíÜñôçóçBessel äåõôÝñïõ åßäïõòK 1
2
(x).

Ëýóç: Aöïý ç ôÜîç ôçò åßíáé ìç áêÝñáéç: í = 1
2 , ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôïí ôýðï ïñéóìïý

ôçò (15.2.34) ìå í = 1
2 . Ðáßñíïõìå åðßóçò õðüøç ìáò êáé ôïõò ôýðïõò (15.2.37) ãéá ôéò äýï

ôñïðïðïéçìÝíåò óõíáñôÞóåéò Bessel ðñþôïõ åßäïõò É 1
2
(x) êáé É− 1

2
(x). ¸ôóé ìå í = 1

2 ðñïêýðôåé üôé

K 1
2
(x) = ð

2 sin
ð
2

[
É− 1

2
(x) − É 1

2
(x)
] = ð

2 · 1

(√
2
ðx

cosh x −
√

2
ðx

sinh x

)

=
√

ð
2x

(
cosh x − sinh x

) =
√

ð
2x

(
ex + e−x

2
− ex − e−x

2

)
=
√

ð
2x

e−x, (15.2.41)

Ýíá åíäéáöÝñïí áðïôÝëåóìá áíôßóôïé÷ï ìå ôïõò ôýðïõò (15.2.37) (ìå õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò). �
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A15.2.6. Ìéá ãåíéêåõìÝíç ôñïðïðïéçìÝíç åîßóùóç Bessel

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ãåíéêåýïõìå ôçí ôñïðïðïéçìÝíç åîßóùóç Bessel (15.2.29) óôç ìïñöÞ

x2y ′′(x) + xy ′(x) − (ë2x2 + í2)y(x) = 0, (15.2.42)

üðïõ åìöáíßæåôáé åêôüò áðü ôçí ôÜîç í êáé ç ðáñÜìåôñïò ë. Áêñéâþò ôï ßäéï åß÷áìå êÜíåé êáé óôçí
ðñïðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á15.2.4, åêåß üìùò ãéá ôçí áñ÷éêÞ åîßóùóç Bessel (15.2.1). Ìå ïëü-
éäéï ôñüðï åñãáóßáò: ôçí áëëáãÞ áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò t = ëx, êáôáëÞãïõìå óôç ãåíéêÞ ëýóç

yg(x) = C1 Éí(ëx) + C2Êí(ëx) ãéá êÜèå ôÜîç í ≥ 0 (15.2.43)

ôçò ãåíéêåõìÝíçò ôñïðïðïéçìÝíçò åîéóþóåùò Bessel (15.2.42). ÁõôÞ ç ãåíéêÞ ëýóç åßíáé áðüëõôá
áíÜëïãç ìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (15.2.28) ôçò ãåíéêåõìÝíçò áñ÷éêÞò åîéóþóåùò Bessel (15.2.24).

ÖõóéêÜ óôçí ðáñïýóá ãåíéêÞ ëýóç (15.2.43) ðáñïõóéÜæïíôáé ïé äýï ôñïðïðïéçìÝíåò óõíáñôÞ-
óåéò Bessel Éí êáé Êí (ôÜîåùò í), åíþ óôç ãåíéêÞ ëýóç (15.2.28) åß÷áí ðáñïõóéáóèåß ïé äýï óõíÞèåéò
óõíáñôÞóåéò Bessel Jí êáé Yí (êé åêåß âÝâáéá ôÜîåùò í). ÁõôÞ åßíáé ç ìïíáäéêÞ äéáöïñÜ áíÜìåóá
óôéò äýï ãåíéêÝò ëýóåéò (15.2.28) êáé (15.2.43) ãéá ôéò äýï ãåíéêåõìÝíåò åîéóþóåéò Bessel (15.2.24)
êáé (15.2.42) áíôßóôïé÷á. Óçìåéþíïõìå ôÝëïò ðùò êáé ïé äýï ãåíéêåõìÝíåò åîéóþóåéò Bessel: ôüóï
ç áñ÷éêÞ (15.2.24) üóï êáé ç ôñïðïðïéçìÝíç (15.2.42) åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìåò óôéò åöáñìïãÝò.

A15.2.7. ÃñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò, ñßæåò êáé ïñéáêÝò ôéìÝò ôùí óõíáñôÞóåùí Bessel

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ðáñïõóéÜæïõìå óôçí åðüìåíç óåëßäá (óôï Ó÷Þìá Á15.2) ôéò ãñáöé-
êÝò ðáñáóôÜóåéò êáé ôùí ïêôþ óõíáñôÞóåùí Bessel ôÜîåùí í = 0 (áñéóôåñÜ) êáé í = 1 (äåîéÜ):
(á) óõíÞèåéò ðñþôïõ åßäïõò J0(x) êáé J1(x): äýï ðñþôåò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò, (â) óõíÞèåéò äåõ-
ôÝñïõ åßäïõò Õ0(x) êáé Õ1(x): äýï åðüìåíåò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò, (ã) ôñïðïðïéçìÝíåò ðñþôïõ
åßäïõò É0(x) êáé É1(x): äýï åðüìåíåò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò, êáé ôÝëïò (ä) ôñïðïðïéçìÝíåò äåõôÝñïõ
åßäïõò Ê0(x) êáé Ê1(x): äýï ôåëåõôáßåò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò.

Áðü áõôÝò ôéò ïêôþ ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ðáñáôçñïýìå áìÝóùò üôé ïé óõíÞèåéò óõíáñôÞóåéò
Bessel ðñþôïõ åßäïõò J0(x) êáé J1(x) Ý÷ïõí Üðåéñåò ñßæåò ãéá x > 0. Ôï ßäéï áêñéâþò óõìâáßíåé
êáé ãéá ôéò óõíÞèåéò óõíáñôÞóåéò Bessel äåõôÝñïõ åßäïõò Y0(x) êáé Y1(x). Mðïñåß íá áðïäåé÷èåß
ìÜëéóôá ðùò áõôÞ ç ðáñáôÞñçóç (Üðåéñåò èåôéêÝò ñßæåò) éó÷ýåé ãéá êÜèå óõíÜñôçóç Bessel Jí(x)
êáé Yí(x) áíåîÜñôçôá áðü ôçí ôÜîç ôçò í. Áíôßèåôá áðü ôéò ðáñáêÜôù ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò
ðáñáôçñïýìå üôé êáé ïé ôÝóóåñéò ôñïðïðïéçìÝíåò óõíáñôÞóåéò Bessel I0(x), I1(x) (ðñþôïõ åßäïõò)
êáé K0(x), K1(x) (äåõôÝñïõ åßäïõò) äåí Ý÷ïõí êáìßá áðïëýôùò ñßæá ãéá x > 0. Áðïäåéêíýôáé üôé ôïýôï
éó÷ýåé ãåíéêüôåñá ãéá êÜèå ôÜîåùò í (ìå í ≥ 0) ôñïðïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç Bessel Ií(x) êáé Kí(x).

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò áðü ôéò ðáñáêÜôù ïêôþ ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôïõ Ó÷Þìáôïò Á15.2 üôé
ãéá x = 0 ïé äýï óõíáñôÞóåéò Bessel ðñþôïõ åßäïõò êáé ìçäåíéêÞò ôÜîåùò (í = 0), ïé J0(x) êáé I0(x),
ðáßñíïõí ôçí ôéìÞ 1. Ëßãï äéáöïñåôéêÞ ôéìÞ (ðÜëé ãéá x = 0) éó÷ýåé ãéá ôéò äýï óõíáñôÞóåéò Bessel
ðñþôïõ åßäïõò êáé ðñþôçò ôÜîåùò (í = 1): ïé J1(x) êáé I1(x) ðáßñíïõí ãéá x = 0 ôçí ôéìÞ 0. Åßíáé
ëïéðüí öñáãìÝíåò ãéá x = 0 ïé ôÝóóåñéò áõôÝò óõíáñôÞóåéò. Áíôßèåôá êáé ïé ôÝóóåñéò óõíáñôÞóåéò
äåõôÝñïõ åßäïõò Y0(x), Y1(x), K0(x) êáé K1(x) áðåéñßæïíôáé ãéá x → 0: ïé äýï ðñþôåò ôåßíïõí óôï −∞
êáé ïé äýï ôåëåõôáßåò óôï ∞. Äåí åßíáé öñáãìÝíåò ãéá x → 0 (åííïåßôáé x → 0+). Óõíïøßæïíôáò

J0(0)= I0(0)=1, J1(0)= I1(0)=0, lim
x→0

Y0(x)= lim
x→0

Y1(x)=−∞, lim
x→0

K0(x)= lim
x→0

K1(x)=∞. (15.2.44)

¼óïí áöïñÜ óôï Üðåéñï ôþñá, ãéá x → ∞, ðáñáôçñïýìå üôé Ý÷ïõìå ôá üñéá

lim
x→∞ J0(x) = lim

x→∞ J1(x) = lim
x→∞ Y0(x) = lim

x→∞ Y1(x) = lim
x→∞ Ê0(x) = lim

x→∞ Ê1(x) = 0, (15.2.45)

åíþ áíôßèåôá
lim
x→∞ É0(x) = lim

x→∞ É1(x) = ∞. (15.2.46)
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Ó÷Þìá Á15.2: Ïé ïêôþ âáóéêÝò óõíáñôÞóåéò Bessel ôÜîåùí í = 0 (áñéóôåñÜ) êáé í = 1 (äåîéÜ):
ðñþôïõ åßäïõò êáé äåõôÝñïõ åßäïõò, óõíÞèåéò (åðÜíù) êáé ôñïðïðïéçìÝíåò (êÜôù):

êáôÜ óåéñÜ ïé óõíáñôÞóåéò J0(x), J1(x), Y0(x), Y1(x), I0(x), I1(x), K0(x) êáé K1(x).

Ìå âÜóç ôéò ðáñáôçñÞóåéò áõôÝò, ðïõ óôçñßæïíôáé óôéò ðáñáðÜíù ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò, ïé
ôÝóóåñéò óõíáñôÞóåéò Bessel ðñþôïõ åßäïõò J0(x), J1(x), I0(x) êáé I1(x) ìðïñïýí íá ðáñïìïéáóèïýí
ìå ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò êáé ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï ùò åîÞò:

J0(x) ∼ cos x, J1(x) ∼ sin x, I0(x) ∼ cosh x, I1(x) ∼ sinh x (15.2.47)

ìå ôï óýìâïëï ∼ íá äçëþíåé åäþ ðáñïìïßùóç, áíôéóôïé÷ßá êáé ü÷é éóüôçôá Þ Ýóôù ðñïóÝããéóç.

Áóöáëþò ç åðéôõ÷ßá ôùí ðáñïìïéþóåùí áõôþí åßíáé ìüëéò ìÝôñéá: õðÜñ÷ïõí êáé óçìáíôéêÝò
äéáöïñÝò! Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ïé óõíáñôÞóåéò Bessel J0(x) êáé J1(x) äåí åßíáé ðåñéïäéêÝò êáé åðßóçò
ïé ñßæåò ôïõò äåí éóáðÝ÷ïõí áíôßèåôá ìå ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cos x êáé sin x, ìå ôéò
ïðïßåò ôéò ðáñïìïéÜóáìå. Åðßóçò ïé ßäéåò óõíáñôÞóåéò Bessel ôåßíïõí óôï ìçäÝí ãéá x → ∞, åíþ
äåí õðÜñ÷ïõí ôá áíôßóôïé÷á üñéá (ãéá x → ∞) ãéá ôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cos x êáé sin x.

Óôï åðüìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ èá Ý÷ïõìå ôçí åõêáéñßá íá áíáöåñèïýìå
óôçí ïñèïãùíéüôçôá ôùí óõíáñôÞóåùí Bessel êáé óôéò óåéñÝò Fourier--Âessel. ÁõôÜ èá ôá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå ãéá ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðïõ ïäçãïýí óå óõ-
íáñôÞóåéò Bessel: êáé åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïõóåò, áîéüëïãåò ïé åîéóþóåéò áõôÝò. ÅöáñìïãÝò ôþñá!
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A15.2.8. ÅöáñìïãÝò ôùí óõíáñôÞóåùí Bessel

Êáé ôþñá áñêåôÜ åõ÷áñéóôçìÝíïé áðü ôá óôïé÷åßá èåùñßáò ôùí óõíáñôÞóåùí Bessel ðñï÷ù-
ñÜìå áìÝóùò óå ôÝóóåñéò óýíôïìåò åöáñìïãÝò ôïõò óå ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

A15.2.8.1. ÓõììåôñéêÞ ðáñáìüñöùóç åëáóôéêïý êõëßíäñïõ

Ðñüêåéôáé ãéá ôï ßäéï áêñéâþò ðñüâëçìá ôñéäéÜóôáôçò éóüôñïðçò ãñáììéêÞò åëáóôéêüôçôáò
ìå êõêëéêÞ óõììåôñßá, ôï ïðïßï ðñáãìáôåõèÞêáìå Þäç óôçí Åíüôçôá Á14.4 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ
Êåöáëáßïõ Á14. Åêåß ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí óáí íá ìçí åß÷áìå éäÝá áðü
óõíáñôÞóåéò Bessel êáé ðñáãìáôéêÜ äåí åß÷áìå. Ôþñá üìùò îÝñïõìå áñêåôÜ êáé óõíå÷ßæïõìå . . .
Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé ç (14.4.1), ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå ãéá äéåõêüëõíóç

f ′′(r) + 1
r
f ′(r) − ë2 f (r) = 0 êáé éóïäýíáìá r2 f ′′(r) + rf ′(r) − ë2 r2 f (r) = 0. (15.2.48)

Ðáñáôçñïýìå üôé ðñüêåéôáé ãéá ôç ãåíéêåõìÝíç ôñïðïðïéçìÝíç åîßóùóç Bessel (15.2.42) ìçäåíéêÞò
ôÜîåùò: äåí Ý÷ïõìå åäþ í: í = 0. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åßíáé öõóéêÜ ç (15.2.43), åäþ ìå í = 0, äçëáäÞ

fg(r) = C1 I0(ër) + C2K0(ër) (15.2.49)

ìå I0 êáé K0 ôéò äýï ôñïðïðïéçìÝíåò óõíáñôÞóåéò Bessel: ðñþôïõ êáé äåõôÝñïõ åßäïõò áíôßóôïé÷á.

ÐÜñá ðïëý ùñáßá ùò åäþ, áëëÜ . . . ÁëëÜ ôß; Ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äåí åßíáé ìáèçìáôéêüò
êáé ðñÝðåé íá äßíåé ðñïóï÷Þ êáé óôï öõóéêü ðñüâëçìá ðïõ áíôéìåôùðßæåé, åäþ åíüò åëáóôéêïý
êõëßíäñïõ. ÓôïðñüâëçìááõôüóôïíÜîïíá ôïõ êõëßíäñïõ r = 0 äåí åßíáé áðïäåêôïß áðåéñéóìïß ôùí
ôÜóåùí, ìåôáôïðßóåùí êáé ðáñáìïñöþóåùí. Êáé ç ôñïðïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç Bessel äåõôÝñïõ
åßäïõò K0(ër) áðåéñßæåôáé ãéá r → 0, üðùò åßäáìå êáé óôçí ðñïôåëåõôáßá (êÜôù áñéóôåñÜ) áðü
ôéò ïêôþ ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò óôï Ó÷Þìá Á15.2. Ãéá íá áðïöýãïõìå ëïéðüí ôïí áðåéñéóìü ôçò
ëýóåùò fg(r), ðñÝðåé íá ôçí áðïóôåñÞóïõìå áðü ôç óõíÜñôçóç K0(ër) áðëÜ åðéëÝãïíôáò C2 = 0.
Ôþñá ìå C2 = 0 ðáßñíïõìå ôç ëýóç

fp(r) = C1 I0(ër), (15.2.50)

ðïõ óçìåéþóáìå êáé óôç ó÷Ýóç (14.4.19) ôçò Åíüôçôáò Á14.4 ìå âÜóç ôç äõíáìïóåéñÜ (14.4.18).
Áðü ôçí ðÝìðôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ Ó÷Þìáôïò Á15.2 åßìáóôå âÝâáéïé üôé I0(0) = 1, åäþ
ðÜíù óôïí Üîïíá ôïõ êõëßíäñïõ. Åßìáóôå åõ÷áñéóôçìÝíïé ëïéðüí ìå ôç ëýóç áõôÞ fp(r), áí êáé äå
èá ðñï÷ùñÞóïõìå ðåñéóóüôåñï óôçí åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò åëáóôéêïý êõëßíäñïõ.
Áðáéôïýíôáé ðåñéóóüôåñåò ãíþóåéò êáé ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí êáé Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí
êáé Åëáóôéêüôçôáò. Åäþ áñêïýìáóôå óôç ãåíéêÞ ëýóç (15.2.49) êáé óôç ìåñéêÞ ëýóç (15.2.50), ðïõ
ìáò áöïñÜóôïðáñüíðñüâëçìá åëáóôéêïý êõëßíäñïõ. Ìáò áðïìÝíåé ìéá óçìáíôéêÞðáñáôÞñçóç:

O r = b

(á) ÊõêëéêÞ ðåñéï÷Þ Þ äéáôïìÞ

b

O r = b

r = a

(â) ÄáêôõëéïåéäÞò ðåñéï÷Þ Þ äéáôïìÞ

Ó÷Þìá Á15.3: ÊõêëéêÞ (áñéóôåñÜ) êáé äáêôõëéïåéäÞò (äåîéÜ) ðåñéï÷Þ Þ äéáôïìÞ.
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➤ ÐáñáôÞñçóç A15.4: Åßíáé ðñïöáíÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ðùò õðÜñ÷åé âÝâáéá êáé
ç ðåñßðôùóç áíôß ãéá óõìðáãÞ êýëéíäñï íá Ý÷åé åëáóôéêü óùëÞíá ìå äáêôõëéïåéäÞ áíôß ãéá êõêëéêÞ
äéáôïìÞ (Ó÷Þìá Á15.3). Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, áõôü óõìâáßíåé ðÜíôá óå óùëÞíåò óôçí ÕäñáõëéêÞ,
óå óôýëïõò çëåêôñïöùôéóìïý êáé óå êáðíïäü÷ïõò ìåãÜëùí åñãïóôáóßùí. ÁñêåôÝò öïñÝò ôï ßäéï
óõìâáßíåé êáé óå åëáöñÝòÌåôáëëéêÝò ÊáôáóêåõÝò ìå êïßëåò (Þ óùëçíùôÝò) êõêëéêÝò äéáôïìÝò óôïõò
ìåôáëëéêïýò óôýëïõò ôïõò, äçëáäÞ ìå äáêôõëéïåéäåßò äéáôïìÝò. Óôçí ðåñßðôùóç äáêôõëéïåéäïýò
äéáôïìÞò äåí õðÜñ÷åé âÝâáéá õëéêü óôïí Üîïíá óõììåôñßáò r = 0, õðÜñ÷åé êåíü. Äåí õðÜñ÷ïõí
ôÜóåéò, ìåôáôïðßóåéò êáé ðáñáìïñöþóåéò. Ïýôå êáé ç óõíÜñôçóç f (r) ïñßæåôáé ãéá r = 0. Ôüôå
ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò ðñÝðåé íá ðñïóÝ÷åé êáé íá ìç èÝóåéC2 = 0. ÐñÝðåé íá áðïäå÷èåß ôçí ðëÞñç
ãåíéêÞ ëýóç (15.2.49) óôï ðáñüí ðñüâëçìá êáé íá ìçí áñêåóèåß óôç ìåñéêüôåñç ëýóç (15.2.50). ÅÜí
üìùò äåí ôï êÜíåé, ôüôå äå èá ìðïñÝóåé íá ëÜâåé õðüøç ôïõ ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé ãéá r = a:
åóùôåñéêÞ áêôßíá ôçò äáêôõëéïåéäïýò äéáôïìÞò ôçí ïðïßá õðïèÝóáìå) êáé ãéá r = b: áíôßóôïé÷ç
åîùôåñéêÞ áêôßíá (Ó÷Þìá Á15.3â). ÊáôÜ óõíÝðåéá äå èá ìðïñÝóåé íá ëýóåé ôï ðñüâëçìÜ ôïõ. Êé áí
ôõ÷üí íïìßóåé üôé ôï Ýëõóå ìå âÜóç ôç ìåñéêÞ ëýóç (15.2.50), åíþ Ý÷åé äáêôõëéïåéäÞ äéáôïìÞ, áðëÜ
èá Ý÷åé êÜíåé óïâáñüôáôï ëÜèïò. ×ñåéÜæåôáé ëïéðüí ðÜíôïôå éäéáßôåñç ðñïóï÷Þ óå ìéá ìåëÝôç.

A15.2.8.2. ÄáêôõëéïåéäÞò êáé êõêëéêÞ ìåìâñÜíç

ÅîåôÜæïõìå ôþñá ôï ðñüâëçìá ôçò äõíáìéêÞò êáôáðïíÞóåùò ìéáò äáêôõëéïåéäïýò Þ êõêëéêÞò
ìåìâñÜíçò, äçëáäÞ ìéáò ðÜñá ðïëý ëåðôÞò ðëÜêáò ìå ìçäåíéêÞ äõóêáìøßá: D = 0. Ôï ðñüâëçìá
áõôü áíÜãåôáé ùò ðñïò ôç èÝóç r (ôçí ðïëéêÞ áêôßíá óôï ÷þñï) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bessel

R ′′(r) + 1
r
R ′(r) +

(
â2 − n2

r2

)
R(r) = 0, éóïäýíáìá r2R ′′(r) + rR ′(r) + (â2 r2 − n2)R(r) = 0 (15.2.51)

ìå ôï â ðáñÜìåôñï êáé ôï n ìç áñíçôéêü áêÝñáéï áñéèìü. Ðñüêåéôáé ãéá ôç ãåíéêåõìÝíç åîßóùóç
Bessel (15.2.24) ìå ëýóç ôçò ôç (15.2.28). Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò áõôÞ ðáßñíåé áìÝóùò ôç ìïñöÞ

Rg(r) = C1 Jn(âr) + C2Yn(âr) (15.2.52)

ìå äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò C1 êáé C2, üðùò ðñÝðåé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò.

Áí ôþñá áíôß ãéá äáêôõëéïåéäÞ ìåìâñÜíç Ý÷ïõìå êõêëéêÞ ìåìâñÜíç, ï áðåéñéóìüò ôçò óõíáñ-
ôÞóåùò Bessel äåõôÝñïõ åßäïõò Yn(r) óôï êÝíôñï r = 0 ôçò ìåìâñÜíçò åßíáé ðëÞñùò áðáñÜäåêôïò
áðü öõóéêÞò áðüøåùò. ÅðïìÝíùò ç ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç Rg(r) ðáßñíåé ôç ìåñéêüôåñç ìïñöÞ ôçò

Rp(r) = C1 Jn(âr), (15.2.53)

ôþñá ìå ìßá ìüíï áõèáßñåôç óôáèåñÜ: ôç C1. ÐÜñá ðïëý ó÷åôéêÞ åßíáé êáé ç áìÝóùò ðéï ðÜíù
ðáñáôÞñçóç óôï ôÝëïò ôçò ðñïçãïýìåíçò åöáñìïãÞò. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé óôçí åéäéêÞ ðåñß-
ðôùóçôçò êõêëéêÞò (ÞáîïíéêÞò) óõììåôñßáò, ç áêÝñáéç óôáèåñÜnóôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (15.2.51)
ìçäåíßæåôáé, n = 0, êé áõôÞ ãßíåôáé ìçäåíéêÞò ôÜîåùò åîßóùóç Bessel: ìå í = 0. Ó’ áõôÞí ôçí åéäéêÞ
ðåñßðôùóç ç ðéï ðÜíù ëýóç (15.2.53) ðáßñíåé ðñïöáíþò ôç ìïñöÞ Rp(r) = C1 J0(âr).

Ðåñéóóüôåñá üìùò ãéá åöáñìïãÝò üðùò çðáñïýóá êáé ç åðüìåíç èááíáöåñèïýí óôï åðüìåíï
ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ óôï ÌÝñïò Ã, ðïõ áöïñÜ óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå
ìåñéêÝòðáñáãþãïõò. ÁñêåôÜùò åäþóôçíðáñïýóá åíüôçôá, ðïõáöïñÜóôéò óõíáñôÞóåéò Bessel.

A15.2.8.3. ÄáêôõëéïåéäÞò êáé êõêëéêÞ ðëÜêá

ÏÐïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß ìåñéêÝò öïñÝò ìåìâñÜíåò (÷ùñßò äõóêáìøßá: D = 0) áíôß
ãéá ðëÜêåò (ìå äõóêáìøßá: D > 0), ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ãåíéêÜ. Áõôü óõìâáßíåé ð.÷. óôá óôÝãáóôñá
ðñü÷åéñùí êáôáóêåõþí êáé êáôáóêåõþí ðïõ äåí åðéôñÝðåôáé íá Ý÷ïõí ðïëëÜ õðïóôõëþìáôá
(êïëþíåò), üðùò åßíáé Ýíá êëåéóôü óôÜäéï Þ Ýíáò åêèåóéáêüò ÷þñïò. Åíôïýôïéò êáíüíá áðïôåëåß
ç ÷ñÞóç áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü êáíïíéêþí, óõíÞèùí ðëáêþí ìå äõóêáìøßá: D > 0. ÁõôÝò
åßíáé áëçèéíïß åðéöáíåéáêïß öïñåßò êáé ìðïñïýí âÝâáéá íá öÝñïõí êÜèåôï öïñôßï, ð.÷. ÷éüíé.
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Åäþ ðåñéïñéæüìáóôå óôç äõíáìéêÞ êáôáðüíçóç ìéáò äáêôõëéïåéäïýò Þ êõêëéêÞò ðëÜêáò (îáíÜ
Ó÷Þìá Á15.3). Ôï ðñüâëçìá áõôü, åäþ ãéá ðëÜêá, åßíáé âÝâáéá äõóêïëüôåñï áðü ôï áðëïýóôåñï
ðñüâëçìá ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ìåìâñÜíç, ðïõ ôï åîåôÜóáìå óôçí áìÝóùò ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ.
Áðïäåéêíýåôáé üôé ôåëéêÜ óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç êõêëéêÞò (Þ áîïíéêÞò) óõììåôñßáò (äçëáäÞ óõì-
ìåôñßáò ùò ðñïò ôï êÝíôñï Ï ôçò ðëÜêáò, Ó÷Þìá Á15.3) ôï ðñüâëçìá áõôü áíÜãåôáé ùò ðñïò
ôç èÝóç r ðÜëé (ôçí ðïëéêÞ áêôßíá óôï ÷þñï) óôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò

R ′′′′(r) + 2
r
R ′′′(r) − 1

r2
R ′′(r) + 1

r3
R ′(r) − â4R(r) = 0 (15.2.54)

ìå ôï â èåôéêÞ óôáèåñÜ. Áóöáëþò ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç äåí åßíáé åîßóùóç Bessel. Äéáðéóôþ-
íåôáé üìùò üôé ìðïñåß íá ãñáöåß óôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ, ðïõ åßíáé êáé ç óõíçèéóìÝíç ìïñöÞ ôçò:(

d2

dr2
+ 1

r
d
dr

− â2

)(
d2

dr2
+ 1

r
d
dr

+ â2

)
R(r) = 0 Þ áíôßóôñïöá ìå +â2 êáé −â2. (15.2.55)

Ó’ áõôÞí ôçí ôåëåõôáßá ìïñöÞ ðñÜãìáôé ïé äýï äéáöïñéêïß ôåëåóôÝò ìå ìåôáâëçôïýò óõíôåëå-
óôÝò ìÝóá óôéò ðáñåíèÝóåéò åßíáé äéáöïñéêïß ôåëåóôÝò ðïõ ôïõò îÝñïõìå. ÓõãêåêñéìÝíá ï äåýôåñïò
äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò, áõôüò ìå ôï+â2, åìöáíßæåôáé óôç ãåíéêåõìÝíç óõíÞèç åîßóùóç Bessel ìçäåíé-
êÞò ôÜîåùò (15.2.24). Åðßóçò ïðñþôïò äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò, áõôüò ìå ôï−â2, ðáñïõóéÜæåôáé óôç
ãåíéêåõìÝíç ôñïðïðïéçìÝíç åîßóùóç Bessel ìçäåíéêÞò ôÜîåùò (15.2.42). Êáé ïé äýï ìå ôÜîç í = 0.

Ìå ôïýôåò ôéò óêÝøåéò, áëëÜ êáé ôïõò áíáãêáßïõò õðïëïãéóìïýò ðïõ èá ðáñáëåéöèïýí åäþ,
ç ãåíéêÞ ëýóç Rg(r) ôçò ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (15.2.54) Þ (15.2.55) åßíáé ôåëéêÜ ç åîÞò:

Rg(r) = C1 J0(âr) + C2Y0(âr) + C3 I0(âr) + C4K0(âr). (15.2.56)

Ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç Ý÷åé öõóéêÜ ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ôéò C1, C2, C3 êáé C4. Ôïýôï åßíáé
åýëïãï, åðåéäÞ ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (15.2.54) Þ êáëýôåñá (15.2.55) åßíáé åäþ ôåôÜñôçò ôÜîåùò
êáé ü÷é äåõôÝñáò ôÜîåùò, üðùò Þôáí óôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ ìå ôç ìåìâñÜíç.

Áí ôþñá óôç èÝóç ôçò äáêôõëéïåéäïýò ðëÜêáò (Ó÷Þìá Á15.3â) Ý÷ïõìå áðëÜ ìéá êõêëéêÞ ðëÜêá
(Ó÷Þìá Á15.3á), ôüôå ïé áðåéñéóìïß ôùí äýï óõíáñôÞóåùí Bessel äåõôÝñïõ åßäïõò Y0(âr) êáé K0(âr)
óôï êÝíôñï r = 0 ôçò ðëÜêáò äåí åßíáé âÝâáéá áðïäåêôïß áðü öõóéêÞò áðüøåùò áðü ôïí Ðïëé-
ôéêü Ìç÷áíéêü. (Óçìåéþíåôáé üôé ïé äýï áõôïß áðåéñéóìïß åßíáé åìöáíåßò óôéò ó÷åôéêÝò ãñáöéêÝò
ðáñáóôÜóåéò ôïõ Ó÷Þìáôïò A15.2 êáé Ý÷ïõí áíáöåñèåß åðßóçò óôéò ó÷Ýóåéò (15.2.44).) ÅðïìÝíùò
ðñÝðåé íá éó÷ýåé C2 = C4 = 0 êáé ç ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç Rg(r) ðáßñíåé ôç ìåñéêüôåñç ìïñöÞ ôçò

Rp(r) = C1 J0(âr) + C3 I0(âr). (15.2.57)

Ó’ áõôÞí õðåéóÝñ÷ïíôáé ôþñá äýï ìüíï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò: ç C1 êáé ç C3. Ç ëýóç áõôÞ åßíáé
ðåðåñáóìÝíç ãéá r = 0. Ôïýôï åßíáé åðßóçò åìöáíÝò áðü ôï Ó÷Þìá Á15.2 êáé ôéò ó÷Ýóåéò (15.2.44).

A15.2.8.4. Ëõãéóìüò óôýëïõ áðü ôçí åðßäñáóç ôïõ âÜñïõò ôïõ (õðü ôï ßäéï âÜñïò)

ÁõôÞ åßíáé ç ôÝôáñôç êáé ôåëåõôáßá åöáñìïãÞ ôùí óõíáñôÞóåùí Bessel óå ðñïâëÞìáôá ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Åäþ áíáöåñüìáóôå óôï ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý åíüò óôýëïõ (Þ ñÜâäïõ
Þ õðïóôõëþìáôïò) ýøïõò L õðü ôçí åðßäñáóç ôïõ âÜñïõò ôïõ, õðü ôï ßäéï âÜñïò óýìöùíá ìå ôçí
ïñïëïãßá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ï óôýëïò áõôüò èåùñåßôáé üôé åßíáé ðáêôùìÝíïò óôï êÜôù
Üêñï ôïõ x = 0, åíþ åßíáé åëåýèåñïò óôï ðÜíù Üêñï ôïõ x = L: åßíáé Ýíáò ìïíüðáêôïò óôýëïò.

Ôï ðñüâëçìá áõôü ðåñéãñÜöåôáé êáé åðéëýåôáé áíáëõôéêÜ óôï êëáóéêü óýããñáììá ôùí Timo-
shenko, S. P andGere, J.M (1961), Theory of Elastic Stability (Èåùñßá ÅëáóôéêÞò ÅõóôÜèåéáò). McGraw-
Hill, New York, 2ç Ýêäïóç, 1961 (1ç Ýêäïóç ôï 1936) óôçí Åíüôçôá 2.12. Óôç ó÷åôéêÞ âéâëéïãñáößá
áíáöÝñåôáé üôé ôï ðñüâëçìá áõôü ôï Ýèåóå ðñþôïò ï Euler, áëëÜ ôï Ýëõóå ðñþôïò ï Greenhill
ôï 1881 ìå ôç ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùí Bessel. ÐÜñá ðïëý óõíïðôéêÜ ç ëýóç ôïõ åßíáé ç áêüëïõèç:
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ÈÝôïõìå ñ ôçí ðõêíüôçôá ôïõ õëéêïý ôïõ óôýëïõ êáé Á ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò ôïõ, ðïõ
õðïôßèåôáé óôáèåñü êáôÜ ìÞêïò ôïõ. ÅðïìÝíùò ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ôïõ óôýëïõ èá åßíáé ñÁ
êáé ôï ãñáììéêü åéäéêü âÜñïò ôïõ ñÁg ìå g ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò. Åðßóçò èÝôïõìå Å
ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò ôïõ óôýëïõ êáé É ôç ñïðÞ áäñáíåßáò ôçò äéáôïìÞò ôïõ (ãéá ëõãéóìü ôçí
åëÜ÷éóôç ñïðÞ áäñáíåßáò). ¢ñá EI èá åßíáé ç äõóêáìøßá ôïõ. (Ïé ðÝíôå ðïóüôçôåò ñ, Á, Å, É êáé g
èåùñïýíôáé ãíùóôÝò. Äçëþíïõìå ôþñá ìå v(x) ôï âÝëïò êÜìøåùò ôïõ óôýëïõ óôçí ðåñßðôùóç
ëõãéóìïý ôïõ êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç ãíùóôÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç EIv′′(x) = M(x). Óôçí åîßóùóç
áõôÞ M(x) åßíáé ç êáìðôéêÞ ñïðÞ êáôÜ ôï ýøïò ôïõ óôýëïõ: 0 ≤ x ≤ L. ÁõôÞ ïöåßëåôáé áðëÜ óôï
âÜñïò ôïõ. ÔåëéêÜ óôï ðáñüí ðñüâëçìá ëõãéóìïý ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò

EIv′′′(x) = −ñÁg (L − x)v′(x). (15.2.58)

Ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò ìå ìåôáâëçôïýò óõíôåëåóôÝò
åîáéôßáò ôçò ðáñïõóßáò ôïõ ðáñÜãïíôá L− x óôï óõíôåëåóôÞ ñÁg(L− x) ôïõ v′(x) óôï äåîéü ìÝëïò.

Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùí Bessel åßíáé áíá-
ãêáßá ç áëëáãÞ áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò ìå ôçí åéóáãùãÞ ôçò âïçèçôéêÞò ìåôáâëçôÞò

î = 2
3

√
ñÁg
ÅÉ

(L − x)3 , (15.2.59)

ðïõ öÝñíåé ôá ðÜíù êÜôù. ÄçëáäÞ ôï åðÜíù, ôï åëåýèåñï Üêñï ôïõ óôýëïõ x = L áíôéóôïé÷åß
ôþñá óôï óçìåßï î = 0 áõôÞò ôçò âïçèçôéêÞò ìåôáâëçôÞò î, áöïý L − L = 0 óôïí üñï (L − x)3.

ÌåôÜ ôïõò áíáãêáßïõò õðïëïãéóìïýò, ðïõ ôïõò ðáñáëåßðïõìå, ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (15.2.58)
ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

v̂′′′(î) + 1
î
v̂′′(î) +

(
1 − 1

9î2

)
v̂′(î) = 0 (15.2.60)

öõóéêÜ ìå v̂(î) ≡ v(x). (Óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï öõóéêü óçìåßï ôïõ óôýëïõ v åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò
ìåôÜ ôï ëõãéóìü åßôå åêöñÜæåôáé óáí v(x) åßôå óáí v̂(î).) Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò
áíÜãåôáé ðñïöáíþò óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò áðëÜ èÝôïíôáò w(î) := v̂′(î).
¸ôóé ðáßñíåé ôçí ðáñáðëÞóéá ìïñöÞ ôçò

w′′(î)+1
î
w′(î)+

(
1 − 1

9î2

)
w(î)=0, éóïäýíáìá î2w′′(î)+îw′(î)+

(
î2 − 1

32

)
w(î)=0. (15.2.61)

Ðáñáôçñïýìå üìùò ðùò ôþñá Ý÷ïõìå êáôáëÞîåé óôçí áñ÷éêÞ åîßóùóç Bessel (15.2.1), áëëÜ
åäþ êëáóìáôéêÞò ôÜîåùò: í = 1

3 . Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò wg(î) ìáò åßíáé ãíùóôÞ áðü ôç ó÷Ýóç (15.2.4)

wg(î) = C1 J 1
3
(î) + C2 J− 1

3
(î). (15.2.62)

ÅðåéäÞ ç ôÜîç í ôçò åîéóþóåùò Bessel äåí åßíáé áêÝñáéç: åäþ åßíáé êëáóìáôéêÞ: í = 1
3 , åðéôñÝðåôáé

íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (15.2.4) ôçò åîéóþóåùò Bessel áíôß ãéá ôç óõíçèÝóôåñç (êáé
ãåíéêüôåñç: éó÷ýåé ãéá êÜèå ôÜîç í) ãåíéêÞ ëýóç ôçò (15.2.23). Ôçí ðñïôéìÜìå ìÜëéóôá óôï ðáñüí
ðñüâëçìá ëõãéóìïý óôýëïõ ðïõ åîåôÜæïõìå ôç ãåíéêÞ ëýóç (15.2.62) åîáéôßáò ôùí óõíïñéáêþí
óõíèçêþí óôá äýï Üêñá x = 0 (óôï ðáêôùìÝíï Üêñï) êáé x = L (óôï åëåýèåñï Üêñï) ôïõ óôýëïõ.

Áðü ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç M(L) = 0 ìçäåíéêÞò êáìðôéêÞò ñïðÞò óôï åëåýèåñï Üêñï ôïõ
óôýëïõ x = L ðñïêýðôåé ìåôÜ áðü êÜðïéïõò õðïëïãéóìïýò (ü÷é áìÝóùò!) üôé ç óôáèåñÜ C1 óôçí
ðáñáðÜíù ãåíéêÞ ëýóçwg(î) ðñÝðåé íá ìçäåíßæåôáé. ¢ñá ç ëýóç ìáò ðáßñíåé ôç ìåñéêüôåñç ìïñöÞ

wg(î) = C2 J− 1
3
(î), (15.2.63)

ðïõ áñêåôÜðáñÜäïîáðåñéÝ÷åé áðïêëåéóôéêÜ ôç óõíÜñôçóç Bessel Jí(x) áñíçôéêÞò ôÜîåùò í = − 1
3 .

(Å êáé ôß íá êÜíïõìå; Óõìâáßíïõí êáé ðáñÜäïîá ðñÜãìáôá óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, üôáí ôéò ÷ñç-
óéìïðïéïýìå óå ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ!)
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Êáé ç äåýôåñç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ôþñá: ç óõíèÞêç ðáêôþóåùò óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ
óôýëïõ ãéá ìçäåíéêÞ óôñïöÞ ôïõ è(0) = 0 óôçí ðÜêôùóç. ÁõôÞ ìáò áíáãêÜæåé íá äå÷èïýìå üôé

wg(î0) = 0, ïðüôå J− 1
3
(î0) = 0 ìå î0 = 2

3

√
ñÁg
ÅÉ

L3 , (15.2.64)

áöïý x = 0 óôçí áëëáãÞ áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò (15.2.59) óôï êÜôùÜêñï (óôçí ðÜêôùóç) x = 0.

Óêåöôüìáóôå ôþñá: åßíáé èåôéêÝò ïé ðïóüôçôåò ñ, Á, Å, É êáé L óôï óôýëï ìáò. (Ôï ßäéï âÝâáéá
êáé ç åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò: g > 0.) ¢ñá êáé ôï î0 åßíáé èåôéêü êé áõôü. ÅðïìÝíùò ç ìüíç
ðåñßðôùóç íá ëõãßóåé ï óôýëïò ìáò (åäþ õðü ôï ßäéï âÜñïò ôïõ) åßíáé íá ìçäåíéóèåß ç óõíÜñôçóç
Bessel ðñþôïõ åßäïõò J− 1

3
(î). Êé áöïý åßíáé óõíÜñôçóç Bessel ðñþôïõ åßäïõò, ìçäåíßæåôáé óô’ áëÞ-

èåéá, áêñéâþò üðùò êáé ïé óõíáñôÞóåéò J0(x) êáé J1(x) óôéò äýï ðñþôåò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò
ôïõ Ó÷Þìáôïò Á15.2. ¸÷åé ìÜëéóôá Üðåéñåò ñßæåò ç óõíÜñôçóç Bessel ðñþôïõ åßäïõò J− 1

3
(î) ðïõ

ðñïÝêõøå. Áëë’ áð’ áõôÝò áóöáëþò ìüíï ç ðñþôç ñßæá x1 åíäéáöÝñåé åäþ ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü,
áõôÞ åßíáé ôï î0, ãéáôß ì’ áõôÞ èá ãßíåé ï ðñþôïò ëõãéóìüò ôïõ óôýëïõ, ï «êñßóéìïò» ëõãéóìüò ôïõ.

Ç ñßæá ôçò x1 (åäþ ìå î0 = x1) ðñïêýðôåé åýêïëá áñéèìçôéêÜ (åäþ ìå ôç Mathematica) êáé åßíáé

î0 = x1 ≈ 1.86635 08588 73895 17155 ≈ 1.86635 ìå J− 1
3
(x1) = 0. (15.2.65)

Ãé’ áõôÞí ôçí ôéìÞ î0 = x1 ðëçñïýôáé ç óõíèÞêç (15.2.64) ãéá ôïí ðñþôï (ôïí êñßóéìï) ëõãéóìü ôïõ
óôýëïõ õðü ôçí åðßäñáóç ìïíÜ÷á ôïõ âÜñïõò ôïõ. ÎáíáãñÜöïõìå ôç óõíèÞêç áõôÞ óôç ìïñöÞ

2
3

√
ñÁg
ÅÉ

L3 = x1 ≈ 1.86635. (15.2.66)

ËýíïíôÜò ôçí ôþñá ùò ðñïò ôï ìÞêïò L ôïõ óôýëïõ, ç êñßóéìç ôéìÞ ôïõ Lcr ðáßñíåé ôçí åîÞò ìïñöÞ:

Lcr ≈ 1.98635 3

√
EI

ñÁg
≈ 2 3

√
EI

ñÁg
. (15.2.67)

¢ìá ôç öèÜóåé Ýíáò óõãêåêñéìÝíïò óôýëïò (ìå äåäïìÝíá ôç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôÜ ôïõ ñÁ êáé ôç
äõóêáìøßá ôïõ ÅÉ), å ôüôå ðÜåé, ëýãéóå ï óôýëïò õðü ôï ßäéï âÜñïò ôïõ, ÷ùñßò åîùôåñéêÞ öüñôéóç P.

➤ ÐáñáôÞñçóç A15.5: ÐáñïõóéÜæåé ßóùò åíäéáöÝñïí íá óõãêñßíïõìå ôï áðïôÝëåóìá (15.2.66)
ãéá ôï ëõãéóìü ôïõ ìïíüðáêôïõ óôýëïõ ìáò (ìå ðÜêôùóç--åëåýèåñï Üêñï) õðü ôü ßäéï âÜñïò ìå
ôï áíôßóôïé÷ï ãíùóôü ìáò áðïôÝëåóìá ëõãéóìïý ôïõ ßäéïõ óôýëïõ õðü ôçí åðßäñáóç ìüíï åîùôå-
ñéêïý èëéðôéêïý öïñôßïõ P. (Óôç äåýôåñç áõôÞ ðåñßðôùóç, ôçí ïðïßá ìåëåôÞóáìå åêôåíþò óôçí
ÐáñÜãñáöï Á9.1.4, ï óôýëïò èåùñåßôáé áâáñÞò.) Ðñïêýðôåé ï äéÜóçìïò ôýðïò ôïõ Euler (9.1.41)

Pcr = ð2EI
4L2

≈ 2.4674EI
L2

≈ 2.5EI
L2

(15.2.68)

ãéá ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr. (Õðåíèõìßæïõìå ðùò áõôü åßíáé ôï ìéêñüôåñï áðü üëá êáé
ôï ìïíáäéêü ðïõ Ý÷åé öõóéêÞ óçìáóßá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü!) Êé åäþ ôß ãßíåôáé ôþñá; Åäþ
ãéá ôç óýãêñéóç ìüíï èåùñïýìå ïëüêëçñï ôï âÜñïò ôïõ óôýëïõ, ðïõ åßíáé ðñïöáíþò W = ñÁgL:
ãñáììéêü åéäéêü âÜñïò ñÁg ôïõ óôýëïõ åðß ôï ýøïò ôïõ L. ×ñçóéìïðïéþíôáò ëïéðüí ôï âÜñïò W
ôïõ óôýëïõ, îáíáãñÜöïõìå ôïí ôýðï (15.2.66) ãéá ôïí ðñþôï, ôïí êñßóéìï ëõãéóìü ôïõ óôç ìïñöÞ

2L
3

√
W
ÅÉ

= x1 ≈ 1.86635. (15.2.69)

ÔåëéêÜ ëýíïõìå ùò ðñïò ôï âÜñïò W , äçëþíïíôÜò ôï ìÜëéóôá óáí Wcr: êñßóéìï âÜñïò ëõãéóìïý:

Wcr ≈ 7.8373ÅÉ
L2

≈ 7.8ÅÉ
L2

, ïðüôå
Wcr

Pcr
≈ 7.8373

2.4674
≈ 3.17634 ≈ 3.2 > 3. (15.2.70)

¸÷ïõìå ëïéðüí ðÜíù áðü ôñåéò öïñÝò áýîçóç ôïõ êñßóéìïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr ôïõ óôýëïõ ìáò,
üôáí óáí öïñôßï ëõãéóìïý äñá ôï ßäéï ôï âÜñïò ôïõWcr. Áõôü åßíáé êáôáíåìçìÝíï áðü ðÜíù ßóáìå
êÜôùêáôÜìÝóïí üñïðéï êïíôÜóôçíðÜêôùóç x = 0. Êé Ýôóéðñïöáíþòäõó÷åñáßíåôáé ï ëõãéóìüò!
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A16
Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ ÓÅÉÑÙÍ FOURIER:

ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÉ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Ïé óåéñÝò Fourier áðïôåëïýí Ýíá ðïëý ÷ñÞóéìï åñãáëåßï óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ åêöñÜ-
æïíôáò ìéá ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç f (x) ìå ðåñßïäï Ô êáé èåìåëéþäç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù1 = 2ð/Ô
ìå ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ ìå Üðåéñïõò óõíçìéôïíéêïýò êáé çìéôïíéêïýò üñïõò ìå êõêëéêÝò óõ÷íü-
ôçôåò nù1 (n = 0, 1, 2, . . . ). Ïé óåéñÝò Taylor óå Ýíá óçìåßï x0, ðïõ Þäç ôéò ãíùñßæïõìå (ìå åéäéêÞ
ðåñßðôùóÞ ôïõò ôéò óåéñÝò Maclaurin), åßíáé êëáóéêÝò äõíáìïóåéñÝò ìå Üðåéñïõò üñïõò ôçò ìïñöÞò
[f (n)(x0)/n!] (x − x0)n. Áðáéôïýí Ýôóé ôç äéáèåóéìüôçôá êáé ôïí õðïëïãéóìü ôçò óõíáñôÞóåùò f (x),
áëëÜ êáé ôùí ðáñáãþãùí ôçò f (n)(x) (ðïõ õðïôßèåôáé üôé õðÜñ÷ïõí êáé åßíáé ëßãï--ðïëý åýêïëï íá
õðïëïãéóèïýí) óôï óçìåßï x0. Ó’ áõôÝò âáóßæåôáé üëç ç óåéñÜ Taylor (Þ Maclaurin ãéá x0 = 0).

Áíôßèåôá ïé óåéñÝò Fourier åßíáé ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò ìåðåñßïäï T ßäéá ìå åêåßíç ôçòðåñéïäéêÞò
óõíáñôÞóåùò f (x) óôçí ïðïßá áíôéóôïé÷ïýí (êáé óôçí ïðïßá óõíÞèùò óõãêëßíïõí) ìå ðëçñïöïñßåò
ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò ëáìâáíüìåíåò ü÷é áðü Ýíá ìåìïíùìÝíï óçìåßï x0, áëë´ áðü ïëüêëçñï ôï
äéÜóôçìá [0, T ] (Þ [−Ô /2, Ô /2] ) ôçò ðåñéüäïõ ôçò óõíáñôÞóåùò f (x). Ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí óåéñþí
Fourier äåí áðáéôåß ðáñáãùãßóåéò, áëë’ ïëïêëçñþóåéò ôçò óõíáñôÞóåùò f (x) åðß ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ
óõíÜñôçóç cos nù1x Þ sin nù1x óôï äéÜóôçìá [0, Ô ] ïëüêëçñçò ôçò ðåñéüäïõ ôçò óõíáñôÞóåùò f (x).

Åßíáé ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìåò ïé óåéñÝò Fourier ãéá ôçí ðáñÜóôáóç ðåñéïäéêþí óõíáñôÞóåùí f (x)
(ìå ðåñßïäï Ô) ìå áíÜëõóÞ ôïõò óå áñìïíéêÝò óõíéóôþóåò. ×ñçóéìïðïéïýíôáé ôüóï ïé êëáóéêÝò
ôñéãùíïìåôñéêÝò óåéñÝò Fourier üóï êáé ïé éóïäýíáìÝò ôïõò ìéãáäéêÝò Þ åêèåôéêÝò óåéñÝò Fourier.
(ÕðÜñ÷ïõí åðßóçò êáé ïé óõíçìéôïíéêÝò êáé ïé çìéôïíéêÝò óåéñÝò Fourier ðïëý ÷ñÞóéìåò êáé áõôÝò óå
åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò.) ÅéäéêÜ óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t ìéá óõíÜñôçóç p(t) áíáëýåôáé ìå ôéò óåéñÝò
Fourier óå áñìïíéêÝò óõíéóôþóåò êáé ôïýôï ìáò äéåõêïëýíåé óôçí åýñåóç ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò ôçò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ éó÷ýåé óå Ýíá ìç÷áíéêü óýóôçìá. Ôçí åíäéáöÝñïõóá áõôÞ
åöáñìïãÞ óôéò Ôáëáíôþóåéò èá ôçí åîåôÜóïõìå ëåðôïìåñþò óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á17.

Ïé óåéñÝò Fourier Ý÷ïõí åöáñìïãÝò óå ðñïâëÞìáôá ôáëáíôþóåùí ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå óõíÞ-
èåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t. Ïé ßäéåò óåéñÝò åßíáé åðéðëÝïí
åîáéñåôéêÜ ÷ñÞóéìåò êáé óå ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí óå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñá-
ãþãïõò, ü÷é ìüíï ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, áëëÜ, êõñßùò, ùò ðñïò ôç èÝóç x (óõ÷íÜ êáé ôç èÝóç y) óáí
áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. ÔÝôïéåò åöáñìïãÝò èá åîåôáóèïýí óôï åðüìåíï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ. Ðñïò ôï ðáñüí èá ðåñéïñéóèïýìå óôç èåùñßá ôùí óåéñþí Fourier ó’ áõôü ôï ÊåöÜ-
ëáéï Á16 êáé óôçí åöáñìïãÞ ôïõò óôï êëáóéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá
õðü ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t) óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á17. Ç èåùñßá ôùí óåéñþí Fourier âáóßæåôáé
óôéò ïñèïãþíéåò óõíáñôÞóåéò, åéäéêüôåñá óôçí ïñèïãùíéüôçôá (Þ ïñèïãùíéêüôçôá) ôùí êëáóéêþí
ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï, Ýííïéåò ðïõ ðñÝðåé íá ïñßóïõìå ðñþôåò.
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A16.1. ÏÑÈÏÃÙÍÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

A16.1.1. Ïñéóìüò ôùí ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óôéò ïñèïãþíéåò óõíáñôÞóåéò, ðïõ áðïôåëïýí ôç âÜóç
ãéá ôç èåùñßá ôùí óåéñþí Fourier. Ãíùñßæïõìå Þäç üôé äýï äéáíýóìáôá A êáé B êáëïýíôáé ïñèï-
ãþíéá, åÜí ôï åóùôåñéêü ôïõò ãéíüìåíï A · B éóïýôáé ìå ìçäÝí: A · B = 0. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ôá
óõíçèéóìÝíá ìïíáäéáßá äéáíýóìáôá i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0) êáé k = (0, 0, 1) êáôÜ ôïõò Üîïíåò x, y
êáé z áíôßóôïé÷á óôéò ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z) óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò åßíáé ïñèïãþíéá
ìåôáîý ôïõò, äçëáäÞ i · j = j · i = 0, êëð.

ÊáôÜ êÜðïéïí ôñüðï áíÜëïãá äýï äéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x) êáé g(x) (f (x) �≡ g(x)) ôçò
ìåôáâëçôÞò x êáëïýíôáé ïñèïãþíéåò óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï Þ Üðåéñï äéÜóôçìá [a, b], åöüóïí∫ b

a
f (x) g(x) dx = 0 (16.1.1)

âÝâáéá ìå ôçíáõôïíüçôçðñïûðüèåóçüôé ôï ïëïêëÞñùìáõðÜñ÷åé. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ïé óõíáñ-
ôÞóåéò f (x) = x êáé g(x) = x2 (ðñïöáíþò f (x) �≡ g(x)) åßíáé ïñèïãþíéåò óôï äéÜóôçìá [−1, 1], åðåéäÞ∫ 1

−1
f (x) g(x) dx =

∫ 1

−1
x x2 dx =

∫ 1

−1
x3 dx = x4

4

∣∣∣∣
1

−1
= 1

4
− 1

4
= 0. (16.1.2)

Ôïýôï åßíáé âÝâáéá ðñïöáíÝò óôï äéÜóôçìá [−1, 1] ãéá ôçí ðåñéôôÞ óõíÜñôçóç x3 ðïõ ðñïÝêõøå.

Ç éäéüôçôá äýï óõíáñôÞóåùí íá åßíáé ïñèïãþíéåò ïíïìÜæåôáé ïñèïãùíéüôçôá (Þ ïñèïãùíé-
êüôçôá). ÁñêåôÝò öïñÝò Ý÷ïõìå ðïëëÝò êáé óõíÞèùò Üðåéñåò êáôÜ ôï ðëÞèïò óõíáñôÞóåéò fn(x)
(n = 0, 1, 2, . . . ) ðïõ åßíáé áíÜ äýï ïñèïãþíéåò ìåôáîý ôïõò óôï äéÜóôçìá [a, b], óõãêåêñéìÝíá
éó÷ýåé ç éäéüôçôá ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò)∫ b

a
fm(x) fn(x) dx = 0, m �= n. (16.1.3)

ÌéëÜìå ôüôå ãéá óýóôçìá (Þ óýíïëï) ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí.

ÌåñéêÝò öïñÝò ç ïñèïãùíéüôçôá äýï óõíáñôÞóåùí f (x) êáé g(x) ïñßæåôáé ìå ôç ãåíéêåõìÝíç
ó÷Ýóç ∫ b

a
w(x) f (x) g(x) dx = 0 (16.1.4)

(áíôß ãéá ôç âáóéêÞ ó÷Ýóç (16.1.1)). Åäþ õðåéóÝñ÷åôáé êáé ìéá ôñßôç óõíÜñôçóç: ç óõíÜñôçóç
âÜñïõò w(x). Ôïýôï óõìâáßíåé óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò óõóôçìÜôùí ïñèïãùíßùí ðïëõùíýìùí,
ð.÷. óôá ðïëõþíõìá Chebyshev Tn(x) (ðñþôïõ åßäïõò) êáé Un(x) (äåõôÝñïõ åßäïõò), óôá ïðïßá èá
áíáöåñèïýìå ðïëý óýíôïìá óôçí áìÝóùò åðüìåíç ðáñÜãñáöï.

A16.1.2. Ïñèïãþíéá ðïëõþíõìá

ÅéäéêÜ åÜí ðñüêåéôáé ãéá ðïëõþíõìá, ìéëÜìå ãéá óýóôçìá ïñèïãùíßùí ðïëõùíýìùí. Ãéá ðá-
ñÜäåéãìá, ôá ðïëõþíõìá Legendre Pn(x) (Åíüôçôá Á15.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á15) áðïôåëïýí óýóôçìá
ïñèïãùíßùí ðïëõùíýìùí óôï äéÜóôçìá [−1, 1] (÷ùñßò óõíÜñôçóç âÜñïõò: w(x) = 1), äçëáäÞ∫ 1

−1
Pm(x) Pn(x) dx = 0, m �= n. (16.1.5)

Ôçí éäéüôçôá ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí ðïëõùíýìùí Legendre ôçí îÝñïõìå Þäç áðü ôçí ÐáñÜ-
ãñáöï Á15.1.2 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á15. Ôá ðïëõþíõìá Legendre åßíáé ìåôáîý Üëëùí
ðÜñáðïëý ÷ñÞóéìá óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç ìåãÜëçòðïëõùíõìéêÞò áêñéâåßáò: 2n−1, ôçò ìå-
ãáëýôåñçò äõíáôÞò: êáíüíáò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre. ¸÷ïõìå áíáöåñèåß êáé
óôïí êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò Gauss--Legendre óôçí ÐáñÜãñáöï Á15.1.4. Ç áñéèìçôéêÞ
ïëïêëÞñùóç áðïôåëåß ôìÞìá ôïõ ìáèÞìáôïò ÁñéèìçôéêÝò ÌÝèïäïé ôïõ 3ïõ ÅîáìÞíïõ Óðïõäþí.
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ÁíÜëïãá êáé ôá ðïëõþíõìá Chebyshev ðñþôïõ åßäïõò Tn(x) êáé äåõôÝñïõ åßäïõò Un(x) áðïôå-
ëïýí êáé áõôÜ äýï ÷ùñéóôÜóõóôÞìáôáïñèïãùíßùíðïëõùíýìùíóôï ßäéï âáóéêü äéÜóôçìá [−1, 1].
Ôþñá üìùò ïé óõíáñôÞóåéò âÜñïõò åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò wT (x) = 1/

√
1 − x2 êáé wU(x) = √

1 − x2

áíôßóôïé÷á ìÝóá óôá ïëïêëçñþìáôá, äçëáäÞ∫ 1

−1

1√
1 − x2

Tm(x) Tn(x) dx = 0, m �= n, (16.1.6)

∫ 1

−1

√
1 − x2 Um(x)Un(x) dx = 0, m �= n. (16.1.7)

Êáé ôá ðïëõþíõìá Chebyhev Tn(x) êáé Un(x) åßíáé ÷ñÞóéìá óôéò åöáñìïãÝò. Ôá ðñþôá, ôá Tn(x),
êõñßùò óå ðïëõùíõìéêÝò ðñïóåããßóåéò óõíáñôÞóåùí óôï äéÜóôçìá [−1, 1]. Êáé ôá ìåí, ôá Tn(x),
êáé ôá äå, ôá Un(x), óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò ôéò áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞóåéò âÜñïõò.
Åðßóçò êáé óôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðïõ áöïñïýí óå éäéïìïñößåò,
üðùò óôá Üêñá ñùãìþí Þ ëåðôþí åãêëåéóìÜôùí (óôç Ìç÷áíéêÞ ôçò Èñáýóåùò êáé óôç Ìç÷áíéêÞ
ôùí Õëéêþí) Þ ëåðôþí åìðïäßùí óôç ìüíéìç (óôáèåñÞ) ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý (óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ
Þ Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí).

ÕðÜñ÷ïõí öõóéêÜ êáé Üëëá ìáèçìáôéêÜ åíäéáöÝñïíôá êáé ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìá óõóôÞìáôá ïñ-
èïãùíßùí ðïëõùíýìùí. ÔÝôïéá åßíáé, ð.÷., ôá êëáóéêÜ ïñèïãþíéá ðïëõþíõìá Laguerre Ln(x) êáé
HermiteHn(x) ìå óõíáñôÞóåéò âÜñïõòwL(x) = e−x (óôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞)) êáéwH(x) = e−x2

(óôï Üðåéñï äéÜóôçìá ( − ∞,∞)) áíôßóôïé÷á êáé ó÷åôéêÝò éäéüôçôåò ïñèïãùíéüôçôáò∫ ∞

0
e−x Lm(x) Ln(x) dx = 0, m �= n, (16.1.8)

∫ ∞

−∞
e−x2 Hm(x)Hn(x) dx = 0, m �= n, (16.1.9)

åðßóçò áíôßóôïé÷á. Åíôïýôïéò äå èá åðåêôáèïýìå óôï èÝìá áõôü. Èá ìåôáöåñèïýìå áìÝóùò
óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï (cosine) êáé çìßôïíï (sine), ðïõ êé áõôÝò ðëçñïýí
ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò. Ôïýôï èá ôï äéáðéóôþóïõìå óôçí áìÝóùò åðüìåíç ðáñÜãñáöï.

A16.1.3. Ïñèïãùíéüôçôá óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï

Ôç âÜóç ãéá ôéò óåéñÝò Fourier ôçí áðïôåëïýí ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï
(cosine, óýìâïëï cos) êáé çìßôïío (sine, óýìâïëï sin). Ãéá ôéò óõíçìéôïíéêÝò óõíáñôÞóåéò cos nx ìå
ôï n ìç áñíçôéêü áêÝñáéï áñéèìü (n = 0, 1, 2, . . . ) èá áðïäåßîïõìå ôçí éäéüôçôá ïñèïãùíéüôçôáò
óôï äéÜóôçìá [−ð,ð], äçëáäÞ üôé∫ ð

−ð
cosmx cos nx dx = 0, m �= n, m, n = 0, 1, 2, . . . , (16.1.10)

ãéá êÜèå æåýãïò (m, n) äéáöïñåôéêþí êáé ìç áñíçôéêþí áêÝñáéùí áñéèìþí. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò
éäéüôçôáò áõôÞò èá âáóéóèïýìå óôïõò ãíùóôïýò ôñéãùíïìåôñéêïýò ôýðïõò

cos (á + â) = cosá cosâ − siná sinâ, (16.1.11)

cos (á − â) = cosá cosâ + siná sinâ. (16.1.12)

ÐñïóèÝôïíôáò êáé áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôïõò ôýðïõò áõôïýò, áðïäåéêíýïõìå ôïõò åðßóçò
ðïëý ãíùóôïýò ôýðïõò ôçò Ôñéãùíïìåôñßáò ãéá ôç ìåôáôñïðÞ ãéíïìÝíùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõ-
íáñôÞóåùí (åßôå óõíçìéôüíùí åßôå çìéôüíùí) óå áèñïßóìáôá

cosá cosâ = 1
2
[cos (á − â) + cos (á + â)], (16.1.13)

siná sinâ = 1
2
[cos (á − â) − cos (á + â)]. (16.1.14)
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Åéäéêüôåñá ãéá â = á, ïé ðéï ðÜíù ôñéãùíïìåôñéêïß ôýðïé áðëïðïéïýíôáé óôéò ìïñöÝò

cos2 á = 1 + cos 2á
2

, (16.1.15)

sin2 á = 1 − cos 2á
2

. (16.1.16)

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò èåìåëéþäïõò éäéüôçôáò ôçò ïñèïãùíéüôçôáò (16.1.10) ôùí óõóôçìÜôùí
(Þ óõíüëùí) ôùí óõíáñôÞóåùí cos nx (n = 0, 1, 2, . . . ) ÷ñçóéìïðïéïýìå ôþñá ôïí ôñéãùíïìåôñéêü
ôýðï (16.1.13). AíÜãïõìå Ýôóé óôçí ðñïò áðüäåéîç éäéüôçôá (16.1.10) ôï ãéíüìåíï ôùí óõíçìéôü-
íùí óå Üèñïéóìá êáé åêôåëïýìå åýêïëá ôçí ïëïêëÞñùóç. ÓõãêåêñéìÝíá, õðïèÝôïíôáò üôé m �= n
(áëëéþò äå èá åß÷áìå äýï óõíáñôÞóåéò, èá åß÷áìå ìüíï ìßá óõíÜñôçóç), ïðüôå m − n �= 0, Ý÷ïõìå∫ ð

−ð
cosmx cos nx dx = 1

2

∫ ð

−ð
[cos (m + n)x + cos (m − n)x] dx

=
[
sin (m + n)x
2(m + n)

+ sin (m − n)x
2(m − n)

]ð
−ð

= sin (m + n)ð
2(m + n)

+ sin (m − n)ð
2(m − n)

− sin[(m + n)( − ð)]
2(m + n)

− sin[(m − n)( − ð)]
2(m − n)

= sin (m + n)ð
m + n

+ sin (m − n)ð
m − n

= 0 + 0 = 0, m �= n, m, n = 0, 1, 2, . . . . (16.1.17)

Ôïýôï éó÷ýåé, åðåéäÞ sin kð = 0 ãéá êÜèå áêÝñáéï áñéèìü k, åäþ ãéá k = m + n êáé k = m − n.

Áðïäåßîáìå óõíåðþò üôé ïé óõíáñôÞóåéò

cos 0x = 1, cos x, cos 2x, cos 3x, cos 4x, . . . , cos nx, . . . (16.1.18)

áðïôåëïýí Ýíá óýóôçìá (Þ óýíïëï) ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí óôï äéÜóôçìá [−ð,ð].

ÖõóéêÜ, áím = n, ðñüêåéôáé ãéá ôçí ßäéá óõíÜñôçóç êáé äå íïåßôáé, äåí éó÷ýåé ç ïñèïãùíéüôçôá
(Þ ïñèïãùíéêüôçôá). Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ãéá m = n = 0 Ý÷ïõìå f (x) = g(x) = cos 0x = 1, ïðüôå∫ ð

−ð
cos2 0x dx =

∫ ð

−ð
1 dx = x

∣∣ð−ð = ð − ( − ð) = 2ð, m = n = 0, (16.1.19)

åýëïãá Ýíá ìç ìçäåíéêü áðïôÝëåóìá: 2ð. Åðßóçò ãéá m = n > 0 (ìå m = n = 1, 2, . . . ) Ý÷ïõìå
áíÜëïãá ∫ ð

−ð
cosmx cos nx dx =

∫ ð

−ð
cos2 nx dx =

∫ ð

−ð

1 + cos 2nx
2

dx

= 1
2

∫ ð

−ð
dx + 1

2

∫ ð

−ð
cos 2nx dx = 2ð

2
+ 1

2
sin 2nx

2n

∣∣∣∣
ð

−ð

= ð + 0 = ð, m = n = 1, 2, . . . , (16.1.20)

Ý÷ïíôáò ÷ñçóéìïðïéÞóåé êáé ôïí êëáóéêü ôñéãùíïìåôñéêü ôýðï (16.1.15) ìå á = nx. Ôï ìç ìçäåíéêü
áðïôÝëåóìáðñïÝêõøå ôþñá (ãéám = n > 0) ßóï ìåð áíôß 2ð óôïí ôýðï (16.1.19) (ãéám = n = 0).

Ìðïñïýìå ðëÝïí íá ðñï÷ùñÞóïõìå êáé óôï ãåíéêüôåñï äéÜóôçìá [−L, L] (L > 0) áíôß ãéá ôï
äéÜóôçìá [−ð,ð] ðïõ åß÷áìå ìÝ÷ñé ôþñá èåùñþíôáò ôï ëßãï ãåíéêüôåñï óýóôçìá óõíçìéôïíéêþí
óõíáñôÞóåùí cos (nðx/L) (ìå n = 0, 1, 2, . . . ), äçëáäÞ

cos
0ðx
L

= 1, cos
ðx
L

, cos
2ðx
L

, cos
3ðx
L

, cos
4ðx
L

, . . . , cos
nðx
L

, . . . . (16.1.21)
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Ðñüêåéôáé êáé ðÜëé (óôç ãåíßêåõóç áõôÞ) ãéá óýóôçìá ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí, áëëÜ ôþñá
óôï ãåíéêüôåñï äéÜóôçìá [−L, L], óõãêåêñéìÝíá

∫ L

−L
cos

mðx
L

cos
nðx
L

dx = 0, m �= n, m, n = 0, 1, 2, . . . . (16.1.22)

Ç áðüäåéîç åßíáé åíôåëþò áíÜëïãç ìå ôçí áðüäåéîç (16.1.17) ãéá ôï áðëïýóôåñï äéÜóôçìá [−ð,ð]
êáé ðáñáëåßðåôáé. Åíôåëþò áíÜëïãç éäéüôçôá ïñèïãùíéüôçôáò éó÷ýåé êáé ãéá ôéò çìéôïíéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò sin (nðx/L) (ìå n = 1, 2, 3, . . . ). (Ç ðåñßðôùóç n = 0 åßíáé ôåôñéììÝíç, åðåéäÞ sin 0 = 0.) Êáé
ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò éó÷ýåé ï åîÞò ôýðïò ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò):

∫ L

−L
sin

mðx
L

sin
nðx
L

dx = 0, m �= n, m, n = 1, 2, 3, . . . , (16.1.23)

ðïõ åßíáé áðüëõôá áíÜëïãïò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôýðïõ (16.1.22) ãéá ôéò óõíçìéôïíéêÝò óõíáñôÞóåéò.

Ìå áíÜëïãï ôñüðï (ìå ìåôáôñïðÞ ôïõ ãéíïìÝíïõ ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí óå Üèñïé-
óìá) ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß êáé ç áêüëïõèç éäéüôçôá ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò):

∫ L

−L
cos

mðx
L

sin
nðx
L

dx = 0, m = 0, 1, 2, . . . , n = 1, 2, 3, . . . . (16.1.24)

Ôþñá Ý÷ïõìå ìéá óõíçìéôïíéêÞ óõíÜñôçóç ïñèïãþíéá ìå ìéá çìéôïíéêÞ óõíÜñôçóç ÷ùñßò ðëÝïí
ôïí ðåñéïñéóìü m �= n. (ÅéäéêÜ üìùò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ äå ìðïñïýìå íá ìéëÜìå ãéá óýóôçìá
ïñèïãùíßùí óõíáñôÞóåùí.)

ÖõóéêÜ óôçí ðïëý åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ m = n ôá ïëïêëçñþìáôá (16.1.22) êáé (16.1.23)
äå ìçäåíßæïíôáé: Ý÷ïõìå ôüôå ôçí ßäéá óõíÜñôçóç, ü÷é äéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò, êáé ðñïöáíþò
äåí éó÷ýåé ç ïñèïãùíéüôçôá. Óôçí åéäéêÞ, áëëÜ êáé ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìç, áõôÞ ðåñßðôùóç åýêïëá
äéáðéóôþíïõìå ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí ôýðùí (16.1.15) êáé (16.1.16) üôé

∫ L

−L
cos2

nðx
L

dx = 1
2

∫ L

−L

(
1 + cos

2nðx
L

)
dx = 1

2
(2L + 0) = L, n = 1, 2, 3, . . . , (16.1.25)

∫ L

−L
sin2 nðx

L
dx = 1

2

∫ L

−L

(
1 − cos

2nðx
L

)
dx = 1

2
(2L + 0) = L, n = 1, 2, 3, . . . . (16.1.26)

Ðñïöáíþò ãéá n = 0, ïðüôå cos (nðx/L) = cos (0ðx/L) = 1, ï ôýðïò (16.1.25) ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç
áðëïýóôáôç ìïñöÞ: ∫ L

−L
1 dx = 2L (16.1.27)

ìå 2L êáé ü÷é L óôï áðïôÝëåóìá.

Óôçí åðßóçò åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ m = 0, ïé ôýðïé ïñèïãùíéüôçôáò (16.1.22) (ìå n > 0
ôþñá, ãéáôß õðïèÝóáìå üôé m = 0) êáé (16.1.24) áðëïðïéïýíôáé óôéò ìïñöÝò

∫ L

−L
cos

nðx
L

dx = 0, n = 1, 2, . . . , (16.1.28)

∫ L

−L
sin

nðx
L

dx = 0, n = 1, 2, . . . . (16.1.29)

ÂÝâáéá ïé ìïñöÝò áõôÝò ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí ðïëý åýêïëá êáé áíåîÜñôçôá: áðü ôçí áñ÷Þ.

Ìå âÜóç üëïõò áõôïýò ôïõò ôýðïõò (16.1.22) Ýùò (16.1.29) åßìáóôå ðëÝïí áðüëõôá Ýôïéìïé
(Ý÷ïõìå üëá ôá áðáñáßôçôá åöüäéá óå ôýðïõò), ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå ôç óåéñÜ Fourier fF(x). ÁõôÞ
åßíáé ìéá ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ (åííïåßôáé áðåßñùí üñùí) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ãíùóôÞ ðåñéïäéêÞ
óõíÜñôçóç f (x) ìå ðåñßïäï T = 2L êáé ìÜëéóôá óõíÞèùò óõãêëßíåé ó’ áõôÞ, äçëáäÞ fF(x) = f (x).
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A16.2. ÓÅÉÑÅÓ FOURIER

A16.2.1. Ç Ýííïéá ôçò óåéñÜò Fourier

Èåùñïýìå ìéá ãíùóôÞ (êáé öõóéêÜ ïñéóìÝíç êáé ìïíüôéìç) ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç f (x) ôçò ðñáã-
ìáôéêÞò ìåôáâëçôÞò x (−∞ < x < ∞) ìå ðåñßïäï T = 2L, ïðüôå ëüãù ôçò ðåñéïäéêüôçôáò

f (x + kT ) ≡ f (x + 2kL) = f (x), k = 0, ± 1, ± 2, . . . . (16.2.1)

Ç áíôßóôïé÷ç óåéñÜ Fourier fF(x) åßíáé ìéá ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ ðïõ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

fF(x) = a0 +
∞∑
n=1

(
an cos

nðx
L

+ bn sin
nðx
L

)
. (16.2.2)

(Ï üñïò a0 áíôéóôïé÷åß óôï óõíçìéôïíéêü üñï ìå n = 0, ïðüôå cos (0ðx/L) = 1, üðùò ðñïáíáöÝ-
ñáìå.) Ï çìéôïíéêüò üñïò ìå n = 0 áðëÜ äåí õðÜñ÷åé, ãéáôß sin (0ðx/L) = 0. Äåí Ý÷åé åðßóçò êáíÝíá
íüçìá íá áíáöåñüìáóôå óå üñïõò ìå áñíçôéêÝò áêÝñáéåò ôéìÝò ôïõ äåßêôç n, åðåéäÞ îÝñïõìå üôé

cos
−nðx

L
= cos

nðx
L

êáé sin
−nðx

L
= − sin

nðx
L

. (16.2.3)

Ãéá ôçí ðéï ðÜíù óåéñÜ Fourier (16.2.2) åðéèõìïýìå áõôÞ íá óõìðßðôåé ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíÜñ-
ôçóç f (x), óôçí ïðïßá áíôéóôïé÷åß (ôïõëÜ÷éóôïí óôá óçìåßá óõíå÷åßáò ôçò f (x)). Ìå ôç óêÝøç áõôÞ
èá ðñïóäéïñßóïõìå ôïõò ðñïò ôï ðáñüí Üãíùóôïõò Üðåéñïõò óõíôåëåóôÝò an êáé bn ôçò óåéñÜò
Fourier (16.2.2). ÐñÝðåé åðïìÝíùò, èÝëïõìå êáôÜ ôï äõíáôüí íá éó÷ýåé

f (x) = a0 +
∞∑
n=1

(
an cos

nðx
L

+ bn sin
nðx
L

)
. (16.2.4)

ÄçëáäÞ èÝëïõìå ç óõíÜñôçóç f (x) êáé ç óåéñÜ Fourier ôçò fF(x) íá óõìðßðôïõí óôo ßäéï óçìåßï x
ó’ ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá [−L, L] ôçò ðåñéüäïõ Þ, ôïõëÜ÷éóôïí, ó÷åäüí ó’ ïëüêëçñï ôï äéÜóôçìá
áõôü. Ç óåéñÜ Fourier åßíáé ìéá óåéñÜ ìå Üðåéñïõò öõóéêÜ ôñéãùíïìåôñéêïýò (óõíçìéôïíéêïýò êáé
çìéôïíéêïýò) üñïõò ìå óõíôåëåóôÝò an êáé bn (ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier) ðñïò ðñïóäéïñéóìü.

A16.2.2. Ðñïóäéïñéóìüò ôùí óõíôåëåóôþí Fourier

Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óõíôåëåóôþí Fourier an êáé bn èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò éäéüôçôåò
ïñèïãùíéüôçôáò ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ áíáöÝñáìå óôçí ðñïðñïçãïýìåíç Ðá-
ñÜãñáöï A16.1.3. Ðéï óõãêåêñéìÝíá èá åêìåôáëëåõèïýìå êáôÜëëçëá ôéò éäéüôçôåò áõôÝò, þóôå íá
äçìéïõñãÞóïõìå áðü ôç óåéñÜ Fourier (16.2.4) áðëÝò åîéóþóåéò ìå Ýíá ìüíï Üãíùóôï êÜèå öïñÜ:
ôï óõíôåëåóôÞ a0 ãéá ôï óôáèåñü üñï, ôïõò óõíôåëåóôÝò an ãéá ôïõò óõíçìéôïíéêïýò üñïõò êáé ôïõò
óõíôåëåóôÝò bn ãéá ôïõò çìéôïíéêïýò üñïõò ôçò óåéñÜò Fourier fF(x).

ÎåêéíÜìå ìå ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ óõíôåëåóôÞ a0 óôï óôáèåñü üñï. Ðñïò ôï óêïðü áõôü
áðëÜ ïëïêëçñþíïõìå êáé ôá äýï ìÝëç ôçò ó÷Ýóåùò (16.2.4) áðü −L Ýùò L (óôï äéÜóôçìá [−L, L]
ìéáò ðåñéüäïõ Ô = 2L). Äå÷üìáóôå åðßóçò üôé ôï ïëïêëÞñùìá ôçò óåéñÜò óôï äåîéü ìÝëïò éóïýôáé
ìå ôï Üèñïéóìá ôùí åðß ìÝñïõò ïëïêëçñùìÜôùí. ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé∫ L

−L
f (x) dx =

∫ L

−L

[
a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

nðx
L

+ bn sin
nðx
L

)]
dx

= a0

∫ L

−L
1 dx +

∞∑
n=1

(
an

∫ L

−L
cos

nðx
L

dx + bn

∫ L

−L
sin

nðx
L

dx
)

= 2a0L, (16.2.5)

ãéáôß éó÷ýïõí êáé ïé ôýðïé (16.1.27), (16.1.28) êáé (16.1.29).
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Óôï äåîéü ìÝëïò õðÜñ÷åé ôþñá ìüíï ï óõíôåëåóôÞò a0 óáí Üãíùóôç ðïóüôçôá. Ëýíïíôáò ùò
ðñïò ôï óõíôåëåóôÞ áõôü, äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé

a0 = 1
2L

∫ L

−L
f (x) dx. (16.2.6)

¢ñá ðñüêåéôáé ãéá ôç ìÝóç ôéìÞ ôçò ðåñéïäéêÞò óõíáñôÞóåþò ìáò f (x) óôï äéÜóôçìá [−L, L] ìéáò
ðåñéüäïõ ôçò Ô = 2L.

Ðñïóäéïñßóáìå åðïìÝíùò ôï óõíôåëåóôÞ Fourier a0 óôç óåéñÜ Fourier (16.2.2) êáé, ó÷åäüí éóï-
äýíáìá (16.2.4), ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç f (x). ÅëÜ÷éóôá ðéï äýóêïëá åßíáé
ôá äýï åðüìåíá âÞìáôá. ÁõôÜ áöïñïýí óôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óõíôåëåóôùí Fourier an êáé bn

(ìå n = 1, 2, . . . ).

ÎåêéíÜìå îáíÜ áðü ôç âáóéêÞ ó÷Ýóç (16.2.4). ÐïëëáðëáóéÜæïõìå êáé ôá äýï ìÝëç ôçò åðß ôïí
ðáñÜãïíôá cos (mðx/L) (ìå m = 1, 2, . . . ) êáé ïëïêëçñþíïõìå óôï äéÜóôçìá [−L, L] ìéáò ðåñéüäïõ.
Äå÷üìáóôå êáé ðÜëé üôé óôï äåîéü ìÝëïò ìðïñïýìå íá áíôéóôñÝøïõìå ôç óåéñÜ ìåôáîý áèñïßóåùò
êáé ïëïêëçñþóåùò. ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé∫ L

−L
f (x) cos

mðx
L

dx =
∫ L

−L

[
a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

nðx
L

+ bn sin
nðx
L

)]
cos

mðx
L

dx

= a0

∫ L

−L
cos

mðx
L

dx +
∞∑
n=1

(
an

∫ L

−L
cos

mðx
L

cos
nðx
L

dx

+ bn

∫ L

−L
cos

mðx
L

sin
nðx
L

dx
)
, m = 1, 2, . . . . (16.2.7)

ÊÜðùò ðïëýðëïêç Ýêöñáóç! Êáé üìùò ëüãù ôùí ôýðùí (16.1.28) êáèþò êáé ôùí ó÷Ýóåùí
ïñèïãùíéüôçôáò (16.1.22) êáé (16.1.24) åßíáé óáöÝò üôé üëá, ìÜëëïí ó÷åäüí üëá, ôá ïëïêëçñþìáôá
óôï Üðåéñï Üèñïéóìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ìçäåíßæïíôáé. Åßðáìå ó÷åäüí üëá, ãéáôß ôï ïëïêëÞñùìá
ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï óõíçìéôïíéêü óõíôåëåóôÞ am (äçëáäÞ áõôü ìå n = m) äå ìçäåíßæåôáé, áêñéâþò
åðåéäÞ n = m. Åäþ ðñüêåéôáé ãéá ôçí ßäéá óõíçìéôïíéêÞ óõíÜñôçóç: cos (mðx/L) (äýï öïñÝò, óôï
ôåôñÜãùíï) êáé ü÷é ãéá äýï äéáöïñåôéêÝò ïñèïãþíéåò óõíáñôÞóåéò. Óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç
÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí ôýðï (16.1.25) (åäþ ìå m áíôß n) êáé ôåëéêÜ âñßóêïõìå üôé∫ L

−L
f (x) cos

mðx
L

dx = amL, m = 1, 2, . . . . (16.2.8)

Ðñïöáíþò, ëýíïíôáò ôþñá ùò ðñïò am, Ý÷ïõìå ôåëéêÜ

am = 1
L

∫ L

−L
f (x) cos

mðx
L

dx, m = 1, 2, . . . . (16.2.9)

Åýëïãá äåí õðÜñ÷åé ðéá êáìßá áðïëýôùò äõóêïëßá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï äåßêôç n (áíôß
ãéá ôï äåßêôç m) óôïõò ôýðïõò (16.2.9) ðñïóäéïñéóìïý ôùí óõíôåëåóôþí Fourier am Þ, áðüëõôá
éóïäýíáìá, an. (Áêñéâþò ïé ßäéïé óõíôåëåóôÝò åßíáé Üëëùóôå!) ¸ôóé ïé ôýðïé (16.2.9) ðáßñíïõí ôçí
ôåëéêÞ ôïõò ìïñöÞ

an = 1
L

∫ L

−L
f (x) cos

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . . (16.2.10)

¢ñá üëïé ïé óõíôåëåóôÝò Fourier an (n = 1, 2, . . . ) ôùí óõíçìéôïíéêþí üñùí óôç óåéñÜ Fourier (16.2.2)
åßíáé ðéá äéáèÝóéìïé ìÝóù ôùí ïëïêëçñùôéêþí áõôþí ôýðùí (16.2.10). Åðßóçò êáé ï óõíôåëåóôÞò
Fourier a0 Ý÷åé Þäç ðñïóäéïñéóèåß áðü ôïí ôýðï (16.2.6).

Ìå áðüëõôá áíÜëïãï ôñüðï åñãáóßáò ðñïêýðôïõí êáé ïé óõíôåëåóôÝò Fourier bn ôùí çìéôï-
íéêþí üñùí óôç óåéñÜ Fourier (16.2.2) (ó÷åäüí éóïäýíáìá (16.2.4)). Ðñïò ôï óêïðü áõôü áñêåß
íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå êáé ôá äýï ìÝëç ôçò ó÷Ýóåùò (16.2.4) åðß sin (mðx/L) (áíôß cos (mðx/L))
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ðÜëé ìå m = 1, 2, . . . êáé íá ïëïêëçñþóïõìå óôï äéÜóôçìá ìéáò ðåñéüäïõ [−L, L]. Áêñéâþò Ýôóé
êÜíáìå êáé ðñïçãïõìÝíùò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óõíôåëåóôþí Fourier an. Ôþñá ëáìâÜíïõìå
õðüøç ìáò ôç ó÷Ýóç (16.1.29), ôéò ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò (16.1.24) êáé (16.1.23) êáèþò êáé ôç
ó÷Ýóç (16.1.26) (åäþ ìå n = m). ÔåëéêÜ ðñïêýðôåé ï ôýðïò

bm = 1
L

∫ L

−L
f (x) sin

mðx
L

dx, m = 1, 2, . . . . (16.2.11)

Áõôüò åßíáé åíôåëþò áíÜëïãïò ìå ôïí ôýðï (16.2.9), ï ïðïßïò Þäç âñÝèçêå ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò
Fourier an. ×ñçóéìïðïéþíôáò ìÜëéóôá ó’ áõôüí ôï äåßêôç n áíôß ãéá ôïí m, ðñïêýðôåé áìÝóùò
ï ôåëéêüò ôýðïò

bn = 1
L

∫ L

−L
f (x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . . (16.2.12)

Ôïýôïò åßíáé ï áíôßóôïé÷ïò ôýðïò ôïõ ôåëéêïý ôýðïõ (16.2.10) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier an.

¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôþñá äéáèÝóéìïõò ôïõò ôýðïõò (16.2.6) (ãéá ôï óõíôåëåóôÞ a0 ôçò óåéñÜò
Fourier (16.2.2)), ôïõò ôýðïõò (16.2.10) (ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier an ôùí óõíçìéôïíéêþí üñùí)
êáé ôïõò ôýðïõò (16.2.12) (ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier bn ôùí çìéôïíéêþí üñùí) óôçí ßäéá óåéñÜ
Fourier fF(x): óôç óåéñÜ (16.2.2). ¢ñá, õðïèÝôïíôáò üôé ôá ïëïêëçñþìáôá áõôÜ õðÜñ÷ïõí (ð.÷.
ãéá ìéá ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç f (x)) êáé ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí êáôÜ êÜðïéïí
ôñüðï (áêñéâÞ Þ ðñïóåããéóôéêü), êáé ç ßäéá ç óåéñÜ Fourier (16.2.2) åßíáé êé áõôÞ ðëÞñùò ðñïóäéï-
ñéóìÝíç êáôÜ ôïí ßäéï ôñüðï (áêñéâÞ Þ ðñïóåããéóôéêü).

A16.2.3. ÐáñáôçñÞóåéò

Áò ðáñáôçñçèåß óôï óçìåßï áõôü üôé óå ðÜñá ðïëëÜ óõããñÜììáôá (ó÷åäüí óå üëá!) ôçò ìáèç-
ìáôéêÞò âéâëéïãñáößáò ï óôáèåñüò üñïò a0 óôç óåéñÜ Fourier (16.2.2) ãñÜöåôáé óáí a0 /2 (äçëáäÞ
äéçñçìÝíïò äéá 2). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ï ó÷åôéêüò ôýðïò (16.2.6) ãéá ôïí üñï (ìÜëëïí ôï óõ-
íôåëåóôÞ Fourier) áõôü a0 äå ÷ñåéÜæåôáé íá äéáéñåèåß äéá 2, Ý÷ïõìå äçëáäÞ óôï äåîéü ìÝëïò L (áíôß
ãéá 2L) óôïí ðáñïíïìáóôÞ ôïõ êëÜóìáôïò. Áíôßèåôá, óôçí ôå÷íéêÞ âéâëéïãñáößá (óõìðåñéëáìâá-
íïìÝíçò êáé ôçò âéâëéïãñáößáò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý), ç óåéñÜ Fourier fF(x) óõíÞèùò ãñÜöåôáé
óôçí ðáñïýóá ìïñöÞ ôçò (16.2.2). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ õðÜñ÷åé êáé ôï ðëåïíÝêôçìá ôçò Üìåóçò
åñìçíåßáò ôïõ ôýðïõ (16.2.6) ãéá ôï óõíôåëåóôÞ Fourier a0 óáí ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôçò ðåñéïäéêÞò
óõíáñôÞóåùò f (x) óôï äéÜóôçìá [−L, L] ìéáò ðåñéüäïõ ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò, ç ïðïßá Ý÷åé ðåñß-
ïäï Ô = 2L.

Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß üôé ïé ïëïêëçñþóåéò ãéá üëïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier a0, an êáé bn

(ìå n = 1, 2, . . . ) óôïõò ôýðïõò (16.2.6), (16.2.10) êáé (16.2.12) áíôßóôïé÷á äåí åßíáé áíÜãêç íá
ãßíïõí óôï âáóéêü äéÜóôçìá [−L, L] ìéáò ðåñéüäïõ T = 2L. Ìðïñïýí íá ãßíïõí êáé óå ïðïéïäÞðïôå
Üëëï äéÜóôçìá ìéáò ðåñéüäïõ [d − L, d + L] Þ, éóïäýíáìá, [d, d + 2L] (ìå ôï d óôáèåñÜ) ìÞêïõò
êáé áõôïý ßóïõ ìå 2L. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç f (x) Ý÷åé Þäç õðïôåèåß ðåñéïäéêÞ ìå
ðåñßïäï Ô = 2L. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

f (x + kT ) ≡ f (x + 2kL) = f (x), k = 0, ± 1, ± 2, . . . . (16.2.13)

ÅðéðëÝïí êáé ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò õðåéóÝñ÷ïíôáé óôïõò ôýðïõò (16.2.10)
êáé (16.2.12) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier an êáé bn (n = 1, 2, . . . ) áíôßóôïé÷á åßíáé êé áõôÝò ðå-
ñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå ôçí ßäéá áêñéâþò ðåñßïäï Ô = 2L. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ãéá ôéò óõíçìéôïíéêÝò
óõíáñôÞóåéò cos (nðx/L) óôïõò ôýðïõò (16.2.10) éó÷ýåé üôé

cos
nð(x + 2kL)

L
= cos

nðx + 2knðL
L

= cos
(nðx

L
+ 2knð

)
= cos

nðx
L

,

k = 0, ± 1, ± 2, . . . . (16.2.14)
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Áðüëõôá áíÜëïãá ãéá ôéò çìéôïíéêÝò óõíáñôÞóåéò sin (nðx/L) óôïõò ôýðïõò (16.2.12) éó÷ýåé üôé

sin
nð(x + 2kL)

L
= sin

nðx + 2knðL
L

= sin
(nðx

L
+ 2knð

)
= sin

nðx
L

,

k = 0, ± 1, ± 2, . . . . (16.2.15)

ÁõôÜ ðñïöáíþò éó÷ýïõí, åðåéäÞ ïé äýï âáóéêÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò cos u êáé sin u åßíáé
ðåñéïäéêÝò ìå ðåñßïäï Ô = 2ð.

A16.2.4. Óýãêëéóç ôçò óåéñÜò Fourier: ÓõíèÞêåò ôïõ Dirichlet

Ìå ôïí ôñüðïðïõðñïóäéïñßóèçêáí ïé óõíôåëåóôÝò ôçò óåéñÜò Fourier fF(x) (óôç ó÷Ýóç (16.2.2))
ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç f (x) åßíáé åýëïãï íá ðåñéìÝíïõìå ôç óýãêëéóç (16.2.4)
ôçò óåéñÜò Fourier fF(x) óôç óõíÜñôçóç f (x). Áõôü ðñáãìáôéêÜ ãåíéêÜ éó÷ýåé éäßùò ìÜëéóôá óå
ðñáêôéêÜ ðñïâëÞìáôá.

Ðéï óõãêåêñéìÝíáïéóõíèÞêåò ôïõDirichlet áöïñïýíóå éêáíÝò óõíèÞêåò óõãêëßóåùò ôçòóåéñÜò
Fourier (16.2.2) óôç óõíÜñôçóç f (x). Óýìöùíá ìå ôéò óõíèÞêåò áõôÝò õðïèÝôïõìå ðùò ç óõíÜñ-
ôçóç f (x) åßíáé ïñéóìÝíç, öñáãìÝíç êáé ðåñéïäéêÞ (åäþ ìå ðåñßïäï T = 2L). Åðßóçò õðïèÝôïõìå
ðùò Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï ìüíï ðëÞèïò (áñéèìü) áóõíå÷åéþí (åííïåßôáé ðåðåñáóìÝíùí áóõíå÷åéþí
ãéá öñáãìÝíç óõíÜñôçóç) êáé áêñïôÜôùí (ìåãßóôùí êáé åëá÷ßóôùí) óôï äéÜóôçìá [−L, L] ìéáò
ðåñéüäïõ ôçò. Ôüôå ç áíôßóôïé÷ç óåéñÜ Fourier fF(x) óõãêëßíåé óôç óõíÜñôçóç f (x), åÜí ôï óçìåßï x
åßíáé óçìåßï óõíå÷åßáò ôçò f (x), äçëáäÞ

fF(x) = f (x) ãéá êÜèå x ðïõ åßíáé óçìåßï óõíå÷åßáò ôçò f (x). (16.2.16)

ÅÜí áíôßèåôá ôï óçìåßï x åßíáé óçìåßï áóõíå÷åßáò ôçò f (x) (åííïåßôáé ðåðåñáóìÝíçò áóõíå÷åßáò,
ãéáôß ç f (x) Ý÷åé õðïôåèåß öñáãìÝíç), ôüôå ç óåéñÜ Fourier fF(x) ôçò f (x) óõãêëßíåé óôï óçìåßï x óôï
ìÝóï üñï ôùí ïñéáêþí ôéìþí ôçò f (x) (áðü áñéóôåñÜ f (x−) êáé áðü äåîéÜ f (x+)) óôï óçìåßï x. ÄçëáäÞ

fF(x) = f (x−) + f (x+)
2

ãéá êÜèå x ðïõ åßíáé óçìåßï ðåðåñáóìÝíçò áóõíå÷åßáò ôçò f (x). (16.2.17)

Åßíáé ðÜñáðïëý åíäéáöÝñïíôá ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ ãéá ôç óåéñÜ Fourier fF(x) ôçò ðåñéïäéêÞò
óõíáñôÞóåþò ìáò f (x). Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ðñïöáíþò, áëëÜ êáé ëüãù ôùí ó÷Ýóåùí (16.2.14)
êáé (16.2.15) (Þ áêüìç êáé ôçò ó÷Ýóåùò (16.2.16), ç ïðïßá åßíáé êáé óçìáíôéêüôåñç) êáé ç óåéñÜ
Fourier fF(x) ôçò ðåñéïäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (x) åßíáé êáé áõôÞ ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç êáé ìÜëéóôá ìå
ôçí ßäéá áêñéâþò ðåñßïäï Ô = 2L. Åðßóçò åðáíáëáìâÜíåôáé üôé ïé óõíèÞêåò ôïõ Dirichlet åßíáé ìüíï
éêáíÝò (åðáñêåßò), áëë’ ü÷é êáé áíáãêáßåò óõíèÞêåò ãéá ôç óýãêëéóç (16.2.16) ôçò óåéñÜò Fourier fF(x)
óôçí áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç f (x). Óõíåðþò äåí áðïêëåßåôáé íá éó÷ýåé ðáñüìïéá óýãêëéóç êáé óå
ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò ìç ðëçñþóåùò ôùí óõíèçêþí ôïõ Dirichlet.

ÐñáêôéêÜ ìéëþíôáò, ïé óõíèÞêåò ôïõ Dirichlet êáëýðôïõí Þäç ìéá ðÜñá ðïëý åõñåßá êáôç-
ãïñßá ðåñéïäéêþí óõíáñôÞóåùí f (x) ðïõ óõíáíôÜåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò: ó÷åäüí üëåò ôéò óõ-
íáñôÞóåéò ôïõ. ÅðéôñÝðïõí ìÜëéóôá êáé ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áóõíå÷åéþí (ðåðåñáóìÝíùí üìùò
áóõíå÷åéþí) óôï äéÜóôçìá ôçò ðåñéüäïõ [−L, L] ôçò f (x). Ôïýôï êáëýðôåé, ð.÷., êáé ôéò áóõíå-
÷åßò êáôáíåìçìÝíåò öïñôßóåéò p(x) (ìå x ôç èÝóç) óå äïêïýò Þ ôéò áóõíå÷åßò åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò
(öïñôßóåéò) p(t) óå ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Óôá ôåëåõôáßá èá áíáöåñ-
èïýìå åêôåíÝóôåñá óôï áìÝóùò åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á17.

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé ãéá ìç ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (x) äåí åßíáé íïçôÞ ç ýðáñîç óåéñÜò
Fourier fF(x), áðëÜ åðåéäÞ äåí õðÜñ÷åé ðåñßïäïò T = 2L. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìå êáôÜëëçëç (ü÷é
üìùò êáé éäéáßôåñá áðëÞ!) ïñéáêÞ äéáäéêáóßá T = 2L → ∞ ç óåéñÜ Fourier fF(x) ôçò ðåñéïäéêÞò óõ-
íáñôÞóåùò f (x) (ìå ðåðåñáóìÝíç ðåñßïäï Ô ) ìåôáðßðôåé, ìåôáó÷çìáôßæåôáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier F(ù) ôþñá ôçò ìç ðåñéïäéêÞò óõíáñôÞóåùò f (x) (÷ùñßò ðåñßïäï Ô : Ô → ∞). Ôç ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier èá ôçí åîåôÜóïõìå óôá ÊåöÜëáéá Á18 êáé Á19 ðáñáêÜôù.
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Ôüóï ïé óåéñÝò Fourier üóï êáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier åßíáé ÷ñÞóéìåò óôçí åðßëõóç äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí (êáé óõíÞèùí êáé ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò). Óôï áìÝóùò åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á17
èá åîåôÜóïõìå áõôÞí ôç äõíáôüôçôá óå óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÓõãêåêñéìÝíá èá êÜíïõìå
÷ñÞóç ôùí óåéñþí Fourier óôï ôüóï êëáóéêü ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìïíïâÜèìéï (äçëáäÞ ìå Ýíá
âáèìü åëåõèåñßáò) ôñéðáñáìåôñéêü (äçëáäÞ ìå ôñåéò ðáñáìÝôñïõò: m, k êáé c) ìç÷áíéêü óýóôçìá
õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m), åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k) êáé áðïóâåóôÞñá (óôáèåñÜò c). ÁíÜëïãá èá
êÜíïõìå ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier óôï ÊåöÜëáéï Á19.

A16.2.5. ÐáñÜäåéãìá óåéñÜò Fourier

Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç óåéñÜ Fourier ìéáò ãíùóôÞò ðåñéïäéêÞò óõíáñôÞóåùò

f (x) = a0 +
∞∑
n=1

(
an cos

nðx
L

+ bn sin
nðx
L

)
ìå f (x + 2L) = f (x) (16.2.18)

(äçëáäÞ ìå ðåñßïäï Ô = 2L) õðïèÝôïíôáò ìÜëéóôá üôé ç óåéñÜ áõôÞ ãåíéêÜ óõãêëßíåé óôç óõíÜñ-
ôçóç f (x) (óõíÞèùò ìåðëÞñùóç ôùíóõíèçêþí ôïõDirichlet), èáðñÝðåé âÝâáéá íáðñïóäéïñßóïõìå
ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò a0, an êáé bn (ìå n = 1, 2, . . . ). Ðñïò ôï óêïðü áõôü ðñÝðåé áóöáëþò íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïõò ôýðïõò ôïõò ïðïßïõò Þäç âñÞêáìå óôçí ÐáñÜãñáöï Á16.2.2, äçëáäÞ
ôïõò ôýðïõò (16.2.6), (16.2.10) êáé (16.2.12). Ïé ôýðïé áõôïß åßíáé ïé åîÞò, áò ôïõò åðáíáëÜâïõìå:

a0 = 1
2L

∫ L

−L
f (x) dx, (16.2.19)

an = 1
L

∫ L

−L
f (x) cos

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . , (16.2.20)

bn = 1
L

∫ L

−L
f (x) sin

nðx
L

dx, n = 1, 2, . . . . (16.2.21)

ÈåùñçôéêÜ äåí åßíáé êáèüëïõ äýóêïëç ç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí áõôþí, ðïõ ïõóéáóôéêÜ áðïôåëåß
óõíÞèùò áðëÞ Üóêçóç óå ïëïêëçñþóåéò. Ïé ïëïêëçñþóåéò áõôÝò ìðïñïýí íá ãßíïõí ìå ôï ÷Ýñé,
ìå ôç ÷ñÞóç ðéíÜêùí êáé, áêüìç êáëýôåñá, ãñçãïñüôåñá êáé õðïëïãéóôéêÜ áóöáëÝóôåñá ìå ôç
÷ñÞóç ðñïãñáììÜôùí óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí, üðùò åßíáé ç Mathematica êáé ç Maxima.

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ðåñéïñéóèïýìå óå Ýíá ðïëý áðëü ðáñÜäåéãìá. Áõôü èá êÜíåé óáöÞ
ôç ÷ñÞóç ôùí ðéï ðÜíù ôýðùí êáé èá åðéôñÝøåé, åëðßæåôáé, ôïí ðñïóäéïñéóìü ìéáò áðëÞò óåéñÜò
Fourier (÷ùñßò ìÜëéóôá íá ÷ñåéÜæåôáé ç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ). Ðéï óõãêåêñéìÝíá, èåùñïýìå ôçí
ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç p(x) ìå ðåñßïäï Ô = 2L ðïõ ðáßñíåé ôçí ôéìÞ ìçäÝí ãéá −L ≤ x < 0 êáé ôçí
ôéìÞ p0 ãéá 0 ≤ x < L. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò

p(x) = 0 ãéá − L ≤ x < 0 êáé p(x) = p0 ãéá 0 ≤ x < L ìå p(x + 2L) = p(x). (16.2.22)

Ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç äçëþíåé áðëÜ ôçí ðåñéïäéêüôçôá ôçò óõíáñôÞóåùò p(x). Ðñüêåéôáé ãéá ìéá
ðïëý áðëÞ óõíÜñôçóç, áëëÜ êëáóéêÞ óôéò óåéñÝò Fourier êáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç ðñáêôéêÜ.

Ãéá ôéò ïëïêëçñþóåéò ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò (16.2.19), (16.2.20) êáé (16.2.21) èá ÷ñçóéìïðïéçèåß
ôï âáóéêü äéÜóôçìá [−L, L] ìéáò ðåñéüäïõ Ô = 2L. ÅðåéäÞ üìùò ç óõíÜñôçóç p(x) åßíáé ßóç ìå ôï
ìçäÝí óôï äéÜóôçìá [−L, 0) âÜóåé ôïõ ïñéóìïý ôçò, ïé ïëïêëçñþóåéò èá ãßíïõí ïõóéáóôéêÜ ìüíï
óôï äéÜóôçìá [0, L). ¸÷ïõìå åðïìÝíùò ãéá ôïõò æçôïýìåíïõò óõíôåëåóôÝò Fourier a0, an êáé bn

a0 = 1
2L

∫ L

0
p0 dx = 1

2L
p0L = p0

2
, (16.2.23)

an = 1
L

∫ L

0
p0 cos

nðx
L

dx = p0

L
sin (nðx/L)

nð/L

∣∣∣∣
L

0
= p0

nð
sin nð = 0, n = 1, 2, . . . , (16.2.24)

bn = 1
L

∫ L

0
p0 sin

nðx
L

dx = p0

L
− cos (nðx/L)

nð/L

∣∣∣∣
L

0
= p0

nð
(1 − cos nð), n = 1, 2, . . . . (16.2.25)
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Ùò ðñïò ôïõò ôýðïõò áõôïýò ìðïñïýí íá ãßíïõí ïé åîÞò ôñåéò ðáñáôçñÞóåéò:

➤ ÐáñáôÞñçóç A16.1: Óôïí ðñþôï ôýðï (16.2.23) ãéá ôï óõíôåëåóôÞ a0 ðñáãìáôéêÜ áõôüò
éóïýôáé ìå ôç ìÝóç ôéìÞ ôçò óõíáñôÞóåùò p(x) óôï äéÜóôçìá [−L, L] ìéáò ðåñéüäïõ ôçò Ô = 2L.

➤ ÐáñáôÞñçóç A16.2: Óôï äåýôåñï ôýðï (16.2.24) Ý÷åé ëçöèåß õðüøç üôé sin nð = 0 ãéá
áêÝñáéåò ôéìÝò ôïõ n. Åðßóçò üëïé ïé óõíçìéôïíéêïß óõíôåëåóôÝò Fourier an ðñïÝêõøáí ßóïé ìå
ôï ìçäÝí. Ôïýôï åßíáé áðüëõôá ëïãéêü êáé åðáëçèåýóéìï ÷ùñßò ïëïêëçñþóåéò. ÐñáãìáôéêÜ, áò
åéóáãÜãïõìå ðñþôá ôçí ôñïðïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç

p∗(x) = p(x) − a0 = p(x) − p0

2
= p0

2
sgn x, x �= 0, (16.2.26)

ìå ôç óõíÜñôçóç sgn íá äçëþíåé ôç óõíÜñôçóç ðñïóÞìïõ (sign), äçëáäÞ

sgn x = −1 ãéá x < 0 êáé sgn x = 1 ãéá x > 0 ìå x �= 0, (16.2.27)

(áò åîáéñÝóïõìå ôçí ôéìÞ x = 0), éóïäýíáìá

sgn x = x
|x| , x �= 0. (16.2.28)

Áëë’ ç ôñïðïðïéçìÝíç íÝá óõíÜñôçóç p∗(x) åßíáé ðñïöáíþò ðåñéôôÞ. EðïìÝíùò ç óåéñÜ Fourier
ôçò äå ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé óõíçìéôïíéêïýò üñïõò, ãéáôß ôï óõíçìßôïíï, üðùò åßíáé ãíùóôü, åßíáé
Üñôéá óõíÜñôçóç: cos ( − u) = cos u. Áöïý üìùò ïé óõíáñôÞóåéò p(x) êáé p∗(x) äéáöÝñïõí ìüíï
êáôÜ a0 = p0 /2 (ìéá óôáèåñÜ), Ýôóé áêñéâþò üðùò ç p∗(x) êáé ç áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç p(x) äå ìðïñåß
íá ðåñéÝ÷åé óõíçìéôïíéêïýò üñïõò óôç óåéñÜ Fourier ôçò. ÓùóôÜ ëïéðüí ïé ïëïêëçñþóåéò ãéá ôïõò
óõíôåëåóôÝò Fourier an êáôÝëçîáí óå ìçäåíéêÜ áðïôåëÝóìáôá: an = 0 (ìå n = 1, 2, . . . ). Ìå ôç
ëïãéêÞ áõôÞ óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò (êõñßùò ãéá Üñôéåò êáé ãéá ðåñéôôÝò óõíáñôÞóåéò) ìðïñïýí
íá áðïöåýãïíôáé ïé ïëïêëçñþóåéò ãéá ïñéóìÝíïõò áðü ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier. ÓõãêåêñéìÝíá
ãéá Üñôéåò óõíáñôÞóåéò ïé çìéôïíéêïß óõíôåëåóôÝò Fourier bn ìçäåíßæïíôáé. Áêñéâþò ôï áíôßèåôï
óõìâáßíåé ãéá ðåñéôôÝò óõíáñôÞóåéò, üðïõ ïé óõíçìéôïíéêïß óõíôåëåóôÝò Fourier a0 (ìå n = 0) êáé an
(ìå n = 1, 2, . . . ) ìçäåíßæïíôáé. Áò ôá Ý÷ïõìå õðüøç ìáò üëá áõôÜ.

➤ ÐáñáôÞñçóç A16.3: Ç ôñßôç ðáñáôÞñçóç áöïñÜ óôïõò çìéôïíéêïýò óõíôåëåóôÝò Fourier bn

ðïõ õðïëïãßóèçêáí ìå ïëïêëÞñùóç óôïí ôýðï (16.2.25). Äå ìáò ðïëõáñÝóåé ôï áðïôÝëåóìá ìå
ôçí Ýííïéá üôé ìðïñåß íá áðëïðïéçèåß. ÐñáãìáôéêÜ, üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí Ôñéãùíïìåôñßá,

cos 2kð = 1, åíþ cos (2k − 1)ð = −1, k = 0, ± 1, ± 2, . . . . (16.2.29)

ÅðïìÝíùò ãéá Üñôéåò ôéìÝò ôïõ n (n = 2k) ïé çìéôïíéêïß óõíôåëåóôÝò Fourier bn ìçäåíßæïíôáé, åðåéäÞ

b2k = p0

2kð
(1 − cos 2kð) = p0

2kð
(1 − 1) = 0, k = 1, 2, . . . . (16.2.30)

Áíôßèåôá ãéá ðåñéôôÝò ôéìÝò ôïõ n (n = 2k − 1) ïé ßäéïé óõíôåëåóôÝò bn äå ìçäåíßæïíôáé, áëëÜ
ðáßñíïõí ôéò ôéìÝò

b2k−1 = p0

(2k − 1)ð
[1−cos (2k−1)ð] = p0

(2k − 1)ð
[1−(−1)] = 2p0

(2k − 1)ð
, k = 1, 2, . . . . (16.2.31)

¢ñá ôåëéêÜ ìüíï ïé áêüëïõèïé óõíôåëåóôÝò Fourier äå ìçäåíßæïíôáé:

a0 = p0

2
, b1 = 2p0

ð
, b3 = 2p0

3ð
, b5 = 2p0

5ð
, b7 = 2p0

7ð
, b9 = 2p0

9ð
, . . . . (16.2.32)

Õð’ áõôÝò ôéò óõíèÞêåò ç óåéñÜ Fourier (16.2.18) ôçò óõíáñôÞóåùò p(x) Ý÷åé ôçí åîÞò ìïñöÞ:

p(x) = p0

2
+ 2p0

ð

(
sin

ðx
L

+ 1
3
sin

3ðx
L

+ 1
5
sin

5ðx
L

+ 1
7
sin

7ðx
L

+ 1
9
sin

9ðx
L

+ . . .
)
. (16.2.33)
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Åßíáé ðñïöáíþò âñáäåßá ç óýãêëéóç áõôÞò ôçò óåéñÜò Fourier, áëë’ ïé óõíèÞêåò ôïõ Dirichlet
ðëçñïýíôáé êáé õðÜñ÷åé åðïìÝíùò óýãêëéóç óôç óõíÜñôçóç p(x). Åîáéñïýíôáé âÝâáéá ôá óçìåßá
áóõíå÷åßáò x = jL ( j = 0, ±1, ±2, . . . ), óôá ïðïßá ïöåßëåôáé êáé ç âñáäýôçôá ôçò óõãêëßóåùò. Óôá
óçìåßá áõôÜ, üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôç ó÷Ýóç (16.2.17), ç óåéñÜ Fourier ðñÝðåé íá óõãêëßíåé óôï
ìÝóï üñï ôùí ïñéáêþí ôéìþí ôçò p(x), óôçíðåñßðôùóÞ ìáò óôçí ôéìÞ (0+p0)/2 = ( p0+0)/2 = p0 /2.
Áõôü äéáðéóôþíåôáé êáé Üìåóá áðü ôçí ðáñáðÜíù óåéñÜ Fourier (16.2.33), áöïý óôá óçìåßá x = jL
üëïé ïé çìéôïíéêïß üñïé ìçäåíßæïíôáé êáé áðïìÝíåé ìüíï ï ðñþôïò üñïò: ï óôáèåñüò üñïò a0 = p0 /2.

Óôï ðéï êÜôù Ó÷Þìá Á16.1 äåß÷íïõìå ðñþôá ôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç p(x). Óôç óõíÝ÷åéá ôç äåß-
÷íïõìå ìáæß ìå ôéò ðñïóåããßóåéò ôçò (ìå âÜóç ôïõò äéáäï÷éêïýò üñïõò ôçò óåéñÜò Fourier (16.2.33))

p1(x) = p0

2
+ 2p0

ð
sin

ðx
L

, (16.2.34)

p3(x) = p0

2
+ 2p0

ð

(
sin

ðx
L

+ 1
3
sin

3ðx
L

)
, (16.2.35)

p5(x) = p0

2
+ 2p0

ð

(
sin

ðx
L

+ 1
3
sin

3ðx
L

+ 1
5
sin

5ðx
L

)
, (16.2.36)

p7(x) = p0

2
+ 2p0

ð

(
sin

ðx
L

+ 1
3
sin

3ðx
L

+ 1
5
sin

5ðx
L

+ 1
7
sin

7ðx
L

)
, (16.2.37)

p9(x) = p0

2
+ 2p0

ð

(
sin

ðx
L

+ 1
3
sin

3ðx
L

+ 1
5
sin

5ðx
L

+ 1
7
sin

7ðx
L

+ 1
9
sin

9ðx
L

)
. (16.2.38)

p(x) p(x) êáé p1(x)

p(x) êáé p3(x) p(x) êáé p5(x)

p(x) êáé p7(x) p(x) êáé p9(x)

Ó÷Þìá Á16.1: Ç óõíÜñôçóç p(x), ó÷Ýóç (16.2.22), óôï äéÜóôçìá ìéáò ðåñéüäïõ ôçò [−0.8L, 1.2L]
(õðåíèõìßæåôáé üôé åäþ T = 2L) êé ïé äéáäï÷éêÝò ðñïóåããßóåéò ôçò p1(x), p3(x), p5(x), p7(x) êáé p9(x)
áðü ôéò áíôßóôïé÷åò ðñïóåããßóåéò ôçò óåéñÜò Fourier ôçò (16.2.33). (ÁõôÝò öáßíïíôáé óôéò ðáñá-
ðÜíù ó÷Ýóåéò (16.2.34) Ýùò (16.2.38) áíôßóôïé÷á.) Ðáñáôçñåßôáé ç âåëôßùóç ôçò ðñïóåããßóåùò,
êáèþò ðñï÷ùñÜìå áðü ôçí ðñþôç ðñïóÝããéóç p1(x) óôçí ôåëåõôáßá ðñïóÝããéóç, åäþ ôçí p9(x).
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A17
Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ ÓÅÉÑÙÍ FOURIER:

ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü åîåôÜæåôáé êáé ðÜëé ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò (äçëáäÞ õëéêïý
óçìåßïõ), åëáôçñßïõ êáé áðïóâåóôÞñá ùò ðñïò ôç ìüíéìç (ü÷é ôç ìåôáâáôéêÞ) áðüêñéóÞ ôïõ õðü
áõèáßñåôç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) ìå ðåñßïäï T, äçëáäÞ ìå p(t + T ) = p(t). Óôï
ÊåöÜëáéï Á6 åß÷áìå âñåé ôçí áðüêñéóç ôïõ ðéï ðÜíù ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õðü óõíçìéôïíéêÞ
öüñôéóç êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù êáèþò êáé õðü áíôßóôïé÷ç çìéôïíéêÞ öüñôéóç.

Åäþ áðëÜ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç óåéñÜ Fourier ôçò ðáñïýóáò áõèáßñåôçò öïñôßóåùò p(t).
Èá ôçí áíáëýóïõìå óå áñìïíéêÝò (óõíçìéôïíéêÝò êáé çìéôïíéêÝò) óõíéóôþóåò êáé èá ìåôáöÝñïõìå
Üìåóá ôéò áðïêñßóåéò ôéò ïðïßåò âñÞêáìå óôï ÊåöÜëáéï Á6 ãéá êáèåìßá óõíéóôþóá (óõíçìéôïíéêÞ
Þ çìéôïíéêÞ êáé ïðïéáóäÞðïôå êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù) óôï Üèñïéóìá ôùí áñìïíéêþí üñùí ôçò
óåéñÜò Fourier ôçò ðáñïýóáò öïñôßóåùò p(t). Ç áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ ôçò åðáëëçëßáò) ôùí
ìåñéêþí ëýóåùí óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åðéôñÝðåé ôçí Üèñïéóç áõôþí ôùí ìåñéêþí
áðïêñßóåùí óôç óõíïëéêÞ áðüêñéóç u(t) óôçí ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t). Áóöáëþò êáé ç áðüêñéóç
áõôÞ u(t) èá åßíáé åðßóçò ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ìå ôçí ßäéá ðåñßïäï Ô, üðùò êáé ç öüñôéóç p(t).

ÐÝñá áðü ôç óõíÞèç ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier ãéá ôç öüñôéóç p(t) åîåôÜæåôáé êáé ç áðü-
ëõôá éóïäýíáìç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier ôçò. Êáé áõôÞ ç óåéñÜ Fourier ìðïñåß åýêïëá íá
÷ñçóéìïðïéçèåß óáí âÜóç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò áíôßóôïé÷çò áðïêñßóåùò u(t) ôþñá óå ìéãáäéêÞ
Þ åêèåôéêÞ ìïñöÞ. Áóöáëþò, üðùò ç ôñéãùíïìåôñéêÞ êáé ç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÝò Fourier ôçò
öïñôßóåùò p(t) åßíáé áðüëõôá éóïäýíáìåò, ôï ßäéï áêñéâþò éó÷ýåé êáé ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò óåéñÝò
Fourier ôçò áðïêñßóåùò u(t). Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ç ìÝèïäïò ôùí óåéñþí Fourier áðïôåëåß
áðïôåëåóìáôéêÞ ìÝèïäï ðñïóäéïñéóìïý ôçò áðïêñßóåùò u(t) ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò
õðü áõèáßñåôç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t) ëüãù ôçò éó÷ýïò ôçò áñ÷Þò ôçò õðåñèÝóåùò (Þ åðáëëçëßáò)
ôùí ìåñéêþí ëýóåùí óå ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

A17.1. ÐÅÑÉÏÄÉÊÇ ÖÏÑÔÉÓÇ ÓÕÓÔÇÌÁÔÏÓ ÌÁÆÁÓ--ÅËÁÔÇÑÉÏÕ--ÁÐÏÓÂÅÓÔÇÑÁ

Óôï ÊåöÜëáéï Á6, ôï ïðïßï áíáöÝñåôáé óôéò åöáñìïãÝò ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
óôéò ôáëáíôþóåéò, åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá åîåôÜóïõìå (óôçí Åíüôçôá Á6.1) ôï áðëü ìïíïâÜèìéï
(äçëáäÞ ìå Ýíáìüíïâáèìü åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêü óýóôçìáõëéêïýóçìåßïõÌ (ìÜæáòm), åëáôçñßïõ S
(óôáèåñÜò k) êáé áðïóâåóôÞñá D (ìå éîþäç áðüóâåóç êáé óôáèåñÜò c). Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (6.1.3) ãéá ôçí Üãíùóôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M Ý÷åé ôç ãíùóôÞ ìïñöÞ

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t) (17.1.1)
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ðïõ áñêåôÝò öïñÝò óõíïäåýåôáé êáé áðü ôéò ó÷åôéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (6.1.4). Ðïëý óõ÷íÜ óå ìï-
íïâÜèìéá (êáé ðïëõâÜèìéá ãåíéêüôåñá) ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá ìå áðüóâåóç ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
äåí åíäéáöÝñåôáé êáèüëïõ ãéá ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðïõ åðçñåÜæïõí ôç ìåôáâáôéêÞ Þ ðáñïäéêÞ
áðüêñéóç ut(t) ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò, áëë’ åíäéáöÝñåôáé ìüíï ãéá ôç ìüíéìç áðüêñéóç up(t),
ðïõ ïöåßëåôáé óôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç (ôç öüñôéóç) p(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôç ìÜæá (óôï õëéêü
óçìåßï) M. (ÂÝâáéá ôï áíôßèåôï óõìâáßíåé óå åéäéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, üðùò
óå óåéóìéêÜ öáéíüìåíá, üðïõ ç ìåôáâáôéêÞ áðüêñéóç åßíáé êáé ç êáôÜ ðñþôï ëüãï æçôïýìåíç.)

¸÷ïõìå åéóáãÜãåé ôç öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôáù0 ôïõ ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå c = 0) áíôßóôïé÷ïõ
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò êáé ôï ëüãï áðïóâÝóåùò î ìÝóù ôùí ïñéóìþí ôïõò (6.1.7), ðïõ ôïõò
åðáíáëáìâÜíïõìå

ù0 =
√

k
m

, î = c
2mù0

= c

2m
√
k/m

= c

2
√
km

. (17.1.2)

Ôþñá ç âáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (17.1.1) ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç êáé áíçãìÝíç óôç ìÜæá m ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ Ì ìïñöÞ ôçò (6.1.8). Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êáé áõôÞ

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0 u(t) = p(t)

m
. (17.1.3)

Ôç âáóéêÞ áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá ôç ëýóïõìå óôçí Åíüôçôá Á6.1
ðñïóäéïñßæïíôáò êáé ôç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò ïìïãåíïýò êáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç up(t) ôçò ìç ïìï-
ãåíïýò (ôçò ðëÞñïõò). Ëüãù ôçò õðïôåèåßóáò éîþäïõò áðïóâÝóåùò (c > 0, ïðüôå êáé î > 0)
áãíïÞóáìå ôåëéêÜ ôç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò ïìïãåíïýò, ç ïðïßá áöïñÜ óôï ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï.
ÐåñéïñéóèÞêáìå ìüíï óôç ìåñéêÞ ëýóç up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò (ôçò ðëÞñïõò), ç ïðïßá áöïñÜ óôç
ìüíéìç êáôÜóôáóç. To ßäéï èá êÜíïõìå êáé óôï ðáñüí ÊåöÜëáéï Á17. Èá ãåíéêåýóïõìå üìùò ôá
áðïôåëÝóìáôá ôçò Åíüôçôáò Á6.1 áðü áñìïíéêÞ öüñôéóç ôçò áðëÞò ìïñöÞò

p(t) = p0 cosùt Þ p(t) = p0 sinùt (17.1.4)

ìå åýñïò p0 êáé êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù = 2ð/Ô , üðïõ Ô åßíáé ç áíôßóôïé÷ç ðåñßïäïò (ïðüôå éó÷ýåé
üôé Ô = 2ð/ù > 0, üðùò åßíáé ãíùóôü), óå ïðïéáäÞðïôå (áõèáßñåôç, ôõ÷áßá) ðåñéïäéêÞ åîùôåñéêÞ
äýíáìç (öüñôéóç) p(t) ìå ðåñßïäï Ô . Ôüôå ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t Ý÷ïõìå

p(t + T ) = p(t) êáé ãåíéêüôåñá p(t + kT ) = p(t), k = ±1, ± 2, ± 3, . . . , (17.1.5)

ðñïöáíþò ìå ðåñßïäï Ô ôï ìéêñüôåñï èåôéêü áñéèìü (Ô > 0) ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç
ðåñéïäéêüôçôáò ôçò öïñôßóåùò p(t).

Ìéá ôÝôïéá öüñôéóç p(t) äåí åßíáé âÝâáéá êáô’ áíÜãêç áñìïíéêÞ (óõíçìéôïíéêÞ Þ çìéôïíéêÞ êáé
ìéáò óõãêåêñéìÝíçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù, üðùò óõíÝâáéíå óôéò ó÷Ýóåéò (17.1.4)). Åßíáé ãåíéêÜ
ïðïéáäÞðïôå (áõèáßñåôç, ôõ÷áßá) öüñôéóç, áëëÜ ðåñéïäéêÞ âÝâáéá (ìå ðåñßïäï Ô ) óýìöùíá ìå
ôïí ðéï ðÜíù ïñéóìü ôçò ðåñéïäéêüôçôáò (17.1.5).

ÐÜñá ðïëëÝò öïñÝò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óõíáíôÜåé ðåñéïäéêÝò öïñôßóåéò p(t) Þ öïñôßóåéò
ðïõ ðñïóåããßæïíôáé áðü ðåñéïäéêÝò (åí áíÜãêç ìå áñêåôÜ ìåãÜëç ôçí ðåñßïäï Ô ). Óôï ÊåöÜëáéï
áõôü Á17 èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò ãíþóåéò ìáò áðü ôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Á16 áíáðôýóóï-
íôáò ôçí ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t) (ìå ðåñßïäï Ô , Ô > 0) óå óåéñÜ Fourier ìå ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t
êáé óôï äéÜóôçìá [−Ô / 2,Ô / 2] ìéáò ðåñéüäïõ Ô Þ êáëýôåñá óôï áðüëõôá éóïäýíáìï äéÜóôçìá [0, Ô ]
ðÜëé ìéáò ðåñéüäïõ Ô . ÅðïìÝíùò ôþñá Ý÷ïõìå 2L = T Þ L = T / 2 óå óýãêñéóç ìå ôï äéÜóôçìá [−L, L],
ðïõ åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé óôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Á16. Åêåß ìÜëéóôá åß÷áìå ãéá áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ ôï x. Áíôßèåôá åäþ Ý÷ïõìå ãéá áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï t: ôï ÷ñüíï.
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ÅðïìÝíùò óýìöùíá ìå ôç èåùñßá ôùí óåéñþí Fourier ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á16 ìå ôïí
ðáñüíôá óõìâïëéóìü Ý÷ïõìå ôçí åîÞò óåéñÜ Fourier ãéá ôçí ðåñéïäéêÞ (ìå ðåñßïäï Ô ) öüñôéóç p(t):

p(t) = a0 +
∞∑
n=1

(an cosùnt + bn sinùnt). (17.1.6)

Ïé êõêëéêÝò óõ÷íüôçôåòùn åßíáé ðñïöáíþò ßóåò ìå nù1: ùn = nù1, üðïõ ç èåìåëéþäçò (ç âáóéêÞ,
ç ðñþôç, áõôÞ ìå n = 1) êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù1 åßíáé ßóç ìå 2ð/Ô : ù1 = 2ð/Ô . Ðéï óõãêåêñéìÝíá

ù1 = 2ð
Ô

�⇒ ùn = nù1 = 2nð
Ô

, n = 1, 2, . . . . (17.1.7)

×ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ôýðïõò (16.2.6), (16.2.10) êáé (16.2.12) (éóïäýíáìá (16.2.19), (16.2.20)
êáé (16.2.21)) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò a0, an êáé bn (ìå n = 1, 2, . . . ) áíôßóôïé÷á ôùí óåéñþí Fourier
(åäþ ìå L = T / 2, äçëáäÞ ìå äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò ôï [0, Ô ] êáé ìå t áíôß ôïõ x). Äéáðéóôþíïõìå
Ýôóé áìÝóùò üôé ðñïêýðôïõí ïé áíÜëïãïé ôýðïé

a0 = 1
T

∫ T

0
p(t) dt, (17.1.8)

an = 2
T

∫ T

0
p(t) cosùnt dt, n = 1, 2, . . . , (17.1.9)

bn = 2
T

∫ T

0
p(t) sinùnt dt, n = 1, 2, . . . . (17.1.10)

Óçìåéþíïõìå êáé ðÜëé üôé ç ÷ñÞóç ôïõ äéáóôÞìáôïò [0, Ô ] ãéá ôéò ïëïêëçñþóåéò åßíáé áðüëõôá
éóïäýíáìç ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äéáóôÞìáôïò [−Ô / 2, Ô / 2]. Áõôü éó÷ýåé ëüãù ôçò ðåñéïäéêüôçôáò ôçò
óõíáñôÞóåùò p(t) ðïõ õðïèÝóáìå, üðùò ðïëý åýêïëá ìðïñåß åîÜëëïõ íá áðïäåé÷èåß. Ãåíéêüôåñá
ìÜëéóôá ïé ïëïêëçñþóåéò óôïõò ôýðïõò (17.1.8) Ýùò (17.1.10) èá ìðïñïýóáí íá åß÷áí ëÜâåé ÷þñá
óå ïðïéïäÞðïôå äéÜóôçìá [d, d + T ] ìÞêïõò ìéáò ðåñéüäïõ Ô .

¸÷ïõìå èåùñÞóåé ãíùóôÞ ôçí ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t) óôï ìç÷áíéêü óýóôçìá ðïõ åîåôÜæïõìå
(Þ êáé ïðïõäÞðïôå áëëïý). ÊáôÜ óõíÝðåéá ï ðëÞñçò õðïëïãéóìüò ôùí óõíôåëåóôþí a0, an êáé bn

(ìå n = 1, 2, . . . ) ôçò óåéñÜò Fourier (17.1.6) (ðïõ ôçí õðïèÝôïõìå íá óõãêëßíåé, êÜôé ðïõ Ýôóé êé
áëëéþò ó÷åäüí ðÜíôïôå óõìâáßíåé óôçí ðñÜîç) ìÝóù ôùí ôýðùí (17.1.8) Ýùò êáé (17.1.10) äåí
ðáñïõóéÜæåé êáíÝíá ðñüâëçìá åêôüò ßóùò áðü ôéò ó÷åôéêÝò ïëïêëçñþóåéò. ÁõôÝò ìðïñïýí íá
ãßíïõí áíáëõôéêÜ Þ, áí åßíáé áíÜãêç, áñéèìçôéêÜ. Èåùñïýíôáé ëïéðüí ãíùóôïß üëïé ïé óõíôåëåóôÝò
Fourier a0, an êáé bn, åöüóïí ç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t) (ìå ðåñßïäï Ô êáé, åðïìÝíùò, ìå èåìåëéþäç
êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù1 = 2ð/Ô ) åßíáé ãíùóôÞ.

¸÷ïõìå ëïéðüí ãíùóôÞ ôç öüñôéóç p(t) (ôçí åßóïäï óôï ðáñüí ìç÷áíéêü óýóôçìá, ôç äéÝãåñóç
ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý) êáé ôçí áíôßóôïé÷ç óåéñÜ Fourier (17.1.6). Óôçí åðüìåíç Åíüôçôá Á17.2 èá
ðñï÷ùñÞóïõìå óôïíðñïóäéïñéóìü ôçò áíôßóôïé÷çò ìåôáôïðßóåùò up(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõÌ (óôç
ìüíéìç, óôáèåñÞ êáôÜóôáóç). ÄçëáäÞ èá âñïýìå ôçí áíôßóôïé÷ç Ýîïäï ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò
(ðïëý êáëýôåñç Ýêöñáóç ôçí áðüêñéóÞ ôïõ) up(t).

A17.2. ÁÐÏÊÑÉÓÇ ÔÏY ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ ÓÕÓÔÇÌÁÔÏÓ ÓÅ ÐÅÑÉÏÄÉÊÇ ÖÏÑÔÉÓÇ

Ï ôñüðïò åñãáóßáò åßíáé ðïëý áðëüò. Ãíùñßæïõìå Þäç üôé ãéá äýï äéáöïñåôéêÝò öïñôßóåéò p(t):
ôéò p1(t) êáé p2(t) êáé ôéò áíôßóôïé÷åò áðïêñßóåéò u1(t) êáé u2(t) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (17.1.1)

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t) (17.2.1)

(êáé ç éóïäýíáìÞ ôçò (17.1.3)) ðáßñíåé ôéò áíÜëïãåò ìïñöÝò

mü1(t) + cu̇1(t) + ku1(t) = p1(t), (17.2.2)

mü2(t) + cu̇2(t) + ku2(t) = p2(t) (17.2.3)
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ìå ðñïöáíåßò äåßêôåò 1 êáé 2 áíôßóôïé÷á. Áèñïßæïíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò äýï áõôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþ-
óåéò ìå ìåñéêÝò ëýóåéò ôéò u1(t) êáé u2(t) ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá äåîéÜ ôïõò ìÝëç p1(t) êáé p2(t): ôéò
ó÷åôéêÝò öïñôßóåéò, äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

m[ü1(t) + ü2(t)] + c[u̇1(t) + u̇2(t)] + k[u1(t) + u2(t)] = p1(t) + p2(t). (17.2.4)

Ãíùñßæïõìå ìÜëéóôá üôé óôçí ðáñáãþãéóç éó÷ýåé ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá. ÅðïìÝíùò åýêïëá ðá-
ñáôçñïýìå üôé ç óõíÜñôçóç

uS(t) = u1(t) + u2(t), (17.2.5)

ç ïðïßá åßíáé åßíáé ôï Üèñïéóìá (sum) ôùí áðïêñßóåùí u1(t) êáé u2(t), áðïôåëåß ôçí áðüêñéóç
ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò. ÄçëáäÞ åßíáé ç ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (17.2.1) ìå öüñôéóç ôï Üèñïéóìá ôùí öïñôßóåùí

pS(t) = p1(t) + p2(t). (17.2.6)

Ôï ãåíïíüò áõôü, ðïõ åßíáé Þäç êáôáñ÷Þí ãíùóôü óå ìáò áðü ôç èåùñßá ôùí ãñáììéêþí äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí, éó÷ýåé áóöáëþò, åðåéäÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (17.2.1) åßíáé ãñáììéêÞ. Êáé åßíáé
ãñáììéêÞ, áðëÜ åðåéäÞ ôï ìç÷áíéêü ìáò óýóôçìá åßíáé ãñáììéêü êáé ùò ðñïò ôçí åëáóôéêÞ äý-
íáìç åðáíáöïñÜò −ku(t) ôïõ åëáôçñßïõ S (óôáèåñÜò k), áëëÜ êáé ùò ðñïò ôçí áíôßóôïé÷ç äýíáìç
áðïóâÝóåùò −cu̇(t) ôïõ áðïóâåóôÞñá D, ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëïò ìå ôï åëáôÞñéï S. Ôï ßäéï (ç ãñáì-
ìéêüôçôá áõôÞ) éó÷ýåé ëüãù ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá êáé ùò ðñïò ôçí áäñáíåéáêÞ äý-
íáìç−mü(t). Áíôßèåôá, áí åîåôÜæáìå Ýíá ìç ãñáììéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá, äå èá ßó÷õáíáõôÜ, åêôüò
êé áí ôï ðñïóåããßæáìå ìå ãñáììéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÝóù ãñáììéêïðïéÞóåùò (Åíüôçôá Á1.4).
Ôïýôï, ç ãñáììéêïðïßçóç, Ýãéíå óôï áðëü åêêñåìÝò ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t, áëëÜ êáé
óôç óõíÞèç äïêü. Óôç äïêü üìùò áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç èÝóç x áíôß ãéá ôï ÷ñüíï t.

Ç ãåíßêåõóç åßíáé ðñïöáíÞò êáé ìáèçìáôéêÜ åõ÷åñÞò ãéá M öïñôßóåéò pm(t) (ìå m = 1, 2, . . . ):
ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò pS(t) ðñïêáëåß óáí áðüêñéóç uS(t) ôï Üèñïéóìá ôùí áíôßóôïé÷ùí ìåñéêþí áðï-
êñßóåùí um(t) (ìå m = 1, 2, . . . ) óôï ðáñüí ãñáììéêü êáé ìïíïâÜèìéï (ìå Ýíá âáèìü åëåõèåñßáò)
ìç÷áíéêü óýóôçìá. Éó÷ýåé åðïìÝíùò üôé

pS(t) =
Ì∑

m=1

pm(t) �⇒ uS(t) =
Ì∑

m=1

um(t). (17.2.7)

Ãåíéêåýïõìå ôþñá êáé óôç óåéñÜ Fourier (17.1.6), ôçí ïðïßá èåùñïýìå üôé óõãêëßíåé óôç öüñ-
ôéóç p(t) óôá óçìåßá óõíå÷åßáò ôçò p(t). Óôï Üèñïéóìá pS(t) ôùí üñùí ôçò pm(t) (óôáèåñïý, óõíç-
ìéôïíéêþí êáé çìéôïíéêþí üñùí) áíáìÝíïõìå íá áíôéóôïé÷åß óáí óõíïëéêÞ áðüêñéóç up(t) ôïõ ìç÷á-
íéêïý óõóôÞìáôïò (äçëáäÞ óáí óõíïëéêÞ ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò
ôïõ) ç óõíÜñôçóç uS(t). ÁõôÞ èá åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá uS(t) ôùí áíôßóôïé÷ùí áðïêñßóåùí um(t)
óå êÜèå Ýíáí üñï pm(t) ôçò öïñôßóåùò (óôáèåñü, óõíçìéôïíéêü Þ çìéôïíéêü) îå÷ùñéóôÜ.

Åßìáóôå ðéá Ýôïéìïé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá óõìðåñÜóìáôá áõôÜ âñßóêïíôáò ôéò áðïêñßóåéò
ïé ïðïßåò áíôéóôïé÷ïýí óå êÜèå Ýíáí üñï a0, an cosùnt êáé bn sinùnt ôçò óåéñÜò Fourier (17.1.6)
êáé áèñïßæïíôÜò ôéò. Ãéá ôï óôáèåñü üñï a0 ôçò óåéñÜò Fourier ôçò öïñôßóåùò p(t) ç áíôßóôïé÷ç
áðüêñéóç u0(t) èá åßíáé ðñïöáíþò êáé áõôÞ óôáèåñÞ êáé ßóç ìå

u0(t) = a0
k

. (17.2.8)

Ôïýôï ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (17.2.1).

Ãéá Ýíá óõíçìéôïíéêü üñï an cosùnt (ìå n = 1, 2, . . . ) êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ùn = nù1 = 2nð/T
ôçò óåéñÜò Fourier (17.1.6) ôçò öïñôßóåùò p(t) ç ó÷åôéêÞ áðüêñéóç Ý÷åé ðñïóäéïñéóèåß Þäç óôï
ÊåöÜëáéï Á6 êáé äßíåôáé áðü ôïí ôýðï (6.1.49) ãéá öüñôéóç p0 cosùt. Åìåßò áðëÜ îáíáãñÜöïõìå
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ôïí ôýðï áõôü (6.1.49) ãéá ôç öüñôéóÞ ìáò an cosùnt, äçëáäÞ èÝôïíôáò p0 = an êáéù = ùn, ïðüôå
êáé ân = ùn /ù0 (áíôß ãéá â = ù/ù0 óôï ÊåöÜëáéï Á6: ó÷Ýóç (6.1.46)). ¸ôóé ðñïêýðôåé ç åîÞò
óõíçìéôïíéêÞ áðüêñéóç unc(t) ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ìáò:

unc(t) = an
k

1
(1 − â2

n)2 + (2îân)2
[
(1 − â2

n) cosùnt + 2îân sinùnt
]

(17.2.9)

ìå ân ôï ëüãï êõêëéêþí óõ÷íïôÞôùí

ân = ùn

ù0
= nù1

ù0
= n(2ð/Ô )

2ð/Ô0
= nT0

T
. (17.2.10)

Óôïí ôýðï áõôü Ô0 = 2ð/ù0 åßíáé ç éäéïðåñßïäïò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ÷ùñßò
áðüóâåóç êáé Ô = 2ð/ù åßíáé ç Þäç åêôåíþò áíáöåñèåßóá ðåñßïäïò ôçò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò
(öïñôßóåùò) p(t) ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò. Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé óôïí ôýðï (17.2.9) ï äåß-
êôçò n äçëþíåé ôïí n-óôü óõíçìéôïíéêü üñï, åíþ ï äåßêôçò c äçëþíåé üôé ðñüêåéôáé ãéá óõíçìéôïíéêü
üñï. Ðáñáôçñïýìå åðßóçò åýêïëá üôé ãéá n = 0, ïðüôå cos 0t = 1 êáé â0 = 0, ï ðáñáðÜíù ôý-
ðïò (17.2.9) ìåôáðßðôåé, üðùò êáé åßíáé áíáìåíüìåíï, óôïí áðëïýóôáôï ôýðï (17.2.8).

Ôþñá ãéá Ýíáí áíôßóôïé÷ï çìéôïíéêü üñï bn sinùnt (ìå n = 1, 2, . . . ) êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò
ùn = nù1 = 2nð/T ôçò ßäéáò óåéñÜò Fourier (17.1.6) ôçò öïñôßóåùò p(t) ç ó÷åôéêÞ áðüêñéóç ðñïó-
äéïñßóèçêå áíÜëïãá óôï ÊåöÜëáéï Á6 êáé äßíåôáé áðü ôïí ôýðï (6.1.50) ãéá öüñôéóç p0 sinùt.
Åìåßò áðëÜ îáíáãñÜöïõìå ôïí ôýðï áõôü (6.1.50) ãéá ôç öüñôéóç bn sinùnt, äçëáäÞ èÝôïíôáò
p0 = bn êáé ù = ùn, ïðüôå êáé ân = ùn /ù0 (áíôß ãéá â = ù/ù0 óôï ÊåöÜëáéï Á6) áíÜëïãá ìå ôçí
åñãáóßá ìáò ãéá ôïõò óõíçìéôïíéêïýò üñïõò an cosùnt áìÝóùò ðéï ðñéí. ¸ôóé ðñïêýðôåé ç åîÞò
çìéôïíéêÞ áðüêñéóç uns(t) ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ìáò:

uns(t) = bn

k
1

(1 − â2
n)2 + (2îân)2

[−2îân cosùnt + (1 − â2
n) sinùnt

]
. (17.2.11)

Åßíáé ðñïöáíÝò ðùò õðÜñ÷åé áñêåôÞ áíáëïãßá ìåôáîý ôùí áðïêñßóåùí (17.2.9) (ãéá ôïí n-óôü
óõíçìéôïíéêü üñï) êáé (17.2.11) (ãéá ôïí n-óôü çìéôïíéêü üñï).

Óýìöùíá ôþñá ìå ôçí áñ÷Þ ôçò õðåñèÝóåùò (Þ ôçò åðáëëçëßáò) (17.2.7) óôï Üèñïéóìá ôùí
üñùí ôçò öïñôßóåùò p(t) óôç óåéñÜ Fourier ôçò (17.1.6) áðïäåéêíýåôáé üôé áíôéóôïé÷åß (óáí ìåñéêÞ
ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (17.2.1)) ôï Üèñïéóìá ôùí áðïêñßóåùí

up(t) = u0(t) +
∞∑
n=1

unc(t) +
∞∑
n=1

uns(t) (17.2.12)

ìå ôéò åðéìÝñïõò áðïêñßóåéò u0(t), unc(t) êáé uns(t) (ìå n = 1, 2, . . . ) íá äßíïíôáé áðü ôïõòðáñáðÜíù
ôýðïõò (17.2.8), (17.2.9) êáé (17.2.11) áíôßóôïé÷á.

ÁñêåôÝò öïñÝò ðñïôéìÜôáé ç áíôéêáôÜóôáóç ôùí åðéìÝñïõò áõôþí áðïêñßóåùí óôïí ôåëéêü
ôýðï (17.2.12). Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðïëý åýêïëç åñãáóßá ìå áðïôÝëåóìá

up(t) = a0
k

+
∞∑
n=1

an
k

1
(1 − â2

n)2 + (2îân)2
[
(1 − â2

n) cosùnt + 2îân sinùnt
]

+
∞∑
n=1

bn

k
1

(1 − â2
n)2 + (2îân)2

[−2îân cosùnt + (1 − â2
n) sinùnt

]
. (17.2.13)

Åýêïëï åßíáé êáé ôï îáíáãñÜøéìï ôïõ ôýðïõ áõôïý ìå ìéá ìüíï óåéñÜ (Üðåéñï Üèñïéóìá) ðñï-
óèÝôïíôáò ôïõò áíôßóôïé÷ïõò üñïõò ôùí äýï ðáñáðÜíù óåéñþí. (Ç óôáèåñÜ ôïõ åëáôçñßïõ k
ìðïñåß åðßóçò íá ôåèåß Ýîù áðü ôï Üèñïéóìá.) Ðñïêýðôåé åýêïëá ç éóïäýíáìç Ýêöñáóç ãéá ôç óõ-
íïëéêÞ áðüêñéóç up(t) óôç öüñôéóç p(t), áëëÜ, åðáíáëáìâÜíåôáé, ÷ùñßò ôï ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï:

up(t) = a0
k

+ 1
k

∞∑
n=1

[
(1 − â2

n)an − 2îânbn
]
cosùnt +

[
2îânan + (1 − â2

n)bn
]
sinùnt

(1 − â2
n)2 + (2îân)2

. (17.2.14)
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Åßíáé óáöÝò áðü ôïí ôåëéêü áõôü ôýðï üôé ç óåéñÜ Fourier (17.1.6) ôçò öïñôßóåùò (äéåãÝñóåùò,
«åéóüäïõ») Ýäùóå óôï ðáñüí êëáóéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ôç óåéñÜ
Fourier (17.2.14) ôçò ìåôáôïðßóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõÌ (áðïêñßóåùò, «åîüäïõ») óáí ìåñéêÞ ëýóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (17.2.1). Ç Ýííïéá åßíáé üôé óôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç Ý÷åé áãíïçèåß ôï
ìåôáâáôéêü (Þ ðáñïäéêü) öáéíüìåíï, äçëáäÞ ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ãéá ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç.

A17.3. ÌÉÃÁÄÉÊÇ ¹ ÅÊÈÅÔÉÊÇ ÓÅÉÑÁ FOURIER

ÐïëëÝò öïñÝò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñïôéìÜåé ôç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò (Þ åêèåôéêÞò) óåéñÜò
Fourier áíôß ãéá ôç óõíÞèç ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ (17.1.6) ôçò óåéñÜò Fourier. Ðñïò ôï óêïðü áõôü
åñãáæüìáóôå ìå ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ðïëý ãíùóôïýò ôýðïõò ôïõ Euler

eiè = cos è + i sin è, e−iè = cos è − i sin è ìå i = √−1 (17.3.1)

(ÐáñÜãñáöïò Á1.5.1, ôýðïé (1.5.3) êáé (1.5.4)) êáé ôïõò áíôéóôñüöïõò ôïõò

cos è = eiè + e−iè

2
, sin è = eiè − e−iè

2i
, (17.3.2)

ðïõ äßíïõí ôéò óõíáñôÞóåéò óõíçìßôïíï cos è êáé çìßôïíï sin è ìå ôç âïÞèåéá ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò
óõíáñôÞóåùò e±iè. Ãéá è = ùnt (ìå ùn = nù1 = 2nð/Ô ) ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé åäþ, ïé ôýðïé (17.3.2)
ðáßñíïõí ôéò ìïñöÝò

cosùnt = eiùnt + e−iùnt

2
, sinùnt = eiùnt − e−iùnt

2i
. (17.3.3)

ÅéóÜãïõìå ôþñá áõôÝò ôéò åêöñÜóåéò ôïõ cosùnt êáé sinùnt óôçí ðñáãìáôéêÞ (ôçí ôñéãùíï-
ìåôñéêÞ) óåéñÜ Fourier (17.1.6). Ôüôå áõôÞ ðáßñíåé ôçí áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ

p(t) = a0 +
∞∑
n=1

(
an

eiùnt + e−iùnt

2
+ bn

eiùnt − e−iùnt

2i

)
ìå ùn = nù1 = 2nð

T
, (17.3.4)

üðùò îÝñïõìå. Ìðïñåß ìÜëéóôá íá ãñáöåß êáé áðëïýóôåñá ç íÝá áõôÞ ìïñöÞ ôçò óåéñÜò Fourier:
ç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier, äçëáäÞ ìå ôñüðï ðïõ íá ìáò èõìßæåé êÜðùò ëéãüôåñï ôç
äéáäéêáóßá ðïõ ôçí ðñïóäéïñßóáìå ìÝóù ôçò áíôßóôïé÷çò ðñáãìáôéêÞò óåéñÜò Fourier (17.1.6).
(ÕðÜñ÷åé öõóéêÜ êáé ï Üìåóïò ôñüðïò åõñÝóåþò ôçò. Áõôüí üìùò èá ôïí ðáñáëåßøïõìå åäþ.)

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé îáíáãñÜöïõìå, óå áðëïðïéçìÝíç ôþñá ìïñöÞ, ôç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ)
óåéñÜ Fourier (17.3.4) ùò åîÞò:

p(t) = a0 +
∞∑
n=1

(
an − ibn

2
eiùnt + an + ibn

2
e−iùnt

)
. (17.3.5)

ÅéóÜãïíôáò ôþñá ôïõò ìéãáäéêïýò óõíôåëåóôÝò Fourier

cn = an − ibn

2
, c−n = an + ibn

2
(17.3.6)

êáé ãñÜöïíôáò åðßóçò a0 = c0 (áðëÞ áëëáãÞ óõìâüëïõ), îáíáãñÜöïõìå ôç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ)
óåéñÜ Fourier (17.3.5) óôç ìïñöÞ

p(t) = c0 +
∞∑
n=1

(
cn eiùnt + c−n e−iùnt

)
. (17.3.7)

Óçìåéþíïõìå ìÜëéóôá üôé ï äåßêôçò −n óôïõò äåîéïýò üñïõò ôùí áèñïéóìÜôùí ôçò óåéñÜò Fourier
äçëþíåé áðëÜ áñíçôéêÝò ôéìÝò (áðü −1 Ýùò −∞) ôïõ äåßêôç n óôïõò áñéóôåñïýò üñïõò ôùí áèñïé-
óìÜôùí. ¸ôóé åýêïëá îáíáãñÜöïõìå ôç ìéãáäéêÞ óåéñÜ Fourier (17.3.7) óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

p(t) =
∞∑

n=−∞
cn eiùnt , ùn = nù1. (17.3.8)
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Ïé ðñþôïé ôýðïé (17.3.6) éó÷ýïõí ãéá èåôéêÝò ôéìÝò ôïõ n, åíþ ïé äåýôåñïé ãéá áñíçôéêÝò óôïõò
ìéãáäéêïýò óõíôåëåóôÝò Fourier cn, åíþ, üðùò Þäç áíáöÝñáìå, áðëÜ c0 = a0.

Åê ðñþôçò üøåùò öáßíåôáé íá ðáßñíåé ìéãáäéêÝò ôéìÝò ç ìéãáäéêÞ óåéñÜ Fourier (17.3.8), ôçí
ïðïßá ìüëéò ðñïóäéïñßóáìå. ¸íáò ôÝôïéïò éó÷õñéóìüò äåí åßíáé üìùò áêñéâÞò, åðåéäÞ, üðùò åýêïëá
ðáñáôçñïýìå áðü ôïõò ïñéóìïýò (17.3.6) ôùí ìéãáäéêþí óõíôåëåóôþí Fourier cn, Ý÷ïõìå

c−n = an + ibn

2
= an − ibn

2
= c̄n, n = 1, 2, . . . . (17.3.9)

Óçìåéþíåôáé üôé ç ðáýëá ðÜíù áðü Ýíá ìéãáäéêü áñéèìü äçëþíåé ôï óõæõãÞ ôïõ ìéãáäéêü áñéèìü
óýìöùíá ìå ôï óõíçèéóìÝíï óôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò óõìâïëéóìü, ð.÷. ī = −i Þ 3 + 4i = 3− 4i.

ÅðïìÝíùò óôç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier (17.3.8) ïé üñïé ðïõáíôéóôïé÷ïýí óå áñíçôéêÝò
ôéìÝò ôïõ äåßêôç n åßíáé áðëÜ ïé óõæõãåßò ìéãáäéêïß áñéèìïß ôùíáíôßóôïé÷ùí üñùíðïõáíôéóôïé÷ïýí
óôçí áíôßèåôç ôéìÞ ôïõ äåßêôç n. (Áò ìç ëçóìïíåßôáé åîÜëëïõ üôé ùn = nù1.) ¢ñá ç ìéãáäéêÞ
(Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier (17.3.8) áíáìöéóâÞôçôá áðïôåëåßôáé áðü ìéãáäéêïýò üñïõò. Åíôïýôïéò
ïé üñïé ôçò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå ìéá ôéìÞ ôïõ n êáé óôçí áíôßèåôÞ ôçò −n åßíáé óõæõãåßò ìéãáäéêïß
áñéèìïß. ¸÷ïõí åðïìÝíùò Üèñïéóìáðñáãìáôéêü áñéèìü, ãéáôß ôï Üèñïéóìá äýï óõæõãþí ìéãáäéêþí
áñéèìþí z = x + iy êáé z̄ = x − iy åßíáé

z + z̄ = (x + iy) + (x − iy) = (x + x) + i(y − y) = 2x + 0i = 2x, (17.3.10)

Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò. Óõíåðþò óùóôÜ ç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier ðáñéóôÜíåé ôçí
ðñáãìáôéêÞ öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) ðïõ áóêåßôáé óôï õëéêü óçìåßï Ì óôï ðáñüí ìïíï-
âÜèìéï ôñéðáñáìåôñéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá. Êáé äå èá ìðïñïýóå ìÜëéóôá íá Þôáí áëëéþò, åðåéäÞ
ç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier (17.3.8) ðñïÝêõøå áðü ôçí áíôßóôïé÷ç ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ
Fourier (17.1.6), ðïõ åßíáé áíáìöéóâÞôçôá ðñáãìáôéêÞ, ìÝóù áðïäåêôþí áëãåâñéêþí ðñÜîåùí.

Ôåëåéþíïíôáò ôçí ðáñïýóá åéóáãùãÞ óôéò ìéãáäéêÝò (Þ åêèåôéêÝò) óåéñÝò Fourier, Ý÷ïõìå ïðùó-
äÞðïôå ôçí õðï÷ñÝùóç íá áíáöÝñïõìå êáé ôïõò ìéãáäéêïýò ôýðïõò õðïëïãéóìïý ôùí ìéãáäéêþí
óõíôåëåóôþí ôçò cn (ìå−∞ < n < ∞). Ãéá èåôéêÝò ôéìÝò ôïõ n (ìå n = 1, 2, . . . ) áðü ôïõò ðñþôïõò
ôýðïõò (17.3.6) óå óõíäõáóìü ìå ôïõò ôýðïõò (17.1.9) êáé (17.1.10) ãéá ôïõò ðñáãìáôéêïýò óõ-
íôåëåóôÝò Fourier an êáé bn áíôßóôïé÷á (ðïõ áöïñïýí óôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier (17.1.6),
áðü ôçí ïðïßá êáé îåêéíÞóáìå), ÷ùñßò äõóêïëßá äéáðéóôþíïõìå üôé

cn = an − ibn

2
= 1

T

∫ T

0
p(t) cosùnt dt − i

T

∫ T

0
p(t) sinùnt dt

= 1
T

∫ T

0
p(t)(cosùnt − i sinùnt) dt. (17.3.11)

Áí èõìçèïýìå ìÜëéóôá êáé ôï äåýôåñï ôýðï ôïõ Euler (ôï äåýôåñï áðü ôïõò ôýðïõò (17.3.1))
ìå è = ùnt óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç, êáôáëÞãïõìå óôçí åîÞò ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ Ýêöñáóç ôïõ
ìéãáäéêïý óõíôåëåóôÞ Fourier cn:

cn = 1
T

∫ T

0
p(t) e−iùnt dt (17.3.12)

ãéá èåôéêÝò ôéìÝò ôïõ n. Ãéá áñíçôéêÝò ôéìÝò ôïõ n éó÷ýåé áêñéâþò ï ßäéïò ôýðïò, üðùò äéáðéóôþ-
íïõìå áðü ôïõò äåýôåñïõò áðü ôïõò ôýðïõò (17.3.6) Þ áðëÜ åÜí èõìçèïýìå üôé c−n = c̄n. (Áõôïß
ïé óõíôåëåóôÝò Fourier, cn êáé c−n, åßíáé óõæõãåßò ìéãáäéêïß áñéèìïß, üðùò Þäç Ý÷ïõìå áíáöÝñåé.)
ÖõóéêÜ ï ßäéïò ôýðïò (17.3.11) éó÷ýåé êáé ãéá n = 0, ãéáôß ôüôå

c0 = 1
T

∫ T

0
p(t) dt = a0 (17.3.13)

ìå âÜóç êáé ôïí ôýðï (17.1.8) ãéá ôï óõíôåëåóôÞ Fourier a0 ßóï, õðåíèõìßæïõìå, ìå ôç ìÝóç ôéìÞ ôçò
öïñôßóåùò p(t) óôï äéÜóôçìá ôçòðåñéüäïõ ôçò T . Ôï ôåëéêü óõìðÝñáóìá åßíáé üôé ï ôýðïò (17.3.12)
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éó÷ýåé ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ n: èåôéêÞ, áñíçôéêÞ Þ ìçäÝí êáé ìðïñåß áóöáëþò íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá
ôçí åýñåóç ôùí ìéãáäéêþí óõíôåëåóôþí Fourier cn óôç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier (17.3.8).

A17.4. ÌÉÃÁÄÉÊÇ ÅÊÖÑÁÓÇ ÔÇÓ ÁÐÏÊÑÉÓÅÙÓ ÔÏÕ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ ÓÕÓÔÇÌÁÔÏÓ

Óôï ÊåöÜëáéï áõôü Á17 èåùñÞóáìå ôï êëáóéêü ìïíïâÜèìéï ôñéðáñáìåôñéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá
ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõÌ êáé
ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôç (17.1.1) îáíáãñáììÝíç êáé óáí (17.2.1). Õðü ðåñéïäéêÞ öüñôéóç
(åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) ìå ðåñßïäï T êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíÞèïõò, äçëáäÞ ôçò ôñéãùíïìåôñé-
êÞò, óåéñÜò Fourier (17.1.6) ãéá ôç öüñôéóç p(t), ðñïóäéïñßóáìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t), ôç
ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì, ôçí áðüêñéóç ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò (ôçí «Ýîïäü» ôïõ ìå
«åßóïäï» ôç öüñôéóç p(t)) óôçí ôåëéêÞ ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ (17.2.14). Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

up(t) = a0
k

+ 1
k

∞∑
n=1

[
(1 − â2

n)an − 2îânbn
]
cosùnt +

[
2îânan + (1 − â2

n)bn
]
sinùnt

(1 − â2
n)2 + (2îân)2

. (17.4.1)

¸íáí ðïëý áðëïýóôåñï áëãåâñéêÜ êáé åðßóçò óáöþò óõíôïìüôåñï óôç ãñáöÞ ôñüðï åñãáóßáò
áðïôåëåß åäþ ç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò (Þ åêèåôéêÞò) óåéñÜò Fourier (17.3.8) ãéá ôç öüñôéóç p(t) ôçò
ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Á17.3 ðïõ ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êé áõôÞí

p(t) =
∞∑

n=−∞
cn eiùnt , ùn = nù1 = 2nð

Ô
, ù1 = 2ð

Ô
. (17.4.2)

Ç ãñáöÞ áõôÞ ôçò öïñôßóåùò p(t) ìáò äçëþíåé áðëÜ ôçí áíÜëõóÞ ôçò óå Ýíá Üðåéñï Üèñïéóìá
ìéãáäéêþí åêèåôéêþí üñùí (áëëÜ ôåëéêÜ ìå Ýíá ðñáãìáôéêü áðïôÝëåóìá: ôçí ßäéá ôçí ðñáãìáôéêÞ
óõíÜñôçóç p(t)) ìå äéáêñéôÝò êõêëéêÝò óõ÷íüôçôåò ùn = nù1 = 2nð/Ô (ìå −∞ < n < ∞).

Ôþñá ôá ðñÜãìáôá Ý÷ïõí ãßíåé óô’ áëÞèåéá ðÜñáðïëý áðëÜ: ãíùñßæïõìå áðü ôï ÊåöÜëáéï Á6,
ÐáñÜãñáöïò Á6.1.6 üôé õðü ôç óõíäõáóìÝíç (ìéãáäéêÞ) öüñôéóç

p(t) = p0 cosùt + ip0 sinùt = p0eiùt (17.4.3)

(åîáéôßáò ôïõ ðñþôïõ áðü ôïõò ôýðïõò ôïõ Euler (17.3.1)) áíôéóôïé÷åß ç áðüêñéóç ðïõ äßíåé
ï ôýðïò (6.1.76), ôïí ïðïßï êáé õðåíèõìßæïõìå

ufp(t) = G(ù)p0eiùt. (17.4.4)

Ï ôýðïò áõôüò éó÷ýåé ãéá ïðïéáäÞðïôå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù ìå G(ù) ôç ó÷åôéêÞ ìéãáäéêÞ óõ-
íÜñôçóç áðïêñßóåùò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù, óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ôç óõíÜñôçóç (6.1.73)
Þ éóïäýíáìá (6.1.74) Þ (6.1.75). Óçìåéþíåôáé üôé ç óõíÜñôçóç G(ù) óõìâïëßæåôáé ðïëý óõ÷íüôåñá
ìå Ç(ù). Áõôü üìùò äçìéïõñãåß êßíäõíï óõã÷ýóåùò ìå ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside H(t).

¼ìùò êÜèå üñïò ôçò ìéãáäéêÞò (Þ åêèåôéêÞò) óåéñÜò Fourier (17.4.2) ðïõ èåùñïýìå åßíáé áêñéâþò
ôçò ìïñöÞò (17.4.3) (ìå p0 = cn êáé ù = ùn). Ðñïêáëåß åðïìÝíùò áðüêñéóç upn(t) áêñéâþò ôçò
ìïñöÞò (17.4.4) (åííïåßôáé ðÜëé ìå p0 = cn êáé ù = ùn). ¢ñá, åöáñìüæïíôáò êáé ôçí áñ÷Þ ôçò
õðåñèÝóåùò (Þ ôçò åðáëëçëßáò) (17.2.7), êáôáëÞãïõìå Üìåóá óôç óõíïëéêÞ áðüêñéóç up(t) (÷ùñßò
âÝâáéá ôç ìåôáâáôéêÞ Þ ðáñïäéêÞ áðüêñéóç). ÁõôÞ Ý÷åé ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ

up(t) =
∞∑

n=−∞
G(ùn) cn eiùnt , ùn = nù1 = 2nð

Ô
, ù1 = 2ð

Ô
. (17.4.5)

Ç áðüêñéóç áõôÞ (17.4.5) èá ìðïñïýóå ßóùò íá èåùñçèåß êÜðùò áðëïýóôåñç (Þ Ýóôù êïìøüôåñç)
áðü ôçí ßäéá áðüêñéóç, áëëÜ óôçí éóïäýíáìç ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ ôçò (17.4.1). Ôïýôï åßíáé êáé ôï
ðëåïíÝêôçìá ôçò ÷ñÞóåùò ôùí ìéãáäéêþí óåéñþí Fourier óôçí áíÜëõóç óôï ðåäßï ôçò êõêëéêÞò
óõ÷íüôçôáò ù (Þ áðëïýóôåñá ôçò óõ÷íüôçôáò ù). Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áíÜëõóç ðïõ ðÜñá ðïëý
óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåß óôéò ìåëÝôåò ôïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò éäßùò óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.
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ÐÑÏÓÈÇÊÇ ÓÔÏ

Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A17
Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ ÓÅÉÑÙÍ FOURIER:

ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÇÓ ÐÑÏÓÈÇÊÇÓ

Óôçí ðñïóèÞêç áõôÞ óôï ÊåöÜëáéï Á17 äåß÷íïõìå ôçí Üìåóç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí ìéãá-
äéêþí (Þ åêèåôéêþí) óåéñþí Fourier óôçí åðßëõóç ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
êáé áíôßóôïé÷ùí óõóôçìÜôùí. Ï ôñüðïò åñãáóßáò åßíáé áðëÜ áíôéêáôÜóôáóç ôùí óåéñþí Fourier
ôïõ äåîéïý ìÝëïõò (ðïõ åßíáé ãíùóôÞ ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç) êáé ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò êáôåõ-
èåßáí óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (ÁíÜëïãá åñãáæüìáóôå êáé ãéá óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.)
Óáí äýï ó÷åôéêÝò åöáñìïãÝò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìå áðüóâåóç êáé
ôï äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá, áëëÜ ÷ùñßò áðüóâåóç. Áóöáëþò áíôßóôïé÷ç åñãáóßá ìðïñåß íá ãß-
íåé ìå áíÜëïãç ÷ñÞóç ôñéãùíïìåôñéêþí óåéñþí Fourier áíôß ìéãáäéêþí (Þ åêèåôéêþí) óåéñþí Fourier.

A17.5. ÁÌÅÓÇÌÅÈÏÄÏÓ ÅÐÉËÕÓÅÙÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍÌÅ ÓÅÉÑÅÓ FOURIER

Óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á17.4 ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier
ôçò ðåñéïäéêÞò öïñôßóåùò p(t) (17.4.2) ãéá íá ëýóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ ìïíïâÜèìéïõ
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò. Ç ëýóç ðïõ ãåíéêÜ åßíáé ìéá ìåôáôüðéóç u(t) åêöñÜóèçêå ôåëéêÜ ðÜëé
óáí ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier: óåéñÜ (17.4.5). Áðïäåß÷èçêå üôé ç óåéñÜ áõôÞ Ý÷åé óáí
óõíôåëåóôÝò ôá ãéíüìåíá ôùí áíôßóôïé÷ùí óõíôåëåóôþí cn ôçò öïñôßóåùò p(t) åðß ôéò ôéìÝò G(ùn)
ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò áðïêñßóåùò G(ù) óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù ãéá ù = ùn = nù1 =
2nð/T ìå Ô ôçí ðåñßïäï ôçò öïñôßóåùò. Ï ôñüðïò åñãáóßáò ìáò Þôáí áðëÜ íá âñïýìå ðñþôá ôçí
áðüêñéóç (åäþ ôç ìåôáôüðéóç) ðïõ áíôéóôïé÷åß óå Ýíá ìüíï üñï ôçò óåéñÜò Fourier ôçò ðåñéïäéêÞò
öïñôßóåùò p(t), óõãêåêñéìÝíá óôïí üñï cneiùnt, êáé óôç óõíÝ÷åéá íá êÜíïõìå åðáëëçëßá ãéá üëïõò
ôïõò üñïõò áðü n = −∞ Ýùò n = ∞. Áõôü åßíáé áðüëõôá åðéôñåðôü ãéá ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÌÜëéóôá ç åéäéêÞ áðüêñéóç (åäþ ìåôáôüðéóç) ãéá åéäéêÞ öüñôéóç cneiùnt ìáò
Þôáí Þäç ãíùóôÞ áðü ôçíÐáñÜãñáöï Á6.1.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6 ãéá ôéò Ôáëáíôþóåéò. Ðïëýùñáßá!

Äåí ðñüêåéôáé íá ðñïóèÝóïõìå ôßðïôå ôï ïõóéáóôéêü óôçí ðáñïýóá åíüôçôá. ÁðëÜ èá âñïýìå
ôï ßäéï áêñéâþò áðïôÝëåóìá ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t) ìå Üìåóç áíôéêáôÜóôáóç óôç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ìáò ôùí ìéãáäéêþí (Þ åêèåôéêþí) óåéñþí Fourier ôçò
ãíùóôÞò ìáò öïñôßóåùò p(t) êáé ôçò ÜãíùóôÞò ìáò ìåôáôïðßóåùò u(t). ÅðïìÝíùò ðñüêåéôáé áðëÜ
ãéá Ýíáí áðüëõôá éóïäýíáìï, áëëÜ ðéï Üìåóï ôñüðï åñãáóßáò ðïõ ìáò ïäçãåß, åðáíáëáìâÜíïõìå,
óôï ßäéï áêñéâþò áðïôÝëåóìá ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t). Áò îåêéíÞóïõìå ëïéðüí ôçí åñãáóßá ìáò.

Èåùñïýìå ôçí áñ÷éêÞ ìáò ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (17.1.1) ðïõ ôçí õðåíèõìß-
æïõìå êé åäþ

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t). (17.5.1)



2 (ÊåöÜëáéï A17: ÐñïóèÞêç) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓÓÕÍÇÈÅÉÓÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁÐÏËÉÔÉÊÏÕÓÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Ðñüêåéôáé, åðáíáëáìâÜíïõìå, ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí ôïõ
ôñéðáñáìåôñéêïý ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá, ôï ïðïßï
ìåëåôÜìå. ¼ìùò ç ßäéá áêñéâþò áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò äéáöïñéêÞ åîßóùóç áöïñÜ êáé óôéò
åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò (Þ äéáôìçôéêïý êôéñßïõ).

Ç öüñôéóç p(t) ôçò ìÜæáò (Þ ôçò ðëÜêáò ôïõ êôéñßïõ) åßíáé ðñïöáíþò ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç.
Åäþ åðéðëÝïí èåùñåßôáé óõíå÷Þò êáé åðßóçò ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ìå ðåñßïäï Ô . (Ãéá ìç ðåñéïäéêÝò
óõíáñôÞóåéò èá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôï ßäéï ðñüâëçìá ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier êáé áõôü
èá ôï êÜíïõìå óôï ìåèåðüìåíï ÊåöÜëáéï Á19.) Áöïý ëïéðüí ç öüñôéóç p(t) åßíáé åäþ ãíùóôÞ, èá
Ý÷åé êáé ãíùóôÞ ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier êáé óõãêåêñéìÝíá ôçí áêüëïõèç óåéñÜ Fourier:

p(t) =
∞∑

n=−∞
pneiùnt, üðïõ pn = 1

T

∫ T

0
p(t)e−iùnt dt ìå ùn = nù1 = 2nð

Ô
, ù1 = 2ð

Ô
. (17.5.2)

Åäþ âÝâáéá ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü áõôþí ôùí óõíôåëåóôþí pn ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ó÷åôéêü
ôýðï (17.3.12) ãéá ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier. ÅðéðëÝïí åäþ ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò
óåéñÜò áõôÞò åðéëÝîáìå ôï óýìâïëï pn áíôß ãéá ôï óýìâïëï cn óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá. ¸ôóé èá
ôïõò äéáêñßíïõìå ðéï åýêïëá áðü ôïõò áíôßóôïé÷ïõò óõíôåëåóôÝò un ãéá ôç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ)
óåéñÜ Fourier ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t), äçëáäÞ ôçò ìåôáôïðßóåùò ôçò ìÜæáò m Þ ôçò
ðëÜêáò ôïõ ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ, üôáí áíáöåñüìáóôå óå êôßñéï. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ãéá
ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) õðïèÝôïõìå üôé Ý÷åé ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier ôçò ìïñöÞò

u(t) =
∞∑

n=−∞
uneiùnt. (17.5.3)

Åäþ üìùò äõóôõ÷þò ïé óõíôåëåóôÝò un åßíáé Üãíùóôïé, áöïý ç óõíÜñôçóç u(t) åßíáé ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (17.5.1). ÊáèÞêïí ìáò åäþ åßíáé íá õðïëïãßóïõìå áõôïýò ôïõò
óõíôåëåóôÝò un êáé èá ôï êÜíïõìå Üìåóá. Ìüëéò êáôáöÝñïõìå êáé ôïõò õðïëïãßóïõìå, ç Üãíùóôç
óõíÜñôçóç u(t) èá Ý÷åé ðñïóäéïñéóèåß êáé áõôÞ ìå âÜóç ôçí ðáñáðÜíù óåéñÜ Fourier (17.5.3).

Ôþñá ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí Üãíùóôùí óõíôåëåóôþí un áðëÜ áíôéêáèéóôïýìå ôç óåéñÜ
Fourier (17.5.3) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (17.5.1). ×ñåéáæüìáóôå üìùò åðéðëÝïí êáé ôéò äýï ðñþôåò
ðáñáãþãïõò áõôÞò ôçò óåéñÜò Fourier. ÁõôÝò ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí ìå ðáñáãùãßóåéò üñï
ðñïò üñï. ¸ôóé ðáßñíïõìå

u̇(t) = i
∞∑

n=−∞
ùnuneiùnt (17.5.4)

êáé óôç óõíÝ÷åéá

ü(t) = −
∞∑

n=−∞
ù2

nuneiùnt. (17.5.5)

Aíôéêáèéóôïýìå ëïéðüí ôç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç p(t) êáèþò êáé ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) êáé
ôéò ðéï ðÜíù äýï ðñþôåò ðáñáãþãïõò ôçò u̇(t) êáé ü(t) (üëåò åêöñáóìÝíåò ìå ôç ÷ñÞóç ìéãáäéêþí
Þ åêèåôéêþí óåéñþí Fourier) óôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (17.5.1). ¸ôóé ðñïêýðôåé

−m
∞∑

n=−∞
ù2

nuneiùnt + ic
∞∑

n=−∞
ùnuneiùnt + k

∞∑
n=−∞

uneiùnt =
∞∑

n=−∞
pneiùnt. (17.5.6)

Óõìðôýóóïõìå ôþñá ôéò ôñåéò óåéñÝò Fourier áñéóôåñÜ óå ìßá ìüíï óåéñÜ Fourier. ¸ôóé ðáßñíïõìå

∞∑
n=−∞

( − mù2
n + icùn + k)uneiùnt =

∞∑
n=−∞

pneiùnt. (17.5.7)

ÁõôÞ åßíáé ç ìïñöÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò (17.5.1) ãñáììÝíçò ìå ìéãáäéêÝò (Þ åêèåôé-
êÝò) óåéñÝò Fourier ìå ôïõò Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò un ôçò ìåôáôïðßóåùò u(t) áñéóôåñÜ êáé ôïõò
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ãíùóôïýò óõíôåëåóôÝò ôçò öïñôßóåùò p(t) äåîéÜ. Ôç ìïñöÞ áõôÞ (17.5.7) ìðïñïýìå íá ôçí áðëï-
ðïéÞóïõìå ëßãï áêüìç ìåôáöÝñïíôáò ôç äåîéÜ óåéñÜ (ôçò öïñôßóåùò p(t)) áñéóôåñÜ. Tüôå Ý÷ïõìå

∞∑
n=−∞

( − mù2
n + icùn + k)uneiùnt −

∞∑
n=−∞

pneiùnt = 0. (17.5.8)

Óõìðôýóóïõìå ôþñá ôéò äýï óåéñÝò Fourier áñéóôåñÜ óå ìßá ìüíï óåéñÜ Fourier. ¸ôóé ðñïêýðôåé

∞∑
n=−∞

[( − mù2
n + icùn + k)un − pn]eiùnt = 0. (17.5.9)

Êáé ôé Ýãéíå ôþñá; Ìßá ìüíï ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier áñéóôåñÜðïõ Ý÷åé åîéóùèåß ìå ôï
ìçäÝí äåîéÜ, êáëýôåñá ìå ôçí ôáõôïôéêÜ ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç. (Áò ìçí îå÷íÜìå üôé ðñïóðáèïýìå
íá ëýóïõìå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ éó÷ýåé âÝâáéá ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò,
åäþ ôïõ t, ôïõëÜ÷éóôïí óôï äéÜóôçìá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé, ð.÷. óôï äéÜóôçìá ìéáò ðåñéüäïõ [0, T ].)

Áò ðñïóÝîïõìå ôþñá ëéãÜêé. Ç áñéóôåñÞ óåéñÜ Fourier åßíáé ðñïöáíþò ç óåéñÜ Fourier ôçò
ìçäåíéêÞò óõíáñôÞóåùò ðïõ âñßóêåôáé äåîéÜ. ÅðïìÝíùò ïé óõíôåëåóôÝò ôçò ðïõ äßíïíôáé áðü
ôïõò ïëïêëçñùôéêïýò ôýðïõò (17.3.12) óôçí Åíüôçôá Á17.3 ðñÝðåé íá åßíáé üëïé ôïõò ìçäåíéêïß,
åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôïõò åßíáé ßóç ìå ìçäÝí. ÁëëÜ ðïéïé åßíáé
áõôïß ïé óõíôåëåóôÝò óôç óåéñÜ Fourier ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò ôçò ó÷Ýóåùò (17.5.9); Ðñïöáíþò
åßíáé ïé üñïé ìÝóá óôéò áãêýëåò ÷ùñßò âÝâáéá ôïí åêèåôéêü üñï eiùnt. ÅðïìÝíùò èáðñÝðåé íá Ý÷ïõìå

(−mù2
n+icùn+k)un−pn = 0 �⇒ (−mù2

n+icùn+k)un = pn ìå n = −∞, . . . ,∞. (17.5.10)

Ìðïñïýìå ôþñá íá ëýóïõìå áìÝóùò ôéò ôüóï áðëÝò åîéóþóåéò äåîéÜ êáé Ýôóé íá âñïýìå ôïõò
Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier un ðïõ èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå. Ðñïêýðôïõí ïé óõíôåëåóôÝò

un = pn

−mù2
n + icùn + k

. (17.5.11)

Ôïõò ãñÜöïõìå êáé êÜðùò áðëïýóôåñá óôç ìïñöÞ

un = G(ùn)pn (17.5.12)

ìå âÜóç ôç ãíùóôÞ ìáò ðéá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò G(ù) óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù.

ÅðïìÝíùò ôþñá ç Üãíùóôç óõíÜñôçóÞ ìáò (ç ìåôáôüðéóç ôçò ìÜæáò Þ ôçò ðëÜêáò) Ý÷åé ðéá
ðñïóäéïñéóèåß ðëÞñùò ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç (17.5.3). ÁõôÞ ç ó÷Ýóçðáßñíåé ôþñá ôçí ôåëéêÞ ôçò ìïñöÞ

u(t) =
∞∑

n=−∞
G(ùn)pneiùnt (17.5.13)

ëüãù ôùí åêöñÜóåùí (17.5.12) ôùí óõíôåëåóôþí un. Êáé öõóéêÜ ç ëýóç áõôÞ óõìðßðôåé áðüëõôá
ìå ôç ëýóç (17.4.5) ðïõ åß÷áìå âñåé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á17.4. Ìüíï ðïõ åäþ, ôþñá ðïõ
÷ñçóéìïðïéïýìå ôáõôü÷ñïíá äýï óåéñÝò Fourier (ôùí óõíáñôÞóåùí p(t) êáé u(t)), ÷ñçóéìïðïéÞóáìå
ôï óýìâïëï pn ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò p(t) áíôß ãéá ôï óýìâïëï cn óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá.

Ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (17.5.13) ìáò äçëþíåé üôé ç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier ôçò áñ÷éêÜ
Üãíùóôçò ìåôáôïðßóåùò u(t) ðñïêýðôåé áðü ôçí áíôßóôïé÷ç óåéñÜ Fourier ôçò öïñôßóåùò p(t)
áðëÜ ìå ðïëëáðëáóéáóìü ôùí óõíôåëåóôþí ôçò åðß G(ùn). ÁõôÜ éó÷ýïõí âÝâáéá ãéá ðåñéïäéêÞ
öüñôéóç p(t) ìå ðåñßïäï Ô . Óôï ìåèåðüìåíï ÊåöÜëáéï Á19 ãéá ìéá ìç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t) èá
äéáðéóôþóïõìå üôé áíôßóôïé÷ï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé êáé åêåß. Ìüíï ðïõ åêåß èá Ý÷ïõìå ïëïêëÞñùìá
áíôß ãéá óåéñÜ. ÁëëÜ êáé åêåß (áêñéâþò üðùò êáé åäþ) èá Ý÷ïõìå ðïëëáðëáóéáóìü åðß ôç G(ù):
ðïëëáðëáóéáóìü óôçí ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç. ÁõôÜ üìùò ëßãï ðéï êÜôù: óôï ÊåöÜëáéï Á19.

Óôçí ðéï ðÜíù ëýóç (17.5.13) ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ìéãáäéêÝò (Þ åêèåôéêÝò) óåéñÝò Fourier áêñé-
âþò üðùò åß÷áìå êÜíåé êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíüôçôá Á17.4. ÁíÜëïãá ìðïñïýìå íá åñãáóèïýìå



4 (ÊåöÜëáéï A17: ÐñïóèÞêç) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓÓÕÍÇÈÅÉÓÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁÐÏËÉÔÉÊÏÕÓÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

êáé ìå ôñéãùíïìåôñéêÝò óåéñÝò Fourier ôüóï ãéá ôç ãíùóôÞ öüñôéóç p(t) üóï êáé ãéá ôçí Üãíùóôç
ìåôáôüðéóç u(t). Ìðïñïýìå, áëë’ åðåéäÞ ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò óåéñÝò Fourier ðåñéÝ÷ïõí ôüóï óõ-
íçìéôïíéêïýò üóï êáé çìéôïíéêïýò üñïõò, ïé õðïëïãéóìïß èá åßíáé ëßãï ðéï ðïëýðëïêïé. Åðßóçò
ìå ÷ñÞóç ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óåéñþí Fourier áðïóôåñïýìáóôå ôç äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõìå Üìåóá ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò G(ù) óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù. Ãé’ áõôü
áõôÞí ôçí åñãáóßá, ôç ÷ñÞóç ôñéãùíïìåôñéêþí óåéñþí Fourier, èá ôçí áöÞóïõìå óôïí áíáãíþóôç
êáé óôçí áíáãíþóôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óáí ìéá ðáñáðÝñá åöáñìïãÞ ôçò ðáñïýóáò ìåèüäïõ.

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí åðÝêôáóç ôçò ìåèüäïõ áõôÞò ôçò åíüôçôáò êáé óå äéâÜèìéá ìç÷áíéêÜ
óõóôÞìáôá, äçëáäÞ ïõóéáóôéêÜ êáé óå ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

A17.6. ÅÐÉËÕÓÇ ÓÕÓÔÇÌÁÔÙÍ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ ÌÅ ÓÅÉÑÅÓ FOURIER

Åðåêôåßíïõìå ôþñá ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò óå ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ
óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá èåùñïýìå ôï óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Mü(t) + Ku(t) = p(t) (17.6.1)

åäþóôçí åéäéêÞðåñßðôùóçäýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ôïóýóôçìááõôü åßíáé ôïóýóôçìá (13.1.7)
óôï ÊåöÜëáéï Á13 êáé áöïñÜ (ãéá äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò) åßôå (á) óå ìç÷áíéêü óýóôçìá äýï
ìáæþí--åëáôçñßùí óôç óåéñÜ (ü÷é ðáñÜëëçëá), Åíüôçôá Á13.1, åßôå (â) óå éäåáôü äéþñïöï êôßñéï
äéáôìÞóåùò (Þ äéáôìçôéêü êôßñéï), Åíüôçôá Á13.2. Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå (áðü ìáèçìá-
ôéêÞò áðüøåùò) áêñéâþò ôï ßäéï óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí: ôï óýóôçìá (17.6.1). Óçìåéþ-
íïõìå üôé M åßíáé ôï ìçôñþï ìÜæáò (Þ ìçôñþï áäñáíåßáò) êáé K åßíáé ôï ìçôñþï óôéâáñüôçôáò
ãéá óýóôçìá ìáæþí--åëáôçñßùí Þ ìçôñþï äõóêáìøßáò ãéá éäåáôü êôßñéï. (ÖõóéêÜ îÝñïõìå ðùò
ôá õðïóôõëþìáôá ôùí êôéñßùí êÜìðôïíôáé, åíþ ôá óõóôÞìáôá ìáæþí--åëáôçñßùí ðñïöáíþò
äåí êÜìðôïíôáé. ÁðëÜ åðéìçêýíïíôáé ôá åëáôÞñéÜ ôïõò êé Ýôóé ìåôáôïðßæïíôáé ïé ìÜæåò ôïõò.)
ÅðéðëÝïí u(t) åßíáé ôï äéÜíõóìá (åííïåßôáé åäþ äéÜíõóìá óôÞëçò) ôùí Üãíùóôùí ìåôáôïðßóåùí
ôùí ìáæþí (óôï óýóôçìá ìáæþí--åëáôçñßùí) Þ ôùí ðëáêþí ôùí ïñüöùí (óôï êôßñéï). ÔÝëïò p(t)
åßíáé ôï äéÜíõóìá (îáíÜ åííïåßôáé åäþ äéÜíõóìá óôÞëçò) ôùí öïñôßóåùí (åîùôåñéêþí äõíÜìåùí)
óôéò ìÜæåò (óôï óýóôçìá ìáæþí--åëáôçñßùí) Þ óôéò ðëÜêåò (óôï êôßñéï). ÂÝâáéá óôï éäåáôü êôßñéï,
üðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôçí Åíüôçôá Á13.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á13, ïé ðëÜêåò èåùñïýíôáé áðá-
ñáìüñöùôåò êáé ïé ìÜæåò ôùí ïñüöùí óõãêåíôñùìÝíåò óôéò ðëÜêåò. Ôï ðéï ðÜíù äéÜíõóìá p(t)
ôï èåùñïýìå åäþ ìå ôá óôïé÷åßá ôïõ pi(t) ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t üëåò ìå ðåñßïäï Ô .

Åäþ ðÝñá ãéá óýóôçìá ìåN = 2 äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò èá Ý÷ïõìå êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ìáò

M =
[

m1 0

0 m2

]
, K =

[
k11 k12

k12 k22

]
, u(t) =

{
u1(t)

u2(t)

}
êáé p(t) =

{
p1(t)

p2(t)

}
(17.6.2)

ìå ôï K óõììåôñéêü ìçôñþï. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá (17.6.1) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

m1 ü1(t) + k11u1(t) + k12u2(t) = p1(t),

m2 ü2(t) + k12u1(t) + k22u2(t) = p2(t).
(17.6.3)

ÖõóéêÜ åäþ ïé äýï öïñôßóåéò p1(t) êáé p2(t) åßíáé ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t ìå ðåñßïäï Ô .
ÊáôÜ óõíÝðåéá ìå ôá ìçôñþá M êáé K áíåîÜñôçôá áðü ôï ÷ñüíï t åßíáé åýëïãï íá õðïèÝóïõìå
üôé êáé ïé äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (ïé ìåôáôïðßóåéò) u1(t) êáé u2(t) èá åßíáé êáé áõôÝò ðåñéïäéêÝò
óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t ðÜëé ìå ðåñßïäï Ô . ÄçëáäÞ ãéá ïðïéïäÞðïôå áêÝñáéï áñéèìü n èá éó÷ýåé

p1(t + nT ) = p1(t), p2(t + nT ) = p2(t), u1(t + nT ) = u1(t) êáé u2(t + nT ) = u2(t). (17.6.4)

Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí åðßëõóç ôïõ ðáñüíôïò ðåñéïäéêïý ðñïâëÞìáôïò ìå ôç ÷ñÞóç ìéãáäéêþí
(Þ åêèåôéêþí) óåéñþí Fourier ãåíéêåýïíôáò ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Á17.5.
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Êáôáñ÷Þí, åðåéäÞ ïé óõíáñôÞóåéò p1(t) êáé p2(t) (ïé öïñôßóåéò, ïé åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò) åßíáé
ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t (ôéò õðïèÝôïõìå êáé óõíå÷åßò), Ý÷ïõí ãíùóôÝò óåéñÝò Fourier

p1(t) =
∞∑

n=−∞
p1neiùnt êáé p2(t) =

∞∑
n=−∞

p2neiùnt. (17.6.5)

Ïé óõíôåëåóôÝò ôïõò p1n êáé p2n ðñïóäéïñßæïíôáé ðïëý åýêïëá ìå âÜóç ôïí ôýðï (17.3.12), ïðüôå

p1n= 1
T

∫ T

0
p1(t)e−iùnt dt êáé p2n= 1

T

∫ T

0
p2(t)e−iùnt dt ìå ùn=nù1 = 2nð

Ô
, ù1= 2ð

Ô
. (17.6.6)

(Óçìåéþíïõìå óå ðáñÝíèåóç üôé, åðåéäÞ õðïèÝóáìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò p1(t) êáé p2(t) åßíáé ü÷é ìüíï
ðåñéïäéêÝò áëëÜ êáé óõíå÷åßò, áõôÝò ïé óåéñÝò Fourier èá óõãêëßíïõí ó’ áõôÝò ôéò óõíáñôÞóåéò ìáò.)

Êáé ôþñá áðüëõôá áíÜëïãá äå÷üìáóôå ìéãáäéêÝò (Þ åêèåôéêÝò) óåéñÝò Fourier êáé ãéá ôéò äýï
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò u1(t) êáé u2(t) (ðïõ åßíáé êáé óõíå÷åßò, áöïý åßíáé ðáñáãùãßóéìåò). ÄçëáäÞ

u1(t) =
∞∑

n=−∞
u1neiùnt êáé u2(t) =

∞∑
n=−∞

u2neiùnt. (17.6.7)

Ìüíï ðïõ . . . Ìüíï ðïõ ôþñá ïé óõíôåëåóôÝò u1n êáé u2n áõôþí ôùí äýï óåéñþí Fourier äåí åßíáé
ãíùóôïß. ¢ãíùóôåò óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõìå. Ðþò èÝëïõìå íá åßíáé ãíùóôïß; ¸÷ïõìå üìùò áðïöáóßóåé
íá ôïõò ðñïóäéïñßóïõìå. Êáé åñãáæüìáóôå, üðùò Þäç åßðáìå, áðëÜ ãåíéêåýïíôáò ôçí åñãáóßáðïõ
êÜíáìå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ãéá ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá. Åäþ üìùò ãéá äéâÜèìéï
ìç÷áíéêü óýóôçìá: åßôå (á) Ýíá óýóôçìá äýï ìáæþí--åëáôçñßùí åßôå (â) Ýíá äéþñïöï éäåáôü êôßñéï.

Ãéá ôï ìç ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (17.6.3) ðïõ åßíáé äåõôÝñáò
ôÜîåùò ÷ñåéáæüìáóôå êáé ôéò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò ôùí Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí u1(t) êáé u2(t).
Ðáñáãùãßæïõìå ëïéðüí äýï öïñÝò ôéò óåéñÝò Fourier (17.6.7). Âñßóêïõìå ôéò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò

ü1(t) = −
∞∑

n=−∞
ù2

nu1neiùnt êáé ü2(t) = −
∞∑

n=−∞
ù2

nu2neiùnt. (17.6.8)

Áíôéêáèéóôïýìå ôþñá üëåò ìáæß (êáé ôéò Ýîé) óåéñÝò Fourier (17.6.5), (17.6.7) êáé (17.6.8) óôéò
äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (17.6.3) ôïõ óõóôÞìáôüò ìáò. (ÂÝâáéá áíÜëïãá åß÷áìå åñãáóèåß êáé
óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ãéá ìßá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç.) Ñïõôßíá ç äïõëåéÜ ìáò! Ðñïêýðôåé

−m1

∞∑
n=−∞

ù2
nu1neiùnt + k11

∞∑
n=−∞

u1neiùnt + k12
∞∑

n=−∞
u2neiùnt =

∞∑
n=−∞

p1neiùnt,

−m2

∞∑
n=−∞

ù2
nu2neiùnt + k12

∞∑
n=−∞

u1neiùnt + k22
∞∑

n=−∞
u2neiùnt =

∞∑
n=−∞

p2neiùnt.

(17.6.9)

Ôþñá êáé óôéò äýï áõôÝò åîéóþóåéò óõìðôýóóïõìå ôéò ôñåéò óåéñÝò Fourier áñéóôåñÜ. Ðáßñíïõìå
∞∑

n=−∞
[( − ù2

nm1 + k11)u1n + k12u2n]eiùnt =
∞∑

n=−∞
p1neiùnt,

∞∑
n=−∞

[k12u1n + ( − ù2
nm2 + k22)u2n]eiùnt =

∞∑
n=−∞

p2neiùnt.

(17.6.10)

Ðïëý ùñáßá! Êáé ôþñá ïé äåîéÝò óåéñÝò Fourier ãéá ôéò p1(t) êáé p2(t) êé áõôÝò áñéóôåñÜ. Âñßóêïõìå
∞∑

n=−∞
[( − ù2

nm1 + k11)u1n + k12u2n]eiùnt −
∞∑

n=−∞
p1neiùnt = 0,

∞∑
n=−∞

[k12u1n + ( − ù2
nm2 + k22)u2n]eiùnt −

∞∑
n=−∞

p2neiùnt = 0.

(17.6.11)



6 (ÊåöÜëáéï A17: ÐñïóèÞêç) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓÓÕÍÇÈÅÉÓÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁÐÏËÉÔÉÊÏÕÓÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Êáé óýìðôõîç ðÜëé ôùí äýï óåéñþí Fourier óôá áñéóôåñÜ ìÝëç áõôþí ôùí åîéóþóåùí. Ðñïêýðôåé
∞∑

n=−∞
[( − ù2

nm1 + k11)u1n + k12u2n − p1n]eiùnt = 0,

∞∑
n=−∞

[k12u1n + ( − ù2
nm2 + k22)u2n − p2n]eiùnt = 0.

(17.6.12)

Êïíôïóôåêüìáóôå ëßãï. Óêåðôüìáóôå. Áíáëïãéæüìáóôå. Áêñéâþò üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç
ÅíüôçôáÁ17.5 ãéá ìßáÜãíùóôçóõíÜñôçóç, Ý÷ïõìå ìçäåíéêÝò óõíáñôÞóåéò äåîéÜ, åäþäýïìçäåíéêÝò
óõíáñôÞóåéò. ¢ñá ïé óõíôåëåóôÝò ôïõò óôéò ìéãáäéêÝò (Þ åêèåôéêÝò) óåéñÝò Fourier (17.6.12) ðñÝðåé
íá åßíáé êáé áõôïß ìçäåíéêïß ìå âÜóç ôïí ôýðï (17.3.12) ôçò Åíüôçôáò Á17.3. Áëë’ åäþ áõôïß ïé
óõíôåëåóôÝò Fourier äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ ïé ðïóüôçôåò ìÝóá óôéò áãêýëåò óôéò äýï óåéñÝò
Fourier áñéóôåñÜ óôéò ðéï ðÜíù åîéóþóåéò (17.6.12). Êáé ìå áõôü ôï óêåðôéêü ðñÝðåé íá éó÷ýïõí
ïé åîÞò ó÷Ýóåéò ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ n (ãéá −∞ < n < ∞) êáé ðñïöáíþò åäþ ìå ôï n áêÝñáéï áñéèìü:

( − ù2
nm1 + k11)u1n + k12u2n − p1n = 0 �⇒ ( − ù2

nm1 + k11)u1n + k12u2n = p1n,

k12u1n + ( − ù2
nm2 + k22)u2n − p2n = 0 �⇒ k12u1n + ( − ù2

nm2 + k22)u2n = p2n.
(17.6.13)

Ðáé÷íéäÜêé åßíáé íá ëýóïõìå áõôü ôï ôüóï áðëü ãñáììéêü óýóôçìá áëãåâñéêþí åîéóþóåùí
(êáé ü÷é ðéá äéáöïñéêþí, åðéôÝëïõò çóõ÷Üóáìå . . . ) ãéá ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ ôïõ n (áêÝñáéç öõóéêÜ).
Åäþ ÷ñçóéìïðïéïýìå áðëÜ ôïí êáíüíá ôïõCramer óôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç

Ä(ù) :=
∣∣∣∣∣

−ù2m1 + k11 k12

k12 −ù2m2 + k22

∣∣∣∣∣ = ( − ù2m1 + k11)( − ù2m2 + k22) − k2
12 . (17.6.14)

Ôþñá Ä(ùn) åßíáé ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí u1n êáé u2n óôï ðéï ðÜíù óýóôçìá
ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (17.6.13). Ìå ÷ñÞóç ôçò Ä(ùn) äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé

u1n = 1
Ä(ùn)

∣∣∣∣∣
p1n k12

p2n −ù2
nm2 + k22

∣∣∣∣∣ = ( − ù2
nm2 + k22)p1n − k12p2n

Ä(ùn)
(17.6.15)

êáé

u2n = 1
Ä(ùn)

∣∣∣∣∣
−ù2

nm1 + k11 p1n

k12 p2n

∣∣∣∣∣ = −k12p1n + ( − ù2
nm1 + k11)p2n

Ä(ùn)
. (17.6.16)

Áõôïß ïé ôýðïé ðñïóäéïñßæïõí ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier ôùí äýï Üãíùóôùí óõíáñôÞóåþí ìáò u1(t)
êáé u2(t) ãéá üëåò ôéìÝò ôïõ n ìå ÷ñÞóç ôùí óõíôåëåóôþí Fourier ôùí äýï öïñôßóåùí p1(t) êáé p2(t).

ÐáñáêÜôù óôçí ÐáñÜãñáöï Á19.4.2 óôçí ðñïóèÞêç ôïõ ìåèåðüìåíïõ Êåöáëáßïõ Á19 èá
êÜíïõìå áíôßóôïé÷ç åñãáóßá ãéá ìç ðåñéïäéêÝò öïñôßóåéò p1(t) êáé p2(t). Åêåß ðÝñá óôéò ó÷Ýóåéò
ïñéóìïý (19.4.20) èá ïñßóïõìå ôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò áðïêñßóåùò G11(ù), G12(ù) = G21(ù)
êáéG22(ù). Ìå ÷ñÞóç ôïõò ìðïñïýìå íá äéáðéóôþóïõìå áìÝóùò üôé ïé ðáñáðÜíù ôýðïé (17.6.15)
êáé (17.6.16) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier u1n êáé u2n ãñÜöïíôáé êáé óôç ëßãï ðéï óõíïðôéêÞ ìïñöÞ

u1n = G11(ùn)p1n + G12(ùn)p2n êáé u2n = G21(ùn)p1n + G22(ùn)p2n . (17.6.17)

ÁõôÞ ç ìïñöÞ ãåíéêåýåé ôç ó÷Ýóç (17.5.12) áðü ôï ìïíïâÜèìéï óôï ðïëõâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá.

Ôåëåéþíïíôáò êáé áõôÞí ôçí åíüôçôá, õðåíèõìßæïõìå, áêñéâþò üðùò êÜíáìå êáé óôçí ðñïç-
ãïýìåíç åíüôçôá, üôé ç ðéï ðÜíù åñãáóßá ìå ìéãáäéêÝò (Þ åêèåôéêÝò) óåéñÝò Fourier ìðïñåß íá ãßíåé
êáé ìå ôñéãùíïìåôñéêÝò óåéñÝò Fourier. Åíôïýôïéò ç ÷ñÞóç ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óåéñþí Fourier èá
ïäçãÞóåé êáé åäþ óå êÜðùò ðéï ðïëýðëïêá áðïôåëÝóìáôá. Êáé óôï êÜôù--êÜôù ôçò ãñáöÞò äåí
Ý÷ïõìå äá êáé êáíÝíá ðñüâëçìá íá ìåôáôñÝøïõìå ôéò ðáñïýóåò óåéñÝò áðü ìéãáäéêÝò (Þ åêèåôéêÝò)
óåéñÝò Fourier óå ôñéãùíïìåôñéêÝò óåéñÝò Fourier ìå âÜóç ôïõò ãíùóôïýò ôýðïõò ôïõ Euler (17.3.1).
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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A18
Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ FOURIER:

ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÉ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Åêôüò áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (ðïõ óõìâïëßæåôáé ìåL) áñêåôÜ ÷ñÞóéìïò óôéò åöáñìïãÝò
åßíáé êáé Ýíáò áêüìç ïëïêëçñùôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò: ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier (ðïõ óõìâïëß-
æåôáé ìå F). Ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò åßíáé ôþñá ôï äéÜóôçìá (−∞,∞) êáé ï ó÷åôéêüò ðõñÞíáò
óôï ïëïêëÞñùìá åßíáé ôçò ìïñöÞò e−iùx (Þ, ðïëý ðéï óõ÷íÜ óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíé-
êïý, e−iùt ìå ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t). Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier Ý÷åé áñêåôÜ áíÜëïãåò éäéüôçôåò ìå
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáé ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò,
áëëÜ êáé óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ÁõôÝò áðïôåëïýí óçìáíôéêü ôìÞìá
ôçò ýëçò ôïõ ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ. Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ðÝñá áðü ôçí
áíáëïãßá ôïõ ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ìðïñåß åýêïëá íá èåùñçèåß üôé ðñïÝñ÷åôáé êáé áðü
ôéò ìéãáäéêÝò (Þ åêèåôéêÝò) óåéñÝò Fourier ìå êáôÜëëçëç ïñéáêÞ äéáäéêáóßá. ÓõãêåêñéìÝíá ç ðåñßï-
äïò T ôåßíåé óôï Üðåéñï, äçëáäÞ ðáýåé íá éó÷ýåé ç ðåñéïäéêüôçôá ôçò óõíáñôÞóåùò f (x) (Þ f (t) ìå t
ôï ÷ñüíï). Éäéáßôåñá ÷ñÞóéìïò åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier óå ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí óôï
÷ñüíï t. ÂÝâáéá ôüôå ç ó÷åôéêÞ ìåôáâëçôÞ ù Ý÷åé Üìåóç öõóéêÞ óçìáóßá óáí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá.

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá åîåôáóèïýí ï ïñéóìüò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, ç öõóéêÞ åñìçíåßá
ôïõ (óôá ðåäßá ôïõ ÷ñüíïõ t êáé ôçò óõ÷íüôçôáò ù), ãåíéêåýóåéò ôïõ, ïñéóìÝíåò âáóéêÝò éäéüôç-
ôÝò ôïõ, üðùò ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü áõôü êáé ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß
Fourier ðáñáãþãùí óõíáñôÞóåùò f (t) ìå ãíùóôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F(ù) = F{f (t)}. Èá ãß-
íåé åðßóçò áíáöïñÜ óôç äõíáôüôçôá åðéëýóåùò óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ìÝóù ôçò ìåôáôñïðÞò ôïõò óå ðñùôïâÜèìéåò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò.
Ç åíäéáöÝñïõóá áõôÞ äõíáôüôçôá, ðïõ åßíáé áðüëõôá áíÜëïãç ìå åêåßíç óôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace, èá åöáñìïóèåß óôï áìÝóùò åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á19: (á) óôçí êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá êáé (â) óôç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ôçò óõãêåíôñþóåùò ñýðïõ (ìå áðïäüìçóÞ ôïõ) óå õäáôéêü óýóôçìá ìå åéóñïÞ--åêñïÞ íåñïý.

A18.1. Ï ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÓ FOURIER

A18.1.1. Ïñéóìüò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier êáé áíôéóôñïöÞ ôïõ

Ãíùñßæïõìå Þäç ôïí ïñéóìü ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace FL(s) = L{fL(x)} (ðïõ óõìâïëßæåôáé
ìå L) ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò fL(x)

FL(s) = L{fL(x)} =
∫ ∞

0
e−sx fL(x) dx (18.1.1)



448 (Ðñüëïãïò A18) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ìå ôï ãåíéêåõìÝíï (Þ êáôá÷ñçóôéêü) ïëïêëÞñùìá óôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞) íá èåùñåßôáé
öõóéêÜ üôé õðÜñ÷åé. ÁñêåôÜ áíÜëïãïò ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace åßíáé êáé ï ïñéóìüò ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Fourier FF(ù) = F{fF(x)} (ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå F) åðßóçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò fF(x)

FF(ù) = F{fF(x)} =
∫ ∞

−∞
e−iùx fF(x) dx (18.1.2)

ìå ôï ãåíéêåõìÝíï (Þ êáôá÷ñçóôéêü) ïëïêëÞñùìá, ôþñá óôï Üðåéñï äéÜóôçìá (−∞ ,∞), íá õðïôß-
èåôáé åðßóçò üôé õðÜñ÷åé êáé ìå iù áíôß ãéá s (s → iù) óôïí åêèåôéêü ðáñÜãïíôá.

Êáé ïé äýï áõôïß ìåôáó÷çìáôéóìïß åßíáé ïëïêëçñùôéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß, äçëáäÞ ïé ïñéóìïß
ôïõò âáóßæïíôáé óå ïëïêëçñþóåéò ôçò óõíáñôÞóåùò ðïõ ìåôáó÷çìáôßæåôáé. Ïé äéáöïñÝò ôïõò
áöïñïýí óôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò: [0,∞) óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace êáé ( − ∞,∞) óôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier êáé óôïõò ó÷åôéêïýò ðõñÞíåò óôá ïëïêëçñþìáôá: e−sx óôï ìåôáó÷çìáôé-
óìü Laplace êáé e−iùx óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. ÐáñÜ ôéò äýï áõôÝò äéáöïñÝò êáé ïé äýï áõôïß
ïëïêëçñùôéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß ìïéÜæïõí ðïëý óôéò éäéüôçôÝò ôïõò êáé, áõôü ðïõ êõñßùò ìáò
åíäéáöÝñåé, óôç äõíáôüôçôá ìåôáôñïðÞò ìéáò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå ðñùôïâÜèìéá
áëãåâñéêÞ åîßóùóç ìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõò. Óôï ÊåöÜëáéï áõôü Á18 êáé óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï Á19
èá áó÷ïëçèïýìå áðïêëåéóôéêÜ ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. Èá åñãáóèïýìå ìÜëéóôá ìå ôñüðï
áðüëõôá áíÜëïãï ìå åêåßíïí ðïõ Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace.

Óôï åîÞò äå ÷ñåéÜæåôáé ðéá ï äåßêôçò F óôç óõíÜñôçóç f (x) ðïõ ìåôáó÷çìáôßæåôáé êáôÜ Fourier
ïýôå óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò F{f (x)}. ÅðéðëÝïí, áöïý ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìï-
ðïéåß óõíÞèùò (ü÷é ðÜíôïôå âÝâáéá!) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier óå ðñïâëÞìáôá ôçò ÄõíáìéêÞò
ôùí Êáôáóêåõþí êáé ôùí Õäáôéêþí ÓõóôçìÜôùíðïõ Ý÷ïõí ó÷Ýóç ìå ôï ÷ñüíï t, áõôÞ ç ìåôáâëçôÞ
(ï ÷ñüíïò t) åßíáé ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé óôï ðáñüí êåöÜëáéï. ÔÝëïò óôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier óõíçèßæåôáé ï ðõñÞíáò ôïõ e−iùx (åäþ e−iùt ìå ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t) íá ìðáßíåé óôïí ïñé-
óìü ôïõ (ìå ïëïêëÞñùìá) (18.1.2) ìåôÜ ôç óõíÜñôçóç f (x) (åäþ f (t)) ðïõ ìåôáó÷çìáôßæåôáé. Ìå ôéò
ìç ïõóéáóôéêÝò áõôÝò ôñïðïðïéÞóåéò (ðïõ áöïñïýí óôï óõìâïëéóìü ìüíï) ï ïñéóìüò (18.1.2) ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F ðáßñíåé ôçí åîÞò éóïäýíáìç ìïñöÞ ðïõ óõíÞèùò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå:

F(ù) = F{f (t)} =
∫ ∞

−∞
f (t) e−iùt dt. (18.1.3)

Áóöáëþò ôï ãåíéêåõìÝíï (Þ êáôá÷ñçóôéêü) ïëïêëÞñùìá óôïí ïñéóìü áõôü ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé.
Ãéá ôï óêïðü áõôü áñêåß íá éó÷ýïõí ïé áêüëïõèåò åðáñêåßò (áëë’ ü÷é êáé áðüëõôá áíáãêáßåò)
óõíèÞêåò ãéá ôç óõíÜñôçóç f (t) ðïõ ìåôáó÷çìáôßæåôáé êáôÜ Fourier:

(á) Íá åßíáé ïñéóìÝíç êáé öñáãìÝíç óôï Üðåéñï äéÜóôçìá ( − ∞,∞).

(â) Íá Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï ìüíï ðëÞèïò (áñéèìü) áóõíå÷åéþí (åííïåßôáé ðåðåñáóìÝíùí áóõíå-
÷åéþí ãéá öñáãìÝíç óõíÜñôçóç) êáé áêñïôÜôùí (ìåãßóôùí êáé åëá÷ßóôùí) óå êÜèå ðåðåñáóìÝíï
äéÜóôçìá [t1, t2] ðïõ åßíáé ìÝñïò ôïõ Üðåéñïõ äéáóôÞìáôïò ( − ∞,∞).

(ã) Íá åßíáé áðüëõôá ïëïêëçñþóéìç óôï Üðåéñï äéÜóôçìá ( − ∞,∞), äçëáäÞ íá õðÜñ÷åé (íá
ìçí áðåéñßæåôáé) ôï ãåíéêåõìÝíï (Þ êáôá÷ñçóôéêü) ïëïêëÞñùìá

Ia =
∫ ∞

−∞
|f (t)| dt, Ia < ∞. (18.1.4)

Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ìðïñåß íá èåùñçèåß üôé ðñïÝñ÷åôáé áðü ôéò óåéñÝò Fourier, ðïõ
Ý÷ïõí ôç âÜóç ôïõò óå ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò fT (t), üôáí ç ðåñßïäïò T ôåßíåé óôï Üðåéñï: T → ∞.
Ç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier ôçò ðåñéïäéêÞò óõíáñôÞóåùò fT (t) åßíáé ç êáôáëëçëüôåñç ãéá
ôç ó÷åôéêÞ êáé ü÷é öïâåñÜ äýóêïëç ïñéáêÞ äéáäéêáóßá (ãéá T → ∞), ç ïðïßá üìùò èá ðáñáëåéöèåß
åäþ. Åíôïýôïéò ìå âÜóç ôéò óåéñÝò Fourier êáé ôçí ßäéá ïñéáêÞ äéáäéêáóßá ðñïêýðôåé ï áêüëïõèïò
ðÜñá ðïëý óçìáíôéêüò ôýðïò ðïõ áöïñÜ óôçí áíôéóôñïöÞ F−1 åíüò ãíùóôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier F(ù) = F{f (t)}:

f (t) = F−1{F(ù)} = 1
2ð

∫ ∞

−∞
F(ù) eiùt dù. (18.1.5)
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ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß óôï óçìåßï áõôü üôé, áêñéâþò üðùò êáé óôéò óåéñÝò Fourier (êáé óôéò ðñáã-
ìáôéêÝò êáé óôéò ìéãáäéêÝò óåéñÝò Fourier), Ýôóé êáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ï ôýðïò (18.1.5) óå
Ýíá óçìåßï t = td ðåðåñáóìÝíçò áóõíÝ÷åéáò ôçò óõíáñôÞóåùò f (t) óõãêëßíåé óôï ìÝóï üñï

f̂ (td) = f (t−d ) + f (t+d )
2

(18.1.6)

ôùí ïñéáêþí ôéìþí ôçò f (t): f (t−d ) (ïñéáêÞ ôéìÞ áðü áñéóôåñÜ) êáé f (t+d ) (ïñéáêÞ ôéìÞ áðü äåîéÜ) óôï
óçìåßï t = td ôçò ðåðåñáóìÝíçò áóõíÝ÷åéáò. Êáé ïé äýï áõôÝò ïñéáêÝò ôéìÝò ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí.

A18.1.2. Ó÷üëéá êáé ðáñáôçñÞóåéò

Óõãêñßíïíôáò ôïõò ôýðïõò (18.1.3) ãéá ôïí åõèý ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F êáé (18.1.5) ãéá
ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F−1, ðáñáôçñïýìå ìéá áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý ôïõò (åßíáé
ðáñüìïéïé). ÁõôÞ èá ãéíüôáí ìÜëéóôá áêüìç ðéï óáöÞò, åÜí åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôï óõíôåëå-
óôÞ 1/

√
2ð åìðñüò áðü ôá ïëïêëçñþìáôá êáé óôïõò äýï áõôïýò ôýðïõò áíôß íá ÷ñçóéìïðïéïýìå

ôï óõíôåëåóôÞ 1/(2ð) ìüíï óôïí ôýðï (18.1.5) ãéá ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. Äå
èá ôï êÜíïõìå, áðëÜ ãéáôß äå óõíçèßæåôáé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, ßóùò ãéá íá
äéáôçñçèåß ç áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý ôùí óåéñþí Fourier êáé ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, ßóùò êáé
ãéá íá ôïíéóèåß ç ïìïéüôçôá ìåôáîý ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace êáé Fourier, ìÜëëïí ôï äåýôåñï!

Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé áí ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù (ôçí ïðïßá ó÷åäüí ðÜíôïôå ÷ñçóéìïðïéåß
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôéò êáôáóêåõáóôéêÝò ìåëÝôåò ôïõ) áíôéêáôáóôáèåß áðü ôç óõíçèéóìÝíç
óõ÷íüôçôá í ìå ôçí Ýííïéá ôçò ÖõóéêÞò ìå âÜóç ôï ãíùóôü ôýðï

ù = 2ðí �⇒ í = ù
2ð

êáé dí = dù
2ð

, (18.1.7)

ôüôå, åîáéôßáò ôùí ôýðùí áõôþí, ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier F êáé ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôé-
óìüò Fourier F−1 (ôýðïé (18.1.3) êáé (18.1.5) áíôßóôïé÷á) èá ðÜñïõí ôéò íÝåò êáé áîéïóçìåßùôåò
ìïñöÝò ôïõò

F̂(í) = F̂{f (t)} =
∫ ∞

−∞
f (t) e−2ðiít dt, (18.1.8)

f (t) = F̂
−1{F̂(í)} =

∫ ∞

−∞
F̂(í) e2ðiít dí. (18.1.9)

Ôþñáðéá ïé äýï áõôïß ôýðïé ãéá ôïí ôñïðïðïéçìÝíï ïñéóìü F̂ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier êáé ôïí

áíôßóôñïöü ôïõ F̂
−1

Ý÷ïõí áðüëõôç óõììåôñßá óå áíôßèåóç ìå ôïõò ôýðïõò (18.1.3) êáé (18.1.5).

Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé ôï óùóôü åßíáé íá ìéëÜìå ãéá ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ Fourier, üôáí
áíáöåñüìáóôå óôç óõíÜñôçóç F(ù) = F{f (t)}, êñáôþíôáò ôç öñÜóç ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier
ìüíï ãéá ôïí ßäéï ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F êáé ü÷é ãéá ôç óõíÜñôçóç F(ù) = F{f (t)} ðïõ
ðñïêýðôåé áðü áõôüí. Åíôïýôïéò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí üñï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier êáé ãéá
ôç óõíÜñôçóç F(ù) = F{f (t)} åëðßæïíôáò üôé ôïýôï äéåõêïëýíåé êáé åðßóçò äåí ðñïêáëåß óýã÷õóç.
Áðüëõôá áíÜëïãåò äéåõêñéíßóåéò éó÷ýïõí êáé ãéá ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F−1.

Óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù, ãéá ìéá óõíÜñôçóç f (t) ðïõ ïñßæåôáé óôï äéÜóôçìá (−∞,∞) ïñßæå-
ôáé óõíÞèùò (üôáí âÝâáéá õðÜñ÷åé ôï ó÷åôéêü ãåíéêåõìÝíï Þ êáôá÷ñçóôéêü ïëïêëÞñùìá (18.1.3))
ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò F(ù). Êáé áíôßóôñïöá óôç óõíÜñôçóç F(ù) áíôéóôïé÷åß ï áíôßóôñï-
öïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier f (t) ìå âÜóç ôïí ôýðï (18.1.5) áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier. Ðñüêåéôáé ãéá æåýãïò óõíáñôÞóåùí: f (t) êáé F(ù) ðïõ óõíäÝïíôáé ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier F êáé ôïí áíôßóôñïöü ôïõ F−1, äçëáäÞ F(ù) = F{f (t)} êáé f (t) = F−1{F(ù)}. Ìðïñïýìå
ìÜëéóôá íá äçìéïõñãÞóïõìå êáé äßóôçëïõò ðßíáêåò óõíáñôÞóåùí f (t) êáé ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier
ôïõò F(ù) (áí êáé äå èá ôï êÜíïõìå) êáé ðñáãìáôéêÜ õðÜñ÷ïõí äéáèÝóéìïé ðïëëïß ôÝôïéïé ðßíáêåò.

Áò ôïíéóèåß åðßóçò üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéþíôáò óõíÞèùò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier óå ðñïâëÞìáôá ôçò ÄõíáìéêÞò (êÜôé ðïõ èá ôï ìåëåôÞóïõìå áñêåôÜ åêôåíþò óôï åðüìåíï
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ÊåöÜëáéï Á19) ðïõ Ý÷ïõí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t, ìéëÜåé ãéá ôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t
(öõóéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ öáéíïìÝíïõ) óôï ðñüâëçìÜ ôïõ, üôáí åñãÜæåôáé ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíÜñ-
ôçóç f (t). ¼ôáí üìùò âñåé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F(ù) ôçò f (t) êáé åñãÜæåôáé ìå áõôüí, ôüôå
áíáöÝñåôáé óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù (öáóìáôéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ öáéíïìÝíïõ). Ç ìåôá-
âëçôÞ ù óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F(ù) = F{f (t)} åêöñÜæåé ðñáãìáôéêÜ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá, óå
êÜðùò ãåíéêåõìÝíç âÝâáéá ìïñöÞ, ãéáôß äåí Ý÷ïõìå ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ôï ãåãïíüò áõôü äéá-
ðéóôþíåôáé êáëýôåñá ìå ôç ëåðôïìåñÞ ìåôÜâáóç (ìå ïñéáêÞ äéáäéêáóßá, äçëáäÞ ìå ôçí ðåñßïäï Ô
ôçò ðåñéïäéêÞò óõíáñôÞóåùò fT (t) íá ôåßíåé óôï Üðåéñï: T → ∞) áðü ôéò ìéãáäéêÝò (åêèåôéêÝò)
óåéñÝò Fourier óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. ¼ìùò ôçí ïñéáêÞ áõôÞ äéáäéêáóßá ðáñáëåßøáìå íá
ôçí åêôåëÝóïõìå åäþ ãéá ïéêïíïìßá ÷þñïõ êáé ÷ñüíïõ. Óçìåéþíåôáé âÝâáéá üôé ïé óåéñÝò Fourier
÷ñçóéìïðïéïýíôáé êõñßùò ãéá ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò fT (t) (ìå ðåñßïäï Ô ), åíþ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Fourier ãéá ìç ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò f (t).

A18.1.3. ÖÜóìáôá åýñïõò, ãùíßáò öÜóåùò êáé åíÝñãåéáò

Ìå ìåôáâëçôÞ t ôï ÷ñüíï óôç ìåôáó÷çìáôéæüìåíç óõíÜñôçóç f (t) ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier
ôïí F(ù) = F{f (t)} ï ôýðïò ãéá ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (18.1.5) ïõóéáóôéêÜ
äçìéïõñãåß êáé ðÜëé ôçí áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç f (t) áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier áõôÞò F(ù) ìå
ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ ù. Ï ðáñÜãïíôáò eiùt óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ ôýðïõ áíôéóôñï-
öÞò (18.1.5) ìáò äåß÷íåé êáèáñÜ üôé ç óõíÜñôçóç f (t) (óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t) ó÷çìáôßæåôáé áðü
Üðåéñåò áñìïíéêÝò óõíéóôþóåò åýñïõò [1/(2ð)] F(ù) dù ç êáèåìßá óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù.
ÁíÜëïãá óõíÝâáéíáí âÝâáéá êáé óôéò óåéñÝò Fourier, áëë’ åêåß åß÷áìå äéáêñéôü öÜóìá: äéáêåêñéìÝ-
íåò êõêëéêÝò óõ÷íüôçôåòùn = nù1. Áíôßèåôá óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier Ý÷ïõìå óõíå÷Ýò öÜóìá:
óõíå÷Þ ìåôáâïëÞ ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ ôýðïõ áíôéóôñïöÞò (18.1.5).

Ìå ôç ëïãéêÞ áõôÞ ãéá êáèåìéÜ óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù ç áðüëõôïò
ôéìÞ |F(ù)| ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F(ù) (äéçñçìÝíïõ äéá 2ð) ôçò óõíáñôÞóåùò f (t) åêöñÜæåé
ôï åýñïò ôçò áñìïíéêÞò óõíéóôþóáò ôçò f (t) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óõ÷íüôçôá áõôÞ ù, óõíïëéêÜ ôï
öÜóìá åýñïõò. Ìå ðáñüìïéï ôñüðï ôï üñéóìá (åííïåßôáé âÝâáéá ìå ôçí Ýííïéá ôùí ìéãáäéêþí
áñéèìþí) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F(ù) óôç óõ÷íüôçôáù, ôï arg F(ù) (ç óõíÜñôçóç F(ù) åßíáé
óõíÞèùò ìéãáäéêÞ!), åêöñÜæåé ôç ãùíßá öÜóåùò á ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôç óõ÷íüôçôáù, óõíïëéêÜ
ôï öÜóìá ãùíßáò öÜóåùò. ÔÝëïò ôï ôåôñÜãùíï ôçò áðïëýôïõ ôéìÞò |F(ù)|2 ôïõ ßäéïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Fourier F(ù) åêöñÜæåé ôçí ðõêíüôçôá åíÝñãåéáò ôçò áñìïíéêÞò óõíéóôþóáò ôçò f (t) ðïõ
áíôéóôïé÷åß ó’ áõôÞí ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù, óõíïëéêÜ ôï öÜóìá åíÝñãåéáò.

¸÷ïõìå ëïéðüí ôï öÜóìá åýñïõò, ôï öÜóìá ãùíßáò öÜóåùò êáé ôï öÜóìá åíÝñãåéáò (êáé ôá
ôñßá óõíáñôÞóåéò ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù). ÁõôÜ áíáöÝñïíôáé óôçí áñìïíéêÞ óõíéóôþóá
(êáôÜ óõíå÷Þ ôñüðï) ôçò áñ÷éêÞò óõíáñôÞóåùò f (t) (óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t: öõóéêÞ ðáñÜóôáóç
åíüò öáéíïìÝíïõ) ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù (óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù:
öáóìáôéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ßäéïõ öáéíïìÝíïõ). Êáé ôá ôñßá áõôÜ öÜóìáôá ðñïêýðôïõí, üðùò
Þäç Ýãéíå óáöÝò, åõêïëüôáôá, åöüóïí åßíáé äéáèÝóéìïò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier F(ù) = F{f (t)}.
Ìå ôçí Ýííïéá áõôÞ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier (áíôßèåôá ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, ðïõ äåí
Ý÷åé öõóéêÞ Ýííïéá) äåí áðïôåëåß ìüíï ÷ñÞóéìï åñãáëåßï ãéá ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
(óõíÞèùí óôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôï ìÜèçìá Åöáñ-
ìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ) óôï äéÜóôçìá (−∞,∞). ¸÷åé åðßóçò êáé ðïëý áîéüëïãç öõóéêÞ óçìáóßá
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôçí åðéóôÞìç ôïõ (êáé óå Üëëåò åðéóôÞìåò ôïõ Ìç÷áíéêïý), åðåéäÞ
åêöñÜæåé ôçí áíÜëõóç ôçò ìç ðåñéïäéêÞò ÷ñïíéêÞò óõíáñôÞóåùò f (t) (ìå óõíå÷Þ öÜóìáôá åýñïõò,
ãùíßáò öÜóåùò êáé åíÝñãåéáò) óå Üðåéñåò áñìïíéêÝò óõíéóôþóåò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù.

A18.1.4. Èåþñçìá ôïõ Parseval

Ðïëý óçìáíôéêü óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier åßíáé ôï èåþñçìá (Þ ç ôáõôüôçôá) ôïõ Parseval.
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Ôï èåþñçìá áõôü ôï áíáöÝñïõìå åäþ ÷ùñßò áðüäåéîç. Áõôü óõíäÝåé ôá ïëïêëçñþìáôá ôçò óõ-
íáñôÞóåùò f (t), óõíÞèùò óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t, êáé ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier áõôÞò F(ù),
óôï ðåäßï ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù, åÜí t äçëþíåé ôï ÷ñüíï ùò óõíÞèùò (ôýðïé (18.1.3): åõèýò
ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier F êáé (18.1.5): áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier F−1) ìå ôç ó÷Ýóç∫ ∞

−∞
|f (t)|2 dt = 1

2ð

∫ ∞

−∞
|F(ù)|2 dù. (18.1.10)

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ôá äýï áõôÜ ïëïêëçñþìáôá (êáé ôï áñéóôåñü óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t êáé
ôï äåîéü óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù) åêöñÜæïõí ôç óõíïëéêÞ åíÝñãåéá. ÅÜí ìÜëéóôá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå ôç óõíçèéóìÝíç óôç ÖõóéêÞ óõ÷íüôçôá í = ù/(2ð) (ôýðïé (18.1.8) êáé (18.1.9) óôçí
ðåñßðôùóç ôçò óõ÷íüôçôáò í), ôï èåþñçìá ôïõ Parseval ðáßñíåé ôçí áêüìç ðéï óõììåôñéêÞ ìïñöÞ∫ ∞

−∞
|f (t)|2 dt =

∫ ∞

−∞
| F̂(í)|2 dí. (18.1.11)

Ôþñá ðéá äåí ðáñïõóéÜæåôáé ï ðáñÜãïíôáò 1/(2ð) óôï äåîéü ïëïêëÞñùìá (ôçò óõ÷íüôçôáò í).

A18.1.5. Óõíçìéôïíéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier êáé çìéôïíéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier

ÐÝñá áðü ôï óõíÞèç ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (18.1.3) êáé ôïí áíôßóôñïöü ôïõ (18.1.5) åßíáé
ìåñéêÝò öïñÝò ÷ñÞóéìïé êáé ï óõíçìéôïíéêüò (Þ óõíçìéôïíïåéäÞò) ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier Fc êáé
ï çìéôïíéêüò (Þ çìéôïíïåéäÞò) ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier Fs. Ïé äýï áõôïß ìåôáó÷çìáôéóìïß êáé ïé
áíôßóôñïöïß ôïõò F−1

c êáé F−1
s ðñïêýðôïõí ùò åîÞò ãéá óõíÜñôçóç f (t) ìå ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t:

Fc(ù) = Fc{f (t)} =
∫ ∞

0
f (t) cosùt dt, (18.1.12)

f (t) = F−1
c {Fc(ù)} =

∫ ∞

0
Fc(ù) cosùt dù (18.1.13)

ãéá ôï óõíçìéôïíéêü (Þ óõíçìéôïíïåéäÞ) ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier Fc êáé áíôßóôïé÷á

Fs(ù) = Fs{f (t)} =
∫ ∞

0
f (t) sinùt dt, (18.1.14)

f (t) = F−1
s {Fs(ù)} =

∫ ∞

0
Fs(ù) sinùt dù (18.1.15)

ãéá ôïí çìéôïíéêü (Þ çìéôïíïåéäÞ) ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier Fs.

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß áõôïß Fourier äåí ðåñéÝ÷ïõí êáèüëïõ ôç öáíôáóôéêÞ
ìïíÜäá i = √−1. ÅðïìÝíùò äßíïõí ðÜíôïôå ðñáãìáôéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fc(ù) Þ Fs(ù)
ãéá ðñáãìáôéêÝò ìåôáó÷çìáôéæüìåíåò óõíáñôÞóåéò f (t) áíôßèåôá ìå ü,ôé óõìâáßíåé óõíÞèùò óôï
óõíÞèç ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F. Åðßóçò áíáöÝñïíôáé óôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞) áíôß ãéá
ôï Üðåéñï äéÜóôçìá (− ∞,∞) óôï óõíÞèç ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F. Óôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ äå èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïõò åéäéêïýò áõôïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier Fc êáé Fs.

A18.2. ÁÐËÁ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÙÍ FOURIER

Èá áíáöåñèïýìå ôþñá óå ôñßá éäéáßôåñá êëáóéêÜ êáé áñêåôÜ áðëÜ ðáñáäåßãìáôá:

A18.2.1. Ðñþôï ðáñÜäåéãìá

Èåùñïýìå ôç ìç ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç

p(t) = p0 ãéá |t| ≤ T0
2

êáé p(t) = 0 ãéá |t| > T0
2

(18.2.1)

ìå ôï Ô0 ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðïëý áðëÞ ìç ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ìå óôáèåñÞ
ôéìÞ p0 ìüíï óôï óõììåôñéêü äéÜóôçìá [−Ô0 /2, Ô0 /2] êáé ìçäåíéêÞ ôéìÞ Ýîù áðü ôï äéÜóôçìá áõôü.
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Èá ìðïñïýóå ßóùò íá áöïñÜ óôç ìç ðåñéïäéêÞ åîùôåñéêÞ äýíáìç (öüñôéóç) p(t) ðïõ áóêåßôáé óå
Ýíá óçìåßï Ì åíüò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò, ãåíéêüôåñá ìéáò êáôáóêåõÞò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
õðü äõíáìéêÞ (ü÷é áóöáëþò óôáôéêÞ!) êáôáðüíçóç.

Óõìâïëßæïõìå ôï æçôïýìåíï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò óõíáñôÞóåùò p(t) ìå ôï áíôßóôïé÷ï
êåöáëáßï ãñÜììá P(ù), üðùò óõíÞèùò êÜíïõìå. Áðü ôïí ôýðï (18.1.3) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Fourier F ðïëý åýêïëá ðñïêýðôåé üôé

P(ù) = F{p(t)} =
∫ ∞

−∞
p(t) e−iùt dt =

∫ T0
2

− T0
2

p0 e−iùt dt = p0

∫ T0
2

− T0
2

(cosùt − i sinùt) dt

= 2p0

∫ T0
2

0
cosùt dt = 2p0

sinùt
ù

∣∣∣∣
T0
2

0
= 2p0

sin (ùÔ0 /2)
ù

ìå ù �= 0. (18.2.2)

Óôïõò ôüóï áðëïýò áõôïýò õðïëïãéóìïýò ðÝñá áðü ôïí ïñéóìü (18.2.1) ôçò ìç ðåñéïäéêÞò óõ-
íáñôÞóåùò p(t) ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åðßóçò ôïí ðïëý ãíùóôü ôýðï ôïõ Euler (ÐáñÜãñáöïò Á1.5.1)

e±ix = cos x ± i sin x (18.2.3)

(åí ðñïêåéìÝíù ìå ôï ìåßïí êáé ìå x = ùt). ËÜâáìå õðüøç êáé ôá ãåãïíüôá üôé ç ìåí óõíÜñôçóç
cos x åßíáé Üñôéá: cos (−x) = cos x, åíþáíôßèåôá ç óõíÜñôçóç sin x åßíáé ðåñéôôÞ: sin (−x) = − sin x.

Ãéá ù = 0 ï õðïëïãéóìüò ôïõ ó÷åôéêïý ïëïêëçñþìáôïò P(0) ãßíåôáé áêüìç ðéï áðëüò:

P(0) = P(ù)
∣∣
ù=0 = F{p(t)}∣∣ù=0 =

∫ T0
2

− T0
2

p0 dt = p0T0. (18.2.4)

Ôïýôï åßíáé åîÜëëïõ áíáìåíüìåíï êáé áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (18.2.2) (ï ïðïßïò éó÷ýåé
ãéá ù �= 0) ðáßñíïíôáò ó’ áõôüí ôï üñéï ù → 0 óå óõíäõáóìü ìå ôï ðïëý ãíùóôü ìáò üñéï

lim
x→0

sin x
x

= 1 (18.2.5)

åäþ ìå x = ùÔ0 /2. Ïé ó÷Ýóåéò (18.2.2) êáé (18.2.4) (öõóéêÜ êõñßùò ç ó÷Ýóç (18.2.2)) ïñßæïõí ôï
æçôïýìåíï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier P(ù) = F{p(t)} ãéá ôçí ðáñïýóá ìç ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç p(t)
ðïõ ïñßóèçêå óôéò ó÷Ýóåéò ïñéóìïý ôçò (18.2.1).

¹ôáí ðñáãìáôéêÞ ç óõíÜñôçóç áõôÞ p(t), üðùò óõíÞèùò óõìâáßíåé óôçí ðñÜîç, áëëÜ ðñïÝ-
êõøå êáé ðñáãìáôéêüò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò P(ù) = F{p(t)} áíôßèåôá ìå ü,ôé óõíÞèùò
óõìâáßíåé. Óô’ áëÞèåéá ï ôýðïò (18.1.3) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F åîáéôßáò ôçò
öáíôáóôéêÞò ìïíÜäáò i = √−1 óôïí ðõñÞíá ôïõ e−iùt äßíåé ãåíéêÜ ìéãáäéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò
Fourier P(ù). Åäþ ç óõíÜñôçóç p(t) Þôáí ìç ìçäåíéêÞ (ìå óôáèåñÞ ìÜëéóôá ôéìÞ p(t) = p0) óôï
óõììåôñéêü ùò ðñïò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0 = 0 äéÜóôçìá [−T0 /2, T0 /2] êé åðéðëÝïí Þôáí êáé Üñôéá.
Áõôüò åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõ ðñïÝêõøå ðñáãìáôéêüò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier P(ù) ôçò p(t).

A18.2.2. Äåýôåñï ðáñÜäåéãìá

ÌåôáèÝôïõìå ôþñá, óôï äåýôåñï ôïýôï ðáñÜäåéãìá, ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá éó÷ýïò ôçò ìç
ìçäåíéêÞò ôéìÞò p0 ôçò óõíáñôÞóåùò p(t) áðü ôï áñ÷éêü ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [−Ô0 /2, Ô0 /2] óôï íÝï
(êáé ßóïõ ìÞêïõò Ô0) ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, T0]. Ðáßñíïõìå Ýôóé ôçí ôñïðïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç

p∗(t) = p0 ãéá 0 ≤ t ≤ T0 êáé p∗(t) = 0 ãéá t < 0 êáé åðßóçò ãéá t > T0. (18.2.6)

Ôþñá ï ó÷åôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier P∗(ù) = F{p∗(t)} ðñïêýðôåé üôé åßíáé (äõóôõ÷þò) ìéá
ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç. Ôïýôï óõìâáßíåé, åðåéäÞ

P∗(ù) = F{p∗(t)} =
∫ ∞

−∞
p∗(t) e−iùt dt =

∫ T0

0
p0 e−iùt dt = p0

e−iùt

−iù

∣∣∣∣
T0

0

= p0
e−iùT0 − 1

−iù
= 2p0

sin (ùT0 /2)
ù

e−iùÔ0 / 2 ìå ù �= 0. (18.2.7)
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ÐñïÝêõøå ëïéðüí ìéãáäéêüò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier P∗(ù) ôçò ôüóï áðëÞò ðñáãìáôéêÞò óõíáñ-
ôÞóåùò p∗(t). Ó÷åäüí ðÜíôïôå áõôü óõìâáßíåé, üðùò Þäç åîçãÞèçêå, óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier!
(Èáõìáóôéêü, áëë’ Ýôóé åßíáé ðÜíôùò ëüãù ôçò öáíôáóôéêÞò ìïíÜäáò i = √−1 óôïí ðõñÞíá e−iùt

óôï ïëïêëÞñùìá ôïõ ôýðïõ ïñéóìïý (18.1.3) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F. ¸ôóé åßíáé!)

A18.2.3. Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò ùóôéêÞò (Þ êñïõóôéêÞò) óõíáñôÞóåùò äÝëôá ôïõ Dirac

Ìéá ðïëý åíäéáöÝñïõóá ïñéáêÞ ðåñßðôùóç ôçò óõíáñôÞóåùò p∗(t) óôç ó÷Ýóç (18.2.6) êáé ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ôçò P∗(ù) óôç ó÷Ýóç (18.2.7) ðñïêýðôåé, üôáí ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá Ô0
ôåßíåé óôï ìçäÝí (T0 → 0) êáé ôáõôü÷ñïíá ç ôéìÞ p0 ôçò p∗(t) åðéëÝãåôáé ßóç ìå 1/T0. ÅðïìÝíùò
áõôÞ ôåßíåé óôï Üðåéñï, äçëáäÞ p0 = 1/T0 → ∞. Óôçí åíäéáöÝñïõóá áõôÞ ïñéáêÞ ðåñßðôùóç
Ý÷ïõìå öõóéêÜ p0T0 = (1/T0)T0 = 1. ÅðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç p∗(t) ôåßíåé óôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõ-
óôéêÞ) óõíÜñôçóç ä(t) ôïõ Dirac: p∗(t) → ä(t), ðïõ ïñßæåôáé (óáí ãåíéêåõìÝíç óõíÜñôçóç) ùò åîÞò
(Åíüôçôá Á10.6, ó÷Ýóç ïñéóìïý (10.6.3) ôçò óõíáñôÞóåùò ä(t)):

ä(t) = 0 ãéá t �= 0, ä(0) = ∞,
∫ ∞

−∞
ä(t) dt = 1. (18.2.8)

Ôþñá ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier P∗(ù) óôç ó÷Ýóç (18.2.7) ôçò óõíáñôÞóåþò ìáò p∗(t) ôåßíåé
(ãéá Ô0 → 0) óôï üñéï (åðáíáëáìâÜíåôáé ìå p0 = 1/T0)

lim
T0→0

[
2
T0

sin (ùÔ0 /2)
ù

e−iùÔ0 / 2

]
= lim

T0→0

[
sin (ùÔ0 /2)

ùT0 /2

]
· 1 = lim

x→0

sin x
x

= 1

ìå ù �= 0 êáé ìå x = ùÔ0 /2 �= 0 (18.2.9)

ëüãù ôïõ ãíùóôïý ïñßïõ (18.2.5). ÅðåéäÞ Ýôóé p∗(t) → ä(t), óõíÜãåôáé üôé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fou-
rier F{ä(t)} ôçò ùóôéêÞò (Þ êñïõóôéêÞò) óõíáñôÞóåùò ä(t) ôïõ Dirac éóïýôáé ìå ôç ìïíÜäá, äçëáäÞ

F{ä(t)} = 1. (18.2.10)

Ôïýôï ðñïêýðôåé åîÜëëïõ áìÝóùò êáé áðü ôïí ïñéóìü (18.2.8) ôçò ùóôéêÞò (Þ êñïõóôéêÞò) óõíáñ-
ôÞóåùò ä(t) ôïõ Dirac óå óõíäõáóìü ìå ôïí ïñéóìü (18.1.3) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F.

Ï ðáñÜîåíïò áõôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier, F{ä(t)} = 1, äçëþíåé üôé, åíþ óôï ðåäßï ôïõ
÷ñüíïõ t ç óõíÜñôçóç ä(t) ìçäåíßæåôáé ãéá êÜèå t �= 0 (áðåéñßæåôáé üìùò ãéá t = 0) óýìöùíá ìå ôïí
ïñéóìü ôçò (18.2.8), áíôßèåôá, óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáòù ï ìåôáó÷çìáôéóìüò FourierF{ä(t)} åßíáé
óôáèåñüò (ßóïò ìå 1) ãéá êÜèå óõ÷íüôçôá ù (−∞ < ù < ∞). ÄçëáäÞ äå ìåôáâÜëëåôáé êáèüëïõ ìå
ôç óõ÷íüôçôá ù. ÌåñéêÝò öïñÝò ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü áõôü Fourier F{ä(t)} = 1 óôï ðåäßï ôçò
óõ÷íüôçôáò ù ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôéò Ôáëáíôþóåéò ç öñÜóç éäåáôüò ëåõêüò èüñõâïò áíôßóôïé÷á
ìå ôç öñÜóç éäåáôü ëåõêü öùò óôçí ÏðôéêÞ, ðïõ êé áõôü äåí êÜíåé äéÜêñéóç óõ÷íüôçôáò ù.

A18.3. ÂÁÓÉÊÅÓ ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ FOURIER

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöÝñïõìå ìåñéêÝò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier.

A18.3.1. Ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá

ÐïëëÝò éäéüôçôåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace Ý÷ïõí ôéò áíÜëïãÝò ôïõò óôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier. Ç ðéï âáóéêÞ êáé ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìç åßíáé ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá (Þ ãñáììéêüôçôá)

F{c1f1(t) + c2f2(t)} = c1F{f1(t)} + c2 F{f2(t)} = c1F1(ù) + c2F2(ù) (18.3.1)

ãéá ôï ãñáììéêü óõíäõáóìü c1f1(t)+ c2f2(t) äýï óõíáñôÞóåùí f1(t) êáé f2(t) ïé ïðïßåò öõóéêÜ õðïôß-
èåíôáé üôé äéáèÝôïõí ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier F1(ù) êáé F2(ù) áíôßóôïé÷á. (Ôá óýìâïëá c1 êáé c2
äçëþíïõí áðëÜ ðïëëáðëáóéáóôéêÝò óôáèåñÝò.) Ç éäéüôçôá áõôÞ åßíáé ðñïöáíÞò áðü ôïí ïñéóìü
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ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F ìÝóù ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ (18.1.3). Ìðïñåß íá ãñáöåß êáé
óå áíôßóôñïöç ìïñöÞ (äçëáäÞ ìå áíôßóôñïöïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier F−1) ùò åîÞò:

F−1{c1F1(ù) + c2F2(ù)} = c1 F−1{F1(ù)} + c2 F−1{F2(ù)} = c1f1(t) + c2f2(t) (18.3.2)

ìå âÜóç êáé ôï èåìåëéþäç ïëïêëçñùôéêü ôýðï (18.1.5) ðïõ äßíåé ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier F−1. Åðßóçò ðñïöáíþò ðïëý åýêïëá ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá ãåíéêåýåôáé êáé óå ðåñéóóüôåñåò
áðü äýï (óå n) óõíáñôÞóåéò fk(t) (k = 1, 2, . . . , n) ìå áíôßóôïé÷åò ðïëëáðëáóéáóôéêÝò óôáèåñÝò ck.

A18.3.2. ÌåôÜèåóç ÷ñüíïõ êáé óõ÷íüôçôáò

Ìéá Üëëç, ü÷é üìùò ôüóï âáóéêÞ, éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier áöïñÜ óôï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Fourier ôçò óõíáñôÞóåùò f (t− t0) ìå ôï t ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ êáé ôï t0 óôáèåñÞ ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ. Ìå F(ù) = F{f (t)} éó÷ýåé (ìåôÜèåóç ÷ñüíïõ, ÷ñïíéêÞ ìåôáôüðéóç)

F{f (t − t0)} = e−iùt0 F(ù), (18.3.3)

äçëáäÞ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier F{f (t − t0)} ôçò ìåôáôïðéóìÝíçò óõíáñôÞóåùò f (t − t0) éóïýôáé
ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F(ù) ôçò áñ÷éêÞò óõíáñôÞóåùò f (t), áëëÜ ðïëëáðëáóéáóìÝíï åðß
ôïí åêèåôéêü ðáñÜãïíôá e−iùt0 . Äßíïõìå êáé ôç ó÷åôéêÞ êáé ìÜëëïí áðëÞ áðüäåéîç, ðïõ âáóßæåôáé
âÝâáéá óôïí ïñéóìü (18.1.3) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F, áëëÜ êáé óôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò

t − t0 = ô �⇒ t = ô + t0 êáé åðßóçò dt = dô. (18.3.4)

Áðüäåéîç: ¸÷ïõìå

F{f (t − t0)} =
∫ ∞

−∞
f (t − t0) e−iùt dt =

∫ ∞

−∞
f (ô) e−iù(ô+t0) dô =

∫ ∞

−∞
f (ô) e−iùô e−iùt0 dô

= e−iùt0

∫ ∞

−∞
f (ô) e−iùô dô = e−iùt0

∫ ∞

−∞
f (t) e−iùt dt = e−iùt0 F(ù). (18.3.5)

ÐÞñáìå óôï ôÝëïò õðüøç ìáò ðùò óå Ýíá ïñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá äåí Ý÷åé óçìáóßá ç ÷ñÞóç ôïõ
óõìâüëïõ t áíôß ãéá ôï ô óáí ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò. ÁõôÞ åßíáé ç éäéüôçôá ðïõ ïäÞãçóå
óôá ðñïçãïýìåíá ðáñáäåßãìáôá áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (18.2.2) ãéá ôçí áñ÷éêÞ ìáò
óõíÜñôçóçp(t) ìå ïñéóìü ôçò ôï (18.2.1) óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (18.2.7) ãéá ôç ìåôáôïðéóìÝíç
(êáôÜ Ô0 /2) óõíÜñôçóç p∗(t) ìå ïñéóìü ôçò ôï (18.2.6).❏

Ìéá áíÜëïãç êáé êÜðùò áíôßóôñïöç (ìåôáîý ôùí ðåäßùí ôïõ ÷ñüíïõ t ôçò áñ÷éêÞò óõíáñ-
ôÞóåùò f (t) êáé ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù, ôçò ìåôáâëçôÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F(ù)
ôçò f (t)) åßíáé ç åîÞò (ç ìåôÜèåóç óõ÷íüôçôáò) ìå åíóùìáôùìÝíç ôçí áðëïýóôáôç áðüäåéîÞ ôçò:

F{eiù0t f (t)} =
∫ ∞

−∞

[
eiù0t f (t)

]
e−iùt dt =

∫ ∞

−∞
f (t) e−i(ù−ù0)t dt = F(ù − ù0). (18.3.6)

Êáé ðÜëé âÝâáéá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï óõìâïëéóìü F(ù) = F{f (t)} ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier.

A18.3.3. ÓõíÝëéîç êáé ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò

ÁñêåôÜ ðéï äýóêïëç åßíáé ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ãéá ôo ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò
óõíåëßîåùò

f ∗ g ≡ (f ∗ g)(t) ≡ f (t) ∗ g(t) :=
∫ ∞

−∞
f (ô)g(t − ô) dô (18.3.7)

ôùí óõíáñôÞóåùí f (t) êáé g(t). Óýìöùíá ìå ôçí éäéüôçôá áõôÞ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò
óõíåëßîåùò f ∗ g ≡ (f ∗ g)(t) ≡ f (t) ∗ g(t) ôùí óõíáñôÞóåùí f (t) êáé g(t) éóïýôáé áðëÜ ìå ôï ãéíüìåíï
F(ù)G(ù) ôùí áíôßóôïé÷ùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier F(ù) = F{f (t)} êáé G(ù) = F{g(t)}, äçëáäÞ

F{(f ∗ g)(t)} := F
{∫ ∞

−∞
f (ô)g(t − ô) dô

}
= F(ù)G(ù). (18.3.8)
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AíôéóôñÝöïíôáò êáôÜ Fourier, ðáßñíïõìå

F−1{F(ù)G(ù)} = (f ∗ g)(t) :=
∫ ∞

−∞
f (ô)g(t − ô) dô. (18.3.9)

Èá ðáñáëåéöèåß ç ó÷åôéêÞ êáé ü÷é éäéáßôåñá áðëÞ áðüäåéîç. Óçìåéþíåôáé åíôïýôïéò ç áíáëïãßá
ôçò éäéüôçôáò áõôÞò óôç óõíÝëéîç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç éäéüôçôá óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L.
Ðáñáôçñåßôáé åðßóçò üôé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F óôá ôñßá ðáñáðÜíù óõíåëéêôéêÜ ïëïêëç-
ñþìáôá (18.3.7) Ýùò êáé (18.3.9) ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò åßíáé ôï Üðåéñï äéÜóôçìá (− ∞,∞)
áíôß ãéá ôï ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá [0, t] óôá áíôßóôïé÷á óõíåëéêôéêÜ ïëïêëçñþìáôá ðïõ áöï-
ñïýóáí óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace L. Ôþñá, äçëáäÞ óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, ôï êÜôù
üñéï ïëïêëçñþóåùò åßíáé ôï −∞ (áíôß ãéá ôï 0 óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace). Åðßóçò ôï Üíù üñéï
ïëïêëçñþóåùò åßíáé ôï∞ (áíôß ãéá ôï t óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace). Ìðïñïýìå íá ìéëÜìå åðïìÝ-
íùò ãéá Üðåéñç óõíÝëéîç óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier êáé áíôßèåôá ãéá ðåðåñáóìÝíç óõíÝëéîç óôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, åöüóïí èÝëïõìå íá åßìáóôå óáöåßò. Êáé ðñáãìáôéêÜ õðÜñ÷åé äéáöïñÜ!

ÅðïìÝíùò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F ìðïñïýìå íá åîåôÜæïõìå êáé áðïêñß-
óåéò u(t) ìç÷áíéêþí óõóôçìÜôùí ìå åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò (öïñôßóåéò) p(t) ðïõ áñ÷ßæïõí áðü ôç
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0 = −∞ êáé ü÷é áðü ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0 = 0, üðùò óõíÝâáéíå õðï÷ñåùôéêÜ óôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Åðßóçò óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ÷ñçóéìïðïéïýóáìå áñ÷éêÝò óõíèÞ-
êåò (ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0 = 0), ð.÷. ôçí áñ÷éêÞ ìåôáôüðéóç u(0) = u0 êáé ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá
u̇(0) = v0. Åäþ óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, üðùò èá äïýìå êáëýôåñá ðáñáêÜôù, äåí õðÜñ÷ïõí
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðñáêôéêÜ ãéáôß ç ìÝôñçóç ôïõ ÷ñüíïõ áñ÷ßæåé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0 = −∞.

Áò áíáöåñèåß ôÝëïò üôé ç óõíÝëéîç f ∗ g ≡ (f ∗ g)(t) ≡ f (t) ∗ g(t) ôùí óõíáñôÞóåùí f (t) êáé g(t)
Ý÷åé ôçí áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá. (ÁõôÞ áðïäåéêíýåôáé ðÜñá ðïëý åýêïëá èÝôïíôáò t − ô = ç,
ïðüôå ðñïêýðôåé üôé ô = t − ç êáé dô = −dç.) ¸÷åé åðßóçò ôçí ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá êáèþò
êáé ôçí åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôç óõíÝëéîç éó÷ýïõí ïé ôñåéò éäéüôçôåò

f ∗ g = g ∗ f , (f ∗ g) ∗ h = f ∗ ( g ∗ h), f ∗ ( g + h) = f ∗ g + f ∗ h (18.3.10)

(áíôéìåôáèåôéêÞ, ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá áíôßóôïé÷á) ìå h(t) ìéá ôñßôç óõíÜñ-
ôçóç ôçò ßäéáò ìåôáâëçôÞò (Ýóôù ôïõ ÷ñüíïõ) t.

Åßíáé ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìï ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, áêñéâþò
üðùò Þôáí êáé ôï áíôßóôïé÷ï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Áõôü óõì-
âáßíåé êõñßùò êáôÜ ôçí åýñåóç áíôßóôñïöùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier f (t) = F−1{F(ù)} óõíáñ-
ôÞóåùí F(ù) ðïõ Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ ãéíïìÝíïõ äýï áðëïýóôåñùí ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ óõíáñôÞóåùí
(ð.÷. F(ù) = R(ù)S(ù)) Þ ãéíïìÝíïõ äýï ìç áðüëõôá êáèïñéóìÝíùí ìå êëåéóôü ôýðï (áõèáßñåôùí,
ôõ÷áßùí, äçëáäÞ ïðïéùíäÞðïôå) óõíáñôÞóåùí. ÅðéðëÝïí áñêåôÜ åíäéáöÝñïõóá áðü öõóéêÞò
áðüøåùò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý åßíáé êáé ç áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá f ∗g = g∗ f ,
ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå. Åíôïýôïéò äå èá åðåêôáèïýìå óôï èÝìá áõôü.

A18.3.4. Ìåôáó÷çìáôéóìïß Fourier ôùí ðáñáãþãùí óõíáñôÞóåùò

Ðñüêåéôáé ãéá ôç èåìåëéþäç éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, áíÜëïãç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç
éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. ÁõôÞ åßíáé êé ç âáóéêÞ éäéüôçôá ôçí ïðïßá ÷ñçóéìïðïéïýìå
óå ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (Þ óå Ýíá áíôßóôïé÷ï óýóôçìá) ãéá ôçí åîÜëåéøç ôùí ðáñáãþ-
ãùí, ð.÷. ùò ðñïò ôç ÷ñïíéêÞ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ t. ÌåôáôñÝðïõìå Ýôóé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
óå ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ìå Ýíáí Üãíùóôï: ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier U(ù) = F{u(t)}
ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò) u(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Óýìöùíá
ìå ôçí éäéüôçôá áõôÞ ìå U(ù) = F{u(t)} íá äçëþíåé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò óõíáñôÞ-
óåùò u(t), ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò n-óôÞò ðáñáãþãïõ u(n)(t) ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò u(t)
äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

F
{
u(n)(t)

} = (iù)nU(ù). (18.3.11)
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Åéäéêåýïíôáò ôþñá ãéá n = 1, 2, 3 êáé 4, Ý÷ïõìå

F
{
u′(t)

} = iùU(ù), F
{
u′′(t)

} = −ù2U(ù),

F
{
u′′′(t)

} = −iù3U(ù), F
{
u′′′′(t)

} = ù4U(ù).
(18.3.12)

¸ôóé ìéá óõíÞèçò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìå Üãíùóôç óõ-
íÜñôçóç ôç u(t), ìüëéò ìåôáó÷çìáôéóèåß êáôÜ Fourier, ìåôáôñÝðåôáé óå ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ
åîßóùóç ùò ðñïò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier F(ù) = F{u(t)} ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t).
ÁíÜëïãá èåùñïýìå ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå äýï áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò x êáé t êáé ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç u = u(x, t). ÁõôÞ ìåôáôñÝðåôáé óå óõíÞèç äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôç x ìüíï êáé ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier U(x,ù) ôçò áñ÷éêÜ Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t) ôùí äýï ìåôáâëçôþí x êáé t ùò ðñïò
ôç ìåôáâëçôÞ ôçò t. Áðïëýôùò áíÜëïãá èá ßó÷õáí, åÜí ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier åêôåëåßôï ùò
ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x (áíôß ãéá ôçí t). ÈåùñçôéêÜ, áí êáé ü÷é óõ÷íÜ, ßóùò ìðïñïýìå
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé äåýôåñç öïñÜ ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, þóôå íá áðáëåéöèïýí ôåëéêÜ
ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(x, t) êáé ùò ðñïò ôéò äýï ìåôáâëçôÝò ôçò x, t.

Äåí ðñÝðåé âÝâáéá ðïôÝ íá äéáöåýãåé ôçò ðñïóï÷Þò ìáò üôé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier F ïñß-
æåôáé óôï Üðåéñï äéÜóôçìá (− ∞,∞). Eêåß åðïìÝíùò, óå ìåôáâëçôÝò x, t, êëð. ðïõ ïñßæïíôáé óôï
äéÜóôçìá áõôü (−∞,∞) óå ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðñÝðåé íá ðåñéïñßæåôáé êáé ç ÷ñÞóç ôïõ åêôüò
âÝâáéá êé áí Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá ìáèçìáôéêÞò (áóöáëþò ü÷é öõóéêÞò) åðåêôÜóåùò ôïõ äéáóôÞ-
ìáôïò ìéáò ìåôáâëçôÞò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ãéá ôï çìéÜðåéñï äéÜóôçìá [0,∞) êáôÜëëçëïò åßíáé
óõíÞèùò ï ãíùóôüò ìáò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace L êáé ü÷é ï ðáñþí ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier F.

Èá áðïäåßîïõìå (åýêïëá ìÜëéóôá) ôçí ðéï ðÜíù èåìåëéþäç éäéüôçôá (18.3.11) ãéá ôçí ðñþôç
ðáñÜãùãï u′(t). Êáé ðÜëé ìå âÜóç ôïí ïñéóìü (18.1.3) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F Ý÷ïõìå ìå
ôç ÷ñÞóç ïëïêëçñþóåùò êáôÜ ìÝñç (Þ ïëïêëçñþóåùò êáôÜ ðáñÜãïíôåò)

F{u′(t)} =
∫ ∞

−∞
u′(t)e−iùt dt = u(t)e−iùt

∣∣∞−∞ −
∫ ∞

−∞
u(t)

(−iù e−iùt)dt
= 0 + iù

∫ ∞

−∞
u(t)e−iùt dt = iùF{u(t)} = iùU(ù). (18.3.13)

Ç éäéüôçôá áõôÞ éó÷ýåé ìüíï õðü ôçí ðñïûðüèåóç ìçäåíéóìïý ôçò óõíáñôÞóåùò u(t) ãéá t → ±∞.
ÐñÝðåé äçëáäÞ íá éó÷ýåé

u( ± ∞) := lim
t→±∞ u(t) = 0. (18.3.14)

ÓõíÞèùò áõôü ðñáãìáôéêÜ óõìâáßíåé ãéá ôéò ôüóï áðüìáêñåò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t = ±∞.

ÁíÜëïãá ðñï÷ùñÜìå óôç äåýôåñç ðáñÜãùãï u′′(t) èåùñþíôáò ôçí óáí ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï
ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ u′(t), äçëáäÞ u′′(t) = (

u′(t)
)′
. Ôüôå Ý÷ïõìå ìå âÜóç ôïí ôýðï (18.3.13),

ï ïðïßïò Þäç áðïäåß÷èçêå, ãéá ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï u′(t),

F{u′′(t)} = iùF{u′(t)} = iù[ iùF{u(t)}] = iù[ iùU(ù)] = −ù2 U(ù), (18.3.15)

åðåéäÞ i2 = −1. ÁíÜëïãåò áðïäåßîåéò åßíáé âÝâáéá äõíáôÝò ìå üìïéï ôñüðï êáé ãéá êÜèå Üëëçò
ôÜîåùò ðáñÜãùãï u(n)(t). Óôçí ðåñßðôùóç ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ u′′(t) èá ðñÝðåé öõóéêÜ
êáé ç óõíÜñôçóç u(t) êáé ç ðñþôç ðáñÜãùãüò ôçò u′(t) íá ìçäåíßæïíôáé êáé ïé äýï ãéá t → ±∞:
u( ± ∞) = u′( ± ∞) = 0. AíÜëïãá ãéá ôçí n-óôÞ ðáñÜãùãï u(n)(t) ï ãåíéêüò ôýðïò (18.3.11) ãéá
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò (iù)nU(ù) éó÷ýåé õðü ôçí ðñïûðüèåóç üìùò üôé ôüóï ç óõíÜñ-
ôçóç u(t) üóï êáé ïé n − 1 ðñþôåò ðáñÜãùãïß ôçò ìçäåíßæïíôáé ãéá t → ±∞. Áõôïß ïé ìçäåíéóìïß
ãéá t → ±∞ õðïôßèåíôáé åê ôùí ðñïôÝñùí üôé éó÷ýïõí êáôÜ ôçí åðßëõóç ìéáò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F. ÁðïìÝíåé üìùò íá åëåã÷èïýí
åê ôùí õóôÝñùí, äçëáäÞ ìåôÜ ôçí ôåëéêÞ åýñåóç ôçò ëýóåùò u(t) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
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ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá åöáñìïóèåß ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, ç ïðïßá áíáðôý-
÷èçêå èåùñçôéêÜ óôï ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Á18, óôçí åðßëõóç äýï ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.
Ç ðñþôç åöáñìïãÞ áöïñÜ óôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá
õðü áõèáßñåôç ìç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t). ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) åßíáé ç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ. Ç äåýôåñç åöáñìïãÞ áöïñÜ óå ìïíïâÜèìéï õäáôéêü óýóôçìá ìå åéóñïÞ êáé åêñïÞ íåñïý
ðïõ ðåñéÝ÷åé ñýðï. Ï ñýðïò áðïäïìåßôáé ìå ÷çìéêÞ áíôßäñáóç ðñþôçò ôÜîåùò êáé ç óõãêÝíôñùóÞ
ôïõ c(t) óôï íåñü, ðïõ åßíáé êáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç, åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôïõ ÷ñüíïõ t.

Êáé óôéò äýï åöáñìïãÝò ç åðßëõóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ðåñéëáìâÜíåé ôá åîÞò ôñßá âÞìáôá: (á) ÅöáñìïãÞ ôïõ ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Fourier óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé áíáãùãÞ ôçò óå ìéá ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ
åîßóùóç ìå ìåôÜâáóç Ýôóé áðü ôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù. (â) Åðßëõóç
ôçò ðñùôïâÜèìéáò áõôÞò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù ùò ðñïò ôï ìå-
ôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò. (ã) ÁíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý áõôïý
Fourier êáé åðéóôñïöÞ áðü ôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t. Ç üëç äéáäéêáóßá
ðáñïõóéÜæåé áíáëïãßá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ôþñá üìùò ç åñãáóßá ãßíåôáé
óôï äéÜóôçìá ( − ∞,∞) êáé åðßóçò äåí õðÜñ÷ïõí áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá t = −∞.

Ç ôåëéêÞ ëýóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ óõíåëéêôéêïý ïëïêëçñþìáôïò áñêåôÜ áíÜëïãïõ ìå åêåßíï óôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Ó’ áõôü õðåéóÝñ÷åôáé êáé ç ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) (Þ h(t)).
ÁõôÞ åßíáé ç áðüêñéóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óå åßóïäï ôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ
Dirac. Ç ùóôéêÞ áðüêñéóç g(t) Ý÷åé ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò
óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò G(ù) (Þ Ç(ù)): F{g(t)} = G(ù). Ç ìÝèïäïò åñãáóßáò óôï ðåäßï ôçò
óõ÷íüôçôáò ù áðïôåëåß ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìéá ãíùóôÞ êáé åíäéáöÝñïõóá åíáëëáêôéêÞ
ìÝèïäï åêåßíçò óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t. Óôï ÊåöÜëáéï áõôü åîåôÜæïõìå öõóéêÜ ôçí ðåñßðôùóç ìç
ðåñéïäéêþí åéóüäùí. Ãé’ áõôÝò ìüíï Ý÷åé íüçìá ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier.

Ðïëý óõ÷íÜ ç åßóïäïò åßíáé äéáèÝóéìç óå äéáêñéôÞ ìïñöÞ. Ôüôå áíôß ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï äéáêñéôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier (DFT). Åðßóçò ôá ïëïêëçñþìáôá
ðñïóåããßæïíôáé ìå ôç ÷ñÞóç áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò. Ìéá ðïëý ïéêïíïìéêÞ áðü õðïëïãéóôéêÞò
áðüøåùò ìÝèïäï åõñÝóåùò ôïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (DFT) êáé ôïõ áíôéóôñüöïõ ôïõ
áðïôåëåß ï ôá÷ýò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier (FFT). ÔÝëïò ìéá åíäéáöÝñïõóá óõããåíÞ äõíáôüôçôá,
ìå åñãáóßá üìùò ìüíï óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t, óõíéóôÜ ç äéáêñéôÞ óõíÝëéîç. ¼ëá áõôÜ áíáðôýó-
óïíôáé óýíôïìá óôçí ôåëåõôáßá Åíüôçôá Á19.3 áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ êé Ý÷ïõí åõñýôáôç åöáñìïãÞ.
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A19.1.1. Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ÌåëåôÜìå êáé ðÜëé ôï êëáóéêü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÜæáò m,
åëáôçñßïõ S óôáèåñÜò k êáé áðïóâåóôÞñá D (ìå éîþäç áðüóâåóç) óôáèåñÜò c õðü áõèáßñåôç
(ü÷é óõãêåêñéìÝíç, ôõ÷áßá, ïðïéáäÞðïôå) ìç ðåñéïäéêÞ åîùôåñéêÞ äýíáìç (öüñôéóç, äéÝãåñóç) p(t).
Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì
ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0 êáé åßíáé ãñáììéêÞ, äåõôÝñáò ôÜîåùò, ðñþôïõ âáèìïý, ìå
óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìç ïìïãåíÞò öõóéêÜ. Ìå âÜóç ôï äéÜóçìï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá
ôçí ðñïóäéïñßóáìå Þäç óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6, åîßóùóç (6.1.3), óôç ìïñöÞ

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t). (19.1.1)

Óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6 åß÷áìå ôçí åõêáéñßá íá ðñïóäéïñßóïõìå ëåðôïìå-
ñþò ôç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (äçëáäÞ ìå p(t) ≡ 0).
ÁõôÞ áöïñÜ óôï ìåôáâáôéêü (Þ ðáñïäéêü) öáéíüìåíï. Ôï öáéíüìåíï áõôü óâÞíåé, åîáëåßöåôáé
ó÷åôéêÜ ãñÞãïñá ìå ôï ÷ñüíï t, áíÜëïãá âÝâáéá êáé ìå ôï ëüãï áðïóâÝóåùò î = c /(2

√
km), ëüãù

ôçò éîþäïõò áðïóâÝóåùò ðïõ õðïèÝóáìå. Áõôü åêöñÜæåôáé ìå ôç óôáèåñÜ c óôçí ðéï ðÜíù
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (19.1.1). Óôç óõíÝ÷åéá óôéò ÐáñáãñÜöïõò Á6.1.3 êáé Á6.1.4 ðñïóäéïñßóáìå ôç
ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (19.1.1) (äçëáäÞ ìå p(t) �≡ 0),
áëëÜ ãéá áñìïíéêÞ (óõíçìéôïíéêÞ Þ çìéôïíéêÞ) ðåñéïäéêÞ öüñôéóç. Ôç ëýóç áõôÞ Þäç ôçí åðåêôåß-
íáìå óå áõèáßñåôç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç pT (t) (ìå ôç ÷ñÞóç óåéñþí Fourier) óôï ÊåöÜëáéï Á17. Åäþ
èá âñïýìå ôçí áíôßóôïé÷ç ëýóç up(t) ãéá ìç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t). Èá åñãáóèïýìå ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F, äçëáäÞ óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáòù áíôß óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t.

A19.1.2. Ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Êáôáñ÷Þí ìåôáó÷çìáôßæïõìå êáôÜ Fourier ôçí ðéï ðÜíù ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (19.1.1)
êáé óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò êáé óôï äåîéü äçëþíïíôáò ìå U(ù) êáé P(ù) ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò
Fourier ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t) (äçëáäÞ ôçò ìåôáôïðßóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõÌ) êáé ôçò
åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò p(t) (ôçò ìç ðåñéïäéêÞò öïñôßóåùò) áíôßóôïé÷á, äçëáäÞ

U(ù) = F{u(t)}, P(ù) = F{p(t)}. (19.1.2)

×ñçóéìïðoéïýìå åðßóçò êáé ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá (18.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier êáèþò
êáé ôïõò äýï ðñþôïõò áðü ôïõò ôýðïõò (18.3.12) ãéá ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier ôùí äýï
ðñþôùí ðáñáãþãùí u̇(t) êáé ü(t) ôçò óõíáñôÞóåùò u(t), ïé ïðïßåò õðåéóÝñ÷ïíôáé óôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (19.1.1). Ìåôáó÷çìáôßæïíôáò Ýôóé êáôÜ Fourier ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (19.1.1),
ïäçãïýìáóôå åýêïëá óôçí ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç

−mù2U(ù) + icùU(ù) + kU(ù) = P(ù) �⇒ ( − mù2 + icù + k)U(ù) = P(ù) (19.1.3)

ùò ðñïò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier U(ù) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (ôçò ìåôáôïðßóåùò) u(t).

Ç ðñùôïâÜèìéá áõôÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç (19.1.3) ëýíåôáé åõêïëüôáôá ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier U(ù) = F{u(t)}. Ç ëýóç ôçò U(ù) åßíáé

U(ù) = P(ù)
−mù2 + icù + k

= P(ù)

m( − ù2 + 2iîù0ù + ù2
0)

(19.1.4)

ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí äýï ãíùóôþí ìáò âïçèçôéêþí óõìâüëùí

ù0 =
√

k
m

êáé î = c
2mù0

= c

2
√
km

(19.1.5)

(öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù0 ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ÷ùñßò áðüóâåóç ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò êáé ëü-
ãïò áðïóâÝóåùò î áíôßóôïé÷á). Ôá äýï áõôÜ óýìâïëá ôá ïñßóáìå Þäç óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.1,
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óôéò ó÷Ýóåéò (6.1.7), êáé ôá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åêôåíþò, ð.÷. óôï îáíáãñÜøéìï ôçò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò (6.1.3) (åðßóçò (19.1.1)) óôç íÝá ôçò ìïñöÞ (6.1.8). Ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå êáé áõôÞ

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = p(t)

m
. (19.1.6)

ÖõóéêÜ, ìüëéò ìåôáó÷çìáôßóïõìå êáôÜ Fourier ôçí ôñïðïðïéçìÝíç áõôÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç (19.1.6), ïäçãïýìáóôå Üìåóá óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôçò ëýóåùò (19.1.4) ãéá ôïí Üãíùóôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier U(ù) = F{u(t)}.
A19.1.3. Ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò

Ç ðéï ðÜíù ëýóç (19.1.4) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier U(ù) = F{u(t)} ìðïñåß íá ãñáöåß
áðëïýóôåñá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò áðïêñßóåùò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò
(Þ áðëÜ ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò áðïêñßóåùò) G(ù) (Þ Ç(ù)).

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.1: ÅðáíáëáìâÜíïõìå ðùò ãåíéêÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß
ôï óýìâïëï Ç(ù) ãéá ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáòù. Åäþ üìùò
÷ñçóéìïðïéïýìå ôï åíáëëáêôéêü óýìâïëï G(ù). ¸ôóé èá áðïöåõ÷èåß êÜèå ðéèáíÞ óýã÷õóç ìå ôç
âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside H(t), ðïõ ïñßóèçêå óôçí ÐáñÜãñáöï Á10.3.4, ó÷Ýóç (10.3.47).

Ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò G(ù) ôçí Ý÷ïõìå Þäç åéóáãÜãåé
óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.6 ìå âÜóç ôïí ôýðï 6.1.73) Þ éóïäýíáìá (6.1.74). ¸÷ïõìå åðïìÝíùò

G(ù) = 1
−mù2 + icù + k

= 1

m( − ù2 + 2iîù0ù + ù2
0)

= 1
m

1

ù2
0 − ù2 + 2iîù0ù

. (19.1.7)

Ôþñá ç ëýóç (19.1.4) ðáßñíåé Üìåóá ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

U(ù) = G(ù) P(ù) (19.1.8)

ìå âÜóç ôç ìéãáäéêÞ áõôÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò G(ù) óôï ðáñüí ìç÷áíéêü óýóôçìá.

Ìåôáó÷çìáôßóáìå åðïìÝíùò ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (19.1.1) (Þ ôçí éóïäýíáìÞ ôçò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (19.1.6)) êáôÜ Fourier öõóéêÜ ÷ùñßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé Ý÷ïíôáò Ýììåóá
õðïèÝóåé üôé u( ± ∞) = u̇( ± ∞) = 0, þóôå íá éó÷ýïõí ïé äýï ðñþôïé ôýðïé (18.3.12). Óôç
óõíÝ÷åéá ëýóáìå ùò ðñïò U(ù) ôçí ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç (19.1.3) ðïõ ðñïÝêõøå êáé
âñÞêáìå ôç ëýóç (19.1.4) êáé ôåëéêÜ (19.1.8) óôçí ôåëåõôáßá ìïñöÞ ôçò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò
óõíáñôÞóåùò áðïêñßóåùò G(ù). ¸÷ïíôáò ìåôáó÷çìáôßóåé êáôÜ Fourier, âñéóêüìáóôå ôþñá óôï
ðåäßï ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù. ÁðïìÝíåé ç åðéóôñïöÞ óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t, áðü ôï ïðïßï
êáé îåêéíÞóáìå ìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (19.1.1), éóïäýíáìá (19.1.6).

A19.1.4. Ç óõíåëéêôéêÞ ëýóç êáé ç ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç

Ç åðéóôñïöÞ óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t åðéôõã÷Üíåôáé ìå ôçí áíôéóôñïöÞ êáôÜ Fourier F−1 ôçò
ôåëéêÞò ëýóåùò (19.1.8). Óôç ëýóç áõôÞ Ý÷ïõìå óôï äåîéü ìÝëïò ôï ãéíüìåíï ôùí äýï ãíùóôþí
ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier G(ù) êáé P(ù). Åßíáé åðïìÝíùò óêüðéìç ç ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò
óõíåëßîåùò ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier óôç ìïñöÞ ôïõ (18.3.9). Ìå âÜóç ôï èåþñçìá áõôü
ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò ó÷Ýóåùò (19.1.8) äßíåé åýêïëá

u(t) = (g ∗ p)(t) = (p ∗ g)(t) ≡ p(t) ∗ g(t) =
∫ ∞

−∞
p(ô)g(t − ô) dô =

∫ ∞

−∞
g(t − ô)p(ô) dô. (19.1.9)

Óôï áðïôÝëåóìá áõôü ëÜâáìå ìÜëéóôá õðüøç êáé ôçí áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá (ôçí ðñþôç éäéü-
ôçôá (18.3.10)) ôçò óõíåëßîåùò êáé, êÜôé ôï ôåôñéììÝíï, óôï ôÝëïò êáé ôçí áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá
óôïí ðïëëáðëáóéáóìü. Óôçí ðéï ðÜíù ëýóç (19.1.9) ôï óýìâïëï g(t) äçëþíåé ðñïöáíþò ôïí áíôß-
óôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò áðïêñßóåùò G(ù) óôï ðåäßï ôçò óõ-
÷íüôçôáò, óõãêåêñéìÝíá ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò (18.1.5) êáé (18.1.3) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier F

g(t) = F−1{G(ù)} = 1
2ð

∫ ∞

−∞
G(ù)eiùt dù ⇐⇒ G(ù) = F{g(t)} =

∫ ∞

−∞
g(t)e−iùt dt. (19.1.10)
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¢ñá ïé äýï óõíáñôÞóåéò g(t) êáé G(ù) áðïôåëïýí æåýãïò áíôßóôïé÷ùí óõíáñôÞóåùí óôï ìåôá-
ó÷çìáôéóìü Fourier F, ç ðñþôç g(t) óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t, åíþ ç äåýôåñç G(ù) óôï ðåäßï ôçò
êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù. Ôç äåýôåñç óõíÜñôçóç, ôç G(ù), Þäç ôçí áðïêáëÝóáìå ìéãáäéêÞ óõíÜñ-
ôçóç áðïêñßóåùò (åííïåßôáé óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù êáé ãéá ôï ìç÷áíéêü óýóôçìÜ ìáò). Ôçí
ðñþôç óõíÜñôçóç g(t) = F−1{G(ù)} ôçí áðïêáëïýìå ùóôéêÞ áðüêñéóç (Þ êñïõóôéêÞ áðüêñéóç)
åííïåßôáé óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t êáé ðÜëé ôïõ ßäéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ìáò. Ãéáôß Üñáãå áõôüò
ï ÷áñáêôçñéóìüò ôçò óõíáñôÞóåùò g(t);

Ç áðÜíôçóç åßíáé áðëÜ üôé áí èåùñïýóáìå ãéá öüñôéóç p(t) ôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) óõ-
íÜñôçóç ä(t) ôïõ Dirac (ðïõ ðáñéóôÜíåé þèçóç, êñïýóç áêñéâþò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0), ôüôå,
üðùò ãíùñßæïõìå, ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò åßíáé ç ìïíÜäá. Áõôü Þäç äéáðéóôþèçêå ìå
ïñéáêÞ äéáäéêáóßá óôçí ÐáñÜãñáöï Á18.2.3 ìå ôåëéêü ôýðï ôïí (18.2.10): F{ä(t)} = 1. Áêüìç ðéï
óõãêåêñéìÝíá ãéá p(t) = ä(t) Ý÷ïõìå

F{ä(t)} =
∫ ∞

−∞
ä(t)e−iùt dt = 1 �⇒ F{p(t)} = P(ù) = 1 (19.1.11)

óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ. ¢ñá ãéá p(t) = ä(t)

U(ù) = G(ù)P(ù) = G(ù) · 1 = G(ù) (19.1.12)

óôç ó÷Ýóç (19.1.8). ÅðïìÝíùò, åÜí áíôéóôñÝøïõìå êáôÜ Fourier ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñß-
óåùò G(ù), ðáßñíïõìå ôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) ëüãù ôçò ùóôéêÞò (Þ êñïõóôéêÞò)
öïñôßóåùò p(t) = ä(t) ðïõ Þäç õðïèÝóáìå.

Ìå ìéá êÜðùò äéáöïñåôéêÞ (áëë’ éóïäýíáìç) äéáôýðùóç ç ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t)
åðáëçèåýåé ðñïöáíþò (åî ïñéóìïý ôçò) ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (19.1.1) ãéá p(t) = ä(t), äçëáäÞ

mg̈(t) + cġ(t) + kg(t) = ä(t). (19.1.13)

Ãé’ áõôü êáé ç óõíÜñôçóç g(t) êáëåßôáé ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç: ãéáôß åßíáé ç áðüêñéóç ôïõ
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ ïöåßëåôáé óôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) ÝîùôåñéêÞ äýíáìç (öüñôéóç,
äéÝãåñóç) ä(t) áêñéâþò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0. Ìåôáó÷çìáôßæïíôáò åðïìÝíùò êáôÜ Fourier ôç
äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (19.1.13), äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé

F{g(t)} = 1
−mù2 + icù + k

�⇒ F{g(t)} = G(ù) (19.1.14)

ëüãù êáé ôçò ðñþôçò åêöñÜóåùò (19.1.7) ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò áðïêñßóåùò G(ù).

ÁíáöÝñïõìå åðßóçò üôé ç Ýêöñáóç ôçò ùóôéêÞò (Þ êñïõóôéêÞò) áðïêñßóåùò g(t) åßíáé ðïëý
ãíùóôÞ ãéá ôï êëáóéêü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ðïõ ìåëåôÜìå. ÁõôÞ Ý÷åé ôçí áêüëïõèç
ìïñöÞ (üðùò ìðïñåß áñêåôÜ åýêïëá íá ðñïêýøåé ìå ôç ìÝèïäï ôçò Åíüôçôáò Á11.10) ãéá áóèåíÞ
áðüóâåóç (0 < î < 1), ç ïðïßá åßíáé êáé ç óõíçèéóìÝíç ðåñßðôùóç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü:

g(t) = 1
mùD

e−îù0t sinùDt ìå ùD = ù0

√
1 − î2, 0 < î < 1, t ≥ 0, (19.1.15)

åíþ ìçäåíßæåôáé ãéá t < 0. Ï ìçäåíéóìüò áõôüò (ãéá t < 0) åßíáé åýëïãïò. Ôïýôï óõìâáßíåé,
ãéáôß ç ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) (óå ìïíáäéáßá þèçóç Þ êñïýóç ä(t) ðïõ åöáñìüæåôáé
áêñéâþò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0) äå ìðïñåß ðáñÜ íá ìçäåíßæåôáé ôéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t < 0.
ÄçëáäÞ g(t) = 0 ðñéí áðü ôç óôéãìÞ t = 0 ôçò óôéãìéáßáò åðéâïëÞò ôçò ìïíáäéáßáò ùóôéêÞò
(Þ êñïõóôéêÞò) öïñôßóåùò ä(t) (óõíÜñôçóåùò äÝëôá ôïõ Dirac). Åðßóçò óå ðåñßðôùóç ìçäåíéêÞò
áðïóâÝóåùò (c = 0, éóïäýíáìá î = 0, ïðüôå êáé ùD = ù0) ç ðáñáðÜíù Ýêöñáóç (19.1.15) ôçò
ùóôéêÞò áðïêñßóåùò g(t) ìðïñåß íá ðÜñåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ (11.10.5) ôçò Åíüôçôáò Á11.10

g(t) = 1
mù0

sinù0t, î = 0, t ≥ 0. (19.1.16)
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Ðñïöáíþò ç ìïñöÞ áõôÞ äåí ðáñïõóéÜæåé áðüóâåóç ìå ôï ÷ñüíï t.

Åßíáé éäéáßôåñá óêüðéìï íá ëçöèåß õðüøç ï ìçäåíéóìüò ôçò ùóôéêÞò (Þ êñïõóôéêÞò) áðïêñß-
óåùò g(t) (Þ h(t)) óôï óõíåëéêôéêü ïëïêëçñùôéêü ôýðï (19.1.9) ðïõ âñÞêáìå ãéá ôçí áðüêñéóç u(t)
ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õðü áõèáßñåôç (ôõ÷áßá) öüñôéóç p(t) ðïõ åîåôÜæïõìå.
Áõôü éó÷ýåé, åðåéäÞ g(t) = 0 ãéá t < 0. ÊáôÜ óõíÝðåéá g(t − ô) = 0 ãéá t − ô < 0, äçëáäÞ ãéá ô > t.
¢ñá ï óõíåëéêôéêüò ôýðïò (19.1.9), ï èåìåëéþäçò ôýðïò ðïõ äßíåé ôçí áðüêñéóç u(t) ôïõ ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò õðü áõèáßñåôç (ïðïéáäÞðïôå, ôõ÷áßá) öüñôéóç p(t), ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

u(t) =
∫ t

−∞
g(t − ô)p(ô) dô. (19.1.17)

¢íùüñéï ïëïêëçñþóåùò åßíáé ç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, áêñéâþò üðùò óõìâáßíåé êáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace. ÊÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò óõíå÷ßæåé üìùò íá åßíáé (êáé ðïëý óùóôÜ ìÜëéóôá!) ôï −∞.
Ìüíï áí ç åîùôåñéêÞ äýíáìç (çöüñôéóç) p(t) Üñ÷éæå íá åöáñìüæåôáé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 (üíôáò
ìçäåíéêÞ ãéá áñíçôéêÝò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t < 0), ôüôå ìüíï ôï êÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò èá åß÷å
áíôéêáôáóôáèåß áðü ôï ìçäÝí. Óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ï ðáñáðÜíù ôåëéêüò ïëïêëçñùôéêüò
ôýðïò (19.1.17), óôïí ïðïßï êáôáëÞîáìå, èá óõíÝðéðôå ìå ôï ïëïêëÞñùìá Duhamel

u(t) =
∫ t

0
g(t − ô)p(ô) dô. (19.1.18)

Ôç óõíåëéêôéêÞ áõôÞ ëýóç Þäç ôçí ðñïóäéïñßóáìå ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝ-
ôñùí êáèþò êáé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace (ãéá ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò).
ÅðáíáëáìâÜíïõìå üìùò üôé ï óõíåëéêôéêüò ôýðïò (19.1.17) (ìå êÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò ôï −∞)
åßíáé ãåíéêüôåñïò, üðùò Þäç åîçãÞóáìå, êáé åðßóçò äåí õðÜñ÷ïõí áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá t = −∞.

A19.2. ÐÅÑÉÂÁËËÏÍÔÉÊÇ ÌÇ×ÁÍÉÊÇ: ÁÐÏÄÏÌÇÓÇ ÑÕÐÏÕ

A19.2.1. Ôï öõóéêü ðñüâëçìá

Óôçí Åíüôçôá Á4.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á4 åß÷áìå ìåëåôÞóåé ôçí áðïäüìçóç ñýðïõ Á ðñþôçò ôÜ-
îåùò ìÝóá óå äï÷åßï (Ó÷Þìá Á4.1) ìå óôáèåñÞ ðïóüôçôá íåñïý êáé ìå ðëÞñç áíÜìåéîç ôïõ ñýðïõ:
ïìïéüìïñöç óõãêÝíôñùóç c(t) ôïõ ñýðïõ ìÝóá óôï äï÷åßï. Óôçí ÐáñÜãñáöï Á4.1.1 õðïèÝóáìå
åðßóçò áðïäüìçóç (äéÜóðáóç, ÷çìéêÞ êáôáóôñïöÞ) ôïõ ñýðïõ ìå ìïíüäñïìç ÷çìéêÞ áíôßäñáóç
ðñþôçò ôÜîåùò Á → B ìå óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò k. ÊáôáëÞîáìå Ýôóé óôç ëýóç
c(t) = c0e−kt ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ċ(t) = −kc(t) ìå c0 := c(0) ôçí áñ÷éêÞ óõãêÝ-
íôñùóç ôïõ ñýðïõ óôï äï÷åßï. Ùñáßá, ðïëýùñáßá! Áò ãåíéêåýóïõìå ôþñá ôïðñüâëçìá ìå åéóñïÞ
êáé åêñïÞ íåñïý (ìáæß ìå ñýðï) áíôéìåôùðßæïíôÜò ôï ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier.

Èåùñïýìå ôþñá Ýíá ãåíéêüôåñï õäáôéêü óýóôçìá ðïõ äåí åßíáé áðëü äï÷åßï, áëëÜ Ý÷åé åéóñïÞ
(ñïÞ åéóüäïõ) ôïõ íåñïý Q êáé åêñïÞ (ñïÞ åîüäïõ) ôïõ íåñïý åðßóçò Q (Ó÷Þìá Á19.1 óôçí åðü-
ìåíç óåëßäá). ¢ñá äå óõãêåíôñþíåôáé íåñü óôï «äï÷åßï» ìáò, üðïõ ï üãêïò ôïõ íåñïý èåùñåßôáé
óôáèåñüò: V . Ôï íåñü ðïõ åéóñÝåé ðåñéÝ÷åé Ýíá óõãêåêñéìÝíï ñýðï Á ìå óõãêÝíôñùóç ci(t), ðïõ
åéóÝñ÷åôáé êé áõôüò óôï «äï÷åßï» ìáæß ìå ôï íåñü. Åêåß áðïäïìåßôáé (äéáóðÜôáé, êáôáóôñÝöåôáé)
åí ìÝñåé ðÜëé ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðïõ ðåñéãñÜøáìå. Óôç óõíÝ÷åéá åîÝñ÷åôáé áðü ôï «äï÷åßï» (ìáæß
ìå ôï íåñü). Óôï «äï÷åßï» ìáò õðïèÝôïõìå êáé ðÜëé ðëÞñç áíÜìåéîç ôïõ ñýðïõ, äçëáäÞ ÷ùñéêÜ
óôáèåñÞ óõãêÝíôñùóÞ ôïõ c(t). ÁõôÞ èá åßíáé ç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ êáé êáôÜ ôçí åêñïÞ ôïõ
íåñïý áðü ôï «äï÷åßï». ¼ëá áõôÜ, îáíáëÝìå, öáßíïíôáé óôï Ó÷Þìá Á19.1 ôçò åðüìåíçò óåëßäáò.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå, óêüðéìï åßíáé íá åîçãÞóïõìå ëéãÜêé ôá åéóáãùãéêÜ óôç ëÝîç «äï÷åßï».
Ôß ìðïñåß íá åßíáé ôï «äï÷åßï» ìáò áõôü; (á) ¸íá êïéíü äï÷åßï, ìéêñü Þ ìåãÜëï ìå óùëÞíåò åéóñïÞò
êáé åêñïÞò ôïõ íåñïý. (â) ¸íáò áíôéäñáóôÞñáò CSTR Þ CMFR: áíôéäñáóôÞñáò óõíå÷ïýò ôñïöï-
äïôÞóåùò êáé ðëÞñïõò áíáìåßîåùò óôïí Êáèáñéóìü Íåñïý. (ã) ¸íáò áíôßóôïé÷ïò áíôéäñáóôÞñáò
óôïí êáèáñéóìü õãñþí áðïâëÞôùí, ðïõ ðÜëé ðåñéÝ÷ïõí Ýíá ñýðï Á (êé Üëëïõò ñýðïõò öõóéêÜ!).
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(ä) Ìéá öõóéêÞ ëßìíç, üðïõ åéóñÝåé ôï íåñü áðü Ýíáí ðïôáìü êáé åêñÝåé óå Üëëï ðïôáìü. (å) ¸íáò
ôáìéåõôÞñáò íåñïý, äçëáäÞ ìéá äåîáìåíÞ óõãêåíôñþóåùò ôïõ íåñïý, óõíÞèùò ìÝóù öñÜãìáôïò,
üðùò åßíáé ç ôå÷íçôÞ ëßìíç ôïõ Ìüñíïõ Þ ç ôå÷íçôÞ ëßìíç ôïõ Ìáñáèþíá, áðü üðïõ õäñåýåôáé
ç ÁèÞíá. (óô) ¹ áêüìç ðéï ôå÷íçôÝò äåîáìåíÝò, üðùò åßíáé ìéá äåîáìåíÞ áðü óêõñüäåìá óå Ýíá
ýøùìá Þ óå Ýíáí õäáôüðõñãï ðïõ õäñåýåé ìéá ðüëç, ìéá êùìüðïëç Þ Ýíá ìåãÜëï ÷ùñéü.

óôáèåñÞ åðéöÜíåéá

óôáèåñüò üãêïò V

÷ùñéêÜ (ü÷é ÷ñïíéêÜ)
óôáèåñÞ óõãêÝíôñù-
óç c(t) ôïõ ñýðïõ

åéóñïÞ íåñïý
(ìå ñýðï)

Q, ci(t)
w(t) = Qci(t)

åêñïÞ íåñïý
(ìå ñýðï)

Q, c(t)

Ó÷Þìá Á19.1: Õäáôéêü óýóôçìá ôï ï-
ðïßï ðåñéÝ÷åé Ýíáí ïìïéüìïñöá êáôá-
íåìçìÝíï ñýðï ìå óõãêÝíôñùóç c(t).
ÕðÜñ÷åé åéóñïÞ êáé åêñïÞ ôïõ íåñïý
ðïõ ìåôáöÝñåé ôï ñýðï. Ï ñýðïò åðß-
óçò áðïäïìåßôáé ìÝóù ÷çìéêÞò áíôé-
äñÜóåùò ðñþôçò ôÜîåùò. ¢ãíùóôç
óõíÜñôçóç åßíáé ç óõãêÝíôñùóç c(t)
ôïõ ñýðïõ óôï õäáôéêü ìáò óýóôçìá.

Åß÷áìå ëïéðüí ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá, ð.÷. ôï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞ-
ñá Þ Ýíá êôßñéï éäåáôü Þ ìç. Åäþ áðëÜ äéáðéóôþíïõìå üôé áíÜëïãá Ý÷ïõìå âÝâáéá êáé õäáôéêÜ
óõóôÞìáôá, üðùò áõôÜ ðïõ áíáöÝñáìå ëßãï ðéï ðÜíù: öõóéêÜ êáé ôå÷íçôÜ. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá!

A19.2.2. ÊáôÜóôñùóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

Õðü ôéò óõíèÞêåò ðïõ Þäç áíáöÝñáìå óêïðåýïõìå íá êáôáóôñþóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ðïõ éó÷ýåé ãéá ôï ðéï ðÜíù «äï÷åßï» ìáò ùò ðñïò ôç óõãêÝíôñùóç c(t) ôïõ ñýðïõ ìÝóá óôï äï÷åßï
(êáé óôï óçìåßï åêñïÞò ôïõ íåñïý âÝâáéá). Èá ðñÝðåé áðëÜ íá åöáñìüóïõìå éóïæýãéï ìÜæáò ùò
ðñïò ôï ñýðï Á ðïõ èåùñïýìå. (Äå èá ðñïôéìïýóáìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç öñÜóç äéáôÞñçóç
ìÜæáò, åðåéäÞ Ý÷ïõìå êáé áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ. ¢ñá ç ìÜæá ôïõ ñýðïõ óôï õäáôéêü óýóôçìá
äå äéáôçñåßôáé: ìåéþíåôáé. Ç äéáöïñÜ ìÜæáò ìåôáôñÝðåôáé óå ðáñÜãùãá Â ôçò áðïäïìÞóåùò.)

Ãéá íá ôï äïýìå áõôü ôï éóïæýãéï ìÜæáò. ÁðëÜ Ý÷ïõìå ãéá ôï õäáôéêü óýóôçìá ðïõ èåùñïýìå:

Óõóóþñåõóç ñýðïõ óôï «äï÷åßï» = Åßóïäïò ñýðïõ − ¸îïäïò ñýðïõ + ÐáñáãùãÞ ñýðïõ

óôç ìïíÜäá ôïõ ÷ñüíïõ, ð.÷. áíÜ sec. (ÄçëáäÞ ðñüêåéôáé ãéá ñõèìïýò óõóóùñåýóåùò, åéóüäïõ,
åîüäïõ êáé ðáñáãùãÞò ôïõ ñýðïõ Á.) Êáé ôþñá áò ãßíïõìå óáöÝóôåñïé:

Ùò ðñïò ôç óõóóþñåõóç ôïõ ñýðïõ óôï «äï÷åßï» áõôÞ åßíáé ßóç ìå ôçí ðáñÜãùãï ċ(t) ôçò
óõãêåíôñþóåùò c(t) ôïõ ñýðïõ óôï íåñü ìÝóá óôï «äï÷åßï» åðß ôïí üãêï V ôïõ íåñïý óôï «äï÷åßï»,
äçëáäÞ Vċ(t). Ùò ðñïò ôçí åßóïäï ôïõ ñýðïõ óôï äï÷åßï áõôÞ åßíáéw(t) (ìÜæá áíÜ ìïíÜäá ÷ñüíïõ).
Áí ç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ óôï íåñü ðïõ åéóñÝåé ìÝóá óôï äï÷åßï åßíáé ci(t), èá Ý÷ïõìå

w(t) = Qci(t) (19.2.1)

ìåQ ôçí ðáñï÷Þ ôïõ íåñïý (êáé óôçí åßóïäï êáé óôçí Ýîïäï ôïõ «äï÷åßïõ»). Ìå üìïéá óõëëïãéóôéêÞ
ùò ðñïò ôçí Ýîïäï ôïõ ñýðïõ áðü ôï «äï÷åßï» áõôÞ èá åßíáé Qc(t), ìéá ðïõ ç óõãêÝíôñùóç c(t)
ôïõ ñýðïõ ó’ ïëüêëçñï ôï äï÷åßï åßíáé óôáèåñÞ, Üñá êáé óôçí åêñïÞ ôïõ íåñïý áðü áõôü. ÔÝëïò
ùò ðñïò ôçí ðáñáãùãÞ ñýðïõ óôï äï÷åßï, áõôÞ åßíáé âÝâáéá áñíçôéêÞ: −Vkc(t) = −kVc(t), áöïý
õðïèÝóáìå áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ ìå ÷çìéêÞ áíôßäñáóç ðñþôçò ôÜîåùò, üðùò Þäç åîçãÞóáìå.

ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï ðéï ðÜíù éóïæýãéï ìÜæáò ôïõ ñýðïõ óôï «äï÷åßï» ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ
ôçò áêüëïõèçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò:

V
dc(t)
dt

= w(t) − Qc(t) − kVc(t) éóïäýíáìá Vċ(t) + (Q + kV )c(t) = w(t), (19.2.2)

üðïõ, õðåíèõìßæåôáé, w(t) = Qci(t). Ôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôç ãñÜöïõìå êáé óôç ìïñöÞ

Vċ(t) + K c(t) = w(t) ìå K := Q + kV . (19.2.3)
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Ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìðïñïýìå íá ôç ëýóïõìå óáí ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò áðåõèåßáò Þ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0,∞) ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç c(0) = c0. Åäþ èá èåùñÞóïõìå üëï ôï
÷ñïíéêü äéÜóôçìá ( − ∞,∞) ÷ùñßò êáìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ìåôáâáßíïíôáò áðü ôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù
êé åðéóôñÝöïíôáò ìåôÜ óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t. Ï ôñüðïò åñãáóßáò ìáò åßíáé áðüëõôá áíÜëïãïò
ìå åêåßíï ôçò ðñïçãïýìåíçò Åíüôçôáò Á19.1 ãéá ôç ìç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò
ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá. Åäþ üìùò ôï óýóôçìÜ ìáò åßíáé õäáôéêü (ü÷é ìç÷áíéêü) êáé ç äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç (19.2.3) ìüëéò ðñþôçò ôÜîåùò. Ç «öüñôéóç» ôïõ õäáôéêïý ìáò óõóôÞìáôïò åßíáé
ç w(t) (ñõèìüò åéóåñ÷üìåíçò ìÜæáò ñýðïõ: g/sec). ÁõôÞ èåùñåßôáé ìéá áõèáßñåôç ìç ðåñéïäéêÞ
óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t. Áí Þôáí ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t, èá Ýðñåðå, üðùò îÝñïõìå,
íá åñãáóèïýìå ìå ôç ÷ñÞóç óåéñþí Fourier (áíôß ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier). Áõôü áêñéâþò êÜíáìå
óôï ÊåöÜëáéï Á17, åêåß üìùò ãéá ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t) ôïõ êëáóéêïý ôñéðáñáìåôñéêïý ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá.

A19.2.3. Ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier êáé åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

¼ðùòáêñéâþò êÜíáìåóôçíÐáñÜãñáöïÁ19.1.2 ôçòðñïçãïýìåíçò ÅíüôçôáòÁ19.1, êáôáñ÷Þí
ìåôáó÷çìáôßæïõìå êáôÜ Fourier ôç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (19.2.3) êáé óôá äýï ìÝëç ôçò.
Äçëþíïõìå ìå C(ù) êáé W(ù) ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò c(t)
(ôçò óõãêåíôñþóåùò ôïõ ñýðïõ Á ðïõ åîåôÜæïõìå óôï íåñü) êáé ôïõ ñõèìïý åéóüäïõ w(t) ôïõ
ñýðïõ áíôßóôïé÷á, äçëáäÞ

C(ù) = F{c(t)}, W(ù) = F{w(t)}. (19.2.4)

×ñçóéìïðoéïýìå âÝâáéá êáé ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá (18.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier êáèþò êáé
ôïí ðñþôï áðü ôïõò ôýðïõò (18.3.12) ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ ċ(t)
ôçò óõíáñôÞóåùò c(t), ðïõ õðåéóÝñ÷åôáé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (19.2.3). (ÖõóéêÜ õðïèÝôïõìå
üôé c( ± ∞) = 0.) Ìå ôïí ôñüðï áõôü ìåôáó÷çìáôßæïõìå êáôÜ Fourier ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (19.2.3). ¸ôóé ïäçãïýìáóôå åýêïëá óôçí ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç

ViùC(ù) + KC(ù) = W(ù) �⇒ (iVù + K)C(ù) = W(ù) (19.2.5)

ùò ðñïò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier C(ù) = F{c(t)} ôçò Üãíùóôçò óõãêåíôñþóåùò c(t) ôïõ ñýðïõ.
ÁõôÞ ç ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç (19.2.5) ëýíåôáé ðÜñá ðïëý åýêïëá ùò ðñïò ôïí

Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier C(ù) = F{c(t)} ìå áðïôÝëåóìá

C(ù) = W(ù)
iVù + K

= G(ù)W(ù) ìå G(ù) := 1
iVù + K

. (19.2.6)

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ G(ù) äçëþíåé êáé åäþ, áêñéâþò üðùò óõíÝâáéíå êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Åíü-
ôçôá Á19.1, ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù Þ áðëïýóôåñá
ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò. (Ðïëý óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãé’ áõôÞí êáé ôï óýìâïëï H(ù).)

¸÷ïõìå ôþñá êáôáëÞîåé åäþ óå ìéá áðüëõôá áíÜëïãç ëýóç ìå ôç ëýóç (19.1.8) óôçí ðñïç-
ãïýìåíç Åíüôçôá Á19.1, åäþ âÝâáéá ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier C(ù) = F{c(t)} óôï ðåäßï ôçò
óõ÷íüôçôáò ù. Ãéá íá åðéóôñÝøïõìå óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t, äçëáäÞ ãéá íá âñïýìå ôçí áëçèéíÞ
óõãêÝíôñùóç c(t) ôïõ ñýðïõ óôï íåñü ìÝóá óôï «äï÷åßï» ìáò, èá ðñÝðåé íá áíôéóôñÝøïõìå ôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier C(ù) = F{c(t)}, ôïí ïðïßï ìüëéò âñÞêáìå. ¼ìùò ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷ç-
ìáôéóìüò Fourier c(t) = F−1{C(ù)} ìå C(ù) ôï ãéíüìåíï G(ù)W(ù) óçìáßíåé áðëÜ Ýíá óõíåëéêôéêü
ïëïêëÞñùìá óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò (18.3.9) óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. Åðï-
ìÝíùò, áêñéâþò üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ óôçí Åíüôçôá Á19.1, ðáßñíïõìå ôåëéêÜ

c(t) = (g ∗ w)(t) = (w ∗ g)(t) ≡ w(t) ∗ g(t) =
∫ ∞

−∞
w(ô)g(t − ô) dô =

∫ ∞

−∞
g(t − ô)w(ô) dô. (19.2.7)
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Ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá ôïí ßäéï áêñéâþò ôýðï (19.1.9) (ìå ìéêñïäéáöïñÝò óôá óýìâïëá) ôçò ëýóåùò
ôçò ðñïçãïýìåíçò åöáñìïãÞò, åäþ üìùò ãéá ôï ðáñüí õäáôéêü óýóôçìá ðïõ åîåôÜæïõìå.

ÖõóéêÜ óôïí ôýðï áõôü g(t) = F−1{G(ù)} åßíáé ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò
ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò áðïêñßóåùò G(ù) óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù. ÁõôÞ åßíáé ç ùóôéêÞ
áðüêñéóç (Þ êñïõóôéêÞ áðüêñéóç) ôïõ õäáôéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ ìåëåôÜìå. Êáé ôß óçìáßíåé åäþ
ùóôéêÞ áðüêñéóç; Ìá åßíáé ç áðüêñéóç, üôáí ç åßóïäïò åßíáé ç ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) óõíÜñôçóç
äÝëôá ôïõ Dirac: w(t) = ä(t). ÄçëáäÞ, ìå ðÜñá ðïëý áðëÜ ëüãéá åßíáé ç áðüêñéóç c(t), üôáí ìéá
ìïíáäéáßá ìÜæá ñýðïõ (1 g ñýðïõ) åéóÝñ÷åôáé üëç ìáæß óôï «äï÷åßï» ìáò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0.

A19.2.4. Õðïëïãéóìüò ôçò ùóôéêÞò áðïêñßóåùò

Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôçí ùóôéêÞ áðüêñéóç g(t), èá ðñÝðåé íá áíôéóôñÝøïõìå êáôÜ Fourier ôç
ó÷åôéêÞ ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò G(ù) := 1/(iVù+K) óôç äåîéÜ
ó÷Ýóç (19.2.6). Áõôü ìðïñåß íá ãßíåé ó÷åôéêÜ åýêïëáìå ôç ÷ñÞóç: (á) åíüòðßíáêáìåôáó÷çìáôéóìþí
Fourier Þ (â) åíüò ðñïãñÜììáôïò óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí, üðùò åßíáé çMathematica. Ðñïêýðôåé

g(t) = F−1{G(ù)} = F−1
{

1
iVù + K

}
= 1

V
e−Kt/V H(t) (19.2.8)

ìå Ç(t) ôç ãíùóôÞ ìáò âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside (ÐáñÜãñáöïò Á10.3.4). ¢ñá ç ùóôéêÞ
áðüêñéóç g(t) óôç ëýóç (19.2.7) (ìÝóù óõíåëéêôéêïý ïëïêëçñþìáôïò) åßíáé ôþñá áðüëõôá ãíùóôÞ.

¸íáò åíáëëáêôéêüò ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôçò ßäéáò áêñéâþò ùóôéêÞò áðïêñßóåùò g(t) åßíáé ìå
ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò ìáò åîéóþóåùò (19.2.3) ìå äåîéü ìÝëïò ôçí ùóôéêÞ óõíÜñôçóç ä(t) ôïõ
Dirac. ¸÷ïõìå ëïéðüí íá åðéëýóïõìå ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

Vġ(t) + K g(t) = ä(t). (19.2.9)

Ç óõíÜñôçóç ä(t) óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé ìéá ãåíéêåõìÝíç óõíÜñôçóç ìå Ýíôïíç éäéïìïñößá ãéá t = 0.
ÊáôÜëëçëç ìÝèïäïò åßíáé ðÝñá áðü ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, óôçí ïðïßá Þäç áíá-
öåñèÞêáìå, êáé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Äçëþíïõìå ìå GL(s) ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace ôçò ùóôéêÞò áðïêñßóåùò g(t). Ãíùñßæïõìå åðßóçò áðü ôï ÊåöÜëáéï Á10 üôé L{ä(t)} = 1
êáé üôé L{ ġ(t)} = sGL(s), áöïý åäþ g(0) = 0. Ìå áõôÝò ôéò ãíþóåéò êáé ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (19.2.9) ìåôáó÷çìáôßæåôáé êáôÜ Laplace ùò åîÞò:

VsGL(s) + KGL(s) = 1 �⇒ (Vs + K)GL(s) = 1. (19.2.10)
ÅðïìÝíùò

GL(s) = 1
Vs + K

= 1
V

1

s + K
V

. (19.2.11)

ÁíôéóôñÝöïíôáò êáôÜ Laplace, ðñïêýðôåé

g(t) = L−1{GL(s)} = 1
V
e−Kt/V H(t) (19.2.12)

ìå H(t) ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside. ÐñÝðåé íá ðáñïõóéÜæåôáé ïðùóäÞðïôå ç óõíÜñ-
ôçóç ôïõ Heaviside óôçí ùóôéêÞ áðüêñéóç g(t). Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç g(t) ðñÝðåé
íá ìçäåíßæåôáé êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ðñïãåíÝóôåñç áðü ôç óôéãìÞ t = 0 åöáñìïãÞò ôçò ùóôéêÞò
óõíáñôÞóåùò ä(t) ôïõ Dirac. Åäþ áõôü óçìáßíåé üôé èá ðñÝðåé ç óõãêÝíôñùóç c(t) ôïõ ñýðïõ óôï
«äï÷åßï» íá åßíáé ìçäåíéêÞ ðñéí áðü ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 åéóáãùãÞò ôïõ ñýðïõ ìïíáäéáßáò ìÜ-
æáò (1 g), ðïõ åêöñÜæåôáé óôï ðáñüí ðñüâëçìá áðü ôçí ùóôéêÞ óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac: ä(t).

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.2: Ðáñáôçñïýìå ôÝëïò üôé éó÷ýåé êé ç ôå÷íéêÞ åñìçíåßá ôçò ëýóåùò (19.2.7)
óáí õðÝñèåóç åéóáãùãþí óôïé÷åéùäþí ìáæþí dm(ô) = w(ô)dô ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ô ìå áðïêñßóåéò
g(t − ô)dm(ô) = g(t − ô)w(ô)dô ìå ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá dô áðåéñïóôü. Åðßóçò ç ðáñïõóßá ôçò
âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Heaviside H(t) óôçí ùóôéêÞ áðüêñéóç g(t) äçëþíåé üôé ôï Üíù üñéï
ïëïêëçñþóåùò óôç ëýóç (19.2.7) åßíáé ïõóéáóôéêÜ ôï t, äçëáäÞ ô ≤ t, þóôå t−ô ≥ 0 êáéH(t−ô) = 1.
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A19.3. ÄÉÁÊÑÉÔÏÓ ÊÁÉ ÔÁ×ÕÓ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÓ FOURIER, ÄÉÁÊÑÉÔÇ ÓÕÍÅËÉÎÇ

A19.3.1. ÁíÜëõóç óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier

Óôéò äýï ðñïçãïýìåíåò åíüôçôåò äéáðéóôþóáìå ôç ÷ñçóéìüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier
(ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï Á18) óôçí åðßëõóç ðñáêôéêþí ðñïâëçìÜôùí óå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá
(ìå ìç ðåñéïäéêÞ åßóïäï) ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (ð.÷. óå ìç÷áíéêÜ Þ õäáôéêÜ
óõóôÞìáôá): (á) Óå ìç÷áíéêü óýóôçìá óôçí Åíüôçôá Á19.1 êáé (â) Óå õäáôéêü óýóôçìá óôçí
Åíüôçôá Á19.2. Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ïé ëýóåéò Þóáí ðáíïìïéüôõðåò. Ôá âÞìáôá åßíáé ôñßá:

ÂÞìá 1: Õðïëïãéóìüò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier P(ù) = F{p(t)} (Þ W(ù) = F{w(t)} áíôß-
óôïé÷á) ôçò ìç ðåñéïäéêÞò åéóüäïõ óôï ìç÷áíéêü óýóôçìá (õäáôéêü óýóôçìá), äçëáäÞ ôçò öïñôß-
óåùò (ñõèìïý åéóüäïõ ñýðïõ). Ãéá ôïí õðïëïãéóìü áõôü ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò

P(ù) = F{p(t)} =
∫ ∞

−∞
p(t)e−iùt dt Þ W(ù) = F{w(t)} =

∫ ∞

−∞
w(t)e−iùt dt (19.3.1)

(ìå âÜóç ôïí ôýðï (18.1.3) ïñéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier) ãéá ôï ìç÷áíéêü êáé ôï õäáôéêü
óýóôçìá áíôßóôïé÷á.

ÂÞìá 2: Ôþñá, õðïèÝôïíôáò ãíùóôÞ ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò óôï ðåäßï ôçò óõ-
÷íüôçôáò G(ù) (Þ éóïäýíáìá Ç(ù)), õðïëïãéóìüò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ôçò áðïêñßóåùò

U(ù) = G(ù)P(ù) Þ C(ù) = G(ù)W(ù) (19.3.2)

ãéá ôï ìç÷áíéêü êáé ôï õäáôéêü óýóôçìá áíôßóôïé÷á: ôýðïé (19.1.8) êáé (19.2.6) áíôßóôïé÷á.

ÂÞìá 3: ÔÝëïò õðïëïãéóìüò ôçò ßäéáò ôçò áðïêñßóåùò ìå áíôéóôñïöÞ áõôïý ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Fourier ôçò (ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò áíôéóôñïöÞò (18.1.5))

u(t) = F−1{U(ù)} = 1
2ð

∫ ∞

−∞
U(ù)eiùt dù Þ c(t) = F−1{C(ù)} = 1

2ð

∫ ∞

−∞
C(ù)eiùt dù (19.3.3)

îáíÜ ãéá ôï ìç÷áíéêü êáé ôï õäáôéêü óýóôçìá ðïõ Ý÷ïõìå ìåëåôÞóåé áíôßóôïé÷á.

ÔïÂÞìá2 åßíáé êõñéïëåêôéêÜáóôåßï:ðïëëáðëáóéáóìüò äýï ãíùóôþíìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier.
Ùñáßá! Äõóôõ÷þò üìùò ôï ÂÞìá 1 áðáéôåß ôïí õðïëïãéóìü åíüò ïëïêëçñþìáôïò: ãéá ôïí åõèý
ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò åéóüäïõ óôï óýóôçìá: ó÷Ýóåéò (19.3.1). ÁíÜëïãá êáé ôï ÂÞìá 3: áõôü
üìùò ãéá ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò åîüäïõ ôïõ óõóôÞìáôïò: ó÷Ýóåéò (19.3.3).

Äåí åßíáé áðëÜ èÝìá õðïëïãéóìïý äýï ïëïêëçñùìÜôùí, êÜôé ðïõ ìðïñåß íá åßíáé ìáèçìáôéêÜ
äýóêïëï, åîáéñåôéêÜ äýóêïëï Þ (óõíÞèùò) áäýíáôï. Ôï èÝìá åßíáé üôé óôçí ðñÜîç ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý ç åßóïäïò p(t) (Þw(t)) åßíáé óõíÞèùò ãíùóôÞ áñéèìçôéêÜ ìüíï óå óõãêåêñéìÝíåò ÷ñïíéêÝò
óôéãìÝò tk óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, Td], üðïõ õößóôáôáé ç åßóïäïò áõôÞ. ÄçëáäÞ óõíÞèùò äåí åßíáé
ãíùóôÞ õðü ôç ìïñöÞ óõíáñôÞóåùò. Áõôü éó÷ýåé ãéá ôá øçöéáêÜ êáôáãñáöéêÜ ìç÷áíÞìáôá,
áëëÜ êáé ôá áíáëïãéêÜ êé áõôÜ äå äßíïõí óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü êÜðïéá ìáèçìáôéêÞ óõíÜñôçóç.
Êáé ó’ áõôÜ ôï ìüíï ïõóéáóôéêü ðïõ ìðïñåß íá êÜíåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åßíáé íá ðÜñåé ôéò
ôéìÝò ôçò åéóüäïõ áíÜ ôáêôÜ ðÜñá ðïëý ìéêñÜ ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá Ä t. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óå Ýíá
óåéóìü ç åðéôÜ÷õíóç ôïõ åäÜöïõò a(t) = üg(t) (ðïõ ðñïóäéïñßæåôáé óôï åðéôá÷õíóéïãñÜöçìá)
áðïôåëåß ïõóéáóôéêÜ ôç öüñôéóç p(t) åíüò ìïíþñïöïõ êôéñßïõ. ÓõãêåêñéìÝíá áðïäåéêíýåôáé ðùò
éó÷ýåé ç ó÷Ýóç p(t) = −ma(t) = −müg(t) ìå m ôç óõãêåíôñùìÝíç óôo ýøïò ôçò ðëÜêáò ìÜæá ôçò
ðëÜêáò êáé ôùí õðïóôõëùìÜôùí. Ç åðéôÜ÷õíóç a(t) = üg(t) ôïõ åäÜöïõò åßíáé óõíå÷þò äéáèÝóéìç
ãñáöéêÜ óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0,Td] ôïõ óåéóìïý. Ìðïñåß íá ãßíåé äéáèÝóéìç êáé áñéèìçôéêÜ (ãéá
ôïí õðïëïãéóôÞ), áëëÜ ìüíï óå óõãêåêñéìÝíåò êáé óõíÞèùò ÷ñïíéêÜ éóáðÝ÷ïõóåò (êáôÜÄ t) óôéãìÝò.

Êáé áêñéâþò ó’ áõôü ôï óçìåßï, üðïõ äåí õðÜñ÷åé Ýôóé êé áëëéþò êáìßá áðïëýôùò äõíáôüôçôá
áíáëõôéêïý õðïëïãéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (19.3.1) Þ ôïõ áíôéóôñüöïõ ôïõ (19.3.3),
Ýñ÷åôáé áñùãüò, íá âïçèÞóåé ï äéáêñéôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier (discrete Fourier transform,DFT).
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A19.3.2. Ï äéáêñéôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier

ÕðïèÝôïõìå ðùò ç åßóïäïò p(t) (áíÜëïãá ç w(t)) ìáò åßíáé ãíùóôÞ áñéèìçôéêÜ óå éóáðÝ÷ïõóåò
÷ñïíéêÝò óôéãìÝò (áíÜ Ä t, ð.÷. áíÜ 10 msec, 50 msec Þ 1 sec) ôïõ ÷ñïíéêïý äéáóôÞìáôïò [0, Td]
(ð.÷. ôçò äéÜñêåéáò Td ôïõ óåéóìïý). Êáé ðñïçãïõìÝíùò (ãéá t < 0) êáé ìåôÜ (ãéá t > Td) ç åßóïäïò
áõôÞ p(t) èåùñåßôáé ðñáêôéêÜ ìçäåíéêÞ: p(t) = 0 ãéá t �∈ [0, Td] (Ó÷Þìá Á19.2). ¢ñá ãíùñßæïõìå
áñéèìçôéêÜ ôéò ôéìÝò pk := p(tk) ôçò åéóüäïõ p(t) ôéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò tk := kÄ t ìå k = 0, 1, 2, . . .

Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier óôçí ðñþôç (Þ óôç äåýôåñç) ó÷Ýóç (19.3.1)
èá Ý÷åé óáí äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò ôï äéÜóôçìá [0, Td] ôçò äéÜñêåéáò ôçò åéóüäïõ. Ôï äéÜóôçìá
áõôü åßíáé åíôåëþò áíåðáñêÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, åðåéäÞ áõôüò æçôÜåé ôçí áðüêñéóç ôïõ
óõóôÞìáôïò. ÁõôÞ óõíÞèùò äéáñêåß ðïëý ðåñéóóüôåñï ÷ñüíï áðü ôçí åßóïäï. Ãéá ðáñÜäåéãìá,
ç áðüêñéóç åíüò êôéñßïõ óå óåéóìü äéáñêåß ðïëý ðåñéóóüôåñï ÷ñüíï áðü ôï óåéóìü, éäßùò ìÜëéóôá
áí ôï êôßñéï äåí Ý÷åé ìåãÜëï ëüãï áðïóâÝóåùò î. (Ìðïñïýí åðßóçò íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí êáé
áðïóâåóôÞñåò.) ¢ñá ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò ðñïóáõîÜíåé ôï Td êáôÜ Te (óõíÞèùò ìå Te > Td , ðïëý
ìåãáëýôåñï) êáé ðáßñíåé óáí äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò ôï äéÜóôçìá [0, Ô1] ìå T1 = Td + Te, ðáñüëï
ðïõ îÝñåé êáëÜ üôé p(t) = 0 óôï äéÜóôçìá (Td , Te]. Åííïåßôáé üôé ôï ôåëéêü äéÜóôçìá Ô1 åßíáé ôÝôïéï,
þóôå íá éó÷ýåé T1 = NÄ t ìå ôïÍ èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü êáé Ä t ôï äéÜóôçìá äåéãìáôïëçøßáò Þ áðëÜ
äéáèåóéìüôçôáò áñéèìçôéêþí ôéìþí ãéá ôçí åßóïäï p(t). ¢ñá ç ðñþôç ó÷Ýóç (19.3.1) ãñÜöåôáé

P(ù) =
∫ T1

0
p(t)e−iùt dt ìå T1 = Td + Te . (19.3.4)

Ï t

p(t)

Td T1
N = 7 Ä t = T1 /7 Td = 5Ä t T1 = 7Ä t
Ä t 2Ä t 3Ä t 4Ä t 6Ä t

p0

p1

p2

p3

p4

p5 p6 p7

Ó÷Þìá Á19.2: Ç óõíÜñôçóç p(t) (ç åß-
óïäïò) äéÜñêåéáò Ôd êáé ç ðñïóÝããéóÞ
ôçò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá ôïõ ôñá-
ðåæßïõ (Þ ôñáðåæïåéäïýò êáíüíá) ãéá
ôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç. Ìå ôïí
ôñüðï áõôü èá ðñïóäéïñéóèåß ï äéá-
êñéôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò
óôï äéÜóôçìá [0, Ô1] ðïõ åíäéáöÝñåé
óå Ýíá ãñáììéêü ìç÷áíéêü Þ õäáôéêü
óýóôçìá. ÔåëéêÜ èáðñïóäéïñéóèåß êáé
ç Ýîïäïò Þ áðüêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò.

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé ðñïöáíÝò üôé ãíùñßæïíôáò ôçí åßóïäï p(t) õðü ôç ìïñöÞ áñéèìçôéêþí
ôéìþí p0, p1, . . . , pN ìå pk := p(tk) êáé tk := kÄ t, ìïíáäéêÞ ïõóéáóôéêÜ äõíáôüôçôÜ ìáò áðïôåëåß
ï ðñïóåããéóôéêüò õðïëïãéóìüò ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ìå ôç ÷ñÞóç áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò. ÊÜ-
íïõìå ôï äéáìåñéóìü (0, t1, t2, . . . , tN) (ìå tN = Ô1) ôïõ äéáóôÞìáôïò [0, Ô1] óå Í õðïäéáóôÞìáôá, ôï
êáèÝíá ìÞêïõò Ä t = T1/N (Ó÷Þìá Á19.2). Åßíáé ôüôå ðñïöáíÝò üôé ôï ïëïêëÞñùìá (19.3.4) èá åßíáé
ðñïóåããéóôéêÜ ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ðñïóçìáóìÝíùí «åìâáäþí» ôùí ó÷åôéêþí Í ïñèïãùíßùí
ìå âÜóç Ä t êáé ìéãáäéêü «ýøïò» p(tk)e−iùtk := pk e−iùtk (ìå k = 0, 1, . . . ,N − 1). ÄçëáäÞ

P(ù) ≈
N−1∑
k=0

pk e−iùtk Ä t = Ä t
N−1∑
k=0

pk e−iùtk ìå Ä t = T1
N

, tk := kÄ t êáé k = 0, 1, . . . ,N − 1. (19.3.5)

(Åííïåßôáé âÝâáéá üôé áöïý T1 > Td , ïé ôåëåõôáßåò ôéìÝò pk èá åßíáé ìçäåíéêÝò.)

Óôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourierðåñéïñßæïõìå ôçíðñïóï÷Þìáòóôéò (êõêëéêÝò) óõ÷íüôçôåò

ùn = nù1 ìå ù1 = 2ð
Ô1

êáé n = 0, 1, . . . ,N − 1. (19.3.6)

Ìå âÜóç ôïí ôýðï áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò óôçí áñéóôåñÞ ó÷Ýóç (19.3.5) êáé ôçí áðëÞ ó÷Ýóç

−iùntk = −inù1kÄ t = −in
2ð
T1

k
T1
N

= − 2ðikn
N

ìå i = √−1 êáé k, n = 0, 1, . . . ,N − 1 (19.3.7)
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ðáßñíïõìå ôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò óõíáñôÞóåùò p(t)

Pn = 1
N

N−1∑
k=0

pk e−2ðikn/N ìå Pn ≈ P(ùn)
T1

êáé n = 0, 1, . . . ,N − 1. (19.3.8)

(Ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò óôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier Ýãéíå ç äéáßñåóç äéá Ô1: Pn := P(ùn)/T1.)

ÁõôÝò áêñéâþò ïéN ôéìÝò Pn (n = 0, 1, . . . ,N−1) óõíéóôïýí ôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier
ôçò óõíáñôÞóåùò p(t), ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå óôï ÂÞìá 1 (ó÷Ýóåéò (19.3.1)) ôçò ìåèüäïõ ðïõ åêèÝóáìå
ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò åîüäïõ (áðïêñßóåùò) u(t). ¸ôóé åñãáóèÞêáìå ìå äéáêñéôü ìåôáó÷çìá-
ôéóìü Fourier áíôß ìå ôïí (ïëïêëçñùôéêü) ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, ôïí ïðïßï Þäç îÝñáìå. ÄçëáäÞ
êÜíáìå äéáêñéôïðïßçóç ôüóï ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t üóï êáé ùò ðñïò ôç óõ÷íüôçôá ù (áðïêüðôï-
íôáò åðßóçò ôéò óõ÷íüôçôåò ù áðü ìéá êáôÜëëçëç óõ÷íüôçôá ùá êáé ðÜíù). ¸ôóé ðñïóåããßóáìå
ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ìå Üèñïéóìá N üñùí: ÷ñçóéìïðïéÞóáìå áñéèìçôéêÞ
ïëïêëÞñùóç. ÃåíéêÜ ìåãáëýôåñï Í (ìéêñüôåñï Ä t = Ô1/Í) ïäçãåß óå áêñéâÝóôåñá áðïôåëÝóìáôá.

Åíôåëþò áíÜëïãá õðïëïãßæïõìå êáé ôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier Gn ôçò êñïõóôéêÞò
(Þ ùóôéêÞò) áðïêñßóåùò g(t). Êáé áõôüí ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå óôï áìÝóùò åðüìåíï ÂÞìá 2.

Óôï ÂÞìá 2 áðëÜ ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier G(ù) êáé P(ù) êáé ðáßñ-
íïõìå U(ù) = G(ù)P(ù) (ðñþôç ó÷Ýóç (19.3.2)). Åìåßò åäþ åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôéò äéáêñéôÝò
óõ÷íüôçôåò (êõêëéêÝò óõ÷íüôçôåò) ùn = nù1 = 2ðn/T1. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðáßñíïõìå

Un = GnPn ìå Un ≈ U(ùn)
T1

, Gn ≈ G(ùn)
T1

êáé ìå n = 0, 1, . . . ,N − 1 (19.3.9)

ãéá ôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò åîüäïõ (áðïêñßóåùò) u(t).

ÔÝëïò óôï ÂÞìá 3 áðáéôåßôáé ç áíôéóôñïöÞ åíüò äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, åäþ
ôïõ Un (ìå n = 0, 1, . . . ,N − 1). Ïé ó÷Ýóåéò (19.3.8) ìáò äßíïõí ôïí (åõèý) äéáêñéôü ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Fourier Pn (ìå n = 0, 1, . . . ,N − 1) ôçò åéóüäïõ p(t). Ìðïñåß ó÷åôéêÜ åýêïëá íá áðïäåé-
÷èåß ìå åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí Í ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (19.3.8) ùò ðñïò pk

(ìå k = 0, 1, . . . ,N − 1) üôé ï áíôßóôñïöïò äéáêñéôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier pk Ý÷åé ôç ìïñöÞ

pk =
N−1∑
n=0

Pne2ðikn/N ìå i = √−1 êáé k = 0, 1, . . . ,Í − 1. (19.3.10)

ÅðïìÝíùò ïéÍ ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò (19.3.8): ï äéáêñéôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier
(discrete Fourier transform, DFT) Pn êáé ïé Í åîéóþóåéò (19.3.10): ï áíôßóôñïöïò äéáêñéôüò ìåôá-
ó÷çìáôéóìüò Fourier (inverse DFT, IDFT) pk åßíáé êé áõôÝò êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï «áíôßóôñïöåò».
ÓõãêåêñéìÝíá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ðùò ç ëýóç ôïõ ãñáììéêïý áëãåâñéêïý óõóôÞìáôïò (19.3.8)
åßíáé ç (19.3.10), åíþ ç ëýóç ôïõ ãñáììéêïý áëãåâñéêïý óõóôÞìáôïò (19.3.10) åßíáé ç (19.3.8).

A19.3.3. ÁíÜëõóç óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ìå äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier

Óõíå÷ßæïõìå íá åñãáæüìáóôå óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù Ý÷ïíôáò ìåôáâåß ó’ áõôü áðü ôï
áñ÷éêü (êáé ëßãï ðéï öõóéêü) ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t. Óôï ôÝëïò âÝâáéá åðáíåñ÷üìáóôå óôï ðåäßï
ôïõ ÷ñüíïõ t. Óôçí ÐáñÜãñáöï Á19.3.1 åß÷áìå ðåñéãñÜøåé ôá ôñßá âÞìáôá åñãáóßáò ìå ôç ÷ñÞóç
ôïõ (ïëïêëçñùôéêïý) ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. ÃñÜøáìå ïëïêëçñùôéêïý, ãéá íá äçëþóïõìå ôçí
ýðáñîç ïëïêëçñþìáôïò ðñïò áíôéäéáóôïëÞ (ãéá íá ôïíéóèåß ç äéáöïñÜ ôïõ) áðü ôï äéáêñéôü ìåôá-
ó÷çìáôéóìü Fourier. Áõôüò Ý÷åé Üèñïéóìá áíôß ãéá ïëïêëÞñùìá. Êáé âÝâáéá Ý÷åé Üèñïéóìá, áðëÜ
åðåéäÞ êÜíáìå áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç! Ôþñá îáíáðåñéãñÜöïõìå ôá ßäéá áêñéâþò ôñßá âÞìáôá,
áëë’ åäþ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ôçò áìÝóùò ðñïçãïýìåíçò Ðáñá-
ãñÜöïõ Á19.3.2. Ðñéí êáí îåêéíÞóïõìå, õðåíèõìßæïõìå üôé ç åßóïäïò p(t) (ð.÷. ç öüñôéóç åíüò
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò) äåí åßíáé ðåñéïäéêÞ êáé åßíáé ìç ìçäåíéêÞ ìüíï óôï äéÜóôçìá [0, Td]. Õðåí-
èõìßæïõìå åðßóçò üôé åñãáæüìáóôå óôï äéÜóôçìá [0, T1] ìå T1 = Td + Te > Td , ðïëý ìåãáëý-
ôåñï. ÐÜìå!
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ÂÞìá 1: Õðïëïãéóìüò ôïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier Pn (ÞWn áíôßóôïé÷á) ôçò åéóüäïõ
óôï ìç÷áíéêü óýóôçìá (õäáôéêü óýóôçìá), äçëáäÞ ôçò öïñôßóåùò (ôïõ ñõèìïý åéóüäïõ ñýðïõ).
Ãéá ôïí õðïëïãéóìü áõôü ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï ôýðïò

Pn = 1
N

N−1∑
k=0

pk e−2ðikn/N Þ Wn = 1
N

N−1∑
k=0

wke−2ðikn/N ìå n = 0, 1, . . . ,N − 1. (19.3.11)

Áõôüò âáóßæåôáé óôïí ôýðï (19.3.8) ïñéóìïý ôïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (DFT) ãéá
ôï ìç÷áíéêü êáé ôï õäáôéêü óýóôçìá ðïõ åîåôÜóáìå óôéò Åíüôçôåò Á19.1 êáé Á19.2 áíôßóôïé÷á.

Áðüëõôá áíÜëïãïò õðïëïãéóìüò êáé ôïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier Gn (Þ Hn) ôçò
ùóôéêÞò (Þ êñïõóôéêÞò) áðïêñßóåùò g(t) (Þ h(t)) ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò (Þ õäáôéêïý óõóôÞìá-
ôïò) ðïõ èåùñåßôáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç.

ÂÞìá 2: Ôþñá, Ý÷ïíôáò ãíùóôïýò êáé ôïõò äýï äéáêñéôïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier (DFT)
(á) ôçò åéóüäïõ p(t) Þ w(t): Pn Þ Wn áíôßóôïé÷á êáé (â) ôçò ùóôéêÞò (Þ êñïõóôéêÞò) áðïêñßóåùò g(t)
(Þ h(t)): Gn (Þ Hn), õðïëïãéóìüò ôïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ôçò áðïêñßóåùò (19.3.9)

Un = GnPn Þ Cn = GnWn ìå n = 0, 1, . . . ,N − 1 (19.3.12)

ãéá ôï ìç÷áíéêü êáé ôï õäáôéêü óýóôçìá áíôßóôïé÷á. Í áðëïß ìéãáäéêïß ðïëëáðëáóéáóìïß åßíáé!
Åíôïýôïéò ï êÜèå ìéãáäéêüò ðïëëáðëáóéáóìüò (x1 + iy1)(x2 + iy2) åßíáé õðïëïãéóôéêÜ éóïäýíáìïò
ìå ôÝóóåñéò ðñáãìáôéêïýò ðïëëáðëáóéáóìïýò: ôïõò x1x2, x1y2, y1x2 êáé y1y2. Äåí åßíáé Ýôóé;

ÂÞìá 3: ÔÝëïò õðïëïãéóìüò ôçò ßäéáò ôçò åîüäïõ (ôçò áðïêñßóåùò) u(t) (óôá óõãêåêñéìÝíá
êáé éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá tk = kÄ t ìå k = 0, 1, . . . ,N − 1) ìå áíôéóôñïöÞ áõôïý ôïõ äéáêñéôïý
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier Un Þ Cn ìå âÜóç ôïí ôýðï (19.3.10). ¸ôóé ðáßñíïõìå

uk =
N−1∑
n=0

Une2ðikn/N Þ ck =
N−1∑
n=0

Cne2ðikn/N ìå k = 0, 1, . . . ,Í − 1 (19.3.13)

îáíÜ ãéá ôï ìç÷áíéêü êáé ôï õäáôéêü óýóôçìá ðïõ Ý÷ïõìå ìåëåôÞóåé áíôßóôïé÷á.

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.3: ÖõóéêÜ ôá ÂÞìáôá 2 êáé 3 óõíÞèùò óõìðôýóóïíôáé óå Ýíá ìüíï âÞìá:

uk =
N−1∑
n=0

GnPne2ðikn/N Þ ck =
N−1∑
n=0

GnWne2ðikn/N ìå k = 0, 1, . . . ,Í − 1 (19.3.14)

êáé åßíáé áðüëõôá ëïãéêü áõôü.

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.4: Ç Ýîïäïò uk := u(tk) = u(kÄ t) (ìåôáôüðéóç) Þ ck := c(tk) = c(kÄ t)
(óõãêÝíôñùóç ñýðïõ) ðïõ ðñïóäéïñßæåôáé óôï ÂÞìá 3 ìå ôç ÷ñÞóç áíôßóôñïöïõ äéáêñéôïý ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Fourier (inverseDFT) åßíáé ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ

e2ði(k+N)n/N = e2ðikn/N+2ðiNn/N = e2ðikn/N+2ðin = e2ðikn/Ne2ðin = e2ðikn/N, áöïý e2ðin = 1. (19.3.15)

ÄçëáäÞ ìåôÜ áðü ÷ñüíï tN = ÍÄ t = NT1/N = T1 åðáíáëáìâÜíåôáé ç ôéìÞ uk: uk+N = uk. Äå ìáò
ðïëõáñÝóåé áõôü, ãéáôß åäþ åß÷áìå ìç ðåñéïäéêÞ åßóïäï (öüñôéóç p(t) Þ ñõèìü åéóüäïõ ñýðïõw(t)).
ÊáôÜ óõíÝðåéá åëðßæáìå êáé óå ìç ðåñéïäéêÞ Ýîïäï (ìåôáôüðéóç u(t) Þ óõãêÝíôñùóç ñýðïõ c(t)).
ÌÜôáéåò ïé åëðßäåò ìáò! ÐÞñáìå ðåñéïäéêÞ Ýîïäï, áëëÜ . . . ÁëëÜ ôß; Áëë’ åìåßò ôá áðïôåëÝóìáôÜ
ìáò ðßóù óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t ìåôÜ ôçí áíôéóôñïöÞ (19.3.13) ôïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier (19.3.12) ìðïñïýìå èáõìÜóéá íá ôá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áðïêëåéóôéêÜ óôï äéÜóôçìá [0, Ô1].
Áðïññßðôïõìå Ýôóé ôçí áðü ’êåé êáé ðÝñá ðåñéïäéêüôçôÜ ôïõò ìå ðåñßïäï T1, êÜôé ðïõ óßãïõñá
äåí åßíáé óùóôü áðü öõóéêÞò áðüøåùò: åßíáé áðëÜ óõíÝðåéá ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.5: Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé áõôÞ ç áðñïóäüêçôç ðåñéïäéêüôçôá ìå
ðåñßïäï Ô1 (ðïõ äåí ôç ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýôóé êé áëëéþò: åßíáé ëÜèïò) ïöåßëåôáé óôçí áñéèìçôéêÞ
ïëïêëÞñùóç ðïõ Ý÷åé ãßíåé óôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (19.3.11). ¸ôóé öèÜóáìå ó’ áõôüí
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áðü ôïí áêñéâÞ (ïëïêëçñùôéêü) ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (19.3.1). ÁíÜëïãá éó÷ýïõí âÝâáéá êáé ãéá
ôïí áíôßóôñïöï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier.

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.6: Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ïé ßäéïé ôýðïé ãéá ôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier (DFT) ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò (Þ åêèåôéêÞò) óåéñÜò Fourier.
ÁõôÞí ôç ìåëåôÞóáìå óôçí Åíüôçôá Á17.3 ôïõ Êåöáëáßïõ Á17. Áõôü óõìâáßíåé, ìüíï åöüóïí åìåßò
õðïèÝóïõìå áðü ðñéí ôç óõíÜñôçóç p(t) ðïõ èÝëïõìå íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå êáôÜ Fourier óáí ðå-
ñéïäéêÞ óõíÜñôçóç (ìå ðåñßïäï Ô1), åíþ äåí åßíáé!, êáé åðéðëÝïí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áñéèìçôéêÞ ïëï-
êëÞñùóç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí ó÷åôéêþí óõíôåëåóôþí. ÅäþðñïôéìÞóáìå ôçí êáôåõèåßáí ÷ñÞóç
áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ðÜíù óôï ßäéï ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. Ôïýôï
ôï èåùñïýìå åêðáéäåõôéêÜ êáé ïõóéáóôéêÜ ðñïôéìüôåñï ãéá ìç ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç p(t), ðïõ äå
äéáèÝôåé óåéñÜ Fourier, áëëÜ ìüíï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. (Áõôüò åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõ ìéëÜìå ãéá
äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier!) Äåí áðïöýãáìå âÝâáéá ôçí «ðáñåíÝñãåéá» ôçò ðåñéïäéêüôçôáò
ôïõ áíôßóôñïöïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier Pn (ìå ðåñßïäï Ô1) ðïõ ðñïÝêõøå Ýôóé.

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.7: Óôçí åíüôçôá áõôÞ èåùñÞóáìå äéáèÝóéìç ôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðü-
êñéóç g(t) ãåíéêÜ áðü Ýíá ðåßñáìá ðñïóäéïñéóìïý ôçò (ð.÷. óå Ýíá áëçèéíü êôßñéï) Þ áíáëõôéêÜ
êáé êÜíáìå äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ü÷é ìüíï ãéá ôçí åßóïäï p(t) ôïõ óõóôÞìáôïò, áëëÜ
êáé ãéá ôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t). ¸ôóé Ý÷ïõìå äéáèÝóéìåò ôéò áñéèìçôéêÝò ôéìÝò Gn,
þóôå íá ôéò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôéò ó÷Ýóåéò (19.3.12) êáé (19.3.13) Þ áðëÜ óôç ó÷Ýóç (19.3.14) ãéá
ôçí åýñåóç ôçò áðïêñßóåùò ìå áíôßóôñïöï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (inverse DFT, IDFT).
Ìéá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáôåõèåßáí ôï ó÷åôéêü óõíåëéêôéêü ïëï-
êëçñùôéêü ôýðï (19.1.9), (19.1.17) Þ (19.2.7). ¸ôóé äïõëåýïõìå êáôåõèåßáí óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t
êáé áðïöåýãïõìå åíôåëþò ôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù. Áõôü èá ôï äïýìå óôç ìåèåðüìåíç Ðá-
ñÜãñáöï Á19.3.5 ôçò ðáñïýóáò åíüôçôáò: äéáêñéôÞ óõíÝëéîç. Äõóôõ÷þò üìùò ÷Üíïõìå Ýôóé ôç
äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ôá÷ý ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (FFT) ôçò åðüìåíçò Ðáñá-
ãñÜöïõ Á19.3.4, ï ïðïßïò åßíáé ðÜñá ðïëý áðïôåëåóìáôéêüò áðü õðïëïãéóôéêÞò áðüøåùò.

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.8: Áò åðáíáëÜâïõìå üôé ìå ôçí åßóïäï p(t) (Þ ôç w(t)) ìç ìçäåíéêÞ óôï
äéÜóôçìá [0, Td], üðùò õðïèÝóáìå, ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé ôçí åõèýíç íá åðéëÝîåé ôç ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ Ô1 = Ôd + Te ðïëý ìåãáëýôåñç áðü ôçí Td (ßóùò ìÝ÷ñé êáé ðÝíôå--äÝêá öïñÝò ìåãáëýôåñç),
þóôå íá ðÜñåé ôçí Ýîïäü ôïõ u(t). Åäþ âÝâáéá ç Ýîïäïò áõôÞ u(t) ðñïóäéïñßæåôáé ìå äéáêñéôÝò
ôéìÝò uk (ç c(t) êé áõôÞ ìå äéáêñéôÝò ôéìÝò ck) ó’ üëï ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá Ô1 = Ôd +Te ðïõ ìáò åíäéá-
öÝñåé. Óôçí åðéëïãÞ ôïõ ÷ñüíïõ T1 ðáßæïõí ñüëï êáé ôá öõóéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ óõóôÞìáôïò
ðïõ åîåôÜæåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ó’ Ýíá êôßñéï ìå óåéóìéêÞ öüñôéóç äåí ðáßæåé
ñüëï ìüíï ç äéÜñêåéá ôïõ óåéóìéêïý öáéíïìÝíïõ. Ðáßæïõí ñüëï êáé ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ôïõ êôéñßïõ
(éäéáßôåñá ç ðñþôç!) êáèþò êáé ï ëüãïò áðïóâÝóåùò î ðïõ Ý÷åé ôï êôßñéï. Ðñïöáíþò, üóï ðéï
ìåãÜëïò åßíáé ï ëüãïò áðïóâÝóåùò î, ôüóï ãñçãïñüôåñá èá óôáìáôÞóåé ôï ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï
ìåôÜ ôç ëÞîç ôïõ óåéóìïý ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ Td êáé åðïìÝíùò ôüóï ìéêñüôåñï Ô1 ÷ñåéÜæåôáé.

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.9: Äåí ðñÝðåé ôÝëïò íá ðáñáëåßøïõìå íá áíáöÝñïõìå ðùò óôï äéáêñéôü
ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier õðü ôéò ðáñïýóåò óõíèÞêåò ï êáíüíáò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ôïõ
ïñèïãùíßïõ ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå äéáöÝñåé åëÜ÷éóôá (ìüíï óôïí ðñþôï üñï ôïõ) áðü ôïí êáíüíá
ôïõ ôñáðåæßïõ, ðïõ Ý÷åé Ýíá 1

2 óôïíðñþôïüñï ôïõ. Ãéá êÜðùòìåãÜëåò ôéìÝò ôïõÍ ç äéáöïñÜáõôÞ
åßíáé áíåðáßóèçôç, ðñáêôéêÜ ìçäåíéêÞ. ¢ñá ìðïñïýìå, ãéá íá Ý÷ïõìå Þóõ÷ç ôç óõíåßäçóÞ ìáò (óôï
âáèìü ðïõ áöïñÜ óôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç!), íá èåùñÞóïõìå üôé ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôïí êáíüíá
ôïõ ôñáðåæßïõ (Ó÷ÞìáÁ19.2). Áðü ôçí ÜëëçðëåõñÜ ãéáðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò (ìå h(T1+t) = h(t))
ïé äýï êáíüíåò: ôïõ ïñèïãùíßïõ êáé ôïõ ôñáðåæßïõ óõìðßðôïõí ëüãù ôçò ðåñéïäéêüôçôáò.

A19.3.4. Ï ôá÷ýò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí õðïëïãéóôéêÜ åõöõÞ áëãüñéèìï, ðïõ åðéôñÝðåé ôçí áðïöõãÞ ðïëëáðëþí
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áñéèìçôéêþí õðïëïãéóìþí óôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ìå ôç ÷ñÞóç áðëþí éäéïôÞôùí
(êõñßùò ôçò ðåñéïäéêüôçôáò) ôçò ìéãáäéêÞò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò, ç ïðïßá õðåéóÝñ÷åôáé óôï
äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (DFT) êáé óôïí áíôßóôñïöü ôïõ (inverse DFT, IDFT). ÄçëáäÞ
ìå ôïí ôá÷ý ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (FFT) áðëÜ õðïëïãßæïõìå ôá áèñïßóìáôá ôïõ äéáêñéôïý
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (êáé ôïõ áíôßóôñïöïý ôïõ öõóéêÜ) ìå ðïëý ëéãüôåñåò ðñÜîåéò, êõñßùò
óå ìéãáäéêïýò ðïëëáðëáóéáóìïýò. Ï ôá÷ýò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier åðéóçìïðïéÞèçêå ôï 1965 ìå
åñãáóßá ôùí Cooley êáé Tukey, ç ïðïßá åß÷å êáé Ý÷åé öïâåñÞ åðéôõ÷ßá, «Üöçóå åðï÷Þ». Åíôïýôïéò ïé
âÜóåéò ôïõ ó÷åôéêïý áëãüñéèìïõ ïöåßëïíôáé óå ðáëéüôåñåò åñãáóßåò ôùí Gauss, Runge êáé Üëëùí.

Äå èá áíáðôýîïõìå åäþ ôïí áëãüñéèìï ôùí Cooley êáé Tukey ïýôå öõóéêÜ ôéò ôñïðïðïéÞóåéò
ôïõ. ÐÜíôùò óå ãåíéêÝò ãñáììÝò áò óçìåéþóïõìå üôé ãéá Í üñïõò óôá áèñïßóìáôá ôïõ äéáêñéôïý
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (DFT) êáé ôïõ áíôéóôñüöïõ ôïõ (inverse DFT, IDFT) ôï õðïëïãéóôéêü êü-
óôïò óå ðïëëáðëáóéáóìïýò ìåéþíåôáé áðü 2Í2+Í ìéãáäéêïýò ðïëëáðëáóéáóìïýò óå (N/ 2) log2 N
ìüíï (ìå log2 ôï ëïãÜñéèìï ìå âÜóç ôï 2). ¢ñá ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ Í ôï õðïëïãéóôéêü üöåëüò
ìáò åßíáé ðïëý ìåãÜëï. Ãé’ áõôü êáé ðÜíôá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï ôá÷ýò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier (FFT)
ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ åõèÝùò êáé ôïõ áíôßóôñïöïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (DFT).

A19.3.5. ÄéáêñéôÞ óõíÝëéîç

Óõíå÷ßæïõìå íá áó÷ïëïýìáóôå ìå ôï ßäéï ðñüâëçìá (äïóìÝíç åßóïäïò óôï äéÜóôçìá [0, Td],
æçôïýìåíç Ýîïäïò óôï äéÜóôçìá [0, T1] ìå T1 = Td + Te > Td) óôï ãñáììéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý ôï ïðïßï åîåôÜæïõìå, ð.÷. Ýíá ìç÷áíéêü Þ õäáôéêü óýóôçìá. Åäþ óçìåéþíïõìå êáé
ôç äõíáôüôçôá ôçò áðåõèåßáò ÷ñÞóåùò ôïõ óõíåëéêôéêïý ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ (19.1.18), äçëáäÞ

u(t) =
∫ t

0
g(t − ô)p(ô) dô Þ c(t) =

∫ t

0
g(t − ô)w(ô) dô (19.3.16)

ãéá ôçí åýñåóç ôçò áðïêñßóåùò, ôçò åîüäïõ u(t) Þ c(t) ìå ìçäåíéêÞ åßóïäï ãéá t < 0. Ðñïò ôï
óêïðü áõôü ðåñéïñéæüìáóôå óôï äéÜóôçìá [0, T1] ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé (0 ≤ t ≤ T1) êáé êÜíïõìå
ðÜëé áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç, áêñéâþò üðùò êáé óôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ìå N óç-
ìåßá ïëïêëçñþóåùò. Åäþ üìùò ìéëÜìå ãéá äéáêñéôÞ óõíÝëéîç, äçëáäÞ ãéá ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôïõ
ïëïêëçñþìáôïò óôï ðéï ðÜíù óõíåëéêôéêü ïëïêëÞñùìá áðü Üèñïéóìá (êáé ðñïóÝããéóÞ ôïõ öõ-
óéêÜ . . . ). Ôï õðïëïãéóôéêü êüóôïò åßíáé Í2 ðñáãìáôéêïß ðïëëáðëáóéáóìïß (ü÷é ìéãáäéêïß åäþ!)
êáé åßíáé áñêåôÜ âåëôéùìÝíï ó÷åôéêÜ ìå ôï äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (DFT). Õóôåñåß üìùò
öïâåñÜ (ãéá áñêåôÜ ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ Í) óå óýãêñéóç ìå ôïí ôá÷ý ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier (FFT).

Ï ôýðïò ôçò äéáêñéôÞò óõíåëßîåùò (óôï óõíïëéêü äéÜóôçìá [0, T1] (ìå T1 = Ôd + Te) ìå ÷ñÞóç
ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ìå Í óçìåßá (êüìâïõò) åßíáé ï áêüëïõèïò (ìå Ä t = T1/N):

uk = T1
N

N−1∑
m=0

gk−mpm Þ ck = T1
N

N−1∑
m=0

gk−mwm ìå k = 0, 1, . . . ,Í. (19.3.17)

Óôïí ôýðï áõôü Ý÷ïõìå ïñßóåé óôçí ðñþôç ó÷Ýóç

uk := u(tk), gk−m := g(tk−tm) êáé pm := p(tm) ìå tj = jÄ t = j
T1
N

êáé j = 0, 1, . . . ,N (19.3.18)

êáé áíÜëïãá óôç äåýôåñç ó÷Ýóç. Åííïåßôáé âÝâáéá üôé ëüãù ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ôá
áðïôåëÝóìáôá uk êáé ck åßíáé ðñïóåããéóôéêÜ. Äå ëçóìïíïýìå åðßóçò üôé ðÜíôá g(t) = 0 ãéá t < 0.

Äå èá ðñï÷ùñÞóïõìå åäþ óå ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ãéá üëá áõôÜ ôá èÝìáôá. Åíôïýôïéò
áíáãíùñßæïõìå ðùò åßíáé éäéáßôåñá åíäéáöÝñïíôá êáé ÷ñÞóéìá ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óå êÜèå
ãñáììéêü óýóôçìá, ð.÷. ìç÷áíéêü óýóôçìá (üðùò åßíáé Ýíá êôßñéï) Þ õäáôéêü óýóôçìá, ðïõ ðñÝðåé
íá ìåëåôÞóåé Þ íá áíôéìåôùðßóåé óôçí ðñÜîç. Èåùñïýìå üôé åßíáé áñêåôÜ ùò åäþ óôï ðáñüí
ìÜèçìá! Ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò óå Üëëá ìáèÞìáôá, êõñßùò óôï ìÜèçìá ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí
Êáôáóêåõþí. (Äßíåôáé ëßãï ðéï êÜôù, óôï ôÝëïò ôïõ äéäáêôéêïý âéâëßïõ, êáé ó÷åôéêÞ âéâëéïãñáößá.)
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ÐÑÏÓÈÇÊÇ ÓÔÏ

Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A19
Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÏÕ ÌÅÔÁÓ×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ FOURIER:

ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÇÓ ÐÑÏÓÈÇÊÇÓ

Óôçí ðñïóèÞêç áõôÞ óôï ÊåöÜëáéï Á19 åðåêôåßíïõìå ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Fourier áðü ìïíïâÜèìéá ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá óå ðïëõâÜèìéá ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá.
ÓõãêåêñéìÝíá ôçí åöáñìüæïõìå óôï êëáóéêü êáé Þäç ãíùóôü ìáò ðïëõþñïöï éäåáôü êôßñéï äéá-
ôìÞóåùò (Þ äéáôìçôéêü êôßñéï). Ç ãåíßêåõóç áõôÞ åßíáé Üìåóç êáé ìåôáôñÝðåé ôï ãñáììéêü óýóôçìá
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå ãñáììéêü óýóôçìá áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ùò ðñïò ôïõò Üãíùóôïõò
ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier ôùí ïñéæüíôéùí ìåôáôïðßóåùí ôùí ðëáêþí. Áõôü áðïôåëåß ãåíßêåõóç
áðü ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá, üðïõ ç ìßá ìüíï ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìåôáôñÜðçêå
óå ãñáììéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç ðÜëé ùò ðñïò ôïí Üãíùóôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. ÅðéðëÝïí
ç ðáñïýóá ìÝèïäïò ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier åßíáé åíôåëþò áíÜëïãç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ìÝèïäï
ìå ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, ôçí ïðïßá ôç ìåëåôÞóáìå Þäç åêôåíþò óôá ÊåöÜëáéá Á12 êáé Á13.
ÔÝëïò óôçí ðáñïýóá ìÝèïäï äßíïõìå êÜðïéá Ýìöáóç óôï ìéãáäéêü ìçôñþï áðïêñßóåùò G(ù) óôï
ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù. Áõôü ãåíéêåýåé ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç G(ù) óôá ìïíïâÜèìéá óõóôÞìáôá.

A19.4. ÌÇ ÐÅÑÉÏÄÉÊÇ ÖÏÑÔÉÓÇ ÐÏËÕÙÑÏÖÏÕ ÉÄÅÁÔÏÕ ÊÔÉÑÉÏÕ

A19.4.1. Ç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ðïëõþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ ìå ìç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç

Èåùñïýìå ôï ãíùóôü ìáò éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò (Þ äéáôìçôéêü êôßñéï) ìå N ïñüöïõò ìå
ìçôñþï ìÜæáò (Þ áäñáíåßáò) M, ìçôñþï äõóêáìøßáò K êáé ìçôñþï áðïóâÝóåùò C. (ÕðïèÝôïõìå
÷Üñç ãåíéêüôçôáò üôé õðÜñ÷åé êáé áðüóâåóç óôï êôßñéï. ÓõíÞèùò âÝâáéá áõôÞ åßíáé ìéêñÞ.) Ôï
äéÜíõóìá ôùí (ïñéæüíôéùí) ìåôáôïðßóåùí ôùí ðëáêþí ôùí ïñüöùí åßíáé u(t) êáé ôï äéÜíõóìá ôùí
(åðßóçò ïñéæüíôéùí) öïñôßóåùí ôùí ßäéùí ðëáêþí åßíáé p(t). Óôï äéÜíõóìá ôùí öïñôßóåùí p(t)
ìðïñåß íá ðåñéëáìâÜíåôáé êáé ç åíåñãÞ öüñôéóç peff(t) áðü ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò,
ð.÷. êáôÜ ôç äéÜñêåéá óåéóìïý Þ ãåíéêüôåñá êñáäáóìþí ôïõ åäÜöïõò (ð.÷. áðü ìç÷áíÝò).

¼ðùò Þäç ãíùñßæïõìå áðü ôï ÊåöÜëáéï Á13, Åíüôçôá Á13.4, åîßóùóç (13.4.4), ãéá éäåáôü
êôßñéï ìå öüñôéóç p(t) (ìå åîáíáãêáóìÝíåò, ü÷é åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôïõ êôéñßïõ) ôï ðéï ðÜíù
ðñüâëçìá áíÜãåôáé ôåëéêÜ óôï ìç ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôùí Í äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Mü(t) + Cu̇(t) + Ku(t) = p(t). (19.4.1)

Áõôü ôï ãñáììéêü óýóôçìá Í äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìðïñåß åýêïëá íá áíá÷èåß óå Ýíá ãñáììéêü
óýóôçìá áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå åßôå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace (ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé ãéá t ≥ 0) åßôå åäþ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier
(÷ùñßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò Þ ìÜëëïí ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá t = −∞ êáé ãéá−∞ < t < ∞).



2 (ÊåöÜëáéï A19: ÐñïóèÞêç) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓÓÕÍÇÈÅÉÓÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓÅÎÉÓÙÓÅÉÓ ÃÉÁÐÏËÉÔÉÊÏÕÓÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Åäþ åñãáæüìáóôå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. Áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á18.3.4
ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á18, äýï ðñþôïé ôýðïé (18.3.12) ãíùñßæïõìå Þäç üôé ãéá ôéò äýï
ðñþôåò ðáñáãþãïõò ìéáò ðáñáãùãßóéìçò óõíáñôÞóåùò u(t) éó÷ýïõí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Fourier

F{u̇(t)} = iùU(ù) êáé F{ü(t)} = −ù2U(ù) ìå U(ù) := F{u(t)}. (19.4.2)

×ñçóéìïðïéïýìå åðßóçò ôç ãñáììéêÞ éäéüôçôá (18.3.1) ôçòÐáñáãñÜöïõÁ18.3.1 ôïõÊåöáëáßïõÁ18
ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôï ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá
Í äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (19.4.1) ìåôáôñÝðåôáé óôï ãñáììéêü óýóôçìá Í áëãåâñéêþí åîéóþóåùí

−ù2MU(ù) + iùCU(ù) + KU(ù) = P(ù) ìå U(ù) := F{u(t)} êáé P(ù) := F{p(t)}. (19.4.3)

ÅäþÜãíùóôïé åßíáé ïéÍ ìåôáó÷çìáôéóìïß Fourier ôùíìåôáôïðßóåùíui(t) ôùíðëáêþí ôùí ïñüöùí.

Ðñïöáíþò ðáñáðÝñá ìå êïéíü ðáñÜãïíôá óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôï U(ù) ðáßñíïõìå

( − ù2M+ iùC+ K)U(ù) = P(ù), ïðüôå U(ù) = ( − ù2M+ iùC+ K)−1P(ù). (19.4.4)

ÔåëéêÜ ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå
U(ù) = G(ù)P(ù) (19.4.5)

Ý÷ïíôáò ïñßóåé ôï ìçôñþï
G(ù) := ( − ù2M+ iùC+ K)−1. (19.4.6)

Áõôü ôï ìçôñþï G(ù) êáëåßôáé ìéãáäéêü ìçôñþï áðïêñßóåùò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù
Þ ðéï áðëÜ ìéãáäéêü ìçôñþï áðïêñßóåùò. Åßíáé áðëÜ ç ãåíßêåõóç ôçò ãíþñéìÞò ìáò ìéãáäéêÞò
óõíáñôÞóåùòáðïêñßóåùòóôïðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáòù Þðéï áðëÜ ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùòáðï-
êñßóåùò. ÁõôÞí ôç óõíÜñôçóç ôçí åéóáãÜãáìå áñ÷éêÜ óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.6 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6.
Åêåß üìùò åß÷áìå ôáëáíôþóåéò åíüò ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïýóõóôÞìáôïò, åíþ åäþÝ÷ïõìå ôáëáíôþ-
óåéò åíüò ðïëõâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò: åíüò ðïëõþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò.

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.10: Óçìåéþíïõìå üôé ãéá ôï ìéãáäéêü ìçôñþï áðïêñßóåùò G(ù) óôï ðåäßï
ôçò óõ÷íüôçôáò ù ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß ãåíéêÜ ôï óýìâïëï H(ù) áíôß ãéá ôï G(ù).
Åìåßò üìùò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óýìâïëï G(ù) êáô’ áíáëïãßá ìå ôç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñß-
óåùò G(ù), þóôå íá áðïêëåßåôáé ç óýã÷õóç ìå ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside H(t). Áõôü
ðïõ êÜíïõìå åìåßò (äçëáäÞ ç ÷ñÞóç ôùí G(ù) êáé G(ù) áíôß ãéá ôá H(ù) êáé H(ù) áíôßóôïé÷á)
ãßíåôáé ðñáãìáôéêÜ ìåñéêÝò öïñÝò óôéò Ôáëáíôþóåéò, áëë’ ü÷é êáé óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.11: Åýëïãá ôï ðéï ðÜíù ìçôñþï G(ù) ÷áñáêôçñßóèçêå ìéãáäéêü êáé åßíáé
ðñáãìáôéêÜ ìéãáäéêü, üôáí õðÜñ÷åé áðüóâåóç óôï êôßñéï: C �= 0. ¼ôáí üìùò äåí õðÜñ÷åé
áðüóâåóç, äçëáäÞ üôáí C = 0, ôüôå ôï ìçôñþï G(ù) åßíáé ðñáãìáôéêü. Ôüôå ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç
ïñéóìïý ôïõ óõíÜìá êáé õðïëïãéóìïý ôïõ (19.4.6) ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç êáé ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ

G(ù) := ( − ù2M+ K)−1. (19.4.7)

➤ ÐáñáôÞñçóç A19.12: Ç èåìåëéþäçò ó÷Ýóç (19.4.5) åßíáé áðüëõôá áíÜëïãç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç
ó÷Ýóç (19.1.8) óôçí ÐáñÜãñáöï Á19.1.3, ôç ó÷Ýóç U(ù) = G(ù)P(ù), ãéá ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü
óýóôçìá áò ðïýìå ãéá Ýíá ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï. ÁðëÜ åäþ Ý÷ïõìå Ýíá ðïëõâÜèìéï ìç÷áíéêü
óýóôçìá (ìå ðïëëïýò âáèìïýò åëåõèåñßáò, åäþÍ), åðåéäÞ õðïèÝóáìå éäåáôü êôßñéï ìåÍ ïñüöïõò.
¢ñá åäþ Ý÷ïõìå Ýíá ìçôñþï G(ù) äéáóôÜóåùí N × N (âÝâáéá ìå óôïé÷åßá Gij(ù) óõíáñôÞóåéò
ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáòù) áíôß ãéá ìéá áðëÞ óõíÜñôçóçG(ù) (ðÜëé ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáòù).

Ôþñá ìå âÜóç ôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (19.4.5) áíôéóôñÝöïõìå êáôÜ Fourier ìå âÜóç ôï ó÷åôéêü
ôýðï áíôéóôñïöÞò (18.1.5) óôçí Åíüôçôá Á18.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á18. Åäþ üìùò ãñÜöïõìå ôïí
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ôýðï áõôü óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ (ìïñöÞ ìå ìçôñþá), åðåéäÞ åäþ Ý÷ïõìå Ýíá äéÜíõóìá Üãíùóôùí
óõíáñôÞóåùí u(t). ¸ôóé ðáßñíïõìå áðü ôç ó÷Ýóç (19.4.5) ìå áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier

u(t) = F−1{U(ù)} = 1
2ð

∫ ∞

−∞
U(ù)eiùt dù = 1

2ð

∫ ∞

−∞
G(ù)P(ù)eiùt dù. (19.4.8)

Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï èá åîåôÜóïõìå óáí åöáñìïãÞ ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç åíüò äéþñïöïõ
éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò (Í = 2) õðïèÝôïíôÜò ôï ÷ùñßò áðüóâåóç. Åðßóçò óôçí åéäéêÞ áõôÞ
ðåñßðôùóç èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí áðëü óõìâïëéóìü ÷ùñßò ìçôñþá áíôßèåôá ìå ôçí ðáñïýóá
ðáñÜãñáöï: ìå ìçôñþá. Ðñï÷ùñÜìå óå ôïýôç ôçí åíäéáöÝñïõóá åöáñìïãÞ ôçò ãåíéêÞò ìåèüäïõ.

A19.4.2. ÅöáñìïãÞ óôï äéþñïöï éäåáôü êôßñéï ìå ìç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç êáé ÷ùñßò áðüóâåóç

Óáí åöáñìïãÞ èåùñïýìå Ýíá áðëü äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò (Þ äéáôìçôéêü êôßñéï).
Ïé ìÜæåò ôùí äýï ïñüöùí (ðïõ èåùñïýíôáé óõãêåíôñùìÝíåò óôá ýøç ôùí ðëáêþí) åßíáé m1 (ôïõ
ðñþôïõ ïñüöïõ) êáé m2 (ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ). Ôá óôïé÷åßá kij ôïõ ìçôñþïõ äõóêáìøßáò K, ðïõ
üðùò ãíùñßæïõìå åßíáé óõììåôñéêü, åßíáé k11, k12 = k21 êáé k22. Ïé ïñéæüíôéåò öïñôßóåéò ôùíðëáêþí
ôùí ïñüöùí ôïõ äéþñïöïõ êôéñßïõ åßíáé p1(t) êáé p2(t). (Ìðïñåß ìÜëéóôá íá ðåñéëáìâÜíïõí êáé ôéò
åíåñãÝò öïñôßóåéò áðü óåéóìü êáé êñáäáóìïýò ôïõ åäÜöïõò ãåíéêüôåñá.) ¢ãíùóôåò óõíáñôÞóåéò
åßíáé ïé äýï ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò u1(t) êáé u2(t) ôùí ðëáêþí. Õðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò Ý÷ïõìå

M =
[

m1 0

0 m2

]
, K =

[
k11 k12

k12 k22

]
, u(t) =

{
u1(t)

u2(t)

}
êáé p(t) =

{
p1(t)

p2(t)

}
. (19.4.9)

Åêôåëïýìå åýêïëá ôïõò ó÷åôéêïýò áðëïýò ðïëëáðëáóéáóìïýò êáé áèñïßóåéò ìçôñþùí óôï
ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (19.4.1) (åäþ ìåN = 2 êáé ÷ùñßò áðüóâåóç: C = 0).
Ìå ôïí ôñüðï áõôü ðáßñíïõìå ôåëéêÜ ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

m1 ü1(t) + k11u1(t) + k12u2(t) = p1(t),

m2 ü2(t) + k12u1(t) + k22u2(t) = p2(t),
(19.4.10)

áöïý ìÜëéóôá k12 = k21.

Ãéá ôçí åðßëõóçáõôïý ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå äýïÜãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò (ôéò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò u1(t) êáé u2(t) ôùí ðëáêþí) ÷ñçóéìïðïéïýìå åäþ îáíÜ
ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. Ðñþôá--ðñþôá ïñßæïõìå ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier

U1(ù) := F{u1(t)}, U2(ù) := F{u2(t)}, P1(ù) := F{p1(t)} êáé P2(ù) := F{p2(t)} (19.4.11)

ôùí Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí u1(t) êáé u2(t) êáé ôùí öïñôßóåùí p1(t) êáé p2(t). Ôþñá ìåôáó÷çìáôß-
æïõìå êáôÜ ôá ãíùóôÜ êáôÜ Fourier ôï ãñáììéêü óýóôçìá (19.4.10) ìå ÷ñÞóç êáé ôçò ãñáììéêÞò
éäéüôçôáò (18.3.1) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. ¸ôóé ðáßñíïõìå ôï ãñáììéêü óýóôçìá ôùí äýï
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí

−ù2m1U1(ù) + k11U1(ù) + k12U2(ù) = P1(ù),

−ù2m2U2(ù) + k12U1(ù) + k22U2(ù) = P2(ù).
(19.4.12)

Áõôü ôï ãñáììéêü áëãåâñéêü óýóôçìá ôï ãñÜöïõìå ôþñá êáé óôç ëßãï áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôïõ

( − ù2m1 + k11)U1(ù) + k12U2(ù) = P1(ù),

k12U1(ù) + ( − ù2m2 + k22)U2(ù) = P2(ù).
(19.4.13)

Ç åðßëõóÞ ôïõ åßíáé ðáíåýêïëç ìå ôïí Þäç ãíùóôü ìáò áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá êáíüíá ôïõ
Cramer. Ïñßæïõìå Ä(ù) ôçí ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí U1(ù) êáé U2(ù), äçëáäÞ

Ä(ù) :=
∣∣∣∣∣

−ù2m1 + k11 k12

k12 −ù2m2 + k22

∣∣∣∣∣ . (19.4.14)
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Ôþñá ðñïêýðôåé

Ä(ù) = ( − ù2m1 + k11)( − ù2m2 + k22) − k2
12 (19.4.15)

êáé ôåëéêÜ
Ä(ù) = m1m2ù4 − (k11m2 + k22m1)ù2 + k11k22 − k2

12. (19.4.16)

Må ÷ñÞóç áõôÞò ôçò ïñßæïõóáò Ä(ù) óôïí êáíüíá ôïõ Cramer ðáßñíïõìå ôþñá ôç ëýóç U1(ù)
êáé U2(ù) ôïõ ãñáììéêïý áëãåâñéêïý óõóôÞìáôïò (19.4.13) óôï ïðïßï êáôáëÞîáìå óôç ìïñöÞ

U1(ù) = 1
Ä(ù)

∣∣∣∣∣
P1(ù) k12

P2(ù) −ù2m2 + k22

∣∣∣∣∣ = ( − ù2m2 + k22)P1(ù) − k12P2(ù)
Ä(ù)

(19.4.17)

êáé

U2(ù) = 1
Ä(ù)

∣∣∣∣∣
−ù2m1 + k11 P1(ù)

k12 P2(ù)

∣∣∣∣∣ = −k12P1(ù) + ( − ù2m1 + k11)P2(ù)
Ä(ù)

. (19.4.18)

Áõôïß åßíáé ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Fourier ôùí äýï Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí u1(t) êáé u2(t), äçëáäÞ
ôùí ïñéæüíôéùí ìåôáôïðßóåùí ôùí ðëáêþí ôùí äýï ïñüöùí ôïõ äéþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ ìáò.

Ôçí ßäéá áêñéâþò ëýóç (19.4.17) êáé (19.4.18) ôïõ ãñáììéêïý áëãåâñéêïý óõóôÞìáôïò (19.4.13)
ìðïñïýìå íá ôç ãñÜøïõìå êáé óôç ëßãï áðëïýóôåñç (ìüíï ïðôéêÜ áðëïýóôåñç . . . ) ìïñöÞ ôçò

U1(ù) = G11(ù)P1(ù) + G12(ù)P2(ù) êáé U2(ù) = G21(ù)P1(ù) + G22(ù)P2(ù). (19.4.19)

Óôç ìïñöÞ áõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôéò ôÝóóåñéò íÝåò óõíáñôÞóåéò ðÜëé ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáòù

G11(ù) = −ù2m2 + k22
Ä(ù)

, G12(ù) = G21(ù) = − k12
Ä(ù)

êáé G22(ù) = −ù2m1 + k11
Ä(ù)

. (19.4.20)

Áðïöåýãïõìå íá ÷áñáêôçñßóïõìå ôïýôåò ôéò óõíáñôÞóåéò âïçèçôéêÝò óõíáñôÞóåéò, åðåéäÞ áõôÝò
åßíáé ðïëý óçìáíôéêÝò óôï ðñüâëçìÜ ìáò. Áõôü èá ôï äéáðéóôþóïõìå óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï.

Ðáñáôçñïýìå åýêïëá üôé ôçí ßäéá ëýóç (19.4.19) ìðïñïýìå íá ôç ãñÜøïõìå êáé óå áðüëõôá
éóïäýíáìç êáé ìÜëéóôá áñêåôÜ ðéï óõíåðôõãìÝíç ìçôñùéêÞ ìïñöÞ (ìïñöÞ ìå ìçôñþá) ùò åîÞò:{

U1(ù)

U2(ù)

}
=
[

G11(ù) G12(ù)

G21(ù) G22(ù)

]{
P1(ù)

P2(ù)

}
. (19.4.21)

Ç ìçôñùéêÞ áõôÞ ìïñöÞ åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç ãåíéêüôåñç ìïñöÞ (19.4.5) óôçí ðñïçãïýìåíç
ÐáñÜãñáöï Á19.4.1, åäþ üìùò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ äéþñïöïõ êôéñßïõ (ìå N = 2 ïñüöïõò)
êáé ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå ìçôñþï áðïóâÝóåùò C = 0). ÄçëáäÞ ôï ôåôñáãùíéêü ìçôñþï óôï äåîéü
ìÝëïò ôçò ëýóåùò (19.4.21) åßíáé åäþ áðëÜ ôï ìéãáäéêü ìçôñþï áðïêñßóåùò G(ù) óôï ðåäßï ôçò
óõ÷íüôçôáò ù. Ðáñáôçñïýìå üìùò áðü ôéò ó÷Ýóåéò (19.4.20) ãéá ôá óôïé÷åßá ôïõ üôé áõôü ôï
ìçôñþï G(ù) åßíáé êáé óõììåôñéêü, áöïý G12(ù) = G21(ù). ÓõììåôñéêÜ åßíáé åðßóçò ôá ìçôñþá
ìÜæáò M (ðñïöáíþò åßíáé, áöïý åßíáé äéáãþíéï) êáé äõóêáìøßáò (Þ ãåíéêüôåñá óôéâáñüôçôáò) K.

Óõìðëçñþíïõìå áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï ðáñáôçñþíôáò ðùò ìðïñïýìå ôþñá åýêïëá íá ÷ñç-
óéìïðïéÞóïõìå ôïí ôýðï áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (18.1.5) óôçí Åíüôçôá Á18.1
ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á18. ¸ôóé èá âñïýìå ôéò äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò u1(t) êáé u2(t):
ôéò ìåôáôïðßóåéò ôùí ðëáêþí ôùí äýï ïñüöùí ôïõ äéþñïöïõ êôéñßïõ. Ìå ôïí ôñüðï áõôü êáé ìå
âÜóç ôéò äýï ó÷Ýóåéò (19.4.19) ãéá ôç ëýóç ìáò U1(ù) := F{u1(t)} êáé U2(ù) := F{u2(t)} ðáßñíïõìå

u1(t)=F−1{U1(ù)}= 1
2ð

∫ ∞

−∞
U1(ù)eiùt dù= 1

2ð

∫ ∞

−∞
[G11(ù)P1(ù) + G12(ù)P2(ù)]eiùt dù (19.4.22)

êáé

u2(t)=F−1{U2(ù)}= 1
2ð

∫ ∞

−∞
U2(ù)eiùt dù= 1

2ð

∫ ∞

−∞
[G21(ù)P1(ù) + G22(ù)P2(ù)]eiùt dù. (19.4.23)
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➤ ÐáñáôÞñçóç A19.13: ÁõôÝò ïé ëýóåéò ôïõ ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí (19.4.10) ðñïêýðôïõí Üìåóá êáé áðü ôç ëýóç (19.4.8) ôïõ ãåíéêüôåñïõ ìç ïìïãåíïýò
ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (19.4.1) ó’ áõôÞí ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ìå N = 2
ïñüöïõò. ÁðëÜ óôç ëýóç (19.4.8) åêôåëïýìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôùí ìçôñþùí G(ù) êáé P(ù).
ÁëëÜ åßðáìå: ìéá áðëÞ åöáñìïãÞ óå äéþñïöï êôßñéï (êáé ìÜëéóôá ÷ùñßò áðüóâåóç!) êÜíáìå åäþ.

A19.4.3. Ç óõíåëéêôéêÞ ëýóç êáé ïé ùóôéêÝò (Þ êñïõóôéêÝò) áðïêñßóåéò

Çðéï ðÜíù ëýóç (19.4.22) êáé (19.4.23) ôïõðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò äéþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ
äéáôìÞóåùò (Þ äéáôìçôéêïý êôéñßïõ) ãéá ôéò áðïêñßóåéò (ôéò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò u1(t) êáé u2(t)
ôùí ðëáêþí ôùí äýï ïñüöùí ôïõ) ÷ñçóéìïðïéåß ïëïêëçñþìáôá ôçò óõ÷íüôçôáòù. Ðñüêåéôáé ãéá
ôç ëýóç óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t, áëëÜ ìå âÜóç ôéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò áðïêñßóåùò Gij(ù) óôï
ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù. Áõôü óõíÝâç áðëÜ, åðåéäÞ åìåßò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôïí ôýðï áíôéóôñï-
öÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (18.1.5) óôï ÊåöÜëáéï Á18 ãéá íá ðÜñïõìå áõôÞí ôç ëýóç.

Ìéá åíáëëáêôéêÞ êáé ãåíéêÜ ðñïôéìüôåñç äõíáôüôçôá áðïôåëåß ç ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò
ôçò óõíåëßîåùò (18.3.8) Þ êáëýôåñá (18.3.9) óôçí ÐáñÜãñáöï Á18.3.3 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöá-
ëáßïõ Á18. Ìå ôï èåþñçìá áõôü ìðïñïýìå íá áíôéóôñÝøïõìå ôïõò äýï ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier
U1(ù) êáé U2(ù) óôéò ó÷Ýóåéò (19.4.19) êáé íá âñïýìå ôéò áíôßóôïé÷åò ìåôáôïðßóåéò u1(t) êáé u2(t).
Áõôü ìÜëéóôá åß÷áìå êÜíåé óôçíÐáñÜãñáöï Á19.1.4 áõôïý ôïõ Êåöáëáßïõ Á19 ãéá Ýíá ìïíïâÜèìéï
ìç÷áíéêü óýóôçìá. Óçìåéþíïõìå üôé ìå ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò ôá ïëïêëçñþìáôá
óôéò ëýóåéò u1(t) êáé u2(t) èá åßíáé ïëïêëçñþìáôá ôïõ ÷ñüíïõ t êáé ü÷é ôçò (êõêëéêÞò) óõ÷íüôçôáòù.

ÂÝâáéá, äõóôõ÷þò ãéá ôçí åñãáóßá áõôÞ ìå ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò ÷ñåéáæüìáóôå ôïõò
áíôßóôñïöïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier ôùí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí áðïêñßóåùò Gij(ù) ðïõ åì-
öáíßæïíôáé óôéò ó÷Ýóåéò (19.4.19). Ìðïñïýìå íá ôïõò õðïëïãßóïõìå ìå ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ (18.1.5)
áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier óôçí Åíüôçôá Á18.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á18. ¸ôóé Ý÷ïõìå

g11(t) = F−1{G11(ù)} = 1
2ð

∫ ∞

−∞
G11(ù)eiùt dù, (19.4.24)

g12(t) = F−1{G12(ù)} = 1
2ð

∫ ∞

−∞
G12(ù)eiùt dù, (19.4.25)

g21(t) = F−1{G21(ù)} = 1
2ð

∫ ∞

−∞
G21(ù)eiùt dù, (19.4.26)

g22(t) = F−1{G22(ù)} = 1
2ð

∫ ∞

−∞
G22(ù)eiùt dù. (19.4.27)

Óçìåéþíïõìå âÝâáéá ðùò áöïý (ìå âÜóç ôç äåýôåñç ó÷Ýóç (19.4.20))

G12(ù) = G21(ù), èá éó÷ýåé áóöáëþò êáé üôé g12(t) = g21(t). (19.4.28)

Åßìáóôå ìéá ÷áñÜ ëïéðüí! ×ñçóéìïðïéïýìå ôþñá ôç ãíùóôÞ ìáò ãñáììéêÞ éäéüôçôá (18.3.1)
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier öõóéêÜ óå óõíäõáóìü ìå ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò (18.3.9) ðÜëé
óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. ¸ôóé âñßóêïõìå ôïõò áíôßóôñïöïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier ôùí
äýï óõíáñôÞóåùí U1(ù) êáé U2(ù) óôéò ó÷Ýóåéò (19.4.19). Ðñïêýðôïõí Ýôóé ïé ìåôáôïðßóåéò u1(t)
êáé u2(t) ôùí ðëáêþí ôïõ äéþñïöïõ êôéñßïõ óôç ìïñöÞ óõíåëéêôéêþí ïëïêëçñùìÜôùí ùò åîÞò:

u1(t) =
∫ ∞

−∞
[ g11(t − ô)p1(ô) + g12(t − ô)p2(ô)] dô, (19.4.29)

u2(t) =
∫ ∞

−∞
[ g21(t − ô)p1(ô) + g22(t − ô)p2(ô)] dô. (19.4.30)

ÁõôÞ åßíáé ç ëýóç u1(t) êáé u2(t) ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò óôç ìïñöÞ ôçò ìå ïëïêëçñþóåéò ùò ðñïò
ôï ÷ñüíï t. Áíôßèåôá ç éóïäýíáìç ìïñöÞ ôçò ßäéáò ëýóåùò (19.4.22) êáé (19.4.23) åß÷å ïëïêëçñþóåéò
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ùò ðñïò ôç óõ÷íüôçôá ù. Ëïéðüí ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t êáé ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù. ÕðÜñ÷ïõí
ëïéðüí äýï äéáöïñåôéêÝò äõíáôüôçôåò åñãáóßáò (óôá ðåäßá ôïõ ÷ñüíïõ t êáé ôçò óõ÷íüôçôáò ù)
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü, áëëÜ óõ÷íÜ õðÜñ÷åé êé ç äõíáôüôçôá åíáëëáãÞò áðü ôç ìéá óôçí Üëëç.

Óôï óçìåßï áõôü áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé ç ëýóç (19.4.29) êáé (19.4.30) áðïôåëåß áðëÜ
ãåíßêåõóç ôçò áíôßóôïé÷çò ëýóåùò (19.1.9) óôçí ÐáñÜãñáöï Á19.1.4 ðïõ åß÷áìå óôï ìïíïâÜèìéï
ìç÷áíéêü óýóôçìá (ð.÷. óå Ýíá ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò) êáé ðïõ åß÷å êáé áõôÞ ôç
ìïñöÞ óõíåëéêôéêïý ïëïêëçñþìáôïò. Ìüíï ðïõ ôþñá Ý÷ïõìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò áíôß ãéá
ìßá. Ç óõíÜñôçóç g(t) óôç ëýóç (19.1.9) óôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá Þôáí ï áíôßóôñïöïò
ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier g(t) = F−1{G(ù)} ôçò ó÷åôéêÞò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò áðïêñßóåùòG(ù)
óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáòù. Ãéá ôç óõíÜñôçóç áõôÞ g(t) äéáðéóôþóáìå åðßóçò üôé Þôáí ç ùóôéêÞ
(Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò. ÄçëáäÞ Þôáí ç ìåôáôüðéóç ôçò
ìÜæáò u(t) óôçí ðåñßðôùóçùóôéêÞò (Þ êñïõóôéêÞò) öïñôßóåþò ôïõ p(t) = ä(t) ìå ä(t) ôç óõíÜñôçóç
äÝëôá ôïõDirac. ÁõôÞ ç óõíÜñôçóç ä(t) Ý÷åé ìåôáó÷çìáôéóìü FourierF{ä(t)} = 1, üðùò ãíùñßæïõìå
Þäç áðü ôç ó÷Ýóç (18.2.10) ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á18.2.3 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Êåöáëáßïõ Á18.

Áõôü ôï ðïëý åíäéáöÝñïí óõìðÝñáóìá ãéá ôç öõóéêÞ óçìáóßá (ùóôéêÞ Þ éóïäýíáìá êñïõóôéêÞ
áðüêñéóç) ôçò óõíáñôÞóåùò g(t) = F−1{G(ù)} óôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ãåíéêåýåôáé
Üìåóá êáé óôï ðáñüí äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá: åäþ ó’ Ýíá äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò.
Ãéá íá äïýìå ôþñá áíáëõôéêÜ ðþò áêñéâþò ãßíåôáé áõôÞ ç ôüóï åíäéáöÝñïõóá ãåíßêåõóç.

Ôá ðñÜãìáôá åßíáé áðëÜ, ðÜñá ðïëý áðëÜ. Èåùñïýìå ôç öüñôéóç ôïõ êôéñßïõ üôé åßíáé ìüíï
ìéá ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) ïñéæüíôéá öüñôéóç óôçí ðëÜêá ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ ÷ùñßò öüñôéóç óôçí
ðëÜêá ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ ïýôå êáìßá Üëëç öüñôéóç, ð.÷. óåéóìéêÞ öüñôéóç. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

p1(t) = ä(t) êáé p2(t) = 0, (19.4.31)
ïðüôå

P1(ù) = F{ p1(t)} = F{ä(t)} = 1 êáé P2(ù) = F{ p2(t)} = F{0} = 0. (19.4.32)

Ìå áõôïýò ôïõò äýï ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier P1(ù) êáé P2(ù) ôùí (ïñéæüíôéùí) öïñôßóåùí
ôùí ðëáêþí ôùí äýï ïñüöùí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß FourierU1(ù) êáéU2(ù) ôùí ìåôáôïðßóåùí u1(t)
êáé u2(t) áíôßóôïé÷á ôùí ðëáêþí ôùí ßäéùí ïñüöùí èá åßíáé ìå âÜóç ôéò äýï ó÷Ýóåéò (19.4.19)

U1(ù) = G11(ù)P1(ù) + G12(ù)P2(ù) = G11(ù) · 1 + G12(ù) · 0 = G11(ù), (19.4.33)

U2(ù) = G21(ù)P1(ù) + G22(ù)P2(ù) = G21(ù) · 1 + G22(ù) · 0 = G21(ù). (19.4.34)

ÅðïìÝíùò ôá óôïé÷åßá G11(ù) êáé G21(ù) ôçò ðñþôçò óôÞëçò ôïõ ìéãáäéêïý ìçôñþïõ áðïêñß-
óåùòG(ù) óôïðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò äåí åßíáé ôßðïôå ÜëëïðáñÜ ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß FourierU1(ù)
êáé U2(ù) ôùí ìåôáôïðßóåùí u1(t) êáé u2(t) ôùí ðëáêþí ôùí äýï ïñüöùí óå ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ)
öüñôéóÞ ôïõ óôçí ðëÜêá ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ ìüíï. Åßíáé óáöÝò áõôü, áöïý G11(ù) = U1(ù) êáé
G21(ù) = U2(ù) óôçí ðáñïýóá åéäéêÞ ùóôéêÞ öüñôéóç. ÁíôéóôñÝöïíôáò ôþñá êáôÜ Fourier ôéò äýï
áõôÝò ó÷Ýóåéò (19.4.33) êáé (19.4.34), åßíáé óáöÝò üôé ïé ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò g11(t) = F−1{G11(ù)}
êáé g21(t) = F−1{G21(ù)}, üðùò Þäç ïñßóôçêáí óôéò ó÷Ýóåéò (19.4.24) êáé (19.4.26) áíôßóôïé÷á, åßíáé
ïé ùóôéêÝò áðïêñßóåéò ôùí äýï ðëáêþí ôïõ êôéñßïõ óôçí ðáñáðÜíù ùóôéêÞ öüñôéóç (19.4.31).

Ìå Ýíáí åíôåëþò áíÜëïãï ôñüðï óêÝøåùò óõíÜãïõìå üôé ïé Üëëåò äýï ÷ñïíéêÝò óõíáñôÞóåéò
g12(t) = F−1{G12(ù)} êáé g22(t) = F−1{G22(ù)}, üðùò ðñÜãìáôé ïñßóôçêáí óôéò Üëëåò äýï ó÷Ýóåéò
(19.4.25) êáé (19.4.27) áíôßóôïé÷á, åßíáé ïé ùóôéêÝò áðïêñßóåéò ôùí äýï ðëáêþí ôïõ êôéñßïõ óôçí
ùóôéêÞ öüñôéóç ôçò äåýôåñçò ðëÜêáò. ÄçëáäÞ ïé g12(t) êáé g22(t) áöïñïýí óôçí ùóôéêÞ öüñôéóç

p1(t) = 0 êáé p2(t) = ä(t). (19.4.35)

Êé Ýôóé êáôáöÝñáìå íá ãåíéêåýóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á19.1.4 áðü ôï ìïíï-
âÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá óå áíôßóôïé÷ï äéâÜèìéï óýóôçìá. Êáé áíÜëïãá ôá ßäéá áðïôåëÝóìáôá
ãåíéêåýïíôáé ðáñáðÝñá êáé óå êÜèå ðïëõâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá, ð.÷. Ýíá ðïëõþñïöï êôßñéï.
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ÐÑÏÓÅÃÃÉÓÔÉÊÅÓ ÊÁÉ ÁÑÉÈÌÇÔÉÊÅÓ ÌÅÈÏÄÏÉ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÐïëëÝò öïñÝò ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìðïñåß íá åðéëõèåß áíáëõôéêÜ ìå ôéò ìåèüäïõò ôéò ïðïßåò
Ý÷ïõìå ìåëåôÞóåé óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá. ¼ìùò áñêåôÝò öïñÝò ðáñïõóéÜæïíôáé êáé äéáöï-
ñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ äå äéáèÝôïõí êëåéóôÞ ëýóç Þ ç ëýóç ôïõò áõôÞ åßíáé åîáéñåôéêÜ ðïëýðëïêç. Óå
ôÝôïéåò ðåñéðôþóåéò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ðñïóåããéóôéêÝò êáé êõñßùò áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé åðéëýóåùò.
Ôéò ìåèüäïõò áõôÝò ôéò åîåôÜæïõìå óýíôïìá ó’ áõôü ôï ôåëåõôáßï ÊåöÜëáéï Á20 ìå óõíå÷Þ áíáöïñÜ
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò y ′ = f (x, y) ìå y = y(x) êáé f (x, y) ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. ÅéäéêÜ
ïé áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé, ïé ïðïßåò åßíáé êáé ïé óçìáíôéêüôåñåò, èá åîåôáóèïýí óå ðïëý ìåãáëýôåñç
Ýêôáóç óôï ìÜèçìá ÁñéèìçôéêÝò ÌÝèïäïé óôï åðüìåíï, óôï 3ï ÅîÜìçíï Óðïõäþí.

Õðåíèõìßæïõìå üôé ìÝ÷ñé ôþñá Ý÷ïõìåáíáöåñèåß óåðñïóåããéóôéêÝò ìåèüäïõòóôçí ÅíüôçôáÁ3.8
ôïõ Êåöáëáßïõ Á3, üðïõ åîåôÜóáìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôïõ Picard. Åðßóçò
êáé óôá ÊåöÜëáéá Á14 êáé Á17, üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ìÝèïäïé äõíáìïóåéñþí êáé óåéñþí Fourier
áíôßóôïé÷á. ¼óåò öïñÝò áðïêüðôïõìå ôç ó÷åôéêÞ óåéñÜ óôïí Í-óôü üñï ôçò ðáßñíïõìå ìéá ðñï-
óÝããéóç ỹ(x) ôçò Üãíùóôçò ëýóåùò y(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÄçëáäÞ éó÷ýåé ỹ(x) ≈ y(x).

Óôçí ðñþôç Åíüôçôá Á20.1 áíáöåñüìáóôå êáôáñ÷Þí óôç ãñáöéêÞ ìÝèïäï ôïõ ðåäßïõ êáôåõ-
èýíóåùí (Þðåäßïõ äéåõèýíóåùí) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò y ′ = f (x, y) êáé óôéò ó÷åôéêÝò éóïêëéíåßò
êáìðýëåò. Óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå óýíôïìá êáé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ìÝèïäï ôçò óåéñÜò Taylor.
ÐáñïõóéÜæåôáé êáé ìßá åöáñìïãÞ ôùí äýï áõôþí ìåèüäùí óå Ýíá áðëü ðñüâëçìá ÄõíáìéêÞò.

Óôç äåýôåñç Åíüôçôá Á20.2 áíáöåñüìáóôå óôéò êáèáñÜ áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò åðéëýóåùò ôçò
ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: y ′ = f (x, y). Áðü áõôÝò áíáöÝñïõìå ôéò ôÝóóåñéò âáóéêüôåñåò: (á) ôç
ìÝèïäï Euler, ðïõ åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò, üðùò èá åîçãÞóïõìå, (â) ôç âåëôéùìÝíç ìÝèïäï Euler
(Þ ìÝèïäï Heun), ðïõ åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò, (ã) ôçí (êëáóéêÞ) ìÝèïäï Runge--Kutta ôñßôçò ôÜîåùò
êáé (ä) ôçí (êëáóéêÞ) ìÝèïäï Runge--Kutta ôåôÜñôçò ôÜîåùò (Þ áðëÜ ìÝèïäï Runge--Kutta).

Óôï ôÝëïò ôçò äåýôåñçò áõôÞò Åíüôçôáò Á20.2 ðáñïõóéÜæåôáé êáé ìéá åöáñìïãÞ óå óõãêåêñé-
ìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò y ′ = f (x, y). Ðñüêåéôáé (á) ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.2.4)
óôçí Åíüôçôá Á4.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á4: Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ôá÷ýôçôá éäåáôïý ñåõóôïý óå Üêñï óùëÞíá
êáé åðßóçò (â) ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.3.18) óôçí ÐáñÜãñáöï Á4.3.2 ôïõ ßäéïõ Êåöáëáßïõ Á4:
ÄõíáìéêÞ: ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ óôïí áÝñá ìå áíôßóôáóç R áíÜëïãç ôïõ ôåôñáãþíïõ v2 ôçò ôá÷ý-
ôçôÜò ôïõ v = v(t). Ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò áõôÞò
ôçò åöáñìïãÞò ðáñïõóéÜæïíôáé óå ðßíáêá áñéèìçôéêþí ôéìþí. ÎåêéíÜíå áðü éêáíïðïéçôéêÜ (ãéá
ôç ìÝèïäï Euler: ðñþôçò ôÜîåùò) êáé êáôáëÞãïõí óå åîáéñåôéêÜ áêñéâÞ (ãéá ôç ìÝèïäï Runge--Kutta
ôåôÜñôçò ôÜîåùò). Ãéá íá êáôáóôåß óáöÝóôåñç ç áêñßâåéá ôçò êáèåìéÜò áðü ôéò ôÝóóåñéò ðéï ðÜíù
ìåèüäïõò, åêôüò áðü ôá ßäéá ôá ðñïóåããéóôéêÜ áñéèìçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðáñïõóéÜæïíôáé åðßóçò
êáé ôá áíôßóôïé÷á óöÜëìáôÜ ôïõò (ùò ðñïò ôçí áêñéâÞ ëýóç y = y(x)) êé áõôÜ âÝâáéá óå ðßíáêá.
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A20.1.1. Ç ãñáöéêÞ ìÝèïäïò ôïõ ðåäßïõ êáôåõèýíóåùí

Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (ìå ôç óõíÜñôçóç f (x, y) ãíùóôÞ)
dy
dx

= f (x, y) Þ y ′ = f (x, y) ìå y = y(x) êáé ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôçí y(x0) = y0 . (20.1.1)

Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ìáò åðéôñÝðåé íá ðñïóäéïñßæïõìå ôçí ðáñÜãùãï y ′ = y ′(x) ìéáò ëýóåþò
ôçò yp(x) óå êÜèå óçìåßï (x, y) ôïõ åðéðÝäïõ Oxy, áðü üðïõ ìðïñåß íá ðåñíÜåé ìéá ôÝôïéá ëýóç.

Óå áñêåôÝò ðåñéðôþóåéò ç ìïñöÞ ôçò óõíáñôÞóåùò f (x, y) óôï äåîéü ìÝëïò äåí åðéôñÝðåé ôçí
áíáëõôéêÞ (óå êëåéóôÞ ìïñöÞ) åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò: y ′ = f (x, y). Ìéá ðñþôç
êáé ÷ùñßò áêñßâåéá äõíáôüôçôá ãéá ôçí ðñïóÝããéóç ôçò ëýóåùò áðïôåëåß ç ãñáöéêÞ ìÝèïäïò ôïõ
ðåäßïõ êáôåõèýíóåùí (Þ ðåäßïõ äéåõèýíóåùí). ÏíïìÜæïõìå ðåäßï êáôåõèýíóåùí ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò y ′ = f (x, y) ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óôï åðßðåäï Oxy üðïõ óå êÜèå óçìåßï ôïõ (x, y)
ó÷åäéÜæïõìå Ýíá ðïëý ìéêñü åõèýãñáììï ôìÞìá ìå êëßóç ôç ãíùóôÞ ìáò ðáñÜãùãï y ′ = f (x, y).
Áõôü åßíáé ðÜñá ðïëý åýêïëï, áöïý ç óõíÜñôçóç f (x, y) åßíáé ãíùóôÞ. Ìå äéáèÝóéìï ôþñá ôï ðåäßï
êáôåõèýíóåùí ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò ìïñöÞò y ′ = f (x, y) ãíùñßæïõìå óå êÜèå óçìåßï (x, y)
ôçí êëßóç ôçò ëýóåùò ðïõ ðåñíÜåé áðü ôï óçìåßï áõôü. (Óôï åðßðåäï Oxy áðïêáëïýìå óõíÞèùò
ôç ëýóç áõôÞ ïëïêëçñùôéêÞ êáìðýëç.) ÎÝñïõìå äçëáäÞ ôçí åöáðôïìÝíç ôçò êáìðýëçò óå êÜèå
óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ. ¢ñá ìðïñïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå ðñü÷åéñá ìéá ëýóç ðïõ íá ðåñíÜåé áðü ôï
óõãêåêñéìÝíï óçìåßï (x0, y0), äçëáäÞ íá áðïôåëåß ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (20.1.1).

Óçìåéþíïõìå åðßóçò ðùò ïé êáìðýëåò ôïõ åðéðÝäïõ Oxy üðïõ ç ðáñÜãùãïò y ′ = f (x, y) ðáßñ-
íåé óôáèåñÞ ôéìÞ c êáëïýíôáé éóïêëéíåßò êáìðýëåò ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. ÁõôÝò Ý÷ïõí
âÝâáéá åîéóþóåéò ôçò ìïñöÞò f (x, y) = c êáé ìáò âïçèÜíå óôç ó÷åäßáóç ìå ôï ÷Ýñé ôïõ ðåäßïõ êá-
ôåõèýíóåùí ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (20.1.1): y ′ = f (x, y), áöïý ç êëßóç y ′ = c êáôÜ ìÞêïò ôïõò.

� ÅöáñìïãÞ A20.1 (ÄõíáìéêÞ): Èåùñïýìå ôçí åõèýãñáììç ðñïò ôá äåîéÜ êßíçóç õëéêïý óç-
ìåßïõ ìïíáäéáßáò ìÜæáò (m = 1) ðÜíù óôïí Üîïíá Ox ìå ôá÷ýôçôá v(t) > 0. Ç áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ åßíáé v(0) = 0.7. Óôï óçìåßï áóêåßôáé öüñôéóç ðñïò ôá áñéóôåñÜ p(t) = −e−t.
ÕðÜñ÷åé êáé áíôßóôáóç óôçí êßíçóç (ðÜëé ðñïò ôá áñéóôåñÜ, áöïý v(t) > 0) ßóç ìå R(t) = −v2(t),
äçëáäÞ áíÜëïãç ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Æçôïýíôáé: (á) Ç äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. (â) Ç ó÷åäßáóç ôïõ
ó÷åôéêïý ðåäßïõ êáôåõèýíóåùí. (ã) Ç ó÷åäßáóç ôçò ëýóåùò v = v(t) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò.

Ëýóç: (á) Óýìöùíá ìå ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá mv̇(t) = F(t) ìå F(t) ôç óõíïëéêÞ äýíáìç
ç ïðïßá áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï, ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò ðïõ æçôåßôáé èá åßíáé

mv̇(t) = p(t) + R(t) �⇒ v̇(t) = −e−t − v2(t), áöïý m = 1. (20.1.2)

Ðñüêåéôáé ãéá ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò (20.1.1), ðïõ äåí áíÞêåé óå êÜðïéá ãíù-
óôÞ êáôçãïñßá êáé öáßíåôáé ðùò äå äéáèÝôåé áíáëõôéêÞ ëýóç. Ç ó÷åôéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç ìáò Ý÷åé
äïèåß: v(0) = 0.7. (â) Ìðïñïýìå åýêïëá íá ó÷åäéÜóïõìå ôï ðåäßï êáôåõèýíóåùí ãéá ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (20.1.2), áöïý îÝñïõìå ôçí ðáñÜãùãï v̇(t) óå êÜèå óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ Otv. Ç ðáñÜ-
ãùãïò áõôÞ v̇(t) åßíáé âÝâáéá ßóç ìå f (t, v) = −e−t − v2(t). Ôïýôï åßíáé óáöÝò áðü ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (20.1.2). Ôï ðåäßï áõôü êáôåõèýíóåùí ðáñïõóéÜæåôáé óôï Ó÷Þìá Á20.1á. (ã) Ìå âÜóç
áõôü ôï ðåäßï êáôåõèýíóåùí êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = 0.7 îåêéíÜìå áðü ôï óçìåßï t = 0
êáé v = 0.7 êáé ó÷åäéÜæïõìå ëßãï--ëßãï ôç æçôïýìåíç ïëïêëçñùôéêÞ êáìðýëç: ôç ëýóç ðïõ æçôÜìå.
Áõôü ôï êÜíïõìå ìå ðñïóï÷Þ, þóôå ç êáìðýëç áõôÞ íá åöÜðôåôáé óõíå÷þò üóï ãßíåôáé óôá ìéêñÜ
åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðïõ äåß÷íïõí ôçí åöáðôïìÝíç ôçò êáìðýëçò óå êÜèå óçìåßï áðü üðïõ ðåñ-
íÜåé. Ç ó÷åôéêÞ ïëïêëçñùôéêÞ êáìðýëç öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá Á20.1â: åßíáé ç óõíå÷Þò êáìðýëç (ü÷é
ç äéáêåêïììÝíç, ãé’ áõôÞ èá ìéëÞóïõìå ðáñáêÜôù). ÁõôÞ ç óõíå÷Þò êáìðýëç äßíåé ðñïóåããéóôéêÜ
ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìå v(0) = 0.7. (Ôá ó÷Þìáôá Ýãéíáí ìå ôç Mathematica.) �
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v v Ó÷Þìá Á20.1: (á) Áñé-
óôåñÜ: Ðåäßï êáôåõ-
èýíóåùí (Þ äéåõèýí-
óåùí) ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (20.1.2).
(â) ÄåîéÜ: Ôï ßäéï ðå-
äßï, ôþñá üìùò ìáæß
ìå ìßá ïëïêëçñùôéêÞ
êáìðýëç, ëýóç: áõôÞ
ìå v(0) = 0.7 êáé ôçí
ðñïóÝããéóÞ ôçò ìå ôç
óåéñÜ Taylor (20.1.4).

(á) (â)

A20.1.2. Ç ðñïóåããéóôéêÞ ìÝèïäïò ôçò óåéñÜò Taylor

Óôç ìÝèïäï áõôÞ, ðïõ äåí åßíáé ãñáöéêÞ, õðïèÝôïõìå ôç ëýóç y(x) ðïõ æçôÜìå óôç ìïñöÞ
óåéñÜò Taylor (Þ Maclaurin ãéá x0 = 0). Áðü ôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ É èõìüìáóôå üôé ç óåéñÜ
Taylor ìéáò ðáñáãùãßóéìçò óõíáñôÞóåùò, üðùò èåùñïýìå åäþ ôç óõíÜñôçóç y(x), Ý÷åé ôç ìïñöÞ

y(x) = y(x0) + y ′(x0)(x − x0) + y ′′(x0)
2

(x − x0)2 + y ′′′(x0)
6

(x − x0)3 + y ′′′′(x0)
24

(x − x0)4 + · · · . (20.1.3)

Áðü ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(x0) = y0 îÝñïõìå ôçí ðïóüôçôá y(x0) óôïí ðñþôï üñï ôçò ðéï ðÜíù
óåéñÜò Taylor. Áðü ôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç y ′ = f (x, y) ìðïñïýìå åýêïëá íá õðïëïãßóïõìå
ôçí ðïóüôçôá y ′(x0) = f (x0, y0), áöïý êáé ôï y0 ìáò åßíáé ãíùóôü áðü ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç y(x0) = y0.
ÌÝ÷ñéò åäþ ðçãáßíáìå Üíåôá. Áðü ’äþ êáé ðÝñá üìùò ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå ðáñáãùãßóåéò ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò y ′ = f (x, y), þóôå íá âñïýìå ôéò åðüìåíåò ðáñáãþãïõò y ′′(x), y ′′′(x), êëð.
êáé íá ôéò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôç óåéñÜ Taylor (20.1.3) óôç èÝóç x = x0. ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá áõôþí
ôùí ðáñáãùãßóåùí (ðïõ ìðïñïýí âÝâáéá íá ãßíïõí êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ) äåí ðñÝðåé íá îå÷íÜìå
üôé íáé ìåí ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò x, áëëÜ y = y(x) (ðáñïõóéÜæåôáé êáé ’äþ ôï x) óôç äåýôåñç
ìåôáâëçôÞ y ôçò óõíáñôÞóåùò f (x, y) óôï äåîéü ìÝëïò. ¸ôóé ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôç óåéñÜ
Taylor (20.1.3) ôçò Üãíùóôçò ëýóåùò y(x). ÁõôÞ áðïôåëåß óõíÞèùò ðñïóÝããéóç ỹ(x) ôçò áêñéâïýò
ëýóåùò y(x). Áõôü óõìâáßíåé áðëÜ, åðåéäÞ åìåßò ðáßñíïõìå ó÷åäüí ðÜíôá ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá
üñùí áíôß ãéá ôçí ðëÞñç óåéñÜ Taylor óôáìáôþíôáò ôïõò õðïëïãéóìïýò ìáò óå êÜðïéï üñï ôçò.

� ÅöáñìïãÞ A20.2 (ÄõíáìéêÞ): Æçôïýíôáé: (á) Íá õðïëïãéóèåß ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ṽ(t) ≈ v(t)
óôï ðñüâëçìá ôçò ðñïçãïýìåíçò ÅöáñìïãÞò Á20.1 ìå óåéñÜ Taylor ãéá t = 0 (óåéñÜ Maclaurin) ìå
üñïõò ìÝ÷ñé êáé t4. (â) Íá ãßíåé êáé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóÞ ôçò ìå ó÷üëéï ãéá ôçí áêñßâåéá ôçò ìåèüäïõ.

Ëýóç: (á) Ç óõãêåêñéìÝíç ðñïóÝããéóç ôçò óåéñÜò Taylor ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé t4 Ý÷åé ôç ìïñöÞ

ṽ(t) = v(0) + v̇(0)t + v̈(0)
2

t2 +
...
v (0)
6

t3 +
....
v (0)
24

t4 ìå ṽ(t) ≈ v(t). (20.1.4)

Ôþñá ðñÝðåé áðëÜ íá âñïýìå ôéò ðÝíôå ðïóüôçôåò: v(0), v̇(0), v̈(0),
...
v (0) êáé

....
v (0). Áðü ôçí áñ÷éêÞ

óõíèÞêç v(0) = 0.7 îÝñïõìå Þäç ôçí ðïóüôçôá v(0). Ôç äçëþíïõìå ìå v0: v(0) = v0 = 0.7. Óôç
óõíÝ÷åéá áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (20.1.2) õðïëïãßæïõìå ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï v̇(0) = −1 − v20
ãéá t = 0. Ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò v̈(0) ðñïêýðôåé ìå ðáñáãþãéóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ùò
ðñïò t: v̈(t) = e−t − 2v(t)v̇(t) êáé ãéá t = 0 Ý÷ïõìå v̈(0) = 1 − 2v0( − 1 − v20) = 1 + 2v0 + 2v30
Ý÷ïíôáò ðÜñåé õðüøç ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = v0 êáèþò êáé ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ãéá ôçí
ðñþôç ðáñÜãùãï v̇(0). Ìå Üëëåò äýï ðáñáãùãßóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (20.1.2) âñßóêïõìå
åðßóçò üôé

...
v (0) = −3 − 2v0 − 8v20 − 6v40 êáé

....
v (0) = 7 + 18v0 + 10v20 + 40v30 + 24v50 . Ìå áõôÝò

ôéò ôéìÝò ôùí v(0), v̇(0), v̈(0),
...
v (0) êáé

....
v (0) Ý÷ïõìå ðéá äéáèÝóéìç ôçí ðñïóÝããéóç Taylor (20.1.4).

¢ñá ç ðñïóÝããéóç ṽ(t) ôçò ëýóåùò v(t) ìå óåéñÜ Taylor ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé t4 åßíáé ðëÝïí ðëÞñùò
êáèïñéóìÝíç. Ç ó÷åäßáóÞ ôçò Ýãéíå åðßóçò ôï Ó÷Þìá Á20.1â (êáìðýëç ìå äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ).
Äõóôõ÷þòáðïêëßíåé áðü ôçíáêñéâÞ ëýóç v(t) ãéá t ≥ 0.4 ëüãùôïõìéêñïýáñéèìïý ôùíüñùí ôçò.�
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A20.2. ÁÑÉÈÌÇÔÉÊÅÓ ÌÅÈÏÄÏÉ

A20.2.1. ÅéóáãùãÞ óôéò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöÝñïõìå ôéò ôÝóóåñéò ðéï âáóéêÝò ìåèüäïõò áñéèìçôéêÞò åðéëýóåùò
óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò

dy
dx

= f (x, y) Þ y ′ = f (x, y) ìå y = y(x) (20.2.1)
ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç

y(x0) = y0 (20.2.2)

óôï óçìåßï x0 êáé ìå ôï y0 ãíùóôü. Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (20.2.1) áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ
åßíáé ôï x êáé Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) ôï y. Ç óõíÜñôçóç f (x, y) óôï äåîéü
ìÝëïò åßíáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç êáé ôùí äýï ìåôáâëçôþí x (áíåîÜñôçôçò) êáé y (åîáñôçìÝíçò).
Ìðïñåß üìùò íá ëåßðåé ç ìßá áð’ áõôÝò, üðùò óõìâáßíåé óôçí åöáñìïãÞ ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á20.2.6.

Ïé áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé ðïõ èá áíáöÝñïõìå åßíáé ïé åîÞò ôÝóóåñéò:

1. Ç ìÝèïäïò Euler

2. Ç âåëôéùìÝíç ìÝèïäïò Euler (Þ ìÝèïäïò Heun)

3. Ç ìÝèïäïò Runge--Kutta ôñßôçò ôÜîåùò

4. Ç ìÝèïäïò Runge--Kutta ôåôÜñôçò ôÜîåùò

Óçìåéþíåôáé üôé ç ìÝèïäïò Euler åßíáé ç ìÝèïäïò Runge--Kutta ðñþôçò ôÜîåùò. Åðßóçò ç âåëôéùìÝíç
ìÝèïäïò Euler (Þ ìÝèïäïò Heun) åßíáé ç ìÝèïäïò Runge--Kutta äåõôÝñáò ôÜîåùò. ¼óåò öïñÝò ëÝìå
áðëÜ ç ìÝèïäïò Runge--Kutta, åííïïýìå ðÜíôá ôç ìÝèïäï Runge--Kutta ôåôÜñôçò ôÜîåùò.

Óçìåéþíåôáé üôé óôéò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò äåí ðñïóäéïñßæåôáé áíáëõôéêÜ (ìå êëåéóôü ôýðï)
ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç y = y(x). ÁðëÜ ðñïóäéïñßæïíôáé ðñïóåããéóôéêÜ ïé áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ôçò

y1 := y(x1), y2 := y(x2), . . . , yn := y(xn), . . . ìå xn := x0 + nh êáé n = 1, 2, 3, . . . . (20.2.3)

Ç óôáèåñÞ èåôéêÞðïóüôçôá h êáëåßôáé âÞìá ôçò áñéèìçôéêÞò ìåèüäïõ. ¢ñá ôáóçìåßá x0, x1, . . . , xn
åßíáé éóáðÝ÷ïíôá ìå áðüóôáóç äýï äéáäï÷éêþí óçìåßùí xn êáé xn+1 óôáèåñÞ êáé ßóç ðÜíôá ìå h,
áí êáé áõôü äåí åßíáé áðüëõôá õðï÷ñåùôéêü. ÃåíéêÜ ìéëþíôáò, üóï ìéêñüôåñï åßíáé ôï âÞìá h ôçò
ìåèüäïõ, äçëáäÞ üóï ðéï êïíôÜ åßíáé ôï óçìåßï xn óôï åðüìåíü ôïõ xn+1, ôüóï ìåãáëýôåñç áêñßâåéá
ðåôõ÷áßíïõìå óå ìéá óõãêåêñéìÝíç áñéèìçôéêÞ ìÝèïäï. (¼÷é âÝâáéá óå äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò!)

Èåùñïýìå ôþñá ôçí áêñéâÞ ëýóç y(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ðïõ ãåíéêÜ äåí ôçí îÝñïõìå)
êáé ôçí ðñïóÝããéóÞ ôçò ỹ(x) ìå ìéá áñéèìçôéêÞ ìÝèïäï. Óå óõãêåêñéìÝíï óçìåßï x ôï óöÜëìá èá
åßíáé å(x) := y(x)− ỹ(x): ç äéáöïñÜ ôçò áêñéâïýò ëýóåùò y(x) ìåßïí ôçí ðñïóÝããéóç ỹ(x) óôï óçìåßï
áõôü. ËÝãïíôáò ôÜîç p ôçò áñéèìçôéêÞò ìåèüäïõ, åííïïýìå ôïí åêèÝôç p óå ìéá ó÷Ýóç ôçò ìïñöÞò
|å(x)| = |y(x) − ỹ(x)| ≤ c(x)hp (ìå h → 0) ìå ôï c(x) ìéá êáôÜëëçëç èåôéêÞ ðïóüôçôá êáé h ôï âÞìá
ôçò ìåèüäïõ. Ç ôÜîç p ìáò äåß÷íåé ôï ñõèìü óõãêëßóåùò ôçò ìåèüäïõ êáèþò h → 0 (êáé n → ∞).

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöÝñïõìå ôéò ðéï ðÜíù ôÝóóåñéò ìåèüäïõò ìå ðñü÷åéñç äéêáéïëü-
ãçóç ìüíï ôçò ðñþôçò: ôçò ìåèüäïõ Euler. Ðïëý ðåñéóóüôåñá ãé’ áõôÝò êáé ãéá Üëëåò ìåèüäïõò
áñéèìçôéêÞò åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí èá áíáöåñèïýí óôï ìÜèçìá ÁñéèìçôéêÝòÌÝèïäïé.1

A20.2.2. Ç ìÝèïäïò Euler

ÁõôÞ åßíáé ç áðëïýóôåñç êáé ç ëéãüôåñï áêñéâÞò (ìüëéò ðñþôçò ôÜîåùò) ìÝèïäïò áñéèìçôéêÞò
åðéëýóåùò ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (20.2.1): y ′ = f (x, y) ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
ôçò (20.2.2): y(x0) = y0. Ïé äýï áõôÝò åîéóþóåéò óõíéóôïýí âÝâáéá Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò.

1Ó÷åôéêü óýããñáììá: ÌÜñêåëëïõ, Â. Â. (2001), ÁñéèìçôéêÝò ÌÝèïäïé, 5ç ¸êäïóç, ÊåöÜëáéá 4 êáé 5 ãéá ôéò ÓõíÞèåéò
ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò, óó. 133--215. Åêäüóåéò Óõììåôñßá, ÁèÞíá, vi+224 óåëßäåò. Óôï ìÜèçìá ÁñéèìçôéêÝò ÌÝèïäïé
èá åîåôáóèïýí êáé ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí. ÁñêåôÜ óôïé÷åßá ãéá ôéò ìåèüäïõò áõôÞò ôçò Eíüôç-
ôáò A20.2 áíáöÝñïíôáé êáé óå ðïëëÜ Üëëá óõããñÜììáôá ôçò âéâëéïãñáößáò ãéá ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.
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Ãíùñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç f (x, y) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (20.2.1) óáí óõ-
íÜñôçóç ôùí x êáé y. Äå ãíùñßæïõìå üìùò ôç ëýóç ôçò y = y(x) ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (20.2.2).
¢ñá ôï y = y(x) ìÝóá óôç óõíÜñôçóç f (x, y) (äåýôåñç, åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) äå ìáò åßíáé ãíùóôü.

Óôç ìÝèïäï Euler ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ç ðáñÜãùãïò y ′ = y ′(x) óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (20.2.1) êáé óôï óçìåßï x ðñïóåããßæåôáé áðü ôçí ðåðåñáóìÝíç äéáöïñÜ

y ′ = y ′(x) ≈ y(x + h) − y(x)
(x + h) − x

= y(x + h) − y(x)
h

åðéëÝãïíôáò h ôï âÞìá ôçò ìåèüäïõ. (20.2.4)

Áí h → 0, Ý÷ïõìå ôï ãíùóôü ìáò ïñéóìü ôçò ðáñáãþãïõ y ′(x) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x)
óôï óçìåßï x. Áí ôï h åßíáé áðëÜ ðïëý ìéêñü (üðùò óõìâáßíåé åäþ), ôüôå Ý÷ïõìå ìéá ðñïóÝããéóç
ôçò ßäéáò ðáñáãþãïõ y ′(x): ôçí ðñïóÝããéóÞ ôçò áðü ôçí ðñïò ôá åìðñüò ðåðåñáóìÝíç äéáöïñÜ
[y(x + h) − y(x)]/h. ÊáëÞ åßíáé êáé ç ðñïóÝããéóç áõôÞ, éäßùò åÜí ôï h åðéëåãåß ðÜñá ðïëý ìéêñü.

Ôþñá óôç ìÝèïäï Euler ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (20.2.1) áðëÜ
ôçí ðñïóåããßæïõìå ìå ìç äéáöïñéêÞ åîßóùóç èÝôïíôáò óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ôçí ðñïóÝããéóç
[y(x+h)−y(x)]/h ôçò ðáñáãþãïõ y ′. ¸ôóé ðáßñíïõìå (ìå ôçí ðåñéóðùìÝíç íá äçëþíåé ðñïóÝããéóç)

y(x + h) − y(x)
h

≈ f (x, y) Þ êáëýôåñá
ỹ(x + h) − ỹ(x)

h
= f (x, ỹ). (20.2.5)

Óôç äåýôåñç áõôÞ ìïñöÞ âÜëáìå ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò áíôß ãéá ôï óýìâïëï ôçò ðñïóåããßóåùò.
Ôþñá üìùò ðïõ Ý÷ïõìå éóüôçôá, åíþ áñ÷éêÜ åß÷áìå ðñïóÝããéóç (åîáéôßáò ôçò ðñïóåããßóåùò ôçò
ðáñáãþãïõ: y ′(x) ≈ [y(x+ h)− y(x)]/h, íá ìçí ðåñéìÝíïõìå âÝâáéá ãéá ëýóç ôçí áêñéâÞ ëýóç y(x).
Ç ðëåïíåîßá ìáò áõôÞ: (á) íá ðñïóåããßóïõìå ôçí ðáñÜãùãï y ′(x) ìå ôçí ðåðåñáóìÝíç äéáöïñÜ
[y(x + h) − y(x)]/h êáé ôáõôü÷ñïíá (â) íá äéáôçñÞóïõìå ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò (=) ìáò ïäçãåß
óå ìéá åîßóùóç ðïõ Ý÷åé óáí ëýóç ôçí ðñïóÝããéóç ỹ(x) ôçò áêñéâïýò ëýóåùò y(x). ÄçëáäÞ éó÷ýåé

ỹ(x) ≈ y(x) éóïäýíáìá y(x) = ỹ(x) + å(x) (20.2.6)

ìå å(x) ôï óöÜëìá ôçò ðñïóåããßóåùò ỹ(x), óõãêåêñéìÝíá å(x) = y(x) − ỹ(x).

Ôþñá ìå âÜóç ôá éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá xn := x0 +nh óôç äåîéÜ ó÷Ýóç (20.2.3) êáé ôéò áíôßóôïé÷åò
ôéìÝò yn := y(xn) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç (20.2.5) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ỹn+1 − ỹn
h

= f (xn, ỹn) ìå n = 0, 1, 2 . . . . (20.2.7)

Ëýíïíôáò ìÜëéóôá ùò ðñïò ỹn+1 (èõìßæïõìå üôé ỹn+1 ≈ yn+1 := y(xn+1)), âñßóêïõìå ôïí ôåëéêü ôýðï

ỹn+1 = ỹn + hf (xn, ỹn) ìå n = 0, 1, 2, . . . . (20.2.8)

Ãéá íá äïýìå áõôüí ôïí ôýðï êáëýôåñá! Áðü ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (20.2.2) ãíùñßæïõìå üôé y(x0) = y0.
ÐÜåé ôï áñ÷éêü óçìåßï x0 . . . Ôþñá ìå n = 0, n = 1, êëð. ï ðáñáðÜíù ôýðïò (20.2.8) ìáò äßíåé

ỹ1 = y0 + hf (x0, y0), ỹ2 = ỹ1 + hf (x1, ỹ1), êëð. (20.2.9)

¸ôóé ðñïóäéïñßæïõìå ôéò ðñïóåããéóôéêÝò ôéìÝò ỹn ≈ yn := y(xn) óôá ãíùóôÜ éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá xn.

ÎáíÜ! Ôá éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá xn := x0 +nh åßíáé ãíùóôÜ. Ç ôéìÞ y0 = y(x0) åßíáé êé áõôÞ ãíùóôÞ
áðü ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (20.2.2). ¼ëåò ïé åðüìåíåò ôéìÝò ôïõ y, äçëáäÞ ïé ôéìÝò ỹn+1 := ỹ(xn+1),
ðñïêýðôïõí áðü ôïí áíáäñïìéêü ôýðï (20.2.8). ×ñçóéìïðïéïýíôáé ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç f (x, y)
óôï äåîéü ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (20.2.1), ôï ãíùóôü âÞìá h ôçò ìåèüäïõ êáé, ôï êõ-
ñéüôåñï, ç ôéìÞ ỹn ≈ yn ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) óôï ðñïçãïýìåíï óçìåßï xn. ÁõôÞ üìùò
åßíáé Þäç ãíùóôÞ áðü ôçí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ ôïõ ôýðïõ (20.2.8): ìå n áíôß ãéá n + 1. Ãéá
ðáñÜäåéãìá, ãéá n = 0 êáé n = 1 ï ôýðïò (20.2.8) ðáßñíåé ôéò ìïñöÝò (20.2.9). (Ôï y0 åßíáé ãíùóôü!)
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Ðåñéôôü íá óçìåéùèåß ðùò ìå ôüóï áðëü ôïí áíáäñïìéêü ôýðï (20.2.8) ôçò ìåèüäïõ Euler ãéá
ôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôçò åéäéêÞò ìïñöÞò (20.2.1) ï ðñïãñáììáôéóìüò
ôïõ åßíáé ðáíåýêïëïò. Áðáéôåßôáé ìüëéò ìéá ãñáììÞ êþäéêá óôçMathematica: åíôïëÞ ìéáò ãñáììÞò.

Óçìåéþíïõìå ôÝëïò üôé ç ìÝèïäïò Euler ìðïñåß åîßóïõ êáëÜ íá èåùñçèåß üôé ðñïÝñ÷åôáé áðü
ôç óåéñÜ Taylor (20.1.3) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò y(x) óôï óçìåßï x0 ìå äýï üñïõò. ÐñáãìáôéêÜ

y(x) ≈ y0 + y ′(x0)(x − x0) êé åäþ ỹ(x1) ≡ ỹ(x0 + h) = y0 + f (x0,y0)h = y0 + hf (x0,y0) (20.2.10)

ãéá x = x1 = x0 + h, áöïý ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (20.2.1) åßíáé ç y ′(x) = f (x, y). ÃåíéêÜ ôþñá

ỹ(xn+1) = ỹ(xn)+ f (xn, ỹ(xn))h êáé éóïäýíáìá ỹn+1 = ỹn + hf (xn, ỹn) ìå n = 0, 1, 2, . . . . (20.2.11)

Áõôüò áêñéâþò åßíáé ï ôýðïò (20.2.8), ôïí ïðïßï åß÷áìå âñåé êáé ðñïçãïõìÝíùò ãéá ôç ìÝèïäï Euler.

Ôïí ßäéï ôýðï ìðïñïýìå íá ôï ãñÜøïõìå êáé óôçí éóïäýíáìç (áí êáé ü÷é áðëïýóôåñç!) ìïñöÞ

ỹn+1 = ỹn + K1 ìå K1 = hf (xn, ỹn) êáé n = 0, 1, 2, . . . . (20.2.12)

(Õðåíèõìßæåôáé üôé ç ðåñéóðùìÝíç äçëþíåé ðñïóåããéóôéêÝò ôéìÝò!) ¸ôóé èá åßíáé ðïëý åõêïëüôåñç
ç óýãêñéóÞ ôïõ ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ôýðïõò áíùôÝñáò ôÜîåùò, ðïõ ôïõò ðáñáèÝôïõìå áìÝóùò.

A20.2.3. Ç âåëôéùìÝíç ìÝèïäïò Euler (Þ ìÝèïäïò Heun)

Óôç ìÝèïäï áõôÞ ç ðáñÜãùãïò f (xn, ỹn) óôïí ôýðï (20.2.12) ôçò ìåèüäïõ Euler áíôéêáèßóôáôáé
áðü ôï ìÝóï üñï ôùí äýï ðáñáãþãùí f (xn, ỹn) êáé f (xn+1, ỹn+1) óôá äýï óçìåßá xn := x0 + nh
êáé xn+1 := x0 + (n + 1)h. Áðü áðüøåùò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò áðïäåéêíýåôáé üôé áõôü
éóïäõíáìåß ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá ôïõ ôñáðåæßïõ áíôß ãéá ôç ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá ôïõ ïñèïãùíßïõ
óôçí áñéèìçôéêÞ ïëïêëÞñùóç. Ðñüêåéôáé åðïìÝíùò ãéá âåëôßùóç ôçò ìåèüäïõ Euler. Ãéá ôï ëüãï
áõôü ç ìÝèïäïò áõôÞ êáëåßôáé ðïëý óõ÷íÜ âåëôéùìÝíç ìÝèïäïò Euler. Ç ôÜîç ôçò âåëôéùìÝíçò
áõôÞò ìåèüäïõ åßíáé äýï (áíôß ãéá Ýíá óôç ìÝèïäï Åuler) êáé öõóéêÜ êáé ç áêñßâåéÜ ôçò åßíáé ãåíéêÜ
ðïëý ìåãáëýôåñç. Åðßóçòðñüêåéôáé ãéá ìÝèïäï Runge--Kutta äåõôÝñáò ôÜîåùò (åíþ ç ìÝèïäïò Euler
åßíáé ìÝèïäïò Runge--Kutta ðñþôçò ôÜîåùò). Ç ìïñöÞ ôçò (÷ùñßò áðüäåéîç) åßíáé ç áêüëïõèç:

ỹn+1 = ỹn + 1
2
(K1 + K2) ìå K1 = hf (xn, ỹn), K2 = hf (xn+1, ỹn + K1) êáé n = 0, 1, 2, . . . . (20.2.13)

A20.2.4. Ç ìÝèïäïò Runge--Kutta ôñßôçò ôÜîåùò

Ç ìÝèïäïò Runge--Kutta ôñßôçò ôÜîåùò åßíáé áêüìç ðéï áêñéâÞò ìÝèïäïò áñéèìçôéêÞò åðéëýóåùò
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôçò ìïñöÞò y ′ = f (x, y). Ç ìïñöÞ ôçò (÷ùñßò ôçí áðüäåéîç) åßíáé ç åîÞò:

ỹn+1 = ỹn + 1
6
(K1 + 4K2 + Ê3) ìå n = 0, 1, 2, . . . (20.2.14)

êáé

K1 = hf (xn, ỹn), K2 = hf
(
xn + h

2
, ỹn + K1

2

)
, K3 = hf (xn+1, ỹn − K1 + 2K2). (20.2.15)

A20.2.5. Ç ìÝèïäïò Runge--Kutta ôåôÜñôçò ôÜîåùò

Ç ìÝèïäïò Runge--Kutta ôåôÜñôçò ôÜîåùò, ðïõ êáëåßôáé êáé áðëÜ ìÝèïäïò Runge--Kutta, åßíáé
ìéá áêüìç áêñéâÝóôåñç áñéèìçôéêÞ ìÝèïäïò åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôçò ßäéáò áêñéâþò
ìïñöÞò (20.2.1): y ′ = f (x, y). Ç ìïñöÞ ôçò (êé åäþ ÷ùñßò ôçí áðüäåéîç) åßíáé ç áêüëïõèç:

ỹn+1 = ỹn + 1
6
(K1 + 2K2 + 2Ê3 + Ê4) ìå n = 0, 1, 2, . . . , (20.2.16)

üðïõ ôþñá

K1 = hf (xn, ỹn), K2 = hf
(
xn + h

2
, ỹn + K1

2

)
, K3 = hf

(
xn + h

2
, ỹn + K2

2

)
, K4 = hf (xn+1, ỹn+K3). (20.2.17)
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Ðßíáêáò Á20.1: ÁñéèìçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ṽkn åðéëýóåùò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (20.2.18)
(ìå v∞ = 1 êáé L = 1 Þ m/c = 2) ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí ôåóóÜñùí áñéèìçôéêþí ìåèüäùí: (á) Euler:
óôÞëç 2, (â) âåëôéùìÝíç Euler (Þ Heun): óôÞëç 3, (ã) Runge--Kutta ôñßôçò ôÜîåùò: óôÞëç 4 êáé ôÝëïò
(ä) Runge--Kutta ôåôÜñôçò ôÜîåùò: óôÞëç 5. Óôç óôÞëç 6 äßíïíôáé ïé áíôßóôïé÷åò áêñéâåßò ôéìÝò vn.

tn ṽ1n ṽ2n ṽ3n ṽ4n vn

0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.5 0.250000 0.242188 0.244952 0.244910 0.244919
1.0 0.484375 0.456352 0.462333 0.462095 0.462117
1.5 0.675720 0.626808 0.635617 0.635106 0.635149
2.0 0.811571 0.751923 0.762257 0.761531 0.761594
2.5 0.896909 0.838675 0.849036 0.848211 0.848284
3.0 0.945798 0.896596 0.905879 0.905076 0.905148
3.5 0.972164 0.934334 0.942013 0.941312 0.941376
4.0 0.985888 0.958546 0.964542 0.963976 0.964026
4.5 0.992894 0.973928 0.978420 0.977986 0.978026
5.0 0.996435 0.983641 0.986903 0.986585 0.986614
5.5 0.998214 0.989750 0.992066 0.991839 0.991860
6.0 0.999106 0.993584 0.995199 0.995040 0.995055
6.5 0.999553 0.995986 0.997096 0.996988 0.996998
7.0 0.999776 0.997490 0.998245 0.998171 0.998178
7.5 0.999888 0.998431 0.998939 0.998890 0.998894
8.0 0.999944 0.999019 0.999359 0.999326 0.999329
8.5 0.999972 0.999387 0.999613 0.999591 0.999593
9.0 0.999986 0.999617 0.999766 0.999752 0.999753
9.5 0.999993 0.999760 0.999859 0.999849 0.999850

10.0 0.999997 0.999850 0.999915 0.999909 0.999909

A20.2.6. ÁñéèìçôéêÞ åöáñìïãÞ óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ êáé óôç ÄõíáìéêÞ

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ðñï÷ùñÞóïõìå óå áñéèìçôéêÞ åöáñìïãÞ ôùí ôåóóÜñùí ìåèüäùí:
(á) Euler, (â) âåëôéùìÝíçò Euler (Þ Heun), (ã) Runge--Kutta ôñßôçò ôÜîåùò êáé (ä) Runge--Kutta ôåôÜñ-
ôçò ôÜîåùò ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôçò ìïñöÞò (20.2.1): y ′ = f (x, y).

Óáí äéáöïñéêÞ åîßóùóç áõôÞò ôçò ìïñöÞò åðéëÝîáìå åäþ ôç ãíùóôÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç

v̇ = v2∞ − v2

2L
Þ v̇ = v2∞ − v2

m/c
ìå v = v(t) êáé ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôç v(0) = 0. (20.2.18)

Óôçí ðñþôç ìïñöÞ ôçò åßíáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.2.4) óôçí Åíüôçôá Á4.2 ôïõ Êåöáëáßïõ Á4:
Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ôá÷ýôçôá éäåáôïý ñåõóôïý óå Ýíá Üêñï óùëÞíá. Óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôçò åßíáé
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4.3.18) óôçí ÐáñÜãñáöï Á4.3.2 ôïõ ßäéïõ Êåöáëáßïõ Á4: ÄõíáìéêÞ: ðôþóç
õëéêïý óçìåßïõ óôïí áÝñá ìå áíôßóôáóç R áíÜëïãç ôïõ ôåôñáãþíïõ v2 ôçò ôá÷ýôçôÜò ôïõ v = v(t).
Ç ðïóüôçôá v∞ äßíåôáé áðü ôïõò ôýðïõò (4.2.3) êáé (4.3.17) áíôßóôïé÷á. Ç ëýóç v = v(t) ôçò ðéï
ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (20.2.18) åßíáé ç áêüëïõèç:

v(t) = v∞ tanh
t
ô
, (20.2.19)

ó÷Ýóåéò (4.2.10) êáé (4.3.19) áíôßóôïé÷á, üðïõ ô åßíáé ï ó÷åôéêüò ÷áñáêôçñéóôéêüò ÷ñüíïò.

Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò êáé ôçò ÄõíáìéêÞò (óôá ðñïâëÞìáôá ðïõ
áíáöÝñáìå) åßíáé áêñéâþò ôçò ìïñöÞò y ′ = f (x, y) ìå ôï v óôç èÝóç ôïõ y êáé ôï t óôç èÝóç ôïõ x.
ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ôç ëýóïõìå áñéèìçôéêÜ ìå ôéò ôÝóóåñéò ìåèüäïõòðïõ ìüëéò ðáñïõóéÜóáìå.
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Ðßíáêáò Á20.2: ÓöÜëìáôá åkn = vn − ṽkn ôùí áñéèìçôéêþí áðïôåëåóìÜôùí ôïõ Ðßíáêá Á20.1
ôçò ðñïçãïýìåíçò óåëßäáò êáé ãéá ôéò ôÝóóåñéò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí.

tn å1n = vn − ṽ1n å2n = vn − ṽ2n å3n = vn − ṽ3n å4n = vn − ṽ4n

0.0 −0.00000 × 10−3 0.00000 × 10−3 −0.00000 × 10−5 0.00000 × 10−6

0.5 −5.08134 × 10−3 2.73116 × 10−3 −3.32215 × 10−5 8.36355 × 10−6

1.0 −2.22578 × 10−2 5.76512 × 10−3 −2.15593 × 10−4 2.23417 × 10−5

1.5 −4.05713 × 10−2 8.34063 × 10−3 −4.61739 × 10−4 4.32427 × 10−5

2.0 −4.99766 × 10−2 9.67146 × 10−3 −6.62641 × 10−4 6.29385 × 10−5

2.5 −4.86253 × 10−2 9.60824 × 10−3 −7.52402 × 10−4 7.31330 × 10−5

3.0 −4.06493 × 10−2 8.55253 × 10−3 −7.30881 × 10−4 7.22318 × 10−5

3.5 −3.07888 × 10−2 7.04107 × 10−3 −6.37133 × 10−4 6.36553 × 10−5

4.0 −2.18609 × 10−2 5.48178 × 10−3 −5.14573 × 10−4 5.17906 × 10−5

4.5 −1.48683 × 10−2 4.09834 × 10−3 −3.93482 × 10−4 3.98171 × 10−5

5.0 −9.82030 × 10−3 2.97373 × 10−3 −2.89149 × 10−4 2.93848 × 10−5

5.5 −6.35440 × 10−3 2.10959 × 10−3 −2.06295 × 10−4 2.10408 × 10−5

6.0 −4.05151 × 10−3 1.47081 × 10−3 −1.43923 × 10−4 1.47266 × 10−5

6.5 −2.55530 × 10−3 1.01154 × 10−3 −9.86812 × 10−5 1.01273 × 10−5

7.0 −1.59852 × 10−3 6.88098 × 10−4 −6.67394 × 10−5 6.86831 × 10−6

7.5 −9.93753 × 10−4 4.63909 × 10−4 −4.46402 × 10−5 4.60626 × 10−6

8.0 −6.14795 × 10−4 3.10447 × 10−4 −2.95888 × 10−5 3.06101 × 10−6

8.5 −3.78900 × 10−4 2.06453 × 10−4 −1.94644 × 10−5 2.01866 × 10−6

9.0 −2.32812 × 10−4 1.36563 × 10−4 −1.27225 × 10−5 1.32268 × 10−6

9.5 −1.42704 × 10−4 8.99166 × 10−5 −8.27036 × 10−6 8.61882 × 10−7

10.0 −8.73015 × 10−5 5.89653 × 10−5 −5.35072 × 10−6 5.58935 × 10−7

Óôçí áñéèìçôéêÞ áõôÞ åöáñìïãÞ õðïèÝóáìå üôé v∞ = 1 êáé åðßóçò L = 1 (åðïìÝíùò 2L = 2)
óôçí ðñþôç åöáñìïãÞ: óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ êáé m/c = 2 óôç äåýôåñç åöáñìïãÞ: óôç ÄõíáìéêÞ.
Ôþñá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (20.2.18) åßíáé áêñéâþò ç ßäéá (óõìðßðôåé) êáé óôéò äýï áõôÝò åöáñìïãÝò.

×ñçóéìïðïéÞóáìå ôï óõìâïëéóìü: (á) ṽ1n ãéá ôç ìÝèïäï Euler, ðïõ åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò: ðñþ-
ôïò äåßêôçò ôï 1, (â) ṽ2n ãéá ôç âåëôéùìÝíç ìÝèïäï Euler (Þ ìÝèïäï Heun), ðïõ åßíáé äåõôÝñáò
ôÜîåùò: ðñþôïò äåßêôçò ôï 2, (ã) ṽ3n ãéá ôç ìÝèïäï Runge--Kutta ôñßôçò ôÜîåùò: ðñþôïò äåßêôçò
ôï 3 êáé (ä) ṽ4n ãéá ôç ìÝèïäï Runge--Kutta ôåôÜñôçò ôÜîåùò (Þ áðëÜ ìÝèïäï Runge--Kutta): ðñþôïò
äåßêôçò ôï 4. (Îáíáûðåíèõìßæïõìå üôé ïé ðåñéóðùìÝíåò äçëþíïõí åäþ ðñïóåããßóåéò!) Ôéò áêñéâåßò
ôéìÝò áðü ôç äéáèÝóéìç (åäþ, ü÷é ðÜíôïôå!) áíáëõôéêÞ ëýóç (20.2.19) ôéò óõìâïëßæïõìå óáí vn. Ôï
âÞìá h êáé óôéò ôÝóóåñéò ðéï ðÜíù áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò åðéëÝ÷èçêå áêñéâþò ôï ßäéï: h = 0.5.
¢ñá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò tn = nh = hn = 0.5n áò ðïýìå óå äåõôåñüëåðôá (sec).

Ôá áñéèìçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá, ôá ïðïßá âñÝèçêáí ìå ôç Mathematica, ôá ðáñïõóéÜæïõìå óôïí
Ðßíáêá Á20.1 ôçò ðñïçãïýìåíçò óåëßäáò (óôÞëåò äýï Ýùò êáé ðÝíôå) óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, 10]
ìå âÞìá h = 0.5. Ãéá ôç óýãêñéóÞ ôïõò ìå ôçí áíáëõôéêÞ ëýóç v(t) ðáñáèÝôïõìå óôçí ôåëåõôáßá
(ôçí Ýêôç) óôÞëç êáé ôéò áêñéâåßò áñéèìçôéêÝò ôéìÝò vn (áõôÝò ìå óöÜëìá áðïêëåéóôéêÜ ôï óöÜëìá
óôñïããõëåýóåùò óôéò áñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò). Ðáñáôçñïýìå ìéá ðïëý êáëÞ áêñßâåéá óôá áñéèìçôéêÜ
áðïôåëÝóìáôá. Ðéï óçìáíôéêÞ üìùò åßíáé ç ðáñáôÞñçóç üôé ç áêñßâåéÜ ôïõò ìåãáëþíåé áðü ôç
óôÞëç 2 (ìÝèïäïò Euler) ðñïò ôç óôÞëç 5 (ìÝèïäïò Runge--Kutta ôåôÜñôçò ôÜîåùò), äçëáäÞ üóï
áõîÜíåé ç ôÜîç ôçò áñéèìçôéêÞò ìåèüäïõ ç ïðïßá ÷ñçóéìïðïéÞèçêå: áðü 1 óôç óôÞëç 2 ìÝ÷ñé 4
óôç óôÞëç 5. Áõôü Þôáí âÝâáéá áíáìåíüìåíï! ÔÝëïò óôïí ðéï ðÜíù Ðßíáêá Á20.2 ðáñïõóéÜæïõìå
ôá ßäéá áðïôåëÝóìáôá, ôþñá üìùò ìå ôéò äéáöïñÝò åkn = vn − ṽkn ìå k = 1, 2, 3, 4. Ðñüêåéôáé ãéá ôá
óöÜëìáôá ôùí ôåóóÜñùí áñéèìçôéêþí ìåèüäùí, ðïõ äåß÷íïõí ðéï «áíÜãëõöá» ôçí áêñßâåéÜ ôïõò.
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ÂÉÂËÉÏÃÑÁÖÉÁ
• Ôáðéï êÜôù22ðñþôáâéâëßááíáöÝñïíôáé áðïêëåéóôéêÜ (Þ óå êåöÜëáéÜ ôïõò) óôéòÓõíÞèåéò

ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò êáé ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí êáëýôåñç êáôáíüçóç ôçò ýëçò
ôïõ ìáèÞìáôïò êáé ãéá ðåñáðÝñá ìåëÝôç áðü ôïí åíäéáöåñüìåíï öïéôçôÞ/ôçí åíäéáöåñüìåíç
öïéôÞôñéá. Ôá âéâëßá áõôÜ åßíáé ãñáììÝíá (Þ ìåôáöñáóìÝíá) óôá ÅëëçíéêÜ (åêôüò áðü ôï [22])
êáé åßíáé äéáèÝóéìá óôï åìðüñéï, äçëáäÞ åßôå Üìåóá äéáèÝóéìá óôá âéâëéïðùëåßá ôùí Ðáôñþí ðïõ
åéäéêåýïíôáé óå ÐáíåðéóôçìéáêÜ âéâëßá åßôå äéáèÝóéìá ìåôÜ áðü ðáñáããåëßá áðü ôïõò åêäüôåò
Þ ôïõò óõããñáöåßò. Åßíáé åðßóçò äéáèÝóéìá (êáé óôçí ÅëëçíéêÞ áãïñÜ!) êáé ðÜñá ðïëëÜ êáé åîßóïõ
áîéüëïãá âéâëßá óôá ÁããëéêÜ. ÁõôÜ üìùò äå èá áíáöåñèïýí óôçí ðáñïýóá óýíôïìç âéâëéïãñáößá.

• ÌåôÜ ôç âéâëéïãñáößá ãéá ôéò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò áíáöÝñïíôáé äýï âéâëßá ãéá
ôéò ÓåéñÝò êáé ôï Ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. Áêïëïõèåß ðïëý óõíïðôéêÞ âéâëéïãñáößá ãéá Üëëåò
åðéóôçìïíéêÝò ðåñéï÷Ýò ôïõ Üìåóïõ åíäéáöÝñïíôïò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ìå ÅëëçíéêÜ êáé Áã-
ãëéêÜ âéâëßá ðïõ åëÞöèçóáí õðüøç óå ìéêñüôåñï Þ ìåãáëýôåñï âáèìü êáôÜ ôçí ðñïåôïéìáóßá ôïõ
äéäáêôéêïý áõôïý âéâëßïõ. Ðñüêåéôáé ãéá âéâëßá Ìáèçìáôéêþí ãéá Ìç÷áíéêïýò (áõôÜ ðåñéÝ÷ïõí
êáé èåùñßá êáé åöáñìïãÝò), ÄõíáìéêÞò, Ôáëáíôþóåùí, ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí, Ìç÷áíéêÞò
ôùí Õëéêþí, ÅëáóôéêÞò ÅõóôÜèåéáò, Ðëáêþí êáé Êåëõöþí, Åäáöïìç÷áíéêÞò êáé Èåìåëéþóåùí,
Ñåõóôïìç÷áíéêÞò êáé ÐåñéâáëëïíôéêÞò Ìç÷áíéêÞò. ¼ëá ðåñéÝ÷ïõí óå êÜðïéï âáèìü åöáñìïãÝò
ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ôá âéâëßá óôá ÅëëçíéêÜ (êá-
èþò êáé ïé ìåôáöñÜóåéò óôá ÅëëçíéêÜ) áíáöÝñïíôáé ðñþôá. Äüèçêå óçìáíôéêÞ ðñïôåñáéüôçôá
(áëë’ ü÷é êáé áðïêëåéóôéêüôçôá) óôá âéâëßá ðïõ åßíáé óÞìåñá äéáèÝóéìá óôï åìðüñéï.
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Α21.1
Α21.1. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α1: ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΣΤΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙ-
ΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

. Άσκηση
Ενότητα A1.1

t Άσκηση A1.1 z Ελεύθερες ταλαντώσεις χωρίς απόσβεση
Θεωρούμε το μηχανικό σύστημαμάζας–ελατηρίου (ή ισοδύναμα ελατηρίου–μάζας)
χωρίς απόσβεση (χωρίς αποσβεστήρα) σε ελεύθερες ταλαντώσεις. Από τη σχετική
και πολύ γνωστή μας διαφορική εξίσωση (1.1.3) (που ισχύει για εξαναγκασμένες
ταλαντώσεις) θέτοντας p∗(t) = 0 (δηλαδή για μηδενική φόρτιση, εξωτερική δύναμη
που ασκείται πάνω στη μάζα) προκύπτει η απλούστερη διαφορική εξίσωση

ü(t) + ω20u(t) = 0.

Εδώ άγνωστη συνάρτηση u(t) είναι η θέση (η μετατόπιση από τη θέση ισορροπίας)
της μάζας του μηχανικού συστήματος μάζας–ελατηρίου. Επίσης ω0 είναι η κυκλική
συχνότητα των ταλαντώσεων, που είναι η ιδιοσυχνότητα, η φυσική κυκλική συ-
χνότητα του ίδιου μηχανικού συστήματος μάζας–ελατηρίου. Σημειώνουμε ότι στη
διαφορική αυτή εξίσωση το σύμβολο ü(t) δηλώνει απλά τη δεύτερη χρονική παρά-
γωγο της άγνωστης συναρτήσεως u(t). Στην Επιστήμη του Πολιτικού Μηχανικού
πάρα πολύ συχνά χρησιμοποιούμε τελείες αντί για τόνους, όταν δηλώνουμε χρονι-
κές παραγώγους. Τώρα για την παραπάνω διαφορική εξίσωση, όταν χρησιμοποιή-
σουμε για την επίλυσή της τη μέθοδο της εκθετικής αντικαταστάσεως (που θα τη
μελετήσουμε λεπτομερώς πιο κάτω στο Κεφάλαιο Α5), προκύπτει η δευτεροβάθμια
αλγεβρική εξίσωση

μ2 + ω20 = 0.

Εδώ ζητούνται απλά οι δύο ρίζες μ1 και μ2 αυτής της αλγεβρικής εξισώσεως.

ë Απάντηση: μ1 = iω0 και μ2 = −iω0.

Q Χρήση της Mathematica: Τέλος ζητείται η εύρεση αυτών των ριζών μ1 και μ2Mathematica
με χρήση τηςMathematica.

ë Εντολή: Solve s

. Άσκηση
Ενότητα A1.1 t Άσκηση A1.2 z Ελεύθερες ταλαντώσεις με απόσβεση

Συνεχίζουμε την προηγούμενη άσκηση. Εδώ όμως εξετάζουμε το λίγο πολυπλο-
κότερο μηχανικό σύστημα μάζας–ελατηρίου–αποσβεστήρα. Δηλαδή λαμβάνουμε
υπόψη μας και απόσβεση του μηχανικού συστήματος. Η διαφορική εξίσωση (1.1.3)
για τη θέση, τη μετατόπιση u(t) της μάζας (και πάλι χωρίς καμία φόρτιση, εξωτερική
δύναμη, δηλαδή ξανά με p∗(t) = 0) παίρνει τώρα τη λίγο πιο γενική μορφή της

ü(t) + 2ξω0 u̇(t) + ω20u(t) = 0.

Εδώ ω0 είναι η ιδιοσυχνότητα (η φυσική κυκλική συχνότητα) του αντίστοιχου μη-
χανικού συστήματος μάζας– ελατηρίου (χωρίς απόσβεση, χωρίς τον αποσβεστήρα)
και ξ είναι μια καινούργια σταθερά: ο λόγος αποσβέσεως του παρόντος μηχανικού
συστήματος μάζας–ελατηρίου–αποσβεστήρα. Η σχετική δευτεροβάθμια αλγεβρική
εξίσωση παίρνει τώρα τη μορφή

μ2 + 2ξω0μ + ω20 = 0.
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Ζητούνται: (α) Όπως και στην προηγούμενη Άσκηση Α1.1, οι δύο ρίζες μ1 και μ2
αυτής της δευτεροβάθμιας αλγεβρικής εξισώσεως με διάκριση τριών περιπτώσεων
για το λόγο αποσβέσεως ξ: (i) ξ > 1, (ii) ξ = 1 και (iii) 0 ≤ ξ < 1. (β) Σε ποια περίπτωση
έχουμε διπλή ρίζα; (γ) Σε ποια περίπτωση έχουμε μιγαδικές ρίζες;

ë Απαντήσεις: (α) (i) μ1, 2 = ω0(−ξ ± ξ2 − 1 ), (ii) μ1 = μ2 = −ω0,
(iii) μ1, 2 = ω0(−ξ ± i1 − ξ2 ).

Q Χρήση της Mathematica: Τέλος ζητείται και εδώ πάλι με χρήση τηςMathematica Mathematica
η εύρεση των ριζών μ1 και μ2 στις δύο πρώτες περιπτώσεις: (i) ξ > 1 και (ii) ξ = 1.

ë Εντολές: Solve, Simplify s

. Άσκηση
Ενότητα A1.2t Άσκηση A1.3 z Δυναμική: Ευθύγραμμη κίνηση υλικού σημείου

Υλικό σημείο μάζας m κινείται πάνω στον οριζόντιο άξονα Ox υπό την επίδραση
δυνάμεως F(t) = a + bv2(t) με v(t) την ταχύτητα του υλικού σημείου και a και b δύο
γνωστές σταθερές. Εδώ ζητείται απλά η διαφορική εξίσωση της κινήσεως του υλικού
σημείου με άγνωστη συνάρτηση τη θέση του u(t).

ë Απάντηση: mü(t) = a + bu̇2(t) με ü(t) ≡ d2u(t)
dt2

και u̇(t) ≡ du(t)
dt

. s

. Άσκηση
Ενότητα A1.3t Άσκηση A1.4 z Εξαναγκασμένες ταλαντώσεις

Να αναφερθούν όλοι οι χαρακτηρισμοί (χωρίς όμως επεξηγήσεις) της διαφορικής
εξισώσεως (1.3.1) που αφορά στις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις (χωρίς απόσβεση)
μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος μάζας–ελατηρίου. s

. Άσκηση
Ενότητα Α1.3t Άσκηση A1.5 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί σε ελαστική βάση

Να αναφερθούν όλοι οι χαρακτηρισμοί (χωρίς όμως επεξηγήσεις) της διαφορικής
εξισώσεως (1.3.2) της δοκού σε ελαστική βάση. s

. Άσκηση
Ενότητα Α1.4t Άσκηση A1.6 z Δυναμική και Ταλαντώσεις: Απλό εκκρεμές

Στο πρόβλημα του απλού εκκρεμούς με απόσβεση ισχύει η μη γραμμική διαφορική
εξίσωση

aθ̈(t) + bθ̇(t) + c sin θ(t) = 0

με τα a, b και c γνωστές θετικές σταθερές. Σ’ αυτήν τη διαφορική εξίσωση η άγνωστή
μας συνάρτηση θ(t) δηλώνει τη γωνιακή απόκλιση του νήματος του εκκρεμούς από
την κατακόρυφη θέση ισορροπίας του. Εδώ απλά ζητείται για μικρές τιμές της γω-
νιακής αποκλίσεως θ(t) η αντίστοιχη προσεγγιστική γραμμική διαφορική εξίσωση.
Υπόδειξη: Η λύση να γίνει με βάση την Εφαρμογή Α1.9 στην Παράγραφο Α1.3.3:
διαφορικές εξισώσεις (1.3.16) και (1.3.18). Η πρώτη εξίσωση (1.3.16) είναι μια μη
γραμμική διαφορική εξίσωση, ενώ η δεύτερη εξίσωση (1.3.18) είναι μια γραμμική
διαφορική εξίσωση. s

. Άσκηση
Ενότητα A1.5t Άσκηση A1.7 z Υπερβολικές συναρτήσεις

Στις υπερβολικές συναρτήσεις με βάση τους δύο ορισμούς (1.5.5) του υπερβολικού
συνημιτόνου cosh x καθώς και του υπερβολικού ημιτόνου sinh x να αποδειχθούν
και οι τέσσερις σημαντικές ιδιότητές τους (1.5.8).
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Q Χρήση τηςMathematica: Να επαληθευθούν οι ίδιες ιδιότητες με τηMathematica.Mathematica

ë Εντολή: Simplify (χρειάζεται στις δύο τελευταίες σχετικές εντολές) s

. Άσκηση
Ενότητα A1.6 t Άσκηση A1.8 z Ελεύθερες ταλαντώσεις με απόσβεση

Στις ελεύθερες ταλαντώσεις του μονοβάθμιου μηχανικού συστήματός μας μάζας–
ελατηρίου–αποσβεστήρα υπό ασθενή απόσβεση προκύπτει η διαφορική εξίσωση

ü(t) + 2ξω0 u̇(t) + ω20u(t) = 0

με τα ξ (εδώ για ασθενή απόσβεση: με 0 < ξ < 1) καιω0 δύο γνωστές σταθερές. Άγνω-
στη συνάρτηση είναι η θέση u(t) της μάζας σ’ αυτό το μηχανικό σύστημα. Αποδει-
κνύεται ότι η γενική λύση ug(t) αυτής της διαφορικής εξισώσεως έχει τη μορφή

ug(t) = e−ξω0 t(C1 cosωD t + C2 sinωD t) με ωD ∶= ω01 − ξ2

και με τα C1 και C2 δύο αυθαίρετες σταθερές. Ζητούνται: (α) Η αντίστοιχη μερική
λύση (ή ειδική λύση) up(t) της ίδιας διαφορικής εξισώσεως για

C1 = u0 και C2 =
v0 + ξω0u0

ωD

με τα u0 και v0 δύο σταθερές με συγκεκριμένες τιμές. (β) Γι’ αυτήν τη μερική λύση
(ή ειδική λύση) up(t) η τιμή της up(0) για t = 0 και η αντίστοιχη τιμή της πρώτης
παραγώγου της u̇p(0). (γ) Επομένως τι δηλώνουν οι δύο σταθερές u0 και v0;
ë Απάντηση: (β) up(0) = u0 και u̇p(0) = v0. s

. Άσκηση
Ενότητα A1.7 t Άσκηση A1.9 z Ελεύθερες ταλαντώσεις με απόσβεση

Συνεχίζουμε την Άσκηση Α1.8. Ζητούνται: (α) Να επαληθευθεί ότι η συνάρτηση

ug(t) = e−ξω0 t(C1 cosωD t + C2 sinωD t) με ωD ∶= ω01 − ξ2

είναι πραγματικά λύση της διαφορικής εξισώσεως της Ασκήσεως Α1.8

ü(t) + 2ξω0 u̇(t) + ω20u(t) = 0 με 0 < ξ < 1

που επίσης αναφέρθηκε στην ίδιαΆσκησηΑ1.8. (β)Ναπροσδιορισθούν οι τιμές των
δύο σταθερών C1 και C2, έτσι ώστε να επαληθεύονται από τη μερική λύση (ή ειδική
λύση) up(t) που θα προκύψει γι’ αυτές τις τιμές οι δύο αρχικές συνθήκες

u(0) = u0 και u̇(0) = v0.

ë Απάντηση: C1 = u0 και C2 =
v0 + ξω0u0

ωD
. s

. Άσκηση
Ενότητα A1.7 t Άσκηση A1.10 z Περιβαλλοντική Μηχανική: Αποδόμηση ρύπου

ΣτηνΠεριβαλλοντικήΜηχανική θεωρούμε τηναποδόμησηρύπου (εδώαποδόμηση
πρώτης τάξεως) μέσα στο νερό δοχείου ή δεξαμενής ή ακόμη και μικρής λίμνης,
αλλά χωρίς είσοδο ή έξοδο νερού σ’ αυτήν. Ο ρύπος υποτίθεται πως είναι ομοιό-
μορφα κατανεμημένος (με ανάδευση του νερού), δηλαδή η συγκέντρωσή του c(t)
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είναι ανεξάρτητη από τη θέση μέσα στο δοχείο ή τη δεξαμενή ή τη μικρή λίμνη.
Τότε για τη συγκέντρωση c(t) του ρύπου προκύπτει η διαφορική εξίσωση

ċ(t) = −kc(t)

με το k μια γνωστή θετική σταθερά. Ζητούνται: (α) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

cs(t) = c0 e−kt

με το c0 μια σταθερά είναι λύση αυτής της διαφορικής εξισώσεως. (β) Να αποδειχθεί
επίσης ότι η ίδια συνάρτηση cs(t) επαληθεύει και την αρχική συνθήκη c(0) = c0.

Q Χρήση της Mathematica: (α) Να ορισθεί η διαφορική εξίσωση σανODE ή ode. Mathematica
(β) Να ορισθεί η λύση της σαν cs(t). Υπόδειξη: Να μη χρησιμοποιούνται δείκτες στη
Mathematica. (γ) Να γίνει επαλήθευση ver1 της διαφορικής εξισώσεως ODE ή ode
από τη λύση της cs(t). (δ) Να γίνει επαλήθευση ver2 της αρχικής συνθήκης c(0) = c0.

ë Εντολές: Εδώ δε χρειάζονται συγκεκριμένες εντολές τηςMathematica. s

. Άσκηση
Ενότητα A1.7t Άσκηση A1.11 z Δυναμική των Κατασκευών: Δοκοί

Στη Δυναμική των Κατασκευών στις καμπτικές ιδιοταλαντώσεις και στις ελεύθερες
καμπτικές ταλαντώσεις δοκού για το προσημασμένο (θετικό ή μηδέν ή αρνητικό)
εύρος τους X(x) στη θέση x κατά μήκος της δοκού προκύπτει η ακόλουθη ομογενής
γραμμική διαφορική εξίσωση τετάρτης τάξεως:

X (x) − β4X(x) = 0.

Εδώ το β είναι μια θετική σταθερά. Ζητούνται: (α) Να επαληθευθεί ότι η συνάρτηση

X1(x) = C1 eβx + C2 e−βx + C3 e iβx + C4 e−iβx

με τα C1, C2, C3 και C4 τέσσερις αυθαίρετες σταθερές είναι λύση αυτής της διαφο-
ρικής εξισώσεως. Μπορεί μάλιστα να αποδειχθεί ότι είναι η γενική λύση της. Αυτό
είναι σύμφωνο με το ότι πρόκειται για μια γραμμική διαφορική εξίσωση τετάρτης
τάξεως και η παραπάνω λύση X1(x) περιέχει ακριβώς τέσσερις συνολικά σταθερές:
τις σταθερές C1, C2, C3 και C4. (β) Να γίνει ανάλογη επαλήθευση για τη συνάρτηση

X2(x) = D1 cosh βx +D2 sinh βx +D3 cos βx +D4 sin βx

με ταD1,D2,D3 καιD4 πάλι τέσσερις αυθαίρετες σταθερές. (γ)Ναμετατραπεί η λύση
X1(x) στη λύση X2(x). Υπόδειξη: Εδώ να χρησιμοποιηθούν οι τύποι (1.5.6), (1.5.3)
και (1.5.4) της Ενότητας Α1.5. (δ) Επομένως ποιες σχέσεις συνδέουν τις αρχικές αυ-
θαίρετες σταθερές C1, C2, C3 και C4 στη λύση X1(x) με τις τελικές αυθαίρετες σταθε-
ρέςD1,D2,D3 καιD4 στη λύση X2(x); (ε) Στις δοκούς φυσικά επιθυμούμε να έχουμε
πραγματικές λύσεις για το προσημασμένο εύρος X(x) των καμπτικών ιδιοταλαντώ-
σεών τους, όπως και για κάθε άλλη ποσότητα σ’ αυτές: βέλος κάμψεως, στροφή,
ροπή κάμψεως, τέμνουσα δύναμη. Αν λοιπόν και οι δύο παραπάνω λύσεις X1(x)
και X2(x) είναι απόλυτα ισοδύναμες, όπως ήδη αποδείχθηκε, εντούτοις ποια από
τις δύο μας εξασφαλίζει με πιο άμεσο τρόπο (δηλαδή με πραγματικές τις αυθαίρε-
τες σταθερές) ότι παίρνουμε πραγματική λύση της διαφορικής εξισώσεως και γιατί;

ë Απαντήσεις: (δ) D1 = C1 + C2 , D2 = C1 − C2 , D3 = C3 + C4 και D4 = i(C3 − C4).
(ε) Η λύση X2(x). s
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. Άσκηση
Ενότητα A1.8

t Άσκηση A1.12 z Δυναμική των Κατασκευών: Δοκοί
Συνεχίζουμε την προηγούμενη Άσκηση Α1.11 στην προηγούμενη Ενότητα Α1.7.
Εδώ ζητείται να απλά σχηματισθεί (να κατασκευασθεί) η διαφορική εξίσωση που
έχει σαν λύση της τη σχετική συνάρτηση

X(x) = D1 cosh βx +D2 sinh βx +D3 cos βx +D4 sin βx

με τα D1, D2, D3 και D4 τέσσερις αυθαίρετες σταθερές, όπως ακριβώς αναφέρθηκε
στην Άσκηση Α1.11. Εδώ η σταθερά β θεωρείται γνωστή και θετική και δε ζητεί-
ται να απαλειφθεί. Υπόδειξη: Να παραγωγισθεί τέσσερις φορές η συνάρτηση αυτή
X(x) (που περιέχει τέσσερις σταθερές) με υπολογισμό της τέταρτης παραγώγου της
X (x) και στη συνέχεια να συγκριθεί το αποτέλεσμα με την ίδια τη συνάρτησηX(x).
ë Απάντηση: X (x) − β4X(x) = 0.

Q Χρήση της Mathematica: (α) Να ορισθεί η συνάρτησηX(x). (β) Να υπολογισθείMathematica
η τέταρτη παράγωγός της X (x) (με απλοποίηση). (γ) Με βάση τα αποτελέσματα
των δύο προηγούμενων ερωτημάτων (εδώ δύο εντολών τηςMathematica) να γραφεί
κατευθείαν η σχετική διαφορική εξίσωση ODE ή ode (με απλοποίηση).

ë Εντολή: Simplify (Χρειάζεται στις δύο τελευταίες εντολές.) s

. Άσκηση
Ενότητα A1.8 t Άσκηση A1.13 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί

Στη Μηχανική των Υλικών σε πρόβλημα κάμψεως συνήθους δοκού υπό ομοιό-
μορφη (σταθερή) φόρτιση p0 το βέλος κάμψεώς της v(x) δίνεται γενικά από τη σχέση

v(x) = A + Bx + Cx2 +Dx3 +
p0
24EI

x4

με ταA, B, C καιD τέσσερις σταθερές και ΕΙ τη δυσκαμψία της δοκού. Με απαλοιφή
των τεσσάρων σταθερών A, B, C και D ζητείται η διαφορική εξίσωση για το βέλος
κάμψεως v(x) της δοκού. Υπόδειξη:Να παραγωγισθεί τέσσερις φορές η v(x).
ë Απάντηση: EIv (x) = p0 .

Q Χρήση της Mathematica: (α) Να ορισθεί η συνάρτηση v(x). (β) Να υπολογισθείMathematica
η τέταρτη παράγωγός της v (x). (γ) Με βάση το αποτέλεσμα της προηγούμενης
εντολής να γραφεί κατευθείαν η σχετική διαφορική εξίσωση ODE ή ode.

ë Εντολές: Εδώ δε χρειάζονται συγκεκριμένες εντολές τηςMathematica. s

. Άσκηση
Ενότητα A1.8 t Άσκηση A1.14 z Μηχανική των Υλικών: Λυγισμός στύλου

Στη Μηχανική των Υλικών και στην Ελαστική Ευστάθεια θεωρούμε το πρόβλημα
του λυγισμού στύλου (ή ράβδου ή υποστυλώματος ή κολόνας) κυκλικής διατομής.
Στο πρόβλημα αυτό το βέλος κάμψεως (η κάθετη μετατόπιση, το σχήμα) v(x) του
στύλου (ή της ράβδουή του υποστυλώματος ή της κολόνας) που λύγισε έχει τη μορφή

v(x) = A + Bx + C cos kx +D sin kx

με ταA, B,C καιD τέσσερις σταθερές και k κατάλληλη βοηθητική σταθερά που εξαρ-
τάται από το φορτίο λυγισμού P και τη δυσκαμψία EI του στύλου. (Συγκεκριμένα
ορίζουμε k ∶= √P/(EI ) .) Εδώ ζητείται η σχετική διαφορική εξίσωση που προκύπτει
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με απαλοιφή των τεσσάρων σταθερών A, B, C και D, αλλ’ όχι και της βοηθητικής
σταθεράς k. Υπόδειξη:Να παραγωγισθεί τέσσερις φορές η πιο πάνω συνάρτηση v(x).
ë Απάντηση: v (x) + k2v (x) = 0. s

. Άσκηση
Ενότητα A1.9t Άσκηση A1.15 z Ελεύθερες ταλαντώσεις

Εδώ θεωρούμε τις ελεύθερες ταλαντώσεις μηχανικού συστήματος υλικού σημείου–
ελατηρίου ή πιο απλά μάζας–ελατηρίου ή ελατηρίου–μάζας (χωρίς απόσβεση) με
γνωστές την αρχική θέση u0 (για t = 0) της μάζας και την αρχική ταχύτητά της v0
(και πάλι για t = 0). Η φυσική κυκλική συχνότητα του μηχανικού συστήματος
είναι εδώ ω0. Ζητούνται: (α) Να αναφερθεί το σχετικό πρόβλημα αρχικών τιμών.
Υπόδειξη: Εξισώσεις (1.7.22): τρεις εξισώσεις: μία διαφορική εξίσωση και δύο αρχικές
συνθήκες εδώ με t0 = 0. (β) Να γενικευθεί το παρόν πρόβλημα αρχικών τιμών στην
περίπτωση υπάρξεως και αποσβέσεως (σ’ ένα μηχανικό σύστημα μάζας–ελατηρίου–
αποσβεστήρα). Ποιο είναι τώρα το πρόβλημα αρχικών τιμών που έχουμε (δηλαδή
η διαφορική εξίσωση και οι αρχικές της συνθήκες); Υπόδειξη: Άσκηση Α1.9. s

. Άσκηση
Ενότητα A1.9t Άσκηση A1.16 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί σε ελαστική βάση

Εδώ θεωρούμε το πρόβλημα της δοκού σε ελαστική βάση. Η δοκός έχει μήκος L (με
0 ≤ x ≤ L) και δυσκαμψία ΕΙ. Υποθέτουμε επίσης ότι ισχύει η υπόθεση του Winkler
για δοκό σε ελαστική βάση. Τότε η διαφορική εξίσωση για το βέλος κάμψεως v(x)
της δοκού προκύπτει ότι έχει τη μορφή

EIv (x) + kv(x) = p(x).

Εδώ το k είναι η σταθερά του μηχανικού συστήματος ελαστική βάση–δοκός (συνή-
θως έδαφος–δοκός) και p(x) η κατανεμημένη κάθετη φόρτιση κατά μήκος της δοκού.
Δηλαδή σε σύγκριση με τη διαφορική εξίσωση (1.9.9) της δοκού χωρίς την ελαστική
βάση έχει προστεθεί αριστερά ο όρος kv(x). (Αυτός προέρχεται από την αντίδραση
του εδάφους στη βύθιση της δοκού σ’ αυτό υποθέτοντας το βέλος κάμψεως v(x) της
δοκού με κατεύθυνση προς το έδαφος.) Τίποτε όμως δεν αλλάζει στις συνοριακές
συνθήκες στα άκρα της δοκού που παραμένουν οι (1.9.10). Εδώ ζητούνται απλά
τα προβλήματα συνοριακών τιμών (διαφορική εξίσωση κι οι συνοριακές συνθήκες)
που ισχύουν (α) για αμφίπακτη δοκό, (β) για πρόβολο με πάκτωση αριστερά και
(γ) για πρόβολο με πάκτωση δεξιά, όπου οι συνοριακές συνθήκες «αντιστρέφονται».

ë Απάντηση: (γ) EIv (x) + kv(x) = p(x), v (0) = 0, v (0) = 0, v(L) = 0 και
v (L) = 0.

Q Χρήση της Mathematica: (α) Να σβησθεί (να καθαρισθεί) το σύμβολο v. (β) Για Mathematica
το τελευταίο ερώτημα (γ), δηλαδή για πρόβολο με πάκτωση δεξιά, να γραφούν κα-
τευθείαν σε λίστα οι πέντε εξισώσεις του eqs (μία διαφορική εξίσωση και τέσσερις
συνοριακές συνθήκες: δύo στο αριστερό άκρο του προβόλου και δύο στο δεξιό).

ë Εντολή: Clear στο ερώτημα (α). s

. Άσκηση
Ενότητα A1.9t Άσκηση A1.17 z Μηχανική των Υλικών: Λυγισμός στύλου

Στη Μηχανική των Υλικών και στην Ελαστική Ευστάθεια θεωρούμε το πρόβλημα
του λυγισμού στύλου (ή ράβδου ή υποστυλώματος ή κολόνας) κυκλικής διατομής.
Ζητούνται τα σχετικά προβλήματα συνοριακών τιμών (α) για στύλο με πακτωμένα
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και τα δύο άκρα του και (β) για στύλο με απλή στήριξη και στα δύο άκρα του (κα-
λύτερα με άρθρωση–κύλιση). Υπόδειξη:Η διαφορική μας εξίσωση αναφέρεται στην
απάντηση στην Άσκηση Α1.14 της Ενότητας Α1.8. Παραπέρα οι συνοριακές συνθή-
κες που έχουμε εδώ είναι αυτές της αμφίπακτης δοκού στην πρώτη περίπτωση και
αυτές της αμφιέρειστης δοκού στη δεύτερη περίπτωση: δηλαδή πρώτες και τέταρτες
συνοριακές συνθήκες (1.9.10) αντίστοιχα. (Η άσκηση συνεχίζεται μετά τις δύο πιο κάτω
σημαντικές παρατηρήσεις.)

t Παρατήρηση A21.1: Αυτό το πρόβλημα συνοριακών τιμών παρουσιάζει την
ä Παρατήρηση

ιδιαιτερότητα ότι οδηγεί συνήθως στη μηδενική λύση v(x) ≡ 0 για το βέλος κάμψεως
του στύλου (δηλαδή για το σχήμα που παίρνει ο στύλος). Αυτή η λύση είναι μια τε-
τριμμένη λύση.Ημηδενική αυτή λύση v(x) ≡ 0 απλά δηλώνει ότι δε λύγισε ο στύλος:
το βέλος κάμψεώς του είναι μηδενικό προς μεγάλη χαρά του Πολιτικού Μηχανι-
κού, που έχει συνήθως για στύλους τα υποστυλώματα (τις κολόνες) στις κατασκευές
του. Για να λυγίσει ο στύλος, δηλαδή για να έχουμε μη μηδενικό βέλος κάμψεως
v(x) ≢ 0, απαιτείται η σταθερά k στη διαφορική εξίσωση να πάρει συγκεκριμένες
τιμές. Το πρόβλημα αυτό θα το μελετήσουμε εκτενώς παρακάτω στην Ενότητα Α9.1
του Κεφαλαίου Α9, που αφορά στα προβλήματα συνοριακών τιμών και ιδιοτιμών.

t Παρατήρηση A21.2: Ειδικά στο πρόβλημα του λυγισμού στύλου (ή ράβδου
ä Παρατήρηση

ή υποστυλώματος ή κολόνας) σημειώνουμε ότι, εάν ένα άκρο x = L του στύλου είναι
ελεύθερο, δεν ισχύουν επακριβώς οι συνοριακές συνθήκες v (L) = 0 και v (L) = 0
στις προτελευταίες συνοριακές συνθήκες (1.9.10), όπως στο ελεύθερο άκρο προβό-
λου. Συγκεκριμένα, ενώ η πρώτη συνοριακή συνθήκη v (L) = 0 συνεχίζει να ισχύει
και σε ελεύθερο άκρο στύλου που λύγισε, αντίθετα η δεύτερη συνοριακή συνθήκη
v (L) = 0 θα πρέπει να τροποποιηθεί. Αποδεικνύεται στη Μηχανική των Υλικών
ότι η τροποποιημένη συνοριακή συνθήκη που αντικαθιστά τη συνοριακή συνθήκη
v (L) = 0 είναι η λίγο πιο πολύπλοκη συνθήκη

v (L) + k2v (L) = 0.
Δηλαδή τώρα προστέθηκε και ο όρος k2v (L) στο αριστερό μέλος της αντίστοιχης
και απλούστερης συνοριακής συνθήκης v (L) = 0, η οποία ισχύει για πρόβολο.
Ο πρόσθετος αυτός όρος k2v (L) οφείλεται στο αξονικό (κατά μήκος του στύλου)
θλιπτικό φορτίο P που οπωσδήποτε ασκείται σε στύλο που λυγίζει. Την προσοχή
σας παρακαλώ πάρα πολύ στο ιδιαίτερα λεπτό αυτό σημείο μη γίνει κανένα λάθος.

(γ) Τέλος ζητείται το πρόβλημα συνοριακών τιμών για στύλο με πακτωμένο το κάτω
άκρο του x = 0 και ελεύθερο το πάνω άκρο του x = L. (Γι’ αυτόν το στύλο μερικές
φορές χρησιμοποιείται και ο όρος μονόπακτος στύλος.) Υπόδειξη: Ανάλογα με τα
ερωτήματα (α) και (β), αλλ’ εδώ προσοχή να μη λησμονηθεί η Παρατήρηση Α1.11.

ë Απάντηση: (γ) v (x) + k2v (x) = 0, v(0) = 0, v (0) = 0, v (L) = 0 και τέλος
v (L) + k2v (L) = 0.

Q Χρήση της Mathematica: Για το τελευταίο ερώτημα (γ) να γραφούν κατευθείανMathematica
σε λίστα οι πέντε εξισώσεις του eqs (μία διαφορική εξίσωση και τέσσερις συνοριακές
συνθήκες: δύο στο κάτω άκρο x = 0 του στύλου και δύο στο πάνω άκρο του x = L).

ë Εντολές: Δε χρειάζονται συγκεκριμένες εντολές τηςMathematica. s
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Α21.2
Α21.2. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α2: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΟΝ ΠΟΛΙΤΙΚΟ
ΜΗΧΑΝΙΚΟ

. Άσκηση
Ενότητα A2.1

t Άσκηση A2.1 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί
Θεωρούμε τον ολοκληρωτικό τύπο (2.1.23) που δίνει το βέλος κάμψεως v(x) μιας
συνήθους δοκού με γνωστή την καμπυλότητά της κ(x) και τις δύο αρχικές συνθήκες
v(0) = v0 και v (0) = θ0 στο αριστερό άκρο της x = 0. Ζητούνται: (α) Να ξαναγραφεί
αυτός ο ολοκληρωτικός τύπος, αλλά τώρα με χρήση της ροπής κάμψεως (ή καμπτι-
κής ροπής) M(x) της δοκού αντί για την καμπυλότητά της κ(x). Υπόδειξη: Να χρη-
σιμοποιηθεί ο πολύ απλός και βασικός τύπος (2.1.31) της Μηχανικής των Υλικών
που συνδέει σε μια δοκό την καμπυλότητά της κ(x) με τη ροπή κάμψεώς της M(x).
(β) Θεωρούμε τώρα τη γνωστή μέθοδο της ολοκληρώσεως κατά παράγοντες (ή πα-
ραγοντικής ολοκληρώσεως). Αυτή βασίζεται στον τύπο ολοκληρώσεως

u(x)v (x)dx = u(x)v(x) − u (x)v(x)dx.

Αυτός ο τύπος συχνά γράφεται και στη συντομότερη μορφή του με διαφορικά

udv = uv − vdu.

Για ορισμένα αντί για αόριστα ολοκληρώματα ο πρώτος πιο πάνω τύπος της ολο-
κληρώσεως κατά παράγοντες (ή παραγοντικής ολοκληρώσεως) παίρνει τη μορφή

b

a
u(x)v (x)dx = u(x)v(x)

b

a
−

b

a
u (x)v(x)dx.

Εδώ ζητείται η εφαρμογή αυτού του τύπου με μεταβλητή ολοκληρώσεως το η αντί
για το x και με όρια ολοκληρώσεως a = 0 και b = x. Τότε ο τύπος αυτός παίρνει
τη μορφή x

0
u(η)v (η)dη = u(η)v(η)

x

0
−

x

0
u (η)v(η)dη.

Τώρα ζητείται η χρήση αυτού του τύπου για την κάπως πιο απλή γραφή του απο-
τελέσματος του ερωτήματος (α). Δηλαδή ζητείται η γραφή του σχετικού τύπου για
το βέλος κάμψεως v(x) της δοκού με ένα μόνο ολοκλήρωμα αντί με δύο ολοκληρώ-
ματα, αντί με δύο διαδοχικές ολοκληρώσεις. Υπόδειξη: Να χρησιμοποιηθούν στον
τελευταίο πιο πάνω τύπο ολοκληρώσεως κατά παράγοντες (ή παραγοντικής ολο-
κληρώσεως) στο διάστημα [0, x] οι δύο συναρτήσεις

u(η) =
η

0
Μ(ξ)dξ και απλά v(η) = η.

Υπόδειξη: Να ληφθούν επίσης υπόψη οι τύποι

u (η) =Μ(η) και
x

0
Μ(η)dη =

x

0
Μ(ξ)dξ.

Ο δεύτερος τύπος δηλώνει ότι σε ένα ορισμένο ολοκλήρωμα μπορούμε να αλλά-
ζουμε το σύμβολο της μεταβλητής ολοκληρώσεως (εδώ από η σε ξ), ακριβώς όπως
σε ένα άθροισμα ή σε μια σειρά μπορούμε να αλλάζουμε το δείκτη αθροίσεως.

ë Απάντηση: (α) v(x) = v0 + θ0x +
1
EI ∫

x
0 ∫

η
0 M(ξ)dξdη.

(β) v(x) = v0 + θ0x +
1
EI ∫

x
0 (x − ξ)Μ(ξ)dξ. s
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. Άσκηση
Ενότητα A2.1

t Άσκηση A2.2 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί
Σε συνήθη δοκό μήκους L (με 0 ≤ x ≤ L) και δυσκαμψίας EI θεωρούμε ομοιόμορφη
(σταθερή) κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) = p0 με το p0 γνωστή σταθερά.Ηφόρ-
τιση αυτή εφαρμόζεται πάνω στη δοκό και προκαλεί την κάμψη της. Ζητούνται:
(α) Από τη φόρτιση p(x) η αντίστοιχη τέμνουσα δύναμηQ(x) (ή V(x)) με μία αυθαί-
ρετη σταθερά A στο αποτέλεσμα λόγω της ολοκληρώσεως. (β) Από την τέμνουσα
δύναμη Q(x) (ή V(x)) η αντίστοιχη ροπή κάμψεως (ή καμπτική ροπή) M(x) τώρα
και με δεύτερη σταθερά Β στο αποτέλεσμα λόγω και της δεύτερης ολοκληρώσεως.
(γ) Από τη ροπή κάμψεωςM(x) η αντίστοιχη προσημασμένη καμπυλότητα κ(x) της
δοκού με τη δυσκαμψία της να δηλώνεται, όπως ήδη αναφέρθηκε, με EI. (δ) Από
την καμπυλότητα κ(x) η αντίστοιχη κλίση (ή σχεδόν ισοδύναμα στροφή) θ(x) της
δοκού τώρα και με τρίτη σταθερά C στο αποτέλεσμα λόγω και της τρίτης ολοκλη-
ρώσεως. (ε) Από την κλίση θ(x) το αντίστοιχο βέλος κάμψεως v(x) της δοκού τώρα
και με τέταρτη σταθερά D στο αποτέλεσμα λόγω και της τέταρτης ολοκληρώσεως.
Δηλαδή θα έχουμε τελικά τέσσερις σταθερές: τιςA, B, C καιD και είναι λογικό αυτό,
αφού κάναμε τέσσερις συνολικά ολοκληρώσεις με μία σταθερά ολοκληρώσεως να
εισάγεται σε καθεμία ολοκλήρωση.

Προχωράμε τώρα σε μια συγκεκριμένη δοκό: σ’ έναν πρόβολο με πάκτωση στο
αριστερό άκρο του x = 0 και με ελεύθερο το δεξιό άκρο του x = L. Ζητούνται:
(στ) Οι τέσσερις σχετικές συνοριακές συνθήκες. (ζ) Και οι πέντε εξισώσεις (διαφο-
ρική εξίσωση και συνοριακές συνθήκες) στο παρόν πρόβλημα συνοριακών τιμών.
(η) Ο προσεκτικός προσδιορισμός μιας–μιας και των τεσσάρων σταθερών A, B, C
και D με αντίστροφη σειρά: πρώτα η σταθερά D, μετά η σταθερά C, κλπ., έτσι ώστε
να πληρούνται και οι τέσσερις συνοριακές συνθήκες. (θ) Η λύση του παρόντος προ-
βλήματος συνοριακών τιμών, δηλαδή το βέλος κάμψεως v(x) του προβόλου υπό
ομοιόμορφη (σταθερή) φόρτιση p(x) = p0. (ι) Η επαλήθευση του αποτελέσματος
και ως προς τη διαφορική εξίσωση και ως προς τις συνοριακές συνθήκες. (ια) Οι
συγκεκριμένοι τύποι (τώρα πια με προσδιορισμένες τις τέσσερις αρχικά αυθαίρε-
τες σταθερές A, B, C και D) για την κλίση θ(x), τη ροπή κάμψεως M(x) και την τέ-
μνουσα δύναμη Q(x) (ή V(x)). (ιβ) Από τον τύπο για την τέμνουσα δύναμη Q(x)
(ή V(x)) η τιμή της Q(0) (ή V(0)) στο αριστερό άκρο x = 0 του προβόλου. (ιγ) Από
τον τύπο για τη ροπή κάμψεωςM(x) η τιμή τηςM(0) ξανά στο αριστερό άκρο x = 0
του προβόλου. (ιδ) Η επαλήθευση των δύο προηγούμενων αποτελεσμάτων απλά με
τη χρήση των εξισώσεων στατικής ισορροπίας του προβόλου: ισορροπία δυνάμεων
κατά τον κάθετο στη δοκό άξονα Oy και επίσης ισορροπία ροπών. (ιε) Η κλίση θ(L)
στο δεξιό άκρο x = L του προβόλου: στο ελεύθερο άκρο του. Σημειώνεται ότι η κλίση
αυτή, όπως εύκολα διαπιστώνεται, είναι η μέγιστη κλίση θmax του προβόλου κατά
μήκος του: θmax = θ(L). (ιστ) Το βέλος κάμψεως v(L) πάλι στο δεξιό άκρο x = L του
προβόλου. Σημειώνεται ότι το βέλος κάμψεως αυτό, όπως εύκολα διαπιστώνεται,
είναι το μέγιστο βέλος κάμψεως vmax του προβόλου κατά μήκος του: vmax = v(L).
Σχόλια πόσο θα μεγαλώσει ή θα μικρύνει αυτό το βέλος κάμψεως vmax = v(L), εάν
(ιζ) διπλασιασθεί η δυσκαμψία EI του προβόλου, (ιη) διπλασιασθεί η κάθετη κατα-
νεμημένη φόρτισή του p0 (εδώ σταθερή) και τέλος (ιθ) διπλασιασθεί το μήκος του L.
(κ) Επομένως ποια από τις τρεις αυτές ποσότητες (εδώ παραμέτρους): ΕΙ, p0 και L
επηρεάζει περισσότερο το μέγιστο βέλος κάμψεως vmax = v(L) του προβόλου;

ë Απάντηση: (α) Q(x) = p0x + A, (γ) κ(x) = (p0x
2 + 2Ax + 2B)/(2EI). (ε) v(x) =
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[(p0x
4 + 4Ax3 + 12Bx2)/(24EI)] + Cx + D. (ζ) EIv (x) = p0, v(0) = 0, v (0) = 0,

v (L) = 0 και v (L) = 0. (θ) v(x) = p0x
2(6L2 − 4Lx + x2)/(24EI). (ιβ) −p0L. (ιγ) p0L

2/2.
(ιστ) p0L

4/(8EI). (ιθ) Θα δεκαεξαπλασιασθεί. (κ) Το μήκος L του προβόλου. s

. Άσκηση
Ενότητα A2.1t Άσκηση A2.3 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί

Θεωρούμε και πάλι ομοιόμορφη (σταθερή) κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) = p0
(με το p0 σταθερά) σε συνήθη δοκό, τώρα όμως σε έναν πρόβολο μήκους L και δυ-
σκαμψίας ΕΙ με την πάκτωση δεξιά (στο άκρο του x = L) και με το ελεύθερο άκρο
του αριστερά (το άκρο του x = 0). Ζητούνται: (α) Το σχετικό πρόβλημα συνορια-
κών τιμών: διαφορική εξίσωση και συνοριακές συνθήκες. (β) Το ίδιο πρόβλημα σε
περίπτωση που έχουμε μονόπακτη υπερστατική δοκό (αντί για πρόβολο) με κύλιση
στο αριστερό άκρο της x = 0 και με πάκτωση στο δεξιό άκρο της x = L.

ë Απάντηση: (α) v (x) = p0 /(EI), v (0) = 0, v (0) = 0, v(L) = 0 και v (L) = 0.

Q Χρήση της Mathematica: Για το πρώτο πρόβλημα δοκού (τον πιο πάνω πρό- Mathematica
βολο) ζητούνται: (α) Να γραφεί η σχετική διαφορική εξίσωση ode. Υπόδειξη: Η δυ-
σκαμψίαΕΙμε ενιαίο σύμβολο (όχι γινόμενοΕ επί Ι). (β)Ναγραφούν οι σχετικές συ-
νοριακές συνθήκες bc1 σε λίστα. (γ) Να βρεθεί η λύση sol1 αυτού του προβλήματος
συνοριακών τιμών: διαφορική εξίσωση και συνοριακές συνθήκες. Υπόδειξη: Εντολή

sol1 = DSolve[{ode, bc1}, v[x], x]

(δ) Από αυτήν τη λύση sol1 να προσδιορισθεί το βέλος κάμψεως v1(x) αυτού του
προβόλου (με παραγοντοποίηση). Υπόδειξη: Εντολή

v1[x_] = sol1[[1, 1, 2]]//Factor

Υπόδειξη: Οι διπλές αγκύλες με Esc [[ Esc και Esc ]] Esc αντίστοιχα. (ε) Γι’ αυτό
το βέλος κάμψεως v1(x) να επαληθευθούν η διαφορική εξίσωση ode και οι τέσσερις
συνοριακές συνθήκες bc1. Υπόδειξη: Εντολή

ver1 = {ode, bc1}/. v -> v1

(στ) Να επαναληφθούν τώρα όλα τα προηγούμενα ερωτήματα για την πιο πάνω
μονόπακτη υπερστατική δοκό με πάκτωση δεξιά αντί για πρόβολο με πάκτωση δε-
ξιά (τώρα με 2 αντί για 1). Υπόδειξη: Οι πρώτες εντολές να αντιγραφούν και όχι να
ξαναγραφούν από την αρχή. Στη συνέχεια να γίνουν πάνω τους όλες οι αναγκαίες
τροποποιήσεις: από τον πρόβολο στη μονόπακτη υπερστατική δοκό.

ë Εντολές: DSolve, Factor

ë Απάντηση: (δ) v1(x) = p0 (L − x)2(3L2 + 2Lx + x2)/(24EI). s

. Άσκηση
Ενότητα A2.1t Άσκηση A2.4 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί σε ελαστική βάση

Θεωρούμε τώρα το κλασικό πρόβλημα της δοκού σε ελαστική βάση. Εδώ ζητούνται:
(α) Η σχετική διαφορική εξίσωση. (β) Η επαλήθευση ότι για ομοιόμορφη (σταθερή)
κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) = p0 (σταθερά) η συνάρτηση v(x) = p0 /k είναι
μια μερική λύση (ή ειδική λύση) αυτής της διαφορικής εξισώσεως. (γ) Η τροποποιη-
μένη μορφή της διαφορικής εξισώσεως της δοκού σε ελαστική βάση με την εισαγωγή
του βοηθητικού συμβόλου β (που είναι μια θετική σταθερά) με βάση τη σχέση
(δ) Η αντίστοιχη ομογενής διαφορική εξίσωση για p(x) = 0.
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ë Απάντηση: (γ) v (x) + 4β4v(x) = p0 /(EI). (δ) v (x) + 4β4v(x) = 0.

Q Χρήση της Mathematica: Στη συνέχεια ζητούνται επίσης: (α) Σβήσιμο (καθά-Mathematica
ρισμα) του συμβόλου v. (β) Δήλωση της τελευταίας διαφορικής εξισώσεως (με το β
και ομογενούς: με p(x) = 0) σαν odeh. (γ) Ορισμός της συναρτήσεως

v1(x) = C1 eβx cos βx + C2 eβx sin βx + C3 e−βx cos βx + C4 e−βx sin βx.

Υπόδειξη: Τα ορίσματα των συναρτήσεων (αριστερά) με παύλες! (δ) Επαλήθευση
ver1 ότι η συνάρτηση αυτή v1(x) επαληθεύει την ομογενή διαφορική εξίσωση odeh
της δοκού σε ελαστική βάση (με απλοποίηση). Υπόδειξη: Εντολή

ver1 = odeh/. v -> v1//Simplify

(ε) Ορισμός της λίγο διαφορετικής συναρτήσεως

v2(x) = D1 cosh βx cos βx +D2 cosh βx sin βx +D3 sinh βx cos βx +D4 sinh βx sin βx.

(στ) Επαλήθευση ver2 ότι η συνάρτηση αυτή v2(x) επαληθεύει την ομογενή διαφο-
ρική εξίσωση odeh (με απλοποίηση). (ζ) Τώρα μετατροπή της πρώτης συναρτήσεως
v1(x) από εκθετική–τριγωνομετρική μορφή σε υπερβολική–τριγωνομετρική μορφή
v3(x) (με απλοποίηση). Υπόδειξη: Εντολή

v3[x_] = v1[x]//ExpToTrig//Simplify

Άρα παρατηρούμε ότι οι δύο συναρτήσεις v2(x) και v3(x) ουσιαστικά συμπίπτουν.
Σημειώνουμε τέλος ότι οι παρούσες παραγωγίσεις για την επαλήθευση της διαφο-
ρικής εξισώσεως odeh θα ήσαν αρκετά κουραστικές με το χέρι, επειδή θα ήμασταν
υποχρεωμένοι να υπολογίσουμε τέταρτη παράγωγο γινομένου συναρτήσεων. Έτσι
προτιμήσαμε τη χρήση (αποκλειστικά!) της Mathematica. Με τον τρόπο αυτό απο-
φεύγουμε και την πιθανότητα κάποιου υπολογιστικού λάθους στις παραγωγίσεις.
Αυτό συμβαίνει, επειδή τα προγράμματα συμβολικών υπολογισμών δεν κάνουν
ποτέ λάθη σε παραγωγίσεις. (Αντίθετα υπάρχει πάντα μια πάρα πολύ μικρή πιθα-
νότητα λάθους σε ολοκληρώσεις, σε επιλύσεις διαφορικών εξισώσεων, κλπ.)

ë Εντολές: Clear, Cos, Sin, Cosh, Sinh, Simplify, ExpToTrig s

. Άσκηση
Ενότητα A2.2 t Άσκηση A2.5 z Ταλαντώσεις: Ενεργειακή θεώρηση

Εδώ θεωρούμε τις ταλαντώσεις του κλασικού μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος
μάζας–ελατηρίου (ή ελατηρίου–μάζας) ή ιδεατού υδατόπυργου ή μονώροφου ιδεα-
τού κτιρίου διατμήσεως (ή διατμητικού κτιρίου). Και στις τρεις αυτές ενδιαφέρουσες
περιπτώσεις ισχύει η διαφορική εξίσωση (2.2.1). Αυτή μπορούμε να την αποκαλέ-
σουμε Νευτώνεια διαφορική εξίσωση της κινήσεως, επειδή προκύπτει άμεσα από
το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα. Όπως υποδεικνύεται και στην Παρατήρηση Α2.1,
ζητούνται: (α) Με πολλαπλασιασμό της διαφορικής εξισώσεως (2.2.1) επί u̇(t) και
με ολοκλήρωση ως προς το χρόνο t η μετατροπή της στη διαφορική εξίσωση (2.2.5)
αριστερά. (Η σταθερά ολοκληρώσεως να μπει στο δεξιό μέλος και να δηλωθεί με Ε.)
Αυτήν τη διαφορική εξίσωση θαμπορούσαμε να τηναποκαλέσουμε ενεργειακή δια-
φορική εξίσωση της κινήσεως, επειδή έχει σχέση με ενέργειες: κινητική ενέργεια Τ
και δυναμική ενέργεια V. (β) Τι ακριβώς δηλώνει η σταθερά Ε στο δεξιό μέλος;

Q Χρήση της Mathematica: Ζητούνται επίσης: (α) Να δηλωθεί η αρχική διαφο-Mathematica
ρική εξίσωση (2.2.1) σαν ode1. Υπόδειξη: Πάντοτε διπλό ίσον στις εξισώσεις! Αντί-
θετα απλό ίσον στους ορισμούς συμβόλων, π.χ. εδώ του συμβόλου ode1. (β)Με ολο-
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κλήρωσηως προς το χρόνο t η διαφορική εξίσωση ode1 να αναχθεί στην ενεργειακή
διαφορική εξίσωση ode2, δηλαδή στην εξίσωση (2.2.5). Υπόδειξη: Εντολή

ode2 = Integrate[ode1[[1]] u’[t], t] = = E

Υπόδειξη: Οι διπλές αγκύλες με Esc [[ Esc και Esc ]] Esc αντίστοιχα απλά για πιο
ωραία εμφάνιση στη Mathematica. Υπόδειξη: Το E με Ελληνικό Ε, δηλαδή με Esc
Λατινικό E Esc. (γ) Γιατί αναγκασθήκαμε να χρησιμοποιήσουμε εδώ το Ελληνικό Ε
αντί για το ΛατινικόΕ;Υπόδειξη: Γιατί το ΛατινικόΕ δηλώνει τη βάση των φυσικών
λογαρίθμων e ≈ 2.7182818284 5904523536 0287471352 6624977572 4709369996 (εδώ
με πενήντα δεκαδικά ψηφία και πενήντα ένα σημαντικά ψηφία μαζί με το 2).

ë Εντολές: Integrate s

. Άσκηση
Ενότητα A2.2t Άσκηση A2.6 z Ταλαντώσεις: Ενεργειακή θεώρηση

Θεωρούμε κι εδώ την ενεργειακή διαφορική εξίσωση (2.2.5) των ταλαντώσεων ενός
μονοβάθμιουμηχανικού συστήματος: (i) μάζας–ελατηρίου (ή ισοδύναμα ελατηρίου–
μάζας) ή (ii) ιδεατού υδατόπυργου ή (iii) μονώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως.
Ζητούνται: (α) Οι επαληθεύσεις ότι οι δύο τριγωνομετρικές συναρτήσεις

u1(t) = 
2E
k
cos(ωt − α) και u2(t) = 

2E
k
sin(ωt − β) με ω ∶=


k
m

και με τα α και β σταθερές (εδώ γωνίες φάσεων) είναι λύσεις αυτής της διαφορικής
εξισώσεως (2.2.5) επομένως και της ισοδύναμής της Νευτώνειας διαφορικής εξισώ-
σεως (2.2.1). (β) Στις λύσεις αυτές (που είναι απόλυτα ισοδύναμες) πόσες και ποιες
αυθαίρετες σταθερές εμφανίζονται, εάν τις θεωρήσουμε πρώτα σαν λύσεις της δια-
φορικής εξισώσεως (2.2.1); (γ) Εάν τις θεωρήσουμε έπειτα σαν λύσεις της διαφορικής
εξισώσεως (2.2.5); (δ) Ποια εξήγηση δίνετε στη διαφορά αυτή;

ë Απάντηση: (δ) Η εξήγηση είναι ότι η διαφορική εξίσωση (2.2.1) είναι δευτέρας
τάξεως και έχει δύο αυθαίρετες σταθερές στη λύση της. Αντίθετα η διαφορική εξί-
σωση (2.2.5) είναι πρώτης τάξεως και έχει μία αυθαίρετη σταθερά στη λύση της. s

. Άσκηση
Ενότητα A2.3t Άσκηση A2.7 z Θεμελιώσεις: Αξονική φόρτιση πασσάλου

Στο πρόβλημα της αξονικής φορτίσεως πασσάλου σε θεμελίωση ζητούνται: (α) Να
γραφεί η σχετική τελική διαφορική εξίσωση και να αναφερθούν όλοι οι χαρακτηρι-
σμοί της (χωρίς όμως τις αιτιολογήσεις τους). (β) Να επαληθευθεί ότι η συνάρτηση

w1(z) = C1 eηz + C2 e−ηz

με τα C1 και C2 δύο αυθαίρετες σταθερές είναι λύση της ίδιας διαφορικής εξισώ-
σεως. Αποδεικνύεται μάλιστα ότι είναι και η γενική λύση της, αφού πρόκειται για
γραμμική διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως και η προς επαλήθευση λύση w1(z)
περιέχει δύο αυθαίρετες σταθερές. (γ) Να μετατραπεί η λύση αυτή από εκθετική
μορφή w1(z) σε υπερβολική μορφή w2(z) με δύο νέες σταθερές: D1 και D2. (δ) Ποιες
σχέσεις συνδέουν τις αρχικές σταθερές C1 και C2 με τις νέες σταθερές D1 και D2;

ë Απάντηση: (γ) w2(z) = D1 cosh ηz +D2 sinh ηz. (δ) D1 = C1 + C2, D2 = C1 − C2.

Q Χρήση της Mathematica: Στο ίδιο πρόβλημα πασσάλου σε θεμελίωση ζητού- Mathematica
νται επίσης: (α) Η δήλωση της διαφορικής εξισώσεως ode στην τελική της μορφή
(με η). (β) Η δήλωση της λύσεως w1(z) σαν συναρτήσεως. Υπόδειξη: Όχι δείκτες σε
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συναρτήσεις στη Mathematica. (γ) Η επαλήθευση ver1 της λύσεως w1(z). Υπόδειξη:
Εντολή

ver1 = ode/. w -> w1//Simplify

(δ)Ημετατροπή της λύσεως από την αρχική της εκθετική μορφήw1(z) τώρα σε υπερ-
βολική μορφή w2(z). Υπόδειξη: Εντολή

w2[z_] = w1[z]//ExpToTrig//Simplify

(ε) Η κατευθείαν εύρεση solution της αρχικής λύσεως w1(z) (που είναι σε εκθετική
μορφή) με άμεση επίλυση της διαφορικής εξισώσεως ode.

ë Εντολές: Simplify, ExpToTrig, DSolve. s

. Άσκηση
Ενότητα A2.4 t Άσκηση A2.8 z Ρευστομηχανική: Ροή Νευτώνειου ρευστού

Στο πρόβλημα της μόνιμης ροής Νευτώνειου ρευστού σε οριζόντιο σωλήνα κυκλι-
κής διατομής ακτίνας a που λύσαμε εισάγουμε για απλότητα τη βοηθητική σταθερά

c ∶= 1
4μ

Δp
ΔL

, οπότε V(r) = c(a2 − r2)

για την κατανομή της ταχύτηταςV(r) τουΝευτώνειου ρευστού σε κάθε κυκλική δια-
τομή του σωλήνα: Σχήμα Α2.8. Πρόκειται για παραβολική κατανομή: σχέση (2.4.5)
δεξιά. Ζητούνται: (α) Η παροχή Q του Νευτώνειου ρευστού μέσω κάθε κυκλικής
διατομής του σωλήνα. Υπόδειξη: Να χρησιμοποιηθεί ο τύπος

Q = 2π
a

0
rV(r)dr.

(β) Να εξηγηθεί πώς προέκυψε ο τύπος αυτός. Υπόδειξη: Το εμβαδόν στοιχειώδους
δακτυλίου της διατομής με ακτίνα r είναι (2πr)dr. (γ) Ποια είναι η μέση τιμήVaverage
της ταχύτητας V(r) του ρευστού στην κυκλική διατομή του σωλήνα; Υπόδειξη: Προ-
φανώς είναι Vaverage = Q/A με Α το εμβαδόν της κυκλικής διατομής του σωλήνα
που είναι A = πa2. (δ) Ποια είναι η αντίστοιχη μέγιστη τιμή Vmax της V(r); Υπό-
δειξη: Αφού V(r) = c(a2 − r2), προφανώς είναι Vmax = V(0). (ε) Ποιος είναι ο λόγος
Vmax /Vaverage;

ë Απάντηση: (α) πca4/2. (γ) ca2/2. (δ) ca2. (ε) 2.

Q Χρήση της Mathematica: Ζητούνται: (α) Το σβήσιμο (το καθάρισμα) του συμ-Mathematica
βόλου V. (β) Ο ορισμός της ταχύτητας V(r) του Νευτώνειου ρευστού στην κυκλική
διατομή του σωλήνα (με τη χρήση της παραπάνω βοηθητικής σταθεράς c) σαν συ-
ναρτήσεως του r. Υπόδειξη: Τα ορίσματα των συναρτήσεων με παύλες. (γ) Η παροχή
Q του Νευτώνειου ρευστού. (δ) Η μέση τιμή Vaverage της ταχύτητας V(r). (ε) Η μέ-
γιστη τιμή τηςVmax τηςV(r).Υπόδειξη:Προφανώς εντολήVmax = V[0]. (στ) Ο λόγος
ratio των δύο ταχυτήτων Vmax (μέγιστης) και Vaverage (μέσης) στην κυκλική δια-
τομή του σωλήνα.

ë Εντολές: Clear, Integrate s

. Άσκηση
Ενότητα A2.5 t Άσκηση A2.9 z Περιβαλλοντική Υδραυλική: Διάχυση, αποδόμηση

Θεωρούμε το πρόβλημα της μονοδιάστατης (κατά τον άξονα Ox) μεταφοράς ρύ-
που με συγκέντρωση c(x) σε μόνιμη (σταθερή) κατάσταση, δηλαδή ανεξάρτητη από
το χρόνο t. Εδώ υποθέτουμε ότι η μεταφορά του ρύπου γίνεται αποκλειστικά με
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διάχυση, στην οποία συμπεριλαμβάνουμε και τη διασπορά. Δηλαδή δεν υπάρχει
μεταγωγή, δεν υπάρχει κίνηση του νερού ή κάποιου άλλου ρευστού το οποίο περιέ-
χει το ρύπο. Παρουσιάζεται ταυτόχρονα και αποδόμηση του ρύπου πρώτης τάξεως.
Ο συντελεστής διαχύσεως είναι D και η σταθερά του ρυθμού αποδομήσεως του ρύ-
που είναι k. (Και οι δύο αυτές ποσότητεςD και k είναι θετικές.) Ζητούνται: (α) Απλά
να αναφερθεί η σχετική διαφορική εξίσωση. (β) Να επαληθευθεί ότι η συνάρτηση

cg(x) = C1 e√k/Dx + C2 e−√k/Dx

με τα C1 και C2 δύο αυθαίρετες σταθερές είναι λύση αυτής της διαφορικής εξισώ-
σεως. (γ) Περιοριζόμαστε τώρα στο ημιάπειρο διάστημα [0, ∞) για το ρύπο, δη-
λαδή δεχόμαστε ότι 0 ≤ x < ∞. Ποια είναι τώρα η αντίστοιχη μερική λύση cp(x)
της ίδιας διαφορικής εξισώσεως, ώστε να μην παρουσιάζεται απειρισμός της συγκε-
ντρώσεως c(x) του ρύπου στο άπειρο (για x → ∞); Προφανώς ένας τέτοιος απειρι-
σμός, c(∞) ∶= lim x→∞ c(x) = ∞, δε θα ήταν ορθός από φυσικής απόψεως.

ë Απάντηση: (α) Dc (x) − kc(x) = 0. (γ) cp(x) = C2 e−√k/Dx.

Q Χρήση της Mathematica: Για το πρόβλημα αυτό ζητούνται επίσης: (α) Να γρα- Mathematica
φεί η σχετική διαφορική εξίσωσηPollutantTransportODE. (β) Να εξηγηθεί σε σχόλιο
για ποιο λόγο επελέγη, τι δηλώνει το παραπάνω σύμβολο PollutantTransportODE
με πλήρη μετάφρασή του στα Ελληνικά.Υπόδειξη: Pollutant σημαίνει Ρύπος, επίσης
Transport σημαίνειΜεταφορά καιODE σημαίνειOrdinaryDifferential Equation,
δηλαδή Συνήθης Διαφορική Εξίσωση. Υπόδειξη: Τα σχόλια, όταν είναι εντολές στη
Mathematica, μέσα σε εισαγωγικά. Όταν είναι σε παραγράφους κειμένου δε χρειά-
ζονται εισαγωγικά. (γ) Να δηλωθεί η πιο πάνω συνάρτηση cg(x). Υπόδειξη: Να μη
χρησιμοποιούνται δείκτες στις συναρτήσεις της Mathematica. (δ) Να γίνει η επα-
λήθευση ver ότι πράγματι η συνάρτηση αυτή cg(x) είναι λύση της διαφορικής εξι-
σώσεως PollutantTransportODE (με απλοποίηση). Υπόδειξη: Να χρησιμοποιηθεί η
εντολή

ver = PollutantTransportODE/. c -> cg//Simplify

(ε) Η κατευθείαν εύρεση solution της αρχικής λύσεως cg(x) (σε εκθετική μορφή) της
παρούσας διαφορικής εξισώσεως PollutantTransportODE.

ë Εντολές: Sqrt, Simplify, DSolve s

Α21.3
Α21.3. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α3: ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ
ΤΑΞΕΩΣ: ΘΕΩΡΙΑ ΚΑΙ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

. Άσκηση
Ενότητα Α3.1

t Άσκηση Α3.1 z Καλώδια
Θεωρούμε το στατικό πρόβλημα προσεγγιστικά ευθύγραμμου οριζόντιου καλω-
δίου μήκους L (με 0 ≤ x ≤ L) και υπό τάση Τ (εφελκυστική εννοείται). Το καλώ-
διο προσεγγίζεται από μια χορδή και προφανώς θεωρείται απόλυτα εύκαμπτο: με
μηδενική δυσκαμψία: ΕΙ = 0. Η κάθετη κατανεμημένη φόρτισή του είναι προσεγγι-
στικά ομοιόμορφη: p(x) = p0. Ένα τέτοιο καλώδιο αποτελεί προσέγγιση του αρκετά
καμπύλου καλωδίου αναρτήσεως μιας κρεμαστής γέφυρας (ένα είδος καλωδιωτής
γέφυρας) που τη στηρίζει και που φορτίζεται από το βάρος της ίδιας της κρεμαστής
γέφυρας (κυρίων δοκών και καταστρώματος) και των οχημάτων που βρίσκονται
πάνω της. Η φόρτιση αυτή μεταφέρεται στο καλώδιο αναρτήσεως που εξετάζουμε
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μέσω πολλών κατακόρυφων καλωδίων (που καλούνται αναρτήρες) κατά μήκος της
κρεμαστής γέφυρας. (Στη φόρτιση p(x) μπορεί βέβαια να συμπεριληφθεί και το βά-
ρος του ίδιου του καλωδίου και των αναρτήρων.) Όπως ήδη είδαμε στην Παρά-
γραφο Α2.6.3 του προηγούμενου Κεφαλαίου Α2.6, η διαφορική εξίσωση που προ-
κύπτει για την κάθετη μετατόπιση v(x) των σημείων του καλωδίου είναι η εξής:

Tv (x) = −p(x) και εδώ Tv (x) = −p0,

αφού εδώ p(x) = p0. Επίσης στα άκρα του καλωδίου x = 0 και x = L αυτό είναι στε-
ρεωμένο στους πυλώνες (ή πύργους) της γέφυρας: αγκύρωση του καλωδίου. Επο-
μένως θεωρείται πως έχει εκεί μηδενικές κάθετες μετατοπίσεις: v(0) = 0 και v(L) = 0.
Αυτές είναι οι δύο συνοριακές συνθήκες στο παρόν πρόβλημα καλωδίου.

Ζητούνται: (α) Το σχετικό πρόβλημα συνοριακών τιμών. (β) Με την παρούσα
μέθοδο επιλύσεως διαφορικών εξισώσεωνμε άμεση ολοκλήρωσηη γενική λύση vg(x)
της διαφορικής εξισώσεως του παρόντος καλωδίου Tv (x) = −p0. (γ) Πόσες αυθαί-
ρετες σταθερές υπεισέρχονται στη λύση αυτή και γιατί; (δ) Ο προσδιορισμός αυτών
των σταθερών με βάση τις δύο παραπάνω συνοριακές συνθήκες. (ε) Με χρήση τους
η λύση vp(x) του πιο πάνω προβλήματος συνοριακών τιμών (με παραγοντοποίηση).

ë Απάντηση: (α) Tv (x) = −p0, v(0) = 0, v(L) = 0. (β) vg(x) = −
p0
2Τ

x2 + C1x + C2.

(ε) vp(x) =
p0
2Τ

x(L − x).

Q Χρήση της Mathematica: Τώρα προχωράμε στη λύση του ίδιου προβλήματοςMathematica
συνοριακών τιμών με χρήση της Mathematica. Συγκεκριμένα ζητούνται: (α) Λίστα
δύο εντολών για τη μη εμφάνιση πιθανών ορθογραφικών λαθών. Υπόδειξη: Εντολή

{Off[General::spell], Off[General::spell1]};

(β) Το σχετικό πρόβλημα συνοριακών τιμών BVP (από τα αρχικά των τριών λέξεων
boundary value problem). Υπόδειξη: Το σύμβολο BVP να ορισθεί σαν η λίστα τριών
εξισώσεων: της διαφορικής εξισώσεως του καλωδίου Tv (x) = −p0 και των δύο συ-
νοριακών συνθηκών v(0) = 0 και v(L) = 0. Υπόδειξη: Οι ορισμοί συμβόλων με απλό
ίσον. Οι ίδιες όμως οι εξισώσεις με διπλό ίσον. (γ) Η λύση τουBVPsolution.Υπόδειξη:
ΕντολήDSolve. (δ) Η σχετική συνάρτηση vp(x) (με παραγοντοποίηση). Υπόδειξη:Οι
συναρτήσεις χωρίς δείκτες στηMathematica. Υπόδειξη: Εντολή

vp[x_] = BVPsolution[[1, 1, 2]]//Factor

Υπόδειξη:Οι διπλές αγκύλες με Esc [[ Esc (αριστερές) και Esc ]] Esc (δεξιές). (ε) Στη
συνέχεια η επαλήθευση verification της λύσεως που βρέθηκε. Υπόδειξη: Εντολή

verification = BVP/. v -> vp

(στ) Όλες μαζί οι επιλογές (options) της εντολής Plot. Υπόδειξη: Εντολή

Options[Plot]

(ζ) Η γραφική παράσταση της λύσεως vp(x) για p0 = −1 (προς τα κάτω, προς τη γη),
L = 1 και T = 1 με κατάλληλες επιλογές και κατάλληλο τίτλο. Υπόδειξη: Εντολή

Plot[vp[x]/. {p0 -> -1, L -> 1, T -> 1}, {x, 0, 1}, AspectRatio -> Automatic,
Ticks -> None, PlotStyle -> Thickness[0.01], PlotLabel -> ”ΚΑΛΩΔΙΟ”];

ë Εντολές: Off, DSolve, Factor, Options, Plot s
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. Άσκηση
Ενότητα Α3.2

t Άσκηση Α3.2 z Εκροή ρευστού από δοχείο, Θεώρημα του Torricelli
Θεωρούμε δοχείο (ή δεξαμενή) σταθερής διατομής εμβαδού Α που περιέχει ρευστό
μέχρι ύψος h = h(t) πάνω από τον πυθμένα του δοχείου. Στο κάτω μέρος του δο-
χείου (στον πυθμένα του) υπάρχει μικρή οπή εκροής του ρευστού από το δοχείο
προς το περιβάλλον. Το εμβαδόν της οπής αυτής είναι a. Υποθέτουμε πως a ≪ A.
Θεωρούμε επίσης πως το ρευστό δεν έχει σημαντική συνεκτικότητα (ή ιξώδες), δη-
λαδή δεν υπάρχουν σημαντικές εσωτερικές τριβές, και πως η εξωτερική πίεση είναι
η ατμοσφαιρική πίεση pa τόσο στην επιφάνεια του ρευστού με h = h(t) όσο και στη
θέση εκροής του στον πυθμένα του δοχείου με h = 0.

Τότε το θεώρημα του Torricelli (ή ο νόμος του Torricelli) που προκύπτει είτε
άμεσα από ενεργειακές θεωρήσεις στο γήινο πεδίο βαρύτητας είτε από την εξίσωση
του Bernoulli στη Ρευστομηχανική μας δίνει την ταχύτητα εκροής V του ρευστού
από το σημείο εκροής του

V = 2gh

με g την επιτάχυνση της βαρύτητας. Τελικά η παροχήQ του ρευστού που εξέρχεται
από το δοχείο μέσω της οπής στον πυθμένα του είναι (εμβαδόν διατομής a της οπής
επί την ταχύτητα V του ρευστού εκεί επί ένα συνολικό συντελεστή c)

Q = caV = ca2gh = ca2gh(t) με h = h(t).

Στη σχέση αυτή ληφθήκανε υπόψη στο συνολικό συντελεστή παροχής c τόσο
ο συντελεστής ταχύτητας κατά την εκροή του ρευστού από την οπή ή το στόμιο του
δοχείου όσο κι ο συντελεστής συστολής (ή συντελεστής στένωσης) στο ρεύμα του
ρευστού που δημιουργείται κατά την έξοδό του. (Δηλαδή δεν «αξιοποιείται» από
το ρευστό ολόκληρο το εμβαδόν a της οπής εκροής του.) Σημειώνεται ότι ο συνο-
λικός συντελεστής c είναι αδιάσταστος και γενικά αρκετά μικρότερος της μονάδας.
Φυσικά η παροχή Q του ρευστού που εξέρχεται από το δοχείο προκαλεί τη μείωση
του ύψους του h = h(t) μέσα στο δοχείο και προφανώς ισχύει η σχέση

Q = −A dh
dt

= −Aḣ(t) με ḣ(t) ≡ dh
dt
.

Δηλαδή στο παρόν φαινόμενο εκροής ρευστού το ύψος του h = h(t) μέσα στο δοχείο
μειώνεται με το χρόνο t (παράγωγος ḣ(t) < 0) και αυτό είναι απόλυτα εύλογο.

Τώρα από τις δύο πιο πάνω σχέσεις καταλήγουμε στη διαφορική εξίσωση

ca2gh(t) = −Aḣ(t).

Αυτή η διαφορική εξίσωση γράφεται τελικά στη λίγο πιο απλή μορφή της

ḣ(t) = −2Bh(t) με B ∶= ca
A 

g
2

γνωστή συνολική σταθερά του παρόντος προβλήματος εκροής ρευστού από δοχείο.
Ζητούνται: (α) Οι χαρακτηρισμοί (χωρίς επεξηγήσεις) της πιο πάνω διαφορικής

εξισώσεως ως προς το ύψος h = h(t) του ρευστού στο δοχείο. (β) Η γενική λύση της
hg(t). (γ) Η μερική λύση της hp(t) που επαληθεύει και την αρχική συνθήκη h(0) =
h0 (πρόβλημα αρχικής τιμής). (δ) Ο συνολικός χρόνος T που απαιτείται ώστε να
αδειάσει εντελώς το δοχείο (ή η δεξαμενή), δηλαδή να έχουμε h(T) = 0.

ë Απάντηση: (β) hg(t) = [−Bt + (C/2)]
2, (γ) hp(t) = (√h0 − Bt)2, (δ) Τ = √h0 /B. s
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. Άσκηση
Ενότητα Α3.2 t Άσκηση Α3.3 z Ταλαντώσεις: Μηχανικό σύστημα μάζας–ελατηρίου

Θεωρούμε τις ιδιοταλαντώσεις και γενικότερα τις ελεύθερες ταλαντώσεις ενός μονο-
βάθμιουμηχανικού συστήματος μάζας–ελατηρίου (ή ισοδύναμα ελατηρίου–μάζας).
Η μάζα είναι m και η σταθερά του ελατηρίου είναι k. Στις ταλαντώσεις αυτές δεν
υπάρχει καθόλου απόσβεση, δεν υπάρχει αποσβεστήρας. Με την ενεργειακή θεώ-
ρηση αυτών των ταλαντώσεων για τη μετατόπιση u(t) της μάζας (με t το χρόνο)
προκύπτει η διαφορική εξίσωση (2.2.5) της Ενότητας Α2.2. Την επαναλαμβάνουμε

1
2
mu̇2(t) + 1

2
ku2(t) = E

με Ε τη συνολική ενέργεια (κινητική Τ συν δυναμική V με T+V = E) του παρόντος
μηχανικού συστήματος μάζας–ελατηρίου. (Τα ίδια ακριβώς ισχύουν και σε ιδεατό
υδατόπυργο. Επίσης σε μονώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως ή διατμητικό κτίριο.)

Ζητούνται: (α) Να γραφεί η πιο πάνω διαφορική εξίσωση με την εισαγωγή του
βοηθητικού συμβόλου ω0 = √k/m αντί για τη σταθερά του ελατηρίου k = mω20 και
σε απλοποιημένη μορφή. (β) Στη συνέχεια η διαφορική εξίσωση του προηγούμενου
ερωτήματος να γραφεί με χωρισμένες τις μεταβλητές της: η μετατόπιση u της μάζας
αριστερά ενώ ο χρόνος t δεξιά. (γ) Με χρήση του γνωστού ολοκληρώματος

dx

√a2 − x2
= sin−1

x
a
+ C, όπου sin−1 α ≡ arcsin α

να βρεθεί η λύση της ίδιας διαφορικής εξισώσεως (με Ε, m, ω0 και μια αυθαίρετη
σταθερά). (δ) Η ίδια λύση να μετασχηματισθεί στη λυμένη μορφή της ως προς u(t) με
χρήση μιας νέας αυθαίρετης σταθεράς φ (γωνίας φάσεως). (ε) Να επαληθευθεί ότι η
λύσηαυτή u(t) επαληθεύει την πιο πάνωδιαφορική εξίσωση. (στ)Η ίδια επαλήθευση
να γίνει και για τη σχεδόν ισοδύναμη διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως

ü(t) + ω20u(t) = 0.

ë Απάντηση: (α) u̇2(t) +ω20u
2(t) = 2E

m
. (γ) sin−1 u(t)

A
= ±ω0 t+C με A =


2E
mω20

= 
2E
k
.

(δ) u(t) = ±A sin(ω0 t − φ). s

. Άσκηση
Ενότητα Α3.2 t Άσκηση Α3.4 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί

Εδώ θεωρούμε ξανά το πρόβλημα της κάμψεως μιας συνήθους δοκού μήκους L και
δυσκαμψίας EI στη Μηχανική των Υλικών με βάση (και πάλι) την Τεχνική Θεωρία
Κάμψεως και όχι τη Θεωρία Ελαστικότητας. (Σημειώνουμε ότι η δυσκαμψία EI δο-
κού είναι το γινόμενο του μέτρου ελαστικότητας ή μέτρου του Young Ε του ισότρο-
που και γραμμικά ελαστικού υλικού της δοκού επί τη γεωμετρική ροπή αδρανείας
Ι ή Iz της διατομής της ως προς τον ουδέτερο άξονα Oz της διατομής αυτής.)

Εδώ θα χρησιμοποιήσουμε μάλιστα τη σχετική ακριβή (μη προσεγγιστική) μη
γραμμική διαφορική εξίσωση της κάμψεως δοκού. Αυτή προκύπτει από το βασικό
τύπο (2.1.31) στην Ενότητα Α2.1 κ =M/(EI) ήΜ = ΕΙκ με κ = κ(x) την καμπυλότητα
της δοκού (που οφείλεται απλά στην κάμψη της) και Μ = M(x) τη ροπή κάμψεώς
της (ή καμπτική ροπή της). Τον τύπο αυτόν τον ξαναγράφουμε στη μορφή

ΕΙκ(x) =M(x).
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Τώραγια την καμπυλότητα κ(x) της δοκού χρησιμοποιούμε το γνωστόμαςαπό τον
Απειροστικό Λογισμό ακριβή τύπο της (2.1.14) πάλι στην Ενότητα Α2.1. Τον υπεν-
θυμίζουμε κι εδώ

κ(x) = v (x)

1 + v 2(x)
3/2

με v(x) το βέλος κάμψεως της δοκού σε κάμψη (που κάμφθηκε) και v (x) την κλίση
της. Στην άσκηση αυτή δε χρησιμοποιούμε την προσέγγιση κ(x) ≈ v (x) που ισχύει
για μικρές κλίσεις v (x) της δοκού. Επομένως η πιο πάνω εξίσωση ΕΙκ(x) = M(x)
παίρνει τώρα τη μορφή της μη γραμμικής διαφορικής εξισώσεως της δοκού

ΕΙv (x)

1 + v 2(x)
3/2 =M(x)

με άγνωστη συνάρτηση το βέλος κάμψεώς της v(x). Εδώ δε θα γραμμικοποιήσουμε
αυτήν τη διαφορική εξίσωση, δε θα προχωρήσουμε σε καμία απολύτως προσέγγισή
της. Θα αφήσουμε τη διαφορική εξίσωση όπως είναι: μη γραμμική.

Με βάση την πιο πάνω μη γραμμική διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως ως
προς το παρόν άγνωστο βέλος κάμψεως v(x) της δοκού ζητούνται: (α) Για την τρι-
γωνομετρική συνάρτηση tan θ να αποδειχθεί ότι η πρώτη παράγωγός της είναι

d tan θ
dθ

≡ tan θ = 1
cos2 θ

.

(β) Με θ(x) τη γωνία κλίσεως (ή στροφή) των σημείων της δοκού ισχύει ο τύπος

v (x) = tan θ(x)

(Αυτός ο τύπος μας είναι γνωστός από τον Απειροστικό Λογισμό.) Με παραγώγιση
αυτού του τύπου ως προς x να αποδειχθεί ο τύπος

v (x) = θ (x)
cos2 θ(x) .

(γ) Με βάση τους προηγούμενους τύπους για τις δύο πρώτες παραγώγους v (x) και
v (x) του βέλους κάμψεως v(x) της δοκού που εξετάζουμε σε κάμψη να αποδειχθεί
ότι η καμπυλότητά της κ(x) μπορεί να γραφεί (χωρίς προσεγγίσεις) και στη μορφή

κ(x) = θ (x) cos θ(x).

Επομένως και η παραπάνω μη γραμμική διαφορική εξίσωση της δοκού που προέρ-
χεται από τη σχέση ΕΙκ(x) =M(x) παίρνει τώρα την τελική της μορφή

EIθ (x) cos θ(x) =M(x) και ισοδύναμα EI cos θdθ =M(x)dx,

επειδή θ (x) = dθ/dx. (δ) Λοιπόν σε τι είδους διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως
καταλήξαμε; (ε) Να αποδειχθεί ότι η γενική λύση της είναι

sin θ = C1 +
1
EI

M(x)dx

με το C1 να δηλώνει μια αυθαίρετη σταθερά. (στ) Να αποδειχθεί ότι η πιο πάνω
λύση γράφεται και στην εξής λυμένη ως προς θ = θ(x) μορφή της:

θ(x) = sin−1 C1 +
1
EI

M(x)dx με sin−1 α ≡ arcsin α.
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(ζ) Μετά να αποδειχθεί ότι με γνωστή τη γωνία κλίσεως (ή στροφή) θ(x) της δοκού
μπορεί να προσδιορισθεί και το ίδιο το βέλος κάμψεώς της v(x) με βάση τον τύπο

v(x) = tan θ(x)dx + C2.

Στον τύπο αυτό η στροφή θ(x) της δοκού δίνεται από τον παραπάνω τελικό της
τύπο συναρτήσει της ροπής κάμψεως M(x) της ίδιας δοκού. Επίσης το C2 δηλώνει
μια δεύτερη αυθαίρετη σταθερά. (η) Τέλος πώς μπορούν να προσδιορισθούν σε ένα
συγκεκριμένο πρόβλημα κάμψεως δοκού οι δύο αυθαίρετες σταθερές C1 και C2;

ë Απάντηση: (δ) Σε διαφορική εξίσωση χωριζόμενων μεταβλητών. (η) Με βάση τις
συνοριακές συνθήκες που ισχύουν στα δύο άκρα της δοκού. s

. Άσκηση
Ενότητα Α3.3 t Άσκηση Α3.5 z Ρευστομηχανική: Γραμμές ροής

Θεωρούμε το πρόβλημα της διδιάστατης (επίπεδης), μόνιμης (σταθερής) και αστρό-
βιλης ροής ιδεατού ρευστού. (Το ιδεατό ρευστό ορίζεται σαν: (i) ομογενές, (ii) ασυ-
μπίεστο: με σταθερή πυκνότητα ρ και (iii) μη συνεκτικό: με συνεκτικότητα, ιξώδες
μ = 0). Σ’ ένα συγκεκριμένο πρόβλημα οι γραμμές ροής (ή ροϊκές γραμμές) y = y(x)
του ρευστού στο πεδίο ροής του προσδιορίζονται με βάση τη διαφορική εξίσωση

2xy + (x2 − y2)y = 0 με y = y(x).

Ζητούνται: (α) Να γραφεί αυτή η διαφορική εξίσωση στη μορφή y = f(x, y). (β) Τι
είδους διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως είναι αυτή η διαφορική εξίσωση; (γ) Με
κατάλληλη αλλαγή άγνωστης συναρτήσεως (ή εξαρτημένης μεταβλητής) από y σε z
(δ) η μετατροπή της σε μια διαφορική εξίσωση χωριζόμενων μεταβλητών τελικά με
(ε) αληθινό χωρισμό των μεταβλητών: η άγνωστη συνάρτηση z να παρουσιάζεται
μόνο αριστερά, ενώ η ανεξάρτητη μεταβλητή x να παρουσιάζεται μόνο δεξιά.

ë Απάντηση: (α) y = 2xy/(y2 − x2). (β) Ομογενής διαφορική εξίσωση (με την πολύ
ειδική έννοια των ομογενώνδιαφορικών εξισώσεωνπρώτης τάξεως, όχι με τη γενική
έννοια στις διαφορικές εξισώσεις). (γ) z = y/x. (ε) (z2 − 1)dz/(3z − z3) = dx/x. s

. Άσκηση
Ενότητα Α3.4 t Άσκηση Α3.6 z Δυναμική: Κίνηση υλικού σημείου

Θεωρούμε την ευθύγραμμη κίνηση υλικού σημείου μάζαςm πάνω σε οριζόντιο επί-
πεδο. Η κίνηση αυτή γίνεται υπό την επίδραση δυνάμεως

F(t) = a − cv(t)

με v(t) την ταχύτητα του υλικού σημείου (με t το χρόνο) και τα a και c δύο γνωστές
μη μηδενικές σταθερές. Ζητούνται: (α) Να αποδειχθεί ότι η διαφορική εξίσωση της
κινήσεως του υλικού σημείου με άγνωστη συνάρτηση την ταχύτητά του v(t) είναι
η εξίσωση

mv̇(t) + cv(t) = a.

(β) Με τη μέθοδο του χωρισμού των μεταβλητών η λύση vh(t) της αντίστοιχης ομο-
γενούς διαφορικής εξισώσεως. (γ) Με τη μέθοδο της μεταβολής της παραμέτρου η
γενική λύση vg(t) της αρχικής μη ομογενούς διαφορικής εξισώσεως. (Ο σχετικός τε-
λικός τύπος δε θεωρείται γνωστός.) (δ) Στη λύση αυτή vg(t) ποιος όρος εκφράζει τη
γενική λύση της αντίστοιχης ομογενούς διαφορικής εξισώσεως και ποιος όρος μια
μερική λύση της αρχικής μη ομογενούς διαφορικής εξισώσεως; (ε) H αντίστοιχη με-
ρική λύση vp(t) που να πληροί και την αρχική συνθήκη v(0) = v0. (στ) Τέλος η θέση
x(t) του υλικού σημείου με δεύτερη αρχική συνθήκη (εδώ αρχική θέση) τη x(0) = x0.
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ë Απάντηση: (β) vh(t) = Ae−ct/m. (γ) vg(t) =
a
c
+De−ct/m. (ε) vp(t) =

a
c
+ (v0 −

a
c
)e−ct/m.

(στ) x(t) = x0 +
a
c
t + m

c
(v0 −

a
c
)(1 − e−ct/m).

Q Χρήση της Mathematica: Προχωράμε τώρα στη χρήση της Mathematica (και Mathematica
μάλιστα με πολύ ήπιο τρόπο!) στο παρόν απλό πρόβλημα Δυναμικής. Zητούνται
επίσης: (α) Ο ορισμός της δυνάμεως F(t) σαν συναρτήσεως. Υπόδειξη: Εντολή

F[t_] = a - c v[t]

(β) Η διαφορική εξίσωση της κινήσεως ode. Υπόδειξη: Όλες οι εξισώσεις με διπλό
ίσον. Υπόδειξη: Οι συνήθεις παράγωγοι γενικά με τόνο (οξεία). Υπόδειξη: Εντολή

ode = m v’[t] == F[t]

(γ) Η γενική λύση της sol1. Υπόδειξη: Εντολή DSolve. (δ) Η δήλωση ic της αρχικής
συνθήκης v(0) = v0. Υπόδειξη: Όλες οι εξισώσεις με διπλό ίσον. Υπόδειξη: Εντολή

ic = v[0] = = v0;

(ε) Σχόλιο τι δηλώνει η Αγγλική άνω τελεία ; στο τέλος της προηγούμενης εντολής.
Υπόδειξη: Τα σχόλια μέσα σε εισαγωγικά. Υπόδειξη: Ότι δε θέλουμε να εμφανισθεί
η έξοδος αυτής της εντολής. (στ) Η λύση sol2 του πιο πάνω προβλήματος αρχικής
τιμής: διαφορική εξίσωση ode και αρχική συνθήκη ic. Υπόδειξη: Εντολή

sol2 = DSolve[{ode, ic}, v[t], t]

(ζ) Η σχετική συνάρτηση vp(t) σε κατάλληλη μορφή. Υπόδειξη: Εντολή

vp[t_] = sol2[[1, 1, 2]]//Apart

Υπόδειξη: Οι διπλές αγκύλες με Esc [[ Esc (αριστερές) και Esc ]] Esc (δεξιές). (η) Η
επαλήθευση (verification) ver1 της λύσεως στο παρόν πρόβλημα αρχικής τιμής: δια-
φορική εξίσωση ode και αρχική συνθήκη ic (με απλοποίηση). Υπόδειξη: Εντολή

ver1 = {ode, ic}/. v -> vp//Simplify

(θ) Τώρα με κατάλληλη ολοκλήρωση της ταχύτητας vp(t) του υλικού σημείου η θέση
του x(t) με αρχική θέση την x(0) = x0. Υπόδειξη: Εντολή

x[t_] = x0 + Integrate[vp[τ], {τ, 0, t}]//Apart

Υπόδειξη: Το Ελληνικό τ με Esc t Esc. (ι) Η επαλήθευση ver2 της τόσο προφανούς
σχέσεως ẋ(t) = vp(t). Υπόδειξη: Εντολή

ver2 = x’[t] = = vp[t]

(ια) Τέλος η επαλήθευση ver3 της αρχικής συνθήκης x(0) = x0 (με απλοποίηση).

ë Εντολές: DSolve, Apart, Simplify, Integrate s

. Άσκηση
Ενότητα Α3.5t Άσκηση Α3.7 z Δυναμική: Κίνηση υλικού σημείου

Θεωρούμε και εδώ το ίδιο πρόβλημα της Εφαρμογής 3.3 της Ενότητας Α3.5, αλλά
τώρα με αντίσταση R(t) στην ευθύγραμμη κίνηση του υλικού σημείου της μορφής

R(t) = −bv(t) − cv3(t)

με τα b και c γνωστές θετικές σταθερές. Ζητούνται: (α) Η διαφορική εξίσωση της
κινήσεως του υλικού σημείου με άγνωστη συνάρτηση την ταχύτητά του v = v(t).
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(β) Τι είδους διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως είναι αυτή; (γ) Με μια κατάλληλη
αλλαγή άγνωστης συναρτήσεως η μετατροπή της σε γραμμική διαφορική εξίσωση.

ë Απάντηση: (α) mv̇(t) + bv(t) = −cv3(t). (β) Διαφορική εξίσωση Bernoulli.
(γ) z(t) = 1/v2(t), οπότε προκύπτει mż(t) − 2bz(t) = 2c. s

. Άσκηση
Ενότητα Α3.6 t Άσκηση Α3.8 z Ρευστομηχανική: Γραμμές ροής

Συνεχίζουμε την Άσκηση Α3.5 με την ίδια ακριβώς διαφορική εξίσωση. Την επανα-
λαμβάνουμε κι εδώ

2xy + (x2 − y2)y = 0 με y = y(x).

Ζητούνται: (α) Να γραφεί αυτή η διαφορική εξίσωση με το συνηθισμένο τρόπο
γραφής (3.6.14) που γράφουμε διαφορικές εξισώσεις που υποψιαζόμαστε ότι είναι
πλήρεις (ή ακριβείς). (β) Ποιες είναι οι εκφράσεις των σχετικών συναρτήσεων P =
P(x, y) και Q = Q(x, y); (γ) Να αποδειχθεί ότι ισχύει η σχετική συνθήκη ολοκληρω-
σιμότητας (ή πληρότητας) κι επομένως η διαφορική αυτή εξίσωση είναι στ’ αλήθεια
πλήρης (ή ακριβής). (δ) Ακολουθώντας τη μεθοδολογία του Παραδείγματος Α3.10,
να βρεθεί η λύση u(x, y) = C της πιο πάνω διαφορικής εξισώσεως. (ε) Κατά συνέπεια
ποια είναι η μορφή των γραμμών ροής (ή ροϊκών γραμμών) στο παρόν πρόβλημα
ροής;

ë Απάντηση: (α) 2xydx+(x2−y2)dy = 0. (β) P = 2xy καιQ = x2−y2. (δ) x2y−(y3/3)
= C. (ε) 3x2y − y3 = CΨ. (Τα σύμβολα C και CΨ δηλώνουν αυθαίρετες σταθερές.) s

. Άσκηση
Ενότητα Α3.7 t Άσκηση Α3.9 z Δυναμική: Κίνηση υλικού σημείου

Συνεχίζουμε τηνΆσκησηΑ3.6 με την ίδια ακριβώς διαφορική εξίσωση της κινήσεως
του υλικού σημείου. Την επαναλαμβάνουμε κι εδώ

mv̇(t) + cv(t) = a.

Ζητούνται: (α) Να μετατραπεί στη μορφή Pdt +Qdv = 0. (β) Να γίνει έλεγχος εάν
ή όχι είναι πλήρης (ή ακριβής) διαφορική εξίσωση. (γ) Διαπιστώνεται ότι δεν είναι.
Στη συνέχεια να προσδιορισθεί ένας ολοκληρωτικός παράγοντας μ = μ(t) που να
την κάνει πλήρη (ή ακριβή). (δ) Με χρήση του να προσδιορισθεί και σ’ αυτήν εδώ
την άσκηση η γενική λύση vg(t) αυτής της διαφορικής εξισώσεως.
ë Απάντηση: (α) (cv− a)dt+mdv = 0. (β) Δεν είναι πλήρης (ή ακριβής) διαφορική
εξίσωση. (γ) μ(t) = ect/m. (δ) vg(t) =

a
c
+De−ct/m με το D αυθαίρετη σταθερά. s

. Άσκηση
Ενότητα Α3.8 t Άσκηση Α3.10 z Περιβαλλοντική Μηχανική: Αποδόμηση ρύπου

Θεωρούμε την αποδόμηση ρύπου σε δοχείο (ή σε δεξαμενή) με μονόδρομη χημική
αντίδραση πρώτης τάξεως: A→ B. Ο ρύπος θεωρείται ομοιόμορφα κατανεμημένος
στο δοχείο (ή στη δεξαμενή), δηλαδή η συγκέντρωσή του c(t) είναι χωρικά σταθερή,
μεταβάλλεται όμως με το χρόνο t. Η αρχική συγκέντρωση του ρύπου είναι c0. Για
τη συγκέντρωση c(t) του ρύπου προκύπτει το πρόβλημα αρχικής τιμής

ċ(t) = −kc(t) με c(0) = c0

και με k τη σταθερά του ρυθμού αποδομήσεως (εδώ πρώτης τάξεως) του ρύπου.
Ζητούνται: (α) Στη μέθοδο των διαδοχικών προσεγγίσεων του Picard ο επανα-

ληπτικός τύπος για τις διαδοχικές προσεγγίσεις cn(t) της συγκεντρώσεως c(t) του ρύ-
που με βάση τις προηγούμενες προσεγγίσεις της cn−1(t). Με αρχική προσέγγιση της
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αληθινής συγκεντρώσεως c(t) του ρύπου την προφανή προσέγγιση c1(t) = c0 (την
αρχική τιμή της) οι επόμενες τέσσερις προσεγγίσεις της (β) c2(t), (γ) c3(t), (δ) c4(t)
και (ε) c5(t). (στ) Επαγωγικά με βάση την προσέγγιση n − 1 τάξεως cn−1(t) η εύρεση
της αντίστοιχης προσεγγίσεως n τάξεως cn(t). (ζ) Σε ποια συνάρτηση c∞(t) συγκλίνει
αυτή η προσέγγιση cn(t), όταν n → ∞; (η) Χωρίς χρήση της μεθόδου των διαδοχι-
κών προσεγγίσεων με ποια εντελώς διαφορετική μέθοδο μπορεί να επιλυθεί το ίδιο
πρόβλημα αρχικής τιμής και (θ) ποια λύση cp(t) προκύπτει έτσι;

ë Απάντηση: (α) cn(t) = c0 − k∫t0 cn−1(τ)dτ. (γ) c3(t) = c0 1 − kt + (k2 t2/2).
(ε) c5(t) = c0 1 − kt + (k2 t2/2) − (k3 t3/6) + (k4 t4/24). (ζ) c∞(t) = c0 e−kt.
(η) Με τη μέθοδο των χωριζόμενων μεταβλητών. (θ) cp(t) = c0 e−kt.

Q Χρήση της Mathematica: Ζητούνται επίσης: (α) Να δηλωθεί σαν συνάρτηση Mathematica
η πρώτη προσέγγιση c1(t) = c0.Υπόδειξη: Εντολή c[1, t_] = c0; (β)Με βάση αυτήν την
πρώτη προσέγγιση καθώς και το σχετικό επαναληπτικό τύπο να υπολογισθούν οι
δέκα επόμενες προσεγγίσεις cn(t) (με n = 2, 3, … , 11) της άγνωστης συγκεντρώσεως
c(t) του ρύπου. Υπόδειξη: Το Ελληνικό τ με Esc t Esc. Υπόδειξη: Εντολή

Table[c[n_, t_] = c0 - k Integrate[c[n - 1, τ], {τ, 0, t}]//Factor, {n, 2, 11}]

ë Εντολές: Table, Integrate, Factor s

Α21.4
Α21.4. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α4: ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ
ΤΑΞΕΩΣ: ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

. Άσκηση
Ενότητα Α4.1

t Άσκηση Α4.1 z Περιβαλλοντική Μηχανική: Αποδόμηση Ρύπου
Στην Περιβαλλοντική Μηχανική και συγκεκριμένα στον Καθαρισμό Νερού θεω-
ρούμε την αποδόμηση ρύπου που βρίσκεται μέσα σε δεξαμενή με ομοιόμορφη συ-
γκέντρωσή του c(t) στο νερό της δεξαμενής. Η αποδόμηση του ρύπου γίνεται εδώ
με χημική αντίδραση δευτέρας τάξεως και ισχύει η διαφορική εξίσωση (4.1.3) αρι-
στερά. Εδώ ζητούνται: (α) Όλοι οι χαρακτηρισμοί (αλλά χωρίς επεξηγήσεις) αυτής
της διαφορικής εξισώσεως. (β) Η γενική λύση της. (γ) Από την προηγούμενη γενική
λύση της η μερική λύση της που να επαληθεύει και την αρχική συνθήκη c(0) = c0,
σχέση (4.1.3) δεξιά. (δ) Ο χρόνος ημιζωής t1/2 του ρύπου, δηλαδή ο χρόνος κατά
τον οποίο η συγκέντρωση c(t1/2) του ρύπου στη δεξαμενή θα έχει μείνει η μισή, c0 /2,
από την αρχική συγκέντρωσή του c(0) = c0. (ε) Τι παρατηρείται από το αποτέλεσμα
αυτό σε σύγκριση με το αντίστοιχο γνωστό αποτέλεσμα t1/2 = (ln 2)/k ≈ 0.693/k για
χημική αντίδραση πρώτης τάξεως κατά την αποδόμηση του ρύπου;

ë Απάντηση: (β) c(t) = 1/(kt−C). (γ) c(t) = c0 /(1+ c0kt), εξίσωση (4.1.5) που βρέθηκε
με λίγο διαφορετικό τρόπο. (δ) t1/2 = 1/(kc0). (ε) Παρατηρείται ότι ο χρόνος ημιζωής
του ρύπου t1/2 = 1/(kc0) εξαρτάται εδώ (με χημική αντίδραση δευτέρας τάξεως στην
αποδόμησή του) από την αρχική συγκέντρωσή του c0. Αυτό αρχικά ίσως φαίνεται
κάπως παράξενο, απρόσμενο και σίγουρα δε συμβαίνει στη συνήθη περίπτωση χη-
μικής αντιδράσεως πρώτης τάξεως στην αποδόμηση ρύπου.

Q Χρήση της Mathematica: Ζητούνται επίσης: (α) Να δηλωθεί η παρούσα διαφο- Mathematica
ρική εξίσωση αποδόμησης ρύπου σαν PollutantDecayODE. Υπόδειξη: Οι εξισώσεις
με διπλό ίσον. (β) Να βρεθεί η γενική λύση της sol1. (γ) Επίσης και η μερική λύση
της sol2 λαμβάνοντας υπόψη και την αρχική συνθήκη c(0) = c0. Υπόδειξη: Εντολή
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sol2 = DSolve[{PollutantDecayODE, c[0] == c0}, c[t], t]

(δ) Να ορισθεί η σχετική συνάρτηση cs(t). Υπόδειξη: Εντολή

cs[t_ ] = sol2[[1, 1, 2]]
Υπόδειξη: Οι διπλές αγκύλες με Esc [[ Esc και Esc ]] Esc. (ε) Να γίνει η γραφική
παράσταση της λύσεως cs(t) για c0 = 1 και k = 0.6 στο διάστημα 0 ≤ t ≤ 10 με
κατάλληλο τίτλο, κατάλληλο πάχος γραμμής και μέσα σε πλαίσιο. Υπόδειξη: Εντολή

Plot[cs[t] /. {c0 -> 1, k -> 0.6}, {t, 0, 10},
PlotLabel -> ”ΑΠΟΔΟΜΗΣΗ ΡΥΠΟΥ ΔΕΥΤΕΡΑΣ ΤΑΞΕΩΣ”,
DefaultFont -> ”Arial-Bold”, PlotStyle -> Thickness[0.01], Frame -> True]

(στ)Να βρεθεί ο χρόνος ημιζωής t1/2 του ρύπου με το σύμβολοHalfLifeTime. Εντολές

sol3 = Solve[cs[t] == c0/2, t] και στη συνέχεια HalfLifeTime = sol3[[1, 1, 2]]

ë Εντολές: DSolve, Plot, Solve s

. Άσκηση
Ενότητα Α4.2 t Άσκηση Α4.2 z Ρευστομηχανική: Ταχύτητα ρευστού σε άκρο σω-

λήνα
Εδώ θεωρούμε την ταχύτητα v(t) ιδεατού ρευστού σε άκρο σωλήνα στον πυθμένα
δοχείου (ή δεξαμενής). Για την ταχύτητα αυτή v(t) προκύπτει η λύση (4.2.10). Την
επαναλαμβάνουμε και εδώ: v(t) = v∞ tanh(t/τ) με κατάλληλους ορισμούς των πο-
σοτήτων v∞ και τ. Εδώ ζητείται να αναφερθεί με βάση ποια εξίσωση (ή αρχή) της
Ρευστομηχανικής προέκυψε η σχετική διαφορική εξίσωση (4.2.1).

Q Χρήση της Mathematica: Στη συνέχεια ζητούνται: (α) Η επαλήθευση ver1 τηςMathematica
εξισώσεως (4.2.6) δεξιά για τη συνάρτηση tanh−1 y. Υπόδειξη: Εντολή

ver1 = ArcTanh[y] = = (1/2)Log[(1 + y)/(1 - y)]// TrigToExp//PowerExpand

(β) Η σχετική διαφορική εξίσωση ode.Υπόδειξη: Εξίσωση (4.2.1) αριστερά. (γ) Η σχε-
τική αρχική συνθήκη ic. Υπόδειξη: Εντολή ic = v[0] = = 0. (δ) Μετά να βρεθεί η λύση
sol αυτού του προβλήματος αρχικής τιμής και (ε) η αντίστοιχη συνάρτηση vs(t).
(στ) Τέλος να γίνει η πλήρης επαλήθευση ver2 αυτής της λύσεως. Υπόδειξη: Εντολή

ver2 = {ode, ic}/. v -> vs//Simplify

ë Εντολές: ArcTanh, Log, TrigToExp, PowerExpand, Simplify

Q Χρήση της Wikipedia: Ζητούνται επίσης: (α) Σε κάποια μηχανή αναζήτησηςWikipedia
στο διαδίκτυο, π.χ. στη Google, να εισαχθούν οι λέξεις–κλειδιάWikipedia, Bernoulli
και principle και να γίνει μετάβαση στη σχετική ιστοσελίδα τηςWikipedia. (β) Τώρα
να τυπωθούν οι δύο πρώτες σελίδες του σχετικού άρθρου, αν είναι δυνατόν στο ίδιο
φύλλο. (γ) Να γραφεί η συνηθισμένη μορφή της εξισώσεως του Bernoulli. Υπόδειξη:
Να χρησιμοποιηθεί η πρώτη εξίσωση στο άρθρο αυτό. (δ) Ανάλογα για τη μορφή
της ίδιας εξισώσεως με δυναμικό βαρύτητας Ψ. Υπόδειξη: Είναι λίγο πιο κάτω. s

. Άσκηση
Ενότητα Α4.3 t Άσκηση Α4.3 z Δυναμική: Κατακόρυφη κίνηση υλικού σημείου

Θεωρούμε την κατακόρυφη προς τα πάνω κίνηση υλικού σημείου μάζας m στο γή-
ινο πεδίο βαρύτητας (με επιτάχυσή του g προς τη γη). Η αρχική ταχύτητα του υλι-
κού σημείου είναι v0 > 0 (εννοείται προς τα πάνω). Υπάρχει επίσης και αντίστασηR

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΙΙ για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Α21.4: ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α4 2125

του αέρα ανάλογη του τετραγώνου v2(t) της ταχύτητας v(t) του υλικού σημείου (με t
το χρόνο) με θετική σταθερά αναλογίας c. Ζητούνται: (α)Ναβρεθεί η διαφορική εξί-
σωση της κινήσεως του υλικού σημείου με άγνωστη συνάρτηση την ταχύτητά του
v = v(t). (β) Να γραφεί αυτή η διαφορική εξίσωση με σαφή τρόπο (καθαρά!) σε
μορφή διαφορικής εξισώσεως χωριζόμενων μεταβλητών με τη χρήση και του βοη-
θητικού συμβόλου

v1 = 
mg
c
.

(γ) Με χρήση του γνωστού ολοκληρώματος (σχετικού με τη συνάρτηση τόξο εφα-
πτομένης)

dv
v21 + v2

= 1
v1

tan−1
v
v1
+ C με tan−1 α ≡ arctan α

ναβρεθεί η γενική λύση vg(t) της διαφορικής εξισώσεως (δ) τελικά στη λυμένημορφή
της ως προς την ταχύτητα vg(t) με χρήση και της βοηθητικής χρονικής σταθεράς

τ = m
cv1

=


m
cg
.

(ε) Από την πιο πάνω γενική λύση να προσδιορισθεί κι η αντίστοιχη μερική (ή ει-
δική) λύση vp(t) με αρχική ταχύτητα του υλικού σημείου v(0) = v0. (στ) Στη συνέχεια
να υπολογισθεί ο χρόνος tymax

κατά τον οποίο το υλικό σημείο θα έχει φθάσει στο
ψηλότερο σημείο ymax της διαδρομής του. (ζ) Θα ακολουθήσει βέβαια η πτώση του
υλικού σημείου. Εδώ ζητείται απλά η σχετική τροποποιημένη διαφορική εξίσωση
της κινήσεως του υλικού σημείου στην πτώση του χωρίς όμως τη λύση της.

ë Απάντηση: (α) mv̇(t) = −mg − cv2(t). (β) mdv/(v21 + v2) = −cdt.
(δ) vg(t) = v1 tan [D − (t/τ)] με το D σταθερά. (ε) vp(t) = v1 tan [ tan−1(v0 /v1) − (t/τ)].
(στ) tymax = τ tan−1(v0 /v1). (ζ) mv̇(t) = mg − cv2(t): είναι η εξίσωση (4.3.16). s

. Άσκηση
Ενότητα Α4.4t Άσκηση Α4.4 z Ρευστομηχανική: Ροή ιδεατού ρευστού: Δίνη

Θεωρούμε τη διδιάστατη (επίπεδη), μόνιμη (σταθερή) και αστρόβιλη ροή ιδεατού
ρευστού η οποία οφείλεται σε σημειακή δίνη στην αρχή των αξόνων Ο. Σ’ αυτό το
πεδίο ροής οι ισοδυναμικές γραμμές είναι οι ευθείες γραμμές που διέρχονται από
το σημείο Ο της δίνης. (Καλύτερα οι ημιευθείες που ξεκινούν από το σημείο Ο της
δίνης). Αυτές οι ευθείες γραμμές, δηλαδή οι ισοδυναμικές γραμμές του παρόντος
πεδίου ροής, έχουν την εξίσωση

y1 = C1x.

Εδώ το C1 δηλώνει αυθαίρετη σταθερά που παίρνει οποιαδήποτε πραγματική τιμή.
(Η σταθερά αυτή C1 μεταβάλλεται από τη μια ισοδυναμική γραμμή στην άλλη.)
Ζητούνται: (α) Με παραγώγιση ως προς x αυτής της εξισώσεως και απαλοιφή της
σταθεράςC1 η διαφορική εξίσωση την οποία επαληθεύουν οι ισοδυναμικές γραμμές
(εδώ με y1 και y1). (β) Η διαφορική εξίσωση την οποία επαληθεύουν οι αντίστοιχες
γραμμές ροής (ή ροϊκές γραμμές), τώρα όμως με y2 αντί για y1 και με y2 αντί για y1.
(γ) Στη συνέχεια η γενική λύση της δεύτερης αυτής διαφορικής εξισώσεως και επομέ-
νως η μορφή Ψ(x, y2) = C2 των γραμμών ροής (ή ροϊκών γραμμών) στην παρούσα
ροή ιδεατού ρευστού. (δ) Τι σχήμα έχουν αυτές οι γραμμές ροής;

ë Απάντηση: (α) y1 = y1/x. (β) y2 = −x/y2. (γ) x
2+y22 = C2 με το C2 αυθαίρετη θετική

σταθερά. (Αλλάζει από τη μια γραμμή ροής στην άλλη!) (δ) Είναι περιφέρειες.

Q Χρήση της Mathematica: Σχετικά μ’ αυτές τις γραμμές ροής και ισοδυναμι- Mathematica

Copyright © 5 Ιουνίου 2011 Νικόλαος Ι. Ιωακειμίδης



2126 ΜΕΡΟΣ Α z ΚΕΦΑΛΑΙΟ A21: ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

κές γραμμές ζητούνται επίσης: (α) Κλήση (φόρτωμα) του πακέτου για τη σχεδίαση
συναρτήσεων που ορίζονται σε πεπλεγμένη (όχι λυμένη!) μορφή. Υπόδειξη: Εντολή

Needs[”Graphics‘ImplicitPlot‘”]

(β) Σχεδίαση μερικών ισοδυναμικών γραμμών αυτού του πεδίου ροής (ευθειών).
Υπόδειξη: Εντολή

ot1 = ImplicitPlot[Table[y = = Tan[n π/6]x, {n, -2, 2}], {x, -10.1, 10.1},
PlotRange -> {-10.1, 10.1}, PlotStyle -> Thickness[0.006],
AxesStyle -> {Thickness[0.006], Thickness[0.006]}, AspectRatio -> 1];

(γ) Σχεδίαση μερικών γραμμών ροής του ίδιου πεδίου ροής (περιφερειών) τώρα
μάλιστα με μεγαλύτερο πάχος. Υπόδειξη: Εντολή (με αντιγραφή και επικόλληση της
προηγούμενης εντολής και μερικές μικροαλλαγές: κυρίως στην ίδια την εξίσωση)

ot2 = ImplicitPlot[Table[x^2 + y^2 == n^2, {n, 1, 10}], {x, -10.1, 10.1},
PlotRange -> {-10.1, 10.1}, PlotStyle -> Thickness[0.012],
AxesStyle -> {Thickness[0.006], Thickness[0.006]}, AspectRatio -> 1];

(δ) Σχεδίαση ταυτόχρονα και των δύο οικογενειών καμπύλων που αποτελούν εδώ
ορθογώνιες τροχιές. Υπόδειξη: Εντολή (με βάση τα δύο προηγούμενα σχήματα)

ot3 = Show[ot1, ot2, Ticks -> None];

ë Εντολές: Needs, ImplicitPlot, Table, Tan, Show s

t Παρατήρηση A21.3: Τα ίδια ακριβώς ισχύουν και στο πρόβλημα της σημειακής
ä Παρατήρηση

πηγής ή απαγωγής (καταβόθρας) στην αρχή των αξόνων Ο. Όμως εκεί οι πιο πάνω
ευθείες γραμμές (καλύτερα οι ημιευθείες με αρχή το σημείο O) y1 = C1x είναι οι
γραμμές ροής. Επίσης οι καμπύλες που βρέθηκαν, οι περιφέρειες x2 + y22 = C2, είναι
οι ισοδυναμικές γραμμές του ίδιου πεδίου ροής: σημειακής πηγής ή απαγωγής. Δη-
λαδή γι’ αυτά τα δύο πεδία ροής (i) σημειακής πηγής ή απαγωγής και (ii) σημειακής
δίνης οι ισοδυναμικές γραμμές του πρώτου είναι οι γραμμές ροής του δεύτερου και
οι γραμμές ροής του πρώτου είναι οι ισοδυναμικές γραμμές του δεύτερου. s

. Άσκηση
Ενότητα Α4.4 t Άσκηση Α4.5 z Ρευστομηχανική: Ροή ιδεατού ρευστού

Σε μια διδιάστατη (επίπεδη), μόνιμη (σταθερή) και αστρόβιλη ροή ιδεατού ρευστού
οι γραμμές ροής (ή ροϊκές γραμμές) Ψ(x, y) = CΨ (με το CΨ σταθερά που παίρνει
άπειρες τιμές: μεταβάλλεται από τη μια γραμμή ροής στην άλλη) έχουν τη μορφή

xy(x2 − y2) = CΨ.

Ζητούνται: (α) Η σχετική διαφορική εξίσωση την οποία επαληθεύουν αυτές εδώ οι
γραμμές ροής. (β) Η διαφορική εξίσωση την οποία επαληθεύουν οι αντίστοιχες ισο-
δυναμικές γραμμές. (γ) Ο έλεγχος ότι αυτή η δεύτερη διαφορική εξίσωση (για τις
ισοδυναμικές γραμμές) είναι πλήρης (ή ακριβής). (δ) Στη συνέχεια η γενική λύση
της και επομένως η μορφήΦ(x, y) = CΦ των ισοδυναμικών γραμμών στην παρούσα
συγκεκριμένη ροή ιδεατού ρευστού. (ε) Με ποιον εντελώς διαφορετικό τρόπο (δυ-
στυχώς όμως και πιο κουραστικό!) θα μπορούσαμε να είχαμε λύσει ακριβώς την
ίδια διαφορική εξίσωση για τις ισοδυναμικές γραμμές στο παρόν πρόβλημα ροής;

ë Απάντηση: (α) y = (y3 − 3x2y)/(x3 − 3xy2). (β) y = (x3 − 3xy2)/(3x2y − y3).
(δ) x4 − 6x2y2 + y4 = CΦ. (ε) Σαν ομογενή διαφορική εξίσωση (με την ειδική έννοια

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΙΙ για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Α21.5: ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α5 2127

αυτού του όρου στις διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξεως) θέτοντας z = y/x. s

Α21.5
Α21.5. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α5: ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩ-
ΣΕΙΣ: ΘΕΩΡΙΑ ΚΑΙ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

. Άσκηση
Ενότητα A5.1

t Άσκηση A5.1 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί
Στη Μηχανική των Υλικών θεωρούμε το πρόβλημα της συνήθους δοκού με τη γνω-
στή διαφορική εξίσωσή της

ΕΙv (x) = p(x).

Εδώ άγνωστη συνάρτηση είναι το βέλος κάμψεως v(x) της δοκού, δηλαδή η κάθετη
μετατόπιση των σημείων της. Επίσης EI είναι η δυσκαμψία της δοκού (μέτρο ελαστι-
κότητας ή μέτρο του Young Ε του ισότροπου ελαστικού υλικού της επί ροπή αδρα-
νείας Ι της διατομής της ως προς τον ουδέτερο άξονα στην κάμψη της δοκού). Τέλος
p(x) είναι η κάθετη κατανεμημένη φόρτιση κατά μήκος της. Πρόκειται για τη διαφο-
ρική εξίσωση (2.1.34) στην ΕνότηταΑ2.1 τουΚεφαλαίουΑ2.Ηαντίστοιχη ομογενής
διαφορική εξίσωση

EIv (x) = 0
έχει τις εξής μερικές λύσεις

v1(x) = 1, v2(x) = x, v3(x) = x2 και v4(x) = x3.

Ζητούνται: (α) Να γίνει επαλήθευση και των τεσσάρων αυτών λύσεων. (β) Να
αποδειχθεί με άμεσο τρόπο (δηλαδή χωρίς τη χρήση ορίζουσας) ότι οι ίδιες τέσσερις
συναρτήσεις–λύσεις της διαφορικής εξισώσεως είναι γραμμικά ανεξάρτητες. s

. Άσκηση
Ενότητα A5.1t Άσκηση A5.2 z Θεμελιώσεις: Αξονική φόρτιση πασσάλου

Στις Θεμελιώσεις θεωρούμε το πρόβλημα της αξονικής φορτίσεως πασσάλου, όπου
ισχύει η γνωστή ομογενής διαφορική εξίσωση

w (z) − η2w(z) = 0

για την άγνωστη αξονική (διαμήκη) μετατόπιση w(z) του πασσάλου. Πρόκειται για
τη διαφορική εξίσωση (2.3.7) στην Ενότητα Α2.3 του Κεφαλαίου Α2, όπου ορίζεται
και η γνωστή σταθερά η. Αυτή η ομογενής διαφορική εξίσωση έχει τις μερικές λύσεις

w1(z) = cosh ηz και w2(z) = sinh ηz.

Ζητούνται: (α) Να γίνει επαλήθευση αυτών των δύο λύσεων. (β) Να αποδειχθεί
με άμεσο τρόπο (χωρίς τη χρήση ορίζουσας!) ότι οι ίδιες δύο συναρτήσεις–λύσεις
της διαφορικής εξισώσεως είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Υπόδειξη:Να γίνει εργασία
ανάλογη με την Εφαρμογή Α5.1 στην Ενότητα Α5.1. s

. Άσκηση
Ενότητα A5.2t Άσκηση A5.3 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί

Εδώ πάλι για δοκό στη Μηχανική των Υλικών ζητούνται: (α) Να αποδειχθεί ξανά
η γραμμική ανεξαρτησία των τεσσάρων συναρτήσεων–λύσεων της Ασκήσεως Α5.1,
τώρα όμως με έναν εντελώς διαφορετικό τρόπο: με τη χρήση ορίζουσας Wronski.
(β) Να εξηγηθεί για ποιο λόγο ο μη μηδενισμός της παρούσας ορίζουσας Wronski
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αποτελεί όχι μόνο ικανή συνθήκη γραμμικής ανεξαρτησίας αυτών των τεσσάρων
συναρτήσεων–λύσεων, αλλά και αναγκαία συνθήκη γραμμικής ανεξαρτησίας τους.
Υπόδειξη: Να χρησιμοποιηθεί το σχετικό θεώρημα στην Ενότητα Α5.2. s

. Άσκηση
Ενότητα A5.2 t Άσκηση A5.4 z Θεμελιώσεις: Αξονική φόρτιση πασσάλου

Εδώ πάλι για πάσσαλο θεμελιώσεως ζητούνται: (α) Να αποδειχθεί ξανά η γραμ-
μική ανεξαρτησία των δύο συναρτήσεων–λύσεων της Ασκήσεως Α5.2, τώρα όμως
με έναν εντελώς διαφορετικό τρόπο: με τη χρήση ορίζουσας Wronski. (β) Να εξη-
γηθεί για ποιο λόγο ο μη μηδενισμός της παρούσας ορίζουσας Wronski αποτε-
λεί όχι μόνο ικανή συνθήκη γραμμικής ανεξαρτησίας αυτών των δύο συναρτή-
σεων–λύσεων, αλλά και αναγκαία συνθήκη γραμμικής ανεξαρτησίας τους. Υπό-
δειξη:Να χρησιμοποιηθεί και εδώ το σχετικό θεώρημα στην Ενότητα Α5.2. s

. Άσκηση
Ενότητα A5.2 t Άσκηση A5.5 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί

Θεωρούμε ξανά το πρόβλημα της κάμψεως μιας δοκού δυσκαμψίας ΕΙ υπό κάθετη
κατανεμημένη φόρτιση p(x). Τώρα όμως υποθέτουμε ότι ασκείται επιπλέον κατά
μήκος της δοκού και σταθερή εφελκυστική αξονική δύναμη Ν (με Ν > 0).

Ζητούνται: (α) Με γνωστή τη συνηθισμένη διαφορική εξίσωση

EIv (x) =M(x)

της κάμψεως δοκού με v(x) το βέλος κάμψεώς της και M(x) τη ροπή κάμψεώς της
(ή καμπτική ροπή της) να αποδειχθεί με τη χρήση και λεπτομερούς σχήματος ότι
στο παρόν πρόβλημα ισχύει η τροποποιημένη διαφορική εξίσωση

EIv (x) −Nv(x) =M(x), οπότε v (x) − β2v(x) = M(x)
EI

με β =


N
EI
.

Υπόδειξη: Υπάρχει τώρα πρόσθετη ροπή κάμψεως MN(x) = Nv(x) που οφείλεται
στην εφελκυστική δύναμη Ν σε συνδυασμό με το βέλος κάμψεως v(x) της δοκού.
Έτσι δημιουργείται η ροπή MN(x). (β) Για την αντίστοιχη ομογενή διαφορική εξί-
σωση

v (x) − β2v(x) = 0

να επαληθευθούν οι δύο μερικές λύσεις της (ή ειδικές λύσεις της)

v1(x) = eβx και v2(x) = e−βx.

(γ) Επίσης να επαληθευθεί και ο γραμμικός συνδυασμός τους

vh(x) = C1v1(x) + C2v2(x) = C1 eβx + C2 e−βx,

δηλαδή να αποδειχθεί ότι είναι και αυτός λύση. (δ) Για τις δύο πιο πάνω μερικές
λύσεις v1(x) και v2(x) να αποδειχθεί με τη χρήση κατάλληλης ορίζουσας ότι αυτές
είναι γραμμικά ανεξάρτητες. s

. Άσκηση
Ενότητα A5.2 t Άσκηση A5.6 z Μηχανική των Υλικών: Λυγισμός στύλου

Στο πρόβλημα του λυγισμού ελαστικού στύλου (ή ράβδου ή υποστυλώματος) προ-
κύπτει η διαφορική εξίσωση

v (x) + k2v (x) = 0
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με v(x) το σχετικό βέλος κάμψεως (την κάθετη μετατόπιση του στύλου που λύγισε)
και k σχετική θετική σταθερά. Αυτή η διαφορική εξίσωση έχει τις μερικές λύσεις

v1(x) = 1, v2(x) = x, v3(x) = cos kx και v4(x) = sin kx.

Με τη χρήση ορίζουσας Wronski ζητείται να αποδειχθεί ότι αυτές οι τέσσερις
μερικές λύσεις (ή ειδικές λύσεις) είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

Q Χρήση της Mathematica: Ζητούνται επίσης: (α) Η γενική λύση αυτής της δια- Mathematica
φορικής εξισώσεως. Υπόδειξη: Εντολή

sol = DSolve[v’’ ’ ’ [x] + k^2 v’’[x] == 0, v[x], x]

Υπόδειξη: Οι εκθέτες με Ctrl ^ ή Ctrl 6. (β) Από τη λύση αυτή sol το σύνολο (εδώ με
λίστα) SolList των σχετικών λύσεων. Υπόδειξη: Εντολή

SolList = {1, x, Cos[k x], Sin[k x]}

(γ) Ο υπολογισμός του μητρώου (matrix) το οποίο σχετίζεται στο παρόν πρόβλημα
με την ορίζουσα WronskiW. Υπόδειξη: Εντολή

Wmatrix = {SolList, D[SolList, x], D[SolList, {x, 2}], D[SolList, {x, 3}]}

(δ) Η ίδια η ορίζουσα WronskiW (με απλοποίησή της). Υπόδειξη: Εντολή

W = Det[Wmatrix]//Simplify

(ε) Σχόλιο (μέσα σε εισαγωγικά και με Αγγλική άνω τελεία ; στο τέλος του) τι δηλώ-
νει το παραπάνω αποτέλεσμα. (στ) Σχόλιο για πιο λόγο η εντολή στο ερώτημα (γ)
δεν είναι υπολογιστικά αποτελεσματική. Υπόδειξη: Επειδή εκτελεί τις παραγωγίσεις
των συναρτήσεων από την αρχή, ενώ κανονικά θα έπρεπε να χρησιμοποιούνται οι
ίδιες οι παράγωγοι που ήδη υπολογίσθηκαν στις παραπέρα παραγωγίσεις. Η αντί-
στοιχη υπολογιστικά σωστή εντολή (με πρώτες μόνο παραγωγίσεις) είναι

Wmatrix = {SolList, d1 = D[SolList, x], d2 = D[d1, x], d3 = D[d2, x]}

ë Εντολές: DSolve, Cos, Sin, Det, Simplify s

. Άσκηση
Ενότητα A5.2t Άσκηση A5.7 z Δυναμική των Κατασκευών: Δοκοί

Στο πρόβλημα των καμπτικών ιδιοταλαντώσεων και των ελεύθερων ταλαντώσεων
δοκού για το προσημασμένο εύρος τους X(x) προκύπτει η διαφορική εξίσωση

X (x) − β4X(x) = 0.

(Εδώ το β θεωρείται μια γνωστή θετική σταθερά.) Η γενική λύση της έχει τη μορφή

X(x) = C1 cosh βx + C2 sinh βx + C3 cos βx + C4 sin βx.

Ζητείται απλά το σχετικό σύνολο λύσεων (ή σύστημα λύσεων).

ë Απάντηση: X1(x) = cosh βx, X2(x) = sinh βx, X3(x) = cos βx και X4(x) = sin βx.

Q Χρήση της Mathematica: Ζητούνται επίσης: (α) Η γενική λύση sol αυτής της Mathematica
διαφορικής εξισώσεως. Υπόδειξη: Ανάλογα με την προηγούμενη άσκηση. Υπόδειξη:
Οι εκθέτες με Ctrl ^ ή Ctrl 6. (β) Η σχετική συνάρτηση Xs(x) σε υπερβολική–τριγω-
νομετρική μορφή και με απλοποίηση. Υπόδειξη: Εντολή

Xs[x_ ] = sol[[1, 1, 2]]//ExpToTrig//Simplify
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Υπόδειξη: Οι διπλές αγκύλες με Esc [[ Esc και Esc ]] Esc. (γ) Κατευθείαν το σύνολο
(σαν λίστα) SolList των σχετικών τεσσάρων μερικών λύσεων. Υπόδειξη: Εντολή

SolList = {Cosh[β x], Sinh[β x], Cos[β x], Sin[β x]}

(δ) Ο υπολογισμός (με υπολογιστικά έξυπνο τρόπο!) του μητρώουWmatrix το οποίο
σχετίζεται στο παρόν πρόβλημα με την ορίζουσα WronskiW. Υπόδειξη: Εντολή

Wmatrix = {SolList, d1 = D[SolList, x], d2 = D[d1, x], d3 = D[d2, x]}

(ε) Η ίδια η ορίζουσα Wronski W (με απλοποίησή της). Υπόδειξη: Ανάλογα με την
προηγούμενη άσκηση. (στ) Σχόλιο (εννοείται μέσα σε εισαγωγικά και με Αγγλική
άνω τελεία ; στο τέλος του) τι δηλώνει το αμέσως πιο πάνωαποτέλεσμα. (ζ) Ανάλογα
σχόλιο για το εάν ή όχι είναι εύκολος ο υπολογισμός της ίδιας ακριβώς ορίζουσαςW
χωρίς όμως τη χρήση του υπολογιστή.

ë Εντολές: DSolve, ExpToTrig, Simplify, Cosh, Sinh, Cos, Sin, Det s

. Άσκηση
Ενότητα A5.3 t Άσκηση A5.8 z Ταλαντώσεις: Ελεύθερες ταλαντώσεις

Εδώ θεωρούμε τις ελεύθερες ταλαντώσεις ενός μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος
(μάζας–ελατηρίου ή ιδεατού υδατόπυργου ή μονώροφου ιδεατού κτιρίου διατμή-
σεως). Για τη μετατόπιση u(t) (της μάζας ή της δεξαμενής του νερού ή της πλάκας
του μονώροφου κτιρίου αντίστοιχα) προκύπτει το πρόβλημα αρχικών τιμών

ü(t) + ω20u(t) = 0, u(t0) = u0, u̇(t0) = v0.

Εδώ ω0 είναι η ιδιοσυχνότητα του μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος.
Ζητούνται: (α) Να εξηγηθεί μαθηματικά (με βάση θεώρημα) για ποιο λόγο το

πρόβλημααυτό έχει μία και μόνο μία λύση σε ένα χρονικό διάστημα [t0 , t1] (φυσικά
με t1 > t0). (β) Να επαληθευθεί ότι οι συναρτήσεις

u1(t) = cosω0 t και u2(t) = sinω0 t

είναι και οι δυο τους λύσεις της πιο πάνω διαφορικής εξισώσεως. (γ) Με τη χρήση
ορίζουσας Wronski να αποδειχθεί ότι είναι και γραμμικά ανεξάρτητες συναρτή-
σεις–λύσεις της ίδιας διαφορικής εξισώσεως. (δ) Χωρίς τη χρήση κάποιου θεωρήμα-
τος (με κατευθείαν παραγωγίσεις) να επαληθευθεί ότι και ο γραμμικός συνδυασμός
τους

ug(t) = C1u1(t) + C2u2(t) = C1 cosω0 t + C2 sinω0 t

είναι κι αυτός λύση της διαφορικής εξισώσεως. (ε) Nα εξηγηθεί για ποιο λόγο αυτός
ο γραμμικός συνδυασμός είναι η γενική λύση της πιο πάνω διαφορικής εξισώσεως.
Υπόδειξη: Να αποδειχθεί ότι με κατάλληλη επιλογή των σταθερών C1 και C2 μπο-
ρούν να ληφθούν υπόψη οποιεσδήποτε αρχικές συνθήκες u(t0) = u0 και u̇(t0) =
v0 στο παραπάνω πρόβλημα αρχικών τιμών. Δηλαδή να αποδειχθεί ότι το σχε-
τικό σύστημα γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων (ως προς C1 και C2) έχει πάντα
(για οποιεσδήποτε τιμές των u0 και v0) μία και μόνο μία λύση για τις σταθερές C1
και C2. s

. Άσκηση
Ενότητα A5.4 t Άσκηση A5.9 z Ταλαντώσεις: Κρίσιμη απόσβεση

Στις Ταλαντώσεις θεωρούμε τις ελεύθερες ταλαντώσεις μονοβάθμιου μηχανικού συ-
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στήματος μάζας–ελατηρίου–αποσβεστήρα υπό κρίσιμη απόσβεση, δηλαδή με λόγο
αποσβέσεως ξ = 1. Προκύπτει η διαφορική εξίσωση

ü(t) + 2ω0 u̇(t) + ω20u(t) = 0 με ω0 = 
k
m

με m τη μάζα και k τη σταθερά του ελατηρίου. Αυτή η διαφορική εξίσωση έχει τη
μερική λύση (ή ειδική λύση)

u1(t) = e−ω0 t.

Εδώ ζητούνται: (α) Να υπολογισθεί η σταθερά c του αποσβεστήρα. Υπόδειξη:
ξ = c/(2mω0). (β)Με βάση τη λύση αυτή u1(t) και τη μέθοδο του υποβιβασμού της τά-
ξεως να προσδιορισθεί η γενική λύση ug(t) αυτής της διαφορικής εξισώσεως. (γ) Να
αποδειχθεί ότι οι δύο συναρτήσεις u1(t) = e−ω0 t και u2(t) = te−ω0 t που υπεισέρχονται
σ’ αυτήν τη γενική λύση ug(t) είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

ë Απάντηση: (α) c = 2mω0 = 2√km. (β) ug(t) = (C1 t + C2)e−ω0 t.

Q Χρήση της Mathematica: Ζητούνται επίσης: (α) Να δηλωθεί η πιο πάνω διαφο- Mathematica
ρική εξίσωση σανCriticalDampingODE. (β) Να βρεθεί η γενική λύση της solution (με
απλοποίηση). (γ) Σχόλιο (μέσα σε εισαγωγικά και με Αγγλική άνω τελεία ; στο τέ-
λος) εάν συμφωνεί ή όχι η λύση αυτή solution που υπολογίσθηκε με τηMathematica
με τη λύση ug(t) που ήδη βρέθηκε με το χέρι πιο πάνω.
ë Εντολές: DSolve, Simplify s

. Άσκηση
Ενότητα A5.5t Άσκηση Α5.10 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί

Συνεχίζουμε την Άσκηση Α5.5 της Ενότητας Α5.2 για δοκό υπό κάθετη κατανεμη-
μένη φόρτιση p(x) και ταυτόχρονα και εφελκυστική αξονική δύναμη Ν (με Ν > 0).
Στην Άσκηση Α5.5 προέκυψε η σχετική διαφορική εξίσωση. Την υπενθυμίζουμε

EIv (x) −Nv(x) =M(x), οπότε v (x) − β2v(x) = M(x)
EI

με β =


N
EI
.

Εδώ ζητούνται επίσης: (α)Ηγενική λύση της αντίστοιχης ομογενούς διαφορικής
εξισώσεως

v (x) − β2v(x) = 0

αρχικά σε εκθετική μορφή vg1(x). (β) Στη συνέχεια η λεπτομερής μετατροπή της σε
ισοδύναμη υπερβολική μορφή vg2(x). (γ) Η μετατροπή της αρχικής μη ομογενούς
διαφορικής εξισώσεως σε μορφή διαφορικής εξισώσεως τετάρτης τάξεως. Τώρααυτή
θα έχει δεξιά την κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) = M (x) αντί για τη ροπή
κάμψεως (ή καμπτική ροπή) M(x). Υπόδειξη: Με δύο παραγωγίσεις. Η μετατροπή
αυτή να γίνει πρώτα με ΕΙ και Ν και έπειτα (δ) να αντικατασταθεί το Ν από το β.
(ε) Τώρα για την αντίστοιχη ομογενή διαφορική εξίσωση τετάρτης τάξεως

v (x) − β2v (x) = 0

η γενική λύση της σε εκθετική μορφή vg3(x) και (στ) σε υπερβολική μορφή vg4(x).
ë Απάντηση: (α) vg1(x) = C1 eβx + C2 e−βx. (β) vg2(x) = D1 cosh βx + D2 sinh βx.
(δ) v (x) − β2v (x) = p(x)/(EI). (στ) vg4(x) = Ε1 + Ε2x + Ε3 cosh βx + Ε4 sinh βx. s

. Άσκηση
Ενότητα A5.5t Άσκηση Α5.11 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί σε ελαστική βάση

Στο πρόβλημα της δοκού σε ελαστική βάση (π.χ. της πεδιλοδοκού στις Θεμελιώσεις
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ή της σιδηροτροχιάς στη Σιδηροδρομική) προκύπτει η διαφορική εξίσωση (2.1.42)
της Ενότητας Α2.1

EIv (x) + kv(x) = p(x).

Ζητούνται: (α) Τι δηλώνουν οι δύο σταθερές ΕΙ και k; (β) Τι δηλώνει η άγνωστη
συνάρτηση v(x); (γ) Τι δηλώνει η γνωστή συνάρτηση p(x); (δ) Η μορφή που παίρνει
η ίδια διαφορική εξίσωση με χρήση του νέου, βοηθητικού συμβόλου β όπου

β4 = k
4EI

ή ισοδύναμα β = 4


k
4EI

.

(ε) Τώρα με χρήση του απλού αλγεβρικού τύπου

μ4 + 4β4 = (μ2 + 2β2)2 − (2βμ)2

και μετά του εξίσου απλού και γνωστού τύπου για τη διαφορά τετραγώνων

a2 − b2 = (a + b)(a − b)

η εύρεση των ριζών μ1, 2, 3, 4 της σχετικής χαρακτηριστικής εξισώσεως με τη μέθοδο
της εκθετικής αντικαταστάσεως για την αντίστοιχη ομογενή διαφορική εξίσωση: με
p(x) = 0. (στ) Στη συνέχεια η εύρεση της γενικής λύσεως vh(x) της ίδιας ομογενούς
διαφορικής εξισώσεως σε εκθετική μορφή και τελικά (ζ) σε υπερβολική–τριγωνομε-
τρικήμορφή, δηλαδή χωρίς καθόλου την εκθετική συνάρτηση στη γενικήαυτή λύση.

ë Απάντηση: (α) Τη δυσκαμψία της δοκού και τη σταθερά του μηχανικού συστή-
ματος εδάφους–δοκού που σχετίζεται με την αντίδραση του εδάφους στη βύθιση
(στο βέλος κάμψεως) της δοκού. (δ) v (x)+4β4v(x) = p(x)/(EI). (ε) μ1, 2, 3, 4 = (±1±i)β.
(ζ) vh(x) = D1 cosh βx cos βx+D2 cosh βx sin βx+D3 sinh βx cos βx+D4 sinh βx sin βx.s

. Άσκηση
Ενότητα A5.6 t Άσκηση Α5.12 z Μηχανική των Υλικών: Επίπεδη Ελαστικότητα

Στην Επίπεδη Ελαστικότητα στη Μηχανική των Υλικών θεωρούμε ένα προσεγγι-
στικά άπειρο ισότροπο ελαστικό μέσον με κυκλική οπή ακτίνας a στην αρχήΟ των
αξόνων. Το ελαστικό αυτό μέσον καταπονείται με εφελκυστική τάση σ0 στο άπειρο
κατά τη διεύθυνση του άξοναOy (ή του άξοναOx). Η πιο πάνω κυκλική οπή προκα-
λεί την αύξηση των τάσεων γύρω της με κίνδυνο αστοχίας του υλικού και πιθανής
θραύσεώς του. Ο σχετικός συντελεστής συγκεντρώσεως τάσεων είναι τρία. Δη-
λαδή η μέγιστη τάση σmax στην κυκλική οπή γίνεται σε δύο σημεία της τρεις φορές
μεγαλύτερη από την τάση σ0 στο άπειρο: σmax = 3σ0 ή σmax /σ0 = 3.

Σ’ αυτό το ενδιαφέρον πρόβλημα στη λύση του που οδηγεί και στην πιο πάνω
τιμή του συντελεστή συγκεντρώσεως τάσεωνπεριλαμβάνεται και η επίλυσημιας εξι-
σώσεως Euler ή Cauchy–Euler. Συγκεκριμένα παρουσιάζεται η διαφορική εξίσωση

r4 f (r) + 2r3 f (r) − 9r2f (r) + 9rf (r) = 0.

Ζητούνται: (α)Να εξηγηθεί για ποιονακριβώς λόγοπρόκειται για εξίσωσηEuler
ή Cauchy–Euler. (β) Πώς ονομάζονται επίσης αυτές οι διαφορικές εξισώσεις; Γιατί;
(γ) Να αποδειχθεί ότι η σχετική χαρακτηριστική εξίσωση είναι η αλγεβρική εξίσωση

μ(μ − 2)(μ2 − 2μ − 8) = 0.

(δ)Με λύση της να βρεθεί η γενική λύση αυτής της εξισώσεως Euler ή Cauchy–Euler.

ë Απάντηση: (β) Ισοδιάστατες. (δ) f(r) = (C1/r2) + C2 + C3 r2 + C4 r4.
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Q Χρήση της Mathematica: Ζητούνται επίσης: (α) Να ορισθεί η σχετική διαφο- Mathematica
ρική εξίσωση ode. (β) Να βρεθεί η γενική λύση της solode καθώς και (γ) η σχετική
συνάρτηση fs(r). Υπόδειξη: Εντολή

fs[r_ ] = solode[[1, 1, 2]]

Υπόδειξη: Οι διπλές αγκύλες με Esc [[ Esc και Esc ]] Esc. (δ) Να γίνει επαλήθευση
ver αυτής της λύσεως fs(r) (με απλοποίησή της). Υπόδειξη: Εντολή

ver = ode/. f -> fs//Simplify

ë Εντολές: DSolve, Simplify s

. Άσκηση
Ενότητα Α5.7t Άσκηση Α5.13 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί

Θεωρούμε συνήθη δοκό μήκους L (με 0 ≤ x ≤ L) και δυσκαμψίας EI. Η δοκός αυτή
καταπονείται από ομοιόμορφη (σταθερή) κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) = p0
σε όλο τομήκος της.Ησχετική διαφορική εξίσωσημας είναι γνωστή (εξίσωση (2.1.34)
στην Ενότητα Α2.1 του Κεφαλαίου Α2) και έχει εδώ με p(x) = p0 τη μορφή

EIv (x) = p0 .

Η αντίστοιχη ομογενής διαφορική εξίσωση EIv (x) = 0 έχει τη γενική λύση

vh(x) = C1 + C2x + C3x2 + C4x3.

Η λύση αυτή vh(x) μας είναι ήδη γνωστή από την Εφαρμογή Α5.7 της Παραγρά-
φου Α5.5.4 αυτού του Κεφαλαίου Α5: εξίσωση (5.5.123). Επίσης μια μερική λύση
(ή ειδική λύση) της παρούσας μη ομογενούς διαφορικής εξισώσεως είναι η εξής:

vp(x) =
p0
24EI

x4.

Ζητούνται: (α) Να επαληθευθεί η πιο πάνω γενική λύση vh(x) της ομογενούς
διαφορικής εξισώσεως. (β) Το ίδιο να γίνει και για την παραπάνω μερική λύση vp(x)
της μη ομογενούς διαφορικής εξισώσεως. (γ) Με βάση τις δύο αυτές λύσεις vh(x)
και vp(x) να βρεθεί η γενική λύση vg(x) της μη ομογενούς διαφορικής εξισώσεως.
(δ) Σε συγκεκριμένο πρόβλημα δοκού πώς ακριβώς προσδιορίζονται οι τέσσερις
αυθαίρετες σταθερές C1, C2, C3 και C4 στη γενική λύση vg(x) = vh(x) + vp(x);

ë Απαντήσεις: (γ) vg(x) = C1 + C2x + C3x2 + C4x3 +
p0
24EI

x4. (δ) Από τις τέσσερις
συνοριακές συνθήκες στη δοκό: δύο στο αριστερό άκρο της και δύο στο δεξιό. s

. Άσκηση
Ενότητα A5.8t Άσκηση Α5.14 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί

Συνεχίζουμε την Άσκηση Α5.13 για συνήθη δοκό υπό σταθερή κάθετη κατανεμη-
μένη φόρτιση p(x) = p0 με διαφορική εξίσωση

EIv (x) = p0 .

Εδώ ζητείται απλά μια μερική λύση (ή ειδική λύση) vp(x) αυτής της μη ομογενούς
διαφορικής εξισώσεως με τη μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών. Υπόδειξη: Ο
εκθέτης, το μ = 0, στο δεξιό μέλος στον όρο e0⋅x = 1 που υποτίθεται ότι πολλαπλα-
σιάζει τη σταθερά p0 είναι τετραπλή ρίζα της χαρακτηριστικής εξισώσεως μ

4 = 0 της
αντίστοιχης ομογενούς διαφορικής εξισώσεως EIv (x) = 0.

ë Απάντηση: vp(x) =
p0
24EI

x4. (Πρόκειται για την ίδια μερική λύση ή ειδική λύση
που χρησιμοποιήσαμε ήδη στην Άσκηση Α5.13.)
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Q Χρήση της Mathematica: Εδώ ζητούνται επίσης: (α) Η δήλωση της παρούσαςMathematica
διαφορικής εξισώσεως σαν BeamODE. Υπόδειξη: Η δυσκαμψία ΕΙ με ενιαίο σύμ-
βολο. Υπόδειξη: Όλες οι εξισώσεις με διπλό ίσον. (β) Η κατάλληλη λύση v0(x) που
δοκιμάζουμε εδώ με τη μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών. Υπόδειξη: Εντολή

v0[x_ ] = A x^4

Υπόδειξη:Οι εκθέτες πάντα με Ctrl ^ ή Ctrl 6. (γ) Η σχετική πρωτοβάθμια αλγεβρική
εξίσωση eqn ως προς τον προσδιοριστέο συντελεστή Α. Υπόδειξη: Εντολή

eqn = BeamODE/. v -> v0

(δ)Ηλύση sol της αλγεβρικής εξισώσεως eqnωςπρος τονπροσδιοριστέο συντελεστή
(τον άγνωστο συντελεστή) Α. (ε) Με βάση αυτήν την τιμή του Α η μερική λύση vp(x)
της παρούσας μη ομογενούς διαφορικής εξισώσεως. Υπόδειξη: Εντολή

vp[x_ ] = v0[x]/. sol[[1]]

Υπόδειξη: Οι διπλές αγκύλες με Esc [[ Esc και Esc ]] Esc αντίστοιχα. (στ) Τέλος
η επαλήθευση ver της λύσεως vp(x) που βρέθηκε. Υπόδειξη: Εντολή

ver = BeamODE/. v -> vp

ë Εντολές: Solve s

. Άσκηση
Ενότητα Α5.8 t Άσκηση Α5.15 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί

Συνεχίζουμε τις Ασκήσεις Α5.5 της Ενότητας Α5.2 και Α5.10 της Ενότητας Α5.5
για δοκό με κάθετη κατανεμημένη φόρτιση p(x) και ταυτόχρονα εφελκυστική δύ-
ναμη Ν. Στην Άσκηση Α5.5 προέκυψε η σχετική διαφορική εξίσωση. Την υπενθυ-
μίζουμε

EIv (x) −Nv(x) =M(x), οπότε v (x) − β2v(x) = M(x)
EI

με β =


N
EI
.

Τώρα με δύο παραγωγίσεις της ως προς την ανεξάρτηση μεταβλητή x προκύπτει η
αντίστοιχη διαφορική εξίσωση τετάρτης τάξεως

EIv (x) −Nv (x) = p(x), οπότε v (x) − β2v (x) = p(x)
EI

πάλι με β =


N
EI
.

Τώρα βέβαια στο δεξιό μέλος έχουμε την ίδια την κάθετη κατανεμημένη φόρτιση
p(x) της δοκού αντί για τη ροπή κάμψεώς της M(x) που είχαμε αρχικά. Αυτό συμ-
βαίνει, επειδή, όπως ξέρουμε,M (x) = p(x). Για την αντίστοιχη ομογενή διαφορική
εξίσωση

v (x) − β2v (x) = 0

με p(x) = 0 γνωρίζουμε ήδη από την Άσκηση Α5.10 ότι η γενική λύση της vh(x) είναι

vh(x) = C1 + C2x + C3 cosh βx + C4 sinh βx.

Εδώ οι αυθαίρετες σταθερές δηλώθηκαν μεC1,C2,C3 καιC4 αντί με E1, E2, E3 και E4.
Εδώ ζητούνται: (α) Για ομοιόμορφη (σταθερή) κάθετη κατανεμημένη φόρτιση

p(x) = p0 με τη μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών μια μερική λύση vp(x) της
πιο πάνω μη ομογενούς διαφορικής εξισώσεως τετάρτης τάξεως. (β) Στη συνέχεια η
γενική λύση vg(x) της ίδιας ακριβώς διαφορικής εξισώσεως.
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ë Απάντηση: (α) vp(x) = −
p0

2EIβ2
x2 ή πολύ–πολύ καλύτερα vp(x) = −

p0
2N

x2, αφού β =

√N/(EI). Το τελευταίο αποτέλεσμα προκύπτει και κατευθείαν με χρήση της αρχικής
μορφής της διαφορικής εξισώσεως (με τοΝ) πριν από την εισαγωγή του βοηθητικού
συμβόλου β. (β) vg(x) = C1 + C2x + C3 cosh βx + C4 sinh βx −

p0
2N

x2. s

. Άσκηση
Ενότητα A5.8t Άσκηση Α5.16 z Δυναμική: Κίνηση σε περιστρεφόμενο σωλήνα

Θεωρούμε το πρόβλημα της ευθύγραμμης κινήσεως υλικού σημείου μάζας m μέσα
σε έναν ημιάπειρο ευθύγραμμο σωλήνα που περιστρέφεται γύρω από το σταθερό
άκρο του u = 0 με σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω0. Στο υλικό σημείο ασκείται επίσης
και εξωτερική δύναμη (φόρτιση) p(t). Με βάση το δεύτερο νόμο τoυ Νεύτωνα το
πρόβλημα αυτό ανάγεται εύκολα στη διαφορική εξίσωση

mü(t) = p(t) +mω20u(t), οπότε mü(t) −mω20u(t) = p(t)

με άγνωστη συνάρτηση τη θέση u(t) του υλικού σημείου μέσα σ’ αυτόν το σωλήνα.
Σημειώνεται ότι ο όρος mω20u(t) δηλώνει τη γνωστή μας από τη Φυσική και τη Δυ-
ναμική φυγόκεντρο δύναμη που ασκείται πάνω στο υλικό σημείο. Άρα τελικά

ü(t) − ω20u(t) =
p(t)
m

.

Για την αντίστοιχη ομογενή διαφορική εξίσωση (χωρίς την εξωτερική δύναμη p(t)
αλλά με τη φυγόκεντρο δύναμη mω20u(t)) η γενική λύση της uh(t) μας είναι γνωστή
από την Εφαρμογή Α5.4 της Ενότητας Α5.5. Η λύση αυτή είναι, σχέση (5.5.42),

uh(t) = C1 eω0 t + C2 e−ω0 t

εδώ με τη χρήση του παρόντος συμβολισμού.
Εδώ ζητούνται: (α) Με τη μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών η εύρεση

μιας μερικής λύσεως (ή ειδικής λύσεως) up(t) της αρχικής μη ομογενούς διαφορικής
εξισώσεως για εξωτερική δύναμη (φόρτιση)

p(t) = p0 e
−ωt με ω ≠ ω0.

(β) Με γνωστή την παραπάνω λύση uh(t) της αντίστοιχης ομογενούς διαφορικής
εξισώσεως η γενική λύση ug(t) της παρούσας μη ομογενούς διαφορικής εξισώσεως.
(γ) και (δ) Να επαναληφθούν τα ερωτήματα (α) και (β) στην περίπτωση που

p(t) = p0 e
−ω0 t, δηλαδή με ω = ω0.

ë Απάντηση: (α) up(t) =
p0

m(ω2−ω20)
e−ωt. (β) ug(t) = C1 eω0 t + C2 e−ω0 t +

p0
m(ω2−ω20)

e−ωt.

(γ) up(t) = −
p0 t

2mω0
e−ω0 t. (δ) ug(t) = C1 eω0 t + (C2 −

p0 t

2mω0
)e−ω0 t.

Q Χρήση της Mathematica: Ζητούνται επίσης: (α) Η παρούσα αρχική (με p(t)) Mathematica
διαφορική εξίσωση ode. Υπόδειξη:Όλες οι εξισώσεις με διπλό ίσον. (β) Από αυτήν η
αντίστοιχη εξίσωση ode1 στην πρώτη περίπτωση φορτίσεως: p(t) = p0 e

−ωt. Υπόδειξη:
Εντολή

ode1 = ode/. p[t] -> p0 Exp[-ω t]

Υπόδειξη: Το σύμβολο Exp δηλώνει τη γνωστή μας εκθετική συνάρτηση: exp x ≡ ex.
(γ)Ημερική λύση u1(t) την οποία δοκιμάζουμε εδώ στη μέθοδο τωνπροσδιοριστέων
συντελεστών. Υπόδειξη: Εντολή
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u1[t_ ] = A Exp[-ω t];

(δ) Σχόλιο τι δηλώνει η Αγγλική άνω τελεία ; στο τέλος της προηγούμενης εντολής.
Υπόδειξη: Τα σχόλια μέσα σε εισαγωγικά. Επίσης και αυτά με Αγγλική άνω τελεία ;
στο τέλος. (ε) Η αλγεβρική εξίσωση eqn1 που προκύπτει από τη διαφορική εξίσωση
ode1 για τον προσδιοριστέο συντελεστή A (με απλοποίηση). Υπόδειξη: Εντολή

eqn1 = ode1/. u -> u1//Simplify

(στ) Η λύση sol1 τούτης της αλγεβρικής εξισώσεως ως προς τον προσδιοριστέο συ-
ντελεστή Α. (ζ) Η σχετική μερική λύση up1(t). Υπόδειξη: Εντολή

up1[t_ ] = u1[t]/. sol1[[1]]

Υπόδειξη: Οι διπλές αγκύλες με Esc [[ Esc και Esc ]] Esc αντίστοιχα. (η) Η επαλή-
θευση ver1 αυτής της μερικής λύσεως up1(t). Υπόδειξη: Εντολή

ver1 = ode1/. u -> up1//Simplify

(θ) Τέλος η αντιγραφή των προηγούμενων εντολών από τη δεύτερη και μετά (χωρίς
όμως την πρώτη) με Copy/Paste και στη συνέχεια η τροποποίησή τους για τη δεύ-
τερη (και πιο «κρίσιμη») πιο πάνω φόρτιση p(t) = p0 e

−ω0 t, δηλαδή με ω = ω0, και
μάλιστα εδώ συνεχώς με 2 αντί για 1 στα σύμβολα που χρησιμοποιούνται.

ë Εντολές: Exp, Simplify, Solve s

. Άσκηση
Ενότητα A5.9 t Άσκηση Α5.17 z Δυναμική: Κίνηση σε περιστρεφόμενο σωλήνα

Θεωρούμε ξανά το πρόβλημα της κινήσεως υλικού σημείου μάζας m μέσα σε έναν
περιστρεφόμενο ημιάπειρο σωλήνα γύρω από άκρο του u = 0. Όπως αναφέραμε
στην Άσκηση Α5.16, η διαφορική εξίσωση για τη θέση u(t) του υλικού σημείου είναι

ü(t) − ω20u(t) =
p(t)
m

με p(t) την εξωτερική δύναμη (τη φόρτιση) που ασκείται πάνω στο υλικό σημείο.
Υπενθυμίζουμε και τη λύση uh(t) της αντίστοιχης ομογενούς διαφορικής εξισώσεως

uh(t) = C1 eω0 t + C2 e−ω0 t.

Εδώ ζητούνται: (α) Με χρήση αυτής της λύσεως στη μέθοδο της μεταβολής των
παραμέτρων η εύρεση της γενικής λύσεως ug(t) της αρχικής μη ομογενούς διαφορι-
κής εξισώσεως (με p(t)/m δεξιά). Υπόδειξη: Οι σχετικοί τελικοί τύποι δε θεωρούνται
γνωστοί. Τελικά η λύση αυτή να γραφεί σε όσο γίνεται πιο απλοποιημένη μορφή
με ένα μόνο ολοκλήρωμα στο διάστημα [0, t]. (β) Η μετατροπή της προηγούμενης
λύσεως ug(t) σε ισοδύναμη υπερβολική μορφή.

ë Απάντηση: (α)ug(t) = D1 eω0 t+D2 e−ω0 t+
1

2mω0
∫t0 p(τ) e

ω0(t−τ) − e−ω0(t−τ)dτ. (β) ug(t) =

E1 coshω0 t + E2 sinhω0 t +
1

mω0
∫t0 p(τ) sinh[ω0(t − τ)]dτ. s

. Άσκηση
Ενότητα A5.9 t Άσκηση Α5.18 z Μηχανική των Υλικών: Δοκοί

Στη Μηχανική των Υλικών θεωρούμε το γνωστό πρόβλημα δοκού δυσκαμψίας ΕΙ
και μήκους L (με 0 ≤ x ≤ L). Η σχετική διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως για το
βέλος κάμψεως v(x) της δοκού είναι η εξίσωση (2.1.32) της Ενότητας Α2.1, δηλαδή

EIv (x) =M(x)
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μεM(x) τη ροπή κάμψεως (ή καμπτική ροπή) της δοκού.
Ζητούνται: (α) Η γενική λύση vh(x) της αντίστοιχης ομογενούς διαφορικής εξι-

σώσεως EIv (x) = 0. (β) Η αρχική μορφή της λύσεως που προσπαθούμε να βρούμε
με τη μέθοδο της μεταβολής των παραμέτρων και που περιέχει τις δύο συναρτήσεις
C1(x) καιC2(x). (γ)Με τη μέθοδο αυτή της μεταβολής των παραμέτρων οι εκφράσεις
των παραγώγων C1(x) και C2(x). (δ) Με ολοκλήρωσή τους οι ίδιες οι συναρτήσεις
C1(x) και C2(x) σε μορφή ορισμένων ολοκληρωμάτων από 0 έως x (με μεταβλητή
ολοκληρώσεως το ξ). (ε) Τελικά και η γενική λύση vg(x) της αρχικής μη ομογενούς
διαφορικής εξισώσεως δευτέρας τάξεως της δοκού στην απλούστερη δυνατή μορφή
της, δηλαδή με ένα μόνο ορισμένο ολοκλήρωμα (κι αυτό από 0 έως x).

ë Απάντηση: (α) vh(x) = C1 +C2x. (β) vg(x) = C1(x) +C2(x)x. (γ) C1(x) = −
1
EI
xM(x)

και C2(x) =
1
EI
M(x). (δ) C1(x) = D1 −

1
EI ∫

x
0 ξΜ(ξ)dξ και C2(x) = D2 +

1
EI ∫

x
0 Μ(ξ)dξ.

(ε) vg(x) = D1 +D2x +
1
EI ∫

x
0 (x − ξ)M(ξ)dξ. s

Α21.6
Α21.6. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α6: ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩ-
ΣΕΙΣ: ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΙΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ

. Άσκηση
Ενότητα A6.1

t Άσκηση A6.1 z Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις: Συντονισμός
Θεωρούμε εδώ ένα μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα μάζας–ελατηρίου (ή μονώροφο
ιδεατό κτίριο διατμήσεως) χωρίς απόσβεση: λόγος αποσβέσεως ξ = 0. Η σχετική
διαφορική εξίσωση είναι η γνωστή μας διαφορική εξίσωση

ü(t) + ω20u(t) =
p(t)
m

με p(t) την εξωτερική δύναμη (τη φόρτιση) του μηχανικού μας συστήματος. Αυτή
η δύναμη p(t) είναι συνημιτονική συνάρτηση με εύρος p0 και (κυκλική) συχνότηταω
την ίδια την ιδιοσυχνότητα ω0 του μηχανικού συστήματος (ω = ω0). Συγκεκριμένα

p(t) = p0 cosω0 t.

Ζητούνται: (α)Με τη μέθοδο της εκθετικής αντικαταστάσεως η γενική λύση uh(t)
της αντίστοιχης ομογενούς διαφορικής εξισώσεως, με p(t) = 0, αρχικά σε εκθετική
μορφή και μετά σε τριγωνομετρική μορφή. (β) Με τη μέθοδο των προσδιοριστέων
συντελεστών μια μερική λύση uμ(t) της αρχικής μη ομογενούς διαφορικής εξισώ-
σεως. Υπόδειξη: Σχετικό είναι το δεύτερο μέρος της Εφαρμογής Α5.10 στην Παρά-
γραφο Α5.8.5 του Κεφαλαίου Α5. (γ) Η γενική λύση ug(t) της ίδιας εξισώσεως. (δ) Η
μερική λύση της up(t) για μηδενικές αρχικές συνθήκες: u(0) = 0 και u̇(0) = 0. (ε) Ποιο
φαινόμενο παρατηρείται στο παρόν πρόβλημα εξαναγκασμένων ταλαντώσεων;

ë Απάντηση: (α) uh(t) = C1 eiω0 t + C2 e−iω0 t = D1 cosω0 t +D2 sinω0 t.
(β) uμ(t) =

p0
2mω0

t sinω0 t. (γ) ug(t) = D1 cosω0 t +D2 sinω0 t +
p0

2mω0
t sinω0 t.

(δ) up(t) =
p0

2mω0
t sinω0 t. (ε) Παρατηρείται το ιδιαίτερα ανεπιθύμητο φαινόμενο

του συντονισμού, δηλαδή η γραμμική αύξηση του εύρους των ταλαντώσεων με το
χρόνο λόγω του παράγοντα t στο εύρος αυτό (δεξιά πριν το sinω0 t).

Q Χρήση της Mathematica: Ζητούνται επίσης: (α) Δήλωση αυτής εδώ της διαφο- Mathematica
ρικής εξισώσεως με το σύμβολο ode για την παρούσα φόρτιση. Υπόδειξη: Εντολή

ode = u’’[t]+ω0^2 u[t] = = p0 Cos[ω0 t]/m
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Υπόδειξη: Το ω με Esc Λατινικό o Esc. (β) Η λύση της solp με μηδενικές αρχικές
συνθήκες (με απλοποίηση). Υπόδειξη: Εντολή

solp = DSolve[ode, u[0] = = 0, u’[0] = = 0, u[t], t]//Simplify

(γ) Η αντίστοιχη συνάρτηση up(t). Υπόδειξη: Εντολή

up[t_ ] = solp[[1, 1, 2]]

Υπόδειξη: Οι διπλές αγκύλες με Esc [[ Esc και Esc ]] Esc. (δ) Η σχεδίαση αυτής της
συναρτήσεως up(t) για p0 = 1, m = 1 και ω0 = 5 στο χρονικό διάστημα [0, 20].
Υπόδειξη: Εντολή

Plot[up[t]/. {p0 -> 1, m -> 1, ω0 -> 5}, {t, 0, 20}]

(ε) Σχόλιο για το ποιο φυσικό φαινόμενο παρατηρείται σ’ αυτές τις ταλαντώσεις.
Υπόδειξη: Τα σχόλια μέσα σε εισαγωγικά και με Αγγλική άνω τελεία ; στο τέλος.

ë Εντολές: Cos, DSolve, Simplify, Plot s

. Άσκηση
Ενότητα A6.1 t Άσκηση A6.2 z Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις με Απόσβεση

Στις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις ενός μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος μά-
ζας–ελατηρίου–αποσβεστήρα (ή μονώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως) με από-
σβεση (λόγος αποσβέσεως ξ > 0) ισχύει η διαφορική εξίσωση (6.1.8). Την υπενθυμί-
ζουμε

ü(t) + 2ξω0 u̇(t) + ω20u(t) =
p(t)
m

.

Εδώ ζητούνται: (α) Μια μερική λύση της us(t), δηλαδή απόκριση του μηχανικού
συστήματος (εδώ μετατόπιση της μάζας ή της πλάκας του κτιρίου), για εξωτερική
δύναμη (φόρτιση)

p(t) = p0 sinωt.

Υπόδειξη: Να γίνει εργασία ανάλογη με εκείνη στην Παράγραφο Α6.1.3 για τη συ-
νημιτονική φόρτιση p(t) = p0 cosωt. Τελικά πρέπει να προκύψει σαν αποτέλεσμα
η συνάρτηση–μερική λύση (6.1.50) στην ίδια παράγραφο. Την επαναλαμβάνουμε
στην πιο κάτω απάντηση αυτού του ερωτήματος. (β) Για ποιο λόγο αυτή η μερική
λύση είναι πολύ σημαντική στο παρόν πρόβλημα εξαναγκασμένων ταλαντώσεων;

ë Απάντηση: (α) us(t) =
p0
k

1

(1−β2)2+(2ξβ)2
−2ξβ cosωt + (1 − β2) sinωt με β = ω

ω0
.

(β) Επειδή αφορά στο μέρος της συνολικής λύσεως το οποίο δεν εξαλείφεται, δεν
εξαφανίζεται, δε «σβήνει» με το χρόνο t (για t → ∞). Δηλαδή αφορά στη μόνιμη
απόκριση του μηχανικού συστήματος και όχι στην παροδική απόκρισή του κατά
τη διάρκεια του μεταβατικού φαινομένου. Αυτή η παροδική απόκριση είναι η γε-
νική λύση της αντίστοιχης ομογενούς διαφορικής εξισώσεως: με p(t) = 0. Βέβαια
αυτά ισχύουν λόγω της υπάρξεως αποσβέσεως (ξ > 0) στο παρόν μηχανικό σύ-
στημα. s

. Άσκηση
Ενότητα A6.1 t Άσκηση A6.3 z Ταλαντώσεις: Μιγαδική Συνάρτηση Αποκρίσεως

Θεωρούμε τις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος
μάζας–ελατηρίου (ή μονώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως) χωρίς απόσβεση: με
λόγο αποσβέσεως ξ = 0. Η εξωτερική δύναμη (η φόρτιση) αυτού του μηχανικού
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συστήματος είναι p(t). Η σχετική γνωστή μας διαφορική εξίσωση έχει τη μορφή

ü(t) + ω20u(t) =
p(t)
m

.

Ζητούνται: (α)Ποια μορφήπαίρνει εδώ η μιγαδική συνάρτηση αποκρίσεως στο
πεδίο της συχνότητας (ή πιο απλά μιγαδική συνάρτηση αποκρίσεως) G(ω) που δί-
νεται από τον τύπο (6.1.74); Σημειώνεται βέβαια ότι εδώ η συνάρτηση αυτή G(ω)
είναι μια πραγματική συνάρτηση, αφού ξ = 0. (β) Σε ποια μιγαδική φόρτιση p(t)
αντιστοιχεί η συνάρτηση αυτή; (γ) Να βρεθεί εξαρχής (με πλήρη εκτέλεση των υπο-
λογισμών όχι με κάποιον έτοιμο τύπο) η ίδια συνάρτησηG(ω) πάλι για ξ = 0. (δ) Με
βάση τους δύο τύπους του Euler (1.5.3) και (1.5.4) στην Ενότητα Α1.5 του Κεφα-
λαίου Α1 να αποδειχθεί ότι

cosωt = eiωt + e−iωt

2
.

(ε) Χρησιμοποιώντας αυτό το αποτέλεσμα και την ήδη γνωστή μιγαδική συνάρτηση
αποκρίσεως στο πεδίο της συχνότητας G(ω) για ξ = 0 να βρεθεί η απόκριση u(t) του
παρόντος μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος στη συνημιτονική φόρτιση

p(t) = p0 cosωt με ω ≠ ω0 .

ë Απάντηση: (α) G(ω) = 1
m(ω20−ω2)

. (β) Στη μιγαδική φόρτιση p(t) = eiωt.

(ε) u(t) =
p0

m(ω20−ω2)
cosωt.

l Σημείωση: Ασφαλώς ανάλογη εργασία μπορεί να γίνει και για ημιτονική φόρ- Σημείωση
τιση p(t) = p0 sinωt και πάλι με την υπόθεση ότι ω ≠ ω0 . Επίσης, και αυτό είναι πολύ
πιο ενδιαφέρον, και στην περίπτωση αποσβέσεως στο μηχανικό σύστημα: λόγος
αποσβέσεως ξ > 0. Βέβαια στην τελευταία αυτή περίπτωση η μιγαδική συνάρτηση
αποκρίσεως στο πεδίο της συχνότητας G(ω) είναι στ’ αλήθεια μιγαδική. Επομένως
θα απαιτηθούν πολλοί περισσότεροι υπολογισμοί. Αυτοί μπορούν να εκτελεσθούν
είτε με το χέρι είτε πολύ καλύτερα με τον υπολογιστή. s

. Άσκηση
Ενότητα A6.2t Άσκηση A6.4 z Ταλαντώσεις: Ολοκληρωτικός τύπος του Duhamel

Θεωρούμε μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα (π.χ. μάζας–ελατηρίου–αποσβεστήραήμο-
νώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως) σε εξαναγκασμένες ταλαντώσεις χωρίς απόσβεση
(λόγος αποσβέσεως ξ = 0) με μηδενικές αρχικές συνθήκες: u(0) = u0 = 0 και u̇(0) =
v0 = 0. Ισχύει ο ολοκληρωτικός τύπος του Duhamel (6.2.18) εδώ με u0 = 0 και
v0 = 0. Εδώ υποθέτουμε πως η φόρτιση (η εξωτερική δύναμη) p(t) είναι ένα απλό
ορθογωνικό πλήγμα: p(t) = p0 μόνο στο διάστημα [0, t0] με το p0 σταθερά. Σε κάθε
άλλη χρονική στιγμή t η φόρτιση p(t) είναι μηδενική: p(t) = 0 για t∉[0, t0].

Ζητείται η απόκριση (εδώ η μετατόπιση) u(t) του μηχανικού συστήματός μας
(α) για 0 ≤ t ≤ t0 και (β) για t ≥ t0. (γ) Ποια είναι η τιμή u(t0); (δ) Υπάρχει ασυνέχεια
στη φόρτιση p(t) τη χρονική στιγμή t = t0; (ε) Στην απόκριση (τη μετατόπιση) u(t);

ë Απάντηση: (α) u(t) =
p0
mω20

(1 − cosω0 t). (β) u(t) =
p0
mω20

{cos[ω0(t − t0)] − cosω0 t}.

(γ) u(t0) =
p0
mω20

(1 − cosω0 t0) με mω20 = k. (δ) Ναι, υπάρχει. (ε) Όχι, δεν υπάρχει.

Q Χρήση της Mathematica: Εδώ ζητούνται επίσης: (α) Να υπολογισθεί η ίδια Mathematica
απόκριση (εδώ η μετατόπιση) για 0 ≤ t ≤ t0 σαν συνάρτηση u1(t) (με απλοποίηση
και παραγοντοποίηση). Υπόδειξη: Η μεταβλητή της συναρτήσεως με μία παύλα _ .
(Πάντα οι μεταβλητές σε ορισμούς συναρτήσεων με παύλες _ .) Υπόδειξη: Εντολή
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u1[t_ ] = 1/(m ω0) Integrate[p0 Sin[ω0(t-τ)], {τ, 0, t}]//Simplify//Factor

Υπόδειξη: Το ω με Esc Λατινικό o Esc και το τ με Esc t Esc. (β) Στη συνέχεια να
υπολογισθεί η τιμή u1(t0) της συναρτήσεως u1(t) για t = t0. Υπόδειξη: Εντολή u1[t0].
(γ) Ανάλογα να υπολογισθεί η ίδια απόκριση για t ≥ t0 τώρα σαν συνάρτηση u2(t)
(εδώ με τριγωνομετρική σύμπτυξη και απλοποίηση). Υπόδειξη: Εντολή

u2[t_ ] = 1/(m ω0) Integrate[p0 Sin[ω0(t-τ)], {τ, 0, t0}]//TrigReduce//Simplify

(δ) Επίσης η τιμή u2(t0) της συναρτήσεως u2(t) ξανά για t = t0. (ε) Nα γίνει επαλή-
θευση ver ότι η απόκριση u(t) είναι συνεχής συνάρτηση για t = t0. Υπόδειξη: Εντολή

ver = u1[t0] = = u2[t0]//Simplify

ë Εντολές: Integrate, Sin, Simplify, Factor, TrigReduce s

. Άσκηση
Ενότητα A6.2 t Άσκηση A6.5 z Εξαναγκασμένες ταλαντώσεις με ισχυρή απόσβεση

Θεωρούμε μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα σε εξαναγκασμένες ταλαντώσεις εδώ με
ισχυρή (ή υπερκρίσιμη) απόσβεση: λόγος αποσβέσεως ξ > 1. Η φόρτιση p(t) του
μηχανικού συστήματος είναι αυθαίρετη. Φυσικά ισχύει η διαφορική εξίσωση (6.1.8)
ή (6.2.1), εδώ στην ισχυρή (ή υπερκρίσιμη) απόσβεση με λόγο αποσβέσεως ξ > 1.

Εδώ ζητείται απλά να εφαρμοσθεί σ’ αυτό το πρόβλημα εξαναγκασμένων τα-
λαντώσεων με ισχυρή απόσβεση η μέθοδος της μεταβολής των παραμέτρων για
την εύρεση της γενικής λύσεως u(t) αυτής της διαφορικής εξισώσεως. Η μέθοδος
αυτή εφαρμόσθηκε ήδη στην Παράγραφο Α6.2.3 εκεί όμως στην περίπτωση ασθε-
νούς (ή υποκρίσιμης) αποσβέσεως: με 0 < ξ < 1. Αντίθετα εδώ ισχύει ξ > 1. Εδώ
στην ισχυρή απόσβεση, όπως ήδη γνωρίζουμε από την Παράγραφο Α6.1.2, περί-
πτωση (γ), απλά οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξισώσεως είναι μ1, 2 = −ξω0 ± aD

(πραγματικές ρίζες) με aD = ω0ξ2 − 1 αντί για μ1, 2 = −ξω0 ± iωD (συζυγείς μιγα-

δικές ρίζες) με ωD = ω01 − ξ2 στην ασθενή απόσβεση: Παράγραφος Α6.1.2, περί-
πτωση (α). Τίποτε άλλο ουσιαστικό δεν αλλάζει και τα αποτελέσματα είναι παρό-
μοια. Συγκεκριμένα με τη μέθοδο της μεταβολής των παραμέτρων εδώ για ισχυρή
απόσβεση (με ξ > 1) ζητούνται: (α) Οι εκφράσεις των παραγώγων Ċ1(t) και Ċ2(t).
(β) Των ίδιων των συναρτήσεων C1(t) και C2(t). (γ) Για τις δύο υπερβολικές συναρ-
τήσεις υπερβολικό συνημίτονο (cosh) και υπερβολικό ημίτονο (sinh) με χρήση των
ορισμών τους (1.5.5) και των σχετικών τύπων (1.5.6) στην Παράγραφο Α1.5.2 του
Κεφαλαίου Α1 να αποδειχθεί ο τύπος

sinh(a − b) = sinh a cosh b − cosh a sinh b.

(δ) Η γενική λύση ug(t) της σχετικής διαφορικής εξισώσεως (6.2.1) σε εκθετική–υπερ-
βολική μορφή. (ε) Η αντίστοιχη μερική λύση uμ(t) της ίδιας εξισώσεως για μηδενικές
αρχικές συνθήκες: u0 = 0 και v0 = 0. Υπόδειξη: Στην περίπτωση αυτή να ληφθεί
υπόψη ότι θα πρέπει να μηδενίζονται και οι δύο σταθερέςD∗

1 καιD
∗
2 στη λύση ug(t).

ë Απάντηση: (α) Ċ1(t) =
p(t)
2maD

e−μ1t και Ċ2(t) = −
p(t)
2maD

e−μ2t.

(β) C1(t) =
1

2maD
∫t0 p(τ)e

−μ1τ dτ +D1 και C2(t) = −
1

2maD
∫t0 p(τ)e

−μ2τ dτ +D2.

(δ) ug(t) = e−ξω0t(D∗
1 cosh aD t +D∗

2 sinh aD t) +
1

maD
∫t0 p(τ)e

−ξω0(t−τ) sinh[aD(t − τ)]dτ.

(ε) uμ(t) =
1

maD
∫t0 p(τ)e

−ξω0(t−τ) sinh[aD(t − τ)]dτ.
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Q Χρήση της Mathematica: Ζητείται επίσης να βρεθεί το πιο πάνω ανάπτυγμα Mathematica
του sinh(a − b) με τηMathematica. Υπόδειξη: Εντολή

Sinh[a-b]//TrigExpand

ë Εντολές: Sinh, TrigExpand s

Α21.12
Α21.12. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α12: ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙ-
ΣΩΣΕΩΝ: ΘΕΩΡΙΑ ΚΑΙ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

. Άσκηση
Ενότητα Α12.9

t Άσκηση Α12.1 z Δυναμική των Κατασκευών: Μονώροφο κτίριο
Στην άσκηση αυτή θεωρούμε το κλασικό πρόβλημα των ιδιοταλαντώσεων και γενι-
κότερα των ελεύθερων ταλαντώσεων ενός μονώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως
(ή διατμητικού κτιρίου). Υποθέτουμε ότι υπάρχει και απόσβεση των ταλαντώσεων.
Άγνωστη συνάρτηση είναι η οριζόντια μετατόπιση u(t) της απαραμόρφωτης (άκαμ-
πτης, απόλυτα στερεής) πλάκας του μονώροφου κτιρίου. Όπως ξέρουμε, με βάση το
νόμο του Νεύτωνα αλλά και την τεχνική θεωρία κάμψεως (εδώ των υποστυλωμά-
των του μονώροφου κτιρίου) στηΜηχανική των Υλικών, που την εξετάσαμε ήδη σε
επαρκή για εμάς βαθμό, προκύπτει τελικά η διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως

ü(t) + 2ξω0 u̇(t) + ω20u(t) = 0.

Ζητούνται: (α) Πώς προκύπτουν οι σταθερές ξ και ω0 σ’ αυτήν τη διαφορική εξί-
σωση με βάση κατάλληλες σταθερές m, c και k; (β) Πώς υπολογίζεται ο συνολικός
συντελεστής δυσκαμψίας (ή η συνολική σταθερά δυσκαμψίας) k των υποστυλωμά-
των του κτιρίου που χρησιμοποιείται στο προηγούμενο ερώτημα; (γ) Πώς καλείται
η σταθερά ξ και τι τιμές παίρνει σε συνηθισμένα κτίρια χωρίς αποσβεστήρες; Τα
συνηθισμένα κτίρια έχουν γενικά ασθενή, κρίσιμη ή ισχυρή απόσβεση; Εδώ υποθέ-
τουμε ότι έχουμε ασθενή απόσβεση, οπότε 0 < ξ < 1.

Σκοπό αυτής της ασκήσεως αποτελεί η επίλυση της ίδιας πιο πάνω διαφορικής
εξισώσεως δευτέρας τάξεως με τη μέθοδο της διαγωνιοποιήσεως (ή αποσυζεύξεως)
με βάση την αναγωγή της σε σύστημα δύο διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως.
Αυτό το πετυχαίνουμε με τη χρήση και δεύτερης άγνωστης συναρτήσεως συγκεκρι-
μένα της οριζόντιας ταχύτητας

v(t) = u̇(t)

της απαραμόρφωτης (άκαμπτης, απόλυτα στερεής) πλάκας του μονώροφου ιδεατού
κτιρίου διατμήσεως (ή διατμητικού κτιρίου) που εξετάζουμε. Ζητούνται: (δ) Το σχε-
τικό σύστημα δύο διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως στη συνηθισμένη μορφή
του, αλλά και σε ισοδύναμη μητρωική μορφή (μορφή με μητρώα) με χρήση των
δύο άγνωστων συναρτήσεων u(t) (μετατόπισης της πλάκας) και v(t) (ταχύτητας της
πλάκας). (ε) Με την κατάλληλη εισαγωγή του διανύσματος στήλης z(t) των άγνω-
στων συναρτήσεων u(t) και v(t) καθώς και κατάλληλου τετραγωνικού μητρώου A
η γραφή του ίδιου συστήματος σε συνοπτική μητρωική μορφή, δηλαδή με τα z(t)
και A). (στ) Οι ιδιοτιμές λ1 και λ2 του τετραγωνικού μητρώου A. (ζ) Ποια σημα-
ντική παρατήρηση μπορούμε να κάνουμε για τη σχετική χαρακτηριστική εξίσωση
(εδώ με λ) με σύγκρισή της με την αντίστοιχη χαρακτηριστική εξίσωση (με μ) για
την αρχική διαφορική εξίσωση με εφαρμογή της μεθόδου της εκθετικής αντικατα-
στάσεως; (η) Το διαγώνιο μητρώο Λ των δύο ιδιοτιμών λ1 και λ2. (θ) Τα αντίστοιχα
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ιδιοδιανύσματα δ1 και δ2 με κατάλληλη κανονικοποίησή τους, ώστε να έχουν απλές
μορφές. (ι) Το τετραγωνικό μητρώο T αυτών των ιδιοδιανυσμάτων, το ανάστροφό
του μητρώο TT και το αντίστροφό του μητρώο T −1. (ια) Ποιο από τα δύο τελευταία
τετραγωνικά μητρώα είναι χρήσιμο σ’ εμάς σ’ αυτήν εδώ την άσκηση και γιατί;
(ιβ) Ποια σχέση διαγωνιοποιήσεως συνδέει τα τρία μητρώα T (και το αντίστροφό
του T −1), A και Λ; Υπάρχει εδώ αντίστοιχη σχέση με τη χρήση του ανάστροφου
μητρώου TT και γιατί;

Προχωράμε τώρα και στο κύριο μέρος αυτής εδώ της ασκήσεως: Ζητούνται:
(ιγ) Με τη χρήση νέου διανύσματος στήλης q(t) στη θέση του z(t) αλλά και της
ιδιότητας διαγωνιοποιήσεως του προηγούμενου ερωτήματος (ιβ) η διαγωνιοποί-
ηση (ή αποσύζευξη) του παρόντος συστήματος δύο διαφορικών εξισώσεων πρώτης
τάξεως. (ιδ) Οι γενικές λύσεις τους q1(t) και q2(t) και το αντίστοιχο διάνυσμα q(t).
(ιε) Η «επιστροφή» στο αρχικό διάνυσμα z(t). (ιστ) Από αυτό το διάνυσμα z(t) η με-
τατόπιση u(t) και η ταχύτητα v(t) της πλάκας του μονώροφου κτιρίου (γενικές λύ-
σεις). Συμφωνεί το αποτέλεσμα για τη μετατόπιση u(t) με το αντίστοιχο αποτέλεσμα
για την αρχική διαφορική εξίσωση που μας είναι γνωστό ήδη από το Κεφάλαιο Α6
με τη μέθοδο της εκθετικής αντικαταστάσεως; (ιζ) Η επαλήθευση ότι πραγματικά η
ταχύτητα v(t) είναι η παράγωγος u̇(t) της μετατοπίσεως u(t). (ιη) Από ποιες αρχικές
συνθήκες (εδώ για t = 0) στο μονώροφο κτίριό μας μπορούμε να προσδιορίσουμε
τις σταθερές στην πιο πάνω γενική λύση; Ποιο είναι το σχετικό διάνυσμα αρχικών
τιμών z(0); (ιθ) Εναλλακτικά ποιο είναι το διάνυσμα αρχικών συνθηκών q(0) για το
βοηθητικό διάνυσμα q(t) των άγνωστων συναρτήσεων στην παρούσα μέθοδο της
διαγωνιοποιήσεως (ή αποσυζεύξεως);

Τελειώνουμε την άσκηση αυτή με γενικότερα σχόλια: (κ) Είναι γενικεύσιμη ή
όχι η παρούσα μέθοδος σε πολυώροφα κτίρια; (κα) Ποια βασικά πλεονεκτήματα
έχει; Υπόδειξη: Έχει φυσικά το πλεονέκτημα ότι οδηγεί σε συστήματα διαφορικών
εξισώσεων μόλις πρώτης τάξεως και όχι δευτέρας τάξεως όπως συμβαίνει αρχικά
με τη χρήση του νόμου του Νεύτωνα. Επίσης έχει το πλεονέκτημα ότι επιτρέπει τη
χρήση των μαθηματικών, υπολογιστικών και αριθμητικών μεθόδων που είναι ευ-
ρέως διαθέσιμες για συστήματα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως. (κβ) Ποια
βασικά μειονεκτήματα έχει; Υπόδειξη:Πρώτα–πρώτα ότι οδηγεί σε διπλάσιο αριθμό
διαφορικών εξισώσεων με διπλάσιες άγνωστες συναρτήσεις μια που τώρα άγνωστες
συναρτήσεις είναι τόσο οι οριζόντιες μετατοπίσεις όσο και οι οριζόντιες ταχύτητες
των πλακών του κτιρίου. Και ένα δεύτερο μειονέκτημα της παρούσας μεθόδου είναι
ότι το βασικό μητρώο A στο σύστημα των διαφορικών εξισώσεων είναι μη συμμε-
τρικό και επομένως η διαγωνιοποίησή του απαιτεί εδώ τη χρήση του αντίστροφου
μητρώου T −1 και όχι απλά του ανάστροφου μητρώου TT του μητρώου των ιδιοδια-
νυσμάτων T. Επιπλέον οι ιδιοτιμές λk μπορούν να προκύψουν μιγαδικές. Ανάλογα
και τα ιδιοδιανύσματα δk. Αυτά (μιγαδικές ιδιοτιμές και μιγαδικά ιδιοδιανύσματα)
τα παρατηρήσαμε και προηγουμένως στο μονώροφο κτίριο που εξετάσαμε.

Γι’ αυτούς λοιπόν τους λόγους ο Πολιτικός Μηχανικός συνήθως δεν ανάγει τα
συστήματα διαφορικών εξισώσεών του δευτέρας τάξεως που παρουσιάζονται στη
Δυναμική των Κατασκευών και στις Ταλαντώσεις γενικότερα σε αντίστοιχα συστή-
ματα πρώτης τάξεως προτιμώντας να αναπτύξει τη σχετική θεωρία κατευθείαν για
τα δικά του συστήματα με συμμετρικά τα μητρώα μάζας (ή αδρανείας)M και δυ-
σκαμψίας K. Όμως όλα αυτά θα τα δούμε διεξοδικά στο επόμενο Κεφάλαιο Α13.
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. Άσκηση
Ενότητα Α12.12

t Άσκηση Α12.2 z Δυναμική των Κατασκευών: Μονώροφο κτίριο
Συνεχίζουμε την προηγούμενη άσκηση τώρα με επιπλέον και σεισμική φόρτιση του
μονώροφου κτιρίου. Με ag(t) την επιτάχυνση του εδάφους, που θεωρείται γνωστή
από ένα διαθέσιμο επιταχυνσιογράφημα, ζητούνται: (α) Να αναφερθεί κατευθείαν
η σχετική διαφορική εξίσωση ως προς τη σχετική μετατόπιση u(t) της πλάκας του
μονώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως ως προς το έδαφος. (β) Ανάλογα και το
αντίστοιχο σύστημα διαφορικών εξισώσεωνως προς u(t) και v(t). (γ)Με ήδη γνωστή
τη λύση του αντίστοιχου ομογενούς συστήματος από την προηγούμενη άσκηση πώς
αναζητούμε εδώ (με τη σεισμική φόρτιση, σχετική μετατόπιση u(t) και σχετική ταχύ-
τητα v(t)) αυτές τις άγνωστες συναρτήσεις u(t) και v(t) χρησιμοποιώντας τη μέθοδο
της μεταβολής των παραμέτρων που ισχύει για συστήματα διαφορικών εξισώσεων
μόνο πρώτης τάξεως; (δ) Ποιο σύστημα γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων προκύ-
πτει για τις παραγώγους Ċ1(t) και Ċ2(t). (ε) Ποια είναι η σχετική ορίζουσαWronski,
εδώ βέβαια χωρίς παραγώγους; (στ) Ποια είναι η λύση Ċ1(t) και Ċ2(t) αυτού του
συστήματος αλγεβρικών εξισώσεων; (ζ) Και οι τελικές εκφράσεις των συναρτήσεων
C1(t) και C2(t) στην παρούσα μέθοδο της μεταβολής των παραμέτρων;

Α21.13
Α21.13. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α13: ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙ-
ΣΩΣΕΩΝ: ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

. Άσκηση
Ενότητα Α13.2

t Άσκηση Α13.1 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο
Στη Δυναμική των Κατασκευών θεωρούμε ένα διώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως
(ή διατμητικό κτίριο). Τα στοιχεία αυτού εδώ του ιδεατού κτιρίου διατμήσεως (ή
διατμητικού κτιρίου) είναι τα εξής: Μάζες του πρώτου και του δεύτερου ορόφου
συγκεντρωμένες στα ύψη των πλακών τους

m1 = 4m0 και m2 = 3m0

αντίστοιχα με m0 μια γνωστή μάζα (π.χ. 1000 kg). Δηλαδή ο πρώτος όροφος έχει
μεγαλύτερη μάζα από το δεύτερο όροφο. Ύψη των υποστυλωμάτων του πρώτου
και του δεύτερου ορόφου

h1 = 5h0 και h2 = 4h0

αντίστοιχα με h0 ένα γνωστό ύψος (π.χ. 1 m). Δηλαδή ο πρώτος όροφος έχει με-
γαλύτερο ύψος από το δεύτερο όροφο, π.χ. αφορά σε κατάστημα. Δυσκαμψίες των
υποστυλωμάτων του πρώτου και του δεύτερου ορόφου

EI1 = 3EI0 και EI2 = 2EI0

αντίστοιχα με ΕΙ0 μια γνωστή δυσκαμψία (π.χ. 107 Nm2 = 104 kΝm2).
Με βάση όλα αυτά τα στοιχεία και την ήδη γνωστή σχετική θεωρία ζητούνται:

(α) Να αναφερθούν τα βασικά χαρακτηριστικά ενός ιδεατού κτιρίου διατμήσεως
(ή διατμητικού κτιρίου). (β) Με χρήση και της βοηθητικής σταθεράς

k0 =
EI0
500h30
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να υπολογισθούν οι σταθερές δυσκαμψίας των υποστυλωμάτων (με δύο υποστυ-
λώματα) του πρώτου ορόφου k1 και του δεύτερου ορόφου k2. (γ) Στη συνέχεια να
υπολογισθούν τα μητρώα μάζαςM (συναρτήσει της βοηθητικής σταθεράς m0) και
δυσκαμψίας K (συναρτήσει της βοηθητικής σταθεράς k0) για το παρόν διώροφο
ιδεατό κτίριο διατμήσεως (ή διατμητικό κτίριο). (δ) Να αναφερθούν και οι βασικές
ιδιότητες αυτών των δύο μητρώων. (ε) Πώς αλλιώς καλείται το μητρώο μάζας και
γιατί; (στ) Με τη χρήση και του διανύσματος (σαφέστερα του διανύσματος στήλης)
u(t) να γραφεί κατευθείαν σε μητρωική μορφή (με τα μητρώαM και K και το διά-
νυσμα u(t)) το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων για τις ιδιοταλαντώσεις (αλλά
και τις ελεύθερες ταλαντώσεις) του κτιρίου. (ζ) Το ίδιο σύστημα να γραφεί και λίγο
πιο αναλυτικά, αλλά πάλι σε μητρωική μορφή, με τη χρήση των εκφράσεων των μη-
τρώωνM και K, αλλά και του διανύσματος u(t). (η) Στη συνέχεια με την εκτέλεση
των πολλαπλασιασμών μητρώων να μετατραπεί το ίδιο σύστημα στη συνηθισμένη
(μη μητρωική) μορφή του με άγνωστες τις οριζόντιες μετατοπίσεις u1(t) και u2(t) των
πλακών των δύο ορόφων του κτιρίου. (θ) Να αναφερθούν (κατευθείαν, δηλαδή χω-
ρίς αιτιολογήσεις) οι χαρακτηρισμοί αυτού του συστήματος διαφορικών εξισώσεων.
(ι) Το ίδιο σύστημα να γραφεί και σε λίγο πιο απλή μορφή με χρήση της σταθεράς

ω0 =


k0
m0

.

(ια) Έχει ή δεν έχει φυσική σημασία στο παρόν κτίριο αυτή η σταθερά ω0; (ιβ) Να
υπολογισθούν οι μονάδες της με βάση τις μονάδες των μεγεθών E, I0, h0 και m0.

. Άσκηση
Ενότητα Α13.3 t Άσκηση Α13.2 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο

Συνεχίζουμε την προηγούμενη Άσκηση Α13.1 τώρα που έχουμε κάνει ήδη την κα-
τάστρωση του συστήματος των διαφορικών εξισώσεων για τις ιδιοταλαντώσεις του
παρόντος διώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως (ή διατμητικού κτιρίου). Προχω-
ράμε τώρα και στην επίλυσή του πρώτα–πρώτα με τη μέθοδο της απαλοιφής. Ζη-
τούνται: (α) Με τη μέθοδο της απαλοιφής η διαφορική εξίσωση τετάρτης τώρα πια
τάξεως για τη μετατόπιση (εννοείται την οριζόντια μετατόπιση) u1(t) της πλάκας
του πρώτου ορόφου. (β) Με τη μέθοδο της εκθετικής αντικαταστάσεως η σχετική
χαρακτηριστική εξίσωση τετάρτου βαθμού και οι τέσσερις ρίζες της μ1, 2, 3, 4 τόσο σε
κλειστή μορφή όσο και σε προσεγγιστική μορφή με τέσσερα δεκαδικά ψηφία. (γ) Τι
αριθμοί είναι οι ρίζες αυτές; (δ) Με την εισαγωγή και τη χρήση δύο βοηθητικών
πραγματικών και μάλιστα θετικών σταθερών ω1 και ω2 (με 0 < ω1 < ω2), έτσι ώστε

μ1, 2 = ±iω1 και μ3, 4 = ±iω2

να γραφεί η γενική λύση u1(t) αυτής της διαφορικής εξισώσεως τετάρτης τάξεως τε-
λικά σε τριγωνομετρική μορφή με χρήση τεσσάρων αυθαίρετων σταθερών C1, 2, 3, 4.
(ε) Με βάση αυτήν τη γενική λύση να γραφεί και η αντίστοιχη γενική λύση u2(t) για
τη μετατόπιση u2(t) της πλάκας του δευτέρου ορόφου του παρόντος ιδεατού κτιρίου
διατμήσεως (ή διατμητικού κτιρίου). (στ) Πώς καλούνται οι δύο σταθερές ω1 και ω2
και γιατί; (ζ) Εναλλακτικά απλά να αναφερθεί (χωρίς όμως υπολογισμούς) σε ποια
διαφορική εξίσωση καταλήγουμε πάλι με τη μέθοδο της απαλοιφής, αλλά τώρα για
τη μετατόπιση u2(t) και ποια είναι η γενική λύση της, αλλά τώρα με αυθαίρετες
σταθερές D1, 2, 3, 4. Τι παρατηρούμε; (η) Ποιο σημαντικό πρόβλημα παρουσιάζεται
έτσι στη μέθοδο της απαλοιφής για συστήματα διαφορικών εξισώσεων με σταθερές
C1, 2, 3, 4 καιD1, 2, 3, 4 και πώς αντιμετωπίζεται; (Εδώ όμως χωρίς τους υπολογισμούς.)
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(θ) Γενικά είναι δημοφιλής ή όχι η μέθοδος της απαλοιφής σε συστήματα διαφο-
ρικών εξισώσεων που παρουσιάζονται σε κτίρια στη Δυναμική των Κατασκευών;
(ι) Σημειώνεται τέλος ότι είναι ίσως καλύτερα στο παρόν πρόβλημα στην εκθετική
αντικατάσταση να χρησιμοποιηθεί στο εκθέτη σταθερά iωαντί για μ, δηλαδή μ = iω.
Ποιο σημαντικό πλεονέκτημα προσφέρει η σχετική διαδικασία και ποια είναι τώρα
η τροποποιημένη χαρακτηριστική εξίσωση p∗(ω) = 0 για το παραπάνω διώροφο
ιδεατό κτίριο διατμήσεως; Ποιες είναι οι τέσσερις ρίζες της συναρτήσει του ω0;

. Άσκηση
Ενότητα Α13.3t Άσκηση Α13.3 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο

Συνεχίζουμε τις δύο προηγούμενες Ασκήσεις Α13.1 και Α13.2. Προχωράμε τώρα
και στη χρήση της μεθόδου του μετασχηματισμού Laplace για το ίδιο σύστημα δύο
διαφορικών εξισώσεων. Ζητούνται: (α) Με αρχικές συνθήκες τις

u1(0) = u10, u̇1(0) = v10, u2(0) = u20 και u̇2(0) = v20

το σχετικό σύστημα γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων ως προς τους δύο άγνω-
στους μετασχηματισμούς LaplaceU1(s) καιU2(s)με τις σταθερές στις αρχικές συνθή-
κες δεξιά. (β) Η ισοδύναμη γραφή του με μητρώα με τα σχετικά μητρώα γραμμένα
αναλυτικά (όχι με απλά σύμβολα). (γ) Η ορίζουσα Δ(s) των συντελεστών των αγνώ-
στων U1(s) και U2(s) και η σύγκρισή της με τη χαρακτηριστική εξίσωση στη μέθοδο
της απαλοιφής στην αρχική της μορφή (με τη χρήση του μ). (δ) Η ίδια ορίζουσα
Δ(s) σε μορφή με παράγοντες με τη χρήση και των δύο ιδιοσυχνοτήτων ω1 και ω2
του κτιρίου. (ε) Το συμπέρασμα το οποίο εξάγεται και γιατί εξάγεται για το είδος
των κινήσεων των δύο πλακών των ορόφων του διώροφου κτιρίου. (στ) Σε ποια
διαφορετική περίπτωση (η οποία δεν ισχύει βέβαια εδώ!) η πιο πάνω ορίζουσα Δ(s)
θα ήταν απαράδεκτη από φυσικής απόψεως και για ποιο λόγο θα συνέβαινε αυτό;

. Άσκηση
Ενότητα Α13.3t Άσκηση Α13.4 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο

Συνεχίζουμε τις τρεις προηγούμενες Ασκήσεις Α13.1, Α13.2 και Α13.3. Εδώ εργα-
ζόμαστε με τη μέθοδο της εκθετικής αντικαταστάσεως κατευθείαν στο σύστημα των
δύο διαφορικών εξισώσεων που ήδη καταστρώσαμε στηνΆσκησηΑ13.1 για τις ιδιο-
ταλαντώσεις και γενικότερα για τις ελεύθερες ταλαντώσεις του παρόντος διώροφου
ιδεατού κτιρίου διατμήσεως (ή διατμητικού κτιρίου) που εξετάζουμε. Ζητούνται:
(α) Η λεπτομερής εφαρμογή της μεθόδου της εκθετικής αντικαταστάσεως στο πα-
ρόν σύστημα και η εύρεση της σχετικής τεταρτοβάθμιας χαρακτηριστικής εξισώ-
σεως με τη χρήση ορίζουσας. (β) Η εναλλακτική εύρεση της ίδιας ακριβώς χαρα-
κτηριστικής εξισώσεως χωρίς τη χρήση ορίζουσας ειδικά εδώ που το ιδεατό κτίριο
είναι διώροφο. (γ) Η σύγκρισή της με την αντίστοιχη χαρακτηριστική εξίσωση στη
μέθοδο της απαλοιφής που βρέθηκε ήδη στην Άσκηση Α13.2. (δ) Ποιες είναι επομέ-
νως οι ιδιοσυχνότητες του παρόντος διώροφου κτιρίου και με την παρούσα μέθοδο;
(ε) Ποια από τις δύο είναι η θεμελιώδης ιδιοσυχνότητα; (στ) Οι δύο ιδιομορφές του
διώροφου κτιρίου με βάση την κανονικοποίηση που υιοθετεί συνήθως ο Πολιτικός
Μηχανικός. (ζ) Η γενική λύση του παρόντος συστήματος διαφορικών εξισώσεων
σε μιγαδική εκθετική μορφή. (η) Η μετατροπή του σε συνηθισμένη τριγωνομετρική
μορφή και (θ) σε ημιτονική τριγωνομετρική μορφή με τη χρήση και γωνιών φά-
σεως α1 και α2. (ι) Τι παρατηρούμε στην παρούσα κίνηση του κτιρίου με την πρώτη
μόνο ιδιοσυχνότητά του ω1 (τη θεμελιώδη ιδιοσυχνότητά του) και με τη δεύτερη
ιδιοσυχνότητά του ω2. (ια) Σε ποιο σημαντικό σημείο διαφέρουν αν και υπάρχει
συγχρονισμός των κινήσεων των πλακών και των δύο ορόφων του κτιρίου και με
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την πρώτη και με τη δεύτερη ιδιοσυχνότητα; (ιβ) Εναλλακτικά να γίνει ανάλογη ερ-
γασία με τη μέθοδο της εκθετικής αντικαταστάσεως, αλλά τώρα με ω αντί για μ συ-
γκεκριμένα με μ = iω και να προσδιορισθεί η σχετική χαρακτηριστική εξίσωση που
είναι η εξίσωση ιδιοσυχνοτήτων ή πιο απλά εξίσωση συχνοτήτων του παρόντος
κτιρίου. (ιγ) Ποιο πλεονέκτημα παρουσιάζει ο δεύτερος αυτός (και ουσιαστικά ισο-
δύναμος) τρόπος εργασίας (με ω) σχετικά με τον πρώτο τρόπο εργασίας (με μ = iω).

. Άσκηση
Ενότητα Α13.3 t Άσκηση Α13.5 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο

Συνεχίζουμε τις τέσσερις προηγούμενες Ασκήσεις Α13.1 έως και Α13.4. Εδώ ζητού-
νται στο ίδιο πρόβλημα ιδιοταλαντώσεων διώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως
(ή διατμητικού κτιρίου): (α) Με τη χρήση εκθετικής αντικαταστάσεως (με φ και iω)
κατευθείαν στη μητρωική (με τα δύο σύμβολαM καιK) μορφή του συστήματος των
διαφορικών εξισώσεων για το παρόν κτίριο η εύρεση της εξισώσεως ιδιοσυχνοτή-
των του κτιρίου με τη χρήση ορίζουσας, όπου να υπεισέρχονται και τα σύμβολαM
και K. Η ορίζουσα αυτή να γραφεί τόσο με το σύμβολο det όσο και χωρίς αυτό: με
δύο κάθετες γραμμές |. (β) Στο παρόν συγκεκριμένο κτίριο η μετατροπή της εξισώ-
σεως ιδιοσυχνοτήτων του κτιρίου στην τελική της πολυωνυμική μορφή (φυσικά και
εδώ με ω). (γ) Από την τελική αυτή εξίσωση ιδιοσυχνοτήτων ξανά οι δύο ιδιοσυχνό-
τητες ω1 και ω2 του κτιρίου φυσικά με τη θεμελιώδη ιδιοσυχνότητά του ω1 πρώτη.

. Άσκηση
Ενότητα Α13.3 t Άσκηση Α13.6 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο

Συνεχίζουμε τις πέντε προηγούμενες Ασκήσεις Α13.1 έως και Α13.5. Εδώ ζητούνται:
(α) Για τις καμπτικές ιδιοταλαντώσεις του ίδιου διώροφου ιδεατού κτιρίου διατμή-
σεως (ή διατμητικού κτιρίου) να γίνει υπενθύμιση του σχετικού συστήματος των δύο
διαφορικών εξισώσεων (εδώ στην τελική του αλλά χωρίς μητρώα μορφή με χρήση
της βοηθητικής σταθεράςω0 = √k0 /m0 ) που ήδηβρέθηκε στηνπρώτηΆσκησηΑ13.1.
Άγνωστες συναρτήσεις είναι οι οριζόντιες μετατοπίσεις u1(t) και u2(t) των δύο ορό-
φων του κτιρίου (β) Με τη χρήση τριγωνομετρικής αντικαταστάσεως της μορφής

u10(t) = φ1 cos(ωt − α) και u20(t) = φ2 cos(ωt − α)

να βρεθεί το σχετικό σύστημα δύο ομογενών γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων
γραμμένο και σε συνηθισμένη και σε μητρωική (με μητρώα) μορφή. (γ) Στη συνέ-
χεια με βάση το σύστημα αυτό να προσδιορισθεί η οεξίσωση ιδιοσυχνοτήτων (ή πιο
απλά οεξίσωση συχνοτήτων) για το παρόν κτίριο. Η ίδια εξίσωση να γραφεί επίσης
και με την αδιάστατη βοηθητική σταθερά β = ω/ω0. (δ) Συμφωνεί η εξίσωση αυτή
(με ω) με την αντίστοιχη εξίσωση που βρέθηκε στην Άσκηση Α13.4; (ε) Ποιες είναι
οι δύο ιδιοσυχνότητες ω1 και ω2 του κτιρίου; Ποια από τις δύο χαρακτηρίζεται σαν
θεμελιώδης ιδιοσυχνότητα; (στ) Έπειτα με βάση αυτές τις δύο ιδιοσυχνότητες ω1 και
ω2 να προσδιορισθούν και οι αντίστοιχες ιδιομορφές καμπτικών ταλαντώσεων ή
πιο απλά εδώ ιδιομορφές φ1 και φ2 του κτιρίου. Με ποια συνηθισμένη για τον Πο-
λιτικόΜηχανικό κανονικοποίηση σε κτίρια προσδιορίσθηκαν αυτές οι ιδιομορφές;
(ζ) Τελικά ποια είναι η γενική λύση u1(t) και u2(t) του παρόντος συστήματος διαφο-
ρικών εξισώσεων; (η) Πόσες συνολικά αυθαίρετες σταθερές εμφανίζονται στη λύση
αυτή; (θ) Από ποιες συγκεκριμένες συνθήκες θα μπορούσαν να προσδιορισθούν οι
σταθερές αυτές σ’ ένα συγκεκριμένο πρόβλημα ελεύθερων ταλαντώσεων για το πα-
ρόν κτίριο;

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΙΙ για ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



ΕΝΟΤΗΤΑ Α21.13: ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α13 2147

. Άσκηση
Ενότητα Α13.4

t Άσκηση Α13.7 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο
Συνεχίζουμε τις προηγούμενες έξι ασκήσεις. Για το ίδιο ακριβώς κτίριο ζητούνται:
(α) Απλά να αναφερθούν το μητρώο μάζας (ή μητρώο αδρανείας) M, το μητρώο
δυσκαμψίας K, οι δύο ιδιοσυχνότητες ω1 και ω2 και οι δύο ιδιομορφές φ1 και φ2.
(β) Ποιες ιδιότητες έχουν το μητρώο μάζαςM και το μητρώο δυσκαμψίαςK; (γ) Να
υπολογισθεί το αντίστροφο μητρώοM−1 του μητρώου μάζας. (δ) Να γίνει επαλή-
θευση της ισχύος της ορθογωνιότητας (ή ορθογωνικότητας) των ιδιομορφώνφ1 και
φ2 ως προς το μητρώο μάζας M. (ε) Με βάση το προηγούμενο αποτέλεσμα και με
χρήση γνωστής ιδιότητας αναστροφής σε γινόμενο μητρώων από τη Γραμμική Άλ-
γεβρα να αποδειχθεί ότι ισχύει η ίδια συνθήκη ορθογωνιότητας (ή ορθογωνικό-
τητας) αλλά τώρα με την αντίθετη σειρά των ιδιομορφών: φ2 και φ1 αντί φ1 και
φ2 πριν. (στ) Απλά να αναφερθούν (χωρίς επαληθεύσεις) οι αντίστοιχες ιδιότητες
ορθογωνιότητας (ή ορθογωνικότητας) των ιδιομορφών, αλλά τώρα ως προς το μη-
τρώο δυσκαμψίας K. (ζ) Με βάση τις δυο ιδιομορφές φ1 και φ2 να σχηματισθεί το
μητρώο ιδιομορφώνΦ. Ποιο είναι το ανάστροφό του μητρώοΦΤ; (η) Να υπολογι-
σθούν επίσης οι γενικευμένες μάζεςM1 καιM2 και οι γενικευμένες δυσκαμψίεςK1
και K2 του παρόντος κτιρίου. (θ) Ποιο είναι το μητρώο γενικευμένων μαζών Md;
Το μητρώο γενικευμένων δυσκαμψιών Kd; Το μητρώο ιδιοσυχνοτήτων Ω. Το τε-
τράγωνό τουΩ2; (ι) Να επαληθευθεί η σχέση που συνδέει τα μητρώαKd,Md καιΩ

2.
(ια) Να ελεγχθεί επίσης η ισχύς των μητρωικών (με μητρώα) σχέσεων διαγωνιοποι-
ήσεως

Md = ΦTMΦ και Kd = ΦΤKΦ.

Πού χρησιμεύουν αυτές οι δύο ενδιαφέρουσες σχέσεις διαγωνιοποιήσεως μητρώων;
(ιβ) Τέλος να υπολογισθεί το αντίστροφο μητρώοΦ−1 του μητρώου ιδιομορφώνΦ.

. Άσκηση
Ενότητα Α13.4t Άσκηση Α13.8 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο

Συνεχίζουμε τις προηγούμενες επτά ασκήσεις. Θεωρούμε τις ελεύθερες ταλαντώσεις
του ίδιου διώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεώς (ή διατμητικού κτιρίου) χωρίς από-
σβεση. Ζητούνται: (α) Υπάρχει εξωτερική φόρτιση πραγματική ή ενεργή σε ελεύθε-
ρες ταλαντώσεις που έχουν εδώ; Σε εξαναγκασμένες ταλαντώσεις; (β) Κατευθείαν το
σχετικό συζευγμένο ομογενές σύστημα διαφορικών εξισώσεων σε μητρωική μορφή:
με το μητρώο μάζας (ή αδρανείας)M, το μητρώο δυσκαμψίας K, το διάνυσμα των
οριζόντιων μετατοπίσεων των πλακών των ορόφων u(t) και τη δεύτερη παράγωγό
του ü(t). (γ) Με χρήση του αντίστοιχου διανύσματος κανονικών συντεταγμένων ή
γενικευμένωνσυντεταγμένων ή ιδιομορφικών συντεταγμένωνq(t) το αντίστοιχο
διαγωνιοποιημένο (ή αποσυζευγμένο) σύστημα διαφορικών εξισώσεων. (δ) Το ίδιο
διαγωνοποιημένο (ή αποσυζευγμένο) σύστημα γραμμένο στην τελική του μη μη-
τρωική (χωρίς μητρώα) μορφή δύο ξεχωριστών διαφορικών εξισώσεων με χρήση
των ιδιοσυχνοτήτων ω1 και ω2 του κτιρίου που είναι γνωστές και αριθμητικά ήδη
από τις Ασκήσεις Α13.2, Α13.4 και Α13.5. (ε) Με απλές εκθετικές αντικαταστάσεις
(για μεμονωμένες διαφορικές εξισώσεις) οι γενικές λύσεις q1(t) και q2(t) του προη-
γούμενου συστήματος αποσυζευγμένων διαφορικών εξισώσεων πρώτα σε εκθετική
μορφή και τελικά σε τριγωνομετρική μορφή. Προχωράμε τώρα και στις αρχικές
συνθήκες για το κτίριό μας. Πρόκειται για τις αρχικές θέσεις και τις αρχικές τα-
χύτητες των πλακών των δύο ορόφων του κτιρίου. Εδώ, στις παρούσες ελεύθερες
ταλαντώσεις του κτιρίου δεχόμαστε ότι αυτές οφείλονται μόνο σε μετατόπιση u0
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της πλάκας του δεύτερου ορόφου του. Συγκεκριμένα έχουμε τις αρχικές συνθήκες

u1(0) = 0, u2(0) = u0, u̇1(0) = v1(0) = 0, και u̇2(0) = v2(0) = 0.

Ζητούνται: (στ) Η απόδειξη του τύπου q(t) = Φ−1u(t). (ζ) Με χρήση του για t = 0 η
εύρεση των αρχικών συνθηκών

q1(0) ≈ 0.592484u0, q2(0) ≈ 0.447516u0 q̇1(0) = 0 και q̇2(0) = 0

για τις κανονικές συντεταγμένες q1(t) και q2(t) στο κτίριό μας. (η) Πού αναφέρονται
οι συντεταγμένες αυτές q1(t) και q2(t); Σε όροφο ή σε ιδιοσυχνότητα; (θ) Με χρήση
και των αρχικών συνθηκών οι τελικές εκφράσεις των κανονικών συντεταγμένων
q1(t) και q2(t) στις παρούσες ελεύθερες ταλαντώσεις διώροφου ιδεατού κτιρίου δια-
τμήσεως (ή διατμητικού κτιρίου) χωρίς απόσβεση. (ι) Από τις κανονικές συντεταγ-
μένες q1(t) και q2(t) με οι μετατοπίσεις u1(t) και u2(t) των πλακών των ορόφων του
κτιρίου. (ια) Γι’ αυτές τις μετατοπίσεις u1(t) και u2(t) να επαληθευθεί ότι πληρούνται
και οι τέσσερις αρχικές συνθήκες.

. Άσκηση
Ενότητα Α13.6 t Άσκηση Α13.9 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο

Συνεχίζουμε τις προηγούμενες οκτώ ασκήσεις. Εδώ θεωρούμε ότι το διώροφο ιδε-
ατό κτίριο διατμήσεως (ή διατμητικό κτίριο) που περιγράφηκε στην Άσκηση Α13.1
υφίσταται σεισμικό καταπόνηση με επιτάχυνση του εδάφους

ag(t) = ag0 sin(ωt + α) με ω ≠ ω1, 2

και ag0 και ω και α τρεις γνωστές σταθερές. Δεν υπάρχει άλλη φόρτιση στο κτί-
ριο. Γι’ αυτήν τη σεισμική καταπόνηση του κτιρίου ζητούνται: (α) Με τη μέθοδο
των προσδιοριστέων συντελεστών μια μερική λύση u1p(t) και u2p(t) του συστήμα-
τος των διαφορικών εξισώσεων που ισχύουν για τις σχετικές μετατοπίσεις u1r(t) και
u2r(t) των ορόφων του κτιρίο με επεξηγήσεις για ποιο λόγο επιλέχθηκε η μορφή
της λύσεως που δοκιμάσθηκε. (β) Η έκφραση της ορίζουσας των συντελεστών Δ(ω)
στο τελικό αλγεβρικό σύστημα γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων στη μέθοδο των
προσδιοριστέων συντελεστών για συστήματα διαφορικών εξισώσεων. (γ) Τι ακρι-
βώς συμβαίνει όταν ω → ω1 ή ω → ω2; Σε ποιο ιδιαίτερα ανεπιθύμητο φαινόμενο
οδηγούμαστε σ’ αυτήν την ειδική περίπτωση;

Α21.14
Α21.14. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α14: Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΔΥΝΑΜΟΣΕΙ-
ΡΩΝ

. Άσκηση
Ενότητα Α14.1

t Άσκηση Α14.1 z Δυναμοσειρές: Υπερβολικές συναρτήσεις
Ζητούνται: (α) Να αναφερθεί κατευθείαν (χωρίς τους υπολογισμούς και με το σύμ-
βολο ∑) η σειρά Maclaurin της εκθετικής συναρτήσεως ex. (β) Με χρήση της (τόσο
με x όσο και με −x) σε συνδυασμό με τους ορισμούς των συναρτήσεων υπερβολικό
συνημίτονο cosh x και υπερβολικό ημίτονο sinh x να βρεθούν οι σειρές Maclaurin
των συναρτήσεων υπερβολικό συνημίτονο και υπερβολικό ημίτονο (και εδώ με το
σύμβολο ∑ και στην τελική τους μορφή). (γ) Και οι τρεις προηγούμενες δυναμοσει-
ρές (των συναρτήσεων ex, cosh x και sinh x) να γραφούν και στις αναλυτικές τους
μορφές (με τους όρους τους χωριστά) μέχρι και τους όρους της δυνάμεως x5.
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. Άσκηση
Ενότητα Α14.2

t Άσκηση Α14.2 z Δυναμική: Κίνηση υλικού σημείου
Θεωρούμε την κίνηση υλικού σημείου P μάζας m μέσα σε ημιάπειρο σωλήνα που
περιστρέφεται σε οριζόντιο επίπεδο γύρω από το άκρο του Ο (που είναι σταθερό)
με γωνιακή ταχύτητα ω0. Στην κίνηση αυτή δεν υπάρχει ούτε απόσβεση ούτε εξωτε-
ρική δύναμη πέρα από τη φυγόκεντρο δύναμη που οφείλεται στην περιστροφή του
σωλήνα. Για τη θέση u(t) του υλικού σημείου P προκύπτει η διαφορική εξίσωση

ü(t) − ω20u(t) = 0

με t το χρόνο (t ≥ 0). Ζητούνται: (α) Με βάση το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα ο σχη-
ματισμός, η εύρεση, η κατασκευή αυτής της διαφορικής εξισώσεως. (β) Η επίλυση
της ίδιας διαφορικής εξισώσεως εδώ με τη χρήση της μεθόδου των δυναμοσειρών
(με βάση το σημείο t = 0, που είναι ένα ομαλό σημείο της διαφορικής εξισώσεως,
και με τη συνεχή χρήση του συμβόλου ∑) με εύρεση και του τελικού αναδρομικού
τύπου για τους συντελεστές an της δυναμοσειράς. (γ) Με γνωστές τις αρχικές συνθή-
κες u(0) = u0 (αρχική θέση) και u̇(0) = v0 (αρχική ταχύτητα) να προσδιορισθούν οι
συντελεστές a0 και a1 της δυναμοσειράς. (δ) Με γνωστές τώρα τις τιμές των συντελε-
στών a0 και a1 να προσδιορισθούν (με χρήση των u0 και v0) οι συντελεστές a2, a3, a4
και a5 και στη συνέχεια (ε) η δυναμοσειρά της άγνωστης συναρτήσεως u(t) σε μορφή
χωρίς άθροισμα (χωρίς το σύμβολο∑) με τους πρώτους έξι όρους της, δηλαδή μέχρι
και τον όρο της δυνάμεως t5. (στ) Να γραφεί η προηγούμενη δυναμοσειρά στην τε-
λική της μορφή με το χρόνο t να εμφανίζεται μόνο στη μορφή ω0t και σε δυνάμεις
τουω0t. (ζ) Να λυθεί το ίδιο ακριβώς πρόβλημα αρχικών τιμών είτε με τη μέθοδο της
εκθετικής αντικαταστάσεως είτε με τη μέθοδο του μετασχηματισμού Laplace και με
το τελικό αποτέλεσμα γραμμένο με τη χρήση των συναρτήσεων υπερβολικό συνη-
μίτονο και υπερβολικό ημίτονο. (η) Με βάση τις δυναμοσειρές για τις συναρτήσεις
cosh x και sinh x (εδώ με x = ωt) που βρέθηκαν στην προηγούμενη Άσκηση Α14.1
να ελεγχθεί η συμφωνία της λύσεως που βρέθηκε εδώ με τη μέθοδο των δυναμοσει-
ρών στο παρόν πρόβλημα αρχικών τιμών με τη λίγο πιο κλειστή λύση που βρέθηκε
πάλι εδώ με τη μέθοδο της εκθετικής αντικαταστάσεως ή με τη μέθοδο του μετασχη-
ματισμού Laplace. Συμφωνούν οι δύο αυτές λύσεις;

. Άσκηση
Ενότητα Α14.2t Άσκηση Α14.3 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο

Θεωρούμε κι εδώ το διώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως (ή διατμητικό κτίριο) της
Ασκήσεως Α13.1 και των επόμενων ασκήσεων. Στην Άσκηση Α13.2 με τη χρήση της
μεθόδου της απαλοιφής προέκυψε για την οριζόντια μετατόπιση u1(t) της πλάκας
του πρώτου ορόφου του κτιρίου η διαφορική εξίσωση τετάρτης τάξεως

4 u⃜1(t) + 1163ω20 ü1(t) + 36000ω
4
0u1(t) = 0

(με t το χρόνο). Ζητούνται: (α) Με τη χρήση της μεθόδου των δυναμοσειρών (με
βάση το σημείο t = 0 και με τη συνεχή χρήση του συμβόλου ∑) η επίλυση της πιο
πάνω διαφορικής εξισώσεως μέχρι και το προσδιορισμό του αναδρομικού τύπου
για τους συντελεστές an της δυναμοσειράς. (β) Με χρήση του να προσδιορισθούν οι
συντελεστές a4 και a5. (γ) Πόσοι συντελεστές δε μπορούν να προσδιορισθούν από
τον τύπο αυτό και γιατί; (δ) Με χρήση των τεσσάρων αρχικών συνθηκών

u1(0) = u10 , u̇1(0) = v10 , u2(0) = u20 και u̇2(0) = v20
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για τις αρχικές μετατοπίσεις u10 και u20 και τις αρχικές ταχύτητες v10 και v20 των
πλακών των δύο ορόφων του διώροφου κτιρίου να προσδιορισθούν και οι άλλες
δύο αρχικές τιμές ü1(0) και u⃛1(0) για την πιο πάνω διαφορική εξίσωση τετάρτης
τάξεως. (ε) Με χρήση των εκφράσεων και των τεσσάρων τιμών u1(0), u̇1(0), ü1(0) και
u⃛1(0) να προσδιορισθούν και οι τέσσερις πρώτοι συντελεστές a0, a1, a2 και a3 της
δυναμοσειράς της μετατοπίσεως u1(t). Έτσι μόνο μπορεί να αξιοποιηθεί πλήρως ο
αναδρομικός τύπος που βρέθηκε.

. Άσκηση
Ενότητα Α14.2 t Άσκηση Α14.4 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο

Συνεχίζουμε την προηγούμενη Άσκηση Α14.3. Για το ίδιο διώροφο κτίριο στην
Άσκηση Α13.1 προσδιορίσθηκε το σχετικό σύστημα των δύο ομογενών γραμμικών
διαφορικών εξισώσεων δευτέρας τάξεως για τις ιδιοταλαντώσεις του και για τις
ελεύθερες ταλαντώσεις του τελικά με τη χρήση της βοηθητικής σταθεράς ω0. Για το
σύστημα αυτό ζητούνται: (α) Η επίλυσή του με τη μέθοδο των δυναμοσειρών με
βάση την αρχική χρονική στιγμή t = 0 μέχρι και τον προσδιορισμό των τελικών
αναδρομικών τύπων για τους συντελεστές an και bn των δύο δυναμοσειρών που
πρέπει να χρησιμοποιηθούν στο παρόν πρόβλημα για τις δύο μετατοπίσεις u1(t)
και u2(t) αντίστοιχα. (β) Πώς ακριβώς προσδιορίζονται οι τέσσερις πρώτες σταθε-
ρές a0, a1, b0 και b1 με βάση τις τέσσερις αρχικές συνθήκες της αμέσως πιο πάνω
Ασκήσεως Α14.3;

. Άσκηση
Ενότητα Α14.4 t Άσκηση Α14.5 z Πλάκες

Όπως γνωρίζουμε, οι πλάκες είναι ο πιο σημαντικός επιφανειακός φορέας του Πο-
λιτικού Μηχανικού. Στο δυναμικό πρόβλημα της κυκλικής αλλά και της δακτυ-
λιοειδούς πλάκας υπό αξονική συμμετρία (ή κυκλική συμμετρία) παρουσιάζεται,
όπως θα δούμε πιο κάτω στο Εδάφιο Α15.2.8.3 του επόμενου Κεφαλαίου Α15, η δια-
φορική εξίσωση

⎛
⎜
⎝

d2

dr2
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r
d
dr
− β2

⎞
⎟
⎠

⎛
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⎝

d2

dr2
+ 1

r
d
dr
+ β2

⎞
⎟
⎠
R(r) = 0

με d/dr τον τόσο γνωστό μας διαφορικό τελεστή που δηλώνει παραγώγιση. Μπορεί
εύκολα να διαπιστωθεί ότι λύσεις της πιο πάνω διαφορικής εξισώσεως αποτελούν
οι λύσεις και των δύο διαφορικών εξισώσεων

⎛
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dr
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⎛
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dr2
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r
d
dr
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⎞
⎟
⎠
R(r) = 0.

Εδώ ζητούνται: (α) Με βάση τη λύση (14.4.19) (σε μορφή δυναμοσειράς) της διαφο-
ρικής εξισώσεως (14.4.1) να γραφεί η αντίστοιχη λύση R1(r) της πρώτης πιο πάνω
διαφορικής εξισώσεως (αυτής με το −β2). (β) Να προσδιορισθεί από την αρχή (με
όλους τους υπολογισμούς) η αντίστοιχη λύση R2(r) και της δεύτερης διαφορικής
εξισώσεως (αυτής με το +β2) τελικά με όρους μέχρι και r10 ή r12. (γ) Για ποιο λόγο
οι λύσεις αυτές δεν είναι οι γενικές λύσεις αυτών των διαφορικών εξισώσεων;

ë Απαντήσεις: (β) R2(r) = a0
⎡
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⎣
1 − (βr)

2

4
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147456
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14745600
+⋯

⎤
⎥
⎦
.

(γ) Επειδή πρόκειται για διαφορικές εξισώσεις δευτέρας τάξεως, οπότε αυτές έχουν
δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις. Επομένως έχουν και δύο αυθαίρετες σταθερές
στις γενικές λύσεις τους και όχι μόνο μία αυθαίρετη σταθερά: το a0, όπως εδώ. s
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Α21.15
Α21.15. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α15: ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ LEGENDRE ΚΑΙ
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ BESSEL

. Άσκηση
Ενότητα Α15.1

t Άσκηση Α15.1 z Αριθμητική ολοκλήρωση Gauss: Δυναμική
Σε υλικό σημείο P σε ευθύγραμμη κίνηση πάνω στον άξονα Ox ασκείται η δύναμη

F(x) = e−x2

κατά μήκος του ίδιου άξοναOx. Ζητούνται: (α) Με τη χρήση του Πίνακα Α15.1 για
την αριθμητική ολοκλήρωση Gauss–Legendre (ή πιο απλά Gauss) με τέσσερις κόμ-
βους ti προσεγγιστικά το έργοW αυτής της δυνάμεως F(x) στο διάστημα [−1, 1] του
άξονα Ox. (β) Το ίδιο αποτέλεσμα λαμβάνοντας υπόψη ότι η συνάρτηση F(x) γι’
αυτήν τη δύναμη είναι άρτια συνάρτηση και επομένως μπορούν να χρησιμοποιη-
θούν ουσιαστικά μόνο δύο από τους τέσσερις κόμβους ti: ο t1 και ο t2 ή καλύτερα
ο t3 και ο t4 που έχουν και θετικές τιμές. (γ) Η ακριβής τιμή αυτού του έργου είναι
W = √π erf 1 ≈ 1.49365 με erf x τη συνάρτηση σφάλματος (error function). Πόσο
είναι το απόλυτο σφάλμα και πόσο το σχετικό σφάλμα στην πιο πάνω αριθμητική
ολοκλήρωση Gauss–Legendre (ή πιο απλά ολοκλήρωση Gauss);

ë Απάντηση: (α, β)W ≈ 1.49333. s

. Άσκηση
Ενότητα Α15.2t Άσκηση Α15.2 z Τροποποιημένες συναρτήσεις Bessel

Για τη γενικευμένη τροποποιημένη εξίσωση Bessel (15.2.42) που έχουμε στην Πα-
ράγραφο Α15.2.6 ζητείται να αποδειχθεί ότι η γενική λύση της είναι η συνάρτηση
(15.2.43). Υπόδειξη: Να γίνει εργασία απόλυτα ανάλογη με εκείνην που έγινε στην
Παράγραφο Α15.2.4 για τη γενικευμένη εξίσωση Bessel (15.2.24) με λύση της τη συ-
νάρτηση (15.2.28) φυσικά θέτοντας και εδώ t = λx ή ισοδύναμα x = t/λ.

. Άσκηση
Ενότητα Α15.2t Άσκηση Α15.3 z Μηχανική των Υλικών: Λυγισμός

Στη Μηχανική των Υλικών στο πρόβλημα του λυγισμού στύλου (ή ράβδου ή υπο-
στυλώματος) ζητούνται: (α) Να αναφερθούν τα κρίσιμα φορτία λυγισμού Pcr για
τις τέσσερις βασικές περιπτώσεις λυγισμού με βάση τους αντίστοιχους τύπους του
Euler στη μορφή

Pcr ≈
αEI
L2

εδώ με το α αριθμητική σταθερά με τέσσερα σημαντικά ψηφία, φυσικά διαφορε-
τικά σε κάθε περίπτωση. (β) Με βάση την πρώτη εξίσωση (15.2.70) να γίνει το ίδιο
και στην περίπτωση που ο στύλος είναι πακτωμένος στο κάτω άκρο του x = 0 και
ελεύθερος στο πάνω άκρο του x = L και λυγίζει υπό το δικό του βάρος (το ίδιο
βάρος) Wcr σαν πέμπτη περίπτωση. (Φυσικά ο αντίστοιχος τύπος δεν καλείται πια
τύπος του Euler.) (γ) Με βάση όλα τα προηγούμενα και για ακριβώς ίδιους στύλους
στο μήκος L και στην ελάχιστη δυσκαμψία EI πότε λυγίζει ευκολότερα ένας στύλος:
όταν είναι αβαρής με πάκτωση–ελεύθερο άκρο και με αξονικό φορτίο P ή όταν έχει
βάρος W πάλι με πάκτωση–ελεύθερο άκρο, αλλά τώρα χωρίς άλλο αξονικό φορ-
τίο P πέρα από το βάρος τουW. (δ) Να δοθεί φυσική εξήγηση για την προηγούμενη
απάντηση. (ε) Για ποιον ακριβώς λόγος μιλήσαμε για ελάχιστη δυσκαμψία EI του
στύλου και όχι απλά για δυσκαμψία του στύλου; s
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Α21.16
Α21.16. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α16: Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΣΕΙΡΩΝ FOU-
RIER: ΘΕΩΡΙΑ ΚΑΙ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

. Άσκηση
Ενότητα Α16.1

t Άσκηση Α16.1 z Ορθογωνιότητα πολυωνύμων Chebyshev
Με βάση το γνωστό τύπο Tn(x) = cosnθ με x = cos θ για τα πολυώνυμα Chebyshev
πρώτου είδους Tn(x) ζητούνται: (α) Τα τρία πρώτα πολυώνυμα Chebyshev πρώτου
είδουςT0(x),T1(x) καιT2(x). (β)Ποιο είναι το διάστημα ολοκληρώσεως[a, b] και ποια
η συνάρτηση βάρους w(x) για την ορθογωνιότητα των πολυωνύμων Chebyshev
πρώτου είδους Tn(x); (γ) Με την εκτέλεση αναλυτικά των υπολογισμών η απόδειξη
της ορθογωνιότητας των πολυωνύμων Chebyshev Τ0(x) και T2(x). (δ) Σε ποια δύο
συγκεκριμένα προβλήματα του Πολιτικού Μηχανικού έχουν χρησιμότητα τα πο-
λυώνυμα Chebyshev; s

. Άσκηση
Ενότητα Α16.1 t Άσκηση Α16.2 z Ορθογωνιότητα τριγωνομετρικών συναρτήσεων

Χωρίς καμία αλλαγή μεταβλητής να αποδειχθεί ο τύπος ορθογωνιότητας (16.1.23)
για τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις sin(mπx/L) και sin(nπx/L). Υπόδειξη: Να χρη-
σιμοποιηθεί ο γνωστός τριγωνομετρικός τύπος (16.1.14) με την παρούσα απόδειξη
είναι αρκετά ανάλογη με εκείνη για τον κάπως απλούστερο τύπο ορθογωνιότητας
(16.1.10). s

. Άσκηση
Ενότητα Α16.2 t Άσκηση Α16.3 z Σειρές Fourier

Στο πεπερασμένο διάστημα [−L, L] θεωρούμε τη συνάρτηση

p(x) = p1 για − L ≤ x < 0 και p(x) = p2 για 0 ≤ x ≤ L με p1 ≠ p2 .

Ζητούνται: (α) Με πλήρη εκτέλεση των υπολογισμών η συνηθισμένη (τριγωνομε-
τρική) σειρά Fourier pF (x)αυτής της συναρτήσεως p(x). (β)Η εύρεση της ίδιας σειράς
Fourier pF (x) τώρα με τη βοήθεια της σειράς Fourier (16.2.33) του Παραδείγματος
Α16.2.5, που αφορά σε παραπλήσια συνάρτηση. (γ) Η γραφή της παρούσας συναρ-
τήσεως p(x) στη μορφή

p(x) = pάρτια(x) + pπεριττή(x)

του αθροίσματος μιας άρτιας συναρτήσεως pάρτια(x) και μιας περιττής συναρτή-
σεως pπεριττή(x). (δ) Η εξήγηση για ποιο λόγο στη σειρά Fourier pF(x) αυτής εδώ της
ασκήσεως δεν παρουσιάζονται καθόλου συνημιτονικοί όροι. (ε) Ποια τιμή παίρ-
νει η σειρά Fourier pF (x) για x = 0 και γιατί παίρνει αυτή την τιμή φυσικά με τη
χρήση σχετικού θεωρήματος για τις σειρές Fourier; (στ) Ανάλογα για x = −L και
x = L. (ζ) Σε ποιο διάστημα συμπίπτει η σειρά Fourier pF (x) με τη συνάρτηση p(x),
δηλαδή pF (x) = p(x) με την εξαίρεση βέβαια τριών μεμονωμένων σημείων; Ποιών
ακριβώς σημείων; (η) Η συνάρτηση p(x) δεν ορίζεται έξω από το διάστημα αυτό.
Όμως η σειρά Fourier της pF (x) θεωρείται εδώ ότι ορίζεται, δηλαδή την υποθέτουμε
εμείς ότι ορίζεται. Πώς συμπεριφέρεται αυτή η σειρά Fourier pF(x); Πόση είναι εδώ
η περίοδός της Τ; s
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Α21.17
Α21.17. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α17: Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΣΕΙΡΩΝ FOU-
RIER: ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

. Άσκηση
Ενότητα Α17.5

t Άσκηση Α17.1 z Δυναμική των Κατασκευών: Μονώροφο κτίριο
Στη Δυναμική των Κατασκευών θεωρούμε τις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις ενός
μονώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως (ή διατμητικού κτιρίου) χωρίς απόσβεση
υπό άρτια περιοδική οριζόντια φόρτιση της πλάκας του μονώροφου κτιρίου p(t)
της μορφής

p(t) =
∞

n=0

pn cosωnt με ωn = nω1 και ω1 =
2π
T

με Τ την περίοδο της φορτίσεως p(t). Η σχετική διαφορική εξίσωση είναι η γνωστή
μας εξίσωση

ü(t) + ω20u(t) =
p(t)
m

με ω0 = 
k
m

την ιδιοσυχνότητα του κτιρίου, με m τη μάζα του (που υποτίθεται ότι είναι συγκε-
ντρωμένη στο ύψος της πλάκας) και k το συνολικό συντελεστή δυσκαμψίας (ή τη συ-
νολική σταθερά δυσκαμψίας) των υποστυλωμάτων του. Άγνωστη συνάρτηση u(t)
είναι φυσικά η οριζόντια μετατόπιση της πλάκας του μονώροφου κτιρίου. Ζητού-
νται: (α) Σε ποιο διαφορετικό μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα των Ταλαντώσεων
παρουσιάζεται η ίδια ακριβώς διαφορική εξίσωση; Τι παριστάνουν εκεί οι δύο στα-
θερές m και k; (β) Για ποιο λόγο δεν έχουμε και ημιτονικούς όρους στην πιο πάνω
σειρά Fourier για την άρτια περιοδική φόρτιση p(t) της πλάκας του κτιρίου; (γ) Από
ποιους τύπους έχουν υπολογισθεί οι συντελεστές pn στην πιο πάνω σειρά Fourier,
που θεωρούνται εδώ γνωστοί, με βάση το διάστημα μιας περιόδου [0,Τ]; Ειδικά
ο συντελεστής p0; Υπόδειξη: Τύποι (17.1.9) και (17.1.8) της Ενότητας Α17.1. (δ) Ζη-
τάμε τώρα να βρούμε μια μερική λύση (ή ειδική λύση) της παραπάνω διαφορικής
εξισώσεως σε αντίστοιχη συνημιτονική σειρά Fourier της μορφής

u(t) =
∞

n=0

un cosωn t πάλι με ωn = nω1 και ω1 =
2π
T
,

αλλά τώρα με τους συντελεστές της un προς το παρόν άγνωστους άγνωστους. Αυτό
το πετυχαίνουμε εύκολα απλά με αντικατάσταση των σειρών Fourier των συναρ-
τήσεων p(t) (γνωστή σειρά Fourier) και u(t) (άγνωστη σειρά Fourier) στη διαφορική
εξίσωση και χρήση στοιχειωδών ιδιοτήτων των σειρών Fourier. Ποιος τύπος δίνει
τους συντελεστές un με βάση τους συντελεστές pn; Ισχύει ο τύπος αυτός και για n = 0;
(ε) Πότε ακριβώς αστοχεί η προηγούμενη μέθοδος; (στ) Ποιο ανεπιθύμητο φαινό-
μενο παρουσιάζεται σ’ αυτήν την περίπτωση; (ζ) Εάν είχαμε και απόσβεση (λόγος
αποσβέσεως ξ > 0) θα μπορούσαμε από μαθηματικής απόψεως να χρησιμοποιή-
σουμε την ίδια συνημιτονική σειρά Fourier για την άγνωστη μετατόπιση u(t) της
πλάκας του μονώροφου κτιρίου ή όχι και γιατί; Ποια γενικότερη σειρά Fourier θα
έπρεπε να είχαμε χρησιμοποιήσει, εάν είχαμε, επαναλαμβάνουμε, και απόσβεση
των ταλαντώσεων του κτιρίου; (η) Φυσικά η λύση που βρήκαμε είναι μια μερική
λύση (ή ειδική λύση) up(t) της διαφορικής εξισώσεως. Σ’ αυτήν πρέπει να προστεθεί
και η λύση uh(t) της αντίστοιχης ομογενούς διαφορικής εξισώσεως, ώστε να προκύ-
ψει η γενική λύση ug(t) = up(t) + uh(t) της διαφορικής εξισώσεως. Απλά να αναφερ-
θεί κατευθείαν ποια είναι λύση uh(t) της αντίστοιχης ομογενούς εξισώσεως. (θ) Στο
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παρόν πρόβλημα υπάρχει ή όχι μεταβατικό φαινόμενο (ή παροδικό φαινόμενο),
δηλαδή η λύση uh(t) της αντίστοιχης ομογενούς εξισώσεως «σβήνει» ή όχι με την
πάροδο του χρόνου t; (ι) Η παρούσα περιοδική φόρτιση p(t) είναι πιθανή ενεργή
φόρτιση peff(t) ή όχι σε σεισμικό φαινόμενο;
ë Απαντήσεις: (α) Στο γνωστό μονοβάθμιο μηχανικό σύστημα μάζας–ελατηρίου.

(δ) un =
pn

m(−ω2n+ω20)
με n = 0, 1, 2,… (ε) Όταν ωn = ω0 = 

k
m
για κάποια τιμή του n.

(η) Στο παρόν πρόβλημα δεν υπάρχει μεταβατικό φαινόμενο, επειδή δεν υπάρχει
απόσβεση των ταλαντώσεων. (ι) Όχι, επειδή τα σεισμικά φαινόμενα δεν χαρακτη-
ρίζονται από περιοδικότητα. Είναι γενικά σύντομα και μη περιοδικά. Κατάλληλος
γι’ αυτά είναι γενικά ο μετασχηματισμός Fourier αντί για τις σειρές Fourier. s

. Άσκηση
Ενότητα Α17.5 t Άσκηση Α17.2 z Δυναμική των Κατασκευών: Μονώροφο κτίριο

Συνεχίζουμε την προηγούμενη άσκηση τώρα στη λίγο πιο δύσκολη περίπτωση όπου
υπάρχει και απόσβεση των ταλαντώσεων: ξ > 0. Είναι η περίπτωση που μελετήθηκε
ήδη εκτενώς στην Ενότητα Α17.5. Προκύπτει η διαφορική εξίσωση (17.5.1). Εδώ τη
γράφουμε στην ισοδύναμη μορφή της

ü(t) + 2ξω0u̇(t) + ω20u(t) =
p(t)
m

με ω0 = 
k
m

και αναζητούμε μια μερική λύση της (ή ειδική λύση της) για οποιαδήποτε περιοδική
φόρτιση p(t) (με περίοδο Τ). Όπως και στην Ενότητα Α17.5 έτσι κι εδώ γι’ αυτήν την
ελαφρά τροποποιημένη μορφή της διαφορικής εξισώσεως χρησιμοποιούμε τις μι-
γαδικές (ή εκθετικές) σειρές Fourier (17.5.2) για τη φόρτιση p(t) και (17.5.3) για τη
μετατόπιση u(t). Ζητούνται: (α) Οι άγνωστοι συντελεστές un συναρτήσει των γνω-
στών συντελεστών pn. (β) Οι εκφράσεις τους με τη χρήση των βοηθητικών σταθερών
βn = ωn /ω0 και φυσικά της σταθεράς k αντί για την m (με ω0 = √k/m ). (γ) Να ελεγ-
χθεί εάν συμφωνούν ή όχι τα αποτελέσματα με το αποτέλεσμα un = G(ωn)pn στη
σχέση (17.5.12) για το ίδιο πρόβλημα; (δ) Πώς καλείται η συνάρτηση G(ω);
ë Απαντήσεις: (β) un =

pn
k(1−β2n+2 iξβn)

. (γ) Προφανώς συμφωνούν, αφού πρόκειται
για το ίδιο ακριβώς πρόβλημα ταλαντώσεων. s

. Άσκηση
Ενότητα Α17.5 t Άσκηση Α17.3 z Δυναμική των Κατασκευών: Μονώροφο κτίριο

Συνεχίζουμε την προηγούμενη άσκηση με την ίδια ακριβώς διαφορική εξίσωση.
Την επαναλαμβάνουμε και σε τούτη εδώ την άσκηση

ü(t) + 2ξω0u̇(t) + ω20u(t) =
p(t)
m

με ω0 = 
k
m

Εδώ απλά δουλεύουμε με τριγωνομετρικές σειρές Fourier (αντί για μιγαδικές ή εκ-
θετικές σειρές Fourier). Έτσι για τη γενική περιοδική φόρτιση p(t) (με περίοδο Τ)
θεωρούμε τη γνωστή σειρά Fourier της στη μορφή

p(t) = pc0 +
∞

n=1

pcn cosωnt +
∞

n=1

psn sinωnt

με το δείκτη c να αναφέρεται στο συνημίτονο (cos) και το δείκτη s στο ημίτονο (sin).
Τη μερική λύση (ή ειδική λύση) της διαφορικής εξισώσεώς μας την αναζητούμε εδώ
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στην αντίστοιχη τριγωνομετρική μορφή

u(t) = uc0 +
∞

n=1

ucn cosωnt +
∞

n=1

usn sinωnt,

αλλ’ εδώ με τους συντελεστές ucn και usn άγνωστους. Ζητούνται: (α) Από ποιους
τύπους έχουν προσδιορισθεί οι γνωστοί συντελεστές pcn και psn της σειράς Fourier
της φορτίσεως p(t); (β) Με άμεση αντικατάσταση στη διαφορική εξίσωση και χρήση
γνωστών ιδιοτήτων των σειρών Fourier να προσδιορισθούν και οι συντελεστές ucn
και usn. (γ) Συμφωνούν τααποτελέσματα για τηνπαρούσα σειρά Fourier με τη σειρά
Fourier (17.2.13) ή λίγο πιο απλά (17.2.14), που βρέθηκε στην Ενότητα Α17.2 για το
ίδιο ακριβώς πρόβλημα με λίγο διαφορετικό τρόπο; (δ) Με τη χρήση των τύπων
(17.3.6) στην πρώτη τους μορφή, συγκεκριμένα εδώ των τύπων

un =
ucn − iusn

2
να υπολογισθούν οι συντελεστές un της αντίστοιχης μιγαδικής (ή εκθετικής σειράς)
Fourier (17.5.3) της ίδιας συναρτήσεωςu(t). (ε) Για τη μιγαδική συνάρτηση αποκρί-
σεωςG(ω) στο πεδίο της κυκλικής συχνότηταςω, που δίνεται στο πρόβλημά μας από
τον τύπο (6.1.73) της Παραγράφου Α6.1.6 του Κεφαλαίου Α6, να αποδειχθεί ότι

G(ωn) =
1 − β2n − 2iξβn

kΔ(βn)
με βn =

ω
ωn

και Δ(βn) = (1 − β2n)
2 + (2ξβn)

2

(στ) Συμφωνούν τα αποτελέσματα στην παρούσα άσκηση με εκείνα στην προηγού-
μενη άσκηση, δηλαδή ότι

un = G(ωn)pn ,

για το ίδιο ακριβώς πρόβλημα: των εξαναγκασμένων ταλαντώσεων μονώροφου
ιδεατού κτιρίου; (ζ) Τελικά με σύγκριση των υπολογισμών στην προηγούμενη και
στην παρούσα άσκηση πότε οι υπολογισμοί είναι πιο εύκολοι για τον Πολιτικό
Μηχανικό στο παρόν κτίριο: με τη χρήση μιγαδικών (ή εκθετικών) σειρών Fourier
ή με τη χρήση τριγωνομετρικών σειρών Fourier;

ë Απαντήσεις: (β) ucn =
(1−β2n)pcn−2ξβn psn

kΔ(βn)
και usn =

2ξβn pcn+(1−β2n)psn
kΔ(βn)

.

(στ) Ναι, φυσικά συμφωνούν. s

. Άσκηση
Ενότητα Α17.6t Άσκηση Α17.4 z Δυναμική των Κατασκευών: Διώροφο κτίριο

Εδώ θεωρούμε ένα διώροφο (και όχι πλέον μονώροφο) ιδεατό κτίριο διατμήσεως
(ή διατμητικό κτίριο). Οι μάζες των ορόφων του είναι m1 και m2 και θεωρούνται
συγκεντρωμένες στα ύψη των δύο πλακών του κτιρίου. Οι συντελεστές δυσκαμψίας
(ή σταθερές δυσκαμψίας) των υποστυλωμάτων του (που αποτελούν τα στοιχεία του
μητρώου δυσκαμψίας K του κτιρίου) είναι k11, k12 = k21 και k22. Οι οριζόντιες φορ-
τίσεις των πλακών των ορόφων του διώροφου κτιρίου είναι p1(t) και p2(t). Άγνωστες
είναι οι οριζόντιες μετατοπίσεις u1(t) και u2(t) των πλακών των ορόφων του διώρο-
φου κτιρίου. Ζητούνται: (α) Να γραφεί κατευθείαν το σχετικό σύστημα διαφορικών
εξισώσεων σε συνηθισμένη (μη μητρωική, χωρίς μητρώα) μορφή. Υποθέτουμε τώρα
ότι και οι δύο φορτίσεις p1(t) και p2(t) είναι συνεχείς περιοδικές συναρτήσεις με πε-
ρίοδο Τ (με αντίστοιχη συχνότητα ω1 = 2π/Τ) και μάλιστα περιττές συναρτήσεις.
Επομένως ισχύουν οι εξής ημιτονικές σειρές Fourier:

p1(t) =
∞

n=1

p1n sinωnt και p2(t) =
∞

n=1

p2n sinωnt με ωn = nω1 =
2nπ
Τ

.
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Οι συντελεστές τους p1n και p2n θεωρούνται γνωστοί. Κάνουμε τώρα αντίστοιχες
υποθέσεις και για τις σειρές Fourier των άγνωστων οριζόντιων μετατοπίσεων των
πλακών του διώροφου κτιρίου u1(t) και u2(t), δηλαδή υποθέτουμε ότι

u1(t) =
∞

n=1

u1n sinωnt και u2(t) =
∞

n=1

u2n sinωnt με ωn = nω1 =
2nπ
Τ

,

τώρα όμως με τους συντελεστές τους u1n και u2n προς το παρόν άγνωστους. (β) Ποιο
είναι το σύστημα των γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων για τον προσδιορισμό αυ-
τών των συντελεστών u1n και u2n (που αντιστοιχούν στη συχνότηταωn) με βάση τους
γνωστούς συντελεστές p1n και p2n; (γ) Ποια είναι η σχετική ορίζουσα Δ(ωn) των συ-
ντελεστών των αγνώστων u1n και u2n; (δ) Ποιες είναι οι τελικές εκφράσεις των u1n
και u2n βέβαια με την υπόθεση ότι Δ(ωn) ≠ 0; (ε) Να υπολογισθεί και η εξίσωση
ιδιοσυχνοτήτων (ή πιο απλά εξίσωση συχνοτήτων)

| −ω2M +K | = 0 και ισοδύναμα det (−ω2M +K ) = 0

για το ίδιο κτίριο. Οι σχετικές ιδιοσυχνότητεςω1, κτιρίου καιω2 , κτιρίου που είναι λύσεις
της (για την ακρίβεια οι θετικές ρίζες της) θεωρούνται γνωστές. (στ) Τι συμβαίνει στο
κτίριο στην ειδική περίπτωση που ωn = ω1, κτιρίου ή ωn = ω2 , κτιρίου και για ποιο λόγο;

ë Απαντήσεις: (β) (−m1ω2n+k11)u1n+k12u2n = p1n και k12u1n+(−m2ω2n+k22)u2n = p2n.
(ε) m1m2ω4 − (m1k22 +m2k11)ω2 + k11k22 − k212 = 0. s

Α21.18
Α21.18. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α18: Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑ-
ΤΙΣΜΟΥ FOURIER: ΘΕΩΡΙΑ ΚΑΙ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

. Άσκηση
Ενότητα Α18.3

t Άσκηση Α18.1 z Μετασχηματισμός Fourier: Ορθογωνικός παλμός
Θεωρούμε τον ορθογωνικό παλμό (ή ισοδύναμα το ορθογωνικό πλήγμα)

p1(t) = p0 για t ∈ [0,T0] και p1(t) = 0 για t ∉ [0,T0]

μεT0 > 0 και το p0 γνωστή σταθερά, π.χ. στη φόρτιση ενός κτιρίου. Θεωρούμε επίσης
και τον αντίστοιχο μετατοπισμένο κατά t0 ορθογωνικό παλμό

p2(t) = p0 για t ∈ [t0 , t0 + T0] και p2(t) = 0 για t ∉ [t0 , t0 + T0]

με T0 > 0. Ζητούνται: (α) Να αναφερθεί κατευθείαν ο μετασχηματισμός Fourier
P1(ω) = ℱ {p1(t)} του πρώτου ορθογωνικού παλμού p1(t) στην απλούστερη εκθετική
μορφή του.Υπόδειξη:ΠαράγραφοςΑ18.2.2. (β)Με βάση τον ορισμό του μετασχημα-
τισμού Fourier να προσδιορισθεί ο μετασχηματισμός Fourier P2(ω) = ℱ {p2(t)} του
δεύτερου ορθογωνικού παλμού p2(t) ξανά στην απλούστερη εκθετική μορφή του.
(γ) Να επαληθευθεί το αποτέλεσμα P2(ω) με βάση το πρώτο αποτέλεσμα P1(ω) και
τη γνωστή ιδιότητα μετάθεσης χρόνου (εδώ κατά t0) στο μετασχηματισμό Fourier.
(δ) Με βάση το μετασχηματισμό Fourier της συναρτήσεως δέλτα του Dirac δ(t) και
χρήση της ίδιας ιδιότητας μετάθεσης να υπολογισθεί ο μετασχηματισμός Fourier
ℱ{δ(t − t0)} της μετατοπισμένης συναρτήσεως δέλτα του Dirac δ(t − t0). (ε) Να γρα-
φεί η συνάρτηση p2(t) με ενιαίο τύπο με χρήση της βηματικής συναρτήσεως του
HeavisideH(t). (στ) Με βάση το προηγούμενο αποτέλεσμα να υπολογισθεί η παρά-
γωγός ṗ2(t) της συναρτήσεως p2(t) με χρήση της συναρτήσεως δέλτα του Dirac δ(t).
(ζ) Με βάση τα αποτελέσματα των ερωτημάτων (στ) και (δ) αλλά και τη γραμμική
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ιδιότητα του μετασχηματισμού Fourier να υπολογισθεί ο μετασχηματισμός Fourier
ℱ{ṗ2(t)} της παραγώγου ṗ2(t) και εδώ σε εκθετική μορφή. (η) Τέλος με χρήση του
γνωστού από το ερώτημα (β) μετασχηματισμού Fourier P2(ω) = ℱ {p2(t)} και της
ιδιότητας του μετασχηματισμού Fourier για το μετασχηματισμό Fourier ℱ{ṗ2(t)}
της παραγώγου ṗ2(t) συναρτήσεως p2(t) να επαληθευθεί το αποτέλεσμα του προη-
γούμενου ερωτήματος (ζ).

ë Απαντήσεις: (α) P1(ω) = ℱ {p1(t)} =
ip0
ω
e−iωT0 − 1.

(β) P2(ω) = ℱ {p2(t)} =
ip0
ω
e−iωt0 e−iωT0 − 1. (δ)ℱ{δ(t − t0)} = e−iωt0 .

(ε) p2(t) = p0 [Η(t − t0) −H(t − t0 − T0)]. (στ) ṗ2(t) = p0 [δ(t − t0) − δ(t − t0 − T0)].
(ζ)ℱ{ṗ2(t)} = p0 e−iωt0 1 − e−iωT0. s

Α21.19
Α21.19. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ Α19: Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑ-
ΤΙΣΜΟΥ FOURIER: ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

. Άσκηση
Ενότητα Α19.1

t Άσκηση Α19.1 z Δυναμική των Κατασκευών: Μονώροφο κτίριο
Θεωρούμε την καταπόνηση μονώροφου ιδεατού κτιρίου διατμήσεως (ή διατμητι-
κού κτιρίου) που έχει μάζαm (συγκεντρωμένη στην πλάκα του), λόγο αποσβέσεως ξ
και ιδιοσυχνότητα ω0 υπό μη περιοδική οριζόντια φόρτισή του p(t) στην πλάκα του
με γνωστό μετασχηματισμό Fourier P(ω) = ℱ {p(t)}. Άγνωστη συνάρτηση είναι η
οριζόντια μετατόπιση u(t) της πλάκας του μονώροφου κτιρίου. Ζητούνται: (α) Σε
ποιο διάστημα βρίσκονται συνήθως οι τιμές του λόγου αποσβέσεως ξ; Ποια είναι
η μονάδα του εάν υπάρχει; (β) Η κατευθείαν γραφή της σχετικής διαφορικής εξι-
σώσεως. (γ) Ο μετασχηματισμός Fourier U(ω) = ℱ {u(t)} της άγνωστης μετατοπί-
σεως u(t) της πλάκας του κτιρίου. (δ) Ο αντίστοιχος μετασχηματισμός Fourier για
ωστική (ή κρουστική) φόρτιση p(t) = δ(t) του κτιρίου στην πλάκα του. (ε) Με ποια
συνάρτηση συμβολίζεται αυτός ο μετασχηματισμός Fourier και πώς καλείται αυτή η
συνάρτηση; (στ) Πώς καλείται η αντίστροφη κατά Fourier συνάρτηση της συναρτή-
σεως του προηγούμενου ερωτήματος; (ζ) Με χρήση αυτής της συναρτήσεως και του
θεωρήματος της συνελίξεως στο μετασχηματισμό Fourier η απόκριση u(t) του κτι-
ρίου στην αρχική γενική φόρτισή του p(t). (η) Για ποιο λόγο μπορούμε να πάρουμε
σαν άνω όριο ολοκληρώσεως τον πεπερασμένο χρόνο t αντί για το άπειρο; (θ) Ποια
είναι η έκφραση της ενεργής φορτίσεως peff(t) του κτιρίου για σεισμική καταπόνησή
του με οριζόντια επιτάχυνση του εδάφους üg(t) = ag(t), εφόσον βέβαια αναφερόμα-
στε στη σχετική μετατόπιση u(t) = ur(t) της πλάκας του κτιρίου ως προς το έδαφος;
(ι) Ποια μορφή παίρνει τώρα ο ολοκληρωτικός τύπος του ερωτήματος (ζ); (ια) Για
ποιο λόγο προτιμάται από τον Πολιτικό Μηχανικό η σχετική μετατόπιση ως προς
το έδαφος ur(t) από την απόλυτη (ή συνολική) μετατόπιση ut(t);

ë Απαντήσεις: (β) ü(t)+2ξω0u̇(t)+ω20u(t) =
p(t)
m

. (γ)U(ω) = P(ω)
m(−ω2 + 2iξω0ω + ω20)

.

(ε)ΜεG(ω) (ήΗ(ω)). Πρόκειται για τη γνωστή μας μιγαδική συνάρτηση αποκρίσεως
στο πεδίο της (κυκλικής) συχνότητας ω. (στ) Καλείται απλά ωστική (ή κρουστική)
απόκριση του κτιρίου g(t) = ℱ −1{G(ω)} (ή h(t) = ℱ −1{H(ω)}), επειδή θεωρήσαμε στο
ερώτημα (δ) ωστική (ή κρουστική) φόρτιση του παρόντος μονώροφου κτιρίου.
(θ) peff(t) = −mag(t). (ι) u(t) = ur(t) = −m∫

t
−∞ g(t − τ)ag(τ)dτ. s
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. Άσκηση
Ενότητα Α19.4

t Άσκηση Α19.2 z Δυναμική των Κατασκευών: Τριώροφο κτίριο
Θεωρούμε τριώροφο ιδεατό κτίριο διατμήσεως εδώ χωρίς απόσβεση. Οι μάζες των
τριών ορόφων του (που τις υποθέτουμε συγκεντρωμένες στα ύψη των πλακών τους)
είναι όλες τους ίσες με m, δηλαδή έχουμε m1 = m2 = m3 = m. Οι συντελεστές δυ-
σκαμψίας (ή σταθερές δυσκαμψίας) των υποστυλωμάτων των τριών ορόφων του
τριώροφου κτιρίου που σχηματίζουν το συμμετρικό μητρώο δυσκαμψίας του είναι

k11 = k22 = 2k, k33 = k, k12 = k21 = k23 = k32 = −k, k13 = k31 = 0

με το k γνωστή θετική σταθερά. Εισάγουμε επίσης και τη βοηθητική ποσότητα (με
διαστάσεις συχνότητας) ω0 = √k/m. Τέλος οι οριζόντιες φορτίσεις που ασκούνται
στις τρεις πλάκες του τριώροφου κτιρίου είναι επίσης γνωστές: p1(t), p2(t) και p3(t).
Ζητούνται: (α) Τα μητρώαμάζας (ή αδρανείας)M και δυσκαμψίαςK. (β)Η εξίσωση
ιδιοσυχνοτήτων (ή πιο απλά εξίσωση συχνοτήτων) του κτιρίου με βάση τον τύπο

Δ(ω) = | −ω2M +K | = 0 και ισοδύναμα Δ(ω) = det(−ω2M +K ) = 0

στην τελική της μορφή με τη χρήση και του βοηθητικού συμβόλου ω0. (γ) Η αντί-
στοιχη εξίσωση με τη χρήση του αδιάστατου συμβόλου β = ω/ω0 και με χρήση της
οι τρεις ιδιοσυχνότητες του παρόντος τριώροφου κτιρίου. Υπόδειξη: Να χρησιμο-
ποιηθεί η Mathematica. (δ) Το σύστημα των τριών διαφορικών εξισώσεων για τις
παρούσες εξαναγκασμένες ταλαντώσεις του κτιρίου σε συνηθισμένη (μη μητρωική,
χωρίς μητρώα) μορφή και με τη χρήση κι εδώ του βοηθητικού συμβόλου ω0 (αντί
για το σύμβολο k) μαζί με το σύμβολοm στα δεξιά μέλη των διαφορικών εξισώσεων.
(ε) Mε εφαρμογή της μεθόδου του μετασχηματισμού Fourier το αντίστοιχο σύστημα
των γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεωνως προς τους άγνωστους μετασχηματισμούς
Fourier U1(ω) = ℱ {u1(t)}, U2(ω) = ℱ {u2(t)} και U3(ω) = ℱ {u3(t)} στην τελική του
(πιο απλή) μορφή με γνωστούς τους μετασχηματισμούς Fourier P1(ω) = ℱ {p1(t)},
P2(ω) = ℱ {p2(t)} και P3(ω) = ℱ {p3(t)}. (στ) Υπάρχουν αρχικές συνθήκες όταν χρη-
σιμοποιείται ο μετασχηματισμός Fourier ή όχι; Σε ποιο ολοκληρωτικό μετασχημα-
τισμό υπάρχουν αρχικές συνθήκες; (ζ) Για την επίλυση του συστήματος των γραμμι-
κών αλγεβρικών εξισώσεων του ερωτήματος (ε) ποια είναι η ορίζουσα των συντελε-
στών των αγνώστων U1(ω), U2(ω) και U3(ω) που εμφανίζεται στους παρονομαστές
της λύσεως; (η) Η λύση U1(ω), U2(ω) και U3(ω) αυτού του συστήματος γραμμικών
αλγεβρικών εξισώσεων. (θ) Η ίδια λύση με τη χρήση των μιγαδικών συναρτήσεων
αποκρίσεως Gij(ω) στο πεδίο της κυκλικής συχνότητας ω. (ι) Ποιες είναι οι εκφρά-
σεις των συναρτήσεων αυτώνGij(ω) στο παρόν πρόβλημα; (ια) Για ποιο λόγο ειδικά
στο παρόν πρόβλημα αυτές οι συναρτήσεις Gij(ω) είναι πραγματικές; (ιβ) Ποιο μη-
τρώο σχηματίζουν οι ίδιες συναρτήσεις Gij(ω); Είναι συμμετρικό ή όχι το μητρώο
αυτό; (ιγ) Με χρήση των συναρτήσεων Gij(ω) και Pj(ω) καθώς και του τύπου για τον
αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier οι τρεις μετατοπίσεις ui(t) των τριών ορόφων
του κτιρίου φυσικά εδώ με ολοκλήρωση στο πεδίο της συχνότητας ω. (ιδ) Υποθέ-
τουμε γνωστούς τους αντίστροφους μετασχηματισμούς Fourier gij(t) = ℱ −1{Gij(ω)}.
Με τη χρήση όλων αυτών των συναρτήσεων gij(t), των φορτίσεων pj(t) και του θεω-
ρήματος της συνελίξεως στο μετασχηματισμό Fourier ζητούνται και πάλι οι τρεις
μετατοπίσεις u1(t), u2(t) και u3(t) τώρα βέβαια με ολοκλήρωση στο πεδίο του χρό-
νου t. (ιε) Για ποιο λόγο μπορούμε να βάλουμε σαν άνω όριο ολοκληρώσεως τη χρο-
νική στιγμή t αντί για το άπειρο; (ιστ) Υποθέτουμε τώρα ότι ασκείται μόνο ωστική
(ή κρουστική) φόρτιση p3(t) = δ(t) στην πλάκα του τρίτου ορόφου του κτιρίου χω-
ρίς άλλες φορτίσεις. Ποιοι θα είναι τώρα οι μετασχηματισμοί Fourier U1(ω), U2(ω)
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και U3(ω) των μετατοπίσεων u1(t), u2(t) και u3(t) των πλακών των τριών ορόφων
του κτιρίου; (ιζ) Υποθέτοντας κι εδώ γνωστές τις συναρτήσεις gij(t) = ℱ −1{Gij(ω)},
πώς εκφράζονται με χρήση τους οι μετατοπίσεις u1(t), u2(t) και u3(t) στην παρούσα
ωστική (ή κρουστική) φόρτιση; (ιη) Τα ίδια αποτελέσματα να βρεθούν και με δεύ-
τερο τρόπο: με τη χρήση των ολοκληρωτικών τύπων του ερωτήματος (ιδ) σε συν-
δυασμό με γνωστή ιδιότητα της ωστικής (ή κρουστικής) συναρτήσεως δ(t) του Dirac.
(ιθ) Εάν τώρα θεωρήσουμε σεισμική καταπόνηση του τριώροφου κτιρίου μας και τις
σχετικές μετατοπίσεις u1(t) = u1r(t), u2(t) = u2r(t), u3(t) = u3r(t) των ορόφων του ως
προς το έδαφος με γνωστό το μετασχηματισμό Fourier Ag(ω) = ℱ {ag(t)} της ορι-
ζόντιας επιταχύνσεως του εδάφους, ποιες μορφές θα πάρουν οι μετασχηματισμοί
Fourier U1(ω) = U1r(ω), U2(ω) = U2r(ω) και U3(ω) = U3r(ω) εδώ καλύτερα χωρίς
τη χρήση των συναρτήσεωνGij(ω), δηλαδή με άμεση χρήση των συμβόλων ω και ω0;
ë Απαντήσεις: (β) Δ(ω) = −ω6 + 5ω20ω

4 − 6ω40ω
2 + ω60 = 0.

(γ) Δ(β) = −β6 + 5β4 − 6β2 + 1 = 0, οπότε οι τρεις θετικές ρίζες είναι β1 ≈ 0.445042,
β2 ≈ 1.24698 και β3 ≈ 1.80194. Επομένως, αφού β = ω/ω0, οι τρεις ιδιοσυχνότητες
του τριώροφου κτιρίου είναι ω1 ≈ 0.445042ω0, ω2 ≈ 1.24698ω0 και ω3 ≈ 1.80194ω0.
(δ) ü1(t) + 2ω20u1(t) − ω20u2(t) = p1(t)/m,
ü2(t) − ω20u1(t) + 2ω

2
0u2(t) − ω20u3(t) = p2(t)/m

και ü3(t) − ω20u2(t) + ω20u3(t) = p3(t)/m.
(ε) (−ω2 + 2ω20)U1(ω) − ω20U2(ω) = P1(ω)/m,
−ω20U1(ω) + (−ω2 + 2ω20)U2(ω) − ω20U3(ω) = P2(ω)/m
και −ω20U2(ω) + (−ω2 + ω20)U3(ω) = P3(ω)/m.
(ζ) Η πιο πάνω ορίζουσα Δ(ω) = −ω6 + 5ω20ω

4 − 6ω40ω
2 + ω60 του ερωτήματος (β).

(θ) U1(ω) = G11(ω)P1(ω) + G12(ω)P2(ω) + G13(ω)P3(ω),
U2(ω) = G21(ω)P1(ω) + G22(ω)P2(ω) + G23(ω)P3(ω)
και U3(ω) = G31(ω)P1(ω) + G32(ω)P2(ω) + G33(ω)P3(ω).
(ι) G11(ω) = (−ω4 + 3ω20ω

2 − ω40)/D(ω), G22(ω) = (−ω4 + 3ω20ω
2 − 2ω40)/D(ω),

G33(ω) = (−ω4 + 4ω20ω
2 − 3ω4

0)/D(ω), G12(ω) = G21(ω) = ω20(ω
2 − ω20)/D(ω),

G13(ω) = G31(ω) = ω40 /D(ω) και G23(ω) = G32(ω) = ω20(ω
2 − 2ω20)/D(ω)

με D(ω) = −mΔ(ω) = m(ω6 − 5ω20ω
4 + 6ω40ω

2 − ω60) σ’ όλους τους παρονομαστές.
(ια) Επειδή δεν υπάρχει απόσβεση στο κτίριο και από μαθηματικής απόψεως επειδή
δεν υπάρχουν πρώτες παράγωγοι στις διαφορικές εξισώσεις. Αυτές είναι που εάν
υπήρχαν θα εισήγαγαν εδώ μιγαδικούς όρους με παράγοντα το iω με τη χρήση του
μετασχηματισμού Fourier. (ιβ) Το μιγαδικό μητρώο αποκρίσεωςG(ω) στο πεδίο της
συχνότητας ω. Το μητρώο αυτό G(ω) είναι συμμετρικό μητρώο.
(ιγ) u1(t) =

1
2π ∫

∞
−∞ [G11(ω)P1(ω) +G12(ω)P2(ω) +G13(ω)P3(ω)]e iωt dω και ανάλογα για

τις μετατοπίσεις u2(t) και u3(t).
(ιδ) u1(t) = ∫

t
−∞ [g11(t− τ)p1(τ) + g12(t− τ)p2(τ) + g13(t− τ)p3(τ)]dτ και ανάλογα για τις

μετατοπίσεις u2(t) και u3(t). (ιε) Γιατί οι ωστικές (ή κρουστικές) αποκρίσεις gij(t − τ)
φυσικά είναι μηδενικές για αρνητικές τιμές των ορισμάτων τους, δηλαδή για τ > t.
(ιστ) U1(ω) = G13(ω), U2(ω) = G23(ω) και U3(ω) = G33(ω).
(ιζ) u1(t) = g13(t), u2(t) = g23(t) και u3(t) = g33(t).
(ιθ) U1(ω) = U1r(ω) = (ω4 − 4ω20ω

2 + 3ω40)Ag(ω)/Δ
∗(ω),

U2(ω) = U2r(ω) = (ω4 − 5ω20ω
2 + 5ω40)Ag(ω)/Δ

∗(ω)
και U3(ω) = U3r(ω) = (ω4 − 5ω20ω

2 + 6ω40)Ag(ω)/Δ
∗(ω)

με Δ∗(ω) = −Δ(ω) = ω6 − 5ω20ω
4 + 6ω40ω

2 − ω60 = 0.
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