
ΑΞΟΝΙΚΟΣ  

 

 ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΣ - ΘΛΙΨΗ 





Παραδοχές για τη μελέτη της αξονικής καταπόνησης 

α')Ο άξονας της ράβδου είναι ευθύγραμμος.  

β’) Η δύναμη δρα στη διεύθυνση του άξονα της ράβδου και το σημείο 

εφαρμογής της είναι το κέντρο βάρους της διατομής (επομένως οι τάσεις 

κατανέμονται ομοιόμορφα σε αυτή).  

γ') Οι τάσεις είναι μικρότερες από την τάση αναλογίας σ
Α
 του υλικού.  

δ’) Όλες οι κατά μήκος ίνες της ράβδου επιμηκύνονται το ίδιο.  

ε’) Οι διατομές που είναι αρχικά επίπεδες και κάθετες στον άξονα της ράβδου, 

παραμένουν έτσι και μετά την παραμόρφωση.  

στ’) Στα θλιβόμενα μέρη δεν υπάρχει κίνδυνος λυγισμού.  

ζ’) Τα υλικά είναι ομογενή, συνεχή και ισότροπα.  



ΜΕΡΟΣ 1
ο 

Μετατοπίσεις στην 

αξονική καταπόνηση 





Καταστατικός νόμος αναλογίας (ή νόμος Hooke): 

         
x x Α

N
L δ L σ Eε σ
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    
ή

ή :   

Τελικό μήκος εφελκυόμενης ράβδου: 

 x
L L L L L ε1       

2.1- ΝΟΜΟΣ ΑΝΑΛΟΓΙΑΣ Ή ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ HOOKE 
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αναλογίας μεταξύ της τάσης και της τροπής (παραμόρφωσης) και αντιπρο-
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1
ο
 Παράδειγμα 

Ζητούνται ΔL και σx  αν L=4 m, D=10 cm, t=5 mm, E=210 GPa, P=100 kN. 

1

π

π(0. )

P LNL P L
L

EA EA E D d
2 2

6 2
0128

09

( )

( ) / 4

100 4 4
0. m

210 10 0.

   
    



  
   

  

 

L 281. mm      (το "–" σημαίνει βράχυνση)
 

 

π

PN
σ

A A
2 2

1 09

100 kN

(0. 0. ) / 4

 
   


 

σ 1167. MPa 
   

(θλιπτική) 



2
ο
 Παράδειγμα  

Ζητείται η μετατόπιση του κόμβου Κ αν Ε=210 GPa ,  A=4 cm
2 
,  L=5 m ,                        

b=6 m ,  P=40 kN. 

Ε.Σ.Ι. του κόμβου K: 

P
N

φ

25 kN

2cos

     ,   όπου: 

b
φ φ φ

L

86

2 3 4
sin , cos , 36.

5 5

        

NL
δ

EA
6 2 4 2

00149

25 kN 5 m

0. m

210 10 kN/ m 4 10 m



   

  
δ 491. mm  

Τελικό μήκος:   δL L      L BK 49( ) 5001. mm    

Πυθαγόρειο θεώρημα στο ΒCK:   CK( ) 4 m  

CK L BC
2 2 2 2

49( ) ( ) 5001. 3000      CK 86( ) 4001. mm   

 Άρα:   KK CK CK 86( ) ( ) ( ) 1. mm     



3
ο
 Παράδειγμα      "Ομοιογενοποίηση σύνθετων ράβδων" 

Α. Ομοιογενοποίηση ράβδων σε σειρά 

Στη σύνθετη:  
1 2

N N P ,   στην ομοιογενή:  Ν=P 

 Συνολική επιμήκυνση δ της σύνθετης 

1 1 2 2 1 2

1 2

1 2 1 2

Ν L Ν L L LP
δ δ δ δ

E A E A A E E

 
       

 
 (a) 

 Επιμήκυνση έστω δο  της (υποθετικής) ομοιογενούς 

 1 2

o

P L LNL
δ

EA EA


   (b) 

Πρέπει 
 1 2 1 2

o

1 2

P L L L LP
δ δ

EA A E E

  
     

   

(i):   Τύπος του Reuss (ράβδοι σε σειρά): 

 1 2 1 2

1 2

1 1 2 2

E E L L

E A A A

E L E L

,


  


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ο
 Παράδειγμα      "Ομοιογενοποίηση σύνθετων ράβδων" 

Β. Ομοιογενοποίηση ράβδων παράλληλων 

Άκαμπτη πλάκα:   P1 +P2=P (c) 

1 2
δ δ δ    

 
1 2

1 1 2 2 1 2

P L P L PL

E A E A E A A

 


 (d) 

 (ii):   Τύπος του Voght (ράβδοι παράλληλες): 

 
1 2

1 2

1 2

A A PL
E E E δ

A A E A A

,  

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ο
 Παράδειγμα      "Ομοιογενοποίηση σύνθετων ράβδων" 

Εφαρμογή 

 Αν ο οπλισμός  αποτελεί π.χ. το 2% της 

συνολικής διατομής, με Ε1 =20 GPa, Ε2 =210 

GPa, και Α=25 cm  25 cm για μήκος π.χ. L=3 

m και θλιπτικό φορτίο 800 kΝ, για το Ε της 

ομοιογενούς και τη βράχυνση δ, βρίσκουμε:  

1 2

1 2

A A
E E E

A A

2 98
210 20

100 100

      

E 823. GPa  

PL
δ

EA
6 2 2 4 2

8

800kN 3m

23. 10 kN m 25 10 m


 
  

  
 

δ 61. mm
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ο
 Παράδειγμα   "Έμμεση φόρτιση ράβδων δια μέσω άκαμπτης δοκού" 

 Ζητούνται οι μετατοπίσεις των ράβδων  και , η γωνία στροφής και ο προσ-

διορισμός του κέντρου στροφής της άκαμπτης δοκού BD αν P=90 kN. 





Μετατοπίσεις: 

1 1

1 1 1

1 1 1 1

Ν L P
δ L L

Ε Α Ε Α
6 2 4 2

60. 90 kN 2000 mm0.6

200 10 kN/ m 2 10 m


 
     

  

ή

 

1
δ 72. mm  

2 2

2 2 2

2 2 2 2

Ν L P
δ L L

Ε Α Ε Α
6 4

44 0. 90 1000 mm0.

80 10 4 10


   
     

  

ή

 

2
δ 1251. mm 

 



Προσδιορισμός του κέντρου στροφής Κ: 

 

 
11

1

2

θ

a b

δ δΒ Β

Β D

3

4
7 .125

15tan

2. 1 10 m

3. 10

2 3 m







 
    
 

θ 0180.   

και:   
2

δ

x

θ

3

4

1251. 10 m

tan 31.5 10 m










   x 5713. m  



Πρακτικό συμπέρασμα: Οι μετατοπίσεις των σημείων δοκού, είναι ανάλογες των 

απόστάσεών τους από το κέντρο στροφής, δηλαδή:

 

 

 
21

δ

θ

x

δ

a b x

tan  
 

 

 

Παρατήρηση: Φορτιζόμενη η δοκός στράφηκε ως προς το κέντρο στροφής Κ κατά 

μικρή γωνία θ, ή ταυτόσημα, πρώτα εκτέλεσε παράλληλη μεταφορά κατά 

ΔL2=DD΄ και στη συνέχεια στράφηκε ως προς το D΄ κατά γωνία θ (ή και ανά-
ποδα, δηλαδή πρώτα στράφηκε και μετά μετατοπίστηκε).
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 Παράδειγμα  "Έμμεση φόρτιση ράβδων συντρεχουσών σε κόμβο" 

Ζητείται η οριζόντια u και η κατακόρυφη υ μετατόπιση του κόμβου Κ. 



5
ο
 Παράδειγμα  "Έμμεση φόρτιση ράβδων συντρεχουσών σε κόμβο" 

Εξισώσεις ισορροπίας κόμβου Κ: 

2y
ΝF θ Ps0 : in 0



    

2
Ν P θ/ sin  

1)

1x

(

2
Ν N θF cos 00 :



     

1
Ν P θ/tan  

1 1 1
σ Ν Α/    ενώ   

2 2 2
σ Ν Α/   
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ο
 Παράδειγμα  "Έμμεση φόρτιση ράβδων συντρεχουσών σε κόμβο" 

Επιμηκύνσεις ράβδων: 

1 1

1 1

1 1 1 1

Ν L PL
δ L

Ε Α Ε Α θtan

     1
δ 1 mm

 

2 2

2

2 2 2 2

Ν L P L θ
δ

Ε Α Ε Α θ

/ cos

sin

  
  


 

1

1 1

δPL θ

E A θ θ θ

2

2

/ cos

sin / cos cos


  


2

δ 2 mm   

Εξισώσεις ισορροπίας κόμβου Κ: 

2y
ΝF θ Ps0 : in 0



    

2
Ν P θ/ sin  

1)

1x

(

2
Ν N θF cos 00 :



     

1
Ν P θ/tan  

1 1 1
σ Ν Α/    ενώ   

2 2 2
σ Ν Α/   

Εξισώσεις ισορροπίας κόμβου Κ: 

2y
ΝF θ Ps0 : in 0



    

2
Ν P θ/ sin  

1)

1x

(

2
Ν N θF cos 00 :



     

1
Ν P θ/tan  

1 1 1
σ Ν Α/    ενώ   

2 2 2
σ Ν Α/   



5
ο
 Παράδειγμα  "Έμμεση φόρτιση ράβδων συντρεχουσών σε κόμβο" 

1 1 3 3
Κ Κ Κ Κ Κ Κ( ) ( ) ( )     

3 3 o o 2

o o

Κ Κ Κ Κ Κ Κ
ΚΚ ΚΚ

θ θ

2
( ) ( ) ( )

( ) ( )

tan tan


      

  1 2

1 2

δ δ θ

Κ Κ δ θ

θ

cos

cos

tan


     

 1
Κ Κ

1 2 2 22
2 2 2 1

2 1

 
      

K 1
u x δ 1 mm      ,   K 1

υ y Κ Κ 828( ) 3. mm    

Μετατόπιση του κόμβου Κ: 



2.2- ΕΓΚΑΡΣΙΑ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ - ΛΟΓΟΣ ΤΟΥ POISSON 



Εγκάρσια Τροπή:   
y

d d d
ε

d d

 
   

Ισότροπα υλικά:   
y z

ε ε  

Λόγος του Poisson: 

 
y z

x x

ε ε
v v

ε ε

, 0 0.5    
εγκάρσια τροπή

αξονική τροπή

 

Τροπές εy , εz  συναρτήσει της τάσης σx : 

x

y z x

σ
ε ε vε v

Ε

    
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Πίνακας πρόσημου μεγεθών 



2.3- ΔΙΟΓΚΩΣΗ ΕΦΕΛΚΥΟΜΕΝΗΣ ΡΑΒΔΟΥ 



Ανηγμένη διόγκωση:
 

   x

x y z x

σV
e ε ε ε ε ν ν

V E

1 2 1 2


         

Μέτρο διόγκωσης: 

σ
2

, 0 ,
N

m
p p

p p
K K

e e V V

  



 



 

σε  





2.4- ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΣ ΣΥΝΘΕΤΗΣ ΡΑΒΔΟΥ 

Μέθοδος Δ.Ε.Σ. των επιμέρους χαρακτηριστικών τμημάτων  

Συμβολίζοντας με Ni , Li , Ei , Ai την αξονική δύναμη, το μήκος, το μέτρο 

ελαστικότητας και το εμβαδόν της εγκάρσιας διατομής που αντιστοιχούν στο κάθε 

"i" τμήμα, η συνολική επιμήκυνση από τα "n" τμήματα θα είναι: 

n

1 1 2 2 n n i i

ολ 1 2 n

1 1 2 2 n n i ii

N L N L N L N L
L δ δ δ δ

E A E A E A E A
1

... ...



          
ή

 

Μέθοδος επαλληλίας για τις επιμέρους ενδιάμεσες δυνάμεις 

Μέθοδος επαλληλίας για τις επιμέρους ενδιάμεσες δυνάμεις 

 

k n k n

j ji i

ολ

i i j ji j k i j k

P LP L
L δ L L

E A E A
1 1 1 1

( )



     


          i j

P P

ή
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6
ο
 Παράδειγμα 

"Μετατοπίσεις σε σύνθετη ράβδο" 

Στο (Σχ. α) ζητείται η μετατόπιση του Ζ. 

1ος τρόπος: "Μέθοδος επαλληλίας" 

ολ Ζ Β Β
L δ δ L L L δ, 0      

S F P
 

1 1 2 1 2

ολ Ζ

1 1 1 1 2 2 1 1 2 2

S F F P P
L δ

E A E A E A E A E A

/ 2

0

    
           

   

l l l l l
 

P P P P P

EA EA E A EA E A

5 4 4 2

2 4 2 4

     
        

    

l l l l l
Ζ

P
δ

EA

2


l
 

 Το ""σημαίνει ότι το Ζ θα μετατοπιστεί προς τα αριστερά. 
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ο
 Παράδειγμα 

"Μετατοπίσεις σε σύνθετη ράβδο" 

Στο (Σχ. α) ζητείται η μετατόπιση του Ζ. 
2ος τρόπος: "Μέθοδος τομών" (Σχ. β) 

Τμήμα ΒC: Τομή    ,   δεξιό τμήμα Ζ: 

ΒC ΒC
N S F P N P2      

Τμήμα CD: Τομή    ,   δεξιό τμήμα Ζ: 

CD CD
N F P N P3     

Τμήμα DΖ: Τομή    ,   δεξιό τμήμα Ζ: 

DΖ DΖ
N P N P    

 
ολ Ζ ΒC CD DΖ

L =δ L L L     Ζ

P
δ

EA

2


l
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ó(x)

B
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+
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B
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í

+
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ÄL
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W
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2.5- ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΣ ΛΟΓΩ ΙΔΙΟΥ ΒΑΡΟΥΣ 



ó=ãL

ó(x)

B

D

+

D

B

(x)

í

+

C

C
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ì
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D

ÄL

ÄL
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y

2.5- ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΣ ΛΟΓΩ ΙΔΙΟΥ ΒΑΡΟΥΣ 

Ορθή τάση λόγω ιδίου βάρους 

 πρισματικής ράβδου 

 σ(x) γ x   

max B
σ σ(L)=σ γL   



2.5- ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΣ ΛΟΓΩ ΙΔΙΟΥ ΒΑΡΟΥΣ 

Τεχνολογικά συμπεράσματα 

 Δύο ράβδοι ίδιου υλικού, η μία διατομής A και η άλλη πολύ μεγαλύτερης, ο 

κίνδυνος αστοχίας (λόγο μόνον του βάρους τους) είναι ο ίδιος. 

 Λόγω ίδιου βάρους πρισματικής ράβδου, η αναπτυσσόμενη αξονική δύναμη 

N(x)=W(x)=γ Α(x) δεν είναι σταθερή αλλά γραμμική. 

 Η κατανομή της τάσης είναι τότε γραμμική, ενώ της μετατόπισης παραβολική. 

Επιμήκυνση λόγω ιδίου βάρους πρισματικής:   
       

WL γL
L

EA E

2

2 2

  
W

ή
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 Παράδειγμα 

 Χαλύβδινο συρματόσχοινο μήκους l=8 m και διάμετρου d=20 mm, χρησι-

μοποιείται για την ανύψωση βάρους P=20 kN από γερανό (Σχ. α).  

Ζητείται η επιμήκυνση και η μέγιστη τάση του, αν:   γ=7.810
4 

N/m
3
, Ε=210 GPa 

Äl=Äl
Ρ
+Äl

W
 

π

P P

EA E d
2

4

   
P

l l
l 42. mm 

P
l  

E

2

2

  
W

l
l


 l 2010. mm

W
 

   
P W

l l l  

μm  l 4122. mm 2412  

max

P W P
σ γ

A A


    max

σ 364. MPa  
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 Παράδειγμα 

 Να υπολογιστεί η μετατόπιση του σημείου D (Σχ. β). 

Δίνονται Wo=823.94 N, Ws=1 838 N. 

π

o o o o o

o

o o o o o o

P W W
P

E A E A E d
2

4

2 2

 440. mm  

π
o s s s s s

s o

s s s s

s s

P W W W
P W

E A E A
E d

22 2

4


l l

180. mm  

o s
0.44 0.18     l l l 620. mm l  



2.6- ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΣ ΡΑΒΔΟΥ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ ΔΙΑΤΟΜΗΣ 



2.6- ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΣ ΡΑΒΔΟΥ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ ΔΙΑΤΟΜΗΣ 

Επιμήκυνση μη πρισματικής: 

L L

(x)

P x P(x)
L L x

E A(x) E A(x)
0 0

d 1
, d    P P

 

Επιμήκυνση μη πρισματικής ράβδου λόγω ιδίου βάρους:

 

 

L

x

V(x) W(x)
L x σ

E A(x) A(x)
0

d ,  W


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 Παράδειγμα      "Επιμηκύνσεις διαφόρων πρισμάτων" 

 Αβαρής κόλουρος κώνος, μεγάλης ακτίνας R, μικρής r και μήκους l, εφελ-

κύεται από αξονική δύναμη P (Σχ. α1 ). Ζητείται η επιμήκυνσή του.  

 
 x R rρ(x) r x

ρ(x) r

R r


   

 l l
  

    π π
x

A(x) ρ(x) r R r

2

2  
    

 l
  

 

 
 

 

 
π

π

x
r R r

P P x P
x

E A(x) E E R rx x
r R r r R r

2 2

0 0 0

d

d
d

 
   

    
    

         

  
l l l

l l
l

l l

 

 

 
 

   π π

P x P
r R r

E R r E R r r R r r

1

0

1 1

( 1)

    
                

l
l l

l
l

  

Επιμήκυνση κόλουρου κώνου λόγω P: 
π

R r

P P

ER r E A A

  
P

l l
l  





u

+x

+y

K

K1

K'

õ

Â

90-è

è

Í

Óõíéóôþóåò ôçò ìåôáôüðéóçò

è

B

K = áñ÷éêÞ èÝóç

K  = ôåëéêÞ èÝóç'

ä

è

2.10- ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΙΣΤΩΣΩΝ ΤΗΣ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗΣ 

Μετατόπιση εφελκυόμενης ράβδου:  δ u θ θ δ u υ
2 2

cos sin ,     
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 Παράδειγμα 

 Στην ισοστατική ασύμμετρη κατασκευή του (Σχ. α), δίνονται η γωνία θ1
 
, καθώς 

και τα  (E
1

 , Α
1

 , L
1
), (E

2
 , Α

2
 , L

2
) και το Ρ. Ζητούνται οι συνιστώσες της μετατόπισης. 

1 1 2 2
(ZK) L θ L θsin sin    

2 1 1 2
θ L θ Lsin sin  

Εξισώσεις ισορροπίας: 

2 1 2x 1
S S θ θF cos cos0 :



   

1 2 2y 1
S θF S θ P0 : sin sin 0



    

   
2 1

1 2

1 2 1 2

θ θ
S P S P

θ θ θ θ

cos cos

,

sin sin

 
 

 



Μετατόπιση (KK') του κόμβου K: 

1 1
θ θ   , 

2 2
θ θ   

:   1 1 1
δ u θ υ θcos sin   

1 1 1 1 1 1
S L E A u θ υ θcos sin   

:   2 2 2
δ u θ υ θcos sin    

2 2 2 2 2 2
S L E A u θ υ θcos sin    

Μετατόπιση κόμβου ασύμμετρου δικτυώματος 

 γωνιών θ1  και θ2 : 

 

 

1 2 2 2 1 1

1 1 2 21 2

1 2 2 1

1 1 2 21 2

L θ θ L θ θP
u

E A E Aθ θ

L θ L θP
υ

E A E Aθ θ

2

2 2

2

sin cos sin cos

sin

cos cos

sin

 
  

  

 
  

   

 

P

B C

K

1 2

L
1

Æ

1 2

K

K'

õ

u

ù

=L
2

K'

K

è
1

è
2

è
1

+x

+y

L
1

è
1

è
1

õ +x

è'
1

u

+y

~~è'
1

è
1

è
2

~~è'
2

è
2

K'

õ +x

u

+y

CB

è
2
'

δ

δ



2.11- ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ ΕΦΕΛΚΥΟΜΕΝΗΣ ΡΑΒΔΟΥ 

Παραγόμενο έργο W για μετατόπιση δ:         

  

δ

1 1
W W N δ

0

d d     



Ενέργεια παραμόρφωσης πρισματικής ράβδου: 

Nδ EAδN L
U

EA L

22

2 2 2

    

Ενέργεια παραμόρφωσης σύνθετης ράβδου: 

n n

i i

i

i ii i

N L
U U

E A

2

1 1
2

 

    

Αν η αξονική δύναμη και η διατομή μεταβάλλονται, είναι N(x), A(x) τότε: 

   
L

N(x) N(x)

U x U x

E A(x) E A(x)

2 2

0

1
d d , d

2 2

 
   

2.11- ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ ΕΦΕΛΚΥΟΜΕΝΗΣ ΡΑΒΔΟΥ 
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 Παράδειγμα "Υπολογισμός μετατόπισης κόμβου από την ενέργεια U" 

 Το δικτύωμα του (Σχ. α), αποτελείται από δύο ίδιες (αβαρείς) ράβδους  και  (γνωστών Ε, Α, 

L) που ενώνονται αρθρωτά στο κόμβο Κ όπου ασκείται κατακόρυφη P. Ζητείται η κατακόρυφη 

μετατόπιση του Κ. Δίνεται η b. 

2y 1

P
N N

φ

F 0 :

2cos



   

(1)

1 2

1 2

N L N L P L
U U U U

EA EA EA φ

2 2 2

2
2 2 4 cos

       

y
Pδ

W

2

    ,   δy  =(KK΄)
 

(2),(3)
y

PδP L
U W

EA φ

2

2
24 cos

     

y

bP
δ L φ

LEA φ
2

2

cos

2 cos

 ,  
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 Παράδειγμα    "Ενέργεια U σε συνύπαρξη ίδιου βάρους και P" 

 Ζητείται η ενέργεια U της πρισματικής ράβδου (γνωστών Ε, Α, L), αν επιπλέ-

ον του βάρους της, ασκείται στο ελεύθερο άκρο της γνωστή δύναμη P (Σχ. β). 

N(x) W(x) P γAx P     

 

 

 

L

L

N(x)

U x

EA

N(x) γAx P

U= x x

EA EA

γ ΑL γPL P L

E E EA

2

0

2 2

0

2 3 2 2

d

2

d d , d

2 2

6 4 2

 


 

  



  




