
14 ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΠΟΛΛΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Σ το κεφάλαιο αυτό θα επεκτείνουμε τις έννοιες και τις τεχνικές του διαφορικού Λογισμού στις συναρ-
τήσεις πολλών μεταβλητών. Όπως θα διαπιστώσουμε, μια συνάρτηση f , η οποία εξαρτάται από δύο ή

περισσότερες μεταβλητές, δεν διαθέτει μία μόνο παράγωγο, αλλά ένα σύνολο από μερικές παραγώγους, και
πιο συγκεκριμένα μία για κάθε μεταβλητή. Αυτές οι μερικές παράγωγοι είναι οι συνιστώσες του διανύσμα-
τος της κλίσης, το οποίο μας παρέχει πολύτιμες πληροφορίες σχετικά με τη «συμπεριφορά» της συνάρτησης.
Στις δύο τελευταίες ενότητες του κεφαλαίου θα χρησιμοποιήσουμε τα εργαλεία που θα έχουμε στο μεταξύ
αναπτύξει στο υπόλοιπο κεφάλαιο για να μελετήσουμε το ζήτημα της βελτιστοποίησης των συναρτήσεων
πολλών μεταβλητών.

Η κυκλοφορία που εμφανίζεται στα συστήματα του καιρού γύρω από
τις περιοχές χαμηλής πίεσης μπορεί να γίνει κατανοητή με τη βοήθεια
του διανύσματος της κλίσης (βαθμίδας), ενός σημαντικού εργαλείου που
αναδύεται στο πλαίσιο της παραγώγισης των πολυμεταβλητών συναρτή-
σεων.

14.1 Συναρτήσεις με δύο ή περισσότερες μεταβλητές

Ένα οικείο παράδειγμα μιας συνάρτησης δύο μεταβλητών είναι το εμβαδόν A ενός ορθογωνίου παραλ-
ληλογράμμου που είναι ίσο με το γινόμενο της βάσης του x επί το ύψος του y, ίσο δηλαδή με xy. Πιο
συγκεκριμένα, γράφουμε:

A(x, y) = xy

ή A = f(x, y), όπου f(x, y) = xy. Ένα παράδειγμα μιας συνάρτησης τριών μεταβλητών είναι η απόσταση
από το σημείο P = (x, y, z) μέχρι την αρχή των αξόνων που είναι:

g(x, y, z) =
)
x2 + y2 + z2

Ένα άλλο σημαντικό, αλλά λιγότερο οικείο παράδειγμα, είναι η
περίπτωση της πυκνότητας του θαλασσινού νερού, που συμβολίζου-
με με ρ, η οποία είναι συνάρτηση της αλμυρότητας S και της θερμο-
κρασίας T και είναι παράγοντας-κλειδί για τον σχηματισμό και την
κυκλοφορία των ωκεάνιων θαλάσσιων ρευμάτων (βλ. Σχήμα 1). Αν
και δεν υπάρχει κάποιος απλός τύπος για τη συνάρτηση ρ(S, T ), οι
επιστήμονες είναι σε θέση να προσδιορίζουν τις τιμές της συνάρτη-
σης αυτής πειραματικά. Σύμφωνα με τον Πίνακα 1, αν S = 32 (σε
μέρη στις χιλιάδες ή αλλιώς ppt) και T = 10◦C, τότε

ρ(32, 10) = 1.0246 kg/m3

Σχήμα 1 Το παγκόσμιο κλίμα επηρεά-
ζεται από τα ρεύματα μεταφοράς που
εμφανίζονται στους ωκεανούς της Γης.
Πρόκειται για ένα σύστημα ρευμάτων
μεγάλου βάθους που οφείλουν την ύπαρ-
ξή τους στις μεταβολές της πυκνότητας
του θαλασσινού νερού.
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Πίνακας 1 Πυκνότητα του θαλασσινού νερού ρ σε kg/m3

ως συνάρτηση της θερμοκρασίας και της αλμυρότητας

Αλμυρότητα (ppt)
◦C 32 32.5 33

5 1.0253 1.0257 1.0261
10 1.0246 1.0250 1.0254
15 1.0237 1.0240 1.0244
20 1.0224 1.0229 1.0232

Μια συνάρτηση n μεταβλητών είναι μια συνάρτηση f η οποία αντιστοιχεί έναν πραγματικό αριθμό
f(x1, . . . , xn) σε κάθε n-άδα (x1, . . . , xn) από ένα πεδίο ορισμού του χώρουRn. Ορισμένες φορές γράφου-
με f(P ) για να δηλώσουμε την τιμή της συνάρτησης f στο σημείο P = (x1, . . . , xn). Όταν η συνάρτηση f
ορίζεται από μια αλγεβρική σχέση που εμπλέκει τα x1, . . . , xn, συνήθως θεωρούμε ως πεδίο ορισμού της το
σύνολο όλων των n-άδων (x1, . . . , xn) για τις οποίες ορίζεται η f(x1, . . . , xn). Το εύρος των τιμών της f
είναι το σύνολο όλων των τιμών f(x1, . . . , xn) για τις n-άδες (x1, . . . , xn) που ανήκουν στο πεδίο ορισμού.
Αφού θα επικεντρώσουμε το ενδιαφέρον μας στις συναρτήσεις δύο ή τριών μεταβλητών, θα επιλέξουμε να
συμβολίζουμε συχνά τις μεταβλητές ως x, y και z (αντί για x1, x2 και x3).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Να σχεδιάσετε το πεδίο ορισμού για καθεμία από τις συναρτήσεις:
α) f(x, y) =

)
9− x2 − y β) g(x, y, z) = x

√
y + ln(z − 1).

Ποιο είναι το εύρος των τιμών αυτών των συναρτήσεων;

Λύση α) Η f(x, y) =
)

9− x2 − y ορίζεται μόνο όταν 9 − x2 − y ≥ 0, ή αλλιώς όταν y ≤ 9 − x2.
Επομένως, το πεδίο ορισμού της συνάρτησης αποτελείται από το σύνολο των σημείων (x, y) που κείτονται
πάνω στην παραβολή y = 9 − x2 ή κάτω από αυτήν, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2α. Συνεπώς, το πεδίο
ορισμού θα είναι:

D = {(x, y) : y ≤ 9− x2}
Για να προσδιορίσουμε το εύρος των τιμών της συνάρτησης f , αρκεί να παρατηρήσουμε ότι η f παίρνει
μόνο μη αρνητικές τιμές και επιπλέον ότι f(0, y) =

√
9 – y. Από τη στιγμή που η ποσότητα 9 – y μπορεί να

είναι οποιοσδήποτε μη αρνητικός αριθμός, η f(0, y) παίρνει επίσης όλες τις μη αρνητικές τιμές, επομένως
το εύρος τιμών της συνάρτησης f είναι το διάστημα [0,∞).
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(A) The domain of f (x, y) =    9 − x2 − y

       is the set of all points lying below

       the parabola y = 9 − x2.

(B) The domain of g(x, y, z) = x    y + ln(z − 1)

      is the set of points with y ≥ 0 and z > 1.

      The domain continues out to in!nity in 

      the directions indicated by the arrows.
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(α) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης
f(x, y)=

)
9− x2 − y

είναι το σύνολο των σημείων που βρίσκο-
νται πάνω στην παραβολή y = 9 − x2 ή
κάτω από αυτήν
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(A) The domain of f (x, y) =    9 − x2 − y

       is the set of all points lying below

       the parabola y = 9 − x2.

(B) The domain of g(x, y, z) = x   y + ln(z − 1)

      is the set of points with y ≥ 0 and z > 1.

      The domain continues out to in!nity in 

      the directions indicated by the arrows.
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(β) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης
g(x, y, z) = x

√
y + ln(z − 1)

είναι το σύνολο των σημείων με y ≥ 0 και z>1.
Το πεδίο ορισμού εκτείνεται μέχρι το άπειρο
στις κατευθύνσεις που δείχνουν τα βέλη.

Σχήμα 2
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β) Η συνάρτηση g(x, y, z) = x
√
y + ln(z − 1) ορίζεται μόνο όταν οι όροι √y και ln(z − 1) ορίζονται

ταυτόχρονα. Επομένως, θα πρέπει y ≥ 0 και z > 1, γεγονός που σημαίνει ότι το ζητούμενο πεδίο ορισμού
είναι το {(x, y, z) : y ≥ 0, z > 1} (βλ. Σχήμα 2β). Το εύρος τιμών της συνάρτησης g είναι ολόκληρη η
ευθεία των πραγματικών αριθμών R. Πράγματι, αν επιλέξουμε τις τιμές y = 1 και z = 2, προκύπτει η
συνάρτηση g(x, 1, 2) = x + ln 1 = x και αφού το x παίρνει οποιαδήποτε πραγματική τιμή, αυτό σημαίνει
ότι και η συνάρτηση g θα παίρνει όλες τις τιμές της ευθείας των πραγματικών αριθμών.

Γραφική αναπαράσταση συναρτήσεων με δύο μεταβλητές

Στην περίπτωση του Λογισμού των συναρτήσεων μίας μεταβλητής, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις
γραφικές παραστάσεις για να οπτικοποιήσουμε τα πιο σημαντικά από τα χαρακτηριστικά μιας συνάρτησης
(βλ. Σχήμα 3α). Οι γραφικές παραστάσεις παίζουν έναν παρόμοιο ρόλο και στην περίπτωση των συναρτή-
σεων με δύο μεταβλητές. Το γράφημα μιας συνάρτησης f δύο μεταβλητών αποτελείται από το σύνολο των
σημείων (a, b, f(a, b)) του χώρουR3 για όλα τα ζεύγη τιμών (a, b) που ανήκουν στο πεδίο ορισμούD της f .
Υποθέτοντας ότι η f είναι συνεχής (η έννοια της συνέχειας στην πολυμεταβλητή ανάλυση θα οριστεί στην
επόμενη ενότητα), το γράφημα είναι μια επιφάνεια το ύψος της οποίας πάνω ή κάτω από το επίπεδο xy στο
(a, b) είναι η τιμή της συνάρτησης f(a, b) (βλ. Σχήμα 3β). Πολύ συχνά γράφουμε z = f(x, y) προκειμένου
να δώσουμε έμφαση στο γεγονός ότι η z συντεταγμένη ενός σημείου του γραφήματος είναι συνάρτηση των
x και y. z

y
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(a, f (a))

x
a

x

(a, b)

(a, b,  f (a, b))

      (β) Γραφική παράσταση της z = f (x, y)(α) Γραφική παράσταση της y = f (x)(α) Γραφική παράσταση της y = f(x)
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y

    

(a, f (a))

x
a

x

(a, b)

(a, b,  f (a, b))

      (β) Γραφική παράσταση της z = f (x, y)(α) Γραφική παράσταση της y = f (x)
(β) Γραφική παράσταση της z = f(x, y)

Σχήμα 3

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2
Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης

f(x, y) = 2x2 + 5y2

Λύση Το γράφημα είναι η παραβολοειδής επιφάνεια που φαίνεται
στο Σχήμα 4, την οποία μελετήσαμε στο πλαίσιο της Ενότητας 12.6.
Θα σχεδιάσουμε το γράφημα εκμεταλλευόμενοι το γεγονός ότι η ορι-
ζόντια εγκάρσια τομή σε ύψος z = c είναι η έλλειψη με εξίσωση
2x2 + 5y2 = c. x

y

z

Σχήμα 4 Γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης f(x, y) = 2x2 + 5y2

Ο σχεδιασμός πιο πολύπλοκων γραφικών παραστάσεων με το χέρι μπορεί να είναι εξαιρετικά δύσκολος.
Ευτυχώς, η τεχνολογία των γραφικών (για παράδειγμα οι αριθμομηχανές με δυνατότητες γραφικών και
τα υπολογιστικά συστήματα άλγεβρας) μας έχει απελευθερώσει από αυτό το βάρος και έχει βελτιώσει, σε
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σημαντικό βαθμό, την ικανότητά μας να εξερευνούμε γραφικά τις συναρτήσεις πολλών μεταβλητών. Έτσι,
σήμερα είμαστε πλέον σε θέση να περιστρέφουμε τα γραφήματα τέτοιων συναρτήσεων, αλλά και να τα
παρατηρούμε από διαφορετικές προοπτικές (βλ. Σχήμα 5).

xy

y

z zz

x

y

x

Σχήμα 5 Διαφορετικές προοπτικές της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g(x, y) = e−x2−y2 − e−(x−1)2−(y−1)2

Ίχνη

Ένας τρόπος μέσω του οποίου μπορούμε να αναλύσουμε το γράφημα μιας συνάρτησης f(x, y) είναι στα-
θεροποιώντας («παγώνοντας») τη συντεταγμένη x, θέτοντας για παράδειγμα x = a και εξετάζοντας την
προκύπτουσα καμπύλη που περιγράφεται από την z = f(a, y). Παρομοίως, μπορούμε να θέσουμε y = b
και να μελετήσουμε την καμπύλη z = f(x, b). Οι καμπύλες αυτού του είδους είναι γνωστές ως κατακόρυ-
φα ίχνη, καθώς προκύπτουν από την τομή της γραφικής παράστασης με επίπεδα που είναι παράλληλα σε
ένα από τα κατακόρυφα επίπεδα συντεταγμένων (βλ. Σχήμα 6).

y

x = a
x a

z
z

 

y

x y = b

b

  
    

   
   

Κατακόρυφο ίχνος 
στο y = bΚατακόρυφο ίχνος 

στο x = a

            (α) Κατακόρυφα ίχνη παράλληλα στο επίπεδο yz       (β) Κατακόρυφα ίχνη παράλληλα στο επίπεδο xz(α) Κατακόρυφα ίχνη παράλληλα στο επίπεδο yz

y

x = a
x a

z
z

 

y

x y = b

b

  
    

   
   

Κατακόρυφο ίχνος 
στο y = bΚατακόρυφο ίχνος 

στο x = a

            (α) Κατακόρυφα ίχνη παράλληλα στο επίπεδο yz       (β) Κατακόρυφα ίχνη παράλληλα στο επίπεδο xz(β) Κατακόρυφα ίχνη παράλληλα στο επίπεδο xz

Σχήμα 6

• Κατακόρυφο ίχνος στο επίπεδο x = a: Προκύπτει από την τομή της γραφικής παράστασης της συ-
νάρτησης με το κατακόρυφο επίπεδο x = a και αποτελείται από το σύνολο των σημείων της μορφής
(a, y, f(a, y)).

• Κατακόρυφο ίχνος στο επίπεδο y = b: Προκύπτει από την τομή της γραφικής παράστασης της συ-
νάρτησης με το κατακόρυφο επίπεδο y = b και αποτελείται από το σύνολο των σημείων της μορφής
(x, b, f(x, b)).
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Να περιγράψετε τα κατακόρυφα ίχνη της συνάρτησης f(x, y) = x(sin y).

Λύση Όταν «παγώσουμε» τη συντεταγμένη x, θέτοντας x = a, προκύπτει η καμπύλη-ίχνος z = a(sin y)
(βλ. Σχήμα 7). Πρόκειται για μια ημιτονοειδή καμπύλη με πλάτος ίσο με |a|, που κείτεται στο επίπεδο x = a.
Όταν θέσουμε y = b, τότε προκύπτει η ευθεία z = x(sin b), με κλίση ίση με sin b, η οποία βρίσκεται πάνω
στο επίπεδο y = b.

y
x

z

y
x

z

 

z = x sin zy = x sin y

(α) Τα ίχνη στα επίπεδα x = a
       

(β) Τα ίχνη στα επίπεδα y = b
       είναι οι καµπύλες z = a (sin y). είναι οι ευθείες z = x(sin b).(α) Τα ίχνη στα επίπεδα x = a είναι οι καμπύλες

z = a(sin y)

y
x

z

y
x

z

 

z = x sin zy = x sin y

(α) Τα ίχνη στα επίπεδα x = a
       

(β) Τα ίχνη στα επίπεδα y = b
       είναι οι καµπύλες z = a (sin y). είναι οι ευθείες z = x(sin b).(β) Τα ίχνη στα επίπεδα y = b είναι οι καμπύλες

z = x(sin b)

Σχήμα 7 Κατακόρυφα ίχνη της συνάρτησης f(x, y) = x(sin y)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Αναγνώριση ορισμένων χαρακτηριστικών του γραφήματος μιας συνάρτησης
Να αντιστοιχίσετε τα γραφήματα του Σχήματος 8 με τις ακόλουθες συναρτήσεις:
α) f(x, y) = x− y2 β) g(x, y) = x2 − y.

Λύση Ας προσπαθήσουμε να συγκρίνουμε τα κατακόρυφα ίχνη των δύο συναρτήσεων. Το κατακόρυφο
ίχνος της f(x, y) = x − y2 στο επίπεδο x = a είναι η παραβολή z = a − y2 που στρέφει τα κοίλα προς
τα κάτω και επομένως αντιστοιχεί στη γραφική παράσταση (β). Από την άλλη, το κατακόρυφο ίχνος της
g(x, y) στο επίπεδο y = b είναι η παραβολή z = x2 − b που στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω, επομένως
αντιστοιχεί στο γράφημα (α).

Παρατηρήστε επίσης ότι η f(x, y) = x− y2 είναι μια αύξουσα συνάρτηση του x [αυτό σημαίνει ότι η
f(x, y) αυξάνεται καθώς αυξάνεται το x], όπως στο σχήμα (β), ενώ η g(x, y) = x2 − y είναι μια φθίνουσα
συνάρτηση του y, όπως στο σχήμα (α).

y = b, z = x2 − b

y

y

x

x

z

 

x = a, z = a − y2

z
   

    
   

    
Παραβολές που στρέφουν 
τα κοίλα προς τα κάτω

(α) (β)

Οι τιµές της συνάρτησης φθίνουν προς 
την θετική κατεύθυνση του άξονα y

      
     

Οι τιµές της συνάρτησης αυξάνουν προς
την θετική κατεύθυνση του άξονα x

Παραβολές που στρέφουν 
τα κοίλα προς τα επάνω

(α) Οι τιμές της συνάρτησης φθίνουν προς τη θετική κα-
τεύθυνση του άξονα y

y = b, z = x2 − b

y

y

x

x

z

 

x = a, z = a − y2

z
Παραβολές που στρέφουν 
τα κοίλα προς τα επάνω

   
    

   
    

(α) (β)

Οι τιµές της συνάρτησης φθίνουν προς 
την θετική κατεύθυνση του άξονα y

      
     

Οι τιµές της συνάρτησης αυξάνουν προς
την θετική κατεύθυνση του άξονα x

   
    

Παραβολές που 
στρέφουν τα κοίλα 
προς τα κάτω

(β) Οι τιμές της συνάρτησης αυξάνονται προς τη θετική
κατεύθυνση του άξονα x

Σχήμα 8
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Ισοσταθμικές καμπύλες και ισοσταθμικοί χάρτες

Πέραν των κατακόρυφων ιχνών, τα γραφήματα των
συναρτήσεων f(x, y) έχουν και οριζόντια ίχνη.
Τα οριζόντια ίχνη, αλλά και οι συνδεόμενες με αυτά
ισοσταθμικές καμπύλες, είναι εξαιρετικά σημαντικά
κατά την ανάλυση της συμπεριφοράς μιας συνάρτη-
σης (βλ. Σχήμα 9):

• Οριζόντιο ίχνος σε ύψος c: Προκύπτει από την
τομή της γραφικής παράστασης με το οριζόντιο
επίπεδο z = c, αποτελείται δε από το σύνολο των
σημείων της μορφής (x, y, f(x, y)) που είναι τέ-
τοια ώστε να ισχύει f(x, y) = c.

• Ισοσταθμική καμπύλη: Η καμπύλη f(x, y) = c
στο επίπεδο xy.

c

y

x

z

 

  

z = f (x, y)

z = c

Οριζόντιο ίχνος 
στο z = c

           Ισοσταθµική καµπύλη f (x, y) = c

Σχήμα 9 Μια ισοσταθμική καμπύλη αποτελείται από το
σύνολο των σημείων (x, y) για τα οποία η συνάρτηση
παίρνει την ίδια τιμή c

Επομένως, η ισοσταθμική καμπύλη που αντιστοιχεί στην τιμή c αποτελείται από όλα εκείνα τα σημεία
(x, y) στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης f στο επίπεδο xy για τα οποία η συνάρτηση παίρνει την τιμή c.
Κάθε ισοσταθμική καμπύλη είναι η προβολή πάνω στο επίπεδο xy του οριζόντιου ίχνους του γραφήματός
της που βρίσκεται ακριβώς από πάνω της.

Ένας ισοσταθμικός χάρτης είναι μια «κάτοψη»
στο πεδίο ορισμού επί του επιπέδου xy, που απεικο-
νίζει τις ισοσταθμικές καμπύλες f(x, y)=c για τιμές
της c που ισαπέχουν. Η απόσταση m που μεσολα-
βεί μεταξύ των διαδοχικών τιμών της c αποκαλείται
ισοσταθμικό διάστημα. Όταν μετακινούμαστε από
τη μια ισοσταθμική καμπύλη στην επόμενη, η τιμή
της συνάρτησης f(x, y) (και επομένως και το ύψος
της γραφικής παράστασης) μεταβάλλεται κατά±m.

Πάνω στους ισοσταθμικούς χάρτες, οι ισοσταθμικές κα-
μπύλες πολλές φορές αποκαλούνται και ισοσταθμικές
γραμμές. Όταν αναφερόμαστε σε ισοσταθμικές καμπύ-
λες ενός ισοσταθμικού χάρτη, εννοούμε τις καμπύλες που
βλέπουμε πάνω στο χάρτη μας. Θα πρέπει να έχουμε
όμως κατά νου ότι μεταξύ των ισοσταθμικών καμπυλών
που παρουσιάζονται κάθε φορά σε έναν χάρτη υπάρχουν
επιπλέον καμπύλες οι οποίες συνδέονται με άλλες τιμές
της συνάρτησης f .

Στο Σχήμα 10 φαίνεται μια σύγκριση μεταξύ του γραφήματος μιας συνάρτησης f(x, y), στο (α), με τα
οριζόντια ίχνη της, που παρουσιάζονται στο (β), και τον ισοσταθμικό χάρτη που απεικονίζεται στο (γ). Ο
ισοσταθμικός χάρτης στο σχήμα (γ) έχει χαραχθεί με ισοσταθμικό διάστημαm = 100.
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(α) (β) Οριζόντια ίχνη

Λιγότερο απότοµο τµήµα της
γραφικής παράστασης

Απότοµο τµήµα της 
γραφικής παράστασης

Πυκνές ισοσταθµικές 
καµπύλες

Αραιές ισοσταθµικές καµπύλες

(γ) Ισοσταθµικός χάρτης

Σχήμα 10
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Είναι πολύ σημαντικό να κατανοήσουμε τον τρόπο με τον οποίο ένας ισοσταθμικός χάρτης υποδηλώνει
το πόσο απότομα μεταβάλλεται το γράφημα της συνάρτησης. Αν οι ισοσταθμικές καμπύλες είναι πολύ κοντά
η μία στην άλλη, τότε μια μικρή μετατόπιση από τη μία ισοσταθμική καμπύλη στην επόμενή της, στο επίπεδο
xy, οδηγεί σε μεγάλη αλλαγή του ύψους. Με άλλα λόγια, οι ισοσταθμικές καμπύλες διατάσσονται κοντά η μία
στην άλλη όταν το γράφημα είναι απότομο (βλ. Σχήμα 10). Αντιθέτως, το γράφημα δεν είναι τόσο απότομο,
αλλά μάλλον πιο επίπεδο, όταν οι ισοσταθμικές καμπύλες απέχουν πολύ μεταξύ τους.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Ελλειπτικό παραβολοειδές Να σχεδιάσετε τον ισοσταθμικό χάρτη της συνάρτησης
f(x, y) = x2 + 3y2 και να σχολιάσετε την απόσταση μεταξύ των ισοσταθμικών καμπυλών.

Λύση Οι ισοσταθμικές καμπύλες έχουν εξίσωση f(x, y) = c, ή αλ-
λιώς x2 + 3y2 = c.

• Για c > 0, η ισοσταθμική καμπύλη είναι μια έλλειψη.

• Για c = 0, η ισοσταθμική καμπύλη εκφυλίζεται στο σημείο (0, 0)
επειδή η εξίσωση x2 + 3y2 = 0 έχει ως μοναδική λύση το ζεύγος
(x, y) = (0, 0).

• Δεν υπάρχει ισοσταθμική καμπύλη για c < 0 καθώς η f(x, y) δεν
μπορεί να πάρει ποτέ αρνητικές τιμές.

Το γράφημα της συνάρτησης f(x, y) είναι το ελλειπτικό παρα-
βολοειδές του Σχήματος 11. Καθώς απομακρυνόμαστε από την αρχή
των αξόνων, η f(x, y) αυξάνεται ολοένα και πιο γρήγορα. Αυτό ση-
μαίνει ότι το γράφημα της συνάρτησης γίνεται πιο απότομο και οι
ισοσταθμικές καμπύλες πλησιάζουν μεταξύ τους.

c 5 0

y

x

y

x

z

50

10
30

Σχήμα 11 Το γράφημα της συνάρτη-
σης f(x, y) = x2 + 3y2. Ο ισοσταθμι-
κός χάρτης έχει σχεδιαστεί με διάστημα
m = 10.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Υπερβολικό παραβολοειδές
Να σχεδιάσετε τον ισοσταθμικό χάρτη της g(x, y) = x2 − 3y2.

Λύση Οι ισοσταθμικές καμπύλες έχουν εξίσωση g(x, y) = c, ή αλ-
λιώς x2 − 3y2 = c.

• Για c "= 0, η ισοσταθμική καμπύλη είναι η υπερβολή x2−3y2 = c.

• Για c = 0, η ισοσταθμική καμπύλη απαρτίζεται από δύο ευθείες,
με εξισώσεις x = ±

√
3y, αφού η εξίσωση g(x, y) = 0 παραγο-

ντοποιείται με τον ακόλουθο τρόπο:

x2 − 3y2 = (x−
√
3y)(x+

√
3y) = 0

Το γράφημα της g(x, y) είναι το υπερβολικό παραβολοειδές του
Σχήματος 12. Αν «σταθούμε» στην αρχή των αξόνων, η συνάρτη-
ση g(x, y) αυξάνεται καθώς κινούμαστε κατά μήκος του άξονα x σε
οποιαδήποτε από τις δύο κατευθύνσεις του ενώ μειώνεται καθώς κι-
νούμαστε πάνω στον άξονα y σε οποιαδήποτε από τις δύο κατευ-
θύνσεις του. Επιπλέον, το γράφημα της συνάρτησης g(x, y) γίνεται
περισσότερο απότομο καθώς απομακρυνόμαστε από την αρχή των
αξόνων, γεγονός που σημαίνει ότι οι ισοσταθμικές καμπύλες πλη-
σιάζουν μεταξύ τους.

y

y

z

c 5 30

x

g (x, y)

g (x, y)

g (x, y)

g (x, y)
x

c 5 230

φθίνουσα

αύξουσα

αύξουσα

φθίνουσα

Σχήμα 12 Το γράφημα της συνάρτη-
σης g(x, y) = x2 − 3y2. Ο ισοσταθμι-
κός χάρτης έχει σχεδιαστεί με διάστημα
m = 10.

ΥΠΕΝΘΥΜΙΣΗ Το υπερβολικό παρα-
βολοειδές του Σχήματος 12 πολύ συ-
χνά αποκαλείται και «σαμαροειδής» ή
«σαγματική» επιφάνεια.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 Ισοσταθμικός χάρτης μιας γραμμικής συνάρτησης Να σχεδιάσετε το γράφημα της
συνάρτησης f(x, y) = 12 – 2x – 3y και τον αντίστοιχο ισοσταθμικό χάρτη με ισοσταθμικό διάστημαm = 4.

Λύση Παρατηρήστε ότι αν θέσουμε z = f(x, y), τότε μπορούμε να γράψουμε την εξίσωση στη μορφή
2x + 3y + z = 12. Όπως όμως ήδη γνωρίζουμε από την Ενότητα 12.5, αυτή είναι η εξίσωση ενός επι-
πέδου. Για να σχεδιάσουμε το γράφημά της, θα πρέπει να προσδιορίσουμε τα σημεία που το συγκεκρι-
μένο επίπεδο τέμνει τους τρεις άξονες (βλ. Σχήμα 13). Η τομή του επιπέδου με τον άξονα z γίνεται για
z = f(0, 0) = 12. Προκειμένου να προσδιορίσουμε την τομή με τον άξονα x θέτουμε y = z = 0, οπότε
προκύπτει 12 – 2x – 3(0) = 0 ή αλλιώς x = 6. Παρομοίως, επιλύοντας την εξίσωση 12 – 3y = 0 προκύπτει
ότι η τομή του επιπέδου με τον άξονα y γίνεται στο y = 4. Το γράφημα που αναζητούμε λοιπόν είναι το
επίπεδο που προσδιορίζεται από αυτά τα τρία σημεία-τομές με τους άξονες των συντεταγμένων.

Γενικά, οι ισοσταθμικές καμπύλες μιας γραμμικής συ-
νάρτησης f(x, y) = qx+ ry+ s είναι ευθείες γραμμές με
εξισώσεις qx + ry + s = c. Επομένως, ο ισοσταθμικός
χάρτης μιας γραμμικής συνάρτησης απαρτίζεται από ισαπέ-
χουσες παράλληλες ευθείες. Στην περίπτωσή μας, οι ισο-
σταθμικές καμπύλες είναι οι ευθείες 12 – 2x – 3y = c ή
2x+ 3y = 12 – c (βλ. Σχήμα 13).

Ένας ισοσταθμικός χάρτης μοιάζει με έναν τοπο-
γραφικό χάρτη, σαν αυτόν που χρησιμοποιούν οι
περιπατητές, που μας βοηθά να καταλάβουμε τη
διαμόρφωση του εδάφους σε μια περιοχή. Και στους
δύο αυτούς χάρτες έχουμε να κάνουμε με δισδιά-
στατες αναπαραστάσεις των χαρακτηριστικών τρισ-
διάστατων δομών.
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(Διάστηµα m = 4)

Σχήμα 13 Γράφημα και ισοσταθμικός
χάρτης της f(x, y) = 12 – 2x – 3y
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   Οριζόντια κλίµακα: 2 km

Ισοσταθµικό διάστηµα: 0.8 km

οριζόντια

Η συνάρτηση δεν µεταβάλλεται
κατά µήκος της επίπεδης καµπύλης

    
   

Ισοσταθµικό διάστηµα: 100 m 
Οριζόντια κλίµακα: 200 m

∆ ύψος

Σχήμα 14

Πώς μπορούμε όμως να προσδιορίσουμε, με κάποιον ποσοτικό τρόπο, πόσο απότομο είναι το γράφημα
μιας συνάρτησης; Ας φανταστούμε την επιφάνεια που ορίζεται από τη z = f(x, y) ως έναν λόφο, όπως
φαίνεται στο Σχήμα 14. Αν τοποθετήσουμε το επίπεδο xy στο επίπεδο της θάλασσας, τότε το f(a, b) θα
είναι το ύψος του λόφου στο σημείο (a, b) του επιπέδου, μετρημένο ως προς το επίπεδο της θάλασσας.

Στο Σχήμα 14α απεικονίζονται δύο σημεία P και Q, που ανήκουν στο επίπεδο xy, μαζί με τα σημεία
του γραφήματος που βρίσκονται ακριβώς από πάνω τους και τα οποία δηλώνονται ως )P και )Q αντιστοίχως.
Ορίζουμε τον μέσο ρυθμό μεταβολής της συνάρτησης ως εξής:

μέσος ρυθμός μεταβολής από το P μέχρι το Q =
∆ ύψος

∆ οριζόντιο

όπου το∆ ύψος= η μεταβολή του ύψους από το σημείο )P μέχρι το σημείο )Q και∆ οριζόντιο= η απόσταση
μεταξύ των σημείων P και Q.
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Εναλλακτική Θα αναλύσουμε την ιδέα σύμφωνα με την οποία ο ρυθμός μεταβολής εξαρτάται από την
κατεύθυνση προς την οποία κινούμαστε όταν μελετήσουμε τις κατευθυνόμενες παραγώγους στο πλαίσιο
της Ενότητας 14.5. Στον Λογισμό των συναρτήσεων μίας μεταβλητής μετράμε τον ρυθμό μεταβολής με
τη βοήθεια της παραγώγου f ′(a). Στον Λογισμό των συναρτήσεων πολλών μεταβλητών δεν υπάρχει ένας
μοναδικός ρυθμός μεταβολής επειδή η μεταβολή της συνάρτησης f(x, y) εξαρτάται από την κατεύθυνση:
Έτσι, ο ρυθμός μεταβολής είναι ίσος με το μηδέν κατά μήκος μιας ισοσταθμικής καμπύλης [αφού η f(x, y)
είναι σταθερή κατά μήκος οποιασδήποτε ισοσταθμικής καμπύλης], ενώ αντιθέτως ο ρυθμός μεταβολής
είναι διάφορος του μηδενός σε κατευθύνσεις που «δείχνουν» από τη μία ισοσταθμική καμπύλη προς τη
γειτονική της (βλ. Σχήμα 14β).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8 Ο μέσος ρυθμός μεταβολής εξαρτάται από την κατεύθυνση Να υπολογίσετε τον
μέσο ρυθμό μεταβολής καθώς κινούμαστε από το σημείο A προς τα σημεία B, C καιD του Σχήματος 14β.

Λύση Το ισοσταθμικό διάστημα στον χάρτη του Σχήματος 14β είναιm = 100 m. Αυτό σημαίνει ότι αφού
τα τμήματα AB και AC εκτείνονται καλύπτοντας δύο ισοσταθμικές καμπύλες, η μεταβολή στο ύψος είναι
ίση με 200 m και στις δύο αυτές περιπτώσεις. Χρησιμοποιώντας την οριζόντια κλίμακα προκύπτει ότι το
AB αντιστοιχεί σε οριζόντια μεταβολή ίση με 200 m, ενώ για το AC η οριζόντια απόσταση είναι ίση με
400m. Αντιθέτως, δεν υπάρχει μεταβολή του ύψους καθώς κινούμαστε από το σημείοA προς το σημείοD.
Επομένως, θα ισχύει:

μέσος ρυθμός μεταβολής από το A στο B =
∆ ύψος

∆ οριζόντιο
=

200

200
= 1.0

μέσος ρυθμός μεταβολής από το A στο C =
∆ ύψος

∆ οριζόντιο
=

200

400
= 0.5

μέσος ρυθμός μεταβολής από το A στο D =
∆ ύψος

∆ οριζόντιο
= 0

Πράγματι, διαπιστώνουμε ότι ο μέσος ρυθμός μεταβολής εξαρτάται από την κατεύθυνση.

Όταν περπατάμε πάνω σε ένα βουνό, η κλίση κάθε χρονική στιγμή εξαρτάται από τη διαδρομή που
ακολουθούμε. Έτσι, αν περπατάμε για παράδειγμα περιφερειακά πάνω στο βουνό, το ύψος στο οποίο βρι-
σκόμαστε δεν μεταβάλλεται καθόλου. Από την άλλη πάλι, σε κάθε σημείο που βρισκόμαστε υπάρχει η πιο
απότομη κατεύθυνση, προς την οποία αν κινηθούμε το ύψος αυξάνεται με τον ταχύτερο ρυθμό. Σε έναν ισο-
σταθμικό χάρτη, η κατεύθυνση της πιο απότομης ανόδου είναι η κατεύθυνση στην οποία το ύψος αυξάνεται
πιο γρήγορα. Σε έναν ισοσταθμικό χάρτη, λοιπόν, η κατεύθυνση της πιο απότομης ανόδου είναι κατά προ-
σέγγιση εκείνη που μας μεταφέρει στο πλησιέστερο σημείο της αμέσως υψηλότερης ισοσταθμικής καμπύλης
(βλ. Σχήμα 15α). Χρησιμοποιούμε τον όρο «κατά προσέγγιση» καθώς το έδαφος μπορεί να μεταβάλλεται
μεταξύ των ισοσταθμικών καμπυλών. Η διαδρομή της πιο απότομης ανόδου είναι μια τροχιά που εκκινεί
από ένα σημείο P και σε κάθε ενδιάμεσο σημείο συνεχίζει την άνοδο ακο-
λουθώντας την πιο απότομη κατεύθυνση. Μπορούμε να προσεγγίσουμε
τη διαδρομή της πιο απότομης ανόδου σχεδιάζοντας μια ακολουθία ευθύ-
γραμμων τμημάτων που μας μεταφέρουν, όσο πιο άμεσα γίνεται, από τη
μία ισοσταθμική καμπύλη στη γειτονική της. Στο Σχήμα 15β απεικονίζο-
νται δύο διαδρομές που συνδέουν τα σημεία P και Q. Η συνεχής γραμμή
αντιστοιχεί στη διαδρομή της πιο απότομης ανόδου, ενώ η στικτή όχι, κα-
θώς δεν μας μεταφέρει από τη μία ισοσταθμική καμπύλη στην επόμενη
ακολουθώντας το συντομότερο δυνατό ευθύγραμμο τμήμα.

Ηδιαδρομή της πιο απότομης κα-
θόδου είναι ίδια με τη διαδρομή
της πιο απότομης ανόδου, δια-
νυόμενες απλώς σε αντίθετες κα-
τευθύνσεις. Το νερό που ρέει κα-
τερχόμενο από ένα βουνό ακο-
λουθεί, τουλάχιστον κατά προσέγ-
γιση, τη διαδρομή της πιο απότο-
μης καθόδου.
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µε αρχή το σηµείο P
της πιο απότοµης ανόδου,
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µε αρχή το σηµείο P
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πιο απότοµης ανόδου(α) Διανυσματα που δείχνουν προσεγγιστικ

 προς την κατεύθυνση της πιο απότομης

(β)

Σχήμα 15

Συναρτήσεις με περισσότερες από δύο μεταβλητές

Υπάρχουν αρκετές περιπτώσεις όπου για να περιγράψουμε μια κατάσταση είναι απαραίτητο να χρησιμο-
ποιήσουμε μια συνάρτηση με περισσότερες από δύο μεταβλητές. Έτσι, για παράδειγμα, αν θελήσουμε να
παρακολουθούμε τη θερμοκρασία στα διαφορετικά σημεία ενός δωματίου, θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε
μια συνάρτηση T (x, y, z) η οποία εξαρτάται από τρεις μεταβλητές που αντιστοιχούν στις τρεις συντεταγμέ-
νες κάθε σημείου. Επίσης, κατά τη δημιουργία ποσοτικών οικονομικών μοντέλων καταλήγουμε πολύ συχνά
σε συναρτήσεις που εξαρτώνται από περισσότερες από 100 μεταβλητές.

Δυστυχώς, δεν είναι δυνατόν να σχεδιάσουμε τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης με περισσότερες
από δύο μεταβλητές. Το γράφημα μιας συνάρτησης f(x, y, z) θα αποτελείται από το σύνολο των σημείων
(x, y, z, f(x, y, z)) που ανήκουν στον τετραδιάστατο χώρο R4. Παρ’ όλα αυτά, ακριβώς όπως μπορούμε
να χρησιμοποιούμε ισοσταθμικούς χάρτες για να οπτικοποιούμε ένα τρισδιάστατο βουνό χρησιμοποιώντας
καμπύλες στο επίπεδο των δύο διαστάσεων, είναι επίσης εφικτό να σχεδιάζουμε ισοσταθμικές επιφάνειες για
μια συνάρτηση τριών μεταβλητών f(x, y, z). Πρόκειται για επιφάνειες που περιγράφονται από εξισώσεις
της μορφής f(x, y, z) = c, για διαφορετικές τιμές του c. Έτσι, για παράδειγμα, οι ισοσταθμικές επιφάνειες
της συνάρτησης

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

είναι οι σφαίρες με εξισώσεις x2+y2+z2 = c (βλ. Σχήμα 16). Στην
περίπτωση μιας συνάρτησης T (x, y, z) που αναπαριστά τη θερμο-
κρασία σε κάθε σημείο του χώρου, συνηθίζουμε να αποκαλούμε τις
ισοσταθμικές επιφάνειες που περιγράφονται από τις T (x, y, z) = k
ισόθερμες, καθώς πρόκειται για σύνολα σημείων που έχουν μια κοι-
νή θερμοκρασία k.

Για τις συναρτήσεις με τέσσερις ή και ακόμα περισσότερες με-
ταβλητές, δεν μπορούμε πλέον να οπτικοποιούμε ούτε το γράφημα
ούτε τις ισοσταθμικές επιφάνειές τους, έτσι θα πρέπει να αρκούμα-
στε στη διαίσθησή μας, η οποία θα έχει στο μεταξύ οξυνθεί μέσω της
μελέτης των συναρτήσεων με δύο και τρεις μεταβλητές.

x2 + y2 + z2 = 9

x2 + y2 + z2 = 1

z

x2 + y2 + z2 = 4

x

y

Σχήμα 16 Οι ισοσταθμικές επιφάνειες
της συνάρτησης f(x, y, z) = x2 + y2 +
z2 είναι σφαίρες
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 9 Να περιγράψετε τις ισοσταθμικές επιφάνειες της συνάρτησης g(x, y, z) = x2+y2−z2.

Λύση Η ισοσταθμική επιφάνεια για c = 0 είναι ο κώνος με εξίσωση x2 + y2 − z2 = 0. Για c "= 0, οι
ισοσταθμικές επιφάνειες είναι υπερβολοειδή της μορφής x2 + y2− z2 = c. Το υπερβολοειδές θα έχει ένα
φύλλο, θα είναι δηλαδή μονόχωνο, αν c > 0 και θα κείτεται έξω από τον κώνο. Αντιθέτως, το υπερβολοειδές
θα έχει δύο φύλλα, δηλαδή θα είναι δίχωνο, στην περίπτωση που c < 0, οπότε το ένα φύλλο θα βρίσκεται
εντός του πάνω μέρους του κώνου και το άλλο εντός του κάτω μέρους του κώνου (βλ. Σχήμα 17).

z

x

y

g(x, y, z) = 0 g(x, y, z) = c  (c < 0)g(x, y, z) = c  (c > 0)

z

x

y

z

x

y

z

x

y

Σχήμα 17 Οι ισοσταθμικές επιφάνειες της συνάρτησης g(x, y, z) = x2 + y2 − z2

14.1 Περίληψη

• Το πεδίο ορισμού D μιας συνάρτησης f(x1, . . . , xn) με n μεταβλητές είναι το σύνολο των n-άδων
(a1, . . . , an) του χώρου Rn, για τις οποίες οι τιμές f(a1, . . . , an) ορίζονται. Το εύρος τιμών της f εί-
ναι το σύνολο των τιμών που παίρνει η συνάρτηση f .

• Η γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης f(x, y), η οποία παίρνει πραγματικές τιμές, είναι η
επιφάνεια του R3 που αποτελείται από το σύνολο των σημείων της μορφής (a, b, f(a, b)), για όλα τα
ζεύγη (a, b) που ανήκουν στο πεδίο ορισμού D της συνάρτησης f .

• Ένα κατακόρυφο ίχνος είναι η καμπύλη που προκύπτει από την τομή του γραφήματος της συνάρτησης με
κάποιο από τα κατακόρυφα επίπεδα x = a ή y = b.

• Μια ισοσταθμική καμπύλη είναι μια καμπύλη στο επίπεδο xy που ορίζεται από την εξίσωση f(x, y) = c.
Η ισοσταθμική καμπύλη f(x, y) = c είναι η προβολή στο επίπεδο xy μιας οριζόντιας καμπύλης-ίχνους η
οποία προκύπτει από την τομή του γραφήματος της συνάρτησης με το οριζόντιο επίπεδο z = c.

• Ένας ισοσταθμικός χάρτης απεικονίζει τις ισοσταθμικές καμπύλες f(x, y) = c για διαφορετικές τιμές
της σταθεράς c οι οποίες ισαπέχουν. Αυτή η σταθερή απόσταση m μεταξύ των τιμών της c ονομάζεται
ισοσταθμικό διάστημα.

• Όταν παρατηρούμε έναν ισοσταθμικό χάρτη, θα πρέπει να έχουμε πάντα κατά νου ότι:
◦ Το ύψος δεν μεταβάλλεται όταν κανείς κινείται κατά μήκος μιας ισοσταθμικής καμπύλης.
◦ Το ύψος αυξάνεται ή μειώνεται κατάm (το ισοσταθμικό διάστημα) όταν κανείς μεταβαίνει από τη μία
ισοσταθμική καμπύλη στη γειτονική της.

• Ηαπόσταση των ισοσταθμικών καμπυλών υποδηλώνει το πόσο απότομο είναι το γράφημα: Όσο πιο κοντά
βρίσκονται οι ισοσταθμικές καμπύλες τόσο πιο απότομη είναι η γραφική παράσταση.

• Ο μέσος ρυθμός μεταβολής από ένα σημείο P σε ένα άλλο σημείο Q είναι το πηλίκο
∆ύψος

∆οριζόντιο
.
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• Η κατεύθυνση της πιο απότομης ανόδου σε ένα σημείο P είναι εκείνη η κατεύθυνση κατά μήκος της
οποίας η f(x, y) αυξάνεται πιο γρήγορα. Η πιο απότομη άνοδος προκύπτει (κατά προσέγγιση τουλάχι-
στον) σχεδιάζοντας τα ευθύγραμμα τμήματα ξεκινώντας από το σημείο P και κινούμενοι κάθε φορά προς
το κοντινότερο σημείο της γειτονικής ισοσταθμικής καμπύλης.

• Οι ισοσταθμικές επιφάνειες μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να γίνουν κατανοητές οι συναρτήσεις των
τριών μεταβλητών f(x, y, z). Στην περίπτωση που η συνάρτηση αναπαριστά τη θερμοκρασία, αυτές οι
ισοσταθμικές επιφάνειες αποκαλούνται ισόθερμες.

14.1 Ασκήσεις

Προπαρασκευαστικές ερωτήσεις

1. Ποια είναι η διαφορά μεταξύ οριζόντιου ίχνους
και ισοσταθμικής καμπύλης; Πώς συνδέονται
μεταξύ τους;

2. Να περιγράψετε το ίχνος της συνάρτησης
f(x, y) = x2 − sin(x3y) στο επίπεδο xz.

3. Είναι πιθανό δύο διαφορετικές ισοσταθμικές κα-
μπύλες μιας συνάρτησης να τέμνονται; Εξηγή-
στε την απάντησή σας.

4. Να περιγράψετε τον ισοσταθμικό χάρτη της συ-
νάρτησης f(x, y) = x με ισοσταθμικό διάστημα
ίσο με 1.

5. Σε τι διαφέρουν οι ισοσταθμικοί χάρτες των συ-
ναρτήσεων

f(x, y) = x και g(x, y) = 2x

αν σχεδιαστούν με ισοσταθμικό διάστημα ίσο με
1 ο καθένας τους;

Ασκήσεις

Στις Ασκήσεις 1-6 να υπολογίσετε την τιμή της συνάρ-
τησης στα αναφερόμενα σημεία, ή αλλιώς να καταλή-
ξετε στο συμπέρασμα ότι η συνάρτηση δεν ορίζεται σε
κάποιο από αυτά.

1. f(x, y) = x+ yx3, (1, 2), (−1, 6), (e,π)

2. g(x, y) =
y

x2 − y2
, (1, 3), (3,−3), (

√
2, 2)

3. h(x, y) =

)
x− y2

x− y
, (20, 2), (1,−2), (1, 1)

4. k(x, y) = xe−y, (1, 0), (3,−3), (0, 12)
5. h(x, y, z) = xyz−2, (3, 7,−2), (3, 2, 14), (4,−4, 0)

6. w(r, s, t) =
r − s

sin t
,
(
2, 2, π2

)
, (π,π,π),

(
− 2, 2, π6

)

Στις Ασκήσεις 7-14 να σχεδιάσετε το πεδίο ορισμού
της αντίστοιχης συνάρτησης.

7. f(x, y) = 12x− 5y 8. f(x, y) =
√
81− x2

9. f(x, y) = ln(4x2 − y) 10. h(x, t) =
1

x+ t

11. g(y, z) =
1

z + y2
12. f(x, y) = sin

y

x

13. F (I, R) =
√
IR 14. f(x, y) = cos−1(x+ y)

Στις Ασκήσεις 15-18 να περιγράψετε το πεδίο ορισμού
και το εύρος τιμών της αντίστοιχης συνάρτησης.

15. f(x, y, z) = xz + ey

16. f(x, y, z) = x
√
y + z ez/x

17. P (r, s, t) =
√
16− r2s2t2

18. g(r, s) = cos−1(rs)

19. Να αντιστοιχίσετε τις γραφικές παραστάσεις (α)
και (β) του Σχήματος 18 με τις συναρτήσεις:
(i) f(x, y) = −x+ y2 (ii) g(x, y) = x+ y2

y

x

z

y

x

z

(α) (β)

Σχήμα 18
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20. Να αντιστοιχίσετε τις γραφικές παραστάσεις (α)
και (β) του Σχήματος 19 με τις συναρτήσεις:
(i) f(x, y) = (cosx)(cos y)

(ii) g(x, y) = cos(x2 + y2)

y

x

z z

y

x

(α) (β)

Σχήμα 19

21. Να αντιστοιχίσετε τις συναρτήσεις (i)-(vi) με
τις γραφικές παραστάσεις (α)-(στ) του Σχήματος
20.
(i) f(x, y) = |x|+ |y|
(ii) f(x, y) = cos(x− y)

(iii) f(x, y) =
−1

1 + 9x2 + y2

(iv) f(x, y) = cos(y2)e−0.1(x2+y2)

(v) f(x, y) =
−1

1 + 9x2 + 9y2

(vi) f(x, y) = cos(x2 + y2)e−0.1(x2+y2)

z

(α) (β)

z

(γ) (δ)

zz

zz

(ε) (στ)

x

y

x

y

x

y

x
y

x

y

x

y

Σχήμα 20

22. Να αντιστοιχίσετε τις συναρτήσεις (i)-(iv) με
τους ισοσταθμικούς χάρτες (α)-(δ) του Σχήμα-
τος 21.
(i) f(x, y) = 3x+ 4y (ii) g(x, y) = x3 − y

(iii) h(x, y) = 4x− 3y (iv) k(x, y) = x2 − y

5

10

0

−5

−10

0−10 −5 105

5

10

0

−5

−10

0−10 −5 105

5

10

0

−5

−10

0−10 −5 105

5

10

0

−5

−10

0−10 −5 105

(α) (β)

(γ) (δ)

Σχήμα 21

Στις Ασκήσεις 23-28 να σχεδιάσετε το γράφημα της
συνάρτησης και στη συνέχεια να σχεδιάσετε μερικά
κατακόρυφα και οριζόντια ίχνη.

23. f(x, y) = 12− 3x− 4y

24. f(x, y) =
)

4− x2 − y2

25. f(x, y) = x2 + 4y2

26. f(x, y) = y2

27. f(x, y) = sin(x− y)

28. f(x, y) =
1

x2 + y2 + 1

29. Να σχεδιάσετε τους ισοσταθμικούς χάρτες για
τη συνάρτηση f(x, y) = x + y με ισοσταθμι-
κά διαστήματαm = 1 καιm = 2.

30. Νασχεδιάσετε τον ισοσταθμικό χάρτη για τη συ-
νάρτηση f(x, y) = x2 + y2 που να περιλαμβά-
νει τις ισοσταθμικές καμπύλες που αντιστοιχούν
στις τιμές c = 0, 4, 8, 12, 16.

Στις Ασκήσεις 31-38 να σχεδιάσετε τον ισοσταθμικό
χάρτη της συνάρτησης f(x, y) που δίνεται κάθε φο-
ρά χρησιμοποιώντας το κατάλληλο ισοσταθμικό διά-
στημα έτσι ώστε να εμφανίζονται τουλάχιστον έξι ισο-
σταθμικές καμπύλες.
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31. f(x, y) = x2 − y 32. f(x, y) =
y

x2

33. f(x, y) =
y

x
34. f(x, y) = xy

35. f(x, y) = x2 + 4y2 36. f(x, y) = x+ 2y − 1

37. f(x, y) = x2 38. f(x, y) = 3x2 − y2

39. Να προσδιορίσετε τη γραμμική συνάρτηση της
οποίας ο ισοσταθμικός χάρτης (με ισοσταθμικό
διάστημαm = 6) φαίνεται στο Σχήμα 22. Ποια
είναι η ζητούμενη γραμμική συνάρτηση στην πε-
ρίπτωση που m = 3 (οπότε η καμπύλη με την
ένδειξη c = 6 φέρει τώρα την ένδειξη c = 3);

c = 0

c = 6

63−6 −3
−1

−2

2

1

x

y

Σχήμα 22 Ισοσταθμικός χάρτης με ισοσταθμικό διά-
στημαm = 6

40. Χρησιμοποιήστε τον ισοσταθμικό χάρτη του
Σχήματος 23 για να υπολογίσετε τον μέσο ρυθ-
μό μεταβολής:
α) από το σημείο A στο B
β) από το σημείο A στο C.

c = 0

c = −3

62 4−6 −4 −2

6

4

2

x

AB

y

C

Σχήμα 23

Οι Ασκήσεις 41-43 αναφέρονται στον χάρτη του Σχή-
ματος 24.

10001004

1008

1012

1024

1024

1024

1020

1020

1008

1032
1032

1020

1028

1028

1016

1016
1012

1004

1012
1016

1016

1016

1008

1016

A

B

C

Σχήμα 24 Η ατμοσφαιρική πίεση (σε millibars) στην πε-
ριοχή της Βόρειας Αμερικής στις 26 Μαρτίου 2009

41. α) Σε ποιο από τα σημεία A-C αυξάνεται η πίε-
ση καθώς κατευθυνόμαστε προς τον Βορρά;

β) Σε ποιο από τα σημεία A-C αυξάνεται η πίε-
ση καθώς κατευθυνόμαστε προς τη Δύση;

42. Για καθένα από τα σημεία A-C να ελέγξετε και
να αποφασίσετε σε ποια από τις τέσσερις κύριες
κατευθύνσεις του ορίζοντα (δηλ. προς τον Βορ-
ρά, τον Νότο, την Ανατολή ή τη Δύση) η πίεση
αυξάνεται ταχύτερα.

43. Να κατατάξετε τις πολιτείες Arkansas (1),
Colorado (2), North Dakota (3) και Wisconsin
(4) ξεκινώντας από αυτήν που παρατηρείται η
μεγαλύτερη μεταβολή πίεσης κατά μήκος της
και καταλήγοντας σε αυτή με τη μικρότερη.

Στις Ασκήσεις 44-47 συμβολίζεται με T (x, y, z) η
θερμοκρασία σε κάθε σημείο του χώρου. Να σχεδιά-
σετε τις ισοσταθμικές επιφάνειες (που στην περίπτω-
ση αυτή αποκαλούνται και ισόθερμες) που αντιστοι-
χούν στις σταθερές τιμές θερμοκρασιών που δίνονται
σε κάθε περίπτωση.
44. T (x, y, z) = 2x+ 3y − z, T = 0, 1, 2

45. T (x, y, z) = x− y + 2z, T = 0, 1, 2

46. T (x, y, z) = x2 + y2 − z, T = 0, 1, 2

47. T (x, y, z) = x2 − y2 + z2, T = 0, 1, 2,−1,−2
Στις Ασκήσεις 48-51 συμβολίζεται με ρ(S, T ) η πυ-
κνότητα του θαλασσινού νερού (σε kg/m3) ως συνάρ-
τηση της αλμυρότητας S (σε ppt) και της θερμοκρα-
σίας T (σε ◦ C). Για τους υπολογισμούς σας χρησιμο-
ποιήστε τον ισοσταθμικό χάρτη του Σχήματος 25.
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Σχήμα 25 Ισοσταθμικός χάρτης της πυκνότητας του θα-
λασσινού νερού ρ(S, T ) (σε kg/m3)

48. Υπολογίστε τον μέσο ρυθμό της μεταβολής της
πυκνότητας ρ ως προς τη θερμοκρασία T από το
B στο A.

49. Υπολογίστε τον μέσο ρυθμό μεταβολής της πυ-
κνότητας ρ ως προς την αλμυρότητα S από τοB
στο C.
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50. Για μια ορισμένη σταθερή τιμή της αλμυρότη-
τας, η πυκνότητα του θαλασσινού νερού είναι
αύξουσα ή φθίνουσα συνάρτηση της θερμοκρα-
σίας;

51. Η πυκνότητα του θαλασσινού νερού φαίνεται να
είναι πιο ευαίσθητη στις μεταβολές της θερμο-
κρασίας στο σημείο A ή στο σημείο B;

Οι Ασκήσεις 52-55 αναφέρονται στο Σχήμα 26.

i

B
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D
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ii 400
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540

    Ισοσταθµικό διάστηµα = 20 m

Σχήμα 26

52. Βρείτε τη μεταβολή της πυκνότητας του θαλασ-
σινού νερού από το A στο B.

53. Εκτιμήστε τον μέσο ρυθμό μεταβολής της πυ-
κνότητας του θαλασσινού νερού από το A στο
B και από το A στο C.

54. Εκτιμήστε τον μέσο ρυθμό μεταβολής της πυ-
κνότητας του θαλασσινού νερού από το A στα
σημεία i, ii και iii.

55. Σχεδιάστε τη διαδρομή της πιο απότομης ανό-
δου η οποία ξεκινά από το σημείο D.

56. Έστω ότι η θερμοκρασία στον τρισδιάστατο χώ-
ρο δίνεται από τη συνάρτηση

T (x, y, z) = x2 + y2 – z

Να σχεδιάσετε τις ισόθερμες που αντιστοιχούν
στις τιμές της θερμοκρασίας T = –2, –1, 0, 1, 2.

57. Έστω ότι η θερμοκρασία στον τρισδιάστατο χώ-
ρο δίνεται από τη συνάρτηση

T (x, y, z) =
x2

4
+

y2

9
+ z2

Να σχεδιάσετε τις ισόθερμες που αντιστοιχούν
στις τιμές της θερμοκρασίας T = 0, 1, 2.

58. Έστω ότι η θερμοκρασία στον τρισδιάστατο χώ-
ρο δίνεται από τη συνάρτηση

T (x, y, z) = x2 – y2 – z

Να σχεδιάσετε τις ισόθερμες που αντιστοιχούν
στις τιμές της θερμοκρασίας T = –1, 0, 1.

59. Έστω ότι η θερμοκρασία στον τρισδιάστατο χώ-
ρο δίνεται από τη συνάρτηση

T (x, y, z) = x2 – y2 – z2

Να σχεδιάσετε τις ισόθερμες που αντιστοιχούν
στις τιμές της θερμοκρασίας T = –2, –1, 0, 1, 2.

Ασκήσεις πρόκλησης

60. Η συνάρτηση f(x, t) = t−1/2e−x2/t, η γραφική
παράσταση της οποίας απεικονίζεται στο Σχήμα
27, περιγράφει τη χρονική μεταβολή της θερμο-
κρασίας κατά μήκος μιας μεταλλικής ράβδου με-
τά από μια απότομη προσφορά θερμότητας που
έλαβε χώρα στο κέντρο της.

α) Σχεδιάστε τα κατακόρυφα ίχνη τις χρονικές
στιγμές t = 1, 2, 3. Ποιο συμπέρασμα προ-
κύπτει από αυτά σχετικά με τον τρόπο με τον
οποίο η θερμότητα διαχέεται μέσω της με-
ταλλικής ράβδου;

β) Σχεδιάστε τα κατακόρυφα ίχνη x = c για
c = ±0.2,±0.4. Να περιγράψετε τον τρό-
πο με τον οποίο μεταβάλλεται η θερμοκρα-
σία με τον χρόνο στα σημεία που βρίσκονται
κοντά στο κέντρο της ράβδου.

x

t

4

3

2

1
0.40.20

−0.2−0.4

Θερµοκρασία T

Χρόνος

 Μεταλλική ράβδος

Σχήμα 27 Η γραφική παράσταση της συνάρτησης
f(x, t) = t−1/2e−x2/t λίγο μετά τη χρονική στιγμή
t = 0

61. Έστω

f(x, y) =
x)

x2 + y2
για (x, y) != (0, 0)

Να εκφράσετε την f σε πολικές συντεταγμένες,
δηλαδή f(r, θ), και να χρησιμοποιήσετε αυτήν
τη μορφή για να βρείτε τις ισοσταθμικές καμπύ-
λες της f .
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14.2 Όρια και συνέχεια στην περίπτωση των συναρτήσεων πολλών μεταβλητών

Στην παρούσα ενότητα θα αναπτύξουμε τις έννοιες του ορίου και της συνέχειας στο πλαίσιο της πολυμετα-
βλητής ανάλυσης. Παρόλο που θα επικεντρώσουμε την προσοχή μας στην περίπτωση των συναρτήσεων με
δύο μεταβλητές, οι ορισμοί και τα αποτελέσματα που θα παρουσιάσουμε εξακολουθούν να ισχύουν για τις
συναρτήσεις με τρεις ή και περισσότερες μεταβλητές.

Θυμηθείτε ότι στην ευθεία των πραγματικών αριθμών λέγαμε ότι
ένας αριθμός x είναι κοντά στο a αν η απόσταση |x – a| είναι μικρή.
Στο επίπεδο, θα λέμε ότι ένα σημείο (x, y) είναι κοντά σε ένα άλλο
σημείο P = (a, b) αν η μεταξύ τους απόσταση

d((x, y), (a, b)) =
)

(x− a)2 + (y − b)2

είναι μικρή.
Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι αν θεωρήσουμε το σύνολο των

σημείων που βρίσκονται σε απόσταση μικρότερη από r από το ση-
μείο P = (a, b), τότε θα σχηματιστεί ένας δίσκοςD(P, r) με κέντρο
το σημείο P , όπως φαίνεται στο Σχήμα 1, που δεν θα περιλαμβάνει
όμως τη συνοριακή γραμμή του δίσκου. Αν επιπλέον «επιμείνουμε»
ώστε να ισχύει η συνθήκη d((x, y), (a, b)) "= 0, τότε θα καταλήξουμε
σε έναν «τρύπιο» δίσκο καθώς σε αυτόν δεν θα συμπεριλαμβάνεται
το κέντρο P . Αυτόν τον τελευταίο δίσκο θα τον συμβολίζουμε με
D∗(P, r).

x

y

r

P
(x, y)

     Ο D*(P, r) εξαιρεί το P

Ανοικτός δίσκος D (P, r)

Σχήμα 1 Ο ανοικτός δίσκος D(P, r)
αποτελείται από το σύνολο των σημείων
(x, y) που βρίσκονται σε απόσταση μι-
κρότερη του r από το σημείο P . Σε αυ-
τόν δεν συμπεριλαμβάνεται ο συνορια-
κός κύκλος.

Ας υποθέσουμε ότι η συνάρτηση f(x, y) ορίζεται κοντά στο σημείο P αλλά όχι απαραιτήτως στο ίδιο το
P . Με άλλα λόγια, υποθέτουμε ότι η f(x, y) ορίζεται για όλα τα ζεύγη (x, y) που ανήκουν σε έναν τρύπιο
δίσκο D∗(P, r), στο κέντρο του, με r > 0. Θα λέμε ότι η συνάρτηση f(x, y) προσεγγίζει το όριο L καθώς
το (x, y) προσεγγίζει το P = (a, b), αν η ποσότητα |f(x, y) –L| γίνεται όσο μικρή θέλουμε ενώ το (x, y)
προσεγγίζει αρκούντως κοντά στο σημείο P = (a, b) (βλ. Σχήμα 2α). Σε αυτή την περίπτωση γράφουμε

lim
(x,y)→P

f(x, y) = lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L

Ο ακριβής ορισμός είναι ο ακόλουθος.

ΟΡΙΣΜΟΣ Όριο Έστω ότι η συνάρτηση f(x, y) ορίζεται κοντά στο σημείο P = (a, b). Τότε

lim
(x,y)→P

f(x, y) = L

αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε, αν το (x, y) ικανοποιεί τη συνθήκη

0 < d((x, y), (a, b)) < δ, τότε να ισχύει |f(x, y)− L| < ε

Πρόκειται για έναν ορισμό που είναι παρόμοιος με τον ορισμό του ορίου στην περίπτωση των συναρ-
τήσεων μίας μεταβλητής, υπάρχει όμως μια σημαντική διαφορά. Στην περίπτωση του ορίου στον Λογισμό
των συναρτήσεων μίας μεταβλητής απαιτούμε η f(x) να τείνει στο όριο L καθώς το x προσεγγίζει το a και
από τις δύο κατευθύνσεις – δηλαδή από αριστερά αλλά και δεξιά του a (βλ. Σχήμα 2β). Στην περίπτωση
του ορίου στην πολυμεταβλητή ανάλυση, η συνάρτηση f(x, y) θα πρέπει να τείνει στο όριο L καθώς το
(x, y) προσεγγίζει το σημείο P από άπειρες διαφορετικές κατευθύνσεις (βλ. Σχήμα 2γ).
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a
(a, b)

(x, y)

f (x, y)

L

L +

L

y

x

x
y

z

z = f(x, y)

y = f(x)

x
y

z

L +

L −

L −

(α) | f (x, y) − L| <  για κάθε (x, y )
 εντός του τρύπιου δίσκου

   
      

      
      

P = (a, b)

     
         

      
       

(β) Στη µία µεταβλητή µπορούµε να προσεγγίσουµε
 το a από δύο µόνο δυνατές κατευθύνσεις.

(γ) Στις δύο µεταβλητές, το (x, y) προσεγγίζει το 
P = (a, b) κατά µήκος οποιασδήποτε διαδρο.

  Ανοικτός δίσκος 
ακτίνας

(α) |f(x, y)−L| < ε για κάθε (x, y)
εντός του τρύπιου δίσκου

a
(a, b)

(x, y)

f (x, y)

L

L +

L

y

x

x
y

z

Open disk of
radius

z = f(x, y)

y = f(x)

x
y

z

L +

L −

L −

(α) | f (x, y) − L| <  για κάθε (x, y )
 εντός του τρύπιου δίσκου

   
      

      
      

P = (a, b)

     
         

      
       

(β) Στη µία µεταβλητή µπορούµε να προσεγγίσουµε
 το a από δύο µόνο δυνατές κατευθύνσεις.

(γ) Στις δύο µεταβλητές, το (x, y) προσεγγίζει το 
P = (a, b) κατά µήκος οποιασδήποτε διαδρο.

(β) Στη μία μεταβλητή μπορούμε να
προσεγγίσουμε το a από δύο μόνο
δυνατές κατευθύνσεις

a
(a, b)

(x, y)

f (x, y)

L

L +

L

y

x

x
y

z

Open disk of
radius

z = f(x, y)

y = f(x)

x
y

z

L +

L −

L −

(α) | f (x, y) − L| <  για κάθε (x, y )
 εντός του τρύπιου δίσκου

   
      

      
      

P = (a, b)

     
         

      
       

(β) Στη µία µεταβλητή µπορούµε να προσεγγίσουµε
 το a από δύο µόνο δυνατές κατευθύνσεις.

(γ) Στις δύο µεταβλητές, το (x, y) προσεγγίζει το 
P = (a, b) κατά µήκος οποιασδήποτε διαδρο.(γ) Στις δύο μεταβλητές, το (x, y) μπο-

ρεί να προσεγγίσει το P = (a, b) κα-
τά μήκος οποιασδήποτε κατεύθυνσης ή
διαδρομής

Σχήμα 2

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Να αποδείξετε ότι
α) lim

(x,y)→(a,b)
x = a β) lim

(x,y)→(a,b)
y = b.

Λύση Έστω ότι P = (a, b). Για να μπορέσουμε να αποδείξουμε το
(α) θα υποθέσουμε επιπλέον ότι f(x, y) = x και L = a. Θα πρέπει
να δείξουμε ότι για κάθε ε > 0 μπορούμε να προσδιορίσουμε ένα
δ > 0 τέτοιο ώστε:

Αν 0 < d((x, y), (a, b)) < δ, τότε θα ισχύει
|f(x, y)− L| = |x− a| < ε (1)

Μπορούμε να επιλέξουμε δ = ε, οπότε, αν d((x, y), (a, b)) < ε, τότε
θα ισχύει:

(x− a)2 + (y− b)2 < ε2 ⇒ (x− a)2 < ε2 ⇒ |x− a| < ε

Με άλλα λόγια, για κάθε ε > 0, αν 0 < d((x, y), (a, b)) < ε, τότε
θα είναι |x− a| < ε. Με τον τρόπο αυτόν αποδεικνύεται το (α), ενώ
το όριο του ερωτήματος (β) αποδεικνύεται με παρόμοιο τρόπο (βλ.
Σχήμα 3).

a

b

D*(P,   )

P = (a, b)

f (x, y) = y

y

x

b +   !

b −   !

b

z

Σχήμα 3 Αν |y − b|<δ για δ=ε, τότε
|f(x, y)− b|<ε. Επομένως

lim
(x,y)→(a,b)

y = b

Το θεώρημα που ακολουθεί απαριθμεί τους βασικούς νόμους που ισχύουν για τα όρια στην πολυμετα-
βλητή ανάλυση. Θα παραλείψουμε τις αποδείξεις αυτών των νόμων, καθώς είναι παρόμοιες με τις αποδείξεις
των αντίστοιχων νόμων των ορίων στην περίπτωση των συναρτήσεων μίας μεταβλητής.
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ΘΕΩΡΗΜΑ1 Νόμοι ορίων Υποθέτουμε ότι τα όρια lim
(x,y)→P

f(x, y) και lim
(x,y)→P

g(x, y) υπάρχουν.

(i) Νόμος αθροίσματος:

lim
(x,y)→P

(f(x, y) + g(x, y)) = lim
(x,y)→P

f(x, y) + lim
(x,y)→P

g(x, y)

(ii) Νόμος πολλαπλασιασμού με σταθερά: Για οποιονδήποτε αριθμό k,

lim
(x,y)→P

kf(x, y) = k lim
(x,y)→P

f(x, y)

(iii) Νόμος γινομένου:

lim
(x,y)→P

f(x, y) g(x, y) =

)
lim

(x,y)→P
f(x, y)

))
lim

(x,y)→P
g(x, y)

)

(iv) Νόμος πηλίκου: Αν lim
(x,y)→P

g(x, y) != 0, τότε

lim
(x,y)→P

f(x, y)

g(x, y)
=

lim
(x,y)→P

f(x, y)

lim
(x,y)→P

g(x, y)

Όπως και στην περίπτωση των συναρτήσεων μίας μεταβλητής, θα λέμε ότι η f είναι συνεχής στο σημείο
P = (a, b) αν η f(x, y) προσεγγίζει την τιμή της συνάρτησης f(a, b) καθώς (x, y)→ (a, b).

ΟΡΙΣΜΟΣ Συνέχεια Μια συνάρτηση f με δύο μεταβλητές είναι συνεχής στο σημείο P = (a, b) αν
ισχύει

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = f(a, b)

Θα λέμε ότι η f είναι συνεχής αν είναι συνεχής σε κάθε σημείο (a, b) του πεδίου ορισμού της.

Σύμφωνα με τους νόμους των ορίων, όλα τα αθροίσματα, τα πολλαπλάσια και τα γινόμενα συνεχών
συναρτήσεων είναι επίσης συνεχείς συναρτήσεις. Όταν εφαρμόσουμε τους προηγούμενους κανόνες για τις
συνεχείς συναρτήσεις f(x, y) = x και g(x, y) = y, σύμφωνα με το Παράδειγμα 1, τότε καταλήγουμε στο
συμπέρασμα ότι οι συναρτήσεις της μορφής f(x, y) = xmyn είναι επίσης συνεχείς για όλους τους ακέραιους
αριθμούς m και n, γεγονός που με τη σειρά του σημαίνει ότι και όλα τα πολυώνυμα είναι επίσης συνεχή.
Επιπλέον, κάθε ρητή συνάρτηση h(x, y)/g(x, y), όπου τα h και g είναι κάποια πολυώνυμα, είναι επίσης
συνεχής σε όλα τα σημεία (a, b) για τα οποία ισχύει g(a, b) != 0. Όπως ακριβώς και στην περίπτωση των
ορίων των συναρτήσεων μίας μεταβλητής, έτσι και εδώ μπορούμε να υπολογίζουμε τα όρια των συνεχών
συναρτήσεων κάνοντας αντικατάσταση.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Υπολογισμός ορίων με αντικατάσταση Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

f(x, y) =
3x+ y

x2 + y2 + 1

είναι συνεχής (βλ. Σχήμα 4). Στη συνέχεια, να υπολογίσετε το όριο lim
(x,y)→(1,2)

f(x, y).
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Λύση Η συνάρτηση f είναι συνεχής σε όλα τα σημεία (a, b) κα-
θώς πρόκειται για μια ρητή συνάρτηση ο παρονομαστής της οποίας,
Q(x, y) = x2 + y2 + 1, δεν μηδενίζεται σε καμία περίπτωση. Επο-
μένως, μπορούμε να υπολογίσουμε το ζητούμενο όριο με τη μέθοδο
της αντικατάστασης, δηλαδή:

lim
(x,y)→(1,2)

3x+ y

x2 + y2 + 1
=

3(1) + 2

12 + 22 + 1
=

5

6

Αν η συνάρτηση f είναι ένα γινόμενο της μορφής f(x, y) =
h(x)g(y), όπου οι συναρτήσεις h(x) και g(y) είναι συνεχείς, τότε
το όριο της f είναι το γινόμενο των ορίων των h και g σύμφωνα με
τον νόμο για το όριο γινομένου, δηλαδή ισχύει:

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = lim
(x,y)→(a,b)

h(x)g(y) =
)
lim
x→a

h(x)
))

lim
y→b

g(y)
)

x

y

z

Σχήμα 4 Εικόνα, από πάνω, της γραφι-
κής παράστασης της συνάρτησης

f(x, y) = 3x+y
x2+y2+1

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Συναρτήσεις γινόμενα Υπολογίστε το όριο lim
(x,y)→(3,0)

x3 sin yy .

Λύση Αφού τα όρια lim
x→3

x3 και lim
y→0

sin y
y υπάρχουν και τα δύο, το ζητούμενο όριο μπορεί να εκφραστεί ως

το γινόμενο των δύο αυτών ορίων, δηλαδή:

lim
(x,y)→(3,0)

x3
sin y
y

=
)
lim
x→3

x3
)(

lim
y→0

sin y
y

)
= (33)(1) = 27

Η σύνθεση είναι ένα άλλος σημαντικός τρόπος για τη «δημιουργία» συναρτήσεων. Αν f είναι μια συ-
νάρτηση δύο μεταβλητών και η G(u) μια συνάρτηση μίας μεταβλητής, τότε η σύνθεσή τους G ◦ f είναι η
συνάρτηση δύο μεταβλητών που δίνεται ωςG(f(x, y)). Σύμφωνα με το θεώρημα που ακολουθεί, η σύνθεση
συνεχών συναρτήσεων είναι και αυτή συνεχής.

ΘΕΩΡΗΜΑ2 Η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής Αν μια συνάρτηση δύο μετα-
βλητών f είναι συνεχής στο (a, b) και μια άλλη συνάρτηση μιας μεταβλητής G είναι και αυτή συνεχής
στο c = f(a, b), τότε η σύνθετη συνάρτηση G(f(x, y)) θα είναι συνεχής στο (a, b).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Να εκφράσετε τη συνάρτησηH(x, y) = e−x2+2y ως μια σύνθεση συναρτήσεων και στη
συνέχεια να υπολογίσετε το όριο lim

(x,y)→(1,2)
H(x, y).

Λύση Ισχύει ότι H(x, y) = G(f(x, y)), όπου G(u) = eu και f(x, y) = −x2 + 2y. Τόσο η f όσο και η G
είναι συνεχείς, επομένως η H θα είναι και αυτή συνεχής και θα ισχύει:

lim
(x,y)→(1,2)

H(x, y) = lim
(x,y)→(1,2)

e−x2+2y = e−(1)2+2(2) = e3
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Όπως αναφέρθηκε προηγουμένως, αν το όριο lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) υπάρχει και είναι ίσο με L, τότε η

f(x, y) τείνει στο L καθώς το (x, y) προσεγγίζει το (a, b) κατά μήκος οποιασδήποτε διαδρομής. Στο παρά-
δειγμα που ακολουθεί, θα αποδείξουμε ότι ένα όριο δεν υπάρχει, αποδεικνύοντας ότι η f(x, y) προσεγγίζει
διαφορετικές οριακές τιμές καθώς πλησιάζουμε το (0, 0) κατά μήκος διαφορετικών ευθειών που όλες διέρ-
χονται από την αρχή των αξόνων. Μάλιστα, θα χρησιμοποιήσουμε τρεις διαφορετικές μεθόδους επίλυσης
προκειμένου να επιδείξουμε μια ποικιλία προσεγγίσεων που έχουμε στη διάθεσή μας.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Απόδειξη μη ύπαρξης ενός ορίου Να εξετάσετε τις τιμές που παίρνει το όριο

lim
(x,y)→(0,0)

x2

x2 + y2

προσεγγίζοντάς το αριθμητικά. Στη συνέχεια, να αποδείξετε ότι το συγκεκριμένο όριο δεν υπάρχει.

Λύση Αν το συγκεκριμένο όριο υπάρχει, περιμένουμε ότι οι τιμές της f(x, y) στον Πίνακα 1 θα προσεγγί-
ζουν ολοένα και περισσότερο σε μια οριακή τιμή L, καθώς το (x, y) προσεγγίζει το (0, 0). Από τον πίνακα
όμως παρατηρούμε ότι:

• Καθώς το (x, y) προσεγγίζει το (0, 0) κατά μήκος του άξονα x, η f(x, y) προσεγγίζει την τιμή 1.

• Καθώς το (x, y) προσεγγίζει το (0, 0) κατά μήκος του άξονα y, η f(x, y) προσεγγίζει την τιμή 0.

• Καθώς το (x, y) προσεγγίζει το (0, 0) κατά μήκος της ευθείας y = x, η f(x, y) προσεγγίζει την τιμή 0.5.

Αυτές οι παρατηρήσεις δείχνουν ότι η f(x, y) δεν φαίνεται να προσεγγίζει κάποια σταθερή τιμήL καθώς
(x, y)→ (0, 0).

Πίνακας 1 Τιμές της συνάρτησης f(x, y) = x2

x2+y2

(x, y) −0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.5 0.5 0.39 0.265 0.138 0.038 0 0.038 0.138 0.265 0.39 0.5
0.4 0.61 0.5 0.36 0.2 0.059 0 0.059 0.2 0.36 0.5 0.61
0.3 0.735 0.64 0.5 0.308 0.1 0 0.1 0.308 0.5 0.64 0.735
0.2 0.862 0.8 0.692 0.5 0.2 0 0.2 0.5 0.692 0.8 0.862
0.1 0.962 0.941 0.9 0.8 0.5 0 0.5 0.8 0.9 0.941 0.962

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

−0.1 0.962 0.941 0.9 0.8 0.5 0 0.5 0.8 0.9 0.941 0.962
−0.2 0.862 0.8 0.692 0.5 0.2 0 0.2 0.5 0.692 0.8 0.862
−0.3 0.735 0.640 0.5 0.308 0.1 0 0.1 0.308 0.5 0.640 0.735
−0.4 0.610 0.5 0.360 0.2 0.059 0 0.059 0.2 0.36 0.5 0.61
−0.5 0.5 0.39 0.265 0.138 0.038 0 0.038 0.138 0.265 0.390 0.5

Θα αποδείξουμε τώρα ότι το ζητούμενο όριο δεν υπάρχει. Για τον σκοπό αυτό θα χρησιμοποιήσουμε
τρεις διαφορετικές μεθόδους.
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Πρώτη μέθοδος Θα δείξουμε ότι η f(x, y) προσεγγίζει διαφορε-
τικά όρια καθώς πλησιάζουμε προς την αρχή των αξόνων (0, 0) κατά
μήκος των αξόνων x και y (βλ. Σχήμα 5).

Όριο κατά μήκος του άξονα x:

lim
x→0

f(x, 0) = lim
x→0

x2

x2 + 02
= lim

x→0
1 = 1

Όριο κατά μήκος του άξονα y:

lim
y→0

f(0, y) = lim
y→0

02

02 + y2
= lim

y→0
0 = 0

Αφού αυτά τα δύο όρια είναι διαφορετικά, αυτό σημαίνει ότι το
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) δεν υπάρχει.

Δεύτερη μέθοδος Αν θέσουμε y = mx, τότε θα έχουμε περιο-
ρίσει την «κίνησή» μας πάνω σε μια ευθεία που διέρχεται από την
αρχή των αξόνων και έχει κλίση ίση μεm. Στην περίπτωση αυτή το
ζητούμενο όριο παίρνει τη μορφή:

lim
x→0

f(x,mx) = lim
x→0

x2

x2 + (mx)2
=

1

1 +m2

x

z

c = 1 c = 0

0.9 0.7 0.5 0.3 0.1

x

y

y

Σχήμα 5 Η γραφική παράσταση και ο
ισοσταθμικός χάρτης της συνάρτησης

f(x, y) =
x2

x2 + y2

Το αποτέλεσμα στο οποίο καταλήξαμε είναι προφανές ότι εξαρτάται από την τιμή της κλίσης m, γε-
γονός που σημαίνει ότι θα προκύπτουν διαφορετικά αποτελέσματα για το όριο καθώς η αρχή των αξόνων
προσεγγίζεται κατά μήκος ευθειών με διαφορετικές κλίσεις. Έτσι, αν για παράδειγμα m = 0, γεγονός που
σημαίνει ότι προσεγγίζουμε την αρχή κινούμενοι κατά μήκος του άξονα x, το όριο προκύπτει ίσο με 1. Αν
πάλι m = 1, γεγονός που σημαίνει ότι τώρα προσεγγίζουμε την αρχή μέσω της ευθείας y = x, το όριο σε
αυτή την περίπτωση προκύπτει ίσο με 1

2 . Αυτό όμως σημαίνει ότι το ζητούμενο όριο δεν υπάρχει. Ο ισο-
σταθμικός χάρτης του Σχήματος 5 δείχνει τα διαφορετικά όρια που υπολογίζονται καθώς προσεγγίζουμε την
αρχή των αξόνων κατά μήκος διαφορετικών ευθειών.

Τρίτη μέθοδος Θα μετασχηματίσουμε τη συνάρτηση της οποίας αναζητούμε το όριο στις πολικές συντε-
ταγμένες, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις x = r cos θ και y = r sin θ. Με τον τρόπο αυτό όμως, για οποια-
δήποτε διαδρομή προσεγγίζει την αρχή των αξόνων (0, 0) θα πρέπει να ισχύει ότι το r πλησιάζει το 0.
Προσεγγίσεις κατά μήκος διαφορετικών ευθειών μπορούν να εξεταστούν σταθεροποιώντας τη γωνία θ σε
διαφορετικές τιμές και επιτρέποντας στο r να τείνει στην τιμή 0.

Επομένως, πρέπει να μελετήσουμε το όριο

lim
r→0

x2

x2 + y2
= lim

r→0

(r cos θ)2

(r cos θ)2 + (r sin θ)2
= lim

r→0
cos2 θ

Η τιμή αυτού του ορίου εξαρτάται από τη γωνία θ. Έτσι, αν για παράδειγμα η θ πάρει την τιμή 0,
γεγονός που σημαίνει ότι προσεγγίζουμε το (0, 0) κινούμενοι κατά μήκος του θετικού ημιάξονα x, το όριο
προκύπτει να είναι ίσο με 1. Αν πάλι δώσουμε στη γωνία θ την τιμή π/2, πράγμα που σημαίνει ότι τώρα θα
προσεγγίζουμε το (0, 0) κινούμενοι πάνω στον θετικό ημιάξονα y, τότε το όριο προκύπτει να είναι ίσο με 0.
Αφού για διαφορετικές τιμές της γωνίας θ προκύπτουν διαφορετικά αποτελέσματα, καταλήγουμε και πάλι
στο συμπέρασμα ότι το ζητούμενο όριο δεν υπάρχει.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Επιβεβαίωση ενός ορίου Υπολογίστε το όριο lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y), όπου η f(x, y) ορί-

ζεται για (x, y) "= (0, 0) από την f(x, y) = xy2

x2+y2
και απεικονίζεται στο Σχήμα 6.

Λύση Αφού η απευθείας αντικατάσταση δίνει την απροσδιόριστη
μορφή 0

0 , είμαστε αναγκασμένοι να επιχειρήσουμε μια διαφορετική
προσέγγιση. Θα χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις

x = r cos θ, y = r sin θ

για να μετατρέψουμε τη συνάρτηση της οποίας το όριο αναζητούμε
σε πολικές συντεταγμένες. Θα πρέπει να έχετε πάντα κατά νου ότι για
οποιαδήποτε διαδρομή που προσεγγίζει την αρχή των αξόνων (0, 0),
το r επίσης θα τείνει στο 0.

Έτσι, x2 + y2 = r2 και για r "= 0, ισχύει

x

y

z

Σχήμα 6 Η γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης f(x, y) = xy2

x2+y2

0 ≤
))))

xy2

x2 + y2

)))) =
))))
(r cos θ)(r sin θ)2

r2

)))) = r|cos θ sin2 θ| ≤ r

Καθώς το (x, y) προσεγγίζει το (0, 0), η μεταβλητή r τείνει επίσης στο 0, επομένως το επιθυμητό συμπέρα-
σμα προκύπτει από το κριτήριο παρεμβολής σύμφωνα με το οποίο θα πρέπει:

0 ≤ lim
(x,y)→(0,0)

))))
xy2

x2 + y2

)))) ≤ lim
r→0

r = 0

Τελικά, λοιπόν, θα πάρουμε lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2+y2
= 0.

Η μετατροπή σε πολικές συντεταγμένες μας επέτρεψε να υπολογίσουμε τα δύο προηγούμενα όρια. Στο
παράδειγμα που ακολουθεί, η μετατροπή σε πολικές συντεταγμένες δεν βοηθά, καθώς δεν οδηγεί σε κάποια
χρήσιμη απλοποίηση.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 Να ελέγξετε αν υπάρχει το όριο lim
(x,y)→(0,0)

x2y
x4+y2

.

Λύση Θα εξετάσουμε καταρχάς διαδρομές κατά μήκος ευθειών που διέρχονται από την αρχή των αξόνων,
είναι δηλαδή της μορφής y = mx.

Στην περίπτωση αυτή το ζητούμενο όριο παίρνει τη μορφή:

lim
x→0

x2(mx)

x4 + (mx)2
= lim

x→0

xm

x2 +m2
= 0

Αυτό σημαίνει ότι όλες οι διαδρομές που προσεγγίζουν την αρχή μέσω κάποιας ευθείας δίνουν το ίδιο όριο.
Αυτό όμως σε καμία περίπτωση δεν σημαίνει ότι και όλες οι διαδρομές που διέρχονται από την αρχή των
αξόνων δίνουν επίσης το ίδιο όριο. Μελετώντας κανείς προσεκτικά τη μορφή x2y

x4 + y2
, ίσως ανακαλύψει ότι

η συγκεκριμένη έκφραση απλοποιείται σημαντικά αν θεωρήσουμε καμπύλες της μορφής y = ax2. Έτσι, αν
για παράδειγμα θεωρήσουμε την y = x2 (πρώτη περίπτωση) και την y = 2x2 (δεύτερη περίπτωση), τότε
θα έχουμε αντιστοίχως:

lim
x→0

x2(x2)

x4 + (x2)2
=

1

2
και lim

x→0

x2(2x2)

x4 + (2x2)2
=

2

5

Αφού αυτά τα δύο όρια δεν είναι ίσα (και επιπλέον δεν είναι ίσα ούτε με το όριο όπως αυτό προκύπτει κατά
την προσέγγιση της αρχής των αξόνων μέσω των ευθειών), το ζητούμενο όριο δεν υπάρχει.
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Για να αποδείξουμε ότι ένα όριο δεν υπάρχει, αρκεί να προσδιορίσουμε δύο διαδρομές με βάση τις οποίες
προκύπτουν διαφορετικές τιμές για το όριο. Για να αποδείξουμε όμως ότι το όριο σε ένα σημείο πραγματικά
υπάρχει, δεν είναι αρκετό να εξετάσουμε απλώς και μόνο το όριο κατά μήκος ενός συνόλου διαδρομών μέσω
των οποίων προσεγγίζουμε το σημείο. Αντί αυτού είμαστε αναγκασμένοι, όπως δείξαμε στα Παραδείγματα
2, 3, 4 και 6, να χρησιμοποιούμε τους νόμους και τα θεωρήματα των ορίων για να αποδείξουμε ότι το υπό
μελέτη όριο πραγματικά υπάρχει.

14.2 Περίληψη

• Υποθέστε ότι η συνάρτηση f(x, y) ορίζεται κοντά στο σημείο P = (a, b). Τότε

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L

αν για κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν το (x, y) ικανοποιεί τη συνθήκη

0 < d((x, y), (a, b)) < δ, τότε |f(x, y)− L| < ε

• Υπάρχουν αλγεβρικοί νόμοι για τα όρια του αθροίσματος, του πολλαπλασιασμού με σταθερά, του γινο-
μένου και του λόγου.

• Μια συνάρτηση f δύο μεταβλητών είναι συνεχής στο σημείο P = (a, b) αν ισχύει ότι

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = f(a, b)

• Για να αποδείξουμε ότι ένα όριο δεν υπάρχει, είναι αρκετό να δείξουμε ότι τα όρια που προκύπτουν καθώς
κινούμαστε πάνω σε δύο διαφορετικές διαδρομές δεν είναι ίσα μεταξύ τους.

14.2 Ασκήσεις

Προπαρασκευαστικές ερωτήσεις

1. Ποια είναι η διαφορά μεταξύ των δίσκων
D(P, r) και D∗(P, r);

2. Υποθέστε ότι η συνάρτηση f(x, y) είναι συνε-
χής στο (2, 3) και f(2, y) = y3 για y "= 3. Ποια
είναι η τιμή f(2, 3);

3. Υποθέστε ότι ηQ(x, y) είναι μια συνάρτηση τέ-
τοια ώστε η 1/Q(x, y) να είναι συνεχής για κάθε
(x, y). Ποια από τις ακόλουθες προτάσεις είναι
αληθής;

α) Η Q(x, y) είναι συνεχής για όλα τα (x, y).
β) Η Q(x, y) είναι συνεχής για (x, y) "= (0, 0).
γ) Η Q(x, y) "= 0 για όλα τα (x, y).

4. Υποθέστε ότι f(x, 0) = 3 για όλα τα x "= 0 και
f(0, y) = 5 για όλα τα y "= 0. Σε ποιο συμπέρα-

σμα μπορείτε να καταλήξετε σχετικά με το όριο
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y);

Ασκήσεις

Στις Ασκήσεις 1-8 να υπολογίσετε το όριο χρησιμο-
ποιώντας τη συνέχεια.

1. lim
(x,y)→(1,2)

(x2 + y) 2. lim
(x,y)→( 49 ,

2
9 )

x

y

3. lim
(x,y)→(−2,1)

(x2y − 3x4y3)

4. lim
(x,y)→(0,1)

ex

x− 4y
5. lim

(x,y)→(π4 ,0)
tanx cos y

6. lim
(x,y)→(2,3)

tan−1(x2 − y)

7. lim
(x,y)→(1,1)

ex
2 − e−y2

x+ y
8. lim

(x,y)→(1,0)
ln(x− y)
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Στις Ασκήσεις 9-12 υποθέστε ότι

lim
(x,y)→(2,5)

f(x, y) = 3, lim
(x,y)→(2,5)

g(x, y) = 7

και προσδιορίστε τα ζητούμενα όρια.

9. lim
(x,y)→(2,5)

)
g(x, y)− 2f(x, y)

)

10. lim
(x,y)→(2,5)

f(x, y)2g(x, y)

11. lim
(x,y)→(2,5)

ef(x,y)
2−g(x,y)

12. lim
(x,y)→(2,5)

f(x, y)

f(x, y) + g(x, y)

13. Υπάρχει το όριο lim
(x,y)→(0,0)

y2

x2+y2
; Εξηγήστε την

απάντησή σας.

14. Έστω η συνάρτηση f(x, y) = xy/(x2 + y2).
Να αποδείξετε ότι η f(x, y) προσεγγίζει το μη-
δέν καθώς κινούμαστε προς το (0, 0) κατά μή-
κος είτε του άξονα x είτε του άξονα y. Στη συνέ-
χεια, να αποδείξετε ότι το lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) δεν

υπάρχει αποδεικνύοντας ότι το όριο αυτό, υπο-
λογιζόμενο κατά μήκος της ευθείας y = x, είναι
μη μηδενικό.

15. Έστω η συνάρτηση f(x, y) = x3+y3

xy2
. Χρησιμο-

ποιήστε την αντικατάσταση y = mx προκει-
μένου να αποδείξετε ότι το όριο που προκύπτει
εξαρτάται από την τιμή της παραμέτρουm, επο-
μένως το όριο lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) δεν υπάρχει.

16. Έστω ότι f(x, y) = 2x2+3y2

xy . Χρησιμοποιήστε
την αντικατάσταση y = mx προκειμένου να
αποδείξετε ότι το όριο που προκύπτει εξαρτάται
από την τιμή της παραμέτρου m, επομένως το
όριο lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) δεν υπάρχει.

17. Να αποδείξετε ότι το όριο lim
(x,y)→(0,0)

x
x2+y2

δεν

υπάρχει προσεγγίζοντας την αρχή των αξόνων
(0, 0) κατά μήκος του άξονα x.

18. Έστω οι συναρτήσεις f(x, y) = x3/(x2 + y2)
και g(x, y) = x2/(x2 + y2). Χρησιμοποιώντας
πολικές συντεταγμένες να αποδείξετε ότι

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0

ενώ το όριο lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y) δεν υπάρχει.

Υπόδειξη: Να αποδείξετε ότι g(x, y)= cos2 θ και
στη συνέχεια να παρατηρήσετε ότι το cos θ μπο-
ρεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή μεταξύ –1 και 1
καθώς (x, y)→ (0, 0).

Στις Ασκήσεις 19-22 να χρησιμοποιήσετε κατάλληλη
μέθοδο για να υπολογίσετε το ζητούμενο όριο ή να
αποδείξετε ότι αυτό δεν υπάρχει.

19. lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2√
x2 + y2

20. lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2

21. lim
(x,y)→(0,0)

xy

3x2 + 2y2

22. lim
(x,y)→(0,0)

x4 − y4

x4 + x2y2 + y4

Στις Ασκήσεις 23 και 24 να αποδείξετε ότι το αντί-
στοιχο όριο δεν υπάρχει προσεγγίζοντας την αρχή των
αξόνων κατά μήκος ενός ή περισσότερων αξόνων.

23. lim
(x,y,z)→(0,0,0)

x+ y + z

x2 + y2 + z2

24. lim
(x,y,z)→(0,0,0)

x2 − y2 + z2

x2 + y2 + z2

25. Να χρησιμοποιήσετε το κριτήριο παρεμβολής
προκειμένου να υπολογίσετε το όριο

lim
(x,y)→(4,0)

(x2 − 16) cos
(

1

(x− 4)2 + y2

)

26. Να υπολογίσετε το όριο

lim
(x,y)→(0,0)

tanx sin
(

1

|x|+ |y|

)

Στις Ασκήσεις 27-42 να υπολογίσετε το ζητούμενο
όριο ή να αποδείξετε ότι αυτό δεν υπάρχει.

27. lim
(z,w)→(−2,1)

z4 cos(πw)
ez+w

28. lim
(z,w)→(−1,2)

(z2w − 9z)

29. lim
(x,y)→(4,2)

y − 2√
x2 − 4

30. lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2

1 + y2
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31. lim
(x,y)→(3,4)

1)
x2 + y2

32. lim
(x,y)→(0,0)

xy)
x2 + y2

33. lim
(x,y)→(π,0)

cosx
sin y

34. lim
(x,y)→(0,0)

cosx sin y
y

35. lim
(x,y)→(1,−3)

ex−y ln(x− y)

36. lim
(x,y)→(0,0)

|x|
|x|+ |y|

37. lim
(x,y)→(−3,−2)

(x2y3 + 4xy)

38. lim
(x,y)→(2,1)

ex
2 − y2

39. lim
(x,y)→(0,0)

tan(x2 + y2) tan−1

(
1

x2 + y2

)

40. lim
(x,y)→(0,0)

(x+ y + 2)e−1/(x2+y2)

41. lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2)
x2 + y2 + 1− 1

42. lim
(x,y)→(1,1)

x2 + y2 − 2

|x− 1|+ |y − 1|
Υπόδειξη: Μετασχηματίστε το όριο με τη βοή-
θεια των σχέσεων u = x− 1 και v = y− 1.

43. Έστω η συνάρτηση f(x, y) =
x3 + y3

x2 + y2
.

α) Να αποδείξετε ότι

|x3| ≤ |x|(x2 + y2), |y3| ≤ |y|(x2 + y2)

β) Να αποδείξετε ότι |f(x, y)| ≤ |x|+ |y|.
γ) Να χρησιμοποιήσετε το κριτήριο παρεμβο-

λής για να αποδείξετε ότι

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0

44. Έστω a, b ≥ 0. Να αποδείξετε ότι αν a+ b > 2,
τότε

lim
(x,y)→(0,0)

xayb

x2 + y2
= 0

ενώ αν a+ b ≤ 2, τότε το προηγούμενο όριο δεν
υπάρχει.

45. Στο Σχήμα 7 απεικονίζονται οι ισοσταθμικοί
χάρτες δύο συναρτήσεων. Εξηγήστε γιατί δεν

υπάρχει το όριο lim
(x,y)→P

f(x, y) στο σχήμα (α).

Υπάρχει το όριο lim
(x,y)→Q

g(x, y) με βάση το σχή-

μα (β); Αν ναι, ποια είναι η τιμή του;

12

6

0

18

24

30

P

3−3

−1 1

5−5

Q

(α) Ισοσταθµικός χάρτης της  f (x, y) (β) Ισοσταθµικός χάρτης της g(x, y)(α) Ισοσταθμικός χάρτης της
f(x, y)

12

6

0

18

24

30

P

3−3

−1 1

5−5

Q

(α) Ισοσταθµικός χάρτης της  f (x, y) (β) Ισοσταθµικός χάρτης της g(x, y)(β) Ισοσταθμικός χάρτης της
g(x, y)

Σχήμα 7

Ασκήσεις πρόκλησης

46. Υπολογίστε το όριο lim
(x,y)→(0,2)

(1 + x)y/x.

47. Ελέγξτε αν η ακόλουθη συνάρτηση είναι συνε-
χής.

f(x, y) =

{
x2 + y2 αν x2 + y2 < 1

1 αν x2 + y2 ≥ 1

48. ΥΣΑ Η συνάρτηση f(x, y) = sin(xy)/xy ορί-
ζεται για xy $= 0.

α) Είναι δυνατόν να επεκτείνουμε το πεδίο ορι-
σμού της συνάρτησης f σε όλο τον χώρο R2

κατά τέτοιον τρόπο ώστε να προκύψει μια
συνεχής συνάρτηση;

β) Να χρησιμοποιήσετε ένα ΥΣΑ για να σχεδιά-
σετε το γράφημα της συνάρτησης f . Υπο-
στηρίζει το αποτέλεσμά σας το συμπέρασμα
στο οποίο καταλήξατε στο ερώτημα α);

49. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

f(x, y) =






(2x − 1)(sin y)
xy

αν xy $= 0

ln 2 αν xy = 0

είναι συνεχής στο (0, 0).

50. Να αποδείξετε ότι αν η f(x) είναι συνεχής στο
x = a και η g(y) είναι συνεχής στο y = b, τότε
η F (x, y) = f(x)g(y) είναι συνεχής στο (a, b).
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51. Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x, y) = x3y
x6+2y2

.

α) Αποδείξτε ότι καθώς (x, y) → (0, 0) κατά
μήκος της ευθείας y = mx, το όριο της συ-
νάρτησης είναι ίσο με το 0.

β) Αποδείξτε ότι καθώς (x, y) → (0, 0) κατά
μήκος της καμπύλης y = x3, το όριο της συ-
νάρτησης δεν είναι ίσο με το 0, επομένως το
όριο lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) δεν υπάρχει.

14.3 Μερικές παράγωγοι

Όπως έχουμε ήδη τονίσει, μια συνάρτηση f με δύο ή περισσότερες μεταβλητές δεν έχει έναν μοναδικό ρυθμό
μεταβολής αφού η κάθε μεταβλητή μπορεί να επηρεάζει με διαφορετικό τρόπο την f . Έτσι, για παράδειγμα,
η ένταση του ρεύματος I που κυκλοφορεί σε ένα κύκλωμα είναι συνάρτηση τόσο της διαφοράς δυναμικού V
όσο και της αντίστασης R, με την εξάρτηση να περιγράφεται μέσω του νόμου του Ohm που έχει τη μορφή:

I(V,R) =
V

R

Η ένταση του ρεύματος I αυξάνεται ως συνάρτηση του V (όταν η R είναι σταθερή), αλλά μειώνεται ως
συνάρτηση του R (όταν το V είναι σταθερό).

Οι μερικές παράγωγοι είναι οι ρυθμοί μεταβολής ως προς καθεμία από τις μεταβλητές ξεχωριστά. Έτσι,
μια συνάρτηση f(x, y) με δύο μεταβλητές θα έχει δύο μερικές παραγώγους, που συμβολίζονται με fx και
fy, οι οποίες μάλιστα θα ορίζονται από τα ακόλουθα όρια (εφόσον αυτά υπάρχουν):

fx(a, b) = lim
h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)

h
, fy(a, b) = lim

k→0

f(a, b+ k)− f(a, b)

k

Αυτό σημαίνει ότι η fx είναι η παράγωγος της f(x, b), που είναι
συνάρτηση μόνο του x, ενώ η fy είναι η παράγωγος της f(a, y) που
είναι συνάρτηση μόνο του y. Η fx ονομάζεται μερική παράγωγος
της f ως προς τη μεταβλητή x ή ως η x παράγωγος της f , ενώ
παρόμοια ορολογία χρησιμοποιείται για την fy. Ο συμβολισμός κατά
Leibniz για τις μερικές παραγώγους είναι ο ακόλουθος:

∂f

∂x
= fx,

∂f

∂y
= fy

∂f

∂x

))))
(a,b)

= fx(a, b),
∂f

∂y

))))
(a,b)

= fy(a, b)

Το σύμβολο ∂ που χρησιμοποιείται για
τη μερική παράγωγο είναι ένα «στρογ-
γυλεμένο d». Χρησιμοποιείται προκει-
μένου να διαχωρίσει τις παραγώγους
μιας συνάρτησης πολλών μεταβλητών
από τις παραγώγους των συναρτήσεων
μίας μεταβλητής όπου χρησιμοποιού-
με το σύμβολο «d».

Στην περίπτωση που z = f(x, y), μπορούμε επίσης να γράψουμε τις προηγούμενες μερικές παραγώγους ως
∂z/∂x και ∂z/∂y.

Οι μερικές παράγωγοι υπολογίζονται με τον ίδιο τρόπο που υπολογίζονται και οι συνηθισμένες παρά-
γωγοι στην περίπτωση των συναρτήσεων με μία μεταβλητή με την εξής διαφορά: Προκειμένου να υπολο-
γίσουμε την fx, θα χειριζόμαστε τη μεταβλητή y ως μια σταθερά και έτσι θα έχουμε την παράγωγο της
συνάρτησης f ως προς τη x. Αντιστοίχως, για να υπολογίσουμε την fy, θα χειριζόμαστε τη μεταβλητή x ως
μια σταθερά και έτσι θα έχουμε την παράγωγο της συνάρτησης f ως προς την y.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Υπολογίστε τις μερικές παραγώγους της συνάρτησης f(x, y) = x2y5.

Λύση Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα θα ισχύει:
∂f

∂x
=

∂

∂x

)
x2y5

)
= y5

∂

∂x

)
x2
)

︸ ︷︷ ︸
Αντιμετωπίζουμε το y5 ως μια σταθερά

= y5(2x) = 2xy5

∂f

∂y
=

∂

∂y

)
x2y5

)
= x2

∂

∂y

)
y5
)

︸ ︷︷ ︸
Αντιμετωπίζουμε το x2 ως μια σταθερά

= x2(5y4) = 5x2y4

Εμβάθυνση στα σχήματα Οι μερικές παράγωγοι στο σημείο P = (a, b) αντιπροσωπεύουν τις κλί-
σεις των εφαπτόμενων ευθειών των καμπυλών-ιχνών του γραφήματος της f(x, y) στο σημείο (a, b, f(a, b))
του Σχήματος 1α. Για να υπολογίσουμε την fx(a, b) θέτουμε y = b και παραγωγίζουμε στην κατεύθυνση
x. Με τον τρόπο αυτόν προκύπτει η κλίση της εφαπτόμενης ευθείας στην καμπύλη που είναι το ίχνος του
γραφήματος της f στο επίπεδο y = b (βλ. Σχήμα 1β). Παρομοίως, η fy(a, b) είναι η κλίση της καμπύλης
που είναι το ίχνος του γραφήματος της f στο επίπεδο x = a (βλ. Σχήμα 1γ).

(a, b)
x

z

P = (a, b, f (a, b))

a a
b

x
yy

z

x
y

z

P
P

(x, b, f (x, b))

(a, y, f (a, y))

Slope fx (a, b)

Slope fy (a, b)

 = b  = a

b

 Επίπεδο y

Η καµπύλη-ίχνος

  Επίπεδο x

 Η καµπύλη-ίχνος

(α) (β) (γ)

Σχήμα 1 Οι μερικές παράγωγοι και οι κλίσεις των καμπυλών-ιχνών

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Υπολογίστε τις τιμές των μερικών παραγώγων gx(1, 3) και gy(1, 3), όπου

g(x, y) =
y2

(1 + x2)3

Λύση Για να υπολογίσουμε τη μερική παράγωγο gx θα χειριστούμε τη μεταβλητή y (και συνεπώς και τον
όρο y2) ως μια σταθερή ποσότητα και θα προχωρήσουμε στην παραγώγιση ως προς τη x:

gx(x, y) =
∂

∂x

(
y2

(1 + x2)3

{
= y2

∂

∂x
(1 + x2)−3 =

−6xy2

(1 + x2)4

gx(1, 3) =
−6(1)32

(1 + 12)4
= −27

8
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Για να υπολογίσουμε τη μερική παράγωγο gy θα χειριστούμε τη με-
ταβλητή x [και συνεπώς και τον όρο (1 + x2)3] ως μια σταθερή πο-
σότητα και θα προχωρήσουμε στην παραγώγιση ως προς την y:

gy(x, y) =
∂

∂y

)
y2

(1 + x2)3

)
=

1

(1 + x2)3
∂

∂y
y2 (1)

=
2y

(1 + x2)3

gy(1, 3) =
2(3)

(1 + 12)3
=

3

4

ΠΡΟΣΟΧΗ Δεν είναι απαραίτητο να
χρησιμοποιήσει κανείς τον κανόνα πα-
ραγώγισης πηλίκου για να υπολογίσει
τη μερική παράγωγο της Εξίσωσης (1).
Καθώς ο παρονομαστής δεν εξαρτάται
από τη μεταβλητή y, μπορούμε να τον
αντιμετωπίσουμε ως μια σταθερά όταν
παραγωγίζουμε ως προς την y.

Αυτές οι τιμές που προσδιορίσαμε αντιπροσωπεύουν τις κλίσεις των
καμπυλών που είναι τα ίχνη του γραφήματος της συνάρτησης στο
σημείο P =

(
1, 3, 98

)
, τα οποία φαίνονται στο Σχήμα 2. Παρατη-

ρήστε ότι στο σχήμα αυτό η g μειώνεται καθώς το x αυξάνεται ενώ
διερχόμαστε από το σημείο P , γεγονός που είναι συμβατό με το απο-
τέλεσμα gx(1, 3) < 0. Παρομοίως, επειδή η g αυξάνεται καθώς το y
αυξάνεται ενώ διερχόμαστε από το σημείο P , είναι λογικό να είναι
gy(1, 3) > 0.

y

g (x, y) =
y2

(1 + x2)3

P = (1, 3,    )9

8
x

z

Σχήμα 2 Οι κλίσεις των εφαπτόμενων
ευθειών στις καμπύλες-ίχνη στο σημείο
P είναι οι gx(1, 3) και gy(1, 3)

Ο κανόνας της αλυσίδας χρησιμοποιήθηκε στο Παράδειγμα 2 για τον υπολογισμό της gx(x, y).
Πιο συγκεκριμένα, χρησιμοποιούμε τον κανόνα της αλυσίδας για τον υπολογισμό των μερικών παραγώ-
γων μιας σύνθετης συνάρτησης, όπως η f(x, y) = sin(3x2 + 4y), με τον ίδιο τρόπο που χρησιμοποιούμε
τον κανόνα της αλυσίδας στον Λογισμό των συναρτήσεων μίας μεταβλητής. Έτσι, για παράδειγμα, προκει-
μένου να υπολογίσουμε τη μερική παράγωγο της f ως προς τη μεταβλητή x, θα πάρουμε την παράγωγο της
εξωτερικής συνάρτησης στη θέση που ορίζει η εσωτερική συνάρτηση [οπότε, με αυτόν τον τρόπο προκύ-
πτει ο όρος cos(3x2 + 4y)] την οποία θα πολλαπλασιάσουμε με την παράγωγο (ως προς x) της εσωτερικής
συνάρτησης, δηλαδή τον όρο 6x. Επομένως

∂

∂x
sin(3x2 + 4y) = cos(3x2 + 4y)

∂

∂x
(3x2 + 4y) = 6x cos(3x2 + 4y)

Στον πολυμεταβλητό Λογισμό όμως υπάρχουν πολλοί διαφορετικοί τρόποι σύνθεσης συναρτήσεων.
Συνεπώς, υπάρχουν διαφορετικές δυνατότητες εφαρμογής του κανόνα της αλυσίδας. Θα μελετήσουμε άλλες
μορφές για πολυμεταβλητούς κανόνες αλυσίδας στις Ενότητες 14.5 και 14.6.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Ȁανόνας της αλυσίδας για μερικές παραγώγους Υπολογίστε τη μερική παράγωγο
∂

∂y
ln(xy− 2y2)

Λύση Κάνοντας χρήση του κανόνα της αλυσίδας θα έχουμε:
∂

∂y
ln(xy− 2y2) =

)
1

xy− 2y2

)
∂

∂y
(xy− 2y2)

︸ ︷︷ {
Κανόνας της αλυσίδας

=

)
1

xy− 2y2

)
(x− 4y) =

x− 4y

xy− 2y2
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Δείκτης ψυχρότητας του ανέμου Ο δείκτης ψυχρότητας του ανέμου W (T, v) (σε
◦C), που μετρά το «ψύχος» που αισθάνονται οι άνθρωποι (με βάση τον ρυθμό απώλειας θερμότητας από το
εκτιθέμενο δέρμα) όταν η εξωτερική θερμοκρασία είναι ίση με T ◦C (με T ≤ 10) και η ταχύτητα του ανέμου
είναι v m/s (με v ≥ 2), υπολογίζεται από τη σχέση:

W = 13.1267 + 0.6215T − 13.947v0.16 + 0.486Tv0.16

Υπολογίστε τις μερικές παραγώγους ∂W∂T και ∂W∂v . Δείξτε ότι για σταθερή ταχύτητα του ανέμου, η επίδραση
της μεταβολής της θερμοκρασίας T στον δείκτη ψυχρότητας του ανέμου δεν εξαρτάται από την T και ότι η
επίδραση της μεταβολής της ταχύτητας του ανέμου είναι μεγαλύτερη όσο χαμηλότερη είναι η θερμοκρασία.

Λύση Οι μερικές παράγωγοι υπολογίζονται ως εξής:
∂W

∂T
= 0.6125 + 0.486v0.16

∂W

∂v
= −13.947(0.16)v−0.84 + 0.486T (0.16)v−0.84 = −2.2315v−0.84 + 0.0778Tv−0.84

Παρατηρήστε τώρα ότι η μερική παράγωγος ∂W∂T δεν εξαρτάται από τη θερμοκρασίαT , γεγονός που σημαίνει

ότι για σταθερή ταχύτητα ανέμου η ∂W
∂T είναι η ίδια, ανεξάρτητα της θερμοκρασίας. Έτσι, για παράδειγμα,

για ταχύτητα ανέμου ίση με 20 m/s, ισχύει ότι ∂W∂T = 0.6125 + 0.486(20)0.16 ≈ 1.3877 (◦C ανά ◦C) για
όλες τις τιμές της T .

Αντιθέτως, για σταθερή ταχύτητα ανέμου, η μερική παράγωγος ∂W
∂v μειώνεται καθώς η T μειώνεται.

Έτσι, για παράδειγμα (το αποτέλεσμα προκύπτει σε ◦C ανά m/s), έχουμε
∂W

∂v

))
(5,10)

≈ −0.2663 ∂W

∂v

))
(−5,10)

≈ −0.3788 ∂W

∂v

))
(−15,10)

≈ −0.4912

Αυτό σημαίνει ότι για σταθερή ταχύτητα ανέμου η αύξηση της ταχύτητας του ανέμου έχει μεγαλύτερη
επίδραση στον δείκτη ψυχρότητας του ανέμου στις χαμηλότερες θερμοκρασίες.

Οι μερικές παράγωγοι ορίζονται για συναρτήσεις με οποιοδήποτε πλήθος μεταβλητών. Μπορούμε να
υπολογίσουμε μια μερική παράγωγο ως προς οποιαδήποτε από τις μεταβλητές παραγωγίζοντάς τη ως προς
τη συγκεκριμένη μεταβλητή ενώ ταυτόχρονα κρατάμε τις υπόλοιπες μεταβλητές σταθερές.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Περισσότερες από δύο μεταβλητές Υπολογίστε την τιμή της μερικής παραγώγου
fz(0, 0, 1, 1), όπου f(x, y, z, w) = exz+y

z2+w
.

Λύση Χρησιμοποιώντας τον κανόνα του πηλίκου, θεωρώντας τις x, y και w ως σταθερές και παραγωγίζο-
ντας ως προς z θα έχουμε:

fz(x, y, z, w) =
∂

∂z

(
exz+y

z2 + w

)
=

(z2 + w)
∂

∂z
exz+y − exz+y ∂

∂z
(z2 + w)

(z2 + w)2

=
(z2 + w)xexz+y − 2zexz+y

(z2 + w)2
=

(z2x+ wx− 2z)exz+y

(z2 + w)2

fz(0, 0, 1, 1) =
−2e0

(12 + 1)2
= −1

2



268 ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΠΟΛΛΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Στο Παράδειγμα 5 ο υπολογισμός ∂
∂z e

xz+y = xexz+y γίνεται με βάση τον κανόνα της αλυσίδας ακριβώς όπως και
στην περίπτωση d

dz e
4z+2 = 4e4z+2.

Στο παράδειγμα που ακολουθεί θα εκτιμήσουμε μια μερική παράγωγο αριθμητικά. Αφού οι fx και fy
είναι όρια από πηλίκα διαφορών, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις ακόλουθες προσεγγιστικές εκφράσεις
όταν οι μεταβολές ∆x και∆y είναι μικρές:

Αυτές οι προσεγγιστικές εκφράσεις εί-
ναι πολυμεταβλητές παραλλαγές της
προσέγγισης του πηλίκου διαφορών που
εισήχθη στην Ενότητα 3.1.

fx(a, b) ≈ ∆f

∆x
=

f(a+∆x, b)− f(a, b)

∆x

fy(a, b) ≈ ∆f

∆y
=

f(a, b+∆y)− f(a, b)

∆y

Παρόμοιες εκφράσεις βέβαια ισχύουν για συναρτήσεις με οποιοδήποτε πλήθος μεταβλητών.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Εκτίμηση μερικών παραγώγων με τη βοήθεια ισοσταθμικών χαρτών

Η πυκνότητα του θαλασσινού νερού, που εξαρτάται από την αλμυ-
ρότητα και τη θερμοκρασία, μπορεί να εκφραστεί ως μια συνάρτη-
ση δύο μεταβλητών ρ(S, T ), όπου ρ η πυκνότητα εκφρασμένη σε
kg/m3, S η αλμυρότητα εκφρασμένη σε ppt και T η θερμοκρασία
σε oC. Χρησιμοποιήστε τον ισοσταθμικό χάρτη της πυκνότητας του
θαλασσινού νερού που φαίνεται στο Σχήμα 3 προκειμένου να εκτιμή-
σετε τις μερικές παραγώγους ∂ρ/∂T και ∂ρ/∂S στο A = (33, 15).

Λύση Θα εκτιμήσουμε τη ∂ρ/∂T στο A σε δύο βήματα.

Βήμα 1 Επιλέξτε μια μεταβολή ∆T και εκτιμήστε την τιμή
ρ(33, 15 +∆T ).
Με την αλμυρότητα S να διατηρείται σταθερή στην τιμή 33,
μια μεταβολή της θερμοκρασίας μας μετακινεί πάνω στον
ισοσταθμικό χάρτη κατακόρυφα από το σημείο A. Για να
προχωρήσουμε στην εκτίμησή μας, μπορούμε να χρησιμο-
ποιήσουμε οποιαδήποτε μικρή μεταβολή για το∆T . Επιλέ-
γουμε ∆T = 2, καθώς το αντίστοιχο σημείο (σημειώνεται
με B στον ισοσταθμικό χάρτη) κείτεται πάνω σε μια ισο-
σταθμική καμπύλη κοντά στο A, ενώ επιπλέον στο σημείο
B γνωρίζουμε την τιμή της πυκνότητας. Έτσι, με ∆T = 2,
θα έχουμε ρ(33, 15 +∆T ) = ρ(33, 17) = 1.0240.

32.5 33.0

B

33.5 34.0 34.5

25

20

15

10

5

0

A
C

1.0265
1.0260

1.0250
1.02451.02401.0235

1.0230

Αλµυρότητα S (ppt)

Θ
ερ
µο
κρ
ασ
ία

 T
 (°

C
)

Σχήμα 3 Ισοσταθμικός χάρτης της πυ-
κνότητας του θαλασσινού νερού ως συ-
νάρτηση της θερμοκρασίας και της αλ-
μυρότητας

Βήμα 2 Υπολογίστε το πηλίκο των διαφορών και κάντε την προσέγγιση.

∂ρ

∂T

)))))
(33,15)

≈ ρ(33, 17)− ρ(33, 15)
2

=
1.0240− 1.0245

2
=
−0.0005

2
= −0.00025 kg· m−3/◦C
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Μπορούμε να εκτιμήσουμε τη μερική παράγωγο ∂ρ/∂S με παρόμοιο τρόπο, χρησιμοποιώντας δηλαδή μια
μεταβολή∆S ≈ 0.7, η οποία μας φέρνει στο σημείοC πάνω σε μια ισοσταθμική καμπύλη του ισοσταθμικού
χάρτη της πυκνότητας ρ. Έτσι, θα έχουμε:

∂ρ

∂S

)))))
(33,15)

≈ ρ(33.7, 15)− ρ(33, 15)
0.7

=
1.0250− 1.0245

0.7
=

0.0005

0.7
≈ 0.0007 kg· m−3/ppt

Μερικές παράγωγοι υψηλότερης τάξης

Οι μερικές παράγωγοι υψηλότερης τάξης είναι οι παράγωγοι των παραγώγων. Έτσι, για παράδειγμα, οι με-
ρικές παράγωγοι δεύτερης τάξης μιας συνάρτησης f είναι οι μερικές παράγωγοι των fx και fy. Θα γράφουμε
λοιπόν fxx για την x παράγωγο της fx και fyy για την y παράγωγο της fy:

fxx =
∂

∂x

(
∂f

∂x

)
, fyy =

∂

∂y

(
∂f

∂y

)

Υπάρχουν επίσης και οι μεικτές μερικές παράγωγοι:

fxy =
∂

∂y

(
∂f

∂x

)
, fyx =

∂

∂x

(
∂f

∂y

)

Η διαδικασία «δημιουργίας» μερικών παραγώγων μπορεί να συνεχιστεί με παρόμοιο τρόπο. Έτσι, για πα-
ράδειγμα, η fxyx είναι η x παράγωγος της fxy, ενώ η fxyy είναι η y παράγωγος της fxy (εκτελούμε τις
διαδοχικές παραγωγίσεις με τη σειρά που υποδεικνύουν οι δείκτες ξεκινώντας από αριστερά και κινούμενοι
προς τα δεξιά). Ο συμβολισμός κατά Leibniz για τις παραγώγους υψηλότερης τάξης είναι:

fxx =
∂2f

∂x2
, fxy =

∂2f

∂y∂x
, fyx =

∂2f

∂x∂y
, fyy =

∂2f

∂y2

Οι μερικές πράγωγοι υψηλότερης τάξης ορίζονται για συναρτήσεις με τρεις ή και περισσότερες μεταβλητές
με παρόμοιο τρόπο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 Υπολογίστε τις μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης της συνάρτησης f(x, y) = x3 +
y2ex.

Λύση Θα υπολογίσουμε αρχικά τις μερικές παραγώγους πρώτης τάξης που είναι:

fx(x, y) =
∂

∂x
(x3 + y2ex) = 3x2 + y2ex, fy(x, y) =

∂

∂y
(x3 + y2ex) = 2yex

Στη συνέχεια, θα υπολογίσουμε τις μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης:

fxx(x, y) =
∂

∂x
fx =

∂

∂x
(3x2 + y2ex) = 6x+ y2ex fyy(x, y) =

∂

∂y
fy =

∂

∂y
2yex = 2ex

fxy(x, y) =
∂fx
∂y

=
∂

∂y
(3x2 + y2ex) = 2yex fyx(x, y) =

∂fy
∂x

=
∂

∂x
2yex = 2yex

Δεν αποτελεί σύμπτωση το γεγονός ότι στο προηγούμενο παράδειγμα ισχύει fxy = fyx. Το αποτέλεσμα
αυτό είναι συνέπεια ενός γενικού θεωρήματος που θα παρουσιάσουμε αμέσως μετά το παράδειγμα που
ακολουθεί.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8
Υπολογίστε τη μερική παράγωγο fxyy της συνάρτησης

f(x, y) = x3 + y2ex

Λύση Στο προηγούμενο παράδειγμα υπολογίσαμε την fxy = 2yex.
Επομένως, θα έχουμε:

fxyy =
∂

∂y
fxy =

∂

∂y
2yex = 2ex

Θυμηθείτε τον τρόπο με τον οποίο χρη-
σιμοποιούνται οι δείκτες στις μερικές
παραγώγους. Ο συμβολισμός fxyy
υποδηλώνει ότι αρχικά παραγωγίζου-
με ως προς τη μεταβλητή x και στη συ-
νέχεια παραγωγίζουμε δύο φορές ως
προς τη μεταβλητή y.

Το θεώρημα που ακολουθεί φέρει το όνομα του Γάλλου μαθη-
ματικού Alexis Clairaut (βλ. Σχήμα 4) και δηλώνει ότι σε μια μικτή
μερική παράγωγο η σειρά με την οποία γίνονται οι παραγωγίσεις δεν
έχει σημασία, εφόσον οι μεικτές μερικές παράγωγοι είναι συνεχείς.
Μια απόδειξη του θεωρήματος αυτού υπάρχει στο Παράρτημα Δ.

Η υπόθεση του θεωρήματος Clairaut για τη συνέχεια των συναρτήσεων
fxy , fyx ικανοποιείται σχεδόν πάντα στις περιπτώσεις που παρουσιάζουν
πρακτικό ενδιαφέρον. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να βρει στην
Άσκηση 80 ένα παράδειγμα στο οποίο οι μεικτές μερικές παράγωγοι δεν
είναι ίσες.

ΘΕΩΡΗΜΑ1 Θεώρημα Clairaut: ισότητα των μεικτών πα-
ραγώγων Αν υπάρχουν οι μερικές παράγωγοι fxy και fyx και
είναι συνεχείς σε έναν δίσκοD, τότε ισχύει fxy(a, b) = fyx(a, b)
για όλα τα σημεία (a, b) ∈ D. Έτσι, στο D θα έχουμε ότι

∂2f

∂x ∂y
=

∂2f

∂y ∂x

Σχήμα 4 Ο Alexis Clairaut (1713-1765)
ήταν ένας λαμπρός Γάλλος μαθηματικός
που παρουσίασε την πρώτη του εργα-
σία στην Ακαδημία των Επιστημών του
Παρισίου σε ηλικία μόλις 13 ετών. Το
1752 ο Clairaut κέρδισε ένα βραβείο για
μια εργασία του με θέμα την κίνηση
της Σελήνης, την οποία ο Euler εγκωμί-
ασε (σίγουρα υπερβάλλοντας) ως «την
πλέον σημαντική και βαθιά ανακάλυψη
που έγινε ποτέ στα μαθηματικά».

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 9 Να επιβεβαιώσετε ότι ∂2W
∂U∂T

= ∂2W
∂T∂U

για τη συνάρτησηW = eU/T .

Λύση Θα υπολογίσουμε τις δύο μεικτές παραγώγους και θα ελέγξουμε ότι πράγματι είναι ίσες:
∂W

∂T
= eU/T ∂

∂T

)
U

T

)
= −UT−2eU/T ,

∂W

∂U
= eU/T ∂

∂U

)
U

T

)
= T−1eU/T

∂

∂U

∂W

∂T
= −T−2eU/T − UT−3eU/T ,

∂

∂T

∂W

∂U
= −T−2eU/T − UT−3eU/T

Αν και το θεώρημα του Clairaut διατυπώθηκε για τις fxy και fyx, εντούτοις δηλώνει γενικότερα ότι η
μερική παραγώγιση μπορεί να γίνει με όποια σειρά επιθυμούμε, αρκεί οι υπό μελέτη παράγωγοι να είναι
συνεχείς (βλ. Άσκηση 71). Έτσι, για παράδειγμα, μπορούμε να υπολογίσουμε τη μερική παράγωγο fxyxy
παραγωγίζοντας τη συνάρτηση f δύο φορές ως προς x και δύο φορές ως προς y με όποια σειρά επιθυμούμε.
Έτσι, θα ισχύει:

fxyxy = fxxyy = fyyxx = fyxyx = fxyyx = fyxxy
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10 Επιλογή της σειράς παραγώγισης με βολικό τρόπο Υπολογίστε τη μερική παρά-

γωγο gzzwx για τη συνάρτηση g(x, y, z, w) = x3w2z2 + sin
)
xy
z2

)
.

Λύση Θα εκμεταλλευτούμε το γεγονός ότι οι παραγωγίσεις μπορούν να γίνουν με οποιαδήποτε σειρά. Αν
λοιπόν παραγωγίσουμε αρχικά ως προς w, ο δεύτερος όρος της συνάρτησης θα εξαφανιστεί καθώς δεν
εξαρτάται από τη μεταβλητή αυτή. Έτσι:

gw =
∂

∂w

)
x3w2z2 + sin

)xy
z2

))
= 2x3wz2

Στη συνέχεια, θα παραγωγίσουμε δύο φορές ως προς τη μεταβλητή z και μία φορά ως προς τη μεταβλητή x
προκειμένου να προσδιορίσουμε τη ζητούμενη μερική παράγωγο. Έτσι θα έχουμε διαδοχικά:

gwz =
∂

∂z
2x3wz2 = 4x3wz

gwzz =
∂

∂z
4x3wz = 4x3w

gwzzx =
∂

∂x
4x3w = 12x2w

Καταλήγουμε λοιπόν στο συμπέρασμα ότι gzzwx = gwzzx = 12x2w.

Μια μερική διαφορική εξίσωση (ΜΔΕ) είναι μια διαφορική εξί-
σωση στην οποία εμπλέκονται συναρτήσεις πολλών μεταβλητών κα-
θώς και οι μερικές παράγωγοί τους. Η λύση μιας ΜΔΕ είναι μια συ-
νάρτηση που ικανοποιεί τη συγκεκριμένη εξίσωση. Η εξίσωση διά-
δοσης της θερμότητας που θα συναντήσουμε στο παράδειγμα που
ακολουθεί είναι μια ΜΔΕ η οποία περιγράφει τον τρόπο με τον οποίο
μεταβάλλεται η θερμοκρασία καθώς η θερμότητα διαδίδεται σε ένα
αντικείμενο. Υπάρχουν άπειρες λύσεις που εξαρτώνται από την αρ-
χική κατανομή της θερμοκρασίας στο εν λόγω αντικείμενο. Η συ-
γκεκριμένη συνάρτηση που θα συναντήσουμε στο παράδειγμα που
ακολουθεί, περιγράφει τη θερμοκρασία για χρονικές στιγμές t > 0
κατά μήκος μιας μεταλλικής ράβδου όταν στο κέντρο της πραγματο-
ποιηθεί μια απότομη προσφορά θερμότητας τη χρονική στιγμή t = 0
(βλ. Σχήμα 5).

x

Θερµοκρασία T

Χρόνος t

Μεταλλική ράβδος

Σχήμα 5 Το γράφημα της συνάρτησης

u(x, t) =
1

2
√
πt

e−(x2/4t)

παριστάνει τον τρόπο με τον οποίο με-
ταβάλλεται η θερμοκρασία συναρτήσει
του χρόνου σε μια μεταλλική ράβδο με-
τά από μια απότομη προσφορά θερμότη-
τας

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 11 Η εξίσωση διάδοσης της θερμότητας Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

u(x, t) =
1

2
√
πt

e−(x2/4t)

που ορίζεται για t > 0 ικανοποιεί την εξίσωση διάδοσης της θερμότητας η οποία έχει τη μορφή:
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
(2)

Λύση Αφού γράψουμε τη συνάρτηση στη μορφή u(x, t) = 1
2
√
π
t−1/2e−(x2/4t), θα υπολογίσουμε αρχικά

την ∂2u
∂x2 :

∂u

∂x
=

∂

∂x

(
1

2
√
π
t−1/2e−(x2/4t)

)
= − 1

4
√
π
xt−3/2e−(x2/4t)
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∂2u

∂x2
=

∂

∂x

)
− 1

4
√
π
xt−3/2e−(x2/4t)

)
= − 1

4
√
π
t−3/2e−(x2/4t) +

1

8
√
π
x2t−5/2e−(x2/4t)

Θα υπολογίσουμε στη συνέχεια την ∂u/∂t και θα ελέγξουμε ότι πράγματι είναι ίση με την ∂2u/∂x2, όπως
απαιτείται από την εξίσωση διάδοσης της θερμότητας. Πράγματι:

∂u

∂t
=

∂

∂t

)
1

2
√
π
t−1/2e−(x2/4t)

)
= − 1

4
√
π
t−3/2e−(x2/4t) +

1

8
√
π
x2t−5/2e−(x2/4t)

Ιστορικό σημείωμα Η γενική εξίσωση της διά-
δοσης της θερμότητας, της οποίας η Εξίσωση (2)
αποτελεί ειδική περίπτωση, διατυπώθηκε για πρώ-
τη φορά το 1807 από τον Γάλλο μαθηματικό Jean
Baptiste Joseph Fourier. Ως νεαρός ο Fourier ταλα-
ντευόταν μεταξύ του να γίνει κληρικός και να ασχο-
ληθεί με τα μαθηματικά. Πρέπει να ήταν εξαιρετι-
κά φιλόδοξος, αφού σε ένα γράμμα του διαβάζου-
με: «Χθες, που ήταν η επέτειος για τα 21α γενέθλιά
μου, σκέφτηκα ότι σε αυτή την ηλικία ο Νεύτων και
ο Pascal είχαν αρκετούς λόγους να θεωρούν ότι το
όνομά τους θα παραμείνει γνωστό στην αιωνιότη-
τα». Την εποχή εκείνη ο Fourier ενεπλάκη στη Γαλ-
λική Επανάσταση, φυλακίστηκε μάλιστα για ένα μι-
κρό χρονικό διάστημα το 1794 με αφορμή ένα επει-
σόδιο μεταξύ αντίπαλων φατριών. Το 1798, μαζί με
περισσότερους από 150 άλλους επιστήμονες, ακο-
λούθησε τον Ναπολέοντα στην αποτυχημένη εκ-
στρατεία του στην Αίγυπτο.

Η μεγάλη συνεισφορά όμως του Fourier είναι,
κατά βάση, στα μαθηματικά. Η εξίσωση διάδοσης
της θερμότητας εφαρμόζεται σε όλες τις φυσικές
επιστήμες, αλλά και στην επιστήμη της μηχανικής,
π.χ. από τη διάδοση της θερμότητας μέσα από τους
ωκεανούς αλλά και την ατμόσφαιρα της Γης, μέ-
χρι τη χρήση θερμικών πηγών για την καταστροφή
καρκινικών όγκων αλλά και τη θεραπεία καρδιοπα-
θειών.

Ο Fourier ήταν αυτός που εισήγαγε επίσης μια
εκπληκτική νέα μαθηματική τεχνική – γνωστή σή-
μερα ως μετασχηματισμός Fourier – για την επί-
λυση της εξίσωσής του με βάση την ιδέα ότι μια
περιοδική συνάρτηση μπορεί να εκφραστεί ως ένα
(πιθανώς άπειρο) άθροισμα ημιτόνων και συνημιτό-
νων. Οι κορυφαίοι μαθηματικοί της εποχής, συμπε-
ριλαμβανομένων των Lagrange και Laplace, έγει-
ραν αρχικά αντιρρήσεις καθώς η συγκεκριμένη τε-
χνική δεν ήταν εύκολο να δικαιολογηθεί με τη συ-
νήθη μαθηματική αυστηρότητα. Παρ’ όλα αυτά, ο
μετασχηματισμός Fourier αποδείχθηκε μία από τις
πιο σημαντικές μαθηματικές ανακαλύψεις του δε-
κάτου ενάτου αιώνα. Έτσι, σήμερα μια έρευνα στο
διαδίκτυο με τον όρο «μετασχηματισμός Fourier»
αποκαλύπτει ένα τεράστιο πεδίο σύγχρονων εφαρ-
μογών.

Το 1855 ο Γερμανός φυσιολόγος Adolf Fick
έδειξε ότι η εξίσωση διάδοσης της θερμότητας μπο-
ρεί να περιγράψει όχι μόνο την αγωγή της θερμότη-
τας αλλά και ένα ευρύ πεδίο από διεργασίες διάχυ-
σης, όπως για παράδειγμα η ώσμωση, η μεταφορά
ιόντων στο κυτταρικό επίπεδο, αλλά και η κίνηση
των ρυπαντών μέσα στον αέρα ή το νερό. Με τον
τρόπο αυτόν η εξίσωση διάδοσης της θερμότητας
έγινε ένα βασικό εργαλείο στη χημεία, τη μοριακή
βιολογία και τις περιβαλλοντικές επιστήμες, όπου
συχνά αναφέρεται με το όνομα δεύτερος νόμος του
Fick.
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14.3 Περίληψη

• Οι μερικές παράγωγοι της συνάρτησης f(x, y) ορίζονται μέσω των ορίων

fx(a, b) =
∂f

∂x

))))
(a,b)

= lim
h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)

h

fy(a, b) =
∂f

∂y

))))
(a,b)

= lim
k→0

f(a, b+ k)− f(a, b)

k

• Υπολογίζουμε την fx διατηρώντας την y σταθερή και παραγωγίζοντας ως προς τη μεταβλητή x, ενώ
αντιστοίχως υπολογίζουμε την fy διατηρώντας τη x σταθερή και παραγωγίζοντας ως προς την y.

• Η fx(a, b) είναι η κλίση της εφαπτόμενης ευθείας στην καμπύλη-ίχνος z = f(x, b) στο x = a. Παρο-
μοίως, η fy(a, b) είναι η κλίση στο y = b της εφαπτόμενης ευθείας στην καμπύλη-ίχνος z = f(a, y).

• Προσεγγιστικός υπολογισμός των μερικών παραγώγων: Για μικρές μεταβολές ∆x και∆y ισχύει:

fx(a, b) ≈ ∆f

∆x
=

f(a+∆x, b)− f(a, b)

∆x

fy(a, b) ≈ ∆f

∆y
=

f(a, b+∆y)− f(a, b)

∆y

Παρόμοιες προσεγγίσεις ισχύουν για συναρτήσεις με οποιοδήποτε πλήθος μεταβλητών.

• Οι μερικές παράγωγοι δεύτερης τάξης είναι οι:
∂2

∂x2
f = fxx,

∂2

∂y ∂x
f = fxy,

∂2

∂x ∂y
f = fyx,

∂2

∂y2
f = fyy

• Σύμφωνα με το θεώρημα Clairaut, οι μεικτές μερικές παράγωγοι είναι ίσες – δηλαδή ισχύει ότι fxy = fyx
αρκεί οι fxy και fyx να είναι συνεχείς.

• Γενικότερα, οι μερικές παράγωγοι ανώτερης τάξης μπορούν να υπολογιστούν με οποιαδήποτε σειρά επι-
θυμούμε. Έτσι, για παράδειγμα, θα ισχύει fxyyz = fyxzy αν η f είναι μια συνάρτηση των x, y, z που έχει
συνεχείς μερικές παραγώγους τέταρτης τάξης.

14.3 Ασκήσεις

Προπαρασκευαστικές ερωτήσεις

1. Η Ηρώ κατέληξε στην ακόλουθη λανθασμένη
σχέση, καθώς δεν εφάρμοσε σωστά τον κανόνα
του γινομένου:

∂

∂x
(x2y2) = x2(2y) + y2(2x)

Ποιο ήταν το λάθος που έκανε και πώς θα πρέπει
να γίνει σωστά ο υπολογισμός;

2. Εξηγήστε γιατί δεν είναι απαραίτητο να χρησι-
μοποιήσουμε τον κανόνα του πηλίκου προκει-
μένου να υπολογίσουμε τη μερική παράγωγο
∂
∂x

(
x+y
y+1

)
. Εφαρμόζεται ο κανόνας παραγώγι-

σης πηλίκου στον υπολογισμό της μερικής πα-

ραγώγου ∂
∂y

(
x+y
y+1

)
;
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3. Ποια από τις ακόλουθες μερικές παραγώγους
μπορεί να υπολογιστεί χωρίς προσφυγή στον κα-
νόνα του πηλίκου;
α) ∂

∂x
xy

y2+1
β) ∂

∂y
xy

y2+1
γ) ∂

∂x
y2

y2+1

4. Βρείτε τη μερική παράγωγο fx της

f(x, y, z) = (sin yz)ez
3−z−1√y

5. Αν ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήμα-
τος Clairaut, ποια από τις ακόλουθες παραγώ-
γους είναι ίση με την fxxy;
α) fxyx β) fyyx γ) fxyy δ) fyxx

Ασκήσεις

1. Χρησιμοποιήστε τον ορισμό μέσω του ορίου για
να επιβεβαιώσετε τις ακόλουθες σχέσεις για τις
μερικές παραγώγους:

∂

∂x
xy2 = y2,

∂

∂y
xy2 = 2xy

2. Χρησιμοποιήστε τον ορισμό μέσω του ορίου για
να επιβεβαιώσετε τις ακόλουθες σχέσεις για τις
μερικές παραγώγους:

∂

∂x

)
x

y

)
=

1

y
,

∂

∂y

)
x

y

)
=
−x
y2

3. Χρησιμοποιήστε τον κανόνα παραγώγισης γινο-
μένου για να υπολογίσετε τις μερικές παραγώ-
γους fx και fy για τη συνάρτηση

f(x, y) = (x2 − y)(x− y2)

4. Χρησιμοποιήστε τον κανόνα παραγώγισης γινο-
μένου για να υπολογίσετε τις μερικές παραγώ-
γους fx και fy για τη συνάρτηση

f(x, y) = xyex sin y

5. Χρησιμοποιήστε τον κανόνα παραγώγισης πηλί-
κου για να υπολογίσετε την ∂

∂y
y

x+y .

6. Χρησιμοποιήστε τον κανόνα της αλυσίδας για
να υπολογίσετε τη μερική παράγωγο

∂

∂u
ln(u2 + uv)

7. Υπολογίστε την τιμή της μερικής παραγώγου
fz(2, 3, 1) της συνάρτησης f(x, y, z) = xyz.

8. Εξηγήστε τη σχέση μεταξύ των ακόλουθων δύο
παραγώγων (θεωρώντας ότι το c είναι μια στα-
θερά):

d

dx
sin(cx) = c cos(cx),

∂

∂x
sin(xy) = y cos(xy)

9. Το επίπεδο y = 1 τέμνει την επιφάνεια

z = x4 + 6xy− y4

κατά μήκος μιας συγκεκριμένης καμπύλης.
Υπολογίστε την κλίση της εφαπτόμενης ευθείας
σε αυτή την καμπύλη στο σημείο P = (1, 1, 6).

10. Να ελέγξετε αν οι μερικές παράγωγοι ∂f/∂x και
∂f/∂y είναι θετικές ή αρνητικές στο σημείο P
του γραφήματος της συνάρτησης f που απεικο-
νίζεται στο Σχήμα 6.

z

x
P

y

Σχήμα 6

Οι Ασκήσεις 11-14 αναφέρονται στο Σχήμα 7.

x

y

−10

−10

−20

A

B

C

50

70

3050

420−2−4

4

2

0

−2

−4

70

30

−30

10

10

0

Σχήμα 7 Ισοσταθμικός χάρτης μιας συνάρτησης f(x, y)

11. Εκτιμήστε τις μερικές παραγώγους fx και fy στο
σημείο A.

12. Η μερική παράγωγος fx παίρνει θετική ή αρνη-
τική τιμή στο σημείο B;

13. Ξεκινώντας από το σημείο B, προς ποια από
τις κατευθύνσεις του ορίζοντα πρέπει να κινη-
θούμε (Βόρεια, Βορειοανατολικά, Βορειοδυτι-
κά, κ.ο.κ.) έτσι ώστε η συνάρτηση f να αυξά-
νεται πιο γρήγορα;
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14. Σε ποιο από τα σημεία A, B, ή C η μερική πα-
ράγωγος fy παίρνει ελάχιστη τιμή;

Στις Ασκήσεις 15-42 να υπολογίσετε σε κάθε περί-
πτωση τις μερικές παραγώγους πρώτης τάξης.

15. z = x2 + y2 16. z = x4y3

17. z = x4y + xy−2 18. V = πr2h

19. z =
x

y
20. z =

x

x− y

21. z =
)

9− x2 − y2 22. z =
x)

x2 + y2

23. z = (sinx)(sin y) 24. z = tan(uv3)

25. z = cos
1− x

y
26. θ = tan−1(xy2)

27. w = ln(x2 − y2) 28. P = sin(2s− 3t)

29. W = er+s 30. Q = reθ

31. z = exy 32. R = e−v2/k

33. z = e−x2−y2 34. P = e
√

y2+z2

35. U =
e−rt

r
36. z = yx

37. z = sinh(x2y) 38. z = cosh(t− cosx)

39. w = xy2z3 40. w =
x

y + z

41. Q =
L

M
e−Lt/M 42. w =

x

(x2 + y2 + z2)3/2

Στις Ασκήσεις 43-46 να υπολογίσετε τις τιμές των με-
ρικών παραγώγων που σημειώνονται σε κάθε περί-
πτωση.

43. f(x, y) = 3x2y + 4x3y2 − 7xy5, fx(1, 2)

44. f(x, y) = sin(x2 − y), fy(0,π)

45. g(u, v) = u ln(u+ v), gu(1, 2)

46. h(x, z) = exz−x2z3 , hz(3, 0)

47. Ο θερμικός δείκτης (ή δείκτης θερμότητας)
I αποτελεί μέτρο της «ζέστης» που αισθάνεται
ένας άνθρωπος μια ημέρα όπου η σχετική υγρα-
σία είναι ίση με H (ως ποσοστό επί τοις εκα-
τό) και η θερμοκρασία είναι ίση με T (μετρη-
μένη σε βαθμούς Fahrenheit). Μια προσεγγιστι-
κή σχέση που δίνει τον δείκτη θερμότητας και η
οποία ισχύει για ζεύγη τιμών (T,H) κοντά στο
ζεύγος (90, 50) είναι η ακόλουθη:

I(T,H) = 45.33 + 0.6845T + 5.758H

− 0.00365T 2 − 0.1565HT + 0.001HT 2

α) Υπολογίστε το I για (T,H) = (95, 50).
β) Ποια μερική παράγωγος μας δείχνει την αύ-

ξηση του δείκτη I ανά βαθμό αύξησης της
θερμοκρασίας T , όταν (T,H) = (95, 50);
Υπολογίστε τη συγκεκριμένη μερική παρά-
γωγο.

48. Υπολογίστε τις μερικές παραγώγους ∂P/∂T και
∂P/∂V , όπου η πίεσηP , ο όγκοςV και η θερμο-
κρασία T συνδέονται με τον νόμο των ιδανικών
αερίων, δηλαδή μέσω της σχέσης PV = nRT
(όπου R και n είναι σταθερές ποσότητες).

49. Χρησιμοποιήστε τον ισοσταθμικό χάρτη της συ-
νάρτησης f(x, y) του Σχήματος 8 προκειμένου
να εξηγήσετε τις ακόλουθες προτάσεις:

α) Η τιμή της μερικής παραγώγου fy είναι με-
γαλύτερη στο P από ό,τι στο Q, ενώ η fx
παίρνει πιο αρνητική τιμή στο P από ό,τι στο
Q.

β) Η fx(x, y) μειώνεται ως συνάρτηση του y,
δηλαδή για κάθε σταθερή τιμή x = a, η
fx(a, y) είναι φθίνουσα συνάρτηση του y.

x

y

Q

P

20 16

14

10

8

6
4

Σχήμα 8

50. Εκτιμήστε τις μερικές παραγώγους στο σημείο
P για τη συνάρτηση της οποίας ο ισοσταθμικός
χάρτης φαίνεται στο Σχήμα 9.

x

y

P

21

18

12

15

9

6

3

4 6 820

4

2

Σχήμα 9

51. Στο μεγαλύτερο μέρος της επιφάνειας της Γης,
μια μαγνητική βελόνα δεν προσανατολίζεται
προς τον αληθή (γεωγραφικό) Βορρά, αλλά απο-
κλίνει από αυτόν κατά μια γωνία, είτε ανατολικά


