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Ορισμός 1.0.1 . Έστω f : D ⊆ R2 → R και (a,b) ∈ D. Λέμε ότι

lim
(x,y)→(a,b)

f (x,y) = L

αν για κάθε ε > 0 υπάρχουν δ1 > 0 και δ2 > 0 τέτοια ώστε για κάθε (x,y) ∈ D με

0 < |x−a|< δ1 και 0 < |y−b|< δ2

να ισχύει

| f (x,y)−L|< ε.

Παράδειγμα 1.0.2 .
Είναι γνωστό ότι ο ορισμός της συνέχειας μιας συνάρτησης f :R2 →R σε ένα σημείο (x0,y0)

του πεδίου ορισμού της δίνεται από τον κάτωθι ορισμό:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x,y) = l ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ1(ε)> 0)(∃δ2(ε)> 0) τ.ω.

(|x− x0|< δ1) και (|y− y0|< δ2) =⇒ (| f (x,y)− l|< ε).

Έστω η συνάρτηση

f (x,y) =


x3y

x2 + y2 , αν (x,y) ̸= (0,0)

0, αν (x,y) = (0,0)

Χρησιμοποιώντας τον παραπάνω ορισμό, για να είναι η συνάρτηση f συνεχής στο σημείο
O(0,0) θα πρέπει:

(i) δ1 ≤
√

ε
2

,

(ii) δ2 ≤
√

ε
2

,

(iii) δ1 ≤
√

ε και δ2 ≤
√

ε,
(iv) δ 2

1 +δ 2
2 ≤ ε.
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.
Παράδειγμα 1.0.3 .
Εξετάστε ως προς τη συνέχεια στο (0,0) τη συνάρτηση

f (x,y) =


xy

x2 + y2 tan(x+ y), αν (x,y) ̸= (0,0)

0, αν (x,y) = (0,0)
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Ασκήσεις 1.0.4 .
Στις επόμενες ασκήσεις να χρησιμοποιήσετε κατάλληλη μέθοδο για να υπολογίσετε το ζητού-

μενο όριο ή να αποδείξετε ότι αυτό δεν υπάρχει.

1. (a)

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2

(b)
lim

(x,y)→(0,0)

xy
3x2 +2y2

(c)

lim
(x,y)→(0,0)

x4 − y4

x4 + x2y2 + y4

2. Ελέγξτε αν η ακόλουθη συνάρτηση είναι συνεχής:

f (x,y) =
{

x2 + y2, αν x2 + y2 < 1,
1, αν x2 + y2 ≥ 1.

3. Έστω a,b ≥ 0. Να αποδείξετε ότι αν a+b > 2, τότε

lim
(x,y)→(0,0)

xayb

x2 + y2 = 0,

ενώ αν a+b ≤ 2, τότε το προηγούμενο όριο δεν υπάρχει.

4. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

f (x,y) =

{
(2x −1)(siny)

xy
, αν xy ̸= 0,

ln2, αν xy = 0

είναι συνεχής στο (0,0).
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Λύση της άσκησης 2.

Η συνάρτηση δίνεται ως

f (x,y) =

x2 + y2, αν x2 + y2 < 1,

1, αν x2 + y2 ≥ 1.

Εξέταση συνέχειας
• Στο εσωτερικό του δίσκου x2 + y2 < 1 το f (x,y) = x2 + y2 είναι πολυωνυμική και άρα
συνεχής.

• Έξω από το δίσκο x2 + y2 > 1 η f (x,y) = 1 είναι σταθερή και άρα συνεχής.

• Πρόβλημα εντοπίζεται στη γραμμή x2 + y2 = 1 (σύνορο των δύο περιοχών).

Συνοριακός Έλεγχος

Έστω σημείο (x0,y0) με x2
0 + y2

0 = 1:
• lim

(x,y)→(x0,y0),x2+y2<1
f (x,y) = lim

(x,y)→(x0,y0)
(x2 + y2) = x2

0 + y2
0 = 1.

• Η τιμή της συνάρτησης επί του συνόρου είναι επίσης f (x0,y0) = 1.
Άρα,

lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x,y) = f (x0,y0)

για κάθε (x0,y0) με x2
0 + y2

0 = 1. Συμπέρασμα
Η συνάρτηση f (x,y) είναι συνεχής σε όλο το R2.

Λύση της άσκησης 3.

Για να αποδείξουμε ότι αν a+b > 2, τότε

lim
(x,y)→(0,0)

xayb

x2 + y2 = 0,

αρκεί να περάσουμε σε πολικές συντεταγμένες.
Θέτουμε x = r cosθ , y = r sinθ , με r → 0:

xayb = (r cosθ)a(r sinθ)b = ra+b(cosθ)a(sinθ)b,

x2 + y2 = r2,

οπότε

xayb

x2 + y2 = ra+b−2(cosθ)a(sinθ)b.

Το γινόμενο (cosθ)a(sinθ)b είναι πάντοτε φραγμένο (ανήκει στο [−1,1]), οπότε το όριο
εξαρτάται μόνο από τη δύναμη του r.
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• Αν a+b > 2, τότε ο εκθέτης a+b−2 > 0, άρα καθώς r → 0, ra+b−2 → 0 και τελικά
το όριο είναι 0 για κάθε διεύθυνση.

• Αν a+ b ≤ 2, τότε το όριο δεν υπάρχει ή δεν είναι 0, διότι ο εκθέτης δεν είναι θετικός
και το πηλίκο είτε συγκλίνει σε μη μηδενικό όριο είτε δεν υπάρχει (π.χ. ελέγχοντας πάνω
στους άξονες ή σε καμπύλες).

Άρα, πράγματι, το ζητούμενο ισχύει.

Λύση της άσκησης 4.

Θέλουμε να δείξουμε ότι η συνάρτηση

f (x,y) =


(2x −1)siny

xy
, αν xy ̸= 0,

ln2, αν xy = 0

είναι συνεχής στο σημείο (0,0).
Για να το αποδείξουμε, αρκεί να δείξουμε ότι:

lim(x,y)→(0,0) f (x,y) = f (0,0) = ln2

Υπολογίζουμε το όριο:

lim
(x,y)→(0,0)

(2x −1)siny
xy

= lim
x→0

2x −1)
x

lim
y→0

siny
y

= ln2 ·1 = ln2.

΄Αρα η f είναι συνεχής στο (0,0).

1.1 Μερικές παράγωγοι
Όπως έχουμε ήδη τονίσει, μια συνάρτηση f με δύο ή περισσότερες μεταβλητές δεν έχει έναν
μοναδικό ρυθμό μεταβολής αφού η κάθε μεταβλητή μπορεί να επηρεάζει με διαφορετικό τρόπο
την f . Έτσι, για παράδειγμα, η ένταση του ρεύματος I που κυκλοφορεί σε ένα κύκλωμα είναι
συνάρτηση τόσο της διαφοράς δυναμικού V όσο και της αντίστασης R, με την εξάρτηση να
περιγράφεται μέσω του νόμου του Ohm που έχει τη μορφή:

I(V,R) =
V
R
.

Η ένταση του ρεύματος I αυξάνεται ως συνάρτηση του V (όταν η R είναι σταθερή), αλλά
μειώνεται ως συνάρτηση του R (όταν τοV είναι σταθερό).

Οι μερικές παράγωγοι είναι οι ρυθμοί μεταβολήςως προς καθεμία από τις μεταβλητές ξεχωριστά.
Έτσι, μια συνάρτηση f (x,y) με δύο μεταβλητές θα έχει δύο μερικές παραγώγους, που συμβολίζονται
με fx και fy, οι οποίες μάλιστα θα ορίζονται από τα ακόλουθα όρια (εφόσον αυτά υπάρχουν):

Οι μερικές παράγωγοι ισούνται με τον ρυθμό μεταβολής ως προς κάθε μεταβλητή.

fx(a,b) = lim
h→0

f (a+h,b)− f (a,b)
h

, fy(a,b) = lim
k→0

f (a,b+ k)− f (a,b)
k

.

Αυτό σημαίνει ότι η fx είναι η παράγωγος της f (x,b), που είναι συνάρτηση μόνο του x, ενώ
η fy είναι η παράγωγος της f (a,y) που είναι συνάρτηση μόνο του y. Η fx ονομάζεται μερική
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παράγωγος της f ως προς τη μεταβλητή x ή ως η x παράγωγος της f , ενώ παρόμοια ορολογία
χρησιμοποιείται για την fy.

Ο συμβολισμός κατά Leibniz για τις μερικές παραγώγους είναι ο ακόλουθος:

∂ f
∂x

= fx,
∂ f
∂y

= fy,

και

∂ f
∂x

∣∣∣∣
(a,b)

= fx(a,b),
∂ f
∂y

∣∣∣∣
(a,b)

= fy(a,b).

Σημείωση 1.1.1 . Το σύμβολο ∂ που χρησιμοποιείται για τη μερική παράγωγο είναι ένα «στρογ-
γυλεμένο d». Χρησιμοποιείται προκειμένου να διαχωρίσει τις παραγώγους μιας συνάρτησης
πολλών μεταβλητών από τις παραγώγους των συναρτήσεων μίας μεταβλητής όπου χρησιμο-
ποιούμε το σύμβολο «d».

Παράδειγμα 1.1.2 .
Υπολογίστε τις τιμές των μερικών παραγώγων

gx(1,3) και gy(1,3), όπου

g(x,y) =
y2

(1+ x2)3 . Σχήμα 1.1: Οι κλίσεις των
εφαπτόμενων ευθειών στις καμπύλες-
ίχνη στο σημείο P είναι οι gx(1,3)
και gy(1,3)

Προπαρασκευαστικές ερωτήσεις 1.1.3 .

1. Η Ηρώ κατέληξε στην ακόλουθη λανθασμένη σχέση, καθώς δεν εφάρμοσε σωστά τον
κανόνα του γινομένου:

∂
∂x(x

2y2) = x2(2y)+ y2(2x).

Ποιο ήταν το λάθος που έκανε και πώς θα πρέπει να γίνει σωστά ο υπολογισμός;

2. Εξηγήστε γιατί δεν είναι απαραίτητο να χρησιμοποιήσουμε τον κανόνα του πηλίκου
προκειμένου να υπολογίσουμε τη μερική παράγωγο

∂
∂x

(
x+ y
y+1

)
.

Εφαρμόζεται ο κανόνας παραγώγισης πηλίκου στον υπολογισμό της μερικής παραγώγου
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∂
∂y

(
x+ y
y+1

)
;

3. Ποια από τις ακόλουθες μερικές παραγώγους μπορεί να υπολογιστεί χωρίς προσφυγή
στον κανόνα του πηλίκου;

α)
∂
∂x

(
xy

y2 +1

)
β)

∂
∂y

(
xy

y2 +1

)
γ)

∂
∂x

(
y2

y2 +1

)
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