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[Neploxéc oto emimedo x0y

o) H oxéon (x — x0)% + (v — y0)? < 6% pag Siver ta onueia Tov
KUKALko¥ diokou kévtpou (xp, yo) KoL aKTVOLG 0.

B) Ou oxéoelc [x — xp| < d1 ko |y — yo| < d2 pog Sivouv Tt onueio
tov opBoywviov pe TAevpéc pnkoug 261, 29, ko kévtpo (xo, ¥o)-



Y xApate: Alokog ko OpBoydvio

0, ¥0) x (x0.y0) |61 X

%
N




Optopéde 1: ‘Oplo tne f(x,y)

Népe 6t to 6plo g f(x, y) etvon L, dtav to (x, y) Tetver oto
(X0, Y0) KoL YPOLPOUULE:

lim f(x,y)=1L

()= (x0,0)

Mo kéBe & > 0, umdpyet Tepoxn Tov (Xo, ¥o): av To (X, y) otvikeL
o€ aUTHY TNV TepLoX T, TOTE LOYVEL:

[f(x,y) =Ll <e



Y uvO”nkee YL To bpLo

Avutd onpoaivel 6TL Loy Vel v aTtd TOL TOLPOLKATW:
m Ve >0, 40 > 0 ®ote t0
(x,y) € B((x0:50),6) = |f(x,y) - Ll <e
m Ve > 0, 301,05 > 0 dote TO
(x,¥) € O((x0, Y0), 01,02) = [f(x,y) —L|<e

AmodelkvieTal OTL av UTdPYEL TO OpLo, auTd elvol pLovadiko.



OpLopdg 2: 2 UVEXELDL CUVAPTNONG

H ouvdptnon z = f(x, y) eivow ovvexnc oto onueio (xo, o) 6tov:

lim  f(x,y) = f(x0, y0)
(x,y)—(x0,¥0)



Opopdc 3: Opolduopyn L uveEyela

‘Eotw éva olvoho A C R? ko o cuvdptnon f : A — R. Oa
Mépe 6TL m f elvou opoldpoppa ocuvextigc oto A, btov:

Ve > 0,30 > 0:av (x1,y1), (x2,y2) € A

pe  (a —x)?+ (1 —y)? < 6%

tote  |f(x1,y1) — f(xe,)0)| <€



MNopactfipnon

Evd pmopolpe vou AGLE YLOL TNV CUVEXELOL [LOLG OUVEPTNONG OF
évae onueio (xop, ¥0), YLoL TNV OPOLOLOPPT CUVEXELOL TLOPOULE VAL
A e pévo Tévw oe éva obvoro. lMpoypavag, avnf: A — R
elvor opoLdpopya cuvextc, Téte eivor cuvextic o kdbe onueio
Tou A.



MeBodooyikd oxdio 1.1

Aciyvoupe amd tov oplopd 6tL to dpLo eivor L, av amd tnv
If(x,y) — L| < & katadiovpe oe aviodtnta Tou oy bel dtav To
(x,y) Bploketou oe meproxh tov (xo, ¥o)-



MeTatdTLON CUVTETAYEVWV

Me to petaoyNUATIONO:
x=X+x y=Y+w
Tadpvoupe avti Tov oplov lim(y ) (x.y0) f (X, ¥), TO bplo:

li f(X Y
(X,Y;E(&O)( +x0, Y + y0)

TUVETAG, N cuvéxelo uropovpe vor peBodorfooupe tal Tiept opilwv
yw to (x,y) — (0,0).



Optopédc 4: Emadééuua ‘Opla

Népe 6tL oL eTaAAE L 1) SLadoyikdl SpLaL LG TUVAPTNONG
f(x,y) oto onpeio (xo, yo) ebvou:

l lim f l lim f
yl—>rr}l/0 (XI—T(O (X’y)> Ko XI—>n)-‘<o (yl—?;/o (X7y))



Y XETIKE e T eTTOUANKELL dpLat Lo VouV

Av tal eTtaM&E Lo dpLar vtdpyxouv kaw Sev eivan oo, TéTE TO:

lim f(x,
(x,¥)—(x0,0) bey)

Sev uttdpxet. Edv to épio tng f oto (xo, yo) umdpxel kow To
emaA&E e dpLoe uTtdpyouv, ToTE ALuTd stval toaL.

Av to eTtoaAN&E Lo dpLa uTtdpyouv ko etvo too pe L, téte
to L eivow TBavd dpro (tnyaivoupe otov oplopd).

Mropel v punv vtdpyxouvv tow eTtaAA&E Lo dpLat kol v
UTLALPXEL TO Oplo.



[Npoodloplopde Tov Oplov

Me akolovbicg:

AV (Xn, ¥n) — (0,0) kow limp_y00 F(Xn, yn) = L, téTe TO L €lvou

Tlavé bplo ko amd Tov oplopd eAéyxoupe av dvtwg stvaun To
opLo.

MNoapotipnon:

Avutd spapudleton cuvibwe os TPLYWVOUETPLKEC CUVOLPTHOELS

OTWwC:
11 ,
(men) - <2n7r’ 2nﬂ_> Ul

(x )= 1 1
mYn) =\ 2nr + /3 2nm + /2




MoAwkd MAnolaopa

Minotdlovpe to (0,0) pe Tolkég ouvtetorypéveg, dnAoad:

x =pcosf, y=psind

Mo p — 0, éxovue (x,y) — (0,0).

Av:
lim f(pcos@,psinf) = L
p—0

t6te To L eivon TubBavé bpro.




/ 7 /
Ewdikég TepimTdOELS Oplwv

m Av f(pcosf, psinf) = A(p) (ouvdptnon pdvo e p) ko
lim,_o+ A(p) = 1, téte:

lim f(x,y)=1
(x,y)—(0,0) (o)

m Av f(pcosf, psin@) = A(p) - B(0) pe |B(9)| < C, téte:

lim A(p) =0 li f =0
an3+ () = (X,y)l—n;(O,O) ()



MNopatpnon

Epoppéleton o pnTéc ouvaptioelc 1§ o TTULPALOTACELS TNC
popwtic X + y2.



Me emtaAA& & dpLa

y—0 \x—0 x—0

lim (Iim f(x,y)) — lim (}ii"o f(x,y)> -y

téte To L civor Borvd bplo kol amtd tov oplopd eréyyoupe ov
ovtwg elvow to 6plo.

y

y —0

x—0




MAnotaopo tov (0,0) pe kopmoeg

Av &poupe y = Ax (1 y = Ax?, kt\.) kaw limy_so f(x, Ax) = L,
avedptnta Tov A, téte To L elvar mBavd 6pLo kol avatpéyoupe
OTOV OpLOO.

y y




MNopactfipnon

Epoppdletor ocuvifue oe kAaopotikéc ocuvapthoelg, 4Tov
ekMéyoupe TV ¥y = AxX, étol hote o Babudc Tov apBumT va
tooutow pe tov Pabud touv TapovouaoT.



y
y+x3

Mopdderypo: ‘Opro yia f(x,y) =

Mo T ovvdaptnon:
Yy

f =7
(x,¥) 3

Taipvoupe y = Ax3, omdre:

Ax3 A
3y _
Foo M) = a6 = 311




[16te dev umtdpxeL To OpLo

To 6plo dev umdpxel otic akdhoubec TepiTTOOELC:

Av yia Tig akolovbBieg (xp, yn) — (0,0) kou (x), y,) — (0,0),
EXOULE:

lim f(xn,yn) =1, lim f(x,,y) =1, émov [#/
n—oo n—oo

Av yial To ToAkS TIANGloopa Loy eL:
lim f(pcosf, psinf) = ¢(0)
p—0t

dnAad1 to bplo elvon e€aptdpevo amd T Ywvia 6.
Av:

lim <|im0 f(x,y)> # lim (“m f(x’y))

x—0 \y— y—0 \x—=0

dNAad tor emaAA& Lo bpLa Bev elvou toat.



MeBodoloyikd X xdho 1.2

f(x,y) <glxy) me (x,y) € B((0,0),a), a>0

KOl LOYVEL:

lim x,y) =20
(X,y)%(O,O)g( )

Téte:

lim  f(x.y) =0
et M) )

Av pmopodue va ypddoupe:
f(Xay) = h(va) : g(va)
ke [g(x, y)| < M v (x,y) € B((0,0), a), keu:

lim h(x,y)=0
(x,y)—(0,0) bey)

téte lim(y ) (0,0) F (X, ¥) = 0.



OpLopdc Opolduopeng 2 UVEXELOC

O oplopdé¢ TNG OLOLOLOPPNG CUVEXELOLG LOLG OUVALPTNOTNS
f:A— R, émov A C R?, givou 1o0d0vapoc pe to eEfc:
Ve > 0,30 > 0: av(x,y) € Akaw (x+01, y+02) € Ape 2465 < 62,

téte:
If(x+ 01,y +02) — f(x,y)| < ¢



MeBoSohoyikd LxoNo 1.3

Mot vou e€eTEOOUVE TNV OLOLOLLOPPT) CUVEXELOL JLOLG CUVEPTNONG
f:A— R, oxnuotiCoupe to:
|f(X + 517}/ + 52) - f(va)| = A(517 527X7y)

Av vmtdpxel ouvdptnon B(d1,02), dote yia (x,y) € A va LoxoeL:

A((51,52,X,y) < 8(51,52) KOl lim 5(51,52) == 0,

01,00—0

tote N f elvou opoLdpopyYa ouveXG.



Y uvO7Kkn Opoldpopenc X uvéxeLoc

Evé av 41,02 > 0 propolpe va Bpolpe (x,y) € A pe:
A(d1,02,x,y) > ¢, 6mouv ¢ eivow otabepd,

toéte 1 f Sev elval opoldpopya cuvexmg.



MNopactfipnon

H opolduopyn ouvéyelol pLog ouvdptnoneg edoptdton katd kipLo
Aoyo amd To medio oplopod TG cuvdpTnoNg Kol dxL oTtd Tov
TUTO TNG.



