
Έστω    Π(s)(x)  =  s(0) 
 
+ s(1)  x + ...  s(N1)  x

Ν1
   το πολυώνυμο  

που περιγράφει ένα σήμα   s :  ZN  C .   

Ορισμός : Έστω  h  ένα στοιχείο του αντιμεταθετικού δακτύλιου  

 ( C[x] / < x
N
1 >

   
,  +  mod x

N
1 ,    mod x

N
1 ,  0 ,    mod x

N
1 ,  1) . 

Tο  h  περιγράφει το γραμμικό φίλτρο    φ(h) :  CN 
  CN

 ,    

  όπου    Π( φ(h)(s) )  =  Π(s) h  mod x
N
1  . 

Έστω   ζ
Κ
 ,  0  K  Ν1 ,  οι  Ν-στές ρίζες του 1 (ρίζες του πολυωνύμου  x

N
1) : 

έχουμε x
N
1  =   0  K  Ν1  xζ

Κ
 . 

Ορισμός : Οι συντελεστές Φουριέ του σήματος  s :  ZN  C ,  είναι οι τιμές     

SM  =  0  K  Ν1  s(Κ) (ζ
M

)
Κ
 ,   0  M  Ν1 . 

Άσκηση 1 Έστω ένα σήμα   s :  ZN  C .  Ελέγξτε ότι, για  0  M  Ν1 :   

α Π(s)(ζ
M

) =  SM       και   Π(s)(x)  mod xζ
M

  =  SM . 

β Άν    Ρ(x)  mod xζ
M

  =  SM      για  0  M  Ν1 ,  

θα είναι    Ρ(x) =  Π(s)(x)  mod x
N
1 . 

Απάντηση  για το  (β) :   

Εφαρμόζουμε την  Iδιότητα πολυωνύμων πρώτων μεταξύ τους ανά δύο,  

στα πολυώνυμα  Ρ(x) , Π(s) (x) . 

 



Αντίστροφος μετασχηματισμός Φουριέ μέσω πολυωνύμων 

Στην εφαρμογή του  Chinese Remainder Theorem για τα πολυώνυμα    dK(x) = xζ
Κ

 ,  

και τις σταθερές   υΚ = SΚ ,   0  K  Ν1 ,  κατασκευάζονται τα πολυώνυμα 

fK(x) =   0  j  Ν1 ,  jK  (ζ
Κ

  ζ
j
)
1
(xζ

j
) ,    0  Κ  Ν1 .  

και έχουμε  fK(x) = 1  mod xζ
Κ
   

 fK(x) = 0  mod xζ
j
 ,   για κάθε  j  Κ .  

Θέτουμε Σ(x)  =  0  K  Ν1  SΚ fK(x) .  

Θα είναι Σ(x)  =  SM  mod xζ
M

    για  0  M  Ν1 .  

Από την  Άσκηση 1 :    

       Π(s)(x)  =  SM  mod xζ
M

  ,   0  M  Ν1 .    

Άρα     Σ(x)  =  Π(s)(x) . 

Άσκηση 2   Ελέγξτε ότι, για 0  Κ  Ν1 :  

α  fK(ζ
Κ+Μ

) = 0 , 1  Μ  Ν1 . 

β  fK(x)  =  Π( 1/N ΕK )  =  1/N  0  j  Ν1  (ζ
K

)
j 
x

j 
 . 

Απάντηση  για το  (β) :  Αρκεί να ελεγχθεί ότι  

fK(ζ
Κ
)  =  Π( 1/N ΕK )( ζ

Κ
 )  =  1 ,  

fK(ζ
Λ

)  =  Π( 1/N ΕK )( ζ
Λ

 ) =  0 ,    για κάθε  Λ  Κ . 

Από την Άσκηση 2 και το  Θεώρημα 2 Ε  για το Discrete Fourier classic:   

Τα πολυώνυμα   SK fK(x) ,  0  Κ  Ν1 ,  περιγράφουν τα σήματα   SK  ( 1/N ΕK ) ,    

που είναι οι συνιστώσες Φουριέ του σήματος  s .  



Σημείωση 1  

Από τις ιδιότητες των πολυωνύμων  fK(x) ,  0  Κ  Ν1  :   

   fj(x) fK(x)  =  0  mod x
N
1 για κάθε  j  Κ ,       . 

  fK(x) fK(x)  =  fK(x)  mod x
N
1 . 

Επομένως        Σ(x) fK(x)  =  ( 0  j  Ν1  Sj f j(x) ) fK(x)  

          =   SK fK(x)  mod x
N
1  =  SK fK(x) , 

 και   Π(s)(x) fK(x)  =   SK fK(x) . 

Aπό την  Σημείωση 1:  οι συνιστώσες Fourier του σήματος  s   

μπορούν να υπολογιστούν με γινόμενο πολυωνύμων. 

Εφαρμογή πολυωνύμου   Π(x)  σε τελεστή   W :  CN 
 CN

 

Έστω    Π(x)  =  μn x
n 
+ μn1 x

n1
 + ... μ1 x + μ0 . 

Ορίζουμε :   Π(W) =  μn W
n 
+ μn1 W

n1
 + ... μ1 W + μ0 1 . 

Σημείωση 2   

Από τις ιδιότητες των πολυωνύμων  fK(x) ,  0  Κ  Ν1 : 

0  Κ  Ν1  fΚ(x)  =  1  mod x
N
1 , 

  (xζ
Κ
) fK(x)  =  0  mod x

N
1 . 

Επειδή   Tr1
N 
 1  =  0 ,   θα έχουμε  

 0  Κ  Ν1  fΚ(Tr1)  =  1     

 (Tr1  ζ
Κ 

1) fK(Tr1)  =  0 ,      0  K  Ν1 . 



Μετασχηματισμός Φουριέ μέσω πολυωνύμων του τελεστή  Tr1 

Για κάθε σήμα   s :  N  C : 

   Επειδή   (Tr1  ζ
Κ 

1) ( fK(Tr1) (s) )  =  0 ,    0  K  Ν1 , 

   τα σήματα   fK(Tr1) (s)   είναι ιδιο-διανύσματα του  Tr1 ,  

   με αντίστοιχες ιδιοτιμές  ζ
Κ  

,  0  K  Ν1 . 

Αντίστροφος μετασχηματισμός Φουριέ

0  Κ  Ν1  fΚ(Tr1) (s)  =   s     

   Τα σήματα   fK(Tr1) (s) ,   0  K  Ν1 ,  είναι οι συνιστώσες Φουριέ  του  s .  

Άσκηση 3   

Έστω Α ένα γραμμικό φίλτρο αναλλοίωτο ως προς κυκλικές ολισθήσεις 

και  Α(Ρ0)  η κρουστική απόκριση του  Α :   Α(Ρ0)(j)  =  hj ,   0  j  Ν1 . 

Έχουμε  Π( Α(Ρ0) )(x)  =  hn1 x
n1

 + ... h1 x + h0 .   

Ελέγξτε ότι:   Π( Α(Ρ0) )(Tr1) (s)  =   s  Α(Ρ0) . 

Άσκηση 4  

α Βρείτε την κρουστική απόκριση του τελεστή  fΚ(Tr1) . 

β Αποδείξτε ότι: fΚ(Tr1) (s)  =   s  ( 1/N ΕK )  

            =  sK ( 1/N ΕK ) . 



Σημείωση 3   

Έστω  Α  ένα φίλτρο γραμμικό και αναλλοίωτο ως προς κυκλικές ολισθήσεις.  

Έστω  Α(Ρ0)  η κρουστική απόκριση του  Α ,  και Α(Ρ0) (j)  =  hj ,   0  j  Ν1 . 

Έστω   hM ,  0  M  Ν1 ,  oι συντελεστές Φουριέ του σήματος  Α(Ρ0) . 

Θέτουμε  H(x)  =  0  K  Ν1  hΚ fK(x) . 

Από τον αντίστροφο μετασχηματισμό Φουριέ μέσω πολυωνύμων,    

  H(x)  =  h0
 
+ h1 x + ... hN1 x

Ν1
 :   

επομένως Α = φ(Η) .   

Για κάθε σήμα  s  θα έχουμε    

       Π( A(s) )  =  ( Η Π(s) )   mod x
N
1   

 =  ( 0  K  Ν1  hΚ fK(x) )  Π(s)(x)   mod x
N
1   

 =    0  K  Ν1  hΚ (fK(x)  Π(s)(x))   mod x
N
1 

    =  0  K  Ν1  hΚ SK fK(x)     από την Σημείωση 1 . 


