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1. Κάτω από ποιες προϋποθέσεις σε σχέση με την κατευθυντικότητα
ενός γραφήματος εξασφαλίζεται η συμμετρικότητα του μητρώου
γειτνίασης;

2. Σε ποιό διάστημα παίρνουν τιμές οι ιδιοτιμές:
• του Συμμετρικού Μητρώου, D-1/2AD-1/2

• του Μη Συμμετρικού Λαπλασιανού Μητρώου, LNS=I-D-1A; 
Δικαιολογήστε το προσωνύμιο “Τυχαίος Περίπατος”.
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3. Αποδείξτε ότι οι ιδιοτιμές λm του Συμμετρικού Κανονικοποιημένου
Λαπλασιανού Μητρώου, LS=I-D-1/2AD-1/2 όπου Α, D το μητρώο
γειτνίασης και βαθμών του γραφήματος αντίστοιχα, παίρνουν τιμές
στο διάστημα [0, 2].

4. Αποδείξτε ότι σε αυτή την περίπτωση o “DTGFT” της κρουστικής
απόκρισης του συστήματος εκφράζεται με την ακόλουθη σχέση:
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𝜆!ℎ! , 𝑚 = 0,1,2, … ,𝑀 − 1
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5. Υποθέστε ότι θέλετε να κάνετε Φασματική Αποθορυβοποίηση (
Spectral Denoising-filtering) χρησιμοποιώντας τις γνωστές, από το
μάθημα της Ψηφιακής Επεξεργασίας Σημάτων, τεχνικές σχεδίασης FIR 
φίλτρων.
Προσδιορίστε κατάλληλ-ο\ους μετασχηματισμ-ό\oύς που θα σας
επιτρέψει να τις χρησιμοποιήσετε.

6. Για τρεις (3) τουλάχιστον από τις παραπάνω τεχνικές να ορίσετε:
(α): τη συνάρτηση κόστους και
(β): το πρόβλημα βελτιστοποίησης που θα πρέπει να

λυθεί.
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7. To ιδανικό γράφημα που θα χρησιμοποιήσετε στα πειράματά σας
είναι το γράφημα κυκλοφορίας της Μινεσότα που φαίνεται
παρακάτω:

Υπάρχουν N = 2642 κόμβοι σε αυτό το γράφημα κυκλοφορίας.
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Fig. 3. An implementation structure of graph filter using CPA.

The matrix S is a normalized adjacency matrix.
Substituting (21) into (20), we have

G = 1
2
α0I +

M∑

n=1

αnTn(S) (22)

When input signal f passes through graph filter G in (22), its
output signal f out is given by

f out = Gf = 1
2
α0f +

M∑

n=1

αnTn(S)f

= 1
2
α0f +

M∑

n=1

αnf n (23)

where f n = Tn(S)f . Using Chebyshev polynomials, some typ-
ical sub-filters are given by T1(S) = S, T2(S) = −I + 2S2,
and T3(S) = −3S + 4S3. Moreover, given a graph signal f ,
the n-th element of the signal Sf can be computed as

(Sf )(n) = −
∑

m∈Nn

an,m√
dn

√
dm

f (m) (24)

where the neighborhood Nn is the set of the vertices con-
nected to the vertex vn by an edge. Thus, the operator S can be
implemented by using local (one-hop neighborhood) weighted
average of signal values. It is well-known that the Chebyshev
polynomials satisfy the following recurrence relation:

Tn(S) = 2STn−1(S) − Tn−2(S) for n = 2, 3, . . . (25)

with T0(S) = I and T1(S) = S. Thus, multiply both sides of
(25) by the signal f and using f n = Tn(S)f , we have

f n = 2Sf n−1 − f n−2 (26)

with f 0 = f and f 1 = Sf . Based on (23) and (26), an imple-
mentation structure is shown in Fig. 3. In this implementation,
the filter coefficients αn need to be stored in the local memory
of each graph vertex such that final output signal f out of graph
filter can be computed by using the linear combination of sub-
filter output signals f n, that is, output signal at vertex vm is
f out(m) = 1

2α0f (m) +∑M
n=1 αnf n(m).

Fig. 4. The signal f on Minnesota traffic graph that is used in the denoising
experiment.

V. APPLICATION EXAMPLE

In this section, the graph signal denoising application
example is studied. Given a noisy graph signal below:

y = f + ξ (27)

where f = [ f (1) f (2) · · · f (N) ]T is an original graph signal
and ξ = [ ξ (1) ξ (2) · · · ξ(N) ]T is a un-correlated additive
white noise, the problem is how to reconstruct the original
signal f from the observed noisy signal y. For conventional
smoothness-based method in [3], the original signal f has been
recovered approximately from noisy signal y by the following
matrix inversion method:

f r = (I + ρL)−1y = Hy (28)

where H = (I + ρL)−1. The spectral response of this filter
H is given by h(λ) = 1

1+ρλ which is a lowpass graph filter.
Now, let us use one example to compare the proposed low-
pass graph filter with this conventional lowpass filter in the
denoising application. In order to evaluate the performance, the
signal to noise ratios (SNR) of input and denoised signals are
defined by

SNRi = 10 log10

(
‖f‖2

2

‖y − f‖2
2

)

SNRo = 10 log10

(
‖f‖2

2∥∥f r − f
∥∥2

2

)

(29)

Clearly, the higher SNRo is preferred.
Example 3: In this example, the denoising experiment

of the Minnesota traffic graph signal is made. There are
N = 2642 vertices in this traffic graph. Fig. 4 shows the
original graph signal f which is the sum of eigenvectors of
the normalized Laplacian matrix L with eigenvalues smaller
than 0.5. Thus, signal f is a low-frequency signal, so the
lowpass graph filter can be employed to reduce noise. The
additive white noise ξ is a bounded noise uniformly dis-
tributed in the interval [−τ, τ ]. Here, the noise level τ is
chosen as 0.125, 0.25, 0.5 and 0.75 to control the values of
input SNRi. Table I lists the signal to noise ratios SNRo of
denoised signals f r = Hy of the conventional matrix inversion
method in (28) for various weighted factors ρ. The results
are average SNRo over 30 tests. Next, let λp = 0.5 and
λs = 0.8 be chosen to design minimax lowpass graph fil-
ter G using CPA, the SNRo of denoised signals f r = Gy
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8. Υποθέστε ότι διατίθεται το ακόλουθο ενθόρυβο σήμα γραφήματος:

𝐲 = 𝒙 + 𝒘
όπου: 

𝒙 = [𝑥 1 𝑥 2 … 𝑥 𝑁 − 1 𝑥 𝑁 ]!	

είναι το σήμα πληροφορίας του γραφήματος και:

𝒘 = [𝑤 1 𝑤 2 … 𝑤 𝑁 − 1 𝑤 𝑁 ]!
ασυσχέτιστος προσθετικός λευκός θόρυβος τυπικής απόκλισης 𝛔.
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Tο πρόβλημα είναι πώς θα ανακτήσουμε το αρχικό σήμα 𝒙 από το 
παρατηρούμενο θορυβώδες σήμα 𝐲.

9. Υπολογίστε το Συμμετρικό Κανονικοποιημένο Λαπλασιανό Μητρώο
του γραφήματος και υπολογίστε τις ιδιοτιμές του.

10. Είναι το σήμα 𝒙 ένα σήμα “χαμηλής συχνότητας”; Δικαιολογήστε την
απάντησή σας.
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11. Αν η απάντησή σας είναι θετική, για τη μείωση του θορύβου μπορεί
τε να χρησιμοποιήσετε ένα φίλτρο γραφήματος χαμηλής διέλευσης.

Αποφασίστε κατάλληλες συχνότητες:

(α): διάβασης λp και
(β): αποκοπής λs.
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12. Υποθέστε ότι ο προσθετικός λευκός θόρυβος 𝒘 είναι ομοιόμορφα
κατανεμημένος στο διάστημα [−σ, σ] και υπολογίστε το Signal to Noise 
Ratio (SNR):

10log(
||𝑥||""

||𝑤||""
)

 για τις ακόλουθες περιπτώσεις:
(α): σ= 0,125,
(β): σ=0,25,
(γ): σ=0,5 και
(δ): σ=0,75
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13. Για κάθε μία από τις παραπάνω περιπτώσεις, καταγράψτε την
απόδοση κάθε τεχνικής σχεδίασης για μήκη :

• Μ=5,
• M=7,
• M=9,
• M=11,
• M=13 και
• M=15

του φίλτρου.
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14. Χρησιμοποιείστε για την αρχικοποίηση της τεχνικής σχεδίασης που
βασίζεται στον αλγόριθμο του Remez την τεχνική don’t care.
Πόσο βελτιώνεται η ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθμου (σε αριθμό
επαναλήψεων π.χ.) για μήκη :

• Μ=5,
• M=7,
• M=9,
• M=11,
• M=13 και
• M=15

του φίλτρου;

http://www.ssp.ece.upatras.gr/moustakides/downloads/journals/flt2003.pdf
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15. Ελαχιστοποιείστε την παρακάτω συνάρτηση κόστους:

𝐶# 𝒙 = ||𝒙-y||"	" + 𝜇𝒙!𝐿%𝒙.
Αν:

𝒙#∗ = argmin
𝒙
𝐶#(𝒙)

συγκρίνετε τα αποτελέσματα της τεχνικής αυτής με την minmax σε
σχέση με την τιμή του μέγιστου σφάλματος που πετυχαίνει κάθε μία
τεχνική, για κάθε Μ και για τις τιμές 0.1, 0.2, 0.5, 0.8 της υπερ-
παραμέτρου μ.


