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Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν επτά (7) προβλήµατα µε ερωτήσεις

• του τύπου ‘‘Σωστό/Λάθος’’ και καλείσθε, µετά από ένα σύντοµο έλεγχο να κυκλώσετε τη
σωστή απάντηση.

• µε την ένδειξη ■ στα οποία πρέπει να δώσετε, δίχως αιτιολόγηση, την τελική απάντηση ή
λύση, µετά από σχετική προεργασία στο πρόχειρο.

• µε την ένδειξη □ στα οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-λύση’’
για το Ϲητούµενο στο χώρο που παρέχεται.

Σε όλες τις περιπτώσεις συστήνεται και σε κάποιες επιβάλλεται να ‘‘δουλέψετε’’ κάθε ερώτηµα ή
υποερώτηµα στο πρόχειρο ώστε η απάντησή σας να µην είναι τυχαία. Ως πρόχειρο µπορείτε να
χρησιµοποιήσετε τις λευκές σελίδες (άρτιες) του ϕυλλαδίου.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες και 15 λεπτά. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει 60
λεπτά µετά από την έναρξη της εξέτασης.

Λύσεις και σχόλια
Καλή Επιτυχία !

Σε οποιοδήποτε πρόβληµα µε τριγωνοµετρικές συναρτήσεις ο τριγωνοµετρικός κύκλος δίνει πολλές
πληροφορίες και αναµφισβήτητα ϐοηθάει.

Τριγωνοµετρικοί αριθµοί κάποιων γωνιών
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√
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Θ1. (2.4 µονάδες) ∆ώστε την απάντηση.
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=
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=
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.

(ϐʹ) ■ Εάν a ̸= 0 και r ∈ R, η σειρά
∞∑
n=1

(anr)2 συγκλίνει αν και µόνο αν r < −1/2.

∞∑
n=1

(anr)2 =

∞∑
n=1

a2n2r = a2
∞∑
n=1

1

n−2r

που είναι p-σειρά, δηλαδή
∑∞

n=1
1
np , µε p = −2r, άρα συγκλίνει αν p > 1, ισοδύναµα

−2r > 1.

(γʹ) ■ lim
x→0+

x lnx = 0.

Γράφοντας

x log x =
log x

1/x

ϐλέπουµε ότι καθώς x → 0+ ο αριθµητής και ο παρονοµαστής, οι οποίοι είναι παραγωγί-
σιµες συναρτήσεις για x > 0, απειρίζονται, έτσι από τον κανόνα του l’ Hospital παίρνουµε

lim
x→0+

x log x = lim
x→0+

log x

1/x
= lim

x→0+

1/x

−1/x2
= lim

x→0+
(−x) = − lim

x→0+
x = 0.

(δʹ) ■ lim
x→1

sin(x− 1)

1− x
= −1.

lim
x→1

sin(x− 1)

1− x
= lim

x→1

sin(x− 1)

−(x− 1)
= − lim

y→0

sin y

y
= −1.

(εʹ) ■ Το ολοκλήρωµα
∫ ∞

1

1 + xp

xq
dx συγκλίνει αν και µόνο αν q > 1 και q > p+ 1.∫ ∞

1

1 + xp

xq
dx =

∫ ∞

1

1

xq
dx+

∫ ∞

1

xp

xq
dx =

∫ ∞

1

1

xq
dx+

∫ ∞

1

1

xq−p
dx

(ϛʹ) ■ Αν z είναι µιγαδικός αριθµός και |z − i| = |z + i|, τότε z = x ∈ R.
Οι αριθµοί που ικανοποιούν την εξίσωση |z− i| = |z+ i| ισαπέχουν από τους ±i, ϐρίσκονται
δηλαδή επί της µεσοκαθέτου του τµήµατος (επί του ϕανταστικού άξονα) µε άκρα τους −i
και i, κατά συνέπεια είναι οι αριθµοί του πραγµατικού άξονα.

Οι ερωτήσεις (α΄), (ϐ΄), (ε΄) και (στ΄) του προβλήµατος σχετίζονται µε αντίστοιχες από το Θ1 του
διαγωνίσµατος του Ιουνίου, ειδικά το (ε΄) είναι κοινό στα δύο διαγωνίσµατα. Και εδώ δηµιουρ-
γείται το ϕυσιολογικό ερώτηµα: πως προετοιµάζεστε για τις εξετάσεις σας αν δεν ϕροντίζετε να
κατανοήσετε τουλάχιστον ό,τι περιέχεται σε προηγούµενη εξέταση ; Γιατί ο υπεύθυνος διδάσκων
αναρτά τις λύσεις ; Για να τις έχετε µαζί σας στην εξέταση ; Και αυτό συνέβη, κάποιοι/κάποιες,
αντιγράφοντας πρόβληµα από την προηγούµενη εξέταση, στο Θ6 έγραψαν ότι η παράγωγος του
λογαρίθµου είναι το ηµίτονο ή το συνηµίτονο !
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Θ2. (1.2 µονάδες) □ ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
√
x+ 1.

(αʹ) Να ϐρεθεί το πολυώνυµο Taylor 2ου ϐαθµού P2 που προσεγγίζει την f σε ένα διάστηµα
(−ϵ, ϵ) µε 0 < ϵ < 1.
Η συνάρτηση ορίζεται για x ≥ −1. Μας ενδιαφέρει η προσέγγιση σε διάστηµα συµµετρικό
ως προς το x0 = 0, οπότε οι συντελεστές υπολογίζονται στο 0. Από τον τύπο του Taylor
έχουµε

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(ξ)

3!
x3 = P2(x) +R2(ξ, x)

για κάποιο ξ µεταξύ 0 και x. Στη συνέχεια υπολογίζουµε

f(x) = (x+ 1)1/2 f ′(x) =
1

2
(x+ 1)−1/2 f ′′(x) = −1

4
(x+ 1)−3/2

f(0) = 1 f ′(0) =
1

2
f ′′(0) = −1

4
,

οπότε το πολυώνυµο Taylor δεύτερου ϐαθµού, στο 0, είναι

P2(x) = 1 +
1

2
x− 1

8
x2,

έτσι για x κοντά στο 0, ϐλέπε Σχήµα, είναι
√
1 + x ≈ 1 +

1

2
x− 1

8
x2.

(ϐʹ) Να εκτιµηθεί το µέγιστο σφάλµα της προσέγγισης της f από το P2 στο διάστηµα (−1/2, 1/2).
Την ακρίβεια της προσέγγισης εκτιµά το υπόλοιοπο R2(ξ, x), αφού f(x)−P2(x) = R2(ξ, x),
µε

R2(ξ, x) =
f ′′′(ξ)x3

3!
και f ′′′(x) =

3

8
(1 + x)−5/2,

έτσι

|R2(ξ, x)| =
∣∣∣∣ 3x3

8(1 + ξ)5/23!

∣∣∣∣ ≤ (1/2)3

16(1− 1/2)5/2
=

1

16
√
2
= 0.0442

επειδή x ∈ [−1/2, 1/2] και 0 < |ξ| < |x|.

Στο σχήµα που ακολουθεί ϐλέπουµε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων
√
x+ 1, και

P2(x) και πόσο κοντά είναι οι δύο σε µικρά διαστήµατα γύρω από το 0.

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−2

−1

1

2

0

f(x) =
√
x+ 1

P2(x)

Το πρόβληµα είναι λυµένη άσκηση, ϐλέπε Ασκήσεις Α04 Παράγωγοι συναρτήσεων # 8. Βλέπε
και ∆ιαγώνισµα Ιουνίου 2017, Θ3 στο eclass. Και συνεχίζουν ακάθεκτοι κάποιοι/κάποιες να
γράφουν δυνάµεις του

√
x+ 1 στο πολυώνυµο Taylor.
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Θ3. (1.8 µονάδες) Κυκλώστε Σ για σωστό ή Λ για λάθος.

(αʹ) Αν η σειρά
∞∑
n=0

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά
∞∑
n=0

√
|an| συγκλίνει. Σ Λ

Η
∑∞

n=1
1
n2 συγκλίνει, αλλά η

∑∞
n=1

√
1
n2 =

∑∞
n=1

1
n αποκλίνει. Βλέπε Θ1. (ϐ΄) και Ασκή-

σεις Α03 Σειρές, # 2.γ

(ϐʹ) Αν x, y ∈ R, τότε | arctanx− arctan y| ≥ |x− y|. Σ Λ
Επειδή η συνάρτηση arctanx είναι παραγωγίσηµη στο R για κάθε πραγµατικό x και για
κάθε πραγµατικό y, υπάρχει s µεταξύ x και y ώστε

arctanx− arctan y = (arctan′ s)(x− y) =
1

1 + s2
(x− y)

από το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής, έτσι

| arctanx− arctan y| = 1

1 + s2
|x− y| ≤ |x− y|.

(γʹ) Αν η f > 0 είναι συνεχής, η an =

∫ n

1

1

f(x)
dx είναι αύξουσα. Σ Λ

an+1 =

∫ n+1

1

1

f(x)
dx =

∫ n

1

1

f(x)
dx+

∫ n+1

n

1

f(x)
dx >

∫ n

1

1

f(x)
dx = an

αφού 1/f(x) > 0. Σηµείωση, από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής υπάρχει ξ ∈ (n, n+ 1) ώστε∫ n+1

n

1

f(x)
dx =

1

f(ξ)
(n+ 1− n) =

1

f(ξ)
> 0

από την υπόθεση στην f .

(δʹ) Η σειρά
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
συγκλίνει. Σ Λ

0 ≤
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

1

n2 + n
≤

∞∑
n=1

1

n2
.

Η τελευταία σειρά συγκλίνει ως p-σειρά µε p = 2 > 1, κατά συνέπεια η δοσµένη σειρά
συγκλίνει.

(εʹ) Το ολοκλήρωµα
∫ +∞

1

sinx

x2
dx συγκλίνει. Σ Λ

Για κάθε β > 1 ισχύει∣∣∣∣ ∫ β

1

sinx

x2
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ β

1

∣∣∣∣sinxx2

∣∣∣∣dx ≤
∫ β

1

1

x2
dx <

∫ +∞

1

1

x2
dx

και το τελευταίο ολοκλήρωµα συγκλίνει (p = 2 > 1) έπεται ότι το δοσµένο ολοκλήρωµα
συγκλίνει. Βλέπε ∆ιάλεξη 10, σελίδες 11-12.

(ϛʹ) Αν ο z είναι µιγαδικός αριθµός, τότε |z| ≤ |Re z|+ | Im z|. Σ Λ
Αν z = x+ yi, τότε x = Re z και y = Im z οπότε

|z| =
√

x2 + y2 ≤
√
x2 +

√
y2 = |x|+ |y| = |Re z|+ | Im z|.
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Θ4. (1.2 µονάδες) □ ∆ίνεται η εξίσωση
dy

dx
= y2 − 1.

(αʹ) Σε ένα γράφηµα δώστε τη συµπεριφορά των λύσεων, καθώς x → +∞, ανάλογα µε την
αρχική συνθήκη y(0) = y0.
Οι συναρτήσεις y = −1 και y = 1 ικανοποιούν την διαφορική εξίσωση είναι δηλαδή λύσεις
της εξίσωσης. Αν |y| > 1, τότε y′ > 0, άρα η y είναι αύξουσα, ενώ αν |y| < 1, τότε y′ < 0,
οπότε η y είναι ϕθίνουσα. Τα αποτελέσµατα αυτά αποτυπώνονται στο σχήµα

x

y

1

−1

(ϐʹ) Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις της εξίσωσης.
Οι y = ±1 είναι, όπως είδαµε στο (α΄) λύσεις της εξίσωσης. Για y ̸= ±1 η εξίσωση γράφεται

y′

y2 − 1
= 1 ⇒

∫
y′

(y − 1)(y + 1)
dx =

∫
dx ⇒

∫
dy

(y − 1)(y + 1)
=

∫
dx.

Αναλύοντας σε απλά κλάσµατα ϐρίσκουµε∫
dy

(y − 1)(y + 1)
=

∫ [
1/2

(y − 1)
− 1/2

(y + 1)

]
dy =

1

2

[∫
dy

y − 1
−
∫

dy
y + 1

]
=

∫
dx

⇒ 1

2
[ln |y − 1| − ln |y + 1|] = x+ c

οπότε

ln

∣∣∣∣y − 1

y + 1

∣∣∣∣ = 2x+ 2c ⇒
∣∣∣∣y − 1

y + 1

∣∣∣∣ = e2x+2c ⇒ y − 1

y + 1
= ±e2x+2c = ±e2ce2x = ke2x

µε k = ±e2c, απ΄ όπου λύνοντας ως προς y ϐρίσκουµε

y − 1 = (y + 1)ke2x ⇒ · · · ⇒ y =
1 + ke2x

1− ke2x
.

Αν y(0) = y0 ϐρίσκουµε y0 = (1 + k)/(1− k) οπότε k = (y0 − 1)/(y0 + 1) και η λύση µετά
από πράξεις γίνεται

y =
y0(1 + e2x) + 1− e2x

y0(1− e2x) + 1 + e2x
.

Για y0 = ±1 προκύπτουν αντίστοιχα οι λύσεις y = ±1, κατά συνέπεια η τελευταία έκφραση
είναι η γενική λύση της εξίσωσης.
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Θ5. (2.4 µονάδες) ΄Εστω z = 3 + i
√
3.

(αʹ) ■ |z| = 2
√
3.

|z| =
√
32 + (

√
3)2 =

√
9 + 3 =

√
12 = 2

√
3.

Και όµως, υπάρχουν εξεταζόµενοι που δεν γνωρίζουν ότι το µέτρο µιγαδικού αριθµού είναι
η ευκλείδεια απόσταση του αριθµού από την αρχή των αξόνων. Και έχετε µαζί σας ό,τι
ϐοήθηµα έχετε επιλέξει να έχετε.

(ϐʹ) ■ Αν z = r(cos θ + i sin θ), και 0 ≤ θ < 2π, τότε

i. r = |z| = 2
√
3.

ii. cos θ =
3

2
√
3
=

√
3

2
.

iii. sin θ =

√
3

2
√
3
=

1

2
.

iv. θ = =
π

6
. Βλέπε πίνακα τριγωνοµετρικών αριθµών στη πρώτη σελίδα.

(γʹ) ■ Η εκθετική µορφή (z = reiθ) του z είναι z = 2
√
3eiπ/6.

Θ6. (0.6 µονάδες) □ Αν δ > 0, να ϐρεθεί διάστηµα µέγιστου µήκους ώστε

| lnx− ln y| > δ|x− y|

για όλα τα σηµεία x, y του διαστήµατος.

΄Εχουµε ότι x > 0 και y > 0 (για να ορίζεται ο λογάριθµος). Από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής, που
ισχύει αφού η συνάρτηση ln είναι παραγωγίσιµη στο (0,+∞), άρα και συνεχής, έπεται ότι

lnx− ln y =
1

ξ
(x− y)

για κάθε x > 0 και y > 0, όπου ξ είναι κάποιος πραγµατικός αριθµός µεταξύ x και y, άρα
ϑετικός, έτσι

| lnx− ln y| = 1

ξ
|x− y|,

οπότε ϑέλουµε
1

ξ
> δ ⇔ ξ <

1

δ

για όλα τα x > 0 και y > 0. Εποµένως το Ϲητούµενο διάστηµα είναι το (0, 1/δ) αφού οποτεδήποτε
οι x και y περιέχονται σ΄ αυτό το διάστηµα περιέχεται και το αντίστοιχο ξ, άρα ισχύει η Ϲητούµενη
ανισότητα.

Η ιδέα είναι παρόµοια µε αυτή της άσκησης # 6 από τις Ασκήσεις Α04 Παράγωγοι συναρτήσεων.
Βλέπε και Θ6. από το διαγώνισµα του Ιουνίου.
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Θ7. (0.6 µονάδες) □ Αποδείξτε ότι

4x ≤ x3

3
+

16

3

για όλα τα x > 0.

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

2

4

6

8

10

0

f(x) =
x3

3
− 4x+

16

3

Θέλουµε, ισοδύναµα, να δείξουµε ότι

f(x) =
x3

3
− 4x+

16

3
≥ 0 για κάθε x > 0.

Η f είναι παραγωγίσιµη οπότε παίρνοντας την παράγωγο ϐρίσκουµε

f ′(x) = x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2).

Παρατηρούµε ότι για 0 < x < 2 η f είναι ϕθίνουσα, αφού f ′(x) < 0, f ′(2) = 0, και για x > 2
η f είναι αύξουσα, αφού f ′(x) > 0, συνεπώς η f παίρνει την ελάχιστη τιµή της (στο x > 0) στο
x = 2, εποµένως

f(x) ≥ f(2) ⇔ x3

3
− 4x+

16

3
≥ 0

που είναι ότι ϑέλουµε να δείξουµε.

Το πρόβληµα είναι ειδική περίπτωση της ανισότητας του Young, ϐλέπε Ασκήσεις Α05 Παράγωγοι
συναρτήσεων ΙΙ # 3, µε p = 3, q = 2/3 και b = 4.


