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Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν τριών ειδών ερωτήσεις που απαρτίζουν έξι ϑέµατα.

1. Ερωτήσεις µε την ένδειξη ■. Σε αυτά πρέπει να δώσετε τη λύση µε ένα σύντοµο υπολογισµό,
ή δίχως αιτιολόγηση αν κρίνετε ότι δεν χρειάζεται.

2. Ερωτήσεις µε την ένδειξη . Αυτά είναι ερωτήµατα του τύπου σωστό/λάθος και καλείσθε
να γράψετε στον κύκλο ‘‘Σ’’ για σωστό ή ‘‘Λ’’ για λάθος.

3. Ερωτήσεις στις οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-λύση’’ για
το Ϲητούµενο στο χώρο που παρέχεται.

Σε όλες τις περιπτώσεις συστήνεται και σε κάποιες επιβάλλεται να ‘‘δουλέψετε’’ κάθε ερώτηση ή
υποερώτηση στο πρόχειρο ώστε η απάντησή σας να µην είναι τυχαία.

Ερωτήσεις του τύπου 1 και 2 είναι ισοδύναµες.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει 1 ώρα µετά από την
έναρξη της εξέτασης.

Καλή Επιτυχία !

Σε οποιοδήποτε πρόβληµα µε τριγωνοµετρικές συναρτήσεις ο τριγωνοµετρικός κύκλος δίνει πολλές
πληροφορίες και αναµφισβήτητα ϐοηθάει.

Τριγωνοµετρικοί αριθµοί κάποιων γωνιών

x 0 π/6 π/4 π/3 π/2

cosx 1
√
3/2

√
2/2 1/2 0

sinx 0 1/2
√
2/2

√
3/2 1

Λύσεις. Σύµπτυξη διαφορετικών εκδοχών
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Θ1. ∆ώστε την απάντηση.

■ lim
N→∞

∫ N

−N

1

1 + kx2
dx =

π√
k

, όπου k = 2, 3.

Γνωρίζουµε ότι (arctanx)′ =
1

1 + x2
> 0 και

x

y

0

f(x) = 1
1+x2

a b

1

εποµένως ∫ b

a

1

1 + x2
dx = arctan b− arctan a,

κατά συνέπεια∫ N

−N

1

1 + kx2
dx =

∫ N

−N

1

1 + (
√
kx)2

dx =
1√
k

∫ N
√
k

−N
√
k

1

1 + y2
dy → 1√

k

∫ ∞

−∞

1

1 + y2
dy

=
π√
k
.

αφού arctan(±∞) = ±π/2.

■ lim
x→0

sin(tanx)

x
= lim

x→0

sin(tanx)

tanx

tanx

x
= lim

x→0

sin(tanx)

tanx

sinx

x

1

cosx
= 1.

■ lim
n→∞

(
1 +

k

n+m

)n

= ek, όπου k,m είναι σταθεροί ϕυσικοί αριθµοί.

Γνωρίζουµε ότι lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n

= ek, εποµένως

(
1 +

k

n+m

)n

=

(
1 +

k

n+m

)n+m 1(
1 +

k

n+m

)m → ek
1

1
= ek

■ Αν z είναι µιγαδικός αριθµός και |z − i| = |z − 1|, τότε z = x+ ix µε x ∈ R.

x

iy

0 1

z = x+ ix

i

Οι Ϲητούµενοι µιγαδικοί αριθµοί ϐρίσκονται πάνω στη µεσοκάθετο του τµήµατος µε άκρα
τους αριθµούς 1 και i, που είναι η υποτείνουσα του ορθογωνίου και ισοσκελούς τριγώνου µε
κορυφές τα σηµεία 0, 1 και i, άρα η µεσοκάθετος είναι η διχοτόµος y = x.
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■ Εάν a ∈ R, η σειρά
∞∑
n=0

(4a2)−n/2 συγκλίνει αν και µόνο αν |a| > 1/2.

∞∑
n=0

(4a2)−n/2 =
∞∑
n=0

(2|a|)−n =
∞∑
n=0

(
1

2|a|

)n

που είναι γεωµετρική σειρά άρα συγκλίνει αν και µόνο αν 1/(2|a|) < 1 ισοδύναµα αν και
µόνο αν |a| > 1/2.

■
∫ ∞

1

1 + 3
√
x

xp
dx < ∞ αν και µόνο αν p> 4/3.

∫ ∞

1

1 + 3
√
x

xp
dx =

∫ ∞

1

1

xp
dx+

∫ ∞

1

x1/3

xp
dx =

∫ ∞

1

1

xp
dx+

∫ ∞

1

1

xp−1/3
dx

οπότε ϑέλουµε p > 1 και p− 1/3 > 1.

Θ2. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = 1± a cosx, όπου a ̸= 0.

(αʹ) Να ϐρεθεί το πολυώνυµο Taylor 2ου ϐαθµού P2 που προσεγγίζει την f σε ένα διάστηµα
(−ϵ, ϵ).
Θεωρούµε την περίπτωση f(x) = 1− a cosx, και υπολογίζουµε

f ′(x) = a sinx, f ′′(x) = a cosx, f ′′′(x) = −a sinx

εποµένως f(0) = 1− a, f ′(0) = 0 και f ′′(0) = a, κατά συνέπεια

P2(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 = 1− a+

a

2
x2

(ϐʹ) Να εκτιµηθεί το µέγιστο σφάλµα της προσέγγισης της f από το P2 στο διάστηµα (−π/4, π/4).
Αν R2(x) είναι το υπόλοιπο Taylor, τότε f(x) − P2(x) = R2(x) για κάθε x ∈ (−π/4, π/4),
ισοδύναµα ∣∣∣∣f(x)− P2(x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−a sin ξ

3!
x3

∣∣∣∣, για κάποιο ξ µεταξύ 0 και x

≤ |a|
6

sin

(
π

4

)
|x3|

≤ |a|
6
√
2

(
π

4

)3

< 0.0571|a|.

Σηµείωση:

f(x)− P2(x) = 1− a cosx−
(
1− a+

a

2
x2

)
= −a

(
cosx− 1 +

1

2
x2

)
.

Βλέπε ∆ιάλεξη 07 σελίδες 30,31.
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Θ3. Γράψτε Σ για σωστό ή Λ για λάθος στο λευκό κυκλάκι.

Σ Αν 0 < a < b, τότε
∫ L

0
ln(a+ x)dx ≤

∫ L

0
ln(b+ x)dx, για κάθε L > 0.

a+ x < b+ x ⇒ ln(a+ x) < ln(b+ x), αφού η ln είναι αύξουσα, και το αποτέλεσµα έπεται
από την ιδιότητα του ολοκληρώµατος f(x) ≤ g(x) ⇒

∫ β
α f(x)dx ≤

∫ β
α g(x)dx (α < β).

Σ Αν 0 < a < b, τότε
∫ a

0
ln(L+ x)dx ≤

∫ b

0
ln(L+ x)dx, για κάθε L ≥ 1.

L ≥ 1 ⇒ L+ x ≥ 1 ⇒ ln(L+ x) ≥ 0, για κάθε x ≥ 0, και το αποτέλεσµα έπεται από το την
ιδιότητα του ολοκληρώµατος f(x) ≥ 0 ⇒

∫ α
0 f(x)dx ≤

∫ α
0 f(x)dx+

∫ β
α f(x)dx (α < β).

Σ Αν η σειρά
∞∑
n=0

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά
∞∑
n=0

an

1 +
√
|an|

συγκλίνει.

Επειδή ∣∣∣∣ an

1 +
√
|an|

∣∣∣∣ ≤ |an|

και η σειρά
∑∞

n=0 |an| συγκλίνει έπεται ότι και η δοσµένη σειρά συγκλίνει απολύτως, κατά
συνέπεια συγκλίνει.

Σ Αν η σειρά
∞∑
n=0

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά
∞∑
n=0

an
1 + a2n

συγκλίνει.

΄Οπως στην προηγούµενη περίπτωση.

Λ Αν η f είναι συνεχής, f ≥ 0 και f(x) → 0, καθώς x → ∞, τότε
∫ ∞

1

f(x)

x2/3
dx < ∞.

Αν f(x) = 1/xr ώστε r + 2/3 < 1, ισοδύναµα r < 1/3, η f ικανοποιεί τις υποθέσεις και το
ολοκλήρωµα είναι p ολοκλήρωµα µε p < 1 άρα αποκλίνει.

Λ Η σειρά
∞∑
n=1

cos(nπ)

np
συγκλίνει αν και µόνο αν p > 1.

Επειδή cos(nπ) = (−1)n η σειρά είναι εναλλασσόµενη
∞∑
n=1

cos(nπ)

np
=

∞∑
n=1

(−1)n
1

np

όπου για p > 0 είναι 1/np > 1/(n + 1)p και 1/np → 0, κατά συνέπεια από το κριτήριο του
Leibniz η σειρά συγκλίνει εφόσον p > 0.

Σ
∣∣∣∣ ∫ π/2

−π/2
cos(a+ x)dx

∣∣∣∣ ≤ π, για κάθε a ∈ R.∣∣∣∣ ∫ π/2

−π/2
cos(a+ x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ π/2

−π/2
| cos(a+ x)|dx ≤

∫ π/2

−π/2
dx =

π

2
−
(
−π

2

)
= π.

Σ Αν ο z είναι µιγαδικός αριθµός, τότε |ez| ≤ e|z|.
Αν z = x+ iy, τότε ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y), εποµένως

|ez| = ex ≤ e|x| = e
√
x2 ≤ e

√
x2+y2 = e|z|.
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Θ4. ∆ίνεται η εξίσωση (∆ιάλεξη 12 σελίδες 16-18, και Επαναληπτικές Ασκήσεις ΙΙ σελίδες 9-11.)
dy
dx

= y(α− y),

όπου α είναι το τελευταίο µη µηδενικό ψηφίο του αριθµού µητρώου σας.

(αʹ) Σε ένα γράφηµα δώστε τη συµπεριφορά των λύσεων, καθώς x → +∞, ανάλογα µε την
αρχική συνθήκη y(0) = y0.
Παρατηρούµε ότι οι y = 0 και y = α ικανοποιούν την εξίσωση, είναι δηλαδή λύσεις. Για
y ̸= 0 και y ̸= α παρατηρούµε ότι : αν y > α, τότε y′ = y(α − y) < 0, άρα η y είναι
ϕθίνουσα, αν 0 < y < α, τότε y′ > 0, άρα η y είναι αύξουσα και τέλος αν y < 0, τότε y′ < 0,
άρα η y είναι ϕθίνουσα. Η συµπεριφορά αποτυπώνεται στο σχήµα

x

y

α

(ϐʹ) Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις της εξίσωσης.
Αναφέραµε ότι οι y = 0 και y = α είναι λύσεις της εξίσωσης. Αν y ̸= 0 και y ̸= α η εξίσωση
γίνεται

y′

y(α− y)
= 1 ⇒

∫
y′

y(α− y)
dx =

∫
dx

Επειδή (γιατί ;)
1

y(α− y)
=

1

α

(
1

y
+

1

α− y

)
παίρνουµε

1

α

(∫
y′

y
dx+

∫
y′

α− y
dx

)
=

∫
dx ⇒ 1

α

(
log |y| − log |α− y|

)
= x+ c

log

∣∣∣∣ y

α− y

∣∣∣∣ = αx+ αc ⇒ y

α− y
= ±eαxeαc = keαx

οπότε
y = (α− y)keαx ⇒ y(1 + keαx) = αkeαx ⇒ y =

αkeαx

1 + keαx

συνεπώς

y(0) = y0 =
αk

1 + k
⇒ k =

y0
α− y0

έτσι τελικά ϐρίσκουµε
y =

αy0
y0 + (α− y0)e−αx

.

Από την τελευταία σχέση προκύπτουν, για y0 = 0 και y0 = α, αντίστοιχα, οι σταθερές λύσεις
y = 0 και y = α αλλά και η συµπεριφορά των λύσεων στο σχήµα του πρώτου µέρους.
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Θ5. ΄Ενα σχήµα είναι χρήσιµο. Εάν x > 0, ορίζουµε z = x+ i.

x

iy

0 x1 x2

z1 = x1 + i z2 = x2 + i
i

(αʹ) ■ |z| =
√

x2 + 1, από το σχήµα.

(ϐʹ) ■ Αν z = r(cos θ + i sin θ), τότε

i. r =
√
x2 + 1.

ii. cos θ =
x√

x2 + 1
, από το ορθογώνιο τρίγωνο.

iii. sin θ =
1√

x2 + 1
, από το ορθογώνιο τρίγωνο.

(γʹ) ■ lim
x→+∞

Arg(z) = 0, από το σχήµα. Η γωνία µικραίνει καθώς x → ∞.

∆ιαφορετικά από τα ii. και iii. έπεται ότι

tan θ =
sin θ

cos θ
=

1

x
⇒ θ = arctan

1

x

οπότε
lim

x→+∞
Arg(z) = lim

x→∞
θ = lim

x→∞
arctan

1

x
= arctan 0 = 0.

(δʹ) ■ Η εκθετική µορφή (z = reiθ) του z είναι z = (
√
x2 + 1)ei arctan(1/x), από το προηγούµενο

ϐήµα.

Η εκδοχή, z = x− i λύνεται µε ανάλογο τρόπο.
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Θ6. Να ϐρεθεί ανοικτό διάστηµα µέγιστου µήκους ώστε

| cosx− cos y| > 1

2
|x− y|

για όλα τα σηµεία x, y του διαστήµατος.

Από το ϑεώρηµα της µέσης τιµής έχουµε

cosx− cos y = − sin ξ(x− y)

για κάποιο ξ µεταξύ x και y, οπότε για να ισχύει η Ϲητούµενη σχέση ϑέλουµε

| − sin ξ| = | sin ξ| > 1

2
⇔ ξ ∈

(
π

6
,
5π

6

)
∪
(
7π

6
,
11π

6

)
,

αν περιοριστούµε στο [0, 2π], αφού ενδιαφερόµαστε για ένα µόνο διάστηµα.

cos θ

sin θ

π/65π/6

7π/6 11π/6

sin(π/6) = sin(5π/6) = 1/2

sin(7π/6) = sin(11π/6) = −1/2

Αν x, y ∈ (π/6, 5π/6), ή x, y ∈ (7π/6, 11π/6), τότε και το ξ αφού είναι µεταξύ τους ϑα περιέχεται
στο αντίστοιχο διάστηµα, οπότε ϑα ικανοποιείται η Ϲητούµενη ανισότητα. Το καθένα από τα
δύο αυτά διαστήµατα είναι το µέγιστο δυνατό, µήκους 4π/3, έτσι µπορούµε να πάρουµε το
(π/6, 5π/6), για παράδειγµα.

Το σύνολο όλων των x, y για τα οποία ισχύει η ανισότητα είναι η ένωση διαστηµάτων

E =
⋃
k∈Z

(
kπ +

π

6
, kπ +

5π

6

)
.

Η εκδοχή, | sinx− sin y| > 1

2
|x− y| λύνεται µε ανάλογο τρόπο.


