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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΓΕΝΙΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Ι
ΑΑΕΣ 23 Ιουνίου 2025

Στοιχεία Εξεταζόµενου/ης

επωνυµο: ονοµα:

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης : . . . . . .

αιθουσα : ΑΦΕ στηλη: µοναδεσ:

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν τριών ειδών ερωτήσεις.

1. Ερωτήσεις µε την ένδειξη ■. Σε αυτά πρέπει να δώσετε τη λύση µε ένα σύντοµο υπολογισµό,
ή δίχως αιτιολόγηση αν κρίνετε ότι δεν χρειάζεται.

2. Ερωτήσεις του τύπου ‘‘Σωστό/Λάθος’’ ή πολλαπλής επιλογής και καλείσθε, µετά από ένα
σύντοµο έλεγχο να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

3. Ερωτήσεις στις οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-λύση’’ για
το Ϲητούµενο στο χώρο που παρέχεται.

Σε όλες τις περιπτώσεις συστήνεται και σε κάποιες επιβάλλεται να ‘‘δουλέψετε’’ κάθε ερώτηση ή
υποερώτηση στο πρόχειρο ώστε η απάντησή σας να µην είναι τυχαία.

Ερωτήσεις του τύπου 1 και 2 είναι ισοδύναµες.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες και 15 λεπτά. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει 1
ώρα µετά από την έναρξη της εξέτασης.

Καλή Επιτυχία !

Σε οποιοδήποτε πρόβληµα µε τριγωνοµετρικές συναρτήσεις ο τριγωνοµετρικός κύκλος δίνει πολλές
πληροφορίες και αναµφισβήτητα ϐοηθάει.

Τριγωνοµετρικοί αριθµοί κάποιων γωνιών

x 0 π/6 π/4 π/3 π/2

cosx 1
√
3/2

√
2/2 1/2 0

sinx 0 1/2
√
2/2

√
3/2 1

Λύσεις και Σχόλια
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Θ1. ∆ίνεται η εξίσωση y′ = αx(β − y), όπου α, β είναι ϑετικοί αριθµοί.

(αʹ) Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις της εξίσωσης.

Η εξίσωση είναι χωριζοµένων µεταβλητών αλλά και γραµµική αφού

y′ = αβx− αxy ⇒ y′ + αxy = αβx. (1)

i. Ως χωριζοµένων µεταβλητών : Η y = β είναι µία λύση της εξίσωσης και για y ̸= β
έχουµε

y′

β − y
= αx ⇒

∫
y′

β − y
dx =

∫
αxdx

⇒
∫

y′

y − β
dx = −

∫
αxdx

⇒ ln |y − β| = −α

2
x2 + c

⇒ y − β = ±e−
α
2
x2
ec

⇒ y = β + Ce−
α
2
x2
, όπου C = ±ec.

Σηµειώστε ότι η λύση y = β προκύπτει για C = 0.
ii. Ως γραµµική: ΄Ενας ολοκληρωτικός παράγοντας για την (1) είναι η µ(x) = e

α
2
x2

, οπότε
παλλαπλασιάζοντας την εξίσωση µε µ(x) έχουµε

y′e
α
2
x2

+ yαxe
α
2
x2

= αβxe
α
2
x2 ⇒ (ye

α
2
x2
)′ = αβxe

α
2
x2

= β(e
α
2
x2
)′

⇒ ye
α
2
x2

= βe
α
2
x2

+ c

⇒ y = β + ce−
α
2
x2

Επειδή η εξίσωση είναι γραµµική, είτε το δούµε είτε όχι, οποιαδήποτε λύση προκύπτει από
ένα γενικό τύπο λύσης, τη γενική λύση. Το c στη γραµµική δεν έχει κανένα περιορισµό,
είναι µια σταθερά ολοκλήρωσης, και για c = 0 προκύπτει και η λύση y = β. Το C, στην
πρεσέγγιση των χωριζοµένων µεταβλητών που είναι το ±ec µπορεί να γίνει µηδέν ώστε να
πάρουµε τη λύση y = β; Παρατηρούµε ότι καθώς c → −∞, το |C| γίνεται αυθαίρετα µικρό,
οσοδήποτε κοντά στο 0.

(ϐʹ) Αν η y είναι µια λύση να ϐρεθεί το όριο της y, καθώς x → ∞.

Επειδή α > 0 έχουµε

lim
x→∞

y = lim
x→∞

(β + ce−
α
2
x2
) = β + 0 = β.

(γʹ) Να ϐρεθεί η λύση µε y(0) = y0.

Επειδή
y(0) = β + c = y0 ⇒ c = y0 − β

η λύση είναι η
y = β + (y0 − β)e−

α
2
x2
.
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Θ2. Υπολογίστε, ή δώστε την απάντηση

(αʹ) lim
n→∞

(
1 +

1

9n

)3n

= lim
n→∞

(
1 +

1/3

3n

)3n

= lim
k→∞

(
1 +

1/3

k

)k

= e1/3.

Γενικά

lim
n→∞

(
1 +

1

an

)bn

= lim
n→∞

(
1 +

b/a

bn

)bn

= lim
k→∞

(
1 +

b/a

k

)k

= eb/a.

(ϐʹ) ■ Αν n ∈ N, lim
x→+∞

ex − xn

ex + xn
= lim

x→+∞

1− xn

ex

1 +
xn

ex

=
1− 0

1 + 0
= 1,

αφού

lim
x→+∞

xn

ex
= lim

x→+∞

nxn−1

ex
= · · · = lim

x→+∞

n!

ex
= 0.

(γʹ) Αν p > 0, lim
x→0+

xp lnx = lim
x→0+

lnx
1

xp

= lim
x→0+

1/x

−p/xp+1
= lim

x→0+

xp

−p
= 0.

Θ3. Αν a > 0 και p > 1 είναι πραγµατικοί αριθµοί, να ϐρεθεί το µέγιστο διάστηµα Ia ώστε

|(x+ a)p − (x− a)p| > a

για όλα τα σηµεία x του διαστήµατος.

Επειδή α > 0 έχουµε ότι x+α > x−α, για κάθε x ∈ R, εποµένως η έκφραση (x−α)p ορίζεται,
για πραγµατικό p > 1, για x ≥ a. ΄Ετσι η ποσότητα (x + a)p − (x − a)p είναι ϑετική. Επιπλέον
η συνάρτηση f(x) = xp είναι παραγωγίσιµη στο (0,+∞) εποµένως από το ΘΜΤ έχουµε ότι για
κάθε x > a

|(x+ a)p − (x− a)p| = (x+ a)p − (x− a)p = pξp−1[(x+ α)− (x− α)],

για κάποιο ξ ώστε x− α < ξ < x+ α, εποµένως ϑέλουµε

pξp−12α > α ⇔ ξp−1 >
1

2p
⇔ ξ >

(
1

2p

)1/(p−1)

.

Η τελευταία ανισότητα εξασφαλίζεται αν η µικρότερη δυνατή τιµή του ξ την ικανοποιεί, έτσι
ϑέλουµε

x− α >

(
1

2p

)1/(p−1)

⇒ x > α+

(
1

2p

)1/(p−1)

κατά συνέπεια το Ϲητούµενο διάστηµα είναι το(
α+

(
1

2p

)1/(p−1)

,+∞
)
.



ΕΣτ
/Τ

ΜΗΥ&
Π

Θ4. ∆ίνεται η συνάρτηση
f(x) = x2 − lnx− 1, x > 0.

(αʹ) Να ϐρεθεί το πολυώνυµο Taylor 2ου ϐαθµού P2(x) που προσεγγίζει την f(x) σε διάστηµα
γύρω από το x0 = 1.

Η συνάρτηση είναι super duper καλή στο (0,+∞), και το πολυώνυµο Taylor 2ου ϐαθµού
που προσεγγίζει την συνάρτηση σε ένα διάστηµα γύρω από το x = 1, έστω (1− δ, 1 + δ) µε
δ > 0, δίνεται από τη σχέση

P2(x) = f(1) +
f ′(1)

1!
(x− 1) +

f ′′(1)

2!
(x− 1)2.

΄Ετσι υπολογίζουµε

f ′(x) = 2x− 1

x
, f ′′(x) = 2 +

1

x2

εποµένως
f(1) = 0, f ′(1) = 1, f ′′(1) = 3,

εποµένως το Ϲητούµενο πολυώνυµο είναι το

P2(x) = (x− 1) +
3

2
(x− 1)2.

Κάτι ακόµα ηρωικοί απόγονοι ηρωικών προγόνων, το παραπάνω P2(x) είναι µια χαρά
πολυώνυµο, που δείχνει ότι είναι ένα ανάπτυγµα γύρω από το x = 1. ∆εν χρειάζεται ντε και
καλά να το γράψουµε στη µορφή

P2(x) = ax2 + bx+ c.

(ϐʹ) Να εκτιµηθεί το µέγιστο σφάλµα της προσέγγισης της f(x) από το P2(x) στο διάστηµα
(1− 1/2, 1 + 1/2).

Επειδή

f(x) = P2(x) +R2(x), όπου R2(x) =
f (3)(ξ)

3!
(x− 1)3,

µε ξ µεταξύ 1 και x, είναι το υπόλοιπο, η ακρίβεια της προσέγγισης καθορίζεται από το
υπόλοιπο, µέσω της

|f(x)− P2(x)| = |R2(x)| ≤ max
1/2<x<3/2

|R2(x)|.

Επειδή

f (3)(x) = − 2

x3
,

έπεται ότι
R2(x) = − 2

3!ξ3
(x− 1)3

και το µέγιστο δυνατό της |R2(x)| στο διάστηµα συµβαίνει εκεί όπου ο αριθµητής είναι ο
µέγιστος δυνατός, για x = 3/2 και ο παρονοµαστής ο ελάχιστος δυνατός, για ξ = 1/2, έτσι

max
1/2<x<3/2

|R2(x)| ≤
(3/2− 1)3

3(1/2)3
=

1

3
.

Κάτι ακόµα, η τρίτη παράγωγος της f είναι η f (3) και όχι η f3, ξηγηµένα πράγµατα, η
τελευταία είναι δύναµη !
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Θ5. Υπολογίστε, ή δώστε την απάντηση.

(αʹ) ΄Ενα σχήµα είναι χρήσιµο. Να ϐρεθούν όλοι οι µιγαδικοί αριθµοί z = x + iy για τους
οποίους ισχύει 1 < |z − i| < 2, και να περιγραφούν γεωµετρικά.

Η σχέση |z − i| = ρ εκφράζει τον κύκλο κέντρου i και ακτίνας ρ, έτσι η δοσµένη σχέση
εκφράζει όλους τους κύκλους κέντρου i και ακτίνες µεταξύ 1 και 2, ισοδύναµα τον δακτύλιο
µε κέντρο το i, εσωτερική ακτίνα r = 1 και εξωτερική ακτίνα R = 2.

−2 −1 1 20

−i

i

2i

3i

Σχήµα 1: Ο δακτύλιος 1 < |z − i| < 2.

Βλέπε ΄Ασκηση 16 ϐ΄ από τις Ασκήσεις 2 στους µιγαδικούς.
(ϐʹ) Αν z = 1 +

√
3i, τότε

i. Η τριγωνοµετρική µορφή του z είναι η

΄Εχουµε |z| =
√

12 +
√
3
2
= 2, έτσι

z = 2

(
1

2
+

√
3

2

)
= 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
από τον πίνακα στην πρώτη σελίδα.

ii. Να ϐρεθούν όλοι οι ϕυσικοί αριθµοί n ώστε zn ∈ R.

Από τον τύπο του de Moivre ϐρίσκουµε

zn = 2n
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)n

= 2n
(
cos

nπ

3
+ i sin

nπ

3

)
,

εποµένως zn ∈ R αν και µόνο αν Im z = 0, ισοδύναµα

sin
nπ

3
= 0 ⇔ nπ

3
= kπ ⇔ n = 3k, k ∈ Z.

(γʹ) ΄Ενα τρίγωνο είναι χρήσιµο. Αν x > 0 και z = 1 + xi εκφράστε ένα όρισµα θ του z µέσω
της arctan ως συνάρτηση του x.

−2 −1 1 20

i

2i

z = 1 + xi

θ

tan θ =
x

1
⇔ θ = arctanx = Arg z

Σχήµα 2: θ = Arg z.
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(δʹ) Βρείτε ένα µέγιστο διάστηµα στο οποίο η σειρά
∞∑
n=0

(cosx)n συγκλίνει.

Η σειρά είναι γεωµετρική, κατά συνέπεια συγκλίνει αν | cosx| < 1, και | cosx| = 1 αν και
µόνα αν x = kπ, όπου το k είναι ακέραιος, 0,±1,±2, . . . . ΄Ετσι ένα µεγιστικό διάστηµα
σύγκλισης είναι το (0, π), ή (π, 2π), ή (−π, 0), γενικά (kπ, (k + 1)π) µε k ακέραιο.
Αγαπητοί και αγαπητές, το R ∖ {kπ, k ∈ Z}, δεν είναι διάστηµα, είναι η ένωση όλων των
ανοικτών διαστηµάτων (kπ, (k + 1)π) µε k ακέραιο. Ξηγηθήκαµε ;

(εʹ) Αν η σειρά
∞∑
n=1

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά
∞∑
n=1

ann συγκλίνει. Σ Λ

Επειδή η σειρά
∞∑
n=1

|an| συγκλίνει έπεται ότι |an| → 0, άρα υπάρχει N ώστε

|an| < 1, n ≥ N ⇒ 0 ≤ |an|n ≤ |an|, n ≥ N

εποµένως

0 ≤
∞∑

n=N

|an|n ≤
∞∑

n=N

|an|

κατά συνέπεια η σειρά
∞∑
n=1

ann συγκλίνει απολύτως, άρα συγκλίνει. Βλέπε ΄Ασκηση 3 από τις

Ασκήσεις 5 στις σειρές.

Θ6. Εξετάστε για ποιες τιµές της παραµέτρου p το παρακάτω ολοκλήρωµα συγκλίνει∫ ∞

0

x2p

x5p + 1
dx.

∆εν αναφέρεται αλλά µας ενδιαφέρει η περίπτωση όπου p > 0. Παρατηρούµε ότι∫ ∞

0

x2p

x5p + 1
dx =

∫ 1

0

x2p

x5p + 1
dx+

∫ ∞

1

x2p

x5p + 1
dx

και αν 0 ≤ x ≤ 1, τότε x2p ≤ 1 ≤ 1 + x5p, έτσι∫ 1

0

x2p

x5p + 1
dx ≤

∫ 1

0
dx = 1

εποµένως ∫ ∞

0

x2p

x5p + 1
dx ≤ 1 +

∫ ∞

1

x2p

x5p + 1
dx.

Τώρα για x ≥ 1 έχουµε x5p < 1 + x5p < x5p + x5p, εποµένως

1

2

∫ ∞

1

x2p

x5p
dx ≤

∫ ∞

1

x2p

x5p + 1
dx ≤

∫ ∞

1

x2p

x5p
dx.

Το ολοκλήρωµα στα άκρα της ανισότητας είναι το∫ ∞

1

x2p

x5p
dx =

∫ ∞

1

1

x3p
dx

το οποίο συγκλίνει αν και µόνο αν 3p > 1 ⇒ p > 1/3. ΄Επεται λοιπόν ότι το δοσµένο ολοκλήρωµα
συγλίνει αν και µόνο αν p > 1/3. Βλέπε ΄Ασκηση 19 από τις Ασκήσεις 10 & 11 στα ολοκληρώµατα.
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Θ7. Για t > 0 ϑέτουµε

A(t) =

∫ t

0
xe−x2

dx.

(αʹ) Υπολογίστε το

lim
h→0

A(1 + h)−A(1)

h
.

΄Εχουµε ότι

lim
h→0

A(1 + h)−A(1)

h
= A′(1)

και από το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Λογισµού έχουµε A′(t) = te−t2 , εποµένως

A′(1) = 1e−12 = e−1 =
1

e
.

(ϐʹ) Υπολογίστε το A(t).

Επειδή (e−x2
)′ = −2xe−x2

έχουµε

A(t) =

∫ t

0
xe−x2

dx =

∫ t

0
−1

2
(−2xe−x2

) dx

= −1

2

∫ t

0
(e−x2

)′ dx

= −1

2
(e−t2 − 1)

]t
0

=
1

2
− 1

2et2
.

(γʹ) ■
∫ ∞

0
xe−x2

dx =
1

2
, αφού ∫ ∞

0
xe−x2

dx = lim
t→∞

∫ ∞

0
xe−x2

dx

= lim
t→∞

(
1

2
− 1

2et2

)
=

1

2
.

Στον υπολογισµό του A(t) παρατηρήθηκαν σηµεία και τέρατα. Πολλά λάθη που είχαν να
κάνουν µε αλλαγή µεταβλητής, ή µε παραγοντική ολοκλήρωση. Σκέτη διαστροφή. ΄Οταν
κάνουµε αλλαγή µεταβλητής αλλάζουν και τα άκρα ολοκλήρωσης, αλλού µεταβάλεται η
αρχική µεταβλητή και αλλού η νέα. Για παράδειγµα αν ϑέσουµε u = x2, τότε du = 2x dx,
και 0 ≤ x ≤ t, ενώ 0 ≤ u ≤ t2, οπότε∫ t

0
xe−x2

dx =

∫ t2

0

1

2
e−u du = −1

2
e−u

]t2
0

= −1

2
(e−t2 − 1)

=
1

2

(
1− 1

et2

)
.

Πάντως το ολοκλήρωµα επιλέχθηκε ώστε να υπολογισθεί εύκολα χωρίς ειδικά ‘‘εργαλεία’’.
Αγαπητοί, αγαπητές ϕροντίστε να καταλάβετε όλα αυτά τα στοιχεία που ϑα σας χρειασθούν
και στη συνέχεια. Τώρα είναι η ώρα. Αν δεν ... ∆ΕΝ.

Καλό καλοκαίρι.


