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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΓΕΝΙΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Ι
ΑΑΕΣ 25 Ιουνίου 2024

Στοιχεία Εξεταζόµενου/ης

επωνυµο: ονοµα:

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης : . . . . . .

αιθουσα : ΑΦΕ στηλη: µοναδεσ: 116

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν τριών ειδών ερωτήσεις που απαρτίζουν έξι ϑέµατα.

1. Ερωτήσεις µε την ένδειξη ■. Σε αυτά πρέπει να δώσετε τη λύση µε ένα σύντοµο υπολογισµό,
ή δίχως αιτιολόγηση αν κρίνετε ότι δεν χρειάζεται. 5 µοναδες η καθεµια.

2. Ερωτήσεις του τύπου ‘‘Σωστό/Λάθος’’ ή πολλαπλής επιλογής και καλείσθε, µετά από ένα
σύντοµο έλεγχο να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση. 4 µοναδες η καθεµια.

3. Ερωτήσεις στις οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-λύση’’ για
το Ϲητούµενο στο χώρο που παρέχεται. 10 µοναδες η καθεµια.

Σε όλες τις περιπτώσεις συστήνεται και σε κάποιες επιβάλλεται να ‘‘δουλέψετε’’ κάθε ερώτηση ή
υποερώτηση στο πρόχειρο ώστε η απάντησή σας να µην είναι τυχαία.

Ερωτήσεις του τύπου 1 και 2 είναι ισοδύναµες.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες και 15 λεπτά. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει 1
ώρα µετά από την έναρξη της εξέτασης.

Καλή Επιτυχία !

Σε οποιοδήποτε πρόβληµα µε τριγωνοµετρικές συναρτήσεις ο τριγωνοµετρικός κύκλος δίνει πολλές
πληροφορίες και αναµφισβήτητα ϐοηθάει.

Τριγωνοµετρικοί αριθµοί κάποιων γωνιών
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Λύσεις και Σχόλια
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Θ1. ∆ώστε την απάντηση.

(αʹ) ■ lim
N→∞

arctan(eN ) =
π

2

Η συνάρτηση f(x) = arctanx είναι συνεχής, κατά συνέπεια αφού eN → +∞, καθώς
N → +∞ ϑα έχουµε

lim
N→+∞

arctan(eN ) = arctan

(
lim

N→+∞
eN

)
=

π

2
.

(ϐʹ) ■ lim
x→0

tan(sinx)

x
= 1

tan(sinx)

x
=

sin(sinx)

cos(sinx)

1

x
=

1

cos(sinx)

sin(sinx)

sinx

sinx

x
→ 1 · 1 · 1 = 1,

καθώς x → 0, αφού sin 0 = 0, cos 0 = 1 και (sinx)/x → 1, καθώς x → 0.

(γʹ) ■ lim
n→∞

(
1 +

1

n+ (n/2)

)n

= e2/3

(
1 +

1

n+ (n/2)

)n

=

(
1 +

2/3

n

)n

→ e2/3

(δʹ) Αν r ∈ R, και α = . . . (συµπληρώστε) είναι το µέγιστο των ψηφίων του αριθµού µητρώου

σας, πότε η σειρά
∞∑
n=0

(αr)n συγκλίνει ;

Η σειρά είναι γεωµετρική και συγκλίνει αν και µόνο αν |αr| < 1. Εδώ, σύµφωνα µε τους
καταλόγους είναι 1 < α ≤ 9, κατά συνέπεια για να είναι 0 < ar < 1 πρέπει r < 0.

i. Αν r = 0 ii. Αν r < 0 iii. Αν r > 0 iv. Για όλα τα r

■ Για τα r για τα οποία συγκλίνει
∞∑
n=0

(αr)n =
1

1− αr
, για το δικό σας α.

Υπάρχουν γραπτά που έχουν α = 0 άρα ΑΜ = 0000000, ή α = 1 που σηµαίνει ότι ο ΑΜ είναι
στο δυαδικό σύστηµα, αποτελείται δηλαδή από 0 και 1. Μα υπάρχει κάποιος/κάποια µε τέτοιο
αριθµό µητρώου ; Στο progress πάντως δεν υπάρχει τέτοιος ΑΜ. Υπάρχει και γραπτό µε α = 15,
µα είναι δυνατόν ; Μήπως να σοβαρευτούµε, αν γίνονται λάθη εδώ ϑα γίνουν σίγουρα και στα
υπόλοιπα.

Θ2. ∆ίνεται η συνάρτηση
f(x) = lnx− x+ 2, , x > 0.

(αʹ) Να ϐρεθεί το πολυώνυµο Taylor 2ου ϐαθµού P2 που προσεγγίζει την f σε διάστηµα γύρω
από το x0 = 1.

Το πολυώνυµο Taylor 2ου ϐαθµού P2 που προσεγγίζει την f γύρω από το σηµείο x0 = 1
είναι

P2(x) = f(1) +
f ′(1)

1!
(x− 1) +

f ′′(1)

2!
(x− 1)2
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έτσι υπολογίζοντας

f ′(x) =
1

x
− 1, f ′′(x) = − 1

x2
, f ′′′(x) =

2

x3
,

ϐρίσκουµε

P2(x) = 1− 1

2
(x− 1)2.

(ϐʹ) Να εκτιµηθεί το µέγιστο σφάλµα της προσέγγισης της f από το P2 στο διάστηµα (1/2, 3/2).

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Μέσης Τιµής Taylor έχουµε για κάποιο ξ µεταξύ ένα (το κέντρο
του διαστήµατος) και x

f(x)− P2(x) = R2(x) =
2

3!ξ3
(x− 1)3

εποµένως έχουµε

|f(x)− P2(x)| ≤ max
x,ξ∈[1/2,3/2]

∣∣∣∣ 2

3! ξ3
(x− 1)3

∣∣∣∣
=

1

3(1/2)3

(
3

2
− 1

)3

(maxx & min ξ)

=
1

3
.

Θ3. Αν α είναι το µέγιστο των ψηφίων του αριθµού µητρώου σας, να ϐρεθεί το µέγιστο διάστηµα Iα
ώστε

|ex+α − ex−α| > α

για όλα τα σηµεία x του διαστήµατος.

Από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής έχουµε

et − es = eξ(t− s), για κάποιο ξ µεταξύ t και s

έτσι για t = x+ α και s = x− α ϐρίσκουµε

|ex+α − ex−α| = eξ2α, x− α < ξ < x+ α

εποµένως για να ισχύει η δοσµένη σχέση ϑα πρέπει να ισχύει

eξ2α > α ⇔ eξ >
1

2
⇔ ξ > − ln 2

για όλα τα ξ στο διάστηµα (x − α, x + α), γεγονός που επιβάλλει να ισχύει x − α > − ln 2,
ισοδύναµα x > α− ln 2. ΄Ετσι το Ϲητούµενο µέγιστο διάστηµα είναι το (α− ln 2,+∞).

Θ4. ∆ίνεται η εξίσωση
dy

dx
+

α

x
y = 1, x > 0

όπου α είναι το µέγιστο των ψηφίων του αριθµού µητρώου σας. Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις της
εξίσωσης.
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Η εξίσωση είναι γραµµική, και για να ϐρούµε τον ολοκληρωτικό παράγοντα µ = µ(x) πολλα-
πλασιάζουµε την εξίσωση µε την µ και ϐρίσκοντας

µ
dy

dx
+ µ

α

x
y = µ, x > 0 (1)

ϑέλουµε να έχουµε

µ′ = µ
α

x
⇒ µ′

µ
=

α

x
⇒ ln |µ| = α lnx+ c, x > 0

⇒ |µ| = ecxα

⇒ µ = ±ecxα

Επιλέγοντας µ = xα από την (1) ϐρίσκουµε

xαy′ + αxα−1y = xα ⇒ (xαy)′ = xα ⇒ xαy =
xα+1

α+ 1
+ c ⇒ y =

x

α+ 1
+

c

x
,

όπου c είναι µια πραγµατική σταθερά.

Θ5. Για t > 0 και L > 0 ϑέτουµε

AL(t) =

∫ L

0
xe−tx dx.

x

y

f(x) = xe−tx

L

Σχήµα 1: AL(t) = Εµβαδόν σκιασµένης περιοχής.

Το ολοκλήρωµα-εµβαδόν είναι αύξουσα συνάρτηση του άκρου L.

(αʹ) L1 < L2 ⇒ AL1(t) < AL2(t). Σ Λ

Αφού για L1 < L2

AL2 = AL1 +

∫ L2

L1

xe−tx dx

και xe−tx > 0, ϐλέπε Σχήµα 1.

(ϐʹ) ■ lim
h→0

1

2h

∫ L+h

L−h
xe−tx dx = Le−tL

αφού από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής για το ολοκλήρωµα έχουµε

1

2h

∫ L+h

L−h
xe−tx dx = ξe−tξ, L− h < ξ < L+ h.

(γʹ) Υπολογίστε το AL(t).
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AL(t) =

∫ L

0
xe−tx dt =

∫ L

0
x

(
−1

t
e−tx

)′
dx

= −x

t
e−tx

∣∣∣∣L
0

+

∫ L

0

1

t
e−tx dx

= −L

t
e−tL − 1

t2
e−tx

∣∣∣∣L
0

= − L

tetL
− 1

t2etL
+

1

t2
.

(δʹ) ■
∫ ∞

0
xe−tx dx = lim

L→∞

∫ L

0
xe−tx dx = lim

L→∞

(
− L

tetL
− 1

t2etL
+

1

t2

)
=

1

t2
.

Θ6. Κυκλώστε κατάλληλα, ή δώστε την απάντηση.

(αʹ) ■ eiπ/4 = cos
π

4
+ i sin

π

4
=

√
2

2
+ i

√
2

2
.

(ϐʹ) ex+iy = exei(y+2kπ), όπου k είναι ϕυσικός αριθµός. Σ Λ
αφού

ei(y+2kπ) = eiyei2kπ = eiy(cos(2kπ) + i sin(2kπ)) = eiy.

(γʹ) ■ |ex+iy| = |exeiy| = |ex(cos y + i sin y)| = ex
√
cos2 y + sin2 y = ex.

(δʹ) ■ (1− i)16 =

[√
2

(
1√
2
− i

1√
2

)]16
=

[√
2

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)]16
= 28

αφού[√
2

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)]16
= (

√
2)16

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)16

= 28(cos(28π) + i sin(28π)) (De Moivre)

= 28(1 + 0i).

(εʹ) Αν η σειρά
∞∑
n=1

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά
∞∑
n=1

an
2 + cos(an)

συγκλίνει. Σ Λ

αφού 2 + cos(an) ≥ 1, έπεται ότι ∣∣∣∣ an
2 + cos(an)

∣∣∣∣ ≤ |an|,

άρα η σειρά
∑∞

n=1
an

2+cos(an)
συγκλίνει απολύτως, άρα συγκλίνει.

(ϛʹ) ■ Αν η σειρά
∞∑
n=1

|an| συγκλίνει, τότε lim
n→∞

e−an = e0 = 1

αφού από τη σύγκλιση της σειράς έχουµε ότι an → 0, καθώς n → ∞.


