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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Ι

∆ιδάσκων: Ε. Στεφανόπουλος 22 ιανουαριου 2018

Στοιχεία Εξεταζόµενου/ης

επωνυµο: ονοµα:

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης :

αιθουσα : στηλη:

Βαθµολογία

Σελ1. Σελ2. Σελ3. Σελ4. Σελ5. ΄Αθροισµα Τελικός Βαθµός

Στο διαγώνισµα υπάρχουν δύο ειδών ερωτήµατα. Σε αυτά µε την ένδειξη Α Ψ, (αληθής ή ψευδής)

καλείσθε απλά να επιλέξετε και να κυκλώσετε την τιµή Α ή Ψ. Στα υπόλοιπα ερωτήµατα καλείσθε να

δώσετε µια πλήρη αλλά ¨οικονοµική απόδειξη-λύση¨ για το Ϲητούµενο.

Παραδίδετε το γραπτό µαζι µε το τυπολόγιο. Η διαρκεια της εξετασης ειναι 2 ωρες και 30 λεπτα.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ

Θ1. Επιλέξτε και κυκλώστε ανάλογα. Αν οι f και g είναι αύξουσες συναρτήσεις

(αʹ) Η f + g είναι αύξουσα. Α Ψ

(ϐʹ) Η fg είναι αύξουσα. Α Ψ

Οι f(x) = ex, g(x) = x είναι αύξουσες συναρτήσεις, −2 < −1, αλλά

f(−2)g(−2) > f(−1)g(−1)⇔ −2e−2 > −e−1 ⇔ e > 2.

Θ2. Να ϐρεθεί η ελάχιστη τιµή του M για την οποία ισχύει |x3 − y3| ≤M |x− y| για όλα τα x, y στο

διάστηµα [−2, 1].
Από το Θεώρηµα της µέσης τιµής για f(x) = x3, f ′(x) = 3x2 έχουµε

x3 − y3 = 3ξ2(x− y)

για κάποιο ξ µεταξύ x και y, άρα για κάποιο ξ στο [−2, 1], εποµένως

|x3 − y3| = 3ξ2|x− y|

≤ 3
(

max
−2≤ξ≤1

ξ2
)
|x− y|

= 3(−2)2|x− y|.

΄Αρα το ελάχιστο M για το οποίο ισχύει η ανισότητα είναι ίσο µε 12.

Σηµειώστε ότι για M = 13 η ανισότητα ισχύει, ενώ για M = 11 δεν ισχύει για όλα τα x και y στο

[−2, 1] (γιατί ;).
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Θ3. Επιλέξτε και κυκλώστε ανάλογα

(αʹ) Εάν η f έχει απόλυτο (ολικό) ελάχιστο στο c, τότε f ′(c) = 0. Α Ψ

f(x) = |x| και f(0) = 0 είναι ολικό ελάχιστο.

(ϐʹ) Εάν η f έχει τοπικό ελάχιστο στο c, τότε f ′(c) = 0. Α Ψ

f(x) = |x| και f(0) = 0 είναι τοπικό ελάχιστο.

(γʹ) Εάν η f είναι συνεχής στο [−1, 1], παραγωγίσιµη στο (−1, 1), και f(−1) = f(1),
τότε υπάρχει c µε |c| < 1 ώστε f ′(c) = 0. Α Ψ

Είναι το Θεώρηµα της µέσης τιµής : f(−1)− f(1) = f ′(c)(−1− 1), µε −1 < c < 1.

Θ4. Η ταχύτητα v ενός κύµατος µήκους L είναι

v = K

√
L

C
+
C

L

όπου K και C είναι ϑετικές σταθερές. Ποιό είναι το µήκος κύµατος που ελαχιστοποιεί την

ταχύτητα ;

Η ταχύτητα v ελαχιστοποιείται όταν η υπόριζη ποσότητα ελαχιστοποιείται (καλό ε ;), έτσι για

f(L) =
L

C
+
C

L
, L > 0

ϐρίσκουµε

f ′(L) = 0⇔ 1

C
− C

L2
= 0⇔ L2 = C2 ⇒ L = C (L > 0).

Παρατηρείστε ότι f(L) → +∞ καθώς L → 0+ ή L → +∞, και επειδή το L = C είναι το µόνο

κρίσιµο σηµείο έπεται ότι στο L = C η f παίρνει την ελάχιστη τιµή της (πράγµατι

f ′′(L) =
2C

L3
> 0

δηλαδή η f είναι κυρτή στο (0,+∞) ) άρα min v = v(C) = K
√
2.

Θ5. Αν f : R→ R είναι συνεχής, επιλέξτε και κυκλώστε ανάλογα

(αʹ) Αν 0 < a < b, τότε

∫ a

0
f2(x) dx ≤

∫ b

0
f2(x) dx. Α Ψ∫ b

0
f2(x) dx =

∫ a

0
f2(x) dx+

∫ b

a
f2(x) dx και

∫ b

a
f2(x) dx ≥ 0.

(ϐʹ) Αν f(x)→ 0, καθώς x→ +∞, τότε

∫ +∞

0
f(x) dx < +∞. Α Ψ

lim
x→+∞

1

1 + x
= 0 αλλά

∫ +∞

0

1

1 + x
dx = lim

a→+∞
log(1 + a) = +∞.

(γʹ) Αν

∫ +∞

0
|f(x)| dx = 2018, τότε υπάρχει M > 0 ώστε

∫ +∞

M
|f(x)| dx ≤ 1

2018
. Α Ψ

∫ +∞

0
|f(x)| dx = 2018⇒ lim

a→+∞

∫ a

0
|f(x)| dx = 2018, άρα lim

a→+∞

∫ +∞

a
|f(x)| dx = 0.
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Θ6. (αʹ) Το όριο

lim
x→1

sin(x− 1)

1− x

υπάρχει. Για ξ = x− 1 έχουµε limx→1
sin(x−1)

1−x = − limξ→0
sin ξ
ξ = −1. Α Ψ

(ϐʹ) Εάν οι f και g είναι συνεχείς στο [a, b], τότε∫ b

a
f(x)g(x) dx =

(∫ b

a
f(x) dx

)(∫ b

a
g(x) dx

)
.

Για f = g = 1 ϑα είχαµε b− a = (b− a)2 Α Ψ

(γʹ) Εάν η f ′ είναι συνεχής στο [a, b], τότε

2

∫ b

a
f(x)f ′(x) dx = [f(b)]2 − [f(a)]2.

2
∫ b
a f(x)f

′(x) dx =
∫ b
a ([f(x)]

2)′ dx = [f(x)]2|ba. Α Ψ

(δʹ) Ισχύει η ισότητα ∫ 1

0
e1−x dx =

∫ 1

0
ex dx.

Αλλαγή µεταβλητής y = 1− x. Α Ψ

(εʹ) Κυκλώστε το σωστό. Το ολοκλήρωµα ∫ +∞

1

sinx

x2
dx

συγκλίνει ή αποκλίνει. Για L > 1 είναι∣∣∣ ∫ L

1

sinx

x2
dx
∣∣∣ ≤ ∫ L

1

| sinx|
x2

dx ≤
∫ L

1

1

x2
dx = 1− 1

L
⇒
∣∣∣ ∫ +∞

1

sinx

x2
dx
∣∣∣ ≤ 1.

Θ7. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση µε f(x) > 0. Κυκλώστε τη σωστή απάντηση.

(αʹ) Εάν α > 0 και

∫ +∞

1
xαf(x) dx < +∞, τότε το

∫ +∞

1
f(x) dx συγκλίνει. Α Ψ

Για x ≥ 1 είναι 0 < f(x) ≤ xαf(x)⇒ 0 <
∫ +∞
1 f(x) dx ≤

∫ +∞
1 xαf(x) dx.

(ϐʹ) Εάν η f είναι ϕραγµένη, τότε το ολοκλήρωµα∫ +∞

1
e−sxf(x) dx

συγκλίνει για κάθε s > 0. Α Ψ

Αν |f(x)| ≤M και L > 1, τότε∣∣∣ ∫ L

1
e−sxf(x) dx

∣∣∣ ≤M ∫ L

1
e−sx dx =

M

s
(1− e−sL).

(γʹ) Εάν

∫ +∞

1
f(x) dx < +∞ και β > 0, τότε το ολοκλήρωµα

∫ +∞

1

f(x)

xβ
dx συγκλίνει. Α Ψ

Για x ≥ 1 είναι 0 < f(x)
xβ
≤ f(x)⇒ 0 <

∫ +∞
1

f(x)
xβ

dx ≤
∫ +∞
1 f(x) dx.
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Θ8. Επιλέξτε και κυκλώστε ανάλογα. ∆ίνεται η σειρά

∞∑
n=1

an

(αʹ) Εάν an → 0, τότε η σειρά συγκλίνει. Α Ψ

1
n → 0, αλλά η

∑ 1
n αποκλίνει.

(ϐʹ) Εάν η σειρά συγκλίνει, τότε an → 0. Α Ψ

Αν
∑
an = s και Sk =

∑k
i=1 ai, τότε an = Sn − Sn−1 → s− s.

(γʹ) Εάν
∑
|an| συγκλίνει, τότε η σειρά

∑
an συγκλίνει. Α Ψ

|
∑
an| ≤

∑
|an|.

(δʹ) Εάν an 9 0, τότε η σειρά αποκλίνει. Α Ψ

(ϐ΄)⇔ (δ΄).

(εʹ) Εάν η σειρά
∑
an4

n
συγκλίνει, τότε η

∑
an(−2)n συγκλίνει. Α Ψ

Αν R είναι η ακτίνα σύγκλισης της
∑
anx

n
, τότε R ≥ 4 και | − 2| < 4 ≤ R.

(ϛʹ) Εάν η σειρά
∑
an6

n
αποκλίνει, τότε η

∑
an8

n
αποκλίνει. Α Ψ

Αν R είναι η ακτίνα σύγκλισης της
∑
anx

n
, τότε R ≤ 6 και 8 > 6 ≥ R.

Θ9. ∆ίνεται η ακολουθία (an)
∞
n=1 µε

a1 = 1, και an+1 =
√
2an, n = 1, 2, . . .

∆είξτε (µε µαθηµατική επαγωγή ;) ότι

(αʹ) Η ακολουθία είναι άνω ϕραγµένη

Σηµειώνουµε ότι από τον ορισµό της ακολουθίας έπεται ότι a2 > 0, a3 > 0, γενικά an > 0
για κάθε n.

a1 = 1, a2 =
√
2 · 1 =

√
2, a3 =

√
2a2 <

√
2 · 2 = 2, a4 =

√
2a3 <

√
2 · 2 = 2

∆είχνουµε ότι an ≤ 2.
Είναι a1 = 1 < 2. Αν ak ≤ 2, τότε ak+1 =

√
2ak ≤

√
4 = 2, άρα an ≤ 2, για όλα τα n ∈ N.

(ϐʹ) Η ακολουθία είναι αύξουσα

Αφού 0 < an ≤ 2 έχουµε

an+1

an
=

√
2an
an

=

√
2

an
≥ 1⇒ an+1 ≥ an.

Το αποτέλεσµα µπορεί να δειχτεί και µε επαγωγή.

Είναι a1 < a2 ϐλέπε (α΄). Αν an ≤ an+1, τότε

an+1 =
√
2an ≤

√
2an+1 = an+2.

(γʹ) Συµπεράνετε ότι συγκλίνει, και υπολογίστε το όριο.

Η ακολουθία σαν αύξουσα και ϕραγµένη συγκλίνει. Αν α είναι το όριο της ακολουθίας

παίρνοντας το όριο n → ∞ στην αναδροµική σχέση, από την συνέχεια της συνάρτησης

τετραγωνική ϱίζα έχουµε

lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

√
2an =

√
lim
n→∞

2an ⇒ α =
√
2α⇒ α = 2.
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Θ10. Πόσο είναι το µέγιστο δυνατό σφάλµα στην προσέγγιση

sinx ≈ x− x3

3!
+
x5

5!

όταν −0.3 ≤ x ≤ 0.3.

Το άθροισµα που προσεγγίζει το sinx είναι το πολυώνυµο Taylor, ϐλέπε τυπολόγιο. Επειδή το

ανάπτυγµα είναι εναλλασσόµενη σειρά για x 6= 0, έχουµε ότι

σφάλµα =
∣∣∣ sinx− (x− x3

3!
+
x5

5!

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣x7
7!

∣∣∣ ≤ 0.37

7!

ϐλέπε Thomas σελ. 631, ή Σηµειώσεις σελ. 71.

Θ11. Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Maclaurin, της f(x) = log(1 − 2x), δηλαδή η δυναµοσειρά γύρω από

το x = 0, καθώς και το διάστηµα σύγκλισης της σειράς.

Επειδή

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ · · · , −1 < x ≤ 1

τότε για −1 < −2x ≤ 1 παίρνουµε

log(1− 2x) = −2x− (−2x)2

2
+

(−2x)3

3
− · · ·+ (−1)n−1 (−2x)

n

n
+ · · ·

= −2x− 22

2
x2 − 23

3
x3 − · · · − 2n

n
xn − · · ·

= −
∞∑
n=1

2n

n
xn, −1

2
≤ x < 1

2
.

Θ12. Γνωρίζουµε ότι

ex = 1 +

∞∑
n=1

xn

n!
, x ∈ R.

Εάν f(x) = ex
2
υπολογίστε τις παραγώγους όλων των τάξεων της f στο x = 0, δηλαδή f (n)(0)

για n = 1, 2, . . .

Γνωρίζουµε ότι

αν f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · · , τότε an =
f (n)(0)

n!

κατά συνέπεια

f (n)(0) = n!an.

Επειδή

f(x) = ex
2
= 1 + x2 +

x4

2!
+
x6

3!
+ · · ·+ x2n

n!
+ · · ·

έχουµε

a2k+1 = 0 και a2k =
1

k!
.

Συνεπώς

(αʹ) f (2k+1)(0) = 0
(ϐʹ) f (2k)(0) =

(2k)!

k!
.


