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΄Ορια συναρτήσεων

΄Ορια συναρτήσεων

Ας ϑεωρήσουµε τις συναρτήσεις

f1(x)= x
2, f2(x)=

{
x

2
x ̸= 0,

1 x = 0,
f3(x)=

{
x

2 +1 x < 0,

x
2

x ≥ 0.
.
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Καθώς το x προσεγγίζει το µηδέν οι αντίστοιχες τιµές των f1 και f2 προσεγγίζουν

επίσης το µηδέν όχι όµως και αυτές της f3. Αν το x προσεγγίζει το µηδέν από

τα αριστερά (x < 0) οι αντίστοιχες τιµές f3(x) προσεγγίζουν το ένα, ενώ αν το x

προσεγγίζει το µηδέν από τα δεξιά (x > 0) οι αντίστοιχες τιµές f3(x) προσεγγίζουν

το µηδέν.
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΄Ορια συναρτήσεων

Λέµε ότι οι f1 και f2 συγκλίνουν στο µηδέν καθώς το x τείνει στο µηδέν και

γράφουµε

lim
x→0

f1(x)= 0, lim
x→0

f2(x)= 0.

Το µηδέν το λέµε όριο των f1 και f2 καθώς το x τείνει στο µηδέν. Για την f3 ϑέλοντας

να δηλώσουµε τις διαφορετικές οριακές τιµές που προκύπτουν ανάλογα µε τον

τρόπο που προσεγγίζει το x το µηδέν γράφουµε

lim
x→0
x<0

f3(x) := lim
x→0− f3(x)= 1, lim

x→0
x>0

f3(x) := lim
x→0+ f3(x)= 0.

Γράφουµε επίσης

f3(0−) := lim
x→0− f3(x)= 1, f3(0+) := lim

x→0+ f3(x)= 0,

και λέµε το f3(0−) αριστερό πλευρικό όριο της f3, ή απλά όριο από τα αριστερά
της f3 καθώς το x προσεγγίζει το µηδέν από τα αριστερά, και το f3(0+) δεξιό
πλευρικό όριο της f3, ή απλά όριο από τα δεξιά της f3 καθώς το x προσεγγίζει

το µηδέν από τα δεξιά.
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΄Ορια συναρτήσεων

Ορισµός 1

΄Εστω ότι η συνάρτηση f ορίζεται σε κάθε σηµείο ενός διαστήµατος γύρω από

ένα σηµείο x0, εκτός ίσως από το x0. Θα λέµε ότι ο πραγµατικός αριθµός L

είναι τό όριο της f καθώς το x τείνει στο x0 και ϑα γράφουµε

lim
x→x0

f(x)= L,

ή f(x)→ L καθώς x → x0, εάν για κάθε ϵ> 0 υπάρχει δ> 0 (το οποίο εξαρτάται

από το ϵ) ώστε

|f(x)− L| < ϵ οποτεδήποτε 0< |x − x0| < δ.

Παρατηρούµε ότι αν για τα πλευρικά όρια της f στο x0 ισχύει

f(x0−)= lim
x→x0−

f(x) ̸= lim
x→x0+

f(x)= f(x0+)

τότε το όριο limx→x0
f(x) δεν υπάρχει.

΄Ορια και συνέχεια Μάρτιος 2025 4 / 36

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ



΄Ορια συναρτήσεων

Παράδειγµα 1

Να υπολογισθεί το όριο

lim
x→1

x
2 −1

x −1
.

Το κλάσµα στο Ϲητούµενο όριο γράφεται

x
2 −1

x −1
= (x −1)(x +1)

x −1

κατά συνέπεια για x ̸= 1 είναι

x
2 −1

x −1
= (x +1),

εποµένως από τον ορισµό του ορίου έπεται ότι

lim
x→1

x
2 −1

x −1
= lim

x→1
(x +1)= 2.
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΄Ορια συναρτήσεων

Παράδειγµα 2

Υπολογίζουµε το όριο

lim
x→0

|1+ x|− |1− x|
x

.

Ενδιαφερόµαστε για την συµπεριφορά του πηλίκου για x κοντά στο µηδέν, έτσι

για −1< x < 1 είναι 1− x > 0 και 1+ x > 0, οπότε

|1+ x|− |1− x|
x

= 1+ x − (1− x)

x
= 2x

x
= 2, 0< |x| < 1

κατά συνέπεια

lim
x→0

|1+ x|− |1− x|
x

= 2.
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΄Ορια συναρτήσεων

Θεώρηµα 1 (Ιδιότητες ορίων)

΄Εστω ότι οι συναρτήσεις f και g είναι ορισµένες σε κάθε σηµείο ενός

διαστήµατος γύρω από ένα σηµείο x0, εκτός ίσως από το x0 και έστω ότι

lim
x→x0

f(x)=A και lim
x→x0

g(x)= B

τότε

(1) lim
x→x0

(λf(x)+µg(x))=λ lim
x→x0

f(x)+µ lim
x→x0

g(x)=λA+µB, για λ,µ ∈R.

(2) lim
x→x0

(f(x)g(x))= ( lim
x→x0

f(x))( lim
x→x0

g(x))=AB.

(3) lim
x→x0

(
f(x)

g(x)

)
= limx→x0

f(x)

limx→x0
g(x)

= A

B
, εάν B ̸= 0.

(4) lim
x→x0

(f(x))n =A
n
, για n ∈N.

(5) lim
x→x0

n

√
f(x)= n

p
A, για n ∈N και f(x)≥ 0 σε διάστηµα που περιέχει το x0 αν

ο n είναι άρτιος.
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΄Ορια συναρτήσεων

Θεώρηµα 2 (Κριτήριο της παρεµβολής)

΄Εστω ότι οι συναρτήσεις f , g και h είναι ορισµένες σε κάθε σηµείο ενός

διαστήµατος γύρω από ένα σηµείο x0, εκτός ίσως από το x0 και έστω ότι

f(x)≤ h(x)≤ g(x) για κάθε x. Εάν

lim
x→x0

f(x)= lim
x→x0

g(x)= L

τότε limx→x0
h(x)= L.

Πρόταση 1

lim
x→0

sinx = 0.

Πόρισµα 1

lim
x→0

cosx = 1.
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΄Ορια συναρτήσεων

Παράδειγµα 3 (1ο χαρακτηριστικό όριο)

∆είχνουµε ότι

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Από την ανισότητα

cosx ≤ sinx

x
≤ 1

cosx
, x ∈ (−π/2,0)∪ (0,π/2)

το Πόρισµα εξασφαλίζει ότι το όριο

lim
x→0

sinx

x

υπάρχει και από το Θεώρηµα έπεται ότι το όριο αυτό είναι ίσο µε 1.
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΄Ορια συναρτήσεων

Παράδειγµα 4 (2ο χαρακτηριστικό όριο)

∆είξτε ότι

lim
x→0

cosx −1

x
= 0.

Για x κοντά στο 0 το cosx είναι κοντά στο 1, έτσι γράφοντας

cosx −1

x
= (cosx −1)(cosx +1)

x(cosx +1)
= cos2

x −1

x(cosx +1)
=− sin2

x

x(cosx +1)

=−sinx

x

sinx

cosx +1

και αφού τα όρια των δύο κλασµάτων στο δεξί µέλος υπάρχουν, παίρνουµε

lim
x→0

cosx −1

x
=− lim

x→0

sinx

x
lim
x→0

sinx

cosx +1
=−1

0

2
= 0.
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΄Ορια συναρτήσεων ΄Απειρα όρια και όρια στο άπειρο

Ορισµός 2

΄Εστω ότι η συνάρτηση f ορίζεται σε κάθε σηµείο ενός διαστήµατος γύρω από

ένα σηµείο x0, εκτός ίσως από το x0.

• Θα λέµε ότι η f αποκλίνει στο +∞ καθώς το x τείνει στο x0 και γράφουµε

limx→x0
f(x)=+∞ αν για κάθε A> 0 υπάρχει δ> 0 ώστε

f(x)>A οποτεδήποτε 0< |x − x0| < δ.

• Θα λέµε ότι η f αποκλίνει στο −∞ καθώς το x τείνει στο x0 και γράφουµε

limx→x0
f(x)=−∞ αν για κάθε A> 0 υπάρχει δ> 0 ώστε

f(x)<−A οποτεδήποτε 0< |x − x0| < δ.

Για τις συναρτήσεις

g1(x)= 1

x −1
και g2(x)= 1

(x −1)2

έχουµε

lim
x→1

g1(x) δεν υπάρχει, ενώ lim
x→1

g2(x)=+∞.
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΄Ορια συναρτήσεων ΄Απειρα όρια και όρια στο άπειρο

Κοιτάζοντας τη συµπεριφορά µιας συνάρτησης για αυθαίρετα µεγάλες τιµές του

|x|, δηλαδή για x →±∞, έχουµε

Ορισµός 3

΄Εστω ότι η συνάρτηση f ορίζεται σε κατάλληλο άπειρο διάστηµα.

• Γράφουµε

lim
x→+∞ f(x)= L

αν για κάθε ϵ> 0 υπάρχει A> 0 ώστε

|f(x)− L| < ϵ οποτεδήποτε x >A.

• Γράφουµε

lim
x→−∞ f(x)= L

αν για κάθε ϵ> 0 υπάρχει A> 0 ώστε

|f(x)− L| < ϵ οποτεδήποτε x <−A.
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΄Ορια συναρτήσεων ΄Απειρα όρια και όρια στο άπειρο

Παράδειγµα 5

Γνωρίζοντας ότι lim
n→∞

(
1+ 1

n

)n

= e, δείξτε ότι lim
x→∞

(
1+ 1

x

)x

= e.

Μας ενδιαφέρει η συµπεριφορά της συνάρτησης

f(x)=
(
1+ 1

x

)x

, x > 0

καθώς x →+∞. Για x > 0 αν nx είναι το ακέραιο µέρος του x , τότε

1+ 1

nx +1
≤ 1+ 1

x
≤ 1+ 1

nx(
1+ 1

nx +1

)nx ≤
(
1+ 1

x

)nx ≤
(
1+ 1

x

)x

≤
(
1+ 1

nx

)x

≤
(
1+ 1

nx

)nx+1

(
1+ 1

nx +1

)−1(
1+ 1

nx +1

)nx+1

≤
(
1+ 1

x

)x

≤
(
1+ 1

nx

)nx
(
1+ 1

nx

)
.

Καθώς nx →∞ (ισοδύναµα x →∞) τα δύο άκρα της ανισότητας τείνουν στο e,

κατά συνέπεια και η ενδιάµεση ποσότητα συγκλίνει στο ίδιο όριο καθώς x →∞.
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΄Ορια συναρτήσεων ΄Απειρα όρια και όρια στο άπειρο

Παράδειγµα 6

Να υπολογισθεί το όριο

lim
x→+∞(

p
x +a−p

x), a > 0.

Γράφοντας

p
x +a−p

x = (
p

x +a−p
x)(

p
x +a+p

x)p
x +a+p

x

= x +a− xp
x +a+p

x

= ap
x +a+p

x

και παρατηρώντας ότι ο παρονοµαστής στο τελευταίο κλάσµα τείνει στο +∞
καθώς x →+∞ εκτιµάµε ότι το Ϲητούµενο όριο πρέπει να είναι ίσο µε µηδέν.

Πράγµατι για ϵ> 0 έχουµε

0<p
x +a−p

x = ap
x +a+p

x

≤ a

2
p

x
< ϵ για x >

(
a

2ϵ

)2

⇒

lim
x→+∞(

p
x +a−p

x)= lim
x→+∞

ap
x +a+p

x

= 0.
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Συνέχεια συναρτήσεων

Συνέχεια συναρτήσεων

Για τις συναρτήσεις

f1(x)= x
2, f2(x)=

{
x

2
x ̸= 0,

1 x = 0,

είδαµε ότι τα όρια και των δύο καθώς x → 0 υπάρχουν και είναι ίσα µε µηδέν

αλλά διαφέρουν στο ότι

lim
x→0

f1(x)= f1(0) lim
x→0

f2(x) ̸= f2(0).

Ορισµός 4

΄Εστω ότι η συνάρτηση f ορίζεται σε κάποιο διάστηµα γύρω από το x0. Η f

λέγεται συνεχής στο x0 αν

lim
x→x0

f(x)= f(x0).
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Συνέχεια συναρτήσεων

Για να είναι δηλαδή η f συνεχής στο x0 πρέπει να ισχύουν τα εξής:

(1) f(x0) υπάρχει

(2) lim
x→x0

f(x) υπάρχει, και

(3) lim
x→x0

f(x)= f(x0).

Επειδή limx→x0
x = x0, σχηµατικά µπορούµε να γράφουµε

lim
x→x0

f(x)= f( lim
x→x0

x).

Ορισµός 5

΄Εστω ότι η συνάρτηση f ορίζεται σε κάποιο διάστηµα που περιέχει το x0.

Η f λέγεται συνεχής από αριστερά στο x0 αν

lim
x→x0−

f(x)= f(x0) ⇔ f(x0−)= f(x0).

Η f λέγεται συνεχής από δεξιά στο x0 αν

lim
x→x0+

f(x)= f(x0) ⇔ f(x0+)= f(x0).
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Συνέχεια συναρτήσεων

Ορισµός 6 (Συνέχεια σε διάστηµα)

Μια συνάρτηση f λέγεται συνεχής σε ένα διάστηµα αν είναι συνεχής σε όλα τα

σηµεία του διαστήµατος. Ειδικά η f είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο

διάστηµα [a,b] αν η f είναι συνεχής σε κάθε σηµείο x ∈ (a,b) και επιπλέον

f(a+)= f(a) και f(b−)= f(b).

Παράδειγµα 7

Κάθε γραµµική συνάρτηση f(x)= ax +b είναι συνεχής στο R.

΄Εστω x0 ∈R. Από τον ορισµό του ορίου έχουµε

lim
x→x0

f(x)= lim
x→x0

(ax +b)= a lim
x→x0

x +b = ax0 +b = f(x0)

γεγονός που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.
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Συνέχεια συναρτήσεων

Παράδειγµα 8

Η συνάρτηση f(x)= x
n είναι συνεχής στο R για κάθε n ∈N και η συνάρτηση

f(x)= x
−n είναι συνεχής στο Rà {0} για κάθε n ∈N.

Το αποτέλεσµα είναι συνέπεια των ιδιοτήτων των ορίων. Για παράδειγµα για

x0 ∈R και n= 2, είναι

lim
x→x0

x
2 = ( lim

x→x0

x)( lim
x→x0

x)= x0x0 = x
2
0 ,

ενώ για n= 3, έχουµε

lim
x→x0

x
3 = ( lim

x→x0

x)( lim
x→x0

x
2)= x0x

2
0 = x

3
0 ,

και για γενικό n εργαζόµαστε επαγωγικά. Για x0 ̸= 0 και n ∈N έχουµε από το

πρώτο µέρος

lim
x→x0

1

xn
= limx→x0

1

limx→x0
xn

= 1

x
n

0

που είναι ό,τι ϑέλουµε να δείξουµε.
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Συνέχεια συναρτήσεων

Τα σηµεία στα οποία µια συνάρτηση δεν είναι συνεχής λέγονται σηµεία ασυνέ-
χειας της συνάρτησης και η συνάρτηση λέγεται ασυνεχής στα σηµεία αυτά.

Παρατήρηση 1

Ας δούµε τι σηµαίνει ότι µια συνάρτηση δεν είναι συνεχής σε σηµείο, έστω x0.

Σύµφωνα µε τον ορισµό είτε το f(x0) δεν ορίζεται, είτε αν ορίζεται ϑα υπάρχει

ένας, τουλάχιστον, τρόπος όπου ενώ το x προσεγγίζει το σηµείο x0 η εικόνα

f(x) δεν προσεγγίζει το f(x0). Ισοδύναµα ϑα υπάρχει µια ακολουθία σηµείων

(xn)
∞
n=1

µε xn → x0, αλλά f(xn)↛ f(x0).

΄Ενας ισοδύναµος ορισµός της συνέχειας είναι

Ορισµός 7

΄Εστω ότι η συνάρτηση f ορίζεται σε κάποιο διάστηµα γύρω από το x0. Η f

λέγεται συνεχής στο x0 αν για κάθε ϵ> 0 υπάρχει δ> 0 (το οποίο εξαρτάται από

το ϵ και το x0), ώστε

|f(x)− f(x0)| < ϵ οποτεδήποτε |x − x0| < δ,

΄Ορια και συνέχεια Μάρτιος 2025 19 / 36

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ



Συνέχεια συναρτήσεων

Συνέχεια των συναρτήσεων sin και cos

∆είχνουµε ότι οι συναρτήσεις sin και cos είναι συνεχείς στο R.

΄Εστω x ∈R και έστω ϵ> 0. ∆είχνουµε ότι υπάρχει δ> 0 ώστε

αν |x −y | < δ, τότε |sinx − siny | < ϵ.

Από την τριγωνοµετρική ταυτότητα

sinx − siny = 2cos
x +y

2
sin

x −y

2

παίρνουµε µέσω της |sinx| ≤ |x|

|sinx − siny | = 2

∣∣∣∣cos x +y

2

∣∣∣∣∣∣∣∣sin x −y

2

∣∣∣∣≤ 2

∣∣∣∣sin x −y

2

∣∣∣∣≤ |x −y |.

΄Ετσι για δ= ϵ έχουµε

|sinx − siny | ≤ |x −y | < δ= ϵ.
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Συνέχεια συναρτήσεων

Συνέχεια των συναρτήσεων sin και cos (συνέχεια)

που είναι ό,τι ϑέλουµε να δείξουµε.

Το αποτέλεσµα για τη συνάρτηση cos προκύπτει µε ανάλογο τρόπο από την

αντίστοιχη ταυτότητα

cosx −cosy =−2sin
x +y

2
sin

x −y

2
.

Παρατηρούµε ότι η επιλογή του δ, τόσο για την sin όσο και για την cos, είναι

ανεξάρτητη του x και εξαρτάται µόνο από το ϵ.

Παράδειγµα 9

Εάν a > 0 η συνάρτηση a
x είναι συνεχής στο R.
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Συνέχεια συναρτήσεων

Θεώρηµα 3

Εάν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο σηµείο x0, τότε οι

λf(x)+µg(x), λ,µ ∈R, f(x)g(x),
f(x)

g(x)
, g(x0) ̸= 0

είναι συνεχείς στο x0.

Θεώρηµα 4

΄Εστω ότι η σύνθεση f ◦g ορίζεται. Εάν η g είναι συνεχής στο x0 και η f είναι

συνεχής στο y0 = g(x0), τότε η f ◦g είναι συνεχής στο x0.

Θεώρηµα 5

Εάν η συνάρτηση f : I →R, όπου I είναι διάστηµα, είναι ένα-προς-ένα συνεχής

συνάρτηση, τότε η f
−1

είναι επίσης συνεχής συνάρτηση.
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Συνέχεια συναρτήσεων

Θεώρηµα 6

Οι παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς

(1) Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις στο R.

(2) Οι τριγωνοµετρικές sin και cos στο R.

(3) Οι εκθετικές a
x
, a > 0 στο R.

(4) Οι ϱητές εκτός από τα σηµεία µηδενισµού του παρονοµαστή.

(5) Οι τριγωνοµετρικές tan και sec σε κάθε διάστηµα (kπ−π/2,kπ+π/2),
k ∈Z. Οι cot και csc σε κάθε διάστηµα (kπ,(k +1)π), k ∈Z.

(6) Οι ϱίζες
n
p

x, n ∈N στο R αν ο n είναι περιττός, και στο [0,+∞) αν ο n είναι

άρτιος.

(7) Οι λογαριθµικές log
a

x, a > 0 στο (0,+∞).

(8) Οι αντίστροφες τριγωνοµετρικές sin−1
και cos−1

στο διάστηµα [−1,1], και

tan−1
στο R.
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Συνέχεια συναρτήσεων

Παράδειγµα 10

∆είχνουµε ότι για x ∈R
lim

n→∞

(
1+ x

n

)n

= e
x .

Το αποτέλεσµα ισχύει για x = 0. Για x > 0 ϑέτουµε tn = n/x , οπότε tn →+∞
καθώς n→∞. ΄Ετσι γράφοντας(

1+ x

n

)n

=
[(

1+ x

n

) n

x

]x

=
[(

1+ 1

tn

)tn
]x

από τη συνέχεια της εκθετικής συνάρτησης και το αποτέλεσµα

lim
x→+∞

(
1+ 1

x

)x

= e

παίρνοντας το όριο n→∞ έχουµε

lim
n→∞

(
1+ x

n

)n

= lim
n→∞

[(
1+ x

n

) n

x

]x

=
[
lim

tn→∞

(
1+ 1

tn

)tn
]x

= e
x .
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Συνέχεια συναρτήσεων

Παράδειγµα 11 (συνέχεια)

Για x < 0 ϑέτουµε x =−t , µε t > 0 και γράφουµε για n> t(
1+ x

n

)n

=
(
1− t

n

)n

=
(
n− t

n

)n

= 1(
1+ t

n− t

)n
= 1[(

1+ t

n− t

) n−t

t

]t

1(
1+ t

n− t

)t
.

Συνεπώς ϑέτοντας tn = n/t −1 έχουµε(
1+ x

n

)n

=
[(

1+ 1

tn

)tn
]x(

1+ 1

tn

)x

.

Επειδή tn →+∞ καθώς n→∞, όπως στο προηγούµενο ϐήµα έχουµε

lim
n→∞

(
1+ x

n

)n

=
[
lim

tn→∞

(
1+ 1

tn

)tn
]x[

lim
tn→∞

(
1+ 1

tn

)]x

= e
x .

΄Ορια και συνέχεια Μάρτιος 2025 25 / 36

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ



Συνέχεια συναρτήσεων

Παράδειγµα 12 (3ο χαρακτηριστικό όριο)

∆είχνουµε ότι

lim
x→0

e
x −1

x
= 1.

Βήµα 1. Αποδεικνύουµε ότι

1+ x ≤ e
x ≤ 1

1− x
, 0≤ x < 1. (1)

Η ανισότητα ισχύει ως ισότητα για x = 0, οπότε ας υποθέσουµε ότι 0< x < 1.

Από µεν την ανισότητα Bernoulli, έχουµε

1+ x ≤
(
1+ x

n

)n

,

και από το δυωνυµικό Θεώρηµα(
1+ x

n

)n

=
n∑

k=0

n!

k!(n− k)!

x
k

nk
≤ 1+

n∑
k=1

x
k ≤ 1

1− x
.
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Συνέχεια συναρτήσεων

Παράδειγµα 13 (συνέχεια)

΄Ετσι για κάθε ϕυσικό αριθµό n και για 0≤ x < 1 έχουµε

1+ x ≤
(
1+ x

n

)n

≤ 1

1− x

και η (1) προκύπτει παίρνοντας το όριο n→∞.

Βήµα 2. Από την (1) έπεται ότι

lim
x→0+e

x = 1. (2)

Βήµα 3. Από την (1) παίρνουµε

x ≤ e
x −1≤ x

1− x
⇒ 1≤ e

x −1

x
≤ 1

1− x

για 0< x < 1, εποµένως

lim
x→0+

e
x −1

x
= 1.
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Συνέχεια συναρτήσεων

Παράδειγµα 14 (συνέχεια)

Αν τώρα −1< x < 0, ϑέτοντας y =−x έχουµε

e
x −1

x
= e

−y −1

−y
= e

−y
1−e

y

−y
= 1

ey

e
y −1

y
, 0< y < 1,

οπότε από την (2) και την ύπαρξη του από τα δεξιά πλευρικού ορίου έπεται ότι

και το από τα αριστερά πλευρικό όριο υπάρχει και

lim
x→0−

e
x −1

x
= lim

y→0+
1

ey

e
y −1

y
= 1.

Συνεπώς ο ισχυρισµός για την ύπαρξη και την τιµή του ορίου επιβεβαιώνεται.

Σηµειώνουµε ότι από την (2) και τις ιδιότητες των ορίων έχουµε

lim
x→0−e

x = lim
x→0−

1

e−x
= lim

y→0+
1

ey
= 1

1
= 1

όπου ϑέσαµε y =−x . ΄Ετσι τελικά συµπεραίνουµε ότι

lim
x→0

e
x = 1.
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Βασικά ϑεωρήµατα για συνεχείς συναρτήσεις

Θεώρηµα 7 (Θεώρηµα της ενδιάµεσης τιµής)

΄Εστω ότι η f είναι συνεχής στο διάστηµα [a,b] και f(a)=A, f(b)= B. Εάν το C

είναι µεταξύ A και B, τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα c ∈ [a,b] ώστε f(c)=C.

Ειδικά αν f(a)f(b)< 0, τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (a,b) ώστε f(ξ)= 0.

Θεώρηµα 8 (Θεώρηµα του σταθερού σηµείου)

Εάν η f : [0,1]→ [0,1] είναι συνεχής τότε υπάρχει x0 ∈ [0,1] ώστε f(x0)= x0.

Θεώρηµα 9

΄Εστω ότι η f είναι συνεχής στο διάστηµα [a,b]. Τότε η f παίρνει την ελάχιστη και

την µέγιστη τιµή της στο διάστηµα αυτό, δηλαδή υπάρχουν σηµεία x1 και x2 στο

[a,b] ώστε f(x1)≤ f(x)≤ f(x2) για κάθε x ∈ [a,b]. Γράφουµε

f(x1)= min
a≤x≤b

f(x), f(x2)= max
a≤x≤b

f(x).
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Βασικά ϑεωρήµατα για συνεχείς συναρτήσεις

Πόρισµα 2

΄Εστω ότι η f είναι συνεχής στο διάστηµα [a,b] και f(a)f(b)< 0. Τότε υπάρχει

τουλάχιστον ένα ξ ∈ (a,b) ώστε f(ξ)= 0.

Η µέθοδος της διχοτόµησης. ∆είχνουµε πως το αποτέλεσµα ύπαρξης ϱίζας µιας

εξίσωσης f(x) = 0 µπορεί να δώσει και τρόπο προσέγγισης της ϱίζας. Υποθέ-

τουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [a,b] και ότι f(a)f(b)< 0.

1 Θέτουµε a0 = a, b0 = b και c0 = (a0 +b0)/2. Αν f(c0)= 0 η ϱίζα

εντοπίστηκε. Αν f(c0) ̸= 0 τότε f(a0)f(c0)< 0, ή f(c0)f(b0)< 0,

διαφορετικά οι f(a0), f(c0), f(b0) ϑα ήταν οµόσηµοι πράγµα άτοπο από την

υπόθεση. Ας υποθέσουµε ότι f(a0)f(c0)< 0.

2 Θέτουµε a1 = a0, b1 = c0 και c1 = (a1 +b1)/2. Αν f(c1)= 0 η ϱίζα

εντοπίστηκε. Αν f(c1) ̸= 0 τότε f(a1)f(c1)< 0, ή f(c1)f(b1)< 0,

διαφορετικά οι f(a1), f(c1), f(b1) ϑα ήταν οµόσηµοι πράγµα άτοπο από την

υπόθεση. Ας υποθέσουµε ότι f(c1)f(b1)< 0.

3 Θέτουµε a2 = c1, b2 = b1 και c2 = (a2 +b2)/2 και επαναλαµβάνουµε την

διαδικασία.
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Βασικά ϑεωρήµατα για συνεχείς συναρτήσεις

΄Ετσι προκύπτουν

(i) Μια ακολουθία πραγµατικών αριθµών (cn)
∞
n=1

, µε a < cn < b για κάθε

n ∈N και

(ii) Μια ακολουθία διαστηµάτων (In)
∞
n=1

, µε In = [an,bn], όπου ένα από τα

άκρα είναι το cn−1, για τα οποία ισχύει ότι In ⊂ In+1 και επιπλέον αν µε |In|
συµβολίσουµε το µήκος του In, τότε

|In| = 1

2
|In−1| = 1

2n
(b−a).

Παρατηρούµε ότι αν ξ είναι η ϱίζα που περιέχεται σε κάθε In τότε για ϵ > 0

υπάρχει N ώστε

|ξ−cn| < 1

2n
(b−a)< 1

2N
(b−a)< ϵ (3)

για n > N, κατά συνέπεια η ακολουθία (cn)
∞
n=1

συγκλίνει στη ϱίζα ξ της f(x)= 0.

Επιπλέον η (3) παρέχει το σφάλµα της προσέγγισης της ϱίζας.
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Οµοιόµορφη συνέχεια

Παράδειγµα 15

Για τη συνάρτηση f(x)= x
2, µε x ∈ (0,1) δείξτε ότι για κάθε ϵ> 0 υπάρχει δ> 0

ώστε

αν |x1 − x2| < δ, τότε |f(x1)− f(x2)| < ϵ (4)

για κάθε x1, x2 στο (0,1).

Αν x1 και x2 είναι σηµεία του (0,1) έχουµε

|f(x1)− f(x2)| = |x2
1 − x

2
2 | = |(x1 − x2)(x1 + x2)| ≤ 2|x1 − x2| (5)

έτσι για δοσµένο ϵ> 0 επιλέγοντας δ= ϵ/2 η (4) έπεται από την (5).

Ορισµός 8

Θα λέµε ότι µια συνάρτηση f είναι οµοιόµορφα συνεχής σε κάποιο διάστηµα I

αν για κάθε ϵ> 0 υπάρχει δ= δ(ϵ)> 0 (το οποίο εξαρτάται µόνο από το ϵ), ώστε

αν |x1 − x2| < δ, τότε |f(x1)− f(x2)| < ϵ ∀x1,x2 ∈ I.
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Οµοιόµορφη συνέχεια

Παράδειγµα 16

∆είξτε ότι η συνάρτηση f(x)= 1/x είναι οµοιόµορφα συνεχής στο (a,+∞),
όπου a > 0.

Αν x1 > a και x2 > a, ϐρίσκουµε

|f(x1)− f(x2)| =
∣∣∣∣ 1

x1

− 1

x2

∣∣∣∣= ∣∣∣∣x2 − x1

x1x2

∣∣∣∣≤ |x1 − x2|
a2

,

αφού x1x2 > a
2. ΄Ετσι για ϵ> 0 και δ= a

2ϵ έπεται ότι αν |x1 − x2| < δ, τότε

|f(x1)− f(x2)| ≤ |x1 − x2|
a2

< δ

a2
= ϵ,

κατά συνέπεια η συνάρτηση 1/x είναι οµοιόµορφα συνεχής στο διάστηµα

(a,+∞). Σηµειώνουµε ότι η 1/x είναι, επίσης, οµοιόµορφα συνεχής στο

διάστηµα [a,+∞).
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Οµοιόµορφη συνέχεια

΄Ασκηση 1

∆είξτε ότι η συνάρτηση f(x)= 1/x δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής στο (0,1).

Πρόταση 2

΄Εστω f : I →R µια συνεχής συνάρτηση, όπου I είναι ένα διάστηµα στο R. Εάν

[a,b]⊂ I, τότε η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [a,b]. ∆ιαφορετικά, µια

συνάρτηση ορισµένη και συνεχής σε κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα είναι

οµοιόµορφα συνεχής στο διάστηµα αυτό.
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Καµπύλες

Εάν το I είναι διάστηµα και fk : I →R, µε k = 1,2, . . . ,n είναι συνεχείς συναρτήσεις

η συνάρτηση f : I →Rn που ορίζεται µε τη σχέση

f(x)= (f1(x), f2(x), . . . , fn(x))

λέγεται καµπύλη. Αν n = 2 έχουµε µια καµπύλη στο επίπεδο, ενώ αν n = 3

έχουµε καµπύλη στο χώρο.

Αν η f : I → R είναι µια συνεχής συνάρτηση, παρατηρούµε ότι το γράφηµα της

f , G(f)= {(x, f(x)) : x ∈ I}, είναι το πεδίο τιµών µια ειδικής περίπτωσης επίπεδης

καµπύλης της

γf (x)= (x, f(x)), x ∈ I,

αφού η ταυτοτική συνάρτηση τ : I → R, µε τ(x)= x είναι συνεχής στο I. Πολλές

ϕορές, καταχρηστικά, λέµε καµπύλη την γραφική παράσταση της συνάρτησης f ,

δηλαδή το γεωµετρικό αντικείµενο το οποίο είναι η αποτύπωση του γραφήµατος

της f . Για καµπύλες ϑα µιλήσουµε αναλυτικώτερα σε επόµενα κεφάλαια.
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Συνέχεια κατά τµήµατα

Ορισµός 9

Μια συνάρτηση f λέγεται τµηµατικά συνεχής στο διάστηµα [a,b] εάν το

διάστηµα µπορεί να χωριστεί σε υποδιαστήµατα σε καθένα από τα οποία η f

είναι συνεχής και τα πλευρικά όρια στα άκρα των υποδιαστηµάτων υπάρχουν.

0
a b

Είναι η f(x)= tanx τµηµατικά συνεχής στο [0,π];
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